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Resumen

Se investigan el espectro de energia y los estados propios de un sistema hibrido
atomo-foton-oscilador mecénico. La interaccion entre un modo en la cavidad optica,
un modo mecanico de un espejo vibrante y un atomo de dos niveles se explora mediante
la aproximacion cuasi-resonante generalizada (GRWA), superando las limitaciones de
la aproximacion cuasi-resonante (RWA). Los resultados revelan un espectro de energia
mas preciso en un amplio rango de acoplamientos dtomo-foton y foton-fonéon, destacan-
do la eficacia de la GRWA en situaciones de acoplamientos fuertes. Ademaés, este enfo-
que permite reescribir el hamiltoniano hibrido en una forma bipartita que proporciona
una descripciéon consistente con un modelo de Rabi, donde los estados atomo-campo
vestidos (polaritones) se acoplan a modos mecénicos.

La aplicacién de la GRWA al sistema atomo-foton-oscilador nos lleva a dos en-
foques para su solucion: uno completamente GRWA (GRWA-GRWA) y otro mixto
(GRWA-RWA). Ambos superan las limitaciones de la RWA en distintas regiones de
acoplamiento. En cuanto a los estados propios, estas aproximaciones ofrecen una alta
fidelidad entre los estados propios exactos y sus equivalentes aproximados.

La investigacion se amplia al introducir un acoplamiento adicional entre el ato-
mo y los fonones en el sistema, destaciandose el enfoque completamente GRWA en el
régimen de acoplamiento fuerte. Se estudia el entrelazamiento polariton-fonén en las
distintas aproximaciones y encontramos que el enfoque GRWA-GRWA presenta osci-
laciones caracteristicas como funcién de los acoplamientos incluso en regiones donde

otras aproximaciones no lo hacen.
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Ademas, se aborda la dindmica cuéntica del sistema hibrido empleando el hamilto-
niano completo. Se examina la apariciéon de rebotes de fotones dentro de las cadenas
de paridad, involucrando los tres grados de libertad del sistema. También se analiza
la evolucién dinamica de un estado inicial que considera una excitacion atomo-cavidad
en su estado fundamental y el oscilador mecanico en un estado coherente de fonones,
lo que conduce al fenémeno de colapso y resurgimiento para estas excitaciones.

Posteriormente, se estudia la dindmica disipativa al introducir el sistema en un en-
torno térmico y al incorporar una fuente externa de fotones y se explora el fenémeno de
enfriamiento y amplificacion asistida del oscilador mecanico para acoplamientos débiles
y fuertes. Destaca que la aproximacion GRWA logra capturar de manera significativa
las resonancias previstas por la soluciéon numérica exacta, brindando asi una descripcién
precisa del nimero de fonones en el estado estacionario final del sistema para diversas
frecuencias de bombeo.

Esta investigacion es relevante para el estudio de sistemas hibridos cuanticos fuer-
temente acoplados, con posibles implicaciones en el desarrollo de tecnologias cuénticas

y la exploracion de fendmenos cuénticos y mecanicos.
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Capitulo 1

Introducciéon

La interaccion entre la radiacion electromagnética y la materia es un proceso funda-
mental de enorme importancia en la Fisica. La 6ptica cuantica investiga esta interaccion
con un enfoque que varia segin el sistema en estudio o la interacciéon misma, y puede
abordarse en tres esquemas: el campo esta cuantizado y se considera que el medio ma-
terial es clésico, la materia se cuantiza y se considera que el campo es clasico, o tanto
la materia como el campo estan cuantizados.

El éxito de esta area se debe en gran medida al hecho de que los fotones son de
naturaleza bosonica y pueden ocupar el mismo estado cuéntico, ademas, no poseen
una carga eléctrica, por lo tanto rara vez interactiian con otros fotones. No obstante, la
radiacion electromagnética puede interactuar con medios dieléctricos, semiconductores,
metales, iones o incluso espines y atomos; lo que da lugar a una serie de fenémenos
fisicos como refraccion, reflexion, difraccion, dispersion, absorcién y emision que son
de gran interés por sus aplicaciones tecnologicas y relevancia tedrica. Adicionalmente,
se destaca la existencia de procesos no lineales foton-foton, donde los fotones pueden
interactuar entre si, generando nuevas frecuencias, sin embargo, estos ocurren a través
de materiales, como cristales o fibras 6pticas con propiedades 6pticas no lineales.

La Electrodinamica Cuantica de Cavidades (cQED, por sus siglas en inglés) y la

Optomecanica Cuéntica de cavidades (cOM, por sus siglas en inglés) son dos campos



paradigmaticos de la 6ptica cuantica en donde se estudia esta interaccion en sistemas
confinados en su forma eléctrica y mecanica respectivamente.

El modelo méas simple en cQED es el Modelo Cuéntico de Rabi (QRM, por sus
siglas en inglés), que en general describe la interaccion entre un sistema cuantico de
dos niveles (qubit) y un campo bosonico monocromético [3|. Su version semi-clésica
nacié hace mas de ocho décadas en el contexto de la resonancia magnética nuclear
[4, 5] y su forma completamente cuantica ha sido fundamental para el entendimiento
de la emision atdémica espontanea y otros fenémenos como la inversion de la poblacion
atomica (atomic population inversion, en inglés) y la creacion de estados cuéanticos en-
trelazados. Ademas, por su caracter ubicuo y versatilidad también ha sido aplicado en
la descripcion de realizaciones experimentales de sistemas fisicos en otros campos de
la ciencia. Por ejemplo, iones 6pticamente atrapados en donde los estados electronicos
del ion interactian con sus modos fonoénicos |6, 7, 8, 9], puntos cuénticos semicon-
ductores acoplados a nanocavidades [10], un qubit de flujo acoplado a un circuito LC
superconductor [11], un qubit de carga acoplado a un oscilador de microondas [12] y en
fisica molecular [13, 14, 15]. Recientemente también ha sido propuesto como base para
el desarrollo de compuertas cuanticas [16], protocolos de informacion cuantica [17] y
realizacion de mediciones no destructivas 18, 19].

En el campo de la optomecanica, el modelo més sencillo de interaccion es el Mo-
delo Optomecénico Estandar (Standard Optomechanical Model, en inglés), el cual se
puede describir como una cavidad 6ptica con un espejo capaz de mantener oscilaciones
mecanicas. En este sistema los fotones atrapados dentro de la cavidad intercambian
momento con el espejo oscilante mediante presion de radiacion al reflejarse multiples
veces en el mismo |20, 21]. Este modelo y sus variantes han desempenado un papel muy
importante en el objetivo de alcanzar el control del movimiento mecénico a nivel cuén-
tico y la deteccion de fuerzas o desplazamientos mas alla del limite cuantico estandar
(SQL, por sus siglas en inglés), y también en un numerosas aplicaciones como astro-

nomia de ondas gravitacionales |22, 23|, sensores de alta precision [24], transductores



cuanticos |25], experimentos con atomos frios [26] y creacion de estados macroscopicos
no clasicos [27].

En la actualidad, existe un gran interés por combinar sistemas como los descri-
tos por el QRM que involucran la interacciéon qubit-oscilador con sistemas de caracter
optomecanico. Estos sistemas hibridos cuénticos son de particular interés, ya que per-
miten estudiar la interaccién entre electrones, fotones y fonones en un mismo marco
de descripcion. Este enfoque multidisciplinario brinda la oportunidad de explorar y
comprender mejor los aspectos cuénticos y mecanicos de estos sistemas, y puede tener
implicaciones importantes en el desarrollo de tecnologias cuénticas y la comprension
de fenémenos fundamentales de la fisica cuantica.

Recientemente se ha llevado a cabo un estudio analitico de un modelo atomo-fotén-
oscilador. En este modelo, la parte cQED se describe mediante el conocido Modelo de
Jaynes-Cummings (JCM, por sus siglas en inglés), mientras que la parte optomecénica
se describe por un oscilador armoénico cuantico cuyo operador de posiciéon candnico esta
acoplado al operador de ntimero de fotones (Standard Optomechanical Model). Este
sistema ha predicho la posibilidad de enfriar el movimiento mecanico a su estado base
mediante la excitacion de polaritones atomo-fotén, asi como la aparicion de estados
“antibunching” en el movimiento mecénico [2, 28|.

Como es bien conocido, el JCM se deriva del QRM utilizando la Aproximacion
de Onda Rotante (RWA, por sus siglas en inglés), que funciona bien en condiciones
de cuasi-resonancia y para una fuerza de acoplamiento atomo-cavidad pequena en
comparacion con la energia de los fotones [29, 30, 31]. Esta aproximacion ignora los
términos anti-resonantes y restringe el espacio de Hilbert a un conjunto infinito de
subespacios 2D, cada uno caracterizado por la conservaciéon del nimero de excitaciones
[30, 32].

En la dltima década, se han logrado avances significativos en la interaccion luz-
materia con circuitos superconductores, pozos cuanticos de semiconductores, sistemas

optomecanicos y otras plataformas hibridas. En particular, se han alcanzado los re-



gimenes de acoplamiento ultrafuerte (USC) y ultrafuerte profundo (DSC) en arreglos
experimentales de estas plataformas [33, 34]. En el lado teorico, esto motivo el desa-
rrollo de varios métodos de aproximaciéon para el QRM que van mas alla de la RWA
[1, 35, 36]. La solucion exacta del QRM, para cualquier magnitud de los parametros, ya
se conoce desde hace méas de una década |37, 38]; se expresa en términos de los polos de
funciones trascendentales y carece de expresiones analiticas del espectro de energia y
de los estados propios. Por lo tanto, sigue siendo conveniente recurrir a modelos apro-
ximados que conduzcan a una comprension intuitiva de la fisica, como en el enfoque
de la RWA.

La presente investigacion se inspira en el trabajo previo de Restrepo et al. |2, 28], y
tiene como objetivo calcular el espectro de energia, los estados propios y las propiedades
de entrelazamiento de un sistema atomo-foton-oscilador que incluye la parte cQED
descrita por el QRM, y considera valores arbitrarios de las fuerzas de acoplamiento
atomo-foton y foton-fonon. Para lograr esto, adaptamos la version generalizada de la
aproximacion de onda rotante (GRWA) [35], desarrollada por E. K. Irish para el QRM,
al hamiltoniano hibrido completo. Los resultados de nuestra investigacion indican que
este enfoque permite obtener expresiones analiticas precisas de los niveles energéticos y
estados propios en todo el rango de acoplamientos y para una desintonizacion (detuning,
en inglés) de la frecuencia de transicion atomica y foténica mucho mayor; asi como un
grado de entrelazamiento entre los excitaciones virtuales atomo-foton (polaritones) y
las oscilaciones mecanicas que difiere significativamente de los resultados obtenidos con
la RWA.

Este estudio también aborda dos fenémenos distintivos que son accesibles de estu-
diar en el marco del modelo cuantico de Rabi para el sistema atomo-fotén-oscilador:
rebotes en las cadenas de paridad y colapso y resurgimiento. Ademas, se examina el
sistema en contacto con un bano térmico y una fuente externa de fotones, explorando el
fenéomeno de enfriamiento y amplificacion asistida del oscilador mecénico. En este con-

texto, resaltamos que nuestra aproximacion basada en la GRWA ofrece una descripciéon



razonable del estado del sistema en un amplio rango de acoplamientos.



Capitulo 2

Modelo cuantico de Rabi y algunas

aproximaciones

El tema principal de este trabajo es la aplicacion de la “Generalized rotating-wave-
approximation”, o “Generalized-RWA”, (que abreviaremos como GRWA | por sus siglas
en inglés) al hamiltoniano hibrido atomo-fotén-oscilador (véase el Capitulo 3). Este
desarrollo estéa inspirado en el trabajo de Restrepo et al. [2], el cual utiliza el modelo
de Jaynes-Cummings para realizar convenientemente una biparticiéon y diagonalizacion
del sistema en el régimen cuasi-resonante de acoplamiento débil (véase la Seccion 3.3).
La secuencia de pasos que seguiremos para obtener expresiones analiticas de los estados
propios y el espectro de energia del hamiltoniano de interacciéon completo en el rango
de acoplamiento grande hara uso de miltiples bases de estados para estudiar el modelo
cuantico de Rabi.

El proposito de este capitulo es hacer una revision breve de este modelo y las
aproximaciones que dan lugar a estas bases de estados. Primero, revisaremos el ha-
miltoniano y sus propiedades, luego obtendremos el JCM a partir del QRM y estu-
diaremos las consecuencias de dicha aproximacién. Posteriormente, obtendremos la
base GRWA &™), [vL "), N =0,1,2,..., para ello, necesitamos la base adiabética

|¢“idN) ,N =0,1,2,..., utilizada para reescribir la parte del hamiltoniano de Rabi Hg,



que a su vez necesita la base de oscilador desplazado |Ny), N =0,1,....

2.1. Modelo cuantico de Rabi

El modelo cuantico de Rabi es una herramienta fundamental para explorar la in-
teraccion entre un sistema cuantico de dos niveles y un campo bosonico confinado [37].
En la fisica existen numerosos ejemplos de sistemas cuanticos de diversa naturaleza
que pueden ser descritos utilizando este modelo; sin embargo, histéricamente el con-
texto de implementacion natural tanto tedrica como experimental es el de las cavidades
fotonicas (cQED).

En el contexto de cQED, este modelo se refiere a la interaccion entre un dtomo de
dos niveles con momento dipolar eléctrico y un modo foténico dentro de una cavidad
Optica resonante. Aunque en la realidad no existe un 4tomo de dos niveles como tal, es
comun utilizar esta idealizacion en muchos fenémenos de interacciéon resonante coheren-
te que involucran solo unos pocos niveles energéticos. Esta simplificacién se considera
razonable cuando se cumplen las condiciones de cuasi-resonancia y acoplamiento débil
entre el atomo y los fotones.

En las ultimas décadas se han llevado a cabo experimentos importantes en cQED
bajo estas restricciones, empleando atomos alcalinos o de Rydberg que interactiian con
el modo electromagnético de una cavidad optica [39] o una cavidad de microondas [40].
Estos experimentos han tenido como objetivo principal revelar la naturaleza corpuscu-
lar de la luz y poner a prueba los fundamentos de la mecanica cuantica. No obstante,
una de las dificultades més importantes en este tipo de sistemas es el control limitado
que se tiene sobre los parametros como el momento dipolar eléctrico del atomo y la
magnitud del acoplamiento dtomo-foton.

Recientemente han sido realizados importantes avances en el &mbito experimental,
donde se han logrado realizar sistemas cuanticos que simulan la dinamica del QRM

para valores arbitrarios de sus pardmetros mediante el uso de circuitos cuanticos su-



perconductores en donde atomos artificiales estan acoplados a cavidades resonantes
integradas en chips |41, 42, 43|, sistemas fotonicos, en donde la propagacion optica es
descrita mediante este formalismo [44] o bien utilizando otras plataformas como iones
confinados [45].

En estos arreglos experimentales es posible mantener la descripcion de la interaccion
que considera la participacion de solo dos niveles en condiciones que de otro modo serian
imposibles de lograr con atomos en una cavidad resonante [46].

Esto ha motivado el estudio del régimen de acoplamiento ultrafuerte, donde la
frecuencia de acoplamiento atomo-foton es comparable a la frecuencia de ambos com-
ponentes por separado. En este régimen, la interaccion entre atomos y fotones se vuelve
altamente no lineal y da lugar a fenémenos importantes, como la generacion de estados
de luz comprimida y la creacién de estados entrelazados.

Ademas se han propuesto e investigado numerosas generalizaciones del modelo que
involucran multiples qubits [47, 48], multiples modos electromagnéticos [49], dtomos
de varios niveles [50], una cavidad llena de un medio Kerr [51, 52|, entre otras.

Por lo tanto, el QRM y sus variantes desempenan un papel fundamental en la
comprension de la interaccion coherente entre la radiacion electromagnética y la materia
en sistemas confinados. Este campo de investigacion proporciona valiosas herramientas
y perspectivas para explorar fendémenos cuanticos avanzados y desarrollar aplicaciones

en el ambito de la computaciéon cuantica.

2.1.1. Formulacién del hamiltoniano cuantico de Rabi

Consideremos un modo de radiacién en una cavidad o6ptica de volumen V', cuyo

hamiltoniano se expresa de la siguiente forma

1 1
Hfield = 5/ dV(€0E2<I‘, t) + u_B2<r7 t))7 (21)
v 0

aqui, E vy B representan los campos eléctrico y magnético, respectivamente.



Supongamos, sin perdida de generalidad, que el campo eléctrico tiene polarizacion
lineal en la direccién arbitraria e. Utilizando el formalismo de segunda cuantizacion es
posible escribir los campos en términos de los operadores de aniquilacion (@) y creacion

(a') como sigue [53]

=8 60V<a +al)e®r, (2.2)
. ~ hw3 1 -
B—ax k% eov “~(a—ahe, (2.3)

donde w, es la frecuencia del campo, k su vector de onda y los operadores @ y af
satisfacen la relacion de conmutacion [a,a'] = 1.

Al sustituir los campos (2.2) y (2.3) en el hamiltoniano electromagnético (2.1) y
realizar la integral sobre todo el volumen de la cavidad, obtenemos el hamiltoniano que

describe al campo cuantizado

Hyioa = hweala, (2.4)

en donde por simplicidad fue omitida la energia de punto cero.
En cuanto al 4tomo de dos niveles, consideremos que su estado base (excitado) |g)
(le)) tiene una energia E,; (E.). El hamiltoniano del sistema puede ser expresado en

términos de una descomposicion espectral de la siguiente manera

~

Hatom = Ee |€> <€| + Eg |g> <g| ) (25)

esta expresion puede reescribirse convenientemente a través de un corrimiento de ener-

gia @ y la diferencia de energia entre niveles dada por Aw, = Ee;Eg

) heo,

Hatom = 5" (I€) (el = 19) (9] ). (2.6)
Esto sugiere introducir matrices de Pauli, definidas como &, = |e) (e| — |g) (g|, 6. =

le) (g| +|e) (9] y 6, = —i|e) (g| +i|e) (g], de modo que el hamiltoniano atémico puede



escribirse en la forma

]:Iatom = %a—r (27)

En lo que resta en este trabajo tomaremos h = 1.

Finalmente, el término de interacciéon entre el &tomo y el campo electromagnético
en la aproximacion dipolar, se representa como —d- E, en donde d es el operador de
momento dipolar y E el campo eléctrico. Es posible expresar el operador de momento

dipolar en la base de los estados atomicos de la siguiente manera

d= > ) Gldl) Gl= D dili) (il (2.8)
i,j=g,e 1,j=g,e

Si suponemos que los estados atémicos son simétricos bajo inversion espacial y con-
sideramos que d es un operador impar debido a su proporcionalidad con el vector de
posicion del electron, se sigue que (e|d|e) = (g|d|g) = 0. Ademas, bajo la asuncion
de simetria de inversion, podemos establecer que (e|d |g) = (g|d|e)*. Es importante
destacar que estos términos suelen ser coeficientes complejos. No obstante, es comun
aplicar una rotaciéon al hamiltoniano para transformarlos en ntmeros reales. Por consi-
guiente, es conveniente expresarlos siempre de esta manera. Con estas consideraciones,

la expresion original se simplifica de la siguiente forma

d= aey le) (g] + ae,g g) (e| = aevg O (2.9)

al multiplicar el operador de momento dipolar (2.9) por el campo eléctrico cuantizado

(2.2) obtenemos

A

Hi = goe 6o(a + al), (2.10)

en donde g,. = f;"‘;é de g

Al combinar el hamiltoniano del sistema atoémico (2.7), el del campo foténico (2.4)
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y el de interaccion (2.10), obtenemos el hamiltoniano cuéntico de Rabi.

~

Wa aA fa N
Hp =w.ala + 70Z+gacax(a+aT). (2.11)

2.1.2. Regimenes del hamiltoniano cuantico de Rabi

A continuacion se presentan los regimenes mas relevantes del modelo cuantico de

Rabi, basados en la relacion entre las frecuencias y la magnitud del acoplamiento [38].

= Régimen Jaynes-Cummings. Sucede cuando gy <K |we|, |wa| ¥ |wa—we| < |wa+we|.
En este régimen, los términos anti-resonantes del hamiltoniano se pueden ignorar
mediante la RWA, ya que oscilan a una frecuencia alta y tienen una contribucion

pequena a la dinamica del sistema.

» Régimen Anti-Jaynes-Cummings. Ocurre cuando go. < |wel, |wa| ¥ |wa + we| <
|we — we|. Aqui, se requiere un acoplamiento atomo-cavidad débil, al igual que
en el régimen Jaynes-Cummings. Sin embargo, en este caso, las frecuencias del
sistema deben tener signos opuestos. Como resultado, los términos anti-resonantes

(resonantes) se vuelven dominantes (despreciables).

» Régimen dispersivo dual (Two-fold regime, en inglés). Se presenta cuando g,. <
|Wel, |wals [wa—we|, |wa+we|. En este régimen, se producen interacciones dispersivas
en el sistema, y cualquier combinacién de signos en las frecuencias del sistema
dara lugar a un hamiltoniano efectivo que contiene términos de segundo orden en
Jae- Como consecuencia, se produce un desplazamiento AC-Stark en los niveles
energéticos del qubit, el cual depende del niimero de fotones presentes en el

sistema.

» Régimen de acoplamiento ultrafuerte (ultrastrong-coupling regime - USC, en in-
glés). Se considera que se accedi6 a este régimen cuando la relacion entre la
frecuencia del campo y el atomo cumple la condiciéon, 0.1w. < g4 < we; sin em-

bargo, se debe tener en cuenta que esta condicién no es tan rigida. En general,
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este régimen comienza cuando los términos resonantes y anti-resonantes tienen
una importancia similar y la aproximaciéon de la RWA deja de ser adecuada para

describir el sistema de manera precisa.

» Régimen de acoplamiento ultrafuerte profundo (Deep Strong Coupling regime -
DSC; en inglés). Aqui el acoplamiento dtomo-foton excede a las frecuencias ca-
racteristicas del sistema, g,. > |w.|. La dindmica en este régimen puede explicarse
en términos de paquetes de ondas de nimero de fotones que se propagan de ida

y vuelta a lo largo de cadenas de paridad bien definidas.

» Régimen de desacoplamiento. Este régimen sucede cuando w, ~ 0, g, < |we|.
En este caso, el qubit estd completamente fuera de resonancia con los fotones, lo
que da lugar a una dindmica dispersiva muy especifica. El hamiltoniano se vuelve

constante y el sistema no experimenta evoluciéon en esta region de parametros.

» Régimen intermedio. |w,| ~ gae < |we|. La dindmica del sistema puede ser bas-
tante compleja. A la fecha, no se ha investigado tanto como los otros regimenes

del modelo.

Existe otra clasificacion de los regimenes de acoplamiento en el modelo cuantico
de Rabi que considera tanto la energia accesible del sistema como la relacion entre la
magnitud del acoplamiento y las frecuencias [54]. Esta clasificacion se basa en la validez

de los criterios perturbativos y se distinguen tres regiones.

» Régimen perturbativo ultrafuerte (pUSC, por sus siglas en inglés). Esta region
se encuentra antes de los primeros puntos Juddianos (primer cruce o degenera-
cién entre estados vecinos) y esta definida por la siguiente relacion gy g0 /we =
1/4/2(2N +1). Aqui los términos de interaccion del hamiltoniano aun pueden
ser tratados de manera perturbativa. En este régimen se encuentra el modelo de

Jaynes-Cummings.
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» Régimen perturbativo de acoplamiento ultrafuerte profundo (pDSC, por sus siglas
en inglés). Este régimen ocurre después de los ultimos puntos Juddianos, es decir,
cuando las energias propias se vuelven cuasi-degeneradas. Se caracteriza por la
propagacion de paquetes de ondas de niimero de fotones de ida y vuelta a lo
largo de las cadenas de paridad. También se produce el fenémeno de colapso
y renacimiento (Collapse and Revivals en inglés) incluso cuando el sistema se

encuentra en su estado base.

» Régimen no perturbativo de acoplamiento ultrafuerte/profundo. En este régimen

todos los elementos del hamiltoniano contribuyen de igual manera a la dinamica.

En conclusion, el modelo cuéntico de Rabi, que es de gran relevancia en la fisica
cuantica, permite estudiar diferentes comportamientos del sistema atomo-fotéon segin
la relacion entre las frecuencias y la magnitud de su acoplamiento. Cada uno de estos
regimenes presenta propiedades tnicas que impactan significativamente en la dindmica

del sistema.

2.1.3. Integrabilidad y propiedades del modelo cuantico de Ra-
bi

Consideremos el operador
P=—(-1)""gs,. (2.12)

El hamiltoniano cuantico de Rabi (2.11) exhibe invariancia bajo la transformacion
PHRP = Hp. Esta propiedad esté asociada a una simetria de paridad que podemos

expresar mediante la relacion de conmutacion

A ~

[P, Hg] = 0. (2.13)

Como consecuencia de esta simetria, el espacio de Hilbert se divide en dos subespa-
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cios de dimension infinita, cada uno con una paridad distinta, es decir, H = H, Q H_.
Estos subespacios son conocidos como subespacios de paridad o cadenas de paridad y
corresponden a las dos representaciones irreducibles del grupo Zs.

Para entender como se desarrolla la dindmica del sistema dentro del espacio de Hil-
bert, consideremos la llamada “base de paridad” |p, N,), donde afa, |N,) = N, [N,), y
el operador de aniquilacion modificado a, = ao,. Podemos expresar el modelo cuéntico

Rabi de la siguiente manera
g At ooty Ya ahiy [
Hp = wea,ap + Jac(ap + @) — 7(—1) riv P (2.14)

Notese como en esta representacion para cada paridad tenemos dos osciladores
armonicos desplazados y perturbados por un término proporcional a la frecuencia del
atomo wy,.

En 2011, D. Braak demostroé que la simetria de paridad del modelo es suficiente para
obtener el espectro energético exacto. El espectro energético se divide en dos partes: la
parte reqular y la parte excepcional. La parte regular se determina mediante los ceros
de una funcion trascendental G4 (z). Esta funcion se define mediante la siguiente suma

Galr) = 3 o)1 222 (%)™ (2.15)

r— Nw. " w,

Los coeficientes Ky se definen recursivamente mediante la relacion
NKN = fN_1<I')KN_1 —KN_Q, (216)

ademas, se debe imponer la condicion inicial Ky =1y Ki(x) = fo(x). Aqui, fn(z) se

define como
w2 /4
r — Nw,

2 1

fu(@) w 29

(Nwe — 2 + ). (2.17)

Con estas definiciones, las energias regulares para cada subespacio de paridad (+)
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se calculan como

2
EE =gt o, (2.18)

donde x]j\[, son los valores de x que hacen que la funcion trascendental G+(z) se anule,
es decir, G4 (z3) = 0.
Por otro lado, las soluciones excepcionales ya han sido estudiadas y tienen la forma
Jac

ES — Ny, — e 2.19
N W w, ( )

Estas soluciones son degeneradas con respecto a los subespacios de paridad y coin-
ciden con el caso w, = 0. La obtencién de los estados asociados a estas energias se
encuentra detallada en la referencia [55].

La simetria de paridad inherente al QRM también se manifiesta en sus estados
propios, los cuales presentan una paridad bien definida. Para ilustrar este punto, con-
sideremos el estado base del hamiltoniano (2.14), expresado en la base desacoplada
(2.21). En la figura 2.1, podemos observar que este estado solo se encuentra pobla-
do por estados de la misma paridad. Esta propiedad se verifica en todos los estados
propios del hamiltoniano, independientemente de la magnitud del acoplamiento o las

frecuencias caracteristicas del sistema.

(2) (b)

054 Estado base del QRM con w, = wa =g 0.04 1 Estado base del QRM con we=wa,=g

0.02

0.00 -

Probabilidad
Probabilidad

—0.02 4

—0.04

T T T T T T T T T T
|-.0> |+,1> |-,2> |+,3> |-,4> |+,5> |-,6> |+,7> [-,8> |+,9> |+,0> |-,1> |+,2> |-,3> |+,4> |-,5> |[+,6> |-, 7> |[+,8> |-,9>
Estados con paridad positiva (P= +1) Estados con paridad negativa (P= —1)

Figura 2.1: Probabilidad de que el estado base del QRM esté en cada uno de los estados
del sistema desacoplado. La figura (a) ilustra los estados con paridad positiva, mientras
que la figura (b) representa los estados con paridad negativa.
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En la figura 2.2 se identifican los estados segtin su paridad.

|+2,0) &= |—2,1) &= |4+2,2) &=~ P=-1
|_Z70> - |+Z? 1> = ‘_Z72> - - Pr=s]
Figura 2.2: Cadenas de paridad en el modelo cuantico de Rabi desacoplado. El sistema

evoluciona en dos espacios de Hilbert independientes, cada uno con una paridad dife-
rente.

Una consecuencia adicional de esta simetria es que, al examinar la evoluciéon tem-
poral de un estado cuantico arbitrario con una paridad definida, se observa que su

evolucion solo involucra estados que pertenecen a su mismo subespacio de paridad.

2.2. Aproximacion de onda rotante (RWA)

2.2.1. Sistema desacoplado

Cuando no hay interaccion entre el atomo y la cavidad en el modelo cuantico de

Rabi (g4 = 0), el hamiltoniano (2.11) se simplifica a

Hy = wedta + %0 (2.20)

En este caso, podemos diagonalizar (2.20) considerando el producto directo de los

estados propios de cada subsistema de forma separada (|£z, N) = |£2) ® |N)), donde

|+2) son los autoestados de la matriz de Pauli &, y | N) es la base de nimero de fotones,
con N =0,1,2,3...

Hy|+2,N) = B [£2,N) . (2.21)

Las eigenenergias de manera explicita se muestran a continuacion

EL) = w.N + % (2.22)
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Notemos que cuando el sistema se encuentra en resonancia (w, = w,.), existe una

degeneracion entre los estados |[+z, N) y |—z, N + 1) (vease Fig. 2.3).

2.2.2. Modelo de Jaynes-Cummings

El modelo de Jaynes-Cummings describe la interacciéon entre un sistema cuantico
de dos niveles (dtomo) y un modo de radiacién, bajo la aproximaciéon dipolar y la
aproximacion cuasi-resonante, también conocida como la aproximacion de onda rotante
(RWA).

Para derivar este modelo, es conveniente representar el hamiltoniano (2.11) en tér-

minos de los operadores de escalera 6, = %([fx +i6,) de la siguiente manera
; a4 Yas s it s a4+ o ataual
Hp=w.a'a+ - 0 + gac(0ra+0_a'+o_a+a.a'"), (2.23)

Los primeros dos términos de interaccion de izquierda a derecha (en color azul)
se conocen como términos resonantes, mientras que los tltimos dos (en color rojo) se
llaman términos anti-resonantes.

Consideremos (2.23) en la representacion de interaccion respecto a H, mediante el

operador U = exp(iﬁot), el hamiltoniano transformado es

H[ — 61H0t<HR . Ho)e—zHot
_ gac(a-—l—d e—i(wc—wa)t +a__dT ei(wc—wa)t +(3_d e—i(w(.—l—wa)t _|_5—+&T ei(w(.—l—wa)t)

~ gac(a-+d e—i(uh;—u)u)t + a._a/T ei(&)c—um)t)7 Gac < We A W (224)

Si el sistema se encuentra bajo condiciones de cuasi-resonancia (w, &~ w,) y acoplamien-
to débil (gae K we, w,) los términos anti-resonantes varian rapidamente y su promedio
es cero a escalas de tiempo del orden de 1/w.. En este régimen, la aproximacion al
hamiltoniano consiste en despreciar estos términos, ya que no contribuyen significati-

vamente a la dindmica del sistema. Al aplicar la RWA y regresar a la representacion de
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Schrédinger, el término de interaccién estd compuesto tnicamente por los términos re-
sonantes. El modelo reducido resultante se conoce como modelo de Jaynes-Cummings,

cuya forma es

HIC = w.ala+ %&x + GueGra+6_al). (2.25)

Otra forma de entender el efecto de la aproximaciéon en el hamiltoniano cuantico
de Rabi (2.23) es examinando los elementos de matriz del hamiltoniano Hg en la base

desacoplada |+z, N), con N =0,1,2, ....

(s',M|Hg|s,N) = (s',M|Ho|s,N)+(s',M| (6 a+6_a')|s,N)+ (s', M|(6_a+ & al)|s,N)
= G soun(BV0s s + B, )
+9acVN + 18y 85 100 N+1 + GacV NSy 105 —0nr N—1
+gacV'N + 185 165 —OprN+1 + GacV NSy s 1001 N—1
= g0 N (BN Gs e + B0 ) + %(QN(SM,NH + Oy 10mn—1)(1 = 3y.s).

(2.26)

Se ha introducido la frecuencia de Rabi para N fotones en la tltima expresion, definida

CO1mo:

Oy = 2gseVN + 1. (227)

La representacion matricial de Hg se escribe de la siguiente manera

E% o o o 0 0o o0
0 EY 9 0o 0o 0 0
0

0 0, EY% o 0o o o0

i M 0 0 EY o 0 o0
He=| 2" i 201 , (2.28)

o o o0 1o EY% 0 0

0o 0 o o o BY 1o

0

o 0 0o 0 0 1l EY
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en donde renglones y columnas se ordenan segun la lista: |—z,0), [4+2,0), |—z,1),
|+2z,1), ...

La diagonal principal en la matriz (2.28) esta formada por las energias del sistema
desacoplado dadas por la ecuacion (2.22), los términos resonantes (color azul) se en-
cuentran en las diagonales secundarias de la matriz, estos términos conservan energia
ya que involucran transiciones entre los estados |+z, N) y |—z, N + 1) y por ultimo, los
términos en las diagonales mas alejadas son los anti-resonantes (rojos), estos a diferen-
cia de los anteriores involucran transiciones entre los estados |-z, N)y|+z, N +1) y
no conservan energia, por lo que son los tinicos descartados por la RWA.

Notese como los niveles se organizan en dobletes estrechamente espaciados, donde
las energias de los dos niveles en cada doblete My (|—z, N +1) y |+z, N)) difieren
por EELO)N — E(_O)N +1 =0 = (Wa — W), y los dobletes sucesivos estan separados por una

energia del orden de w, (ver Fig. 2.3).

Bzl) S
|~2,3)
M, " M
|+2,2) : |ch >
- |—Z, N + 1) +,N
_. T
|—2, 2) l T o ‘RN
M we |71 T } ,,,,,,,,,,,,,
wﬂ,
|+Z} N> JC:
[ |_Z7 1> | _’N>
My - N
H‘Z,O) } c
wa
—2,0)

Figura 2.3: Niveles de energia del sistema desacoplado descritos por H R(Gae = 0) y,
comparacion con el subespacio My del JCM.

Al despreciar los términos anti-resonantes del hamiltoniano (2.23), se rompe la

simetria de paridad mencionada anteriormente en la ecuaciéon (2.13) (véase Fig. 2.4).
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P M d’r’ S i \\\ (2[{)1

& -
SOOI 2 [+38) H4)
\"\ b P /f" \\\ b /n'\" *\\\ ‘_\\ 4 ‘\\ F\\ ¢ P = +1
\\\_\\\\\‘\ ~ "\?Q‘\ T ‘S\\ S § ~ \‘: ~
\'\ \A\\ p, \\‘A \.\ < \‘_3“ \;._\ \‘__Q = 71
~ b ~ farls S o
[0 s = I = 2 3 - 4
~ ~
\\\ "’a \\\ ”,a‘ \\\\ ”,’ :
JCM

N.-—0 N,=1 N-2 N,=3 T

R: Resonante AR: Anti-resonante

Figura 2.4: Cadenas de paridad en el QRM y bloques en el JCM. En esta figura,
observamos cémo las cadenas de paridad estan conectadas a través de los términos
resonantes (R) o anti-resonantes (AR). Es importante destacar que los estados que
componen los bloques de 2 x 2 en el modelo de Jaynes-Cummings poseen una paridad
especifica que depende del nimero de excitaciones (Ny¢).

Sin embargo, surge una nueva cantidad conservada [H o, N;jc| = 0, que resulta ser el

numero de excitaciones del sistema
Nyc=ala+6,6_. (2.29)

Como consecuencia, el espacio de Hilbert se descompone en subespacios invariantes de
2 x 2 excepto por el estado base que forma un subespacio de 1 x 1. En cada uno de estos
subespacios se conserva el niamero de excitaciones N ¢, consulte la ecuacion (2.29).
La matriz (2.28) adquiere una estructura diagonal por bloques, lo que facilita su
diagonalizacién. A continuacién se muestra el bloque My
EY, &

A N 5
Hye) = Sk (2.30)

Q 0
G O

el ordenamiento del bloque es |+z, N), |-z, N + 1).

La energia del estado base y la que resulta de diagonalizar el bloque (2.30) son las
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siguientes

0 Wq,
EéC = E(—}) = _77
1
By = §(E(+O,)N +EO ) + \/ 0%+ (B — BV, 0)? (2.31)

1
= we (N +1/2) £ - Ry,

Para la la ultima expresion, se definio la frecuencia de Rabi generalizada como:

Ry = \/Q2, + 62, (2.32)

Los eigenestados asociados a estas energias son

|¢éc> = |_Z7 0> )
(2.33)
%) =fr(On/2) [+2, N) £ f£(On/2) |—2, N + 1),
con tanf#y = —=X, por conveniencia hemos adoptado la notacién f+(7N) = sin(%N) y

Fo(%) = cos<9N>

En la figura 2.3 se comparan las energias y eigenestados del JCM con las del QRM
desacoplado (ge. = 0).

Notese que en este modelo cuando el sistema se encuentra en resonancia (6 = 0), los

estados se encuentran maximamente entrelazados para cualquier valor de acoplamiento

Yac-
WY = s Ny s N4 1),
+,N (5:0) \/§ ) \/—
: (2.34)
JC . _ =
|1/}—,N>(5:0) _\/§|+ZaN> \/§| ZaN+1>

Es importante mencionar que, aunque este modelo ha sido exitoso para explicar
numerosos experimentos hasta la fecha [56, 57, 58, 59|, presenta limitaciones cuando
el acoplamiento aumenta o nos alejamos de la resonancia. En estas condiciones, la

contribuciéon de los términos anti-resonantes se vuelve significativa y el modelo no
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puede reproducir de manera precisa la dindmica real del sistema [60, 61].

En conclusion, la RWA, simplifica convenientemente el modelo cuantico de Rabi,
y da lugar a un modelo més manejable matematicamente, el cual ha demostrado ser
muy util y famoso en la fisica cuéntica que lleva su propio nombre (JCM). La principal
ventaja de este modelo es que puede ser diagonalizado de manera directa, lo que permite

obtener soluciones analiticas para la dindmica del sistema.

2.3. Aproximaciéon adiabatica

2.3.1. Base de oscilador armoénico desplazado

Esta base se obtiene al hacer la frecuencia atomica de transicion igual a cero (w, = 0)
en el QRM (véase hamiltoniano (2.11)), y considerando los estados propios | +2) ®|N4.)

del siguiente hamiltoniano
HE =) = 0 atd 4 goe 6.(a" + @), (2.35)

donde | £ x) son los eigenestados de 7.

De esta manera, la ecuacion de eigenvalores H=°| + z, N+) = E| 4+ z, N+) se
reduce a [w,afa+g..(a'+a)]|N+) = E|N+), lo que corresponde a osciladores armoénicos
desplazados a las posiciones de equilibrio +2(g4./w.)xo, donde xy = \/m

El espectro de energia esta dado por la ecuacion
B =" = w (N - g2 /w?), N=0,1,2,... (2.36)
y los eigenestados correspondientes son
|ta, Ny) = |f£a) eFec/we)@T=a) | Ny (2.37)

donde |N) son los estados de Fock de un oscilador arménico cuantico [62]. Es importante
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destacar que los estados | + 2, Ny) y | — 2, N_) son degenerados en energia y no son

mutuamente ortogonales (Fig. 2.5).

[+z) E |—x)
|2+> |2_>
14) \\ // \\ // 1)
04) 0_)
« >
_2966/""’6 QQac/wc E/ Az,

Figura 2.5: Representacion grafica de la base del oscilador armoénico desplazado. Los
estados con el mismo niimero N exhiben una degeneracion y su desplazamiento, ya sea
positivo o negativo, estd directamente relacionado con la constante de acoplamiento
(gac)- Figura adaptada de la referencia [1].

2.3.2. Aproximaciéon adiabatica

La aproximacion adiabatica para el QRM se basa en la suposicion de que la fre-
cuencia de los fotones es mucho mayor que la frecuencia atémica, es decir, w, < w,.
Para derivar esta aproximacion, se puede expresar el hamiltoniano (2.11) en la base de

oscilador armonico desplazado (2.37). La forma matricial resultante es la siguiente
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EF™ w00y 00 %(041) 0 = (04]2)
“(0_l0y) ESTY o (0_[l) 0 = (0]2,) 0
0 %o BTV sy 00 g (12)
Hp=| @ jo,) 0 =) B @j2) o0
0 52000 0 i) BTV w22
2200 0 ®El) 0 %) BT

(2.38)
En la matriz anterior, el ordenamiento de renglones y columnas sigue la secuencia
|+2,0,), |—2,0_), |[+z,1,), |[-2,1_), ...y el traslape de dos estados Fock desplazados

en posicién esta dado por

(M_|Ny) = e 29ae/*" (2,0 Jw)N "M /MI/NVLN-M(4g? Ju?), M <N,  (2.39)

donde L} (x) son polinomios de Laguerre asociados.
En la base desplazada |txz, N1) = |s, N,) (s = ), la inclusion del término atémico
We0,/2 en ﬁzazo rompe la degeneracion e introduce términos no diagonales, dados por

los ultimos términos de izquierda a derecha del siguiente elemento de matriz
<S/, MS/‘HR‘S, N5> = EN 55,35MN + (1 — 5515)<M5/|N8> wa/2. (240)

La mezcla ocurre solo entre estados desplazados opuestamente (s' # s), es decir,
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solo implica las superposiciones (My|Nx).

La aproximacion adiabatica se basa en truncar la matriz a una forma diagonal por
bloques, donde cada bloque corresponde a niveles de pozos cuanticos opuestos con la
misma energfa, (N, |Nz). Esto es posible debido a que los términos que involucran la
mezcla entre niveles desplazados con diferentes ntimeros de fotones (N # M) son pe-
quenos (términos en color rojo) en comparacion con los anteriores y se pueden ignorar.

La condiciéon w, < w. implica que la separaciéon entre los niveles del oscilador es
mucho mayor que la separacion del sistema de dos niveles, por lo que una transicion en
el sistema de dos niveles nunca puede excitar al oscilador. Se puede decir que el campo
permanece en su estado inicial de energia (un valor dado de N), y este estado sigue
adiabaticamente cualquier cambio en el estado del sistema de dos niveles (que estéa
acoplado al campo a través del operador &, ). Esto se puede pensar como si el campo
estuviera monitoreando constantemente el observable del sistema de dos niveles 6, y
ajustandose para estar en el estado de energia instantanea que corresponde a ese valor
de &,.

El bloque 2 x 2 correspondiente al valor N esta dado por

wa:0 Wq
~rad E](V ) 2 <N*|N+>

S (N-|Ny) BT
el ordenamiento del bloque sigue la secuencia |+z, N, ), |—z, N_).
Cabe destacar que cada uno de estos bloques se caracteriza por una cantidad con-
servada dada por la expresion

Ny = Di(*<5,)alaD, (%6,). (2.42)

en donde Ds(y&i) = v0i(a'-8) g g operador de desplazamiento dependiente de espin.

La diagonalizacion del bloque (2.41) nos lleva a obtener el espectro de energias y
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eigenestados que constituyen la aproximacion adiabatica

Wa

a we=0
Bily = By~ & 5 (NINy). (2.43)
ad 1
W40 \) = —=(|+a, Ny & |—2, N_)). (2.44)

V2

La presencia de los polinomios de Laguerre en los traslapes (N_|M, ) introducen
una estructura ondulada en la suave variacion de la energia en funcion de g,./w.. Se
observa que (N_|N;) — 0 cuando g,./w. — 00, lo cual corresponde a dos osciladores
armonicos idénticos no acoplados y niveles de energia degenerados por pares (Véase
Fig. 2.6).

La aproximacion adiabatica ha demostrado ser 1til en la descripcion de sistemas
en la fisica del Estado So6lido. Especialmente en los sistemas conocidos como pares de
Cooper acoplados a osciladores mecanicos nanomeétricos [63], donde se alcanza el limite
de degeneracion atéomico.

Es notable que esta aproximacion conserva la simetria de paridad mencionada an-
teriormente (ecuacion (2.13)), en parte debido a que el estado fundamental no queda
excluido de los bloques de 2 x 2 (ecuacion (2.41)), como sucede en el modelo de Jaynes-

Cummings. Las energias (2.43) y estados (2.44) seran cruciales para la derivacion de

la GRWA.

2.4. Aproximacion de onda rotante generalizada (GRWA)

La aproximacién cuasi-resonante generalizada o “GRWA” es una variante del JCM
que busca mejorar la precision del espectro energético y la descripcion de los estados
del sistema. La principal diferencia entre ambas aproximaciones radica en el proceso
de descarte de los términos de interaccion del hamiltoniano. Mientras que la RWA
descarta solo los términos anti-resonantes y conserva los resonantes, la GRWA aplica

previamente una transformacion unitaria al hamiltoniano y luego descarta los términos
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4 wa (N-[Ny)
N,
iy ) /1IN )
I\I/+,1> \ / \ ] }‘Iﬂfl>
|W4%) —’\\ // \\ 7 — |,
X7 7 —
~2Gac/we 2Gac/we z/ Az,

Figura 2.6: Representacion gréafica de la base adiabatica para el QRM. Figura adaptada
de la referencia [1].

que involucran dos o mas excitaciones [35]. Esta transformacion y eliminacién selectiva
de términos resulta en una mejora en la precision del espectro energético. Esta mejora
puede ser verificada al comparar los resultados obtenidos con la solucién numérica
exacta (Fig. 2.7). Ademas de la mejora en el espectro energético, la GRWA también
permite una mejor descripcion de los estados del sistema. Detalles adicionales seran
discutidos mas adelante en la seccion 2.6.

Una de las principales ventajas de esta aproximacion es que permite describir las
cantidades fisicas relevantes del sistema de manera comparable al modelo Jaynes-
Cummings, manteniendo la simplicidad matematica caracteristica del mismo. Sin em-
bargo, esta aproximaciéon permite acoplamientos dtomo-fotén arbitrariamente grandes
y es mas flexible con respecto a la condicion de cuasi-resonancia. Como veremos mas
adelante, la GRWA funciona mejor para “detunings” negativos porque se derivé utili-
zando los estados (2.44).

El primer paso en la derivacion de la GRWA implica escribir el hamiltoniano cuan-
tico de Rabi (véase ecuacion (2.11)) en la base adiabatica [¥9¢y) (ecuacion (2.44)), en

lugar de la eigenbase |+2z, N') del hamiltoniano desacoplado. En esta representacion, se
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obtiene la siguiente expresion para el elemento de matriz del hamiltoniano

Wa

< g/d,M’HRl gﬁV>:Eg,?V6MN55’s+ B

(M_|N1) (1= 6an) fnn(s, 8), (2.45)

en donde f,, ,(s,s') = s + s(—1)M~N. Esta expresion se puede representar de forma

matricial como

Eﬁ‘fo 0 0 —%Qm —%QOQ

0 By Q01 0 0
R 0 1001 B 0 0
Hy = 20 . (2.46)
—3Q1 0 0 B 3,

—32 0 0 VTR s

En la expresion anterior, {1y representa la frecuencia atémica renormalizada por
los traslapes, definida como Qy n = w, (M_|N;) (ecuacion (2.39)). Cabe destacar que
el ordenamiento de los renglones y columnas en la matriz Hp sigue la secuencia \\If‘i‘fo%
(W), W), [W4%), v asi sucesivamente.

En el siguiente paso, se aplica un enfoque similar al de la RWA en el QRM. Durante
este proceso, se descartan los elementos méas remotos de la matriz, es decir, los términos
que no conservan la energia o “anti-resonantes”; y que involucran dos o més excitaciones
(términos color rojo en la matriz anterior). Al realizar este procedimiento, se simplifica
el analisis y se puede enfocar en los estados relevantes del sistema, es decir, que tienen
una contribucién significativa a las transiciones y la dinamica.

Una vez descartados estos términos, la matriz del hamiltoniano se reduce a una
forma diagonal por bloques de dimensiéon 2 x 2

ad 1
Efv 38w

A

v = , (2.47)

1 ad
2N N1 E*N i
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el ordenamiento del bloque sigue la secuencia ]\IJ‘i‘fN), ]\Pi‘fN), con N=0,1,2,3....

Cada bloque constituye un subespacio invariante con un hamiltoniano que puede

resolverse de forma independiente, caracterizado por la cantidad siguiente conservada

N}g%rwa — ﬁl(%é‘x) de + Z ’+Z, N> <+Z, N‘ Ds(%&x>a (248)
¢ N=0 ¢

en donde Ds(l/@) = ¢9i(a'=0) og ¢] operador de desplazamiento dependiente de espin,
con el estado adiabético definido como D] (ga.0,/w.) |+2, N) (véase seccion 2.3)

La diagonalizacion del sistema nos proporciona el siguiente espectro de energias

2 Q
E%rwa _ ‘Egd70 — _% — %7
1% 2 Qv oy +Q 1 (249)
Ei?:%a _ wC(N + 5) N % + ( N,N 4N+1,N+1)i§TN’

en donde Ty = /AR + Q3 vyt ¥V Ar = wa((NZ[Ny) + (N + 1[N +14))/2 — w,.

Los eigenestados correspondientes se definen de la siguiente manera

V&™) =1%)

. . (2.50)
rwa N a N a

YN :fi(j) [vify) £ f(50)] ) s

en donde tan(ay) = —QNA’—]]\T. Es necesario recordar que hemos adoptado la notacion

fi —siny f_ — cos.

Para entender el efecto de los términos que fueron descartados por la GRWA, exa-
minemos el hamiltoniano Hy en la representacion de interacciéon. Para ello, primero
consideremos el operador unitario de desplazamiento dependiente de espin (ﬁs(%&x))
y la siguiente transformacion ﬁl (Ugj—lc&z)fl RlA)s(Z—lc&x) al hamiltoniano cuantico de Rabi

(2.11).
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2 “ 2 R R R
Hpapi = wea'a + %02 eXp[—ﬂagg(aT —a)]

We (2.51)
Wa . | A ;
= weala + 0=+ Ho + Hy,

aqui,
2 1 R 2 A A
He = gwat [2(%)2<a* —a) + 5(%)4@ —a)t+---], (2.52)
2 i Jis v . 4.9 FE
H, = 5%%[2(;10)@* —a)’ + g(jc)?’(aT —a)+-], (2.53)

estas contribuciones corresponden a las potencias pares e impares resultado de descom-
poner en series la exponencial en (2.51) y juegan el papel de términos de interaccion
en esta representacion, la GRWA al igual que la RWA consiste en despreciar todos los
términos que involucren dos o mas excitaciones en la base desacoplada (|£z, N)), de
este modo la aproximacion solo conserva términos de la forma 6, a(a'a)* o 6_a'(afa)*
donde £ =0,1,2,---

El operador unitario de desplazamiento dependiente de espin (D, (vd;) = e*%i(@'~a))
conecta la base adiabatica con la base desacoplada como sigue: [()4%y) = D, (%Jz) |+£z, N).

Las tnicas transiciones que son consideradas bajo esta aproximacion son las que
conectan los estados [9%) < [y 1) v [0 ) < [¥9%), que corresponden a las
diagonales secundarias de la matriz (azules).

Podemos observar muchas similitudes entre esta aproximacion y el JCM, de ahi que
se considere una generalizacion del mismo, notamos como nuevas cantidades generali-
zan a las anteriores en el espectro energético y eigenestados, por ejemplo, la cantidad
Qn 41 ahora juega el rol de frecuencia de Rabi (Qy) y Ax pasa a ser lo que antes
era la diferencia entre frecuencias del sistema (§). Otra similitud que comparten ambas
aproximaciones es que descartan los términos que no conservan energia y en ambas

el estado base queda aislado lo que rompe la simetria de paridad (2.13) que posee el

QRM.
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2.5. [Espectros de energia en las aproximaciones RWA,

adiabatica y GRWA

En esta seccion, se realizaréd una comparacion de las energias obtenidas a través de
diferentes aproximaciones analiticas para el modelo cuéntico de Rabi con la evaluacion
numérica del espectro. Se analizardn y compararan las energias calculadas utilizando
la aproximacion adiabatica, la GRWA y el modelo de Jaynes-Cummings. Esta compa-
racion permitird evaluar la validez de cada una de estas aproximaciones en diversos
regimenes y condiciones.

En la Figura 2.7, se presentan los resultados de esta comparacion. Se han conside-
rado varios niveles energéticos en funciéon del acoplamiento atomo-cavidad y diferentes
valores de las frecuencias del 4tomo y los fotones.

En particular, en la Figura 2.7(a), que corresponde al caso resonante (w, = w,), se
puede observar que para valores pequenos de g,., las energias calculadas mediante la
RWA y la GRWA coinciden y se ajustan bien a los resultados numéricos. Sin embargo,
se aprecian algunas diferencias en la aproximacion adiabatica. Ademés, se destaca que
después del primer cruce, la RWA se aleja considerablemente de la solucion numérica,
mientras que tanto la GRWA como la aproximacion adiabatica describen de manera
precisa el sistema.

La Figura 2.7(b) corresponde al caso de “detuning” negativo (w. = 3w,), aqui po-
demos notar como en este régimen tanto la GRWA como la aproximacion adiabatica
describen el espectro energético con gran precision y como la RWA se desvia significa-
tivamente conforme se incrementa el acoplamiento.

La Figura 2.7(c) muestra el caso de “detuning” positivo (w, = 3w.). En este esce-
nario, se pueden hacer las siguientes observaciones.

En primer lugar, se destaca que la RWA muestra una mayor robustez en compa-
racion con las otras aproximaciones analiticas consideradas. A medida que aumenta

el acoplamiento dtomo-cavidad, la RWA sigue describiendo adecuadamente el espectro
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energético del sistema.

En contraste, se puede observar que la aproximacion adiabéatica falla rapidamente
en este caso. A medida que el acoplamiento se incrementa, las energias calculadas
mediante esta aproximacion difieren significativamente de los resultados numéricos.

Por otro lado, la GRWA se comporta de manera aceptable en este escenario. Aunque
no es tan precisa como la RWA, sigue proporcionando una descripcion razonable del
espectro energético para valores de acoplamiento atomo-fotéon relativamente pequenos.

Todas estas observaciones permiten concluir que la GRWA es una aproximacion
robusta y adecuada para describir el comportamiento del QRM en una amplia gama
de parametros. En el caso resonante, tiene una precision comparable con la RWA para
describir el sistema en el régimen de acoplamiento débil y ademas, posee la capacidad
de la aproximacion adiabatica, permitiendo incluso abordar el régimen de acoplamien-
to ultrafuerte (USC) y obtener resultados méas alla de este limite incluso fuera de
resonancia. Sin embargo, se observa que presenta limitaciones significativas cuando el

“detuning” entre el &tomo y los fotones es positivo.

2.6. Entrelazamiento en el modelo cuantico de Rabi
y sus aproximaciones

En esta seccién, nos enfocamos en el estudio de las propiedades de entrelazamiento
de los estados del QRM y de las aproximaciones que hemos analizado previamente. Si
bien es cierto que el criterio del nimero de Schmidt es ampliamente utilizado para de-
tectar la no-separabilidad de los estados de sistemas bipartitos, en este caso optaremos
por emplear la razoén de participaciéon como medida cuantitativa del entrelazamiento.

La razén de participacion, definida como ¢ = 1/Tr(g,”), es utilizada para cuanti-
ficar el entrelazamiento de los estados en un sistema bipartito. En este contexto, p,
representa una matriz de densidad reducida obtenida mediante una traza parcial en

cualquiera de los subsistemas. Una de las ventajas de esta medida en comparacién con
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Figura 2.7: Comparacion entre la solucion numeérica (lineas discontinuas con puntos
color negro), la aproximacion de la RWA (lineas solidas rojas) y la aproximacion de la
GRWA (lineas discontinuas azules) en los siguientes casos: (a) Resonancia (§ = 0), (b)
Desintonizacion negativa (w, < w.) vy (¢) Desintonizacion positiva (w, > w,).
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el niimero de Schmidt es su capacidad para proporcionar informaciéon sobre el grado de
entrelazamiento en un rango continuo de valores, permitiéndonos no solo determinar si
un estado esta entrelazado, sino también evaluar su nivel de entrelazamiento de manera
precisa.

Comenzaremos nuestro analisis considerando los eigenestados del JCM (2.33), la

matriz de densidad asociada se escribe como

pin = fEOn/2) |42, N) (+2, N+ f2(0n/2) | =2, N + 1) (=2, N + 1] (2.54)

+f1(0n/2) f+(On/2) (|42, N) (=2, N + 1| + |-z, N + 1) (+, N| ).

Con el objetivo de calcular la razén de participacion, tomaremos la traza parcial de

(2.54) respecto al subsistema fotonico, lo que nos lleva a la siguiente expresion

pL = f1(0n/2) [H2) (2] + f2(0n/2) [=2) (2] . (2.55)

Esta ecuacion representa la matriz reducida correspondiente al JCM, donde el tér-
mino fi(0n/2) (f-(0n/2)) es sinfy/2 (cosfy/2). A partir de esta matriz reducida,

podemos continuar con el calculo tomando la traza de su cuadrado

Tr[(p15 )= P20 /2) + F2(0n/2) = 51+ cos’ ), (2:56)

Para obtener la razéon de participacion, simplemente debemos tomar el inverso de la
expresion anterior. De esta manera, la razén de participaciéon para los estados propios

del JCM esta dada por
2

e = 2.57
N 1+ cos? Oy’ (2.57)
recordemos que el angulo 6y esta definido como tanfy = —Qy /4.

Es importante destacar que la expresion anterior no incluye al estado base (J9Z°)).
No obstante, es conocido que el estado base del JCM es un estado separable, lo cual

implica que no hay entrelazamiento presente en él. En consecuencia, su razén de par-
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ticipacion correspondiente es igual a 1.
Continuando con el analisis, consideramos la matriz densidad asociada a los estados

propios obtenidos con la aproximacion adiabatica (2.44)

a 1
pid,N = §[|+$,N+> <+‘T,N+|+|—SL’,N7> <—.§L’,N,|

+ (|42, Ny) (=2, N_| 4+ |-z, N_) (+z, N4 |)]. (2.58)

Luego, al tomar la traza parcial respecto al subsistema foténico, obtenemos

Zad _

Py = SllHa) (+al+|-2) (—a|

N —

E((N-NL) [Ha) (=] + (NLIN-) |=2) (+a] )] (2.59)

Procediendo de manera similar al caso anterior, podemos calcular la razén de par-

ticipacion asociada a los estados propios adiabéticos

ad 2

I — 2.60
+,N 1+ <N_|N+>2 ( )

Finalmente, consideremos la matriz densidad asociada a los estados propios obte-

nidos con la GRWA (2.50). Esta matriz se escribe como

ﬁgiilji\)fa = fi(aN/Q) WidN> <¢idN’ + fi(aN/Q) W(ic,lNH) ( a—c,lN+1‘ (2.61)

ifi(@N/Q)fﬂF(@N/z)(‘iﬂic,lN) W?,INH‘ + Wa_c,lN+1> Wf,lN )

Encontrar la matriz reducida en este caso involucra un proceso un poco mas compli-
cado que los dos casos anteriores, sin embargo, encontramos que esta tiene la siguiente
forma

Lgrwa

PIN =5 [I+2) (ol + [—2) (=2 + A (=) (+a] + [+2) (=2])], (2.62)

N —
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en donde

Arn = filan/2) (NZINy)—f3(an/2) (N + 1IN + 1) 22 fs (an/2) fz(an/2) (NIN + 14).

(2.63)
Con esto, la razéon de participacion es
2
= —— 2.64
SN (264)

La Figura 2.8 muestra una comparacion entre las razones de participacion obtenidas
para cada aproximacion: (2.57), (2.60), (2.64), y los resultados numeéricos, para un esta-
do particular. La razén de participacion de los estados correspondientes al JCM predice
un entrelazamiento maximo para cualquier valor de acoplamiento, bajo condiciones de
resonancia w, = w, (Figura 2.8(a)).

En contraste, los estados adiabaticos muestran un comportamiento que tiende a
la separabilidad a medida que se reduce el acoplamiento, lo cual no logra describir
adecuadamente la situaciéon predicha por la soluciéon numeérica. Sin embargo, es im-
portante destacar que para acoplamientos grandes, los estados adiabaticos capturan el
entrelazamiento esperado.

Por otro lado, los estados GRWA exhiben un comportamiento oscilatorio que sigue
de cerca la soluciéon numérica, destacando su capacidad para capturar la tendencia del
entrelazamiento en un rango mas amplio de acoplamientos.

En el caso fuera de resonancia, en donde el “detuning” es negativo w. = 3w, (Figura
2.8(b)), se observa que la razén de participacion correspondiente a los estados del JCM,

N4, aumenta de manera monotona, lo que indica un incremento gradual del entrela-
zamiento a medida que aumenta el acoplamiento. Sin embargo, se nota que los estados
del JCM no se ajustan adecuadamente a la soluciéon numérica. Por otro lado, la razén
de participacion de los estados adiabaticos, 51‘1}]\, y los estados GRWA, 7", exhiben

un comportamiento no monétono que se ajusta estrechamente al resultado numérico.

Estas observaciones demuestran la capacidad de ambas aproximaciones para capturar
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el comportamiento del entrelazamiento en este régimen. Ademas, las oscilaciones pre-

sentes en ambas aproximaciones se originan debido a la superposicion de los estados

fotonicos desplazados (2.39).

Por ultimo, en la Figura 2.8(c), se muestra el caso fuera de resonancia que co-
rresponde a un “detuning” positivo w. = 3w,. Aqui se observa que el JCM supera

ampliamente a las otras dos aproximaciones, de manera similar a lo que ocurre en el

espectro energético en este régimen.

(a) (b)
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Figura 2.8: Razon de participacion como funciéon del acoplamiento atomo-cavidad gq.
95, el estado adia-

para el estado de Jaynes-Cummings |¢i%>, el estado GRWA |47 3
bético [¢)?"}), v el resultado exacto correspondiente (numérico). Por consistencia solo

en la figura (c) se debi6 considerar el estado |11%) en lugar del estado ya mencionado.
(a) Caso resonante w, = w,, (b) Caso no resonante w. = 3w, en donde el “detuning” es

negativo y (c) caso de “detuning” positivo w, = 3w..
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Capitulo 3

Modelo cuantico de Rabi con

interaccién optomecanica

3.1. Hamiltoniano optomecanico

En los dltimos anos, la optomecanica de cavidades ha experimentado un notorio au-
mento en el interés cientifico, impulsado por diversas motivaciones. Por un lado, destaca
la posibilidad de realizar detecciones Opticas sumamente sensibles de fuerzas pequenas,
desplazamientos, masas y aceleraciones. Por otro lado, la optomecénica cuantica de
cavidades ofrece la posibilidad de manipular y detectar el movimiento mecanico en el
régimen cuantico mediante el uso de luz, abriendo la puerta a la generacién de esta-
dos no clésicos tanto en la luz como en el movimiento mecénico. Estas herramientas
proporcionan la base para aplicaciones en el procesamiento cuantico de informacion,
donde los dispositivos optomecénicos podrian actuar como interfaces coherentes entre
la luz y la materia, permitiendo la conversion de informacién almacenada en qubits de
estado solido en qubits fotonicos.

Considerando un modo fotonico de frecuencia (w.) en una cavidad 6ptica con un
espejo capaz de vibrar debido a la presion de radiaciéon, y también un solo modo

mecanico de esta vibracion con frecuencia (w,, ), se puede describir el sistema mediante
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un hamiltoniano que involucra dos osciladores armoénicos cuénticos.

Hop = we(z) ata + b, (3.1)

En esta expresion, a y a (b y b') son los operadores foténicos (fononicos) de ani-
quilacion y creacion. Es importante destacar que el operador asociado con la amplitud
de la vibraciéon mecanicas esta definido como z = a:o(l;T + l;), donde x representa la
amplitud de la fluctuaciéon de punto cero, o bien la dispersion del vacio.

La interaccion entre estos modos da lugar al acoplamiento optomecéanico, que se
manifiesta a través de cambios en la frecuencia de resonancia de la cavidad (w.) debido
al desplazamiento mecéanico (x) del espejo. Al expandir esta frecuencia en una serie,

obtenemos la siguiente ecuacion

Ow,(x)
ox

we(z) =we+ + - (3.2)

Para los propositos de este trabajo y la mayoria de los experimentos realizados hasta

la fecha, es suficiente conservar tnicamente hasta el término lineal. Ademas, resulta

conveniente definir la cantidad asociada a este acoplamiento como G' = —a“’ggﬁm).
De esta manera, podemos expresar el hamiltoniano como sigue
Hoppy = wed'd + wib'h — gomuweata (b’ — b) (3.3)

con gom = Gxg, la ecuacion (3.3) constituye el Modelo Optomecanico Estandar.

3.2. Hamiltoniano cuantico de Rabi con interaccion
optomecanica

Consideremos un sistema hibrido cuantico compuesto por un modo foténico confi-
nado en una cavidad 6ptica, un atomo de dos niveles y un oscilador mecanico, como

se muestra en la figura 3.1. Las interacciones entre estos subsistemas se describen me-
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diante una interaccion dipolar eléctrica entre el atomo y el campo cuantizado, asi como
una interaccién optomecanica entre el oscilador mecénico y los fotones en la cavidad.

El hamiltoniano que representa al sistema se puede expresar de la siguiente manera
~ w(l N PR N N N AL P2 ~
Hpyyp = - 0= + wWe 't + Goe Ga (aJr +a) + W'D = Gom aTa(bT + b). (3.4)

Los primeros tres términos corresponden al modelo cuantico de Rabi[4, 5, 38| H R,
donde un atomo de dos niveles (separados por una energia w,) esta acoplado (parametro
Jac) @ un campo electromagnético cuantizado de un cavidad optica (frecuencia w,). El
cuarto y quinto término describen el modelo optomecanico estandar, el cual asume
que uno de los espejos de la cavidad oscila arménicamente (frecuencia w,,) debido a la
presion de radiacion causada por el intercambio de momento de los fotones que rebotan
en 6l [64] (acoplamiento gon,). Los operadores bosonicos @,al (b, b) son los operadores
de aniquilacion y creacion para fotones (fonones), y 6; son las matrices de Pauli para

espin-1/2; por simplicidad hemos tomado A = 1.

Figura 3.1: Sistema hibrido que combina la interaccién atomo-fotén con la interaccion
optomecénica. Un sistema de dos niveles (el “4tomo”) se encuentra dentro de una cavi-
dad optica (fotones), uno de cuyos espejos oscila arménicamente (fonones).
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3.3. Diagonalizacion mediante dos aproximaciones de
onda rotante sucesivas

En esta seccion, se aborda la version del sistema hibrido presentada por Restrepo
et al. [2], que emplea el modelo de Jaynes-Cummings en lugar del modelo cuantico
de Rabi para describir la interaccion atomo-fotén. Recordemos que el hamiltoniano
de Jaynes-Cummings omite los términos anti-resonantes y esta dado por la ecuacion
(2.25). Este modelo es valido para acoplamientos débiles, g,./w. < 1, y cerca de la

resonancia w, ~ w, [65].

3.3.1. Hamiltoniano RWA-RWA

El hamiltoniano hibrido considerado por Restrepo et al. puede ser expresado de la

siguiente manera

T — %0 t wed'd + o (6_0T + 640) + wb'b — gomaa(bt + b). (3.5)

Es importante notar que en esta dltima expresion, se ha aplicado previamente la
aproximacion cuasi-resonante o “RWA” al hamiltoniano hibrido original (3.4). Por ende,
al emplear el hamiltoniano (3.5), es necesario reconocer la limitacién inherente a la
descripcion de la parte cQED del sistema, es decir, un acoplamiento cuasi-resonante
débil entre el dipolo atémico y el campo en la cavidad. Sin embargo, una ventaja de
esta aproximacion es la conservacion del nimero de excitaciones dtomo-foton N o =
a'a + 6,6_ (véase ecuacion (2.29)).

Como veremos a continuacion, esta constante de movimiento (N sc) del hamilto-
niano ﬁ;gg nos permitird descomponer el espacio de Hilbert en un conjunto de subes-
pacios invariantes caracterizados por el niimero de excitaciones atomo-foton.

Con el objetivo de diagonalizar el hamiltoniano (3.5), se seguird el método utiliza-

do por Restrepo et al., pero en lugar de restringirse estrictamente al caso resonante
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(we = we), se presentarda un resultado mas general que también abarca el caso de
cuasi-resonancia (w, ~ w).

A continuacién, procederemos a expresar el hamiltoniano en la base propia del
modelo Jaynes-Cummings. Resulta evidente que los primeros tres términos de (3.5) se

pueden expresar mediante su representacion espectral de la siguiente forma
o
¢ = B Po+ 3 | BIG Py + B2 P x| (3.6)
N=0

Esta formulacion implica la incorporacion de la energia del estado fundamental

EYC y los dobletes E{%, junto con los operadores de proyeccion Py = |[0fC) (wC]
y f’i N = |1/JiCN) <7,DiCN . Estas magnitudes se expresan en términos de los estados y

energfas derivados del modelo de Jaynes-Cummings [¢Z°), [¢{%), N =0,1,2,.. ..

. . : . A (N .
En este punto, es conviene definir las matrices de Pauli az(v,y?z que acttian sobre el

espacio de Hilbert de dos dimensiones formado por el doblete |¢iCN>

6 = 9% (I + 150 (IS
™ =il (WY = WIS WI),
6™ = %) (W1 — [5G %l D

y la identidad I™V) = P, y + P_ y = &§N)&§N), donde i = z,v, 2.
Asi, podemos expresar el hamiltoniano de Jaynes-Cummings de forma explicita de

la siguiente manera

A - R
¢ = _%p (N +1/2)fM) 4 TN 5| 3.8
=R 3 [ (2 4 Y o (3.5)

Recordemos que Ry = /% + 02 es la frecuencia de Rabi generalizada (2.32),
Qn = 2gacvV N + 1 es la frecuencia de Rabi para N fotones (2.27) y § = w, — w.
En relacion a la parte optomecénica de (3.5), observamos que el término de inter-

accion — goded(l;T + l;) es proporcional al operador de niimero de fotones ata.
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El cambio a la base propia del Jaynes-Cummings de este término implica el calculo

de los siguientes elementos de matriz

. A 1 .
Py ya'aPry =N+ 5(1 + cosOy) Py y, (3.9)
> At AT L. rwa rwa
Py ya'aPr y = — 5 sin On WL N (WE N (3.10)
en donde tanfy = —Qy/J (véase ecuacion (2.33)).

Los elementos de matriz restantes que involucran proyectores con nimero de fotones
diferentes son nulos. En consecuencia, es posible expresar este operador en términos
. . ~(N . . .. L 1.
de las matrices de Pauli Jéy?z siguiendo un procedimiento analogo al utilizado en el

término Jaynes-Cummings (3.8), como se ilustra a continuacion

NE

) 1 1
ata =Y [(N+1/2)I™ + 5 050y e — 5 Sinfx &M]. (3.11)

2
Il

0

Es importante destacar que al llevar a cabo este cambio de base, solo se ven afectados
los subespacios correspondientes al &tomo y los fotones. En otras palabras, el cambio
de base no tiene ningtin impacto directo en el subespacio fonénico.

Como resultado de esta transformacién podemos escribir el cuarto y quinto término

del hamiltoniano (3.5) de la siguiente manera

. on > . 1 1 A
Hopy = winh'b—gom [(N +1/2)I™) 4 5 cosy N — 5 sinfy g1 (BT +D). (3.12)
N=0

El siguiente paso en la derivacion consiste en sustituir los términos correspondien-
tes a la parte Jaynes-Cummings (ecuacion (3.8)) y a los optomecanicos (3.12) en el

hamiltoniano (3.5), de esta forma obtenemos

~

Wa

Izg/uba = wmbTb_ 9

. s . R
P+ [we(N +1/2)I™ TN g (3.13)
N=0

- 1 1 AR
— gom (N + 1/2) 1) + §COSQN6§N) - ésinﬁN 5;N))(bT +b)].
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La estructura de (3.13) es H;;;”; — He + Y%_, Hy, en donde

He = (wnb'h — %)ﬁg, (3.14)
Hy = wnb' ™ 4w, (N +1/2) 0™ + % 5 (3.15)

\ 1 1 W
~Gom (N +1/2)I"N) + 5 080y g — 5 sinfy &) (b + b).

En esta forma, es evidente como el espacio de Hilbert se puede descomponer en
una suma directa de subespacios invariantes H = Ha ® > 5, HN) . El subespacio He
se caracteriza por tener N;c = 0 excitaciones dtomo-foton (polaritones), mientras que
HWN) posee Njo = N+1con N =0,1,2,.... Recordemos que el hamiltoniano (3.13)
simplemente corresponde a (3.5) expresado en términos de las matrices de Pauli &%?z
generadas a partir del doblete de estados propios del JCM.

Los términos fonénicos asociados al estado base de polariton en Hg (3.14) tienen la
forma de un oscilador armoénico cuantico, y su diagonalizacion resulta trivial. Por otro
lado, los términos relacionados con los N subespacios de dimension 2 en Hy (3.15)
presentan una estructura idéntica y pueden ser diagonalizados de manera conjunta,
dado que estan desacoplados.

Al examinar estos ultimos términos, podemos notar que uno de los efectos de la
transformacion en el hamiltoniano hibrido es la apariciéon de un término que desplaza
la posicion del oscilador mecanico ~ (N + 1/2)(b' + b), junto con dos términos que
describen un acoplamiento efectivo entre los polaritones y los fonones ~ 6;{9((% + 1;)
en cada subespacio N.

En esta etapa del analisis, realizaremos un paso importante al tomar la condicién de
cuasi-resonancia (w, ~ w,.) en contraste con el enfoque de Restrepo et al.|2], quien con-
sider6 una resonancia exacta (w, = w,.). Esta eleccion sera fundamental para continuar
con la diagonalizacion del hamiltoniano y conlleva la implicacion de que 8y — 7/2, ya

que tanfy = —Qx/J. Es importante destacar que cuando § > €y, nos encontramos
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en un caso de interaccion dispersiva en el cual no hay hibridacién entre las excitaciones
atomo-foton (polaritones) y los modos mecanicos.
Bajo la condicién de cuasi-resonancia, el término Hy se simplifica y adquiere la

siguiente forma

Hy = [winb'd — gom(N +1/2)(b" + b) + wo(N 4 1/2)] 1Y)
+% &M + g;m (bt +b) 6. (3.16)

El hamiltoniano anterior se reduce al obtenido en la referencia [2] haciendo la sus-
titucion de la frecuencia de Rabi generalizada (Ry = \/m) por la frecuencia de
Rabi Qy = 2g..V/N + 1.

Para continuar con la diagonalizacion, introducimos los operadores desplazados de
aniquilacién y creacion by = b — m(N+1/2)y bl, = bt — Zm (N +1/2). En términos

de estos operadores, el hamiltoniano anterior se puede expresar como sigue

. s T om it n 2 1
Hy = wnblby + =26™) 4 Jom Gt 4 b)) 4 Zom (v 4 26
2 2 Wrn 2

, , (3.17)
Fwo(N +1/2) — ‘(Z:—m(N +3)

El cuarto término de izquierda a derecha de Hy (color morado) puede ser tratado
de manera perturbativa y simplemente induce un desplazamiento Stark en las energias.

Con el proposito de mantener la simplicidad, este término sera ignorado, lo que per-
mitird obtener expresiones analiticas del espectro de energia y estados. De esta manera,
llegamos a un hamiltoniano para los N subespacios que se asemeja a un hamiltoniano
de un oscilador armoénico acoplado (QRM), con un término adicional que depende de
N (Cn = we(N +1/2) — & (N + 1)?).

El hamiltoniano resultante para los /N subespacios es

a T 7 R ~ om A 2 >
Hy = Oy + wnblyby + 5560 + Z26 NG + by). (3.18)
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Procederemos a reducir el hamiltoniano anterior aplicando nuevamente la RWA y
despreciando los términos anti-resonantes (6(,N)IA7N y 69) IA)jV) pero ahora en la interac-
cion polariton-fonon.

Finalmente, obtenemos un hamiltoniano que posee la misma forma que el hamil-
toniano del modelo de Jaynes-Cummings, caracterizado por la siguiente cantidad con-
servada: Npolarén = B}fvl;N + &SFN)(%(_N).

~ ~poa R om [ 7 A 7
HYE = Cx + wblyby + 576 + 97 (60 + 5 ™Mby). (3.19)

z

~

Es importante enfatizar que en general [Npolarén, ]:Ic;] # 0, en contraste con N JjC
que se conserva en cada uno de los los subespacios del sistema durante todo el pro-
ceso de diagonalizacion. También debemos mencionar que en este proceso estuvieron
involucradas dos RWA al sistema, la primera a nivel d4tomo-foton Hr — Hjc en el
hamiltoniano (3.5) y la otra fue realizada a Hy en (3.18).

En la figura 3.2 se esquematiza la descomposiciéon del espacio de Hilbert para cada

valor de N en el hamiltoniano hibrido aproximado.

E E A
- » A i
1 by ) W+ 1>
(H 5) wf i Riol end i (V)
—— [v/9) ul E%
R e _AA
1 Y ) [xcy
(0"‘5) We I ? R() o, ‘(‘,]("> -
—,0 ‘|. EM
1
— 3% b O——m ‘uéc>®- = .

Figura 3.2: En esta figura, se representa el acoplamiento de los N subespacios de
polariton con los estados fonénicos. Cada subespacio fonénico se encuentra desplazado
una cantidad gy = 22 (N + 3) [2].
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3.3.2. Espectro energético y estados propios (enfoque RWA)

Primero consideramos el espectro asociado a la contribucion Heg (3.14), que in-
volucra el término del estado fundamental polariténico Pg y un oscilador armonico
cuantico. El valor propio de energia correspondiente se obtiene sumando E;* con el
espectro de energia cuantizada de dicho oscilador, expresado de manera explicita como

EM:me—%, M=012,.... (3.20)

Los estados propios asociados a este espectro son
|War) = |—2,0) | M) . (3.21)

A continuacion, consideramos las energias y eigenestados relacionados con el estado

base aislado del hamiltoniano (3.19). Las energias se calculan de la siguiente manera

2
R
Egm:wC(N+1/2)—g°—m(N+1/2)2—7N, N=0,1.2,.... (3.22)
w

m

Recordemos nuevamente que Ry es la frecuencia de Rabi generalizada y se puede

definir en términos de la frecuencia de Rabi Qy = 2g,.vV N + 1 y el “detuning” (§ =

Wa — We) como Ry = /0% + 02

Los estados propios asociados a este espectro son

) = %0 0 (22 DY M =0y =S o). (e3)

m

Asimismo, las energias y los eigenestados relacionados con los bloques de 2 x 2 en

el hamiltoniano (3.19) se expresan como

2 1 1 1
B = woN +1/2) = 22N 4 2 4 (M + 3) wn £ 5/ (B —wn) + 93, (M + 1),

(3.24)
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Los estados propios asociados a estas energias son

N . N N
O™y = sin (x$7/2) 1675 ) M) + cos (x5 /2) |67 ) | M+ 19v) | 25,

N N . N
(™) = cos (v /2) |15 ) M) —sin (x5} /2) [¢75) |M + 19) .

(N) _ JomV M+1
en donde tan(y,,’ ) = —
Las energias y los estados (3.20-3.25) constituyen el espectro energético del hamilto-
niano hibrido aproximado cuando w, ~ w,, utilizando dos aproximaciones RWA.
Es necesario recordar que esta seccion corresponde a lo estudiado en los articulos

(2, 28)).

3.4. Diagonalizacion mediante dos aproximaciones GRWA
sucesivas

Uno de los principales logros de esta investigacion es la derivacion del espectro
energético y los eigenestados del hamiltoniano hibrido mas alla de las restricciones
impuestas por la aproximacion cuasi-resonante. Esto se logré mediante la implementa-
cion de la aproximacion cuasi-resonante generalizada al hamiltoniano hibrido completo
(3.4).

La GRWA fue desarrollada en el contexto de cQED para el modelo cuéntico de Rabi
y permite superar las condiciones del modelo de Jaynes-Cummings. Es decir, permite
explorar un rango més amplio de valores de desintonia entre las frecuencias (detunings)
y magnitudes mayores del acoplamiento atomo-cavidad [35].

Dentro del contexto del modelo hibrido (3.4), esta aproximaciéon también permite
una mejor descripcion de los polaritones dtomo-cavidad (estados atoémicos revestidos
por el campo fotonico), la frecuencia de Rabi generalizada, el espectro de energia y los
estados propios, en comparacion con su contraparte RWA.

Esta seccion se fundamenta en mi propia contribucién, publicada anteriormente
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[66], la cual esta basada en el método propuesto por Restrepo et al. para diagonalizar

el sistema (consulte seccion 3.3).

3.4.1. Hamiltoniano GRWA-GRWA

El primer paso en la implementacién de la GRWA en el hamiltoniano hibrido implica
utilizar un término atomo-cavidad obtenido mediante la GRWA en lugar de recurrir al
modelo de Jaynes-Cummings utilizado en la secciéon anterior. Con esta consideracion,

el hamiltoniano hibrido (3.4) se expresa de la siguiente manera
HIW = HE™ + Hop. (3.26)

Donde la parte optomecanica del hamiltoniano se define como ]:Iom = wml;Tl; —
Goma @ (b1 +b). Es importante sefialar que simplemente hemos reemplazado Hp — H e
en el hamiltoniano del sistema completo (3.4).

A pesar de que el hamiltoniano H 27 presenta una forma explicita algo compleja, es
posible expresarlo de una manera més accesible mediante su descomposicion espectral,

que se presenta a continuacion

A" = B P+ > | BUN Py + BYN P x| (3.27)
N=0
En analogia al método basado en la RWA (consulte la Seccion 3.3), en esta ulti-

ma expresion utilizamos los proyectores formados por la base propia de H% “* y sus

respectivas energias, es decir, Pg = [¢&") (& v Pey =[0I W) WLV
Por otro lado, para describir el término optomecanico H,,, del hamiltoniano (3.26)

en términos de los mismos proyectores Pg, Py y, realizamos la siguiente transformacion

H oy = winb'h — (b7 + b)

<PG + Z<P+,N + p,N)) Jom@'a (PG + Z (Pyn + P,N/)>] .

N=0 N'=0

(3.28)
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Al analizar esta ultima expresion, se aprecia que, a diferencia del enfoque basa-
do en la aproximacion de la RWA, persisten términos que involucran proyectores co-
rrespondientes a dobletes de diferentes subespacios, como por ejemplo PJ“O&T&JA%DQ,
P_72&po+74, entre otros. No obstante, dentro de los limites de validez de la GRWA,
podemos desestimar estos términos, ya que tienden a ser notablemente mas pequenos
en comparacion con aquellos que involucran transiciones dentro del mismo subespacio
(ps’,N&pos,N)'

De manera similar, los proyectores del estado base (]5@) poseen transiciones de la
forma Pg(de)pi,l pero también son pequenos y pueden ser descartados.

Al eliminar los términos de mezcla entre subespacios en la ecuacion (3.28), simpli-

ficamos el problema y lo reducimos a calcular las siguientes cantidades.

A ~

_ Gae
Peata Pg w2pg, (3.29)

PyyataPyy =[N+ iac + f2an/2) F 2 fr(an)] P, (3.30)
A P 1 rwa rTwa
Piyad'aPry=— [§f+(ozN) + 2w f-(an)][9Z™) (e, (3.31)

Es importante recordar que continuamos utilizando la notacion f, — siny f. —

QN N+1

cos, y que el dangulo ayy se define mediante la expresion tan(ay) = A

(consulte la
Seccion 2.4).
De esta manera, al sustituir los resultados (3.29-3.31) en el término de interaccion

optomecanica (3.28), este se reduce al factor definido por los siguientes corchetes

[(--H)ata(--)] = gtwp +ZKN+ +9“C> ) (3.32)

C

1 Q 1 Q
+ = (cosany — X sinay &EN)—— sin ay + — cos ay 6§3N) .
2 We 2 We

oy - ., . . ~(N
Para escribir esta expresion, hemos empleado las matrices de Pauli aé,y?z, que se
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basan en el doblete [ \") y se definen de la siguiente manera

o = TR W+ DR W
a.l(/N) _ (’wgrwa>< grwa‘ ‘wgizj\)[a> <wgrwa )
6£N) — | grwa> <wgrwa |wg77:1]1\)[a> < grwa‘ (333)

Ademés, hemos introducido la identidad I = Z5+’ N+ P,} N-
Del mismo modo, podemos expresar el hamiltoniano H%™* (3.27) en términos de
las matrices de Pauli como
Frgrwa 1 grwa grwa] 7(N) TN ~(N)
Hi"" =3 (BN + BT + -0 (3.34)
Con las consideraciones anteriores en la parte optomecénica, el hamiltoniano hibrido

(3.26) ahora se caracteriza por una cantidad conservada dada por

Ngree = DT(%&I) o + Z +2, N) (+2, N|| Do(%26,), (3.35)
C N=0 w()

en donde D,(vé;) = €*%@'~@) ¢ ¢l operador de desplazamiento dependiente de
espin y D (gacos/we) |[+2, N) es el estado adiabético [¢)%%y) (véase seccion 2.3).

Es importante destacar que esta cantidad es precisamente la que se conserva al
reducir Hp a H F es decir [N e H £ = 0. Sin embargo, solo cuando omitimos
los términos de mezcla en la parte optomecéanica, es una invariante del hamiltoniano
tripartito (]:Ig;z’a)

Siguiendo una linea de razonamiento similar a la que empleamos en la seccién ante-
rior, donde aprovechamos la conservacion de Nje para llevar a cabo la diagonalizacion
del sistema; a continuacién escribiremos el hamiltoniano hibrido como la suma directa

de todos los subespacios que lo componen H = He & Y 5 HN).
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En consecuencia,

HY = Ho+y  H™Y. (3.36)
N=0

En esta descomposicion, el primer término de izquierda a derecha en la ecuaciéon
(3.36) corresponde simplemente a un producto tensorial de un oscilador armonico des-
plazado con el proyector del estado fundamental polaritonico, como se expresa en la

siguiente ecuacion

2
He, = { EZ™ + wb'h — gomg—“;(bT + b)} Pg. (3.37)
W,

C

Mientras que el segundo término es un poco mas complicado

A .n . ~ 7 A T om [ AN . R
HN = wmbTb+k:N—qN(bT+b)]I(N)+ [7N+g2 ( NsmaN—cosaN> (bT+b)] V)
om . Q A~
+g2 (sm ay + — cos aN> (o' +b)g™. (3.38)
We

Para cada valor de N tenemos un hamiltoniano de tipo espin-bosén interactuante
que puede ser tratado de forma independiente.
La constante aditiva ky y el desplazamiento estatico del oscilador mecénico qy,

para el subespacio N, estan dados por

1 2 1
kny = we (N + 5~ i—ag) + 1 (QUvy — Qvgi,n41) (3.39)
1 g
AN = Gom (N tot w_g) (3.40)

en donde Qn s = w, (N_| M) (vease ecuacion (2.39)).
En este punto es importante senalar que cuando g,./w. < 1, todas las cantidades
en nuestro hamiltoniano aproximado se reducen a las reportadas en la referencia [2].
Al emplear el método basado en la RWA de la referencia anterior, también se obtie-
ne un hamiltoniano de interaccién espin-bosén similar al desarrollado en este estudio

(ecuacion (3.38)). En este caso, imponer la condicion de cuasi-resonancia (w, ~ w,)
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permite simplificar el angulo an para cualquier valor de acoplamiento dtomo-foton
(gac), lo que facilita su resolucion.

Sin embargo, en el hamiltoniano obtenido con nuestro desarrollo, el &ngulo involu-
crado depende de Ay y Qn n11. Ademés se tiene un término extra de frecuencia de
desplazamiento dependiente de la posicion del oscilador o (ZA)T + IA))&§N), lo que impide
dicha simplificacion.

Para abordar este desafio, procedemos a escribir el hamiltoniano (ecuacion (3.38))
en términos de los operadores fondnicos de aniquilacion y creacion desplazados. Estos
operadores se definen como by = D(qN/wm) BﬁT(qN/wm) =bh— qn/wm, lo que nos

permite reescribir el hamiltoniano de la siguiente manera

HM = Ju, by + ky — }I<N>+[ /2 + g (Bl + ) + (2 feom)glhi)| 5

+ [g700 + ) + Caxfwm)gl )] 600 (341)

Aqui, hemos definido los acoplamientos polaritén-fonén como ggl\?ft = (Q—N sin ay—

cosay) y ggf} = Zm

(sinay + 22 cos ay).
Para brindar al lector una referencia visual, la matriz a continuacién ilustra la
disposicion de los elementos matriciales generados por cada término de interaccion del

hamiltoniano (3.41).

O A ¢ O
A o <
e O B 4 205 () 5(N) O
0 wm Jshift o o O A O O
= O g (B + by )oY HY =g ¢ A O o :
S O YA
" O geff(bT +by)os
oo A O
"IAN 2‘1N gif} ~(N) - -

(3.42)
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con renglones y columnas ordenadas segin la lista [¢)?" ") ® |0(an)), [N ® |0y,
) @ 1), [y @ [16), .

Es posible expresar el hamiltoniano (3.41) de una forma méas conveniente mediante
la definiciéon de la cantidad T3 = Ty + ‘f—gg(é\%t, con esto el hamiltoniano toma la

s

forma

2
A = Jwblby + ki = L 100 4 1372 4+ 650 (0l + by) | 6

m

g0 + ) + Caxfwm)g )] 6. (3.43)

Una distincion con respecto al método previamente empleado en la referencia |66]
es que en este caso conservamos la contribucion diagonal del término iq—g ggfjﬁ&éN’, que
tiene como efecto la renormalizacion de T — Ty .

En la Figura 3.3 se presenta la magnitud de los parametros de acoplamiento ggﬁlvi)ft, ggpvf),
y la frecuencia Rabi generalizada GRWA, Ty, para N = 0,4, 8, en resonancia, w, = we.
Dentro del rango de valores de los acoplamientos considerados en este estudio y para

ntmeros cuénticos N relativamente bajos, ambas magnitudes son aproximadamente un

orden de magnitud menor que Ty cuando g, es pequeno (ver Figura 3.3(a)). A me-

(N)
hi

dida que incrementamos la magnitud de g, observamos un ligero aumento en g,

que aun puede considerarse pequeno en comparacién con Ty. Sin embargo, ggy} se
vuelve comparable a medida que aumenta el valor de IV, especialmente en la regiéon de
acoplamiento ultrafuerte atomo-foton (ver Figura 3.3(b)).

A continuacién realizaremos un anélisis mas detallado de los acoplamientos polariton-
fonon, analizando la condicion de pequeniez de los términos no diagonales desde una

perspectiva de teoria de perturbaciones. Para ello, consideremos la siguiente desigual-

dad
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(a) (b)
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Figura 3.3: Acoplamientos efectivos polariton-fonén y la frecuencia de Rabi GRWA
Ty en funcion del acoplamiento atomo-fotéon (g,.) para dos valores de acoplamiento
optomecanico: (a) gom = 0.1 y (b) gom = 0.5. Se muestran curvas para N = 0 (linea
solida), N = 4 (linea punteada y guionada) y N = 8 (linea discontinua), considerando
resonancia w, = w,. La linea vertical discontinua indica la frontera entre los regimenes
de acoplamiento ultrafuerte y acoplamiento ultrafuerte profundo, marcada por g,. = w..

rwa N rwa rwa rwa
LR Mg (Bl + b)) IR M4+ 1) <[RS MIH™ (gom = 0) [9L37, M)
— wiv:%a’M + 1] F](N)(gom =0) wgiv:%a’M 1),

(3.44)

la cual se simplifica a | ggﬁ)ﬂ]\/m Jwm < 1. En otras palabras, para que ggﬁ)ﬁ(iﬂ +
B)&SV) pueda considerarse como una perturbaciéon pequena, debe cumplirse la condicion
anterior.

La Figura 3.4 ilustra la relaciéon entre los elementos fuera de la diagonal asocia-
dos al término giﬁ)ﬂ(i)}r\, + I;N)égN) y la separacion de energia entre los niveles de
av = Wb by + (T} 7 /2)6™) . En la Figura 3.4(a), se observa que, para el caso N = 0,
el término de interacciéon puede considerarse como una perturbaciéon pequena si el aco-
plamiento optomecanico también es pequeno, aun para valores relativamente grandes

de M. Esta tendencia persiste antes de ingresar a la regién de acoplamiento &tomo-

foton ultrafuerte, incluso cuando el acoplamiento optomecénico es significativo. Sin
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embargo, mas alla de esta region, los valores grandes de M hacen que este término
sea comparable con la separacion de energia del hamiltoniano no perturbado. La Fi-
gura 3.4(b) refleja la misma tendencia para N = 4. No obstante, notamos que cuando
el acoplamiento optomecénico es significativo, la condicién de pequenez solo se cum-
ple para acoplamientos dtomo-foton débiles o en regiones muy especificas més alla del
acoplamiento ultrafuerte.

Un anélisis similar muestra que la condiciéon de pequenez del término (2qy /wy,) ggc\? &)
en el hamiltoniano (3.43) se simplifica a la siguiente desigualdad |(2¢xy /wm)gefﬂ <
Ty,

En la Figura 3.4(c), observamos que esta condicion generalmente se cumple cuando
el acoplamiento optomecénico es pequeno. Sin embargo, también notamos que a medida
que Gom/wnm crece, la desigualdad deja de cumplirse en regiones cada vez méas cercanas
al acoplamiento atomo-fotén débil conforme se incrementa N.

(N)

Por otro lado, el término gé;v}(l;j\, + ZAJN)CATQC involucra la siguiente condicién de

pequenez gg} VM 41/ < |wn F Tyl La diferencia (w,, — T} ) en el lado derecho de

~

esta desigualdad esta asociada a los términos resonantes (IST& y bo Sr ), mientras
bo

que la suma (w,, + T} ) se relaciona con los anti-resonantes (bf asr y

&) = (02 (N ):I:wg(,N)).

), donde

En la Figura 3.4(d), resulta evidente que, a diferencia de las contribuciones anterio-
res, para este término no se cumple la desigualdad a valores pequenos de acoplamiento
atomo-foton. Este término introduce una mezcla entre polaritones y modos mecanicos
dentro de bloques de 2 x 2, y se vuelve crucial para la estrategia de aproximaciéon en
todo el rango de acoplamiento.

Si bien en la Figura (3.4) solo se considero el caso resonante (w, = w.), es importante
destacar que esta tendencia se mantiene o, incluso se agrava atn més, en casos fuera
de resonancia (w, # w.), lo que podria justificar la omision de todos los términos no
diagonales en casos extremos.

En conclusion, al considerar valores suficientemente pequenos para gom/wm,, v tra-
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Figura 3.4: Cociente entre los elementos de matriz de los términos de interaccion
efectiva polariton-fonén en HWM (Gacs gom) y la separacion de energia de los niveles
de HW) (gacs gom = 0) en funciéon de g,.. (a) Representa el cociente asociado al tér-
mino ggﬁ)ft(l;T + b)6"") para distintos valores de M cuando N = 0, (b) corresponde
al mismo caso pero con N = 4. (¢) Muestra el cociente correspondiente al término
(2qn /wm) ggy} &y, (d) presenta el cociente para el término ggcv}(l;jv + ISN)6§;N) para
dos nimeros cuanticos bajos cuando g,, = 0.1. La linea vertical discontinua indica
la frontera entre los regimenes de acoplamiento ultrafuerte y acoplamiento ultrafuerte

profundo, g, = we.
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bajando dentro de los limites de la GRWA, podemos desestimar las contribuciones de
giﬁl\?ﬂ(y + lS)&ﬁN) v (2qn/ wm)ggf) 5 al hamiltoniano total. Alternativamente, si op-
tamos por valores grandes de gom /W, también podemos ignorarlos siempre que N sea
pequeno; de no ser asi, el acoplamiento atomo-cavidad debera ser débil.

Esto simplifica la ecuacion (3.45) y la asemeja a la forma del modelo cuantico de

Rabi

. T o
HY = Oy + wn bl by + 7N6§N> + 0o <ij + bN) 6N, (3.45)

El primer término corresponde a la constante Cy = ky — 3 /wWin-

Para obtener el espectro de energia y los estados propios de (3.45). En completa
analogia con el procedimiento mostrado en la seccién 2.4, realizaremos una GRWA
adicional al hamiltoniano polariton-fonén (tipo Rabi).

Para un valor dado de NN, esto solo requiere los cambios w. — wy,, w, = Ty ¥
Jac— gé?f), teniendo en cuenta que ahora los bosones involucrados son fonones y los
dos niveles atomicos se refieren a estados de polariton. En adelante, nos referiremos

a esta aproximacion adicional como un enfoque “GRWA-GRWA”, en contraste con el

enfoque “RWA-RWA” en donde fue utilizada la RWA dos veces.

3.4.2. Espectro energético y estados propios (enfoque GRWA-
GRWA)

A continuacion, se presentan las energias y estados propios del hamiltoniano hibrido
bajo el enfoque “GRWA-GRWA”.

El espectro energético asociado al término hamiltoniano Hg (ecuacion (3.37)) se
compone de la suma de las energias de un oscilador arménico desplazado y el estado

fundamental de Hf, . Dicho espectro se expresa de la siguiente manera

1 om 2
Enp = wM — — (J2dee
wC

2
) +EZY M =0,1,... (3.46)
Wm
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Los estados propios asociados a este espectro son

Uar) = &™) | M) (3.47)

donde [} es el estado fundamental del hamiltoniano de Rabi bajo la GRWA
y, |M9)Y = D (qg/wy) |M) es un estado con un ntmero de fonones desplazado por la
cantidad gg = gomg2./w?. Es importante destacar que el estado [¢% ") coincide con
el estado fundamental del hamiltoniano de Rabi bajo la aproximacion adiabatica (ver
ecuacion (2.44)), y contiene exactamente cero polaritones atomo-cavidad (N3 = 0).

La parte restante del espectro se obtiene después de aplicar una GRWA adicional
al hamiltoniano polariton-fonon H™) (ecuacion (3.45)). Para cada valor de N, habra
un estado aislado y un conjunto de dobletes con estados vestidos polariton-fonon, en
analogia al conocido espectro de Jaynes-Cummings o el espectro de GRWA. El conjunto

de “estados aislados” esta dado por

Wiy = 7 [V V(M = 0){)) — [ vy (M = 0)\ ™)) ], (3.48)

en donde, [\’ @) = \/Li [N ) ElwTN") | son los eigenkets de 6 &N = [ V) (TN +
|¢€7:z]1\1[a> <¢grwa

M) = D(qn fwn) D(Fgl}} fwm) M) (3.49)

La similitud entre |\II(GN)> y el estado fundamental adiabético (%) se deriva de la
similitud formal entre H™) (ecuacion (3.45)) y Hpg.

Es importante destacar la naturaleza fonoénica de los estados desplazados (3.49)
en comparacion con los estados fotonicos desplazados |Ny) (donde el desplazamiento
estd dado por g,./w.). El desplazamiento gy de los estados fonénicos | M) resulta de la
introduccién de los operadores fondnicos desplazados I;N, mientras que el corrimiento
por :l:ggf\? Jwn, es consecuencia del tratamiento adicional de GRWA al hamiltoniano

tipo Rabi (3.45).
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El estado aislado (3.48) contiene N = N + 1 polaritones atomo-cavidad y, en
contraste con el obtenido mediante el enfoque “RWA-RWA” [2], no es separable.

Las energias correspondientes a los estados (3.48) son

™) (951 Ty (av) (a)
QY = O — I N (0 = 0|0 = ). (3.50)

Recordemos que T\ = Ty + 4‘1N ggm ¢ v la constante asociada a cada valor de N es

COn = kn — q}/wm.
Finalmente, el espectro de estados vestidos polaritén-fonon, que surge de la estruc-
tura de dobletes en H™) (3.45), esta dado por

(N)\2
(geff)
Wm

1 1 1/2
4(9% M+QM+1 m1)E §[A?V,M+(QJZY4,M+1)2] 2,
(3.51)

1
EiN = Cn+wn, (M + 5)

Motivados por la aproximacion GRWA del modelo cuantico de Rabi, expresamos
estas energias en funciéon de una frecuencia de Rabi polariton-fonén y la desintonia

“detuning” polariton-fonon, definidos respectivamente como

Wiarer = T (MO|M 4 189) (3.52)
Tl
AY = LM 4 (M 1M 1) )~ (353)

Los estados propios asociados a las energias (3.51) son de la siguiente manera

N . N ad(N) N ad(N)

) = sin(gh))/2) [0 + cos(f) /2) [WIT L) (3.54)
N N a(N) . N a(N)

WM = cos(ol))/2) [099L5,) — sin(ef /2) [welT L) (3.55)

y estdn expresados en términos de la base adiabatica hibrida

o) = () M) & [ ) (M) ) V2. (3.56)
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El angulo ¢>§{j) se define como tan gbg\jp = — QN a1 /AN
El conjunto de ecuaciones (3.46), (3.47), (3.48), (3.50), (3.51), (3.54), y (3.55) re-
presentan la solucion del hamiltoniano hibrido (3.4) bajo el enfoque GRWA-GRWA.

3.5. Diagonalizacion mediante un enfoque mixto GRWA -

RWA

En la seccién anterior, implementamos la GRWA en el hamiltoniano hibrido. Este
enfoque nos llevo a identificar una cantidad invariante del hamiltoniano completo que
permiti6 descomponerlo en dos contribuciones distintas. La primera de estas contri-
buciones se asemejaba a un oscilador armoénico desplazado, cuya diagonalizacion fue
relativamente sencilla. La segunda contribucion consistia en una suma de hamiltonianos
de interaccion desconectados tipo espin-bosoén. Posteriormente, aplicamos aproximacio-
nes adicionales que nos permitieron reducir esta tltima contribucién a hamiltonianos
de tipo Rabi. Gracias a esta simplificacion, pudimos aplicar nuevamente la GRWA para
obtener el espectro energético y los estados.

En esta seccion, consideraremos todo este proceso, pero en el tiltimo paso, optaremos
por aplicar la RWA en lugar de la GRWA al hamiltoniano (3.45).

Cabe destacar que en la Figura 2.7(c) de la seccion 2.5, demostramos que una de las
ventajas de la RWA sobre la GRWA en el contexto de cQED es su precision en niveles
bajos de energia, particularmente cuando la frecuencia del atomo es mayor que la del
foton, es decir, cuando w,/w,. > 3. En este caso esperamos una condicién analoga con
las cantidades renormalizadas del hamiltoniano (3.45).

A continuacion, emplearemos el enfoque de teoria de perturbaciones, tal como se ha
realizado previamente, con el objetivo de establecer las condiciones bajo las cuales los
términos de interacciéon pueden considerarse pequenos. Recordemos que la condicion
que debe satisfacerse es que los elementos matriciales fuera de la diagonal, es decir,

los términos de interacciéon, deben ser considerablemente més pequenos en compara-
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cion con la separacion de energias de la parte del hamiltoniano que se considera no

perturbada.

3.5.1. Hamiltoniano GRWA-RWA

(N) _

Consideremos el operador escalera oy ' = (&Q(JN) + i&éN)). De esta forma, el hamil-

N[ =

toniano (3.45) puede expresarse de la siguiente manera

. JA T! R R - e
H™ = Cy + wnblby + 2™ 4 g8 (6Mby + 600 + 6™ by + 6001 ). (357
N 9 Uz eff \Y+ N + Un

Los primeros términos de interaccién, que se encuentran a la izquierda y estan
representados en azul, son analogos a los términos resonantes del modelo de Jaynes-
Cummings, mientras que los iltimos términos, que se ubican a la derecha, corresponden
a los términos anti-resonantes.

Bajo el enfoque de teoria de perturbaciones la condiciéon que deben cumplir los

términos resonantes se escribe de la siguiente manera

rwa N)~(N)7 rwa
(N aM|9((af]2‘75r by (7N M+ 1) |

- - <1, (3.58)
e, M| o [9575, M) — (0275 M+ 1] Ho [0775¢,1, M) |
TWa N)~(N)7 rwa
[ M+ 1 o8 [ an)|
h - <1,  (3.59)
(00 M+ 1] H 027564, M+ 1) = (W78, M H [9274, M) |
ambas se simplifican a
N) /37
iy
geff,— < 1. (3.60)
TN — W

Es importante destacar que en el contexto de cQED esta condicién sugiere que cuan-
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do el &tomo y la cavidad 6ptica estan en cuasi-resonancia, los términos resonantes son
comparables a las energias del hamiltoniano sin interacciéon y deben ser considerados.

Para los términos anti-resonantes la condicién que se debe cumplir es la siguiente

rwa N)~(N)7 rwa
[(wore, M g 7)o by [ M+ 1) |

- - < 1, (3.61)
W, M 41 o [0 M+ 1) — (W5 M Ho W5, M) |
TWa N)~(N)7 rwa
e M+ 1 g o8 [ an)|
- - < 1, (3.62)
(008 M+ 1] H 02756, M+ 1) = (W24, M Ho [974, M) |
la cual se simplifica a
géifv}\/]\/[ +1
—_ K1 (3.63)
Ty + wn

En el contexto de cQED, esta condiciéon implica que estos términos son peque-
nos siempre que consideremos nimeros cuénticos bajos o acoplamientos dtomo-foton
pequenos.

Es evidente que en nuestro caso, para el sistema hibrido, tenemos una condicion
més complicada que depende de multiples cantidades.

La figura 3.5, al igual que la figura 3.4(d), muestra el comportamiento asociado al
término de interaccion gg}(?)}, + l;N)c%g(;N). En la figura 3.5(a), se destaca nuevamente
como los términos resonantes adquieren importancia incluso para ntmeros cuénticos
muy bajos (N = 0, M = 0) cuando el acoplamiento optomecanico es relativamente
pequeno (Gom/wm = 0.1). En contraste, la grafica 3.5(b) muestra como, en estas mismas
condiciones, los términos anti-resonantes cumplen la desigualdad (3.63) en todo el
rango de valores de acoplamiento dtomo-fotén, por lo que pueden despreciarse. No
obstante, también notamos que cuando el acoplamiento optomecénico comienza a ser

significativo, los términos anti-resonantes empiezan a jugar un papel en la dindmica del
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sistema. La grafica revela como ignorar los términos anti-resonantes nos puede llevar a
una mala descripciéon del sistema, particularmente cuando estudiamos el acoplamiento
débil adtomo-fotéon y consideramos estados con valores de M relativamente grandes.
También notamos como para valores de M pequenos la contribucién de los términos
anti-resonantes no cumplen con la condicion de pequenez (3.63) cerca de la region de
acoplamiento ultrafuerte.

Es importante tener en cuenta que, en el caso fuera de resonancia, el sistema tiende
a desacoplar los polaritones de los fonones y estos términos solo adquieren relevan-
cia cuando el acoplamiento optomecénico alcanza valores del orden de ¢, ~ wy, 0
superiores, es decir, fuera de los limites contemplados en este estudio.

Considerando los limites de los términos de interacciéon discutidos anteriormente y
en analogia con el modelo de Jaynes-Cummings, es posible aplicar la RWA a la inter-
accion efectiva entre polaritones y fonones. Esto nos permite despreciar los términos
anti-resonantes, siempre y cuando consideremos los limites en los cuales estos tultimos

pueden ser ignorados. Con esto, el hamiltoniano anterior se reduce a

z

N PN T! ~ ~
HMN) = On + wblby + ot + 9erf (6(+N)bN - &&N)bk)- (3.64)

Siguiendo este razonamiento y considerando que, para un valor dado de N, tenemos
un hamiltoniano que es matematicamente equivalente al modelo de Jaynes-Cummings,

su diagonalizacion resulta trivial.

3.5.2. Espectro energético y estados propios (enfoque mixto

GRWA-RWA)

En esta seccion, abordaremos el espectro energético y los estados propios del ha-
miltoniano (3.64) utilizando el enfoque GRWA-RWA.
Como se discutio en la seccién anterior, para un valor fijo de N, este hamiltoniano

se asemeja al modelo de Jaynes-Cummings. En consecuencia, esperamos encontrar una
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Figura 3.5: Cociente entre los elementos de matriz de los términos de interaccion del
hamiltoniano (3.57) y la separacion de energia de los niveles H™)(gae, gom = 0) en fun-
cion de gq.. (a) Hustracion de la desigualdad (3.60) asociada a los términos resonantes
del hamiltoniano (3.57) para gem/wm = 0.1. (b) Representacion de la desigualdad (3.63)
correspondiente a los términos anti-resonantes. En este caso, las lineas verdes indican
Jom/wWm = 0.1, y las moradas, gom/wm = 0.5. Se incluye una linea vertical discontinua
que marca la frontera entre los regimenes de acoplamiento ultrafuerte y acoplamiento
ultrafuerte profundo, definida por g,. = w..

estructura de estados que incluye un estado aislado y un conjunto de dobletes que
representan estados vestidos polaritén-fonon.

Para obtener las expresiones del espectro energético y los estados propios, es nece-
sario seguir el procedimiento detallado en la secciéon 2.2, teniendo en cuenta las nuevas

cantidades a las que el hamiltoniano hace referencia. Esto implica la sustitucion de w,,

por we, Tl POT Wa, ¥ G147 POT G-

La energia del estado aislado se calcula mediante la expresion

2™ _ oo In
o =Cn—= (3.65)
y su estado correspondiente se expresa como

8y = [y |M = 0). (3.66)
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Ademés, la energia de los dobletes se determina mediante la féormula

1 1
BN = O +w (M + 5)£5 [(Ty — wn)® + 2005V M +17%], (3.67)

y los estados correspondientes se expresan como

) = sin(6))/2) [y M@y 1 cos(6) /2) [0 ) |M 4 199) | (3.68)
W) = cos(85)/2) [wT ) M@y —sin(05) /2) |97 Y |M 4+ 199)) | (3.69)

en donde el dngulo 01(\2\7) se define mediante tan 95\]}) = —(2g§§y} VM 4+ 1) (T —wm)-

Las energias y estados (3.65-3.69) constituyen la solucién al hamiltoniano hibrido
bajo el enfoque GRWA-RWA.

Es importante destacar que la parte del espectro asociada a la contribucion hamil-
toniana H, cuyos estados y energias estan dados por las ecuaciones (3.46) y (3.47),
coinciden con los del enfoque GRWA-GRWA, ya que no se ven afectada por esta apro-

ximacion.

3.6. Comparacion con la solucién numeérica exacta

En esta seccion, llevaremos a cabo una comparacion entre las soluciones aproxima-
das del hamiltoniano hibrido bajo distintas condiciones, centrdndonos especialmente
en el espectro energético.

Nuestro objetivo es evaluar y contrastar los resultados obtenidos mediante los enfo-
ques RWA-RWA, GRWA-RWA y GRWA-GRWA con la soluciéon numérica del hamilto-
niano hibrido completo. Esto se realiza con la finalidad de comprender las limitaciones
y precisiones inherentes a cada aproximacion en la descripcion del sistema.

La Figura 3.6(a) muestra las energias F), calculadas mediante la GRWA (3.46) para
diversos valores del numero cuantico M, en funcién del acoplamiento atomo-cavidad.

También se incluyen los espectros correspondientes obtenidos mediante la RWA (3.20)
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y los valores derivados de una evaluacion numérica del espectro del hamiltoniano (3.4),
en resonancia w, = Wy = 5, Wy, con Gom = 0.1w,,.

En esta gréfica, se observa que para acoplamientos atomo-cavidad pequenos, las
energias obtenidas por ambas aproximaciones coinciden y se ajustan bien a los resulta-
dos numéricos. Sin embargo, en valores intermedios de g,./wp,, las curvas RWA tienden
a alejarse considerablemente de la soluciéon numérica, mientras que las correspondientes
a la GRWA siguen de cerca los resultados exactos (numéricos), con una mejora en la
precision conforme pasamos la region de acoplamiento ultrafuerte (gq. = we).

La Figura 3.6(b) presenta el mismo escenario, pero cuando las frecuencias del atomo
y fotén estan fuera de resonancia. Aqui, se observa un comportamiento de la solucién
GRWA con mayor precisién que en el caso resonante, incluso en valores intermedios de
acoplamiento. También se aprecia como la RWA, una vez mas, se desvia rapidamente
de la soluciéon numérica para acoplamientos mayores.

El éxito de la GRWA en esta parte del espectro se atribuye a la incorporacion de
la dependencia en los parametros de acoplamiento ¢,. ¥ gom, €n marcado contraste con
el enfoque RWA. La aparente curvatura que presenta este ultimo se debe tinicamente
a la normalizacién utilizada (g2./w.) en las energias, con el propésito de presentar los
resultados de manera més clara.

Es importante recordar que esta parte del espectro energético esta asociada al tér-
mino hamiltoniano Heg, y es comin para los métodos GRWA-RWA y GRWA-GRWA,
ya que ambos solo se distinguen en el término hamiltoniano que llamamos Hy.

La Figura 3.6(c) presenta la funcion Egv) (gac) calculada mediante los distintos
enfoques utilizando las ecuaciones (3.65), (3.50) y (3.22) para N =0, 1, ..., 5, en el caso
de resonancia w, = w.. Inicialmente, se observa una concordancia entre los célculos
para acoplamientos pequenos (gu./wy, < 1); sin embargo, conforme aumenta (g,.), solo
los métodos basados en la GRWA logran describir con precision las energias, incluso
maés alla del régimen de acoplamiento ultrafuerte (USC) (gq. > w.). Es evidente como

la curva RWA-RWA se aleja de la soluciéon numérica a medida que se incrementa g,.,
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sin lograr reproducir el comportamiento presente en esta tltima. En el caso fuera de
resonancia, mostrado en la Figura 3.6(d), observamos que la desviacion de los resultados
RWA-RWA comienza para valores atiin mas pequenos del acoplamiento, mientras que
la precision de los enfoques GRWA mejora ligeramente.

Los niveles de energia EE_LN]\Z asociados a los dobletes polaritén-fonén, descritos por
las ecuaciones (3.67), (3.51) y (3.24), se presentan en las figuras 3.6(e) y 3.6(f) para los
casos de resonancia (w, = w,) y fuera de resonancia (w, > w,), respectivamente. En la
figura 3.6(e), se observa que todas las soluciones aproximadas reproducen cualitativa-
mente bien el célculo exacto (numérico) para valores de acoplamiento en la proximidad
del primer cruce evitado. A medida que el acoplamiento aumenta, la discrepancia de
las curvas RWA-RWA se hace claramente visible, mientras que las curvas asociadas a
los enfoques basados en la GRWA reproducen de manera cualitativa el calculo exacto
(numérico). En la figura 3.6(f), notamos una significativa mejora en la precision de
los enfoques basados en la GRWA. Estos reproducen casi perfectamente el espectro
energético asociado a los estados con S = +; sin embargo, se observa que para los
estados con S = —, el enfoque GRWA-GRWA atn se desvia ligeramente, mientras que
el enfoque GRWA-RWA reproduce las energias casi perfectamente.

Al analizar la figura 3.4, se evidencia que cuando el acoplamiento optomecanico
es relativamente pequeno en comparaciéon con la frecuencia del oscilador mecénico
(Jom/wm < 0.1), los términos de interaccion efectiva polariton-fonon, previamente ex-
cluidos en el hamiltoniano (3.45), no contribuyen de manera significativa a las energias.
Este fenémeno se mantiene incluso para acoplamientos atomo-foton considerablemente
grandes.

Dicha observacion nos permite concluir que las discrepancias identificadas en la
region intermedia de la grafica 3.6(e) para los métodos basados en la GRWA se deben
principalmente a la descripcién de la parte cQED, es decir, a la aproximacion del
hamiltoniano cuéntico de Rabi Hr — H 2 y su impacto en el contexto del sistema

hibrido. Confirmamos esta conclusiéon mediante una evaluacién numérica del espectro
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del hamiltoniano (3.26), comparandolo con soluciones analiticas basadas en la GRWA
(resultados graficos no se presentan aqui), los resultados numéricos mostraron una gran
concordancia similar a la observada en la 3.6(e) cuando guc/wp, < 1.

Adicionalmente, hemos probado esta afirmacion en el caso fuera de resonancia,
obteniendo un resultado muy similar al de la figura 3.6(f). En contraste con el caso
anterior, aqui podemos concluir que las discrepancias se atribuyen en gran medida al
efecto de los términos de acoplamiento efectivo polariton-fonéon que fueron descartados.

En la seccion 2.5 (ver Fig. 2.7 (c)) se mostré que la GRWA presenta dificultades
cuando la frecuencia del atomo supera la de los fotones. En el contexto del sistema
hibrido, resulta fundamental no solo tener en cuenta esta condicién, sino también con-
siderar la relacion entre la frecuencia mecéanica (w,,) y la cantidad T (gac). El aumen-
to del acoplamiento atomo-foton (g,.) conlleva a que T}, sobrepase a wy,, generando
una pérdida de precision que se manifiesta de manera mas pronunciada en el método
GRWA-GRWA.

Las Figuras 3.7(a) y 3.7(b) muestran la superposicion |<\Il$’)2 Yrumericaly |2 antre
los estados propios calculados mediante los métodos basados en la GRWA \\1153)2} y
su contraparte numérica, bajo condiciones de resonancia w, = w, y fuera de resonan-
cia w, < w,, respectivamente. Esto se compara con los resultados obtenidos bajo la
aproximacion RWA-RWA.

En la Figura 3.7(a), se observa que existe una perdida de fidelidad en todos los
estados aproximados en comparaciéon con la soluciéon exacta a medida que el acopla-
miento atomo-fotén aumenta. También observamos que especialmente para los estados
asociados a los métodos GRWA con S = +, esta pérdida se acentiia en las proximida-
des de la region de acoplamiento ultrafuerte. Este fendmeno coincide con el rango en el
cual las energias calculadas comienzan a deteriorar su precisiéon respecto a la solucion
numérica. Por ende, la disminucion en la fidelidad sugiere una correspondencia directa
con la regiéon en la que las aproximaciones empleadas para calcular las energias ya no

logran capturar con exactitud el comportamiento del sistema.
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Figura 3.6: Comparaciéon de los niveles de energia con respecto a g,. del hamiltoniano
hibrido en diferentes enfoques: RWA-RWA (linea roja solida), GRWA-RWA (linea ver-
de densamente punteada y guionada), GRWA-GRWA (linea azul discontinua), y la
solucion numérica exacta (linea negra discontinua con puntos). Los paneles (a) y (b)
muestran la parte del espectro energético que contiene cero polaritones atomo-cavidad
Ey (3.20,3.46) para M = 0,1,...,5 en el caso de resonancia y fuera de resonancia,
respectivamente. Los paneles (c¢) y (d) representan la parte del espectro energético con
cero fonones desplazados E(GN) para N =0,1,...,5 en resonancia y fuera de resonancia,
respectivamente. Por tltimo los paneles (e) y (f) corresponden a los dobletes EiNA)A, de
nuevo en resonancia y fuera de resonancia, respectivamente. En todos los casos hemos
tomado ¢,, = 0.1w,,. Ademés, se incluye una linea vertical punteada que marca la
frontera entre los regimenes de acoplamiento ultrafuerte y acoplamiento ultrafuerte
profundo, definida por g,. = w.. 70



Es destacable que los estados basados en la aproximacion GRWA mantienen una
fidelidad superior al 80 %, incluso mas alla de la regién de acoplamiento ultrafuerte
profundo (USC), con el enfoque GRWA-RWA destacandose ligeramente sobre los de-
mas. En contraste, los estados calculados mediante el enfoque RWA-RWA muestran
una rapida separacion de sus contrapartes numéricas. Ademas, se destaca como en es-
tos existe una mayor complejidad en la descripcion de los estados asociados al niimero

cuantico S = 4+ sobre los § = —.
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3 ®
o 0.6 o 0.6 1
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9 °
ic ic
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Figura 3.7: La fidelidad | <\I'(i()?2|\11"“merico) |> de los estados en la figura 3.6 (e) y (f) se
muestra en (a) y (b), respectivamente. La linea vertical discontinua indica la frontera
entre los regimenes de acoplamiento ultrafuerte y acoplamiento ultrafuerte profundo,
Jac = We-

Los resultados previos indican que la aproximacion GRWA-RWA es la méas ade-
cuada para describir el espectro energético del hamiltoniano (3.4) en todo el rango de
acoplamiento atomo-fotén g,. cuando se consideran nimeros cuanticos M bajos. Sin
embargo, la GRWA-GRWA también presenta un rendimiento notable, especialmente
en términos de fidelidad respecto a los eigenestados exactos. Como se discutird a con-
tinuacion, la GRWA-RWA es superada por la GRWA-GRWA cuando el acoplamiento
optomecanico adquiere relevancia, el acoplamiento atomo-fotéon es débil y se consideran
numeros cuanticos M relativamente grandes.

En la figura 3.8, se presenta el comportamiento de las energias E(iN]\)/[ en funciéon

del acoplamiento optomecanico (g,,) para las distintas aproximaciones y la solucion
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exacta (numérica) cuando w, = We ¥ Goe/wm = 0.5. En la figura 3.8 (a), se obser-
va un comportamiento lineal de las energias en el rango g, /w, < 0.5 respecto al
acoplamiento optomecanico, en donde los estados asociados a S = + (S = —) se carac-
terizan por una pendiente positiva (negativa). Para ¢,,,/w, > 0.5, la solucion exacta
muestra un comportamiento distinto al de las soluciones aproximadas, tendiendo a una
pendiente con signo contrario. Es interesante notar que, en la misma region, la apro-
ximacion GRWA-GRWA logra capturar de manera mas precisa el comportamiento no
lineal de las energias que las otras aproximaciones. En la figura 3.8 (b) se presenta
el mismo caso resonante pero para estados mas energéticos. Aqui es evidente cémo
las soluciones RWA-RWA y GRWA-RWA siguen mostrando un comportamiento lineal
en todo el rango de acoplamiento, mientras que la GRWA-GRWA sigue de cerca a la
solucion numérica logrando describir de manera mas precisa el espectro energético y

reproduciendo los cruces entre diferentes niveles de energia.
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Figura 3.8: Niveles de energia £, versus el acoplamiento optomecanico gom, en re-
sonancia w, = w, = 5, wy,, mediante las aproximaciones RWA (linea roja solida) y
GRWA (linea azul discontinua), y la solucién exacta numérica (linea negra discontinua
con puntos). (a) gee = 0.5wp. (b) goe = 0.5wy,. En (a), las curvas con pendientes
positivas (negativas) corresponden a S = +, (S = —)
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Capitulo 4

Sistema optomecanico hibrido con

acoplamiento atomo-fonén

En el marco de la Fisica del Estado Soélido, las interacciones entre el atomo, el foton
y el fonén de un sistema hibrido cuantico adquieren gran relevancia a escala nanomé-
trica, especialmente cuando comparten una proximidad espacial, tal como ocurre en
los sistemas reales.

En el capitulo anterior, exploramos el espectro energético del sistema hibrido, abor-
dando dos interacciones fundamentales, la interaccién dipolar eléctrica entre el &tomo
y el campo cuantizado, asi como una interacciéon optomecénica entre el oscilador me-
canico y los fotones en la cavidad. Sin embargo, surge una complejidad adicional que
involucra al a&tomo y al fonon, exigiendo una descripciéon mas general que abarque todas
las posibles interacciones entre los subsistemas.

En este capitulo, analizamos la influencia de un tipo particular de acoplamiento en
el hamiltoniano hibrido, caracterizado por su naturaleza dispersiva y que implica la
interaccion entre el oscilador mecanico y el atomo, presentando la forma ~ &Z(ZA)T + l;)
Su equivalente foténico tiene lugar en la electrodinamica cuantica de cavidades y se
conoce como “single atom index effect". La Figura 4.1 ilustra el sistema cuantico bajo

consideracion.
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Figura 4.1: Sistema hibrido completamente acoplado. Interacciéon atomo-foton g,., in-
teraccion optomecanica g,,, € interaccion dispersiva atomo-fonén g, .

El hamiltoniano correspondiente a este sistema, se escribe de la siguiente manera

ﬁfull = I:Ihyb + [:[ama (4.1)

aqui, ﬁhyb denota el hamiltoniano hibrido (3.4), previamente estudiado en el capitulo
anterior, mientras que f[am = gom?fz(?ff + 13) representa el nuevo término de interaccion

considerado. De manera explicita, podemos representar el hamiltoniano (4.1) como

Hfull - %&z +wc de + gaca-z (dT + d) + wmi)w; - gorrLCALTCAL(l;Jr + l;) - gama-z (ZA)Jr + 6) . (42)
Para considerar adecuadamente el impacto del término de interaccién atomo-fonén

en el espectro energético y los estados propios en cada uno de los distintos enfoques,
resulta esencial tener en mente el desarrollo presentado en el capitulo anterior para ca-
da caso especifico. La incorporaciéon de este término, representado por I:Iam, introduce
una dindmica adicional en el sistema hibrido, lo que abre la puerta a nuevos fenéme-
nos y efectos cuanticos. En las secciones siguientes, exploraremos de las consecuencias

derivadas de esta inclusién.
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4.1. Diagonalizacion RWA con acoplamiento aAtomo-
fon6on

Consideremos el hamiltoniano (4.1), donde la parte cQED de H hyb que corresponde
al modelo cuantico de Rabi ha sido tratada mediante la aproximacion de onda rotante
Hg — H}C.

Tt = Hisi' + Hom, (4.3)

Uno de los pasos iniciales en el proceso de diagonalizacion de ﬁg;};, fue expresar
el hamiltoniano en términos de los proyectores formados por los estados propios del
modelo de Jaynes-Cummings, es decir, Pe = [Y2°) (02| v Pun = [¥{%) @IS La
existencia de una cantidad conservada expresada por la ecuacion (2.29), hizo evidente
la utilidad de representarlo en funcién de las matrices de Pauli, tal como se definen en
el conjunto de ecuaciones (3.7). Esto nos condujo a las ecuaciones (3.8) y (3.11), permi-
tiendo asi la formulacién del hamiltoniano f[,’;;"lfb como un hamiltoniano interactuante
del tipo espin-boson, facilitando su posterior diagonalizacion.

Para comprender el efecto del término adicional ﬁam, es necesario obtener su re-
presentacion en términos de los mencionados proyectores. Con este propoésito, debemos

llevar a cabo el siguiente célculo

Hyp = — (b1 +b)
N=0 N'=0

(pG + Z(p+’N + p_,N)> (gam 5'3) (pg + Z (p-hN' + p_,N/)>] .

(4.4)

Considerando que para este término también se cumple [f[am, N Jo] = 0, es facil
demostrar que los términos que implican proyectores con N % N’ seréan nulos. Por lo

tanto, el calculo anterior se reduce a evaluar las siguientes contribuciones

Poé. Py = —P, (4.5)
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pi,N o pi,N = 4 cos eNpi,Nv (4-6)
PG, Pry =sinfy [0 (2. (4.7)

Con las relaciones anteriores, es posible expresar ¢, en la nueva base que involucra

las matrices de Pauli formadas por los dobletes \1/11%,), especificamente
6, =Ps+ Z[— cos Oy &gN) + sin Oy 63(EN)]. (4.8)
N=0

en donde el angulo @y esta definido por tanfy = —Qy /6.

Al sustituir la ecuacion (4.8) en H, = —gam&z(?ﬁ + 13), obtenemos
]:-Iam = —Gam (PG + Z [— COS 9]\[ 6'£N) + sin QN &SW) ([A)T + i)) . (49)
N=0

Debemos recordar que esta transformaciéon opera tnicamente en la parte atomo-
foton del hamiltoniano tripartito y no tiene efecto sobre el subespacio fonénico.
Siguiendo la referencia [2], asumimos que el sistema se encuentra cerca de resonancia

Wa R W, y con esto el dngulo se reduce a Oy = 7, lo que implica
ﬁam = —Yam (pG + Z gam6§3N)> (ZA)T + (S) . (410)
N=0

Al integrar este término en el hamiltoniano total (ecuacion (4.3)) y siguiendo el
procedimiento descrito en la seccion (3.3.1) del capitulo anterior, la contribucion He

(ecuacion (3.14)) experimenta la siguiente modificacion

He = (wmISTl} 4 Gam (BT 4+ ) — %) Pe. (4.11)
Paralelamente el termino Hy (ecuacion (3.18)) se ve alterado de la siguiente manera

5 N o RV
Ay = O+ wnbliby + =0 + (92 - gam) ML 4 by). (4.12)

76



Observe como el efecto sobre los términos Hg y Hy es la modificacion del aco-
plamiento efectivo como 3% — (9"7’“ — gam). En este punto, es posible despreciar los
términos anti-resonantes de la interaccion efectiva polariton-fonén mediante la imple-

mentacion de la RWA vy asi reducir el hamiltoniano a

N AL R om o 7 A 7
HY = O by + 100+ (8 = gun) (0008 +00b). (413

En la siguiente secciéon se muestran los estados propios y el espectro energético de
(4.11), asi como los de (4.13) después de aplicar un procedimiento analogo al de la

seccion 2.2.

4.2. Espectro energético y estados RWA-RWA

Las energias modificadas correspondientes a He (4.11) son

2
g Wa
Ey=wn|M-22) 22 A=0,1,... 4.14
wen (1) -5 e

y los estados asociados

Wp) = |—2,0) D (im) M), (4.15)

m

En relacion con el espectro de Hy (4.12), nuevamente tenemos dos contribuciones.

. N . N .
La primera, que corresponde a E(G ) con los estados asociados |\I/(G )>, no experimenta
cambios debido al término de interaccién adicional. La segunda, que se refiere a los

dobletes de estados vestidos polariton-fonén, se modifica de la siguiente manera

(V) 92 1 2 1 1 Jom 2
LY = wel N1/2)= 22 (N b (M+5) & 2y (R — w2 + 4 (222 = g ) (M + 1),

(4.16)

En la expresion anterior se observa un cambio respecto a la expresion original (3.24),
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dentro de la raiz cuadrada se presenta una diferencia de frecuencias (“detuning") y un
término analogo a la frecuencia de Rabi para Hy. Este ultimo, involucra el acoplamiento

efectivo polariton-fonén, y cabe destacar que ahora también depende del parametro

Gam-

Los estados propios asociados a estas energias son

(M) = sin (x5 /2) 167%) IM™) + cos (X /2) [¢75) | M + 19%) e

N N ) N
|\I/(—]%4> = Cos (ng)/Q) |¢iCN> | M) — sin (X§\4)/2) |¢{CN> |M + 1)

Como consecuencia de la modificaciéon en la frecuencia de Rabi de asociada a

A ., . N . . .
Hpy también el éngulo ng) experimenta modificaciones, y ahora se expresa como

gom*gam/Q) \% M+1
(RN —wm) ’

tan(xgy ) = —

4.3. Diagonalizacion GRWA con acoplamiento Atomo-
fon6n

Es evidente que la inclusion del término ]:Iam en el hamiltoniano hibrido tiene
consecuencias en el espectro energético y los estados del sistema, dependiendo del
enfoque adoptado.

En la seccion 4.1, exploramos el enfoque RWA y se demostré que una de las ventajas
de estudiar el hamiltoniano hibrido con la parte cQED reducida al modelo de Jaynes-
Cummings, es que nos permite representar el término &, de la interacciéon atomo-fonén
de manera exacta en la base (2.33). Sin embargo, a pesar de esta representacion exacta,
nos vimos obligados a aplicar una segunda RWA, lo que condujo a una reduccién
significativa del efecto de esta interaccion.

En esta seccion, veremos que en el contexto GRWA, el operador ¢, presenta con-
tribuciones que involucran transiciones entre subespacios con diferente nimero de po-
laritones, ya que [Ham, N # # 0, por lo tanto, resulta conveniente aproximarlo. No

obstante, una de las ventajas es que contamos una descripciéon més general del modelo
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cuantico de Rabi, y como veremos mas adelante, todo el proceso también conducira
en una mejor descripcion del efecto de la interaccion atomo-fonén en la interaccion
efectiva.

Consideremos el hamiltoniano (3.26) con el término de interaccion atomo-fonén
Hiy" = Hyy* + Ham. (4.18)

A través de una serie de consideraciones detalladas en la secciéon 3.4, pudimos llevar
el hamiltoniano H i@ la forma de (3.36), que incluye un término de oscilador des-
plazado y un conjunto de hamiltonianos tipo espin-bosén desacoplados. Nuevamente,
para observar el efecto del término de interaccion atomo-fonén, es necesario ponerlo
en el mismo nivel de descripcion que H i > Dara esto vamos a representar H,, en la

base GRWA mediante la siguiente transformacion

Hypy = — (b7 + )

<pc + Z(f)+,N + P—,N)) (Gam 02) <PG + Z (p+,N' + p—,N’))] :

N=0 N'=0

(4.19)

Una diferencia fundamental en esta transformacion respecto a la utilizada en la
seccion anterior es que aqui los proyectores estan formados por la base GRWA (2.50)
y no por los estados propios del modelo de Jaynes-Cummings.

Es sencillo demostrar que los términos de la expresion (4.19) que tienen la forma
Py NG, Pi 4y, son nulos cuando con 7 es impar, y son proporcionales a (N_|N + )
cuando r es par. Teniendo en cuenta el rango de parametros considerados en este estu-
dio, en el contexto de la GRWA podemos ignorar todas aquellas contribuciones que son
proporcionales a los traslapes fotonicos (N|N + r) en donde r > 2. Un procedimien-
to similar fue realizado en la secciéon 3.4 cuando reducimos el término de interacciéon
optomecénica a la forma (3.32).

Una vez descartados los términos que mezclan proyectores de diferentes subespacios,

la transformacion se reduce a calcular las siguientes cantidades
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Pyé, Pg=— (20,0/wa) Pg, (4.20)

L Q Q Q -
Pino. Py = [ 5’Nfi(aN/2) - %fi(azvﬂ) + AZ’JNHer(OéN)} Py N,

(4.21)
N oA Q —|—Q Q rwa rwa
Pa . Py = | (AL g ) 4 B0 ()| g .

(4.22)

Esto nos lleva a representar ¢, en mediante las matrices de Pauli (3.33) formadas

por la base GRWA

5, = _QO,OPG+ [QN,N — QN+1,N+1] 7o)
a 2Wa
Q Qnny +Q .

Q Q Q
[ () ¢ BN (0] 60 a2y

Al sustituir la expresion anterior en el término H,,, y anadirlo a la ecuacion (4.18),
se producen modificaciones en las contribuciones hamiltonianas, dando lugar a las

siguientes expresiones

2
gamQOO . GomGac
Wq w?

Ha = [uwmblb+ ( )6t ) + B s (4.24)

Aqui se destaca la presencia de un término de desplazamiento que es opuesto al
desplazamiento asociado con g,, que ya estaba presente. Ademas, cabe mencionar
que, a diferencia del enfoque RWA, emerge la cantidad {2, la cual tiende a 1 cuando
Jac/Wm <. La contribucion del hamiltoniano asociada con los hamiltonianos tipo espin-

bosén es

. - T T
AH™ = Jwnbth+ ky — gy (b + b)] 10 4 =Xt
g (OF + 0)6 ™+ g/ (0 + b)e . (4.25)
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Aunque esta ecuacion parece tener una forma similar a su antecesora (3.38), es

importante destacar que el efecto de H,,, radica en la renormalizacién de los acopla-

mientos efectivos (g’g;:?ft y g’ffv}) y el desplazamiento ¢, modificacion que se expresan

de la siguiente manera
1 gam

/— _— —
gn = 4N 2w,

(Qv Ny — Oviin), (4.26)

N gomQN gamQN,N 1 . Gom Gam
g/ghi)ft - ( - = ) SImay — < - QN+ QN+1,N+1)> Cos an,

2Wc Wq 2 Qwa
(4.27)
N Gom Gam . gomQN gamQN,N 1
glif} = ( 5 2, (v, +QN+1,N+1)> sinay + ( %, - o i )cosaN,
(4.28)

Como se mencioné anteriormente, la contribucion hamiltoniana He (4.24) es comin
para los enfoques GRWA-RWA y GRWA-GRWA, ya que esta exenta de una aproxi-
maciéon secundaria. Sin embargo, en el término HW ), es necesario hacer una distincion
y elegir si se empleara una RWA o GRWA para diagonalizar (4.25). En la siguiente
seccidn, se presentan las energias y estados propios obtenidos mediante los enfoques

GRWA-GRWA y GRWA-RWA.

4.4. Espectro energético y estados GRWA-GRWA

Las energias correspondientes H considerando el termino de acoplamiento dtomo-

fonon se expresan de la siguiente manera

1 amQ om 2
EM:me——<g 00 _ JomTac
Wy w?

2
) +EIY M =0,1,... (4.29)
W

Los estados asociados a estas energias se describen mediante la expresion

ar) = [9g"") M), (4.30)
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en donde hemos definido, |M (%)) = D (L(g‘”"ﬂo’o — g"mgg‘“‘)) |M).

Wm Wa w?

En el caso de E(GN), la expresion se define como

) (G5D? Ty (@) (&)
Eg "' =Cn— — = (M =0)=N|(M = 0):"). (4.31)

Los estados desplazados que constituyen el traslape fonoénico se definen mediante
la relacion |Mj(Eq;V )) = D(¢y/wm)D(Fy¢' gf Jwm) |M). Ademas, es importante considerar
que ahora T}, depende de gum, es decir, Ty = T + 4q¢y ¢’ g],\;)ft

Continuando, la expresion para el conjunto de estados asociados a las energias EgN)
es la siguiente

W0 = =RV O = 0 = [ 101 =0 )], s

\/_

en donde los estados ]wgm“(x)) cumplen la siguiente ecuacion de eigenvalores 5" |w9”"“ @)y =
j: |¢grwa it >

Respecto a las energias asociadas a los bloques de 2 x 2 de Hy tenemos

N N Tr e N 1/2
+Z(Q/M,M+Q,M+1,M+1)i§[A,N,M+(Q/M,M+1)2} ;

(4.33)

N
1)_@@#?

Ej(:N = Cn+wm (M + 5 o

en donde las cantidades (3.52) (3.53) han sido renormalizadas de la siguiente manera

Tl , ’ / /
AN = M) M 1M 1)) (435)

no olvidemos que en la expresion anterior T (gam)-

Los estados asociados a estas energias son

N . N ad(N) N ad(N)
) = sin(e))/2) [0 + cos(f /2) [0 L) (4.36)

ad(N . ad(N
WMy = cos(el))/2) (w4 ) — sl /2) (ot L) (4.37)
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El angulo ¢>§{j) ahora esta definido como tan qbgg) = - ]\N4 a1/ Ay

4.5. Espectro energético y estados mixto GRWA-RWA

Las energias y estados resultado de aplicar una RWA al hamiltoniano (4.25) son las
siguientes
Ty

EN = Cy - -5 (4.38)

Aqui se destaca la dependencia de esta energia con el acoplamiento d&tomo-fonén
Jam & través de T .

Los estados correspondientes son
N /
6"y =[98 M) = 0). (4.39)
Por ultimo tenemos las energias F ;,; que se ven modificadas de la siguiente manera

(N)

1. 1
BN = COn 4w (M + §)i§ [(Th — wm)? + (2¢/' SV +1)7] (4.40)

y los estados correspondientes

) = sin(05))/2) [y (MY 4 cos(6) /2) [0 ) |M 4+ 199) | (4.41)

W00 = cos(Bh/2) [ IMO) = sin(6) /2) [ ) M +10%)) , (4.42)

en donde tan 65\]4\7) = —(Qg’g}[} M+1)/(Ty —wm) -

4.6. Comparacion de los espectros energéticos con la
solucién numérica exacta

En esta seccién, se realiza una comparacion del espectro energético en funciéon del

parametro de acoplamiento ¢,,,/w,, utilizando distintos enfoques. Se eligieron valores
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pequenos para los acoplamientos atomo-fotéon g¢,. y optomecanico ¢, con el fin de
revelar el efecto que tiene solo la interaccion atomo-fonon en las energias.

En la Figura 4.2 (a), que corresponde a las ecuaciones (4.14) y (4.29), se observa
que tanto el enfoque RWA como el GRWA coinciden en todo el rango de acoplamiento
considerado. Esta concordancia se debe al hecho de que el efecto de desplazamiento
en ﬁg, introducido por el nuevo término de interaccion, es similar en ambos enfoques.
Aunque las expresiones son diferentes en general, la consideracién de acoplamientos g,
YV gom Pequenos contribuye a que no difieran significativamente.

La Figura 4.2 (b), presenta las energias (3.20), (4.38) y (4.31). Aqui observamos
un caso similar al anterior; sin embargo, se aprecia una muy ligera diferencia entre las
energias para acoplamientos g,m/w., extremadamente grandes.

De las graficas anteriores, se puede concluir que no hay diferencias significativamente
grandes en estas contribuciones hamiltonianas, especialmente para valores moderados
de gum.-

En la Figura 4.2 (¢) y (d), se evidencia como los enfoques RWA-RWA y GRWA-RWA
se comportan de manera similar con respecto al parametro g,,,, perdiendo precision a
medida que ¢,,, se aproximan al segundo cruce de niveles. Ademas, es notable como el
enfoque GRWA-GRWA describe con gran precision las energias, siguiendo muy de cerca
a la soluciéon numérica y manteniendo una fidelidad respecto a la soluciéon numérica
por encima del 80 % en todo el rango de acoplamiento considerado. Sin embargo, se
observa una pérdida de fidelidad cerca del cruce evitado en donde el acoplamiento
efectivo tiende a cero.

La Figura 4.2 (e) corresponde al mismo caso que (¢) pero con un acoplamiento op-
tomecanico mayor. Aqui podemos observar un comportamiento similar destacando de
nuevo el enfoque GRWA-GRWA, ademas, se aprecia como el anti-cruce se encuentra
desplazado a la derecha en un valor de gum/wm = 0.2 respecto a la Figura (c) que
se encuentra en gu.m,/wn = 0.05. Esto se debe a que justo en esos valores, el acopla-

miento g., cancela a su contraparte optomecéanica, anulando el acoplamiento efectivo
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polariton-fonén. Este tltimo se aproxima a & gom/2 — gam Si los demés acoplamientos
son pequenos.

Por dltimo, otro aspecto destacable de la solucion GRWA-GRWA se aprecia en
la Figura 4.2 (f). Esta solucién se muestra robusta incluso para estados con valores
grandes del namero cuéntico M. La representacion de las energias en este contexto
demuestra la capacidad del enfoque GRWA-GRWA para describir de manera precisa y
estable el comportamiento del sistema, incluso cuando se exploran regiones del espacio

de parametros con mayores excitaciones cuanticas.
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Figura 4.2: Comparacion de los niveles de energia en funcion del acoplamiento g,
para el hamiltoniano hibrido (4.2) utilizando diferentes enfoques: RWA-RWA, GRWA-
RWA, GRWA-GRWA, y la solucion numérica exacta. El panel (a) ilustra la porcion del
espectro energético que comprende los cero polaritones atomo-cavidad E);, ecuaciones
(4.14) y (4.29) para M = 0,1,...,5, en el caso de resonancia. El panel (b) representa
la contribucién al espectro energético correspondiente a las ecuaciones (3.22), (4.38) y
4.31 para N = 0,1,...,5. El panel (c) muestra la parte del espectro que corresponde a

los dobletes E(iN]\)/[, ecuaciones (4.16), (4.40) y (4.33 ). La fidelidad respecto a la solucion

numérica de los estados |\IJ$)2> se presenta en el panel (d). Por tltimo en los paneles
(e) y (f) encontramos el espectro para un acoplamiento g,,, mayor y para estados mas
energéticos, respectivamente.
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Capitulo 5

Entrelazamiento de los estados

hibridos

En este capitulo investigamos las propiedades de entrelazamiento de los estados
aproximados del sistema hibrido. La reduccion del hamiltoniano hibrido (3.4) a un
hamiltoniano efectivo espin-boson (3.45), que describe un sistema de dos niveles po-
laritonicos interactuando con un campo fonoénico desplazado, nos permite estudiar el
entrelazamiento como el de un sistema bipartito.

El ntimero de Schmidt es una herramienta fundamental para identificar la no sepa-
rabilidad de los estados en sistemas bipartitos [67]. No obstante, en este estudio, hemos
optado por emplear una medida conocida como “razéon de participacion". Aunque esta
magnitud ofrece la misma informacién que el nimero de Schmidt, se distingue por
proporcionar un rango continuo de valores, permitiendo una descripciéon més detallada
del grado de entrelazamiento |67, 68]. En términos practicos, la razon de participacion
se calcula como & = 1/Tr(p?), donde p, es una matriz de densidad reducida obtenida
mediante una traza parcial en cualquiera de los subsistemas.

Este criterio nos permitira cuantificar el grado de entrelazamiento entre los polari-
tones dtomo-cavidad y los fonones en los estados vestidos.

Cabe senalar que las propiedades de entrelazamiento tripartito de un modelo Jaynes-

87



Cummings con interaccién optomecanica se estudiaron recientemente, aunque solo en

el régimen de acoplamiento débil resonante [69).

5.1. Entrelazamiento bipartito polaritén-fonéon

Consideremos los estados obtenidos mediante el enfoque GRWA-GRWA (ecuacion

(3.54) y (3.55) ). La matriz de densidad asociada a estos es
(N N
P = 100 (W (5.1)
y explicitamente

~(N N ad(N) ad(N) N ad(N) a (N)
PN = 128 /2 el ) (el 2 /2) (Wl Ly (el L (5.2)

+ (0 /2) (@ /2) [ [wed™) ) (wed™), +1|+|wd_M+1><w“d$Y}w

En la expresion anterior, fue utilizada la base adiabatica hibrida |\I/adg]%4) definida en
la ecuacion (3.56). Adicionalmente, el dngulo ¢§]j) queda determinado por tan gb%}v) =
— 0 ar41/ AN (consulte la seccion 3.2 para mas detalles).

Ahora, tomaremos la traza parcial de la matriz densidad respecto del subsistema

fotonico. Este proceso nos conduce a obtener la matriz de densidad reducida

X 1 TUJCL .’E T"U}(l x ’I"?,UCL X TUJCL .’E
A0 = SR R+ ) )
A(N) (lwgrwa a:)> <w€7:z]1\1[a z) ’ 4 ’wgv:ljt)]a(:p > < grwa a:)| >i| (53)
en donde
AT = SR /2) (MEIMEY) = (05 /2) (M 12 [0+ 1)

21, (65 /2) f (65 /2) (M| M+ 199) - (5.4)
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Al elevar al cuadrado la matriz densidad reducida tenemos

X 1 rwalx ""wa xT T"U/'a X rwalx
G0 = ] (1 AR () e+ o) e

F2A D0, (T ) ) @) (e \)] (5.5)
y al tomar la traza de este cuadrado
Ny 27 L N
(90 )= 5 (1+ A82). (5.6)

Asi, al invertir la expresion, la razon de participacion asociada a los estados vestidos

bajo el enfoque GRWA-GRWA queda dada por

(N) 2
o R S— (5.7)
S A

Ahora consideremos los estados vestidos obtenidos mediante el enfoque mixto GRWA-

RWA
W) = Fa (00 [ LR IM ) £ £(00 /) W) M + 1) (58)
Aqui, QE\/[ se determina a través de la ecuacion tan 9( (Zg(N) M+1)/(Ty —

Wm). Siguiendo un procedimiento analogo al anterior, llegamos a la siguiente expresion

para la matriz reducida

PN = F2Onar/2) TN (O8] 4+ F2 (O /2) [0 (07 (5.9)

La traza de esta matriz al cuadrado es entonces

(1 +COS2 QN,M)‘ (510)

N —

Tr[(A00) )= FLOnar/2) + FAOna/2) =
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Por lo tanto, la razén de participacién se expresa como

: 2
A — 5.11
€N’M 1 4 cos? QN,M’ ( )

Por ultimo, considerar los estados vestidos producto del enfoque RWA-RWA (ecua-

cion (3.25))

) = Fe 7 72) 1075 M@y £ £ (8 /2) |67 IM + 1)y - (5.12)

nos lleva a la siguiente razoén de participacion

& (513)

La Figura 5.1 presenta los mapas de color &(guc, gom) correspondientes al estado
propio \Wfé} para las distintas aproximaciones exploradas en este estudio. Estos mapas
se presentan en condiciones de resonancia entre todos los subsistemas, es decir, cuando
la relacién entre frecuencias es w, = W, = Wy,.

La Figura 5.1(a) ilustra la razén de participacion RWA-RWA & (Gac, Gom)- En
este caso, se observa que para valores pequenos de ¢, /wpy,, existe un conjunto muy
estrecho de rangos de g,./wn, en donde §559" ~ 2, indicando entrelazamiento maximo
polariton-fonén. A medida que el acoplamiento optomecanico aumenta, la estructura
se amplia, revelando una region mas extensa de valores (guc, gom) con entrelazamiento
méaximo polariton-fonén. Esta area adquiere una forma triangular, y la secciéon mas
estrecha de entrelazamiento maximo se encuentra para valores pequenios de gom /W,
Esto se explica debido al tinico cero de cos? XgZ) que se encuentra en {2y/w,, = 1, o
equivalentemente, gqc/wm = V/3/6.

Las figuras 5.1(b) y (c¢) muestran los mapas correspondientes a los enfoques GRWA-

RWA y GRWA-GRWA, respectivamente. En estos casos, se observa una region similar a

la descrita anteriormente, pero con una leve inclinacién hacia la izquierda. Esta inclina-
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cion es mas pronunciada en el caso de GRWA-GRWA. Es evidente que, en contraste con
el mapa RWA de la razon de participacion, los mapas GRWA exhiben una estructura

mas compleja en general.

(a) (b) (c)
s Razon de participacion (RWA-RWA) 08 Razén de participacion (GRWA-RWA)

08 Razoén de participacion (GRWA-GRWA)

0.6 0.6

0.5

om/Wm
°
2
Gom/Wm
°
2
Gom/Wm

0.3

0.2 0.2

0.1 0.1

0.0 1.0 0.0
0.0 05 1.0 15 2.0 0.0 05 1.0 15 2.0 1.0 . 20

GaclWm GaclWm Jac/wm

Figura 5.1: (a) Razon de participacion {5, del estado |\I/f’)2> RWA-RWA en funcién
de los acoplamientos optomecanico ¢, y atomo-fotéon g,.. (b) Razén de participacion

miz

%37 (Gacs gom) correspondiente a este estado calculado con el enfoque mixto. (c) Mapa

de Sj(élv) correspondiente al enfoque GRWA-GRWA | en todos los casos se ha conside-
rado la relaciéon entre frecuencias w, = w. = w,,. Las lineas anaranjadas verticales y
horizontales en las figuras corresponden a los cortes presentados en la figura 5.2.

En la figura 5.2(a) mostramos un corte de los mapas con la linea g, /w, = 0.025.

Aqui observamos como para un valor pequeno de g, /wnm, todas las aproximaciones
coinciden en el primer maximo ubicado en g,./wy, = V3 /6. También observamos c6mo
las aproximaciones basadas en el enfoque GRWA poseen tres maximos de entrelaza-
miento en todo el rango de g,./wy,, abarcando desde el régimen de acoplamiento débil
hasta el régimen de acoplamiento ultrafuerte profundo, una caracteristica que no esta
presente en la aproximaciéon RWA.

En el enfoque GRWA-RWA este comportamiento se debe a que cos? 952) = [(Ty —
W)/ (2\/592})]2 desarrolla una estructura con tres minimos, resultado de una combi-
naciéon de los polinomios de Laguerre L3(x), LI(x), Li(z) con x = 2¢,./w,.. Estos poli-
nomios a su vez involucran superposiciones fotonicas como (2_|21), (3-|31), y (2_[34).

En cuanto al enfoque GRWA-GRWA, también presenta estos minimos; sin embargo,
su comportamiento es un tanto mas complejo. Este se puede comprender observando
que cuando gé;v} Jwm < 1 (0 gom/wm K 1), las siguientes aproximaciones son validas:

(MY M+ 19y ~ 0y (M) —|M@)4Y) ~ (M + 1@ —|M + 149 4) ~ 1. Por lo
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tanto, en este caso, AS_LN]L ~ *+ cos ¢>§{j), y la razén de participacion se reduce a fiN& R

2/[1 + cos? M) M]. Cabe destacar que para g,. < w, se cumple cos¢g\z4v) A 00365\]4\[), de
ahi la coincidencia en el corte mostrado en la figura 5.2(a). No obstante, a medida que
ggc)f aumenta, las superposiciones fonénicas presentes en Af}Q comienzan a desviarse
de valores triviales (0 o 1), dando lugar al mapa mas estructurado observado en la
Figura 5.1(c), donde ff)z(gac, Jom) =~ 2. La diferencia entre los dos enfoques basados
en la GRWA radica precisamente en los traslapes fononicos derivados de la segunda
GRWA a Hy (ecuacion (3.45)). Mientras que en el enfoque GRWA-RWA debe cumplirse
T} /wm = 1 para obtener entrelazamiento méaximo, en la GRWA-GRWA es necesario
AY = 0 (ecuacion (3.53)), o bien, T% fw (M) | MY 4 (M 4+ 19| M+ 10V))) = 1.

En la figura 5.2(b) mostramos un corte de los mapas con la linea g,./w, = 0.3.
Para valores pequenos de g,./wpm, €l resultado RWA crece de manera monotona y se
satura cerca de §%" ~ 2, mostrando un comportamiento similar al observado en los
estados del modelo de Jaynes-Cummings fuera de resonancia (Fig.2.8(b)). En contraste,
las aproximaciones basadas en los enfoques GRWA alcanzan un maximo rapidamente
y luego comienzan a decrecer. Solo en la caso de la GRWA-GRWA observamos una
ligera ondulacion en el rango de acoplamientos optomecanicos relativamente grandes.
Se puede demostrar que estas oscilaciones son analogas a las observadas en los estados
vestidos atomo-foton derivados de aplicar la GRWA al QRM (Fig. 2.8(b)). Por lo
tanto, al considerar estados hibridos GRWA-GRWA con un niimero cuantico M mayor,
observaremos oscilaciones més pronunciadas en el rango de acoplamiento considerado.

Finalmente, en la figura 5.2(c), mostramos un corte de los mapas con la linea
Jac/Wm = 1.0. Aqui observamos més detalladamente el comportamiento oscilatorio
del enfoque GRWA-GRWA, el cual incluso produce un méximo secundario. Asimismo,
notamos céomo el enfoque mixto GRWA-RWA presenta un tnico maximo en todo el
rango de acoplamiento g, /wm y luego muestra un comportamiento decreciente hasta

alcanzar un valor estacionario que indicaria la ausencia de entrelazamiento polariton-

fonon. La carencia de oscilaciones en este tltimo se debe a su falta de dependencia de
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los traslapes fononicos en la diferencia 1) — w,, presente en la definicion de cos 95 ), los

cuales son responsables de este comportamiento oscilatorio.
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Figura 5.2: (a) Comparacion de las razones de participacion SN E’]ﬁ y fj(\flv) en

funcion de g, para gom/wm = 0.025. Corte de las cantidades {3, ﬁzj\’} y éj(\]j) en

funcion del acoplamiento optomecanico gom, para: (b) goe/wm = 0.3y (¢) Gae/wm = 1.0.

En la figura 5.3, se presentan los mapas correspondientes a las diferentes aproxima-
ciones, pero ahora asociados al estado |\I/SE7)2) con la siguiente relaciéon de frecuencias
We = We = dw,,. Cabe destacar que este estado, obtenido mediante los enfoques GRWA
fue estudiado en el capitulo anterior y demostré poseer una fidelidad superior al 80 %
en comparacion con la solucion numeérica en todo el rango de acoplamiento gu./wn,
para gom/wm < 0.1. Ademaés, se observo que el enfoque GRWA logra describir con
gran precision el espectro energético y los cruces de niveles, incluso para acoplamientos
optomecanicos mas grandes (Gom/wm > 0.1).

En esta figura, notamos como para valores pequenos de gom,/wp, todos los ma-
pas muestran una notable coincidencia. Ademés, destaca una vez mas una estructura
triangular de entrelazamiento maximo, ahora centrada en gu./w,, = 1/2. Esta estruc-
tura es muy similar en los mapas de la figura (a) y (b), correspondientes a los enfoques
RWA-RWA y GRWA-RWA, respectivamente. Por otro lado, la figura (c) asociada al en-

foque GRWA-GRWA, presenta nuevamente una ligera deformacion hacia la izquierda.
También notamos como en este caso solo la aproximacion GRWA-GRWA (figura (c))
predice entrelazamiento maximo en valores de acoplamiento (gac ¥ gom) relativamente

grandes.

La siguiente componente del espectro corresponde al estado aislado |\I/(GN)>. Una vez
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Figura 5.3: Razon de participacion asociada al estado |\IJ$)2> en funcién de los acopla-
mientos optomecanico go,, y dtomo-fotén ge. para: (a) enfoque RWA-RWA 375, (b)

enfoque mixto f}{?’]ﬁ y (¢) enfoque GRWA-GRWA fj(\]j) Se ha considerado la relacion
entre frecuencias w, = w, = dw,y,.

més, siguiendo un procedimiento similar al realizado anteriormente para determinar la

razéon de participacion, obtenemos la siguiente expresion

Ny _ 2 .
G LR [((M = 0)9|(M = 0) @)y

(5.14)

En contraste, con el enfoque GRWA-GRWA, es evidente que los estados correspon-
dientes a esta parte del espectro, calculados con los enfoques GRWA-RWA y RWA-
RWA, por su estructura, siempre seran separables. Por lo tanto, en estos casos no
habra entrelazamiento polariton-fonén, y ambos daran como resultado una razoén de
participacion §(GN) =1.

De igual manera el dltimo componente del espectro, el estado |Wy,) tiene una es-
tructura separable y en todos los casos con cualquiera de las aproximaciones tampoco
habré entrelazamiento.

En la figura 5.4 se muestran los mapas de razén de participacion asociados al estado
|\I/(C?)> para los casos de resonancia 5.4(a) y fuera de resonancia 5.4(b), respectivamente.

En la figura (a), podemos destacar como el enfoque GRWA-GRWA predice una
region de entrelazamiento maximo, en contraste con el enfoque GRWA-RWA Y RWA-
RWA, que resultan en una razoén de participacion nula. Este comportamiento sugiere
que la aproximaciéon GRWA-GRWA puede capturar aspectos de entrelazamiento en

este estado que no son descritos por las otras aproximaciones.
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En la figura (b) se muestra una region de maximo entrelazamiento ligeramente mas
redondeada. Resulta evidente que ambas estructuras de méaximo entrelazamiento se
encuentra mas o menos en la misma region si tenemos en cuenta la cantidad g,./w.
De esta mapa podemos concluir que la relaciéon entre las frecuencias del atomo y los

fotones no tiene un gran impacto en el comportamiento de la razén de participacion.

(a) (b)
0.8 Razén de participacién (GRWA-GRWA) |WZ) >

0.1

T r T 1.0 0.0 T T T
0 2 4 6 0 4 8 12
GaclWm Gac/Wm

1.0

Figura 5.4: Razén de participacion de la ecuacion (5.14) en funcion del acoplamiento

optomecanico ¢,, y atomo-fotéon g,. para el estado |\I/(C?)>. (a) caso con resonancia
atomo-foton (w, = w.), (b) caso fuera de resonancia. (w, = w.)/2

5.2. Entrelazamiento en presencia de acoplamiento
Atomo-fonén

A continuacion, examinaremos el comportamiento de la razon de participacion en
términos de ¢o;m V Gam, considerando los diversos enfoques desarrollados, y teniendo
en cuenta el efecto del término de acoplamiento dtomo-fonoén (g, ) en el hamiltoniano
total.

En esta seccion, nos basaremos en las expresiones para el espectro energético que
se derivaron en el capitulo 4. La tnica modificaciéon necesaria sera la sustitucion de

los angulos obtenidos en las secciones 4.2, 4.4 y 4.5 en las expresiones 5;1?[]\)/[, 5;”’]{”, MYy

rwa
+,N,M"
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En la figura 5.5 (a), que corresponde al enfoque RWA-RWA, se observa una satura-
cion completa en el valor maximo de entrelazamiento, {1y ), = 2. Este fenomeno puede
rastrearse hasta la estructura triangular presente en la grafica 5.3, especificamente en
los valores que corresponden g,./w,, = 0.5. La explicacién de este comportamiento se
encuentra en el modelo de Jaynes-Cummings, donde, cuando las frecuencias del atomo
y el fotén estan en resonancia los estados vestidos tienden al méaximo entrelazamien-
to (consulte la figura 2.8), independientemente del acoplamiento. En nuestro caso, la
resonancia se produce entre Ry y wy, en el hamiltoniano 4.12 cuando ¢4./w,, = 0.5.

Por otro lado, el enfoque GRWA-RWA (figura 5.5(b)) también presenta esta sa-
turacion, sin embargo notamos una region de entrelazamiento nulo cercana a la recta
Jom = 29am- Esto sucede debido a que en estas condiciones el acoplamiento efectivo
polariton-fonén se aproxima a gom/2 — gam, por lo tanto, en esta recta su valor tiende
a cero reduciendo el estado considerado a un estado separable.

En la figura 5.5(c), se aprecia un comportamiento similar en la misma recta. No
obstante, también se observan regiones en donde el entrelazamiento disminuye del valor
méximo, lo cual se deriva de los traslapes fononicos en A’} (ecuacion (4.35)).

En la figura 5.5(d) se presenta un corte de los mapas para un valor fijo de gom /wy, =
0.2. Aqui, observamos como el fenémeno de desacoplamiento ocurre para un rango de
valores muy estrecho en las aproximaciones basadas en la GRWA. También se aprecia
una oscilacion similar a la de la figura 5.3(b), caracteristica de esta aproximaciéon pero
ahora en funciéon de g,,.

A continuacién se muestran los comportamientos de las razones de participacion
para los distintos enfoques pero para un valor fijo de g4./w,, = 0.1, fuera de la region
de saturacion discutida anteriormente.

Para gum/wm = 0, este valor de g,. corresponde a estar justo a la izquierda de la
region triangular de saturaciéon mostrada en la figura 5.3.

En los mapas de las figuras 5.6 (a), (b) y (c) notamos que para valores grandes

de gom/wWm con gum/wy, = 0 empiezan a surgir los bordes de lo que seria la region
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triangular de maximo entrelazamiento, como se muestra en las figuras 5.3. En el caso
del enfoque GRWA-GRWA, esta estructura se encuentra ligeramente desplazada hacia
acoplamientos mas pequenos, lo que explica la saturacion observada para valores por
encima de gy /w, = 0.5. Ademaés, en todos los mapas, se destaca una region donde
el entrelazamiento alcanza un minimo, y esta region esta centrada nuevamente en la
recta Gom = 2¢am, donde ocurre el fenomeno de cancelaciéon del acoplamiento efectivo.

Otro aspecto a destacar es el comportamiento oscilatorio respecto a gum/wy, del
entrelazamiento correspondiente al enfoque GRWA-GRWA. En la figura (d) se muestra
un corte con la linea gy, /w,, = 0.2. Aqui se observa un comportamiento que se asemeja
a las oscilaciones caracteristicas de estados GRWA fuera de resonancia en funcién del
acoplamiento atomo-foton (consulte la figura 2.8).

En resumen, los enfoques RWA-RWA y GRWA-RWA muestran muchas similitudes
al describir el comportamiento de la razéon de participacion, con notables diferencias
solo en acoplamientos dtomo-foton y optomecanico extremadamente grandes. Ademas,
todos los enfoques predicen una region en la cual el sistema se desacopla debido a
la cancelacion del acoplamiento efectivo en Hy. Por otro lado, el enfoque GRWA-
GRWA exhibe oscilaciones respecto al pardmetro de acoplamiento atomo-fonén, una

caracteristica que no esta presente en las otras aproximaciones.
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la relacion entre frecuencias w, = w, = dw,.
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Capitulo 6

Dinamica cuantica en el sistema

hibrido atomo-fotén-fonoén

En este capitulo exploraremos diversas propiedades dinamicas del sistema hibrido
atomo-foton-fonén. En capitulos anteriores hemos demostrado que este sistema puede
simplificarse a un hamiltoniano interactuante espin-boson al estilo del modelo de Rabi.
Esto plantea la pregunta sobre si se observaran en este sistema fenémenos dinamicos
tales como rebotes de los paquetes de ondas en las cadenas de paridad [44, 61] o el
famoso fenémeno de colapsos y resurgimientos (‘collapses and revivals’) [70, 71, 72].

En el contexto del modelo cuantico de Rabi, el fenémeno de colapso y resurgimien-
to describe la dinamica singular de la probabilidad de encontrar el sistema atémico
en su estado base o excitado. Este fenomeno se caracteriza por un marcado descenso
o colapso de la probabilidad, alcanzando un valor cercano al 50 %, en un intervalo de
tiempo finito durante la evoluciéon temporal del sistema. Posteriormente, emerge una
fase de resurgimiento donde la probabilidad experimenta una recuperacion significati-
va, manifestandose en oscilaciones perioédicas que definen el comportamiento cuantico
subyacente. El colapso se atribuye a la interferencia destructiva entre diversas compo-
nentes de frecuencia en el sistema, las cuales se desfasan con el tiempo, generando una

transitoria pérdida de coherencia. No obstante, lo que hace interesante a este fenémeno
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es su capacidad para revivir la probabilidad en tiempos posteriores. Este resurgimien-
to ocurre debido al reajuste de fase de las diversas frecuencias discretas, un proceso
que no podria ocurrir en un sistema clasico donde las frecuencias tendrian un espectro
continuo [31, 73|. Adicionalmente, el fenomeno de rebotes en las cadenas de paridad
es otra manifestacion interesante en la evolucién temporal del sistema. Cuando el sis-
tema inicia en un estado con una paridad definida, evoluciona como un paquete de
ondas que se desplaza a través de estados con la misma paridad. Este paquete de ondas
eventualmente regresa al estado inicial, exhibiendo asi un comportamiento de rebote
conservando la paridad del estado inicial [61].

En las primeras dos secciones nos enfocaremos en investigar los fenémenos descri-
tos en el hamiltoniano hibrido, buscando demostrar que ambas caracteristicas estan
presentes: el colapso y resurgimiento, asi como los rebotes en las cadenas de paridad.
En la tltima seccion de este capitulo, motivados por los resultados presentados en 2],
estudiaremos el sistema en presencia de pérdidas y su interaccion con un bano térmico
a temperatura finita mediante la ecuacién maestra de la matriz densidad. Ademaés, in-
corporaremos una fuente de bombeo coherente de fotones al sistema. Nuestro principal
objetivo consistird en destacar las discrepancias de las soluciones basadas en los enfo-
ques RWA y GRWA con respecto a la soluciéon numérica que incluye los términos anti-
resonantes. Particularmente, investigaremos si la solucion basada en el método GRWA
tiene la capacidad de reproducir tanto el proceso de enfriamiento y amplificacion del
movimiento mecanico en el régimen de acoplamiento donde el modelo RWA-RWA se
considera valido. Para lograr esto, inicialmente examinaremos un caso anélogo al estu-
diado por Restrepo el. al. [2], prestando especial atencion al enfoque mixto. Para ello,
primero determinaremos las frecuencias de resonancia a las cuales debemos ajustar la
bomba para promover el proceso de enfriamiento o amplificaciéon asistida de fonones
y posteriormente resolveremos la dindmica del sistema abierto. Ademas, también ex-
ploraremos la estadistica del sistema en el régimen estacionario (¢ — +00) mediante

las correlaciones de segundo orden y demostraremos las diferencias con los resultados
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previamente obtenidos por Restrepo et al. Por tltimo, mediante el empleo del enfoque
completamente GRWA, siguiendo un procedimiento similar exploraremos un escenario
més alla de los limites de la aproximacién basada en la RWA. Nuestra intencién es
evidenciar como estas caracteristicas particulares se modifican en el régimen de acopla-
miento fuerte y mostrar que pueden ser descritas razonablemente utilizando el enfoque
GRWA.

Para abordar estos casos, inicialmente utilizaremos la densidad conjunta de estados
para determinar las frecuencias de resonancia. Esta cantidad cuantifica la probabilidad
de las transiciones promovidas por la fuente externa \A/p = Fy(ae™»* + a'e™»") para

cada valor de frecuencia, y en términos generales, se define de la siguiente manera

D(wp) = > (WAl V, [War) P, — (Ea — Ew)l, (6.1)
AN

donde E4 es la energia asociada al estado |¢4) y la suma se realiza sobre todas las
transiciones permitidas entre estados separados por una energia hw,,.

Después de identificar las transiciones inducidas por la fuente externa, procede-
remos a utilizar la ecuaciéon de Lindblad. Esta ecuacion constituye una extension de
la ecuacion de Liouville-von Neumann, adaptada de manera especifica para abordar
sistemas cuanticos abiertos. A continuaciéon, presentamos la formulacion general de la

ecuacion de Lindblad [74]
— 5 TInio A s(OVAT — 5(NATA — AT A 5
T _Z[H(t)a p(t)] + Z _[2Anp(t)An - p(t)AnAn - AnAnp(t>]a (62)

en donde H(t) es el hamiltoniano total del sistema, p(¢) la matriz densidad al tiempo
t, A, son los operadores a través de los cuales el entorno se acopla al sistema y Vi
las respectivas tasas de decaimiento. Esta formulacién tiene en cuenta la interaccidon
del sistema con su entorno, permitiendo la descripciéon de procesos de decaimiento,

decoherencia y aleatorizacion de la fase. A pesar de que la dindmica resultante ya no

es unitaria, la ecuacion de Lindblad mantiene su propiedad de ser conservadora de la
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traza y positiva definida, independientemente de la condicién inicial.

Cabe mencionar que nos limitaremos a un régimen en el cual la fuente externa
proporciona unicamente la cantidad de energia necesaria para inducir transiciones de
estados con cero polaritones a estados con un polariton. Ademés, en todos los escenarios
considerados, fijaremos w, = w. = 100w, ¥ gac/wm = 0.5, lo que resulta en una

: _ r . . .. .,
resonancia Ry, = wy,, o Ty = w,, que promovera la creacion o aniquilacién de fonones.
En cada caso especificaremos los valores de los acoplamientos ¢gom V Gam, que dados los

parametros anteriores no tienen un efecto significativo en el valor de T};.

6.1. Rebotes de fotones dentro de las cadenas de pa-

ridad

Consideremos el operador de paridad de la ecuacion (2.12). Similar al hamiltoniano
Cuéntico de Rabi (2.11), el hamiltoniano hibrido (4.2) también exhibe invariancia bajo
la transformacion PH fullf’ = H suil- Esta propiedad estd asociada a una simetria de

paridad y podemos expresarla mediante la relacion de conmutacion
[P, Hyu) = 0. (6.3)

Este resultado implica que el espacio de Hilbert del hamiltoniano completo puede
ser descompuesto en dos subespacios de distinta paridad. Como veremos a continua-
cion, una de las consecuencias fundamentales de esta simetria es que los estados propios
del sistema perteneceran exclusivamente a uno de los subespacios de paridad y evolu-
cionaran unicamente dentro de ese subconjunto.

En la Figura 6.1, se representa la evolucion de la estadistica de los fotones de un
estado inicial a lo largo de un periodo de 27 /w.. Observamos coémo la probabilidad,
concentrada en el estado |+z,0), se dispersa inicialmente hacia estados con un mayor

numero de fotones en forma de un paquete de ondas. Este proceso de evolucion ocurre
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exclusivamente en la cadena de paridad P = —1 (consulte figura 2.2). A medida que el
paquete alcanza un limite energético especifico, experimenta un rebote y redistribuye
su poblacién hacia estados con un menor nimero de fotones, eventualmente regresando
a un estado muy similar al inicial.

En el contexto del modelo cuantico de Rabi, se ha demostrado que al considerar
combinaciones lineales o estados més complejos, surgen propagaciones en ambas di-
recciones e interferencias entre los paquetes de ondas [61]. Cabe destacar que el caso
presentado anteriormente es uno de los ejemplos mas simples y fue elegido solo para

mostrar que este fenémeno también sucede para el hamiltoniano atomo-foton-fonon.
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Figura 6.1: Dindmica de rebote de un paquete de ondas de fotones en una cadena
de paridad. El estado inicial utilizado fue [ipg) = |4+2, N = 0) |[M = 1). Se empleo la

relacion de frecuencias w, = w, = 100 w,,, y los acoplamientos gu./wm = 0.5 gom/wm =
0.1.

6.2. Colapso y resurgimiento de las probabilidades de
ocupaciéon

El fenémeno de colapso y resurgimiento en un sistema cQED normalmente se ob-

serva en las poblaciones atémicas. Sin embargo, por la correspondencia de variables
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debido a la forma reducida del hamiltoniano hibrido (4.25), centraremos el analisis en
la probabilidad de ocupacion del estado |7 §*).
En el caso del modelo de Jaynes-Cummings se sabe que si el sistema se encuentra
en un estado de la forma |—z) |a), donde |—z) es el estado propio de ¢, y |a) =
_la?

e 2 > Neo \‘}—]]\VT' |N) un estado coherente, la probabilidad de encontrar al atomo en el

estado base esta dada por la formula |75, 31]:

Py = L (1= e f: [P s (Qwt) (6.4)
D) NI N '
N=0

En la Figura 6.2(a), se ha evaluado la formula (6.4) para el caso especifico de
Jac/we = 0.025 y || = 3. En esta representacion, se aprecia como a medida que trans-
curre el tiempo, el sistema experimenta un colapso en la probabilidad, seguido por un
resurgimiento. Este resurgimiento tiene una duracion aproximada de t. = 27| |/ gac|31].

Centrandonos nuevamente en el sistema hibrido, consideramos el estado inicial
[v) = [¢¥75") Ja=3) y el hamiltoniano Hyur (4.2), en el cual el acoplamiento op-
tomecénico se fija en gy, /wy, = 0.05 con gg, = 0. A pesar de que estamos utilizando el
hamiltoniano completo, es importante notar que, para estos valores especificos, el aco-
plamiento efectivo en el hamiltoniano aproximado (3.45) es gé(})f Jwm =~ 0.025. La Figura
6.2(b) ilustra la probabilidad de medir el estado [¢”§*). En esta grafica observamos
una notable similitud con los resultados de la formula (6.4), con algunas fluctuaciones
en el periodo de colapso. Esto revela que el sistema hibrido presenta el fenémeno de
colapso y resurgimiento respecto a la poblacion de los estados GRWA [ \") v pue-

de tratarse de manera efectiva mediante la teoria del modelo de Jaynes-Cummings,

siempre y cuando estemos en este régimen particular.
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Figura 6.2: (a) Probabilidad de medir el estado fundamental atémico |—z) en fun-
cion de g,.t para el estado inicial |—z) |a = 3) en el modelo de Jaynes-Cummings.

(b)Probabilidad de medir el estado [¢?'§) en funcion de gg})ft para el estado inicial
|97 5") |a = 3) en el sistema hibrido.

6.3. Enfriamiento y amplificaciéon asistida del

oscilador mecanico

6.3.1. Enfoque Mixto en el régimen resonante de

acoplamiento débil
Densidad conjunta de estados

El primer paso en el estudio del enfriamiento o amplificacién del movimiento me-
canico asistido implica el calculo de la densidad espectral conjunta. Esta cantidad
cuantifica la probabilidad de las transiciones promovidas por la fuente externa Vp =
F,(ae™»' +afe~™»') y la sittia en el valor de frecuencia igual a la diferencia de energias
entre los estados. Aunque la definicién formal engloba todas las transiciones posibles
entre los estados propios del sistema, dada la naturaleza del régimen propuesto, en
este estudio nos limitamos a considerar especificamente las combinaciones de estados
propios del espectro que involucran cero polaritones junto con aquellos que contienen

un polariton.

Por lo anterior, la densidad espectral conjunta para los estados polariténicos del
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enfoque mixto se reduce a la siguiente expresion

Dw) = Y [y V,|9D) Po(w — (B — EY))

S,M, M’
(O V[0 Po(w — (BEar — ES),))] (6.5)

Las energias y estados utilizados corresponden a las ecuaciones (4.29), (4.30), (4.38),
(4.39), (4.40) y (4.42).

En la figura 6.4 se presentan dos casos del calculo de la densidad espectral conjun-
ta, abarcando todos los enfoques para el sistema hibrido analizados en este estudio,
incluyendo la soluciéon numérica exacta. Con el objetivo de presentar los resultados de
manera mas clara, realizamos la convoluciéon de la densidad espectral con una Loren-
tziana de ancho 7, en todos los escenarios. Esta convolucion asegura que cada valor
puntual de la delta tenga ahora un ancho equivalente a la tasa a la cual el sistema
pierde fotones.

La figura 6.4(a), asociada al caso gom/wm, = 0.001, exhibe dos resonancias en las
frecuencias w, = w, + w,,/2. Estas resonancias corresponden a transiciones de estados
con cero polaritones |¥,,) hacia estados del doblete |\I'(i0)M) con un polaritén. En el
caso del enfoque RWA-RWA, la frecuencia mas baja se relaciona con el proceso de
enfriamiento asistido del oscilador mecanico, mientras que la més alta corresponde al
caso contrario. Ambos procesos se ilustran a continuacion en la figura 6.3.

En la figura 6.3 observamos cémo los fotones de la fuente externa excitan el subes-
pacio polaritonico dtomo-foton y promueven el estado base RWA con (Np** = 0) a
un estado vestido que pertenece al doblete N = 0 (NjR** = 1) sin afectar el nimero
de fonones. Luego, la resonancia Ry = w,, y la interaccion efectiva polariton-fonon
(9gom/2) inducen un proceso de absorcion (emision) de un fonén y la transicion al esta-
do contrario del doblete RWA. Posteriormente, debido a la fuga de electrones y fotones
por la interaccion con el entorno, este estado vuelve a decaer al estado base RWA pero

ahora con un nimero menor (mayor) de fonones y el proceso se repite. Es evidente
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Figura 6.3: Proceso de enfriamiento (lineas inferiores color azul) y amplificacion (lineas
superiores color rojo) de las oscilaciones mecanicas. El sistema se encuentra interac-
tuando con una fuente externa de fotones de frecuencia w, y en contacto un bano
térmico con un numero promedio de fonones ny,. La tasa de disipacion de los electro-
nes, fotones y fonones son v,, V. v Ym, respectivamente.

que a medida que evoluciona el sistema, el estado perderd coherencia y formara un
estado mezclado, sin embargo, el proceso descrito anteriormente es crucial para lograr
el enfriamiento o amplificacion asistida del oscilador mecénico.

Regresando a la densidad espectral, a medida que el acoplamiento optomecanico
experimenta un aumento, se observa una modificacion en las magnitudes de las re-
sonancias en la densidad espectral. Diferentes resonancias que inicialmente estaban
proximas ahora se separan, dando lugar a dos estructuras distintas centradas alrededor
de w, = w. £ wy,/2. Estas estructuras se concentran en dos valores especificos que
corresponden a la diferencia energética entre los estados [Z ") v [¢L ).

La grafica 6.4(b) ejemplifica este fenémeno para gom/wm = 0.1. Resaltamos dos
puntos, A y B, que corresponden a las transiciones de |Uy) — |[W(OF 1), respecti-
vamente, asi como los puntos C y D, los cuales estdn asociados a las transiciones
|Wy) — |[W@=F 2). El espaciado entre cada par de puntos corresponde aproximada-
mente a v M + 1g,,,, que coincide precisamente con la diferencia energética entre los

estados [W(O 4, M).
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Figura 6.4: Densidad espectral para los distintos enfoques y la soluciéon numérica
exacta. El panel (a) corresponde a un acoplamiento optomecénico de gy, /Wy, = 0.001,
mientras que el panel (b) considera un acoplamiento mas fuerte de gy, /w, = 0.1. En
todos los casos se consider6 N = 0 para los estados vestidos y las combinaciones que
resultan de M, M’ =0,1,2..., 10.

Es posible seleccionar 6pticamente estas resonancias y facilitar diversas transicio-
nes con ayuda de la fuente externa, desencadenando asi el ciclo descrito en la figura
(6.3). No obstante, como veremos en la siguiente seccion, el término de interaccion en el
hamiltoniano del enfoque GRWA-RWA y la solucién numérica que incorpora los térmi-
nos anti-resonantes, provocan que este proceso se desarrolle de una manera diferente.

Esto se refleja en un desplazamiento de las resonancias asociadas con los procesos de

enfriamiento y amplificacién hacia otros valores.

Amplificacién y enfriamiento asistido

En esta seccion, se abordo el calculo del estado estacionario del sistema en el limite
temporal t = 0o, explorando distintas frecuencias para la fuente externa y considerando
disipacion y la interacciéon con un bano térmico con ny, = 2 fonones promedio.

La evolucion temporal del sistema se modelé mediante la ecuacion de Lindblad,
expresada como

d_’t) = —i[H + Vp, ] + YacL[alp + Yac Lo 1p + ninym L1615 + (nen + 1)ymLIB]5. (6.6)
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Los parametros v.,7, ¥ Vm representan las tasas de disipaciéon asociadas con la pér-
dida de fotones, electrones y fonones, respectivamente. Ademaés, ny, denota el nimero
promedio de fonones en el bano térmico. El término de bombeo coherente ‘A/p(t) =
Fy(ae™»* + aTe=™r') modela la interaccion del sistema con una fuente externa que su-
ministra fotones de frecuencia w, con una intensidad de F},. El hamiltoniano H varia
segun el caso considerado. Especificamente, para el enfoque GRWA-RWA, empleamos
una descomposicion espectral para describir el hamiltoniano ya que no contabamos con
una forma cerrada.

La solucién de esta ecuacién se obtuvo numéricamente utilizando como estado
inicial el eigenestado |Ws) correspondiente a cada enfoque. Para los casos con un
acoplamiento optomecanico de g, /wy, = 0.001, se utiliz6 un factor de calidad de
Q = Waen/Vaem = 10° y una potencia de bombeo de Fp/w,, = 0.01, mientras que
en los casos con acoplamiento optomecénico de gom/w, = 0.1, se consider6 un fac-
tor de calidad de Q = Wacm/Ya,em = 10* y nuevamente una potencia de bombeo de
Fp/w, = 0.01. Ademés, para el enfoque RWA-RWA y el hamiltoniano completo se
utilizo una base finita de tamano 2 x 12 x 14 para describir el sistema de dos niveles,
fotones y fonones, respectivamente. Sin embargo, para la solucién basada en el enfoque
GRWA, solo fue posible emplear una base de 2 x 10 x 12 debido a una mayor demanda
computacional.

En la Figura 6.5(a), se presentan las resonancias asociadas con la ganancia o pérdida
de fonones del oscilador mecénico respecto al valor promedio del bano térmico, conside-
rando un acoplamiento optomecéanico pequeno. Observamos que el enfoque RWA-RWA
coincide con las resonancias encontradas en la densidad espectral de la figura 6.4(a),
mientras que las del enfoque mixto estan desplazadas hacia valores méas pequenos y
grandes en los casos de enfriamiento y amplificacion, respectivamente. También se apre-
cia que la solucion del hamiltoniano completo exhibe un comportamiento més complejo
con resonancias secundarias alrededor de estos valores.

En la Figura 6.5(b), se investiga este fenémeno con un acoplamiento optomecénico
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més pronunciado. Nuevamente, el enfoque RWA-RWA muestra una excelente concor-
dancia con las resonancias observadas en la densidad espectral (figura 6.4(b)). Es evi-
dente como, debido a la presencia de los términos anti-resonantes en el hamiltoniano
completo, este proceso se amplifica y extiende a un rango mayor de frecuencias en com-
paracion con la solucion RWA-RWA. Incluso llega a aproximarse a cero fonones en la
region de enfriamiento y alcanza hasta 12 fonones en la region de amplificacion. La so-
lucion basada en la GRWA exhibe notables similitudes con la solucién del hamiltoniano
completo; sin embargo, se observa que presenta disminuciones fonénicas muy particu-
lares cuando la frecuencia de la fuente externa se acerca a la de la cavidad (w,/w. = 1).
Ademas, se evidencia una ganancia de fonones cercana a la region de enfriamiento.
En el caso de la soluciéon numérica, es relevante senalar que el sistema puede evo-
lucionar a lo largo de diversas cadenas de paridad y no se encuentra restringido a un
subespacio especifico de 2 x 2. Esto implica que el sistema estaré sujeto a otros procesos

ademas del descrito en la Figura 6.3 que involucran un mayor ntimero de fonones.
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Figura 6.5: Poblacion de fonones en el régimen estacionario (¢ = oo) en funcion de las
frecuencias de bombeo w,/w,, para los distintos enfoques. El panel (a) corresponde al
acoplamiento gy, /w,, = 0.001, mientras el caso (b) corresponde a gop,/w,, = 0.1.

Funcién de correlacion de segundo orden del estado estacionario

La estadistica de fonones, especificamente las autocorrelaciones de segundo orden

)
definidas como ¢*© = (b'b'bb) / (b'b)” para los casos previamente mencionados, se
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muestra en la grafica 6.6. En el panel (a), se aprecia que en la region de enfriamiento,
el sistema muestra una tendencia a emitir fonones con un mayor agrupamiento (bun-
ching), mientras que en la region de amplificacion sucede lo contrario. En el panel (b),
se observa un patrén similar; sin embargo, se destaca que en la regiéon de amplifica-
cion, tanto la solucion GRWA como la numérica comienzan a entrar en el régimen de
anti-bunching. Ademas, la solucion GRWA presenta un maximo en la zona de mayor
perdida de fonones, que corresponde al régimen fuerte de agrupamiento (strong phonon
bunching regime) (figura 6.3 (b)).

Se ha verificado que la ausencia del sistema de dos niveles y la falta de acopla-
miento entre el atomo y la cavidad (g, = 0) anulan el fenémeno de enfriamiento y

amplificacion, dando como resultado una estadistica constante de fonones.
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Figura 6.6: Funcién de autocorrelacion de segundo orden estacionaria para diferentes
frecuencias de la fuente externa. El panel (a) corresponde al caso gom/wy, = 0.001 y el
panel (b) al caso gom/wm = 0.1.

6.3.2. Enfoque completamente GRWA en el régimen

resonante de acoplamiento fuerte

A continuacién, examinaremos un caso de acoplamiento fuerte que se extiende més
alla de los limites de la aproximacion RWA-RWA. En este anélisis, emplearemos el
enfoque completamente GRWA, que ha demostrado un buen comportamiento al des-

cribir el espectro energético en este régimen. Llevaremos a cabo una comparaciéon con la
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solucién numérica, similar a lo realizado en la secciéon anterior. Para este caso, conside-
raremos un acoplamiento optomecanico g, /W, = 0.1 y un acoplamiento dtomo-fonén

de gom = 0.4.

Densidad conjunta de estados

En la figura 6.7(a), se aprecia que todas las transiciones inducidas por la fuente
externa se sitlan nuevamente en los valores de w, = w, + wy,/2. En la figura (b),
correspondiente a un acoplamiento 100 veces mayor, se observa como la densidad es-
pectral asociada al enfoque GRWA presenta méaximos similares a los de la solucion del
hamiltoniano completo. También notamos que los otros enfoques muestran numerosas
resonancias en diferentes ubicaciones, y presentan similitudes entre si. Sin embargo, es
crucial senalar que la fidelidad de los estados propios de estas aproximaciones no es
muy alta en comparacién con la soluciéon numérica, por lo que no seran considerados

en las analisis posteriores.
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Figura 6.7: Densidad espectral para los distintos enfoques y la soluciéon numérica
exacta. El panel (a) corresponde a un acoplamiento optomecénico de ¢y, /wy, = 0.001
y un acoplamiento atomo-fonon g, /w,, = 0.004, mientras que el panel (b) considera un
acoplamiento de gom/wWm = 0.1 Y gom/wm = 0.4. En todos los casos se considero N = 0
para los estados vestidos y las combinaciones que resultan de M, M’ = 0,1, 2..., 10.
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Amplificaciéon y enfriamiento optomecanico asistido por el atomo

En la figura 6.8(a), correspondiente a un acoplamiento pequeno, se observa como la
soluciéon completa coincide con las resonancias en la densidad espectral, y nuevamente
hay un desplazamiento de la solucion GRWA sobre estas resonancias. A medida que
aumentamos los acoplamientos, en la figura 6.8(b) notamos como la solucion GRWA
tiende a parecerse més a la soluciéon numérica, exhibiendo un comportamiento muy
razonable en comparacion con la solucién numérica exacta. Es importante recordar
que esta curva fue calculada utilizando una base méas reducida que en el otro caso. El
calculo de 2 puntos clave con una base ligeramente mayor confirma que las similitudes

aumentan conforme se incrementa el tamano de la base utilizada para describir el

sistema.
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Figura 6.8: Poblacion de fonones en el régimen estacionario (¢ = oo) en funcion de
las frecuencias de bombeo w,/w,, para los distintos enfoques. El panel (a) corresponde
al acoplamiento optomecénico de g, /w, = 0.001 y un acoplamiento &tomo-fonén
Jom/wWm = 0.004, mientras el caso (b) corresponde a los acoplamientos gom,/wm, = 0.1y

Gom [ Wm = 0.4.

Funcién de correlaciéon de segundo orden del estado estacionario

En los paneles (a) y (b) de la figura 6.9, se reitera el comportamiento previamente
mencionado para la funciéon de autocorrelacion de segundo orden. Destaca nuevamente

el rendimiento de la solucion GRWA, especialmente en situaciones de acoplamientos
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fuertes. Esta observacion refuerza la robustez y eficacia de la aproximacion GRWA en

escenarios donde las interacciones son significativas.
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Figura 6.9: Funcion de autocorrelacion de segundo orden estacionaria para diferentes
frecuencias de la fuente externa. El panel (a) corresponde al caso de acoplamiento
optomecanico gom /wm = 0.001 y dtomo-fonén g, /wm, = 0.004 y el panel (b) al caso
Gom/Wm = 0.1y gom/wm = 0.4.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo, se inicié con una revision del modelo Cuéntico de Rabi y sus

propiedades. A continuacién, se presentan las principales conclusiones:

= Se exploraron varias aproximaciones al modelo cuantico de Rabi, incluyendo
el conocido modelo de Jaynes-Cummings, la aproximacion adiabatica y la aproxi-
macion de onda rotante Generalizada (GRWA). Este analisis permitio identificar
las fortalezas y limitaciones de cada enfoque, proporcionando asi una evaluacion

mas completa de su aplicabilidad en diversos contextos y condiciones.

= Se examind el entrelazamiento de los estados propios mediante un cuantificador
para sistemas bipartitos derivado del ntimero de Schmidt. Se demostré que la
GRWA reproduce fielmente el comportamiento de entrelazamiento, presentando
minimos y maximos en funciéon del pardmetro de acoplamiento d&tomo-foton. Sin
embargo, se observaron dificultades de la GRWA al describir el espectro energético
y el entrelazamiento en situaciones de acoplamientos muy grandes, cuando la

frecuencia atémica supera a la de la cavidad.

Por otra parte, al seguir la estrategia de la GRWA disenada para el régimen de
acoplamiento fuerte del modelo cuantico de Rabi, se logré aplicar esta aproximacion

a un sistema atomo-foton-oscilador. Este modelo hibrido, introducido por Restrepo et
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al. [2], tiene la interaccion atomo-foton dada por el modelo de Jaynes-Cummings, asu-
miendo un acoplamiento débil y cuasi-resonancia (RWA). A continuacion, se presentan

las conclusiones més destacadas derivadas de este estudio:

= La aplicacion del método GRWA nos permitié descomponer el hamiltoniano
hibrido completo en un conjunto infinito de bloques 2 x 2, cada uno descrito
por un modelo espin-bosén y caracterizado por una cantidad conservada. En este
contexto, los estados vestidos atomo-foton (polaritones) desempenan el papel
del atomo de dos niveles, mientras que la parte bosonica esta representada por
los modos mecanicos cuantizados. Este modelo efectivo de Rabi se tratd, a su
vez, con otra GRWA o RWA, dando lugar al desarrollo de dos enfoques: uno
completamente GRWA (GRWA-GRWA) y otro mixto (GRWA-RWA).

= El enfoque completamente GRWA se destaco como la mejor de todas las apro-
ximaciones, en la descripciéon precisa del espectro energético y de los estados
propios en presencia de acoplamientos optomecénicos significativos desde el régi-
men de acoplamiento atomo-fotén débil hasta el régimen de acoplamiento fuerte.
Sin embargo, se observaron ciertas limitaciones al enfrentar la transicion hacia la

region de acoplamiento ultrafuerte, particularmente en relacién con los estados

S=—.

= El enfoque mixto GRWA-RWA también mostré una excelente concordancia
con la soluciéon numérica exacta en un amplio rango de acoplamientos &tomo-
foton, desde el régimen de acoplamiento débil hasta el régimen de acoplamiento
ultrafuerte profundo, especialmente cuando el acoplamiento optomecéanico no era
demasiado grande. Sorprendentemente, incluso super6 al enfoque GRWA-GRWA
en esta region. Sin embargo, a diferencia de este tltimo, en general presentd

dificultades al describir estados muy energéticos.

= Ambos enfoques GRWA exhibieron problemas cuando la frecuencia del dtomo

superaba a la de los fotones en la cavidad. Sin embargo, demostraron un desem-
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peno excelente en situaciones donde la frecuencia de los fotones superaba a la
del atomo en la cavidad, especialmente el enfoque mixto describiendo los estados
S = —. Esto resalta la notable capacidad del tratamiento GRWA para manejar

estas condiciones.

= Al introducir un acoplamiento adicional d&tomo-fonén, el enfoque completa-
mente GRWA destaco significativamente sobre los demés, especialmente en casos
de acoplamiento atomo-foton moderado y estados energéticos. En contraste, los
demas enfoques solo exhibieron un buen rendimiento en situaciones de acopla-

mientos reducidos.

Es importante mencionar que, el uso de los estados adiabaticos implica la inter-
ferencia entre estados fotonicos desplazados en direcciones opuestas, y en el caso del
enfoque completamente GRWA, también entre estados fononicos desplazados. Como
consecuencia, los acoplamientos efectivos, las frecuencias y las desintonias polariton-
fonon introducen oscilaciones en las energias, que siguen de cerca aquellas de la solucion
numérica. Estas oscilaciones estan ausentes en el tratamiento RWA-RWA del modelo
hibrido [2], lo que contribuy6 al desempeno inferior de esta aproximacion.

En términos de entrelazamiento polariton-fonén, se obtuvieron las siguientes con-

clusiones:

= Debido al caracter analitico de los enfoques desarrollados en este trabajo, se
derivo una expresion cerrada para la razon de participacion de los estados GRWA-
RWA y GRWA-GRWA del hamiltoniano tripartito. Esta cantidad reveld una es-
tructura con maximos y minimos, a diferencia del comportamiento mondtono de

la solucion RWA.

= El enfoque GRWA-GRWA mostr6é una caracteristica tnica, la presencia de
oscilaciones en el entrelazamiento polariton-fonén con respecto a los acoplamien-
tos. Ademés, este enfoque se distingui6é al predecir entrelazamiento en regiones

de acoplamiento donde otras soluciones no lo hicieron.
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Respecto a la dinamica del sistema hibrido.

= Se evidencié que el hamiltoniano hibrido exhibe el fenémeno de rebotes en las

cadenas de paridad, atribuible a su simetria de paridad inherente.

= Se demostr6é que el fendémeno de colapso y resurgimiento ocurre en el sistema
hibrido, y su descripciéon puede realizarse eficazmente utilizando la teoria de-
sarrollada para el modelo de Jaynes-Cummings, en el régimen de acoplamiento

adecuado.

En cuanto al enfriamiento y amplificacion asistida del oscilador mecanico:

= Se demostr6 que la inclusion de los términos anti-resonantes en el hamiltoniano
completo introduce modificaciones significativas en las frecuencias predichas por
el enfoque RWA-RWA. Estas alteraciones inciden en las condiciones en las que el
numero de fonones experimenta incrementos o disminuciones en relacién con la

temperatura del bano.

= El enfoque basado en la GRWA logré capturar en gran medida estos desplaza-
mientos de las resonancias, ofreciendo una descripcién adecuada del nimero de
fonones para diversas frecuencias de bombeo. Sin embargo, se observaron algunas

discrepancias importantes en comparaciéon con la soluciéon numérica.

= Se identificé que el sistema entra en el régimen de emision coherente de fonones
o fuertemente en bonches cuando se encuentra en la zona de enfriamiento o
amplificacion, respectivamente, revelando comportamientos de la estadistica mas

alla de su dindmica normal.

= El enfoque GRWA-GRWA demostroé ser eficaz para describir de manera adecuada
el proceso de enfriamiento y amplificacion en un régimen que va més alla de los

limites de la aproximacion RWA-RWA.
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En conclusion, con el aumento constante de experimentos en diversas configuracio-
nes que revelan nuevos fenémenos 6pticos en los regimenes de acoplamiento ultrafuerte
y ultrafuerte profundo de la interaccién luz-materia, tal como se describe en el mo-
delo cuéantico de Rabi [33], y la creciente atencion e investigacion en el acoplamiento
optomecanico, se abre la posibilidad de observar fenémenos y efectos novedosos en el
régimen de acoplamiento fuerte de la interaccion dtomo-foton-fonon.

Este trabajo establece una base solida para explorar fenémenos como fases geomé-
tricas, correlaciones cuanticas, estadisticas de cuasiparticulas y enfriamiento del mo-
vimiento mecénico asistido por polaritones, entre otras propiedades de la dindmica
cuantica en el régimen de acoplamiento fuerte. La diversidad de comportamientos y
propiedades observadas en este estudio ofrece oportunidades para investigaciones de-
talladas y experimentos futuros que contribuyan a una comprensiéon mas profunda de

la interaccion atomo-foton-fonén en el régimen de acoplamiento fuerte.
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