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Introducción

Esta tesis está dirigida a alumnos y alumnas que tengan conocimientos bási-
cos de topoloǵıa como: conexidad, compacidad y espacios métricos, para trabajar
en continuos. Abordaremos teoŕıa muy básica de sistemas dinámicos discretos
aśı como de ĺımites inversos. Para esto, esta tesis tomará como base 6 de los 7
incisos del Teorema A del art́ıculo Dynamical properties of the shift maps on
the inverse limit spaces de Shiai Li, además de completar ciertos puntos donde
creemos es necesario ahondar para una mejor compresión del lector al que va
dirigido este trabajo. En otras palabras, hacer mas digerible este teorema para
alumnos de licenciatura que deseen o tengan la curiosidad de conocer más sobre
estos temas.

El Teorema A contiene 7 incisos, nosotros probaremos los primeros 6 incisos
que son más generales. El inciso (7) del Teorema A explora el caso particular
cuando f es una función continua del intervalo en el intervalo. Ese inciso ya no
lo desarrollaremos en este trabajo.

En el caṕıtulo 1, es un caṕıtulo corto, hablaremos de definiciones fundamen-
tales de la teoŕıa de continuos, sistemas dinámicos y ĺımites inversos que nos
servirán durante toda la tesis.

En el caṕıtulo 2, trataremos las definiciones de punto fijo, periódico, casi
periódico, ω − limite, recurrente, no vagabundo y recurrente por cadenas que
serán el punto de partida del Teorema A, junto con ejemplos con los cuales
trataremos de ilustrar aquello con lo que estamos trabajando. A la par, abor-
daremos proposiciones que nos apoyaran y servirán dentro del mismo caṕıtulo.
Este mismo es muy ilustrativo para las personas que se quieren adentrar en los
sistemas dinámicos, contiene ejemplos y las demostraciones de que (1)

F (f) ⊆ P (f) ⊆ AP (f) ⊆ R(f) ⊆ Λ(f) ⊆ Ω(f) ⊆ CR(f)

y los contraejemplos desarrollados para probar que

F (f) ( P (f) ( AP (f) ( R(f) ( Λ(f) ( Ω(f) ( CR(f).

En el caṕıtulo 3 desarrollaremos las bases para probar los incisos (1), (2) y
(3) del Teorema A. Este caṕıtulo es complejo pues requiere de muchos resulta-
dos preliminares.

Finalmente, en el caṕıtulo 4 desarrollaremos todas las herramientas necesa-
rias para poder probar los incisos (4), (5) y (6) del Teorema A.
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viii INTRODUCCIÓN

Originalmente hab́ıamos escrito un Caṕıtulo 5 donde comenzamos a desa-
rrollar las herramientas para probar el inciso (7) del Teorema A, pero nos dimos
cuenta que el desarrollo de solo este inciso necesitaba de resultados más ela-
borados que no hab́ıamos desarrollado y que desarrollarlos alargaŕıa mucho el
trabajo.

De esta manera habremos tratado con lo que compete a esta tesis, esperando
haber cumplido su objetivo de saciar la curiosidad de aquellos que instaran a
leerla, o mejor aún, generar más curiosidad aśı como motivarlos a profundizar
en este tema.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Continuos

Definición 1.1.1 Sea X un espacio topológico, diremos que X es un continuo
si es métrico, compacto, conexo y con más de un punto.

Ejemplo 1.1.2

El intervalo I = [0, 1].

0 1

Figura 1.1:

Ejemplo 1.1.3

La circunferencia S1.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

O r = 1

Figura 1.2:

Ejemplo 1.1.4

El abanico armónico.

V

1

1/2

1/3
1/4

0

Figura 1.3:

Notación Dado un espacio métrico (X, d) y ε > 0 denotamos por
Bε(x) = {y ∈ X : d(x, y) < ε} a la bola de radio ε con centro en x.

Definición 1.1.5 Sea f : X −→ X una función continua y suprayectiva.
Definimos un sistema dinámico discreto como la dupla (X, f).

Ejemplo 1.1.6

(X, f) donde X = [0, 1] y f : X −→ X tal que f(x) = x2.
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1

0

2f(x)=x

1

Figura 1.4:

Ejemplo 1.1.7

(X, f) donde X = S1 y f : X −→ X tal que f(x) = e
π
2 ix.

Lo siguiente que haremos será definir la iteración n de f como la función
fn : X −→ X donde fn = f ◦ f ◦ f · · · ◦ f n-veces. Cabe notar que f0(x) = x
es la función identidad de X en X y que f1(x) = f(x), f2(x) = f(f1(x)),
f3(x) = f(f2(x)) y fn+1(x) = f(fn(x)) para toda n entero positivo. Después
de esto, para cada punto x ∈ X, llamaremos al conjunto de iteraciones de f(x)
como la órbita de x bajo f, y la denotaremos aśı,

o(x, f) = {x, f(x), f2(x), f3(x), · · · } .

Nota. Cuando no sea necesario o se entienda con que función se está traba-
jando podremos escribir o(x, f) simplemente como o(x).

1.2. Ĺımites inversos

Ahora definiremos un ĺımite inverso.

Definición 1.2.1 Sean X un continuo y f : X −→ X una función continua,
diremos que el conjunto denotado por:

ĺım
←−

(X, f) = {x = (x0, x1, · · · ) ∈ X ×X × · · · : f(xi+1) = xi,∀i ∈ N}

es el ĺımite inverso de X bajo f . A este espacio lo dotaremos con la siguiente
métrica:

d(x, y) =

∞∑
i=0

d(xi, yi)

2i
.
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Sabemos por [13, Theorem 2.4] que comoX es un continuo, entonces ĺım
←−

(X, f)

también es un continuo.

Definición 1.2.2 Sea X un continuo, f : X −→ X una función continua y
ĺım
←−

(X, f) su ĺımite inverso. Para toda n ∈ N, definimos la función

πn : ĺım
←−

(X, f) −→ X como πn(x) = xn. Diremos que πn es la n-ésima pro-

yección de ĺım
←−

(x, f) sobre X.

Sabemos por [7, Theorem 2, p. 3, Theorem 10, p. 6], que πn es continua y
suprayectiva, para toda n ∈ N.

De esta manera, continuemos con un ejemplo sencillo que ilustre un ĺımite
inverso.

Ejemplo 1.2.3

El siguiente ejemplo describe un Solenoide como ĺımite inverso. En este
momento no describiremos que es un solenoide ni que propiedades tiene
pues se aleja mucho del objetivo de la tesis. Para ahondar en su construc-
ción geométrica véase [15, p. 2-5].

Sean X = S1 y f : S1 −→ S1 como f(z) = z2, entonces ĺım
←−

(X, f) = Σ,

donde Σ es el continuo llamado solenoide diádico [12, p. 678].

Figura 1.5: Solenoide Diádico, [15, p. 17]

Y para terminar este breve caṕıtulo, daremos una última definición y una
pequeña demostración.

Definición 1.2.4 La función σf : ĺım
←−

(X, f) −→ ĺım
←−

(X, f) la definimos como

σf ((x0, x1, x2, · · · )) = (f(x0), x0, x1, x2, · · · )

y la llamaremos función recorrimiento.
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Cuando no exista confusión sobre que función estamos trabajando, podremos
simplemente escribir σ en vez de σf .

Lema 1.2.5 La función σ es un homeomorfismo de ĺım
←−

(X, f).

Demostración. Sean x = (x0, x1, x2, · · · ), y = (y0, y1, y2, · · · ) ∈ ĺım
←−

(X, f) tales

que x 6= y, es decir, existen i ∈ N tales que xi 6= yi. Como xi y yi se encuentran
en la entrada i + 1 y xi 6= yi, tenemos que σ(x) 6= σ(y). Por lo tanto, σ es
inyectiva.

Sea y = (y0, y1, · · · ) ∈ ĺım
←−

(X, f). Consideremos x = (y1, y2, · · · ). Como

f(yi+1) = yi para toda i ∈ Z+ entonces x ∈ ĺım
←−

(X, f). Además,

σ(x) = (f(y1) = y0, y1, y2, · · · ) = y.

Por lo tanto, σ es suprayectiva.

Probaremos ahora que σ es continua.

Sea ε > 0, como X es un continuo, entonces f es uniformemente continua.
Por tanto, existe δ1 > 0 tal que d(x0, y0) < δ1 implica que d(f(x0), f(y0)) < ε

2 .

Sea δ = mı́n{δ1, ε} y x, y ∈ ĺım
←−

(X, f) tales que d(x, y) < δ entonces

d(σ(x), σ(y)) = d(f(x0), f(y0))+

∞∑
i=0

d(xi, yi)

2i+1
= d(f(x0), f(y0))+

1

2

∞∑
i=0

d(xi, yi)

2i
.

Como d(x, y) < δ entonces d(x0, y0) < δ1 y d(f(x0), f(y0)) < ε
2 . Por tanto,

d(σ(x), σ(y)) <
ε

2
+

1

2

∞∑
i=0

d(xi, yi)

2i
=
ε

2
+

1

2
d(x, y) <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto, σ es continua.

Llamamos a σ−1 la función desplazamiento o función corrimiento. Veamos
que σ−1 es continua.

Sea σ−1(x) = σ−1((x0, x1, · · · )) = (x1, x2, · · · ). Sea ε > 0. Demostraremos
que existe δ > 0 tal que d(x, y) < δ implica d(σ−1(x), σ−1(y)) < ε.

Sea δ = ε. Si d(x, y) < δ entonces
∞∑
i=0

d(xi,yi)
2i < δ entonces

∞∑
i=1

d(xi,yi)
2i < δ = ε. Por lo tanto, d(σ−1(x), σ−1(y)) < ε.

Por lo tanto, σ−1 es continua y σ es un homeomorfismo y el lema queda
demostrado.

�



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.3. Teorema del Valor Intermedio

Y para finalizar el caṕıtulo, una mención extra al siguiente teorema.

Teorema 1.3.1 [Teorema del Valor Intermedio] Sea f : [a, b] → R función
continua en todo el intervalo [a, b]. Si f(a) < 0 y f(b) > 0, entonces existe
c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.



Caṕıtulo 2

Algunos puntos especiales

De aqúı en adelante, nuestro espacio X será un continuo y nuestra función
f será continua y suprayectiva, para todos los casos, a menos que se especifique
lo contrario. Continuaremos con algunas propiedades especiales en los sistemas
dinámicos con los que nos interesará trabajar.

Definición 2.1 Diremos que x ∈ X es punto fijo de f si f(x) = x, y denota-
remos al conjunto de todos los puntos fijos de f en X como

F (f) = {x ∈ X : f(x) = x} .

Ejemplo 2.2

Sean X un continuo, y f : X −→ X tal que f(x) = x. Notemos que
F (f) = X.

f(x
)=
x

X

X

Figura 2.1:

Demostración. Sea x ∈ X, entonces f(x) = x. Por lo tanto, x ∈ F (f), y
como x fue arbitrario, entonces F (f) = X.

7



8 CAPÍTULO 2. ALGUNOS PUNTOS ESPECIALES

�

Ejemplo 2.3

Sean X = [0, 1] y f : X −→ X tal que f(x) = x2. Entonces F (f) = {0, 1}.

1

0

2f(x)=x

1

Figura 2.2:

Demostración. Si x = 0, entonces f(0) = 02 = 0, es decir, f(x) = x. Si
x = 1, entonces f(1) = 12 = 1, entonces, f(x) = x.

Sea x ∈ (0, 1), entonces f(x) = x2 < x, pues x > 0. Entonces f(x) 6= x,
i.e, x 6∈ F (f).

Por lo tanto, F (f) = {0, 1}.
�

Ejemplo 2.4

Sean X = S1 y f : S1 −→ S1 tal que f(x) = eπix. Entonces F (f) = ∅.

Demostración. Supongamos por el contrario que existe x ∈ S1 tal que
f(x) = x. Entonces x = f(x) = eπix, entonces 1 = eπi, lo cual es una
contradicción, pues eπi = −1.

Por lo tanto, F (f) = ∅
�
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r=
1

Figura 2.3:

Definición 2.5 Un punto x ∈ X es un punto periódico de f si existe n ∈ N
tal que fn(x) = x, además diremos que x tiene periodo k si:

k = mı́n{n ∈ N : fn(x) = x}.

Al conjunto de todos los puntos periódicos de f en X lo denotaremos como:

P (f) = {x ∈ X : existe n ∈ N tal que fn(x) = x}.

Ejemplo 2.6

Sea f : [0, 1] −→ [0, 1], dada por f(x) =
√

1− x2. Entonces P (f) = [0, 1]
con periodo menor o igual a 2.

1

10

2 1/2f(x)=(1-x )

Figura 2.4:
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Demostración. Sea x ∈ [0, 1]. Entonces f(x) =
√

1− x2 y por lo tanto,

f2(x) =

√
1− (

√
1− x2)2 =

√
1− (1− x2) =

√
1− 1 + x2 =

√
x2 =

= |x| = x.

Por lo tanto, x ∈ P (f) y es de periodo menor o igual a 2.

�

Observación F (f) ⊆ P (f) y el periodo es 1.

Ejemplo 2.7

Sean X = S1 y f(x) = e
π
4 ix. Entonces P (f) = X y el periodo de x ∈ X

es 8.

r=
1

8x = f (x)

f(x)
2f (x)

3f (x)

4f (x)

5f (x)

6f (x)

7f (x)

Figura 2.5:

Demostración. Sea x ∈ [0, 1], entonces f(x) = e
π
4 ix, entonces

f8(x) = e
π
4 i(e

π
4 i(e

π
4 i)(e

π
4 i)(e

π
4 i)(e

π
4 i)(e

π
4 i)(e

π
4 i)x) = e8π4 ix = e2πix = x.

Por lo tanto, x ∈ P (f).

Ahora, fk(x) = ek
π
4 ix 6= e2πix = x para toda k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Por lo

tanto, el periodo de x bajo f es 8.

�
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Proposición 2.8 Sea X un continuo y f : X −→ X continua. Si p ∈ F (fn)
entonces p ∈ P (f).

Demostración. Sea p ∈ F (fn) ⇒ fn(p) = p, i.e., por definición de puntos
periódicos p ∈ P (f).

�

Definición 2.9 Sean X = [0, 1] y T : [0, 1]→ [0, 1] dada por:

T (x) =

{
2x si x ∈

[
0, 1

2

]
2(1− x) si x ∈

[
1
2 , 1
] .

A T la llamaremos función tienda.

1

10 ½ 

(1,1)

Figura 2.6:

Los siguientes tres resultados, Proposición 2.10, 2.11, 2.12, se encuentran en
[8, p.96-100].

Proposición 2.10 Sea n ∈ N y T la función tienda,

entonces

Tn|[ k2n , k+1
2n ] :

[
k

2n
,
k + 1

2n

]
−→ [0, 1]

es un homeomorfismo para toda k ∈ {0, 1, 2, · · · , 2n − 1}.

Demostración. Por inducción sobre n.
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Base inductiva n = 1.

Sea k ∈ {0, · · · , 2n − 1} = {0, 1}. Entonces,

Tn(x) = T (x).

Si k = 0, entonces

T |[ 02 , 12 ] : [0, 1
2 ] −→ [0, 1], T |[0, 12 ](x) = 2x

para todo x ∈ [0, 1
2 ] es homeomorfismo.

Si k = 1, entonces

T |[ 12 ,1] : [ 1
2 , 1] −→ [0, 1], T |[ 12 ,1](x) = 2(1− x)

para toda x ∈ [ 1
2 , 1] es homemorfismo.

Hipótesis de inducción Sea

Tn|[ k2n , k+1
2n ] :

[
k

2n
,
k + 1

2n

]
−→ [0, 1]

un homeomorfismo para toda k ∈ {0, 1, 2, · · · , 2n − 1}.

Paso inductivo Por demostrar que

Tn+1|[ k

2n+1 ,
k+1

2n+1 ] :

[
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

]
−→ [0, 1]

es un homeomorfismo para toda k ∈ {0, 1, 2, · · · , 2n+1 − 1}.

Consideremos

Tn+1|[ k

2n+1 ,
k+1

2n+1 ] :

[
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

]
−→ [0, 1]

función. Notemos que si 0 ≤ k ≤ 2n − 1 entonces

0 ≤ k

2n+1
≤ 2n − 1

2n+1
<

2n

2n+1
=

1

2
,

i. e., [
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

]
⊂
[
0,

1

2

]
.

Además si 2n ≤ k ≤ 2n+1 − 1 entonces

1

2
=

2n

2n+1
≤ k

2n+1
≤ 2n+1 − 1

2n+1
< 1,

i. e., [
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

]
⊂
[

1

2
, 1

]
.



13

Caso 1 Si 0 ≤ k ≤ 2n − 1.
Sea

Tn+1|[ k

2n+1 ,
k+1

2n+1 ]

([
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

])
= Tn

(
f

([
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

]))
=

Tn
([

2k

2n+1
,

2(k + 1)

2n+1

])
= Tn

([
k

2n
,
k + 1

2n

])
.

Por hipótesis de inducción Tn
([

k
2n ,

k+1
2n

])
es homeomorfo a [0, 1] para toda

k ∈ {0, · · · , 2n − 1}.

Caso 2 Si 2n ≤ k ≤ 2n+1.
Sea

Tn+1|[ k

2n+1 ,
k+1

2n+1 ]

([
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

])
= Tn

(
f

([
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

]))
=

Tn
([

2

(
1− k

2n+1

)
, 2

(
1− (k + 1)

2n+1

)])
= Tn

([
2

(
2n+1 − k

2n+1

)
, 2

(
2n+1 − k − 1

2n+1

)])
=

Tn
([

2

(
2n+1 − k − 1

2n+1

)
, 2

(
2n+1 − k

2n+1

)])
= Tn

([(
2n+1 − k − 1

2n

)
,

(
2n+1 − k

2n

)])
.

Ahora notemos que si 2n ≤ k ≤ 2n+1 − 1, entonces

−2n ≥ −k ≥ 1− 2n+1,

entonces

2n+1 − 2n − 1 ≥ 2n+1 − k − 1 ≥ 0,

entonces

2n(2− 1)− 1 ≥ 2n+1 − k − 1 ≥ 0,

entonces

2n − 1 ≥ 2n+1 − k − 1 ≥ 0.

Nombremos 2n+1 − k − 1 = l, entonces

0 ≤ l ≤ 2n − 1.

Por lo tanto, aplicando hipótesis de inducción, Tn
([(

l
2n

)
,
(
l+1
2n

)])
es homeomor-

fo a [0, 1] para toda l ∈ {0, · · · , 2n−1}. Entonces Tn
([(

2n+1−k−1
2n

)
,
(

2n+1−k
2n

)])
es homeomorfo a [0, 1] para toda k ∈ {2n, · · · , 2n+1 − 1}. Por lo tanto,

Tn+1|[ k

2n+1 ,
k+1

2n+1 ] :

[
k

2n+1
,
k + 1

2n+1

]
−→ [0, 1]

es homeomorfismo para toda k ∈ {0, · · · , 2n+1 − 1} y la proposición queda
demostrada.

�
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Proposición 2.11 Sea T la función tienda, entonces para toda
k ∈ {0, · · · , 2n − 1} existe ak ∈

(
k
2n ,

k+1
2n

)
tal que Tn(ak) = ak.

Demostración. Sea g(x) = T (x)−x para toda x ∈ [0, 1]. Notemos por lo anterior
que como Tn|[ k2n , k+1

2n ]([
k
2n ,

k+1
2n ]) es homeomorfo al intervalo [0, 1] entonces

Tn|[ k2n , k+1
2n ](

k
2n ) = 0 o Tn|[ k2n , k+1

2n ](
k
2n ) = 1.

Caso 1 Si Tn|[ k2n , k+1
2n ](

k
2n ) = 0.

Entonces

Tn|[ k2n , k+1
2n ]

(
k + 1

2n

)
= 1,

entonces

g

(
k

2n

)
= Tn

(
k

2n

)
− k

2n
= Tn|[ k2n , k+1

2n ]

(
k

2n

)
− k

2n
= 0− k

2n
< 0

y

g

(
k + 1

2n

)
= Tn

(
k + 1

2n

)
− k + 1

2n
= Tn|[ k2n , k+1

2n ]

(
k + 1

2n

)
− k + 1

2n
=

1− k + 1

2n
=

2n − k − 1

2n
> 0.

Entonces

g

(
k

2n

)
< 0 < g

(
k + 1

2n

)
.

Entonces por Teorema del Valor Intermedio, existe ak ∈
(
k
2n ,

k+1
2n

)
tal que

g(ak) = 0. Entonces Tn(ak)− ak = 0, es decir, Tn(ak) = ak.

Caso 2 Si Tn|[ k2n , k+1
2n ](

k
2n ) = 1.

Entonces

Tn|[ k2n , k+1
2n ]

(
k + 1

2n

)
= 0,

entonces

g

(
k

2n

)
= Tn

(
k

2n

)
− k

2n
= Tn|[ k2n , k+1

2n ]

(
k

2n

)
− k

2n
= 1− k

2n
=

2n − k
2n

> 0

y

g

(
k + 1

2n

)
= Tn

(
k + 1

2n

)
− k + 1

2n
= Tn|[ k2n , k+1

2n ]

(
k + 1

2n

)
− k + 1

2n
=

0− k + 1

2n
< 0.

Entonces

g

(
k

2n

)
> 0 > g

(
k + 1

2n

)
.
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Entonces por Teorema del Valor Intermedio, existe ak ∈
(
k
2n ,

k+1
2n

)
tal que

g(ak) = 0. Entonces Tn(ak)− ak = 0, es decir, Tn(ak) = ak.

Por lo tanto, existe ak ∈
(
k
2n ,

k+1
2n

)
tal que Tn(ak) = ak para cualquier

k ∈ {0, · · · , 2n − 1}.
�

Proposición 2.12 Sea T la función tienda, entonces P (T ) = [0, 1].

Demostración. Sea x ∈ [0, 1] y sea ε > 0, entonces x ∈ (x− ε, x+ ε) = Bε(x).
Para alguna m ∈ N, ε > 1

2m , entonces para alguna k ∈ {0, 1, 2, · · · , 2m − 1},

x ∈
[
k

2m
,
k + 1

2m

]
⊂ (x− ε, x+ ε) .

Por la Proposición 2.11, existe ak ∈
(
k

2m ,
k+1
2m

)
tal que Tm(ak) = ak. Enton-

ces ak ∈ (x− ε, x+ ε) y es un punto periódico.

Aśı x ∈ P (T ), y por lo tanto, P (T ) = [0, 1].
�

Definición 2.13 Sea x ∈ X, diremos que x es un punto casi periódico si para
cualquier abierto U de x existe N ∈ N tal que para toda n ∈ N, fn+i(x) ∈ U
para alguna i ∈ {1, 2, · · · , N}. Y al conjunto de todos los puntos casi periódicos
de f en X lo denotaremos por:

AP (f) = {x ∈ X : x es casi periódico}.

Nota Todo punto periódico es casi periódico.

Lema 2.14 Si f es una función estrictamente creciente en (a, b) ⊂ I = [0, 1],
entonces (a, b) ∩AP (f) = ∅.

Demostración. Supongamos que para (a, b) ⊂ I, (a, b) ∩AP (f) 6= ∅.

Entonces tomamos
x ∈ (a, b) ∩AP (f).

Sean ε > 0 y U = (x− ε, x+ ε) = Bε(x).

Entonces existe N ∈ N tal que
{
fn+i(x) : i ∈ {1, 2, 3, · · · , N}

}
∩U 6= ∅ para

toda n ∈ N.

Para n = 0, sea j0 ∈ {1, · · · , N} tal que f j0(x) ∈ U .

Para n = N , sea j1 ∈ {N + 1, · · · , N +N} tal que f j1(x) ∈ U .

Para n = 2N , sea j2 ∈ {2N + 1, · · · , 2N +N} tal que f j2(x) ∈ U .
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En general, para n = kN , sea jk ∈ {kN+1, · · · , kN+N} tal que f jk(x) ∈ U .

Entonces hemos construido una sucesión {f jm(x) : m ∈ N} tal que

jm ∈ {mN + 1, · · · ,mN +N} y f jm(x) ∈ U.

Como f es estrictamente creciente en (a, b) entonces para toda m ∈ N

f jm(x) < f jm+1(x) ∈ (x, x+ ε).

Esto implica que o(x) ⊂ (x, x + ε). Entonces ĺım
i→∞

f i(x) = y para alguna

y ∈ (x, x+ ε].

Ahora, sea ε′ = |y−x|
2 y U ′ = (x− ε′, x+ ε′) = Bε′(x).

Entonces existe N ′ ∈ N tal que
{
fn+i(x) : i ∈ {1, 2, 3, · · · , N ′}

}
∩U 6= ∅, pa-

ra toda n ∈ N. Siguiendo el mismo procedimiento obtenemos que
o(x) ⊂ (x, x + ε′) y que ĺım

i→∞
f i(x) = y′ para alguna y′ ∈ (x, x + ε′], lo cual

es una contradicción, pues y′ < y.

Por lo tanto, (a, b) ∩AP (f) = ∅.
�

Ejemplo 2.15

Sean I = [0, 1] y f la función lineal definida por partes de la siguiente
manera:

f(x) =


3
2x si x ∈

[
0, 1

3

]
1
2 si x ∈

[
1
3 ,

2
3

]
3
2

(
x− 1

3

)
si x ∈

[
2
3 , 1
]

Entonces AP (f) =
{

0, 1
2 , 1
}

= P (f). (Ver Fig. 2.7).

Demostración. Sea x ∈
{

0, 1
2 , 1
}

, entonces

f(0) = 0, f( 1
2 ) = 1

2 , f(1) = 1.

Sea U un abierto de x y sea N = 1, entonces

{fn+i(x) : i ∈ {1}} = {fn+1(x)} = {fn(f(x))} = {fn(x)} =

{fn−1(f(x))} = {fn−1(x)} = · · · = {f(x)} = {x}

para toda n ∈ N. Entonces,

{fn+i(x) : i ∈ {1}} ∩ U = {x} 6= ∅

para toda n ∈ N. Por lo tanto, x ∈ AP (f).
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f(x)

1/3 2/31/2

1/2

0

1

1

Figura 2.7:

Veamos que si x 6∈ {0, 1
2 , 1}, x 6∈ AP (f).

Caso 1 Si x ∈ (0, 1
3 ). Sea

U =

[
0, x+

( 1
3 − x)

2

)
abierto de x, entonces existe N ∈ N tal que

1

3
≤ fN (x) ≤ 1

2
,

entonces para toda n > N ,

fn(x) =
1

2
6∈ U.

Por lo tanto, x 6∈ AP (f).

Caso 2 Si x ∈ [ 1
3 ,

2
3 ]\{ 1

2}. Sea ε = |x− 1
2 | y consideremos

U = (x− ε, x+ ε) = Bε(x),

entonces

f(x) =
1

2
6∈ U.

Por lo tanto, x 6∈ AP (f).

Caso 3 Si x ∈ ( 2
3 , 1). Sea ε = 1−x

2 , y consideremos

U = (x− ε, x+ ε) = Bε(x),
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entonces existe N ∈ N tal que

fN (x) 6∈ U,

entonces para toda n > N tenemos que

fn(x) > fN (x).

Por lo tanto, x 6∈ AP (f).

Por lo tanto, AP (f) = {0, 1
2 , 1}.

Notemos que en este caso AP (f) = F (f).

�

Definición 2.16 Sea x0 ∈ X, diremos que x ∈ X es un punto ω − limite de
puntos en la órbita o(x0) si existe una subsucesión {fni(x0) : i ∈ N} de o(x0)
tal que ĺım

i→∞
fni(x0) = x. Al conjunto de todos los ω− limite de la órbita o(x0)

será el conjunto ω − limite de x0 bajo f y lo denotaremos como:

ω(x0, f) = {x ∈ X : x es ω − limite de o(x0, f)}.

Denotaremos por:

Λ(f) =
⋃
x∈X

ω(x, f)

al conjunto de todos los puntos ω − limite de f en X.

El siguiente ejemplo, no lo desarrollaremos, pues es elaborado y escapa al
objetivo de esta tesis, sin embargo, lo utilizaremos como ejemplo en varios re-
sultados.

Ejemplo 2.17

Sean X = I y T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda de la Definición 2.9,
entonces existe x0 ∈ I tal que ω(x0, T ) = I. Entonces Λ(T ) = I. (Ver Fig.
2.8).

Demostración. En [14, Teorema 30, p. 17] se probó el siguiente teorema:

Teorema Sea f : I → I una función continua (y suprayectiva). Si f es
transitiva en I, entonces existe x ∈ I tal que su órbita forma un conjunto
denso en I y por tanto su órbita es aperiódica.

No lo probaremos en este trabajo, pero es un resultado conocido que la
función tienda T es transitiva [8, Proposición 8.2, p. 112], entonces existe
x0 ∈ I tal que o(x0) = I. Es decir, para toda y ∈ I, existe una subsucesión
de o(x0) tal que ĺım

i→∞
f(x0)ni = y, cumpliendo aśı la definición de ω −

limite. Por lo tanto, I = ω(x0, f).

�
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1

0

(1,1)

11/2 p/4

Figura 2.8:

Ejemplo 2.18

Sea X = [−1, 1] y f : X → X una función lineal definida por partes como
sigue:

f(x) =

{
0 si x ∈ [−1, 0]

−x si x ∈ [0, 1]

-1 1

1

-1

0

Figura 2.9:

Entonces para todo x ∈ X, ω(x, f) = {0}.
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Demostración. Sea x ∈ X. Por como está definida la función, 0 es punto
fijo. Entonces tenemos dos casos.

Caso 1 Sea x ∈ [−1, 0].

Entonces f(x) = 0, entonces

fk(f(x)) = fk(0) = 0,

i. e.,
o(x) = {x, 0, 0, 0, · · · }.

Aśı, toda subsucesión de o(x) converge a 0. Por lo tanto, ω(x, f) = {0}.

Caso 2 Sea x ∈ [0, 1].

Como f([0, 1]) = [−1, 0], es decir,

f(x) = −x ∈ [−1, 0].

Luego,
f2(x) = f(f(x)) = f(−x) = 0.

Aśı,
o(x) = {x,−x, 0, 0, · · · }.

Por lo tanto, ω(x, f) = {0}.
Aśı concluimos que para toda x ∈ X, ω(x, f) = {0}.

-1 0 1

-1

1

x0
-x0

x1

Figura 2.10:

�

Definición 2.19 Un punto x0 ∈ X es punto recurrente de f si para cualquier
U abierto de x0, existe n ∈ N tal que fn(x0) ∈ U . Aśı, el conjunto

R(f) = {x ∈ X : x es un punto recurrente}

denotará a todos los puntos recurrentes de f en X.
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Ejemplo 2.20

Sea S1 ⊂ C. Dados θ, ψ, τ valores reales, donde τ ∈ R \ Q y α, z ∈ C, tal
que

α = eiψ, z = eiθ y ψ = 2πτ ,

definimos Lα : S1 → S1 como Lα(z) = αz una rotación irracional con
respecto a 2π de S1.

Notemos que

Lα(z) = αz = eiθ+2πτ .

r=
1

z
L (z)a

i q + 2 p te

Figura 2.11:
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Proposición 2.21 Si Lα(z) es una rotación irracional y para toda z0 ∈ S1, la
órbita de z0 es densa en S1.

Demostración. Sean z0 ∈ S1, ε > 0 y A ⊂ S1 un subarco de longitud ε tal que
z0 ∈ A. Ahora, existe k ∈ N tal que 2π

k < ε. Denotemos:

L0
α(z0) = z0, L

1
α(z0) = z1, L

2
α(z0) = z2, . . . , L

k
α(z0) = zk,

y demos una partición P en k-subintervalos de longitud 2π
k del intervalo [0, 2π].

En el intervalo [0, 2π] tenemos k intervalos de diámetro 2π
k y tenemos

z0, z1, · · · , zk,

k + 1 puntos.

r=
1

e{

{2p/k

A

Figura 2.12:

Por principio de casillas, existe j, l, n ∈ {0, · · · , k} con l 6= j tales que

zj , zl ∈
[

2nπ

k
,

2(n+ 1)π

k

]
,

entonces

d(zj , zl) ≤
2π

k
< ε.

Sin pérdida de generalidad, podemos poner j > l y consideremos ahora la fun-
ción:

Lj−lα (z0) = eiθ0+2πτ(j−l),

es decir, la función que rota los puntos en S1 un ángulo de 2πτ(j − l).

Notemos que 2πτ(j−l) es irracional, ya que τ ∈ R\Q y j−l ∈ Z+. Entonces:

Lj−lα (zl) = Lj−lα (Llα(z0)) = Ljα(z0) = zj .

Por lo tanto,
Lj−lα (zl) = zj ,

es decir que la función Lj−lα rota los puntos a distancia menor que ε.
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Consideremos:

o(z0, L
j−l
α ) = {L0 (j−l)

α (z0) = z0, L
j−l
α (z0), L2(j−l)

α (z0), · · · , Lk(j−l)
α (z0), · · · }

la órbita de z0 bajo la función Lj−lα . Entonces para cualquier n ∈ N,

d(Ln(j−l)
α (z0), L(n+1)(j−l)

α (z0)) < ε.

Por lo tanto, existe m ∈ N tal que

Lm(j−l)
α (z0), L(m+1)(j−l)

α (z0) ∈ A.

Por lo tanto, para toda ε > 0 y A ⊂ S1 subarco de longitud ε existe

zi ∈ o(z0, L
(j−l)
α ) tal que

zi ∈ A.

Como o(z0, L
(j−l)
α ) ⊂ o(z0, Lα) tenemos que zi ∈ o(z0, Lα)∩A, es decir, la órbita

de z0 es densa en S1.
�

Ahora, usaremos una definición equivalente de puntos de recurrencia, que
dice, x ∈ X es punto recurrente si y solo si x es ω − limite de si mismo, i.e.,
existe una subsuceción {ni ∈ N : i ∈ N} de N tal que ĺım

i→∞
fni(x) = x.

Proposición 2.22 Sea x ∈ X, x es ω − limite de o(x) si y solo si x es recu-
rrente, i.e., x ∈ ω(x, f) si y solo si x ∈ R(f).

Demostración. Primero supongamos que x es ω− limite de o(x). Sea U abierto
de x. Demostraremos que existe n ∈ N tal que fn(x) ∈ U .

Por hipótesis, sabemos que x es ω−limite de o(x), i.e., existe una subsucesión
{fni(x) : i ∈ N} de o(x) tal que

ĺım
i→∞

fni(x) = x,

entonces para cualquier V abierto de x, existe N ∈ N tal que para toda i ≥ N

fni(x) ∈ V.

Por lo tanto, x es recurrente.

Ahora tomemos x ∈ R(f).

Caso 1. Si x ∈ P (f).

Sea k el periodo de x. Entonces fk(x) = x. Por lo tanto,

f2k(x) = f(x) = x.

Y en general, para toda n ∈ N ,

fnk(x) = x.
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Por lo tanto, ĺım
n→∞

fnk(x) = x.

Aśı, x ∈ ω(x, f).

Caso 2. Si x ∈ R(f) \ P (f).

Sea U abierto de x. Como x ∈ R(f) entonces existe n0 ∈ N tal que
fn0(x) ∈ U . Sea U1 abierto de x tal que

diam (U1) < 1

y

U1 ⊂ U \ {f(x), f2(x), f3(x), · · · , fn0(x)}.

Entonces existe n1 ∈ N, n1 > n0, tal que fn1(x) ∈ U1. Sea U2 abierto de x tal
que

diam U2 <
1

2

y

U2 ⊂ U1 \ {f(x), f2(x), f3(x), · · · , fn0(x), · · · , fn1(x)}.

Entonces existe n2 ∈ N, n2 > n1, tal que fn2(x) ∈ U2. De manera inductiva,
construimos una subsucesión {fni(x) : i ∈ N} de o(x). Observemos que dada
ε > 0 existe j ∈ N tal que 1

nj
< ε. Como para toda i > j, Ui ⊂ Uj entonces

para toda i > j,

d(fni(x), x) < ε.

Entonces ĺım
i→∞

fni(x) = x. Por lo tanto, x ∈ ω(x, f).

De este modo, hemos probado que las definiciones son equivalentes.

�

Definición 2.23 Sea x ∈ X, diremos que x es no vagabundo si para cualquier
U abierto de x, existen y ∈ U y n ∈ N tales que fn(y) ∈ U . Al conjunto de
todos los no vagabundos, lo denotaremos por

Ω(f) = {x ∈ X : x es no vagabundo}.

Ejemplo 2.24

Sea I = [0, 1] y T : [0, 1] −→ [0, 1] la función tienda definida en Definición
2.9. Entonces Ω(T ) = I. (Ver Fig. 2.13).

Demostración. Sean x ∈ I y U abierto que contiene x. Sabemos por la
Proposición 2.12 que P (T ) es denso en I, entonces existe y ∈ U y n ∈ N
tales que fn(y) = y. Por lo tanto, x cumple la definición de no vagabundo.

�
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1

0

(1,1)

11/2

P(T)

Figura 2.13:

Definición 2.25 [11, p.28] Sean x, y ∈ X y ε > 0, diremos que Γ es una
ε−cadena de x a y si Γ = {x0, x1, · · · , xn}, donde x0 = x, xn = y y para toda
i ∈ {0, · · · , n − 1}, d(f(xi), xi+1) < ε. Además, x es un punto recurrente por
cadenas de f si para ε > 0 existe una ε−cadena Γ de x a x. Al conjunto de
todos los puntos recurrentes por cadenas lo denotaremos como:

CR(f) = {x ∈ X : x es recurrente por cadenas}.

Ejemplo 2.26

Sean X = I y f : [0, 1] −→ [0, 1] la función dada por f(x) = x2. Entonces
CR(f) = {0, 1}. (Ver Fig. 2.14).

Demostración. Sea x0 ∈ (0, 1). Entonces

f([0, x0]) =
[
0, x0

2
]
,

notemos que x0
2 < x0.

Sea ε = x0 − x0
2 = x0 − f(x0) y supongamos que existe una ε -cadena que

inicia en x0

Γ = {x0, x1, x2, . . . , xn}.
Como d(f(x0), x1) < ε, tenemos que |f(x0) − x1| < x0 − f(x0) entonces

f(x0) − x0 < f(x0) − x1, entonces −x0 < −x1, aśı, x1 < x0. Por lo tanto,
f(x1) < f(x0) y además x1 ∈ [0, x0).

Ahora, como d(f(x1), x2) < ε, tenemos que |f(x1) − x2| < x0 − f(x0) <
x0 − f(x1), entonces f(x1) − x0 < f(x1) − x2, entonces −x0 < −x2, lo que
implica que x2 < x0. Por lo tanto, f(x2) < f(x0) y además x2 ∈ [0, x0).
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2

f(x
)=
x

1

1
0

x0 x1x2xn-1 xn=
(     )

{�e

Figura 2.14:

Aśı, de manera inductiva, obtenemos que para toda i, 1 ≤ i ≤ n, se tiene
que f(xi) < f(x0) y xi ∈ [0, x0).

Por lo tanto, xn < x0 y x0 6∈ CR(f).

�

Proposición 2.27 Sea X un continuo y f : X −→ X una función continua.
Entonces se cumplen las siguientes contenciones:

F (f) ⊆ P (f) ⊆ AP (f) ⊆ R(f) ⊆ Λ(f) ⊆ Ω(f) ⊆ CR(f)

Demostración.

1) F (f) ⊆ P (f).

Sea x ∈ F (f), entonces f(x) = x y por definición de punto periódico,
tomamos n = 1, entonces f1(x) = x.

Por lo tanto, x ∈ P (f).

2) P (f) ⊆ AP (f).

Sean x ∈ P (f) y U abierto tal que x ∈ U , entonces existe n ∈ N tal que
fn(x) = x y sea k el periodo de x. Entonces

x ∈ {fn+i(x) : i ∈ {1, 2, 3, · · · , k}} ∩ U
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para toda n ∈ N.

Por lo tanto, x ∈ AP (f).

3) AP (f) ⊆ R(f).

Sean x ∈ AP (f) y U abierto de x, entonces existe N ∈ N tal que

{fn+i(x) : i ∈ {0, 1, · · · , N}} ∩ U 6= ∅

para toda n ∈ N. Entonces existen y ∈ U y j ∈ {0, · · · , N} tales que
fn+j(x) = y. Aśı, fn+j(x) ∈ U .

Por lo tanto, x ∈ R(f).

4) R(f) ⊆ Λ(f).

Sea x ∈ R(f), por la Proposición 2.22 tenemos que x es ω − limite de
o(x), i.e., x ∈ ω(x, f). Por definición, ω(x, f) ⊂ Λ(f).

Por lo tanto, x ∈ Λ(f).

5) Λ(f) ⊆ Ω(f).

Sea x ∈ Λ(f), entonces existe y ∈ X tal que x ∈ ω(y), i.e., existe una
subsucesión {fni(y) : i ∈ N} de o(y, f) que cumple que ĺım

i→∞
fni(y) = x.

Ahora, sea U abierto de x, como ĺım
i→∞

fni(y) = x, existe J ∈ N tal que

para toda j ≥ J , fnj (y) ∈ U . Sea z = fnJ (y) ∈ U . Ahora, existe k ∈ N
tal que nJ + k = nJ+1, entonces

fk(z) = fk(fnJ (y)) = fnJ+k(y) = fnJ+1(y) ∈ U,

es decir, fk(z) ∈ U .

Aśı, hemos encontrado z ∈ U y k ∈ N tales que fk(z) ∈ U .

Por lo tanto, x ∈ Ω(f).

6) Ω(f) ⊆ CR(f).

Sean x ∈ Ω(f) y ε > 0. Sea U = Bε(x) ∩ f−1(Bε(f(x))). Como Bε(x) es
abierto y f−1(Bε(f(x))) es abierto, entonces U es abierto.

Como x ∈ Ω(f), existen y ∈ U y n ∈ N tales que fn(y) ∈ U . Co-
mo y ∈ U entonces y ∈ f−1(Bε(f(x))), entonces f(y) ∈ Bε(f(x)), i.e.
d(f(x), f(y)) < ε. (Ver Fig. 2.15)
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(x)

  -1f (B
e(f(x)))
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  n
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f
(y)U

Figura 2.15:

Aśı, nombremos

x0 = x, x1 = f(y), x2 = f2(y), · · · , xn−1 = fn−1(y), xn = x.

Notemos que

d(f(xn−1), xn) = d(f(fn−1(y)), xn) = d(fn(y), x) < ε

pues fn(y) ∈ U . Además, para i ∈ {1, 2, · · · , n− 2},

d(f(xi), xi+1) = d(f(f i(y)), f i+1(y)) = d(f i+1(y), f i+1(y)) = 0 < ε.

Entonces para todo xi ∈ X con i ∈ {0, · · · , n}, d(f(xi), xi+1) < ε.

Por lo tanto, x ∈ CR(f).

�

Ahora, veremos unos ejemplos para demostrar que todas las contenciones de
la Proposición 2.27 son propias.

Ejemplo 2.28

1) F (f) ( P (f). Sean X = S1 y f : S1 → S1 dada por f(z) = ei
π
4 z. Entonces

F (f) = ∅, mientras que P (f) = X, además de que el periodo de z es 8.
(Ver Fig. 2.16 ) Por lo tanto,

F (f) = ∅ ( X = P (f).

En [3, p. 79] podemos encontrar que cada elemento x del conjunto de
Cantor se puede representar como .x1x2x3 · · · , donde xi ∈ {0, 1}, para
toda i ∈ N. A continuación, definiremos la función sumadora.
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r=
1

8x = f (x)

f(x)
2f (x)

3f (x)

4f (x)

5f (x)

6f (x)

7f (x)

Figura 2.16:

Definición 2.29 [2, p. 133] Definimos un entero 2-ádico como una suce-
sión α = (a0, a1, · · · ), donde ai = 0 o ai = 1 para toda i ∈ N. Si tomamos
β = (b0, b1 · · · ) otro entero 2-ádico, la suma

α+ β = (c0, c1, · · · )

está definida de la siguiente manera. Si a0 + b0 < 2 entonces c0 = a0 + b0,
pero si a0 + b0 ≥ 2 entonces c0 = a0 + b0 − 2 y sumamos 1 a la siguiente
entrada. Los términos c1, c2, · · · están determinados sucesivamente de la
misma forma. A esta operación suma de los enteros 2-ádicos la llamaremos
función sumadora.

Ejemplos 2.30

• Sea a = (1, 0, 1, 0, · · · ), i.e., a = (a0, a1, a2, · · · ) tal que a2n = 1
y a2n+1 = 0 para toda n ∈ N. Sea b = (0, 1, 0, 1, · · · ), i.e., b =
(b0, b1, b2, · · · ) tal que b2n = 0 y b2n+1 = 1 para toda n ∈ N. Entonces
a+ b = (1, 1, 1, 1, · · · ).

• Sea a = (1, 0, 1, 0, · · · ). Entonces a+ a = (0, 1, 0, 1, · · · ) = b.

• Sea c = (1, 1, 1, 1, 1, 0, · · · ), i.e., c = (c0, c1, · · · ) tal que 1 = ci para
i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} y ci = 0 para i ∈ {5, 6, · · · }. Sea d = (1, 1, 1, · · · ),
i.e., d = (d0, d1, · · · ) tal que di = 1 para i ∈ {0, 1, 2} y di = 0 para
i ∈ {3, 4, · · · }. Entonces c+ d = (0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, · · · ).

Observación 2.31 Sea i ∈ N. Definimos i = (x0, x1, · · · , xi, · · · ) tal que
xj = 0 si j 6= i y xi = 1. Definimos fi : X −→ X como fi(α) = α + i =
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(a0 + 0, a1 + 0, · · · , ai−1 + 0, ai + 1, · · · ) = (a0, a1, · · · , ai−1, ai + 1, · · · ).

Notemos que para n = 2, fi
2(α) = fi(fi(α)) =

fi(a0, a1, · · · , ai−1, ai + 1, · · · ) = (a0, a1, · · · , ai−1, ai + 2, · · · ).

En general, para n ∈ N, fi
n(α) = fi(fi

n−1(α)) =
(a0, a1, · · · , ai−1, ai + n, · · · ).

Además, observemos que para r ∈ N tenemos los siguientes casos.

Caso 1 Si r = 2s para alguna s ∈ N. Entonces

.x1x2 · · ·xi−1(xi + r) · · · = .x1x2 · · ·xi−1(xi + (2s)) · · · =

.x1x2 · · ·xi−1xi(xi+1 + s) · · · .

Caso 2 Si r = 2s+ 1 con s ∈ N. Entonces

.x1x2 · · ·xi−1(xi + r) · · · = .x1x2 · · ·xi−1(xi + (2s+ 1)) · · · =

.x1x2 · · ·xi−1(xi + 1)(xi+1 + s) · · · .

Como este proceso se puede repetir en la siguiente entrada, observamos
que con cada paso vamos reduciendo a la mitad el valor sumado, pero a
la entrada correspondiente le sumamos 0 o 1 (según el residuo sea par o
impar respectivamente). Es decir, reducimos en mitades de una potencia
de 2, digamos 2m para alguna m ∈ N. Entonces, el proceso termina en la
entrada i+m. Es decir,

.x1x2 · · ·xi−1(xi + r) · · · =

.x1 · · ·xi−1(xi + ci)(xi+1 + ci+1) · · · (xi+m + ci+m)(xi+(m+1) + 1) · · ·

donde ci ∈ {0, 1} para toda i ∈ {1, · · · , i+m+ 1}.

Notemos que si xi+(m+1) = 0, esta expresión es igual a

.x1x2 · · ·xi−1(xi + r) · · · =

.x1 · · ·xi−1(xi + ci)(xi+1 + ci+1) · · ·

· · · (xi+m + ci+m)(xi+(m+1) + 1)(xi+(m+2))(xi+(m+3)) · · · .

De lo contrario, sea k > i+m+ 1 tal que xk = 0, entonces esta expresión
se escribe como

.x1x2 · · ·xi−1(xi + r) · · · =

.x1 · · ·xi−1(xi + ci)(xi+1 + ci+1) · · · (xi+m + ci+m)(xi+(m+1) + 1) · · ·

· · · (xk−1 + 1)(xk + 1)(xk+1)(xk+2) · · · .

Esto nos servirá para el siguiente inciso.
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0 1/27     1/9        2/9        1/3                              2/3           7/9            8/9 1

Figura 2.17:

2) P (f) ( AP (f). Sean X el conjunto de Cantor y f : X −→ X la función
sumadora. Entonces P (f) = ∅ mientras que AP (f) = X. (Ver Fig. 2.17)

Demostración Sea f = f1 : X −→ X como la definimos anteriormente.
Sea x ∈ X tal que x = .x1x2x3 · · · donde xi = 0 o xi = 1 para toda
i ∈ {1, 2, 3, · · · }. Supongamos que x ∈ P (x), es decir, existe n1 ∈ N tal
que fn1(x) = x.

Como fn1(x) = .(x1 + n1)x2x3 · · · y fn1(x) = x entonces

.(x1 + n1)x2x3 · · · = .x1x2x3 · · · ,

entonces x1 = (x1 +n1), es decir, n1 = 2n2 para alguna n2 ∈ N. Entonces
.(x1 + n1)x2x3 · · · = .x1(x2 + n2)x3 · · · , pero como

fn1(x) = x, x2 = (x2 + n2),

es decir, n2 = 2n3 para alguna n3 ∈ N. Entonces

.(x1 + n1)x2x3 · · · = .x1x2(x3 + n3) · · · .

Como fn1(x) = x, entonces x3 = (x3 +n3), es decir, n3 = 2n4 para alguna
n4 ∈ N. Aśı sucesivamente, hasta que para alguna j ∈ N, xj = xj + 2, es
decir, .(x1 + n1)x2 · · · (xj + 2)xj+1 · · · = .x1x2 · · ·xj(xj+1 + 1) · · · .

Entonces x = fn1(x) = .(x1 + n1)x2x3 · · · = .x1x2 · · ·xj(xj+1 + 1) · · · ,
pero xj+1 6= (xj+1 + 1), lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, x 6∈ P (f). Aśı, P (f) = ∅.

Ahora, mostremos que AP (f) = X.

Sea x ∈ X tal que x = .x1x2x3 · · · donde xi = 1 o xi = 0 para toda i ∈ N.
Sea ε > 0, entonces existe n ∈ N tal que 1

2n < ε pero 1
2n−1 ≥ ε. Entonces

B 1
2n

(x) ⊂ Bε(x). (Ver Fig. 2.18)

Observación 2.32 Entonces para todo y tal que
y = .x1x2x3 · · ·xnyn+1yn+2 · · · , donde yn+i = 0 o yn+i = 1 para toda
i ∈ N se tiene que y ∈ Bε(x).
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0 1/27     1/9        2/9        1/3                             2/3           7/9           8/9         26/27 1

x

x

B (x)e

B (x)1/2  
N

Figura 2.18:

Demostración. Se tiene que

d(x, y) =

∞∑
i=1

d(xi, yi)

2i
=

∞∑
i=n+1

d(xi, yi)

2i
≤ 1

2n
< ε.

Sea N = 2n, entonces

fN (x) = fN (.x1x2x3 · · ·xnxn+1 · · · ) =

.(x1 + 2n)(x2 + 2n−1)(x3 + 2n−2) · · · (xn + 2)(xn+1 + 1) · · · =
.x1x2x3 · · ·xn(xn+1 + 1) · · · ∈ B 1

2n
(x).

Entonces fN (x) ∈ B 1
2n

(x) ⊂ Bε(x). (Ver Fig. 2.19)

�

Lema 2.33 Para toda m ∈ N tal que m ≡ 0 mód N se tiene que
{fm(x)} ∩Bε(x) 6= ∅. (Ver Fig. 2.20)

Demostración. Sea m ∈ N tal que m ≡ 0 mód N , entonces m = k(N)
para alguna k ∈ Z+. Aśı,

fm(x) = fkN (x) = fN (fN (· · · (fN (x))))︸ ︷︷ ︸
k−veces

=

fN (fN (· · · (fN (.x1x2x3 · · ·xn(xn+1 + 1) · · · ))))︸ ︷︷ ︸
k−1−veces

=

fN (fN (· · · (fN (.x1x2x3 · · ·xn(xn+1 + 2) · · · ))))︸ ︷︷ ︸
k−2−veces

= · · · =
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x

B (x)1/2  N

Nf (x)2Nf (x)

3Nf (x)4Nf (x)

Figura 2.19:

fN (.x1x2x3 · · ·xn(xn+1 + k − 1) · · · ).

Por la Observacion 2.32,

.x1x2x3 · · ·xn(xn+1 + k) · · · ∈ B 1
2n

(x) ⊂ Bε(x).

Por lo tanto, fm(x) ∈ Bε(x) y {fm(x)} ∩Bε(x) 6= ∅.
�

10 1/3 2/3

x Nf (x)
f (x)

N-1f (x)

2f (x) N+1f (x)

2Nf (x)

Figura 2.20:

Por lo tanto, x ∈ AP (f).

3) AP (f) ( R(f). Para este ejemplo se necesita teoŕıa profunda que se aleja
del objetivo de esta tesis, pero se puede encontrar en [6, p. 764].

4) R(f) ( Λ(f). Sean X = [0, 1] y T : X −→ X tal que T es la función
tienda.

Demostración Observemos que T ( 1
2 ) = 1 y Tn( 1

2 ) = 0 para toda
n ∈ N, n > 1, entonces para U = ( 1

4 ,
3
4 ), Tn( 1

2 ) 6∈ U , por lo tanto 1
2 6∈ R(T ).

Pero por el Ejemplo 2.17 existe x1 ∈ X tal que ω(x1, T ) = X, entonces
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Λ(T ) =
⋃
x∈X

ω(x, T ) = X.

Por lo tanto, R(T ) ( Λ(T ). (Ver Fig. 2.21)

1

0

(1,1)

11/21/4 3/4

Figura 2.21:

5) Λ(f) ( Ω(f). Sean I = [0, 1] y f : I −→ I la función lineal por partes
definida por:

f(x) =


3x si x ∈

[
0, 1

4

]
3( 1

2 − x) si x ∈
[

1
4 ,

1
2

]
0 si x ∈

[
1
2 ,

3
4

]
x− 3

4 si x ∈ [ 3
4 , 1]

Demostraremos que x0 = 3
4 ∈ Ω(f), pero x0 6∈ Λ(f). (Ver Fig. 2.22)

Demostración Primero demostraremos que fn( 1
3n−1∗4 ) = 3

4 para toda
n ∈ N.

Por inducción sobre n.

Base inductiva Sea n = 1, entonces f( 1
30∗4 ) = f( 1

4 ) = 3
4 .

Hipótesis inductiva Supongamos que fn( 1
3n−1∗4 ) = 3

4 .

Paso inductivo Por demostrar que fn+1( 1
3n∗4 ) = 3

4 .

Sea

fn+1

(
1

3n ∗ 4

)
= fn

(
f

(
1

3n ∗ 4

))
.

Como 1
3n∗4 <

1
4 para toda n ∈ N, entonces

f

(
1

3n ∗ 4

)
= 3

(
1

3n ∗ 4

)
=

1

3n−1 ∗ 4
.



35

1

0

(1,1)

11/2

3/4

1/4

1/4 3/4

1/2

Figura 2.22:

Entonces fn(f( 1
3n∗4 )) = fn( 1

3n−1∗4 ) y por hipótesis de inducción,
fn( 1

3n−1∗4 ) = 3
4 . Por lo tanto, fn+1( 1

3n∗4 ) = 3
4 .

Por lo tanto, para toda n ∈ N, fn+1( 1
3n∗4 ) = 3

4 .

Ahora, para x0 = 3
4 y ε > 0. Consideremos Bε(x) = (3

4−ε,
3
4 +ε), entonces

existe N ∈ N tal que 3
4 + 1

3N−1∗4 ∈ ( 3
4 ,

3
4 + ε). Llamemos y = 3

4 + 1
3N−1∗4 ,

entonces

f(y) = y − 3

4
=

3

4
+

1

3N−1 ∗ 4
− 3

4
=

1

3N−1 ∗ 4
.

Por lo anterior, sabemos que fN ( 1
3N−1∗4 ) = 3

4 ∈ Bε(
3
4 ), entonces

fN+1(y) = fN (f(y)) = fN
(

1

3N−1 ∗ 4

)
=

3

4
.

Por lo tanto, existen y = 3
4 + 1

3N−1∗4 ∈ Bε(
3
4 ) y m = N + 1 ∈ N tal que

fm(y) = 3
4 ∈ Bε(

3
4 ). Por lo tanto, x0 = 3

4 ∈ Ω(f).

Supongamos que 3
4 ∈ Λ(f), entonces existe x ∈ I tal que 3

4 ∈ ω(x, f), es
decir, existe {fni(x) : i ∈ N} subsucesión de o(x), tal que ĺım

i→∞
fni(x) = 3

4 .

Notemos que fni(x) 6∈ ( 3
4 , 1], pues máx(f) = 3

4 . Sea ε = 1
8 , entonces existe

j ∈ N tal que fnj (x) ∈
(

5
8 ,

3
4

]
, entonces f(fnj (x)) = fnj+1(x) = 0. Por lo

tanto, para toda k ∈ N, fnj+k(x) = 0. Por lo tanto, ĺım
i→∞

fni(x) = 0. Lo

cual es una contradicción, pues ĺım
i→∞

fni(x) = 3
4 6= 0.

Por lo tanto, 3
4 6∈ Λ(f) y Λ(f) ( Ω(f).

6) Ω(f) ( CR(f). Sean I = [0, 1] y f : I −→ I la función lineal por partes
definida por

f(0) = 0, f

(
1

3

)
= 1, f

(
2

3

)
= 1, f(1) = 0.
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(Ver Fig. 2.23)

f(x) =


3x si x ∈

[
0, 1

3

]
1 si x ∈

[
1
3 ,

2
3

]
−3x+ 3 si x ∈ [ 2

3 , 1]

1

0

(1,1)

1

2/3

1/3

1/3 2/3

Figura 2.23:

Demostración. Sea x0 = 1
2 . Sea ε > 0. Entonces existe N ∈ N tal que

x0

3N
< ε. Notemos que f(x0) = 1 y f(1) = 0, entonces

d(f(1), x0

3N
) = |0 − x0

3N
| < ε. Además para i ∈ {1, · · ·N}, x0

3i <
1

2∗3i <
1
3 ,

por tanto f( x0

3N
) = 3 ∗

(
x0

3i

)
= x0

3i−1 .

Por tanto,

Γ = {x0, 1,
x0

3N
,
x0

3N−1
, · · · , x0

3
, x0}

es una ε - cadena de x0 en śı mismo y que x0 ∈ CR(f). Ahora, como
x0 ∈ U =

(
1
3 ,

2
3

)
abierto y f(U) = {0}, además de que f(0) = 0, entonces

para toda n ∈ N, fn(U) ∩ U = ∅. Por lo tanto, x0 6∈ Ω(f).

Hemos probado que F (f) ( P (f) ( AP (f) ( R(f) ( Λ(f) ( Ω(f) (
CR(f), lo cual justifica la importancia de la definición de cada uno de estos
conjuntos.

Ahora vamos a empezar el caṕıtulo 3.



Caṕıtulo 3

Primera parte del Teorema
A

Para este caṕıtulo, primero probaremos algunas proposiciones útiles para
demostrar las partes del teorema que se tratarán a continuación.

Proposición 3.1 Sean f : X −→ X continua y X un continuo, entonces para
toda x ∈ X, ω(x, f) 6= ∅.

Demostración. Sea x ∈ X. Como X es un continuo, entonces X es compacto,
entonces la órbita de x, o(x), tiene una subsucesión {fni(x) : i ∈ N} que con-
verge a un punto y ∈ X, es decir, ĺım

i→∞
fni(x) = y. Aśı, por la definición de

ω − limite, y ∈ ω(x, f).

Por lo tanto, ω(x, f) 6= ∅.

�

Proposición 3.2 Sea f : X −→ X continua, entonces para toda x ∈ X,
ω(x, f) es cerrado.

Demostración. Si ω(x, f) = ∅ entonces ω(x, f) es cerrado, pues el conjunto vaćıo
es cerrado.

Aśı, supongamos que ω(x, f) 6= ∅. Sean y0 ∈ X y {yn}∞n=1 una sucesión de
puntos en ω(x, f) tales que

ĺım
n→∞

yn = y0.

Demostraremos que y0 ∈ ω(x, f).

Como {yn}∞n=1 converge a y0, entonces para j = 1, existe n1 ∈ N tal que

d(yn1 , y0) <
j

2
.

37
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Dado que yn1
∈ ω(x, f), existe k1 ∈ N tal que

fk1(x) ∈ B 1
2
(yn1

) ⊂ B1(y0).

Para j = 2, existe n2 ∈ N, n2 > n1, tal que

d(yn2
, y0) <

1

2j
.

Como yn2
∈ ω(x, f), entonces existe k2 ∈ N, k2 > k1, tal que

fk2(x) ∈ B 1
2j

(yn2) ⊂ B 1
j
(y0).

Inductivamente, para toda j ∈ N existe kj ∈ N tal que {k1, · · · , kj} ⊂ N,
k1 < k2 < · · · < kj , y fkj (x) ∈ B 1

j
(y0). (Ver Fig. 4.1)

Entonces la subsucesión {fkj (x)}∞j=1 de o(x, f) cumple que

d(fkj (x), y0) < 1
j , por tanto

ĺım
j→∞

fkj (x) = y0.

Por lo tanto, y0 ∈ ω(x, f). Aśı, ω(x, f) es cerrado.

y0

  kf  (x)

  kf  (x)

  kf  (x)

2

yn

yn

2

1

1

yn3

3

j=
1/

2j=1

Figura 3.1:

�

Proposición 3.3 Sean f : X −→ X una función continua y X un espacio
métrico compacto. Para toda x ∈ X se tiene que f(ω(x, f)) = ω(x, f). Es decir,
ω(x, f) es fuertemente invariante bajo f .

Demostración. Sean x ∈ X y consideremos ω(x, f).

Demostraremos que f(ω(x, f)) = ω(x, f).
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Primero sea y0 ∈ f(ω(x, f)). Entonces existe z0 ∈ ω(x, f) tal que

f(z0) = y0.

Como z0 ∈ ω(x, f) entonces existe una subsucesión {fni(x)}∞i=1 de o(x, f) tal
que

ĺım
i→∞

fni(x) = z0.

Como f es continua,

f
(

ĺım
i→∞

fni(x)
)

= ĺım
i→∞

f(fni(x)) = ĺım
i→∞

fni+1(x).

Por otro lado,

f
(

ĺım
i→∞

fni(x)
)

= f(z0) = y0.

Aśı,

ĺım
i→∞

fni+1(x) = y0.

Entonces la subsucesión {fni+1(x)}∞i=1 de o(x, f) cumple que

ĺım
i→∞

fni+1(x) = y0.

Por lo tanto, y0 ∈ ω(x, f).

Ahora sea y0 ∈ ω(x, f). Entonces existe una subsucesión {fni(x)}∞i=1 de
o(x, f) tal que

ĺım
i→∞

fni(x) = y0.

Como X es compacto y

{fni−1(x)}∞i=1 ⊂ X

es una sucesión de X, entonces existe una subsucesión {fnij−1(x)}∞j=0 y un
punto z0 ∈ X tales que

ĺım
j→∞

fnij−1(x) = z0.

Entonces z0 ∈ ω(x, f). Además,

f(z0) = f

(
ĺım
j→∞

fnij−1(x)

)
= ĺım
j→∞

fnij (x) = y0.

Entonces

y0 = f(z0) ∈ f(ω(x, f)).

Por lo tanto, f(ω(x, f)) = ω(x, f). De este modo, ω(x, f) es fuertemente inva-
riante.

�
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Proposición 3.4 Para cada k ∈ N, ω(fk(x), f) = ω(x, f).

Demostración Primero tomaremos k ∈ N y y ∈ ω(fk(x), f). Entonces existe
una subsucesión {fnj (fk(x)) : j ∈ N} de o(fk(x)) tal que

ĺım
j→∞

fnj (fk(x)) = ĺım
j→∞

fk+nj (x) = y.

Sea mj = k + nj , entonces

ĺım
j→∞

fmj (x) = y

y {fmj (x) : j ∈ N} es una subsucesión de o(x).

Por lo tanto, y ∈ ω(x, f).

Ahora para el regreso, sean k ∈ N y y ∈ ω(x, f). Entonces existe una subsu-
cesión {fnj (x) : j ∈ N} de o(x) tal que

ĺım
j→∞

fnj (x) = y.

Como k, nj ∈ N, entonces existe l > 0 tal que k < ni para toda l ≤ i. Entonces
para toda i ≥ l, existe mi ∈ N tal que ni = k +mi. Por lo tanto,

y = ĺım
i→∞

fni(x) = ĺım
i→∞

fk+mi(x) = ĺım
i→∞

fmi(fk(x)).

Por lo que la subsucesión {fmi(fk(x)) : i ≥ l} de o(fk(x)) cumple que

ĺım
i→∞

fmi(fk(x)) = y.

De manera que, y ∈ ω(fk(x), f).

Por lo tanto, ω(fk(x), f) = ω(x, f).

�

Definición 3.5 [2, p. 91] Dado un continuo X y una función continua
f : X −→ X, decimos que un conjunto M ⊂ X es minimal con respecto a
f, si M es no vaćıo, cerrado e invariante bajo f , es decir, f(M) ⊂ M , además
de que todo subconjunto propio, no vaćıo y cerrado , K, de M no es invariante.

Proposición 3.6 Un conjunto M es minimal si y solo si ω(x, f) = M para
toda x ∈M .

Demostración Primero demostraremos la ida. Sean M conjunto minimal y
x ∈ M . Sabemos por las Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3 que ω(x, f) es no vaćıo,
cerrado y fuertemente invariante, respectivamente. Ahora, sea y ∈ ω(x, f) en-
tonces existe {fnk(x) : k ∈ N} subsucesión de o(x) tal que:

ĺım
k→∞

fnk(x) = y.
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Como para toda k ∈ N, fnk(x) ∈ fnk(M) ⊂M por ser M minimal, M es cerra-
do y por tanto y ∈ M . Hemos probado que ω(x, f) ⊂ M . Pero M es minimal,
por lo tanto M = ω(x, f).

Ahora para el regreso, sea ω(x, f) = M para toda x ∈ M , entonces por
las Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3, M es no vaćıo, cerrado e invariante. Más aún,
sea N ⊂ M un conjunto minimal, y sea z ∈ N . Por el argumento anterior,
ω(z, f) = N y ω(z, f) = M . Por lo tanto, M = N y concluimos que M es
minimal.

�

Lema 3.7 Sea x ∈ X un punto recurrente pero no casi periódico
(x ∈ R(f)\AP (f)), entonces existe un abierto U ⊂ X tal que x ∈ U y una
sucesión creciente {nk : k ∈ N} tal que para toda k ∈ N,

fnk(x) ∈ U y {fnk+i(x) : i ∈ {1, · · · , k}} ∩ U = ∅.

Demostración. Como x 6∈ AP (f), existe un abierto U ⊂ X tal que x ∈ U y pa-
ra toda k ∈ N existe nk ∈ N que cumple que {fnk+i(x) : i ∈ {1, · · · , k}}∩U = ∅.

Sea N ⊂ N tal que n ∈ N ⇔ fn(x) ∈ U . Por ser x un punto recurrente, N se
puede expresar como una sucesión creciente de números naturales {nm : m ∈ N}
tal que fnm(x) ∈ U para toda m ∈ N y si nm + i 6∈ N ⇒ fnm+i(x) 6∈ U .

Afirmación 1. Para toda k ∈ N el conjunto

Nk = {m ∈ N : fnm(x) ∈ U y {fnm+1(x), · · · , fnm+k(x)} ∩ U = ∅}

es infinito.

Supóngase por el contrario que existe k ∈ N tal que Nk es finito o vaćıo, en-
tonces existe M ∈ N tal que m ≥M , fnm(x) ∈ U y {fnm+1(x), · · · , fnm+k(x)}∩
U 6= ∅ (si Nk es vaćıo, M = 1 sirve).

Sea i = mı́n{1, · · · , k} tal que fnm+i(x) ∈ U , por como construimos la su-
cesión {nm : m ∈ N}, nm + i = nm+1.

Observación 1. Para toda n ∈ N con n ≥ nM , {fn+1(x), · · · , fn+k(x)} ∩
U 6= ∅.

Caso 1 Si n = nm para alguna m ≥ M , entonces
{fnm+1(x), · · · , fnm+k(x)} ∩ U 6= ∅} .

Caso 2 Si n 6= nm para toda m ∈ N, entonces fn(x) 6∈ Uy nM < n,
sea m0 ∈ N tal que m0 ≥ M y nM ≤ nm0 < n < nm0+1. Sabemos que
{fnm0

+1(x), · · · , fnm0
+k(x)} ∩ U 6= ∅.

Veamos que fnm0+1(x) 6∈ U . Si fnm0+1(x) ∈ U , por la manera en que ele-
gimos al conjunto M , nm0

+ 1 = nm0+1 y nm0
< n < nm0

+ 1, lo cual es una
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contradicción.

Sea j = mı́n{i : fnm0
+i(x) ∈ U}, como fnm0

+1(x) 6∈ U tenemos que

2 ≤ j ≤ k, y nm0
+ j = nm0+1,

de manera que

nm0
+ 1 ≤ n < nm0+1 = nm0

+ j ≤ nm0
+ k.

Como
|nm0 + j − (nm0 + 1)| = j − 1,

entonces
1 ≤ |n− (nm0 + j)| = i ≤ j − 1 < k,

por lo que n+ i = nm0
+ j = nm0+1 y fn+i(x) ∈ U .

Por lo tanto, {fn+1(x), · · · , fn+k(x)} ∩ U 6= ∅ y la Observación 1 queda
probada.

Sea K = máx{k, nM}.

Observación 2. Para toda n ∈ N, {fn+1(x), · · · , fn+K(x)} ∩ U 6= ∅.

Por la Observación 1, para toda n ≥ nM existe
i ∈ {1, · · · , k} ⊂ {1, · · · , k, · · · ,K} tal que fn+1(x) ∈ U . Por lo tanto, para
toda n ≥ nM ,

{fn+1(x), · · · , fn+K(x)} ∩ U 6= ∅.

Si nM 6= 1, para n < nM , sea i = nM − n < K, entonces
fn+i(x) = fn+nM−n(x) = fnM (x) ∈ U .

Por lo tanto, si n < nM , {fn+1(x), · · · , fn+K(x)} ∩ U 6= ∅ y la Observación
2 queda demostrada.

La Observación 2 contradice que x 6∈ AP (f). Esta contradicción viene de
suponer que para alguna k ∈ N, Nk es finito. Por tanto, para toda k ∈ N,

Nk = {m ∈ N : fnm(x) ∈ U y {fnm+1(x), · · · , fnm+k(x)} ∩ U = ∅}

es un conjunto infinito y la Afirmación 1 queda demostrada.

Hemos probado que existe una sucesión creciente de números naturales
{nm}∞m=1 y un abierto U de X tal que x ∈ U y tal que para toda k ∈ N el
conjunto:

Nk = {m ∈ N : fnm(x) ∈ U y {fnm+1(x), · · · , fnm+k(x)} ∩ U = ∅}

es infinito.

Queremos probar que existe una sucesión creciente de números naturales
{nk : k ∈ N} tal que para toda k, fnk(x) ∈ U y
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{fnk+1(x), · · · , fnk+k(x)} ∩ U = ∅.

Para k = 1, sea m1 = mı́n{m ∈ N1} y sea a1 = nm1
, entonces fn1(x) ∈ U y

fn1+1(x) 6∈ U .
Supongamos que hemos construido a1 < a2 < · · · < ak tal que para

j ∈ {1, · · · , k}, faj (x) ∈ U y {faj+1(x), · · · , faj+j(x)} ∩ U = ∅.

Sea mk+1 = mı́n{m ∈ Nk+1 y m > ak}. Sea ak+1 = nmk+1
, entonces

fak+1(x) = fnmk+1 (x) ∈ U y {fak+1(x), · · · , fak+1+(k+1)(x)} ∩ U = ∅, pues
ak+1 ∈ Nk+1. Hemos construido una sucesión creciente {ak : k ∈ N}, tal que
fak(x) ∈ U y {fak+1(x), · · · , fak+k(x)} ∩ U = ∅ y con esto terminamos la
demostración del Lema 3.7.

�

Proposición 3.8 Sea M un conjunto minimal, entonces cualquier punto
x ∈M es casi periódico.

Demostración Sea M minimal y sea x ∈ M . Primero notemos que por la
Proposición 3.6, M = ω(x, f), entonces por la Proposición 2.22, x ∈ R(f). Su-
pongamos por el contrario que x no es casi periódico.

Por el Lema 3.7, existe un abierto U ⊂ X, con x ∈ U y una sucesión creciente
de números naturales {nk : k ∈ N}, que cumple que para toda k ∈ N,

fnk(x) ∈ U

pero
fn(x) 6∈ U

para n ∈ {nk + 1, · · · , nk + k}. Veamos que si

ĺım
k→∞

fnk(x) = y,

entonces y ∈ U ∩M . Como fnk(x) ∈ U ⊂ U para toda k ∈ N entonces y ∈ U .
Además {fnk(x) : k ∈ N} es subsucesión de o(x) tal que

ĺım
k→∞

fnk(x) = y

entonces y ∈ ω(x, f) = M . Por lo tanto y ∈ U ∩M .

Por otro lado, y ∈ M , entonces M = ω(y, f), entonces y ∈ R(f), entonces
existe m ∈ N tal que fm(y) ∈ U . Entonces existe V abierto con y ∈ V tal que

fm(V ) ⊂ U.

Como
ĺım
k→∞

fnk(x) = y

y V es un abierto que tiene a y, existe i ≥ m tal que

fni(x) ∈ V.

Entonces
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fni+m(x) = fm(fni(x)) ∈ U , lo cual es una contradicción,

ya que supusimos que
fn(x) 6∈ U

para n ∈ {ni + 1, · · · , ni + i}.

Por lo tanto, x ∈ AP (f).

�

Proposición 3.9 Si x ∈ R(f) entonces o(x) = ω(x, f).

Demostración Probemos primero que ω(x, f) ⊂ o(x).

Sea y ∈ ω(x, f) entonces existe {fnk(x) : k ∈ N} subsucesión de o(x) tal que

ĺım
k→∞

fnk(x) = y.

Por lo tanto, y ∈ o(x).

Ahora probemos que o(x) ⊂ ω(x, f).

Sea y ∈ o(x). Como x ∈ R(f) entonces existe {fnk(x) : k ∈ N} subsucesión
de o(x) tal que

ĺım
k→∞

fnk(x) = x,

entonces

f(x) = f

(
ĺım
k→∞

fnk(x)

)
= ĺım
k→∞

fnk+1(x),

entonces f(x) ∈ ω(x, f). Aśı, fn(x) ∈ ω(x, f) para toda n ∈ N, entonces

o(x) ⊂ ω(x, f),

entonces
o(x) ⊂ ω(x, f) = ω(x, f).

Por lo tanto, o(x) = ω(x, f).

�

Lema 3.10 Si x ∈ AP (f) entonces o(x) es minimal.

Demostración Supongamos que x ∈ AP (f) pero o(x) no es minimal. Enton-
ces existe L ⊂ o(x) propio, no vaćıo, cerrado e invariante.

Afirmación. x 6∈ L. Supongamos que x ∈ L. Como L es invariante entonces
f(x) ∈ L. Más aún, fn(x) ∈ L para toda n ∈ N, entonces

o(x) ⊂ L,

entonces
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o(x) ⊂ L = L ( o(x),

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, x 6∈ L.

Sea U un abierto con x ∈ U tal que U ∩ L = ∅. Como x ∈ AP (f), existe
N ∈ N tal que {fk+i(x) : i ∈ {0, · · · , N}} ∩ U 6= ∅ para toda k ∈ N. Como X
es espacio métrico, existe W abierto tal que L ⊂ W y W ∩ U = ∅. Como L es
compacto existe δ0 > 0 tal que para toda p ∈ L, Bδ0(p) ⊂W . Llamemos

U0 = {V 0
p = Bδ0(p) : p ∈ L} y V0 = {V 0

1 , · · · , V 0
s0}

a una subcubierta finita de U0.
Además, V0 = V 0

1 ∪ · · · ∪ V 0
s0 , entonces L ⊂ V0 ⊂W .

Por la continuidad uniforme de f , existe δ1 > 0 e i ∈ {1, · · · , s0} tales que

f (Bδ1(p)) ⊂ Bδ0(f(p)) y f (Bδ1(p)) ⊂ V 0
i .

Llamemos

U1 = {V 1
p = Bδ1(p) : p ∈ L} y V1 = {V 1

1 , · · · , V 1
s1}

a una subcubierta finita de U1.
Además, V1 = V 1

1 ∪ · · · ∪ V 1
s1 , entonces L ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂W . Por lo que

f
(
V 1
p

)
⊂ V 0

f(p), f(V 1
p ) ⊂ V 0

i

para alguna i ∈ {1, · · · , s0} y existe δ2 > 0 e i ∈ {1, · · · , s1} tales que

f (Bδ2(p)) ⊂ Bδ1(f(p)) y f2 (Bδ2(p)) ⊂ V 0
i , f2 (Bδ2(p)) ⊂ Bδ0(f2(p)).

Llamemos

U2 = {V 2
p = Bδ2(p) : p ∈ L} y V2 = {V 2

1 , · · · , V 2
s2}

a una subcubierta finita de U2.
Además, V2 = V 2

1 ∪ · · · ∪ V 2
s2 , entonces L ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂W . Por lo que

f2(V 2
p ) ⊂ f(V 1

f(p)) ⊂ V
0
f2(p).

Inductivamente para j ∈ {1, · · · , N} podemos construir

Uj{V jp = Bδj (p) : p ∈ L} y Vj = {V j1 , · · · , V jsj}

a una subcubierta finita de Uj tales que

V jp ⊂ V j−1
p ⊂ · · · ⊂ V 0

p ⊂W

y

f j(V jp ) ⊂ f j−1
(
V j−1
f(p)

)
⊂ f j−2

(
V j−2
f2(p)

)
⊂ · · · ⊂ V 0

fj(p) ⊂W.

Llamemos Vj = V j1 ∪ · · · ∪ V jsj , entonces L ⊂ Vj ⊂ Vj−1 ⊂ · · · ⊂ V0 ⊂W .
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Sea V =
N⋂
j=1

Vj entonces L ⊂ V y sea z ∈ V . De manera que z ∈ V jkj para

toda j ∈ {1, · · · , N} y para alguna kj ∈ {1, · · · , sj} y V jkj = V jpk para alguna
pk ∈ L. Entonces

f j(z) ∈ f j
(
V jkj

)
= f j

(
V jpk
)
⊂ V 0

fj(pk) ⊂W.

Como W ∩ V = ∅, f j(z) 6∈ U . Entonces f j(V ) ∩ U = ∅ para toda
j ∈ {0, · · · , N}. Como L ⊂ o(x) y V es un abierto tal que L ⊂ V tene-
mos que V ∩ o(x) 6= ∅. Por tanto, existe m ∈ N tal que fm(x) ∈ V y como
x ∈ AP (f) existe q ∈ {1, · · · , N} tal que fm+q(x) ∈ U . Entonces para j = q y
z = fm(x) ∈ V tenemos que f j(z) ∈ U , lo cual es una contradicción.

La contradicción viene de suponer que o(x) no es minimal.

Por lo tanto, o(x) es minimal y el lema queda demostrado.

�

Lema 3.11 Sea W ⊂ X fuertemente invariante y cerrado. Si existe un

W0 ⊂ ĺım
←−

(X, f) cerrado y fuertemente invariante

tal que π0(W0) = W entonces W0 = ĺım
←−

(W, f).

Demostración Sea x ∈ ĺım
←−

(X, f) tal que x = (x, x1, x2, · · · ).
Demostraremos que W0 = ĺım

←−
(W, f).

Primero demostremos que W0 ⊂ ĺım
←−

(W, f). Como x ∈ ĺım
←−

(X, f) entonces

σi(x) = (f i(x), f i−1(x), · · · , x, x1, x2, · · · ). Entonces

πi(σ
i(x)) = x = π0(x).

Ahora, ya que W0 es fuertemente invariante, W0 = σ(W0). Más aún,
W0 = σi(W0), para toda i ∈ N. Entonces,

πi(W0) = πi(σ
i(W0)) = π0(W0) = W0,

para toda i > 0. Por lo tanto, como W0 ⊂ ĺım
←−

(X, f) y para toda i > 0,

πi(W0) = W tenemos que W0 ⊂ ĺım
←−

(W, f).

Ahora demostremos que ĺım
←−

(W, f) ⊂ W0. Sea y ∈ ĺım
←−

(W, f), entonces

πi(y) ∈W para toda i > 0. Como

W = πi(W0)

para toda i > 0, existe zi ∈ W0 tal que πi(zi) = πi(y). Como
zi ∈W0 ⊂ ĺım

←−
(W, f) y y ∈ ĺım

←−
(W, f) entonces

zi = (zi0 , zi1 , zi2 , · · · , zii , · · · ) = (f i(zii), f
i−1(zii), · · · , f(zii), zii , · · · )
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y

y = (y, y1, y2, · · · , yi, · · · ) = (f i(yi), f
i−1(yi), · · · , f(yi), yi, · · · ),

entonces para toda j ≤ i, f j(zii) = f j(yi), pues πi(y) = yi = zii = πi(zi).
Entonces πj(zi) = πj(y) para toda j ≤ i. Aśı, ĺım

i→∞
zi = y.

Ahora, como W0 es compacto, {zi}∞i=0 tiene un punto ĺımite z ∈W0. Enton-
ces, y = z. Por lo tanto, y ∈W0. Por lo tanto, ĺım

←−
(W, f) ⊂W0.

Aśı concluimos que W0 = ĺım
←−

(W, f).

�

Teorema A Sean f : X −→ X una función continua y σ : ĺım
←−

(X, f) −→
ĺım
←−

(X, f) la función recorrimiento (Definición 2.24). Entonces las propiedades

(1)− (7), que describimos a continuación, se cumplen.

(1) Sean x ∈ X y x ∈ ĺım
←−

(X, f) donde x = (x, x1, x2, · · · ). Entonces

ω(x, σ) = ĺım
←−

(ω(x, f), f).

(2) R(σ) = ĺım
←−

(R(f), f).

(3) AP (σ) = ĺım
←−

(AP (f), f).

(4) CR(σ) = ĺım
←−

(CR(f), f).

(5) Si f es suprayectiva, Ω(σ) = ĺım
←−

(Ω(f), f).

(6) Si f es suprayectiva y Λ(σ) es cerrado, entonces Λ(σ) = ĺım
←−

(Λ(f), f).

(7) La condición f es suprayectiva en (5) y (6) no es necesaria si
X = [0, 1]. Además Λ(σ) = Ω(σ).

Ahora, comenzaremos a probar cada inciso del Teorema A.

Observación 3.12 Si x ∈ ĺım
←−

(X, f), x = (x, x1, x2, x3, · · · ), entonces

(i) para toda i ∈ N, f i(xi) = x,

(ii) ω(xi, f) = ω(x, f),

(iii) π0(ω(x, σ)) = ω(π0(x), f) = ω(x, f), y

(iv) ω(x, σ) ⊂ ĺım
←−

(ω(x, f), f).
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Demostración. (i) Sea x = (x, x1, x2, x3, · · · ) ∈ ĺım
←−

(X, f), entonces f(x1) = x,

f(x2) = x1 y f2(x2) = f(x1) = x. Supongamos que existe i ∈ N tal que
f i(xi) = x.

Probaremos que f i+1(xi+1) = x.

Como x ∈ ĺım
←−

(X, f), tenemos que f(xi+1) = xi, por tanto,

f i+1(xi+1) = f i(f(xi+1)) = f i(xi).

Usando la hipótesis de inducción, sabemos que f i(xi) = x.

Por lo tanto, para toda i ∈ N, f i(xi) = x.

(ii) Sea i ∈ N. Entonces por (i) tenemos que f i(xi) = x, de manera que

ω(x, f) = ω(f i(xi), f).

Por la Proposición 3.4 tenemos que ω(f i(xi), f) = ω(xi, f).

Por lo tanto, para toda i ∈ N, ω(x, f) = ω(f i(xi), f) = ω(xi, f).

(iii) Primero veamos que π0(ω(x, σ)) ⊂ ω(π0(x), f). Sea y ∈ π0(ω(x, σ)), de
manera que existe

y = (y, y1, y2, · · · ) ∈ ω(x, σ) ⊂ ĺım
←−

(X, f),

entonces para toda i ∈ N, por (i), f i(yi) = y y por (ii), ω(y, f) = ω(yi, f).

Como y ∈ ω(x, σ) existe una sucesión creciente {nj}∞j=1 de números naturales
tal que σnj (x) −→ y. Por la Definición 1.2.4,

σnj (x) = (fnj (x), fnj−1(x), · · · , f2(x), f(x), x, x1, x2, x3, · · · )

de manera que fnj (x) −→ y, y por la Definición 2.16,

y ∈ ω(x, f) = ω(π0(x), f).

Por lo tanto, π0(ω(x, σ)) ⊂ ω(π0(x), f) = ω(x, f).

Ahora veamos que ω(x, f) = ω(π0(x), f) ⊂ π0(ω(x, σ)). Sea y ∈ ω(π0(x), f) =
ω(x, f), entonces existe una sucesión creciente {nj}∞j=1 de números naturales tal
que fnj (x) −→ y.

Consideremos la sucesión {σnj (x)}∞j=1, como ω(x, σ) es compacto, existe
z ∈ ĺım

←−
(X, f) y {njk}∞k=1 una subsucesión de {nj}∞j=1 tal que σnjk (x) −→ z,

entonces

σnjk (x) = (fnjk (x), fnjk−1(x), · · · , f(x), x, x1, x2, · · · ) −→ (z, z1, z2, z3, · · · ),

de manera que, fnjk (x) −→ z.
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Pero como {njk}∞k=1 es subsucesión de {nj}∞j=1 y fnj (x) −→ y, tenemos que
fnjk (x) −→ y, por tanto z = (y, z1, z2, · · · ) donde f(z1) = y y f(zi+1) = zi,
para toda i ∈ N. Entonces z ∈ ω(x, σ) y y ∈ π0(ω(x, σ)).

Por lo tanto, ω(x, f) = ω(π0(x), f) ⊂ π0(ω(x, σ)).

De ambas contenciones obtenemos que ω(x, f) = π0(ω(x, σ)) = ω(π0(x), f)
y (iii) queda demostrado.

(iv) Sea z ∈ ω(x, σ) ⊂ ĺım
←−

(X, f). Entonces existe {nj}∞j=1 sucesión creciente

de números naturales tal que σnj (x) −→ z. Como

σnj (x) = (fnj (x), fnj−1(x), · · · , f2(x), f(x), x, x1, x2, · · · )

tenemos que

{fnj (x)}∞j=1 −→ z,

{fnj−1(x)}∞j=1 −→ z1

y en general

{fnj−k(x)}∞j=1 −→ zk.

Como {nj}∞j=1 es creciente, dada k ∈ N, existe Jk ∈ N tal que para toda
j > Jk, nj−k > 0. Entonces {nj−k}∞j=Jk es una sucesión creciente de números

naturales tal que la sucesión {fnj−k(x)}∞j=Jk cumple que fnj−k(x) −→ zk, por
tanto zk ∈ ω(x, f) para toda k ∈ N.

Y como z ∈ ĺım
←−

(X, f), tenemos que z ∈ ĺım
←−

(ω(x, f), f) y (iv) queda demos-

trado.

Con esto terminamos la prueba de la Observación 3.12.
�

Ahora estamos listos para probar el Teorema A.

(1) Sean x ∈ X y x ∈ ĺım
←−

(X, f) tal que satisface x = (x, x1, x2, · · · ).
Entonces ω(x, σ) = ĺım

←−
(ω(x, f), f).

Demostración. Por las Proposiciones 3.2 y 3.3, ω(x, σ) y ω(x, f) son conjun-
tos fuertemente invariantes y cerrados. Como ω(x, σ) ⊂ ĺım

←−
(ω(x, f), f), por la

Observación 3.12 (iv), y π0(ω(x, σ)) = ω(x, f), por la Observación 3.12 (iii);
podemos aplicar el Lema 3.11 y obtenemos que ω(x, σ) = ĺım

←−
(ω(x, f), f)

�

(2) R(σ) = ĺım
←−

(R(f), f).

Demostración. Primero demostremos que R(σ) ⊂ ĺım
←−

(R(f), f). Sea x ∈ R(σ)

tal que x = (x, x1, x2, x3, · · · ).
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Por la Proposición 2.22, x ∈ ω(x, σ) = ĺım
←−

(ω(x, f), f) ⊂ ĺım
←−

(X, f). Entonces

x ∈ ω(x, f) y para toda i ∈ N, xi ∈ ω(x, f) y por la Observación 3.12 (ii),
ω(x, f) = ω(xi, f).

De manera que para toda i ∈ N, xi ∈ ω(xi, f), y por la Proposición 2.22,
xi ∈ R(f).

Como f(xi+1) = xi y f(x1) = x, hemos probado que

x = (x, x1, x2, x3, · · · ) ∈ ĺım
←−

(R(f), f).

Ahora demostremos que R(σ) ⊃ ĺım
←−

(R(f), f). Sea x ∈ ĺım
←−

(R(f), f). Enton-

ces x ∈ R(f) y xi ∈ R(f) para toda i ∈ N. Por la Proposición 2.22, x ∈ ω(x, f) y
xi ∈ ω(xi, f). Por la Observación 3.12 (ii), como x ∈ ĺım

←−
(R(f), f) ⊂ ĺım

←−
(X, f),

tenemos que ω(xi, f) = ω(x, f), entonces x, xi ∈ ω(x, f) para toda i ∈ N.

Por tanto, x ∈ ĺım
←−

(ω(x, f), f). Como, por Teorema A (1),

ω(x, σ) = ĺım
←−

(ω(x, f), f), tenemos que x ∈ ω(x, σ) y por la Proposición 2.22,

x ∈ R(σ).

Por lo tanto, ĺım
←−

(R(f), f) = R(σ), y (2) queda demostrado.

�

Observación 3.13 Si y ∈ ω(x, f), entonces existe y ∈ ĺım
←−

(ω(x, f), f) =

ω(x, σ) tal que π0(y) = y y ω(y, σ) = ĺım
←−

(ω(x, f), f).

Demostración. Si y ∈ ω(x, f), como, por la Proposición 3.3,

f(ω(x, f)) = ω(x, f), existe y1 ∈ ω(x, f) tal que f(y1) = y.

De igual manera existe y2 ∈ ω(x, f) tal que f(y2) = y1. Inductivamente,

para toda i ∈ N existe yi+1 ∈ ω(x, f) tal que f(yi+1) = yi.

De manera que si y ∈ ω(x, f), existe y ∈ ĺım
←−

(ω(x, f), f) = ω(x, σ) tal que

π0(y) = y.

Por el Teorema A (1),

π0(ω(y, σ)) = ω(y, f)

y

ω(y, σ) = ĺım
←−

(ω(x, f), f).

Con esto terminamos la prueba de la Observación 3.13. �



51

(3) AP (σ) = ĺım
←−

(AP (f), f).

Demostración. Primero sea x ∈ AP (σ) = R(σ) tal que x = (x, x1, x2, · · · ). Por
el Teorema A (2), R(f) = ĺım

←−
(R(f), f), entonces

(a) para toda i ∈ N, x, xi ∈ R(f). Por la Proposición 2.22,

como x, xi ∈ R(f), entonces x ∈ ω(x, f) y xi ∈ ω(xi, f).

Como, por la Observación 3.12 (ii), ω(x, f) = ω(xi, f), entonces

(b) para toda i ∈ N, x, xi ∈ ω(x, f). Por tanto,

(c) x ∈ ĺım
←−

(ω(x, f), f) = ω(x, σ) (Teorema A (1)).

Por (a) tenemos que para toda i ∈ N, x, xi ∈ R(f), entonces por la Propo-
sición 3.9 y la Observación 3.12 (ii), o(x) = ω(x, f) = ω(xi, f) = o(xi).

Veamos que ω(x, f) es minimal. Sea y ∈ o(x, f), entonces por la Observación
3.13, existe y ∈ ĺım

←−
(ω(x, f), f) = ω(x, σ) tal que π0(y) = y.

Como x ∈ AP (σ), por la Proposición 3.9, ω(x, σ) es minimal y
ω(x, σ) = ω(y, σ), y ∈ ω(x, σ). De manera que, como por el Teorema A (1),

ĺım
←−

(ω(y, f), f) = ω(y, σ) = ω(x, σ) = ĺım
←−

(ω(x, f), f),

tenemos entonces que ω(y, f) = ω(x, f). Como esto ocurre para toda
y ∈ ω(x, f), por la Proposición 3.6, tenemos que ω(x, f) es minimal.

Como por la Proposición 3.8, ω(x, f) ⊂ AP (f) y por (b), x, xi ∈ ω(x, f)
para toda i ∈ N, tenemos que x, xi ∈ AP (f) para toda i ∈ N.

Por lo tanto, x ∈ ĺım
←−

(AP (f), f) y (⊂) queda demostrado.

Ahora sea x ∈ ĺım
←−

(AP (f), f) ⊂ ĺım
←−

(R(f), f) con π0(x) = x, entonces para

toda i ∈ N, xi = πi(x) ∈ AP (f) ⊂ R(f), entonces por las Proposiciones 3.9,
3.10 y la Observación 3.12 (ii), tenemos que ω(xi, f) = ω(x, f) es minimal.

Sea y ∈ ω(x, σ) tal que y = π0(y). Como ω(x, σ) = ĺım
←−

(ω(x, f), f), enton-

ces y ∈ ω(x, f), que es minimal, aśı que por la Proposición 3.6, ω(y, f) = ω(x, f).

Y por el Teorema A (1),

ω(y, σ) = ĺım
←−

(ω(y, f), f) = ĺım
←−

(ω(x, f), f) = ω(x, σ),

entonces ω(x, σ) = ω(y, σ).

Por tanto, por la Proposición 3.6, ω(x, σ) es minimal. Como

x ∈ ĺım
←−

(AP (f), f) ⊂ ĺım
←−

(R(f), f) = R(σ),
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entonces x ∈ R(σ). Aśı, por la Proposición 2.22, x ∈ ω(x, σ).

Y como ω(x, σ) es minimal, tenemos por la Proposición 3.8 que x ∈ AP (σ).
�

El resto de la demostración del Teorema A (4) - (6) lo analizaremos en el
siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

Segunda parte del Teorema
A

Antes de comenzar con la demostración de (4) Teorema A, primero daremos
una serie de resultados auxiliares. Recordemos de la Definición 2.25 que una
ε−cadena es un subconjunto finito Γ ⊂ X, tal que Γ = {x = x0, x1, · · · , xn = y}
donde para toda i ∈ {0, · · · , n − 1}, d(f(xi), xi+1) < ε, y que x es un punto
recurrente por cadenas de f si para toda ε > 0 existe una ε−cadena Γ de x a x.

Proposición 4.1 Sea x ∈ CR(f), entonces para todo abierto U ⊂ X tal que
CR(f) ⊂ U y para toda ε > 0, existe una ε-cadena Γ de x a x tal que Γ ⊂ U .

Demostración. Supongamos que existe un abierto U con CR(f) ⊂ U y una
ε0 > 0 tal que para toda ε0-cadena de x a x existe un elemento en X \ U . To-
memos {εn} una sucesión tal que para toda n ∈ N 0 < εn < ε0 y ĺım

n→∞
εn = 0.

Para cada n ∈ N, sea Γn una εn-cadena de x a x. Como Γn también es una
ε0-cadena, podemos escoger zn ∈ Γn tal que zn ∈ X \U . Entonces sin pérdida de
generalidad, supongamos que la subsucesión {zn : n ∈ N} converge a z0 ∈ X \U .

Como X es un continuo, f es uniformemente continua de manera que dada
ε > 0 existe δ, 0 < δ < ε

2 , tal que para cualesquiera u, v ∈ X si d(u, v) < δ
entonces d(f(u), f(v)) < ε

2 . Sea N ∈ N, tal que εN < δ y d(zN , z0) < δ.
Consideremos la εN -cadena:

ΓN = {x = x0, x1, · · · , xj−1, xj = zN , xj+1, · · · , xn = x}.

Como d(f(xj−1), z0) ≤ d(f(xj−1), zN ) + d(zN , z0) < εN + δ < ε
2 + ε

2 = ε y
d(f(z0), xj+1) ≤ d(f(z0), f(zN )) + d(f(zN ), xj+1) < ε

2 + ε
2 = ε, entonces

∆ = {x = x0, x1, · · · , xj−1, z0, xj+1, · · · , xn = x}

es una ε-cadena de x a x. Aśı, ∆′ = {z0, xj+1, · · · , xn = x, x1, · · · , xj−1, z0} es
una ε-cadena de z0 a z0. Como la ε > 0 es arbitraria, entonces z0 ∈ CR(f) ⊂ U .
Lo cual es una contradicción, pues z0 ∈ X \ U .

53
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Por lo tanto, para todo abierto U ⊂ X, tal que CR(f) ⊂ U y para toda
ε > 0 existe ε-cadena Γ de x a x, tal que Γ ⊂ U .

�

Lema 4.2 Si x ∈ CR(f), entonces para toda ε > 0 existe una ε-cadena, ∆,
de x a x, tal que ∆ ⊂ CR(f).

Demostración Sea x ∈ CR(f) y ε > 0. Sea η = ε
3 . Por continuidad uniforme

existe 0 < δ < η tal que si d(u, v) < δ entonces d(f(u), f(v)) < η. Sea U ⊂ X
un abierto definido de la siguiente manera, U =

⋃
{Bδ(u) : u ∈ CR(f)}. Por la

Proposición 5.1, existe Γ = {x = x0, · · · , xn = x}, una η-cadena de x a x, tal
que Γ ⊂ U .

Por otro lado, construimos ∆ = {y0, y1, y2, · · · , yn} ⊂ CR(f) tal que
y0 = x0 = x, yn = xn = x y para toda 1 ≤ i ≤ n − 1 d(xi, yi) < δ. En-
tonces

d(f(y0), y1) = d(f(x0), y1) ≤ d(f(x0), x1) + d(x1, y1) < η + δ <
ε

3
+
ε

3
< ε.

Notemos que para cada 1 ≤ i ≤ n− 1,

d(f(yi), yi+1) ≤ d(f(yi), f(xi)) + d(f(xi), xi+1) + d(xi+1, yi+1) < η + η + δ

<
ε

3
+
ε

3
+ η <

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por lo tanto, ∆ es una ε-cadena de x a x, tal que ∆ ⊂ CR(f).

�

Lema 4.3 CR(f) es cerrado y fuertemente invariante.

Demostración Para probar que CR(f) es cerrado, probemos que
CR(f) = CR(f), i. e., CR(f) ⊂ CR(f).

Sea x ∈ CR(f). Sea ε > 0. Por la continuidad uniforme de f , existe 0 < δ < ε
2

tal que para toda u, v ∈ X, si d(u, v) < δ entonces

d(f(u), f(v)) <
ε

2
.

Como x ∈ CR(f) entonces para toda η > 0 se tiene que la bola Bη(x), cumple
que

Bη(x) ∩ CR(f) 6= ∅,

en particular para η = δ. Entonces sea y ∈ Bδ(x) ∩ CR(f). Como y ∈ CR(f),
existe δ-cadena Γ = {y, y1, y2, · · · , yn = y} de y a y. Además,

d(f(x), y1) ≤ d(f(x), f(y)) + d(f(y), y1) <
ε

2
+ δ < ε

y
d(f(yn−1), x) ≤ d(f(yn−1), y) + d(y, x) < δ + δ < ε.
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Entonces construimos ∆ = {x, y1, y2, · · · , yn−1, x} una ε-cadena de x a x. Por
lo tanto, x ∈ CR(f).

Por lo tanto CR(f) = CR(f), y CR(f) es cerrado.

Ahora probaremos que f(CR(f)) = CR(f).

Probemos primero que f(CR(f)) ⊂ CR(f). Sea y0 ∈ f(CR(f)). Dada ε > 0,
por la continuidad uniforme de f existe δ > 0 tal que para toda u, v ∈ X, si
d(u, v) < δ entonces d(f(u), f(v)) < ε. Tomemos x0 ∈ CR(f) tal que f(x0) =
y0. Como x0 ∈ CR(f), existe Γ = {x0, x1, x2, · · · , xn−1, xn = x0} una δ-cadena
de x0 a x0. Como d(f(xi), xi+1) < δ para toda i ∈ {0, · · · , n − 1} entonces
d(f(f(xi)), f(xi+1)) < ε, para toda i ∈ {0, · · · , n− 1}. Aśı construimos

∆ = {y0 = f(x0), f(x1), f(x2), · · · , f(xn−1), f(x0) = y0}

una ε-cadena de y0 a y0.

Entonces y0 ∈ CR(f) y por tanto, f(CR(f)) ⊂ CR(f).

Ahora probemos que CR(f) ⊂ f(CR(f)). Sea x0 ∈ CR(f), entonces para
toda n ∈ N existe una 1

n -cadena, llamémosla Γn, de x0 a x0. Sea zn el penúltimo
término de la cadena Γn. Entonces la sucesión {zn : n ∈ N} ⊂ X, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que converge a z0 ∈ X. Como zn es el penúltimo
término de Γn, entonces d(f(zn), x0) < 1

n , y por continuidad de f tenemos que:

x0 = ĺım
n→∞

f(zn) = f
(

ĺım
n→∞

zn

)
= f(z0).

Por otro lado, dada ε > 0, por la continuidad uniforme de f existe δ > 0 tal
que si δ < ε

2 se cumple que si u, v ∈ X y d(u, v) < δ entonces d(f(u), f(v)) < ε
2 .

Sea N ∈ N tal que 1
N < δ y además, d(zN , z0) < δ. Llamaremos w al término

anterior a zN en la cadena ΓN = {x0, x1, · · · , w, zN , x0}. Como:

d(f(w), z0) ≤ d(f(w), zN ) + d(zN , z0) ≤ 1

N
+ δ < δ + δ <

ε

2
+
ε

2
= ε

y ya que d(f(z0), x0) = d(x0, x0) = 0, entonces construimos

∆ = {z0, x0, x1, · · · , w, z0}

una ε-cadena de z0 a z0. Entonces z0 ∈ CR(f). Como x0 = f(z0), entonces
x0 ∈ f(CR(f)). Por lo tanto, CR(f) ⊂ f(CR(f)). Aśı, CR(f) = f(CR(f)).

Por lo tanto, CR(f) es fuertemente invariante.

�
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Proposición 4.4 Ω(f) es invariante.

Demostración Sea y ∈ f(Ω(f)), entonces existe x ∈ Ω(f) tal que f(x) = y.
Sea V abierto de y. Como f es continua, existe U abierto de x tal que f(U) ⊂ V .
Por hipótesis, existe z ∈ U y n ∈ N tal que fn(z) ∈ U . Como z ∈ U , existe
w ∈ V tal que f(z) = w. Además como fn(z) ∈ U ,

f(fn(z)) = fn(f(z)) = fn(w) ∈ V.

Por lo tanto, y ∈ Ω(f), f(Ω(f)) ⊂ Ω(f) y tenemos que Ω(f) es invariante.

�

Ahora daremos un ejemplo donde f(Ω(f)) 6= Ω(f), es decir, Ω(f) no es
fuertemente invariante.

Ejemplo 4.5 Sea f : [0, 1]→ [0, 1] la función definida por partes de la siguien-
te manera:

f(x) =


3x si x ∈ [0, 1

4 ]
3
2 − 3x si x ∈ [ 1

4 ,
1
2 ]

0 si x ∈ [ 1
2 ,

3
4 ]

x− 3
4 si x ∈ [ 3

4 , 1]

1/2

1/2

3/4

3/4

1/4

1/4 10

1

Figura 4.1:

Consideremos el punto x0 = 3
4 . Sea U abierto de x0. Sean a, b ∈ [0, 1] tales

que 1
2 < a < x0 < b < 1, y A = (a, b) ⊂ U . Entonces

f(A) = f((a, b)) = [0, b− x0) =

[
0, b− 3

4

)
⊂
[
0,

1

4

)
,
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entonces existe n ∈ N tal que

fn(A) = fn
([

0, b− 3

4

))
⊃
[
0,

1

4

]
,

entonces

fn+1

([
0, b− 3

4

])
⊃ f

([
0,

1

4

])
⊃
[
0,

3

4

]
de manera que fn+1(A) ∩ A 6= ∅ y por tanto fn(U) ∩ U 6= ∅, pues A ⊂ U (y
fn(A) ⊂ fn(U)). Hemos probado que x0 = 3

4 ∈ Ω(f).

Notemos que el único punto que, bajo f , va a dar a x0 es 1
4 . El intervalo

W = ( 1
6 ,

1
3 ) es un conjunto abierto que tiene a 1

4 . Dado que

f(W ) = f

((
1

6
,

1

4

]
∪
[

1

4
,

1

3

))
=

(
3

6
,

3

4

]
∪
(

1

2
,

3

4

]
=

(
1

2
,

3

4

]
y f2(W ) = {0} entonces para toda n ∈ N se tiene que fn(W ) ∩W = ∅. Aśı,
1
4 6∈ Ω(f) y, con ello, f

(
1
4

)
= 3

4 = x0 6∈ f(Ω(f)). Por lo tanto, f(Ω(f)) 6= Ω(f).

�

Definición 4.6 Las funciones f : X → X, g : Y → Y se dice son (topológica-
mente) semiconjugadas si existe una función h : X → Y continua y suprayectiva
tal que h ◦ f = g ◦ h. A la función h se le conoce como semiconjugación y a g
como factor de f .

Observación 4.7 Si h es semiconjugación de f a g, entonces h◦fn = gn ◦h.

Demostración. Por inducción sobre n.

Base inductiva Sea n = 1. Como h es semiconjugación de f a g entonces
h ◦ f = g ◦ h.

Hipótesis inductiva Supongamos que h ◦ fn = gn ◦ h.

Paso inductivo Veamos que h ◦ fn+1 = gn+1 ◦ h.
Como h ◦ fn+1 = h ◦ fn(f) y por hipótesis de inducción

h ◦ fn(f) = gn ◦ h(f) = gn ◦ (h ◦ f) entonces h ◦ fn+1 = gn ◦ (h ◦ f). Pero
por base de inducción (h◦f) = (g◦h) entonces gn◦(h◦f) = gn◦(g◦h) = gn+1◦h.

Por tanto, h ◦ fn+1 = gn+1 ◦ h.

�

Lema 4.8 Supongamos f : X → X es semiconjugada a g : Y → Y por
h : X → Y . Entonces h(Ω(f)) ⊂ Ω(g).

Demostración Sea z ∈ h(Ω(f)), entonces existe x ∈ Ω(f) tal que h(x) = z.
Sea V un abierto de Y tal que z ∈ V . Como h es continua, existe U abierto de
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X con x ∈ U tal que h(U) ⊂ V . Como x ∈ Ω(f), existe w ∈ U y existe n ∈ N
tales que fn(w) ∈ U . Entonces h(w) ∈ V y h(fn(w)) ∈ V . Llamemos y a h(w),
i.e., h(w) = y. Notemos que como f es semiconjugada a g y por la Observación
4.7 tenemos que (h ◦ fn)(w) = (gn ◦ h)(w) = gn(h(w)) = gn(y) ∈ V . Hemos
probado que si z ∈ h(Ω(f)), para todo abierto V , existe y ∈ V y n ∈ N tal que
gn(y) ∈ V . Por lo tanto, z ∈ Ω(g) y h(Ω(f)) ⊂ Ω(g).

�

Antes de probar (4) recordemos que σ : ĺım
←−

(X, f) −→ ĺım
←−

(X, f) es un ho-

meomorfismo (Lema 1.2.5) y que si x = (x0, x1, · · · ) ∈ ĺım
←−

(X, f), entonces

σ(x) = (f(x0), x0, x1, · · · ) donde f(xi+1) = xi.

(4) CR(σ) = ĺım
←−

(CR(f), f).

Demostración. Primero demostraremos que CR(σ) ⊂ ĺım
←−

(CR(f), f). Sea x =

(x0, x1, · · · , xm, · · · ) ∈ CR(σ) ⊂ ĺım
←−

(X, f). Fijamos un entero m ≥ 0. Para toda

ε > 0 existe ε
2m -cadena

Γ = {x = x0, x1, x2, · · · , xn−1, xn = x}.

Notemos que d(σ(xi), xi+1) < ε
2m . Como xi = (xi0, x

i
1, x

i
2, · · · ) ∈ ĺım

←−
(X, f),

entonces f(xim) = xim−1, entonces por definición de ĺımite inverso, tenemos que

d(f(xim), xi+1
m )

2m
=
d(xim−1, x

i+1
m )

2m
.

Ahora por definición de d en ĺım
←−

(X, f) tenemos que

d(xim−1, x
i+1
m )

2m
<

∞∑
j=1

d(xij−1, x
i+1
j )

2j
+ d(f(xi0), xi+1

0 ) = d(σ(xi), xi+1) <
ε

2m
,

de manera que
d(f(xim ),xi+1

m )
2m =

d(xim−1,x
i+1
m )

2m < ε
2m , i.e., d(f(xim), xi+1

m ) < ε.

Definamos

Γm = {πm(x0), πm(x1), · · · , πm(xn−1), πm(xn)}.

Como Γ = {x = x0, · · · , xn−1, xn = x} es una ε
2m−cadena, tenemos que

πm(x) = xm = xm0 = πm(x0) = πm(xm) = xmn = xm

de manera que

Γm = {x0
m = xm, x

1
m, · · · , xn−1

m , xnm = xm}

es una ε-cadena de xm a xm, pues d(f(xim), xi+1
m ) < ε. Por lo tanto, xm ∈ CR(f).

Ya que m es arbitraria, entonces x ∈ ĺım
←−

(CR(f), f).
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Ahora para el regreso, sea ε > 0 y sea M > 0 el diámetro de X, i.e.,

M = diam(X) = sup{d(x, y) : x, y ∈ X}.

Tomamos m ∈ N tal que
∞∑

i=m+1

M
2i = M

2m < ε
2 . Como X es compacto,

f : X → X es uniformemente continua, entonces existe 0 < δ < ε
4 tal que si

para cualesquiera u, v ∈ X, d(u, v) < δ entonces d(f i(u), f i(v)) < ε
4 para toda

0 < i ≤ m. Sea x = (x0, x1, · · · , xm, · · · ) ∈ ĺım
←−

(CR(f), f). Como xm ∈ CR(f),

por el Lema 5.2, existe una δ-cadena de xm a xm,

Γxm = {x0
m = xm, x

1
m, · · · , xnm = xm}

tal que xjm ∈ CR(f) para toda j ∈ {1, · · · , n, además d(f(xjm), xj+1
m ) < δ para

toda 0 ≤ j ≤ n − 1 y por la continuidad uniforme de f ,
d(f i+1(xjm), f i(xj+1

m )) < ε
4 . Por lo tanto,

m∑
i=0

d(f i+1(xjm), f i(xj+1
m ))

2m−i
<

m∑
i=0

ε
4

2m−i
=
ε

4

(
m∑
i=0

1

2m−i

)
=
ε

4

(
m∑
i=0

1

2i

)

<
ε

4
∗ 2 =

ε

2
.

Ahora, por el Lema 4.3, CR(f) = f(CR(f)). Entonces para toda

j ∈ {1, 2, · · · , n− 1}, fk(xjm) ∈ CR(f)

para toda k ∈ {0, 1, · · · ,m}. Además, por el mismo Lema 4.3, existe para i ∈ N
un punto:

xjm+i ∈ CR(f) tal que f(xjm+i) = xjm+i−1.

Entonces definimos para toda 1 ≤ j ≤ n− 1,

xj = (fm(xjm), fm−1(xjm), · · · , f(xjm), xjm, x
j
m+1, · · · )

entonces xj ∈ ĺım
←−

(CR(f), f). Sea x0 = xn = x. Ya que

σ(xj) = (fm+1(xjm), fm(xjm), · · · , f(xjm), xjm, x
j
m+1, x

j
m+2, · · · )

y

xj+1 = (fm(xj+1
m ), · · · , f(xj+1

m ), xj+1
m , xj+1

m+1, x
j+1
m+2, · · · )

entonces

d(σ(xj), xj+1) =

m∑
i=0

d(f i+1(xjm), f i(xj+1
m ))

2m−i
+

∞∑
i=m+1

d(xji−1, x
j+1
i )

2i
<

ε

2
+
M

2m
<
ε

2
+
ε

2
= ε,

entonces Γ = {x0, x1, · · · , xn−1, xn} es una ε-cadena. Como ε es arbitraria,
x ∈ CR(σ).

Por lo tanto, ĺım
←−

(CR(f), f) ⊂ CR(σ). Aśı, CR(σ) = ĺım
←−

(CR(f), f).

�
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Antes de probar (5) veamos primero que:

Afirmación 4.9 Para toda i ∈ N ∪ {0}, πi es semiconjugada de f a σ y
πi(Ω(σ)) ⊂ Ω(f).

Demostración. Sea x ∈ ĺım
←−

(X, f), entonces

f ◦ πi(x) = f(πi(x)) = f(xi) = xi−1.

Por otro lado,

πi ◦ σ(x) = πi(σ(x)) = πi((f(x0), x0, x1, x2, · · · , xi−1, xi, · · · )) = xi−1.

Por lo tanto, f ◦ πi(x) = πi ◦ σ(x) y por el Lema 4.8, πi(Ω(σ)) ⊂ Ω(f)
�

(5) Si f es suprayectiva, Ω(σ) = ĺım
←−

(Ω(f), f).

Demostración. Primero demostremos que Ω(σ) ⊂ ĺım
←−

(Ω(f), f).

Sea x ∈ Ω(σ). Entonces por la Afirmación 4.9, xi ∈ Ω(f) para toda i ≥ 0
entonces x ∈ ĺım

←−
(Ω(f), f). Por lo tanto, Ω(σ) ⊂ ĺım

←−
(Ω(f), f).

Ahora demostremos que ĺım
←−

(Ω(f), f) ⊂ Ω(σ).

Sea M el diámetro de X y x = (x0, x1, · · · , xm, · · · ) ∈ ĺım
←−

(Ω(f), f). Veamos

que x ∈ Ω(σ). Sea ε > 0, veamos que existe y ∈ Bε(x) y k ∈ N tales que
σk(y) ∈ Bε(x).

Tomemos m ∈ N tal que:

∞∑
i=m+1

M

2i
=
M

2m
<
ε

4
.

Como xm ∈ Ω(f) entonces para todo U ⊂ X abierto tal que xm ∈ U , existe
y ∈ U y n ∈ N tal que fn(y) ∈ U . Por la continuidad uniforme de f , para toda
i ∈ {1, · · · ,m} existe δ > 0 tal que si d(u, v) < δ entonces d(f i(u), f i(v)) < ε

8 .
Como xm ∈ Ω(f) existe ym ∈ Bδ(xm) y k ∈ N tal que fk(ym) ∈ Bδ(xm). En-
tonces d(f i(xm), f i(ym)) < ε

8 para toda i ≤ m, como f i(xm) = xm−1 tenemos
que

m∑
i=0

d(xm−i, f
i(ym))

2m−i
=

m∑
i=0

d(f i(xm), f i(ym))

2m−i
<

m∑
i=0

ε
8

2m−i
<
ε

8
(2) =

ε

4
.

Además, como fk(ym) ∈ Bδ(xm) para alguna k ∈ N, tenemos que
d(xm, f

k(ym)) < δ, entonces

d(f i(xm), fk+i(ym)) = d(xm−i, f
k+i(ym)) <

ε

8
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por lo que
m∑
i=0

d(xm−i, f
i+k(ym))

2m−i
<

m∑
i=0

ε
8

2m−i
<
ε

8
(2) =

ε

4
.

Por la hipótesis de que f es suprayectiva, para toda i ≥ 0 y ym+i ∈ X existe
ym+i+1 ∈ X tal que f(ym+i+1) = ym+i, igualmente para toda y′m+i ∈ X, i ≥ 0,
existe y′m+i+1 ∈ X tal que f(y′m+i+1) = y′m+i. Aśı construimos

y = (fm(ym), · · · , f(ym), ym, ym+1, · · · )

y

y′ = (fm+k(ym), fm+k−1(ym), · · · , fk+1(ym), fk(ym), y′m+1, y
′
m+2, · · · )

= (fm+k(ym), fm+k−1(ym), · · · , fk+1(ym), fk(ym), fk−1(ym), · · · , ym, ym+1, · · · ).

Notemos que y y y′ están bien definidas, y′, y ∈ ĺım
←−

(X, f) y aśı tenemos que

σk(y) = (fm+k(ym), fm+k−1(ym), · · · , fk(ym), · · · , ym, ym+1, · · · ) = y′.

Ahora, la distancia

d(x, y) =

∞∑
j=0

d(xj , yj)

2j
=

m∑
i=0

d(xm−i, f
i(ym))

2m−i
+

∞∑
i=m+1

d(xi, yi)

2i
<

m∑
i=0

d(xm−i, f
i(ym))

2m−i
+

∞∑
i=m+1

M

2i
<
ε

4
+
ε

4
=
ε

2

y la distancia

d(x, y′) =

∞∑
j=0

d(xj , y
′
j)

2j
=

m∑
i=0

d(xm−i, f
i+k(ym))

2m−i
+

∞∑
i=m+1

d(xi, y
′
i)

2i
<

m∑
i=0

d(xm−i, f
i+k(ym))

2m−i
+

∞∑
i=m+1

M

2i
<
ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Por lo tanto, y ∈ Bε(x) y y′ ∈ Bε(x). Y como σk(y) = y′ entonces x ∈ Ω(σ).
Por lo tanto, ĺım

←−
(Ω(f), f) ⊂ Ω(σ).

Por lo tanto, si f es suprayectiva, Ω(σ) = ĺım
←−

(Ω(f), f).

�

Antes de probar (6) veremos algunos resultados preliminares.
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Proposición 4.10
⋃
x∈X

ĺım
←−

(ω(x, f), f) ⊂ ĺım
←−

( ⋃
x∈X

ω(x, f), f

)
.

Demostración. Sea x0 ∈ X, entonces ω(x0, f) ⊂
⋃
x∈X

(ω(x, f)), por tanto

ĺım
←−

(ω(x0, f), f) ⊂ ĺım
←−

( ⋃
x∈X

ω(x, f), f

)
.

Como x0 fue arbitrario en X, tenemos que

⋃
x∈X

ĺım
←−

(ω(x, f), f) ⊂ ĺım
←−

( ⋃
x∈X

ω(x, f), f

)
.

�

Por el Teorema A (1) sabemos que si x ∈ X y x ∈ ĺım
←−

(X, f) donde π0(x) = x,

entonces ω(x, σ) = ĺım
←−

(ω(x, f), f), o dicho de otra forma,

ω(x, σ) = ĺım
←−

(ω(π0(x), f), f).

Proposición 4.11 Sea f suprayectiva y x ∈ X, entonces existe x ∈ ĺım
←−

(X, f)

tal que π0(x) = x.

Demostración. Sea x = (x, x1, x2, · · · ) donde x1 ∈ f−1(x) y en general para
i ∈ N, xi+1 ∈ f−1(xi). Notemos que como f es suprayectiva, f−1(x) 6= ∅ e
inductivamente para i ∈ N, f−1(xi) 6= ∅.

Además, por construcción, f(xi+1) = f(f−1(xi)) = xi y por tanto,
x ∈ ĺım

←−
(X, f) con π0(x) = x.

�

Proposición 4.12 Sea f suprayectiva, entonces⋃
x∈X

ω(x, f) =
⋃

x∈ĺım
←−

(X,f)

ω(π0(x), f).

Demostración. Primero demostremos la contención de ida. Sea y ∈
⋃
x∈X

ω(x, f)

entonces existe x0 ∈ X tal que y ∈ ω(x0, f). Como f es suprayectiva, por la
Proposición 4.11, existe x0 ∈ ĺım

←−
(X, f) tal que π0(x0) = x0.

Entonces y ∈ ω(x0, f) = ω(π0(x), f) entonces y ∈
⋃

x∈ĺım
←−

(X,f)

ω(π0(x), f)).

Por lo tanto,
⋃
x∈X

ω(x, f) ⊂
⋃

x∈ĺım
←−

(X,f)

ω(π0(x), f).

Ahora para la contención de vuelta. Sea y ∈
⋃

x∈ĺım
←−

(X,f)

ω(π0(x), f) entonces

existe

x0 ∈ ĺım
←−

(X, f) tal que y ∈ ω(π0(x0), f).
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Sea π0(x0) = x0 entonces y ∈ ω(π0(x0), f) = ω(x0, f) entonces y ∈
⋃
x∈X

ω(x, f).

Por lo tanto,
⋃

x∈ĺım
←−

(X,f)

ω(π0(x), f) ⊂
⋃
x∈X

ω(x, f).

Por lo tanto, de las dos contenciones obtenemos que⋃
x∈ĺım
←−

(X,f)

ω(π0(x), f) =
⋃
x∈X

ω(x, f).

�

Proposición 4.13 Sea x ∈ ĺım
←−

(Λ(f), f), x = (x, x1, x2, · · · ), para toda

i ∈ N existe yi ∈ X y un punto xi = (x0, · · · , xi, y′i+1, y
′
i+2, · · · ) donde

y′j ∈ ĺım
←−

(ω(yi, f), f) para toda j ≥ i+ 1 y xi ∈ ĺım
←−

(ω(yi, f), f).

Demostración. Sea i = 0. Construiremos x0 = (x0, y
′
1, y
′
2, · · · ).

Como x ∈ ĺım
←−

(Λ(f), f) entonces π0(x) = x ∈ Λ(f) =
⋃
x∈X

(ω(x, f)). Enton-

ces existe y ∈ X tal que x ∈ ω(y, f). Como, por la Proposición 3.3, ω(y, f) es
fuertemente invariante tenemos que ω(y, f) = f(ω(y, f)), por tanto x = f(y′1)
para algún y′1 ∈ ω(y, f).

Supongamos que hemos encontrado y′1, y
′
2, y
′
3, · · · , y′n ∈ ω(y, f) tales que

f(y′1) = x y f(y′j) = yj−1 para j ∈ {2, · · · , n}. Como y′n ∈ ω(y, f) y
ω(y, f) = f(ω(y, f)), existe y′n+1 ∈ ω(y, f) tal que f(y′n+1) = y′n.

De manera que, por inducción, hemos podido construir x0 = (x, y′1, y
′
2, · · · ).

Veamos que x0 ∈ ĺım
←−

(ω(y, f), f) por construcción y′n ∈ ω(y, f) para toda n ∈ N,

f(y′1) = x ∈ ω(y, f) y f(y′n+1) = y′n.

Tomemos i ∈ N y construyamos xi.

Como x = (x, · · · , xi, xi+1, · · · ) ∈ ĺım
←−

(Λ(f), f) entonces

πi(x) = xi ∈ Λ(f) =
⋃
x∈X

ω(x, f),

entonces existe yi ∈ X tal que xi ∈ ω(yi, f).

Usando inducción de manera similar que en el caso x0, tenemos que como
ω(yi, f) = f(ω(yi, f)) existe y′i+1 ∈ ω(yi, f) tal que f(y′i+1) = xi.

Y en general, si y′i+1, · · · , y′i+n son puntos en ω(yi, f) tal que f(y′i+1) = xi
y f(y′i+j+1) = y′j con j ∈ {1, · · · , n − 1} entonce existe y′n+1 ∈ ω(yi, f) tal que
f(y′n+1) = y′n.

De esta manera hemos construido xi = (x, x1, · · · , xi, y′i+1, y
′
i+2, · · · ) donde

f(y′i+1) = xi ∈ ω(yi, f), y′n ∈ ω(yi, f) para toda n ∈ N y f(y′i+j+1) = y′i+j .
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Notemos además que como xi ∈ ω(yi, f) y f(xi) = xi−1 ∈ ω(yi, f), pues
x ∈ ĺım

←−
(Λ(f), f) y ω(yi, f) es fuertemente invariante, usando este razonamiento

sabemos que {x, x1, · · · , xi} ⊂ ω(yi, f), de manera que xi ∈ ĺım
←−

ω(yi, f) y aśı la

proposición queda demostrado. �

Ahora ya estamos listos para probar (6).

(6) Si f es suprayectiva y Λ(σ) es cerrado, entonces Λ(σ) = ĺım
←−

(Λ(f), f).

Demostración. Primero demostraremos que Λ(σ) ⊂ ĺım
←−

(Λ(f), f).

Como ĺım
←−

( ⋃
x∈X

ω(x, f), f

)
= ĺım
←−

(Λ(f), f) entonces

Λ(σ) =
⋃

x∈ĺım
←−

(X,f)

ω(x, σ) =
⋃

x∈ĺım
←−

(X,f)

ĺım
←−

(ω(π0(x), f), f),

por la Proposición 4.12 y además⋃
x∈ĺım
←−

(X,f)

ĺım
←−

(ω(π0(x), f), f) =
⋃
x∈X

ĺım
←−

(ω(x, f), f),

y por la Proposición 4.10

⋃
x∈X

ĺım
←−

(ω(x, f), f) ⊂ ĺım
←−

( ⋃
x∈X

ω(x, f), f

)
= ĺım
←−

(Λ(f), f).

Por lo tanto, Λ(σ) ⊂ ĺım
←−

(Λ(f), f).

Ahora demostraremos que ĺım
←−

(Λ(f), f) ⊂ Λ(σ).

Sea x = (x0, x1, x2, · · · ) ∈ ĺım
←−

(Λ(f), f). Entonces por la Proposición 4.13,

para toda i ∈ N existe yi ∈ X y un punto xi = (x0, · · · , xi, y′i+1, y
′
i+2, · · · ) donde

y′j ∈ ω(yi, f) para j ≥ i+ 1 y xi ∈ ĺım
←−

(ω(yi, f), f).

Como xi ∈ ĺım
←−

(ω(yi, f), f) = ω(yi, σ) ⊂ Λ(σ), tenemos que ĺım
i→∞

xi = x y

Λ(σ) es cerrado por hipótesis, entonces x ∈ Λ(σ).

Por lo tanto, ĺım
←−

(Λ(f), f) ⊂ Λ(σ).

De las dos contenciones tenemos que ĺım
←−

(Λ(f), f) = Λ(σ) y (6) queda de-

mostrado.
�
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