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Introduccion

Esta tesis esta dirigida a alumnos y alumnas que tengan conocimientos basi-
cos de topologia como: conexidad, compacidad y espacios métricos, para trabajar
en continuos. Abordaremos teoria muy bésica de sistemas dindmicos discretos
asi como de limites inversos. Para esto, esta tesis tomara como base 6 de los 7
incisos del Teorema A del articulo Dynamical properties of the shift maps on
the inverse limit spaces de Shiai Li, ademés de completar ciertos puntos donde
creemos es necesario ahondar para una mejor compresién del lector al que va
dirigido este trabajo. En otras palabras, hacer mas digerible este teorema para
alumnos de licenciatura que deseen o tengan la curiosidad de conocer més sobre
estos temas.

El Teorema A contiene 7 incisos, nosotros probaremos los primeros 6 incisos
que son més generales. El inciso (7) del Teorema A explora el caso particular
cuando f es una funcién continua del intervalo en el intervalo. Ese inciso ya no
lo desarrollaremos en este trabajo.

En el capitulo 1, es un capitulo corto, hablaremos de definiciones fundamen-
tales de la teoria de continuos, sistemas dindmicos y limites inversos que nos
servirdan durante toda la tesis.

En el capitulo 2, trataremos las definiciones de punto fijo, periédico, casi
periodico, w — limite, recurrente, no vagabundo y recurrente por cadenas que
serdn el punto de partida del Teorema A, junto con ejemplos con los cuales
trataremos de ilustrar aquello con lo que estamos trabajando. A la par, abor-
daremos proposiciones que nos apoyaran y serviran dentro del mismo capitulo.
Este mismo es muy ilustrativo para las personas que se quieren adentrar en los
sistemas dindmicos, contiene ejemplos y las demostraciones de que (1)

F(f) € P(f) S AP(f) € R(f) € A(f) € Q(f) € CR(f)
y los contraejemplos desarrollados para probar que
F(f) € P(f) S AP(f) € R(f) € A(f) € Q(f) S CR(f).

En el capitulo 3 desarrollaremos las bases para probar los incisos (1), (2) y
(3) del Teorema A. Este capitulo es complejo pues requiere de muchos resulta-
dos preliminares.

Finalmente, en el capitulo 4 desarrollaremos todas las herramientas necesa-
rias para poder probar los incisos (4), (5) y (6) del Teorema A.
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VIII INTRODUCCION

Originalmente habiamos escrito un Capitulo 5 donde comenzamos a desa-
rrollar las herramientas para probar el inciso (7) del Teorema A, pero nos dimos
cuenta que el desarrollo de solo este inciso necesitaba de resultados mas ela-
borados que no habiamos desarrollado y que desarrollarlos alargaria mucho el
trabajo.

De esta manera habremos tratado con lo que compete a esta tesis, esperando
haber cumplido su objetivo de saciar la curiosidad de aquellos que instaran a
leerla, o mejor adn, generar més curiosidad asi como motivarlos a profundizar
en este tema.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Continuos

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es un continuo
si es métrico, compacto, conexo y con méas de un punto.

Ejemplo 1.1.2

» El intervalo I = [0, 1].

Figura 1.1:

Ejemplo 1.1.3

» La circunferencia S*'.
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Figura 1.2:

Ejemplo 1.1.4

» El abanico armédnico.

1/2

1/3
1/4

Figura 1.3:

Notaciéon Dado un espacio métrico (X,d) y € > 0 denotamos por
B.(z) ={y € X : d(x,y) < €} ala bola de radio € con centro en x.

Definiciéon 1.1.5 Sea f : X — X una funcién continua y suprayectiva.
Definimos un sistema dindmico discreto como la dupla (X, f).

Ejemplo 1.1.6

» (X,f)donde X =[0,1]y f: X — X tal que f(z) = 2.
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\ 4

Figura 1.4:

Ejemplo 1.1.7
» (X,f)donde X =S'y f: X — X tal que f(x) = e3'z.

Lo siguiente que haremos sera definir la iteracion n de f como la funcién
f": X — X donde f* = fofof---of n-veces. Cabe notar que f°(x) = z
es la funcién identidad de X en X y que fl(x) = f(x), f2(z) = f(f'(2)),
2(x) = f(f3x)) y f*(z) = f(f"(x)) para toda n entero positivo. Después
de esto, para cada punto x € X, llamaremos al conjunto de iteraciones de f(x)
como la drbita de z bajo f, y la denotaremos asi,

0($>f) = {.Q?,f(ﬂ?),fQ(.Q?),f3($), o } .

Nota. Cuando no sea necesario o se entienda con que funcion se esta traba-
jando podremos escribir o(z, f) simplemente como o(z).

1.2. Limites inversos

Ahora definiremos un limite inverso.

Definicién 1.2.1 Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua,
diremos que el conjunto denotado por:

(X, f) = {Z = (zo,21,---) € X X X x -2 f(@i1) = @i, Vi € N}

es el limite inverso de X bajo f. A este espacio lo dotaremos con la siguiente
métrica:

21
=0
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Sabemos por [13, Theorem 2.4] que como X es un continuo, entonces lim(X, f)
—

también es un continuo.

Definiciéon 1.2.2 Sea X un continuo, f : X — X una funcién continua y
lim(X, f) su limite inverso. Para toda n € N, definimos la funcién
—

o lim(X, f) — X como m,(Z) = z,. Diremos que m, es la n-ésima pro-
ps

yeccion de lim(z, f) sobre X.
—

Sabemos por [7, Theorem 2, p. 3, Theorem 10, p. 6], que 7, es continua y
suprayectiva, para toda n € N.

De esta manera, continuemos con un ejemplo sencillo que ilustre un limite
inverso.

Ejemplo 1.2.3

= El siguiente ejemplo describe un Solenoide como limite inverso. En este
momento no describiremos que es un solenoide ni que propiedades tiene
pues se aleja mucho del objetivo de la tesis. Para ahondar en su construc-
cién geométrica véase [15, p. 2-5].
Sean X =Sty f:S' — S! como f(z) = 22, entonces lim(X, f) = %,
—

donde X es el continuo llamado solenoide diddico [12, p. 678].

Figura 1.5: Solenoide Diddico, [15, p. 17]

Y para terminar este breve capitulo, daremos una ultima definicién y una
pequena demostracion.

Definicién 1.2.4 La funcién oy : im(X, f) — lim(X, f) la definimos como
— —

O'f((ﬂ?o,l?l,l‘g, T )) = (f(l‘o),l‘o,xl,aﬁg, o )

y la llamaremos funcion recorrimiento.
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Cuando no exista confusién sobre que funcién estamos trabajando, podremos
simplemente escribir o en vez de oy.

Lema 1.2.5 La funcién o es un homeomorfismo de lim(X, f).
—

Demostracion. Sean T = (xg,x1,%2, ), = (Yo,¥1,¥2, - -) € Um(X, f) tales
—

que T # 7, es decir, existen i € N tales que z; # y;. Como z; v y; se encuentran
en la entrada i + 1 y x; # y;, tenemos que o(T) # o(y). Por lo tanto, o es
inyectiva.

Sea ¥ = (yo,y1, --) € Um(X, f). Consideremos T = (y1,y2,---). Como
P
f(yir1) = y; para toda i € ZT entonces T € lim(X, f). Ademds,
P

o(@) = (f(y1) = Yo, y1, 92, ) = 7.
Por lo tanto, o es suprayectiva.
Probaremos ahora que o es continua.

Sea ¢ > 0, como X es un continuo, entonces f es uniformemente continua.
g

Por tanto, existe d; > 0 tal que d(zg,yo) < 91 implica que d(f(xo), f(yo)) < &
Sea 6 = min{d,e} y T,y € @(X, f) tales que d(Z,7) < § entonces

3 — xﬂyz 1 - xﬂyl
Ao(®), o(F) = d(f(z0), £(10)) +Z a8 d(f(a), S+ D AT
i=0
Como d(Z,y) < 4 entonces d(zo,yo) < 01y d(f(z0), f(yo)) < 5. Por tanto,
- _ e 1l dzs,y:) e 15, € B
d(o(z),0(y)) < 3 + §ZT =3 + id(x,y) <3 +-=c

Por lo tanto, o es continua.

Llamamos a ¢~ ! la funcién desplazamiento o funcién corrimiento. Veamos

que ¢~ ! es continua.

Sea 0 !(T) = o~ ((xo,21,--+)) = (#1,22,---). Sea € > 0. Demostraremos
que existe § > 0 tal que d(Z,7) < § implica d(c~1(Z),c 1 (¥)) < e.

- o0
Sea § = e Si d(Z,y) < § entonces Z% < 0 entonces

i=0
> % < § = ¢. Por lo tanto, d(c=(z),0 (7)) < e.
i=1

1 es continua y ¢ es un homeomorfismo y el lema queda

Por lo tanto, o~
demostrado.
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1.3. Teorema del Valor Intermedio

Y para finalizar el capitulo, una mencién extra al siguiente teorema.
Teorema 1.3.1 [Teorema del Valor Intermedio] Sea f : [a,b] — R funcién

continua en todo el intervalo [a,b]. Si f(a) < 0y f(b) > 0, entonces existe
¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.



Capitulo 2

Algunos puntos especiales

De aqui en adelante, nuestro espacio X serd un continuo y nuestra funcién
f serd continua y suprayectiva, para todos los casos, a menos que se especifique
lo contrario. Continuaremos con algunas propiedades especiales en los sistemas
dindmicos con los que nos interesara trabajar.

Definicién 2.1 Diremos que = € X es punto fijo de f si f(z) = x, y denota-
remos al conjunto de todos los puntos fijos de f en X como

F(f)={re X : f(z) =z} .

Ejemplo 2.2

= Sean X un continuo, y f : X — X tal que f(z) = z. Notemos que
B(f) = X.

v
g\@\

Figura 2.1:

Demostracion. Sea x € X, entonces f(x) = z. Por lo tanto, z € F(f), y
como z fue arbitrario, entonces F'(f) = X.

7
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]

Ejemplo 2.3

» Sean X =[0,1]y f: X — X tal que f(x) = 2%. Entonces F(f) = {0,1}.

\ 4

Figura 2.2:

Demostracion. Si x = 0, entonces f(0) = 02 = 0, es decir, f(z) = z. Si
x =1, entonces f(1) =12 = 1, entonces, f(zr) = z.

), entonces f(x) = 22 < z, pues x > 0. Entonces f(z) # z,

Sea z € (0,1
(f).

ie,x g F

Por lo tanto, F(f) ={0,1}.

Ejemplo 2.4

» Sean X =Sty f:S! — S! tal que f(x) = ™. Entonces F(f) = 0.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe x € S! tal que
f(z) = x. Entonces x = f(z) = €™z, entonces 1 = €™, lo cual es una
contradiccién, pues ™ = —1.

Por lo tanto, F(f) =10



Figura 2.3:

Definicién 2.5 Un punto x € X es un punto periddico de f si existe n € N
tal que f"(x) = x, ademds diremos que z tiene periodo k si:

k=min{n € N: f"(z) = z}.
Al conjunto de todos los puntos periédicos de f en X lo denotaremos como:

P(f) ={z € X : existe n € N tal que f"(z) = z}.

Ejemplo 2.6

» Sea f:[0,1] — [0,1], dada por f(x) = v/1 — 22. Entonces P(f) = [0,1]
con periodo menor o igual a 2.

Figura 2.4:
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Demostracion. Sea x € [0,1]. Entonces f(xz) =+/1 — 22 y por lo tanto,
) =y1-(V1-22)2=y/1-(1-22)=y1-1+22=VaZ=
= |z| = z.

Por lo tanto, z € P(f) y es de periodo menor o igual a 2.

Observacién F(f) C P(f) y el periodo es 1.

Ejemplo 2.7

» Sean X =S!y f(z) = eTlx. Entonces P(f) = X y el periodo de x € X
es 8.

Figura 2.5:

Demostracion. Sea x € [0, 1], entonces f(x) = e7'x, entonces
P3(@) = eF(eF () () () (e ) (eF)(eF)r) = e Fia = Pz =z,
Por lo tanto, z € P(f).

Ahora, fF(z) = iy # €2™x = x para toda k € {1,2,3,4,5,6,7}. Por lo
tanto, el periodo de x bajo f es 8.
|
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Proposicién 2.8 Sea X un continuoy f: X — X continua. Si p € F(f")
entonces p € P(f).

Demostracion. Sea p € F(f™) = f™(p) = p, i.e., por definicién de puntos
periédicos p € P(f).
[ |

Definicién 2.9 Sean X =1[0,1] y T : [0,1] — [0, 1] dada por:

2z st x € [0, %]
Tie) = {2(1 —a) size L]’

A T la llamaremos funcion tienda.

_ (1,1)
14

\/

Figura 2.6:

Los siguientes tres resultados, Proposiciéon 2.10, 2.11, 2.12, se encuentran en
[8, p-96-100].

Proposicién 2.10 Sea n € Ny T la funcién tienda,

entonces
kE k+1
mn . _
T\ 50 {Qn’ T } — [0,1]
es un homeomorfismo para toda k € {0,1,2,---,2™ — 1}.

Demostracion. Por induccién sobre n.
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Base inductiva n = 1.

Sea k € {0,---,2" — 1} = {0, 1}. Entonces,

Si k = 0, entonces
]- [Oa %] — [07 1}7 T‘[O,%](x) =2z

1
)2

1] es homeomorfismo.

para todo x € [0, 5
Si k =1, entonces
Tl 151 —[0,1], Tz (=) = 2(1 — x)

para toda x € [3, 1] es homemorfismo.

Hipétesis de induccién Sea
kE k+1
HEE R

[ T
un homeomorfismo para toda k € {0,1,2,---,2" — 1}

Paso inductivo Por demostrar que
kE k41
I [ ha } —[0,1]

n—+1 .

T r i) * | ot o

es un homeomorfismo para toda k € {0,1,2,---,2"+*1 — 1}
Consideremos

]:{ k k+1} o

+1
™ |[Lu PYESE sy

onFIonFI

funcién. Notemos que si 0 < k < 2™ — 1 entonces
0 < k < 2" —1 2n 1

— 2n+1 — 2n+1 < 2n+1 - 5’

i. e.,
kE k41 0 1
2n+1’ 2n+1 ’5 .

Ademss si 2" < k < 271 — 1 entonces

2m k ontl 1
- = < < <1,
2 2n+1 2n+1 2n+1
i. e.,
k k+1 1 1
on+1’ on+1 C 97|
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Caso 1Si0<k<2" -1
Sea

k. k+1
n+1 _— -
T e, 2’:%]([2%1’2““ ) ( ([2”“’2"“]))_
oo ([ 2k 2(k+1) k k+1
ont1’ ontl on’ gn '

k
on

Por hlpOteSlS de induccién T" ([ D es homeomorfo a [0,1] para toda

ke{0,---,2" —1}.

Caso 2 Si 2" < k < ontl,
Sea

st g ([ ] ) =7 ([ w5])) =
m(p(am) 2 (-5 = (B () 2 (o) ])-
(=) 2 ()) - (=) (%))

Ahora notemos que si 2" < k < ont+l _

, entonces

_on Z —k Z 1— 271,-&-1’

entonces

ontl _on _1>9mtl _E—1>0,
entonces

2"2-1)—1>2"" —k—-1>0,
entonces

1>tk —1>0.

Nombremos 2”1 — k — 1 = [, entonces

0<i<2” —

Por lo tanto, aplicando hipétesis de induccion, T ([(zi) , (l;nl )]) es homeomor-

n n ntl g ntl_k
foa[0,1] paratodal € {0, - ,2"—1}. Entonces T ([(2 50 1) , (2 )D

271,
es homeomorfo a [0,1] para toda k € {2",--- 2"+ —1}. Por lo tanto,
kE k+1
n+1
T N e o] {2%1’ 2n+1} — [0.1]
es homeomorfismo para toda k € {0,---,2""! — 1} y la proposicién queda

demostrada.
[ |
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Proposiciéon 2.11 Sea T la funcién tienda, entonces para toda

k€ {0,---,2" — 1} existe a; € (£, BEL) tal que T"(ax) = ay.

Demostracion. Sea g(x) = T(xz)—x para toda = € [0, 1]. Notemos por lo anterior

que como T”|[ PRyl [, E+1]) es homeomorfo al intervalo [0, 1] entonces
& B
Tn|[%7k2t1](2%) =0o0 Tn|[%7k2t’1](2£n) =1.
CCLSO 1 Sl Tn|[zink2tl](2%) = 0
Entonces
k+1
T g ( on ) =5

entonces

y
kE+1 ol k+1 k+1 k+1 k+1
g(zn)T<2n> on T[z’*’wk'znl]<2n> on
k+1 2" —-k—1
1-— = 0
2n AL -
Entonces

£ <0< k+1
) on g on .

Entonces por Teorema del Valor Intermedio, existe ap € (2%7 kg:l

g(ar) = 0. Entonces T"™(ax) — ax = 0, es decir, T"(a) = a.

) tal que
Caso 2 Si T”|[2Ln ﬂ](zﬁn) =1.

) o
. k41
Tl (o) =0
entonces

k k k k k k 2" —k
—_— :TTL —_— ——:Tn 1 —_— ——:1——:

Entonces

y
EA1\ oo (k1 k+1 E+1\ k41
9 on =T on o on =T ‘[%mk;?zl] on o on
k+
0——<0.
on
Entonces
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& k41
2’" b) 2’!L

Entonces por Teorema del Valor Intermedio, existe ap € (
g(ax) = 0. Entonces T™(ay) — ap = 0, es decir, T"(ax) = a.

) tal que

Por lo tanto, existe ax € (2%, k;;l) tal que T"(ax) = aj para cualquier
ke{0,---,2" —1}.
|

Proposicién 2.12 Sea T la funcién tienda, entonces P(T) = [0, 1].

Demostracion. Sea x € [0,1] y sea € > 0, entonces z € (z — ¢,z +¢€) = B:(x).

Para alguna m € N, ¢ > %, entonces para alguna k € {0,1,2,---,2™ — 1},
kE kE+1
TE | om Tom C(zx—egx+e).

Por la Proposicién 2.11, existe ay € (%’ %

ces a, € (x —e,x 4 ¢£) y es un punto periédico.

) tal que T™(ax) = ai,. Enton-

Asi x € P(T), y por lo tanto, P(T) = [0, 1].
|

Definicién 2.13 Sea x € X, diremos que x es un punto casi periddico si para
cualquier abierto U de = existe N € N tal que para toda n € N, f"*i(z) € U
para alguna i € {1,2,--- , N}. Y al conjunto de todos los puntos casi periédicos
de f en X lo denotaremos por:

AP(f) ={x € X : x es casi periddico}.

Nota Todo punto periddico es casi periddico.

Lema 2.14 Si f es una funcién estrictamente creciente en (a,b) C I = [0, 1],
entonces (a,b) N AP(f) = 0.

Demostracién. Supongamos que para (a,b) C I, (a,b) N AP(f) # 0.

Entonces tomamos
x € (a,b) N AP(f).

Seane >0y U = (z —¢,x+¢) = B(z).

Entonces existe N € N tal que { /"™ () :i € {1,2,3,--- ,N}} NU # 0 para
toda n € N.

Para n = 0, sea jo € {1,--- , N} tal que fio(z) € U.
Paran = N, sea j; € {N+1,--- , N+ N} tal que f/i(x) € U.

Para n = 2N, sea jo € {2N +1,--- ,2N + N} tal que f72(x) € U.
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En general, paran = kN, sea j, € {kN+1,--- ,kN+N} tal que f7*(z) € U.
Entonces hemos construido una sucesién {f/= (z) : m € N} tal que
jm €{mN +1,--- . mN+N} y fimn(z)eU.
Como f es estrictamente creciente en (a,b) entonces para toda m € N
fim(z) < fim+1(x) € (z,x + €).

Esto implica que o(x) C (z,r + ¢). Entonces lim fi(z) = y para alguna
71— 00

y € (z,z+¢].

Ahora, sea ¢ = 228 y U' = (2 — ¢z +¢') = Bu(2).

Entonces existe N’ € N tal que {f"*(z) :i € {1,2,3,--- ,N'}}NU # 0, pa-
ra toda m € N. Siguiendo el mismo procedimiento obtenemos que
o(r) C (v, +¢€') y que lim fi(x) = 9 para alguna 3y’ € (x,z + €'], lo cual

1— 00

es una contradiccion, pues y' < y.

Por lo tanto, (a,b) N AP(f) = 0.

|
Ejemplo 2.15
s Sean [ = [0,1] y f la funcién lineal definida por partes de la siguiente
manera:
%x St x € [0, %]
flz)=<1 six€ [%,%]
3 1 . 2
s(@—3) size[51]

Entonces AP(f) = {0, 3,1} = P(f). (Ver Fig. 2.7).

1
59

f0)=0, f(3) =3, (1) =1.

Demostracion. Sea x € {O 1}, entonces

Sea U un abierto de x y sea N = 1, entonces
{fr @) i e {1 ={f"" @)} = {f"(fl@)} = {f"()} =
(" @)y = {1}y = = {f(2)} = {«}

para toda n € N. Entonces,

{f" @) i e {INU ={a} #0

para toda n € N. Por lo tanto, z € AP(f).
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1/2

| |
I > [
) 1/3 172 2/3

Figura 2.7:

Veamos que si z ¢ {0, %7 1}, € AP(f).

Caso 1 Siz € (0,1). Sea

U= [O,:c+ (§;$)>

abierto de x, entonces existe N € N tal que

1 1
Z < N < =
3 <@ <5,
entonces para toda n > N,
" 1
() = 5 ¢ U.

Por lo tanto, x ¢ AP(f).

Caso 2 Si w € [5,2]\{3}. Sea ¢ = |z — | y consideremos
U= (z—¢e,x+¢)=B.(x),

entonces

fa)= 32U

Por lo tanto, x & AP(f).

Caso 3Si x € (2,1). Sea e = 15, y consideremos

U=(z—¢e,x+¢)=B(x),



18 CAPITULO 2. ALGUNOS PUNTOS ESPECIALES

entonces existe N € N tal que
f¥(z) ¢ U,
entonces para toda n > N tenemos que
fr(@) > ¥ ().
Por lo tanto, x &€ AP(f).

Por lo tanto, AP(f) = {0, %,1}.

’ 20

Notemos que en este caso AP(f) = F(f).
|

Definiciéon 2.16 Sea zy € X, diremos que x € X es un punto w — limite de

puntos en la érbita o(zg) si existe una subsucesion {f™ (zg) : ¢ € N} de o(zo)

tal que lim f™i(xzp) = x. Al conjunto de todos los w — limite de la érbita o(zg)
71— 00

serd el conjunto w — limite de zo bajo f y lo denotaremos como:

w(zg, f) ={z € X : © es w — limite de o(xo, f)}.

Denotaremos por:

zeX

al conjunto de todos los puntos w — limite de f en X.

El siguiente ejemplo, no lo desarrollaremos, pues es elaborado y escapa al
objetivo de esta tesis, sin embargo, lo utilizaremos como ejemplo en varios re-
sultados.

Ejemplo 2.17

» Sean X =Ty T :[0,1] — [0,1] la funcién tienda de la Definicién 2.9,
entonces existe xg € I tal que w(xz,T) = I. Entonces A(T) = I. (Ver Fig.
2.8).

Demostracion. En [14, Teorema 30, p. 17] se probé el siguiente teorema:

Teorema Sea f : I — I una funcién continua (y suprayectiva). Si f es
transitiva en I, entonces existe x € I tal que su 6rbita forma un conjunto
denso en I y por tanto su orbita es aperiddica.

No lo probaremos en este trabajo, pero es un resultado conocido que la
funcién tienda T es transitiva [8, Proposicién 8.2, p. 112], entonces existe
xo € I tal que o(xo) = I. Es decir, para toda y € I, existe una subsucesién
de o(xg) tal que zliglo f(zo)™ = y, cumpliendo asi la definicién de w —

limite. Por lo tanto, I = w(xg, f).
[ ]
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A

(1.1

(SN Uy s S —_

172

Figura 2.8:

Ejemplo 2.18

[-1,1] y f : X — X una funcién lineal definida por partes como

m Sea X

sigue:

-1

Figura 2.9:

Entonces para todo = € X, w(z, f) = {0}.
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Demostracion. Sea x € X. Por como esté definida la funcién, 0 es punto
fijo. Entonces tenemos dos casos.

Caso 1 Sea z € [—1,0].
Entonces f(z) = 0, entonces
FF(f(2)) = f4(0) =0,

i. e.,

o(z) = {z,0,0,0,---}.

Asi, toda subsucesién de o(x) converge a 0. Por lo tanto, w(z, f) = {0}.

Caso 2 Sea x € [0, 1].
Como f([0,1]) = [—1, 0], es decir,

f(z) = -z €[-1,0].
Luego,

Asi,
0(1’) = {1’7 —Z, 0707 e }

Por lo tanto, w(z, f) = {0}.
Asi concluimos que para toda z € X, w(z, f) = {0}.

A

1

T, v
1 /\ -Z,
- .

-1

Figura 2.10:

Definicion 2.19 Un punto z¢ € X es punto recurrente de f si para cualquier
U abierto de g, existe n € N tal que f™(zg) € U. Asi, el conjunto

R(f) = {x € X : x es un punto recurrente}

denotard a todos los puntos recurrentes de f en X.
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Ejemplo 2.20

= Sea S! C C. Dados 6,1, valores reales, donde 7 € R\ Q y o,z € C, tal
que

a=e" z=1¢eYy=2mrrT,

definimos L, : S' — S! como L,(z) = az una rotacién irracional con
respecto a 27 de ST.

Notemos que

LY

Figura 2.11:
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Proposicién 2.21 Si L,(z) es una rotacién irracional y para toda zo € S', la
6rbita de zy es densa en S.

Demostracion. Sean zp € S', e > 0y A C S! un subarco de longitud ¢ tal que
zg € A. Ahora, existe k € N tal que 27” < &. Denotemos:

Lg(ZQ) = Zo,L(lx(Zo) = Zl,Li(ZQ) = Z2,.. .,LZ(Z()) = Zk,

y demos una particiéon P en k-subintervalos de longitud 27” del intervalo [0, 27].

En el intervalo [0, 27] tenemos k intervalos de didmetro 2?” y tenemos

205215 "7 5 Ry
k + 1 puntos.
< A
Figura 2.12:
Por principio de casillas, existe j,I,n € {0,--- ,k} con | # j tales que
2nm 2(n+ D)
Zjy 2 _ ],
jy <l k ) k
entonces

2
d(zj,z1) < % <e.
Sin pérdida de generalidad, podemos poner j > [ y consideremos ahora la fun-
cion:
L{lil(zo) _ e1’00Jr27r'r(jfl)7

es decir, la funcién que rota los puntos en S' un angulo de 277(j — [).

Notemos que 277(j—1) es irracional, ya que 7 € R\Qy j—I € Z*. Entonces:

Ly (z) = L (L4 (20)) = L (20) = 2.

Por lo tanto, ‘
Lf;l(zl) = Zj,

es decir que la funcién LJ~! rota los puntos a distancia menor que &.
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Consideremos:
o(z0, L) = {18, Y7 (20) = 20, L' (20), L2V ™V (20), -+, LEV D (), -+ -}
la érbita de zy bajo la funcién L7~!. Entonces para cualquier n € N,
d(L20 (z9), LITHDUD (29)) < e.
Por lo tanto, existe m € N tal que
L;n(jfl)(ZOLL&mﬂ)(jfl)(z()) c A.

Por lo tanto, para todae >0y A C S! subarco de longitud ¢ existe
z; € o(zo,Lgf_l)) tal que
z; € A.

Como o(zp, Lngfl)) C 0(20, La) tenemos que z; € o(zp, Lo)NA, es decir, la érbita
de 7o es densa en S'.
| |

Ahora, usaremos una definicién equivalente de puntos de recurrencia, que
dice, x € X es punto recurrente si y solo si x es w — ltmite de si mismo, i.e.,
existe una subsucecién {n; € N:i € N} de N tal que lim f™i(z) = z.

1— 00

Proposicién 2.22 Sea z € X, z es w — limite de o(x) si y solo si x es recu-
rrente, i.e., x € w(z, f) si y solo si x € R(f).

Demostracion. Primero supongamos que z es w — limite de o(x). Sea U abierto
de z. Demostraremos que existe n € N tal que f"(z) € U.

Por hipétesis, sabemos que x es w—limite de o(z), i.e., existe una subsucesién
{f™(x) :i € N} de o(x) tal que

lim /™ (2) = a,
i—o00
entonces para cualquier V abierto de z, existe N € N tal que para toda ¢ > N
fri(z) eV
Por lo tanto, x es recurrente.
Ahora tomemos x € R(f).

Caso 1. Siz € P(f).

Sea k el periodo de x. Entonces f*(x) = x. Por lo tanto,

J(x) = f(z) =z

Y en general, para toda n € N |

™ (z) = .
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Por lo tanto, lim f"*(z) = x.
n— oo
Ast, x € w(z, f).
Caso 2. Six € R(f)\ P(f).

Sea U abierto de z. Como = € R(f) entonces existe ng € N tal que
fmo(x) € U. Sea U, abierto de z tal que

diam (Uy) < 1

Ur CUNA{f(@), £2(x), f2(@), - f™ (2)}

Entonces existe n; € N, ny > ng, tal que f"*(x) € Uy. Sea Uy abierto de z tal
que

1
diam Uy < 5

U C Uy \ {f($)7f2(f£),fd(x), ’fno(x)’,“ 7fn1(1,)}

Entonces existe no € N, ny > nq, tal que f™2(z) € Us. De manera inductiva,
construimos una subsucesién {f"i(x) : ¢ € N} de o(x). Observemos que dada
e > 0 existe 7 € N tal que % < e. Como para toda i > j, U; C U; entonces
para toda ¢ > j,

d(f™(z),z) <e.

Entonces lim f™(x) = z. Por lo tanto, z € w(z, f).
1—> 00

De este modo, hemos probado que las definiciones son equivalentes.
|

Definicién 2.23 Sea z € X, diremos que x es no vagabundo si para cualquier
U abierto de z, existen y € U y n € N tales que f™(y) € U. Al conjunto de
todos los no vagabundos, lo denotaremos por

Q(f) = {z € X :  es no vagabundo}.

Ejemplo 2.24

» Sea I =[0,1] y T:[0,1] — [0, 1] la funcién tienda definida en Definicién
2.9. Entonces Q(T') = I. (Ver Fig. 2.13).

Demostracion. Sean x € I y U abierto que contiene z. Sabemos por la
Proposicién 2.12 que P(T') es denso en I, entonces existe y € U y n € N
tales que f"(y) = y. Por lo tanto, « cumple la definicién de no vagabundo.
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1 (1,1)
0 1/2 >
— + _J
P(T)
Figura 2.13:

Definicién 2.25 [11, p.28] Sean z,y € X y € > 0, diremos que I' es una
e—cadena de x a y sil' = {xg,21, -+ ,2,}, donde zg = z, x,, = y y para toda
i€ {0, ,n—1}, d(f(z:),zi+1) < e. Ademds, = es un punto recurrente por
cadenas de f si para € > 0 existe una e—cadena I' de x a z. Al conjunto de
todos los puntos recurrentes por cadenas lo denotaremos como:

CR(f) ={x € X : x es recurrente por cadenas}.

Ejemplo 2.26
» Sean X =1y f:[0,1] — [0,1] la funcién dada por f(x) = z%. Entonces
CR(f) ={0,1}. (Ver Fig. 2.14).

Demostracion. Sea xy € (0,1). Entonces

f([0,z0]) = [0,%‘02] )

notemos que 102 < xp.

Sea € = zg — 20 = zo — f(z0) y supongamos que existe una ¢ -cadena que
inicia en xg
I'= {37071‘1,33‘2, cen ,xn}.
Como d(f(zo),x1) < €, tenemos que |f(xo) — 21| < zo — f(x0) entonces
flxo) — 0 < f(zp) — x1, entonces —xg < —z1, asi, 1 < xo. Por lo tanto,
f(z1) < f(zo) y ademds z1 € [0, z).

Ahora, como d(f(z1),z2) < €, tenemos que |f(z1) — 2| < zo — f(mg) <
xo — f(z1), entonces f(x1) — xp < f(x1) — a9, entonces —xy < —x2, lo que
implica que z2 < xo. Por lo tanto, f(z2) < f(zo) y ademds x2 € [0, z).
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Figura 2.14:
Asi, de manera inductiva, obtenemos que para toda i, 1 < i < n, se tiene
que f(z;) < f(zo) y i € [0,20).
Por lo tanto, x, < 29 y 9 € CR(f).

Proposicion 2.27 Sea X un continuo y f : X — X una funcién continua.
Entonces se cumplen las siguientes contenciones:

F(f) € P(f) € AP(f) € R(f) € A(f) € Q(f) € CR(f)

Demostracion.
1) F(f) € P(f)

Sea © € F(f), entonces f(x) = x y por definicién de punto periédico,
tomamos n = 1, entonces f!(z) = .

Por lo tanto, z € P(f).
2) P(f) C AP(f).

Sean x € P(f) y U abierto tal que z € U, entonces existe n € N tal que
f™(x) =z y sea k el periodo de x. Entonces

ze{f"Ti(x) i€ {1,2,3,-- k}}nNU



3)

4)

5)

6)

27
para toda n € N.

Por lo tanto, z € AP(f).

AP(f) € R(f).

Sean x € AP(f) y U abierto de z, entonces existe N € N tal que
{f"*(2):i€{0,1,--- ,N}}NU#0

para toda n € N. Entonces existen y € U y j € {0,---, N} tales que
[P (z) = y. Asi, f*H(z) € U.

Por lo tanto, z € R(f).

R(f) S A(S)-

Sea x € R(f), por la Proposicién 2.22 tenemos que x es w — limite de
o(z), i.e.,, x € w(x, f). Por definicién, w(x, f) C A(f).
Por lo tanto, x € A(f).

A(f) € Q(f).

Sea x € A(f), entonces existe y € X tal que z € w(y), i.e., existe una
subsucesién {f"i(y) : i € N} de o(y, f) que cumple que lim f™i(y) = x.
1— 00

Ahora, sea U abierto de x, como lim f™i(y) = z, existe J € N tal que
1— 00

para toda j > J, f"(y) € U. Sea z = f™/(y) € U. Ahora, existe k € N
tal que ny + k = nj 41, entonces

) = AU ) = 0 ) = [ (y) € U,
es decir, f*(z) € U.

Asf, hemos encontrado z € U y k € N tales que f*(z) € U.
Por lo tanto, z € Q(f).

Q(f) € CR(f).

Sean x € Q(f) y € > 0. Sea U = B.(z) N f~Y(B(f(x))). Como B.(x) es
abierto y f~1(B.(f(z))) es abierto, entonces U es abierto.

Como z € Q(f), existen y € U y n € N tales que f*(y) € U. Co-
mo y € U entonces y € f~H(B.(f(x))), entonces f(y) € B.(f(z)), i.e.
d(f(z), f(y)) < e. (Ver Fig. 2.15)
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Figura 2.15:

Asi, nombremos

To =T, T1 = f(y)a T2 = fQ(y)a vty Ip—1 = fnil(y)a Tp = T.

Notemos que

d(f(@n-1),20) = d(f(F"H(Y)), 2n) = d(f"(y),2) <€
pues f™(y) € U. Ademds, para i € {1,2,--- ,n — 2},
d(f (i), zi1) = d(f(f' (), [ () = d(F (), [ (y) =0 <e.

Entonces para todo z; € X con ¢ € {0,--- ,n}, d(f(z;), zit1) < e.

Por lo tanto, z € CR(f).
|

Ahora, veremos unos ejemplos para demostrar que todas las contenciones de
la Proposicién 2.27 son propias.

Ejemplo 2.28

1) F(f) € P(f).Sean X =Sy f:S! — S! dada por f(z) = ¢'% 2. Entonces
F(f) = 0, mientras que P(f) = X, ademés de que el periodo de z es 8.
(Ver Fig. 2.16 ) Por lo tanto,

F(f)=0< X = P(f).

En [3, p. 79] podemos encontrar que cada elemento x del conjunto de
Cantor se puede representar como .xjzaoxs---, donde z; € {0,1}, para
toda i € N. A continuacién, definiremos la funcién sumadora.
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Figura 2.16:

Definicién 2.29 [2, p. 133] Definimos un entero 2-ddico como una suce-
sién a = (ag, a1, -+ ), donde a; =0 0 a; = 1 para toda ¢ € N. Si tomamos
B = (b, by - -+ ) otro entero 2-ddico, la suma

Oé+/8:(007617"')

estd definida de la siguiente manera. Si ag + by < 2 entonces ¢y = ag + by,
pero si ag + by > 2 entonces ¢y = ag + by — 2 y sumamos 1 a la siguiente
entrada. Los términos c1, ¢z, - -+ estan determinados sucesivamente de la
misma forma. A esta operacion suma de los enteros 2-ddicos la llamaremos
funcién sumadora.

Ejemplos 2.30

e Sea a = (1,0,1,0,---), i.e., a = (ag,a1,az,---) tal que az, = 1
y aop+1 = 0 para toda n € N. Sea b = (0,1,0,1,--), ie.,, b =
(bo, b1,be,---) tal que by, = 0y ba, 1 = 1 para toda n € N. Entonces
a+b=(1,11,1,-).

e Sea a = (1,0,1,0,---). Entonces a + a = (0,1,0,1,---) = b.

e Seac=(1,1,1,1,1,0,---), i.e., ¢ = (cg,c1,---) tal que 1 = ¢; para
i€{0,1,2,3,4} y ¢; = 0 parai € {5,6,---}. Sea d = (1,1,1,---),
ie, d = (dp,dy, --) tal que d; = 1 para i € {0,1,2} y d; = 0 para
i€{3,4,---}. Entonces c+d = (0,1,1,0,0,1,0,0,---).

Observacién 2.31 Sea i € N. Definimos i = (zg, 1, -+, 24, ) tal que
z; =0sij #4yxz; =1 Definimos f; : X — X como fi(a) =a+i=
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(a0+0,a1+0,~~ ,ai_1+0,ai+1,~~):(ao,a1,~~ ,ai_l,ai+1,~~~).

Notemos que para n = 2, f,;Q(oz) = fi(fi(@)) =
filag, a1, ,a;_1,a; +1,---) = (ap,a1, - ,a;-1,a; +2,---).

En general, para n € N, fi"(a) = fi(fi" ) =
(@p, a1, ,@i—1,a; +n,---).

Ademas, observemos que para r € N tenemos los siguientes casos.

Caso 1 Sir = 2s para alguna s € N. Entonces
X1 (x ) = mme w1 (a + (28)) - =
1T T 1T (T +8)
Caso 2Sir=2s+1 con s € N. Entonces
Ty (x )= mxe w1 (s + (25 + 1)) - =
1o T (2 + 1) (T +8) - -

Como este proceso se puede repetir en la siguiente entrada, observamos
que con cada paso vamos reduciendo a la mitad el valor sumado, pero a
la entrada correspondiente le sumamos 0 o 1 (segin el residuo sea par o
impar respectivamente). Es decir, reducimos en mitades de una potencia
de 2, digamos 2™ para alguna m € N. Entonces, el proceso termina en la
entrada i + m. Es decir,

X1 - - ~xi,1(xi + 7’) s =
oy i (@ + ) (Tigr + Cin) o (Tigm + Cipn) (Tig (myry 1) -

donde ¢; € {0,1} para toda i € {1,--- ,i+m+ 1}.
Notemos que si ;1 (m+1) = 0, esta expresion es igual a

21T Tim (T ) =
Ty l’i—l(mi —+ Ci)(xi-i-l + Ci+1) T
o (Tigm T+ Cipm) (@i (mr1) T D (@it (ma2)) (@it (mrs)) -

De lo contrario, sea k > ¢+ m + 1 tal que x; = 0, entonces esta expresion
se escribe como

X1Xo "+ 'xifl(xi + /,') BR—
oy i1 (Tt ) (@it + civ1) - (Tipm + Cigm) (Tip(mayr) 1)

(-1 D)@k + D) (@k41) (Tra2) -

Esto nos servird para el siguiente inciso.
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...........

Figura 2.17:

2) P(f) € AP(f). Sean X el conjunto de Cantor y f : X — X la funcién
sumadora. Entonces P(f) = () mientras que AP(f) = X. (Ver Fig. 2.17)

Demostracion Sea f = f; : X — X como la definimos anteriormente.
Sea x € X tal que x = .x1x923--- donde z; = 0 o x; = 1 para toda
i € {1,2,3,---}. Supongamos que x € P(z), es decir, existe n; € N tal
que f™(z) = x.

Como f™(z) = .(x1 +n1)xexs--- y f"(x) = x entonces
.(131 —+ nl)xgl‘g cer = . L1X2T3 0,

entonces x1 = (x1 +n1), es decir, ny = 2ny para alguna ny € N. Entonces
(x1 + ny)zoxs - - = .21 (w2 + no)xs - -+, pero como

[ (z) =z, x2 = (22 + n2),
es decir, ny = 2n3 para alguna ns € N. Entonces
(1 +ny)woxs - = .xywa(T3 +M3) -+ - .
Como f™(x) = x, entonces x3 = (x3+n3), es decir, n3g = 2ny para alguna

ng € N. Asi sucesivamente, hasta que para alguna j € N, z; = z; 4+ 2, es
decir, .(xl + 7?,1)332 s (.I‘j + 2)$j+1 cee = .T1X9 " acj(xj_H + 1) sl

Entonces x = f™"(z) = .(z1 + ny)zoxs -+ = x122---2j(zjp1 + 1),
pero xj+1 # (z41 + 1), lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, x € P(f). Asi, P(f) = 0.
Ahora, mostremos que AP(f) = X.

Sea x € X tal que £ = .x1x273--- donde x; =1 0 x; = 0 para toda i € N.
Sea £ > 0, entonces existe n € N tal que 2% < € pero 2,1%1 > ¢. Entonces
B (x) C Be(x). (Ver Fig. 2.18)

Observacion 2.32 Entonces para todo Y tal que
Y = .X1T2T3 TpYn+1Yni2 -, donde ynyi = 0 0 ypy = 1 para toda
i € N se tiene que y € B.(x).
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0 19 2/9 1/3 2/3 ) 89w 1
~
/ ~
- — ~
_ -
/="~ B N
N
/’ B]/Q (.73) \
P - ~ \ \
/ \
\
A T . .
\ I
\ .oy, !
\ ~_ - /
/
NN ’ 7
~ 7
~ -~
- —
Figura 2.18:

Demostracion. Se tiene que

= d(xwy’b) - d(xuy’b) 1
o= 5 ) $° o) 1
i=1 i=n+1

Sea N = 2™, entonces
fN(m) = fN(-x1x2$3 o TpnTp41 ) =
(21 +2") (2o + 2" ) (23 +2"72) - (2 + 2) (T +1) - =
1283 Tp(Tny1 +1) - € B (2).

Entonces fY(z) € B (x) C Be(z). (Ver Fig. 2.19)
[

Lema 2.33 Para toda m € N tal que m = 0 méd N se tiene que
{f™(x)} N Be(z) # 0. (Ver Fig. 2.20)

Demostracion. Sea m € N tal que m = 0 méd N, entonces m = k(N)
para alguna k € ZT. Asi,

fi@) = ) = TG (Y () =

k—veces

FUN G (Y (@raams - wn(@ngr +1) ) =

k—1—veces

PNV (PN (anmams - ap(@na +2)+0))) =+ =

k—2—veces
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Figura 2.19:

N (x10zs - (T +hk— 1)),
Por la Observacion 2.32,

12923 T (Tpy1 + k) --- € B (v) C Be(x).

2

Por lo tanto, f™(x) € Be(z) y {f™(z)} N B.(x) # 0.

Figura 2.20:

Por lo tanto, z € AP(f).

3) AP(f) € R(f). Para este ejemplo se necesita teoria profunda que se aleja
del objetivo de esta tesis, pero se puede encontrar en [6, p. 764].

4) R(f) € A(f). Sean X = [0,1] y T : X — X tal que T es la funcién
tienda.

Demostracién Observemos que T(3) = 1y T"(3) = 0 para toda

3

n € N,n > 1, entonces para U = (%,2), T"(1) ¢ U, por lo tanto § ¢ R(T).
Pero por el Ejemplo 2.17 existe 1 € X tal que w(z1,T) = X, entonces
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ANT) = gxw(x,T) = X.

Por lo tanto, R(T) € A(T). (Ver Fig. 2.21)

I (L1)

\ 4

. 1/4 1/2 3/4 71

Figura 2.21:

5) A(f) € Q(f). Sean I = [0,1] y f : I — I la funcién lineal por partes
definida por:

3z sixe[O,i]

flay= 2 e g
siz€|3,4]

z—3 six € [3,1]

—~

Demostraremos que zg = 3 € Q(f), pero zg & A(f). (Ver Fig. 2.22)

Demostracion Primero demostraremos que f"( ) = % para toda

n € N.

__1
3n—1x4

Por induccion sobre n.

Base inductiva Sea n = 1, entonces f(z35) = f(3) = 3.

0o

Hipdétesis inductiva Supongamos que f”(ﬁ) =

1 y_3
3n*4)_ 4

P ()= (1 (5)

< % para toda n € N, entonces

1 1 1
f<3”*4> _3(3"*4) C3n—liyg’

Paso inductivo Por demostrar que f+1(

Sea

1

Como Thod




6)

35

il 8
3/4
1/2
1/4
0 1/4 1/2 3/4 iig
Figura 2.22:
Entonces f"(f(5757)) = f"(37=r7) Y por hipétesis de induccién,
[ (552) = 2. Por lo tanto, ! (5g) = 2.
Por lo tanto, para toda n € N, f"(5) = 3.
Ahora, para zg = 3 y 6 > 0. Consideremos B:(z) = (2 —¢,3 +£) entonces

existe N € N tal que § 3 4 v 11*4 € (Zvi + ¢). Llamemos y = = —|— v 11*4,

entonces
fymy o3 L3 1
Y=Y T4 T 3N T4 1 3N-T.g

Por lo anterior, sabemos que [V (3x2r;) = 2 € B.(2), entonces

P = YD) = 1Y (g ) = 5

Porlotanto ex1steny—4—|—3N e GB( )ym=N+1¢€N tal que
fmy) = EB( ). Por lo tanto, aco —eQ(f)

Supongamos que 3 € A(f), entonces existe z € I tal que 2 € w(z, f),
decir, existe { f™i(x) : i € N} subsucesion de o(z), tal que | hm fri(z) =

w0 ('D

Notemos que f"(z) & (2, 1], pues max(f) = %. Sea e = %, entonces existe

j € Ntal que f(x) € (4%, 3], entonces f(f™(z)) = f ! (x) = 0. Por lo
tanto, para toda k € N, f%*(x) = 0. Por lo tanto, lim f"i(x) = 0. Lo
1— 00

cual es una contradiccién, pues lim f"i(z) = 2 # 0.
11— 00

Por lo tanto, 3 & A(f) y A(f) € Q(f).
Q(f) € CR(f). Sean I =[0,1] y f : I — I la funcién lineal por partes

definida por
0=0f(2)=17(2)=1r01) =
f(0) ,f<3) ,f<3) f(1)
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(Ver Fig. 2.23)

2/3

1/3

\4

0 1/3 2/3 1
Figura 2.23:

Demostracion. Sea xg = % Sea ¢ > 0. Entonces existe N € N tal que
s&% < e Notemos que f(zg) = 1 y f(I) = 0, entonces
d(f(1),2%) = |0 — 2| < e. Ademéds para i € {1,--- N}, 2 < Lo < 1
por tanto f(5) =3 (%) = Fr.

Por tanto,

Zo Zo Zo

F:{x071737N73N717"' a?vxo}

es una ¢ - cadena de zp en si mismo y que zg € CR(f). Ahora, como
zo € U = (3, %) abierto y f(U) = {0}, ademds de que f(0) = 0, entonces
para todan € N, f*(U)NU = . Por lo tanto, zg & Q(f).

Hemos probado que F(f) ¢ P(f) € AP(f) € R(f) € A(f) € Q(f) €

CR(f), lo cual justifica la importancia de la definicién de cada uno de estos
conjuntos.

Ahora vamos a empezar el capitulo 3.



Capitulo 3

Primera parte del Teorema

A

Para este capitulo, primero probaremos algunas proposiciones ttiles para
demostrar las partes del teorema que se tratardan a continuacién.

Proposiciéon 3.1 Sean f: X — X continua y X un continuo, entonces para
toda x € X, w(z, f) # 0.

Demostracion. Sea x € X. Como X es un continuo, entonces X es compacto,

entonces la érbita de x, o(x), tiene una subsucesién {f™(z) : i € N} que con-

verge a un punto y € X, es decir, lim f"i(z) = y. Asi, por la definicién de
71— 00

w — limite, y € w(z, f).
Por lo tanto, w(x, f) # 0.

Proposiciéon 3.2 Sea f : X — X continua, entonces para toda = € X,
w(z, f) es cerrado.

Demostracion. Siw(zx, f) = 0 entonces w(z, f) es cerrado, pues el conjunto vacio

es cerrado.

Asi, supongamos que w(z, f) # 0. Sean yo € X v {y,}32; una sucesién de
puntos en w(z, f) tales que

lim y, = yo-
n—oo
Demostraremos que yo € w(z, f).

Como {y,}52; converge a g, entonces para j = 1, existe n; € N tal que

d(yTu ) yO) <

DO |

37
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Dado que y,, € w(z, f), existe k1 € N tal que
f*(x) € By (yn,) C Bi(yo)-

Para j = 2, existe no € N, ng > nq, tal que

1
d(Ynsy, —.
(y 2 y0)< 2]

Como y,,, € w(z, f), entonces existe ko € N, ky > k1, tal que

f*(2) € B 1 (yn,) € B (vo)-

Inductivamente, para toda j € N existe k; € N tal que {ki,---,k;} C N,

ky <k <---<kj,y fkj (x) € B% (yo). (Ver Fig. 4.1)
Entonces la  subsucesion  {f*(x)}32, de o(x,f) cumple
4(f% (x),50) < 1, por tanto

lim f*i (x) = yo.

Jj—o0

Por lo tanto, yo € w(z, f). Asi, w(z, f) es cerrado.

1),
</'\‘ Iy (,'(\q’
;T T ¢
\
[ TR
\ [y 10
‘ /
1/)
I S
N _
/
~ —
Figura 3.1:

que

Proposicion 3.3 Sean f : X — X una funcién continua y X un espacio
métrico compacto. Para toda = € X se tiene que f(w(z, f)) = w(z, f). Es decir,

w(z, f) es fuertemente invariante bajo f.

Demostracion. Sean x € X y consideremos w(z, f).

Demostraremos que f(w(z, f)) = w(x, f).
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Primero sea yg € f(w(z, f)). Entonces existe zg € w(z, f) tal que
f(z0) = yo.

Como zy € w(z, f) entonces existe una subsucesion {f™(z)}32, de o(x, f) tal
que

lim f™(x) = 2.
1—r 00

Como f es continua,
£ (Jim fre (@) = lim f(f" (@) = lim [ (@),
1—00 1—>00 1—>00
Por otro lado,

£ (Jim (@) = £(z0) = 0.

i—00
Asi,
lim f" 7+ (x) = yo.

i—00
Entonces la subsucesién {1 (z)}22, de o(z, f) cumple que

lim f" 7 (z) = yo.
i—00

Por lo tanto, yo € w(z, f).

Ahora sea yy € w(zx, f). Entonces existe una subsucesion {f™ (x)}2; de
o(z, f) tal que

lim " (z) = yo.

71—+ 00
Como X es compacto y
{22 c X

. . . i —1
es una sucesién de X, entonces existe una subsucesién {f"% 7 (z) 520 Yy un
punto zg € X tales que

lim £ (x) = 2.
j—o0
Entonces zp € w(z, f). Ademas,
flz0)=f <'11'm f"ij_l(x)> = lim f"%(z) = yo.
j—o0 j—o0
Entonces

yo = f(20) € f(w(z, f))-

Por lo tanto, f(w(z, f)) = w(x, f). De este modo, w(z, f) es fuertemente inva-
riante.
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Proposicién 3.4 Para cada k € N, w(f*(z), f) = w(z, f).

Demostracién Primero tomaremos k € Ny y € w(f*(z), f). Entonces existe
una subsucesién { % (f*(z)) : j € N} de o(f*(z)) tal que

lim f(f(2)) = lim f(2) =

j—o0 j—o0

Sea mj; = k + n; , entonces

y {f™ (z) : j € N} es una subsucesién de o(x).
Por lo tanto, y € w(z, f).

Ahora para el regreso, sean k € Ny y € w(z, f). Entonces existe una subsu-
cesion {f™ (z) : j € N} de o(x) tal que

lim ™ (z) =y.

j—o0

Como k,n; € N, entonces existe | > 0 tal que k < n; para toda ! < ¢. Entonces
para toda ¢ > [, existe m; € N tal que n; = k + m;. Por lo tanto,

y=lim (@) = lm (@) = lim o (f5 (),

i—00 i— 00 i— 00
Por lo que la subsucesién { ™ (f*(x)) :i > 1} de o(f*(x)) cumple que

lim £ (f* () = v.

De manera que, y € w(f*(x), f).
Por lo tanto, w(f*(z), f) = w(z, f).

Definicién 3.5 [2, p. 91] Dado un continuo X y una funcién continua
f X — X, decimos que un conjunto M C X es minimal con respecto a
f, st M es no vacio, cerrado e invariante bajo f, es decir, f(M) C M, ademés
de que todo subconjunto propio, no vacio y cerrado , K, de M no es invariante.

Proposicién 3.6 Un conjunto M es minimal si y solo si w(z, f) = M para
toda z € M.

Demostracion Primero demostraremos la ida. Sean M conjunto minimal y
x € M. Sabemos por las Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3 que w(z, f) es no vacio,
cerrado y fuertemente invariante, respectivamente. Ahora, sea y € w(x, f) en-
tonces existe {f™ (x) : k € N} subsucesién de o(x) tal que:

lim f™*(z) =y.

k—o0
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Como para toda k € N, f(z) € f™ (M) C M por ser M minimal, M es cerra-
do y por tanto y € M. Hemos probado que w(z, f) C M. Pero M es minimal,
por lo tanto M = w(z, f).

Ahora para el regreso, sea w(z, f) = M para toda x € M, entonces por
las Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3, M es no vacio, cerrado e invariante. Mas atn,
sea. N C M un conjunto minimal, y sea z € N. Por el argumento anterior,
w(z,f) = N y w(z,f) = M. Por lo tanto, M = N y concluimos que M es
minimal.

Lema 3.7 Sea =z € X un punto recurrente pero no casi periédico
(x € R(f)\AP(f)), entonces existe un abierto U C X tal que x € U y una
sucesién creciente {ny : k € N} tal que para toda k € N,

fx)eU y {f*tx):ic{l,--- k}}nU=0.

Demostracion. Como x & AP(f), existe un abierto U C X tal que x € U y pa-
ratoda k € N existe ny, € N que cumple que { f™+i(z) :i € {1,--- ,k}}NU = 0.

Sea N C Ntalquen € N & f™(x) € U. Por ser x un punto recurrente, N se
puede expresar como una sucesion creciente de niimeros naturales {n,, : m € N}
tal que fm(z) € U para todam € Ny sing, +i¢& N = f"Ti(z) & U.

Afirmacion 1. Para toda k € N el conjunto
Ny ={meN: f"(z) € Uy {f* (), -, (@)} nU = 0}

es infinito.

Supdngase por el contrario que existe k € N tal que Ny es finito o vacio, en-
tonces existe M € Ntal quem > M, f*(z) € Uy {fr 1 (z), -, fr=+F(z)}n
U # 0 (si Ny es vacio, M = 1 sirve).

Sea i = min{1,---,k} tal que f*»*¢(x) € U, por como construimos la su-
cesion {n, : m € N}, npy, + 1 = nppg1.

Observacién 1. Para toda n € N con n > nyr, {f"*(2),---, f7 (@)} N
U # 0.
Caso 1 Si n = n., para alguna m > M, entonces

{frmt (@), frm (@)} nU # 0}

Caso 2 Si n # n,, para toda m € N, entonces f"(z) ¢ Uy ny < n,
sea mop € N tal que mg > M y ny < Ny < N < Nypoy1. Sabemos que

{f”m0+1(33),"' 7f"mo+k(q;)} NnU 7é 0.

Veamos que fmotl(x) ¢ U. Si fPmotl(z) € U, por la manera en que ele-
gimos al conjunto M, Ny, +1 = g1 ¥V Mg < N < Ny + 1, 1o cual es una
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contradiccién.
Sea j = min{i : f*moti(x) € U}, como fmotl(x) & U tenemos que
2<)<k Yy Mgt J=Nmetr,
de manera que
Ny +1 <N < N1 = Ny +J < N + k.

Como
Mg +J — (M + 1) =35 — 1,

entonces
1<|n=(Nme +7)|=1<j—1<k,

por lo que n+i =N, + 5 = Nmes1 vy [ (z) € U.

Por lo tanto, {f"*!(z),---,f"**(2)} N U # 0 y la Observaciéon 1 queda
probada.

Sea K = max{k,n}.
Observacién 2. Para toda n € N, {f"*1(z), -, frHE ()} nU # 0.

Por la  Observacién 1, para toda n > ny  existe
ie{l,---,k} c{1,--- k,---,K} tal que f*T(z) € U. Por lo tanto, para

toda n > nyy,
{fn+1(x)7. . ,fnJrK(x)} NU 7& 0.

Si nyy # 1, para n < ny, sea i@ = ny —n < K, entonces
[rti(z) = fromest(a) = fr(x) € U

Por lo tanto, si n < nar, {f"(x), -, f"T5(x)} NU # 0 y la Observacién
2 queda demostrada.

La Observacién 2 contradice que = ¢ AP(f). Esta contradiccién viene de
suponer que para alguna k € N, N es finito. Por tanto, para toda k € N,

Ne={meN: frz)eU y {ft (), -, *@)}nU =0}
es un conjunto infinito y la Afirmacién 1 queda demostrada.

Hemos probado que existe una sucesién creciente de ntimeros naturales
{nm}_; y un abierto U de X tal que x € U y tal que para toda k € N el
conjunto:

Ny={meN:frm@ el y {frt@), - f*a)}nU=0}
es infinito.

Queremos probar que existe una sucesion creciente de ntimeros naturales
{ny : k € N} tal que para toda k, [ (x) € U vy
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{fnkJrl(x)7 . ,f”’“Jrk(x)} NU = @

Para k = 1, sea m; = min{m € Ny} y sea a; = ny,,, entonces ™ (z) e Uy
frri@) ¢ U.

Supongamos que hemos construido a; < as < -+ < ai tal que para
jE {13 7k}a faj(a:) € Uy {faj+1(‘r)a"' 7faj+j(z)}ﬂU:®'

Sea mpy1 = min{m € Npy1ym > ap}. Sea ap41 = N, entonces
frrr(@) = frrei(@) € Uy {fo (), forrtt (@) n U = 0, pues
ak+1 € Nit1. Hemos construido una sucesion creciente {ay : k € N}, tal que
fo(x) € Uy {fo*+(z), -, f*t*(@)} NU = 0 y con esto terminamos la
demostracion del Lema 3.7.

]

Proposicion 3.8 Sea M un conjunto minimal, entonces cualquier punto
x € M es casi periddico.

Demostracion Sea M minimal y sea x € M. Primero notemos que por la
Proposicién 3.6, M = w(z, f), entonces por la Proposicién 2.22, € R(f). Su-
pongamos por el contrario que x no es casi periédico.

Por el Lema 3.7, existe un abierto U C X, con x € U y una sucesion creciente
de nimeros naturales {ny : k € N}, que cumple que para toda k € N,

[ (z) el
pero
ff(x) ¢ U
paran € {ng + 1, -+ ,ng + k}. Veamos que si
lim f™(x) =y,
k— o0

entonces y € U N M. Como f"(z) € U C U para toda k € N entonces y € U.
Ademas {f"*(z) : k € N} es subsucesién de o(x) tal que

lim " (x) = y

k—o0
entonces y € w(x, f) = M. Por lo tanto y € U N M.

Por otro lado, y € M, entonces M = w(y, f), entonces y € R(f), entonces
existe m € N tal que f™(y) € U. Entonces existe V abierto con y € V tal que

f™(v)cuU.
Como

lim " (x) = y

k—o0
y V es un abierto que tiene a y, existe ¢ > m tal que
fri(x) e V.

Entonces
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fritm(x) = fm(f™(z)) € U, lo cual es una contradiccion,

ya que supusimos que
ff(x) ¢ U
paran € {n; +1,--- ,n; +1i}.

Por lo tanto, z € AP(f).

Proposicién 3.9 Siz € R(f) entonces o(z) = w(z, f).

Demostraciéon Probemos primero que w(z, f) C o(x).

Sea y € w(x, f) entonces existe { f™* () : k € N} subsucesién de o(z) tal que

lim [ (z) =y.

k—o0

Por lo tanto, y € o(x).

Ahora probemos que o(z) C w(z, f).

Sea y € o(x). Como = € R(f) entonces existe {f™ (x) : k € N} subsucesién
de o(z) tal que

lim f"*(z) = x,
k—o0

entonces

o) = £ (i 1+ (@)) = Jim 41 00)

k—o0 k—o0

entonces f(x) € w(x, f). Asi, f*(z) € w(x, f) para toda n € N, entonces

o(z) C w(z, f),

entonces

o(z) Cw(z, f) = w(z, f).
Por lo tanto, o(z) = w(z, f).

Lema 3.10 Six € AP(f) entonces o(x) es minimal.

Demostracion Supongamos que x € AP(f) pero o(z) no es minimal. Enton-
ces existe L C o(z) propio, no vacio, cerrado e invariante.

Afirmacion. x ¢ L. Supongamos que z € L. Como L es invariante entonces
f(z) € L. Més atn, f"(x) € L para toda n € N, entonces

o(x) C L,

entonces
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o(r) C L=1LC o(z),

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, z & L.

Sea U un abierto con x € U tal que U N L = (). Como z € AP(f), existe
N € N tal que {f**%(z):i € {0,--- ,N}}NU # 0 para toda k € N. Como X
es espacio métrico, existe W abierto tal que L C W y W NU = . Como L es
compacto existe dg > 0 tal que para toda p € L, Bs,(p) C W. Llamemos

Uy={V) =Bs,(p):pe L} y Vo={V - ,V2}

» Vs

a una subcubierta finita de U.
Ademss, Vo =V U--- UV, entonces L C Vo C W.
Por la continuidad uniforme de f, existe §; > 0ei € {1,---,s0} tales que

f(Bs,(p)) € Bs,(f(p)) v f(Bs,(p)) C V7.

Llamemos

L{1={Vp1=Bgl(p):peL} y V1={V11,-~- Vl}

» Vsy

a una subcubierta finita de U .
Ademss, Vi =V} U---u V!

s17

entonces L C V3 C Vy C W. Por lo que
f (Vpl) C V;)(p)a f(Vpl) cvy
para alguna ¢ € {1,--- ,sp} y existe do > 0ei € {1, ---,s1} tales que
f(Bs,(p)) € Bs,(f(p)) v [*(Bs,(p)) VY, [*(Bs,(p)) C Bsy(f*(p))-
Llamemos
Uy ={V; = Bs,(p):pe L} y Va={V7,---,V2}

a una subcubierta finita de Us.
Ademas, V, = V12 U---u ny entonces L C Vo C V3 C Vg C W. Por lo que

f2(vp2) C f(vfl(p)) C VJPZ(p)'
Inductivamente para j € {1,---, N} podemos construir
UV = Bs,(p) :peL} y Vi={V/,--- ,Vi}

a una subcubierta finita de U; tales que

) . 0
VchV;? c--CcV,cw

j j j—1 j—1 j—2 Jj—2 0
PV cr (Vf(p)) cr (Vf2<p)) CCVpg CW.

Llamemost:VljU-«-UVsj;,entoncesLCVjCVj_lC~~CV0CW.
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N ,
Sea V = (1 V; entonces L C V y sea z € V. De manera que z € Vk]j para
j=1
toda j € {1,---,N} y para alguna k; € {1,---,s;} y ijj = VJ para alguna
pr € L. Entonces

J

Py e (Vi) =F (Vi) € Vi C W.

Como WNV =0, fi(z) ¢ U. Entonces f/(V) N U = § para toda
j € {0,---,N}. Como L C o(z) y V es un abierto tal que L C V tene-
mos que V N o(z) # (. Por tanto, existe m € N tal que f™(z) € V y como
x € AP(f) existe ¢ € {1,--- , N} tal que f™*4(z) € U. Entonces para j = q y
z = f™(x) € V tenemos que f7(z) € U, lo cual es una contradiccién.

La contradiccién viene de suponer que o(z) no es minimal.

Por lo tanto, o(x) es minimal y el lema queda demostrado.

|
Lema 3.11 Sea W C X fuertemente invariante y cerrado. Si existe un
Wy C 1<£n(X , f) cerrado y fuertemente invariante
tal que mo(Wy) = W entonces Wy = 1<£n(VV, -
Demostracion Sea T € {iLn(X, f) tal que T = (z,21,29, ).

Demostraremos que Wy = lim(W, f).
—

Primero demostremos que Wy C Um(W, f). Como T € lim(X, f) entonces
— —

o) = (fi(x), fi~Y(x), - , o, 21,79, -+ ). Entonces
7;(0%(T)) = & = mo(T).

Ahora, ya que Wy es fuertemente invariante, Wy, = o(Wy). Més atn,
Wo = o*(Wy), para toda i € N. Entonces,

mi(Wo) = (0" (Wo)) = mo(Wo) = Wo,

para toda ¢ > 0. Por lo tanto, como Wy C lim(X, f) y para toda i > 0,
—
m;(Wo) = W tenemos que Wy C m(W, f).
—

Ahora demostremos que {EI(VV, f) C Wy. Sea § € {in(VV, f), entonces
m;(y) € W para toda ¢ > 0. Como

W = 7T1'(W0)

para toda i > 0, existe z; € Wy tal que mi(z;) = mi(y). Como
zZ; € Wo C Um(W, f) y 7 € Um(W, f) entonces
— —

z; = (Ziov'ziu'zizv"' 7Ziz‘7"') = (fz(zh)vfl_l(zh)ﬂ af(zzl)vzhv)
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7=y y2, ¥ ) = (F W), 7 wa) - f i)y wis ),

entonces para toda j < i, fI(z;,) = fi(yi), pues m(¥) = yi = 2z, = m(Z).
Entonces 7,(%;) = 7,;(y) para toda j <. Asi, lim z; = 7.
71— 00

Ahora, como W, es compacto, {Z; }22,, tiene un punto limite Z € W,. Enton-
ces, § = Z. Por lo tanto, ¥ € Wy. Por lo tanto, lim(W, f) C Wj.
—

Asi concluimos que Wy = lim(W, f).
—

Teorema A Sean f : X — X una funcién continua y o : lim(X, f) —
pn

lim(X, f) la funcién recorrimiento (Definicién 2.24). Entonces las propiedades

—

(1) — (7), que describimos a continuacién, se cumplen.

(1) Sean z € X y T € @(X,f) donde T = (z,x1,x2, ). Entonces
w(E.0) = lim(w(z, f). f).

(2) R(o) = m(R(/), /)

(3) AP(o) = lm(AP(f), f).

—

(4) CR(o) =1m(CR(f), ).

(5) Si f es suprayectiva, Q(o) = Um(Q(f), f).

—

(6) Si f es suprayectiva y A(o) es cerrado, entonces A(o) = Hm(A(f), f).

—

(7) La condicién f es suprayectiva en (5) y (6) no es necesaria si
X =[0,1]. Ademés A(c) = Q(0).

Ahora, comenzaremos a probar cada inciso del Teorema A.
Observacién 3.12 Si 7 € @(X, ), T = (x,21, 29,23, ), entonces
(i) para toda i € N, fi(z;) = =,

(ii) w(z,, f) = w(z, f),

(iii) mo(w (7, 0)) = w(mo(Z), f) = w(=, f), ¥

(1v) w(r.0) € lim(u(r. /). ).
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Demostracion. (i) Sea T = (z,z1, 22,3, ) € im(X, f), entonces f(z1) = =,
—

flxs) = x1 y f?(x2) = f(r1) = 2. Supongamos que existe i € N tal que
fiai) ==

Probaremos que f*1(x;11) = 2.
Como T € @(X, f), tenemos que f(x;y+1) = x;, por tanto,
FH @i) = [1(f(wig) = /(@)
Usando la hipétesis de induccién, sabemos que f(z;) = .
Por lo tanto, para toda i € N, fi(x;) = x.

(ii) Sea i € N. Entonces por (i) tenemos que f*(x;) = z, de manera que
Por la Proposicién 3.4 tenemos que w(f*(z;), f) = w(z4, ).

Por lo tanto, para toda i € N, w(x, f) = w(fi(z;), f) = w(zy, f).

(iii) Primero veamos que mo(w(Z,0)) C w(m(T), f). Sea y € mo(w(ZT, o)), de
manera que existe

Y= (yayhy%"') € W(f70') C {in(Xaf)a
entonces para toda i € N, por (i), f(y:) =y y por (i), w(y, f) = w(yi f).

Como y € w(7, o) existe una sucesién creciente {n;}22; de ntimeros naturales
tal que 0™ (T) — g. Por la Definicién 1.2.4,

o™ (E) = (fnj (‘r)’fnj_l(x)’ e ,fQ(x),f(m),x,xl,xg,xg, o )
de manera que f™ (x) — y, y por la Definicién 2.16,
y € w(z, f) = w(mo(z), f).

Por lo tanto, mo(w(Z, 0)) C w(m(T), f) = w(z, f).

Ahora veamos que w(z, f) = w(mo(T), f) C mo(w(Z,0)). Seay € w(m(T), f) =
w(z, f), entonces existe una sucesion creciente {n;}32; de nimeros naturales tal
que f"(z) —y.

Consideremos la sucesién {0"/(Z)}52,, como w(7,0) es compacto, existe

zZ € lim(X, f) y {n;, 72, una subsucesién de {n;}32; tal que 0" (T) — %,
p
entonces

ok (f) = (fn]k (m)vfnjkil(m)a' o 7f(1')7x7x17x27' : ) — (27217227237' ! ')7

de manera que, f™ir(z) — z.
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Pero como {n;, }32, es subsucesién de {n;}32; y f(z) — y, tenemos que
[k (z) — y, por tanto Z = (y,z1,22,--+) donde f(21) =y y f(zit1) = 2,
para toda i € N. Entonces Z € w(T,0) y y € mo(w(T, 0)).

Por lo tanto, w(z, f) = w(m(T), f) C mo(w (T, 0)).

De ambas contenciones obtenemos que w(z, f) = mo(w(T, o)) = w(mo(T), f)
y (iii) queda demostrado.

. _ _ . . oo - .
) ) . j=
(iv) Sea z € w(7,0) C lim(X, f). Entonces existe {n;}52, sucesién creciente
—

de numeros naturales tal que 6" (Z) — Z. Como

o™ (@) = (f" (@), [ @), ), f(@) @ 21,22,

tenemos que
{7 (@)} — 2

{fnrl(z)}}?il — 21
y en general
{7 (@)}52 — 2.

Como {nj};?’;l es creciente, dada k € N, existe J; € N tal que para toda
J > Jg, nj—k > 0. Entonces {n; — k};iJk es una sucesion creciente de niimeros

naturales tal que la sucesién {7 (2)}52 ;. cumple que f™~*(x) — zj, por
tanto zp € w(x, f) para toda k € N.

Y como Z € lim(X, f), tenemos que z € lim(w(x, f), f) v (iv) queda demos-
— —

trado.

Con esto terminamos la prueba de la Observacién 3.12.

Ahora estamos listos para probar el Teorema A.

(1) Sean z € X y T € lim(X, f) tal que satisface T = (z, 21,22, ).
«—

Entonces w(Z,0) = @(w(m, FANDE

Demostracion. Por las Proposiciones 3.2 y 3.3, w(Z,0) y w(z, f) son conjun-
tos fuertemente invariantes y cerrados. Como w(Z, o) C lim(w(z, f), f), por la
—

Observacién 3.12 (iv), y mo(w(Z,0)) = w(x, f), por la Observacién 3.12 (iii);
podemos aplicar el Lema 3.11 y obtenemos que w(Z, o) = lim(w(z, f), f)
—
|

(2) R(o) =lm(R(f), ).

Demostracion. Primero demostremos que R(o) C Um(R(f), f). Sea T € R(o)
—

tal que T = (z, 21,22, T3, ).
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Por la Proposicién 2.22, T € w(T, o) = lim(w(z, f), f) C im(X, f). Entonces
— —

z € w(z, f) y para toda i € N, x; € w(z, f) y por la Observacién 3.12 (ii),

De manera que para toda i € N, x; € w(z;, f), y por la Proposicién 2.22,

Como f(z;41) =z; ¥y f(x1) = z, hemos probado que

T = (z,21,%2, 23, ) € Um(R(f), f).

«—

Ahora demostremos que R(o) D Im(R(f), f). Sea T € @(R(f), f). Enton-
—

cesz € R(f) y z; € R(f) para toda i € N. Por la Proposicién 2.22, z € w(z, f) y
x; € w(xg, f). Por la Observacién 3.12 (ii), como Z € im(R(f), f) C lim(X, f),
— —

tenemos que w(x;, f) = w(x, f), entonces x, x; € w(zx, f) para toda i € N.

Por tanto, T € lim(w(z,f),f). Como, por Teorema A (1),
—
w(T, o) = lim(w(z, f), f), tenemos que T € w(T,0) y por la Proposicién 2.22,
-
T € R(o).

Por lo tanto, lim(R(f), f) = R(0), y (2) queda demostrado.
—
|

Observacién 3.13 Si y € w(x, f), entonces existe § € Hil(w(x,f),f) =
w(Z,0) tal que mo(y) = y y w(¥,0) = lim(w(z, f), f).
Demostracion. Siy € w(zx, f), como, por la Proposicién 3.3,
fw(z, f)) = w(z, f), existe y1 € w(z, f) tal que f(y1) = v.
De igual manera existe ys € w(x, f) tal que f(y2) = y1. Inductivamente,
para toda i € N existe y;4+1 € w(z, f) tal que f(yit1) = v

De manera que si y € w(z, f), existe § € lim(w(z, f), f) = w(T, o) tal que
—

m0(y) = y-
Por el Teorema A (1),

WO(w(ya U)) = W(y, f)

w(?vg) = @(w(x’f)a f)

Con esto terminamos la prueba de la Observacion 3.13. ]
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(3) AP(o) = m(AP(f). )
Demostracion. Primero sea T € AP(c) = R(o0) tal que T = (z, 21,22, ). Por
el Teorema A (2), R(f) = {in(R(f), f), entonces

(a) para toda i € N, z,z; € R(f). Por la Proposicién 2.22,

como z,z; € R(f), entonces x € w(z, f) y x; € w(xy, f).

Como, por la Observacién 3.12 (ii), w(x, f) = w(x;, f), entonces

(b) para toda i € N, z,z; € w(x, f). Por tanto,

(c) 7 € lim(w(z, ), f) = (T, 0) (Teorema A (1)).

Por (a) tenemos que para toda i € N, z,x; € R(f), entonces por la Propo-
sicién 3.9 y la Observacién 3.12 (ii), o(z) = w(x, f) = w(z;, f) = o(x;).

Veamos que w(z, f) es minimal. Sea y € o(x, f), entonces por la Observacién
3.13, existe § € lim(w(z, f), f) = w(Z, o) tal que m(Y) = y.
—

Como T € AP(o), por la Proposicién 3.9, w(T,o) es minimal y
w(T,0) =w(y,0), ¥ € w(T,o). De manera que, como por el Teorema A (1),

lim(w(y, ), f) = w(@ 0) = w(7,0) = lim(w(z, f), ),

tenemos entonces que w(y, f) = w(z, f). Como esto ocurre para toda
y € w(z, f), por la Proposicién 3.6, tenemos que w(z, f) es minimal.

Como por la Proposicién 3.8, w(z, f) € AP(f) vy por (b), z,z; € w(z, f)
para toda 7 € N, tenemos que z,x; € AP(f) para toda i € N.

Por lo tanto, T € l(lln(AP(f), f) v (C) queda demostrado.

Ahora sea T € lim( P(f), f) C l1m( (f), f) con mo(T) = x, entonces para

toda i € N, x; = 7rz( ) € AP(f) C ( ), entonces por las Proposiciones 3.9,
3.10 y la Observacién 3.12 (ii), tenemos que w(z;, f) = w(z, f) es minimal.

Sea y € w(T, o) tal que y = m(y). Como w(T, o) = lim(w(z, f), f), enton-
—

cesy € w(z, f), que es minimal, as{ que por la Proposicién 3.6, w(y, f) = w(z, f).

Y por el Teorema A (1),
w(@.0) = lm(w(y, ). f) = lm(w(z. ). ]) = w(F.0)
entonces w(T, o) = w(y, o).

Por tanto, por la Proposicién 3.6, w(T, o) es minimal. Como

T € m(AP(/), /) < ln(R(f), f) = R(o),
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entonces T € R(o). Asi, por la Proposicién 2.22, T € w(ZT, o).

Y como w(Z, o) es minimal, tenemos por la Proposicién 3.8 que Z € AP (o).
|

El resto de la demostraciéon del Teorema A (4) - (6) lo analizaremos en el
siguiente capitulo.



Capitulo 4

Segunda parte del Teorema

A

Antes de comenzar con la demostracién de (4) Teorema A, primero daremos
una serie de resultados auxiliares. Recordemos de la Definicién 2.25 que una
e—cadena es un subconjunto finito I' C X, tal que I = {z = xg, 21, -+ , 2, = y}
donde para toda i € {0,--- ,n — 1}, d(f(z;),zi+1) < &, y que z es un punto
recurrente por cadenas de f si para toda € > 0 existe una e—cadena I" de = a x.

Proposicién 4.1 Sea z € CR(f), entonces para todo abierto U C X tal que
CR(f) C U y para toda e > 0, existe una e-cadena I" de z a = tal que I’ C U.

Demostracion. Supongamos que existe un abierto U con CR(f) C U y una
g0 > 0 tal que para toda egg-cadena de x a = existe un elemento en X \ U. To-

memos {¢,} una sucesién tal que para todan e NO<e, <gyy lim e, =0.
n—o0

Para cada n € N, sea I',, una e,-cadena de x a x. Como I',, también es una
go-cadena, podemos escoger z, € I, tal que z, € X \U. Entonces sin pérdida de
generalidad, supongamos que la subsucesién {z, : n € N} converge a zg € X \U.

Como X es un continuo, f es uniformemente continua de manera que dada
e > 0 existe 6, 0 < § < §, tal que para cualesquiera u,v € X si d(u,v) <9
entonces d(f(u), f(v)) < §. Sea N € N, tal que ey < d y d(zn,20) < 0.
Consideremos la ¢ y-cadena:

'y ={z=w0,21, - ,Tj_1,Zj = 2N, Tjq1, " ,Tpn = T}.

Como d(f(.ibj_l),z()) < d(f(xj—l)»ZN) +d(2n,20) <en+6 < % + % =&y
d(f(z0),2j11) < d(f(20), f(2n)) +d(f(2n),2j11) < § + § = €, entonces

A:{I:$07$1,"' yLj—15205Lj+1," " ,Tn :I‘}

es una e-cadena de z a x. Asi, A" = {29, j41, - ,Tp =T, %1, - ,Tj_1,%0} €S
una e-cadena de zp a zg. Como la € > 0 es arbitraria, entonces zg € CR(f) C U.
Lo cual es una contradiccién, pues zg € X \ U.

33
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Por lo tanto, para todo abierto U C X, tal que CR(f) C U y para toda

€ > 0 existe e-cadena I' de x a =, tal que I' C U.
|

Lema 4.2 Six € CR(f), entonces para toda € > 0 existe una e-cadena, A,
de z a x, tal que A C CR(f).

Demostracion Sea x € CR(f) y € > 0. Sea n = 5. Por continuidad uniforme
existe 0 < § < n tal que si d(u,v) < § entonces d(f(u), f(v)) <n.SeaU C X
un abierto definido de la siguiente manera, U = |J{Bs(u) : v € CR(f)}. Por la
Proposicién 5.1, existe I' = {& = x¢, - ,z, = x}, una n-cadena de x a z, tal
que ' C U.

Por otro lado, construimos A = {yo,y1,y2, - ,ynt C CR(f) tal que
Yo = Top = T, Yo = T, = x y para toda 1 < i < n —1d(z;,y;) < d. En-
tonces

A(f (o)1) = d(f(@o). 1) < d(F(w0),a0) + dlawr,yn) <m+6 < S+ 5 <e.

Notemos que para cada 1 <¢<n—1,
d(f(i), yir1) < d(f(ys), f(xi) +d(f(2i), ziv1) + d(Tig1, yir1) <n+n+0
<Stiqp<iqisi=;
3737137337
Por lo tanto, A es una e-cadena de x a x, tal que A C CR(f).

Lema 4.3 CR(f) es cerrado y fuertemente invariante.

Demostracion Para probar que CR(f) es cerrado, probemos que
CR(f) = CR(f), 1. e., CR(f) C CR(f).

Seax € CR(f). Seae > 0. Por la continuidad uniforme de f, existe 0 < § < §
tal que para toda u,v € X, si d(u,v) < § entonces

d(f(u), f(v)) <

Como = € CR(f) entonces para toda n > 0 se tiene que la bola B, (z), cumple
que

By(z) NCR(f) # 0,

en particular para 7 = §. Entonces sea y € Bs(x) N CR(f). Como y € CR(f),
existe d-cadena I' = {y,y1,¥2, - ,yn = y} de y a y. Ademas,

A(f (@), y1) < d(F (@), f() + d(f)y) < 5 +6 <<

d(f(ynfl)vx) S d(f(ynfl)vy) + d(y,x) < ) + 1) < E.
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Entonces construimos A = {x, 41,92, ,Yn—1,2} una e-cadena de z a x. Por
lo tanto, x € CR(f).

Por lo tanto CR(f) = CR(f), y CR(f) es cerrado.
Ahora probaremos que f(CR(f)) = CR(f).

Probemos primero que f(CR(f)) C CR(f). Seayo € f(CR(f)). Dadae > 0,
por la continuidad uniforme de f existe § > 0 tal que para toda u,v € X, si
d(u,v) < § entonces d(f(u), f(v)) < e. Tomemos xy € CR(f) tal que f(zg) =
yo. Como zg € CR(f), existe I' = {zp, x1, 22, -+ ,Zn_1,Tn = To} una d-cadena
de x¢ a xo. Como d(f(z;),zi+1) < § para toda ¢ € {0,--- ,n — 1} entonces
d(f(f(x:)), f(zi41)) < e, para toda i € {0,--- ,n — 1}. Asi construimos

A= {yO = f(x())af(xl)af(xQ)a e 7f(xn—1)7f(x0) - yO}
una e-cadena de yg a yo.
Entonces yo € CR(f) y por tanto, f(CR(f)) C CR(f).
Ahora probemos que CR(f) C f(CR(f)). Sea o € CR(f), entonces para
toda n € N existe una %—cadenau7 llamémosla I',,, de g a xg. Sea z, el peniltimo
término de la cadena I',,. Entonces la sucesién {z, : n € N} C X, sin pérdida de

generalidad, podemos suponer que converge a zg € X. Como z, es el peniltimo
término de 'y, entonces d(f(z,), 20) < %, y por continuidad de f tenemos que:

o= Jim £(ea) = (Jim 2u) = fle0)

Por otro lado, dada € > 0, por la continuidad uniforme de f existe § > 0 tal
que si 0 < § se cumple que si u,v € X y d(u,v) < § entonces d(f(u), f(v)) < 5.

Sea N € N tal que % < 0y ademds, d(zn, z9) < 0. Llamaremos w al término
anterior a zy en la cadena I'y = {xg,z1, - ,w, 2N, 2o }. Como:

d(F(w), ) < d(F(w), 2n) + d(2x. 20) g%+5<5+5<§+%=5

y ya que d(f(z0),x0) = d(xo,x9) = 0, entonces construimos
A= {3071'0,171, e, W, ZO}

una e-cadena de zp a z9. Entonces zg € CR(f). Como zg = f(29), entonces

zo0 € f(CR(f)). Por lo tanto, CR(f) C f(CR(f)). Asi, CR(f) = f(CR(f)).

Por lo tanto, CR(f) es fuertemente invariante.
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Proposicién 4.4 Q(f) es invariante.

Demostracion Sea y € f(Q(f)), entonces existe x € Q(f) tal que f(z) = y.
Sea V abierto de y. Como f es continua, existe U abierto de z tal que f(U) C V.
Por hipétesis, existe z € U y n € N tal que f(z) € U. Como z € U, existe
w € V tal que f(z) = w. Ademds como f"(z) € U,

FUf" (=) = ["(f(z) = f"(w) € V.
Por lo tanto, y € Q(f), f((f)) C Q(f) y tenemos que Q(f) es invariante.

]
Ahora daremos un ejemplo donde f(Q(f)) # Q(f), es decir, Q(f) no es

fuertemente invariante.

Ejemplo 4.5 Sea f:[0,1] — [0, 1] la funcién definida por partes de la siguien-
te manera:

3z si x € [0, 1]
53z sizel}, 3]
f(.’E) = . 1 3
0 six € [5,5]
z—3  sizel31]
L (e
3/4
1/2-]
1/4
0 1/4 12 3/4 1

Figura 4.1:

Consideremos el punto zo = 2. Sea U abierto de zg. Sean a,b € [0,1] tales
que % <a<zy<b<l yA=(a,b) CU. Entonces

F) = (@) =00 20) = 05 -F) < Jo.7).
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entonces existe n € N tal que

r-r (pa-2) b3
(o35 b

de manera que f"t1(A)NA # () y por tanto fM(U)NU # (), pues A C U (y
f"(A) C f*(U)). Hemos probado que zg = 2 € Q(f).

entonces

Notemos que el unico punto que, bajo f, va a dar a z( es i. El intervalo

W = (%, %) es un conjunto abierto que tiene a i. Dado que

11 11 3 3 13 13

1= (53] v [35)) = (03] 0 (3] = (3]
y f2(W) = {0} entonces para toda n € N se tiene que f"(W)NW = 0. Asi,
L 0(f) y, conello, f (1) = 2 =z ¢ F(J)). Por lo tanto, /(f)) £ ).

Definicién 4.6 Las funciones f: X — X, g: Y — Y se dice son (topoldgica-
mente) semiconjugadas si existe una funcién h : X — Y continua y suprayectiva
tal que ho f = goh. A la funcién h se le conoce como semiconjugacion y a g
como factor de f.

Observacion 4.7 Si h es semiconjugacion de f a g, entonces ho f™* = g"oh.

Demostracion. Por induccién sobre n.

Base inductiva Sea n = 1. Como h es semiconjugacion de f a g entonces
hof=goh.

Hipétesis inductiva Supongamos que ho f™* = g™ o h.

Paso inductivo Veamos que ho f*t1 = g*tloh.

Como h o frtt = h o f*(f) y por hipétesis de induccién
ho fr(f) = g oh(f) = g" o (ho f) entonces ho f**! = g" o (ho f). Pero
por base de induccién (ho f) = (goh) entonces g"o(ho f) = g"o(goh) = g"*loh.

Por tanto, ho f*t! = g"tloh.

Lema 4.8 Supongamos f : X — X es semiconjugada a g : ¥ — Y por
h: X — Y. Entonces h(Q2(f)) C Q(g).

Demostracion Sea z € h(Q(f)), entonces existe x € Q(f) tal que h(x) = z.
Sea V un abierto de Y tal que z € V. Como h es continua, existe U abierto de
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X con z € U tal que h(U) C V. Como z € Q(f), existe w € U y existe n € N
tales que f"(w) € U. Entonces h(w) € V' y h(f™(w)) € V. Llamemos y a h(w),
i.e., h(w) = y. Notemos que como f es semiconjugada a g y por la Observacién
4.7 tenemos que (ho f™)(w) = (¢" o h)(w) = g"(h(w)) = g"(y) € V. Hemos
probado que si z € h(2(f)), para todo abierto V, existe y € V y n € N tal que
g"(y) € V. Por lo tanto, z € Q(g) y h(Q(f)) C Q(g).

Antes de probar (4) recordemos que o : lim(X, f) — lim(X, f) es un ho-
— —
meomorfismo (Lema 1.2.5) y que si T = (xg,z1, ) € {1’31()(, f), entonces
o(T) = (f(xo), xo, 21, --) donde f(ziy1) = ;.

(4) CR(o) = im(CR(f), f).
Demostracion. Primero demostraremos que CR(0) C im(CR(f), f). Sea T =
—

(0,21, "+ y&Tm, -+ ) € CR(0) C lim(X, f). Fijamos un entero m > 0. Para toda
p
€ > 0 existe 5-cadena

r={z=2z,7"7% ., 2", 7" =7}

Notemos que d(o(z'),Z*") < 5. Como T = (zf, x4, 2%, ) € lim(X, f),
—

entonces f(x!,) = z° entonces por definicién de limite inverso, tenemos que

m—1>
d(f(zh,),xitt)  d(xy, g, 7pt)
om o om '

Ahora por definicién de d en lim(X, f) tenemos que
—

d(xh, y,zitt) = d(wh_y, 2t i\ i T N
el L o N I d(f(wh), o) = d(o(@) 7 ) < o

3

Jj=1

d(f(:vlm),a::rl) d(mi B 7mi+1) 3 . i1
de manera que 0 = —mom = < 5 e, d(f(x,), 2ntt) < e

Definamos

L = {ﬂ_m(fo)j’f(‘m(fl)’ - 77Tm(fnil),ﬂ'm(fn)}.

n—1

ComoT'={z=7%---,7" ', 2" =T} es una 55 —cadena, tenemos que

Tn(@) = 2 = 2" = 7 (7°) = T (@) = 2 = 2
de manera que
Fm = {x?n = xm7x}n7. .. "T:Ln_lax?n — xm}

es una e-cadena de @, a T, pues d(f (%)), xiT1) < . Por lo tanto, x,, € CR(f).
Ya que m es arbitraria, entonces T € lim(CR(f), f).
—
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Ahora para el regreso, sea € > 0y sea M > 0 el didmetro de X, i.e.,

M = diam(X) = sup{d(z,y) : z,y € X}.

o0
Tomamos m € N tal que _ ZH% = % < 5. Como X es compacto,
=m
f+ X — X es uniformemente continua, entonces existe 0 < § < § tal que si
para cualesquiera u,v € X, d(u,v) < ¢ entonces d(f"(u), f*(v)) < § para toda

0<i<m.SeaT = (0,21, " ,Tm, ) € Im(CR(f), f). Como z,, € CR(f),
—
por el Lema 5.2, existe una d-cadena de x,, a .,
FCEm = {mron :xm’x:nv... 71'77}:1 :xm}

tal que x4, € CR(f) para toda j € {1,--- ,n, ademds d(f(xJ,), 2 1) < § para
todka 0 < 4 < n — 1 y por la continuidad uniforme de f,
d(f*H(ad)), fi(ziFt)) < <. Por lo tanto,

m f1+1 J f ]+1) mo e moq o1
<Z*2:€

5.
Ahora, por el Lema 4.3, CR(f) = f(CR(f)). Entonces para toda
je{1,2,-- ,n—1}, f¥a],) € CR(f)

para toda k € {0,1,--- ,m}. Ademés, por el mismo Lema 4.3, existe para i € N
un punto:

al ., € CR(f) tal que f(a? ) =2 .. ..
Entonces definimos para toda 1 < j <n—1,
fj = (fm(xin)vfmil(xin) ! 7f( )7 m"rgn+1v' )
entonces 77 € {iLn(CR(f), f). Seaz’ =7" = 7. Ya que

U(.I]) (fm+1( 371)’ fm(xgn)v Ty f(mgn)a xfﬁv xzn+17 xin+2’ U )
y
—j i 1 1
l‘]+1 (fm( j+1) Tty f(zjn;rl)?x%jrlvxg—i-hxg—&-% e )
entonces
T =3\ =j+1 G d(fiﬂ(xj ), fZ JTJH z' 1» 3“)
d(a(xj),xj ): Z om—i + Z <
1=0 1=m-+1
e M e e
2 2m "2 2 7
entonces I' = {fo,fl, ‘e ,E“fl,fn} es una e-cadena. Como € es arbitraria,
z € CR(0).

Por lo tanto, @(OR(f), f) C CR(o). Asi, CR(o0) = @(OR(f),f).
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Antes de probar (5) veamos primero que:

Afirmacién 4.9 Para toda i € NU {0}, 7; es semiconjugada de f a o y
i (o)) € Q(f).

Demostracion. Sea x € {fLH(X, f), entonces
fomi(T) = f(mi(7)) = f(2:) = i1

Por otro lado,

mi00(T) = mi(0(T)) = mi((f(20), o, 21,2, -+, Ti—1,Ti, -+ )) = Ti—1.

Por lo tanto, f o m;(T) = m; 0 0(Z) y por el Lema 4.8, m;(Q(c)) C Q(f)
|

(5) Si f es suprayectiva, Q(c) = Um(2(f), f).

—

Demostracion. Primero demostremos que Q(o) C im(Q(f), f).
—

Sea T € Qo). Entonces por la Afirmacién 4.9, z; € Q(f) para toda i > 0
entonces T € lim(2(f), f). Por lo tanto, Q(c) C Um(Q(f), f).
— —

Ahora demostremos que @(Q(f), f) C Qo).

Sea M el didmetro de X y T = (2o, x1,"* , Tm, -+ ) € Im(Q(f), f). Veamos
—
que T € Qo). Sea ¢ > 0, veamos que existe § € B.(Z) y k € N tales que

o"(y) € B=(2).
Tomemos m € N tal que:

M M
> Fgee

2:m

mm

Como z,, € Q(f) entonces para todo U C X abierto tal que x,, € U, existe
y €U yneNtal que f*(y) € U. Por la continuidad uniforme de f, para toda
i€{l,---,m} existe § > 0 tal que si d(u,v) < & entonces d(f(u), f'(v)) < §.
Como z,,, € Q(f) existe y,,, € Bs(x) y k € N tal que f*(y,) € Bs(z,,). En-
tonces d(f*(zm), f*(Ym)) < § para toda i < m, como f*(z,,) = Zm_1 tenemos
que
m m i i m e

Z d xm uf ym)) _ Z d(f (xm)vf (ym)) < Z 8 5(2) _

oam—i . oQm—i ‘ Qgm—i < 8
=0 1=0 =0

Ademés, como f*(y,) € Bs(z,,) para alguna k € N, tenemos que
d(@m, f¥(ym)) < 3, entonces

d(fi(:xm), karZ(ym)) = d(Tm—i, kari(ym)) <

| ™
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por lo que

M

md fl+k m
Z xmz <Z2mz :Z

1= 1=

Por la hipdtesis de que f es suprayectiva, para toda ¢ > 0y y;,4; € X existe
Ymrit1 € X tal que f(Ymyir1) = Ymyi, igualmente para toda y;, ,; € X, i >0,
existe y;, ;41 € X tal que f(y), 541) = Yrnpq- Asi construimos

g = (fm(yﬂl)a e 7f(ym)aym7ym4r1a o )
y/ = (fm+k(y7R)’fm+k_1(ym)7 e afk+1(ym)afk(ym)7y'lm+1ay1/n+27 o )

= (fm+k(ym)vfm+k_l(ym)a"' 7fk+1(ym)7fk(ym)’fk_l(ym)v"' vymvym+1a"')'

Notemos que § y i’ estdn bien definidas, 3,7 € im(X, f) y asi tenemos que
P

Uk(y) = (fm+k(ym)7fm+k_1(ym)v T vfk(ym)v' s Yms Ymt1, ) :ﬂl.

Ahora, la distancia

. d(x; 7y _ % d(xm—iafi(ym)) S d(i, ys)
=y dept) 3 domsllm)) 57 doewd

7=0 =0 i=m+1
N d(T—iy [ (Ym)) e € €
_Z — gm-i T Z 5 <1717 3
1=0 1=m-—+1
y la distancia
_ > d(z;,y)) Ui d(x fit d(x
— =\ _ Jrd3/) m—1i» ym l?yz
d@y) =~ =2 = g Ly
j=0 i=0 i=m+1
m )
d(@m—is " (ym)) e E_¢
Z om—1i + Z 21 4 4 - 2’
1=0 i=m-+1

" € B.(T). Y como o*(y) = ¥’ entonces T € Q(0).

Por lo tanto, 5 € B. (f) vy
) C Qo).

Por lo tanto, hm( (f). f

Por lo tanto, si f es suprayectiva, Q(c) = Um(Q(f), f)-

—

Antes de probar (6) veremos algunos resultados preliminares.
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Proposicién 4.10 |J {iLn(w(x,f),f) C l<£n< U w(w,f),f).

rzeX reX

Demostracion. Sea x¢ € X, entonces w(zo, f) C U (w(z, f)), por tanto
reX

@MmﬁwC@%meﬁO-

zeX

Como xg fue arbitrario en X, tenemos que

U@M@ﬂﬁC@<waﬁO-

zeX reX
|

Por el Teorema A (1) sabemos quesiz € X y T € lim(X, f) donde 7 (%) = «,
—
entonces  w(T, o) = {an(w(x, f),f), o dicho de otra forma,
w(, 0) = lm(w(mo(T), f), f)-

Proposicién 4.11 Sea f suprayectiva y x € X, entonces existe T € lim(X, f)
—

tal que mo(T) = .

Demostracion. Sea T = (x,71,72, --) donde 1 € f~!(z) y en general para

i €N, z;41 € f~}(x;). Notemos que como f es suprayectiva, f~(z) # 0 e
inductivamente para i € N, f~!(z;) # 0.

Ademss, por construccién, f(xii1) = f(f~'(z;)) = x; y por tanto,

T € lim(X, f) con mo(T) = x.
. m

Proposicion 4.12 Sea f suprayectiva, entonces

U w(:z:,f): U W(WO(E)af)'

zeX zelim(X, f)
—

Demostracion. Primero demostremos la contencién de ida. Sea y € |J w(z, f)
reX
entonces existe g € X tal que y € w(xo, f). Como f es suprayectiva, por la

Proposicién 4.11, existe Ty € lim(X, f) tal que 7o (To) = xo.
—

Entonces y € w(xo, f) = w(mo(T), f) entonces y € U  wme(@), f)).

Felim(X, /)
Por lo tanto, |J w(z, f) C U  wmoe(®@), f).
reX Eelinj(X,f)
Ahora para la contencién de vuelta. Sea y € U  w(mo(T), f) entonces
zelim(X, f)

existe

To € @(me) tal que y € w(ﬁO(f0)7f)'
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Sea mo(To) = o entonces y € w(mo(To), f) = w(xo, f) entonces y € |J w(z, f).

reX
Por lo tanto, U  wme@),f)c U wz,f).
EEE@(X,f) zeX

Por lo tanto, de las dos contenciones obtenemos que

U W(WO(T)vf) = U w(llf,f).

Felim(X, f) zEX
1fm

Proposicién 4.13 Sea 7 € Um(A(f),f), T = (z,x1,72,---), para toda
—

i € N existe y; € X y un punto Z° = (o, ** s Tis Y115 Yiqos ) donde
yj € lim(w(yi, f), f) para toda j > i+ 1y 7" € lim(w(y;, f), f)-

Demostracion. Sea i = 0. Construiremos 7° = (xq, ¥}, yh, - )-

Como T € @(A(f),f) entonces mo(Z) = = € A(f) = U (w(z, f)). Enton-
zeX
ces existe y € X tal que = € w(y, f). Como, por la Proposicién 3.3, w(y, f) es

fuertemente invariante tenemos que w(y, ) = f(w(y, f)), por tanto x = f(y;)
para algin ¢} € w(y, f).

Supongamos que hemos encontrado v}, y5,y5, - ,y, € w(y, f) tales que
fy) = =y f(y;) = yj—1 para j € {2,---,n}. Como y, € w(y,f)y
w(y, f) = f(w(y, [)), existe y;, 11 € w(y, f) tal que f(yy 1) = yp.

De manera que, por induccién, hemos podido construir z° = (z,y}, v5, - - ).
Veamos que ° € lim(w(y, f), f) por construccién y/, € w(y, f) para todan € N,
—

f) =z €wly, /)y fynia) = yn-
Tomemos i € N y construyamos Z°.

Como T = (z, -+, i, Tit1, -+ ) € Hm(A(f), f) entonces
—
(@) =z € Af) = | wiz, f),
zeX
entonces existe y; € X tal que z; € w(y;, f).

Usando induccién de manera similar que en el caso Z°, tenemos que como
w(yi, [) = flw(yi, [)) existe yiy, € w(ys, f) tal que f(yiy,) = i

Y en general, si yj, ,, - ,¥;,, son puntos en w(y;, f) tal que f(yi ) = x;
Y [(Yiyj01) =y con j € {l,---,n— 1} entonce existe y,, 1 € w(y;, f) tal que
FWnia) = yn-

De esta manera hemos construido 7 = (z, 21, - - - yTis Yiy1s Yipg, o) donde
FWr) = 71 € w(ys, ), ¥y € wlys, f) para todan € Ny (4 1a1) = Yl
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Notemos ademds que como z; € w(y;, f) y f(z;) = zi—1 € w(yi, f), pues
T € Im(A(f), f) y w(yi, f) es fuertemente invariante, usando este razonamiento
—

sabemos que {z, 1, - ,7;} C w(y;, f), de manera que 7' € limw(y;, f) y asf la
—

proposicién queda demostrado. |

Ahora ya estamos listos para probar (6).

(6) Si f es suprayectiva y A(o) es cerrado, entonces A(o) = Hm(A(f), f)-

—

Demostracion. Primero demostraremos que A(o) C Hm(A(f), f).
—

Como lgn ( U w(x,f),f) = 1{1’31(A(f),f) entonces

zeX

A(J) = U w(fa U) = U @(W(WO(T)af)vf)v

zelim(X, f) zElim (X, f)
por la Proposicién 4.12 y ademas

U tim(mo@), ), £ = J timw(z, 1), ),

Felim(X,f) zeX
1fm

y por la Proposicién 4.10

U lim(w(z, ), f) C lim ( U w(a, ),f) = lm(A(f), f).

zeX zeX
Por lo tanto, A(o) C Um(A(f), f)-
—

Ahora demostraremos que lim(A(f), f) C A(o).
—

Sea T = (xg,x1,%2,---) € m(A(f), f). Entonces por la Proposicién 4.13,
—

para toda i € N existe y; € X y un punto T = (20, , %, Yl 1, Y} 4o, -+ ) donde
Y; € wlyi, f) para j > i+ 1y 7" € lim(w(y, f), f)-

Como 7' € lim(w(y;, f), f) = w(¥;,0) C A(o), tenemos que lim T° = T y
« i—00

A(o) es cerrado por hipétesis, entonces T € A(o).
Por lo tanto, {in(A(f), f) C A(o).

De las dos contenciones tenemos que Hm(A(f), f) = A(o) y (6) queda de-
—

mostrado.
[ |
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