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Chapter 1
Introduccién y Motivacion

La fisica cuantica ha sido un campo fascinante y desafiante que ha revolucionado nues-
tra comprension del universo desde su concepcion inicial hasta la actualidad. Dentro de
este vasto campo, la teoria de espines ocupa un lugar destacado, ofreciendo un marco
conceptual crucial para entender los fenémenos cuanticos a nivel fundamental. Los
sistemas de espin no solo son de gran importancia tedrica, sino que también tienen apli-
caciones practicas en una amplia gama de areas, desde la fisica de materia condensada
hasta la computacién cuantica y la criptografia.

La evolucién ciclica de estados de espin produce fases geométricas independientes
de la parametrizacion temporal, conocidas como fases de Berry [1, 2|. La generalizacién
no abeliana de estas fases surge de la evolucion ciclica de subespacios degenerados de
dimensién £ de un Hamiltoniano de evolucién. En este contexto, a cada curva cerrada
7 en el Grassmanniano' se le asigna una matriz unitaria U, que, al igual que su con-
traparte abeliana, no depende de la parametrizacion temporal de la curva [3, 4, 5]. Mas
aun, cuando la evolucién estd dada por rotaciones en el limite adiabatico (muy lentas),
los k-planos anticoherentes tienen una holonomia no abeliana de naturaleza topoldgica,
de modo que es invariante bajo cualquier perturbacién SO(3) del Hamiltoniano [0].
Estas fases geométricas, tanto abelianas como no abelianas, se utilizan en la imple-
mentacion de compuertas cuanticas, donde su inmunidad a las reparametrizaciones y

perturbaciones contribuye a la robustez del computo cuantico resultante.

IEl espacio de subespacios lineales de un espacio vectorial.



Por otro lado, en sistemas multipartitos H®* de k particulas del mismo espin, es
comun enfocarse en subespacios totalmente simétricos o antisimétricos, como al tratar
con bosones o fermiones [7], en fisica atémica y molecular (en los determinantes de
Slater utilizados en el método de Hartree-Fock), o en el estudio de la estructura nu-
clear. Los estados antisimétricos también han demostrado ser titiles en el procesamiento
de informacion cudntica [3], asi como en la criptografia cudntica [9]. En particular, los
estados k-partitos de espin s totalmente antisimétricos A-factorizables tienen una de-
scripcion matematica idéntica a la de un k-plano en H, por lo que el estudio de k-planos
puede ser facilmente trasladado a las areas antes mencionadas.

Y no solo eso, sino que ademas, el isomorfismo de Murnaghan
. qyVk Ak
m:H" — HY Bt

provee una equivalencia entre sistemas de miltiples bosones y sistemas de multiples
fermiones [10, 11]. De esta manera, concluimos que el estudio de los planos anticoher-
entes y las herramientas desarrolladas en torno a estos se vuelven relevantes para el
estudio de otros sistemas cuanticos en ambitos completamente diferentes.

En este contexto, el presente trabajo se enfoca en el estudio de los estados antico-
herentes y los k-planos anticoherentes en sistemas de espin, explorando su estructura,
propiedades y posibles aplicaciones. La nocién de anticoherencia surge como un con-
cepto fundamental en la caracterizacion de estados cuanticos, distinguiendo a los esta-
dos de espin con el comportamiento menos clasico posible y conectando con fenémenos
como el enredamiento cuantico. Los k-planos anticoherentes, por otro lado, ofrecen una
perspectiva novedosa la cuanticidad de estados multipartitos.

La motivacion detras de este trabajo es doble. En primer lugar, se busca profundizar
en nuestra comprensiéon de los sistemas de espin desde una perspectiva geométrica y
algebraica, aprovechando herramientas y conceptos provenientes de la geometria difer-
encial y la teoria de representaciones. Esta aproximaciéon no solo enriquece nuestra
comprension tedrica, sino que también puede conducir a aplicaciones practicas, como
la mejora de algoritmos en computaciéon cudntica o el disefio de protocolos de comuni-
cacion cuantica mas robustos.

En segundo lugar, este trabajo aspira a ampliar el alcance y la influencia de los



conceptos de anticoherencia y k-planos en diversas areas de la fisica cuantica y la
ciencia de la informacién. La conexion entre la anticoherencia y el enredamiento ha
sido objeto de estudio en sistemas multipartitos de qubits, y se espera que su extension
a sistemas multipartitos de qudits a través de los k-planos arroje luz sobre fenémenos
ain mas complejos. En resumen, este trabajo representa un esfuerzo por explorar
nuevas fronteras en la teoria de espines cuanticos, ofreciendo una nueva vision sobre la
naturaleza de la coherencia cuantica de espin y su papel en la fisica contemporéanea.

La estructura de esta tesis se divide en tres partes. En el Capitulo 2, realizamos una
revision de los conceptos asociados al espacio de Hilbert de un sistema de espin s, con un
enfoque especial en la construccion del espacio dual, el espacio de aplicaciones lineales
sobre H, la teoria de representaciones de SU(2) y los tensores de polarizacién. Estos
conceptos proporcionaran las bases necesarias para las técnicas estandar en sistemas de
espin que se utilizaran en los capitulos siguientes.

En el Capitulo 3, presentamos los conceptos relacionados con los sistemas de espin
que pretendemos estudiar. Desde un enfoque geométrico del espacio de estados fisicos
hasta la representacion estelar de los estados; exploramos herramientas clave para iden-
tificar nuevos estados anticoherentes. Introducimos también el concepto de varianza
total y su relacién con la anticoherencia y el enredamiento. Los resultados principales
de este capitulo incluyen la exploracion de la subvariedad de estados anticoherentes en
espines bajos, la visualizacion de las transformaciones que preservan la anticoherencia
a través de la representacion estelar y la construccién de una nueva familia de estados
anticoherentes, los estados (s, 2m)-bipiramidales, que proporcionan una base anticoher-
ente para el espacio de Hilbert de espines enteros.

En el Capitulo 4, desarrollamos herramientas que extienden los conceptos de espacio
de Hilbert, espacio proyectivo y matriz de densidad de un estado a un subespacio lineal
del espacio de Hilbert H. Ademaés, presentamos la generalizacion de la constelacion de
Majorana de un estado a una Multiconstelacién de Majorana de un k-plano. Definimos
un k-plano anticoherente como aquel que pasa por el origen en H, donde todos los
estados son anticoherentes. Analizamos la coherencia del plano en términos de otras
representaciones, asi como sus derivadas y matriz Hessiana. También exploramos los

k-planos anticoherentes en espines bajos y damos una construccion general de familias



(k — 1)-paramétricas de k-planos anticoherentes formados por estados bipiramidales.
Finalmente, en el Capitulo 5, recapitulamos los principales resultados obtenidos, su

importancia y las posibles direcciones de investigacion futura.



Chapter 2

El espacio de Hilbert, su dual y el
espacio de Hilbert-Schmidt

Poco se puede decir sobre sobre el espacio de estados cuanticos de espin s que no sea de
conocimiento general. La intencion de este capitulo es recapitular los conceptos nece-
sarios y fijar la notacion para el seguimiento de los capitulos posteriores. El contenido
de la seccién 2.3 es tal vez menos popular en los textos estandar de mecanica cuantica.
A lo largo de toda la tesis se usan unidades donde A = 1 y se asume la convencion de

suma.

2.1 El espacio de Hilbert

Para un sistema cuantico de espin s, el conjunto de estados que el sistema puede ocupar
corresponde a un espacio complejo de Hilbert H = C" de dimensién n = 2s + 1!, con
el producto interno estandar en C", donde el grupo de Lie SU(2) acttia a través de la
representacion irreducible de dimensién n, también llamada representacion irreducible
de espin s

ge ) =DW(g)|¥), g€SU?2), [¥)eH.

La representacion D) asocia a cada elemento g € SU(2) con una matriz unitaria

D@ (g) € U(n). Dado que SU(2) es un grupo de Lie conexo y compacto, todos sus

!Siempre se va a asumir que n = 25 + 1.



elementos son de la forma g = e™™ con algin X € su(2). La representacién de
espin s también asocia a cada elemento de dlgebra X € su(2) una matriz hermitiana
X© = DE(X) € u(n), de tal modo que D®(g) = ¢~*“. El indice (s) serd omitido
en la representacion cuando no haya ambigiiedad con el espin que se esta usando.

Es conocido que el grupo SU(2) es la doble cubierta del grupo de rotaciones SO(3),
es decir, SU(2)/Zy = SO(3). Para exhibir un homomorfismo entre los grupos, tomemos
como base en su(2) las matrices de Pauli

0 1 0 —i 1 0
01 = , 02 = y 03 = )
10 i 0 0 —1
un vector unitario i = (n',n? n3) € R3 y un dngulo a € [0,27). EI elemento del

dlgebra 2n-& = 2n4

N _ _—i%hé
5 5N’ 04 define por exponenciaciéon un elemento del grupo g = ™2™ €

SU(2) que puede actuar sobre el mismo dlgebra con la representacién adjunta Ad,. El

homomorfismo viene dado por el hecho de que

aA o

0, = Ady(0) = 05(Fun)” 2y

donde (R, 4)? , representa las entradas de la matriz de rotacién R, 4 € SO(3) alrede-
dor del eje fi con angulo a. El homomorfismo es 2:1 ya que tanto g como —¢g dan
lugar a la misma matriz de rotacién en SO(3). La identidad (2.1) se extiende a otras

representaciones como
¢S G el S Sp(Ran)® 4 (2.2)
donde Sy = Sﬁf) = D(s)(%UA), A =1,2,32, son los operadores de espin.
Se considera como la base estdandar de H al conjunto de eigenvectores normalizados®

{|s,m)} en comin del operador S, y del operador Casimir C = C® = ¥ ,8% =
s(s+1)1,*

Cls,m)=s(s+1)|s,m), S,|s,m)=ml|s,m), m=—s,...,s.

Los vectores |s,m) € H representan al estado fisico de un sistema donde, al medir la

proyeccion del espin a lo largo del eje z del laboratorio, por ejemplo, con un experimento

2Cuando se hace referencia a una base cartesiana, se entiende que el indice toma valores A = z, v, z.
3Respecto al producto interno en H.
4], es la matriz identidad n x n.



tipo Stern-Gerlach, siempre se obtiene como resultado m. En esta base, un estado

genérico se puede escribir como

S
W) = > ¢nls,m), o como vector columna |i) =

m=—s
Cs

Cuando no se quiere hacer referencia a esta base, se puede asumir una expresion genérica

como |¢) = 1ie;, con {e;},i=1,...,n, una base en H.

2.2 Espacio dual

Dado un espacio complejo de Hilbert H de dimensién n, siempre existe el espacio de
Hilbert dual H*, definido como el espacio de aplicaciones lineales de H a los ntimeros
complejos; en el caso de dimension finita, estos dos espacios son isomorfos. Una vez

elegida una base {¢;} en H, el producto interno esta dado por
(Bu) =Y F0 € C, |v) = viei € H, |6) = dles € H. (23)

A pesar de que el producto interno estd en términos de una base, este no depende de
la eleccién de la base.

Se define al vector dual de |¢) como aquella aplicacion lineal |¢)* € H* tal que
|6)" (J)) = (¢]y) para todo |[¢p) € H. Se usa como notaciéon estandar (¢| = |¢)".
Como el producto interno es no degenerado, el mapeo |¢) — (¢| es un isomorfismo de
H a H*.

Para cualquier base {e;} no necesariamente ortogonal en H, siempre existe una
tinica base dual {e'} en H* que satisface €’(e;) = (€’|e;) = 5. En esta base, (1| = ¢;¢’
con ¥; = (Ple;) = ', es decir, si en una base 1)) = (¢!, ..., 9¥™)T, entonces su vector
dual es de la forma (¢ = |)T = (@, ... "),

La representacién dual del grupo SU(2) se da por la matriz conjugada transpuesta,

g (U] = (0| DP(9)" = (W| DY(g™!), g€ SUQ2), (v|leH"



En consecuencia, utilizando la ecuacion (2.2), se puede mostrar que el vector de valores

(
esperados de los operadores de espin <§ = ((Sz), (Sy), (S:)) se transforma efectiva-

mente como un vector en R?

-/ -

<S> = Ra,ﬁ : <S>7

-/ L. =
donde (S) son los valores esperados en el estado [¢)’ = e@™S |¢)). Esta caracteristica
es fundamental para las representaciones estelares presentadas en las secciones 3.3 y 4.2,

y nos proporciona una valiosa intuicién sobre la naturaleza de los estados anticoherentes.

2.3 Espacio Hilbert-Schmidt

Se define el espacio de Hilbert-Schmidt HS = H ® H*, como el espacio de operadores
lineales en H, es decir, los elementos de HS se pueden representar con matrices comple-
jas n X n. Este espacio es, por si mismo, un espacio de Hilbert de dimension comlpeja

n?, cuando estd equipado con la forma hermitiana
1
(A,B) =3 Tr(A'B), A, B e M,(C), (2.4)

ya que en dimension finita, todos los operadores son acotados y todas las trazas existen.
El factor 1/2 asegura que estemos de acuerdo con las convenciones estdndar en la
mecanica cudntica®.

El producto escalar da lugar a una distancia euclidiana, la distancia de Hilbert-

Schmadt

1
Dis(A,B) = 3 Te|(Bf — AN (B - 4)], (2.5)
que en su version infinitesimal define la métrica de Hilbert-Schmidt (HS)
1
2 = ]
dsths = 5 Tr(dAfdA). (2.6)

Sobre un elemento |1)¢| € HS, el grupo SU(2) actia por conjugacion de la matriz

de representacién correspondiente. Extendiendo por linealidad a todo HS, tenemos

g A=DW(9)ADY(g7Y), g€ SUQ2), A€ M,(C).

Ver la ecuacién (3.6).



Mas atn, en teoria de representaciones es conocido que la representaciéon en el producto
tensorial se descompone en representaciones irreducibles como s ® s* =0H 1P --- D
2s. Por lo tanto, debe existir una base en M, (C) tal que una matriz en esa base se
transforma como una suma directa de espines [ con [ = 0,1, ...,2s bajo la accién de

SU(2). Precisamente esta base es la que define a los tensores de polarizacion.

2.3.1 Tensores de polarizacion

(s)

*) es una matriz compleja® n x n definida por

Un tensor de polarizacion T,

) A+1 &
TlSn): 28_—|_|—1 Z §:nnf,lmlsvm2><s>m1|v m:—l,...,l, l:Ow--7237 (27)

mi1,ma=—s
donde C3%,, son los coeficientes de Clebsh-Gordan y {|s,m)} la base estandar en H.
Las 32 ,(21 + 1) = (2s + 1)? = n? matrices Ty, (el indice (s) se omite cuando no hay
ambigiiedad en el espin que se estd trabajando) forman una base ortogonal en HS con

respecto al producto interno (2.4)

Tr(TzinTl'm’) = 01O’ » (2.8)

y cumplen las relaciones
T = (=" T, (2.9)
DO(9)Tin D (g7") = 3 (DV(9)mmTimr, g € SU(2), (2.10)

con (DY(g))mm las componentes de la matriz D (g) en la base {|I,m)}. De echo, los
tnicos operadores que satisfacen las ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) estdn dados por
(2.7).
Dado un elemento g(t) = e*X € SU(2), el lado izquierdo de (2.10) es de la forma
(—it)?
2!

e X X z’t[X(s%Tlm} + [X(s), [X(s),szH e

e—z‘tXU)

mientras que del lado derecho simplemente aparece DV (g) = Tomando la

derivada respecto a t en ¢ = 0 tenemos la versién infinitesimal de (2.10)

[X(S),sz} _ Z(X(l))m/msz/,

m/

5En realidad se ha definido de tal manera que sus entradas son niimeros reales, pero para nuestros

fines se considera en M,,(C).

10



y en particular, para los operadores de espin Sy, A =1,2,3,

ml

Las propiedades (2.10) y (2.11) son la realizacién de que las matrices T}, transforman
bajo la representacion irreducible de espin [. Para utilizar esta propiedad de los tensores

de polarizacién, serda conveniente interpretar a la matriz A como un vector complejo.

Vectorizacion

Ya que M,,(C) es por si mismo un espacio vectorial de dimensién compleja n?, cualquier
matriz A € M,,(C) se puede escribir como un vector columna de n? entradas complejas
en una base dada. En particular, en la base de tensores de polarizacion la descomposi-
cion esta descrita por

A=> A", (2.12)

I,m
con A™ = Tr (TleA> Si arreglamos que los n? ntimeros complejos A™ estén arreglados
en 2s + 1 bloques de tamafio 2] + 1 donde [ esta fija y m = —I, ..., [, el vector columna

de la matriz A tiene la siguiente forma

42
|A) = : : (2.13)
|A°)
donde ‘Al> =t _ JA™ | m) con | =0,...,2s, y la identificacién de T}, con |I,m) se

justifica a continuacion. Bajo la accion de SU(2) la matriz A se transforma como

A'=D¥(g)ADY (¢7") (2.14)
= > (DY(9)mm A Ty

,m,m’

= Z (A,)lm/T’lm’ )

Lm/

11



entonces los vectores ’Al> se transforman como

l

(A = > (A [1,m) (2.15)

m/=—I

= Z (D(l)(g))m’mAlm |1,m’)

m,m’

= D"(g)|4"),

es decir, transforman como espinores de espin [, y la vectorizacién en (2.13) muestra
explicitamente la descomposicién de A en sus componentes irreducibles. Entonces la

accion de SU(2) ahora en la vectorizacion de A esta dada por

gv14) = [DP(9)ADD (7)) = B D) A (2.16)
1=0
El anédlogo infinitesimal (2.11) se obtiene de manera muy similar
Suv1B) = [0, B]) = DY B (2.17)
1=0
Y como consecuencia directa también tenemos la identidad

>[5, [, B]]) = DB = Dia+1)|BY, 218)

A 1=0 1=0

donde CW = [(I 4+ 1)1y, es la representaciéon de espin [ del operador de Casimir
Sera de interés calcular las componentes del espin en cada bloque irreducible, en
términos tnicamente de By Sﬁf). Para esto, notemos que el producto interno estandar

entre vectores es proporcional a la forma hermitiana en HS
(AIB) = Y AT B™y16,, = Tr(AB), (2.19)

Ulm'm
donde se ha usado la descomposiciéon de las matrices en tensores de polarizacion y la
ortogonalidad de la base (2.8). De aqui que
2s

Te(B'[sY, B]) =Y (B|sY|B"), (2.20)

pero por la ciclicidad de la traza, el lado derecho de la ecuacién anterior se puede

poner como Tr (Sf) [B, BTD, por lo que en una matriz B que sea normal (por ejemplo,

12



hermitianan o unitaria), la suma de los vectores de espin de cada bloque irreducible es
cero. Por otro lado también tenemos que
2s

S (B[SY, [8Y,B]]) = > u +1)|B'P, (2.21)

=0

con |B!|? = <BZ‘BZ>.

13



Chapter 3

Estados anticoherentes de espin s

3.1 Espacio proyectivo

Para un sistema cuantico de espin s, todas las cantidades observables y su dinamica
estan en términos del estado |¢), el producto interno (2.3), y la estructura lineal de
H. Puede parecer que la descripcion cuantica de la naturaleza es matematicamente
mas simple que su contraparte clasica, pero esta es un artificio de las herramientas
que se estan usando; en realidad, esta descripcion es redundante. Es conocido que en
mecanica cuantica los estados que difieren por una fase global o un factor de normal-
izacion representan al mismo estado fisico. En la practica, se toman tinicamente estados
normalizados (1|1)) = 1 para que sea vélida una interpretacién estadistica y se hace una
eleccién arbitraria de la fase global del estado. El verdadero estado fisico del sistema
no esté representado por un vector [¢)) € H, sino mas bien por el rayo [¢] de estados

que apuntan en la misma direccién de |¢), dado por

[W] ={A[v), A e C—{0}}.

El conjunto de rayos en C" conocido como el espacio proyectivo CP" 1, es una var-
iedad compleja diferenciable de dimensién n — 1, donde parecen residir verdaderamente
los estados fisicos del sistema. En varios estudios, se realiza una descripcion de las
cantidades fisicas y la dindmica en H pero trasladada al espacio CP™~! [12, 13, 14].

Un vector 1)) = 'e; € C" define un rayo [¢)] € CP™""! con coordenadas homogéneas

Y', también denotadas como [¢p! : --- : ¢"], simplemente como el rayo que pasa por

14



|t)). Las coordenadas homogéneas no son propiamente coordenadas, ya que cualquier
multiplo de |¢) define el mismo rayo. Sin embargo, suelen ser faciles de utilizar. Por

otro lado, las coordenadas afines de [¢)] se definen via

7% = (1,2%,..,2"), 2" =4'/y,
cuando ! # 0. Para los rayos donde ' = 0, se toman otras coordenadas donde se
realiza el cociente con el primer ¢ diferente de cero. Cada una de las coordenadas
afines cubre un parche distinto de CP" 1.

El producto interno en H proporciona una nocién de distancia entre estados, rep-

resentada por el angulo entre ellos

2 _ (0[¥) (¥]9)

donde Dpg es la distancia de Fubini-Study (FS) en H. Dado que (3.1) no depende de la
fase o normalizacién de los estados, también define una nocién de distancia en CP" 1,
expresada en coordenadas afines como
WezZ-w
W -WZ- -7

donde el producto punto se define por A- B =Y, A*B®. Para llegar a una expresién

cos*(Drs([¥], [4])) W=lgleCP, Z=[]eCP"! (32

local, se toma W& = Z® 4+ dZ“ y se desarrolla hasta segundo orden en dZ* (y segundo
orden en Dpg). El resultado es la métrica de Fubini-Study de CP™~! [12]
dZ -dZ7 -7 — Z -dZdZ - Z

7277 '

dstg = (3.3)

3.2 Matrices de densidad

Las matrices de densidad son una herramienta fundamental en la caracterizacion de
estados cuanticos; permiten generalizar la descripcion a estados mixtos que resultan de
mezclas estadisticas de multiples estados puros. Ademas de su utilidad en la formulacién
tedrica, las matrices de densidad proporcionan una representacién conveniente de los
estados cudnticos, ya que la matriz es unica para cada rayo [¢)]. Para un estado puro

del sistema, se define su matriz de densidad como el operador

p= Oy e (3.4

(Yly)’
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La matriz resultante es hermitiana, tiene traza unitaria y es idempotente:

ph=p Trp=1, p*=p (3.5)

Por lo tanto, la expresiéon (3.4) define un encajamiento p: CP"™! — u(n) del espacio
proyectivo en el subespacio de matrices hermitianas u(n) C M,(C). Una matriz de
densidad que representa a un estado mixto no satisface la tercera propiedad en (3.5);
en su lugar, se demanda que la matriz sea definida no negativa y en consecuencia,
Tr p? < 1. Sin embargo, por ahora nos enfocamos solo en estados puros. Es importante
notar que la distancia de Hilbert-Schmidt entre matrices de densidad de estados puros

da lugar a la distancia de Fubini-Study

Diyslon ) = 5 To(0h = o) (o2 — p0)] = 1 — o (Dps(W]. [6)),  (36)

donde p; y po son las matrices de densidad de |¢) y |¢) respectivamente, y se han
usado todas las propiedades (3.5). Si los puntos en CP"~! son muy cercanos, se puede
expander el lado derecho de (3.6) hasta segundo orden resultando en ds? ¢ = ds%g, es

decir, el mapeo ¢ es una isometria.

3.3 Representacion estelar de estados de espin s

Una representacion sumamente util para visualizar los estados de espin s es la conocida
representacion estelar o constelacion de Majorana [12, 15, 16]. Esta consiste en un
mapeo del estado |¢)) € H a 2s puntos (llamados estrellas) distribuidos sobre la esfera
S?. El mapeo se realiza de la siguiente manera: los coeficientes del estado |1) en la base

estandar de H definen el polinomio de Majorana de orden 2s, expresado como sigue

= 3 culsom) = (@ = 3 0 (2 Jenetm 6

m=—s m=—s -
donde ¢ es una variable compleja. Luego, las 2s raices complejas, con posibles multi-
plicidades, ¢; € C,i = 1,...,2s del polinomio se mapean a la esfera unitaria mediante
la proyeccion estereografica desde el polo sur. La constelacion de estrellas resultante

recibe el nombre de representacion estelar de |i). Si el polinomio de Majorana resulta
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de grado r < 2s, es decir, que ¢, = 0 para —s +r+ 1 < m < s, entonces ( = 00 se
considera una raiz de multiplicidad 2s —r, y bajo la proyeccion estereografica se mapea
a 2s — r estrellas en el polo sur de la esfera.

La representacion estelar de un estado es una manifestacién del bien conocido hecho
de que los estados puros de espin s son equivalentes a estados totalmente simétricos
compuestos por 2s espines 1/2. La forma especifica de los coeficientes del polinomio
(3.7) hace que las posiciones de las estrellas en S? correspondan con la representacién de
los respectivos 2s espines 1/2 en la esfera de Bloch [18]. Como consecuencia directa de
esto, al realizar una rotacién sobre el estado [1), su representacién estelar se transforma

con la misma rotacion rigida de la esfera.

3.4 Estados anticoherentes

Un estado coherente |f1) de espin s es aquel que se asemeja tanto como sea posible a un
vector de espin cldsico que apunta en la direccion fi [17]. La nocién de anticoherencia de
un estado, que indica en qué medida sus propiedades se alejan de un comportamiento
clasico, se introdujo por primera vez en [15], donde el autor postula que el opuesto
de apuntar en la direccion 0 es apuntar a ninguna parte. Por lo tanto, los estados

anticoherentes de primer orden' se definen como aquellos donde se satisface que
(Y|Saly) =0, A=1,2,3, (3.8)

con Sy los operadores de espin s.

La anticoherencia de un estado es facil de visualizar en términos de su representacion
estelar. En el caso de un estado coherente |fi), la constelacién de Majorana consiste
en 2s estrellas coincidentes en la direccién fi [18], mientras que la constelacién de un
estado anticoherente suele suele tener un arreglo de estrellas uniformemente distribuidas
sobre la esfera [19]. En el caso de espines altos, se conocen varios estados anticoherentes
cuyas constelaciones de Majorana definen los vértices de poliedros regulares, o tienen un

grupo de simetria no trivial, por ejemplo, formando sélidos platéonicos, arquimedianos,

IEn este trabajo solo se trabajara con anticoherencia de primer orden. Para mayores érdenes de

anticoherencia véase [15].
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de Catalan o de Kepler-Poinsot [20]. Para una caracterizacién detallada de los estados

anticoherentes a partir de grupos de simetria discreta en espines bajos, véase [21].

3.4.1 Anticoherencia, varianza total y enredamiento

En un sistema cuantico donde las observables esenciales forman un algebra de Lie g del
grupo de Lie G, se define la varianza total de un estado normalizado [¢) como

Dy(l1)) = 3 (WIXZ[0) — (] Xilw)? (3.9)

7

donde los operadores X; € g forman una base ortonormal del algebra de Lie con respecto
a su métrica G-invariante. La varianza total aparece por primera vez en [22], como una
medida de las fluctuaciones cuanticas de las observables en un estado. Cuanto menores
sean las fluctuaciones, el sistema pierde indeterminacion en sus propiedades fisicas y se
asemeja a un estado clasico, mientras que mayores sean las fluctuaciones, mayor es el
caracter cuantico del sistema. De esta manera, la varianza total se propone como una
medida de la cuanticidad del estado en relaciéon con sus observables esenciales.

En un sistema compuesto de miltiples subsistemas (o sistema multipartito), el
enredamiento de un estado es una propiedad intrinsecamente cuantica, cuanto mayor
sea el enredamiento del estado se espera que la cuanticidad del mismo sea mayor. Y
ya que un estado de espin s se asocia con un estado simétrico de 2s espines 1/2; la
varianza total se propone como una medida del enredamiento del estado multipartito
de 2s qubits [22].

La varianza total del dlgebra de Lie su(2) en estados de espin s es de la forma

A1) = Doy ([)) = s(s +1) = [(S)[?, (3.10)

donde se ha utilizado el operador Casimir C' = 3" 4 §% = s(s+1)I,. Dado que el médulo
del vector de valores esperados del espin esta acotado entre 0 y s, la varianza alcanza
su maximo y minimo global en los estados que extremizan |(§)|, es decir, los estados
coherentes con Ay, = sy los estados anticoherentes con A4 = s(s + 1).

En un reciente articulo [23], se explora con detalle la conexién entre la varianza total,

el enredamiento y la velocidad rotacional de un estado. Se encuentra que la velocidad
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de un estado factorizable es la suma de las velocidades de sus partes, mientras que la
velocidad de un estado enredado siempre es mayor que la suma de las velocidades de sus
partes. También se muestra que el médulo al cuadrado de la velocidad, con la métrica
FS, que adquiere un estado al ser rotado, promediado en todos los ejes de rotacién 1,

es proporcional a la varianza total

Aly)) = 3/52 lval? dit. (3.11)

La velocidad de rotaciéon promediada en todas las direcciones también aparece en
el contexto de rotores cuanticos, donde se buscan estados con la mayor sensibilidad a
rotaciones. Los estados Optimos para detectar rotaciones infinitesimales alrededor de
un eje desconocido son aquellos que maximizan la velocidad rotacional promediada, y
estos, a su vez, segin la ecuacién (3.11), son los estados anticoherentes [241, 25].

La varianza total no es la inica medida de enredamiento que se maximiza en los es-
tados anticoherentes: la entropia de enredamiento también se maximiza para cualquier
biparticién (1,2s — 1) de los 2s qubits en estados anticoherentes [21]. Ademads, en
medidas geométricas de enredamiento, también aparecen estados anticoherentes con

simetrias discretas, como estados maximalmente enredados [16, 26, 27].

3.4.2 Explorando estados anticoherentes
Dimensién de la variedad

La dimension real del espacio proyectivo CP"~! de un sistema de espin s es 2(n—1) = 4s,
donde las propias coordenadas esféricas (6;, ¢;) de las 2s estrellas en la constelacién de
Majorana se pueden usar como coordenadas de la variedad. La condicion que define la
anticoherencia (3.8) impone tres ecuaciones independientes, al menos para s > 1, por
lo que la subvariedad de estados anticoherentes es de dimensiéon 4s — 3. Sin embargo,
en estos 4s — 3 grados de libertad también esta la orientacion de la constelacion, que no
sustenta ningtin analisis; se puede pensar como una reorientacion de nuestro sistema de
coordenadas en el laboratorio. Entonces hay 4s — 6 grados de libertad en la forma de la
constelacién de Majorana de estados anticoherentes; estos se pueden tomar de muchas

maneras, por ejemplo, usando los angulos entre las estrellas o las distancias relativas
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entre ellas. A continuacion se presenta una exploracion detallada de los estados antico-
herentes en espines bajos, usando como punto de partida estados con simetrias discretas

y mostrando las deformaciones que los conectan manteniendo la anticoherencia.

Espin 1y 3/2

Para espin s = 1/2, es claro que no puede haber anticoherencia, ya que cualquier estado
tiene proyeccién maxima a lo largo de alguna direcciéon i € S?. En el caso de s = 1,
no es dificil demostrar que el valor esperado del espin <§> se encuentre a lo largo de
la linea que pasa por el punto medio entre las dos estrellas. Siendo el tinico grado de
libertad la distancia del vector de espin al origen, o también el angulo entre las estrellas
[28]. Resultando que los estados anticoherentes son aquellos donde las estrellas son
antipodales, ver la figura 3.1.

Como generalizacion del ejemplo anterior, podemos identificar una subvariedad de
estados anticoherentes para cada espin entero: la constelacion del estado |s, 0) esta dada
por s estrellas situadas en el polo norte de la esfera y s en el polo sur; por su simetria bajo
rotaciones alrededor del eje z, concluimos que (§> no puede tener componentes en x ni en
y. Ademas, como también es invariante bajo reflexiones respecto al plano xy, tampoco
puede tener componente en z. Es decir, |s,0) siempre es un estado anticoherente, y su
6rbita bajo rotaciones se puede identificar con el espacio de puntos antipodales en la
esfera S? /7, = RP?2. Para el caso de s = 1, todos los estados anticoherentes pertenecen
a esta subvariedad.

Para espin 3/2, el valor esperado del espin no necesariamente se corresponde con
el baricentro de la constelacion o algin otro punto especial formado con las posiciones
de las estrellas; en general, no hay una relacion sencilla entre las estrellas y <§> Sin
embargo, siempre tendremos argumentos de simetria para construir estados anticoher-
entes. Por ejemplo, si las estrellas de la constelacion estan a lo largo del ecuador de la
esfera, el espin del estado no tendra componente en z. Adicionalmente, si se impone
que la constelacion tenga dos simetrias bajo reflexion respecto a dos planos verticales,
entonces también se garantiza que el vector de espin no tenga componentes en x ni en y.
El resultado es el estado GHZ, cuya constelacion esta dada por un tridngulo equilatero

en el ecuador, ver 3.1. Los planos de simetria son aquellos que pasan por las alturas
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Figure 3.1: Constelacion de Majorana de los estados anticoherentes con espin s = 1

(izquierda) y s = 3/2 (derecha).

del triangulo, y el mismo plano del tridangulo. En este caso, podemos identificar a los
estados anticoherentes la érbita del estado GHZ bajo rotaciones SO(3) mddulo el grupo
de simetrias del triangulo.

Para cualquier espin s, se define el estado GHZ como |GHZ®)) = |s, —s) + |s, s),
y su constelacion esta dada por un poligono regular de 2s vértices en el ecuador. De

nuevo, por argumentos de simetria, concluimos que todo estado GHZ es anticoherente.

Espin 2

Ademas del estado de proyeccion cero y el GHZ, para s = 2 uno de los sélidos platonicos,
el tetraedro, define a un tercer estado anticoherente con un grupo de simetria no trivial.
El estado tetraédrico es de especial relevancia desde su primera aparicion, debido a que
es el primero en poseer mayor orden de anticoherencia [15]2. En otros trabajos también
se puede encontrar que el estado tetraédrico maximiza el enredamiento en un sistema
de 4-qubits [29, 27].

En [21] se presenta una parametrizacién del espacio de formas anticoherentes 2

20rdenes superiores de anticoherencia implican que momentos superiores de la distribucién de

12
probabilidad ’<ﬁ . S> , sean independientes de la direccién de medicion fi.
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dimensionales, dada por
’wanti> = (17 07 22 07 1)T7 ne C? (312)

en la base estandar del espacio de Hilbert. Para explorar las deformaciones que mantienen

a un estado anticoherente, encontramos dos curvas

T
cost cost
=|(—,0,—sint, 0, — ) 3.13

W’) CostO ,.tOcostT
= , U, =181 i, U, )
? V2 V2

que conectan al estado GHZ con el de proyeccion cero y con el tetraédrico respecti-
vamente. En ¢t = 0 las estrellas estdan en los vértices de un cuadrado ubicado en el
plano xy, correspondiente al estado GHZ. A medida que ¢t aumenta, las estrellas de
|t1) se mueven a lo largo del ecuador de forma simétrica en direcciones opuestas y se
encuentran en pares en el eje z en t = /6 (estado de proyeccién cero de S,). Por otro
lado, las estrellas de |1)9) se mueven verticalmente de manera simétrica fuera del plano
ecuatorial y coinciden con los vértices de un tetraedro en t = 7 /4, ver 3.2. A lo largo de
ambas curvas el movimiento de las estrellas es simétrico, por lo que es facil argumentar

por qué todos los estados intermedios son anticoherentes.

Espin 5/2

En el caso de espin s = 5/2, hay siete formas simétricas de la constelacion de Majorana
que no son equivalentes a través de transformaciones Stochastic Local Operations and
Classical Communication (SLOCC), es decir, para llevar al sistema de una de estas
formas a otra necesariamente tiene que cambiar el enredamiento [21]. Nos referimos
a las formas simétricas mencionadas como: piramide cuadrada, piramide triangular,
bipiramide, bipiramide isésceles, triangulo, cometa y pentagono.

Para explorar las deformaciones que mantienen a un estado anticoherente, nos fi-
jamos en la carta local donde no hay estrellas en el polo sur, y separamos las compo-
nentes no nulas del estado, utilizando componentes nulas, de tal manera que (]S4 |¢) =
(Y|S_|) = 0; luego se resuelve la ecuacién (]S, |¢)) = 0 parametrizando las compo-
nentes no nulas con parametros reales. El resultado son dos familias 2-paramétricas de

estados anticoherentes no normalizados,
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Figure 3.2: Trayectorias de las estrellas de Majorana de las curvas |1);) para0 < t < 7/6
(izquierda) y [¢9) para 0 < ¢ < 7/4 (derecha).

T
) = (1, 0,v/5sinh ¢, 0, \/gem cosh g, o) ,

, T
|12) = (1,0,0, V5sina, 0, e cos a) ;

que conectan las siete formas mencionadas de la siguiente manera:

La constelacién de Majorana de la familia [¢1) en ¢ = 0,¢ = 0 tiene la forma de
una pirdmide cuadrada con el vértice fuera de la base en el polo norte de la esfera.
Manteniendo ¢ = 0 y aumentando el valor de ¢, la estrella en el polo norte no se
mueve, mientras que las estrellas que forman la base se aproximan de manera simétrica,
deformando la base cuadrada en un rectangulo dentro del mismo plano horizontal, hasta
un valor critico ¢ ~ 0.489, donde las estrellas se encuentran por pares en el plano yz
formando un triangulo. Luego, si se contintia aumentando ¢, las estrellas coincidentes
salen simétricamente en direcciones opuestas dentro del mismo plano yz hasta llegar a
la forma del pentdgono regular (un estado GHZ rotado) en ¢ ~ 1.146. A partir de este
valor de ¢, las dos estrellas simétricas superiores continiian subiendo notablemente mas
lento que las estrellas simétricas inferiores; ambos movimientos acercan a la estrellas

asintéticamente hasta que en el limite ¢ — o0, las estrellas inferiores se encuentran
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en el polo sur, logrando la forma de una cometa, ver las figuras 3.3(a)-3.3(d).

En la misma familia de estados, ahora fijamos ¢ = m. En ¢ = 0, la constelacién
de Majorana forma un pirdmide cuadrada rotada /4 alrededor del eje z respecto a
la pirdmide del estado en ¢ = 0,¢ = 0. A medida que ¢ aumenta, las estrellas de
la base salen del plano horizontal en direcciones opuestas de manera simétrica, dos
hacia arriba y dos hacia abajo, de tal manera que para ¢ ~ 0.279, las estrellas forman
los vértices de una bipiramide de base triangular, con la base en el plano yz, y los
vértices antipodales a lo largo del eje x. Conforme ¢ contintia aumentando, las estrellas
continian su movimiento vertical, acercandose dos de ellas al polo norte y dos de ellas
al polo sur, a lo largo del plano zx y yz respectivamente. En valores genéricos de ¢, con
¢ = m, la constelacion tiene la forma de una bipiramide irregular, donde todas sus caras
forman triangulos isésceles. Como estos estados tienen el mismo grupo de simetria, se
agrupan en una unica clase de estados simétricos, la de las bipiramides isésceles, ver
las figuras 3.3(e)-3.3(g).

En la familia de estados anticoherentes [i5), fijemos 5 = 0. Cuando a = 0, la forma
de la constelaciéon es la de un pentagono regular en el plano ecuatorial, de hecho, es el
estado GHZ. Conforme o aumenta, tres estrellas del pentagono se mueven hacia abajo,
y dos hacia arriba. Esta vez, aunque los movimientos son simétricos bajo reflexién
respecto al plano zz, las trayectorias de las estrellas no se mantienen dentro de un mismo
plano. Especificamente, las curvas que trazan cuatro de las estrellas en el espacio tienen
torsion no nula, a diferencia de las trayectorias mostradas anteriormente. A medida que
a se aproxima a 7/2, las dos estrellas que suben se aproximan al polo norte mientras
que las estrellas que bajan forman un triangulo equilatero en un plano horizontal, de
tal manera que en o = /2, la constelacién forma una pirdmide triangular, ver la figura
3.3(h).

De esta manera, podemos concluir que para s = 5/2 las clases de equivalencia, bajo
transformaciones SLOCC, de estados anticoherentes con simetria, se pueden conectar
con transformaciones continuas que involucran las deformaciones descritas y rotaciones,
sugiriendo que la subvariedad de estados anticoherentes es conexa. A pesar de que
pudimos encontrar dos familias 2-paramétricas de formas de estados anticoherentes en

el espacio de Hilbert para espin s = 5/2, la parametrizacion de la subvariedad completa
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(a) g=0,0=0 (b) ¢~ 0.489,¢ = 0 (c) g~ 1.146,¢6 =0

(d) g = 00,6 =0 () g=0,9p=m (f) ¢=0.279,¢ =

(8) ¢>0279,¢=m h)0<a<7/2,8=0

Figure 3.3: Constelacién de Majorana de las familias de estados anticoherentes |t);)

(a-g) v [¢2) (h).

de estados anticoherentes de dimensioén 4 supone una mayor dificultad y se deja como
un problema abierto.

Por 1dltimo, cabe mencionar que para valores genéricos de ¢ y de 3, en ambas familias
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se pueden encontrar estados anticoherentes que no poseen alguna simetria, mostrando
asi que la simetria no es una propiedad de los estados anticoherentes. Sin embargo, los
estados simétricos son un punto de partida conveniente para explorar una vecindad de

la variedad de estados anticoherentes.

Estados bipiramidales en espines superiores

Las soluciones a las ecuaciones que definen la anticoherencia (3.8) son los ceros de tres
polinomios homogéneos de orden (1,1) en las variables (¢, 4") de las componentes del
estado |¢) en una base ortonormal. Encontrar una caracterizacién de la solucién a
las ecuaciones de anticoherencia, incluso en el espacio proyectivo (donde se reducen 2
variables reales) usando, por ejemplo, coordenadas afines, no es tarea facil y en general
es un problema abierto para s > 2. Por esta razén, al menos hasta el momento, no
hay una construccién canénica para coordenadas de la subvariedad de estados anti-
coherentes. Sin embargo, los argumentos de simetria nos permiten encontrar algunas
familias de estados anticoherentes que comparten alguna propiedad geométrica de su
representacion estelar. Motivado por las formas de los estados anticoherentes presen-
tados anteriormente, a continuaciéon presentamos una nueva familia de estados (en su
mayoria anticoherentes) que forman una base para el espacio de Hilbert de cualquier
espin.

Dado un sistema de espin s y un eigenvalor no negativo m de S,, definimos a los

estados (s, 2m)-bipiramidales (no normalizados) como
k2 = o -
Pam ’Sa m> + ‘87 m> : (314)

El polinomio de Majorana P(¢) de un estado bipiramidal es proporcional a ¢5~™({*™ +
(—1)*™), lo que implica que su constelacién se compone de s — m estrellas en el polo
norte de la esfera, 2m estrellas distribuidas en un poligono regular de 2m lados en el
ecuador, y las restantes s — m estrellas en el polo sur, formando asi una bipiramide
2m-agonal, como se muestra en la figura 3.4.

Las estrellas de los estados con 2m = 0, 1, 2, 2s no forman propiamente una bipirdmide,

pero estan incluidos dentro de esta familia. En particular, los estados con 2m = 0, 2s
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Figure 3.4: Constelacion de Majorana de los estados (s, 2m)-bipiramidales. En la fila
superior s = 2, vy 2m = 4,2,0 de izquierda a derecha. En la fila inferior s = 5/2, y
2m = 5,3, 1 de izquierda a derecha. Se ha etiquetado a las estrellas con el nimero de

estrellas coincidentes en la misma posicion.

son el eigenestado de proyeccién cero de S, y el estado GHZ, respectivamente. La con-
stelacion de estados bipiramidales con 2m = 1 siempre forma un triangulo con vértices
en los polos de la esfera y en la direccion positiva del eje x. Mientras que para 2m = 2,
la constelacion forma un cuadrado con vértices en los polos de la esfera y en los puntos
antipodales del eje y, ver la figura 3.4. Debido a la simetria de las constelaciones, es

facil demostrar que en esta familia, los estados son anticoherentes.

Proposicién 1. Los estados (s,2m)-bipiramidales con 2m # 1 son estados anticoher-

entes.

Proof. Dado que las bipiramides son invariantes bajo un grupo discreto de rotaciones
alrededor del eje z y una reflexion respecto al plano xy, la componente del espin en el

plano zy y a lo largo del eje z es cero. El inico caso que no tiene la primera simetria
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essi2m = 1. ]

Notemos que si un estado bipiramidal es rotado por un angulo 7/2m se transforma

CcOo1mo

DRz ;) [bips,) = 7% |s,m) + €' |s, —m) ~ |s,m) = [s, —m) = |bipy,,” ),

2m

donde vamos a tomar como definiciéon ’bip((f)> = ’bipé (s)> = |s,0). Entonces los estados
‘bipiﬁls)> también definen bipiramides y por ende, son anticoherentes. Un calculo directo

bip;( )

S
m

muestra que para espines enteros, el conjunto {‘bip(;?)» , >}, m=20,...,5 es una
base ortogonal de estados anticoherentes del espacio de Hilbert. Mientras que para

espines semienteros los estados {‘bip§2>,

bip;n(f)>}, m = 1/2,...,s forman una base

ortogonal del espacio de Hilbert, donde los estados con 2m # 1 son anticoherentes.
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Chapter 4

Planos anticoherentes de espin s

4.1 El Grassmanniano

La generalizacion natural del espacio proyectivo es ahora considerar el conjunto de
planos de dimensién k (o k-planos) que pasan por el origen en C", también conocido
como el Grassmanniano Gry, [12]. Dado un k-plano II en C" y una base {vy,..., v}

en II, se tiene la matriz n x k de componentes:
V=1 . (4.1)

Un cambio de base v — w en II, dado por w; = M?;v;, donde M € GL(k;C) es la matriz
de cambio de base, define una nueva matriz de componentes W = V M, que representa
al mismo plano. Las componentes de la matriz V' son conocidas como las coordenadas
homogéneas de 11. De manera similar al espacio proyectivo, las coordenadas homogéneas
del plano son una descripciéon redundante, por lo que hay que fijar de alguna manera
la base que representa al plano. Entonces, se puede elegir un cambio de base M como
la inversa de la matriz definida por las primeras k& columnas de V' cuando esta matriz

es invertible. Tras el cambio de base, resulta

A
v=|_ (4.2)
Vi,
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donde V; es una matriz (n—k) x k, y sus componentes se definen como las coordenadas
afines para Gry,. Sila matriz formada por las primeras k columnas no es invertible,
entonces se hace otra eleccion de columnas que si lo sea y se elige la base del plano de
tal manera que la nueva eleccién de columnas forme la identidad k& x k. Cada una de
estas coordenadas afines cubre un parche distinto de Gry,,,.

El Grassmanniano es una variedad diferenciable compacta de dimensién real 2kk,
donde k = n — k es la dimensién del espacio ortogonal, con una nociéon de distancia
entre planos heredada del producto interno en C™. Presentar la distancia natural en
Gry,, 10 es tan inmediato como en el caso de CP™™!; para esto, es necesario presentar

algunos conceptos previos.

4.1.1 Encajamiento de Pliicker

Asi como el espacio de Hilbert H brinda una estructura lineal para los estados del
sistema, el algebra exterior hace lo mismo para los subespacios de H. El k-ésimo
producto exterior de H, denotado A*(H) [30], es el espacio de Hilbert generado por

combinaciones lineales de elementos de la forma

[W0) Aba) A Afipe), ) € Hy i =12k,

donde A denota el producto exterior de vectores (producto tensorial antisimetrizado).
Si |®) € AF(H), entonces |®) se denomina un k-vector. Ademads, si |®) puede expresarse
como un producto exterior de k elementos de H, se dice que es A-factorizable.

Una base ortonormal {e;}, i =1,...,n, en H define una base de Plicker en \*(H)
de la siguiente manera:

€] = €414, — €4y VAP €ip» (43)

donde el multiindice I = 4y ...4; es un conjunto de indices no repetidos ordenados de

forma ascendente. En esta base, un elemento genérico |®) € A*(H) tiene la forma
1) = dle;, @' eC.
T

Es importante destacar que aunque una base de k-vectores A-factorizables genera

AF(H), no todos los elementos de A*(H) son A-factorizables.
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Dado un k-plano II C #H generado por los vectores |¢;) € H, i = 1,2,...,k,
definimos a |II) € AFH como el k-vector A-factorizable formado por el producto exterior
de los k vectores que lo generan. En una base de Pliicker, los (’;) nimeros 11’ de la
descomposicién |II) = Tfe; son las coordenadas de Pliicker del plano II. Como |IT)
esta formado por productos antisimetrizados, resulta que bajo un cambio de base en el
plano, su k-vector se transforma como |[II) — det(M) |II) con M la matriz k x k de
cambio de base, y en coordenadas de Pliicker II! — det(M)II!. Esto significa que el
encajamiento de Gry,, en (C(Z) dado por las coordenadas de Pliicker, concentra toda la
redundancia de la eleccion de base en el plano en la indeterminacién de un tinico factor
complejo, diferente de cero. De manera analoga a la redundancia en la descripcion de

un estado en H, se define entonces el encajamiento de Plicker como el mapeo
v: Grg, — (CP(Z)A, : I [[IT)], (4.4)

donde [|II)] es el rayo en c() que pasa por |II).
Componiendo el encajamiento de Pliicker con el encajamiento de CP ()1 en u((;‘))

dado por las matrices de densidad, tenemos el siguiente mapeo

n | LIX(IT]
®: Grg,, — , O:Ill— R=-"—"—. 4.5
(1)) i )
Ahora queremos mostrar que este mapeo es una isometria.
El espacio vectorial A\¥H = C(Z>_1 es, de hecho, un espacio de Hilbert con el

producto interno heredado de H:

(Drlhr) -+ (Dalw)
(lp1) A== Nlgw), [h1) A+ Aiby)) = det : : = det ((i[)) ,

(Prlor) - (Plton)

para k-vectores A-factorizables. Para el resto de k-vectores, el producto interno se
extiende por linealidad. Este producto interno proporciona una generalizacion de la

nocién de distancia de Fubini-Study en Gry,[31]:

_ det ({@il;)) det ((vil¢;))
det ((@il¢;)) det ((¥slds;))’

ya que bajo un cambio de base en el plano, por la linearidad del producto interno, esta

cos*(Dpg(I1, X))

expresion permanece invariante. También es importante mencionar que una base de
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Pliicker es ortonormal con este producto interno. Ademaés, se puede mostrar que
(©,¥) = (2]F),

donde del lado derecho esté el producto interno de dos vectores genéricos |®), |¥) €
A¥H con el producto interno heredado de H, y del lado izquierdo, el producto hermitico
estandar en C() dado por (®|¥) = 3°; &' W en coordenadas de Pliicker. Entonces, la
distancia F'S toma una forma maés familiar:

ST (IT]3%)

cos*(Dps(IL, X)) = <—,
(X[%3) (I

A partir de aqui, la demostracién de que a nivel local, la métrica F'S en Gry,,, se corre-
sponde con la métrica HS en u ((Z)) es idéntica a la demostracion para el encajamiento

¢: CP" ' — u(n).

4.2 Representacion estelar de planos

Desde el punto de vista del algebra geométrica, un k-plano Il en un espacio vectorial esta
caracterizado por el producto exterior de k vectores que lo generan. Sin embargo, desde
el punto de vista de la mecénica cuantica, el producto exterior de estados corresponde

a un estado multipartito totalmente antisimétrico. El estado |II) se define como

) = [th1) Ao A g (4.6)

donde TT = span{|¢1) , ..., |we) }, [¥s) € H = C, y [II) € AP(H) = C(®) conn = 2s+1.
Este estado tiene la misma descripcion matematica que un estado multipartito de k
espines s totalmente antisimétrico, que ademés es A-factorizable.

Las rotaciones en el espacio fisico se representan mediante la accién de SU(2) en H
como [1p) = D®)(g) ), donde D) es la representacién irreducible de dimensién 2s 41
de SU(2) y g € SU(2). Esta accién se extiende naturalmente a A*(H) como

0) = [1) Ao Afti) = DR (g) [W) = DO(g) [h1) AL AD(g) ), (4.7)

cuando el estado |¥) € A*(H) es A-factorizable, y se extiende al resto de estados por

(s,k)

linealidad. La representaciéon D no es irreducible en general, pero se sabe de la
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teorfa de representaciones [32, 33| que mediante un cambio de base adecuado de la base

de Pliicker a una base Block Diagonal (BD), la representacién toma una forma diagonal

por bloques donde aparecen mg-s’k) copias de DY), con j = jmins - - -, Jmax-

En la base BD, el estado asociado a un plano se descompone como

i)

1) = | |[wi) |, (4.8)

|f(/}jmin>

donde en el término genérico [17%), jum < 7 < Jmax ¥ @ etiqueta la copia del bloque

(s,k)
J

irreducible de espin j cuando m > 1. Se define como la representacion estelar o
multiconstelacion de Majorana de un k-plano al conjunto de constelaciones, cada una
asociada al estado [¢7*), de la descomposicién (4.8). Una consecuencia inmediata de
esta construccion es que bajo una rotacion del plano II, cada una de las constelaciones
de su representacién estelar se transforma por la misma rotacion sobre la esfera. En
esta propiedad radica la utilidad de las representaciones estelares, ya que codifican de
manera visual las simetrias de un plano.

En términos computacionales, no es complicado encontrar la multiconstelaciéon de
Majorana de un k-plano, pero se deben considerar algunas sutilezas. En [31] se describe
detalladamente como encontrar una base BD, y en consecuencia, la multiconstelacion
de Majorana de un producto tensorial antisimetrizado de estados. A continuaciéon y

a manera de resumen, se destacan algunos puntos a considerar, ordenados de lo mas

general a lo mas particular.

o La construccién anterior de la representacion estelar se aplica en general para
estados k-partitos antisimétricos de espin s. Los k-planos son un caso particular

donde el estado es A-factorizable.

o A diferencia de los estados de espin s, la representaciéon estelar de un plano no
codifica toda la estructura del plano: la constelacion de cada uno de los elementos

en la descomposicién (4.8) no toma en cuenta la fase ni la normalizacién de
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cada estado. Para el estado |II), esto equivale a ignorar el peso que tiene cada
estado en la descomposicién. En [31], como alternativa, se agrega una constelacion
observadora, definida a partir del vector de pesos de los estados, pero esto depende
de una eleccion arbitraria de estados de referencia con los que se miden las fases
globales de cada estado. Y aunque se elige una construccién menos arbitraria
donde la constelacion observadora resulta invariante bajo rotaciones, esta no esta

definida para estados con simetrias rotacionales.

o El espin maés alto que aparece en la descomposicion es jnsx = %k(25 +1—k). El
siguiente espin mas alto es jnsx — 2, v ambos siempre tienen multiplicidad 1. Los

espines jmax — 1/2, Jmax — 1, ¥ Jmax — 3/2 nunca aparecen.

e Cuando hay multiplicidad en la descomposicién en representaciones irreducibles

de SU(2) (mgs’k) > 1), significa que hay todo un subespacio de estados en A*(H),

de dimension mg-s’k) > 1, de eigenvectores simultdneos de S? y S, en la repre-
sentacién D®*) con el mismo eigenvalor. Para construir los multipletes de espin
j correspondientes, se debe hacer una eleccién de estados ortogonales con la max-
ima proyecciéon m = j, y luego aplicar el operador S_ 2j veces a cada uno. Los
estados resultantes son una base para cada multiplete de espin j. En consecuen-
cia, la multiconstelacion de los bloques con el mismo j depende de esta eleccién
arbitraria. En este trabajo no habra descomposiciones con multiplicidades, por

lo que no serd necesario establecer un criterio de seleccién de estos estados.

4.3 Planos anticoherentes

4.3.1 Funcién de coherencia y varianza total
Un k-plano II que pasa por el origen en H es llamado anticoherente si y solo si
(il Sal) =0, A=1,23, i,j=1,...,k, (4.9)

donde {|¢;)},i =1,..., k, es una base ortonormal en II. La definicién de anticoherencia

implica que cualquier estado dentro del plano es un estado anticoherente. La coherencia
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de II se define como

3 k

tal que II es anticoherente si y solo si fn = 0, es decir, si f tiene un minimo global

en II. El requerimiento de ortonormalizacién en la base puede ser omitido escribiendo

(4.10) en la forma

3
fr=72_ Tr(puSapuSa) , (4.11)
Az

con i
pn=p = Z
i=1

donde ahora {|1;)} es una base arbitraria en I y {|¢")} es la base dual, (¢);]¢7) = 6,7,

en otras palabras, p es el proyector (matriz de densidad) sobre II, cumpliendo

v (¥

(4.12)

pl=p, pP=p, Trp=k. (4.13)

La ecuacién (4.11) deja claro que fi1 no depende de la base elegida en II. En lo siguiente,
identificamos al plano II con el proyector correspondiente p, y escribimos, fi = f,. El
mapeo ¢: Gry, — u(n), II — pr, encaja el Grassmannian dentro del espacio vectorial
de matrices hermitianas u(n). Escribimos la imagen de este mapeo como Gy ,.

Como se mencion6 en la secciéon 3.4.1, la varianza total de un estado de espin
es proporcional al modulo al cuadrado de la velocidad adquirida por el estado bajo
rotaciones, promediada sobre el eje de rotaciéon. Extendemos esta definicién a Gry,,,: la
velocidad de un k-plano con matriz de densidad p bajo una rotacién alrededor del eje

n es

va = i[p,0-S], (4.14)

con modulo al cuadrado

1
= — g
2I1rvn

= nnBTr (pS4Sp — pSapSs) .

Integrando sobre la esfera unitaria donde 1 reside (con [ dfi = 1), encontramos para
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la varianza total de un k-plano
Ap = 3/ lva)?dit
3

(s+ 1)k Z (pSapSa) , (4.15)

donde se ha utilizado
3
Yo Si=s(s+1I, y / nPdh = 5AB. (4.16)
A=1

Comparando con (4.11) tenemos la relacién entre varianza total y coherencia

Ap=s(s+ 1)k — f, (4.17)

Coherencia en términos del proyector

Usando la ciclicidad de la traza, el médulo al cuadrado de la velocidad también se puede

escribir de la siguiente manera

1
lval?® = 5 Tr va (4.18)

— _;nAnB Tr([Sa, p][SB, p)
_ —;nAnB Te([[Ss, pl, Salp)
— ;nAnB Tr([SA, [SBa PHP)‘

Integrando sobre la esfera unitaria, obtenemos una segunda expresion para la vari-

anza total
Z Tr([Sa, [Sa, pllp) - (4.19)
20

Ahora tomamos la descomposicion de p en la base de tensores de polarizacion p =

p"™T},n. De la expresion (2.21) tenemos que

2s

1
Ap =3 Y U+l (4.20)
=0

con |pf| = > | > |p"™|?. Y para la coherencia del plano resulta
2s

f, = s(s + 1)k — ;Zl(lJrl)lpll?. (4.21)
=0
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Coherencia en la base BD

Consideramos los encajamientos

o: Grg, —u(n), y @:Grg, —u ((Z)) , (4.22)

como fueron definidos en las secciones 4.3.1 y 4.1.1 respectivamente, con la métrica
FS en Gry,, y la métrica HS en los u’s. Hemos demostrado que ® es una isometria,
mostraremos aqui que ¢ también lo es. Bajo una transformaciéon unitaria generada por

X € u(n), tenemos p = —i[X, p|] y

Tr()

r(pX?) — Tr(pX pX)

|pl* =

H oo

(ol X2 o) = 30 1 (5] X ) I

j7l:1
I
v'r

) (4.23)

T
o),

sus componentes paralelas y perpendiculares a II, respectivamente. Por otro lado, la

Il
M»

ﬁ
Il
—

Il
M»

(vrlvr) — <U7|!

1
e

\3
Il
—_

Il
M»

\3
Il
—

donde |v,) = —iX |¢,) es la velocidad de [¢,) bajo la transformacién, y UTL> son

velocidad de |II) bajo la misma transformacion es
V) = —iX[ID)
k
=—i> )AL AX ) AN [Y)
r=1
k
=S D AL A ) AL A )
r=1
= —i (X)) + [V*), (4.24)

donde

(X) =D Wl X ), VH) = ;W Ao AR A LA ) (4.25)

r=1
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El primer término en (4.24) genera un cambio infinitesimal de fase para [II), por lo

tanto, no aparece en la matriz de densidad R descrita en (4.5) ni en su derivada,

R = —i[X,R]
= [V) (II] + [IT) (V|
= V)] + 1) (V4]

Entonces, usando (II|II) =1y <H’VL> = 0, encontramos

|R|> = ~TrR?
= (Vv

14, L
o)

I
]~
S
=

ﬁ
Il
—

lo que prueba la afirmacion.

La varianza total ahora se puede calcular en términos de R,
3
A(R) = Tr(RSY) — Tr (RS4RS,) ,
A=1

por lo que, usando (4.17), obtenemos

f(R) =s(s+ 1)k — Zgj Tr (RSi) + Tr (RSARS,) .

Evaluando esto en la base BD, obtenemos

f(R) =s(s+ 1)k + Zn?a — Z€(€ + D|2eal?,
Lo Lo

donde

3
n2 =S 124, e = el SY i) s [22al? = (ol Tza)
A=1

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

y |z ) son los componentes irreducibles de |II), indexados por su valor de espin ¢ y el

indice de multiplicidad a.

38



4.3.2 Matriz Hessiana de la funcion de coherencia

Definimos la forma bilineal ((-,-)) : u(n) x u(n) - R como
3
(X,Y) =D Tr(XS4YSa). (4.32)
A=1

Gracias a las propiedades de la traza, ((-,-)) es una forma simétrica y las derivadas
de sus entradas siguen la ley de Leibniz.

La coherencia de un k-plano es la forma cuadratica evaluada en p € G, ;, asociada
a esta forma bilineal. Para calcular la matriz Hessiana, consideramos coordenadas '

reales en G, = G', de modo que

fotw = {p(u), p(w))) (4.33)
% =2 << agi?) ’ P(“)>> ) (4.34)

gifgijj —2 <<< gifg‘;ﬂ : p(u)>> + << agl(;f), 6(;(5) >>> . (4.35)

Ahora, fijamos un p y tomamos una base {Y;} en T,G definida por Y, = —i[Y;, pl,

donde Y; € u(n). Luego, utilizando la accién del grupo U(n), generamos una vecindad
en G alrededor de p de la siguiente manera: definimos X (u) = u'Y; € u(n) y g(u) =

e~X(W) € U(n). Un plano p(u) dentro de esta vecindad se expresa como

p(u) =Ad,>p
_ eiadx
— (1—iadx—;ad§(+...)bp (439
= p— iw' Vi, = Ul [V, [V 1) + O,
de donde vemos que
Plu=o = P,
351. - —i[Y, pl, (4.37)
S| = =5 (6l + Y.

1Solo por simplificar la notacién, omitimos los indices n, k.
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No es inmediato reconocer por qué el lado derecho de la tercera linea en (4.37) es
invariante bajo el intercambio de indices ¢ <— j, mientras que el lado izquierdo si
lo es. Para justificar esto, tomemos un simbolo de Schubert o, es decir, una k-tupla
o=A{ry,...,1} de enteros de 1 an, con r; < ... < 1. Definimos a p, como la matriz
de proyeccién diagonal con unidades en las filas especificadas por o, y a Y, s(2) € u(n)
como la matriz con entradas distintas de cero iguales a z € C en la posicién (r, s) y Z en
la posicién (s,7). Entonces, el conjunto de matrices {Y;.,(1),Y;..(i)}, generadas como
}A/,ns(z) = —i[Y,s(2), ps], donde ya sea r o s, pero no ambos, pertenecen a o, genera el
espacio tangente T, G (ver [35]).

Ademas, los generadores {Y, s(1),Y,.s(i)} del dlgebra u(n) satisfacen las siguientes

relaciones de conmutacion:

Z'[Yr,su)a Y;J,q(l)] = Yr,p(i)ésq + th(i)éw + Ys,p(i)érq + K,q(i)érpv
Z'[Y;",S(Z% Y;a,q(i)] = Yr,p<i>58q - Y’r,q(i)ésp - Y;’,p(i)&"q + Y&q(i)érpa (4‘38)
i[}/;"s(l)a sz,q(m = Y;”,p(l)(ssq - Y;”,q<1)58p + Yap(l)(srq - Y;’,q(l)(srp-

)

Y dado que para generar 7, G, cada par (r,s) y (p,q), tiene solo un indice en o,
los términos en el lado derecho de las ecuaciones (4.38) que pueden ser distintos de
cero son aquellos cuyo delta tiene ambos indices dentro o fuera de o, en cuyo caso el
generador que lo multiplica tiene ambos indices fuera o dentro de o, respectivamente.
Por otro lado, mientras que p, es una proyeccién en el k-plano que define o, Y, ,(2)
es una transformacién unitaria infinitesimal, andloga a una rotacién en el plano (a, b),
entonces si ambos indices (a,b) estdn dentro o fuera de o, no importa en qué orden
se haga la proyeccion y la rotacion, es decir, [p,, Yap(2)] = 0. Entonces, tomando el
conmutador con p, en las ecuaciones (4.38), tenemos [p,, [Y;7, Y]] = 0%, pero podemos
trasladar la misma relacion de conmutacién a cualquier punto p € G usando la accién
de U(n) en T,,G, enviando (p,, Y;7) = (9059, 9Y7g™ ") = (p,Y;), con algin g € U(n).

Finalmente, usando la identidad de Jacobi, [p, [Y;, Y;]] = 0 implica que [Y;, [Y], p]] =
1Y, [Yi, pl], 1o que muestra la simetria en la expresién (4.37). Sustituyendo lo anterior

en (4.35), tenemos el gradiente y la matriz Hessiana de la funcién de coherencia en

?Se han reindexado los elementos del conjunto {Y;.4(1),Y; (i)} = {Y7} que generan la base

{Vrs(1), Yis (i)} = {¥7} para T, G.
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términos del k-plano y de los generadores de una base en su espacio tangente

o — i (i nle) (4.39
o o (Yol )+ (Yo 1 000). (4.40)

La importancia de estas expresiones radica en que se pueden conocer las primeras
y segundas derivadas en p (y en general, derivadas de cualquier orden) de la funcién
de coherencia sin calcular ninguna derivada explicitamente, a cambio de conocer a las
matrices {V;} que generan una base {¥;} en T,G. Més atin, si se conocen los generadores
de una base del espacio tangente en un punto concreto py € G, las derivadas de la
coherencia se extienden a una vecindad de py por la accién de U(n) sobre el espacio
tangente T,,G. El hecho es que ya se ha descrito explicitamente el espacio tangente a
los planos p,, y tomando los diferentes simbolos de Schubert o se puede cubrir todos
los abiertos en G. Por lo tanto, el problema de encontrar las derivadas de la coherencia
en un plano arbitrario p se reduce a encontrar el valor de los pardmetros u’ tales que
p=e N ppet

de operaciones matriciales numéricas.

, para el simbolo de Schubert o apropiado, y luego realizar una serie

4.3.3 Puntos singulares en espines enteros

El encajamiento del Grassmanniano en u(n) dado por las ecuaciones (4.12) y (4.13)
define un conjunto de ecuaciones algebraicas para las componentes de p, lo que establece
a G como una variedad algebraica. Los k-planos anticoherentes estan determinados por
una ecuacion algebraica adicional f, = 0, definiendo asi una subvariedad algebraica de
G. Por ejemplo, la ecuacién (4.21) muestra explicitamente que la ecuacién algebraica
es de orden cuadratico en las componentes de p en la base de tensores de polarizacion.

Uno de los principales objetivos de esta investigacién fue caracterizar la topologia
del espacio de planos anticoherentes utilizando las herramientas de la conocida teoria
de Morse-Bott [35]. Sin embargo, esta teoria requiere que las subvariedades criticas
de una funcién sean subvariedades diferenciables. En esta secciéon, detallaremos por
qué la subvariedad de estados anticoherentes para espines enteros no es diferenciable,

exhibiendo puntos singulares de la subvariedad. Para ver esto, nos centramos en los
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estados anticoherentes de espin s = 2, analizamos el espacio tangente de un estado GHZ
y lo comparamos con el espacio tangente de un estado de proyecciéon cero a lo largo del
eje z.

A lo largo de esta seccién nos referimos a los 1-planos (estados fisicos) indistinta-
mente por su matriz densidad p = [¢)¢| y su estado [¢), pero todos los célculos se
refieren a p € G dentro del espacio u(n). Todos los estados y matrices estan expresados

en la base de eigenvectores de S,.

Ejemplo: s =2, k=1
Espacio tangente de un estado GHZ

El eigenvector |2,2) de S, define el 1-plano p, € G, con o = {1}, donde conocemos una
base de su espacio tangente. Utilizamos la accién de U(n) en T'G para obtener una base
en el espacio tangente del estado |GHZ(2)> =(1,0,0,0,1)T, con un g € U(n) apropiado
que envia |2,2) + |GHZ®). Calculamos la matriz Hessiana de la coherencia H,(f) en
el estado p = pguz usando esta base de acuerdo con la ecuacién (4.40) y encontramos

una base ortonormal de sus eigenvectores en T),.,.,G. Los vectores de la base se obtienen

PGHZ
de Y; = —i[Y;, pauz] con los generadores:
0000 —i 0 £ 0% 0
0000 O -2 000 —3
Yi=10000 0 |, Y= 0 000 0 [,
0000 0 -2 000 -3
i 000 0 0 £ 0% 0
0 —3 0 35 0 03030
-3 0 00 —3 000 3
Ys=1 0 0 00 0 |, Ya=[ 000 0 0 |,
i 0 00 3 1000 %
0 -3 0 35 0 05030
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0 —% 0 % 0 1 00 0 O
% 0O 00 % 00 00 O
Ys=| 0 0 00 0 |, Ys=]000O0 0 [,
—% 0O 00 —% 00 0O0 O
0 —2 0% 0 0000 -1
i 1
0 0 7 0 0 0 0 7 0 0
0 0O 0 O 0 0O 0 0 0 O
i i _ 1 1
0 0 0 O 0 0O 0 0 0 O
i 1
0 0 7 0 0 0 O 7 0 O
Las matrices ¢ = 1,2,3 generan eigenvectores con eigenvalores positivos, por lo

tanto, no son tangentes a la subvariedad de estados anticoherentes®. Para i = 4,5, 6,
los eigenvectores correspondientes son proporcionales a los campos fundamentales de
rotacion alrededor de los ejes x, ¥y, z, respectivamente, por lo que son direcciones tan-
gentes a la subvariedad. Para determinar si las direcciones restantes son tangentes a
la subvariedad, debemos encontrar dos curvas de estados anticoherentes o curvas anti-
coherentes, que pasen por el estado GHZ y tengan como vectores tangentes a 177, y Vs

respectivamente. Las curvas dadas por?

V2 V2
T
cost coS t)

7707_>S' t7077
\/§ 7811 \/§

satisfacen el requisito, y entonces ¢ = 7,8 también son direcciones tangentes a los

T
) = e~V |GHZ(2)> = (COSt,O, —sint, 0, COSt) ,
(4.41)
) = e % |GHZ®)) = (

estados anticoherentes. Vale la pena mencionar que la acciéon del exponencial de los
generadores de los vectores tangentes a la subvariedad no siempre define una curva
anticoherente, en este caso fue suerte. En la figura 3.2 se muestran las trayectorias de

las estrellas de la constelacion de Majorana a lo largo de estas curvas.

3Todas las direcciones tangentes a una subvariedad de f, constante son eigenvectores de la matriz

Hessiana con eigenvalor 0. La afirmacion en la direccién opuesta no siempre es valida [35].
4Asf se encontraron las curvas dadas en (3.13).
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Espacio tangente de un estado de proyeccién cero

Ahora analizamos el eigenvector |2,0) de S,, su de matriz densidad estd dada por p,
con o = {3}, por lo que el calculo de la matriz Hessiana en el estado es inmediato.

Encontramos una base ortonormal {¥;} de eigenvectores de H, _ (f) para el espacio

P{3}
tangente T, , G. Los generadores de los vectores de la base son:

0 O 0 0 O 0 0 0 0 O
% 1
0 O ~ 0 O 0 0 ~ 0 O
— % ) — 1 1
Yi=|[0 7 0 7 0, Ya=1]0 ~7 0 7 01,
[ 1
0 0 v 0 0 0 O 7 0 0
0 O 0 0 O 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 O 0 0 0
1 )
0 O 7 0 O 0 O v 0 0
1 1 7 %
1 %
0 0 7 0 0 0 0 7 0 O
0 0 0 0 0 0 O 0 0 0
1 1
0 O 7 0 O 0 O 7 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
1 1 1 1
0O 0 0 0 0 0O 0 0 0 0
1 1
0 O 7 0 O 0 O -7 0 0
0 ﬁ 0 O 0 O —ﬁ 0 O
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Vi=| -5 0 0 0 5|, Ys=[50 0 0 %
0O 0 0 0 0 0O 0 0 0 O
0 0 —\% 0 O 0 O ﬁ 0 O

En este caso, solo hay dos direcciones ¢ = 1,2 con eigenvalores positivos, y las seis
restantes tienen eigenvalor cero. Los vectores tangentes ¢ = 3,4 coinciden con los cam-
pos fundamentales de las rotaciones alrededor de los ejes x, y respectivamente. Recorde-

mos que la rotacién alrededor del eje z deja invariante al estado, por lo que su campo
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fundamental es nulo en |2,0). Respecto a los otros generadores, esta base también tiene

la propiedad de que la accién de su exponencial da lugar a curvas anticoherentes.

. . T
X 18int 1sint
l5) = e 5 |2,0) = (—,0,(:0575,0, - (4.42)
V2 V2
[4b6) itYe 12,0) ( isint 0 ‘0 isint\"
6) — € ) =|——7=,Y,c05,U, —F— )
V2 V2
— sint sint r
7)) = e ™712,0) = [ —=,0,cost,0, ———
) \/57 ) ) b \/5 )

= 512 0) = —.—,0,cost,0,—.—

Ademads, la curva |i¢g) conecta el estado de proyeccién cero con un estado GHZ
rotado, como se muestra en la figura 4.1. Por lo tanto, ambos estados estan en la misma
componente conexa de estados anticoherentes y, en consecuencia, esta componente no
puede ser una subvariedad diferenciable, ya que la dimensién de los espacios tangentes
en dos puntos diferentes, 5 para el estado GHZ y 6 para el |2,0), no coincide.

Para visualizar una vecindad alrededor del estado |2,0), usamos las partes real e
imaginaria de las coordenadas afines z; = z;+1iy;, de modo que ) = (z1, 29, 1,23, 24) T, ¥
fijamos el plano zo = z3 = 0. Adicionalmente, si z; = z4 = 1/p, entonces |1)) es proyec-
tivamente equivalente a la familia de estados anticoherentes moédulo SLOCC presentada
en (3.12), es decir, en esta carta estan todas las formas de estados anticoherentes. La
coherencia en estos estados resulta

4 (a3 — a3+ i —v})’
(1+at+ad +yf + D)

flp) = (4.43)

por lo tanto, un estado en esta carta es anticoherente si y solo si 22 — 23 + y? — y? = 0.
Para x, constante, los estados anticoherentes forman un hiperboloide en el espacio x1-
Y1-Ys, v si x4 = 0 la superficie toma la forma de un doble cono con interseccién en el
estado |2, 0) ubicado en el origen de coordenadas, como se muestra en la figura 4.2. Esta
estructura de doble cono refleja por qué el estado |2,0) tiene més vectores tangentes
linealmente independientes que un punto genérico de la subvariedad de estados antico-

herentes, y nos da indicios de que podria ser un punto patolégico en la subvariedad.
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Figure 4.1: Trayectorias de las estrellas de Majorana de las curvas [i5) v [¢7) para
0 <t < m/4 (columna izquierda), v [ig), |¢s) para 0 < ¢t < 7/6 (columna derecha).
En t = 0, las estrellas estan en los polos de la esfera, constelacién correspondiente al
estado [2,0). A medida que ¢ aumenta, las estrellas de |¢5), [1)7) se mueven en pares a
lo largo de planos verticales ortogonales, hasta que forman los vértices de un tetraedro
en t = m/4. Por otro lado, las estrellas de [1)g), |¢)s) se mueven en planos verticales y

coinciden con los vértices de un cuadrado (un estado GHZ rotado) en t = 7/6.

El estado de proyeccién cero es un punto singular

Sea V' una variedad algebraica incrustada en R™ definida por las ecuaciones

Fi(zy,...,x,) =0,i=1,.. k,
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At states/SLOCC

Figure 4.2: Superficie de estados anticoherentes en el plano 2z, = 23 = 0 con x4 = 0
(izquierda) y x4 = 1 (derecha). La linea azul es el conjunto de estados anticoherentes

con la parametrizacion (1,0, u,0,1)7 con u € C.

con F; polinomios de n variables. Se dice que un punto p € V' es un punto singular si la
matriz Jacobiana (J,);; = 0F;(p)/0x; tiene un rango menor en p que en otros puntos
de la variedad. Los puntos que no son singulares se llaman puntos requlares de V. El
contenido geométrico de la definicién anterior es el siguiente: en un punto p € V, la
matriz J, tiene como filas los vectores gradiente de los polinomios que definen V', es
decir, los vectores normales a V' en p, por lo que el rango de J, significa el nimero de
direcciones linealmente independientes normales a V' en p. El hecho de que la matriz
J, tenga un rango menor que en los otros puntos significa que hay maéas direcciones
tangentes a la variedad V' en p, justo como sucede en el estado |2, 0).

Explicitamente, tomamos una base ortonormal {e;} de matrices hermitianas en
u(n)®, y escribimos un 1-plano de la forma p = p'e; con p' € R. El encajamiento
del Grassmanniano en u(n) dado por p> —p = 0y Tr(p) — 1 = 0, define a G como el

conjunto de raices simultdneas de n?+ 1 polinomios de orden cuadratico o lineal. Como

5Para este ejemplo no podemos usar la base de tensores de polarizacién porque no son matrices

hermitianas.
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sabemos, G si es una variedad suave y ademas homogénea, en el sentido de que todos
los puntos son U(n)-equivalentes. Las ecuaciones que definen la subvariedad antico-
herente (S4) = Tr(pS4) = 0, anaden tres polinomios de primer grado, que también se
pueden ver como G intersecada por tres hiperplanos en u(n). Entonces, tenemos n? + 4
polinomios F; para las n? variables p'. La matriz Jacobiana .J, se calcula de manera
directa, y en nuestro caso de interés s = 2, n = 5, tenemos que Rank(Jguz) = 20
mientras que Rank(Jjp0) = 19, lo que muestra que [2,0) es un punto singular. En
ambos casos, el espacio vectorial generado por los vectores que no son normales a la
subvariedad coincide con el espacio de eigenvectores con eigenvalor cero de la matriz

Hessiana. Pero ain més, para espines s = 3,4, 5 el mismo célculo muestra que
Rank(J|s,g>) = Rank(JGHZ) — 1. (444)

Estamos convencidos de que una demostracién formal de la ecuacién (4.44) para
cualquier espin entero, y para cualquier estado anticoherente ademas del GHZ, usaria
el hecho de que los estados de proyeccién cero son los tinicos estados anticoherentes con
una simetria rotacional continua (la rotacién alrededor del eje donde la proyeccién de su
espin es cero). Esta situacién no ocurre en estados anticoherentes de espin semientero,

pero queda abierta la pregunta de si puede ocurrir en k-planos anticoherentes con k£ > 1.

4.3.4 Explorando planos anticoherentes
El valor k esta acotado

Dada la matriz de densidad p € Gy, de un k-plano, denotamos por p* a la matriz de
densidad del (n — k)-plano en las direcciones ortogonales restantes. Como proyectores,

deben satisfacer la identidad p + p*~ = I,,, asi que
f(pt) = (I, —p)
= ({In = p, 1 — p))
= ({In, In)) = 2{{Ln, p)) + f(p)
s(s+1)(2s+1—2k)+ f(p)
donde se ha utilizado que ({I,,,1,)) = 4 Tr(S%) = s(s + 1)(2s + 1) y ({In,p)) =

(4.45)

S 4 Tr(S%p) = s(s+ 1)k. Por lo tanto, p es un plano anticoherente k-dimensional si
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y solo si f(pt) = s(s+1)(2s + 1 — 2k), y dado que la coherencia es no negativa para
cualquier plano, la igualdad solo puede satisfacerse si k < n/2.

Ademés, para s semientero, n es par y la igualdad n/2 = k puede satisfacerse, pero
en ese caso, la ecuacién (4.45) implica que tanto p como pt son planos anticoherentes.
Si tomamos una base {|v;),|¢;)} en el espacio de Hilbert, tal que {|i;)} es una base
para el plano definido por p y {|¢;)} una base para el plano definido por p*, en esta

base de estados anticoherentes los operadores de espin tienen la forma

0 Ba
Cy O

Sa =

donde By, C4 vy los ceros son matrices de k x k, y es facil ver que los operadores S4 no
pueden satisfacer el dlgebra de SU(2), por lo tanto, la igualdad no puede satisfacerse y

solo pueden existir k-planos anticoherentes con k < n/2.

Espines bajos

El primer sistema donde pueden existir 2-planos anticoherentes es en estados de espin
s = 2, donde la parametrizacién de formas anticoherentes (3.12) ya define un plano

anticoherente de estados de la forma
[Yanti) = a |GHZ®)) +5]2,0) ~ [GHZ®) + 11]2,0),

es decir, |GHZ®) y |2,0) forman una base para el plano.

En espin s = 5/2, no puede haber 3-planos, pero si 2-planos. Sin embargo, ninguna
pareja de estados anticoherentes de la base bipiramidal del espacio de Hilbert, definida
en (3.14), forma una base para un 2-plano anticoherente. Para entender por qué la
base de estados piramidales falla en definir planos anticoherentes de espin 5/2; hay que

escribir los estados piramidales en la base de eigenestados de S,:
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J_(5/2)> _ 5/2)>

o O = O
o O o O =

1

0

5/2) 0
’blp > .
0

1

0
1
6/2) > 0
0
1
0

0 —1

donde los estados bipiramidales con 2m = 1 son descartados porque no son antico-
herentes. Para que un par de estos estados definan un plano anticoherente, se deben sat-
isfacer las ecuaciones (4.9) para cada par de elementos de la base. Si tomamos, por ejem-
plo, un estado bipiramidal y su ortogonal (bipirdmides con el mismo nimero de vértices

i) =0

Entonces, necesariamente las bipirdmides deben tener un niimero diferente de vértices

> ‘b1p2m> nunca se va a cumplir <b1p2m’ S,

en la base), como S,

en la base.

Si ahora tomamos ’bip§f7)1> y ‘bipé2,> con 2m # 2m/, al aplicar los operadores S
y S_ a un estado bipiramidal, las posiciones con componentes diferentes de cero en
el vector columna del estado suben o bajan un lugar segin sea el caso. Al tomar el
producto interno con otro estado bipiramidal, la proyeccion resultante no puede ser cero
si no hay al menos dos lugares de diferencia entre las entradas no nulas de los estados.
Por esta razon, el estado con 2m = 5 no puede formar un plano con el estado que tiene
2m’ = 3 o su ortogonal®.

No obstante, para sistemas de espin mayor, habra suficiente espacio entre las com-
ponentes de los estados bipiramidales para que estos formen la base de un plano anti-
coherente. a continuacion, se generaliza este razonamiento para construir familias de

planos anticoherentes.

Planos bipiramidales

Ahora formalizamos la construccién de familias de planos anticoherentes usando estados

bipiramidales.

*Ya que ([S1|¢) = (V[S-|¢) =0 <= (¥|Sale) = ([Sy]¢) = 0.
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Proposicion 2. Si2m/,2m # 1 y [m' —m| > 2 entonces los estados ‘bipgi,)l,> Y ‘bzpé‘?&

generan un 2-plano anticoherente.

Proof. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m’ > m y m’ > m + 2. Dado que
los estados ‘bipgf,)l,> y ‘bip§f7)1> son anticoherentes, los términos (11]|Sa|t1) y (o] Sal1he)
en la funcién de coherencia (4.10) son cero. Por otro lado, el estado S, bipé‘:,)l> solo
S, bipg‘2> = 0. Y de man-

era similar, Sy ‘bipgfq)» solo tiene componentes en |s,m £ 1) y |s, —m £ 1), por lo que

tiene componentes en |s,m) y |s, —m), por lo que <bipgj,)1,

<bip§sn)1,’ Sy ‘bip;f%> =0, y dado que S, y S, son combinaciones lineales de S y S_, los

términos (11|Sa|12) en la funcién de coherencia también son cero. O

Proposiciéon 3. Si los estados ’bip§2,> Y ’bng‘;)» generan un 2-plano anticoherente,
entonces ‘bz’pgf,)l,> y R)(t) ‘bngf,)l> generan una familia uniparamétrica de 2-planos an-

ticoherentes.

Proof. Como ’bipéi,)» es anticoherente, al rotarlo se mantiene anticoherente. Ademaés,
la matriz de rotacién R(®(t) es diagonal en la base de eigenestados de S,, y al aplicarla
en un estado bipiramidal, las componentes no nulas del estado solo adquieren una fase,
manteniendo tinicamente componentes en |s, m) y |s, —m). Por lo tanto, los argumentos

de la demostracién anterior se siguen. ]

Proposiciéon 4. Dado un conjunto de proyecciones {myq,...,my} tal que 2m; # 1 y
|m; —m;| > 2 para todo i,j, entonces los estados {‘bzpéﬁ%)} generan un k-plano anti-

coherente.

Proof. Dado que cada pareja de estados en {‘blpg‘;)l» forma un 2-plano anticoherente,

se satisfacen todas las ecuaciones (4.9). O

Proposicion 5. Si los estados ‘bng‘:zl) generan un k-plano anticoherente, entonces
‘bipéﬁi) y los estados RY)(t;)

de k-planos anticoherentes.

bzp§%> i =2,....,k, generan una familia (k—1)-paramétrica

Proof. Por extension de los argumentos anteriores. O]

Si se busca un k-plano anticoherente generado por estados bipiramidales, o k-plano

bipiramidal, el minimo de proyecciones necesarias son m; = 0,2,...,2(k—1), por lo que
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el primer valor de espin donde se puede formar un k-plano bipiramidal es s = 2(k —1).
De esta manera, siempre se puede encontrar un k-plano bipiramidal para cualquier valor

de k, en un espacio de Hilbert suficientemente grande.

2-planos bipiramidales de espin 3

En espin s = 3, las combinaciones de la base bipiramidal que pueden formar 2-planos

anticoherentes son

II; = span{‘bipé3)> , bip§3)>},
11, = span{’bipé3)> , bip83)>},
II; = span{’bip§3)> , bipé3)>}

La descomposicion en bloques irreducibles del espacio de 2-planos es 3A3 = 5®3P1

[34]. Al hacer el cambio a la base BD se obtiene
1I,) = ‘bipé3)> A ‘bipg3)> _ (ﬂ’bip§(5)> X \/g‘bipi(5)>) o (_\% ‘bipi‘(3)>> &0,

IIp) = ‘bipé3)> A ‘bip(()3)> _ (\% ‘bipé(5)>> o (—\/g(bipé(3)>> ®0.

Y el plano II3 se obtiene como una rotacién del plano II; alrededor del eje z por un
angulo de m/2. En las figuras 4.3 y 4.4 se muestra la multiconstelacién de cada plano
comparada con la base bipiramidal del mismo. Es notable cémo la multiconstelacion de
los planos refleja todas las simetrias discretas de la base. Por esta razon, la constelacion
de Majorana es la representacion predilecta para estudiar la anticoherencia, incluso en

planos.
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Figure 4.3: Multiconstenlacion del plano II;. En el renglén superior se muestran las
constelaciones del sector j = 5 (izquierda) y j = 3 (derecha) de la base BD. En el
renglén inferior se muestran las constelaciones de los estados ’bipé3)> (izquierda) y
’bip§3)> (derecha) que generan al plano. Se ha etiquetado a las estrellas con el nimero

de estrellas coincidentes en la misma posicion.
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Figure 4.4: Multiconstenlacion del plano Il,. En el renglon superior se muestran las
constelaciones del sector j = 5 (izquierda) y j = 3 (derecha) de la base BD. En el
renglén inferior se muestran las constelaciones de los estados ‘bipé3)> (izquierda) y
’bip(()3)> (derecha) que generan al plano. Se ha etiquetado a las estrellas con el niimero

de estrellas coincidentes en la misma posicion.
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Chapter 5
Conclusiones y Trabajo Futuro

En el Capitulo 3, se presentaron varios conceptos relacionados con los estados de sis-
temas cudnticos de espin s, destacando su utilidad como herramientas para el estudio
de tales sistemas. Ademas, se exploré un enfoque geométrico para el estudio de estos
sistemas, tanto desde la perspectiva de la geometria diferencial a través de la variedad
que define el espacio de estados fisicos CP" !, como desde la representacion estelar, que
permite visualizar las transformaciones que preservan la anticoherencia de un estado en
el espacio fisico R3.

Se introdujo el concepto de anticoherencia y se destacd su relaciéon con otras no-
ciones fisicas como la varianza total y el enredamiento, subrayando la importancia de
su estudio. Los resultados principales de este capitulo incluyen la exploracion de los es-
tados anticoherentes en espines bajos, mostrando cémo se pueden encontrar utilizando
argumentos de simetria, asi como la visualizacién de las transformaciones que preser-
van la anticoherencia a través de la representacion estelar. Un desafio interesante es
encontrar una parametrizacion de la subvariedad de estados anticoherentes, moédulo
transformaciones SLOCC, que sea manejable en términos computacionales.

Motivados por las figuras geométricas que surgen en las constelaciones de estados
anticoherentes de espines bajos, se generalizé este concepto a una familia de estados
anticoherentes para cualquier espin: los estados (s,2m)-bipiramidales. Esta familia
proporciona una base de estados anticoherentes en el espacio de Hilbert para espines

enteros, y una base con dos estados no anticoherentes para espines semienteros.
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En el Capitulo 4, se realizaron generalizaciones al promover estados a planos de espin
s. Se desarroll6 el trasfondo necesario para trabajar en el Grassmanniano, presentando
la generalizacion de la constelacion de Majorana a una Multiconstelacién de Majorana
para los planos. Se destacé que los k-planos, matematicamente, representan estados
k-partitos totalmente antisimetrizados A-factorizables de espin s, abriendo la puerta a
posibles conexiones con el enredamiento de sistemas multiqudits.

Bajo nuestra definicién, un plano anticoherente es un subespacio lineal del espacio
de Hilbert donde todos los estados son anticoherentes. Se propuso una medida de la
coherencia de un plano, que caracteriza a los planos anticoherentes como la subvar-
iedad critica de una funciéon. Usando técnicas estandar de geometria diferencial, se
encontraron las primeras y segundas derivadas de la funciéon de coherencia en términos
unicamente de la matriz de proyeccion del plano y su espacio tangente como variedad
encajada en u(n). Sin embargo, los estados de proyeccion cero se revelaron como puntos
singulares de la subvariedad de estados anticoherentes, lo que implica que las herramien-
tas de la teoria de Morse-Bott no pueden caracterizar la topologia de esta subvariedad.
Una direccién de investigacion futura es la revision de la teoria de Morse-Bott para
encontrar generalizaciones de las subvariedades criticas no diferenciables, o bien, estu-
diar el espacio de formas anticoherentes, es decir, el espacio de estados anticoherentes
modulo rotaciones SO(3).

La funciéon de coherencia también permitié acotar la dimensionalidad de un plano
anticoherente, demostrando que no puede ser mayor o igual que la mitad de la dimen-
sioén del espacio de Hilbert. Esta cota es crucial para la posible aplicacién de k-planos
anticoherentes en computacién cudntica y teoria de la informaciéon. Sin embargo, la
relacion entre anticoherencia y enredamiento para k-planos requiere una revision ex-
haustiva para comprender las implicaciones de la cota de k en los sistemas k-partitos
correspondientes.

En conclusion, este trabajo destaca la importancia del estudio de los k-planos de
espin s debido a su conexién con areas como la computacion cuantica, la informa-
cién cuantica, la 6ptica cudntica y los sistemas multipartitos bosénicos y fermionicos.
Aunque los k-planos anticoherentes desempenan un papel importante en varios traba-

jos, aun queda mucho por desarrollar sobre los k-planos en si mismos en la literatura
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estandar. Este trabajo pretende extender las bases mateméaticas de diversas areas en
una sola descripcién, tanto cualitativa como cuantitativamente, lo que proporciona clar-
idad en la fenomenologia correspondiente y posiciona el estudio de planos como un tema

de interés en otros contextos.
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