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Introduccion

Por lo menos, alguna vez cuando estamos viendo la television o hablando por teléfono, la senal
se llega a “cortar”; esto se conoce como interferencia. Llamamos interferencia a cualquier
senal de radiofrecuencia no deseada que impide ver television, escuchar radio o hablar por
teléfono. La interferencia puede bloquear completamente la recepcion en un equipo, causar
solo una pérdida temporal de la senial o afectar la calidad de las imagenes o del sonido.

Para entender aiin mejor el problema anterior, imaginemos que tenemos un canal de fre-
cuencias para la transmision de mensajes entre algunas estaciones de una red. Para evitar
las interferencias haremos lo siguiente: si un mensaje es transmitido con una determinada
frecuencia, para retransmitirlo se debe utilizar una frecuencia distinta.
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Figura 1: Transmisién de mensajes con frecuencias distintas.

De acuerdo con nuestro problema anterior, con la ayuda de la teoria de graficas podemos
modelarlo de la siguiente forma: consideraremos las estaciones como vértices y las frecuen-
cias disponibles entre dos estaciones se representaran por medio de aristas (posiblemente
multiples) entre cualesquiera dos vértices de la gréfica. Donde a cada una de las aristas, las
cuales representan frecuencias, les asignaremos un color para identificarlas.

Por lo tanto, lo que pedimos en la grafica asociada es encontrar un camino entre dos vértices,
donde las aristas consecutivas del camino deben tener asignado un color distinto. Por otro
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lado, puede suceder que el mensaje que se envie de una estacion predeterminada debe volver a
la misma estacién. En términos de graficas, lo que buscamos es un camino cerrado, donde las
aristas consecutivas del camino deben tener asignado un color distinto. Si el camino cerrado
descrito anteriormente es un ciclo, entonces lo llamaremos “ciclo propiamente coloreado”.

En una grafica coloreada por aristas, llamamos camino propiamente coloreado a un camino
que tiene la propiedad que aristas consecutivas tienen asignado un color distinto. Si a un
vértice v, de una grafica coloreada por aristas, le inciden k aristas de distinto color, diremos
que el grado de color de v es k.

Los primeros en estudiar la existencia de ciclos alternantes (lo que nosotros llamamos ciclos
propiamente coloreados) fueron Grossman y Haggkvist, [4], ellos dieron una condicién su-
fiente bajo la cual una gréfica coloreada por aristas, con 2 colores, tiene un ciclo alternante.
Después, Yeo en [5] generaliz el resultado dado por Grossman y Haggkvist para una grafica
coloreada por aristas con ¢ colores con ¢ > 2.

En esta tesis vamos a desarrollar los articulos Shinya Fujita, Colton Magnant, Properly
colored paths and cycles, Discrete Applied Mathematics, Volume 159, Issue 14, 2011, Pa-
ges 1391-1397, ISSN 0166-218X. Guanghui Wang, Hao Li, Color degree and alternating
cycles in edge-colored graphs, Discrete Mathematics, Volume 309, Issue 13, 2009, Pages
4349-4354, ISSN 0012-365X. En [1] se exhibe la existencia de ciclos propiamente coloreados
de longitud 3, 4 y de longitud al menos 5. Por otro lado, en [2], bajo cierta hipdtesis se exhibe
la existencia de una trayectoria propiamente coloreada o de un ciclo propiamente coloreado
de una longitud determinada, donde la longitud esta asociada con el orden de la grafica.

Primeramente, en el capitulo 1 presentamos las definiciones bésicas de la Teoria de Graficas
y algunos resultados basicos que seran de ayuda en los capitulos siguientes.

Seguidamente, en el capitulo 2 desarrollamos el contenido del articulo [2]. Previo al desarrollo
del articulo antes citado, presentamos algunas definiciones sobre graficas coloreadas por
aristas, las cuales vamos a necesitar para el desarrollo del trabajo.

Posteriormente, en el capitulo 3 estudiamos parcialmente el contenido del articulo [1]. En
este capitulo vamos a trabajar con gréficas completas y veremos una condicién necesaria
para garantizar que todo vértice de la gréfica K, (con n > 4) esta contenido en un ciclo
propiamente coloreado de longitud 3 y 4.

Finalmente, en el capitulo 4 terminamos de trabajar con el contenido del articulo [1]. Veremos
una condicién necesaria para garantizar que todo vértice de la grafica K, (con n > 13) estd
contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos algunas definiciones basicas de la Teoria de Graficas y también
algunos resultados basicos con los que trabajamos durante los siguientes capitulos. Para un
estudio con més profundidad de las definiciones béasicas, puede consultarse [3]. Por otro lado,
en este capitulo trabajamos una seccién especial para digraficas, donde exhibimos algunos
conceptos que nos serviran en el capitulo 2.



1.1. Definiciones Basicas

Definicién 1.1.1 Una grdfica G consiste de un conjunto finito, no vacio, a los elementos de
este congunto los llamamos vértices, denotado por V(G), y un conjunto de pares no ordenados
de diferentes elementos de V(G) llamados aristas, denotado por E(G).

Para referirnos a una gréfica escribiremos simplemente G.

Sean G una grafica, u y v vértices de GG, para denotar a la arista {u, v}, de ahora en adelante,
escribiremos indistintamente uv o vu.

Definicién 1.1.2 Sea una grdfica G. Si u y v son vértices de G tales que wv € E(G),
decimos que u y v son adyacentes. También, se dice que la arista uv incide en el vértice
v y en el vértice u.

Definicién 1.1.3 Dada G una grdfica, decimos que G tiene orden n si |V(G)| =ny G
tiene tamano m si |E(G)| = m. Se dice que una grdfica es finita si las cardinalidades de

V(G) y E(G) son finitas.

De aqui en adelante, consideramos que G tiene orden n y tamano m, a menos que se indique
lo contrario.

Definicién 1.1.4 Sean G una grdfica y v un vértice en V(G), el grado de v es la cantidad
de aristas que inciden en v, denotado como d(v). Al minimo min{d(v) : v € V(G)} se le
llama el grado minimo de G y se representa por §(G). Al mdzimo max{d(v) : v € V(G)} se
le llama el grado mdzimo de G y lo denotamos por A(G).

Definicién 1.1.5 Sean G una grdfica y v un vértice de V(G), la vecindad de v, denotada
por N(v), se define como {u € V(G) : vu € E(G)}.

Notemos que se cumple |N(v)| = d(v).

En la figura (1.1), tenemos una grafica con orden 5, tamano 4, grado minimo igual a 1, grado
maximo igual a 2. Notemos también que N(w) = {u,y}.

Yy yw w

Figura 1.1: Gréafica G



Definicién 1.1.6 Sea G una grafica. El complemento de G, denotado por G, es la grafica
que cumple con:

1) V(G°) =V(G).
2) uv € E(G°) siy solo si uv ¢ E(G).

Definicién 1.1.7 Sea G una grifica, si para cadav en V(G), d(v) = n—1, entonces decimos
que G es completa y la denotamos por K,.

En la figura 1.2 (izquierda) se muestra el complemento de la grafica G, mostrada en la figura
1.1. Por otro lado en la figura 1.2 (derecha) tenemos la grafica completa de orden 5.

G

i

K : u

y o Y w

a) Complemento de G b) Grifica completa de orden 5

Figura 1.2: Ejemplo del complemento de una gréafica y una grafica completa.

Definicién 1.1.8 Sean G una grdafica. Un camino en G es una sucesion de vértices
W = (vo,...,v,) tal que viv;11 € E(G) para 0 <i <p—1.

Sean G una grafica y W = (vy,...,v,) un camino en G. El conjunto {v; : 0 < i < p} es
denotado por V(WW); el conjunto {v;v;41 : 0 < i < p— 1} es denotado por E(W).

Definicién 1.1.9 Sean G una grifica y W = (vo,...,v,) un camino en G. Se define un
subcamino H de W como un camino tal que V(H) C V(W) y E(H) C E(W).

Sea W = (vo,...,Vi,...,0,...,0,), el subcamino (v;, viy1, .. .,v;-1,v;) se denota por (v;, W, v;).
El camino (v, ...,vg) se denota por W'
Definicién 1.1.10 Sean G una grdfica y W = (v, ... ,v,) un camino en G.

1. La longitud de W se define como p.
St W no repite vértices, entonces W se llama trayectoria.

Si vy = vy, entonces decimos que W es un camino cerrado.

Si W es un camino cerrado que no repite vértices, salvo el primero y el ultimo, con
longitud mayor o igual que 3, entonces W se llama ciclo.



Si W es un ciclo de longitud s, entonces lo denotamos por Cs.

Definicién 1.1.11 Sea G una grifica y C,, un ciclo de longitud n en G, se dice que G es
hamiltoniana si V(C,) = V(G).

Definicién 1.1.12 Sea G una grifica, una subgrdfica H de G es una grifica tal que
V(H) C V(G) y E(H) C E(G). Se considera una subgrdfica propia si V(H) € V(G) o
E(H) € E(G).

Definicién 1.1.13 Sea G una grdafica. Una subgrdfica inducida H es una grifica que
cumple con lo siguiente:

1) V(H) CV(G) con V(H) # 0.
2) E(H) ={uw € E(G) : {u,v} CV(H)}.

Definicién 1.1.14 Sean G una grifica y S C V(G). La subgrdfica de G inducida por
S, denotada por (S), es la grifica que cumple con lo siguiente:

1) V((S))=5.
2) E((S)) = {w € E(GQ) : {u,v} C S}.

Dado un vértice x en G, para denotar a la subgrafica inducida por V(G) \ {z}, escribiremos
simplemente G — z.

H H :

w w

) - o u " Al g . . & "
Subgrafica de G. Subgrafica inducida de G.

Figura 1.3:



1.2. Digraficas

Definicién 1.2.1 Una digrdfica D consiste de un conjunto finito, no vacio, a los elementos
de este conjunto los llamamos vértices, denotado por V (D), y un conjunto de pares ordenados
de diferentes elementos de V (D), a los elementos de este conjunto los llamamos flechas,
denotado por F (D).

Definicién 1.2.2 Sean D una digrdfica y f = (u,v) una flecha de D. Decimos que u es la
cola de f y que v es la cabeza de f. También decimos que u es adyacente hacia v y que
v es adyacente desde u.

Definicién 1.2.3 Sean D una digrdfica y (u,v) una flecha de D. Decimos que (u,v) es una
flecha asimétrica si (v,u) ¢ F(D).

Definicién 1.2.4 Sean D una digrdfica y v en V(D). La invecindad de v, denotada por
Np(v), es el conjunto de todos los vértices en D que son adyacentes hacia v. El ingrado
de v en D, denotado por d,(v), es la cardinalidad de Np(v).

Definicién 1.2.5 Sean D una digrdfica y v en V(D). La exvecindad de v, denotada por
N/ (v), es el conjunto de todos los vértices en D que son adyacentes desde v. El exgrado
de v en D, denotado por dj(v), es la cardinalidad de N (v).

Cuando sea claro a que digrafica nos referimos omiteremos el subindice D.

En la figura 1.4, podemos observar una gréfica orientada.

D: Vo

™

Us
dt () =0  d (v2) =2
At (o) =2 d (v5)=1

Ugq

Figura 1.4: Digrafica
Definicién 1.2.6 Sea G una grdfica, decimos que G es una grdfica orientada, si cada
arista es sustituida por una flecha asimétrica.
Definicién 1.2.7 Sea K,, una grdfica completa. Un torneo T' es una orientacion de K,.

Como la gréfica completa K, tiene @ aristas, entonces por la definicién de torneo,

tenemos que el tamano de T es @

En la figura 1.5 vemos un torneo de orden 5.
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Figura 1.5: Torneo de orden 5

1.3. Resultados Basicos

Proposicién 1.3.1 Sea D una digrifica de orden n y tamano m. Tenemos que

Zd_(vi) —m = Zd*(vi).

Demostracién. Sea f = (u,v), una flecha de D, donde {u,v} C V(D). Como f tiene
exactamente una cola, la flecha se cuenta exactamente una vez en y ., d*(v;). Por lo tanto,
> r  d*(v;) = m. De la misma manera, como la flecha tiene exactamente una cabeza, enton-
ces f se cuenta exactamente una vez en y ., d~(v;), lo que implica que Y\, d™(v;) = m.

La siguiente proposicion, nos serd de gran ayuda en el siguiente capitulo.

Proposiciéon 1.3.2 Si T es un torneo de orden n, para n > 2, entonces existe un vértice v
tal que d*(v) > "2

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que para todo v en V(T),
d*(v) < %51, Esto implica que m = >, d*(v;) < n(%), pero debido a que el tamafio de
un torneo es "(”2_1), entonces tenemos que m = "(n;l) < (n(”2_1))

tanto, existe un vértice v, con d*(v) > 251

, una contradiccién. Por lo
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Capitulo 2

Condicion de longitud para caminos
propiamente coloreados

Iniciamos este capitulo presentando definiciones con las que trabajamos en el presente capitu-
lo: una grafica coloreada por aristas, vecindad de color de un vértice v, grado de color de v,
trayectorias y ciclos propiamente coloreados.

Dada una grafica coloreada por aristas, donde su grado minimo de color sea mayor o igual
ad,conden Nyd>2 probaremos que existe una “trayectoria propiamente coloreada” de
longitud 2d o un “ciclo propiamente coloreado” de longitud f%d} + 1.

Como corolario de lo anterior, probaremos que si el grado de color minimo de G es mayor o
igual a %, entonces existe un ciclo propiamente coloreado de longitud [%] 4 1. Este tltimo
resultado sera utilizado en el capitulo 4.
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2.1. Graficas coloreadas por aristas

Definicién 2.1.1 Sea G una grafica. Una coloracién de las aristas de G, es una funcion
c: E(G)—{1,...,k}, donde {1,...,k} se llama conjunto de colores.

Para las siguientes definiciones vamos a suponer que GG es una grafica con una coloracion en
sus aristas ¢ : E(G) — {1,...,k}.

Definicién 2.1.2 Sean G una grdfica y v un vértice en V(G). Se define la vecindad de
color de v, denotada por N¢(v), como el mdzimo subconjunto de N(v) tal que para cualquier
subcongunto {u,w} de N¢(v) sucede que c(vw) # c(vu).

Definicién 2.1.3 Sean G una grifica y v un vértice de V(G). El grado de color de v,
denotado por dZ(v), se define como |N€(v)].

Cuando no haya confusién, en lugar de escribir dg (v), solo escribiremos d°(v).

Definicién 2.1.4 El grado de color minimo de G, se define como
min{d®(v) : v € V(QG)}, denotado por 6°(G).

En la figura 2.1, tenemos un ejemplo de wuna grafica coloreada, donde
N¢(w) = {u}, N¢(z) = {v,y}, también observemos que d°(x) = 2 y d°(w) = 1, por tltimo
tenemos que 0°(G) =1y A%(G) = 2.

G :

Ca

C1

o
Yy C1 w

Figura 2.1: Grafica con una coloracion en sus aristas
Definicién 2.1.5 Sea G una grdfica y W un camino. Llamamos a W = (vg,...,v,) un

camino propiamente coloreado, si el color de la arista v;v;11 es distinto al color de la
arista v 140 para 0 <1 < p— 2.

13



Definicién 2.1.6 Sean G' una grdfica y W = (vo, ..., v,) un camino propiamente coloreado
en G.

1. Si W no repite vértices, entonces W se llama trayectoria propiamente coloreada.

2. Stvg = vy, entonces decimos que W es un camino cerrado propiamente colorea-

do.

3. St W es un camino cerrado que no repite vértices, salvo el primero y el ultimo, con
longitud mayor o igual a 3, entonces W se llama ciclo propiamente coloreado.

Como ejemplo en la figura 2.2, tenemos que:

Wi = (u,w,y,w) es un camino coloreado de longitud 3.

Wy = (u, x,v,y) es una trayectoria propiamente coloreada de longitud 3.
W3 = (u,x,v,y,x) es un camino propiamente coloreado de longitud 4.
C = (v,z,y,v) es un ciclo propiamente coloreado de longitud 3.

G

u

()

Y C1 u’

Figura 2.2: Caminos, trayectorias y ciclos coloreados en G

Antes de comenzar es necesario recordar las definiciones de la funcién piso y la funcién techo.
Definicién 2.1.7 Sea [ | : R — Z la funcion techo definida como:

[x] =z, conx en R y z cumple con lo siguiente:

1) z € Z.

2)z—1<z<z.

En palabras simples podemos decir que la funcion techo asigna a cada nimero real x el entero

mas prorimo, pero que sea mayor o igual que x.

14



Definicién 2.1.8 Sea | | : R — Z la funcion piso definida como:
|x] =z, conx en R y z cumple con lo siguiente:

1) z € Z.

2)z<zx<z+1

De forma intuitiva, podemos decir que la funcion piso o suelo asigna a cada nimero real x
el entero mds proximo, pero que sea menor o igual que x.

Sea = en R. Algunas propiedades de las funciones techo y piso.
1)z €Zsiysblosi |z] =[z] =x.
2) [z] = [=] = 0.

2.2. Longitud de una trayectoria o un ciclo propiamen-
te coloreado

Teorema 2.2.1 Sean G una grdfica de orden n, paran > 3, yc: E(G) = {1,...,k} una
coloracion de las aristas de G. Si para cada vértice v de G, d°(v) > d > 2 (con d en N) |
entonces G tiene una trayectoria propiamente coloreada de longitud al menos 2d o G tiene
un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos [%d} + 1.

Demostracién:

Vamos a probar primero el caso d = 2; es decir, probaremos que si d°(v) > 2, entonces
(G tiene una trayectoria propiamente coloreada de longitud al menos 4 o G tiene un ciclo
propiamente coloreado de longitud al menos [@W +1=2+1=3.

Sea vp un vértice en V' (G). Como d°(vg) > 2, entonces al menos existen dos vértices vy y vy
en N(vg), con c(vgvy) = ¢1, ¢(vgva) =c2 v ¢ # co. Fijémonos en vy, como d°(vy) > 2,
entonces debe existir v3 adyacente a vy, con c(vjv3) =3 y ¢3 # ¢1. Ahora fijémonos en
vg, como d°(ve) > 2, debe existir vy adyacente a v, con c(vevy) = ¢4 'y ¢ # ¢4. Derivado
de esto tenemos los siguientes casos.

Caso 1. v3 = vy ¥ ¢3 # Co.
Caso 2. v3 =1y y 3 = 3.
Caso 3. vy = vy y v3 # vs.

Caso 4. vy # v, y U3 # vUs.

15



Caso 1. v3 = vy y ¢3 # co (véase Figura 2.3).

Fijémonos en el ciclo C' = (v, v, v1, 1), probaremos
que es un ciclo propiamente coloreado de longitud 3.

Recordemos que c(vgv2) = ca y ¢(vav1) = ¢(v3v1) = cs.
Por la suposicién del caso 1 tenemos que c3 # co,
por lo que c(vgve) # c(vevy). Por otro lado, como
c(vivg) = ¢1 y por la eleccién de las arista vqvy res-
pecto a la arista vivg, tenemos que ¢; # c3, entonces
c(vguy) # ¢(v1vg). Por tdltimo, como c(vgvg) = o y
por la eleccion de las aristas vivg y voug, tenemos que
1 # co; es decir, c(vivg) # c(vove). Por lo tanto,
concluimos que C = (vy, v2,v1,vp) es un ciclo propia-
mente coloreado de longitud 3.

Vo

1 Co

€3
v Va2 = Vg

Figura 2.3: Caso 1.

Caso 2. v3 =1y y 3 = Ca.

Vo = Us Observe que en este caso vy F# wv;. Como

yacente

Casos:

V4

Figura 2.4: Caso 2.1.1 2. ¢

dC(U4) Z 27

Caso 2.1 v5 = vg.

entonces debe existir wvs ad-
Uy con

c(vgvs) = ¢5 y ¢4 # c5. Tenemos los siguientes sub-

Caso 2.1.1 ¢5 = ¢y (véase figura 2.4).

Fijémonos en el ciclo C' = (vy4,vs,v1,v0,v4). Proba-
remos que C es un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4; es decir, vamos a ver que:

Prueba 1. Recuerde que c(vyv2) = ¢4 y ¢(v901) = ¢o;
por la eleccion de la arista vovy, respecto a la arista
Vo2, tenemos que ¢4 # co; es decir, c(v4vg) # c(vavy).

Prueba 2. Por la elecciéon de las aristas vgvy y vgve tenemos que ¢; # co, lo que implica que

c(vavy) # c(v1vp).

Prueba 3. Recuerde que c¢(vivg) = ¢1 y ¢(vgvy) = ¢5. Por otro lado, la hipétesis del caso
2.1.1 sabemos que co = c¢5 y por la eleccién de las aristas vgv; y vgve, tenemos que ¢y # ¢,
por lo que, ¢; # c5. Asi, c(v1vg) # c(vovy).

16



Prueba 4. Por la eleccion de la arista v4vs, respecto
a la arista vqvy, tenemos que ¢4 # c5, lo que implica
que c(vgvy) # c(v4v2).

Por (1), (2), (3) y (4) tenemos que C es un ciclo pro-
piamente coloreado de longitud 4.

Caso 2.1.2 ¢5 # ¢ (véase figura 2.5).

Fijémonos en el ciclo C' = (vg4, vg, vy, v4). Probaremos
que C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud

3. Vamos a ver que:
1. c(v4va) # c(vaup).
2. c(v9vg) # c(vovy).
3. c(vovy) # c(v4v2).

Figura 2.5: Caso 2.1.2

Prueba 1. Por la eleccién de la arista vovy, respecto
a la arista vyvg, tenemos que ¢4 # o, lo que implica

que c(v4v9) # c(vavp).

Prueba 2. Por suposicién del caso 2.1.2 tenemos que cg # c5. Asi, c(vavg) # ¢(vovy).

Prueba 3. Por la eleccién de la arista vqvs, respecto a la arista vevy, tenemos que ¢4 # cs.

Por lo tanto, c(vgvy) # c(v4vs).

Figura 2.6: Caso 2.2.1

Por (1), (2) y (3) tenemos que C' es un ciclo propia-
mente coloreado de longitud 3.

Caso 2.2 v5 = ;.
Caso 2.2.1 ¢5 # ¢ (véase figura 2.6).

Fijémonos en el ciclo C' = (vy, v9, vg,v1,v4). Proba-
remos que C' es un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4. Veremos que:

1. c(v4vg) # c(vay).
2. c(vgug) # c(vovy).
3. c(vovy) # c(v1vy).
4. c(vivg) # c(v4v9).

Prueba 1. Por la elecciéon de la arista vqvy, respecto
a la arista vgvg, tenemos que ¢4 # co. Por lo tanto,
c(vgvg) # c(vavy).

Prueba 2. Por la eleccion de las aristas vgvy, y vgvs

tenemos que ¢; # co. Asi, c¢(v9vg) # c(vovy).
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Prueba 3. Por la suposicion del caso 2.2.1 tenemos Vo
que ¢; # ¢s, lo que implica que c¢(vovy) # c(vivy).

Prueba 4. Por la eleccién de la arista v,vs, respecto 1 Co
a la arista v9vy, tenemos que ¢4 # c5, por lo que se
deduce que c(v1v4) # c(v4vs).

Por (1), (2), (3) vy (4) tenemos que C' es un ciclo pro-

piamente coloreado de longitud 4. U1 =05 t2 = U3
Caso 2.2.2 ¢5 = ¢; (véase figura 2.7). “

Cs = C1
Fijémonos en el siguiente ciclo C' = (vy, vg, vy, vy4). vy
Probaremos que C' es un ciclo propiamente colorea-
do de longitud 3. Vamos a ver que: Figura 2.7: Caso 2.2.2

1. c(vgva) # c(vauy).
2. c(vauq) # c(vyvy).
3. c(vivy) # c(v4v9).

Prueba 1. Por la eleccion de la arista wvyvg, res-
pecto a la arista Vo3, tenemos que

cq # c9; es decir, c(vgvg) # c(vav1).

Prueba 2. Por la suposicién del caso 2.2.2 tenemos que
c5 = ¢, y por la eleccion de las aristas vgvy v vovs tenemos
que ¢1 # cg, por lo que ¢z # co. Asi, c(vavy) # c(v1vy4).
Prueba 3. Por la eleccion de la arista wvyvs, respecto
a la arista vgvy, tenemos que ¢4 # c¢5. Por lo tanto,
c(v1vyg) # c(v409).

Vg — V3

Cq

Por (1), (2) y (3) tenemos que C' es un ciclo propiamente
coloreado de longitud 3.

V4

Caso 2.3 v5 ¢ {v1,v0} (véase figura 2.8). Figura 2.8: Caso 2.3

Fijémonos en la trayectoria W = (vy, vg, va, v4, v5). Proba-
remos que W es una trayectoria propiamente coloreada de
longitud 4. Veremos que:

1. ¢(v1vg) # c(vovg).
2. c(vgvg) # c(vavy).
3. c(vavy) # c(v4vs).

Prueba 1. Por la eleccién de las aristas vgv; y vovy tenemos que ¢; # cy; es decir,
c(v1vg) # c(vgvg).

Prueba 2. Por la eleccién de la arista vovy, respecto a la arista vyvy, tenemos que ¢4 # ¢3,
lo que implica que c(vgvy) # c(vavy).
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Prueba 3. Por la eleccién de la arista vyvs, respecto a la arista
U9y, tenemos que ¢4 # 5. Asi, c(vavy) # c(vgvs).

Por (1), (2) vy (3) tenemos que W es una trayectoria propia-
mente coloreada de longitud 4.

Caso 3. vy = v1 y v3 F# vs.

De este caso se derivan subcasos similares a los casos 1 y 2, por
lo que, se omite su demostracién.

Caso 4. vy # vy ¥ v3 F# vs.
Caso 4.1 vy = vs.
Caso 4.1.1 ¢3 # ¢4 (véase figura 2.9).

Fijémonos en el ciclo C' = (vg4, vg, vg, V1, v4). Probaremos que C
es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Veamos que:

1. c(vgvg) # c(vavp).
2. c(v9ug) # c(vovy).
3. c(vgv1) # c(vyvy).
4. c(v1vy) # c(vgvs).

Prueba 1. Por la elecciéon de la arista vovy, respecto a la arista
UoU2, tenemos que ¢4 # o es decir, c¢(vyvy) # c(vaup).

Prueba 2. Por la eleccién de las aristas vgv; v vove tenemos
que ¢; # co. Por lo tanto, c(vavg) # c(vovy).

Prueba 3. Por la eleccion de la arista vyvs respecto a wvyvq
tenemos que ¢; # c3. Asi, c(vovy) # c(vivy).

Prueba 4. Por la suposicién del caso 4.1.1 tenemos que ¢4 # c3,
lo que implica que ¢(v1v4) # c(v4v9).

Por (1), (2), (3) y (4) tenemos que C' es un ciclo propiamente
coloreado de longitud 4.

Caso 4.1.2 ¢35 = c4.

Como d°(vy) > 2, entonces debe existir vs adyacente a vy con
c(vgvs) = ¢35 y ¢4 # 5. Tenemos los siguientes subcasos:

Caso 4.1.2.1 v = vy.
Caso 4.1.2.1.1 ¢5 = ¢y (véase figura 2.10).

Fijémonos en el ciclo C' = (vy4, vg, g, v4). Probaremos que C' es
un ciclo propiamente coloreado de longitud 3. Veremos que:

1. c(vgve) # c(vavy).
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U3 = V4

Figura 2.9: Caso 4.1.1

Vo = Us
C1 C2
() (%)
C3 Cyq
V3 = U4

Figura 2.10: Caso 4.1.2.1.1



2. c(v9ug) # c(vovy).
3. c(vgvy) # c(v4v2).

Vo = Uy

C1 ()]

(%) U2

C3 Cy4

U3 = V4

Figura 2.11: Caso 4.1.2.1.2

Prueba 1. Por la eleccién de la arista vovy, respecto a la arista
Vovg, tenemos que ¢4 # co; es decir, c(vgvy) # c(vavy).

Prueba 2. Por la suposicién del caso 4.1.2.1.1 tenemos que
cs = c1 y por la eleccién de las aristas vgv; y vouy tene-
mos que ¢; # co, lo que implica que c; # c¢5. Por lo tanto,

c(vaug) # c(vguy).

Prueba 3. Por la eleccion de la arista v vs, respecto a la arista
U9y, tenemos que ¢y # cs. Asi, c(vgvg) # c(v409).

Por (1), (2) y (3) tenemos que C' es un ciclo propiamente co-
loreado de longitud 3.

Caso 4.1.2.1.2 ¢5 # ¢; (véase figura 2.11).

Fijémonos en el ciclo C' = (vy, v1, vg, v4). Probaremos que C' es
un ciclo propiamente coloreado de longitud 3. Veamos que:

L. c(vgvy) # e(vivp).
2. c(v1vg) # c(vovy).
3. c(vgvy) # c(vavy).

Prueba 1. Por la eleccién de la arista vyvs, respecto a la arista

vov1, tenemos que ¢; # 3. Asi, c(vqv1) # c(vivp).

Prueba 2. Por la suposicién del caso 4.1.2.1.2 tenemos que
cs # ¢1. Por lo tanto, c(vivg) # c(vgvy).

Prueba 3. Por la suposicion del caso 4.1.2 tenemos que ¢35 = ¢4
y por la eleccion de la arista vavs, respecto a la arista vouy,
tenemos que ¢4 # c¢5. Por lo tanto, c3 # ¢s5, lo que implica que

c(vovy) # c(vqv1).

Por (1), (2) y (3) tenemos que C' es un ciclo propiamente co-

loreado de longitud 3.

(%)

Caso 4.1.2.2 v; # vy (véase figura 2.12).

Fijémonos en la trayectoria W = (vq, vg, v2, vy, v5). Probaremos

Figura 2.12: Caso 4.1.2.2

que W es una trayectoria propiamente coloreada de longitud

4. Veamos que:
1. c(vrvo) # c(vgvs).
2. c(vovs) # c(vava).
3. c(vavs) # clvavs).

20



Prueba 1. Por la eleccion de las aristas vov; v vovy tenemos que c¢; # c¢y; es decir,
c(v1vg) # c(vove).

Prueba 2. Por la eleccién de la arista vavy, respecto a la arista vgvg, tenemos que ¢4 # co.
Por lo tanto, ¢(vovs) # c(vavy).

Prueba 3. Por la eleccién de la arista vyvs, respecto a la arista vqvy, tenemos que ¢4 # cs.
Asi, c(vava) # c(vavs).

Por (1), (2) y (3) tenemos que W es una trayectoria propiamente coloreada de longitud 4.

Caso 4.2 v3 # vy (véase figura 2.13).

ce s . U
Fijémonos en la trayectoria W = (vs, v1, vg, v2, v4). Probaremos X

que W es una trayectoria propiamente coloreada de longitud
4. Veremos que: c1 Cs

1. c(vsvy) # e(viwvg).
2. c(v1vg) # c(vova).

(1 U2
3. c(vgve) # c(vavy). s 5
Prueba 1. Por la elecciéon de la arista v,vs3, respecto a la arista
VU1, tenemos que ¢1 # c3; es decir, c(vzvy) # c(v1vp). U3 U4

Prueba 2. Por la eleccién de las aristas vgv; v vove tenemos

Fi 2.13: 4.2
que ¢; # cp. Asi, c(v1v) # c(vovy). igura 2.13: Caso

Prueba 3. Por la elecciéon de la arista vovy, respecto a la arista
voU2, tenemos que ¢4 # co. Por lo tanto, ¢(vgvs) # c(vavy).

Por (1), (2) y (3) tenemos que W es una trayectoria propia-
mente coloreada de longitud 4.

Con esto concluimos el caso d = 2.
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Ahora veamos el caso d > 3. Supongamos que el teorema es falso; es decir, existe una grafica
G, tal que d°(v) > d >3 para todo v en V(G), pero todo ciclo propiamente coloreado en G
es de longitud h, con h < [ 91 41 y toda trayectoria propiamente coloreada es de longitud
hl, con h; < 2d.

Sea W, = (vy,...,v;) una trayectoria propiamente coloreada de longitud maxima en G,
entonces [ — 1 < 2d, por lo que, | < 2d. Sea N°(v;) una vecindad de color méxima de
vy tal que vy € N¢(vy) (notemos que la eleccién de vy es posible ya que vy € N(vq) y si
c(v1v2) = ¢;, entonces vy serd el representante del color j). Andlogamente, sea N¢(v;) una
vecindad de color maxima de v; tal que v;_; € N¢(v;).

Durante la demostracion necesitaremos continuamente de los siguientes hechos, por lo que,

procedemos a demostrarlos, para después solo mencionarlos y que las pruebas sean mas
fluidas.

a) N¢(vy) CV(W)).

by d+1<1.

¢) [2]+1>3.

d) [§] <d

e) 1 —[2] <[ -
f)d—[%]= L%J

g) l4] =1

h) N¢(v) C V(W)).

i) l—[3]>1.

i) vr & Ne(u) o op ¢ N¢(v1).

k) 2[g] +3 > [F1+1.

Prueba a. Supongamos que existe x € Nvy) tal que x ¢ V(). Por la definicién 2.1.2
tenemos que c(zvy) # c(vive), ya que vo € N¢wvp). Como c(xvy) # c(vivy) y W es una
trayectoria propiamente coloreada, entonces T' = (x, vy, v9, ..., ;) es una trayectoria propia-
mente coloreada de longitud [, pero W, era una trayectoria de longitud maxima, esto implica
una contradiccién, por lo que, N¢(vy) C V(W)).

Prueba b. Por (a) tenemos que N°(v;) C V(W}). Por otro lado sabemos que v; ¢ N¢(vy), pe-
ro vy € VW), lo que implica que {v1} U N¢v;) C V(W,), por lo que
[N(v1) U{oi}| < [V(W))]. Como [N®(vy) U{oi}| = [N“(v)] + {vi}] = d*(v1) +1 = d + 1,
entonces tenemos la siguiente desigualdad

d+1<dw) + 1< [N (vg) Uny| < V(W] = L.
Por lo tanto, d +1 < [.
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Prueba c. Como d > 3, entonces 2d > 6, por lo que, %d > 2y por la definicién 2.1.7 tenemos
que 2 < 2 < [20]. Finalmente tenemos que [24] > 2, lo que implica que: [%] +1 > 3.

Prueba d. Como d > 3, entonces 2d + d > 3 + 2d, por lo que, %d > % + %d; es decir,
d> %d + 1. Ahora por la definiciéon 2.1.7 [%ﬂ < %d + 1. Juntando las desigualdades tenemos

que d > % + 1> [21], concluyendo que d > [24].

Prueba e. Por (c) tenemos que (%‘11 + 1 > 3, lo que implica que [%‘ﬂ > 2, por lo tanto
—[%d} < —2. Sumando [ a la desigualdad anterior, tenemos que

-3 <i-2
Prueba f. Tenemos lo siguiente por las definiciones 2.1.7 y 2.1.8:

[F1-1<%F <[¥]

151 <§<[5)+1

sumando las desigualdades

1<

141 <4

t{e%l}er:l_oEgu; [l%dllo—r }O—: f&égofd%d_ —F é]zzdl %lejdecir, [24] — 1+ | 4] < d, que es lo mismo que

Ahora sumando las desigualdades
¥<E
d< g +1

tenemos que 24 +¢ < [2874+ 4] 4+1. Asid < [Z]+[2]+1, que es lo mismo que d < [2]4|4].
Por lo tanto, d — [%] < |4].

Por ambas desigualdades tenemos que 4] < d — [2] < [4]; es decir, d — [2] = [4].

k
> 1.

Prueba g. Como d > 3, entonces g > 1, por lo que ng

Prueba h. Supongamos que existe y € N¢(v;) tal que y ¢ V(W,). Por la definicién 2.1.2
tenemos que c(yv;) # c(vv_1), ya que vy € N°(v;). Como c(yv) # c(vvi_1) y W' es
una trayectoria propiamente coloreada, entonces T' = (y, v, v;_1,...,v1) €s una trayectoria
propiamente coloreada de longitud [, pero W, era una trayectoria de longitud méaxima, esto
implica una contradiccién, por lo que N¢(v;) C V(W)).

Prueba i. Por (b) y (d) tenemos que [2¢] + 1 < d+ 1 < [, entonces [%] + 1 < [. Asi,
1<1— 2.

Prueba j. Procediendo por contradiccién, supongamos que v; € N¢(v;) y v; € N¢(vy). Proba-
remos que C' = W;U(v;, v1) (véase figura 2.14) es un ciclo propiamente coloreado. Recordemos
que W, es una trayectoria propiamente coloreada. Por otro lado,

c(v—1v;) # c(vy), ya que {vi,v,-1} € N(v;). Debido a que {v;, v2} € N°(vy), tenemos que
c(vwy) # ¢(vyvy). Por lo tanto, C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud [. Por (b) y
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(d), sabemos que [ > d+1 > [24] + 1; es decir, [ > [2] + 1, esto implica una contradiccién
ya que G no contiene ciclos propiamente coloreados de longitud al menos (%d} + 1. Por lo
tanto, v; ¢ N°(v;) o v & N¢(vq).

C:

@ @
U1 U9 S R U1 U}

Figura 2.14: Ciclo C

Prueba k. Por la definiciéon 2.1.7, sabemos que, f%d] —1 < 2 sumando 1, obtenemos

3 )
[%d} < %d + 1. Por otro lado, por la definicién 2.1.8, sabemos que, g < ng + 1, multiplicando
por 2, tenemos que % < 2L§J + 2, ahora sumamos 1 y obtenemos % +1< 2L§J + 3. Por
ambas desigualdades, deducimos que [2] < %d +1< 2L§J + 3; es decir, QL%lJ +3 > [4].

3 3
Por lo tanto, 2| 4] +3 > [2] + 1.

Con esto terminamos de probar los incisos. Ahora buscaremos vértices que cumplan ciertas
propiedades (los llamaremos vs y v;) con el fin de encontrar un ciclo propiamente coloreado

de longitud al menos [24] + 1.
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Afirmacién 1. Existe un entero s en {1,...,l}, que cumple lo siguiente:
(I) vs € N(v1).

(II) s > [2] + 1.

(III) Sujeto a (I) y (II), s es minimo.

Demostraciéon. Procediendo por contradiccién, supongamos que no existe el entero s con las
tres propiedades, esto implica que N€¢v;) C {vy,... ,v[%ﬁ}. Por lo tanto,
|IN“(v1)] < |{v1,...,v[%ﬂ}| = [24]; es decir |[N%(vy)| < [%]. Por otro lado, por (d) sa-
bemos que [2] < d y como d < |N¢(v;)|, entonces tenemos la siguiente desigualdad
IN“(v1)] < [3] < d < |N¢(v1)|. Concluyendo que [N¢(v1)| < |N¢(v1)], lo cual es una contra-
diccién. Por lo tanto, debe existir dicho entero s.

Una vez aclarada la existencia de s, afirmamos lo siguiente:

Afirmacién 2. s < [ (véase figura 2.15).

Wi

@ ® @ ® ® o
V1 Ul.%.H_l cee Vg e Up Uy

Figura 2.15: Afirmacion 2

Demostracién. Para la demostracion consideraremos dos casos sobre s; a saber, s = (%1 +1
2d
y s> (?—I + 1.

Si s = [%]+ 1, entonces por (d) tenemos que [24] +1 < d+ 1. Ademds, por (b), d+1 <,
lo que implica que s = [24] + 1 < d+ 1 < ; es decir, s < L.

Sis > [%d} + 1, entonces afirmamos los siguientes hechos:
L IN“(or) N o, vpan H < [2] - 1
2. [N%(vy) N{vy, ... 05 < [%d}

Prueba 1. Recordemos que |{vy, ... ) Ur2dy } = [#]. Por otro lado, sabemos que vy ¢ N(vy),

pero vy € {vy,... ,U[%d-‘}, entonces |N°(vy) N{wy, ... ,v[%d1}| < 3] -1

Prueba 2. Afirmamos que {v(%ﬂ, .., s} NN¢(vy) = {vs}. Procediendo por contradiccién

supongamos que existe un vértice v,., tal que v, € N¢(v1) N {U[Qfd-‘_i_l, .., 05}y r#s. Como
3

v, € {v[%ﬂ,...,vs}, entonces [%d} + 1 < r < s, pero debido a que r # s, tenemos que

[%] +1 < r < s, lo que implica que el entero r contradice la eleccién del entero s. Por lo

tanto, {vpaaq s ..., 05} N N(v1) = {vs}. Ast {vpzay ... 0t N N(v1)] = 1. Por otro lado,
3 3

veamos la siguiente igualdad

25



|IN“(v1) N{wr, ... 05} = |1, - - ,v(%} U {v%ﬁﬂ, oo UsH) N NC(v)]
= |({U17 s 70(%]} N NC<UI)) U ({U[%—d]-}l) s 7US} N NC(UI))|
= [{v1,... ,U(%}} NN(vi)| + HU(%]H’ -, vsf NN (o))

Por el punto (1) sabemos que |{vy,... ,v[%ﬁ N Ne(vy)| < [24] — 1y por lo expuesto al
inicio de la prueba tenemos que |{v(%1+1, ..., U} N Nvp)| = 1, sumando las cardinalidades
obtenemos

2d 2d . .
[§—| —1+1= "g" Z ‘{Ula"wv[%]} NN (Ul)| + |{v|'%'|+17"'7vs} NN (Ul)‘

Por lo tanto,

N O (o0l = o v} O N @O] - {opaggans 0} 0N (w0)

<12

es decir,

IN“(v1) N {or, .05} < T3

Para concluir con la prueba primero notemos que s < [, ya que v, € V(W;). Supongamos
que s = [, lo que implica que [N°(vy) N {vy,..., v} = [N¢(v1) N {vy, ..., v} < [2]. Por

otro lado, sabemos que, d < |[N(vy)| = |[N¢(vy) N {vy,..., v} (ya que N(vy) C {vy,..., v}
y por (d) se cumple que [%W < d. En resumen tenemos que:

d < |NC(U1> N {UIJ R 7Ul}|
= ‘Nc(vl) N {vla s 705}’

2d
<l3l<d

es decir, d < d, lo que implica una contradiccion. Por lo tanto, s # [. Asi, s < [.

Afirmacién 3. Si v; € N¢(vy) y s < i <[ — 1, entonces c(vvi41) # c(viv;) (véase figura
2.16).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe v; en N¢(vq) con
s < i < 1l—1y c(vviy1) = c(viv;). Probaremos que C' = (vy,...,v;,v1) (véase figu-
ra 2.17 ) es un ciclo propiamente coloreado. Recordemos que (vy, W;,v;) es una trayec-
toria propiamente coloreada, ya que es una subtrayectoria de W;. Por otro lado, como
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U1 o Us  --- Uj Uikl U
Figura 2.16: Afirmacion 3

{vi,viz1} CV(W)), entonces c(v;_1v;) # c(v;v;41) ¥ por la negacién de la afirmacién 3 sabe-
mos que

c(vwin) = c(vy), lo que implica que c(v;i1v;))  #  c(vwr). Por ltimo
c(v1v;) # c(vivy) ya que {v;, v9} C N¢(vq1). Por lo anterior tenemos que C' es un ciclo pro-
piamente coloreado de longitud i, con ¢ > s. Dado que s > (%d} + 1, entonces ¢ > (%d] + 1;
es decir, la longitud de C' es mayor o igual a (%d} + 1, esto implica una contradiccion ya que
estamos suponiendo que G es una grafica que no contiene ciclos propiamente coloreados de
longitud al menos [%] + 1. Asi, la afirmacién 3 es verdadera.

Figura 2.17: Ciclo C

Ya tenemos al vértice v, con las propiedades necesarias, ahora es turno de encontrar el vértice
v; con propiedades similares a v,, para finalmente poder encontrar un ciclo propiamente
coloreado de longitud al menos [%] + 1.
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Afirmacién 4. Existe un entero ¢ en {1,...,l}, que cumple lo siguiente:
(IV) v, € N¢(vy).

(V)£ <i—[2,

(VI) Sujeto a (IV) y (V), t es maximo.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que no existe el entero ¢ con
las tres propiedades; es decir, para todo v, € N¢(v;) se tiene que t > | — [%d}, por lo que

Por lo tanto,

IN()] < om0
2d
N R
2
:z—z+1_1+(§d}
2d
- 12

esto implica que [N¢(v;)| < [3]. Por otro lado, por (d) sabemos que [2¢] < d y como
d < |N°(u;)|, entonces tenemos la siguiente desigualdad |[N¢(v;)| < [#] < d < [N¢(v)|.
Concluyendo que |N¢(v;)| < |[N¢(v;)], lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, debe existir
dicho entero ¢.

Una vez aclarada la existencia de ¢, afirmamos lo siguiente:

Afirmacién 5. 1 <t (véase figura 2.18).

Wi
@ @ @ @ @ o

U1 Ut UI—T%T U]

Figura 2.18: Afirmacion 5

Demostracién. Para la demostracion consideraremos dos casos sobre t; a saber, t = [ — [2¢]
yt<l—[%]. Sit=1-[%7, entonces por (i), sabemos que 1 < | — [2¢] = ¢, lo que implica

que 1 <. Sit <1l— [2], entonces afirmamos los siguientes hechos:
L [N¢(v) N {Ul_[%]ﬂ» o] < [2?(11 — L

2. [N“(w) N {v, ..o} < [24].

28



Prueba 1. Recordemos que

|{vl_(%+1, o ===+ 1)+ 1 = 1=+ [3] 141 = [2]. Por otro lado, sabemos
que v; ¢ N¢(v;), pero v € {vl_[%Hl, ..., U}, entonces |N0(vl)ﬁ{vl_(%]+1, oyt < T3 -1
Prueba 2. Afirmamos que {v, ... ,vl{%ﬁ NN¢(v;) = {v:}. Procediendo por contradiccion,
supongamos que existe un vértice v,, tal que v, € N(v;) N {vy, ... >Ul—[23—d]} y r # t. Como
v € {vt,...,vl%%}, entonces t < r < [ — [%d}, pero debido a que r # t, tenemos que

t<r<Il-— [%‘11, lo que implica que el entero r contradice la eleccién del entero ¢. Por lo
tanto, {v, ... ,vl_(%]} N N(v) = {v}. Asi, {vy, ... ,vl_[%]} N N¢(v;)| = 1. Por otro lado,
veamos la siguiente igualdad

’NC(’UZ) ﬂ {Ut, e 7’(][}‘ = ’({’Ub e 7Ul*|'%d.|} U {/Ulflr%d“‘i'l’ o e ,Ul}) ﬂ NC(UI)’
= |({Ut7 e ,/Ul_l‘%d'l} N NC(UZ)) U ({'Ul_l'%'l_,'_l, e ,Ul} N NC(UZ))|
= ’{’Ut7 [N 7Ul,|'237d‘|} N NC(’UZ)| + |{,U17’7%‘H'1’ e 71}[} N NC(UI)’

Por el punto (1) sabemos que |{UZ4%H1, .y} NN(v)] < [3] =1y por lo expuesto al
inicio de la prueba tenemos que [{vy, ... ,Ul_[%]} N N¢(v;)| = 1, sumando las cardinalidades
obtenemos

. . 2d 2d
e+ 0 g} 0N )]+ Hor s oo} NS € 5] = 1+ 1= 5]

Por lo tanto,

’NC(UI) N {Ut, R 7’U[}| = |{Ut, R ,Uli{%d.‘} N NC(UZ)’ + ’{’Ulf]'%]Jrl? o 7Ul} N NC(Ul)‘
2d
< [—
<13
es decir, [N(v)) N {os, .., 0}] < [2].

Para concluir con la prueba primero recordemos que 1 < ¢, ya que v, € V(W;). Supongamos
que t = 1, lo que implica que [N°(v;) N {vy, ..., v} = [N°(v) N {vy, ..., v} < [%]. Por otro
lado, sabemos que, d < |N¢(v;)| = |[N(v;) N {v1,...,u}| (va que N¢(v;) C {vy,...,u} )y
por (d) se cumple que [2] < d. En resumen tenemos que:

d < |N°(u)N{or,..., 0} = [N“(v) N {vr, ..., u}| < [3] < d; es decir, d < d, lo que implica
una contradiccion. Por lo tanto, t # 1. Asi, 1 < t.

Afirmacién 6. Si v; € N°(v;) v 2 < i <, entonces c(v;_1v;) # c(v;v;) (véase figura 2.19).
Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe v; en N¢(v;) con

< i<ty c(vi1v;) = c(vyy). Probaremos que C' = (v;,...,v,v;) (véase figura 2.20) es un
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Figura 2.19: Afirmacion 6

ciclo propiamente coloreado. Recordemos que (v;, Wi, v;) es una trayectoria propiamente colo-
reada, ya que es una subtrayectoria de W;. Por otro lado, como {v;_1,v;} C V (W), entonces
c(vi_1v;) # c(v;v;1) v por la negacién de la afirmacion 6, sabemos que c¢(v;_1v;) = c(v;v;), lo
que implica que ¢(v;vi1) # c(v;vy). Por ultimo c(v;vy) # c(vvi—1) ya que {v;, vi_1} C N(vy).
Por lo anterior tenemos que C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — i+ 1. Dado
que —i > —ty —t > —l+ [2], por lo tanto, I —i +1 > 1 =1+ [Z] +1 = [%] + 1.
Ast, 1 —i+1 > [2] 4 1; es decir, la longitud de C' es mayor o igual a [2] + 1, esto im-
plica una contradicciéon ya que estamos suponiendo que G es una grafica que no contiene
ciclos propiamente coloreados de longitud al menos [%ﬂ + 1. Por lo tanto, la afirmacién 6 es
verdadera.

v; Uir1 - - U1 Ul

Figura 2.20: Ciclo C'

Afirmacién 7.1 [{v,,..., 0} > d — [%] + 1.

Primero probaremos que [{vi,...,v,} N N°v1)| < [24]. Tenemos dos casos; a saber,
s=[2]+1ys>[%]+1. Sis=/[%]+1, entonces [{vi,...,v,}| = [%] + 1y debido a
que v ¢ N°(vy), tenemos que |{vy, ..., v} N N(vy)| < [%]. En caso de que s > [%] + 1,
en el inciso (2) de la afirmacién 2 se probé que |{vy, ..., v} N N¢(v1)| < [4]. Por lo tanto,
[{v1,..., 0.} N N°(vy)| < [3]. Por otro lado,
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|IN“(v1)| = |N“(v1) N {wr, ..., u}]
= |N“(v1) N ({vr, ... 05 U{vgia, .. u})]
= |({v1,. ., vs} N N(v1)) U ({vss1s- -0} N N(v1))]
= {v1,.. ., us} D N(v1)| + {Vss1s- - -0} N N(vy)]

Por hipétesis sabemos que d < |[N¢(vq)|. En resumen tenemos las siguientes desigualdades

d < [N“(vy)]
= |{U17 s 7US} N NC(UI)| + |{U5+17 cee ,Ul} N NC(U1)|

2d
< [?1 + H{vsr1s - -0y NN(vy)]

lo que implica que [{vgy1, ..., v} N N(vy)| > d — [%].Para finalizar, veamos lo siguiente:

H{vs,...,u} N N(v)| = |({vs} U{vsat, ..., }) N N(vy)]
[({vs} NN (1)) U ({vsg1s -+ ok NN (01)))]
{

vsF NV N(v1)| + {vss1y -} N N(vy)]

Como vs € N¢wy), entonces podemos deducir que [{vs} N N¢wvy)| = 1 y debido a que
{vs, .. .,u} N N(vy) C {vs, ..., v} tenemos que [{vs,..., v} > [{vs,..., v} N Nwy)|. Por
lo tanto,

Hvs, .., = {vsy .-, u } N N(vy)]
= [{vs} N N(vi)| + {vss1s .-, up DN (01)]

2
Zd—|_§d-|+1

As, [{vs,..., 0} > d— [%] + 1.

También notemos que, [{v,,...,u} N N(v1)| > d — [2] + 1y como por (f) tenemos que
d—[%37+1 = [4] + 1, entonces |{v,,...,u} N N°v1)| > [%] + 1. En la afirmacién 11
usaremos este resultado.

Afirmacién 7.2 |[{vy,..., v }| >d — [#] + 1.

Veamos que [{v,...,u} N N(v;)] < [2]. Tenemos dos casos; a saber, t = [ — [%] y
t<l—[237.Sit=1-[%], entonces [{vs,...,v0}| =1— (- [3])+1=[2] + 1y debido
a que v; € N°(v;), tenemos que |{v;, ..., v} N N(v)| < [3]. En caso de que ¢t < I — [%1],
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en el inciso (2) de la afirmacién 5 se probé que [{vy, ..., v} N N(v;)| < [24]. Por lo tanto,
[{vr, ..., u} N Ne(v)| < [3]. Por otro lado,

IN“(v)| = |N“(v)) N {v1, ..., u}]
= |N“(v)) N ({v1, ., o1 U {oe, ..o )]
= |({v1,. ., v} O N(0)) U {vg, ... 0} N N(wy))]
= {v1,..., 1} O N(v)| + {vr, -, v} N N(vy)|

Por hipétesis sabemos que d < |[N¢(v;)|. En resumen tenemos las siguientes desigualdades

d < |N“(up)]
= v, ...,u 1} ON(0)| + {ve, ..., 0} 0O NE(v)|

< P2 o} Vo)

lo que implica que [{vy,...,v-1} N N¢(vy)| > d — [4]. Para finalizar, veamos lo siguiente:

{v1,...,0 DN (v)| = |({v1,. -, v U {0 NE(»y)|
{v} O NC(v)) U ({v1, ... v} O NE(vy))]

= oy ON()] + [{vr, - v} 0N ()]

Como v; € N€¢(v;), entonces podemos deducir que |[{v;} N N¢(v;)] = 1 y debido a que
{v1,...,u} N N(v) C {vy,...,v}, tenemos que [{vy,...,v}| > [{v1,..., v} 0 N(v)].
Por lo tanto,

{1, ..o > Kor, . 0 NNC(vy)]
= [{ve} O N“(u)| + Hvr, v} NN (v
2d

2d—[§}+1

ASiv|{U17' .- 7vt}| > d— I—Q?d-l + 1.

También notemos que |{vr,...,v;} N N°(v)| > d — [2] + 1 y por (f), tenemos que
d—[%]+1 = [%] +1, entonces |{vr,..., v} N N°(v;)| > [%] + 1. Este resultado serd
necesario en la afirmacién 11.

Afirmacién 8. s < t.
Demostracion. Procediendo por contradiccion supongamos que s > t. Tenemos dos casos;

a saber, s =ty s >t.
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v Vo R Ut Vg ce Ur—1 Vg

Figura 2.21: Ciclo C'

Si s > t, entonces consideremos el ciclo C' = (vy,vs) U (vs, Wy, v) U (v, v4) U (v, I/Vfl,vl)
(véase figura 2.21).

Demostraremos que C' es un ciclo propiamente coloreado. Recordando que vs € N¢(vy) y co-
mo s < [— 1, entonces por la afirmacién 3, deducimos que ¢(vyvs) # ¢(vsvs41). Por otro lado,
sabemos que (vs, W, v,) v (v, W, 7!, v;) son trayectorias propiamentes coloreadas, ya que son
subtrayectorias de W;. Debido a que {v;_1,v;} C N¢(v;), tenemos que c(v;_1v;) # c(vvy).
Como v; € N%v;) y 2 < t (por afirmacién 5), entonces por la afirmacién 6, concluimos
que c(vi—1vy) # c(vyy). Por ltimo c(vavy) # c(vivg), ya que {vg,v5} € N¢wvy). Por lo
anterior tenemos que C es un ciclo propiamente coloroleado de longitud 1 + (I — s) + t.
Recordemos que [{vi,...,v0}| =ty {vs,...,0}| =1 — s+ 1. Asi, la longitud de C es
Il — s+ 14+t = Hou,...,u}] + {vs,-..,u}]. Por otro lado, veamos que
{vr,...,ud| = 2+d—[%] 0 {us, ..., u}| = 2+ d—[%]. Por (j), sabemos que vy ¢ N°(v;)
ouv & N°vyp).

En caso de que v; ¢ N¢(v;), tenemos que {vy,...,v:} N N(v) = {vg,..., v} N N(uvp),
lo que implica que |{v,...,v:} N N(v)| = [{va,...,v:} N Nv;)|, por la prueba de la
afirmacién 7.2, sabemos que |{v1,...,v;} N N%(v;)| > d — [%] + 1. Por otro lado, tenemos
que [{vi, ..., v} = {vi |+ {ve, ... v}y Hvas -y oe ] > {va, -, v JANS(vy)|. En resumen
tenemos las siguientes desigualdades:

{on, vl = RoH + Hoa, o] = {og [+ Hoa, - o 0 N

= [{vi}|+ {v1,..., v} N N(»)| > 1+d— (%ﬁ +1

2d
:2+d—(§}

En caso de que v; ¢ N¢(vy), entonces {vs,..., v} N Nvy) = {vs,...,v-1} N Nvy). Por
lo tanto, |{vs,...,v—1} N N¢vy)| = [{vs,...,u} N N¢(wvy)|, por la prueba de la afirma-
cién 7.1, sabemos que [{vs,..., v} N N°(v)| > d — [%] + 1. Por otro lado, tenemos que

Hvs, .- ol = sy o susa H + {ud y Hos, - ud] > {vsy - .o o} N NC(vq)]. Por lo ante-
rior, se cumple que:
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{vs, .ol = Ko + s, .- v = Ko+ Hose oo o} 0 NS (1)
= Huidl + Hvs, -, o} 0N (v1)]
2
21+d—ﬁ§1+1
2d
vd- 24
Asi, {vs,...,u} >2+d— [%‘q
Por lo tanto, [{v1,...,v}| >2+d— [%d} o {vs,...,u}| >24+d- [%d}

Para finalizar la prueba del caso s > t, supongamos sin pérdida de generalidad que sucede
lo siguiente |{v1,..., v} >2+d— [2].

Por la afirmacién 7.1, sabemos que |{v,,...,v}| > 14 d — [%!], entonces

t+l—s+1=Hv1,...,0}| +{vs, ..., 0}

2d 2d
21+d—(§}+2+d—(§1

34 2(d— [%d}).

Por (f), sabemos que d — [2] = [¢] y por (k), tenemos que 2[4] + 3 > [24] + 1. Asf, lo
longitud de C'es: t +1—s+ 1 =3+2(d— [%]) =3+2[4] > [%] + 1, lo que implica
una contradiccion, ya que G no contiene ciclos propiamente coloreados de longitud al menos
[%] + 1. Por lo tanto, s # t.

Ahora revisemos el caso s = t.

Observemos que {vgi1,...,v_1} es distinto del vacio, ya que por (e), sabemos que
[ — [%d} < [ — 2 y por eleccién de ¢, también sabemos que t < [ — [%d} Por lo tanto,
como s = t, entonces s <1 —2. Asi, s+ 1 <[ —1, por lo que [{vsy1,...,u_1}| > 1.

Para mostrar que esta suposiciéon nos conduce a una contradiccion vamos a mostrar los
siguientes hechos:

1. U € NC(’Ul).

2. v1 € NC(UZ).
Primero demostraremos que v; € N¢(v1). Afirmamos que {vgy1,...,v_1} N N(v1) = 0. Pro-
cediendo por contradiccién, supongamos que existe un vértice v; en N¢(v1) N{vst1, ..., vi—1}.

Consideremos el ciclo C' = (v, v;) U (vj, Wy, v;) U (v, v5) U (vs, W, 01) (véase figura 2.22).

Como v; € N°(vy) y s+ 1 < j <1 —1, entonces, por la afirmacién 3, sucede lo siguiente
c(vjvj1) # c(v1v;). Recordemos que (v;, Wi, v;) v (vs, W', v1) son trayectorias propiamente
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Figura 2.22: Ciclo C.

coloreadas. Por otro lado, debido a que s = t, tenemos que v; = v,, lo que implica por la elec-
cién de v; que vy € N¢(v;). Dado que 2 < s = t, entonces por la afirmacién 6 deducimos que
c(vs_1vs) # c(vsy). Luego, tenemos que c(v;—1v;) # c(vvs), ya que {vs,v,—1} C N¢(v;). Por
ultimo c(vyv2) # c(v1v;) ya que {ve,v;} € N(vq). Por lo anterior C' es un ciclo propiamente
coloreado de longitud 1+ (I —j)+1+(s—1)=141—j+s. Dadoque s+1<j<[—1,
entonces —j > —[ + 1, sumando 1 +[+ s tenemos que [ +1+s—7 > =+ 14+ 1+1+s;
es decir, [ + 1+ s —j > s+ 2, pero sabemos que s > f%‘ﬂ + 1, concluyendo que la lon-
gitudde Cesl+Il4+s—7>s+2> [%ﬂ + 3, esto implica una contradiccién, ya que
en G no existen ciclos propiamente coloreados de longitud al menos [%ﬂ + 1. Por lo tanto,
Ne(vy) N{vsst, ..., u_1} = 0.

En la prueba de la afirmacién 7.1, mostramos que [{vgir, ..., v} N N(vy)| > d — [4],
por (g), tenemos que d — [%] > 1. Por lo tanto, como N¢(vy) N {vst1, ..., -1} = 0
{vss1, .-, v} N N(vy)| > 1, concluimos que v; € N¢(vy).

y
y
Ahora veamos que v; € N¢(v;). Afirmamos que {vs, ..., v,_1} N N¢(v;) = 0. Procediendo por

contradiccién, supongamos que existe un vértice v; en N°(v;) N{vs, ..., v;—1}. Consideremos
el ciclo C' = (v1,vs) U (vs, Wi, vp) U (vg,v;) U (v, W1 0y) (véase figura 2.23).

Figura 2.23: Ciclo C.

Probaremos que C' es un ciclo propiamente coloreado. Como vs € N¢(vy) y s < [ — 1,
entonces, por la afirmacién 3, tenemos que c¢(vyv5) # ¢(vsvsy1). Recordemos que (vs, Wi, vp) y
(vj, W, v1) son trayectorias propiamente coloreadas. Dado que {v;_1,v;} C N¢(v;), entonces
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c(vi—1vy) # c(v;). Por otro lado, debido a que v; € N¢(v;) y 2 < j < t—1, por la afirmacién
6, tenemos que c(vv;) # c(v;v_1). Por dltimo c(v1v2) # c(v1v,) ya que {ve, v5} € N¢(vy). Por
lo anterior C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud 14 (I — s) + (j). Recordemos que
2 < j,sumando 1+[—s tenemos que 1+[—s+2 < [+1—s+7; es decir, [+1—s5+7 > 14+]—5+2,
pero sabemos que —s = —t y —t > —[ + f%d} Asi,

2d
1+l—s+j21+l—s+2:1+l—t+2>1+l—l+(§W+2

es decir, 1+1l—s+7 > 3+ [%‘11, una contradiccion, ya que en G no existen ciclos propiamente
coloreados de longitud al menos [2¢] + 1. Por lo tanto, N°(v;) N {v,...,v1} = 0.

En la prueba de la afirmacién 7.2, mostramos que |{vy,...,v,_1} N N(v;)| > d — [%d},
y por (g), tenemos que d — [%ﬂ > 1. Por lo tanto, como N¢(v;) N {vg,..., 0.1} =0y
{v1,...,v_1} N Nv;)| > 1. Concluimos que v; € N¢(v;).

Notemos que los incisos (1) y (2), implican una contradiccién respecto al inciso (j), entonces
s # t. Por lo tanto, s < t.

Afirmacién 9. Si 2 < j < s — 1, entonces v; ¢ N°(uv;).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que v; € N¢(vy;) con
2 < j < s — 1. Consideremos el ciclo C' = (vy,vs) U (vs, Wy, v7) U (vg,v5) U (v, W1 01)
(véase figura 2.24).

Figura 2.24: Ciclo C'

Probaremos que C' es un ciclo propiamente coloreado. Debido a que s < [ — 1, por la
afirmacién 3, tenemos que c(vyvsy1) # c(v1vs). Recordemos que (vs, Wi, vp) y (v, Wt v1)
son trayectorias propiamente coloreadas. Como {v;,vi_1} C N¢(v;), entonces obtenemos
c(v—1vy) # c(v;). Sabemos que 2 < j < s—1 < s < t;esdecir, 2 < j <ty comov; € N°(uv;),
entonces, por la afirmacién 6, tenemos que c(v;_1v;) # c(v;v;). Finalmente c(vav1) # c(v105)
va que {vs,v2} € N¢wv;). Por lo anterior C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud
14 (I—s)+j. Dado que 2 < j, sumando 1 +1 — s, obtenemos 1+ (I —s)+j > 14+1—s+2.
Por otro lado, por la afirmaciéon 8, sabemos que —s > —t y debido a que —t > —[ + [%d},
deducimos que 1 +1—s+j>24+1+1—s>3+1—-t>3+1—1+[2] =3+ [%]; es
decir, 1+l —s+75 > 3+ [%ﬂ, lo que implica una contradiccion, ya que en G no existen
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ciclos propiamente coloreados de longitud al menos [2] + 1. Concluyendo que v; ¢ N°(v;)
con2<j5<s—1.

Afirmacién 10. Sit+1 < j <[ —1, entonces v; ¢ N°(vy).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que v; € N¢(vq) con
t+1 < j <1 — 1. Consideremos el ciclo C' = (vy,v;) U (vj, Wi, v;) U (v, 05) U (v, W1 0y)
(véase figura 2.25 ).

C:

o
’Ul ’UQ e . 'Ut ’Uj

Figura 2.25: Ciclo C.

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Debidoaques <t <t+1<j<[—1y
v; € N(v1), por la afirmacién 3, tenemos que ¢(v1v;) # ¢(vjv;41). Recordemos que (v, Wi, v;)
y (vs, W, v1) son trayectorias propiamente coloreadas. Como {vs,v;_1} € N¢(v;), entonces
c(vi_1v) # c(vwg). Sabemos que 2 < ty v, € N¢(v;), por lo tanto, por la afirmacién 6,
tenemos que c(vi_1v¢) # c¢(vv;). Finalmente c(vgvy) # c(viv;) ya que {v;,v2} € N¢(vy). Por
lo anterior C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud 1+ (I —j)+t. Dado que j < 1—1,
entonces —j > —[+1, sumando 1+1+t, tenemos que 1+ (I—7)+t > —l+1+1+1+t =t+2
y debido a que t +2 > s+2 > 3+ [%‘11, concluimos que [ +1+¢t—7 > 3+ [%‘11, lo que
implica una contradiccién, ya que en GG no existen ciclos propiamente coloreados de longitud
al menos [24] + 1. Por lo tanto, v; ¢ N°(v;) cont+1<j <1 — 1.

Sean M = N¢(v1) N{vs,...,v0}y Z = N(v) N{vs, ..., v}
Afirmacién 11. M|+ |Z| > 2[¢] + 2.

Demostracién. Por la afirmacién 10, sabemos que {viy1,...,v,-1} N N¢(v1) = 0. Por otro
lado como

Ne(vy) N{ws, ..., u} = N(vp) N ({vsy -0y U{vgga, ., um U {u})
= (N°(v1) N{vs, ..., v }) U(N(v1) N {ves1s .01 }) U (N(v1) N {wi})
= (N%v1) N{vs, ..., 0 }) UDU (N(vy) N {wi})
= MU (N*(vr) N {u})
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Lo que implica que |M| + [(N¢(v1) N {v})] = |[N%v1) N {vs,..., v}, por lo tanto,
|M| = |N“(v1) N A{ws,...,v}| — |(N(v1) N {v;})]. Por otro lado, en la afirmacién 7.1 pro-
bamos que [N¢(v1) N {vs,..., v} >d—[%]+1=[4] + 1, en resumen tenemos que:

[M] = [N“(vr) 0 {vg, .., u | = [(N(or) 0 {wr})]

> (5] 1= (Vo) 1 )

Analogamente por la afirmacién 9, sabemos que {vs,...,v,_1} N N(v;) = (). Por otro lado
como

Ne(v) N{vr,...,v = N(u) N ({or} U{va, .. vsm1 U {vs, ..o o))
= (N%v) NA{ws, ..., }) U(N(v) N{va, ..., vs_1}) U (N(v;) N{v1})
= (N%v) N{wsy ..., v }) UDU (N(vy) N {wr})
=ZU(Nuv)N{v})

lo que implica que N¢(v;) N {vy,..., v} = Z U (Nv) N {v}). Por lo que se deduce lo
siguiente |Z| + |(N(v;) N {1 })| = |N(v;) N {v1,...,v:}|, obteniendo la siguiente igual-
dad |Z] = |N“(v)) N {v1,... 0} — [(N(v) N {v1})|. En la afirmacién 7.2 se prob6 que
IN“(v)) N {vr,..., v} > d—[%] + 1= [4] + 1, obteniendo lo siguiente:

|1Z] = [N“(v) N {vr, o] = [(N*(o) O {on})]

> [S] 41— [N A (1))

Por lo tanto,

M 41202 151+ 1~ V() 0 D) + L]+ 1 (V1) 1 (o))

_ ng | +2 = (I(N“(oy) 0 {or})] + [(N“(ur) 0 {on )

Afirmamos que | N¢(v)N{v; }+|N¢(v;)N{v1 }| = 0. Procediendo por contradiccién, suponga-
mos que |N¢(vy) N{v }|+ |N(v;)N{v1}| > 1. Tenemos dos casos; a saber, [N¢(v1)N{v}| =1
o |N¢(v)) N{vi}| = 1. Si |[N¢(vy) N {u}| = 1, entonces v; € N¢(v1). Recordemos que W es
una trayectoria propiamente coloreada y como {vy, v;} € N¢(vq), entonces c(vv1) # ¢(v109).
Si suponemos que c(v;_1v;) # ¢(vvy), tendriamos que C' = (vy, ..., v, v1) serfa un ciclo pro-
piamente coloreado de longitud [, con l > d+1 > [23—61} + 1, lo cual es una contradiccién; por
lo tanto, c¢(v;_1v;) = c(vvy). Sea C = (vy, vy, v) U (v, I/Vl’l, v1) un ciclo (véase figura 2.26).
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C:
‘o/
U1 V9o . o ‘e Uy Up

Figura 2.26: Ciclo C.

Mostraremos que C' es un ciclo propiamente coloreado. Como c(v;_1v;) # c(vv) (pues
{vi_1,v} € N¢(v»)) v c(v_1v) = e(viy), entonces, c(viv;) # c(vyvy). Por la afirmacién
6, sabemos que c(vv;) # c(vv_1). Recordemos que (vg, W, ™!, v;) es una trayectoria propia-
mente coloreada. Por tltimo, c¢(vevy) # c(viv;) ya que {vq, v} € N¢(v1). Por lo anterior C'
es un ciclo propiamente coloreado de longitud ¢ + 1. Dado que t +1 > s+ 1 > [%ﬂ + 2,
tenemos una contradiccién. Por lo tanto, el caso [N¢(vy) N {v}| = 1 no es posible.

Ahora supongamos que |[N¢(v;) N {v1}| = 1; es decir v; € N¢v;). Sabemos que W es
una trayectoria propiamente coloreada y c(vi_1v;) # c(vywvr) ya que {vy, v, 1} C N¢vp).
Si suponemos que c(vqvy) # c(viv;), entonces C' = (vy,...,v,v1) es un ciclo propiamente
coloreado de longitud [, y sabemos que [ > d+ 1 > (%—ﬂ + 1, por lo que tendriamos una
contradiccién; por lo tanto c(vive) = c(v1v;). Sea C' = (v, v1,vs) U (vs, Wi, 1) un ciclo (véase

figura 2.27).

2 °
v Vg Ur—1 U}

Figura 2.27: Ciclo C.

Mostraremos que C' es un ciclo propiamente coloreado. Por la afirmacion 3, sabemos que
c(vivg) # c(vsvsy1). Recordemos que (vs, Wi, v;) es una trayectoria propiamente colorea-
da. Debido a que {vy,v,_1} C N¢(v;), tenemos que c(viv;) # c(vvi_1). Por tltimo, como
c(vavy) = c(vvr) v c(vav1) # c(vivs)(pues {vy, vs} € N¢(vy1)), entonces c(vv1) # c(v1vs). Por
lo anterior tenemos que C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — s+ 2. Dado que
—s>—t>—l+ %], entonces | —s+2>1—t+2>1—1+ [2] +2=[%] +2; es decir,
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[—s+2 > [24] 42, lo que implica una contradiccién. Por lo tanto, el caso [N(v)N{v1}| =1
no es posible.

Concluimos que |[N¢(v;) N {v1}| 4+ |[N¢(v1) N{v}| =0, lo que implica que
(M| +1Z] = 2[5 +2 = ([(N°(v1) N {ub)[ + [(N(w) N {1 H]) = [§] + 2+ 0; es decir,
(M| + 12| > 2|§] +2.

Recordemos que

o1, ..., = {v1, . vs1} U {ws, oo o U{vgr, ..o o}
= v, .., v H + H{vs, - v+ v, -, o}

por lo que deducimos que

Hvs, ..., vt = {1, .ol — o1, - ooy vse1 H — Ko, -« o}

Como pasa que |[{vi,...,v,1}] = s — 1 > [3!] y también sabemos que la cardinalidad de
{vrr, ..o} =1—t>1—1+ 2] =[%] y | < 2d, entonces

Hvs, ..., v = H{vr, .ol — Hor, - oy vsm1 ) — Hvega, -+ o}
2d 2d

<2d-[—=]-[+

<o [ - 7

es decir, [{u, ... v}| < 2(|4]).
Afirmacién 12. Existen v; en N°(vy) y v; en N¢(v;) tales que s <i < j <t.

Demostracién. Por la afirmacién 11, sabemos que |[M| + |Z] > 2[4] + 2 y como
[4] > 1, entonces |[M| + |Z]| > 2|2] +2 > 4; es decir, en {v,,...,v;} existen al menos
cuatro elementos de N¢(v1) U N¢(v;). Recordemos que vy € N¢(v1) v que v; € N¢(v;). Pro-
cediendo por contradiccién, supongamos que para todo v; y v; en {vs,...,v:} tales que
v; € N°(v1) vy v; € N%u), se tiene que s < j < i < t. Sea x = max{i € {s,...,t} :
v; € N¢vp)}, entonces (N(vy) N{vs,...,v}) = (N°(v1) N {ws,...,v.}); por lo tanto,
|(N¢(v1) N {wgy ..y o b)) = [(N(v1) N {vs,y ., v 1)

De forma andloga, sea y = min{i € {s,...,t} : v; € N(v;)}, lo que implica lo siguiente
(N¢(v) N {ws,...,ve}) = (N(v) N {vy,...,v}), asi tenemos la siguiente igualdad de car-
dinalidades [(N¢(v;) N {vs,...,v})| = [(N°(v) N {vy,...,v})|. Por otro lado, recordemos
que {vs, ..., vz} > [(N(v1) N{vs, ..., Dy Hoy, - v > [(N(v) N {vy, ..., v })|. En
resumen tenemos que
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{000} VNG| {0} OV NS @)] = {02} OV N (00)| + {000} O N¥(u)
< Nos, .o} + oy, oo v}

Por la afirmacién 11, sabemos que [{vs, ..., v} N N(vy)|+ [{vs, ..., v, N N(v))| > 2[ 4] +2,
lo que implica que [{v, ..., v} + [{vy, ..., v} > 2[4] + 2.

Por otro lado, como v, € N¢(v1) y v, € N(v;), entonces = < y. Tenemos dos casos; a saber,
r=yyzx<y.

Si x =y, entonces |[{vs,..., v} + [{vy, ..., v} = {vs, ..., 0} — |{vx}| = |{vs, ..., 0} — 1
J

|
d
3

y debido a que [{vs,..., v} < 2[4], deducimos que [{v, ..., v }| —1<2|

Asi, 2[%] +2 < Hos, .. up b + oy, oo o] < QL%IJ — 1; es decir, 2[ |+ 2{%@ -1,
obteniendo 2 < —1, lo que implica una contradiccion.

Si x <y, entonces {vs,...,v,} U{vy,..., v} C{vs, ..., v}, con lo cual tenemos la siguiente

desigualdad |{vs, ..., vz }| + [{vy, ..., vt} < |{vs,...,ve}|. Asi,

2[%” +2 < Hovsy .., u } N NC(vp)| 4+ [{vs, ..., 0eF 0 NE(v)]

< Nos, .. v} + vy, .o v}
< Hovsy -, v

<2[5)

es decir, 2L§j +2< 2L§j, obteniendo 2 < 0, lo que implica una contradiccién. En cualquier
caso obtenemos una contradiccion.

Por lo tanto, existe v; € N°(v1) y v; € N°(v;) tal que s <i < j <t

Sean v; y v; los vértices de la afirmacién 12. Para terminar la prueba del teorema 1, consi-
deremos el ciclo C' = (vy,v;) U (vj, Wi, 1) U (v, v;) U (v, W1 01) (véase figura 2.28).

( @ \ ® @

M U2 Vg » - VUj Uy ..U e U1 (%

Figura 2.28: Ciclo C.

Probaremos que C' es un ciclo propiamente coloreado.
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Como v; € N°wvy) y s < j <[ —1, entonces, por la afirmacién 3, tenemos lo siguiente
c(v1v;) # e(vjvj41). Recordemos que (vj, Wi, v;) y (v, W', v;) son trayectorias propiamen-
te coloreadas, ya que son subtrayectorias de W;. Tenemos que c(v;_1v;) # c(vv;) ya que
{vi,vi_1} € N¢(v;). Debido a que v; € N¢(v;) y 2 < i < t, por la afirmacién 6, tenemos que
c(v;) # c(vivi—y). Por dltimo, c(vavy) # c(v1v;) ya que {ve,v;} € N(v;). Por lo anterior,
C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud ¢ + (I — j) + 1. Dado que j < [, obtenemos
que [ —j > 0y como i > s, entonces i + (I — j) +1 > s+ 1 > [2] + 2, lo cual es una
contradiccién ya que en G no existe ciclos de longitud al menos [%] + 1.

Por lo tanto, concluimos que en G existe una trayectoria propiamente coloreada de longitud
al menos 2d o un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos [%d} +1gm.

En [2, pag. 4353 | para la prueba de la afirmacién 3 (s < t), el autor escribe lo siguien-
te “2[4] +2 > [3] + 17, pero si d = 5, tenemos que 2[3] +2 = 2(1) +2 = 4y

(2] 1= [22] 41 =9 4 1=4+1=5,donde 2| 4| +2 < [2] +1.

Como vimos, la afirmacion del autor no es necesariamente cierta. Sin embargo en su demos-
tracién, el autor concluye la prueba de la afirmacion 3 con base en la desigualdad anterior.
Por lo anterior la prueba de s < ¢t no es concluida satisfactoriamente.

Lo que hicimos para dar una demostracién alternativa de la afirmacién 3 (afirmacién 8 en
la prueba que aqui presentamos), es probar que v; ¢ N(v;) o v; ¢ N¢(vy) (inciso (j)).
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2.3. Longitud minima de un ciclo propiamente colorea-
do

Corolario 2.3.1 Sea G una grdfica coloreada por aristas de orden n, para n > 4. Si

0°(G) > 5, entonces G contiene un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos [5]+1.

L . > n V/ . Z
Demostracién. Como 0°(G) > %, entonces para cada vértice v; en G tenemos que

d°(v;) > %. Por el teorema 2.2.1, sabemos que existe una trayectoria propiamente colo-
n

reada de longitud al menos 2(5) = n o existe un ciclo propiamente coloreado de longitud

al menos [%1 + 1 = [%] + 1. Debido a que el orden de G es n, entonces en G existen
trayectorias de longitud a lo mas n — 1; es decir, en G no existen trayectorias de longitud n.
Por lo tanto, debe existir un ciclo de longitud al menos [%] + 1.
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Capitulo 3

Ciclos propiamente coloreados de
longitud 3 y 4

En el presente capitulo, deseamos acotar nuestro problema para encontrar graficas que siem-
pre tengan ciclos propiamente coloreados, debido a la complejidad del problema nos cen-
traremos en las graficas completas. Comenzamos definiendo la propiedad de la dependencia
para un conjunto de vértices, respecto a un vértice dado. Con esta definicién vamos a exhibir
un resultado que nos ayudara a probar que todo vértice de K, estd contenido en un ciclo
propiamente coloreado de longitud 3, respectivamente longitud 4 y en un ciclo propiamente
coloreado de longitud al menos 5. Explicitamente, vamos a trabajar con graficas completas y
probaremos que si §°(K,,) > %, entonces todo vértice esta contenido en un ciclo propiamente
coloreado de longitud 3 (para n > 3)) y longitud 4 respectivamente (para n > 4).
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3.1. Resultados previos

Definicién 3.1.1 Sean G una coloracion de K,, A un subconjunto de V(G) y v un vértice
que no pertenece a A. Decimos que A tiene la propiedad de la dependencia respecto a v,
denotada como DP,, si c(aa’) € {c(av), c(a’v)} para todo {a,a’} C A.

En la figura 3.1 tenemos una subgrafica A de una gréfica K,,. Donde A = {ay,as, a3}, con
v en K, pero v no pertence a A. Observemos que c(ajas) = c(a1v), c(agas) = c(agv) y
c(ayaz) = c(asv); es decir, A tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.

as
aq

Figura 3.1: Propiedad de la dependencia

Proposicién 3.1.1 Sean G una grdfica completa, ¢ : E(G) — {1,...,k} una coloracion de
las aristas de G, A un subconjunto de V(G) yv en V(G \ A). Si A tiene la propiedad de la
dependencia respecto a v, entonces existe un vértice a en A, tal que:

c Al+1
1. dsy(a) < HE

2. Si |A| > 2, entonces eziste un vértice w en A, tal que c(wa) = c(va).

Demostracion 1. Para el punto 1 supongamos que |A| = s y orientamos las aristas en (A)
en funcién de sus colores, para todo x y para todo y en A si el ¢(zy) = c(xv), orientamos
la arista de z hacia y y si ¢(xv) = ¢(yv), entonces orientamos arbitrariamente la arista zy,
dicha orientacién esta bien definida pues A tiene la propiedad de dependencia respecto a v.
Asi, todos las aristas de (A) estan orientadas; supongamos que la digréfica que se obtiene es
T. Como A es un subconjunto de una grafica completa, entonces T' es un torneo. Luego, por
la proposicién 1.3.2, sabemos que existe un vértice u en V (t), tal que df.(u) > 5.

Veamos que c(ua) = c(uv) para todo a en N (u).

Tenemos dos casos; a saber, la arista ua fue orientada arbitrariamente o la arista ua no fue
orientada arbitrariamente. En caso de que la arista ua no haya sido orientada arbitrariamente,
por la definicién de la orientacién tenemos que c(ua) = c¢(uv). En caso de que la arista ua haya
sido orientada arbitrariamente, entonces c¢(uv) = ¢(av) y por la propiedad de la dependencia
tenemos que c(ua) = c(uv).
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Por la afirmacién anterior tenemos que u tiene al menos % aristas con el color ¢(uv). Por

lo tanto, u tiene como mdximo (s —1) — (351) + 1 = 2= 41 — 1 = =L colores diferentes

2
|[A]+1

en sus aristas en A. Esto implica que df(u) < =5

Demostraciéon 2. Recordemos el enunciado: Si A tiene la propiedad de la dependencia
respecto a v y |A| > 2, entonces existen vértices w y o’ en A, tales que c(wa') = c(va’) y

c A
d(A)(a/) <! |2H'

Procedemos por induccién matematica sobre la cardinalidad de A.

Base de induccién. Si |A| = 2, entonces existen dos vértices z y y en A, tales que

c(zy) = c(vz) o c(zy) = c(vy) (debido a que A tiene la propiedad de la dependencia respecto
3
3

En caso de que c(zy) = c(vy), hagamos z = w y y = a', ya que df,(y) = 1 < |A|TH. En
cualquier caso existen los vértices w y @’ con las propiedades requeridas.

av). En caso de que c(zy) = c(vz), hagamos y = wy z = d', ya que df,(z) =1 < WTH =

Hipoétesis de induccién. Supongamos que si A tiene la propiedad de la dependencia res-
pecto a vy |A] = s — 1, entonces existen vértices w y o’ en A tal que c(wd’) = c¢(a'v) y
() < 12

_— 2 .

Paso inductivo. Si |A| = s, entonces por el punto 1, sabemos que existe un vértice a con
df A>(a) < % Procediendo por contradiccion, supongamos que para todo vértice x en A, se
cumple que c(za) # c(av). Consideremos el conjunto A \ {a}, por la hipdtesis de induccién
y dado que A\ {a} tiene la propiedad de la dependencia respecto a v existen vértices w
y a en A\ {a} tal que c(wa’) = c(va') y di (., (a) < s=ItL Por otro lado, debido a la

2
suposicién de a, sabemos que c(a’a) # c(av), lo que implica que c¢(a’a) = c(a'v) (ya que A
tiene la propiedad de la dependencia respecto a v).

Observemos que en A el vértice a’ solo obtiene una arista
més; a saber, a’a, pero como c(d'a) = c(va') = c(wa’),
entonces c¢(a’a) ya era utilizado en (A \ {a}) ; es decir, el
grado de color de a’ no aumenta en (A), lo que implica que
d 4 (a') = df 4 (,y, obteniendo que df,(a’) < 5. Como § <

s+1 s+1
2 2

wy a en A tal que c(wa) = c(a'v) y df,(a) <

Uu

. Por lo tanto, existen vértices

|A|+1
— -

entonces df,(a') <

¢ ®
w v

Por el principio de inducciéon matemaética, si A tiene la
propiedad de la dependencia respecto a v y |A| = s, en-
tonces existen vértices w y a’ en A tal que c(wa') = c¢(a'v)

|A[+1

v d€A>(a’) < A bora todo s > 2. Figura 3.2: Torneo de orden 3.

En la demostracién del punto 1, el autor de [1] afirma que
“en todo torneo existe un vértice v tal que d*(v) > % 7
donde n es el orden del torneo.

Y

Veamos un contraejemplo.

Sea T un torneo, con V(T') = {u,v,w} y F(T) = {(u,v), (v,w), (w,u)}.
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En el torneo anterior vemos que dt(v) = 1, d"(w) = 1y d*(u) = 1, lo que implica que
dt(v) <2="1 df(w) <2="2 ydF(u) <2 =12

Por lo tanto, la afirmacion del autor es falsa.

Probamos que en todo torneo T de orden n > 2, existe un vértice v tal que d*(v) > ”T_l,
con la cual pudimos concluir la demostracion del punto 1.
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3.2. Ciclos propiamente coloreados de longitud 3

Teorema 3.2.1 Sean G wuna grdfica completa de orden n, para n > 3 y
¢: B(G) — {1,...,k} una coloracidn de las aristas de G. Si §°(G) > "=, entonces to-
do vértice pertenece a un ciclo propiamente coloreado de longitud 3.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que existe un vértice u de
G que no pertenece a un ciclo propiamente coloreado de longitud 3 y sea t = d°(u). Sea
A; ={v € V(G) : ¢(vu) = ¢;}, para todo i, con 1 <i <.

Afirmacién 1. Para w en A; y z en A; se cumple que c(wz) = ¢; o ¢(wz) = ¢; para todo
subconjunto {i,j} de {1,...,t}, con i # j.

Procediendo por contradiccién supongamos que c(wz) = ¢, tal que ¢ # ¢; y ¢ # ¢.
Consideremos el ciclo C = (u,w,z,u) (véase figura 3.3). Probaremos que C' es un ciclo
propiamente coloreado de longitud 3. Recordemos que c(uz) = ¢; y c¢(uw) = ¢;. Por otro
lado, como w € A; y z € A, entonces por la construccién de los conjuntos A; sabemos
que ¢; # ¢;, lo que implica que c(uw) # c(uz). Por la suposicién ¢, # c¢;, tenemos que
c(uz) # c(zw), del mismo modo debido a que ¢, # ¢;, entonces c(uw) # c¢(wz). Por lo
anterior C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud 3 que contiene al vértice u, lo cual
implica una contradiccién respecto a la eleccién de w. Por lo tanto, c(wz) = ¢; o c(wz) = ¢;.

U

Ahora sin pérdida de generalidad ordenemos los conjuntos
de la siguiente manera, [A;| = |[As] = ... = |4, =1y
2< A < <A

SG&A:A1UA2U...UA7«yH:AT+1U...UAt.

Por la afirmacién 1, tenemos que A tiene la propiedad de
la dependencia respecto a u. w

CL z
Afirmacién 2. [A| > 2. Figura 3.3: Ciclo C

Demostracion. Procediendo por contradiccién, suponga-
mos que |A| < 1, lo que implica que |H| < n — 2 (ya que
n—1 = |H| + |A]) . Supongamos que A = A; = {z}.
Recordemos que la cantidad de colores que estan repre-
sentados en las aristas que inciden en u son a lo mas n — 1 colores distintos, si quitamos
a c(ux), entonces la cantidad de colores que estédn representados en las aristas que inciden
en u son a lo mas n — 2 colores distintos y por la definicién de H, tenemos que H aporta

a lo mas “52, colores distintos; es decir, d%(u) < ”772 + 1 = 3, una contradiccion respecto

2
a la hipétesis del teorema 3.2.1. Si suponemos que A = (), con un argumento similar al del
inicio de la prueba tenemos que H aporta a lo mas "T_l colores distintos, lo que implica que

dg(u) < "T_l, lo cual es una contradiccién, respecto a la hipotesis del teorema 3.2.1.
Por lo tanto, |A| > 2.

Por la proposicion 3.1.1 y por la afirmacion 2, tenemos que existen vértices @’ y w en A tal

que d,,(a’) < WTH y c(a'w) = c(au). En otras palabras el color ¢(au) ya es utilizado en A.
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A

Figura 3.4: |A| < 1.

Ahora, supongamos sin pérdida de generalidad que o' pertenece a A; para algin
ke {1,...,r}. Sea z en A; con i € {r + 1,...,t}, por la afirmacién 1, se tiene que
cld'r) = ¢, o ¢(d'x) = ¢;. En caso de que c¢(a’x) = ¢, por la eleccién de a/, tenemos
que el ¢ = c(a'w) = ¢(d'x), es decir el color ¢; ya habia sido utilizado en A, por lo cual el
grado de color de a’ no incrementa en (AU A;). En caso de que ¢(a’x) = ¢;, entonces el grado
de color de d', solo incrementa en 1, es decir df, ., (a') < |A|T+1 + 1. Observemos que esto
pasa para todo x en A;, por lo tanto por cada ¢ € {r+1,...,t}, el color de a’ se incrementa
a lo mas en 1.

Debido a que para cada j € {r+ 1,...,t}, tenemos que |A;| > 2, entonces el grado de

color de d' se incrementa a lo més en @ (recuerde que H = A,11U,...,UA;); es decir,
[Al+1 | |H]

d?AUH><a/) <5 t5

Figura 3.5: Conjunto H

Notemos que n = |[V(G)| = [H| + |A| + {u}| = [H| + [A] + 1. Por lo que, d{, (a’) < 5.

Por la afirmacién 2 y por la proposicién 3.1.1, tenemos que c(ua’) ya es utilizado en las
aristas incidentes en a’ en A, por lo que dfy 4,1,y (@) = dg(a’) < 3, una contradiccion.

Concluimos que todo vértice de G esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de
longitud 3.m
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3.3. Ciclos propiamente coloreados de longitud 4

Teorema 3.3.1 Sean G wuna grdfica completa de orden n, para n > 4, y
¢: B(G) — {1,...,k} una coloracidn de las aristas de G. Si 6°(G) > ", entonces to-
do vértice pertenece a un ciclo propiamente coloreado de longitud 4.

Demostracion. Dividiremos la demostracion en 4 casos;
asaber, n=4,5<n<6,7<n<8yn>9.

G

Caso 1. n = 4. U1 Vs

En este caso d°(G) > 4%1 = g, lo que implica que
d°(G) > 3; es decir, d°(v) > 3, para cada v en V(G). Como
n = 4, entonces d(v) = 3, lo que implica que d°(v) < 3,
por lo que deducimos que d°(v) = 3 para todo v en V(G).
Asi, como d°(v) = 3 = d(v), entonces deducimos que todas
las aristas incidentes en v tienen color distinto. Suponga-
mos que vy, va, U3, vy son los vértices de G. Por la anterior
tenemos que C' = (vy,vs,v3,04,v1) (véase figura 3.6) es Figura 3.6: Caso n = 4.
un ciclo propiamente coloreado. Por lo tanto, cada vértice

de G esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de

longitud 4.

Vg U3

Caso 2. 5<n <6.

Para este caso primero consideraremos el subcaso n = 5 y después veremos que a partir de
este subcaso se puede probar el subcaso n = 6.

Subcaso. n = 5.

Para este caso se tiene que 0°(G) > = 3; es decir,

d°(z) > 3, para cada vértice z en G.

5+1
2

Procediendo por contradiccion, supongamos que exis-
te un vértice v en G, tal que v no pertece a ningin
ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Por el
teorema 3.2.1, sabemos que v pertenece a un ciclo
propiamente coloreado de longitud 3, digamos C5 =
(v, z,y,v), donde x y y son vértices en G. Supongamos
que ¢; = c(vx), o = c(vy) v ez = c(zy). Como v, z,y
pertenecen a C3 (véase figura 3.7), entonces ¢ # cg,
1 # ca y ¢3 # co. Por otro lado, notemos que cada
vértice en (3 tiene grado de color 2, pero debido a que Figura 3.7: Caso ¢4 # cs.

d°(z) > 3 para todo z en V(G), entonces cada vértice

en (5 debe tener una adyacencia de color distinto a

las que ya tiene. Sean vy, vo y v3 vértices adyacentes a ¥y, x, y v respectivamente, tal que
c(vix) & {c1,c3}, c(vay) & {cs,c0} v c(vsv) ¢ {c1,¢c2}. Debido a que n = 5, tenemos que
U1 = Uy 0 Uy = v3 0 V7 = v3. Sin pérdida de generalidad, supongamos que v; = vy y llamemos
w a este vértice. Supongamos que c(zw) = ¢4 y c(yw) = cs.
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Supongamos que ¢4 # c¢5. Consideremos el ciclo C' = (v, z,w,y,v) (véase figura 3.7). Pro-
baremos que C' es un ciclo propiamente coloreado. Sabemos que c(zv) # c¢(vy) ya que
{z,v,y} C V(C3). Por la eleccién de w tenemos que ¢y # ¢5; es decir, c(vy) # c(yw).

Por la suposicién ¢5 # ¢4, deducimos que c(yw) # c(wz). Por dltimo, c(wx) # c(zv) ya que
¢4 # 1. Por lo anterior, C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v,
lo que implica una contradiccion respecto a la eleccion de v. Por lo tanto, ¢4 = cs.

Sea ¢g = c(vw).

Afirmacion. cg = c4.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que cg # ¢4. Consideremos dos
casos sobre cg; a saber, ¢g = ¢ 0 ¢g # Co.

Caso 1. ¢g = co.

Consideremos el ciclo C' = (v, z,y,w,v) (véase figura 3.8).
Probaremos que C' es un ciclo propiamente coloreado de

longitud 4.

Tenemos que c(vz) # c(zy) ya que {v,z,y} C V(Cs).
Por la eleccion de w, tenemos que c¢5 # c3; es decir,

c(xy) # c(yw). Por la suposicion ¢g # ¢4 y debido a que
c4 = c5, tenemos que c¢; # cg; es decir, c(yw) # c¢(wv). Por
ultimo, debido a la suposicién cs = ¢g y como ¢o # 1, en-
tonces cg # c1; es decir, ¢(wv) # c(vz). Por lo anterior C
es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que con-

Figura 3.8: Caso ¢ = c3.

tiene a v, lo que implica una contradiccion respecto a la

eleccién de v.

Caso 2. ¢g # cs.

C6 Co

€3

Cq

w

Figura 3.9: Caso cg # cs.

Consideremos el ciclo C' = (v, y, z,w,v) (véase figura 3.9).
Probaremos que C' es un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4.

Tenemos que c(vy) # c(yzr) ya que vy y yxr son aristas
de (3. Por la eleccion de w, tenemos que ¢4 # c3; es de-
cir, ¢(yr) # c(rw). La suposicion ¢y # ¢ implica que
c(xw) # c(ww). Por tltimo, debido a que ¢g # ¢z, entonces
c(wv) # ¢(vy). Por lo anterior C' es un ciclo propiamente
coloreado de longitud 4 que contiene a v, lo cual implica
una contradiccion respecto a la eleccion de v.

En cualquier caso se llega a una contradiccién. Por lo tan-
to, concluimos que c¢g = c4.

Debido a que c(wz) = c(wv) = c(wy) = ¢4, tenemos que
el vértice w tiene 3 aristas del mismo color, lo que implica
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que d°(w) < 2, lo cual es una contradiccién con la hipétesis del teorema 3.3.1 (véase figura
3.10).

w

Figura 3.10: ¢ = ¢4 = c5.

Por lo tanto, concluimos que si n = 5, entonces todo vértice estda contenido en un ciclo
propiamente coloreado de longitud 4.

Subcaso. n = 6.

Sea x un vértice arbitrario de GG, consideremos G — x. Observemos que el orden de G —x es 5
y como por hipdtesis 6°(G) > L, tenemos que §°(G) > 4, lo que implica que §°(G —z) > 3.
Entonces por el caso anterior tenemos que todo vértice de G — = esta contenido en un ciclo
propiamente coloreado de longitud 4 en G — z. Por lo tanto, solo resta demostrar que x
pertenece a un ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Sea y un vértice en G, distinto de
x. Consideremos G — y, con el mismo argumento para GG — x, concluimos que todo vértice de
G — y esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Lo que implica que
en particular x, esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 en G — y.

Asi, si n = 6, entonces cada vértice estd contenido en un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4.

Caso 3. 7<n <8.

Para este caso primero consideraremos el subcaso n = 7 y después veremos que a partir de
ese subcaso se puede probar el subcaso n = 8.

Subcaso. n = 7.

Para este caso se tiene que §°(G) > % = 4; es decir, que d°(z) > 4, para cada vértice z en

G. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un vértice v en G, tal que v no
pertenece a ningun ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Por el teorema 3.2.1, sabemos
que v pertenece a un ciclo propiamente coloreado de longitud 3, digamos C3 = (v,z,y,v),
donde z e y son vértices en G. Supongamos que ¢; = c(vz), co = c(vy) y ¢3 = ¢(zy). Dado
que C5 es propiamente coloreado, tenemos que ¢; # c¢3, ¢; # ¢ v ¢3 # co. Por otro lado,
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notemos que cada vértice de Cj tiene grado de color 2 en C3, pero debido a que d°(z) > 4 para
todo z en V(G), entonces cada vértice de C3 debe tener dos adyacencias de color distinto a

las que ya tiene en Cs.

Por lo anterior, se requieren a lo méas 6 vértices fue-
ra de V(C3) que cumplan con las condiciones plan-
teadas, pero como n = 7, entonces al menos existe
un vértice w adyacente a un par de vértices de Cj,
sin pérdida de generalidad, supongamos que w es un
vértice adyacente a x e y, con c(wz) ¢ {c1,e3} y
clyw) ¢ {co,c3}. Supongamos que ¢4 = c(wz) y
cs = c(wy).

Afirmacién 0. ¢; = ¢5.

Procediendo por contradiccién, supongamos que ¢4 # Cs.
Consideremos el ciclo C = (v,z,w,y,v) (véase figura
3.11). Probaremos que C' es un ciclo propiamente colorea-
do. Sabemos que c¢(zv) # ¢(vy) ya que C5 es propiamente
coloreado. Por la eleccion de w, tenemos que c3 # c5 y
c1 # cy; es decir, c(vy) # c(yw) y c(wx) # c(zv). Por lo
anterior, C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud

w

Figura 3.11: Caso ¢4 # cs.

4 que contiene a v, lo cual es una contradiccion, respecto a la eleccién de v. Por lo tanto,

Cq4 = Cs.

Figura 3.12: Caso c¢g = cs.

Llamemosle ¢4 a c(vw).
Afirmacion 1. ¢g = c4.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, suponga-
mos que cg # ¢4. Consideremos dos casos sobre cg; a saber,

C6 = C3 O Cg F Co.
Caso 1. ¢g = cs.

Consideremos el ciclo C = (v,z,y,w,v) (véase figura
3.12). Probaremos que C' es un ciclo propiamente colo-
reado de longitud 4. Tenemos que c(vz) # c(xy) ya que
Cj5 es propiamente coloreado. Por la eleccién de w, tene-
mos que ¢; # 3y ¢5 # c9; es decir, ¢(xy) # clyw) y
c(yw) # c(wv). Por ultimo, debido a la suposicién ¢y = cg
y como ¢y # 1, entonces c¢g # ¢p; es decir, c(wv) # c(vx).
Por lo anterior, C' es un ciclo propiamente coloreado de

longitud 4 que contiene a v, lo que implica una contradiccién, respecto a la elecciéon de v.
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Caso 2. ¢ # ¢s.

Consideremos el ciclo C' = (v,y, z,w,v) (véase figura
3.13). Probaremos que C' es un ciclo propiamente co- )
loreado de longitud 4. Tenemos que c(vy) # c(yzx) ya C6 C2
que vy y yx son aristas de C'5 y este es propiamente

coloreado. Por la eleccién de w, tenemos que ¢4 # c3; C3
es decir, ¢(yz) # c(xw). La suposicién ¢y # ¢g implica -
que c(zw) # c(wv). Por ltimo, debido a que ¢g # ¢3, T Yy
entonces c¢(wv) # c(vy). Por lo anterior, C' es un ci- )
clo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene Cy
a v, lo cual implica una contradiccién, respecto a la

eleccion de v.

/] b
. s s
Como los casos 1 y 2 nos llevan a una contradiccién, u

concluimos que cg = ¢y4.
4 6 1 Figura 3.13: Caso cg # cs.

Se sigue de las afirmaciones 0 y 1 que
c(wv) = c(wy) = c(wz) (véase figura 3.14).

w

Figura 3.14: Caso cg = ¢4 = ¢5.

o4



Como d(w) > 4, entonces debe existir un vértice u
adyacente a w con c(wu) = ¢7 tal que ¢; ¢ {cy, 1, co}. Supongamos que cg = c(uv).

Afirmacion 2. cg = ¢y.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos
que cg # cy7. Sobre cg, consideremos dos casos; a saber, cg = ¢;
O Cg §é Ct.

Caso 1. ¢g # ¢1.

Consideremos el ciclo Cy = (v, x,w, u,v) (véase figura 3.15 ).
Probaremos que C} es un ciclo propiamente coloreado. Recor-
demos que c(vzr) # c(zw) ya que ¢; # c¢4. Por la eleccion de
u, sabemos que ¢y # c¢7; es decir, ¢(zw) # c(wu). Debido a la  Figura 3.15: Caso cg # ¢;.
suposicion ¢; # cg, tenemos que c(wu) # c(uv). Por dltimo,

como cg # ¢1, entonces c(uv) # c(vz). Por lo anterior, C; es

un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v,

contradiciendo la eleccién del vértice v.

Caso 2. cg = ¢;.

Consideremos el ciclo Cy = (v,y,w,u,v) (véase figura 3.16).
Probaremos que C5 es un ciclo propiamente coloreado de lon-
gitud 4. Recordemos que c(vy) # c(yw) ya que ¢y # c5. Por la
eleccién de u, sabemos que c¢5 # ¢7; es decir, c(yw) # c(wu).
Por la suposicién cg # ¢7, tenemos que c¢(wu) # c(uv). Por dlti-
Mo, como cg = ¢; y ¢ # ¢y, entonces cg # ¢, lo que implica
que c(uv) # c(vy). Por lo anterior, Cy es un ciclo propiamen-
te coloreado de longitud 4 que contiene a v, esto implica una
contradiccion respecto a la eleccion de v.

Figura 3.16: Caso cg = ¢;.
Observemos que en cualquier caso llegamos a una contradic-
cion. Por lo tanto, cg = c7.

Llamémosle ¢g a c(ux).

Afirmacion 3. ¢g = ¢;

Demostracion. Procediendo por contradicciéon, supongamos
que cg # cy7. Sobre ¢y, consideremos dos casos; a saber, cg = ¢;
0 Cyg # 7.

Caso 1. ¢; # cy.

Consideremos el ciclo C} = (v, z,u,w,v) (véase figura 3.17).
Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado de lon- Figura 3.17: Caso c¢g # ¢;.
gitud 4. Recordemos que ¢; # ¢4 y como ¢4 = c¢s5, entonces
c1 # cs; es decir, c(xv) # c(vw). Por la eleccién de u, tenemos
que ¢ # ¢, lo que implica que c¢(vw) # c(wu). Debido a la
suposicion de ¢; # ¢g, deducimos que c(wu) # c(uz). Por ultimo, c(uzx) # c(zv), ya que
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estamos suponiendo que ¢g # ¢;. Por lo anterior, C es un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4 que contiene a v, una contradiccion con la eleccién de v.

Caso 2. ¢g = ¢5.

Consideremos el ciclo Cy = (v,y,x,u,v) (véase figura 3.18).
Probaremos que C5 es un ciclo propiamente coloreado de longi-
tud 4. Recordemos que c(vy) # c(yzx) ya que Cj es propiamente
coloreado. Debido a la suposicién ¢; = ¢g y como ¢ # c3, en-
tonces cg # c3; es decir, c(yzx) # c(xu). Sabemos que cg = c7 y
por la suposicion ¢; # cg, tenemos que ¢y # cg, lo que implica Co = (,1\.
que c(xu) # c(uv). Por ultimo, como ¢; # co y ¢g = ¢z, enton-

ces cg # Co; es decir, c(uv) # c(vy). Por lo anterior, Cy es un
ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, lo
cual es una contradiccion respecto a la eleccion de v.

C2

u

Figura 3.18: Caso ¢y = ¢;.

En cualquier caso llegamos a una contradiccién. Por lo tanto,
Cg = C7y.

Por tltimo, supongamos que ¢19 = c(uy).
Afirmacion 4. ¢ = cy.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos
que c19 # c7. Consideremos dos casos sobre c1g; a saber, c1g = ¢o

0 ¢1o # Ca.

Caso 1. Cy 7& C10-

Consideremos el ciclo C7 = (v,y,u,w,v) (véase figura 3.19).
Probaremos que C; es un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4. Recordemos que c¢5 # ¢, lo que implica que Figura 3.19: Caso c¢19 # ca.
c(wv) # c(vy). Por la suposicién ¢y # c19, tenemos que

c(vy) # c(yu). Debido a que ¢; # ¢y9, deducimos que

c(yu) # c(uw). Por tltimo, recordemos que por la eleccién

de u, ¢7 # ¢s5, lo que implica que c(uw) # c(wv). Por lo anterior, C; es un ciclo propiamente
coloreado de longitud 4 que contiene a v, una contradiccién con la eleccion de v.

Caso 2. ¢y = ¢qp.

Consideremos el ciclo Cy = (u,v,z,y,u) (véase figura 3.20).
Probaremos que C5 es un ciclo propiamente coloreado de lon-
gitud 4. Por la afirmacién 2, tenemos que ¢; = cg y por la
eleccion de u, sabemos que c¢; # ¢1, lo que implica que cg # c1;
es decir, c(uv) # c(vz). Por otro lado, c(vx) # c¢(xy) ya que
ve y xy son aristas de C3 y este es propiamente coloreado.
Por la suposicion ¢ = ¢ y como c3 # co, entonces cjg # 3,
lo que implica que c(xy) # c(yu). Por tltimo, debido a que Figura 3.20: Caso c¢19 = ¢s.
cs = ¢y y por la suposicién ¢; # cj9, tenemos que ci9 # cs,

asi c(yu) # c(uv). Por lo anterior, Cy es un ciclo propiamente
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coloreado que contiene a v, lo cual es una contradicciéon. Observemos que en cualquier caso
se llega a una contradiccién. Por lo tanto, c19 = c7.

Por la Afirmaciones 2, 3 y 4 deducimos que c(wu) = c(uy) = c(uv) = c(ux) = ¢z, lo que
implica que el vértice u tiene 4 aristas del mismo color, por lo que d°(u) < 3, lo cual es una
contradiccién con la hipdtesis del teorema 3.3.1 (véase figura 3.21).

Figura 3.21: ¢; = cg = cg = ¢qp.

Por lo tanto, concluimos que para n = 7, todo vértice esta contenido en un ciclo propiamente
coloreado de longitud 4.

Subcaso. n = 8.

Sea x un vértice arbitrario de GG, consideremos G — x. Observemos que el orden de G —x es 7
y como por hipétesis 6¢(G) > %, tenemos que 6°(G) > 5, lo que implica que (G —x) > 4.
Entonces por el caso anterior tenemos que todo vértice de G — = esta contenido en un ciclo
propiamente coloreado de longitud 4 en G — x. Por lo tanto, solo resta demostrar que z
pertenece a un ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Sea y un vértice en G, distinto de
x. Consideremos GG — ¥, con el mismo argumento para GG — x, concluimos que todo vértice de
G — y esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Lo que implica que

en particular x estd contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 en G — y.
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Asi, si n = 8 entonces cada vértice esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4.

Caso 4. n > 9.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe un vértice v que no pertenece a un
ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Por el teorema 3.2.1, sabemos que v pertenece
a un ciclo propiamente coloreado de longitud 3, digamos C3 = (v,u,w,v), donde u y w
pertencen a V(G). Supongamos que ¢; = c(vu), ¢ = c(vw) y ¢35 = c(uw). Como Cj es
propiamente coloreado, entonces ¢; # c3, ¢; # ¢o ¥ ¢3 # ¢o. Consideraremos dos subcasos:

Subcaso 4.1 Existe un vértice x en V(G) \ V(C3), con

clvr) = ¢4 tal que ¢4 ¢ {c1,02,c3} y cluzr) = clwz) = c3

(véase figura 3.22).

Sea @ = V(C5) U {z}. Como n > 9, entonces §°(G) > 5; es

decir, d°(v) > 5 para todo v, en V(G). Dado que d°(x) > 5,

debe existir un vértice y en V(G)\Q con c(zy) ¢ {c1,co, 3,4}

Supongamos d°(z) = t.

Luego, sea A; = {a € V(G)\ Q : c(ax) = ¢;}, para b < i < t.

Por lo anterior A; # () para cada i en {5,...,¢}. Consideremos Figura 3.22: Caso 4.1.
¢

A:Um.
=5

Afirmacién 1. c(yx) = c(yu) = c(yw) = c(yv) para cada
vértice y en A.

Sea y un vértice arbitrario en A. Llamémosle ¢5 a ¢(zy). Divi-
diremos la demostracién en 3 subafirmaciones.

Afirmacién 1.1 ¢(yv) = cs.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos
que ¢(yv) # c5. Supongamos que ¢g = ¢(yv). Consideremos dos
casos sobre cg; a saber, cg = ¢ 0 ¢g # ;.

Caso 1. ¢g # c;.

Probaremos que C; = (v,u,z,y,v) (véase figura 3.23) es un
ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Recordemos que
¢ # ¢3 y como ¢z = c(uz), entonces c(vu) # c(ux). Debi- Figura 3.23: Caso c¢g # c1.
do a que y € A, entonces y € A; para algun i en {5,...,t},

por la definicién de los conjuntos tenemos que ¢z # c(zy); es

decir, c(uzx) # c(zy). Por la suposicién c; # cg, tenemos que

c(xy) # c(yv). Por dltimo, ¢(yv) # ¢(vu) ya que estamos suponiendo ¢g # ¢;. Por lo anterior,
(' es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, una contradiccién con
la eleccion de v.
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Caso 2. ¢g = ¢y. v

Consideremos el ciclo Cy = (v,w,z,y,v) (véase figura 3.24).
Probaremos que C5 es un ciclo propiamente coloreado de lon-
gitud 4. Recordemos que c3 # ¢p y como c3 = ¢(wz), entonces
c(vw) # c(wx). Como y € A, por la definicién de los conjuntos
A;, sabemos que c(xy) # cs; es decir, c(wz) # c(xy). Por la
suposicién ¢z # cg, tenemos que c(xy) # c(yv). Por ultimo,
debido a que ¢ = ¢; y como c¢; # ¢y, entonces cg # ¢, lo
que implica que ¢(yv) # c(vw). Por lo anterior, Cy es un ciclo  Figura 3.24: Caso c¢g = 1.
propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, lo que

implica una contradiccion.

En cualquier caso obtenemos una contradiccién. Por lo tanto, ¢5 = ¢(yv).
Afirmacién 1.2. c(yw) = c;

Demostracion. Procediendo por contradicciéon, supongamos
que c(yw) # c5. Supongamos que ¢g = ¢(yw) y consideremos
dos casos sobre cg; a saber, cg = ¢ 0 ¢g # Co.

Caso 1. ¢g = .

Consideremos el ciclo C; = (v,u,w,y,v) (véase figura 3.25 ).
Probaremos que C'; es un ciclo propiamente coloreado de longi-
tud 4. Recordemos que c(vu) # c(uw) ya que Cy es propiamente
coloreado. Debido a la suposicién cg = ¢ y como ¢y # c3, en-
tonces ¢g # c3; es decir, c(uw) # c¢(wy). Por la afirmacién 1.1,
tenemos que ¢; = ¢(yv) y por la suposicién ¢ # cg, tenemos
que c(wy) # c(yv). Por ultimo, ¢(yv) # c(vu) ya que ¢5 # ¢;. Por lo anterior, C; es un ciclo
propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, una contradiccion.

Figura 3.25: Caso cg = cs.

Caso 2. ¢g # ¢a.

Consideremos el ciclo Cy = (v, w,y,x,v) (véase figura 3.26).
Probaremos que C5 es un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4. Por la suposicion c; # c¢g, asi tenemos que
c(vw) # c(wy). Por la suposicién de la afirmacién 1.2, ¢ # cs,
lo que implica que c(wy) # c(yz). Como y € A, por la de-
finicién de los conjuntos A;, tenemos que c5 # c¢y4; es decir,
c(yx) # c(zv). Por ultimo, por la hipdtesis del caso 4.1, ¢4 # ¢,
lo que implica que c(zv) # c(vw). Por lo anterior, Cy es un ci-  Figura 3.26: Caso c¢g # cs.
clo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, una

contradiccion.

En cualquier caso obtenemos una contradiccién. Por lo tanto, c5 = c(yw).
Afirmacién 1.3. ¢(yu) = c5.

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c¢(yu) # ¢s. Supongamos
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que ¢g = c(yu) y consideremos dos casos sobre cg; a saber, ¢g = ¢1 0 ¢g # 1.
Caso 1. ¢5 # 1.

Consideremos el ciclo Cy = (v,u,y,z,v) (véase figura 3.27).
Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado de lon-
gitud 4. Dado que ¢; # ¢4, tenemos que c(uv) # ¢(vzx). Debido
a que ¢5 = c(yxr) y como y € A, sabemos que ¢4 # c;, en-
tonces c(vx) # c¢(xy). Por la suposicién de la afirmacién 1.3,
cs # cg; es decir, ¢(zy) # c(yu). Por ultimo c(yu) # c(uv) ya
que estamos suponiendo cg # ¢;. Por lo anterior, C} es un ci-
clo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, una
contradiceidn. Figura 3.27: Caso cg # 1.

Caso 2. ¢g = ¢3.
Consideremos el ciclo Cy = (v, w, u,y,v) (véase figura 3.28).

Probaremos que C5 es un ciclo propiamente coloreado de lon-
gitud 4. Tenemos que c(vw) # c(wu) ya que C3 es un ciclo
propiamente coloreado.

Debido a que ¢; # c¢3 y por la suposicion ¢; = ¢g, tenemos
que c¢g # c3, lo que implica que c(wu) # c(uy). Por la supo-
sicién de la afirmacién 1.3, ¢5 # cg; es decir, c(uy) # c(yv).
Por dltimo, dado que y € A, sabemos que c¢5 # ¢y y como
cs = c(yv), entonces c(yv) # c(vw). Por lo anterior, Cy es un
ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, una
contradiccién. Figura 3.28: Caso cg = ¢;.

En cualquier caso obtenemos una contradiccién. Por lo tanto,
cs = c(yu).

Por las Afirmaciones 1.1, 1.2 y 1.3 tenemos que c(yx) = c(yu) = ¢(yw) = c(yv) para cada
vértice y en A (véase figura 3.29).

Figura 3.29: ¢(zy) = c(yu) = c(yw) = c(yv).
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Hasta ahora ya analizamos que sucede con las aristas a tal que c(ax) ¢ {c1, o, c3, ¢4}, pero
aun pueden existir vértices s tal que c(sx) € {c1,cq,¢3,¢4}, con a s ¢ {v,u,w}. Por lo
anterior, definimos el siguiente conjunto, sea S = V(G) \ (Q U A).

Afirmacién 2. |A| > 2.

Demostracién. Cuando n > 10, en particular tenemos que d(x) > = %, por lo que
d(z) > 6. Asi, por la definicién de A, tenemos que |A| > 2. Por lo tanto, supongamos que
n =9y que A = {a} para algtin vértice a en V(G).

10+1
2

Afirmacién 2.1 c(ay) # c(az), para todo y en S.

Demostracién. Debido a que d°(a) > 5 se tiene que deben existir al menos 4 vértices adya-
centes a a con color distinto a c¢(axr) y por la afirmacién 1 sabemos que
clax) = clav) = claw) = c(au), por lo que los vértices adyacentes con color distinto a
c(ax) deben pertenecer a S. Dado que n = 9 y |A| = 1, entonces |S| = 4. Por lo tanto,
c(ay) # c(ax) para todo y en S.

Y3

Figura 3.30: c(ay) # c(ax).

Afirmacién 2.2 ¢(vy) = ¢(ya), para todo y en S.

Demostracién. Sea y arbitrario en S. Luego, con-
sideremos dos casos sobre ¢(yv); a saber ¢(yv) = ¢; o
c(yv) # ¢p. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que c(yv) # c¢;. Procediendo por contradiccion, su-
pongamos que c(ya) # c(yv). Probaremos que el ciclo
Cy = (y,v,u,a,y) (véase figura 3.31) es un ciclo pro-
piamente coloreado (en caso de que ¢(yv) = ¢1, se con-
sidera el ciclo C; = (y,v,w,a,y)). Recordemos que
c(vu) = ¢ y como estamos suponiendo c(yv) # ¢, Figura 3.31: Ciclo C;.
entonces c(yv) # c(vu). Debido a que a € A, se sigue

de la definicién de A que c(az) ¢ {c1, 2, ¢3,¢4} y por

la afirmacién 1 tenemos que c(azx) = c(au), lo que implica que c(vu) # c(ua). Por otro
lado, por la afirmacién 2.1, tenemos que c(xa) # c(ay) y dado que c(ax) = c(au), se tiene
que c(ua) # c(ay). Por lo anterior, C es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que
contiene a v, una contradiccién.

clau) & {c1,¢2,¢3,¢4}

a

Concluimos que ¢(ya) = ¢(yv) para todo y en S.
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Afirmacién 2.3 c(vy) = c(yu) = c(yw) = c(yx) para todo y € S.

Demostracién. Demostraremos que c(vy) = c¢(yu), c(vy) = c(yw) y ¢(vy) = c¢(yx). Debido
a que los casos son totalmente anédlogos, solo demostraremos que ¢(vy) = ¢(yu). Procediendo

por contradiccién, supongamos que existe y en S, tal que c(yu) # c(yv).

Afirmacién 2.3.1 c(yu) = cs.

Demostracién. Procediendo por contradiccion, supongamos
que c(yu) # c3. Consideremos dos casos sobre c(yv); a saber

c(yv) = cg 0 c(yv) # ca.
Caso 2.3.1 ¢(yv) = co.

Probaremos que C; = (y,u,x,v,y) (véase figura 3.32), es un
ciclo propiamente coloreado. Por la suposicién de la afirmaciéon
2.3, sabemos que c(vy) # c(yu).

Como c(ux) = ¢3 y por la suposicién de la afirmacion 2.3.1, te-
nemos que c(yu) # cg, entonces c¢(yu) # c(uz). Por la hipétesis
del caso 4.1, sabemos que c3 # ¢4 ¥ ¢4 # ¢, lo que implica que
c(uz) # c(zv) y c(zv) # c(vy). Por lo anterior, C es un ciclo
propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, lo cual

Figura 3.32: ¢(yv) = cs.

es una contradiccion.

c(yv) # ¢
DA

Figura 3.33: ¢(yv) # co.

ne a v, una contradiccién.

Caso 2.3.2 ¢(yv) # ca.

Probaremos que C; = (y,u,w,v,y) (véase figu-
ra 3.33), es un ciclo propiamente coloreado. Por
la suposiciéon de la afirmaciéon 2.3, sabemos que

c(vy) # c(yu). Como c(uw) = c3 y por la suposicién
de la afirmacién 2.3.1, tenemos que ¢(yu) # c3, enton-
ces c¢(yu) # c(uw). Recordemos que c(uw) # c(wv) ya
que Cj5 es un ciclo propiamente coloreado. Por 1ltimo,
debido a que ¢y # ¢(yv) y recordemos que ¢y = c(vw),
se deduce que c(wv) # c(vy). Por lo anterior, C; es un
ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contie-

Como los casos 2.3.1, y 2.3.2, nos llevan a una contradiccién, concluimos que ¢(yu) = cs.

62



Luego, consideremos el ciclo Cy = (v, u,y, a,v) (véase
figura 3.34). Recordemos que ¢; = c¢(uv). Por la afir-

macién 2.3.1, sabemos que c¢(yu) = ¢3 y como ¢; # ¢3 . c1
(ya que son colores de (), entonces c(yu) # c(uv). /!
Dado que a € A, tenemos de la definiciéon de A o] "

que c(ax) ¢ {c1,c9,¢3,¢4} y por la afirmacién 1, Y
sabemos que c(ax) = c(av), lo que implica que
clav) ¢ {c1,c2,c3,c4}, ast c(uv) # c(va). Por la afir-
macién 2.1, sabemos que c(av) # ¢(ay). Por ltimo,
por la suposicién de la afirmacién 2.3, sabemos que
c(yv) # c(yu) y por la afirmacién 2.1, tenemos que Figura 3.34: Ciclo C}.
c(yv) = c(ay), lo que implica que c¢(ay) # c(yu). Por

lo anterior, C; es un ciclo propiamente coloreado de

longitud 4 que contiene a v, una contradiccion.

v) & {c1,c2,c3. ¢4}

a

Por lo tanto, c¢(yv) = c(yu) = c(yw) = ¢(yz) para cada y en S.

Por las Afirmaciones 2.3 y 2.2, tenemos que a cada vértice y de S le inciden 5 aristas del
mismo color. Por lo tanto, d°(y) < 4, lo cual es una contradiccion, respecto a la hipdtesis del
teorema 3.3.1.

Asi, concluimos que |A| > 2.

Afirmacion 3. A tiene la propiedad de la dependencia respec-
to a v.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos
que existe un par de vértices a y da en A tales que
clav) # clad’) y clad’) # c(a'v). Consideremos el ci-
clo C = (a,d',w,v,a) (véase figura 3.35), probaremos que
C es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4. Como a
{a,a’} C A, supongamos sin pérdida de generalidad que

/
a € Ay d € A; para algunos i y j en {5,...,t}, lo clad’)
que implica que ¢; = c(za) y ¢; = c(zad'). Por la afirma- )
cién 1 se tiene que c(a'w) = c(xa’) = ¢; y recordemos que a

c2 = c(vw). Por definicién de A; y A; tenemos que en particu-
lar c¢(ax) # ¢y y c¢(a’x) # cq, por la afirmacién 1 sabemos que
c(d'x) = c(wd') = c(a'v) y c(av) = c(az). Por lo anterior y de-
bido a que c¢(aa’) # c(a’'v), tenemos que c(aa’) # c¢(a’w). Ya que
c(d'w) = c(a'v) y c(a’v) # co, deducimos que c(a’w) # ¢y, obteniendo que c(a’'w) # c(wv).
Como c(av) = c(ax) y c(ax) # cg, entonces ¢ # c(av), lo que implica que c(wv) # c(va).
Por la suposicién de la prueba de la afirmacién 3, tenemos que c(va) # c(aa’). Asi, C' es un
ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, contradiciendo la eleccién de v.

Figura 3.35: Ciclo C.

Por lo tanto, A tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.

|A]+1
5 -

Asi, por la proposicién 3.1.1, tenemos que existe un vértice a’ en A tal que d? A>(a’ ) <

Antes de continuar, veamos que S es distinto del vacio.
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Procediendo  por  contradicciéon, supongamos que S = (. Como
Al = [V(G)| = |Q| = |S| y § =0, entonces [A] = n — 4, por lo que, df,(a’) < nottl — 53
n—1

Y

Debido a que ¢(a/'z) = c(a'w) = ¢(a'v) = c(a’'u), entonces d o (a') = dg(a/) < 2F2+1 =274
lo cual es una contradiccién respecto a la hipdtesis del teorema 3.3.1. Por lo tanto, S # (0.

Para terminar con el caso 4.1, definimos los siguientes conjuntos

S1 ={y € S:clyv) & {c1,c9,c3,¢c4}} y por la contraparte v
definimos Sy = {y € S : c(vy) € {c1, 2, ¢35, ¢4} }. Observemos
que S;US, =Sy S1NSy=0. g

Probaremos algunas propiedades que se cumplen para S; y

u C3
para Ss.
Supongamos que ¢; = ¢(xy), notemos que debido a que y ¢ A,
entonces ¢; € {c1, ¢z, 3, ¢4}
Afirmacién 4. c¢(xy) = c(zu) = ¢3 para todo y € 5.
Demostracién. Procediendo por contradiccion, supongamos Figura 3.36: ¢; = c3.

que c(zu) # c(zy). Consideremos el ciclo C' = (y,v,u,z,y)
(véase figura 3.36). Denotamos a c(vy) = ¢g. Recordemos que
c(xu) # c(uv) ya que ¢; # c3. Como y € Sy, entonces vemos
c(vy) & {c1,co,c3,¢4} y como c(uv) = ¢, asi c(uv) # c(vy).

Debido a que ¢; € {c1, 2, ¢3, ¢4} y como c(vy) ¢ {c1, ca, 3, ca}, entonces c(vy) # ¢(yz). Por lo
anterior C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, contradiciendo
la eleccién de v. Por lo tanto, ¢(xy) = ¢(xu) = c3 para todo y € S.

Afirmacién 5. c¢(ay) = c(va) o c(ay) = c(yx) = c3 para todo
y en S1 y para todo a en A.

Demostracién. Sean y en S; y a en A arbitrarios. Proce-
diendo por contradiccién, supongamos que c(ay) # c(va) y
c(ay) # c(yx). Consideremos el ciclo C' = (a,y,x,v,a) (véase
figura 3.37). Supongamos que c(va) = ¢; y c¢(ay) = ¢; para
algin 7 y j. Como ¢4 # c3 (por la suposicién del subcaso 4.1)
y ¢(xy) = cs(por la afirmacién 4), entonces c(yzx) # c(xv). De-
bido a que c(za) ¢ {c1,c2,c3,¢4} y dado que c(va) = c(xa),
deducimos que c(va) ¢ {ci, ca, c3, ¢4}, entonces c(va) # ¢y, por
Figura 3.37: c(ay) = ¢; o lo que c(xv) # c(va). Por las suposiciones de la afirmacién 5,
clay) = cs. tenemos que c(va) # c(ay) vy c¢(ay) # c(yx). Por lo anterior, C

es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene

a v, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, c¢(ay) = c¢(va) o
c(ay) = c(yr) = c3 para todo y en Sy y para todo a en A.

Notemos que lo anterior implica que, dado a en A con d? A>(a) = f y y en 51, se tiene que
d{4usy(a) = f+1, ya que por la afirmacién 5, el c(ay) = c(va) o c(ay) = c3, pero recordemos
que c(va) ya es utilizado en A, por lo tanto el grado de color de a, solo se incrementa en 1
en (AU S)).
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Probaremos las siguientes afirmaciones para el conjunto Ss.

Afirmacién 6. c(ya) = c¢(yv) o c¢(ay) = c(au) para
todo y € Sy y para todo a € A. v

Demostracién. Sean y arbitrario en Sy y a ar-
bitrario en A. Luego, consideremos dos casos sobre
c(yv); a saber c(yv) = ¢; o ¢(yv) # ¢p. Sin pérdi-
da de generalidad, supongamos que c(yv) # ¢;. Pro-
cediendo por contradiccién, supongamos lo siguiente
c(ya) # c(yv) y clay) # c(au). Probaremos que el b

ciclo C1 = (y,v,u, a,y) (véase figura 3.38) es un ciclo

propiamente coloreado (en caso de que c(yv) = ci, Figura 3.38: c¢(ya) = c(yv) o c(ay) =
se considera el ciclo Cy = (y,v,w,a,y)). Recordemos c(au).

que c(vu) = ¢, lo que implica que ¢(yv) # c(vu). De-

bido a que a € A, entonces c(ax) ¢ {c1,¢2,¢3,¢4}, Y

como c(ax) = c(au), entonces c(vu) # c(ua). Por lo anterior, C} es un ciclo propiamente
coloreado de longitud 4, una contradiccion.

clau) ¢ {c1,¢2,c3,c4}

Concluimos que ¢(ya) = ¢(yv) o c(ay) = c(au) para todo y € Sy y para todo a € A.
Afirmacién 7. |Ss| > 5.

Demostracién Procediendo por contradiccién, supongamos que [S;| < 4 y sin pérdida
de generalidad, supongamos que |S;| = 4 . Fijémonos en el vértice a’ y recordemos que

c A
diy(a’) < A,

Afirmacién 7.1 c¢(a'y) = ¢(yv) para todo y € S,.

Demostracién Sea y arbitrario en Sy. Por otro lado,

debido a que |Se| = 4, asi podemos deducir lo siguien-

te [S| = |Si[+|S2| = [Si|+4 > 4, porlo que |S| > 4y

como V(G) = AUQUS, asi, |A| <n—4—4=n-38,
n—"7

lo que implica que d? A>(a’ ) < "—TSH =T

Como |A]| > 2 (por la afirmacién 2), sabemos por la

proposicién 3.1.1 que c(av) ya es utilizado en (A) y

por la afirmacion 1, tenemos que los colores cumplen

c(av) = c(ax) = c¢(av) = c¢(aw). Lo anterior implica
n—"7

que diy g (a’) < 7.

Afirmacién 7.1.1 ¢(a'y) # c(a'v), para todo y € Sy
(véase figura 3.39).

Demostracién. Supongamos que c(a'y) = ¢(a'v) pa- Figura 3.39: ¢(a'y) # c(a'v).
ra algin y en Sy, y como ¢(a’v) ya es utilizado en (A),

entonces df, o g, (a') < 2ol 43 =126 — 2l ade-

mas recordemos que por la afirmacion 5, se tiene que

c(a'y) = c(a'v) o c(a'y) = ¢z para todo y en Sy, pero ¢(a'v) ya es utilizado y ¢3 ya se tomo en
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cuenta, asi, df AUQUS1U52>(a/ ) < ”7_7 +3= ”_THG = 2-1 Jo cual es una contradiccion, respecto
a la hipdtesis del teorema 3.3.1. Por lo tanto, ¢(a'y) # c(av) para todo y € Ss.

Luego, recordemos que c(a'u) = ¢(a'v) por la afirmacién 1, y por la afirmacién 7.1.1 tenemos
que c(a’y) # c(a'v), lo que implica que c(a'y) # c(a’u). Por la afirmacién 6, sabemos que
c(a'y) = c(yv) o c(a'y) = ¢(a’u) y por lo anterior deducimos que c(a'y) = ¢(yv) para todo
Y € SQ.

Afirmacién 7.2 5, tiene la propiedad de la dependencia res-
pecto a v. v

Demostracién. Procediendo por contradiccion, supongamos
que existen y y ¥ en Sy tal que c(yv) # c(yy') y c(yy') # c(y'v).
Probaremos que el ciclo C; = (v,y,y',a’,v) (véase figura 3.40)
es propiamente coloreado de longitud 4. Por la afirmacién 7.1, Y a
sabemos que c(vy’') = c(y'a’) y como c(vy’) # c(yy'), enton-
ces c(yy') # c(y'a). Por otro lado, por la afirmacién 7.1.1,

tenemos que c(y'a) # c¢(a'v). Por tltimo, dado que a € A, Y/
c(a'v) ¢ {c1,c2,c3,¢4} y como c(vy) € {c1, o, c3, ¢4}, entonces
c(a'v) # c(vy). Por lo anterior, Cy es un ciclo propiamente Figura 3.40: Ciclo C,

coloreado de longitud 4 que contiene a v, una contradiccion.

Concluimos que Sy tiene la propiedad de la dependencia res-
pecto de v.

Afirmacidén 7.3 c(vy) = c(yu) = c(yw) = c(yz) para todo y € 5.

Demostracion. Demostraremos las siguientes igualdades
cvy) = clyu), c(vy) = clyw) y c(vy) = c(yx). Debido a
que los casos son totalmente analogos, solo demostraremos que
c(vy) = ¢(yu). Procediendo por contradiccién, supongamos que
existe y en Sy, tal que c(yu) # c(yv).

Afirmacién 7.3.1 ¢(yu) = c.

Demostracién. Procediendo por contradiccion, supongamos
que c(yu) # c3. Consideremos dos casos sobre c(yv); a saber

c(yv) = ¢z 0 c(yv) # co.
Caso 7.3.1 ¢(yv) = ca.

Figura 3.41: ¢(yv) = cs.

Probaremos que C; = (y,u,x,v,y) (véase figura 3.41), es un

ciclo propiamente coloreado. Por la suposicién de la afirmaciéon

7.3, sabemos que c(vy) # c(yu). Como c(ux) = c3 y por la

suposicion de la afirmacién 7.3.1, tenemos que c(yu) # c3, entonces c(yu) # c(uz). Por la
hipétesis del caso 4.1, sabemos que c3 # ¢4 y ¢4 # ¢o, lo que implica que c(uz) # c(zv)
y c(zv) # c(vy). Por lo anterior, C} es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que
contiene a v, una contradiccién.
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Caso 7.3.2 ¢(yv) # ca.

Probaremos que C; = (y,u,w,v,y) (véase figura 3.42),
es un ciclo propiamente coloreado. Por la suposicion de
la afirmacién 7.3, sabemos que c(vy) # c(yu). Como
c(uw) = e3 y por la suposicion de la afirmacién 7.3.1, tene-
mos que ¢(yu) # cs, entonces c(yu) # c(uw). Recordemos
que c(uw) # c(wv) ya que Cs es un ciclo propiamente co-
loreado. Por 1ltimo, debido a que ¢y # ¢(yv) y recordemos
que ¢y = c(vw), entonces c(wv) # c(vy). Por lo anterior,
C1 es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, una contradiccion.

Figura 3.42: ¢(yv) = ca.

Como los casos 7.3.2 y 7.3.1, nos llevan a una contradiccion, concluimos que ¢(yu) = c.

Luego, consideremos el ciclo C; = (v, u,y,ad’,v) (véase
figura 3.43). Recordemos que ¢; = c(uv). Por la
afirmacién 7.3.1, sabemos que c(yu) = c3 y co-
mo ¢; # c3 (ya que son colores de Cj3), enton- . cq
ces c(yu) # c(uv). Dado que o' € A, tenemos .
que c(azx) ¢ {c1,c0,¢3,¢4} y por la afirmacién 1,
sabemos que c(ax) = c(av), lo que implica que Y
clav) ¢ {ci,c9,c3,¢4}, asi c(uww) # c(vd'). Por
la afirmacién 7.1, sabemos que c(yv) = c(ya') y
dado que c(yv) € {e1,c9,c3,¢4}, tenemos que
c(ya’) € {c1,co,c3,¢4} y como c(a'v) & {c1,ca, 3,04},
entonces c(a'v) 7é. c(a'y). Por ultimo, por la suposi- Figura 3.43: Ciclo C.

cién de la afirmacién 7.3, sabemos que c(yv) # c(yu)

y por la afirmacién 7.1, tenemos que c(yv) = c(d'y),

lo que implica que c(a'y) # c(yu). Por lo anterior, C es un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4 que contiene a v, lo cual es una contradiccién respecto a la eleccién de v.

"3 u

v) & {c1,¢9,¢3,¢4}

a

Por lo tanto, ¢(yv) = c(yu) = ¢(yw) = c(yx) para todo y € Ss.
Afirmacion. 7.4 S, U A, tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.

Demostracién. Por la afirmacion 3 y por la afirmacién 7.2, sabemos que Sy y A tienen
la propiedad de la dependencia respecto a v. Solo resta probar que sia € Ay y € 5o,
entonces c(vy) = c(ya) o c(va) = ¢(ya), por la afirmacién 6, sabemos que c(ya) = c(vy)
o c¢(ya) = c(au) y como c(au) = c(av) (por la afirmacién 1), entonces c(ya) = c(vy) o
c(ya) = c(va). Por lo tanto, concluimos que Sy U A tiene la propiedad de la dependencia
respecto a v.

Por la proposicién 3.1.1, sabemos que existe un vértice b tal que d?szu A>(b) < %.

Recordemos que |[SUA|=n—4y como S = S;US,, entonces |S;UA|< n—4, lo que implica
que dfg, ;4 (b) < 2=3 Sobre b tenemos dos casos; a saber b € A 0 b € S5. En caso de que
b € A, recordemos que por la afirmacién 1, sabemos que ¢(bv) = c¢(bw) = ¢(bx) = ¢(bu), por

lo que dfg, 40, (b) < % ya que c(bv) ya es utilizado en (A) (ya que |[A| > 2), ahora por la
afirmacion 5, sabemos que ¢(by) = c¢(bv) o ¢(by) = c3 para toda y € Sy, pero como el ¢(bv)
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ya es utilizado tenemos que dfg, 45,0y (0) < 223 4 1; es decir d(b) < 251, En caso de que

b € Sy, por la afirmacién 7.3, tenemos que c(yv) = c(yx) = c(yw) = c(yu), lo que implica

n—o

que dig, 4,0y (0) < —2 ya que el color c(yv) ya era utilizado en S5 (ya que |So| > 2), ahora

por la afirmacién 5, sabemos que c(by) = c¢(bv) o ¢(by) = c3 para toda y € 51, pero como
n—1

el ¢(bv) ya es utilizado tenemos que d?SQUALJsluQ)(b) < ”T_?’ + 1; es decir dg(b) < "5= . En

cualquier caso tenemos que dg (b) < "7_3, lo cual es una contradiccion, respecto a la hipdtesis
del teorema 3.3.1.

Concluimos que |Sy| > 5.

Para concluir veamos lo siguiente:

|A[+1
2
cld'r) = c(a'v) = ¢(d'u) = c(dw), ademés c(a'r) ya es utilizado en A (ya que |A| > 2),

e 1
asi df, g (a’) < AL

Fijémonos en el vértice a/, que cumple d?m(a’) < y por la afirmacién 1,

Observemos que como |S| > 1, entonces Sy # () o Sy # 0.

En caso de que S; = (), entonces por las Afirmaciones 4 y 5 se tiene que
dCangusy (@) = diaugusy (@) < WTH + 1. Dado que AUQ U S = V(G), se tiene que
|A] = |V(G)|—|Q|—|S| = n—4—]S|, como |S| > 1, entonces —|S| < —1. Asi, |[A] <n—4-1,
lo que implica que d§(a’) < WTH +1< 7‘_T5+1 +1= %M = ”7_2; es decir, di(a’) < 4, lo
cual es una contradiccion con la hipotesis del teorema 3.3.1.

En caso que S; = 0, entonces |S| = |Ss|, por la afirmacién 7, tenemos que |S| > 5y
recordemos que |A| =n—4—|S| =n—4—|S] y como —|S| < =5, lo que implica que,
| Al <n—9. Asf, df, o (a) < 294l — 8 Por la afirmacién 6, sabemos que c(a'y) = c(yv)
o ¢(a'y) = c(d'u), donde c(a'u) = c(a’v) por afirmacién 1. Dado que ¢(a'v) ya es utilizado
en (A) (ya que |A| > 2), entonces solo debemos considerar ¢(a’'y) = ¢(yv). Como y € S,
tenemos que c(yv) € {c1, 2, ¢3, ¢4}, por lo que, dg,(a’) < 258 +4 = =248 = 2 o que implica
una contradiccién respecto a la hipotesis del teorema 3.3.1.

Ahora, veamos que sucede si S; # () y Sy # 0.

|[A]+1
2

En caso de que y € S}, tenemos que ¢ su0u Sl>(a’ ) < + 1 (Esto se refiere al andlisis que

se realizé en el caso Sy = 0)).

En caso de que y € S, se tiene que |Ss| > 5 y recordemos que la cardinalidad del conjunto
Al =n—-4—1|S|=n—4—|S1USy| =n—4—151] —|S:| (ya que Sy y Sy son ajenos).
Por la afirmacién 7, tenemos —|S| < —5, ademés como S; # (), entonces |S;| > 1, por lo
que, [A] <n—9—1=n—10. Asi, df, gus,(a') < n=l04l 4] = 27 Por la afirmacién
6, sabemos que c(ay) = c(yv) o c¢(ay) = c(av). Dado que c(av) ya es utilizado en (A) (ya
que |A| > 2), entonces solo debemos considerar c(ay) = c(yv). Como y € S, tenemos que
c(yv) € {c1, ¢, c3, ¢4}, pero recordemos que el color ¢z ya es considerado en el caso de que
y € Sy, por lo que, di(a') < "7_7 + 3 = % = ”T_l, lo que implica una contradiccion
respecto a la hipotesis del teorema 3.3.1.

En cualquier caso se tiene una contradiccion.
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Caso 4.2. No existe ningtin vértice x € V(G) \ V(Cs) tal que v

c(vr) = ¢4 con cq & {1, 0,3} y c(uz) = c(wz) = cs.

Debido a que d°(v) > 5, entonces debe existir un vértice y en ¢
V(G)—{u,w} con c(yv) # {c1, c2}. Supongamos que d°(v) = h.
Sea A; = {a € VELG) : c(av) = ¢;} para 3 < i < h. Definimos u ¢
el conjunto A = U A;.
i=3 ,
Y

Afirmacién 1. c(yv) = c(yw) = ¢(yu) para todo vértice y en

A.

Figura 3.44: c3 = c;0c = ¢;.

Demostracién. Sea y arbitrario en A y supongamos que

cs = clyv) y ¢ =

c(yw). Consideremos el ciclo

C = (y,v,u,w,y) (véase figura 3.44). Recordemos que

c(vu) # c(uw) ya que C3 es un ciclo propiamente coloreado.

Debido a que y € A, entonces y € A; para algin i € {3,...,t}, por la definicién de los
conjuntos A;, tenemos que c(yv) # cp; es decir, ¢(yv) # c(vu). Si suponemos que ¢z # ¢;
y ¢ # cs, entonces c(uw) # c(wy) vy c(wy) # c(yv), lo que implicaria que C' es un ciclo
propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, contradiciendo la eleccion de v. Por

lo tanto, c3 = ¢; 0 ¢; = c5.

Y

Figura 3.45: Caso ¢; = ¢;.

Caso 1. c3 = ¢;.
Llamémosle ¢; a c(yu).
Afirmacién 1.1 ¢; = c;.

Demostracion. Procediendo por contradicciéon, supongamos
que ¢; # c3. Consideremos dos casos sobre ¢;; a saber, ¢; = ¢;

0 ¢4 7é C.
Caso 1.1. ¢; = ¢;.

Consideremos el ciclo Cy = (y,u,w,v,y) (véase figura 3.45).
Recordemos que c(vw) # c(wu) ya que vw y wu son aristas
de C3 y este es propiamente coloreado. Dado que y € A, te-
nemos que c(yv) # co; es decir, ¢(yv) # c¢(vw). Como estamos
suponiendo ¢; # c3, entonces c(wu) # c(uy). Por la suposiciéon

¢ = ¢; y debido a que y € A, tenemos que c; # ¢, por lo que, ¢; # c5, lo que implica
que c(uy) # c(yv). Por lo anterior, Cy es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que
contiene a v, contradiciendo la eleccion de v.
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Caso 1.2. ¢; # ¢;. v

Consideremos el ciclo C7 = (y,u,v,w,y) (véase figura
3.46). Recordemos que c(uv) # c(vw) ya que C5 es un
ciclo propiamente coloreado.

Por la suposicién del caso 1 sabemos que c(yw) = ¢35y
debido a que ¢z # co, entonces c(vw) # c(wy). Sabemos
que ¢; # ¢z (por la suposicién de la afirmacién 1); es de-
cir, ¢(yu) # c(yw). Por dltimo, debido a que ¢; # c¢j,

deducimos que c¢(yu) # c(uv). Por lo anterior, C' es un Y
ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a
v, contradiciendo la eleccién de v. Figura 3.46: Caso ¢; # ¢;.

En cualquier caso llegamos a una contradiccion. Por lo
tanto, ¢; = c3; es decir, c(yw) = c(yu).

Debido a que c(yu) = c(yw) = ¢z (por la afirmacién
1.1), si suponemos que c(vy) & {c1, ¢z, c3}, implicaria una
contradiccion con la hipodtesis del caso 4.2. Por lo tanto,
cs = c(yv) € {c1, 2, c3}, pero como c¢; ¢ {c1, 2}, entonces
Cy = C3.

Lo anterior implica que c(yv) = c(yw) = c(yu).

Caso 2. ¢; = ¢s.

Supongamos que ¢; = ¢(yu).

Afirmacién 2.1. ¢; = cs.

Procediendo por contradiccién supongamos que ¢; # cs.
Consideremos dos casos; a saber, ¢; = ¢j 0 ¢; # c1. Figura 3.47: Caso ¢; = ¢;.

Caso 2.1 ¢; = ¢;.

Consideremos el ciclo Cy = (y,u,w,v,y) (véase figura
3.47). Recordemos que c(vw) # c(wu) ya que Cj es un
ciclo propiamente coloreado. Debido a que y € A, tene-
mos que ¢(yv) # cg; es decir, ¢(yv) # c(vw).

Por la suposicién ¢; = ¢; y debido a que ¢; # c3, entonces ¢; # cs; es decir, c(wu) # c(uy). Da-
do que ¢ # ¢ (por la suposicion de la afirmaciéon 2.1), tenemos que

c(uy) # c(yv).

Lo anterior implica que C5 es un ciclo propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a
v, una contradicion.
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Caso 2.2. ¢; # ¢j.

Consideremos el ciclo C7 = (y,u,v,w,y) (véase figura
3.48). Recordemos que c(uv) # c(vw), ya que uv y vw
son aristas de (3 y este es propiamente coloreado. Por la
suposicién del caso 2, sabemos que ¢; = ¢5 y debido a que
¢y # c5, entonces ca # ¢;; es decir, c(vw) # c(wy). Por
otro lado, por la suposicion de la afirmacién 2.1, sabemos
que ¢; # c5, lo que implica que ¢(yu) # c(yw). Por tltimo,
debido a que ¢; # ¢j, tenemos que c(yu) # c(uv). Por lo
anterior, C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud
4 que contiene a v, contradiciendo la eleccion de v.

En cualquier caso llegamos a una contradiccién. Por lo
tanto, ¢; = ¢5; es decir, ¢5 = c(yu).

v

Figura 3.48: Caso ¢; # ¢;.

Por la afirmacién 2.1 y por el caso 2, tenemos que ¢; = c¢5 = c¢;. Concluimos que

c(yv) = c(yw) = c(yu).

En cualquier caso se cumple que para todo vértice y en A, c¢(yv) = c(yw) = c(yu).

v

Figura 3.49: ¢ = c(yv) = c(yw) = c(yu).
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Afirmacion 2. A tiene la propiedad de dependencia respecto
de v.

Demostracion. Procediendo por contradicciéon supongamos
que existe un par de vértices a y @’ en A tal que c(av) # c(aa’)
y c(aa’) # c¢(a’v). Consideremos el ciclo C' = (a,d’,u,v,a)
(véase figura 3.50). Probaremos que C' es un ciclo propia-
mente coloreado. Como {a,a’} C A, supongamos, sin pérdi-
da de generalidad, que a € A; y a’ € A; para algunos
iy jen {3,...,h}, lo que implica que c(av) = ¢; y
c(a'u) = c¢(a'v) = ¢; (Por la afirmacién 1). También supon-
gamos que c(aa’) = ¢g. Por la definicién de A; y A; tenemos en
particular que, c(av) # ¢, ¢(a'v) # ¢ y por la afirmacién 1,
tenemos que c¢(av) = c(aw) = c(au) y c(a'v) = c(d'w) = c(a’u).
Como c(av) # ¢, entonces c(uv) # c(va). Debido a que
clav) = cldu) y cladv) # c(ad), deducimos que
c(a'u) # c(ad’). Por dltimo, ya que c¢(a'u) = c¢(a'v) y como
c(a'v) # ¢, entonces c(a'u) # c1; es decir, c¢(a’u) # c(uv). Por lo anterior, C' es un ciclo
propiamente coloreado de longitud 4 que contiene a v, una contradiccién.

Figura 3.50: Ciclo C.

Por lo tanto, A tiene la propiedad de la dependencia respecto a v. Por la proposicién 3.1.1,

sabemos que existe un vértice a’ en A tal que d? A>(a’ ) < |A‘2+1,

De la misma forma que en el caso anterior, veamos que sucede con los vértices v, tal que
c(vsv) € {c1, 2}, con vg & {u,w}. Sea S =V (G)\ (V(C3) UA).

Afirmacién 3. |S| > 2.

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que |S| < 1. Recordemos que
V(G| = |A| + S|+ |V(C3)| = |A| +|S]| + 3. Por lo anterior, tenemos que |A|=n —3 — |5],
como |S| < 1, implica que |S| =00 |S| = 1.

En caso de que |S| = 0 tenemos que |A| = n — 3. Luego, fijémonos en o', como |A| =n — 3,
entonces df,(a’) < |A|2+1 = =3+ — 222 Debido a que ¢(a'v) = c(a'w) = c¢(a’u) y por el

teorema 3.1.1, sabemos que ¢(a’v) ya era utilizado en (A) (ya que |A|> 2). Asi, deducimos
que d°(a’) no aumenta en G; es decir, d(a') < ”7_2, contradiciendo la hipétesis del teorema
3.3.1.

En caso de que |S| = 1 tenemos que |A| = n — 3 — 1. Luego fijémonos en da’, como
|A[ = n — 4, entonces d{,,(a’) < WTH = =24 — 223 Debido a que ¢(a'v) = c(d'w) = c(a'u)

y por el teorema 3.1.1, sabemos que c(a’v) ya era utilizado en A. Asi deducimos que
A7 g0, (@) < 2=2 En S, solo existe un vértice, entonces d(a’) < 252 + 1 = 71, con-
tradiciendo la hipotesis del teorema 3.3.1.

En cualquier caso se llega a una contradiccién. Por lo tanto, |S| > 2.
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Afirmacién 4. c(ay) € {c1, c2, c(au)} para todo y en S y para todo a en A.

Demostracion. Sean y y a arbitrarios en S y A respectivamente y supongamos que

c; = c(yv), clau) = ¢ y ¢; = c(ya).

Notemos que como y ¢ A, entonces c¢(yv) € {c1,co}. Asi, tene-
mos dos casos; a saber ¢; = ¢; 0 ¢; = ca.

Caso 4.1. ¢; = ¢;.

Consideremos el ciclo Cy = (a,y,v,u,a) (véase figura 3.51).
Como ¢y # c¢; y debido a que c; = ¢;, entonces ¢; # ¢4, lo
que implica que c¢(yv) # c(vu). Debido a que a € A, tenemos
que c(au) = c(av) y c(av) # ¢, por lo que deducimos que

clau) # c1; es decir, c(vu) # c(ua). Si suponemos que

c(ua) # c(ay) v clay) # c(yv), Cy serfa un ciclo propiamen-
te coloreado de longitud 4 que contiene a v, contradiciendo la
eleccién de v. Por lo tanto, c(ay) = c(au) o c(ay) = c(yv).

Por lo anterior, tenemos que c(yv) = «clay) o
clay) = clau); es decir, clay) € {c(yv),c(au)}. Como

v

c(yv) € {c1,c2}, entonces c(ay) € {ci1,c,clau)} para todo

y € Sy para todo a € A.

Caso 4.2. ¢; = ¢;.

Figura 3.52: Caso ¢; = ¢;

Figura 3.51: Caso ¢y = ¢;

Consideremos el ciclo Cy = (a,y,v,w,a) (véase figura 3.52).
Como ¢y # ¢; y debido a que ¢; = ¢;, entonces ¢; # ¢z, 1o que
implica que ¢(yv) # c¢(vw). Debido a que a € A, tenemos que
claw) = c(av) y c(av) # ¢y, por lo que deducimos que c(aw) #
93 es decir, c(vw) # c¢(wa). Si suponemos que c(wa) # c(ay)
y c(ay) # c(yv), Cy seria un ciclo propiamente coloreado de
longitud 4 que contiene a v, contradiciendo la eleccién de v.
Por lo tanto, c¢(ay) = c(aw) o c(ay) = c(yv).

Por lo anterior, tenemos que ¢(yv) = c(ay) o c(ay) = c(aw);
es decir, c(ay) € {c(yv),c(aw)}. Pero c(aw) = c(au) y como
c(yv) € {c1,c2}, entonces c(ay) € {c1, e, c(au)} para todo
y € Sy para todo a € A.

En cualquier caso tenemos que c(ay) € {c, ¢a, ¢(au)} para todo
y € Sy para todo a € A.

[A]+1
5
Recordemos que |A] = n — 3 —|S|, como |S| > 2, entonces

Para finalizar fijémonos en o', sabemos que d{,,(a’) <

—|S| < =2, lo que implica que [A] <n—3—-2=n—>5. Asi, df, (a') < WTH < n=bdl - nd

Debido a que A tiene la propiedad de la dependencia respecto de v, esto implica que ¢(a'v)
!/

2 2
I

ya era utilizado en (A). Por ltimo, por la afirmacion 4, sabemos que ¢(a'y) € {c1, ca, c(a’u)},
pero como c(a'u) = ¢(a'v) = c(a’'w) ya era utilizado en (A), entonces df, ;)05 = da(a’) <
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%" +2 = 7. Lo que contradice la hipétesis del teorema 3.3.1.

En cualquier caso se llega a una contradiccién. Por lo tanto, si n > 9, entonces todo vértice

de G esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud 4.
Concluimos que, si n > 4y §(G) > "T“, entonces todo vértice esta contenido en un ciclo
propiamente coloreado de longitud 4. W
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Capitulo 4

Ciclos propiamente coloreados de
longitud al menos 5

En este capitulo, probaremos que si 6°(K,,) > “+! (para n > 13), entonces todo vértice de
K, pertence a un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5.

La prueba de este teorema no se incluyo en el capitulo anterior debido a su extension, ademas
que necesitamos de una definicién extra, misma que definiremos en el presente capitulo.

Para mejor desarrollo de la demostracion, la dividiremos en 3 casos.
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Definicién 4.0.1 Sean G una grdfica, C = (vq,...,v,v1) un ciclo y v en V(G) \ V(C).
Decimos que v aumenta en C si c(vv;) = c(v;vi41) (respectivamente v disminuye en C si
c(vvy) = c(vivi_1)), para cada i en {1,...,1}, donde los indices son tomados mddulo [.

Figura 4.1: v aumenta en C.

Definicién 4.0.2 Sean G una grdfica, C un ciclo y v en V(G)\V(C). Decimos que v sigue
los colores de C, si v aumenta en C' o v disminuye en C.

Figura 4.2: v disminuye en C.
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Teorema 4.0.1 Sean G wuna grdfica completa de orden n, para n > 13 y
¢: B(G) — {1,...,k} una coloracion de las aristas de G. Si §°(G) > "=, entonces to-
do vértice pertenece a un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5.
Demostracién. Procediendo por contradicién, supongamos que existe un vértice v en G
que no pertenece a un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5. Debido a que
6°(G) > ™, entonces d°(z) > ™ para cada vértice z en G. Consideremos un ciclo pro-
piamente coloreado de longitud méaxima, digamos C' = (vq,va,...,v;,v1) y por el corolario
2.3.1 sabemos que la longitud de C' es al menos ["T“] + 1. Por la eleccion de v, sabemos que
v ¢ V(C). Debido a que n > 13, entonces = 4 1 > 135 4+ 1 = &f ademds [3H] > BH
lo que implica que (%1 +1> %; es decir, [ > 6. Dividimos la prueba en tres casos, las
cuales van a ser las subsecciones del capitulo 4.

4.1. Caso 1

Caso 1. ¢(vv;) = ¢; para todo v; € V(C) y para algin c¢;.

Recordemos que d°(v) > 2 y debido a que c¢(vv;) = ¢; para todo v; en C, entonces

Ay anviey () = B -1= 17 > B =6.8ea D = {u € V(G)\(V(C)U{v}) : c(wv) # i},
por lo anterior deducimos que D # ().

Afirmacién 1. c(uv) = c¢(uv;) para todo uw en Dy v; en C.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un vértice v; en C
tal que c(uv;) # c(uv). Supongamos que ¢y = c(uv) y cg = c(uv;).

Afirmacién 1.1 c¢(v;_1v;) = ¢33 0
C(’UiJrlUiJrg) = Cq. Cl .

Demostracion. Procediendo por contra-

diccién, supongamos que c(v;_1v;) # ¢3 ¥ K
c(viy1vi42) # c¢1. Consideremos el ciclo ® 1/’
Ch = (Ul,O,’UZ‘)U(Ui,u,’U7Ui+1>U(UZ‘+1,C, Ul) Ul V51 7
(véase figura 4.3). Probaremos que C es un

ciclo propiamente coloreado. La trayectoria C3 )
(vir1,Civ1) U (v1,C,v;) es una trayectoria

propiamente coloreada ya que esta conteni-

Vitl -+ Ul

da en C'y C' es propiamente coloreado. Debi- u  C2
do a que estamos suponiendo ¢(v;_1v;) # c3
y c(Viz1Vi40) # c1, deducimos lo siguiente Figura 4.3: Ciclo C

c(vio1v;) # c(viu) y c(vvipr) # c(vip1viga).

Por la suposicién de la afirmacién 1, tene-

mos que c(v;u) # c(uv). Por la eleccién de u, sabemos que ¢y # ¢y; es decir, c(uv) # c(vviyq).
Por lo anterior, C] es un ciclo propiamente coloreado de longitud 3 41 — 1 que contiene a v.
Recordemos que [ > 6, por lo que [ — 1 > 5. Asi, la longitud de C; es 341 —1 > 8§, lo que
implica que C] es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v,
una contradiccion.
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Por lo tanto, ¢(v;—1v;) = ¢3 0 ¢(Vi410i12) = 1.
A continuacién veamos que en culquiera de los anteriores casos, llegamos a una contradiccién.
Caso 1.1 c¢(v;_1v;) = cs.

Afirmacion 1.1.1 . C(Ui_g?}i_g) = Cq. C"1 :

Demostraciéon. Procediendo por con-

tradiccion, supongamos que Q o--2.. ?
c(vi_gvi_s) # 1. Consideremos el ciclo ~ Vi---Yi=3 Vig2  Vi-1 Ui Vil U
01 = (’Ul,C, Ui_z) U (UZ'_Q,U,U,UZ‘) U
(vi, C,vy) (véase figura 4.4). Probaremos
que C4 es un ciclo propiamente colorea-
do. Tenemos que (v;_o, C,v1) U (v, C,v;), v C2 u

es una trayectoria propiamente coloreada

ya que esta contenida en C'y C es pro- Figura 4.4: Ciclo C}

piamente coloreado. Debido a que esta-

mos suponiendo c(v;_3v;_2) # ¢ y como

c1 = c(v;_ov), entonces ¢(v;_3v;_2) # c¢(v;_9v). Por la eleccién de u, sabemos que ¢y # ¢; es
decir, ¢(v;_ov) # c(vu). Por la suposicién de la afirmacién 1, tenemos que c(vu) # c(uv;).
Por tltimo, como C' es propiamente coloreado, entonces ¢(v;_1v;) # ¢(v;v;41) y por la hipéte-
sis del caso 1.1, sabemos que c¢(v;_1v;) = c3, lo que implica que c(v;11v;) # c3; es de-
cir, c¢(uv;) # ¢(vvi41). Por lo anterior, Cy es un ciclo propiamente coloreado de longitud
341—2=1[0+1, que contiene a v. Recordemos que [ > 6, por lo que [+1 > 7, lo que implica
que C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual es
una contradiccion.

(&] C3

Por lo tanto, ¢(v;_3v;_2) = ¢1.

Luego, consideremos el ciclo

Cl : Cl = (Ul,C,’Ul',l)U(Uifl,U,U,Ui)U(Ui,C,Ul)
(véase figura 4.5). Probaremos que C} es un
1 cs ciclo propiamente coloreado. Tenemos que
(v;,Cyv1) U (v1,C,v;1) es una trayecto-
ria propiamente coloreada ya que esta
1 3 contenida en C y (C es propiamen-
te coloreado. Debido a la afirmacion
= ? 1.1.1, sabemos que c(v;_3v;2) = ¢
y como c(v;_3v;_2) # c(vi_ovi_1), en-

Figura 4.5: Ciclo C} tonces c(v;_ov;—1) # c¢1; es decir,
c(vi—qvi—1) # c(v;i—1v). Por la eleccién de
u, sabemos que ¢y # c¢p; es decir, c(v;_1v) # c(vu). Por la suposicién de la afirmacién
1, tenemos que c(vu) # c(uv;). Por tltimo, como C' es propiamente coloreado, entonces
c(vi_1v;) # c(vivipr) y por la hipdtesis del caso 1.1, sabemos que c(v;_1v;) = c3, entonces
c(vip1v;) # c3; es decir, c(uv;) # c(vivip1). Asi, Cy es un ciclo propiamente coloreado de
longitud 341 —1 = [+ 2 que contiene a v. Dado que [ > 6, entonces [ + 2 > 8. Por lo tanto,
C es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual es una

U1 --Vi—3 Vi—2 Vi1 Uy Vi1 -+ Ul
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contradiccién.
Caso 1.2 ¢(v410i42) = ¢1.

Afirmacién 1.2.1 ¢(v;_1v;) = c3. Ch:

Demostracion. Procediendo por contra-
diccién, supongamos que c(v;_1v;) # cs.
Consideremos el ciclo C; = (vy,C,v;) U
(i, U, 0, V49) U (vig2,C vq) (véase figu-

ra 4.6). Probaremos que Cj es un ci- “a
clo propiamente coloreado. Tenemos que

(Vit2, C,v1) U (v1, C,v;) es una trayectoria u Ca2 v
propiamente coloreada ya que esta con-

tenida en C' 'y C es propiamente colo- Figura 4.6: Ciclo (4

reado. Por la suposicion de la afirmacién

1.2.1, tenemos que c(v;_1v;) # c3; es decir,

c(vi—1v;) # c(viu). Por la suposicion de la afirmacién 1, tenemos que c(v;u) # c(uv). Por
la eleccién de u, sabemos que ¢y # c¢1; es decir, c(uv) # c¢(vvi42). Como C es propiamente
coloreado, entonces ¢(v;410;42) # ¢(vVi12vi13) v por la suposicién del caso 1.2, sabemos que
c(vip1v42) = 1, lo que implica que ¢(vi2vi43) # c1; es decir, c(vviya) # ¢(vit2vir3). Por lo
anterior, C'; es un ciclo propiamente coloreado de longitud 3 + [ — 2 = [ 4+ 1, que contiene a
v. Recordemos que [ > 6, por lo que [+1 > 7, lo que implica que C} es un ciclo propiamente
coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, c¢(v;_1v;) = c3.
Afirmacion 1.2.2. C(Ui_gvi_l) = Ci.

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que ¢(v;_ov;_1) # ¢1. Conside-
remos el ciclo Cy = (v, C,v;—1) U (v_1, v, u,v;) U (v, Cyvp) (véase figura 4.7).

Cq :
& — & ? h . ,
U1 --U;—3 Vi—o Vi1 (¥ U@+1 e U
& 3
v €2 1y

Figura 4.7: Ciclo C}

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (v;, C,v1) U (vy, C,v;_1),
es una trayectoria propiamente coloreada ya que esta contenida en C'. Debido a la suposi-
cién de la afirmacién 1.2.2; tenemos que c(v;_ov;_1) # c¢1; es decir, c(v;_ov;_1) # c(v;_10).
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Por la eleccién de u, sabemos que ¢y # ¢1; es decir, ¢(v;_1v) # c¢(vu). Por la suposicion
de la afirmacién 1, tenemos que c(vu) # c(uv;). Por tltimo, como c(v;_1v;) # c(vvi41)
y por la afirmacién 1.2.1, sabemos que c(v;_jv;) = c3, entonces ¢(v;11v;) # c3; es decir,

c(uv;) # c(vivip1). Asi, Cy es un ciclo propiamente coloreado de longitud 3+1—1 = [+2 que
contiene a v. Dado que [ > 6, entonces [ + 2 > 8. Por lo tanto, C; es un ciclo propiamente
coloreado de longitud al menos 5, que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, ¢(v;_2v;_1) = 1.

Luego consideremos el ciclo Cy = (v1, C,v;—2) U (v;_g, v, u, v;) U (v;, C,vq) (véase figura 4.8).

U1 Ui—3 Vi—_2 Ui—1 U Ui41 vy
C1 C3
- ®
U €2 Uu

Figura 4.8: Ciclo C}

Probaremos que C} es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (vy, C, v;_2) v (v;, C, v1),
son trayectorias propiamente coloreadas ya que C' es propiamente coloreado. Por la eleccién
de u, sabemos que ¢y # ¢1; es decir, c(uv) # c¢(vv;_2). Dado que C' es propiamente cooloreado
tenemos que ¢(v;_1v;_2) # c(v;_9v;_3) y por la afirmacién 1.2.2, sabemos que ¢(v;_1v;_2) = ¢y,
entonces c(v;_ov;_3) # c1; es decir, ¢(v;_3v;_o) # ¢(v;_ov). Por la suposicién de la afirmacién
1, tenemos que c(vu) # c(uv;). Por ultimo, como c(v;_1v;) # ¢(v;vi1) y por la afirmacién
1.2.1 sabemos que ¢(v;_1v;) = c3, entonces c(v;11v;) # cs; es decir, c(uv;) # c(v;viy1). Por lo
anterior, C'; es un ciclo propiamente coloreado de longitud 3 + 1 — 2 =1+ 1, que contiene a
v. Recordemos que [ > 6, por lo que [+1 > 7, lo que implica que C} es un ciclo propiamente
coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

En cualquier caso se llega a una contradiccion.

Por lo tanto, la afirmacién 1 es cierta ; es decir, c¢(uv) = ¢(uv;) para todo u en D y v; en C.

n+1

Afirmacién 2.0 dfy, v oy (v) = %5~ para todo u en D.

Demostracion. Sea u en D arbitrario. Por la afirmacion 1, tenemos que
n+1 n— n
i@ () = 57 —1 =57 Por lo tanto, dfy gy ey (W) 2 "5

Afirmacioén 2. df}, (1) > 6, para todo u en D.
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Demostracién. Recordemos que d(v) > ”TH; como en D solo se excluye el color ¢y, entonces
|D| > 251

Definamos el conjunto M = V(G) \ (V(C)U V(D) U {v}).

Como [V(G)|=ny [V(C) =1> ™1 +1 =" entonces

IM|=n—1—|D| -1

n+4 n-—1 1
/”L_—_—_
- 3 2
_6n—2n—8—3n+3—6
n 6
_n—ll
6

Figura 4.9: Conjuntos M, Dy V(C)

Sea u un vértice arbitrario de D. Como dfy ) v oy (W) = 2t (por la afirmacién 2.0) y
|IDU{v}| = |V(G)| — |V(C)| — | M|, entonces
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d?Du@})(U) > de(G)\V(C))(U) — | M|
1
L ]

S n+1 _n—= 11
- 2 6
_3n+3-n+11
B 6
_ 2n+14

6
26 + 14

>

>

40
6

AVARRSH

6

Por lo tanto, d?DU{v”(u) > 6, para todo u en D.

Afirmacién 2.1 |M| # 0.

Sea v; en V(C).

Afirmacion 2.1.1. D tiene la propiedad de la dependecia respecto a v;.

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que existen {u, u'} contenidos
en D tal que c(v;u) # c(u) y e(viu') # c(un).

Afirmacién 2.1.1.1 c(uv') # c(u'v).

Demostracién. Por la afirmacién 1, sabemos que c(vu') = ¢(u'v;) para todo v; en V(C),
por lo que c(vu') = ¢(u'v;). Debido a que estamos suponiendo que c(v;u') # c(uu') y como
c(vu') = e(u'v;), entonces c(vu') # c(un’).
Afirmacién 2.1.1.2 ¢(v;_1v;) = c(vv;) o
c(vi_1v;) = c(vu).

01 .

Demostracion. Procediendo por contra-

diccién, vamos a suponer que sucede g
c(vv;)) # c(viqv;) y tambien pasa que Vi—1 {
c(vi—1v;) # c(v;u). Consideremos el ci- /

clo C7 = (v,v;_1,v;,u, v, v) (véase figu- C1

ra 4.10). Probaremos que C; es propia-
mente coloreado. Por la hipdtesis del ca-

so 1, tenemos que c(vv;) = c(vv;_q1) y re- v
cordemos que c(vv;) # c(vi_1v;), enton-
ces c(vv;_1) # c(vi_qv;). Por la suposi- U u’

ciéon de la afirmacion 2.1.1, sabemos que
c(viu) # c(uu'). La afirmacion 2.1.1.1 nos

Figura 4.10:
dice que c(uu') # ¢(u'v). Por ltimo, como 8

c(vi1v;) # c(vv) y e(viqv;) # c(viu)
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u' € D, por la definicién de D, sabemos

que c(u'v) # ¢; es decir, c(u'v) # c(vv;_q).

Por lo anterior, C es un ciclo propiamente coloreado de longitud 5 que contiene a v, una
contradiccion.

Por lo tanto, c(v;_1v;) = c(vv;) o c(vi_1v;) = c(vu).
Caso 2.1.1.1 ¢(v;—1v;) = c(vw).

Consideremos el ciclo Cy = (v, v;_9, v;_1,v;, u, v, v) Ol :
(véase figura 4.11). Probaremos que C )

es propiamente coloreado. Por hipdtesis PS C1

del caso 1, sabemos que pasa lo siguiente Vi—o Vi1 g?
c(vvi_g) = e(vvi_1). c(vi1v;) # c(Vi—2v;—1) '

ya que C' es propiamente coloreado y co- ¢ C1
mo por la hipétesis del caso 2.1.1.1, sa- &:'

bemos que c(v;_1v;) = c(vv;)) = ¢, en-
tonces c(vv;_a) # c(vi_ov;—1). Dado que
u € D, por la definicién de D tenemos
que c(vu) # ¢, por la afirmacién 1 sa-
bemos que c(vu) = c(uv;) y como tam-
bién c(v;_1v;) = c(vvi1) = ¢, enton-
ces c(vi—1v;) # c(v;u). Por la suposicién
de la afirmacién 2.1.1, c(v;u) # c(un’).
c(uu') # c(u'v) por la afirmacién 2.1.1.1.
Por ultimo, como «’ € D, por la definicién
de D, sabemos que c(u'v) # c¢1; es decir, ¢(u'v) # c(vv;_1). Por lo anterior, C; es un ciclo
propiamente coloreado de longitud 6 que contiene a v, una contradiccion.

/
U

Figura 4.11: ¢(v;—1v;) = c(vv;).

Caso 2.1.1.2 ¢(v;_1v;) = c(vsu).

Consideremos el ciclo Cy = (v, v;, Vi1, V9, u, u/, v) Ch:

(véase figura 4.12). Probaremos que C

es propiamente coloreado. Como tene- U?\_ . 0;
mos que c(v;_1v;) = c(v;u) v dado que '
c(vu) # ¢, entonces c(vv;) # c(vivi_q).
c(vvi—1) # c(vi_1v;_a) ya que C es pro-
piamente coloreado. Por la afirmacion 1,
sabemos que c(uv;_3) = c(uv;) y como
c(vvi—1) = c(uv;), entonces obtenemos
que ¢(v;_1v;_9) # c(v;_ou). Por la suposi-
cién de la afirmacion 2.1.1, ¢(v;u) # c(uu')
y dado que c(v;_ou) = c(v;u), entonces
c(vigu) # clud). clun’) # c(u'v) por
la afirmacién 2.1.1.1. Por ultimo, como
u' € D, por la definicién de D, sabemos que c(u'v) # ¢1; es decir, c(u'v) # c¢(vv;—1). Por lo
anterior C' es un ciclo propiamente coloreado de longitud 6 que contiene a v, una contradic-

Figura 4.12: ¢(v;_1v;) = c(vv;).
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cién.
En ambos casos, obtenemos una contradiccién. Por lo tanto, D tiene la propiedad de la

dependencia respecto a v;.

[D|+1
5

Por la proposicién 3.1.1, sabemos que existe u; en D tal que d?D>(U1) <

Como [M| =0, entonces |[D| = [V(G)| =1 = |V(C)| = M| <n—1— (%) = 227,

2n—4

Lo anterior implica que d‘gm(ul) < |D|2+1 <5 = 2n6—4.
Por la afirmacién 1, c(vu;) = c(uv;) para todo v; en V(C). Por lo que
pupuvey ) = dglu) < gt +1 = 282 = mhl < 0 es decir, dg(ur) < 3, una

contradiccion, respecto a la hipotesis del teorema 4.0.1.
Por lo tanto, |M| # 0.

Por otro lado, sea w en D, por la afirmacién 2, sabemos que existe vértice w en D tal
que c(uw) # c(uv). Excluyendo a los vértices {u,v}, por la afirmaciéon 2, sabemos que
d{p_guyy(w) = 6 — 2, lo que implica que existe un vértice z en D tal que c(uw) # c(wz).
De la misma forma, excluyendo a los vértices {v,u,w}, por la afirmacién 2, sabemos que

D fuwyy(?) = 6—3, lo que implica que existe un vértice z en D tal que c(wz) # c(zz). Por
lo anterior, W = (v, u,w, z, ) es una trayectoria propiamente coloreada de longitud 4.

o —@ o @ —O
v €4y w z C5 g

Figura 4.13: Trayectoria propiamente coloreada V.
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Luego, supongamos que c(vu) = ¢4 y c¢(zx) = c¢5. Definimos los conjuntos
X = o € V(G \N (V@) u VW) o clax) #  cspoy
YV ={acV(G)\ (V(C)UV(W)): clav) # cs}. Sea n’ = [V(G) \ V(C)|.
® @ @ @ @
c(yv) #c/v €4 w w z Cs

Y clax) # cs

Figura 4.14: Conjuntos X e Y

Afirmacién 3.0.1 0’ < %.

Demostracién. Dado que [V(C)| =1> [224]+1 > 3 L+1 ="y como [V(G)| =n, en-
tonces |V(G) \ V(C)| = n — |V(C)] < n — % = dnoned = 2l eg decr,
= [V(G)\V(O)] < 5.
Por lo tanto, n’ < %.
Afirmacion 3.0.2. "—“ > ?’"ZTM.
2n

Demostracion. Por la afirmacion 3.0.1, tenemos que n’ < 2 por lo que, 3n' < 2n — 4;

3n' +4 < 2n. Asf, n > 2. Lo anterior implica que % > 3”4+6_

Afirmacién 3. |[X NY| > 2.

., . . .’ /
Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que | X NY| < %. Por otro

3n/+4
lado, por la afirmacion 2.0, sabemos que dfy, \V(C)>( u) > 2y como ”“ P
u)

3n’+6
= 7

_ 3n'+6
2 - 4

(por la afirmacién 3.0.2), entonces dfy g, \V(C)>(
Para acotar las cardinalidades de X e Y, afirmamos lo siguiente.
Afirmacién 3.1. ¢(zv) = ¢5 0 c(zv) = ¢4.

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(zv) ¢ {c4,c5}. Consi-
deremos el ciclo Cy = W U (z,v) (véase figura 4.15). Recordemos que W es un trayectoria
propiamente coloreada de longitud 4. Debido a que c¢(vu) = ¢4 y ¢(zz) = ¢5, tenemos de la
suposicion que c(zzx) # c(zv) y c(axv) # c(vu). Por lo anterior, C' es un ciclo propiamente
coloreado de longitud 5 que contiene a v, contradiciendo la eleccion de v.

Por lo tanto, c¢(zv) = ¢5 0 c(zv) = c4.

Notemos que |[V(G) \ (V(C)UV(W)|=|V(G)\V(C)|— V(W) =n"—5.
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—@ o @ .
v Ca4 w z C5

Figura 4.15: Ciclo .

Por la afirmacién 3.1, sabemos que c(zv) = ¢5 o c¢(zv) = ¢4, sin pérdida de generalidad

supongamos que ¢(zv) = ¢4. Por la afirmacién 2.0 y por la afirmacién 3.0.2, tenemos que

d?V(G)\V(C»(:B) > 3”:l+6, esto implica que |X| > ?’"ZTJFG — 4. También, sabemos por la hipdtesis

del Caso 1 que dfy () v (o) (V) = 2Ly como M # () entonces Ay anviey (V) = 24l asf por la

3/ +4

7— v debido a que c(xv) = ¢4, deducimos

Afirmacion 3.0.2, tenemos que dfy v oy (V) =
que Y| > 32E6 3,

Por nuestra suposicién tenemos que | X NY| < %/ y dado que ' —5 = |V/(G)\ (V(C)UV (W)].
Se sigue que

n' =5 =[V(G\ V() uVW)

> [ XUY|
=Y+ [X] - |[XNY]

3n' +6 3 +6 n'
> _3 4
- 4 + 4 2
6n + 1228 — 20/
N 4
_4n’—16
4
=n'—4

lo que implica que —5 > —4, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, [ X NY| > %/
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Afirmacién 3.3 c(vy) = ¢(yx) para todo

Y
yen XNY. ®
Demostracién. Sea y un vértice arbitra-
rio de X NY. Procediendo por contra-
.y & —@ @ *——©
diccién, supongamos que c(vy) # c(yx). v Caou w z G5 oo

Consideremos el siguiente ciclo coloreado

Cy =W U (z,y,v) (véase figura 4.16). Re- Figura 4.16: Caso c(vy) # c(yz).
cordemos que W es una trayectoria pro-

piamente coloreada de longitud 4. Como

y € X, entonces por definicién de X tenemos que c(zx) # c¢(xy). Debido a que y € Y,
entonces por definicién de Y tenemos que c¢(yv) # c(vu). Por lo anterior, Cy es un ciclo
propiamente coloreado de longitud 6 que contiene a v, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, c¢(vy) = ¢(yz) para todo y en X NY.
Afirmacion 4. X NY tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que existen {r, '} contenidos
en X NY, tal que c(rr’) # c(rv) y c(rr') # c(r'v).

Luego consideremos el ciclo
Cy = (r,v) UW U (z,r,1") (véase figu- )

T
ra 4.17). Probaremos que Cy es un ci- p
clo propiamente coloreado. Dado que
r" €'Y, tenemos de la definicién de Y que
c(r'v) # ¢(vu). Recordemos que W es una e ° —
trayectoria propiamente coloreada. Debi- vt w 2w

do a que r € X, deducimos de la de-
finicién de X que c¢(zz) # c(zr). Como
c(rr’) # ¢(rv) y por la afirmacién 3.3, sa-
bemos que c(rv) = ¢(rz), entonces c(xr) # c(rr’). Por iltimo, por la suposicién de la afir-
macion 4, tenemos que ¢(rr’) # ¢(r'v). Por lo anterior, Cy es un ciclo propiamente coloreado
de longitud 7 que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Figura 4.17: Ciclo Cj.

Asi, concluimos que X NY tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.

Por la proposiciéon 3.1.1, tenemos que existe un vértice ' en X N Y, tal que
dc (7",) < ‘XﬂYH—l
(XNY) >

Afirmacién 5. [ X NY| > 2.

Demostracién. Recordemos que c(vv;) = ¢, para todo v; en C. Por lo que afirmamos lo
siguiente:

Afirmacién 5.1 [V(C)| < 252

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que |V (C)| > ”T_l, lo que
implica que v tiene méas de "T_l aristas del color ¢; por lo que su grado de color es a lo mas
(n — 1) aristas, menos las aristas hacia los vértices de C' que aportan un mismo color mas
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uno; es decir, d°(v) < n—1—|V(C)|+1 <n— 27 = % = ”TH, lo que implica que

d(v) < ”T“, lo cual es una contradiccion, respecto a la hipotesis del teorema 4.0.1.
Asi, concluimos que [V(C)] < %L
Luego, como n’ = |V(G) \ V(C)| = n — [, por la afirmacién 5.1, deducimos que

! L= 2nontl — ol eg decir, n’ > 2. Debido a la afirmacién 3, sabemos

n'=n—102>n-—"7 == = 2
ntl ~ 13+1 _ 14

que [ X NY|> %/, por lo anterior tenemos que | X NY| > "5/ > . Como 2L > B+l — L
entonces | X NY| > 3.
Por lo tanto, | X NY| > 2.

Luego, fijémonos en el vértice r’, por la afirmacién 5 y por la proposicién 3.1.1, tenemos que
c(vr’) ya es utilizado en (X NY'). Recordemos también que c(r'v) = ¢(r’x) (por la afirmacién
3.3).

Afirmacién 6. c(r'v;) = c¢(r'v), para todo v; en V(C).
Demostracién. Sobre 7/, tenemos dos casos; a saber ' € D o1’ ¢ D.
Caso 6.1. " € D.

Por la afirmacién 2, tenemos que c(r'v) = ¢(r'v;), para todo v; € V(C).

Caso 6.2. ' ¢ D.

Procediendo por contradiccion, suponga- o r

mos que c(r'v;) # c(r'v), para algin ‘o o
v; en V(C). Consideremos el ciclo

Cy = (r',v;,v) UW U (x,r") (véase figura ° ° °

4.18). Como 7' ¢ D, entonces c(r'v) = ¢;. v w z 5z
Debido a la hipétesis del caso 1, sabemos

que ¢; = c(vy;) y por la suposicién de Figura 4.18: Caso 1" ¢ D.

este caso, tenemos que c(r'v;) # c(r'v),
lo que implica que ¢(r'v;) # c;; es decir,
c(r'v;) # c(vv). También, por la afirmacién 4.1, tenemos que ¢(r'v) = ¢(r'z), lo que im-
plica que c(xr’) # c(r'v;). Como u € D, entonces c(v;v) # c(vu). Recordemos que W es
una trayectoria propiamente coloreada. Dado que ' € X, deducimos de la definiciéon de X
que c(zzx) # c(xr’). Por lo anterior, Cy es un ciclo propiamente coloreado de longitud 7 que
contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, ¢(r'v;) = ¢(r'v), para todo v; € V(C).

En cualquier caso obtenemos que ¢(r'v;) = ¢(r'v), para todo v; € V(C).

Recordemos que por la eleccién de ' tenemos que dfyqy(r') < m Como ¢(r'v) ya

es utilizado en (X NY), ¢(r'v) = c(zr’) (por la afirmacién 3.3) y c(r'v) = c(r'v;) (por la
afirmacién 6), entonces

38



<meY\+1

50 < FEL L@ (o) u (X Y U
=BT e (o)) - 1y u o)
, IXNY|+1-2XNnY]
it —|XNY[+1 Ly

2

Por la afirmacién 3 sabemos que [ X NY| > %/, lo que implica que

,+—|XmY|+1 —n' +2
n —_— — J—

2<n + 2
2
_4n’—n’—6
B 4
3’ —6
4
Dado que n’ < 2222 deducimos que b < A0 _n 5

Concluimos que d(r’) < %, lo cual es una contradiccion respecto a la hipétesis del teorema
4.0.1.

Por lo tanto, si c(vv;) = ¢; para todo v; € V(C), tenemos una contradiccién. Por lo conclui-
mos con el caso 1.
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4.2. Caso 2

Caso 2. v no sigue los colores de C'y existen al menos dos vértices v;, y v; en V(C'), tal que
c(vv;) # c(vv;).

Afirmacién 1. Existen vértices vy v vgi1, tal que c(vvg) # c(vvgy1).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vvg) = ¢(vvgy1) pa-
ra todo vx en C. Recordemos que C' = (vy,vs,0s,...,v;,v1). Lo anterior, implica que
c(vvg) = c(vvgyp1) = c(vogre) = c(vugys) = ... = c(vvy) = c(vy), lo cual es una contra-

diccién respecto a la hipotesis del caso 2.
Por lo tanto, existen vértices vy v vg41 tal que c(vvg) # c(vvgsq).

Supongamos sin pérdida de generalidad que k = 1; es decir, c(vvy) # c(vvy). Supongamos
que ¢; = c(vvy) y e(vvy) = eo.

f ® o o
U1 2 vz ... U—1 U
C Co

v

Figura 4.19: ¢; y cs.

Como v no sigue los colores de C, entonces existen vértices v; y v; en V(C), tal que
c(vvy) # c(vivisr) y c(voy) # c(vjv;-1).

Sean S = {v; € V(C) : c(vv;) # c(vivisa)} y R = {v; € V(C) : c(vv;) # c(vvi_1)}, por lo
anterior sabemos que s # () y r # (). Supongamos que s = min{i € {1,...,l} : v; € S} y
r=max{i € {1,...,l} :v; € R}.

v

Figura 4.20: v, y v,.

Afirmacion 2. s < 2.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos que s > 3.
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Afirmacién 2.1 c(vvs_y) = c(vvy).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que ¢(vvs—1) # c(vvg). Consi-
deremos el ciclo Cy = (vq, C,vs_1) U (vs_1,v,v) U (vs, C,v7) (véase figura 4.21).

v

Figura 4.21: Ciclo .

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Debido a la eleccion de s, tenemos
que c(vvs_1) = c(vs_1vs) y como ¢(vs_ovs 1) # c(vs_1v5) (porque C' es propiamente colorea-
do), entonces c¢(vs_ovs 1) # c(vs_1v). Por la suposicién de la afirmacién 2.1, sabemos que
c(vs—1v) # c(vvg). Como (vy, C vs-1) y (vs, C, v1) son subtrayectorias de C', entonces estos son
trayectorias propiamente coloreados. Por la propiedad de s, tenemos que c(vvy) # c(vsvg41)-
Por lo anterior C] es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — 1 + 2. Dado que [ > 6,
entonces [ +1 > 7. Asi, ('] es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5 que
contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto c¢(vvs_1) = c(vvs).

Luego, consideremos el ciclo C = (v, C,vs_2) U (v5_9, v, v5) U (vs, C,v1) (véase figura 4.22).

Clt

V1 Vo V3.

Figura 4.22: Ciclo C}.

Probaremos que C] es un ciclo propiamente coloreado. Debido a la eleccion de s, tenemos que
c(vvg_a) = c(vs_gvs_1); dado que C es propiamente coloreado, entonces
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c(vs_3vs—2) # ¢(vs—2v5_1), lo que implica que c(vs_3v5_2) # c(vs_2v). Por otro lado, como
c(vvs_1) = c(vvg) (por la afirmacién 2.1), tenemos que c(vs_1vs) = c(vsv), lo que impli-
ca que c(vvs_o) # c(vvs) (porque (vs_2,vs_1,vs) €s una trayectoria propiamente coloreada
v ¢(vs—avs—1) = c(vs_9v)). Por la propiedad de s, tenemos que c¢(vvs) # ¢(vsvs41). Como
(v1,C,vs—2) v (vs,C,v1) son trayectorias propiamente coloreadas, porque son subtrayecto-
rias de C, concluimos que C] es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — 2+ 2 = [.
Asi, ('} es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual
es una contradiccion.

Por lo tanto, s < 2.

Afirmacion 3. r > [ — 1.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos que r < [ — 2.
Afirmacién 3.1. c¢(vv,) = c(vv,4q).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que ¢(vv,) # c¢(vv,41). Consi-
deremos el ciclo Cy = (vy, C,v,) U (v, v, Upp1) U (vp41, C,v1) (véase figura 4.23).

Up 41 Upg2 - -Vi—2 U1 U

Figura 4.23: Ciclo .

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (vq, C,v,.) y (41, C,v1),
son trayectorias propiamente coloreadas ya que estan contenidas en C'. Por la eleccién
de r, sabemos que c(vv,) # c(vv,1) v c(vv,41) = c(vp410,). Por la suposicién de la
afirmacién 3.1, tenemos que c(v,v) # c(vvp41). Como c(vv,41) = c(vp410,) y dado que
c(vpvr41) # c(Vr110042) (ya que C es propiamente coloreado), entonces ¢(vvy41) # ¢(Vp41Vr42)-
Por lo anterior C] es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — 1 + 2. Dado que [ > 6,
entonces [ + 1 > 7. Asi, ('} es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5 que
contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto c(vv,) = c(vv,41).
Luego, consideremos el ciclo Cy = (vy, C,v,) U (v, v, Upy2) U (40, C,v71) (véase figura 4.24).

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (vq, C,v,.) y (vp42, C,v1),
son trayectorias propiamente coloreadas ya que estan contenidas en C'. Por la eleccion de r,
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Ur+1 Vpgo - Vi—2 U1 U

Figura 4.24: Ciclo .

sabemos que ¢(vv,) # c(vv—1), ¢(VUr41) = (Vpg10r) ¥ (VU 12) = ¢(Vp120,41). Por la afirma-
cién 3.1, tenemos que c(vv,) = c(vu,41) y como c(vu,y1) # c(vorpo) (ya que (v, Vg1, Upga) €8
una trayectoria propiamente coloreada, c(vv,41) = ¢(Vp410,) ¥ ¢(V0r12) = ¢(Vry2Ur41)), €n-
tonces c¢(v,v) # c(vu,42). Dado que ¢(vv,42) = c(Vpa2Ur41) Y COMO (V410 19) F# (VU yoVpri3)
(ya que C' es propiamente coloreado), entonces ¢(v,43v,42) # ¢(v,42v). Por lo anterior, Cy
es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — 2+ 2 = [. Asi, (' es un ciclo propiamente
coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, una contradiccion.

Por lo tanto, r > 1 — 1.
Por la afirmaciéon 2, tenemos dos casos sobre s; a saber, s =2 0 s = 1.
Caso 2.1 s =2.

Debido a que s = 2, tenemos que ¢(vvy) # c(v9vs) ¥ ¢(vvy) = ¢(v1v9). Consideremos el ciclo
C = (v1,v,v9) U (v2, C,v1) (véase figura 4.25).

012

V-2 Vi—1 U

Figura 4.25: Ciclo C}.

Por la afirmacién 1, sabemos que c(vvy) # c(vvg). La trayectoria (vq, C,v1) es propiamente
coloreada ya que esta contenida en C'y C' es propiamente coloreado. Como c¢(vv;) = c(v1v3)
(por la eleccién de s) y dado que c¢(vvy) # c(vivy) (ya que C es propiamente coloreado),
entonces c¢(vvy) # c¢(v1v). Por lo anterior, C es un ciclo propiamente coloreado de longitud
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l—142=1+1. Dado que [+ 1 > 7, tenemos que C es un ciclo propiamente coloreado de
longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Caso 2.2 s = 1.

Dado que s = 1, tenemos que c(vvy) # c(vv7).

Por la afirmacion 3, sabemos que r =1 —1o0r =1.

Caso 2.2.1.r=1—-1.

Como r = [ — 1, entonces por la eleccién de r, tenemos que c(vv;_1) # c(vi_1v_2).
Afirmacién 2.2.1 c¢(vvy) = c(vv_1).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c¢(vvy) # c¢(vy_q). Consi-
deremos el ciclo Cy = (vq, C,v;_1) U (v_1,v,v1) (véase figura 4.26).

Cli

Figura 4.26: Ciclo (.

La trayectoria (vy,C,v;_1) es propiamente coloreada, ya que estd contenida en C. Dado
que r = [ — 1, tenemos que c(v;_sv;_1) # ¢(v_1v). Por tltimo, como s = 1, entonces
c(vvy) # c(vive). Por lo anterior, C es un ciclo propiamente coloreado de longitud [—2+42 = [.
Dado que | > 6, tenemos que C} es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5
que contiene a v, una contradiccion.

Asi, c(vvy) = c(vy_q).
Afirmacion 2.2.2 c(vqv3) = c(vvy).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vavs) # ¢(vvy). Consi-
deremos el ciclo Cy = (vq, C,v;-1) U (vj_1, v, v5) (véase figura 4.27).

Tenemos que la trayectoria (vy, C,v;_1) es propiamente coloreada, ya que esta conteni-
da en C. Dado que r = [ — 1, deducimos que c(v;_ov;—1) # c(v;—1v). Por la afirmacion
2.2.1, c(vy_1) = c(vvy) = ¢ y como c(vvy) # c(vvy) (por la afirmacién 1), entonces
c(v_1v) # c(vvy). Por lo anterior, C; es un ciclo propiamente coloreado de longitud
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Figura 4.27: Ciclo .

l—3+2=1-—1.Dado, quel > 6, entonces [ — 1 > 5, lo que implica que C; es un ciclo
propiamente coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, c(vve) = c(vqv3).
Afirmacién 2.2.3 c(vu_2) # c(vvy).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vv;_s) = ¢(vv;). Consi-
deremos el ciclo Cy = (v, v2,v,v;-9) U (v—2, C, v1) (véase figura 4.28).

Figura 4.28: Ciclo .

Por la afirmacién 2.2.2, sabemos que c(vqv3) = c(vvg) y como c(v1v) # c(vav3) (ya que
C' es propiamente coloreado), entonces c(vivy) # c(vgv). Debido a que c(vvy) # c(vvy)
(por afirmacién 1), y como c¢(vv,_3) = ¢(vvy) (por la suposicién de la prueba), entonces
c(vgv) # c(vu_s). Por la hipétesis del caso 2.2.1, sabemos que ¢(vv;_1) # c(vi_1v—2) y por la
afirmaciéon  2.2.1, tenemos que c(vv;) = c(vy_1), lo que implica que
c(vu_g) = e(vo_1) # c(v_su_1); es decir, c(vv_o) # c(v_ov;_1). Por tltimo, la trayec-
toria (v;_2,C,v1) es propiamente coloreada ya que estd contenida en C. Por lo anterior, C
es un ciclo propiamente coloreado de longitud 241 — (I —2) +2 = 6 que contiene a v, lo cual
es una contradiccion.
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Por lo tanto, c(vv;_q) # c(vvy).
Afirmacién 2.2.4 c(v_1v;) = c(vv_q).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que ¢(v;—1v;) # ¢(vv—1). Con-
sidermos el ciclo Cy = (v, va,v,v1-1) U (v;-1, C,v1) (véase figura 4.29).

Figura 4.29: Ciclo .

Por la afirmacién 2.2.2, sabemos que c(vqv3) = c(vvg) y como c(v1v) # c(vavs) (ya que
C' es propiamente coloreado), entonces c(v1v3) # c(v9v). Debido a que c(vvy) # c(vvs)
(por afirmacién 1), y por la afirmacién 2.2.1, tenemos que c(vv;—1) = c(vvy), entonces

c(vgv) # c(vy_1). Por la suposicion de la prueba, c(vv;_1) # c(v;—1v;). Por tltimo, la trayec-
toria (v;_1, C,v1) es propiamente coloreada ya que esta contenida en C. Por lo anterior, Cy es
un ciclo propiamente coloreado de longitud 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, c(v;_1v;) = c(vv;_y).
Afirmacién 2.2.5 c(vv_s) = c(vj_2v;_1).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vv_2) # c(vj_ov;_1).
Consideremos el ciclo C7 = (vy,v,v_2) U (v_2, C,v1) (véase figura 4.30).

e

U2=" V-1 U

01:

-
-
-
-
-
-
-

()

Figura 4.30: Ciclo C}.

Probaremos que (' es un ciclo propiamente coloreado. Por la afirmacion 2.2.3, tenemos que
c(viv) # e(vy_y). Debido a la suposicién de la afirmaciéon 2.2.5, sabemos que
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c(vui_a) # c(v_gu;_1). Recordemos que (v;_9,C,v;) es una trayectoria propiamente colo-
reada ya que esta contenida en C. Finalmente, como c(v;_1v;) # c(vv1) y ¢(vvr) = c(vi—1v;)
(por las Afirmaciones 2.2.4 y 2.2.1), entonces c¢(vvy) # ¢(vvy). Por lo anterior, C es un ciclo
propiamente coloreado de longitud 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, c(vu_s) = c(v;_2v;_1).

Finalmente consideremos el ciclo Cy = (vy, C,v;_9) U (v;_2,v,v1) (véase figura 4.31).

Cq

Figura 4.31: Ciclo (.

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (v;, C,v;_2) es una tra-
yectoria propiamente coloreada ya que estd contenida en C'y C' es propiamente coloreado.
Por la afirmacién 2.2.3, tenemos que c(viv) # c(vv;_s). Por la afirmacién 2.2.5, sabemos
que c(vv_2) = c(v_ou_1) y como c(v_3v;_2) # c(v_2v—1) (ya que C' es propiamente co-
loreado), entonces c(v;_3v;_2) # c(v;_ov). Por tltimo, debido a que s = 1, deducimos que
c(vvy) # c(vivg). Por lo anterior, C) es un ciclo propiamente coloreado de longitud

l—3+2=1-—12>5 que contiene a v, una contradiccion.

Caso 2.2.2 r =1.
Dado que r = [, tenemos que c(vv;) # c(vvi_1).
Afirmacién 2.2.2.1 c(vvy) = c(vyy).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vvy) # ¢(vv;). Conside-
remos el ciclo Cy = (v, C,v;) U (v, v,v1) (véase figura 4.32).

Cll

U}

Figura 4.32: Ciclo (.
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La trayectoria (v, C, v;) es propiamente coloreada ya que esta contenida en C'. Por la eleccién
de 7 y de la hipétesis del caso 2.2.2, sabemos que ¢(v;_1v;) # ¢(vw). Por la hipétesis del caso
2.2, tenemos que c(vv) # c(v1v9). Por lo anterior, C; es un ciclo propiamente coloreado
de longitud [ — 14+ 2 = [ + 1. Dado, que [ + 1 > 7, entonces tenemos que C; es un ciclo
propiamente coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Asi, c(vvy) = c(vyy).
Afirmacién 2.2.2.2 ¢(vov3) = c(vvg).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vav3) # ¢(vvy). Consi-
deremos el ciclo Cy = (vq, C,v;) U (v, v,vq) (véase figura 4.33).

Figura 4.33: Ciclo C}.

Tenemos que la trayectoria (vy, C, v;) es propiamente coloreada, ya que esta contenida en C.
Dado que r = [, deducimos que ¢(v;_1v;) # ¢(vv). Por la afirmacién 2.2.2.1, c(vy;) = ¢(vvy)
y como c(vvy) # c(vvy) (por la afirmacién 1), entonces c(vv) # c(vvy). Por lo anterior, C
es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — 2 + 2 = [. Dado que [ > 6, entonces C
es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v, lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto, c(vve) = c(vav3).
Afirmacién 2.2.2.3. c(vvy) # c(vvi_q).

Demostracién. Procediendo por contradiccion, supongamos que c(vv—1) = ¢(vvy). Consi-
deremos el ciclo Cy = (vy,v2,v,v-1) U (v_1, C,vq) (véase figura 4.34).

Por la afirmacién 2.2.2.2) sabemos que ¢(v9v3) = c¢(vve) y como c(v1vy) # c(vavz) (ya que
C' es propiamente coloreado), entonces c(v1v9) # c(v9v). Debido a que c(vvy) # c(vvs)
(por afirmacién 1), y como c¢(vv,_1) = ¢(vvy) (por la suposicién de la prueba), entonces
c(vgv) # c(vy_q). Por la hipdtesis del caso 2.2.2, sabemos que c¢(vv;) # c(vv_1) y por la afir-
macién  2.2.2.1, tenemos que c(vvq) = c(vy), lo que implica que

clvvyi_1) = c(vy) # c(yv_q); es decir, c(vvy_1) # c(vi_1v;). Por tltimo, la trayectoria
(v—1,C,v1) es propiamente coloreada ya que estd contenida en C. Por lo anterior, C) es
un ciclo propiamente coloreado de longitud 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccién.
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Figura 4.34: Ciclo C}.

Por lo tanto, c¢(vv;_1) # c(vvy).
Afirmacién 2.2.2.4. c(vv;_1) = c(v_1v;_2).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vv_1) # c(vj_1v,_9).
Consideremos el ciclo C7 = (vy, C,v;_1) U (v;_1,v,v1) (véase figura 4.35).

Figura 4.35: Ciclo (.

Probaremos que Cj es un ciclo propiamente coloreado. La trayectoria (vi,C,v;_1) es pro-
piamente coloreada ya que esta contenida en C. Por la afirmacion 2.2.2.3, tenemos que
c(vj—1v) # c(vvy). Por la hipétesis del caso 2.2, ¢(vvy) # c(viv2). Por lo anterior, C es un
ciclo de longitud I — 3 + 2 > 5 que contiene a v, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, c(vu_1) = c(v;_1v;_2).
Afirmacién 2.2.2.5. c(vv;_1) = ¢(vvy)

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vvg) # c¢(vy;—1). Consi-
dermos el ciclo Cy = (v, v, v, v;-1) U (v,_1, C,v1) (véase figura 4.36).

Por la afirmacién 2.2.2.2, sabemos que c(vav3) = ¢(vvg) y como c(vive) # c(vevs) (ya que C
es propiamente coloreado), entonces ¢(viv2) # ¢(vv). Por la afirmacion 2.2.2.4, tenemos que
c(vui_1) = c(v_1v—2) ¥y como c(vj_9v;—1) # c(v;—1v;)( ya que C' es propiamente coloreado),
entonces c(vv_1) # c(v_1v;). Por ltimo, la trayectoria (v;_1, C, v1) es propiamente coloreada
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Figura 4.36: Ciclo C}.

ya que esta contenida en C'. Por lo anterior, C'; es un ciclo propiamente coloreado de longitud
5 que contiene a v, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, c¢(v9v) = c(vv;_1).
Afirmacién 2.2.2.6 c(vv_3) # c(vvg).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c¢(vvg) = ¢(vv;_s). Consi-
deremos el ciclo Cy = (v1, C,v;_2) U (vj_2,v,v1) (véase figura 4.37).

Clt

Figura 4.37: Ciclo (.

La trayectoria (vy,C,v;_5) es propiamente coloreada, ya que estd contenida en C. Por
las Afirmaciones 2.2.2.4 y 2.2.2.5, tenemos que c¢(v;_2v;_1) = c(vvy), ya que C' es propia-

mente coloreado, sabemos que c(v;_3v;_2) # c(v;_9v;_1), como c(vvy) = c(vy_s) (por la
suposicién de la afirmacién 2.2.2.6), entonces c(vv;_g) = c(vvy) # c(vi_3v—2); es decir
c(v_3v_9) # c(v_9v). Dado que c(vvy) # c(vve) y como c(vvy) = c(vy;_s), entonces

c(v—2v) # c(vvy). Por tltimo, como s = 1, entonces c(vvy) # c(v1vy). Por lo anterior Cy
es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ —3+2 = [ —1. Dado, que [ —1 > 5, entonces
tenemos que C es un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5 que contiene a v,
una contradiccion.

Asi, c(vvg) # c(vu_s).

Finalmente consideremos el ciclo (vy,ve, v, v_2) U (v_2, C, vq) (véase figura 4.38).
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Figura 4.38: Ciclo (.

Por la afirmacién 2.2.2.2, sabemos que c(vav3) = ¢(vvy) y como c(vive) # c(vevs) (ya que C
es propiamente coloreado), entonces c¢(v1v9) # ¢(v9v). Por la afirmacién 2.2.2.6, tenemos que
c(vv)  #  c(vy_y). Por las Afirmaciones 2.2.24 y 2.2.2.5, tenemos que
c(v_2u;_1) = c(vve) y como c(vvy) # c(vy_s), entonces c(vv;_y) # ¢(v_ov;—1). Por ultimo, la
trayectoria (v;_q, C, v1) es propiamente coloreada ya que esté contenida en C'. Por lo anterior,
(1 es un ciclo propiamente coloreado de longitud 6 que contiene a v, una contradiccion.

En cualquier caso (2.2.1 y 2.2.2) se llega a una contradiccién. Por lo tanto, el caso 2.2 también
conduce a una contradiccién.

Ya que los casos 2.1 y 2.2, llevan a una contradiccion, concluimos que el caso 2 implica una
contradiccion.

Nota. Para la demostracion del caso 2, el autor de [1] dice que si ¢(vv;) = ¢(v;v;41), entonces
c(vvipr) € {c(vv;), c(viz1vite)}, lo cual es cierto, ya que en caso contrario
C1 = (v, C,v) U (v, v,0;11) U (vi41, C,v1)(véase figura 4.39) es un ciclo propiamente co-
loreado.

®
v

Figura 4.39: Ciclo C}.

Por otro lado, debido a que v no sigue los colores de C' en aumento, debe existir un vérti-
ce vj, tal que c(vvj41) # c(vj11042). Si suponemos que j + 1 es el minimo que cumple
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la propiedad entonces, c¢(vv;) = c¢(v;vj4+1), por lo expuesto anteriormente, sabemos que
c(vvjy1) € {c(vv;), c(vj41vj42)} v como c(vvjp1) # c(vj41vj12), entonces c(vv,y1) = c(vy;).

Observemos que en caso de que j+1 = 1, no podemos afirmar que ¢(vv;) = ¢(v;vj41), por lo
que en general no necesariamente es cierto que existe un vértice v; tal que c(vvji1) = c(vv;).

-@ *—@ o
Ui Vi4+1 Vi4-2 (o

Figura 4.40: 7+ 1 = 0.

Por la observacién anterior decidimos dar un prueba alternativa para el caso 2.
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4.3. Caso 3

Caso 3. v sigue los colores de C'.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que v sigue los colores de C' en aumento; es decir,
c(vv;) = ¢(v;v;41) para todo v; en V(C).

Figura 4.41: v sigue los colores de C' en aumento.

Observacion 1. c¢(vv;) # ¢(vv;11) para todo v; en V(C).

Dado que w©v sigue los colores de (' en aumento, se tiene que
c(vv;)) = c(viviy1) v c(Vvip1) = c(Vi410i12). Como C' es propiamente coloreado, tenemos
que ¢(v;v;11) # c(Vi41Vi12), por lo que c(vv;) # c(vviyq).

Observacion 2. c(vv;) # ¢(v;v;_1) para todo v; en V(C).

Dado que v sigue los colores de C' en aumento, se tiene que ¢(vv;) = ¢(v;v;41). Como C' es
propiamente coloreado, tenemos que c(v;_1v;) # c(v;v;11), por lo que c(vv;) # c(vivi_1).

@
Vi—1

®
Ui+l U442

U

()
Figura 4.42: c¢(vv;) # c(vvi1) y c(vv) # c(vivi_q) -

Afirmacién 1. V(C) tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.

Demostraciéon. Procediendo por contradiccién, supongamos que existen v; y v; contenidos
en V(C), tal que c(vv;) # c(vv;) v c(vv;) # c(v;v;). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que j > 1.
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Afirmacién 1.1 ¢(vv;42) = c(vv;).

Demostracién. Procediendo por contradiccién, supongamos que c(vvjia) # c(vv;). Consi-
deremos el ciclo Cy = (v,v;,v;) U (v;, C,vj42) U (vj42,v) (véase figura 4.43).

Figura 4.43: Ciclo (4

Probaremos que C es propiamente coloreado. Por la suposicion de la afirmacion 1, tenemos
que c(vv;) # c(v;v;). La trayectoria (v;, C,vj12) es propiamente coloreada ya que esta con-
tenida en C. Como c(vv;) = c(vjv+1) (ya que v sigue los colores de C' en aumento) y por
la suposicién de la afirmacién 1, tenemos que c(vv;) # c(v;v;), entonces c(v;v;) # c(v;V41).
Por la Observacion 2, deducimos que ¢(vj41vj42) # ¢(v;+2v). Asi, C} es un ciclo propiamente
coloreado de longitud 5 que contiene a v, una contradiccién.

Por lo tanto, ¢(vv,42) = c(vv;).

Luego, consideremos el ciclo Cy = (v, v;,v;) U (vj, C, vj43) U (vj43,v) (véase figura 4.44).

Figura 4.44: Ciclo C

Probaremos que C es propiamente coloreado. Por la suposicién de la afirmaciéon 1, tenemos
que c(vv;) # c(v;v;). La trayectoria (v;, C,v;43) es propiamente coloreada ya que esté con-
tenida en C. Como c(vv;) = ¢(vjv+1) (ya que v sigue los colores de C' en aumento) y por
la suposicién de la afirmacién 1, tenemos que c(vv;) # c(v;v;), entonces c(v;v;) # ¢(v;Vj11).
Por la Observacién 2, sabemos que ¢(vj42v,+3) # c(vjy3v). Por la afirmacién 1.1, tene-
mos que c(vv;) = c(vvjyo) ¥ como c(vvjys) # c(vvjre) (por la Observacién 1), entonces
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c(vj13v) # c(vy;). Asi, C; es un ciclo propiamente coloreado de longitud 6 que contiene a v,
una contradiccion.

Por lo tanto, V' (C) tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.

Sean M = {w € V(G) \ (V(C) U {v}) : existe v; € V(C) con c(wv;) # c(v;vit1)}

Figura 4.45: Conjunto M.

Afirmacién 2. |[M|#0

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que
|M| =0.Sea R=V(G)\ (V(C)U M). Note que v € R.

Por la definicion de M, tenemos que todo vértice z en R sigue los colores de C' en aumento.

Figura 4.46: Conjunto R.

Por la afirmacion 1, tenemos que existe un vértice v; en V(C'), tal que dfy (), (v;) < m

Como [V(C)| < n — 1, entonces dfy ), (v;) < ntl — 2 Dado que para cada vértice z en
R, z sigue los colores de C' en aumento, entonces el color ¢(zv;) = ¢(v;v,41) ya es utilizado
en V(C) y como |[M| = 0, deducimos que d(v;) < 5. Lo que implica una contradiccién, con

la hipétesis del teorema 4.0.1. Por lo tanto M # ().
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Afirmacién 3. c(vw) = c(wv) para todo w en M, con i € {1,...,l} tal que
c(wv;) # e(vvigq).

Demostracién. Sea w arbitrario en M. Procediendo por contradiccion, supongamos que
c(vaw) # c(ww).

Afirmacién. 3.1 c(wv) = c(vv;_q).

Demostracién. Procediendo por contradiccion, supongamos que ¢(wv) # ¢(vv;—1). Consi-
deremos el ciclo C7 = (v1, C,v;_1) U (v;_1, v, w,v;) U (v;, C,v1) (véase figura 4.47).

)

v w

Figura 4.47: Ciclo C}.

Probaremos que C} es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (vq, C,v;—1) y (v;, C, v1)
son trayectorias propiamente coloreadas ya que estan contenidas en C. Por la Observa-
cién 2, sabemos que ¢(v;_ov;—1) # ¢(v;—1v). Debido a la suposicién de la afirmacion 3.1,
c(vi_1v) # c(vw). Por la suposicién de la prueba de la afirmacién 3, tenemos que
c(vw) # c(wwv;). Luego, por la hipétesis de la afirmacién 3 sabemos que c(wv;) # ¢(v;vi41).
Asi, ('} es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — 1+ 3 > 8, que contiene a v, una
contradiccion.

Por lo tanto, c(wv) = c(vv;_1).

Luego, consideremos el ciclo C} = (v, C, v;—2)U(v;_a, v, w, v;)U(v;, C, v1), (véase figura 4.48).

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (vq, C,v;_2) y (v;, C, v1)
son trayectorias propiamente coloreadas ya que estan contenidas en C. Por la observacion 2,
sabemos que ¢(v;_3v;_2) # ¢(v;_2v). La Observacién 1 nos dice que c(vv;_s) # c(vv;_1) y por
la afirmacién 3.1 c(vw) = c(vv;_1), lo que implica que ¢(v;_2v) # c(vw). Por la suposicién
de la prueba de la afirmacién 3, tenemos que c(vw) # c(wv;). Luego, por la hipdtesis de la
afirmacién 3 sabemos que c(wv;) # ¢(vviy1). Asi, C; es un ciclo propiamente coloreado de
longitud [ — 2 4+ 3 > 7 que contiene v, una contradiccién.

Por lo tanto, c(wv) = c(wv;).

Afirmacion 4. M tiene la propiedad de la depependencia respecto a v.
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) w

Figura 4.48: Ciclo (.

Demostraciéon. Procediendo por contradiccion, supongamos que existen w; y wo contenidos
en M, tal que c(vwy) # c(wiws) y c(vwsy) # c(wiws).

Sea i en {1,...,1} tal que c(wqv;) # c(v;vis1).
Afirmacién. 4.1 c(wyv) = c(vv;_1).

Demostracién. Procediendo por contradiccion, supongamos que ¢(wyv) # ¢(vv;—1). Consi-
deremos el ciclo Cy = (vq, C,v;—1) U (v;_1, v, wy, we, v;) U (v;, C,vq) (véase figura 4.49).

Figura 4.49: Ciclo C}.

Probaremos que (' es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (vy, C,v;_1) y (v;, C,v1)
son trayectorias propiamente coloreadas ya que estan contenidas en C'. Por la Observa-
cién 2, sabemos que ¢(v;_ov;_1) # c(v;_1v). Debido a la suposicién de la afirmacién 4.1,
c(vi_v) # c(vwy). Por la suposiciéon de la prueba de la afirmacién 4, tenemos que
c(vwy) # c(wyweq). Por otro lado, c(vws) = c(wyv;) (por la afirmacién 3) y por la suposicién
de la afirmacién 4, c(wiwsy) # c(vwsy), lo que implica que c(wiwsy) # c(wyv;). Luego, por la
eleccién de i sabemos que ¢(wqv;) # ¢(v;v541). Asi, Cy es un ciclo propiamente coloreado de
longitud [ — 144 > 9 que contiene v, una contradiccion.
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Por lo tanto, c(w;v) = c(vv;_q).

Luego, consideremos el ciclo Cy = (v1, C,v;_2) U (v;_2, v, w1, we, v;) U (v;, C,vy) (véase figura
4.50).

Figura 4.50: Ciclo C}.

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Tenemos que (vy, C,v;_2) y (v;, C,v1)
son trayectorias propiamente coloreadas ya que estan contenidas en C'. Por la Observacién
2, sabemos que c(v;_3v;_2) # c(v;_2v). La Observacién 1, nos dice que c(vv;_2) # c(vv;_q)
y por la afirmacién 4.1, c¢(vw;) = c¢(vv;_1), lo que implica que ¢(v;_ov) # c(vw). Por la
suposicion de la prueba de la afirmacién 4, tenemos que c(vw;) # c(wiwy). Por otro lado,
clvwy) = c(wev;) (por la afirmacion 3) y por la suposicién de la afirmaciéon 4,
c(wywy) # c(vwsy), entonces c(wiwy) # c(wyv;). Luego, por la eleccién de i sabemos que
c(wyv;) # ¢(viviy1). Por lo anterior, C; es un ciclo propiamente coloreado de longitud
[l — 2+ 4 > 8 que contiene a v, una contradiccién.

Concluimos que M tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.
Afirmacién 5. M U V(C) tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.

Demostracién. Por las Afirmaciones 1y 4, tenemos que M y V(C') tienen la propiedad de
la dependencia respecto a v. Solo resta ver que pasa con un vértice en M y un vértice en

V(C).

Por lo que, procediendo por contradiccion, supongamos que existen v; en V(C) y w en M, tal
que c(vw) # c(wv;) y c(vy;) # c(ww;). Como c(vv;) = c(vjv,41), entonces c(wv;) # c(v;vj41).
Recordemos que w € M y por lo anterior ¢(wv;) # c(v;vj41), por la afirmacién 3 se tiene
que c(vjw) = c¢(wv), lo cual es una contradiccién ya que c(vw) # c(wvy).

Por lo tanto, V(C') U M tiene la propiedad de la dependencia respecto a v.
Por la proposicion 3.1.1, tenemos que existe w en M U V(C), tal que

dirroviey(u) < % Debido a que |M U V(C)| > 2, entonces por la proposicién

< MUV(O)+1

3.1.1 ¢(vu) ya era utilizado en (M U V/(C)). Por lo anterior dfy, vy gy () < 5
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fUl... U]

v

Figura 4.51: Vértices w y v;.

Sea H =V (G)\ (V(C)UMU{v}), notemos que H, son los vértices de G que también siguen
los colores de C', por lo que los vértices de H cumplen las propiedades de v.

Afirmacién 6. c(uv’) ya es utilizado en (M UV (C) U {v}) para todo v' en H.

Demostracién. Sea v’ arbitrario en H. Dado que v ¢ M, se tiene que c(v'v;) = ¢(v;v541)
para todo v; en V(C); es decir v’ sigue los colores de C' en aumento.

Para u tenemos dos casos; a saber u en V(C') o u en M.

Veamos que suponer que u € V(C') implica una contradiccién. Denotemos a u como v;, se
tiene que ¢(v'v;) = (vjvj11), lo que implica que c(v'u) ya era utilizado en V(C)U M{v}, una
contradiccién con la eleccién de v'.

Por lo tanto, u € M. Lo anterior implica que existe v; en V(C) tal que c(uv;) # c(vivig1).
Afirmacién 6.1 c(uv') = c(v'v;_1).

Demostracién. Procediendo por contradiccion, supongamos que c(uv') # c¢(v'v;—1). Cons-
diremos el ciclo Cy = (v1, C,v;_1) U (v;_1, V", u, v;) U (v;, C,v1) (véase figura 4.52).

!
(%

Figura 4.52: Ciclo (4.

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Las trayectorias (vy, C,v;_1) y (v;, C, vy)
son propiamente coloreadas ya que estan contenidas en C. Por la Observacion 2, sabemos
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que ¢(v;_ov;_1) # c(v;—1v"). Por la suposicién de la afirmacién 6.1, ¢(v;—1v") # ¢(v'u). Debido
a la eleccién de v’ sabemos que el c¢(uv') no es utilizado en (M U V(C) U {v}), por lo que
c(v'u) # c(uv;). Recordemos que c(uv;) # ¢(viviqq1). Por lo anterior, Cy es un ciclo propia-
mente coloreado de longitud [ — 1+ 3 =1+ 2, lo cual es una contradiccion ya que C' era de
longitud maxima.

Por lo tanto, ¢(v;_1v") = c¢(v'u).

Luego, consideremos el ciclo Cy = (v1, C,v;_2)U(v;_9, V", u, v;) U(v;, C,v1) (véase figura 4.53).

Figura 4.53: Ciclo C}.

Probaremos que C es un ciclo propiamente coloreado. Las trayectorias (vy, C,v; o) y (v, C, v1)
son propiamente coloreadas ya que estan contenidas en C. Por la Observacion 2, sabe-
mos que c(v;_3v;_2) # c(v;_2v"). Por la Observacién 1 y la afirmacién 6.1, deducimos que
c(vi_ov") # c(v'u). Debido a la eleccién de v' sabemos que el c(uv') no es utilizado en
(M UV(C)UA{v}), por lo que ¢(v'u) # c(uv;). Recordemos que c(uv;) # c(v;vi41). Por lo
anterior, (' es un ciclo propiamente coloreado de longitud [ — 2+ 3 =1+ 1, lo cual es una
contradiccion ya que C' era de longitud maxima.

Por lo tanto, c¢(uv') ya es utilizado en (M U V(C) U {v}) para todo v' en H.
Recordemos que [M UV (C)| <n— 1.

MUV (C)[+1 _
< | 2( I+ n=ltl 15 cual es una

Finalmente por la afirmacién 6, tenemos que df(u) 5

contradiccion respecto a la hipotesis del teorema 4.0.1.
Con lo anterior, concluimos el caso 3.

Como en los casos 1, 2 y 3 se llega a una contradiccién, tenemos que la suposicion inicial
es falsa; es decir, concluimos que para n > 13, si §(K,,) > ”TH, entonces todo vértice esta
contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud al menos 5. B
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Conclusion

En esta tesis trabajamos con ciclos propiamente coloreados. En una grafica donde sus aristas
estan coloreadas, la primera pregunta que surge es jen esta gréafica existe un ciclo propiamente
coloreado? la respuesta es “no necesariamente” (pues la grafica puede estar coloreada con un
mismo color). Por lo tanto, lo primero que hicimos en el trabajo fue exhibir condiciones sobre
el grado minimo de color para asegurar la existencia de un ciclo propiamente coloreado o una
trayectoria propiamente coloreada (teorema 2.2.1), cuya longitud depende del grado minimo
de color. Durante el desarrollo de la prueba, encontramos un error en una desigualdad con
la que el autor termina la prueba de una afirmacién esencial para la prueba del teorema;
nosotros pudimos resolver el error al anexar una observacion y con esto terminamos la prueba
satisfactoriamente. Posteriormente, presentamos un resultado, donde se restringe el grado
minimo de color de GG, para asegurar que existe un ciclo propiamente coloreado de longitud
al menos [%] + 1 (corolario 2.3.1).

Al inicio del capitulo 3, en la proposicién 3.1.1, el autor afirmé que en todo torneo existe
un vértice v tal que d*(v) > ”TH, lo cual no necesariamente es cierto, por lo que se presento
un contraejemplo, y para poder demostrar la proposicién 3.1.1, se probd que en todo torneo
existe un vértice v tal que dt(v) > "T_l Luego, se presenté el resultado que afirma que si
(K,) > ”T“ y n > 3, entonces todo vértice de K,, estda contenido en un ciclo propiamente
coloreado de longitud 3. Después, se probé que si 6¢(K,) > ”T“ y n > 4, entonces todo
vértice de K, esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud 4.

En el capitulo 4, se mostré el teorema que afirma que si §°(K,) > ”TH y n > 13, entonces

todo vértice de K, esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud 3, 4 y al
menos 5. En la subseccién “Caso 2”7, encontramos una inconsistencia en la prueba de este
caso, pues el autor utiliza un vértice con cierta propiedad, el problema es que dicho vértice
puede no existir. Debido a lo anterior decidimos dar una prueba alterna para el “Caso 2”.

Por 1ltimo, este trabajo ain deja muchas dudas, pues los teoremas 3.2.1, 3.3.1 y 4.0.1 solo
aplican para graficas completas y nos gustaria que se cumpliera para toda grafica coloreada
por aristas. Otra cosa que nos gustaria que fuera verdad, es dar las condiciones necesarias
para asegurar la existencia de un ciclo propiamente coloreado C, donde V(G) = V(C); es
decir, un ciclo hamiltoniano propiamente coloreado.

En general surgen las siguientes preguntas:

1. jExisten condiciones necesarias para asegurar la existencia de un ciclo hamiltoniano
propiamente coloreado?

111



2. Sea GG una gréfica coloreada por aristas de orden n > 3, jsi 6°(G) > ”TH, entonces todo

vértice esta contenido en un ciclo propiamente coloreado de longitud 37

3. Para n > 15, jsi 0°(K,) > ”TH, entonces todo vértice estd contenido en un ciclo

propiamente coloreado de longitud al menos 67
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