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Resumen

En el presente trabajo se realiza un estudio sobre los efectos que tiene un campo magnético
constante en el propagador de un boson vectorial masivo y cargado. Para tal efecto, se limito
a tomar el sector Electrodébil del Modelo Estandar de Particulas Elementales. Para esto,
se efectiia la construccion del propagador en el vacio y luego se implementan los efectos de

campo magnético haciendo uso del método de Eigenfunciones de Ritus.

Se plantean elecciones sobre el cuadrivector clasico A* para obtener un campo magnético

constante y clésico en la direccién 2.

Se desarrollé una metodologia que involucré diagonalizar la ecuacién de movimiento con
campo magnético e implementar matrices de proyeccién cuyos eigenvalores corresponden
a la proyeccién de espin en la direcciéon del campo magnético. La implementaciéon de los
proyectores y la diagonalizaciéon de la ecuacién de movimiento son novedosos respecto a lo

trabajado por otros autores que calculan esta misma cantidad [1,[2].

Dado un ansatz sobre el comportamiento del boson W* se resuelve la ecuacion de movi-
miento para encontrar su dindmica. Luego, se utiliza la condicién de norma y la condicién de
ortonormalidad, que surge de la corriente conservada, para obtener un conjunto de vectores

de polarizacion.

Después, se cuantiza canénicamente la teoria siguiendo el ansatz inicial y promoviendo el
campo clasico a un campo cuéntico. Con esto, se calcula el propagador de Feynman a través

de su definicion y se llega al propagador en presencia de campo magnético.

Finalmente, se dan ideas para estudios fenomenologicos a futuro donde el propagador es

un objeto primordial.
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Capitulo 1

Introducciéon

En el presente trabajo se realiza un anélisis sobre los efectos que un campo magnético
homogéneo tiene en el propagador de una particula bosénica de norma masiva y cargada,
dentro del marco de la teoria electrodébil del Modelo Estandar (SM por sus siglas en inglés).
Estos propagadores pueden ser usados para representar a los bosones de norma W* y su
fenomenologia.

En el primer capitulo se expone de forma breve la motivacion, el precedente historico
y el marco tedrico necesarios para realizar el estudio del efecto producido por un campo
magnético sobre el propagador de un bosén W*, asi como su relevancia en procesos de
cambio de sabor.

En el segundo capitulo se hace un breve estudio sobre el calculo del propagador del bosén
W#* en el vacio que sera tutil para contrastar el caso en presencia de campo magnético.
Se parte del Lagrangiano del sector Electrodébil del SM, se obtienen sus ecuaciones de
movimiento y, a través de un ansatz, se llega a relaciones de transversalidad y completez.
Finalmente, se cuantiza al campo bosénico y se contruye el propagador mediante su definicién
del producto temporalmente ordenado.

En el tercer capitulo se realiza el estudio del propagador del boson W* en presencia de
campo magnético utilizando la misma metodologia que se presenté en el segundo capitulo
tomando en cuenta las diferencias que conlleva la presencia de este agente externo. Entre
estas diferencias se encuentran: la diagonalizacion de la ecuacion de movimiento, la solucién
propuesta para el campo bosénico clasico, la forma de la relaciéon de transversalidad y los
vectores de polarizacion, entre otros aspectos que se discuten con mayor detalle en dicho
capitulo.

Finalmente, se escriben las conclusiones y el trabajo a futuro relacionado con el resultado
principal del presente proyecto.

A continuacién se da inicio al primer capitulo.

1.1. Propagador de un Campo Escalar Neutro

Para este estudio es relevante precisar jqué es un propagador? En el marco de la Teoria
Cuéantica de Campos, los propagadores son objetos matemaéticos que describen la dindmica
de las particulas representadas por sus campos cuénticos. Es particularmente importante
definir un propagador que considere tanto la dindmica de particulas como de antiparticulas,
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este es conocido como el propagador de Feynman para el caso de un campo escalar neutro
y se define mediante el operador de ordenamiento temporal |3H-5]

Dr(z - y) = (0] T ($(2)¢(1))10) = 0 (2" = 4°) (¢(2)¢(1)) + 0 (4° - 2°) (2(w) (), (1.1)

donde @(x) es el operador del campo cuantico relacionado a una particula escalar neutra y
tiene la forma

Gpe T 4 e 1.2
- [ ber) (1.2

Al sustituir la relacion de la Ec. (1.2) en la Ec. ((1.1)) y usando las relaciones de conmutacion
que se imponen en los campos cuafiticos, se llega a

Ep 1 e 0 .0
O

dp 1

ip-(z-y)
@) 2E€p v (1.3)

Dp(z-y)=6(z"~y°)

Para obtener una forma mas conocida de la Ec. (|1.1) se realiza un analisis de la forma
integral de las funciones de Heaviside que la componen, la cual es

! @ov0)w g,y (1.4)

0(zo—yo) = hm — /

-0 271 w—1e

Luego, al hacer el cambio de variable E —w — p° en el primer términoy E - w - —p° y
P — —p en el segundo término se obtiene

b e~ (z-y) )
G ./(271')4]9 2-m?+ie (1.5)

El objetivo principal del presente trabajo es llegar a una ecuacién analoga a la Ec.
para el caso de un boson vectorial masivo y cargado bajo la influencia de un campo magné-
tico, esta cantidad es fundamental para describir al bosén W* en el SM. Como este estudio
se basa en el analisis del boson W#*, dedicaremos la siguiente seccion a un breve anélisis de
la Teoria Electrodébil en el SM.

1.2. Teoria de Norma Electrodébil GSW y Rompimiento de
Simetria

La Teoria de Norma Electrodébil que actualmente describe el sector Electrodébil del SM
proviene del trabajo de Sheldon Glashow, Abdus Salam y Steven Weinberg. En 1961 Glashow
publicdé su primer articulo relacionado a la unificaciéon de las teorias electromagnética y
débil, su teoria requeria de la presencia de procesos neutros débiles [6]. En 1967, Salam |7]
y Weinberg [8] estudiaron el rompimiento de simetria al modelo de Glashow mediante el
Mecanismo de Higgs [9,/10|. Este procedimiento resulta en la produccion de los bosones de
norma masivos cargados W* y neutros Z, asi como uno no masivo vy (el fotéon de la teoria
electromagnética).
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Previo al rompimiento espontaneo de la simetria, la Lagrangiana de la teoria Electrodébil
de Weinberg y Salam se ve como |11]

L =ily"D,L+iRy"D,R + (D"¢)' (D,0)

m,% 1 A 1 2 — = 1
+ Sholo -2 (¢6)" -G (LoR + Ro'L) (1.6)
Lo g _ L ) psyw

4 4 M )

donde L y R representan un doblete y un singulete de isoespin, respectivamente. La relacién
de Gell-Mann—Nishijima dicta que

Q:Q+§, (1.7)

donde @ es la carga electromagnética, I3 es la carga de isoespin y Y la hipercarga.

En la Ec. (1.6) el campo ¢ corresponde a un doblete de isoespin de campos escalares
complejos, llamado doblete de campo de Higgs. El rompimiento de simetria proviene de
perturbaciones en el estado base de este campo que se puede reescribir como

o* L (¢3+igs
= = . ) 1.8
¢ (¢° V2 \61+id2 (18)
Asimismo, en la Ec. (1.6) se encuentran las derivadas covariantes para el doblete y el
singulete del grupo SU(2)

Doblete de SU(2) : D, = 9, - %g? W+ %g'BM,
Singulete de SU(2): D, = 9, +ig'B,,

donde 7 representa a las matrices de Pauli.

Los campos de norma presentes en la Ec. (1.6) son

= (W - - - -

GO =9, W, - 9, Wy, + gW, x W, 19)
B .

F{% =9,B,-0,B,,

donde VT/M = (Wﬁ,Wi,Wﬁ) es el campo de norma asociado a la simetria de norma local

SU(2) de isoespin débil y B, es el campo de norma ligado a la simetria de norma local U (1)
de hipercarga.

Los parametros restantes de la Ec. (|1.6)) son: my, la masa del bosoén de Higgs, A la constante
de autointeraccion del campo de Higgs, ¢ la constante de acoplamiento de isoespin débil, ¢’
la constante de acoplamiento de hipercarga y G, es la constante de acoplamiento entre el
campo fermibénico y el campo de Higgs.

El término cuadréatico del campo de Higgs da la forma de su potencial, definiendo el
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minimo del potencial como

2
v=(sl9),= 5 (1.10)

Luego, al elegir el estado base de la teoria como

(¢)0:(¢g)o:(2)’ (1.11)

se puede desarrollar la teoria alrededor de este estado, tal que

G:l:
<f>=( h(z) 0)7 (1.12)
”U"rﬁ‘i‘G

donde G* y G son conocidos como bosones de Goldstone y & es el campo de Higgs.

Al sustituir esta forma del campo escalar en la Ec. (1.6) los términos de interaccion
del campo ¢ con los campos fermiénicos se modifican, dotdndolos de masa. Otro cambio
relevante en el Lagrangiano se da en los términos cinéticos del campo ¢ |11]

oo gv (Wi = iW2) + 22 (W) - iw?)
" 2\iv20,h(2) + o (~gW + g'Bu) + M2 (~gWi + g'By)

— 0,0 @)= (5 + Fokte)

v? 2(z
+ (Z + gvh(m) + %) zZrz,,

(9" (z)) (f%h(x))] (1.13)
2

donde se ha introducido la notacién Wj = (W/} F zWi) / V2, que describen a los bosones
de norma cargados de la Teoria Electrodébil con masa M%V = ¢?v?/2. Analogamente, la
combinacién Z,, = (ng’ -4 Bu) se identifica con un bosén de norma neutro que se ha
vuelto masivo.

Existe una combinacion ortogonal a Z,, definida como A, = (ngi’ +4q BM), la cual no
aparece en la Ec. (1.13)). Esto tltimo se interpreta como que el campo A, (fotén) no adquiere
masa.

Ow

9

Figura 1.1: Definicion del d4ngulo de Weinberg 6y, en términos de ¢’ y g.
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Se puede sintetizar la relacion entre Z,, y A, en términos de WE y By, usando una matriz

como
— i 3
Z, _ C'OSGW sin Oy _ Wy (1.14)
A, sinfy  cosOy B,
donde tanfy = ¢'/g, con Oy el angulo de Weinberg el cual relaciona las constantes de
acoplamiento g y ¢, tal como se muestra en la figura ([1.1]).

En la Ec. los dobletes y singuletes representan tipos particulares de fermiones. En
éste Lagrangiano, los espinores representan a los electrones y neutrinos, sin embargo, la
teoria GSW puede extenderse naturalmente a los demés leptones y quarks. Escribiendo la
forma explicita de los espinores L y R y el estado del campo de Higgs, se llega al
Lagrangiano completo de la teoria electrodébil posterior al rompimiento de la simetria.

Este breve resumen sobre la Teorfa Electrodébil en el SM de GSW sienta las bases para
la descripcion de los bosones vectoriales W=* que seran el objeto de estudio principal. Ahora,
con la idea de mostrar con detalle la metodologia que se emplea para incorporar campo
magnético al propagador de bosones de norma, en las siguientes secciones se aborda el
caso de Dirac, ampliamente conocido en la literatura, tanto el caso libre como con campo
magnético.

1.3. Ecuaciéon de Dirac

Partiendo de mecénica clasica, la energia de una particula libre con masa m y momentum
D, esta dada por [12]

p2

=—. (1.15)
2m
Para describir cudnticamente al sistema basta con promover a operadores cuanticos las
variabled!]

- 0
p—>p=-iV y H-H=i—. (1.16)

ot
Al ser promovidos a operadores, es necesario que se apliquen sobre un objeto llamado
funcion de onda (¢) que contiene informacion sobre la particula cuantica y su dindmica.

Por lo que la version cudntica de la Ec. ((1.15)) es

1 5 0
—— VA = =1, 1.17
2m ¥ 8tw ( )
que es conocida como la Fcuacidn de Schridinger y describe a una particula cuantica libre

de masa m. Esta descripcién cambia al considerar que la particula se desplaza a velocidades
relativistas, para implementar este aspecto se considera la relaciéon de dispersién

E%=m?+p2. (1.18)

1 . .
Usando unidades naturales, es decir, h = c=1.
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Por lo tanto, al aplicar la Ec. (1.16]) a la relacion anterior se llega a la relacion

(B -p*) ¥ =m*y, (1.19)

de modo que al definir el cuadrivector p, = (lﬁl,ﬁ) = pupt - 8%% = -0,0", se obtiene

(0,0 +m*) ¢ =0, (1.20)

que es conocida como la Ecuacion de Klein-Gordon. La Ec. (1.20) admite soluciones de
energia tanto positiva como negativa, sin embargo hay que recordar que partimos de la Ec.
(1.15) que describe a una particula libre la cual no admite soluciones negativas de la energia.

Es este el problema que Dirac se planted resolver dando una forma lineal de la Ecuacién de
Klein-Gordon

Hp= (5 +m?)yp = Hip = (ip; + Sm) b, (1.21)

con i=1,2,3, y donde «; y [ son coeficientes que deben cumplir con la Ec. (1.20]) al elevar
al cuadrado. Dichos coeficientes satisfacen la siguiente algebra

%{aiaaj} =045, 8% =1, a; 3+ Bay; = 0. (1.22)

Bajo el ansatz de la Ec. (1.21]) se deriva que los coeficientes a; y  deben ser matrices.
Por lo tanto, al usar la propiedad ciclica de las trazas en las relaciones ([1.22) se llega a que
«; y 8 deben de satisfacer

Tr(e;) = Tr(B) =0, det(a;) = det(pB) = 1, (1.23)

lo cual reduce el conjunto de matrices posibles a aquellas que sean cuadradas de 2N x 2N
con 2N la dimensién de la matriz. Para el caso mas simple de N =1, no se pueden cumplir
las propiedades que permiten reproducir el resultado de Klein y Gordon. Es para N =2 que
se propone

. (0 U,;)
o; =102 Q05 = R

—0; 0
. . (1.24)
B=03®laxo = ( 2(;2 _12X2),

donde oy, con ¢ = 1,2, 3, son las matrices de Pauli. Estas definiciones satisfacen las propie-
dades mostradas en (1.22)) y (1.23). A esta definicion de 3 se le conoce como prescripcion

de Dirac-Pauli. Con esto, la Fcuacidn de Dirac se puede escribir como

(i7" 0y —m) ¢ (x) = 0, (1.25)

donde " = ( 8, Bai), con u =0,1,2,3, seles denomina matrices de Dirac. En la representacion
de la energia, estas matrices estdn dadas por
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10 0 O 0 0 01
o |01 0 O 1.0 0 10
T oo -1 o] 7o -1 0 0f
00 0 -1 -1 0 0 0
(1.26)
0 0 0 —¢ 0 01 O
2 [0 0 7 0 3 |0 0 0 -1
T o io o T7l-100 o0
-+ 0 0 0 0 1 0 O
Por construccion, estas matrices cumplen el dlgebra de Dirac o Clifford dado por
{'Vua')’u} =20 1ax4. (1.27)

El procedimiento hecho hasta ahora para encontrar la Ecuacién de Dirac ha sido introdu-
ciendo las herramientas de mecanica cuantica y relatividad especial en la descripcion clasica
de una particula libre. Heredado de la parte cuantica se obtuvo la funcién de onda 1, sin
embargo, en la Ec. ¥ (x) es un objeto denominado biespinor el cual tiene cuatro en-
tradas las cuales se relacionan con los 4 grados de libertad internos de la particula: 2 estados
de energia (positiva/negativa) y 2 estados de espin (arriba/abajo). Otro aspecto a resaltar
de la Ec. es la invariancia ante transformaciones de Lorentz, esto es claro al notar
la contracciéon del indice p. Sin embargo, la Ecuacion de Dirac sigue prediciendo la existen-
cia de particulas con energia negativa, si esto es cierto en la naturaleza fisica ;jpor qué las
particulas descritas por esta ecuaciéon no decaen infinitamente en su energia?

Como solucion a estas cuestiones, Dirac propuso: que su teoria es valida para cierto tipo de
particulas, llamadas fermiones, las cuales cumplen el principio de exclusién de Pauli. Esto es
atil para la descripcién de Dirac ya que se propone que en el vacio existe un mar de fermiones
que ocupan todos los estados de energia negativa, previniendo que los fermiones decaigan
indefinidamente a los niveles de energia negativa. Con esto en mente, cabe preguntarse lo
que sucede si un fermién, con energia negativa, es excitado fuera del mar de particulas;
ésta linea de pensamiento es seguida por la llamada teoria de huecos en la cual los “huecos”
son caracterizados como fermiones con las mismas propiedades fisicas que las particulas de
energia positiva, pero con todos los ntimeros cuanticos contrarios [13|. A estos objetos se les
llama antiparticulas y son objetos fisicos cuya deteccion ha sido probada por experimentos
en el area de la fisica de altas energias.

Como la Ecuacién de Dirac trata con biespinores, que tienen 4 grados de libertad internos,
sus soluciones mas simples deben de contener informaciéon respecto a estos grados de libertad
internos y ser objetos con esta extensién. Para la particula libre, el ansatz son ondas planas
de la forma [14]

b (@,1) = ug (B, p) ! PEED,

VO (@, 1) = v (B, j) e i BT-F0, (1.28)

donde F es la energia y p el tres momento. Los superindices + y — denotan las soluciones
de energia positiva y negativa, respectivamente, es decir, las soluciones para particulas y
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antiparticulas. El indice de los biespinores (u y v) indica las configuraciones de espin para
cada solucién. La forma explicita para cada biespinor w y v se encuentra sustituyendo estos
ansatz en la Ecuacién de Dirac y son

1 0
0 1
ui(p) =VE+m| p. |, wa(p)=VE+m|, i, |
E+m "E+m
Paz+1py —pz
E+m E+m
o o (1.29)
E+m E+m
—Pz Pz +1Dy
vi(p) =VE+m| Eom |, va(p) = VE+m| Eim
1 0

Las condiciones de ortogonalidad de las soluciones es directa, ademas satisfacen las iden-
tidades

2

Z = us(p)us(p) = p+m,
. (1.30)
; =vs(p)vs(p) = p—m,

donde p = v¥py, = 1po +v'p1 +7?p2 + ¥ ps.
Se concluye con este desarrollo que la solucién mas general a la Ecuacion de Dirac se
puede escribir de la forma

[apu* (p)e " + ot (p)e ™ ]|, (1.31)

p0=Ep

vie)= /\/(277)3\/2E

donde aj, y b, son nimeros complejos arbitrarios. Esta descomposicién en modos de Fourier
se hace sobre el biespinor de Dirac y describe a fermiones relativistas de masa m los cuales
son estables si se piensa en la formulacién del mar de Dirac. Sin embargo, el problema de
la degeneracion se soluciona sin la necesidad de este concepto al promover al espinor a un
operador

P -1, (1.32)

que, a su vez, resulta en la promocion de los nameros complejos ay, y b;® en operadores de
“creacion” y “destruccion” de particulas. Al proceso de pasar de el campo clasico ¥(x) a el
campo cuéntico 1(x) se le conoce como “segunda cuantizacion” |3|. Al realizar este proceso
se puede definir una cantidad anéloga a la Ec. que es el propagador de Feynman en el
caso de Dirac, el cual se define como

Sr = (0] (v4)[0), (1.33)
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donde 9 = ¢™y°, T indica el ordenamiento temporal de los campos fermionicos, (0] y |0) son
estados que representan al vacio de la teoria.

El propagador de Feynman en el espacio de configuraciones es [3-5]

4 1 4
d p ! (}b + m) e—ip‘(x—y) _ d p 1 : e—ip(:r:—y)’
(2m)* p?2 - m?2 +ie @2m)tp-m+ic

Say = (1.34)

y contiene la informacién correspondiente a la propagacién de un fermién de un punto
espacio-temporal = a otro y. El término en el denominador i€ garantiza la causalidad de la
propagacion. Este resultado es el anédlogo al de la Ec. (|1.5)) en campos escalares.

El objetivo principal del presente trabajo consiste en desarrollar un propagador para el
boson W* en presencia de campos magnéticos. Es por esto que es de suma importancia
conocer a detalle la forma canoénica de construir propagadores de Feynman para distintas
teorias fisicas que también son descritas por el SM.

En la siguiente seccién se hara la construcciéon del propagador de Feynman para fermiones
en presencia de campo magnético y se usard como un antecedente poderoso para poder
desarrollar el analogo para el boson W=.

1.4. Ecuacién de Dirac con Campo Magnético

Se puede seguir la metodologia de la seccién anterior para llegar al propagador de una
particula fermidnica en presencia de campo magnético. Partiendo del Hamiltoniano de una
particula bajo este agente dado por |15}|16]

, (1.35)

donde p es el momentum de la particula, m es la masa de la particula, e es la carga eléctrica
de la particula y A es el potencial vectorial del campo electromagnético. Al promover esta
ecuacion a operadores cuanticos aplicados sobre la funcion de onda 1 (%,t) de una particula

~\ 2
ﬁw(fc,t):ﬁ(ﬁ—eﬁ) W), (1.36)

donde [S’ y A son los operadores de momentum y de potencial vector respectivamente. Es
importante resaltar que esta ecuacién es valida para particulas con espin 0.

Las energias permitidas presentan un espectro discreto de la forma

2 B 1
En:p—2+ﬂ(n+-), (1.37)
2m m 2

con n € N. Al considerar una particula con espin, es importante recordar que existe un
acoplamiento entre este y el campo magnético externo tal que |15]

~\ 2
H-= —(p-eﬁ) -Ji- B, (1.38)

donde ﬁ = g,u3§ es el momento dipolar magnético intrinseco del electrén, g es el factor de
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Landé, pup = e/2m es el magneton de Bohr y § = 5/2 el operador de espin con & las matrices
de Pauli.

En este caso las energias permitidas son modificadas por la presencia de espin, entonces

pi  leB]

E:
" om m

1
(n+§)—uBUB, (1.39)

donde o = +1 representa las distintas proyecciones de espin (+) y (=) de forma paralela y
antiparalela al campo magnético respectivamente. Se puede definir a la combinacion

1
t=n+--2 (1.40)
2 |2¢

conocida como el nivel de Landau.

Estas cantidades y resultados se obtienen para una teoria mecénica cuéntica no relativista.
Para considerar los elementos relativistas e incorporarlos a la descripcién que se desea, es
necesario desarrollar la Ecuacién de Dirac en presencia de campos magnéticos. Al guiarse
del caso no relativista, se reescribe al momento como

P> IIH = pH — g A*, (1.41)

donde A* = (go, fl) es el cuadripotencial.
Por lo tanto, la Ec. (1.25]) se reescribe como

(- m) () =0, (1.42)

que describe la dindmica de masa m, carga e y espin fraccionario en presencia de un campo
magnético externo.

Con el fin de diagonalizar la Ec. (1.42f), se multiplica por el operador (]7[ + m) obteniendo

la ecuacion

NP |
(H“HM-§amﬁyy-nﬂ)¢=o. (1.43)

donde F),, = 9,A, — 0,A,, es el tensor electromagnético y o = i[y*,~7"]/2 son los gene-
radores del grupo SU(2) en la representacion fundamental. Esta ecuacion es valida para
cualquier campo electromagnético interactuando con el campo fermiénico. En el caso de un
campo homogéneo en la direccién z, el tensor electromagnético solo tiene dos componentes
no nulas, mismas que pueden ser producidas con la elecciéon de norma A* = (0,0,Bxl,O).
Entonces

B=F*-_F2 (1.44)

de forma matricial esto se ve como
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0 0 0 O
v 8 g ‘f 8 , (1.45)
00 0 O
de tal forma que la Ec. se reescribe como
(H2 +ieyly?B - mz) Y(x) =0. (1.46)
La cual, con ayuda del operador de proyecciéon de espin
A(o) = % (1+i0v'4?), (1.47)
con la propiedad ¥, = A(+)¢ y - = A(-)v, se puede reescribir como
> (I? + geB -m?) ¢, =0 (1.48)

o=%1

Anélogamente al caso sin campo para la norma A* = (0,0, Bz!,0) la forma de la
ecuacién sugiere usar un ansatz para las soluciones de energia positiva y negativa de tal
forma que la solucién espacial sean ondas planas en la direccién del campo mientras que en
la direccién perpendicular se encontraran los cambios por la presencia de campo magnético,
esto es

W = e_iT(ExO+p2x2+p3w3)Xg(331)wg, r==+1, (1.49)

donde r indica si soluciones son de energia positiva o negativa, w. solo codifica la informacion
espinorial de la solucién, mientras que la informacién espacio-temporal se encuentra en el
argumento de la exponencial y en la funcion X7 (z'). Al sustituir el ansatz de la Ec. (1.49)

en la Ec. ((1.48) se llega a

2
(-3

con

p=+/2|eB| (T'xl—p—;),
e
pﬁ‘m2 08—1_€+&—1 (1.51)

n + =
2leB| 2 2

donde p? = E? - p%, s es el signo de eB, 6 = 0s y £ es un indice denominado nivel de
Landau. La Ec. (1.50) es conocida como la Ecuacidon diferencial de Weber cuyas soluciones
son funciones parabélicas cilindricas [17,/18] de la forma

X5(p) = NuDn(p), (1.52)
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donde N, es un factor de normalizacion y D,,(p) es la solucion a la ecuacion de Weber dadas
por

(1.53)

Wim(2) es conocida como la funcion de Whittaker [17,|18]. Sustituyendo las soluciones

(1.52) en (1.42) se llega a la expresion
> X;Jr%A(O') [’yo(rE) —~? (rs\/2|eB€|) -3 (rp®) - m] w" =0, (1.54)

o=%1

el cual puede reescribirse como

E} [~ m]w’ =0, (1.55)
con
wr = Ao)w",
E, = [ le 5- 1A(a)] ~ir(Bxotp*uatpas) (1.56)
o=+

K= (TE 0, rs\/m )

donde E}, son conocidas como las eigenfunciones de Ritus [19,20]. Con el resultado de la Ec.
, y al ser una forma muy parecida a la Ecuacion de Dirac en el vacio, se puede llevar
a cabo un procedimiento analogo al realizado en la subseccién anterior para encontrar el
propagador fermiénico en presencia de un campo magnético.

Como la Ec. (1.55)) es muy parecido al caso libre, las soluciones de la parte espinorial se
obtienen de forma anéloga, esto es

w* (\/;Z) y w = (\/C”n) (1.57)

Una vez hecho lo anterior, la solucién general para el campo fermiénico en presencia de
campo magnético esta dada por

Y =Ew", (1.58)
de donde es interesante notar que las eigenfunciones de Ritus estan jugando el papel de las

ondas planas para el caso del vacio.

Para construir el propagador fermidnico, siguiendo el formalismo de cuantizacién can6-
nica, con las soluciones de la definicion (1.55)) se pueden definir reglas de anticonmutacion
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para los operadores de campo

{Qﬁa(x)ﬂﬁ;’(y)} = 5&56(3)($_y)a (1'59>

To=Yo

donde los operadores de campo fermiénico tendran las descomposiciones de Fourier

i@ - f A0 ¥ (58 + i leep)

O i =

(1.60)

il p A*(p) Z (“’Jr1ﬂE+T+l)‘7 ofE- T)

o=+1

con

dpad;
LS G (Lo

ot y ag son los operadores de creacion

donde A(p) es una constante de normalizacion, d;
y aniquilaciéon de una particula fermionica con espin ¢ respectivamente, pr y bg son los
operadores de creaciéon y aniquilacién de una antiparticula de forma analoga.

Las reglas de la Ec. (1.59)) derivan en las reglas de anticonmutacion de los operadores de

creacién y aniquilaciéon en presencia de campo magnético

{ag,a2") = {09,671} = (20) 200,005,016 (p2 — ) 8(p3 — pb), (1.62)

las deltas de Dirac conservan el momento espacial en las direcciones y y z, las deltas de
Kronecker indican que la condiciéon de anticonmutaciéon se da para estados con el mismo
espin y que se encuentran en el mismo nivel de Landau.

Al sustituir las descomposiciones de Fourier ([1.60) en la relacion de anticonmutacion
(1.59) se obtiene la constante de normalizacion

|A(p)| = (1.63)

\/ﬁ

que vuelve invariante al elemento de volumen. A partir de estos resultados, se puede cons-
truir el propagador fermibnico en presencia de campo magnético usando la definicion del

propagador de Feynman de la Ec. ((1.33)

SE(@ = y)ag = (01T (Ya(@)bs(y) ) 0)

AT o (1.64)
= (Ya(@) s (1))0(z° = 4°) = (Vs (y)va(2))0(y" - ).

Al calcular cada uno de los términos, se llega al propagador en términos de eigenfunciones
de Ritus [21]
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d'p Ep(z) [ +m] Ep(y)

SB(z-vy) = 1.65
F(w y) ? (271')4 ﬁ2 _ m2 ¥ic ) ( )
donde p, = (pO,O,s 2|eB€|,p3) y
E]?; = [ Z Lo 1A(0’):| —ir E:r0+p To+p 363)
o=t (1.66)

E[ Z Xr . 1A(0’):| Ex0+p To+p xg)

o=%1

Una manera distinta de obtener el propagador fermiénico en presencia de un campo
magnético uniforme fue trabajada por Julian Schwinger en 1951 [22], por un procedimiento
completamente distinto, obteniendo

sE=0Gy) [ 5 o )4SF(k) e @), (167)
donde

Q(2',2") = exp (—ie —/rjl da:“Au(x)) (1.68)

es conocida como la fase de Schwinger. En el caso de un campo magnético uniforme en la
direccion z se tiene [21}23|

—ieBsY3 pL
X[(mﬂm)e o +cos(eBs):|’

donde s se conoce como el tiempo propio de Schwinger, p y p, son las entradas del cuadri-
momento paralelas y perpendiculares al campo magnético, respectivamente, dadas por

(1.69)

pi=0@"0.0p% y o pl=(0p,0%0,). (1.70)

Es de importancia notar que al tomar

Jim S (p) = fomds exp{~is (m” - pf =p2)} [m+p, +9, |
=/0°°exp{is(p2—m2)}(¢+m)a

donde se ha utilizado que m sin(eBs) =eBsy lim cos(eBs) = 1.

(1.71)

Como aparecen estos cuadrimomentos contraidos con las matrices de Dirac, serd tutil
definir las cantidades
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7 =0%0,0" vy A=(04"720). (1.72)

Asimismo, se define la cantidad

1 0 0 0
, 0 -1 0 0

sz iyly? = 00 1 0l (1.73)
0 0 0 -1

y se identifica en la Ec. como el término que acopla al campo magnético con el espin
de la particula. De igual manera, el proyector definido en la Ec.(1.47)) se puede identificar la
cantidad X3. Los propagadores calculados de ambas formas, mediante el procedimiento de
Ritus y el de Schwinger, son formas anélogas de escribir esta cantidad y se puede llegar de
uno a otro mediante algunas manipulaciones [24].

El procedimiento mostrado en esta subseccion se realiza para la fisica relacionada con el
boson W*. En un principio, se debera de obtener la Ecuacion de Movimiento (EOM por
sus siglas en inglés) correspondiente, realizar un proceso de diagonalizacion para resolver la
ecuacion de la forma més comoda. Luego, sera necesario definir los vectores de polarizacién
asociados (estados de espin) y finalmente cuantizar el campo clésico para dictar relaciones
de conmutacién y llegar al propagador de la teoria.

Como ultima seccién en este capitulo, introduciré algunas de las ventajas fenomenoldgicas
que surgen de obtener el propagador del boson W* en presencia de campos magnéticos.

1.5. Escenario Fisico: Estrellas de Neutrones

1.5.1. Procesos URCA directo

Las estrellas de neutrones (NS por sus siglas en inglés) pueden ser tratadas como labora-
torios tinicos de materia super densa [2526] en los cuales se presentan campos magnéticos
que van desde 10'2 — 1016 G en su superficie [27,128], hasta 10*® G en su interior [29,30].
En dichos objetos astrofisicos se presentan procesos de decaimiento 8 llamados “procesos
URCA” en los cuales, a nivel de quarks, el intercambio de un bosoén de norma W#* resulta
en la emision de neutrinos [31,32]. El estudio de los procesos URCA es de gran interés en la
comunidad cientifica ya que permiten entender el enfriamiento y evolucion de las NS [33].

En la astrofisica moderna, se considera que la principal forma en la que las NS se enfrian
es mediante la rapida emisiéon de neutrinos que resultan de los procesos de decaimiento
B 31,132]. Particularmente, se le conoce como “procesos URCA directo” (dURCA) a las
reacciones [34]

(A, Z)+e - (A, Z-1) +v,, (1.74)
(A, Z-1) > (A, Z) + € + Ve, '

donde Z es el nimero de protones y A es el nimero de nucleones. El proceso dURCA maés
simple es [35]

n—>p+e + U, (1.75)

p+e = n+le.
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A nivel de quarks, estos procesos corresponden al cambio de sabor en la composicion de
los nucleones ya sea de d - u o0 de u — d. Es por este fenémeno de decaimiento que se puede
estudiar el fenomeno de enfriamiento de NS mediante el analisis de la tasa de decaimiento
en los procesos mostrados en (|1.75]).

La deteccion realizada por ROSAT [36], sobre la emision térmica de NS, indica la nece-
sidad de agentes de enfriamiento que deriven en un proceso de emisién de neutrinos més
rapido al propuesto solamente por procesos dURCA. Anélisis enfocados a estos agentes co-
mo la ecuacién de estado, la composiciéon de las NS y la superfluidez de bariones, entre
otros, han sido objetos de estudio [37]. Como se mencion6 anteriormente, un fenémeno fisi-
co que estos objetos astrofisicos presentan son campos magnéticos muy intensos, los cuales
también modifican el enfriamiento de las NS [38|. Estudios hechos sobre la relacion entre
el campo magnético y la emision de los neutrinos, muestran un aumento dramatico de este
fenomeno [39}40|, frente a observaciones de pulsares [41]. Con este precedente, resulta de
interés entender la modificaciéon que sufren las particulas que participan en los procesos de
cambio de sabor, los cuales, en el SM, son los bosones W*.

Para realizar este estudio se puede realizar un anélisis sobre la tasa de decaimiento del
proceso W* — ud en el vacio y en presencia de campo magnético. En la siguiente subseccion
se habla de la metodologia que se sigue en el vacio y las diferencias que deberia de haber en
presencia de campo magnético.

Como se expresd anteriormente en la seccion , en el SM, los procesos de cambio de
sabor son mediados por la emisién o captura de un bosén W*. Uno de estos procesos es el
decaimiento W™ — ud, el cual es el principal canal de decaimiento observado experimental-
mente [42]. La metodologia a seguir para calcular esta tasa de decaimiento es

= Plantear, a primer orden de perturbacion, el diagrama de Feynman correspondiente al
proceso W* — ud - W+,

= Utilizar las reglas de Feynman correspondientes del SM para dicho proceso para obte-
ner la forma analitica del diagrama.

= Usar la formula de reducciéon LSZ para bosones vectoriales masivos y cargados sobre
el diagrama completo para obtener la funcién de autoenergia.

= Utilizar el teorema 6ptico para relacionar la parte imaginaria de la funcién de auto-
energia con la tasa de decaimiento del proceso.

El Lagrangiano de interacciéon del SM en la secciéon Electrodébil y para la corriente de
cambio de sabor de un quark u a un quark d es

g - 1-5
V., WJWH 1.76

£W*ucj

donde WJ representa al campo del boson vectorial cargado masivo, ¢g y 1, representan a
los campos fermiénicos correspondientes a los quarks d y u respectivamente.

El diagrama de Feynman correspondiente al proceso W* — ud — W™, mostrado en la
Fig. (1.2)), se le denomina “Funcién de autoenergia”.
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Figura 1.2: Diagrama de Feynman de la funcién de autoenergia a un lazo.

La forma analitica de este diagrama se puede obtener una vez que se aplican las siguientes
reglas de Feynman

k g KPR k
W:i%:iD#V(kQL o :Z%:Z‘S(lﬂ)a
w+ (0
U
. 1—
e ﬂ%%m%%
Yo

Figura 1.3: Reglas de Feynman de para la teoria electrodébil de GSW en el SM.

donde los dos primeros diagramas corresponden al propagador de un bosén vectorial masivo
dada la norma de Landau: £ = 0 [43] y al propagador fermionico, respectivamente. El tercer
diagrama representa al vértice de interaccion de la teoria GSW para las corrientes de cambio
de sabor y surge del Lagrangiano mostrado en la Ec. para el par de quarks elegidos. Fl
vector l;:, en los primeros dos diagramas, representa los momentos espaciales de las particulas
en los propagadores, g es la constante de acoplamiento débil y Vg, 4, es el elemento de matriz
CKM que cambia de un quark gq; — g2 en el diagrama del vértice de interaccion.

Las reglas para leer estos diagramas de Feynman en el espacio de configuraciones, que
surgen de la teorfa cuantica de campos y que no se deduciran a detalle son [44]

= Se fija una direccion en la cual leer el diagrama respecto a las flechas del lazo, esto es
importante ya que afecta la interpretacion de los propagadores fermionicos.

= Por cada linea externa se escribe la onda plana correspondiente al estado asintético de
la particula incidente y saliente.

= Se escribe la forma analitica del vértice, cuidando el orden en el que se lee el diagrama.

= Luego, siguiendo el sentido fijado al inicio de la lectura del diagrama, se escribe el
propagador correspondiente. En este caso, las lineas corresponden al propagador fer-
mioénico.

= Se suma sobre los grados de libertad del sistema. En este caso se debe de realizar
una suma sobre: los cuadrimomentos indeterminados, sobre el espin (fraccionario) de
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las particulas en el lazo haciendo una traza sobre los indices espinoriales y sobre los
estados de espin (entero) de las particulas externas.

» Al tener un lazo de fermiones, se multiplica por un factor de (-1). Este factor surge
del teorema espin-estadistica.

Se deben de seguir estas reglas para calcular correctamente la forma analitica de la pro-
babilidad de transicion del proceso. Aplicando estas reglas al diagrama de la Fig. ([1.2]) se
obtiene su forma analitica, que es

o 1- ) 1 v
( 1)/d4 fd4y Du Tr[ my\/— ud'Ya QVSSyz\/gVud B 2,75 DyBQa (177)

donde S;, y Sy, son los propagadores fermidnicos y antifermionicos, respectivamente; V4
es el elemento de matriz CKM correspondiente al cambio de sabor de un quark u a un quark
d; G’l‘i‘ y GSIQ’ son los propagadores del boson vectorial masivo cargado; el término (-1) es
debido al teorema espin-estadistica; la traza se debe a la suma sobre indices espinoriales y
las integrales sobre el espacio es hacen para sumar sobre las posibilidades de posiciéon de las
particulas.

Este diagrama describe el proceso fisico de propagacion del boson de norma masivo W+
siendo afectada por fluctuaciones cuénticas a primer orden mediante la emisién y reabsorciéon
instantanea y virtual del par ud. Esta fluctuacion cuantica corrige la propagacion, a nivel
arbol, del boson W™,

En presencia del campo magnético, todas las particulas que intervienen en el proceso
W* - ud - W son afectadas en su propagacion. Este efecto es ilustrado diagramaticamente

en la Fig. (1.4).

B B B B
L ——
u
I z Yy T2
W+ ANAANPAS ~APANAAN W+
o o 15} v
d
——

Figura 1.4: Diagrama de Feynman de la funciéon de autoenergia a un lazo en presencia del
campo magnético.

Dichas afectaciones repercuten en la forma del propagador de Feynman para las particulas
fermidnicas y para el propagador bosénico cargado. La forma analitica del diagrama es

v 1 —1 1- y
I f d'z d'y D'STH] S, fvud% 275563751@75 275]1)53, (1.78)

donde es relevante notar que lo tnico que difiere de la Ec. es que los propagadores
que se usaran son los afectados por campo magnético. El propagador fermiénico magnético
es el dado en la Ec. , mientras que el propagador bosénico magnético es el objeto que
se plantea calcular explicitamente en el presente trabajo de tesis.
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En general para el desarrollo de la funcién de autoenergia, se puede realizar una expansiéon
en serie de potencias a partir de la teoria de perturbaciones aplicada sobre la funcién de Green
de 2 puntos. Este procedimiento se identifica como una serie de fluctuaciones cuénticas cuya
amplitud de probabilidad es cada vez menos relevante conforme se toman mayores términos
en la expansion perturbativa. El orden de la expansién perturbativa se relaciona directamente
con el exponente de la constante de acoplamiento. La representaciéon diagramaética de la
expansion perturbativa tiene la siguiente forma [4]

W+ ’ W .W* ’ W*W*W* T

donde “I1P” es un acréonimo de “irreducible a una particula”’. Los diagramas con I1P en
ellos representan la suma sobre diagramas conexos irreducibles a una particula, es decir,
que no es posible obtener de un diagrama dos (o mas) contribuciones al cortar una linea
interna. A estos diagramas conexos, que forman parte de los I1P, se les denomina funcién
de autoenergia II y su representaciéon diagraméatica es

Gy =

= —I1.

Esta funcién se interpreta como modificaciones a la energia de la particula debido a las
autointeracciones por fluctuaciones cuanticas [21]. Es importante notar que el diagrama de la
ecuacion anterior no cuenta con lineas externas, estas fueron amputadas mediante la férmula
de reduccién LSZ que es 0til para “quitar” los estados asintéticos de las particulas entrantes
y salientes. El proceso de amputacién en presencia de un campo magnético, con estados
asintoticos cargados es un problema de gran interés, en donde la forma del propagador
modificado por campo magnético serd una pieza fundamental.

1.5.2. Kicks en NS

Otro fenémeno relevante que se observa en las NS es un movimiento anisotrépico que
presenta una alta velocidad de alrededor de 1000 km/s, éstos son los llamados “kicks”. Se
han propuesto distintos mecanismos que buscan explicar el origen de este movimiento, entre
los cuales se encuentra un efecto del campo magnético sobre la emisién anisotrépica de
neutrinos lo cual podria contribuir a la existencia de estos kicks [46].

Se han realizado estudios sobre la relevancia del campo magnético en las emisiones aniso-
tropicas de neutrinos en NS y, en particular, en estrellas de quarks extranas. Sin embargo,
estudios sobre los efectos que el campo magnético pudiera tener sobre la tasa de interaccién
del neutrino con su medio, es decir cambios en su camino libre medio, no han sido calcu-
lados [47,/48|. Para realizar estudios sobre afectaciones a la interaccion del neutrino con el
medio se podria analizar la tasa de decaimiento del proceso ve- - W¥e™ a través de una
metodologia parecida a la descrita anteriormente. En la Fig. se ilustra el diagrama de
Feynman correspondiente al proceso que podria ser relevante calcular para cuantificar como
se afecta el camino libre medio (MFP por sus siglas en inglés) del neutrino por la presencia
del campo magnético
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Figura 1.5: Diagrama de Feynman de la funcion de autoenergia a un lazo en presencia del
campo magnético.

Los cambios, debidos al campo magnético, del proceso descrito en la Fig. pueden ser
pensados, de forma efectiva, como cambios en el vértice del diagrama, es decir, modificaciones
a la intensidad de interacciéon del neutrino debidos a la presencia de campo magnético.
Estos cambios en la intensidad de interaccién pueden modificar el camino libre medio de la
particula y, por ende, ser de importancia en el estudio de los “kicks” en el estudio de las NS.

Como hemos visto en esta seccién, los estudios relacionados a la emisién de neutrinos
en el escenario fisico de las NS estan intimamente relacionados al calculo especifico del
propagador del bosén W* en presencia de campo magnético. Con esto doy por concluido
el capitulo correspondiente a la introduccién del proyecto y su motivacion. En el siguiente
capitulo trabajaré con el propagador del bosén W# en el vacio.



Capitulo 2

Propagador del bosén W* en el vacio

2.1. Lagrangiano del SM y Ecuacién de Proca

Los bosones de norma masivos con carga del SM, posterior al rompimiento espontaneo
de simetria, son descritos por el Lagrangiano [49,50]

1 % 17 7, %
Lyyi = —ZWWW“ + MWW}, (2.1)
donde
Wi, = 0,Wi-9,W} - gejsWiwk, (2.2)

con 1,7,k =1,2,3. Este Lagrangiano puede ser reescrito en términos de las variables
1 )
1_ - 2 _ - 3 _
W'u = E(W-F-FW )N’ WH = %(W*——W )“ y VI/“ :SID(GW)AM+COS(9W)Zu,

(2.3)

donde W#* son los bosones de norma cargados, Z denota al bosén de norma masivo neutro y,

finalmente, A" denota al campo del foton. Como se esté interesado solamente en caracterizar

al campo W*, de la Ec. anterior se apaga al campo del fotén y el correspondiente al boson

Z,. Con estas definiciones se puede reescribir el Lagrangiano de la Ec. (2.1]), para el boson
W#*, como

1
Luys = =5 (QW* = 0"W*) (0, W = 0, W, ) + My W W, (2:4)

de donde, utilizando las Ecs. de Euler-Lagrange se obtiene la ecuacion de movimiento (EOM)
para el campo W™ dada por

(050" + M, )W =0, (2.5)

la cual es conocida como la Ecuacion de Proca, obtenida bajo la condicién de norma

D W = 0. (2.6)

21
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2.2. Solucién de la EOM en el vacio

En analogia con la solucién de la Ecuacion de Dirac, se espera que el ansatz del campo
de norma masivo cargado seran ondas planas

W;(ﬁv >‘7 x) = Npei(iEt+ﬁ-f)€u(ﬁa >‘)7 (27)

donde N, es una constante de normalizacién y €,(p,A) es el cuadrivector de polarizacion
que cumple las relaciones de transversalidad

pue” (B, A) =0, (2.8)

y de completez

" = (5N (5 0) = (g - P22 2.9
> en(BN)ep (B, A) = | guw venk (2.9)
A=1 w

donde la suma se realiza sobre los estados de polarizacién A fisicos.

Como se muestra en la Ec. (2.7)), los vectores de polarizacion dependen del estado de
movimiento de la particula. Para un bosén que se mueve en la direccién positiva del eje z,
es decir, para p" = (po, 0,0, p3) los vectores de polarizacién que cumplen las relaciones Ecs.

y son 2]

0 0 P3

~ 1 . 0 1 0
E”(p,l) = 0 ) Eﬂ(p72) = 1 ) €H(p73) MW O (210)

0 0 Do

Asf mismo, la descomposiciéon en modos normales de Fourier para un campo de norma
masivo y cargado de espin 1 esta dado por |3]

[ams (B, N)e P + b1\ (5, A)e? |

W (@) = f (27r)3

W (@) = [(27r)3

donde & ox Y ap » son los operadores de creacién y aniquilacién para particulas, y Al ox Y

(2.11)

2[5 BN+ bpac (3. 0)e ]

bp \ para antiparticulas. Estos operadores crean y destruyen, particulas y antlpartlculas con
momento p y polarizaciéon A.

De forma anéloga al caso fermidnico, en el marco de la cuatizacién candnica

(W (), 1P ()] = ig” 6P (x - y), (2.12)

donde TI* = 9"W 9 — 9OTWH es el operador de momentum conjugado. Al usar la descom-
posicién de Fourier de los operadores de campo, es posible encontrar reglas de conmutacién
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para los operadores de creaciéon y aniquilacién, dados por

I:CALp,)\v /)\/:I (27T) 1 )\’(5( )(p p) [ p)\,b;r), )\,:I,

UM (2.13)

El anélisis completo que conduce a las relaciones de la Ec. se hace en el apéndice
(A).

Usando la definicién del propagador de Feynman en el marco de la teorfa cuéntica de
campos, se tiene que el propagador de bosones de norma estd dado por

G (2,) = (0] T (W (2)W" (1)) [0)

(T T ))o (0 - ) ¢ (i @) (0 -0y, P

El primer término de la ecuacién anterior se puede calcular directamente usando las Ecs.

(2.11) y (2.13)), obteniendo

(W/H(:C)WV_(ZJ)) = d3p 1 23: [ap \E (p7 )\) ip-T I;T 5’”(]3, )\)eiﬁfc]
(2m)* 2B, it b
3,/ 3 o ) N
P T Z [d;’,/\’gw(ﬁ'7 A)eP™Y 4 by ye” (p', N e -y]

(271')3 \/ 2Ep/ A=

dBp Bp 1 1

(27)% (2n)? \J2E, /2By

Z (0] ay, ,\a DN |0)5“(p,>\)g”*(p e i(pE-p"j)
AI

(2.15)
Usando el hecho que a'a|0) = 0, la ecuacion anterior puede escribirse como
dp &y 1 1

(27r)3 (2m)% \2E, \/2Ey

x Z (O| (a’p7>\a’Lly>\/ aT/ A’ap >\) |0) 6”(}), A)sy*(p’ >\ )e 2 ﬁi‘ p":’j)7
AAN=1

(W (@)W () =

(2.16)

de modo que al usar las reglas de conmutacion de la Ec.(2.13)), el primer término de la Ec.

(2.14) se puede reescribir como

dS 1 V* -1 xr—
@y I8 /\Z:a”(p,)\)a (B, \) " @D, (2.17)
p 1

(W @)W () =

La suma sobre polarizaciones fisicas se puede hacer de forma simple usando la relacién
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de la Ec. (2.9)), obteniendo

s . dp 1 [ YT P
WH()W" (W) = | o550 (—g“”+ e P, (2.18)
( ) (2m)3 2E, M3,

Aplicando este procedimiento al segundo término de la Ec. (2.14)), se tiene

PRI cp 1 v L PP\ ipa-g
(7 i @) - [ gbagge (o ). 219

Reemplazando estos dos resultados en la Ec. (2.14)) el propagador de bosones de norma
toma la forma

v d3 1 v p” —ip-(Z-y
G (x,y)=f (27:;3@(—9” +}i)€ PEDG (20 - yo)

i
d3 1 v HpY (-1
G () o s
p w
d? 1 v, p'pY —ip (2§ ip- (-7
) (2733 2E, (_gu +€\4}§V)[e P00 - ) + P00 - 20)].

Esta forma del propagador de bosones de norma puede escribirse de forma mas compacta
haciendo el cambio de variable § — —p en el segundo término y usando la forma integral de
la funcion de Heaviside de la Ec. (1.4) de modo que su forma compacta, es

_ghv 4 PP
d4 ( g + M2 ) )
G (ey) =i | g L)
(2m)* p? = My, +ie (2.21)
N AV R
7 T (2m)4p? — M2, +ie’
w p w
donde
Pl = (i02,40,,102,103) , P = (-i0y),-i0,, -i0;, -id}) . (2.22)

Con lo anterior se ha mostrado de manera sucinta el procedimiento para obtener el pro-
pagador de bosones de norma en el vacio. En el siguiente capitulo se aplicaran estas mismas
ideas para encontrar el propagador de una particula vectorial masiva cargada en presencia
de un campo magnético.



Capitulo 3

Propagador del boson W=* con Campo
Magnético

En este capitulo se obtiene la EOM del bosén de norma cargado en presencia de campo
magnético. Se obtienen las soluciones espaciales de la EOM asi como los vectores de po-
larizacion. Con la solucién completa, siguiendo las ideas del formalismo de la cuantizaciéon
canonica, se establecen relaciones de conmutacion de los operadores de campo y, finalmente,
se calcula el propagador con efectos de campo magnético.

3.1. Lagrangiano del SM y Ecuacién de Proca con Campo
Magnético
Para encontrar la EOM del bosoén de norma W# se toman los acoplamientos que el bosén

W™ tiene en la seccion Electrodébil del SM con el campo del foton A*, dado por [49,50]

1
Lo = =5 Wi, W My W W — e [F™ W W = W, AV 4 W AW, ] -

+ e [AFW, AW, - AFA W, W

La EOM correspondiente del bosén de norma W™ se obtiene mediante las ecuaciones de
Euler-Lagrange [50]

, 1
[(D2 + M) g*? + 2ieF*P - (E - 1) DC“DB] Wi =0, (3.2)
donde ¢ es el parametro de norma y D? = D¥D,, con la definicién

DF = 9* + e AH, (3.3)

y e es la carga electromagnética. Al elegir la condicién de norma

DW= 0, (3.4)

25
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la Ec. (3.2)) se reduce a

[(D* + Mjy) g°° + 2ieF*P W = 0. (3.5)

La Ec. (3.5) no es diagonal debido a que el tensor electromagnético tiene dos componentes
no nulas F?! = —~F12 = B para un campo magnético a lo largo de la direccion z, sin embargo,
esta se puede diagonalizar con ayuda de las matrices de rotaciéon dadas por

1 0 0 O 1 0 0 O

0o L = o L L1
No'= |, vZov2 0 — (N7') "= 0 V2 V2 ol (3.6)

V2 V2 V2 2
0 0 0 1 0 0 0 1
que cumplen la relacion (N’I)B“Nua = gg“, esto es
No7[ (T2 = M) g, = 2ie P | (N7Y) PNg"W, =0
. S (3.7)
[ (0 - M) g = 2¢F7 W =0,
donde FO/B =iN,°F,° (N_l)pfg, donde se ha definido la cantidad IT# = iD*, con
1 Wo
- -5 (W —iWy)
Wr= NJAW!=| 2 , 3.8
o T T S (W i) (3.8)
W3
En forma matricial, la ecuacién anterior es
1000 00 0o0\(, Wi
co 9]0 1 0 0] 0 -1 0 o]z -iWs)|
(=)l o 1 o 2Blo o 1 0 (W +iW5) =9, (39)
0 0 01 0 0 00 4%

misma que puede reescribirse en forma compacta como

(I - M7y) gu” +2eB[A (s3=1) = A, (s3=-1) + 04,7 (s3 = 0)[W,/* =0.  (3.10)

donde
1—5% 0 0 0
0 s3(is) 0 0
r, = 2 _ 11
A (83) 0 0 . (1 283) 0 ) (3 )
0 0 0 1—3%
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puede ser identificada como una matriz de proyecciéon de espin con eigenvalores s3 = 1,0
que cumple la relacion

> AL(s3) = AL (+1) + AL (1) + AL7(0) = g, (3.12)
s3=x1,0
esto es
> (I1° = My +2eBss) W% =0, (3.13)
s3=+1,0

donde W;‘% = A, (s3) Wy

Es importante senalar que, a diferencia de lo trabajado en la literatura, los eigenvalores
de A,”(s3) corresponden directamente con la proyeccion del espin a lo largo de z y esta
es una ventaja directa de diagonalizar la EOM. Este detalle no esta presente en la Ref. |1,
donde la EOM no es diagonal y los eigenvalores de la matriz de proyecciéon no son evidentes.

La Ec. es la ecuacion de Proca diagonalizada en presencia de campo magnético. A
diferencia de la subseccion [I.4] en esta secciéon no se llegara al propagador para un bosén
vectorial masivo en presencia de campo magnético ya que el método con el cual se calculara
el propagador de esta particula afectada por un campo magnético externo es novedosa. Se
hablara a detalle de esto en la seccion [3:2] A continuacion, se dara paso a resolver la parte
espacial de la EOM.

3.2. Solucién a la EOM con Campo Magnético

En esta seccion se da un ansatz de la EOM de tal forma que se pueda trabajar con
funciones exactas que contienen informacion sobre la dinamica del campo W*.

La EOM para un bosén de norma masivo y cargado en presencia de un campo magnético
homogéneo fue calculado anteriormente. En la norma A* = (0,0, Bz!,0), la EOM tiene
muchas similitudes con la Ec. , de modo que se propone un ansatz que contenga solo
un factor con dependencia espacio-temporal y otro con solo dependencia de polarizacion.
Con esto en mente se propone

ir+s3 _ _—ir(Exo+p’as+p® 1\ ~
Wi =e ir(Bzo+p*za+p x3)X;(x ol (3.14)
de tal forma que al sustituir este ansatz en la Ec.(3.13) y definiendo
leB|

2 0 0
p= 2\63\(5—3—7’301) — p’—reBaz'=s = %:—r\/ﬂeB\a—p:al, (3.15)

la ecuacion diferencial de la Ec. (3.13) se reduce a

2

conocida como la “ecuacion diferencial de Weber” donde [51-53|
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pﬁ —M&V 1 2ss3

=mtsys—1=— W _ - 2558 3.17
nE T ess dleB| 2 2 (3.17)
con m el nivel de Landau y 33 = ss3 con s =sgn(eB).
Las soluciones a la Ec. (3.16) estan dadas por
X5(p) = NuDn(p), (3.18)

donde D,, son funciones parabdlicas cilindricas y

N, = (—VM'eB')Q, (3.19)

n!

es un factor de normalizacién. Estas son las soluciones espaciales que corresponden al ansatz
de la Ec. (3.14)), lo que resta es encontrar la forma explicita del vector de polarizacién &)33,
lo cual se hara con todo detalle en la siguiente seccién.

Aunque la EOM nos da una gran informaciéon relacionada al comportamiento del bosén
W™, la condicién de norma (3.5) nos dara la informaciéon relacionada a los vectores de
polarizacién. Sin embargo, debemos de trabajar con una condicién de norma rotada para
poder sustituir el ansatz directamente, esto es

DW= D" (guf) W, = D" ((N7) PNg# )W, = (D' (N7Y) P) (Ng" W)

. (3.20)
— D'W = D"W, =0,

donde

Wy =N/W,, y DF=(N') *D, (3.21)

lo cual implica que la condicién de transversalidad se debe de transformar similarmente

Plw, =0 — §'@, =0, (3.22)

por lo tanto

@Ou= NS w,, y P (N Rt (3.23)

v

La condicién de norma rotada también puede reescribirse en términos de proyectores
definidos anteriormente, como

S =0, (3.24)

83=:L—1,0

donde se ha introducido la notacién II* definido como
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1" =iD" =iD" (N7') 7. (3.25)

Explicitamente, el contenido de la Ec. (3.24)) es

(Dl _ ’LDQ) ,DS) e—ir(Exo+p2x2+p3xg)X;’n(m_l)ajzg )

Sl

= i[p0 L (p!+ip2
0= (D,\/E(D D?),

S3=:l:1,0

T+83

R =W,
=¢II#
(3.26)

En términos de los cambios de variable mostrados en (3.15]) y una vez que los operadores
diferenciales actuaron sobre las exponenciales, se llega a la ecuacion

Z 6—ir(Ezg+p2w2+p3$3) %

s3=+1,0

i 0 p i 9 _ p 3 r 1y~s3 _
x[(rE),\/5\/2|eB|(ap+82),\/5\/2|eB|(8p 52),rp Xpn(x )ws? =0.

El operador diferencial que resta por actuar se puede realizar con ayuda de las siguientes
propiedades sobre las funciones parabolicas cilindricas [18]

0 z
aDn(z) =nD,-1(z) - §Dn(z),
nDy-1(2) = 2Dy (2) = Dpy1(2),

(3.27)

de modo que una vez que todos los operadores diferenciales han actuado sobre la solucién
en la Ec. (3.26)), esta altima se reduce a

EN, 5 @k, = 0, (3.28)

donde

By = Y XD (V) AR, (sg)e 7 (Brpazesa), (3.29)
s3=+1,0

es conocida como la eigenfunciéon de Ritus y

- 1 1-
Dy = (T‘E, —iT‘S\/|eB| (n — 53+ %),Z’TS\/|€B| (n - 53+ . 3)71“p3)
1 1-
= (rE, —i?‘s\/\eB\ (m -1+ %),irs\/\eB\ (m -1+ TS),rpg)

(3.30)
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es el analogo magnético del cuadrimomento, donde se debe recordar la definicion [51H53]

n-sy=m-1, (3.31)

con m el nivel de Landau. Algunos autores definen cantidades asociadas a los niveles
de Landau n — 53 = £ que pueden ser negativos, es por esta razén que se preferira trabajar
con el nivel de Landau m directamente.

Antes de proseguir es importante tener una idea fisica del efecto del campo en los niveles
de energia del bosén de norma. En la Fig. se muestra como distintos acomodos de
espin son posibles en presencia de campo magnético dependiendo del nivel energético. El
nivel de Landau méas bajo (LLL) tiene una orientacion de espin tnica. En el caso de espin 1
conforme aumenta la energia (y por ende el nivel de Landau) mas vectores de polarizacion

son posibles [53].
e(p; =0)
A

Spin 1 Spin 0 Spin 3

Figura 3.1: Discretizacion de niveles de Landau con p? = 0.

La relacion de dispersion, con la definicion de la Ec. (3.30)), es

() =B = () 2B (m—1+3) = My, (3.32)

Es importante notar que el estado de menor energia corresponde a estados taquiénicos

dado que, de la Ec. (3.32)

E? = M}, - |eB, (3.33)

donde se ha tomado el nivel mas bajo de Landau m =0 y el menor estado energético al fijar
(p®)? = 0. Los estados taquiénicos surgiran para la condicion

leB| > M. (3.34)
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Sin embargo, la relaciéon anterior no deberia suponer ningtn problema ya que MI%V >>
leB| hasta para los campos energéticos mas intensos registrados [29}30]. Un ejemplo bien
conocido sobre estos estados es la inestabilidad de Nielsen-Olesen, las cuales se deben a
autointeracciones entre los bosones de norma y un campo magnético externo en teorias no
abelianas [53}54]. Estos estados no se discutiran pero se reproducen correctamente en la
relacion de dispersion.

3.3. Vectores de Polarizacién con Campo Magnético

Con el momentum definido en la definicion de la Ec. (3.30]) se busca definir los vectores de
polarizacion @ que cumplan con la relacion de transversalidad de la Ec. (3.28) para definir
completamente la condicién de norma y poder llegar al propagador de la teoria.

Por lo tanto, escribiendo explicitamente el contenido de la Ec. (3.28]) se tiene

~ i 2 3
E'ruy ;,TWV _ X;716 zr(E330+p To+p CEg)X

p
. 1+sY) . 1-s v
x (’I“E, —ZTS\/|€B| (m -1+ T),ZTS\/|6B| (m -1+ T),rpg)w (3.35)

=0.

De la ecuacién anterior, al igualarse a cero nos dara una condicién para determinar ©".
Como en la Ec. (3.35)) hay varios factores que pueden anularse, se tienen varios casos.

En el caso m > 1 el factor X,,,-1 # 0, por lo que el término que debe anularse en esta
ecuacion es

1 1-
Eo° - is\/|eB| (m 1+ %)wl + is\/|eB| (m ~1+ Ts)w2 +p3@® = 0. (3.36)

Debido a que tenemos una ecuacién y varias incognitas, las entradas de @w”, necesitan
mas condiciones ademaés de la relacion (3.36]). Es por esto que se trabajara con el ansatz que
tenemos del campo rotado

W = B SN Doy () AT (5)
s3

— e—ir(Exo +p2ay +p3x3)

X

X (Nm—le—l(p)a)oy Nm—1+st—1+s(,0)(:fla Nm—l—st—l—s(p)fD27 Np-1Dp1 (P)@s)

(3.37)
La corriente conservada de la teoria que bajo estudio, definida por
oL oL
Jy= = (=W + ————— (iW))), 3.38
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es una ecuacién adicional utilizada en la literatura para determinar al vector de polarizacién
ot 12].

Calculando cada término de [3.38] se tiene

8[’ 1 v v * - *Q - *U - * -v
W=—§(9w9 o= Guag’s) (DW= D**WF) = D" W, — DLW
v or (3.39)
———=D"W! -D,W*.
— a(omw,) w
Por lo que al sustituir Ec. (3.39) en Ec. (3.38)), se llega a

Ju = =i{ W (DW= D,W,) = (DEW, = Dyw, )W, (3.40)

la cual, usando la relacion de transversalidad, Ec. (3.4]), es posible reescribir como
Ju =i [WyDW™ =W, D, W™ -8"(W;W; -W;Wr)]. (3.41)

de donde es inmediato verificar que la entrada p = 0 estéd dada por

Jo=i[WS oW =W, 0W*]. (3.42)

Esta ecuacién ha sido utilizada por diversos autores como la condicién de ortonormalidad
[2], esto es

[ dr1Jo (WL (i,2), W} (j,x)) = 476, (3.43)

donde los subindices i, j son indices de polarizacién y el signo + indica si la soluciéon es de
frecuencia positiva o negativa para los bosones W#*. Esta cantidad es facilmente calculada a
través del cambio de variable

2

p=1/2leB| (p_B —rwl) — dxy =

. (3.44)

_" 4
NeTE

dando como resultado [18]

[ T [Dn(2)]2 dz = Varn!. (3.45)

Las Ecs. (3.36)) y (3.43) son 9 relaciones distintas que nos ayudaran a definir las entradas
de @] con i = 1,2,3 indices de polarizaciéon. Sin embargo, las entradas no conocidas de los
vectores de polarizacion son 12.

Para poder realizar un analisis detenido de los vectores de polarizacién, serd necesario
hacer un proceso sobre los casos de eB >0y eB < 0. A su vez, sera ilustrativo separar los
casos m =0, m=1y m>1 de tal forma que se tengan conjuntos de vectores de polarizacién
para todo caso de eB y m.
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Nivel de Landau: m =0

Caso eB >0
El ansatz (3.37) tendré la siguiente forma

Wt = emir(Beop’azsn’ea) (o, Ny Dy (p)a?,0,0),

3.46
W = o (Bt wes) (0, NG D (p)5'.,0,0). o

Con esta forma explicita de W=*, la primer entrada de la corriente conservada sera

Jo (W™, W) = (r+0") E{N; D}(p)a"" &'}, (3.47)

donde necesariamente r = ' = 1, el caso de soluciones positivas. Ahora, tomando en consi-
deracion la definicion del factor de normalizacion de la Ec. (3.19)), la condicién de ortonor-

malidad Ec. (3.36)) y el cambio de variable Ec. (3.44]), se llega a

[ derdo (W™ (i), W* () = 2B/AV AT} @) = Ao, (3.48)

@) = 6ij.

Necesariamente solamente se tiene un indice de polarizacién, por lo que i = 7, y llamaremos
a este tnico indice de polarizacion 0. Es el tnico ya que no hay un segundo vector de
polarizacién para el nivel mas bajo de Landau m = 0. Por lo tanto

g =1 (3.49)

Por otro lado, no hay condiciones para las demés entradas de wg por lo que se pueden
tomar de forma trivial tal que

&Y = (0,1,0,0). (3.50)

Caso eB <0
Para este caso, eB <0, = s = -1, por lo tanto el ansatz (3.37)) tendra la siguiente forma

W = emir(Bavsateai’ss) (0,0, NoDo(p)a?,0)),

-, s 5 (3.51)
Wﬁu, = et (E:r0+p To+p mg) (O,O,NSDS(p)(IJQ*,O) )

Es importante notar que el procedimiento para este caso de eB es anilogo y solamente
se intercambian las entradas 1 y 2 en el vector de polarizacién resultante ya que ahora la
condicién de ortonormalidad dicta que
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f dayJo (W™ (i, 2), W (j, 2)) = 2B/T/Am2 G2 = An By 552

—— (:JZQ*(I)JQ = 5”

Como m = 0 seguimos en el nivel méas bajo de Landau, por lo que solamente existe la
posibilidad de que ¢ = j. Le asignaremos a este tnico indice de polarizaciéon 0. Por lo tanto

op=1. (3.53)

Como no hay condiciones para las demas entradas de &g, se pueden tomar de forma trivial
tal que

&y =(0,0,1,0). (3.54)

Al comparar los vectores de polarizacién que se han obtenido para el nivel mas bajo de
Landau, el caso general en eB seré

l+s 1-
@g:(o, ;8, 25,0). (3.55)

Nivel de Landau: m =1

Caso eB >0
Tomando la Ec. (3.36)), en este caso, se tiene

E° —i/|eBj@" - p*@® = 0. (3.56)

Por otro lado, la forma de los ansatz de la Ec. (3.37)), derivado de tomar sgn(eB) =1y
m=1, es

Wt = emir(Bro+p*eatp’es) (NoDocDO, N1 Dy (p)(bl, 0, NoDo(p)dJ3)

- , , , (3.57)
WH = (Ea:o+p2x2+p3x3) (NSDS(DO* ’Nl*Die (p)(:}l* .0, NS-DS (,0)(:13* ) ’

con esta forma de las soluciones, la entrada Jy, tiene la forma
Jo (W™, W) = (r+1") B{NID}(p)a"*&" + N§ D (p) (&% 0® - a"*a°) }
1 4 1 ! A
= (r+1r") E\/4rleB]| [pr(p)aﬂ o+ aDg(p) (@3 *o3 - "0

Al igual que en el caso anterior, utilizando la condicién de ortonormalizacion (3.43), el
cambio de variable de la Ec. (3.44) y el resultado (3.45)), se llega a
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f dayJo (W™ (i, ), W (j, 2)) = 2B/m/Ax [0} + 0368 - 60*a?] = 4n B0

~ 1% ~3%~3 _ ~0%~0 _ 5
== w; wj+w W; - w; wj = 5”,

donde 4,5 = 1,2 son indices de polarizacién.
Tomando el ansatz del vector de polarizaciéon més sencillo la ecuacién anterior se cumple
@Y =a(p’,0,0,E), (3.60)

y usando la condicién de normalizacién se puede obtener la constante «

1
laPm?=1 = a =, /W’ (3.61)
1

2 L .
donde mf =F?- (p3) . Por lo tanto, el vector de polarizacion para este caso, tiene la forma

1
O =y /m—% (p*,0,0,E). (3.62)

Como el vector anterior tiene dos entradas nulas, el otro vector de polarizacion linealmente
independiente del anterior es

@Y = B (&9, 3, 03,03) . (3.63)

Para determinar cada una de sus entradas, se usa la condicién de ortogonalidad para i = 1
y 7 = 2, obteniendo la ecuacién

1 E
— BB -p’@y] =0 —> &y = =@, (3.64)

my

3

que junto con la condicién de transversalidad, para i = 2, dada por

E? . . N . 27 . ) N - im? 1 _

=@ —ileBloy - p’0f =0 — B - (p*)"] @8 = iV/]eBlp’ay — @} = -——=—af,

P leB| P
(3.65)

de modo que estas dos ecuaciones han permitido determinar dos entradas de @y, esto es

E im? 1
oY =Bl =08, - ——= 3, w2, o8 |, 3.66
2 (p3 2 \/@pg 25)%25%2 ( )

como las ecuaciones de ortonormalidad o transversalidad no contienen a @2, esta entrada no

tiene condicién alguna que cumplir, por lo que, por simplicidad se toma &)% =0.

Finalmente, de la condicién de normalizacién, se tiene que
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|5‘ @ 3|2{ sz sz E? }
w2 3 B T -
)’ VieBl Ve ") (3.67)
IeBI
— Py w2~ |eB]

Por lo tanto, reemplazando esto ultimo en la Ec. (3.66)), la forma final del vector de
polarizacién buscado es

|eB| —imf 3
B, 0,3, (3.68)
m? - |eB| V]eB]|

Caso eB <0
Al tomar la Ec. (3.36]), en este caso, se tiene

Ei® —iv/|eB|@* - p*a® = 0. (3.69)

Por otro lado, la forma de los ansatz de la Ec. (3.37)), derivado de tomar sgn(eB) = -1
m=1, es

Wk = emir(Brosp®eaep™es) (N Do, 0, Ny Dy (p)ar?, NoDo(p)a®)

-, . , , (3.70)
WH = eir (Em0+p2x2+p3x3) (N*Dx- ~ 0%’ .0, Nl*Di(- (p)w%- 7N5D6 (,0)(.:)3* ) ’
para esta forma de las soluciones la entrada .Jy, tiene la forma
Jo (W™, W) = (r+ 1) B{N?D}(p)&**&* + NG D§ (p) ( Fro? - @ a) |
(3.71)

(1"+1"')E 47T|€B||:%D%(p)(;)2’* 24 Do(p)( 03— o0 )]

De la misma forma que el caso anterior, utilizando la condicién de ortonormalizacién

(3.43), el cambio de variable de la Ec. (3.44) y el resultado se llega a que

/d:clJo(W (i,z), W (j,2)) = 2E\/_\/_[ 2 2 o 5) & ] AT Ed;j

— w2*w]2 + w3*wj3 - wo*wg = 51-]-,

(3.72)

donde 4, = 1,2 son indices de polarizacién.

Tomando el ansatz del vector de polarizaciéon més sencillo la ecuacién anterior se cumple

@Y =a(p’,0,0,E), (3.73)
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y usando la condicién de normalizacién se puede obtener la constante «
2,2 _ _
o mi =1 = a=\/—. (3.74)
my

Por lo tanto, el vector de polarizaciéon para este caso, tiene la forma

1
@Y = /m—% (p%,0,0,E). (3.75)

Como el vector anterior tiene dos entradas nulas, el otro vector de polarizacion linealmente
independiente al anterior es

@Y = B (&9, 3, 03,03 . (3.76)

Para calcular cada una de las entradas del vector anterior, se usa la condicién de ortogo-
nalidad para ¢ =1y j = 2, obteniendo la ecuacién

1 - N -
mi p

5 (3.77)

que junto con la condicién de transversalidad, para i = 2, dada por

E® s, - -~ 2.3 _ . - N im? 1

—3w§ -1 |eB|w§ —p3w§’ =0 = [E2 - (p3) ]w% =1 |eB|p3w§ = w% = ——L—3w;’,

P leB| P
(3.78)

de modo que estas dos ecuaciones han permitido determinar dos entradas de @y, esto es

E im? 1
oy =8l =ad, ol - —= = @3, o3 |, 3.79
2 (p3 2 2 |eB|P3 2 2 ( )

como las ecuaciones de ortonormalidad o transversalidad no contienen a @5, esta entrada no

tiene condicién alguna que cumplir, por lo que, por simplicidad se toma &)% =0.

Finalmente, de la condicién de normalizacién, se tiene que

+1

|5|2|@§’2{ - -
@’ VEBIVIB ()

3 3
p— (E(Y = _— —_—
2°P \/ mf mf—|eB|

Por lo tanto, al reemplazar esta tltima expresion en la Ec. (3.79)), la forma final del vector
de polarizaciéon buscado es

02 2 2
—-tmy imy E }:

(3.80)
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5 1 leB| —imf 3
Y =y | — | B0, 2. 3.81
2\ m2 \ m?-[eB] ( JIeB| (3:81)

Si se consideran los resultados obtenidos en las Ecs. (3.68)) y (3.81]), para ambos casos de
eB se llega a que los vectores de polarizacién para m =1 son

[ 1
W(pzaaoaovE))

@1

: (3.82)
N 1 leB]| —im? (1+s)\ —im2 (1-s
oo e e () 05 )
m2 \ m?2 - |eB|\"" \/leB|]\ 2 /"\/]eB|]\ 2 /)’

Nivel de Landau: m > 1

Caso eB >0

El procedimiento para obtener el vector de polarizacién w] es andlogo para este caso, de

tal forma que
1
@Y =y [ —5 (p°,0,0,E). (3.83)
my

Al usar la condicion de transversalidad (3.36)) se obtiene

V]eBl(m - 1)&3 —im? ‘ (3.84)

leBlm

Qg =

Como no se tienen condiciones suficientes para definir inicamente a las entradas de los
vectores de polarizacion, se elige (I)% =0 tal que

_im?2
(:)5:/8 Eaﬂa()?pg . (385>
leBlm

De forma anéloga, usando la condicién de ortonormalidad con i =1y j =3 y la condicién
de transversalidad para j =3

Bl = Dol — im2
&Y = o B, YL VS5 2] o ). (3.86)
\|eBlm

Se determinan las restantes entradas del vector de polarizacion al usar la condicion de
ortonormalidad con i =2y j =3, con lo que se obtiene

2

_leB

@gzv(E,—i yeBym,i%,;ﬁ). (3.87)
e m —

Luego, al usar la condicion de normalizacion (3.43|) se definen las constantes S y ~ con
las cuales se determinan los vectores de polarizacién
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N 1 leBlm —im? 3
wl/ = ) E7 707p )
"V m2\ m - IeBIm( JeBm
1

3 (3.88)

1 i-leB
o = . (E —i/leBm, i leBim_ ,p3).
leBlm —m? + _mi-leBlm_ VleB|(m-1)
L V]eB|(m-1)

Caso eB <0

Al igual que en el caso de eB > 0, el vector de polarizacién para este caso tiene la forma

1
@Y = /m—% (p%,0,0,E). (3.89)

La condicion de transversalidad (3.36)), para s = —1, da lugar a la relacion

Vl]eBl(m - 1)&? —im? . (3.90)

leBlm

wa =

Como no se tienen condiciones suficientes para definir tinicamente a las entradas de los
vectores de polarizacion, se elige (I)% =0 tal que

2

@ =B (E 0, —mp) . (3.91)

leBlm

De forma analoga, al usar la condicién de ortonormalidad con ¢ =1y j =3 y la condicién
de transversalidad para j =3

/B -1 ~1 a2
wéw(E,w%,, & KmFBi:?) Zml,p‘”’). (3.92)

Luego, usando la condicién de ortonormalidad con ¢ =2 y j = 3, se pueden terminar de
definir las entradas del vector de polarizacién y tiene la forma

2 _|eB

o = | BB e ) 3.93

voqy|E
V]eB|(m-1)

Se determinan las constantes 8 y « usando la condiciéon de normalizacion de (3.43) tal
que los vectores de polarizaciéon son
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1 B —im?
&=L J«e& oy e
ml\ ml_|€B|m leBlm
1
2 (3.94)
1 2_leB
& - i leBim B, ).
|eB\m _ m2 + mf—|eB\m |eB|(m — 1)
L \leB|(m-1)

Luego, comparando el resultado de las Ecs. (3.88) y (3.94)), los vectores de polarizacion
para el caso general de eB y m > 1 son

¥=\/%(p3,o,o,E),

&

my
&Y = [ 1 leBlm B —im? (1+s) —im? (l—s) 3
mi \| mi—leBim\ " \/leBm\ 2 J \/[eBm\ 2 /7" )’
1
QY - 1 . (3.95)
leBlm - m? + _mileBlm_
L Vl]eB|(m-1)
1 i -leB 1-
x(E.-i |eB|m< +8)+i m, —|eBjm ( 3),
2 leB|(m-1)\ 2

—(1- ?-leB 1
L |eB|m( 25)” mi - e |m)( ;S),p?’).

leB|(m -1

Para el caso m = 1 solamente los vectores de polarizacién w] y @; son vélidos, de forma
ue W5 de la ecuacion previa se debe de evaluar en m =1, al tomar este caso.
2 3

Un resultado esencial para obtener el propagador del boson W** es realizar la suma sobre
los distintos indices de polarizacion, de tal forma que

3 =1 SV
o~ % pp
Y Ryt = —g" + ——, (3.96)
A=1 myy

donde A codifica los indices de polarizacion que dependen del nivel de Landau.

Un anélisis completamente anédlogo se realiza para las soluciones de energia negativa. Los
vectores de polarizacion resultantes difieren de w; por un signo global.

Con lo visto hasta ahora hemos podido definir completamente al campo clasico asociado
a WH de tal forma que el paso siguiente consistird en cuantizar dicho campo clasico para
obtener sus reglas de conmutacién y cuantizar la teoria.
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3.4. Cuantizaciéon y Propagador del Campo W=+

Aplicando el proceso de cuantizaciéon canénica de campos clésicos, y siguiendo de cerca
la cuantizacion canonica del campo de Proca cargado mostrado en la Ref 3], se definen los
campos cuanticos como

(28700 (0 ) ) + BB (0 ) (7))

(@)=Y o2 i
e —
27T)3 V2F i
; (3.97)
s

i@ - f 2

(@XaX () (B, ()" + 0K (5) (By(p-))")

Es importante notar que el efecto del campo magnético en los operadores de campos se
introduce al usar tanto las eigenfunciones de Ritus como a los vectores de polarizacion.

Imponiendo las reglas de cuantizacion

(@] =i ), (3.98)

Zo=Yo

donde
I = DW= - 8w, (3.99)

es el momento candnico conjugado al campo W*. De lo anterior, emergen las reglas de
conmutacién entre los operadores de creacién y aniquilacion

(a3, ] = (27)? G b8 (2 = 25) 8 (3 - p}) = [ 53, 83,7 (3.100)

Para calcular el propagador de Feynman para bosones vectoriales masivos en presencia
de campo magnético, se parte de su definicién como el producto temporalmente ordenado
de los campos, esto es

G =) = O T (W @) o)

5 . . . (3.101)
= (W @)W ()0 (2° - ) + (W ()W (2))0 (3° - 2°) .

Procediendo de igual forma a lo mostrado en el Cap. (2), se calcula el primer término de

la Ec. (3.101)) con todo detalle, esto es
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dBp &Bp 1 1 y
(27)3 (27)3 V2E V2E'

x AZA( (2B 00 (2)25(B) + B0 ()57 (7))

(W ()W (y)) =

x (03108 (7)) (B, ()" + 03, (7) (B3, (1)) ) (3.102)
dBp &Bp 1 1
(27)* (21)F V2E V3BT
x Y (0]azat 0} (B o (2)5 (5)) (5. ()" &% (7))

AN

Esta ecuacion, una vez que se usa la Ec. (3.100)), se reduce a

T+ v dsp 1 + 3 ~a =\ ~ B = + v *
(0 0) = I 55 5 o) (3580158 ) (85, )
3 = =0 .
(;iﬂ-f;g §E+Mo¢,m—1+§3 (1’) ( ga,B p]\fg ) (Eé,m—1+§3y(y)) ’

(3.103)

en donde en la ultima igualdad se ha utilizado la Ec. (3.96]).

Esta forma del propagador se parece mucho al propagador del caso libre, Ec. (2.21)).
Esta enorme similitud plantea la pregunta: ;qué operador diferencial, actuando sobre las
Eigenfunciones de Ritus, es el que resulta en los cuadrivectores p* y p**? Para dar respuesta,
a esta pregunta se define

L (81 —i(82 +ieBx1)), k

T = (iaﬂ, 7 ﬁ (0

'+i(0% +ieBa")) ,i83) : (3.104)

Notese que

% (0y - (07 +ieBa')) X, 1,4 ("),

(05 +i (92 +ieBa')) X _,(2"),i02 X} 1 (z ))e—i(Exo+p2as2+p%3)7

T B o mo1455(2) = (iagX%_l(fﬂl),

_1(p+), \/e_B(

A g|@
[\]

-2 ) X1 02),

o -
|€B|(a + p_) m—1- 5(p+) p Xm 1(p+)) (E 0+p 2+p3 3),

(3.105)
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donde se us6 el cambio de variable de la Ec. (3.44)). De tal forma que, al utilizar los resultados
de la Ec. (3.27) y tomar la suma sobre los niveles de Landau, se llega a que

Y TOEY g ees (1) = D) B o125, (p4) 7, (3.106)
m=0 m=0

donde

) 1 1-
G = (E —is\/|eB| (m + 53— 1+ %),iS\/|eB| (m a1+ S),p3) . (3.107)

Esta definicién es muy parecida a la dada para p*, por lo que se busca expresar a la Ec.
(3.106]) en términos de este cuadrivector.

Al realizar el analisis por entradas es evidente que

o0

S E 0 mo1425, (p4)3° = D B0 o145, (0D

m=0 m0 (3.108)
S E s 1005, (p4) 3 = Y B 0105, (p4 )P,

m=0 m=0

ya que para estas entradas sz = 0.

Paraa=1ys=1

iOEWLmMSSle B DA (—i |eB|) + B, (—i\/2|eB|) B, (—i\/3|eB|) .
L

— 1
+ jad
= > B 145D -
m=0

(3.109)

En el caso de s = -1

io E+1’m_1_233q:1 = E+M170 (Z\/@) + E+’u1’1 (i\/ 2|6B|) + E+H172 (i\/ 3|6B|) + ...
m=

_ (3.110)
=3 B no1-ssp -
m=0

donde los términos correspondientes a m = 0, 1,2 son nulos por las propiedades de las fun-

ciones parabdlicas cilindricas.

Por lo tanto,

PORONSTRTEEN A D I PN 1 (3.111)
m=0

m=0
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Paraa=2y s=1

i E+“27m_1+253§2 = E+N270 (l\/@) + E+‘u271 (i\/ 2|GB|) + E“LQ,Q (i\/ 3‘63‘) + ...
m=0

_ (3.112)
=3 By o 1sssD-
m=0

En el caso de s = -1

§0E+M2,m1253q:2 =E"y, (_i |eB|) +E" (_i v 2|eB|) + B <_i v 3|€B|) T
o

— 2
+ ~
= > B9 m-1-s;D"-

m=0
(3.113)
Por lo tanto,
Z E+27m—1+2§3§2 = Z IE)+'um—1+§3]§2- (3.114)
m=0 m=0

Al juntar los resultados de las Ecs. (3.108), (3.111)) y (3.114]) se llega a la relacion

[ee) [ee]

Z 7:TSIE_HLQ,m—1+§3 (P+) = 2 E+ua,m—1+§3ﬁa- (3115)

m=0 m=0

De forma anéloga, se llega a la siguiente relacion

> (7)) (B gmo14s,)” =

m=0

(™ gm-1435) D (3.116)

i

Con estos dos ultimos resultados, la respuesta a la pregunta formulada es inmediata
permitiendo reescribir al primer término del producto temporalmente ordenado como

2 s d3p 1 ﬁaﬁﬁ* .
<W+”($)W “(y)) = (273 ﬁEwa,m—ugg (z) (—Qaﬂ + M—VQV (Eé,m_ugg”(y))
~azf* 3
~ 5 TaTy d’p 1 i *
i (_ga " Xﬁv ) (27)3 75 am-1ess (2) (Bfno11s,” (0)) -

(3.117)

De manera analoga, y directa, se calcula el segundo término del producto temporalmente
ordenado obteniéndose
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z 2 d3p 1 _ v * a ]%Bﬁa* _
(@) = E g5 (B @) (7 + 5 B 0)
w
d3p 1 _ v * a ﬁﬂﬁa* —
= Wﬁ((Eﬁ,m—ugg (y)) (—95 +M—5V E™ e m-143; ()

=~z B* 3
To Ty d’p 1 _ _ *
(o ) E o () B0 )
w
(3.118)

donde se ha realizado el cambio de variable p?> - —p? y p* - —p? en la ecuacion anterior.

Al reemplazar las Ecs. (3.117) y (3.118) en la Ec. (3.101]), se obtiene al propagador de
bosones de norma cargados en presencia de campo magnético homogéneo dado por

Gl (x-y)=|-9g*"+ grurl 0 (2° - yo)i Fp B om1030() By 1v” ) +
F M2, (27)3 2F
p2—>—p2]’
3

pP>-p

(3.119)

dp Bl s, (@) (g 105" ()
0_.0 p a,m-1+33 B,m-1+33
HO( - )I (27) °F

mismo que puede compactarse al usar la representaciéon integral de la funciéon de Heaviside
de la Ec. (1.4), de modo que la forma compacta del propagador es

(3.120)

DH | as 7?9?7:?5* d'p E™Fqmo145,() (]E+Vﬁ,m—1+§3 (y))
F (x-y)=i|-g"" + M2 (2m)4 (pO)2-E2+i '
W pY) + 1€

El procedimiento realizado con la funcién 6 de Heaviside “sustituye” a la E por p° dentro
de las Eigenfunciones de Ritus. Cuando E = p” hablamos de una particula en capa de masa,
sin embargo, p° puede tener cualquier valor por lo que representa a una particula virtual.
Al introducir el operador diferencial nuevamente, se tiene

P GpB* *
B () (07 + 2 ) (85,,0)

P2 - ME, +ie

4
DM (z - y) :ii (;lﬂz;l (3.121)

donde

. 1 1-
P = (po,—iS\/|eB| (m—1+ ;8),is\/|eB| (m—1+ 28

con P2 = 35“35;

)’pg)' (3.122)
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La Ec. es el propagador de un boson vectorial masivo y cargado en presencia de
campo magnético.

El procedimiento aplicado para la obtencién del bosén de norma cargado en presencia de
campo magnético es novedoso y mas transparente que otros mostrados en la literatura, por
lo que tanto procedimiento como el propagador mismo representan el aporte principal de
este trabajo de tesis.



Conclusiones

En el presente trabajo se calculd el propagador asociado a un campo bosoénico, vectorial,
masivo y cargado en presencia de un campo magnético constante en la direccién z mediante
la técnica de Eigenfunciones de Ritus.

Se encontré que, dado un conjunto de rotaciones sobre el campo bosénico vectorial, se
puede diagonalizar la ecuacién de movimiento. Trabajando con esta ecuaciéon diagonalizada,
se plante6 un ansatz sobre la dindmica del campo. A su vez, se trabajo con la condicion de
norma del campo rotado para definir a las Eigenfunciones de Ritus las cuales, al efectuar
derivadas sobre ellas, resultan en el andlogo del cuadrimomentum para los casos con campo
magnético. Con este resultado, se encontré una base completa de vectores de polarizacién
que cumplieran propiedades de completez al sumar sobre las polarizaciones fisicas. Con
estos ingredientes, se cuantizé el campo y se calculé el propagador de Feynman mediante su
definicion. Se dan avances y trabajo a futuro en los cuales es necesario conocer la forma de
este propagador de forma explicita, que es el resultado final de este proyecto.

Aunque el propagador de un boson vectorial masivo y cargado eléctricamente en presencia
de un campo magnético es una cantidad conocida desde hace afios, la aplicacién de la meto-
dologfa implementada de trabajar con Eigenfunciones de Ritus para una base diagonalizada
es novedosa en este contexto.

Otra relacion importante a la que se llego fue llevar la Ecuacion de Proca con Campo
Magnético a una forma diagonal utilizando las matrices de rotaciéon. El hecho de utilizar las
matrices de proyecciéon también es un resultado importante del presente trabajo, ya que de
aqui surgen claramente los eigenvalores s3 que contienen informacién sobre la proyeccién de
polarizacién en la direccién z y es analogo a la cantidad o definida en el analisis del caso de
Dirac.

Por otro lado, el resultado de completez sobre los vectores de polarizaciéon en el caso
magnético, dada la definicién del “cuadrimomentum magnético”; es analogo al resultado de
completez para el caso del vacio la cual depende de un estado de cuadrimomentum dado.
Por construccion, los vectores de polarizaciéon cumplen las relaciones de transversalidad y
ortonormalidad encontradas en la parte magnética respectivamente. Es con estas relaciones
y resultados que se puede cuantizar al campo afectado por el campo magnético, para poste-
riormente usar la definiciéon del propagador de Feynman y llegar al resultado final de la Ec.

(8-2).

Finalmente, cabe mencionar que el presente trabajo se restringe solamente a las afecta-
ciones que el campo magnético tiene sobre el propagador el cual es un objeto central en la
fenomenologia del campo estudiado. Seria de gran interés utilizarlo en escenarios astrofisicos
relacionados a NS como en estudios sobre los procesos URCA o modificaciones causadas por
grandes campos magnéticos a la intensidad con la que los neutrinos interactian con estos
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objetos compactos y su relevancia en los movimientos anisotrépicos que presentan.



Apéndice A
Cuantizacion del W= en el vacio

En la seccién se llega al resultado de la Ec. , el cual es relevante para la consis-
tencia de las reglas de conmutaciéon de los operadores de creacion y aniquilacion mostrados
en la Ec. . Dicho procedimiento es uno que se acostumbra delegar al lector en la lite-
ratura, sin embargo considero que su deduccién es interesante y sirve como un preambulo
atil al estudiar afectaciones en los campos cuanticos por agentes externos.

Calculando la cantidad II# a través de su definicion

o)
=au{ d®p i [& )\gOT (B, M\ e ip’ T, +b AE (p,)\)e ip ar:l,]}

3

0 dp 1
- {f @)y Jom, &

3
: & {d“g B A) (077 ) + by (5. ) (e ™) -

&L,ASM (B, A) €+ by aet (B, ) e_ipm“

—ab 5 (5,2) (9% ) ~byae (p,N) (8077 ) }

3
= Z {&L,A€OT (ﬁ) )\) (ip“eip”ru) + Bp,)\go (ﬁ, )\) (—ip:“‘e_ipyxy) B

-

{d;x (£ (@A) p — et (5, 0) E,) e -

b (L (BN - (@A)Jz’p)e‘w}

(A1)
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Luego, tomemos el conmutador basandonos en las expansiones de Fourier de la Ec. (2.11))

oL Ny 3
[W”(x),H](y)]=l 2

5 G {[ N G e ) L

(2m)3 (27)3 (2B, \/2E, 5%

" [bqvk”bL,A] 2 (52,A"1j - %WEq) el(PTa=a ya)}

(A.2)

Luego, usando las reglas de conmutacion: [&p,kv &;)\,] = [bq /) ). /\] (27r)35)\>\/6(3) (p-q)

= f (L (e
Y (2m)P 2B, i | NPT P

]

. d3p 1 3 A ] - )
B (27T)3EAZ1 [p,A el - b \el) E] ip® (za—ya)

[ )\Ep,)\p] - 5“& \Ep ]eipa(l“a—ya)}
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M M
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Tomando xg = yo y p = —p en el segundo término se llega a la regla de conmutaciéon de

la Ec. (2.12))

(W (@), TF ()] = ig? 6™ (z - y) . (A4)

El procedimiento que se realiza en este apéndice puede aplicarse directamente a la des-

composicion de Fourier de la Ec. (3.97) para llegar a la relacion mostrada en la Ec. (3.98)).
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