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Introducción

Indudablemente, el método del cociente de uniformes es uno de los métodos
de simulación de variables aleatorias por excelencia. No solo por ser senci-
llo de implementar computacionalmente, sino porque responde a una idea
intuitiva que, sin exagerar, todos hemos tenido en algún momento: "subir
una dimensión simplifica las cosas".

El método del cociente, en su forma mas elemental, establece una relación
entre una distribución unidimensional y una distribución uniforme bidimen-
sional. Dicha relación permite recuperar la distribución unidimensional a
partir de la uniforme bidimensional; y el medio de pasar de una distribución
a otra será un cociente, de donde proviene el nombre de este método.

Una distribución uniforme queda totalmente determinada por la región o
conjunto sobre la cual toma valores; por lo que, implícitamente, el méto-
do del cociente asocia a cada distribución unidimensional una región en el
plano, de tal manera que la distribución uniforme en dicha región nos per-
mite recuperar la distribución unidimensional a partir de un cociente.

S

Distribución

Método del cociente
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Este trabajo pretende mostrar los resultados básicos acerca del método del
cociente, pero también se discutirán ciertos resultados que pueden ayudar a
entender la relación entre distribuciones y regiones que establece el método
del cociente de uniformes.

El capítulo 1 está destinado a estudiar la versión mas elemental del método
del cociente, la propuesta por Kinderman y Mohanan en [7]. Este capítulo
está dividido en cuatro bloques. El primer bloque, constituido por la Sec-
ciones 1.1 y 1.2, estudia y exhibe los mecanismos que hacen funcionar al
método del cociente. El segundo bloque, constituido únicamente de la Sec-
ción 1.3, describe a las regiones del método del cociente en coordenadas
polares, lo cual, además de ser natural, permite determinar varias propieda-
des de las distribuciones a partir de sus regiones del método del cociente. El
tercer bloque, constituido por las Secciones 1.5 y 1.6, estudian a las regio-
nes provenientes de distribuciones que resultan de sumar o multiplicar una
constante, y se demuestra que estas regiones son iguales salvo un isomorfis-
mo lineal, es decir, que existe un isomorfismo lineal que lleva una región en
la otra. Finalmente, el último bloque está destinado únicamente a ejemplos
y está constituido por las Secciones 1.7, 1.8 y 1.9.

El capítulo 2, a diferencia del capítulo 1, es de una constitución más ro-
busta en términos de contenido, y es el capítulo principal y final de este
trabajo.

El capitulo 2 se encuentra dividido en tres bloques. El primer bloque ex-
tiende el método del cociente a varias dimensiones, y se desarrolla a lo
largo de las Secciones 2.1, 2.2 y 2.3. El segundo bloque, constituido por las
Secciones 2.4, 2.5 y 2.6, extiende aún más el método del cociente al intro-
ducir un factor r, el cual juega un activo papel determinando a las regiones
resultantes. El tercer bloque, y el más importante, se desarrolla en las Sec-
ciones 2.7, 2.8, 2.9,2.10 y 2.11, en donde se estudia el método del cociente
en su versión mas general, la cual introduce una función auxiliar g(x) que
viene a generalizar al factor r.

En el segundo bloque del capítulo 2 se estudiará escrupulosamente al factor
r que es introducido, y ello nos permitirá observar que las regiones que se
obtienen de aplicar el método del cociente para los distintos valores de r son
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iguales, salvo un difeomorfismo que lleva una región en la otra. Además,
este análisis del factor r nos proporcionará los medios por los cuales se
podrá llevar a cabo una optimización de este factor.

Con respecto al tercer bloque del capitulo 2, el trabajo se centrará en el
análisis de la función auxiliar g(x), la cual, como veremos, determina ac-
tivamente a la región del método del cociente. Dicho análisis estará orien-
tado a hallar funciones auxiliares para las cuales las regiones resultantes
sean sencillas de simular, tales como rectángulos o secciones circulares.
Esta tarea algunas veces se podrá lograr al plantear ecuaciones diferencia-
les ordinarias, aunque esto dependerá intrínsecamente de la distribución que
buscamos simular.
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Capítulo 1

Método del cociente

En diversas áreas de la ciencia, problemas complejos son abordados y en-
tendidos a partir de algunos más sencillos. En este sentido se presenta el
método del cociente, método por el cual, bajo determinadas condiciones,
el problema de simular variables aleatorias es reducido a uno más simple,
el de generar valores de distribución uniforme. Sin embargo, para que el
método del cociente sea factible, se requiere del método de aceptación y
rechazo. En consecuencia, para lograr un mayor entendimiento del método
del cociente, es conveniente estar familiarizado con el método de aceptación
y rechazo.

El presente capítulo se consagra a un escrupuloso estudio del método del
cociente de uniformes propuesto por Kinderman y Monahan en [7]. Dicho
estudio comienza por habituarnos al método de aceptación y rechazo.

1.1. Método de aceptación y rechazo

El método de aceptación y rechazo es estudiado en una gran variedad de tra-
bajos, pues resulta particularmente útil cuando los métodos directos no pue-
den ser aplicados o son computacionalmente ineficientes. Entre esta gran
variedad de trabajos podemos encontrar las principales fuentes de esta sec-
ción: el trabajo de Liang, Liu y Carrol en [8] y el trabajo de Martino, Luengo
y Míguez en [10].
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Existen distribuciones más complejas que otras, en el sentido de que son
mas difíciles de simular. Un nítido ejemplo de esto es proporcionado por la
distribución Bernoulli de parámetro 1/2 y la distribución Weibull. Para ge-
nerar valores de la distribución Bernoulli de parámetro 1/2 basta con tener
una moneda justa, lanzarla, y tomar el valor 0 si cae águila y el valor 1 si cae
sol. Por otro lado, el generar valores de la distribución Weibull, sin importar
el valor de sus parámetros, puede llegar a ser desafiante experimentalmen-
te, ya que no son evidentes los experimentos aleatorios que se llevan a cabo
con distribución Weibull.

El método de aceptación y rechazo permite generar valores de una distri-
bución auxiliándose de otra distribución más sencilla de simular. Evidente-
mente, ciertas condiciones son impuestas para que el método sea aplicable
a cierto par de distribuciones, pero éstas son admisibles.

Proposición 1.1 (Método de aceptación y rechazo)
Sean h(x) y g(x) funciones de densidad, y suponga que existe una constante
M ≥ 1 tal que h(x)≤ Mg(x). Si X ∼ g y U ∼Uni f (0,1) son independien-
tes, entonces

X
∣∣∣∣(U ≤ h(X)

Mg(X)

)
∼ h.

Es decir, si u y x son valores de la distribución uniforme sobre el inter-
valo (0,1) y de la distribución g, respectivamente, y además satisfacen la
desigualdad

u ≤ h(x)
Mg(x)

,

entonces x es un valor de la distribución h.

Demostración.
Notemos que para x ∈ R,

P
(

X ≤ x
∣∣∣∣U ≤ h(X)

Mg(X)

)
=
P
(

X ≤ x, U ≤ h(X)
Mg(X)

)
P
(

U ≤ h(X)
Mg(X)

) .
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Por otro lado,

P
(

X ≤ x, U ≤ h(X)

Mg(X)

)
=
∫ x

−∞

g(t) ·P
(

U ≤ h(X)

Mg(X)

∣∣X = t
)

dt

=
∫ x

−∞

g(t) ·P
(

U ≤ h(t)
Mg(t)

)
dt (1.1)

=
∫ x

−∞

g(t) · h(t)
Mg(t)

dt

=
1
M

∫ x

−∞

h(t) dt. (1.2)

Así,

P
(

U ≤ h(X)

Mg(X)

)
= lı́m

x→∞
P
(

X ≤ x, U ≤ h(X)

Mg(X)

)
= lı́m

x→∞

1
M

∫ x

−∞

h(t) dt

=
1
M
. (1.3)

Consecuentemente, por (1.2) y (1.3), concluimos que

P
(

X ≤ x
∣∣U ≤ h(X)

Mg(X)

)
=
∫ x

−∞

h(t) dt,

es decir, X
∣∣∣∣ (U ≤ h(X)

Mg(X)

)
∼ h. ❏

Observación 1.1
En la demostración de la Proposición 1.1 no se menciona explícitamente
dónde es usada la hipótesis de independencia de U y X , pero es fácil notar
que dicha hipótesis es la que establece la igualdad en (1.1).

En la siguiente proposición se generaliza el método de aceptación y rechazo
a funciones de densidad conjunta h(x1, . . . ,xn) y g(x1, . . . ,xn) que cumplen
la condición h(x1, . . . ,xn)≤Mg(x1, . . . ,xn), para una constante M ≥ 1.

6



Proposición 1.2 (Método general de aceptación y rechazo)
Sean h(x1, . . . ,xn) y g(x1, . . . ,xn) funciones de densidad conjunta, y supon-
ga que existe una constante M ≥ 1 tal que h(x1, . . . ,xn)≤ Mg(x1, . . . ,xn). Si
(X1, . . . ,Xn)∼ g y U ∼Uni f (0,1) son independientes, entonces

(X1, . . . ,Xn)

∣∣∣∣(U ≤ h(x1, . . . ,xn)

Mg(x1, . . . ,xn)

)
∼ h.

Demostración.
La demostración para el caso n = 2 es exactamente igual, mutatis mutandi,
a la del caso general. Así que, por brevedad en la escritura, se presentará
únicamente la demostración para el caso n = 2.

Notemos que para (x1,x2) ∈ R2,

P
(

X1 ≤ x1,X2 ≤ x2
∣∣U ≤ h(X1,X2)

Mg(X1,X2)

)
=
P
(

X1 ≤ x1,X2 ≤ x2, U ≤ h(X1,X2)
Mg(X1,X2)

)
P
(

U ≤ h(X1,X2)
Mg(X1,X2)

) .

Por otro lado,

P
(

X1≤x1, X2≤x2,U≤ h(X1,X2)
Mg(X1,X2)

)
=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

g(t,s)P
(

U≤ h(X1,X2)
Mg(X1,X2)

∣∣(X1,X2)=(t,s)

)
dsdt

=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

g(t,s)P
(

U ≤ h(t,s)
Mg(t,s)

)
dsdt

=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

g(t,s) · h(t,s)
Mg(t,s)

dsdt

=
1
M

x1∫
−∞

x2∫
−∞

h(t,s) dsdt.
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De esta manera,

P
(

U ≤ h(X1,X2)

Mg(X1,X2)

)
= lı́m

x2→∞
lı́m

x1→∞
P(X1 ≤ x1,X2 ≤ x2, U ≤ h(X1,X2)

Mg(X1,X2)
)

=
1
M

Con ello concluimos que

P
(

X1 ≤ x1,X2 ≤ x2
∣∣U ≤ h(X1,X2)

Mg(X1,X2)

)
=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

h(t,s) dsdt,

es decir, (X1,X2)
∣∣(U ≤ h(X1,X2)

Mg(X1,X2)
) ∼ h. ❏

La Proposición 1.2 justifica el siguiente algoritmo para generar valores de
distribución h cuando la hipótesis h(x1, . . . ,xn) ≤ Mg(x1, . . . ,xn) es satis-
fecha por alguna función de densidad g(x1, . . . ,xn) y una constante M ≥
1.

• Algoritmo de aceptación y rechazo
1. Generar un valor (x1, . . . ,xn) de distribución g y un valor u de distri-

bución uniforme en el intervalo (0,1).

2. Tomar a (x1, . . . ,xn) como valor de la distribución h si u ≤ h(x1,...,xn)
Mg(x1,...,xn)

.

3. Repetir los pasos 1 y 2 tantas veces como sea necesario.

Ejemplo 1.1 (Distribución beta)
Sea g la densidad de la distribución uniforme sobre el intervalo (0,1) y
denote por h la función de densidad de la distribución beta(a,b), esto es,

h(x) =
1

B(a,b)
xa−1(1− x)1−b, 0 < x < 1,

con a = 5 y b = 3/2. Se puede comprobar fácilmente que h es una función
acotada, a decir verdad, se encuentra acotada por 3. De esta manera, en
virtud de que el soporte de h es el intervalo (0,1), se tiene que h(x)≤ 3g(x).
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Por lo tanto, para generar valores de distribución h, es suficiente generar un
valor x de la distribución g y un valor u de la distribución uniforme sobre
intervalo (0,1), y aceptar x sólo si satisface

u ≤ h(x)
3g(x)

=
1
3

h(x). (1.4)

En la Figura 1.1 se compara la gráfica de h y el histograma de 1000 valores
de distribución h generados a partir del método de aceptación y rechazo,
con g(x) como función de densidad auxiliar. Es decir, se generaron valores
x y u de distribución uniforme sobre (0,1) hasta obtener 1000 valores que
satisficieran la condición (1.4).

x

h(x)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

2

3

Figura 1.1 . Histograma vs densidad beta(5,3/2).

❍

Observación 1.2
Note que en el Ejemplo 1.1 se puede contemplar plenamente la fortaleza
y eficacia del método de aceptación y rechazo. En dicho ejemplo hemos
sido capaces de generar valores de una distribución cuya simulación directa
puede ser particularmente difícil, y esto lo logramos al llevar a cabo una
tarea mucho más simple, el generar valores de distribución uniforme en el
intervalo (0,1).
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Ejemplo 1.2 (Distribución uniforme)
Sean A y B un par regiones de Rn con volumen finito distinto de cero tal
que A ⊆ B (ver Figura 1.2).

A

B

Figura 1.2 . Ejemplo con n = 2 y B un rectángulo.

Las funciones de densidad

h(x) :=
1

vol(A)
1A(x) y g(x) :=

1
vol(B)

1B(x), x ∈ Rn,

de las distribuciones uniformes sobre A y B, respectivamente, satisfacen
h(x)≤ vol(B)

vol(A)g(x). Por lo tanto, para generar un valor de distribución unifor-
me sobre A basta generar valores x de distribución uniforme sobre B y u de
distribución uniforme sobre el intervalo (0,1) hasta que se satisfaga

u ≤ h(x)
vol(B)
vol(A)g(x)

= 1A(x)

En consecuencia, para generar valores de distribución uniforme sobre la
región A, es suficiente el generar valores de distribución uniforme sobre la
región B y aceptar sólo aquellos que estén en A. Esto es particularmente
útil cuando la región B es un rectángulo (o hiperectángulo en caso de que
n > 2), pues el generar valores de distribución uniforme en un rectángulo es
fácil, lo que implica que podemos generar valores de distribución uniforme
en A, sin importar cuan irregular o compleja sea la región A. ❍
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1.2. Método del cociente de uniformes

Ya hemos dicho que el método del cociente, bajo determinadas condicio-
nes, permite simular variables aleatorias a partir de valores de distribución
uniforme. Sin embargo, es pertinente mencionar que la región sobre la que
se generan los valores de la distribución uniforme es totalmente determi-
nada por la función de densidad de la distribución que buscamos simular.
Este hecho es notable porque, en la práctica, puede que se desconozca la
distribución, pero se conozca la distribución empírica, por lo que podemos
aplicar el método del cociente a la distribución empírica, si es que cumple
con los requerimientos del método.

Proposición 1.3 (Método del cociente de uniformes)
Sea h(x) una función de densidad acotada y suponga que sup

x∈R
|x|
√

h(x)<

∞. Entonces la región

S =
{
(u,v) ∈ R2 : 0 < u <

√
h(v/u)

}
(1.5)

es de área finita y si (U,V ) es un vector con distribución uniforme sobre S,
entonces V/U ∼ h.

Demostración.
El valor absoluto del cociente de dos números reales es igual al cociente del
valor absoluto de dichos números. Por lo que, en particular, se tiene que si
u > 0, entonces

|v/u|= |v|/u.

Por lo tanto, para todo (u,v) en S, ocurre que

|v|= (|v|/u) ·u < |v/u|
√

h(v/u). (1.6)

Luego, debido a que sup
x∈R

|x|
√

h(x)<∞, se sigue de (1.6) que S está acotada

y que, de hecho,

S ⊆
[

0, sup
x∈R

√
h(x)

]
×
[
− sup

x∈R
|x|
√

h(x), sup
x∈R

|x|
√

h(x)
]
.
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De esta manera, como el cálculo de áreas es una operación monótona, es
decir, que preserva contenciones, concluimos que el área de S es finita.

Suponga que (U,V ) es un vector aleatorio con distribución uniforme sobre
S, entonces la función de densidad conjunta de (U,V ) está dada por

fU,V (u,v) =
1
|S|

, para (u,v) ∈ S.

Por la fórmula general para la función de densidad del cociente de dos
variables aleatorias continuas (véase el Apéndice 1), tenemos que, para
−∞ < x < ∞, se cumplen la siguiente serie de igualdades

fV/U(x) =
∫

∞

−∞

fU,V (u,xu) · |u|du

=
∫
(u,xu)∈S

1
|S|

· |u|du

=
1
|S|

·
∫ √

h(x)

0
udu

=
1

2 |S|
·h(x).

Luego, como fV/U(x) y h(x) son funciones de densidad, al integrar sobre
(−∞,∞) deducimos que

|S|= 1
2
.

Por lo tanto, h(x) = fV/U(x). ❏

Observación 1.3
(I) En la prueba de la Proposición 1.3 es demostrado que la región S está

contenida en un rectángulo. Esto es vital para la viabilidad del método;
porque, en virtud del Ejemplo 1.2, con el método de aceptación y re-
chazo podemos generar fácilmente valores de distribución uniforme en
S, sin importar cuan irregular o compleja sea la región S.

(II) En la Proposición 1.3 no se imponen demasiadas condiciones a h(x), a
decir verdad, sólo se pide que las funciones |x|

√
h(x) y h(x) sean acota-

das. Sin embargo, no hay un algoritmo bien determinado para verificar
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que un conjunto o función es acotado, así que es conveniente hallar una
condición suficiente que sea más computable.

En la Proposición 1.4 se establecen condiciones suficientes para que una
función de densidad cumpla con las hipótesis de la Proposición 1.3. Estas
condiciones son dadas a través del concepto de límite y continuidad.

Proposición 1.4 Sea h(x) una función de densidad continua. Si h(x) satis-
face que

1. lı́m
x→−∞

x
√

h(x)< ∞,

2. lı́m
x→∞

x
√

h(x)< ∞.

Entonces h(x) es acotada y sup
x∈R

|x|
√

h(x) < ∞, es decir, h(x) satisface las

hipótesis de la Proposición 1.3.

Demostración.
Sean a := lı́m

x→−∞
x
√

h(x) y b := lı́m
x→∞

x
√

h(x). Haciendo uso de la desigual-

dad del triángulo inversa y la definición épsilon-delta de continuidad, tome-
mos r > 0 de tal manera que para todo |x|> r

|x|
√

h(x)≤ máx{1+ |a|,1+ |b|}.

Sin pérdida de generalidad suponga que r ≥ 1. Entonces para todo |x| > r
se tiene que

h(x) =
(√

h(x)
)2

≤
(
|x|
√

h(x)
)2

≤ (máx{1+ |a|,1+ |b|})2 .

Esto demuestra que las funciones h(x) y |x|
√

h(x) son acotadas en (−∞,−r)∪
(r,∞), por lo que es suficiente mostrar que estas dos funciones son también
acotadas en el intervalo [−r,r] y para ello usaremos la hipótesis de conti-
nuidad de la función de densidad.

Veamos, debido a que la función h(x) es continua se tiene que las funciones
|x|
√

h(x) y h(x) son continuas en el intervalo [−r,r], de este modo am-
bas funciones son acotadas en dicho intervalo y, de hecho, por el teorema
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de Weierstrass (ver [4]) alcanzan su máximo y mínimo en dicho interva-
lo. Consecuentemente, concluimos que las funciones h(x) y |x|

√
h(x) son

acotadas. ❏

Observación 1.4
En la demostración de la Proposición 1.4 podemos apreciar que las hipótesis
de existencia y finitud de los límites sólo asegura que las funciones estén
acotadas en (−∞,−r)∪(r,∞) para algún r > 0. Mientras que la continuidad
de h(x) nos asegura que están acotadas en el intervalo [−r,r] . Sin embargo,
para que las funciones sean acotadas en [−r,r] es suficiente que h(x) sea
discontinua excepto en un número finito de puntos y que en dichos puntos la
función de densidad tenga límites finitos por la izquierda y por la derecha.

La Proposición 1.3 justifica el siguiente algoritmo para generar valores
de la distribución h cuando las hipótesis de dicha proposición son satis-
fechas.

• Algoritmo del cociente de uniformes
1. Generar valores (u,v) de distribución uniforme en la región S

definida como en (1.5).

2. Tomar a v/u como valor de distribución h.

Tanto el método de aceptación y rechazo como el del cociente de unifor-
mes requieren generar valores auxiliares. No obstante, el generar valores de
distribución uniforme es más fácil que el generar valores de cualquier otra
distribución. Por lo tanto, en este sentido, el método del cociente es mas
factible que el método de aceptación y rechazo.

Otra considerable ventaja teórica del método del cociente sobre el de acep-
tación y rechazo se halla en el hecho de que en el algoritmo de aceptación
y rechazo algunos valores son descartados, mientras que en el algoritmo
del cociente de uniformes cada valor auxiliar que se genera es aprovechado.
Sin embargo, en la práctica dicha ventaja se verá perdida en gran medida, ya
que para calcular valores de distribución uniforme en la región S (descrita
en (1.5)) usualmente usaremos la Observación 1.3(I).
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1.3. Descripción en coordenadas polares

La condición que determina a la región S del método del cociente es bas-
tante concisa e inteligible. Sin embargo, describir a dicha región en coorde-
nadas polares puede resultar ventajoso algunas veces, ya sea para lograr un
mayor entendimiento de la región o para alcanzar una descripción mucho
más compacta. Además, la descripción en coordenadas polares nos permite
dilucidar el cómo la distribución h determina algunas características geo-
métricas de su región S, posibilitando esbozar a la distribución h a partir de
su región S.

Para describir a la región S en coordenadas polares primero vamos a recor-
dar brevemente este sistema de coordenadas y acordaremos la forma en que
los ángulos serán medidos en este trabajo. Inmediatamente después, nos
daremos a la tarea de interpretar en coordenadas polares la condición que
determina a la región S.

Coordenadas polares

Las coordenadas polares de un punto en el plano (distinto del origen) es un
par ordenado (r,θ), donde r es la longitud del segmento de recta que une al
punto con el origen y θ es el ángulo que forma dicho segmento con el eje
x. En consecuencia, las coordenadas polares de un punto en el plano están
sujetas a la forma en que los ángulos son medidos. A lo largo de todo es-
te trabajo los ángulos serán medidos en radianes de −π a π , empleando la
orientación usual, es decir, la dirección positiva será la contraria a las mane-
cillas del reloj. Haciendo uso de esta convención, en la Figura 1.3 se ilustran
dos puntos de coordenadas polares (r1,θ1) y (r2,θ2) con θ2 < 0 < θ1.

Notación
En este trabajo a la primer coordenada polar le llamaremos coordenada ra-
dial, mientras que a la segunda coordenada polar le llamaremos coordenada
angular. Además, se reservará el uso de las letras r y θ para denotar las
coordenadas radiales y angulares. De esta manera un par ordenado (r,θ)
siempre denotará las coordenadas polares de un punto.

15



(r1,θ1)

(r2,θ2)

r1

r2

θ1

θ2

Figura 1.3 . Coordenadas polares de un par de puntos.

Todas las regiones que nos determina el método del cociente se encuentran
confinadas a los cuadrantes 1 y 4 con el eje X . Este hecho es bastante conve-
niente, porque a los puntos de esta región fácilmente les podemos calcular
su coordenada angular a partir de sus coordenadas cartesianas, a saber, si
tenemos un punto con coordenadas cartesianas (x,y) (con x > 0), enton-
ces su coordenada angular, la cual conveniente denotaremos por θ(x,y), es
exactamente arctan(y/x), es decir, θ(x,y) = arctan(y/x). Así mismo, para
mantener una notación consistente, denotaremos a la coordenada radial del
punto (x,y) por ρ(x,y).

Interpretación en coordenadas polares

Lema 1.1 (Descripción en coordenadas polares)
Sea h(x) una función de densidad acotada y suponga que sup

x∈R
|x|
√

h(x)<

∞. Entonces

S =
{
(u,v) ∈ R2 : 0 < u <

√
h(v/u)

}
=

{
(r,θ) : θ ∈

(
−π

2
,
π

2

)
, 0 < r <

√
h(tan(θ))
cos(θ)

}
. (1.7)
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Demostración.
Al cambiar de coordenadas cartesianas a polares obtenemos el siguiente par
de equivalencias

0 < u <
√

h(v/u) ⇐⇒ 0 < ρ(u,v) · cos(θ(u,v))<
√

h(tan(θ(u,v)))

⇐⇒ 0 < ρ(u,v)<

√
h(tan(θ(u,v)))
cos(θ(u,v))

.

De donde se sigue inmediatamente el lema. ❏

En un principio podemos pensar que la descripción en coordenadas polares
de S, la cual se encuentra en (1.7), parece ser mas complicada que la que
teníamos en coordenadas cartesianas y puede que sea así en algunos ca-
sos, pero hay algunos otros donde la descripción en coordenadas polares se
simplificará más y, por supuesto, también habrá casos donde ambas descrip-
ciones sean complicadas. Sin embargo, la descripción polar deriva en una
serie de observaciones que la hacen un tanto más rica que la descripción
cartesiana.

Observación 1.5 (Regiones de haces)
Si definimos en (−π/2,π/2) la función ρ(θ) =

√
h(tan(θ))
cos(θ) , entonces

S =
{
(r,θ) : θ ∈ (−π

2
,
π

2
) , 0 < r < ρ(θ)

}
. (1.8)

Además, el hecho de que h(x) y |x|
√

h(x) sean acotadas implica que la
función ρ(θ) que definimos sea acotada, pues de la definición de ρ(θ) es
fácil ver que

h(tan(θ)) = ρ
2(θ)cos2(θ) y | tan(θ)|

√
h(tan(θ)) = |sen(θ)|ρ(θ).

En consecuencia, para cada θ ∈ (−π/2,π/2) el conjunto de todos los pun-
tos de S con ángulo θ es un segmento sin extremos que parte del origen
y cuya longitud es ρ(θ). De esta manera, las regiones que son producidas
a través del método del cociente son regiones de haces sin extremos que
parten del origen y cuyos ángulos están entre −π/2 y π/2.

La siguiente observación explica el efecto geométrico que tiene en S la con-
tinuidad de h(x) en un intervalo.
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Observación 1.6 (Regularidad)
Suponga que −∞ ≤ a < b ≤ ∞ son tales que h(x) es continua en el in-
tervalo (a,b). Recordando que la función tangente (restringida al intervalo
(−π/2,π/2)) es la inversa de la función arco tangente y que ambas son
crecientes, se sigue fácilmente de la propia definición que ρ(θ) es continua
en el intervalo (α,β ) donde α := arctan(a) y β := arctan(b). Consecuente-
mente, la curva en coordenadas polares (ρ(θ),θ) que delimita a la región
S en los rayos de pendiente a y b es continua, lo que hará que gráficamen-
te la parte de S que se encuentra entre los rayos de pendiente a y b se vea
como un sector circular deformado continuamente, tal como lo sugiere la
Figura 1.4.

b

a

Figura 1.4 . Parte de S entre rectas de pendiente a y b.

Observación 1.7 (Interpretación geométrica del soporte)
Notemos que para toda x ∈ R se tiene

ρ(arctan(x)) = 0 ⇐⇒
√

h(tan(arctan(x))
cos(arctan(x))

= 0

⇐⇒ h(x) = 0.

En consecuencia, h(x) = 0 si y solo si la intersección de S con la recta de
pendiente x es igual al vacío. De esta manera, si la región S fuera como en la
Figura 1.5, entonces el soporte de h(x) se encuentra en el intervalo (0,∞) ya
que la intersección de S con cualquier recta de pendiente negativa (o cero)
es igual al vacío.
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u

v

S

Figura 1.5 . Posible región S.

Observación 1.8
Suponga que X es una variable aleatoria con función de densidad h y defina
Y := arctan(X). Al aplicar el teorema de cambio de variable se deduce que
la función de densidad fY (θ) de Y está dada por

fY (θ) = (1+ tan2(θ))h(tan(θ)) ·1(−π/2,π/2)

=
h(tan(θ))
cos2(θ)

·1(−π/2,π/2).

Por ende, ρ2(θ) es igual a la función de densidad de arctan(X), o mas co-
rrectamente dicho, ρ2(θ) iguala la función de densidad de arctan(X) en el
soporte de ésta.

Para dar por concluida esta sección, note que la descripción polar tiene una
ventaja innata sobre la cartesiana, pues mientras que la descripción cartesia-
na requiere de dos variables, la descripción polar solo requiere de una.

1.4. Recíproco del método del cociente

Para cualquier región R ⊆ R2 de área finita podemos tomarnos un vector
aleatorio (U,V ) de distribución uniforme sobre R, y a partir de este vec-
tor se determina una distribución particular, la correspondiente a la variable
aleatoria X := V/U . Así que una cuestión interesante es la de saber cuán-
do dos regiones R1 y R2 determinan a una misma distribución a partir del
cociente V/U .
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Observación 1.9
Sea R ⊆ R2 una región de área finita y (U,V ) ∼ uni f (R). Por la fórmula
general para la función de densidad del cociente de variables aleatorias (ver
Apéndice 1), la función de densidad de V/U está dada por

fV/U(y) =
1

Área(R)

∫
∞

−∞

|x|1R(x,xy) dx. (1.9)

Si denotamos por ly(R) a la intersección de la región R y la recta que pasa
por el origen con pendiente y, entonces 1ly(R)(x) = 1R(x,xy), para toda y ∈
R. Por lo tanto, la ecuación (1.9) se puede reescribir como:

fV/U(y) =
1

Área(R)

∫
∞

−∞

|x|1ly(R)(x) dx. (1.10)

De esta manera, la función de densidad de la variable V/U se encuentra
totalmente determinada por los conjuntos ly(R).

Definición 1.1 Para cada región R ⊆ R2 de área finita y y ∈ R, definimos
el conjunto

ly(R) :=
{
(u,v) ∈ R :

v
u
= y
}
.

Es decir, ly(R) es la colección de puntos en R con pendiente igual a y.

Observación 1.10
Sabemos que los únicos subconjuntos conexos de una recta, dotada de su
topología usual, son los segmentos de recta. De esta manera, para cada y ∈
R, el conjunto ly(R) se puede ver como la unión ajena de segmentos de la
recta de pendiente igual a y. Además, cualquier subconjunto de la recta tiene
a lo más una cantidad numerable de componentes conexas, por lo que sin
perdida de generalidad puede suponerse que esta unión ajena de intervalos
es numerable.

Nota: Dado que cada segmento que conforma a ly(R) es parametrizado a
través de la asignación t → (t, ty), en la siguiente proposición entendere-
mos al conjunto ly(R) como la unión de todas sus componentes conexas
parametrizadas con la asignación t → (t, ty).
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Proposición 1.5 Sean R1,R2 ⊆R2 regiones de área finita. Para cualesquie-
ra (U1,V1) ∼ uni f (R1) y (U2,V2) ∼ uni f (R2), se tiene que las variables
V1/U1 y V2/U2 son idénticamente distribuidas si y solo si, para cada y∈R,∫

ly(R2)
E dt =

Área(R2)

Área(R1)

∫
ly(R1)

E dt, (1.11)

donde E(x,y) = |x|.

Demostración.
Notemos que para cada y ∈ R, si definimos la curva γ(t) = (t, ty) en un
intervalo finito (a,b), entonces∫

γ

Edt =
∫ b

a
∥γ

′(t)∥E(γ(t)) dt

=
∫ b

a

√
1+ y2E(t, ty) dt

=
√

1+ y2
∫ b

a
|t| dt.

De esta manera, para k ∈ {1,2}, la función de densidad de Vk/Uk está dada
por

fVk/Uk
(y) =

1

Área(R)
√

1+ y2

∫
ly(Rk)

E dt.

Por lo tanto, las variables V1/U1 y V2/U2 son idénticamente distribuidas si
y solo si, para toda y ∈ R,

1

Área(R1)
√

1+ y2

∫
ly(R1)

E dt =
1

Área(R2)
√

1+ y2

∫
ly(R2)

E dt.

De donde se deriva inmediatamente la igualdad en (1.11). ❏

Evidentemente, la Proposición 1.5 da respuesta a la pregunta con la cual
iniciamos esta sección, pues establece que dos regiones R1 y R2 van a de-
terminar la misma distribución si, para cada y ∈ R, la integral de línea de
E(x,y) sobre ly(R1) y sobre ly(R2) son múltiplos escalares uno del otro y,
de hecho, el escalar es la razón entre sus áreas.
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Observación 1.11
Es sencillo constatar que la igualdad en (1.11) establece una relación de
equivalencia en el conjunto de regiones de área finita en el plano, por lo
cual la asociación entre distribuciones y regiones que establece el método
del cociente puede ser trasladada al cociente de esta relación de equivalencia
y, así, obtener una relación biunívoca. Sin embargo, no hay necesidad de
trasladarse al cociente de la relación de equivalencia, porque podemos hallar
un representante bastante amigable para cada una de estas clases.

Proposición 1.6 (Recíproco del método del cociente)
Sea ρ : (−π

2 ,
π

2 )→ [0,∞) una función 2-integrable y ∥ρ∥2 = 1. Si las fun-
ciones cos(θ) · ρ(θ) y |sen(θ)| · ρ(θ) son acotadas, entonces la función
h(x) definida en (−∞,∞) por

h(x) :=
ρ2(arctan(x))

1+ x2 (1.12)

cumple con las siguientes propiedades:

1. La función h(x) es de densidad.

2. Las funciones h(x) y |x|
√

h(x) son acotadas.

3.
{
(u,v) : 0 < u <

√
h
( v

u

)}
=
{
(r,θ) : |θ |< π

2 , 0 < r < ρ(θ)
}
.

Demostración.
Por el teorema de cambio de variable tenemos que

∞∫
−∞

h(x)dx =

π
2∫

−π
2

(1+ tan2(θ)) ·h(tan(θ)) dθ

=

π
2∫

−π
2

ρ
2(θ) dθ

= 1.
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De esta manera, como es evidente que h(x) es no negativa, concluimos que
h(x) es una función de densidad.

Para mostrar (2) basta observar que para toda θ ∈ (−π/2,π/2),

h(tan(θ)) = cos2(θ) ·ρ2(θ) y | tan(θ)|
√

h(tan(θ)) = |sen(θ)|ρ(θ).

Finalmente, para mostrar (3), observemos que para toda (u,v) en (0,∞)×
R se tiene que

0 < u <
√

h(v/u) ⇐⇒ 0 <
√

u2 + v2 · cos(θ(u,v))<
√

h(tan(θ(u,v)))

⇐⇒ 0 <
√

u2 + v2 < ρ(θ(u,v)).

Donde θ(u,v) denota el ángulo del vector (u,v) en (−π/2,π/2). ❏

Observación 1.12
En la Observación 1.5 se establece que toda región que surge al aplicar
el método del cociente es de la forma descrita en (1.8). Mientras que en
la Proposición 1.6 se demuestra que, de hecho, toda región de la forma
descrita en (1.8) determina una función de densidad que cumple con los
requerimientos del método del cociente y que, al aplicarle dicho método, la
región S que surge coincide exactamente con la región que determinó a la
función de densidad.

Observación 1.13
La Proposición 1.6, en conjunto con la discusión llevada a cabo en la Sec-
ción 1.3, puede ser utilizada para producir distribuciones con ciertas carac-
terísticas que deseemos. Además, aprovechando el carácter geométrico, y
amparándonos del método de aceptación y rechazo, fácilmente puede di-
señarse un programa computacional para llevar a cabo esta tarea, es decir,
producir distribuciones con determinadas características a partir del método
del cociente.

Antes de dar paso a la siguiente sección, en vista de la Proposición 1.6, nos
permitimos decir que, en un carácter subjetivo, las regiones de haces, es
decir, las regiones delimitadas por una función en coordenadas polares, son
las regiones inherentes al método del cociente.
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1.5. Transformación suma de una constante

Esta sección es en esencia una observación, pero una notable, por ello la
abordaremos con el carácter nominal de sección.

Suponga que h(x) es una función de densidad que cumple con los requeri-
mientos del método del cociente y X ∼ h. Sea a ∈ R. Al definir Y := X +a
obtenemos una nueva variable aleatoria con una distribución un tanto dis-
tinta de la de X y de la cual es interesante preguntarnos si cumple con los
requerimientos del método del cociente y, si es así, ¿cuál es la región que
nos arroja el método del cociente?.

Observemos que Y = φ(X) donde φ(t) = t+a para toda t ∈R. De esta ma-
nera, como φ(t) es un difeomorfismo, por el teorema de cambio de variable,
se tiene que la función de densidad de Y está dada por

g(y) = h(φ−1(y)) · |(φ−1)′(y)|, −∞ < y < ∞.

Por ende, en virtud de que φ−1(y) = y−a, para toda y ∈ R, se deduce que

g(y) = h(y−a).

Es decir, g(y) es un simple desplazamiento de h(x) y, en consecuencia, g(y)
cumple con las hipótesis de la Proposición 1.3.

Muy bien, ahora denotemos por SX+a a la región que surge al aplicar el
método del cociente a la densidad g(y), y de la misma manera denotemos
por SX a la que surge al aplicarlo a h(x).

Al igual que g(y) se deriva de h(x), SX+a se deriva de SX a través de una
transformación lineal y el describir esta transformación lineal nos revelará
los efectos que tiene el sumar una simple constante.

Veamos, para (u,v) ∈ R2 se tiene la siguiente cadena de equivalencias

(u,v) ∈ SX+a ⇐⇒ 0 < u <
√

g(v/u)

⇐⇒ 0 < u <

√
h
(v

u
−a
)

⇐⇒ (u,v−au) ∈ SX .
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Consecuentemente, concluimos que

SX+a =
{
(u,v+au) ∈ R2 : (u,v) ∈ SX

}
. (1.13)

De esta manera, la transformación que deforma a SX en SX+a es T (u,v) =
(u,v+ au). Por lo tanto, nuestra tarea se reduce a conocer la forma en que
T (u,v) deforma al plano.

Lo primero que podemos notar es que T (u,v) es un isomorfismo lineal, ya
que su matriz asociada respecto a la base canónica es no degenerada, pues
es igual a [

1 0
a 1

]
.

Así pues, T (u,v) manda bases en bases, por lo que al determinar a dón-
de manda la base canónica podremos determinar el comportamiento ge-
neral de T (u,v). Pero tras una fácil substitución podemos comprobar que
T (1,0) = (1,a) y T (0,1) = (0,1). Por ende, resulta que T (u,v) no mo-
difica a (0,1) , mientras que a (1,0) lo desplaza linealmente hacia arriba
o abajo dependiendo del valor de a. En la Figura 1.6 se muestran las dos
posibles imágenes de (1,0) bajo T (u,v).

v

u u

v

(1,0)

(1,a)T

(a) Caso a > 0

v

u

u

v(1,0)
(1,a)

T

(b) Caso a < 0

Figura 1.6 . Transformación del vector (1,0).

El desplazamiento lineal que sufre el vector (1,0) bajo T (u,v) claramente
se hace presente en toda la parte positiva del eje x. Sin embargo, de la li-
nealidad de T (u,v), fácilmente podemos extender dicho efecto en todos los
puntos de los cuadrantes 1 y 4.
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De forma particular, si a > 0, el desplazamiento de los cuadrantes 1 y 4 será
hacia arriba. En la Figura 1.7 se muestra de manera gráfica el desplazamien-
to hacia arriba provocado por T (u,v) al tomar a = 1/2 y también podemos
observar que al tomar un valor pequeño de a el desplazamiento es también
pequeño.

v

u

v

u

T

Figura 1.7 . Efecto de la transformación x+a con a > 0.

Asimismo, si a < 0, entonces el desplazamiento de los cuadrantes 1 y 4
será hacia abajo. En la Figura 1.8 se exhibe el desplazamiento provocado
por T (u,v) al tomar a = −1/2 y en dicha figura podemos observar que el
desplazamiento es igual que cuando se toma a = 1/2, solo que ahora se
lleva a cabo hacia abajo.

v

u

v

u

T

Figura 1.8 . Efecto de la transformación x+a con a < 0.
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Observación 1.14
Es evidente que hemos llevado a cabo el análisis de SX+a en coordenadas
cartesianas sin reparar siquiera en un análisis en coordenadas polares. La
razón de esto es que en coordenadas cartesianas las expresiones son más
sencillas de interpretar geométricamente.

1.6. Transformación producto por una constante

Retomemos a h(x) una función de densidad que cumple los requerimientos
del método del cociente y X ∼ h. Si tomamos a ∈ R distinto de cero y defi-
nimos Y := aX , entonces la variable Y tiene una función de densidad g(y) la
cual también cumple los requerimientos del método del cociente y, además,
su región puede verse como una deformación lineal de la correspondiente a
h(x).

Veamos, sea a ̸= 0, entonces por el teorema de cambio de variable la función
de densidad g(y) de Y está dada por

g(y) =
1
|a|

h
(y

a

)
, −∞ < y < ∞. (1.14)

De (1.14) se sigue inmediatamente que g(y) cumple con los requerimientos
del método del cociente. En vista de esto, denote por SaX a la región que
surge al aplicar el método del cociente a g(y) y por SX a la región que surge
al aplicarlo a h(x).

Dividamos el análisis en dos casos: a > 0 y a < 0. Iniciemos abordando el
caso en que a > 0.

Si a > 0, entonces para (u,v) ∈ R2 se tiene la siguiente cadena de equiva-
lencias

(u,v) ∈ SaX ⇐⇒ 0 < u <
√

g(v/u)

⇐⇒ 0 < u
√

a <
√

h(v/au)

⇐⇒
(
u
√

a,v/
√

a
)
∈ SX .

De esta manera, concluimos que

SaX =
{
(u/

√
a,v

√
a) : (u,v) ∈ SX

}
. (1.15)
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En la ecuación (1.15) se describe a SaX como la deformación de SX bajo la
transformación lineal Ψ(u,v) := (u/

√
a,v

√
a).

Es fácil observar que Ψ(1,0) = (1/
√

a,0) y Ψ(0,1) = (0,
√

a) , por lo que
Ψ(u,v) es un isomorfismo lineal, el cual solo reescala (positivamente) a la
base canónica. De esta manera, el efecto que tendrá sobre cualquier vector
del plano será una reescalamiento de sus coordenadas, y el comportamiento
de este reescalamiento dependerá del valor de a. Pero lo que sí podemos
decir de este reescalamiento es que el efectuado en la coordenada x es in-
versamente proporcional al valor de a y, por el contrario, el efectuado en la
coordenada y es directamente proporcional al valor de a. Es decir, entre más
grande sea el valor de a, mayor será el reescalamiento de la coordenada y y
menor el de la coordenada x.

v

u

v

u

Ψ

Figura 1.9 . Efecto de la transformación ax con a > 0.

En la Figura 1.9 se muestra el comportamiento de Ψ(u,v) cuando a = 2. En
dicho caso se tiene que a > 1, por lo que Ψ(u,v) contrae el eje x, mientras
que expande el eje y, lo cual es apreciado en la Figura 1.9.

Por otro lado, si a < 1 entonces Ψ(u,v) expandirá el eje x y contraerá el eje
y. Este hecho puede ser apreciado en la Figura 1.10, en donde se muestra el
comportamiento de Ψ(u,v) cuando a = 1/2.
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v

u

v

u

Ψ

Figura 1.10 . Efecto de la transformación ax con a < 0.

Muy bien, ahora supongamos que a < 0, entonces |a|=−a. En consecuen-
cia, para todo (u,v) ∈ R2 tenemos la siguiente cadena de equivalencias

(u,v) ∈ SaX ⇐⇒ 0 < u <
√

g(v/u)

⇐⇒ 0 < u <

√
1
−a

·h
( v

au

)
⇐⇒ 0 < u

√
−a <

√
h
(
−v/

√
−a

u
√
−a

)
⇐⇒

(
u
√
−a,−v/

√
−a
)
∈ SX

⇐⇒
(

u
√
|a|,−v/

√
|a|
)
∈ SX .

Por lo tanto, concluimos que

SaX =
{
(u/
√
|a|,−v

√
|a|) : (u,v) ∈ SX

}
.

Así pues, la función que transforma SX en SaX es ξ (u,v)= (u/
√
|a|,−v

√
|a|),

la cual prácticamente es la transformación ψ(u,v) de parámetro |a|, salvo
que el signo menos en la segunda coordenada invierte la orientación del
eje Y . Por ende, concluimos que si a < 0, entonces SaX es la reflexión con
respecto al eje u de S|a|X
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1.7. Distribución exponencial

Por la Observación 1.4, la distribución exponencial cumple con los requeri-
mientos del método del cociente, así que en esta sección aplicaremos dicho
método a la distribución exponencial de parámetro λ = 1 y posteriormente
lo haremos para algunas distribuciones que se derivan de ella, en particular
la distribución exponencial de parámetro λ > 0.

Distribución exponencial de parámetro λ = 1

Suponga entonces que h(x) es la función de densidad de la distribución
exponencial de parámetro λ = 1, es decir,

h(x) =
{

e−x para x > 0,
0 en otro caso.

La región S que resulta de aplicar el método del cociente a h(x) está descrita
en coordenadas cartesianas por

S = {(u,v) : 0 < u < 1 , 0 < v <−2u ln(u)} , (1.16)

mientras que en coordenadas polares dicha región se encuentra descrita por

S =

{
(r,θ) : θ ∈

(
0,

π

2

)
, 0 < r <

1
cos(θ)

· e−
tan(θ)

2

}
. (1.17)

En la Figura 1.11 se encuentra ilustrada la región S, en donde también pue-
de apreciarse que S se encuentra contenida en el rectángulo (0,1)× (0,1).
Acorde al método del cociente, si generamos (u,v) de distribución uniforme
sobre S, entonces v/u será de distribución h. Este hecho lo veremos puesto
en práctica cuando al final esta sección simulemos a h(x) con el método del
cociente.
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u

v

1

1

S

Figura 1.11 . Región S para la distribución exp(1).

En esta ocasión S es descrita de forma mas sencilla en coordenadas carte-
sianas, pues en (1.16) se constata que S es la región bajo la gráfica de una
función dada en términos de funciones elementales.

Producto por una constante

La distribución exponencial de parámetro λ > 0 es resultado de aplicar a
la distribución exp(1) la transformación que estudiamos en la Sección 1.6,
pues si X ∼ exp(1), entonces 1

λ
X ∼ exp(λ ) para λ > 0. Por lo que, de lo

discutido en la Sección 1.6, tenemos una idea clara de cómo será la región
S 1

λ

que resulta de aplicar el método del cociente a la distribución exp(λ ).
Realizando los cálculos correspondientes confirmamos esta intuición, pues
la descripción en coordenadas cartesianas de esta región es

Sλ =

{
(u,v) ∈ R2 : 0 < u <

√
λ , 0 < v <−2u

λ
log
(

u√
λ

)}
.

En la Figura 1.12 se ilustran las curvas que, con el eje x, delimitan a Sλ

para ciertos valores de λ . En dicha figura notamos que si λ > 1, entonces
1/λ < 1, con lo cual la región Sλ será una expansión de S en dirección del
eje x y una contracción en dirección del eje y. Igualmente podemos notar
que si λ < 1, entonces 1/λ > 1, por lo que en dicho caso Sλ será una
contracción de S en dirección del eje x y una expansión en dirección del eje
y.
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u

v

1
√

21/
√

2

λ = 1/2

λ = 1

λ = 2

1

Figura 1.12 . Región Sλ para la distribución exp(λ ).

En virtud de la Sección 1.6, la región correspondiente a la distribución de
1
λ

X con X ∼ exp(1) y λ < 0 es la reflexión de S 1
|λ |

con respecto al eje u.

Dicho hecho puede ser comprobado fácilmente en este caso particular, pues
si λ < 0, entonces tras una sencilla serie de cálculos se llega a que la región
S 1

λ

se encuentra dada por

S 1
λ

=

{
(u,v) : 0 < u <

√
−λ , −2u

λ
ln
(

u√
−λ

)
< v < 0

}
=

{
(u,v) : 0 < u <

√
|λ |, 2u√

|λ |
ln

(
u√
|λ |

)
< v < 0

}
.

Suma de una constante

Suponga que X ∼ exp(1) y sea a ∈R. La función de densidad de Y := X +a
esta dada por

g(y) =
{

e−y+a para y > a,
0 en otro caso.

Denotemos por SX+a la región que resulta de aplicar el método del cocien-
te a g(y) y nuevamente denotemos por S a la que se obtiene al aplicar el
método a la distribución exp(1). Por la discusión llevada a cabo en la Sec-
ción 1.5, sabemos que si a > 0 entonces SX+a será un desplazamiento hacia
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arriba de S y la magnitud de este desplazamiento depende de la de a. Por
otro lado, si a < 0, entonces Sa será un desplazamiento hacia abajo de S y
la magnitud de dicho desplazamiento depende de la de |a|.

Pues bien, realizando el cálculo correspondiente se obtiene que

SX+a = {(u,v) : 0 < u < 1 , au < v <−2u ln(u)+au} .
Ilustrando SX+a para algunos valores de a (ver Figura 1.13) podemos obser-
var que el desplazamiento lineal hacia arriba de S engañosamente se percibe
como una rotación positiva y una modificación en la norma de sus puntos.
Así mismo, el desplazamiento lineal hacia abajo sugiere engañosamente
una simple rotación negativa y un modificación en la norma de sus puntos.

u

v

1

1

a =−1

a = 0

a = 1

Figura 1.13 . Región SX+a en el caso λ = 1.

Simulación

En la Figura 1.14 se encuentra ilustrado el histograma de 1500 valores de
distribución exp(1) generados a partir del método del cociente. Sobre el
histograma se sobrepone la gráfica de la función de densidad de esta mis-
ma distribución, con lo que podemos observar que el histograma se ajusta
bastante bien a la gráfica como se esperaba.

Los valores de distribución uniforme sobre S que fueron requeridos se ge-
neraron a partir del método de aceptación y rechazo, auxiliandonos del pa-
quete estadístico R para generar valores de distribución uniforme sobre el
rectángulo (0,1)× (0,1) que contiene a la región S.
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Figura 1.14 . Histograma vs densidad de la distribución exponencial con λ = 1

1.8. Distribución Cauchy

La distribución Cauchy(η ,γ) es absolutamente continua y cumple con las
hipótesis de la Proposición 1.4. Así que, tal como hicimos con la distribu-
ción exponencial, aplicaremos el método del cociente a la distribución de
Cauchy con los parámetros más simples, la estándar, y de la región que de
ello surge vamos analizar las regiones que se obtienen al variar los paráme-
tros.

Distribución de Cauchy estándar

Considere h(x) la función de densidad de la distribución Cauchy(0,1), esto
es, h(x) = [π · (1+ x2)]−1 , −∞ < x < ∞. La región S que surge al aplicar el
método del cociente a h(x) esta descrita en coordenadas cartesianas por

S =

{
(u,v) ∈ R2 : 0 < u , u2 + v2 <

1
π

}
, (1.18)

mientras que en coordenadas polares dicha región se encuentra dada por

S =

{
(θ ,r) : θ ∈ (−π

2
,
π

2
) , 0 < r <

1√
π

}
.
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Es evidente de (1.18) que S es el semicírculo derecho con centro en el origen
y radio 1/

√
π (ver Figura 1.15). Por ello, esta vez la región S es descrita

de forma mucho más compacta y sencilla en coordenadas polares, pues en
coordenadas polares se tiene que

u

v

1/
√

π

Figura 1.15 . Región S para la distribución Cauchy(0,1).

Observación 1.15
Acorde al método del cociente, si generamos (u,v) de distribución unifor-
me sobre S, entonces v/u será de distribución h. Esto resulta interesante
para la distribución Cauchy, ya que si tuviera media finita, entonces el va-
lor de dicha media sería la pendiente esperada de un punto (u,v) tomado
con distribución uniforme en el semicírculo de la Figura 1.15. Por lo que,
si un arquero disparara con fuerza y ángulo aleatorio (dentro de sus 180◦

de visión frontal), el peor ángulo para posicionarse sería el correspondien-
te a esta pendiente esperada. Sin embargo, debido a que la distribución de
Cauchy no tiene media finita, tal "pendiente esperada" no existe.

Si bien no existe una "pendiente esperada", debe notarse que las pendien-
tes cercanas a cero, las correspondientes a ángulos centrales, son las que
tiene mayor densidad de probabilidad y dicha densidad disminuye confor-
me las pendientes son mas pronunciadas. Esto se debe a que la distribución
de Cauchy, al igual que la distribución normal (estándar), tiene forma de
campana, siendo 0 el número con mayor densidad de probabilidad.
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Observación 1.16
La simetría de la distribución de Cauchy(0,1) con respecto a 0 implica que
su región S sea simétrica respecto al eje u, lo cual se sigue fácilmente de la
expresión de la función ρ(θ) que la delimita a su región S en coordenadas
polares. De hecho, al examinar la expresión general de la función ρ(θ) po-
demos observar fácilmente que la simetría respecto a 0 es otra característica
de una distribución que puede ser determinada a partir de la región que se
obtiene al aplicarle el método del cociente.

Producto por una constante

Suponga que X ∼Cauchy(0,1) y sea a > 0, entonces aX ∼Cauchy(0,a) .
Si denotamos por SaX a la región que resulta de aplicar el método del co-
ciente a la distribución Cauchy(0,a), entonces en coordenadas cartesianas
tenemos que

SaX =

{
(u,v) ∈ R2 : 0 < u , 0 < |v|<

√
a
π
−a2u2

}
.

En la Figura 1.16 se ilustra SaX para algunos valores de a. Lo observado en
dicha figura es acorde al análisis llevado a cabo en la Sección 1.6, es de-
cir, SaX es resultado de una expansión-contracción de los ejes coordenados
sobre S.

u

v

a = 1

a = 2

a = 1/2

1√
π

− 1√
π

Figura 1.16 . Región SaX con a > 0.
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Por lo discutido al final de la Sección 1.6, sabemos que, para a< 0, la región
SaX es la reflexión con respecto al eje u de la región S|a|X , pero debido
a que en este caso particular S|a|X es simétrica respecto al eje u, ambas
regiones coinciden, es decir, SaX = S|a|X . Esto es totalmente natural, pues
por la simetría de la distribución de Cauchy, se puede comprobar a través
del teorema de cambio de variable que aX y |a|X son variables aleatorias
idénticamente distribuidas.

Suma de una constante

Suponga que X ∼Cauchy(0,1) y sea a∈R, entonces X+a∼Cauchy(η ,1).
Denotemos por SX+a a la región que surge de aplicarle el método del cocien-
te a la distribución Cauchy(a,1). La descripción en coordenadas cartesianas
de dicha región esta dada por

SX+a :=
{
(u,v) ∈ R2 : 0 < u , 0 < u2 +(v−au)2 <

1
π

}
. (1.19)

La expresión que determina a SX+a en (1.19) parece amigable, pero no es
así, o al menos no como la que determina a S en (1.18). Para que el lector se
percate de esto lo invitamos a que despeje u y v en la desigualdad presente
en (1.19).

u

v

a = 0

a = 1

a =−1

3
4

− 3
4

3
4

Figura 1.17 . Región SX+a
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En la Figura 1.17 se ilustra la región SX+a para algunos valores de a. En
esta figura podemos apreciar que, al variar a, se obtienen regiones SX+a que
ya no pueden describirse como la región bajo la gráfica de una función.
Además, al observar la expresión que determina a SX+a en (1.19), podemos
percatarnos que dicha ecuación oculta la dinámica, bastante simple, que se
esta llevando a cabo y que describimos en la Sección 1.5. Es decir, que SX+a
es un desplazamiento lineal hacia arriba o hacia abajo de la región S.

Observación 1.17
Si X ∼Cauchy(0,1), entonces γX +η ∼Cauchy(η ,γ), para γ > 0 y η ∈R.
De esta manera, la región que resulta de aplicar el método del cociente
a la distribución Cauchy(η ,γ) puede verse como una doble deformación
de la región S correspondiente a la distribución Cauchy(0,1): primero la
contracción-expansión del parámetro γ que es multiplicado y después el
desplazamiento hacia abajo o arriba del parámetro η que es sumado. Di-
chas deformaciones deben ser hechas en el orden en que fueron expuestas;
ya que, como el lector recordará, la composición de funciones no es con-
mutativa.

En la Figura 1.18 se muestra la región SγX+η de la distribución de Cauchy(η ,γ),
para algunos valores particulares de η y γ . En dicha figura podemos confir-
mar la veracidad de nuestro análisis llevado a cabo.

u

v

η =−.7 y γ = .4

η = 1 y γ = 2

η = 1 y γ = 1/2

1

1

−1

Figura 1.18 . Región SγX+η
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Simulación

En la Figura 1.19 se ilustra el histograma de 3000 valores de distribución
Cauchy estándar generados a partir del método del cociente, y la implemen-
tación se llevó a cabo con la ayuda del paquete estadístico R para generar
los valores de distribución uniforme sobre la región S, correspondiente a
dicha distribución. En la Figura 1.19 también se encuentra la gráfica de la
densidad Cauchy(0,1) que, al compararla con el histograma, su afinidad es
considerable.

Advertencia: Debido a que la distribución de Cauchy es de colas pesadas,
para que el histograma se ajuste apreciablemente a la gráfica de la función
de densidad, es necesario tomar una considerable cantidad de intervalos y
de valores de distribución Cauchy.

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1
10

2
10

Figura 1.19 . Histograma vs densidad de la distribución Cauchy(0,1).

1.9. Distribución normal

Al igual que la distribución de Cauchy, la distribución normal N(µ,σ2)
es absolutamente continua, por lo que cumple con los requerimientos del
método del cociente (ver Observación 1.4). Así, como hemos hecho has-
ta ahora, vamos a aplicar el método del cociente a la distribución normal
con los parámetros más simples, es decir, la distribución normal estándar
y veremos la región que resulta de ello. Posteriormente analizaremos a las
regiones correspondientes a la distribución N(µ,σ2) y las compararemos
con la que se obtiene de la distribución N(0,1).
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Distribución normal estándar

Considere h(x) la función de densidad de la distribución normal estándar,

es decir, h(x) = e−
x2
2 /

√
2π −∞ < x < ∞. La región S que surge al aplicar el

método el cociente a h(x) esta dada en coordenadas cartesianas por

S =

{
(u,v) ∈ R2 : 0 < u <

1
4
√

2π
, 0 < v2 <−2u2 ln

(
u2
√

2π

)}
. (1.20)

Mientras que en coordenadas polares dicha región esta dada por

S =

(θ ,r) : θ ∈ (−π

2
,
π

2
) , 0 < r <

e−
(

tan(θ)
2

)2

4
√

2π · cos(θ)

 . (1.21)

En un primer vistazo a la Figura 1.20 donde se ilustra S, uno podría pensar
que hay ángulos θ ∈ (−π/2,π/2) para los cuales S no tiene puntos con
dicho ángulo. Sin embargo, por (1.21), sabemos que esto no es verdad, pero
la razón de esta ilusión óptica es que la exponencial decrece rápidamente a
cero, por lo cual la función que delimita a S en coordenadas polares también
tiende rápidamente a 0 conforme θ tiende a −π/2 y π/2.

v

u
S

3
4

− 3
4

3
4

Figura 1.20 . Región S para la distribución normal estándar.
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Observación 1.18
Las distribución normal y de Cauchy son semejantes en el sentido de que
ambas tienen un punto de mayor densidad y la densidad de los puntos res-
tantes decrece continuamente a la izquierda y derecha de dicho punto. Es
decir, la gráfica de la funciones de densidad de estas distribuciones tienen
forma de campana. Pese a esto, la distribución de Cauchy carece de espe-
ranza finita, mientras que la distribución normal sí posee esperanza finita.

La distribución normal tiene esperanza finita debido a que su función de
densidad decrece rápidamente a la izquierda y derecha del punto de mayor
densidad, por lo que, al integrar, es despreciable la contribución de los pun-
tos demasiado alejados del de mayor densidad. En contraste, la densidad
de la distribución de Cauchy decrece de forma un tanto más lenta, por lo
que, al integrar, no es despreciable la contribución de los puntos alejados
del de mayor densidad. Este hecho se traduce de forma gráfica en las regio-
nes que les corresponden bajo el método del cociente, pues la función en
coordenadas polares que delimita a la región de la distribución de Cauchy
es constante, mientras que la función en coordenadas polares que delimita
a la de la distribución normal tiende a 0 conforme θ tiende a −π

2 y π

2 .

Producto por una constante

Suponga que X ∼ N(0,1) y σ > 0, entonces σX ∼ N(0,σ2). Denote por
Sσ a la región que resulta de aplicar el método del cociente a la distribución
N(0,σ2). Entonces, de acuerdo al análisis llevado a cabo en la Sección 1.6,
Sσ es resultado de aplicar una expansión-contracción a la región S corres-
pondiente a la distribución N(0,1).

En la Sección 1.6 también comprobamos que la descripción cartesiana de
Sσ es la que exhibe de forma más clara su relación con S. Sin embargo,
dicha descripción en coordenadas cartesianas es

Sσ =
{
(u,v) ∈ R2 : 0 < v2 <−2u2

σ
2 ln
(

u2
√

2π

)}
,

de donde difícilmente podríamos deducir que Sσ es una expansión-contracción
de S. Esto exhibe la utilidad del panorama general que nos proporciona la
discusión realizada en la Sección 1.6.
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En la Figura 1.21 se encuentra ilustrada Sσ para algunos valores particulares
de σ . En esta figura podemos notar que Sσ es simétrica respecto al eje u.
Así, pues, la región correspondiente a la distribución de la variable aX con
a < 0 es exactamente S−a.

v

u

σ = 1

σ = 2

σ = 1
2

3
4

− 3
4

3
4

Figura 1.21 . Región Sσ .

Suma de una constante

Nuevamente suponga que X ∼ N(0,1) y sea µ ∈ R, entonces X + µ ∼
N(µ,1). En consecuencia, conforme a la Sección 1.5, si denotamos por
SX+µ a la región que resulta de aplicar el método del cociente a la distri-
bución N(0,1), entonces SX+µ es un desplazamiento lineal hacia arriba o
hacia abajo de la región S correspondiente a la distribución N(0,1).

La descripción en coordenadas cartesianas de SX+µ es

SX+µ =

{
(u,v) ∈ R2 : 0 <

(v
u
−µ

)2
<−2ln

(
u2
√

2π

)}
,

de la cual puede deducirse, tras ciertas simplificaciones que, en efecto, SX+µ

es un desplazamiento lineal de S.

En la Figura 1.22 se ilustra la región SX+µ para algunos valores particulares
de µ . En esta figura podemos observar que para valores µ ̸= 0, la región
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SX+µ ya no es simétrica respecto al eje y, debido a que justamente la distri-
bución N(µ,1) es simétrica respecto a cero si y solo si µ = 0.

v

u
µ = 0

µ = 1

µ = 1

3
4

− 3
4

3
4

Figura 1.22 . Región SX+µ .

Observación 1.19
Si X ∼ N(0,1), entonces σX + µ ∼ N(µ,σ2), para µ ∈ R y σ > 0. Por
lo tanto, la región SσX+µ que resulta de aplicar el método del cociente a
N(µ,σ2) puede verse como una doble deformación de la región S corres-
pondiente a la distribución N(0,1), a saber, primero la expansión-contracción
correspondiente al parámetro σ que es multiplicado y después el desplaza-
miento lineal correspondiente al parámetro µ que es sumado.

u

v
µ = 1 y σ = 2

µ =−1 y σ = 3
2

µ =−1 y σ = 2.5

Figura 1.23 . Región SσX+µ .

43



Simulación

En la Figura 1.24 se ilustra el histograma de 1500 valores de distribución
N(0,1) generados a partir del método del cociente. Al igual que en nuestras
secciones anteriores, para la implementación del método, los 1500 valores
de distribución uniforme sobre la región S fueron generados a partir del
paquete R.

x

h(x)

−3 −2 −1 0 1 2 3

1
10

2
10

3
10

Figura 1.24 . Histograma vs densidad.

Notas y comentarios
La descripción en coordenadas polares, discutida en la Sección 1.3, esta
basada en el libro de Martino, Luengo y Míguez [10] en donde se describe
pametricamente a la frontera de la región S usando a la pendiente como
parámetro.

Para generar valores de distribución uniforme sobre la región S hemos usa-
do el método de aceptación y rechazo sobre un rectángulo que contiene a
S porque generar valores de distribución uniforme sobre un rectángulo es
relativamente sencillo, pero en realidad puede ser usada cualquier región
que contenga a S y sobre la cual sea sencillo generar valores de distribución
uniforme. Por ejemplo, en [10] se discute brevemente el uso de regiones
poligonales en lugar de rectángulos.
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Capítulo 2

Método general del cociente

El generar valores de distribuciones multivariadas es un tanto complicado,
pues el generar valores de una distribución multivariada requiere generar
múltiples valores de distribuciones univariadas, posiblemente dependientes
unas de las otras.

El método usual para generar valores de distribuciones multivariadas es el
de aceptación y rechazo. Por supuesto, en esta situación las distribuciones
auxiliares son también multivariadas y, por lo general, serán normales. Sin
embargo, el hallar una adecuada distribución normal puede requerir una
serie de cálculos que, al implementarse, entorpezcan nuestra simulación.

En este capítulo generalizamos el método del cociente a distribuciones mul-
tivariadas e introducimos ciertos parámetros que determinan a las regiones
resultantes. Dicha generalización se llevará a cabo en tres etapas. La pri-
mera extiende el método a distribuciones multivariadas, la segunda incluye
un factor r que determina a la región resultante, y la tercera introduce una
función g(x) que generaliza al factor r.

El presente capítulo tiene como espina dorsal las ideas y el trabajo expues-
tos por Wakefield, Gelfand y Smith en [13]; Jones y Lunn en [6] y Martino,
Luengo y Míguez en [10]. Sin embargo, las ideas presentadas por Marsaglia
en [9]; Stefanescu y Vaduva en [12] y Liang, Liu y Carrol en [8], comple-
mentan y enriquecen a este capítulo.
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2.1. Extensión del cociente de uniformes

En el método del cociente se halla implícitamente una idea exquisita y gran-
diosa: las distribuciones uniformes en regiones de R2 pueden describir ela-
boradas distribuciones univariadas. Esto responde a la idea general de que
al subir una o más dimensiones los problemas se simplifican. Por ello, el
extender el método del cociente a varias dimensiones debe generalizar esta
idea, es decir, que las distribuciones uniformes en regiones de Rn+1 son ca-
paces describir elaboradas distribuciones de dimensión n. Además, como en
el método del cociente el medio para lograr tal descripción es un cociente,
lo idóneo es que en la extensión del método esta operación también sea la
vía por la cual pasemos de n+1 dimensiones a n dimensiones.

En lo subsecuente es indispensable el uso de la norma euclidiana, la cual
denotaremos por ∥(x1, . . . ,xn)∥, es decir, ∥(x1, . . . ,xn)∥2 = x2

1 + · · ·+ x2
n.

Proposición 2.1 (Método del cociente en varias variables)
Sea h(x1, . . . ,xn) una función de densidad conjunta y suponga que

1. h(x1, . . . ,xn) es acotada.

2. sup
(x1,...,xn)

∥(x1, . . . ,xn)∥ n+1
√

h(x1, . . . ,xn)< ∞.

Entonces la región

S =

{
(u,v1, . . . ,vn) ∈ Rn+1 : 0 < u < n+1

√
h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

)}
(2.1)

tiene hipervolumen finito y si (U,V1, . . . ,Vn) es un vector con distribución
uniforme sobre S, entonces (V1/U, . . . ,Vn/U)∼ h.

Demostración.
De la homogeneidad de la norma euclidiana se tiene que, si u > 0,∥∥∥(v1

u
, . . . ,

vn

u

)∥∥∥= 1
u
∥(v1, . . . ,vn)∥.

Por lo tanto, para todo (u,v1, . . . ,vn) ∈ S, tenemos que

0 < ∥(v1, . . . ,vn)∥<
∥∥∥(v1

u
, . . . ,

vn

u

)∥∥∥ n+1

√
h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

)
.
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Así pues, concluimos que S tiene volumen finito. Denotemos por |S| al vo-
lumen de S. Entonces la función de densidad de (U,V1, . . . ,Vn) esta dada
por

fU,V1,...,Vn(u,x1, . . . ,xn) =
1
|S|

sobre S.

Por la fórmula para obtener la densidad de cociente de uniformes (ver Apén-
dice 1), tenemos que, para (x1, . . . ,xn) ∈ Rn,

fV1/U,...,Vn/U(x1, . . . ,xn) =

∞∫
−∞

|u|n fU,V1,...,Vn(u,ux1, . . . ,uxn) du

=

n+1
√

h(x1,...,xn)∫
0

1
|S|

|u|n du

=
1

(n+1)|S|

∣∣∣ n+1
√

h(x1, . . . ,xn)
∣∣∣n+1

=
h(x1, . . . ,xn)

(n+1)|S|
.

Luego, como fV1/U,...,Vn/U(y1, . . . ,yn) y h(y1, . . . ,yn) son funciones de den-
sidad, al integrar sobre Rn deducimos que

|S|= 1
n+1

.

Por lo tanto, h(x1, . . . ,xn) = fV1/U,...,Vn/U(x1, . . . ,xn). ❏

Observación 2.1
(I) El hecho de que |S| = 1

n+1 provoca que el volumen de S tienda a 0
conforme n tiende a infinito, por lo que es tentadora la idea de que la
Proposición 2.1 funciona mejor con valores de n pequeños. Sin em-
bargo, dicha intuición esta errada, ya que siempre podemos reescalar
S y la región que resulta de ello, al tomar el cociente de las ultimas
coordenadas con las primeras, también tiene distribución h.

(II) Es evidente que las demostración de las Proposiciones 2.1 y 1.3 son
extremadamente idénticas. De hecho, en ambas el teorema de cambio
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de variable es la piedra angular de su demostración, y la única diferen-
cia estriba en el difeomorfismo sobre el cual es aplicado el teorema de
cambio de variable.

(III) En la prueba de la Proposición 2.1, implícitamente es demostrado que
la región S es acotada, por lo que en particular está contenida en un
hiperectángulo. Esto es vital para la viabilidad del método; porque, al
hacer uso del Ejemplo 1.2, somos capaces de generar valores de distri-
bución uniforme en la región S, sin importar cuan irregular o complejo
sea S.

La Proposición 2.1 justifica el siguiente algoritmo para generar valores de
distribución (multivariada) h(x1, . . . ,xn) cuando las hipótesis de dicha pro-
posición son satisfechas.

• Algoritmo del cociente de uniformes en varias variables
1. Generar valores (u,v1, . . . ,vn) de distribución uniforme en la región

S definida como en (2.1).

2. Tomar a (v1/u, . . . ,vn/u) como valor de distribución h.

2.2. Distribución exponencial bivariada

Si X ∼ exp(λ1) y Y ∼ exp(λ2) son variables aleatorias independientes, en-
tonces escribiremos (X ,Y )∼ exp(λ1,λ2) y diremos que se distribuye expo-
nencial bivariada de parámetros λ1 y λ2.

La distribución exponencial bivariada puede ser simulada de forma sencilla
sin recurrir al método del cociente. Sin embargo, en esta sección aplicare-
mos el método del cociente a esta distribución, pues, al ser una distribución
sencilla, es un ejemplo excelente para familiarizarnos con la extensión a
varias dimensiones.

Es evidente que la distribución exponencial bivariada satisface las hipótesis
de la Proposición 2.1 para cualquier valor de sus parámetros, pues la densi-
dad conjunta de variables independientes es el producto de sus marginales
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y la distribución exponencial satisface los requerimientos del método del
cociente.

Sea h(x,y) la función de densidad conjunta de la distribución exponencial
bivariada de parámetros λ1 = 1 = λ2, es decir,

h(x,y) =
{

e−(x+y) para x,y > 0,
0 en otro caso.

Tras hacer un desarrollo similar al realizado para la distribución exponencial
en la Sección 1.7, hallamos sin mucho esfuerzo que la región S que resulta
de aplicar el método del cociente a la distribución exp(1,1) esta dada por

S = {(u,v1,v2) : 0 < u < 1 , 0 < v1 , 0 < v2 , v1 + v2 <−3u ln(u)} . (2.2)

Lo primero que podemos observar en (2.2) es que S se encuentra en el
primer octante. Luego, si en la expresión que describe a S en (2.2) fijamos
el valor de v1, entonces se obtiene una expresión para la variable v2 similar
a la presente en (1.16) para la variable v. De esta manera, la intersección de
S con el plano Y = v1 es el conjunto vacío o una región en el plano Y = v1
similar a la región que se encuentra en la Figura 1.16, siempre y cuando se
mire perpendicularmente a dicho plano, y lo mismo puede ser dicho de la
intersección de S con el plano Z = v2 (ver Figura 2.1).

y

z

x

6
5

6
5

6
5

Figura 2.1 . Región S para la distribución exponencial bivariada.
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Simulación

En la Figura 2.2 se sobrepone la gráfica de h(x,y) en el histograma de 1500
valores de distribución exp(1,1) generados con el método del cociente. Los
valores de distribución uniforme sobre S se obtuvieron usando el paquete
estadístico R para generar valores de distribución uniforme sobre el cubo
(0,6/5)× (0,6/5)× (0,6/5) que contiene a la región S.

z

x

Figura 2.2 . Histograma vs densidad de la exponencial bivariada.

Es un tanto difícil percibir en la Figura 2.2 cómo el histograma se ajusta
a la función de densidad, pues las ilustraciones de R3 son proyecciones
del espacio en el plano. Por esta razón, invitamos al lector a llevar a cabo
por su cuenta la simulación y comprobar que en efecto el histograma se
ajusta considerablemente bien a la gráfica de h(x,y), aunque se debe tener
en cuenta el número de subdivisiones y valores generados.

2.3. Distribución de densidad parabólica truncada

Considere la función h(x,y) dada por

h(x,y) =


3
2(x

2 + y2) para x,y ∈ (0,1),

0 en otro caso.
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Al integrar podemos comprobar fácilmente que h(x,y) es una función de
densidad conjunta. Además, h(x,y) tiene soporte compacto y es continua
en él, por lo que cumple con las hipótesis de la Proposición 2.1.

Realizando una sencilla serie de cálculos se puede comprobar que la región
S que resulta de aplicar el método del cociente a la distribución h esta dada
por

S =

{
(u,v1,v2) : máx(v1,v2)< u <

5

√
3
2
(v2

1 + v2
2)

}
. (2.3)

Inmediatamente podemos apreciar en (2.3) que S es la región que se encuen-
tra entre las gráficas de dos funciones sobre las variables v1 y v2. Además,
dado que

máx(v1,v2) =
v1 + v2 + |v1 − v2|

2
,

podemos intuir que la región S es considerablemente regular. Sin embar-
go, para dar detalles precisos de S, es necesario ahondar en las funciones
que la definen, pero ello no aporta a nuestro entendimiento del método del
cociente, por lo que nos conformamos con ilustrar a S en la Figura 2.3.

v2

u

v1

3
2

6
5

6
5

Figura 2.3 . Región S para la distribución de densidad parabólica truncada.
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Observación 2.2
Es evidente que en la Figura 2.3 el sistema de coordenadas presenta una
orientación distinta de la usual. La razón de esto es que, como S es la re-
gión entre las gráficas de funciones sobre las variables v1 y v2, el usar la
orientación de la Figura 2.3 es favorable visual y estéticamente.

Simulación

Apoyándonos del paquete estadístico R para generar valores de distribución
uniforme sobre el rectángulo (0,3/2)× (0,3/2)× (0,6/5) fácilmente po-
demos simular a la distribución parabólica truncada a partir del método del
cociente. En la Figura 2.4 se ilustra el histograma de 2500 valores de distri-
bución parabólica generados con el método del cociente y se compara con
la grafica de la función de densidad h(x,y).

y

x

Figura 2.4 . Histograma vs densidad de la distribución parabólica truncada.

Observación 2.3
La orientación de los ejes en la Figura 2.4 no es la usual, pero como se
mencionó antes en otras figuras, el cambio de orientación es para lograr una
mayor estética y una mejor interpretación visual por parte del lector.
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2.4. Método del cociente de factor r

Para pasar de n+1 dimensiones a n dimensiones podemos usar el cociente
Vk/U r con r ≥ 0, en lugar de Vk/U . Esto produce una versión mas general
del método del cociente y en la cual r juega un activo papel determinando a
la región resultante.

En esta sección estudiaremos el método del cociente de factor r (ver [10]
y [13]) y describiremos los efectos de este factor r sobre las regiones que
determina la aplicación de dicho método.

Proposición 2.2 (Método del cociente de factor r)
Sea h(x1, . . . ,xn) una función de densidad conjunta y suponga que para
r ≥ 0 se cumple que

1. h(x1, . . . ,xn) es acotada.

2. sup
(x1,...,xn)

∥(x1, . . . ,xn)∥ [h(x1, . . . ,xn)]
r

nr+1 < ∞.

Entonces la región

Sr =

{
(u,v1, . . . ,vn) ∈ Rn+1 : 0 < u <

[
h
(v1

ur , . . . ,
vn

ur

)] 1
nr+1
}

(2.4)

tiene hipervolumen finito y si (U,V1, . . . ,Vn) es un vector de distribución
uniforme sobre S, entonces (V1/U r, . . . ,Vn/U r)∼ h.

Demostración.
De la homogeneidad de la norma euclidiana se tiene que, si u > 0,∥∥∥(v1

u
, . . . ,

vn

u

)∥∥∥= 1
u
∥(v1, . . . ,vn)∥.

Por lo tanto, para todo (u,v1, . . . ,vn) ∈ Sr, tenemos que

0 < ∥(v1, . . . ,vn)∥
1
r <

∥∥∥(v1

ur , . . . ,
vn

ur

)∥∥∥ 1
r
[
h
(v1

ur , . . . ,
vn

ur

)] 1
nr+1

.
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Así pues, concluimos que Sr es acotado y, por ende, que es de hipervolu-
men finito. Denotemos por |Sr| al volumen de Sr. Entonces la función de
densidad del vector (U,V1, . . . ,Vn)∼ uni f (Sr) está dada por

fU,V1,...,Vn(u,x1, . . . ,xn) =
1
|Sr|

sobre Sr.

Por la formula para obtener la densidad de cociente de uniformes (ver Apén-
dice 1), tenemos que, para (x1, . . . ,xn) ∈ Rn,

fV1/Ur,...,Vn/Ur(x1, . . . ,xn) =

∞∫
−∞

|u|nr fU,V1,...,Vn(u,u
rx1, . . . ,urxn) du

=

[h(x1,...,xn)]
1

nr+1∫
0

1
|Sr|

|u|nr du

=
1

(nr+1)|Sr|

∣∣∣h(x1, . . . ,xn)
1

nr+1

∣∣∣nr+1

=
h(x1, . . . ,xn)

(nr+1)|Sr|
.

Luego, como fV1/Ur,...,Vn/Ur(x1, . . . ,xn) y h(x1, . . . ,xn) son funciones de den-
sidad, al integrar sobre Rn deducimos que

|Sr|=
1

nr+1
. (2.5)

Por lo tanto, h(x1, . . . ,xn) = fV1/Ur,...,Vn/Ur(x1, . . . ,xn). ❏

Observación 2.4
En la ecuación (2.5) podemos ver con nitidez que el volumen de Sr decrece
conforme r tiende a infinito, es decir, que entre más grande es el valor de r,
más pequeño es el volumen de Sr. Además, debido a que r esta multiplican-
do a n, esta relación entre r y el volumen de Sr se acentúa si n es grande.
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Asimismo, en (2.5), podemos apreciar que el volumen de Sr nunca exce-
derá 1, de hecho, el volumen de Sr será exactamente igual a 1 únicamente
cuando r = 0. En realidad, en este caso particular, la región Sr resulta ser la
región bajo la gráfica de la función de densidad h(x1, . . . ,xn).

En la Figura 2.5 podemos ver la gráfica del volumen de Sr en función de r,
para ciertos valores de n. Dicha figura nos proporciona una buena intuición
del ritmo con que decrece el volumen de Sr con respecto de r.

Vol(Sr)

r

1

1

n=1
n=2
n=5

Figura 2.5 . Volumen de S en función de r.

La Proposición 2.2 justifica el siguiente algoritmo para generar valores de
distribución (multivariada) h(x1, . . . ,xn) cuando las hipótesis de dicha pro-
posición son satisfechas.

• Algoritmo del cociente de uniformes de factor r

1. Generar valores (u,v1, . . . ,vn) de distribución uniforme en la región
Sr definida como en (2.4).

2. Tomar a (v1/ur, . . . ,vn/ur) como valor de distribución h.

Observación 2.5
Note que de la Proposición 2.1 se sigue fácilmente de la Proposición 2.2 al
tomar r = 1. Por lo tanto, el método planteado en la Proposición 2.1 es un
caso particular del método del cociente de factor r.
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2.5. La transformación Tr

En la Observación 2.4 se exhibe la evidente relación que tiene r sobre el
volumen de la región S. Sin embargo, este no es el único efecto que tiene r
sobre Sr y al plantear a la región descrita en (2.4) como una deformación de
la descrita en (2.1), podremos dilucidar el amplio efecto que tiene r a partir
de la transformación que lleva una de las regiones en la otra.

Definición 2.1 Para cada n≥ 1, definimos el difeomorfismo Tr(u,v1, . . . ,vn)
de R := {(u,v1, . . . ,vn) ∈ Rn : u > 0} en si mismo por

Tr(u,v1, . . . ,vn) =
(

u
n+1
nr+1 ,v1 ·u

r−1
nr+1 , . . . ,vn ·u

r−1
nr+1

)
.

Proposición 2.3 Suponga que h(x1, . . . ,xn) es una función de densidad con-
junta que cumple con las hipótesis de la Proposición 2.2 para r > 0 y, en
particular, para r = 1. Si S y Sr denotan las regiones que surgen al aplicar
el método del cociente de factores 1 y r, respectivamente, entonces

Sr =
{

Tr(u,v1, . . . ,vn) ∈ Rn+1 : (u,v1, . . . ,vn) ∈ S1
}

(2.6)

es decir, Sr = Tr[S].

Demostración.
Basta notar que, para cada (u,v1, . . . ,vn) ∈Rn+1, se tiene la siguiente cade-
na de equivalencias

(u,v1, . . . ,vn) ∈ S ⇐⇒ 0 < u <
[
h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

)] 1
n+1

⇐⇒ 0 < u <
[
h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

)] 1
nr+1 ·

nr+1
n+1

⇐⇒ 0 < u
n+1
nr+1 <

[
h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

)] 1
nr+1

⇐⇒ 0 < u
n+1
nr+1 <

h

 v1 ·u
r−1
nr+1(

u
n+1
nr+1

)r , . . . ,
vn ·u

r−1
nr+1(

u
n+1
nr+1

)r

 1
nr+1

⇐⇒
(

u
n+1
nr+1 ,v1 ·u

r−1
nr+1 , . . . ,vn ·u

r−1
nr+1

)
∈ Sr.
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❏

En virtud del Lema 2.3, nuestra tarea ahora es describir el comportamien-
to de la función Tr(u,v1, . . . ,vn). Sin embargo, esta descripción no puede
llevarse a cabo de la misma manera que para las transformaciones Φ(u,v)
y Ψ(u,v) de las Secciones 1.5 y 1.6, pues la función Tr(u,v1, . . . ,vn) no es
lineal.

Análisis local de la transformación Tr

Una función que es diferenciable puede estudiarse localmente a partir de su
derivada y dicha descripción es relativamente sencilla. Por esta razón, es-
tudiaremos localmente Tr(u,v1, . . . ,vn) y posteriormente daremos una des-
cripción general con base en la realizada localmente.

Al realizar una sencilla substitución, podemos comprobar fácilmente que si
r = 1, la función Tr(u,v1, . . . ,vn) resulta ser la función identidad de R. Así
que, sin perdida de generalidad, en lo subsecuente supondremos que r ̸= 1.

Notación
La matriz jacobiana de la función Tr(u,v1, . . . ,vn) es la matriz asociada
respecto a las bases canónicas de la derivada global de Tr(u,v1, . . . ,vn) ,
por lo que, en esencia, son objetos distintos. Sin embargo, denotaremos por
DTr(u,v1, . . . ,vn) tanto a la derivada global como a la matriz jacobiana de
Tr(u,v1, . . . ,vn) en el punto (u,v1, . . . ,vn) .

Al derivar parcialmente podemos comprobar fácilmente que la matriz jaco-
biana de la función Tr(u,v1, . . . ,vn) se encuentra dada por

n+1
nr+1 ·u

n−nr
nr+1 0 · · · 0 0

r−1
nr+1v1 ·u

r(1−n)−2
nr+1 u

r−1
nr+1 · · · 0 0

...
... . . . ...

...
r−1

nr+1vn−1 ·u
r(1−n)−2

nr+1 0 · · · u
r−1
nr+1 0

r−1
nr+1vn ·u

r(1−n)−2
nr+1 0 · · · 0 u

r−1
nr+1


. (2.7)
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Sea (u,v1, . . . ,vn) ∈ Rn+1 con u > 0 y denote por ek al k-ésimo elemento
de la base canónica de Rn+1, para toda k ∈ {1, . . . ,n+ 1}. De la igualdad
en (2.7) podemos apreciar que DTr(u,v1, . . . ,vn) (vista como la derivada
global) únicamente reescala al vector ek, para toda k ∈ {2, . . . ,n+1}, y los
reescala a todos ellos por el mismo factor u

r−1
nr+1 . Asimismo, de la igualdad

en (2.7), podemos apreciar que la imagen de e1 bajo DTr(u,v1, . . . ,vn) es
el vector

(
n+1
nr+1

u
n−nr
nr+1 ,

r−1
nr+1

v1 ·u
r(1−n)−2

nr+1 , . . . ,
r−1

nr+1
vn ·u

r(1−n)−2
nr+1

)
. (2.8)

Notemos que las últimas entradas de este vector están siendo multiplicadas
por un mismo factor. Por ello, es conveniente expresarlo como la combina-
ción lineal

n+1
nr+1

u
n−nr
nr+1 (1,0, . . . ,0) +

r−1
nr+1

u
r(1−n)−2

nr+1 (0,v1, . . . ,vn) . (2.9)

Esto significa que DTr(u,v1, . . . ,vn) tiene el siguiente efecto sobre el vector
e1: primero lo reescala por el factor n+1

nr+1u
n−nr
nr+1 y luego le suma el vector

(0,v1, . . . ,vn) reescalado por el factor r−1
nr+1u

r(1−n)
nr+1 .

A partir de este análisis realizado sobre DTr(u,v1, . . . ,vn), podemos detallar
su comportamiento al variar (u,v1, . . . ,vn). Para ello es suficiente describir
la evolución en el comportamiento de DTr(u,v1, . . . ,vn) sobre los vectores
e1, . . . ,en+1.

El efecto que DTr(u,v1, . . . ,vn) tiene sobre los vectores e2, . . . ,en+1 aparen-
temente depende solo de u. Sin embargo, resulta que r juega un interesante
papel aquí y, de hecho, esto provoca que dividamos nuestro análisis en fun-
ción del valor de r.

Supongamos primero que r < 1, entonces u
r−1

nr+1 es decreciente como función
de u. Por lo tanto, en este caso particular, se tiene que:
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• DTr(u,v1, . . . ,vn) expande los vectores e2, . . . ,en+1, si u < 1.

• DTr(u,v1, . . . ,vn) contrae los vectores e2, . . . ,en+1, si u > 1.

• DTr(u,v1, . . . ,vn) deja intactos a los vectores e2, . . . ,en+1, si u = 1.

Por otro lado, si r > 1, entonces u
r−1
nr+1 es creciente como función de u. Así

que en este caso se tiene que

• DTr(u,v1, . . . ,vn) expande los vectores e2, . . . ,en+1, si u > 1.

• DTr(u,v1, . . . ,vn) contrae los vectores e2, . . . ,en+1, si u < 1.

• DTr(u,v1, . . . ,vn) deja intactos a los vectores e2, . . . ,en+1, si u = 1.

Es oportuno mencionar que en nuestra discusión anterior se manifiesta de
forma palpable la influencia que r ejerce sobre Tr(u,v1, . . . ,vn) , pues en ella
podemos apreciar que el valor de r establece el marco general de acción de
DTr(u,v1, . . . ,vn), y la variación de (u,v1, . . . ,vn), particularmente de u, solo
lo atenúa o acentúa.

Muy bien, ahora analicemos el efecto que DTr(u,v1, . . . ,vn) tiene sobre e1.
Veamos, en (2.8) podemos apreciar que el efecto de DTr(u,v1, . . . ,vn) sobre
e1 depende de u,v1,. . . ,vn y r, haciéndolo considerablemente mas complejo.
Sin embargo, al apoyarnos de (2.9), podemos desentrañar la forma en que
cada una de estas variables altera el efecto que tiene DTr(u,v1, . . . ,vn) sobre
el vector e1.

Comencemos por analizar el vector (0,v1, . . . ,vn) presente en la combina-
ción lineal de (2.9). Lo primero que puede ser dicho acerca de este vector
es que se encuentra confinado al hiperplano

Π := {(0,y1, . . . ,yn) ∈ Rn+1 : y1, . . . ,yn ∈ R}. (2.10)

De hecho, el vector (0,v1, . . . ,vn) es la proyección del vector (u,v1, . . . ,vn)
sobre dicho hiperplano. En la Figura 2.6 se ilustra la proyección de un punto
(u,v1, . . . ,vn) sobre Π cuando n = 2, es decir, cuando (u,v1, . . . ,vn) es un
punto en el espacio euclidiano y Π es el plano V1V2.
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Π

v1

v2

u

(u,v1,v2)

(0,v1,v2)

Figura 2.6 . Proyección de (u,v1, . . . ,vn) sobre Π cuando n = 2.

Es evidente que el sentido del vector r−1
nr+1u

r(1−n)−2
nr+1 (0,v1, . . . ,vn) está total-

mente determinado por el valor de r. Si r > 1, entonces el sentido del vector
coincidirá con el de (0,v1, . . . ,vn), pero si r < 1, entonces el sentido del
vector será contrario al de (0,v1, . . . ,vn).

Asimismo, independientemente del valor de n y r, u
r(1−n)−2

nr+1 es decreciente
como función de u. Así que, entre más grande sea el valor de u, más peque-

ña será la norma del vector r−1
nr+1u

r(1−n)−2
nr+1 (0,v1, . . . ,vn) y, en consecuencia,

su contribución será menor en la combinación lineal de (2.9). Por lo tan-
to, para valores pequeños de u, el efecto de DTr(u,v1, . . . ,vn) sobre e1 es
similar a un reescalamiento.

En cuanto al vector n+1
nr+1u

n−nr
nr+1 (1,0, . . . ,0) podemos observar que es un re-

escalamiento positivo del vector e1 y la magnitud de dicho reescalamiento
esta en función de u; creciente, si r < 1 y decreciente, si r > 1.

Con base en lo expuesto, concluimos que DTr(u,v1, . . . ,vn) primero rees-
cala positivamente e1 en función de u; creciente, si r < 1 y decreciente, si
r > 1. Luego, lo desvía con una suma vectorial en dirección de su compo-
nente en el hiperplano Π, conservando el mismo sentido si r > 1 y cambián-
dolo si r < 1. Este hecho se encuentra ilustrado en la Figura 2.7 para el caso
particular de n = 2 y r > 1 .
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v1

v2

u

(0,v1,v2)

(
n+1
nr+1 u

n−nr
nr+1 ,0,0

)
DT(u,v1,v2)(e1)

Figura 2.7 . La imagen de e1 bajo DTr(u,v1, . . . ,vn).

A partir de la descripción de DTr(u,v1, . . . ,vn) al variar (u,v1, . . . ,vn) se
sigue de inmediato la descripción general de Tr(u,v1, . . . ,vn), pues infinite-
simalmente la función Tr(u,v1, . . . ,vn) alrededor del punto (u,v1, . . . ,vn) se
comporta como DTr(u,v1, . . . ,vn) alrededor del origen.

En el siguiente par de ejemplos se analiza a la función Tr(u,v1, . . . ,vn)
cuando ésta actúa sobre el plano y sobre el espacio para determinados valo-
res de n y r .

Ejemplo 2.1 (La función Tr sobre el plano)
Bajo los valores particulares de n = 1 y r = 2 la transformación Tr es en
dos variables y esta dada por

Tr(u,v) = (u
2
3 , v ·u

1
3 ). (2.11)

Así que, Tr(u,v) es en cierta medida una función simple y, por ende, pode-
mos proceder de diversas formas para entenderla. Por ejemplo, en la Figu-
ra 2.8 se ilustra la imagen bajo Tr(u,v) de algunos segmentos de recta que
parten del origen, lo cual describe enteramente su comportamiento. Esto su-
pone una ventaja para nuestros fines, ya que al conocer tan bien a la función
en (2.11) reconoceremos los alcances del análisis general que realizamos
sobre la transformación Tr.
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u

v

Tr
u

v

Figura 2.8 . La función Tr sobre el plano al tomar n = 1 y r = 2 .

Veamos, al tomar n = 1 el hiperplano Π de (2.10) se degenera en el eje Y .
Por lo tanto, como r > 1, se tiene DTr(u,v) tras rescalar al vector (1,0) lo
desplaza linealmente hacia arriba o hacia abajo dependiendo de si v > 0 o
v < 0, respectivamente. Además, debido a que la magnitud del desplaza-
miento es inversamente proporcional a la magnitud de u, el desplazamien-
to se acentúa para valores pequeños de u. Por otro lado, dado que r > 1,
DTr(u,v) reescala al vector (0,1) por un factor mayor a uno si es que u > 1
y por un factor menor a 1 si por el contrario u < 1.

Por otro lado, en virtud de que r > 1, resulta que DTr(u,v) reescala al vec-
tor (0,1) por un factor mayor a 1 cuando u > 1 y por un factor menor a
1 cuando u < 1, es decir, DTr(u,v) contraerá a (0,1) cuando u < 1 y lo
expandirá cuando u > 1. De esta manera, podemos concluir el siguiente
comportamiento de Tr(u,v)

• En el cuadrante 1 el efecto de la función Tr(u,v) es principalmente
el de desplazar hacia arriba, pero este desplazamiento se ve benefi-
ciado o mermado de la contracción o expansión (local) que realiza en
dirección del eje V .

• La parte positiva del eje U , Tr(u,v) no presenta desplazamiento local
ni hacia arriba ni hacia abajo del eje U , por lo que, alrededor de estos
puntos, Tr(u,v) reescalará localmente a los ejes coordenados.
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• En el cuadrante 4 el efecto de la función Tr(u,v) es en su mayoría
un desplazamiento hacia abajo, pero este desplazamiento se ve acen-
tuado o atenuado por la contracción o expansión (local) que realiza
localmente.

De esta manera, se tiene un entendimiento claro de Tr(u,v) y podemos com-
probar que los efectos de la función Tr(u,v) descritos en el análisis anterior
concuerdan con los ilustrados en la Figura 2.8. ❍

Ejemplo 2.2 (La función Tr sobre el espacio)
Al tomar los valores particulares de n = 2 y r = 1/2, la función Tr esta dada
por

Tr(u,v1,v2) = (u
3
2 ,v1 ·u−

1
4 ,v2 ·u−

1
4 ).

La función Tr(u,v1,v2) es en cierta medida simple, pues cada una de sus
funciones coordenadas es un polinomio o un cociente de polinomios. Sin
embargo, el hecho de que Tr(u,v1,v2) sea una función sobre R3 conlleva
cierta dificultad adicional, la cual yace fundamentalmente en que las grá-
ficas sobre R3 nos proporcionan una intuición sesgada al ser proyeccio-
nes del espacio sobre el plano. Por lo tanto, el detallado análisis local de
Tr(u,v1,v2) acrecienta su viabilidad en esta situación.

Veamos, la derivada Tr(u,v1,v2) reescala al vector e1 por un factor positivo
y luego le suma un múltiplo escalar de (0,v1,v2) cuya magnitud es inver-
samente proporcional al valor de u. Sin embargo, debido a que r < 1, el
múltiplo escalar de (0,v1,v2) que es sumado tiene orientación contraria a la
de (0,v1,v2) y la magnitud del reescalamiento del vector e1 es creciente en
función de u.

Ahora, como r < 1, la derivada DTr(u,v1,v2) reescala a los vectores e2
y e3 por un factor que es decreciente en función de u. De esta manera,
concluimos que el comportamiento de Tr(u,v1,v2) es el siguiente.

• En el primer y quinto octante el efecto de la función Tr(u,v1,v2) es
principalmente un desplazamiento hacia el octavo y cuarto octante.
Además, de forma local el desplazamiento es en dirección contraria
(0,v1,v2), por lo que el desplazamiento se acentúa al alejarse del plano
UV2, aunque también conforme u tiende a infinito.
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• En el octavo y cuarto octante el efecto de la función Tr(u,v1,v2) es
un desplazamiento hacia el primer y quinto octante. Además, sabe-
mos que localmente el desplazamiento es en dirección contraria a
(0,v1,v2), por lo que el desplazamiento se acentúa al alejarse del plano
UV2, aunque también conforme u tiende a infinito.

• Sobre la parte del plano UV2 que se encuentra entre los octantes 1, 5,
4 y 8, la función Tr(u,v1,v1) reescala localmente a los ejes V1 y V2. La
magnitud de dicho desplazamiento es decreciente en función de u.

En la Figura 2.9 se muestran las imágenes bajo Tr(u,v1,v2) de algunas sec-
ciones triangulares perpendiculares al plano UV1. En dicha figura podemos
apreciar cómo las secciones triangulares en los octantes 4 y 8 son "dobla-
das" hacia los octantes 1 y 5, mientras que las secciones triangulares en
los cuadrantes 1 y 5 son dobladas hacia los octantes 4 y 8. También pode-
mos observar cómo la sección que se encuentra contenida en el plano UV2
no es sacada de dicho plano y solo presenta una pequeña deformación en
dirección del eje V2.

v1

v2

u

v1

v2

uTr

Figura 2.9 . La función Tr sobre el espacio al tomar n = 2 y r = 1
2 .

❍
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2.6. Optimización del valor de r

En el Capítulo 1 vimos que, en general, al aplicar el método del cociente se
obtienen regiones considerablemente regulares. A pesar de ello, puede ser
desafiante el generar valores uniformemente distribuidos sobre estas región
sin recurrir al método de aceptación y rechazo. Sin embargo, el método de
aceptación y rechazo tiene una desventaja que puede tener un considerable
efecto si deseamos generar demasiados valores. La cuestión es que, usando
el método de aceptación y rechazo, algunos de los valores que son gene-
rados no son aceptados, lo cual entorpece el proceso cuando demasiados
valores son rechazados. Pero ¿cual es la probabilidad de que un valor sea
rechazado?

Sean A y B regiones en el plano con volumen distinto de cero y finito. Si
A ⊆ B y se genera un valor x distribución uniforme sobre B, entonces x es
aceptado como valor de distribución uniforme sobre A solo si x ∈ A. Por
lo tanto, los valores que son rechazados son todos aquellos valores que son
generados en B \A y en consecuencia la probabilidad de que un valor sea
rechazado es igual a

vol(B)− vol(A)
vol(B)

.

De esta manera, para que no haya demasiados valores rechazados, es nece-
sario que la diferencia entre el volumen de A y B sea pequeña, entre más
pequeña mejor. Por lo tanto, diremos que el valor mas óptimo de r es con el
que se tiene la menor diferencia entre los volúmenes de Sr y el rectángulo
más pequeño que la contiene. Así mismo, informal e intuitivamente, dire-
mos que un valor de r es óptimo si la diferencia entre los volúmenes de Sr
y el rectángulo mínimo que la contiene es pequeña.

Optimización de r a partir de su efecto en la transformación Tr

A partir del análisis realizado en la Sección 2.5 podemos proponer valo-
res considerablemente óptimos de r, pues en dicha sección se estudian los
efectos de r sobre la transformación Tr(u,v1, . . . ,vn), que deforma a S1 en
Sr.
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En el Ejemplo 2.3 se abordará nuevamente a la distribución normal estándar,
pero esta vez para ilustrar la manera en que el análisis de la transformación
Tr debe ser empleado para la elección de valores óptimos de r.

Ejemplo 2.3 (Distribución normal)
En la Sección 1.20 aplicamos el método del cociente a la distribución nor-
mal estándar. Al hacerlo, se obtuvo una región parecida a un pétalo y la cual
se ilustra una vez mas en la Figura 2.10. Si a los puntos de S los expandié-
ramos verticalmente hacia arriba y abajo como lo sugieren las flechas de la
Figura 2.10, entonces la región resultante se acoplaría mejor al mínimo rec-
tángulo que la contiene. Por lo tanto, los valores de r a tomar en cuenta son
aquellos con los cuales la transformación Tr(u,v) realice esta expansión.

Veamos, al tomar los valores n = 1 y r < 1, la transformación Tr principal-
mente desplaza verticalmente a los puntos, hacia arriba a los que se encuen-
tren en el cuadrante 1 y hacia abajo a los que se encuentren en el cuadrante
4. Pero también desplaza a todos los puntos horizontalmente, a la izquierda
si están a la izquierda de la recta x = 1 y a la derecha si se encuentran a la
derecha de la recta x = 1. El desplazamiento vertical se acentúa en los pun-
tos cercanos al eje V , mientras que el desplazamiento horizontal se atenúa
al alejarse de la recta x = 1.

v

u
S

3
4

− 3
4

3
4

Figura 2.10 . Región S para la distribución normal estándar.

Por lo tanto, encontramos buenos prospectos para el factor r en el intervalo
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(0,1) y como el comportamiento de Tr(u,v) descrito arriba es mas preci-
so para valores no tan pequeños de r, un excelente propuesta es aplicar el
método del cociente con r = 1/2 a la distribución normal.

Al aplicar el método del cociente de factor r = 1
2 a la distribución normal

estándar se obtiene la región S 1
2

dada por

S 1
2
=

{
(u,v) : 0 < u <

1
3
√

2π
, 0 < v2 <−2u ln(u

3
2
√

2π)

}
.

En la Figura 2.11 se encuentra ilustrada S 1
2
. En esta figura también se trazan

las líneas del rectángulo R más pequeño que contiene S 1
2

y con lados parale-
los a los ejes. Con una precisión de 3 decimales, la diferencia en el área de
R y S 1

2
es 0.1722 la cual, al ser dividida por el área de R nos da un aproxi-

mado de 0.20465, es decir, al generar un valor uniformemente distribuidos
sobre R, se tiene un 79.53% de probabilidad de que el valor generado se
encuentre en S 1

2
.

En contraste, al realizar los cálculos pertinentes, es fácil comprobar que al
generar un valor de distribución uniforme en el rectángulo mas pequeño que
contiene a S (también con lados paralelos a los ejes), la probabilidad de que
el punto esté en S es únicamente del 73.05%, lo cual supone un descenso
en la probabilidad de aceptación de alrededor de 6%, respecto a r = 1

2 .

R

v

u

S 1
2

1

−1

3
4

Figura 2.11 . Región Sr para la distribución normal estándar con r = 1
2 .
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❍

Observación 2.6
Como podemos observar en el Ejemplo 2.11, el análisis de la transforma-
ción Tr nos permite hacer una considerablemente buena elección, aunque
intuitiva, de valores de r para las cuales la región Sr se acopla bastante bien
a su rectángulo mínimo. Sin embargo, para hacer esta elección intuitiva de
r es necesario conocer de antemano a la región S, lo cual entorpece esta
técnica empírica para hallar valores óptimos de r.

En el ejemplo 2.3 ha sido fructífero el análisis que se ha realizado acerca
del factor r. Sin embargo, debido a los múltiples efectos que tiene r sobre la
transformación T(u,v), si no se consideran los suficientes efectos, entonces
la elección de r en base a este análisis puede fallar y llevarnos a tomar
valores de r poco óptimos.

Ejemplo 2.4 (Distribución Cauchy)
En la Sección 1.8 vimos que la región S correspondiente a la distribución
Cauchy (estándar) es el semicírculo derecho de radio 1√

π
. A partir de esta

región y del análisis del factor r, propondremos un valor óptimo de r tal
como se hizo en el Ejemplo 2.3, pero esta vez seremos laxos considerando
los efectos de r en la transformación Tr.

u

v

S

Figura 2.12 . Región S para la distribución Cauchy(0,1).
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Veamos, en nuestro análisis del factor r descubrimos que para valores r > 1
la transformación Tr(u,v) contrae localmente el eje Y si u < 1 y este efecto
se va reduciendo en intensidad conforme u se acerca a 1 que es el caso
límite en el cual localmente Tr(u,v) no expande ni contrae el eje Y . Por
lo tanto, de lo anterior, se deduce que la función Tr(u,v) con r = 2 tiene
el efecto sugerido en la Figura 2.12 sobre S, es decir, que va a contraer
verticalmente a los puntos cercanos al eje Y y que esta contracción va ser
menos intensa en los puntos lejanos del eje Y . De esta manera, parece ser
que una adecuada elección de r es 2, pero lamentablemente en el fortuito
análisis realizado no se considera la magnitud de la contracción la cual es
considerablemente grande, lo que provoca que la región S2 no presente las
características deseadas, es decir, que no se acople mejor que S al rectángulo
mínimo que lo contiene.

La probabilidad de aceptación de S y S2 en los respectivos rectángulos mí-
nimos que los contienen es de 78.54% y 76.18%, por lo que la diferencia
no es grande, pero establece a r = 2 como poco óptimo.

En la Figura 2.13 se ilustra a la región S2, la cual se encuentra dada por

S2 =

{
(u,v) : 0 < u <

1
3
√

π
, 0 < |v|<

√
u
π
−u4

}
. (2.12)

v

u

2
5

− 2
5

4
5

S2

R

Figura 2.13 . Región S2 para la distribución Cauchy(0,1).
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Tanto en en (2.12) como en la Figura 2.13 se puede apreciar la formidable
magnitud de la contracción local cerca del eje Y , responsable de que nuestra
propuesta de r = 2 no resulte ser óptima como suponíamos. ❍

Optimización analítica de r

El Ejemplo 2.4 muestra que la elección de r a partir de sus efectos en Tr de-
pende del grado de minuciosidad del análisis y que para un análisis limita-
do, dicha elección puede resultar bastante mala. Por ello, en pro de evitar la
incertidumbre, podemos intentar hallar valores óptimos de r de forma ana-
lítica y la dificultad de esta tarea dependerá de la distribución con la que se
esté trabajando, pero el plan de acción es el mismo: calcular la probabilidad
de aceptación de la región Sr en el mínimo rectángulo (o hiperectángulo)
que lo contiene y minimizarla como función de r.

Ejemplo 2.5
Denote por Sr a la región que resulta de aplicar el método general del
cociente con r > 0 a la distribución normal estándar. Independientemente
del valor de r, el volumen de Sr es exactamente igual a 1

r+1 (ver Observa-
ción 2.4), por lo que concentrémonos en calcular el volumen del rectángulo
mínimo que contiene a Sr.

Tras una serie de sencillos cálculos, puede comprobarse que la región Sr se
encuentra dada por

Sr =

{
(u,v) : 0 < u < (2π)

− 1
2(r+1) , 0 < |v|< ur

√
−2ln(ur+1

√
2π)

}
.

De esta manera, el rectángulo Rr = (0,ar)× (−br,br) es el más pequeño
que contiene a Sr, donde

ar := (2π)
− 1

2(r+1) y br := sup
u

ur
√
−2ln(ur+1

√
2π).

Ahora, notemos que br puede calcularse fácilmente, pues es el supremo de
una función diferenciable en un intervalo. Por lo tanto, aplicando el criterio
de la primer y segunda derivada para calcular su supremo, obtenemos que

br := e−
1
2 · (2π)

− r
2(r+1) ·

√
r+1

r
.
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En consecuencia, el volumen deRr se encuentra dado por

Vol(Rr) = 2arbr = 2

√
r+1
2rπe

. (2.13)

Si denotamos por pA(r) a la probabilidad de aceptación de Sr enRr, enton-
ces

pA(r) =
1

r+1
2
√

(r+1)√
2rπe

=

√
2rπe

2(r+1)
3
2
.

De esta manera, como pA(r) es una función diferenciable, al aplicar el cri-
terio de la primera y segunda derivada para maximizar a pA(r), se tiene que
r = 1

2 maximiza a la función pA(r). ❍

Optimizar analíticamente el valor de r es lo ideal, ya que al hacerlo obte-
nemos la certeza de que el valor r que elegimos es el óptimo. Sin embargo,
en algunos casos, obtener analíticamente el valor de r puede llegar a ser
complicado. Por esta razón, es recomendable que primero se intente hallar
analíticamente el valor óptimo de r, pero si esta tarea es demasiado labo-
riosa, puede darse propuestas bastante buenas de r usando el análisis de la
transformación Tr.

2.7. Método general del cociente

En la demostración de la Proposición 2.2 resulta fundamental el teorema de
cambio de variable. Sin embargo, existe un segundo ingrediente que permi-
te dicha demostración, pero que se presenta de manera tan sutil que requiere
de cierto esfuerzo para ser consciente de él. Este sutil ingrediente nos pro-
porciona el método general del cociente.

El método general del cociente presentado en la Proposición 2.4 es sugerida
en su forma unidimensional en el trabajo de Wakefield en [13]. Dicha suge-
rencia es seguida en el extraordinario trabajo de Martino, Luengo y Miguez
en [10], estableciendo la Proposición 2.4 en su versión unidimensional. Por
lo tanto, el trabajo realizado en la Proposición 2.4 se reduce a una simple
extensión a varias dimensiones del método general del cociente.
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Proposición 2.4 (Método general del cociente)
Sean h(x1, . . . ,xn) una función de densidad y g(x) una función dos veces
diferenciable y estrictamente creciente definida sobre un intervalo [0,a) (o
[0,a]), para alguna a > 0, tal que g(0) = 0. Además, suponga que c > 0 es
tal que, para cada (x1, . . . ,xn) ∈ Rn,

c ·h(x1, . . . ,xn)< sup
x

g(x). (2.14)

Si la región

Sg :=

{
(u,v1, . . . ,vn) : 0 < u < g−1

(
c ·h

(
v1

n
√

g′(u)
, . . . ,

vn
n
√

g′(u)

))}
(2.15)

tiene hipervolumen finito y (U,V1, . . . ,Vn) es un vector con distribución uni-
forme sobre Sg, entonces (V1/

n
√

g′(U), . . . ,Vn/
n
√

g′(U))∼ h.

Demostración.
Si (U,V1, . . . ,Vn) es un vector con distribución uniforme sobres Sg, entonces
su función de densidad ρ(u,v1, . . . ,vn) está dada por

ρ(u,v1, . . . ,vn) =
1

vol(Sg)
1Sg(u,v1, . . . ,vn).

Notemos que la función

H(y,x1, . . . ,xn) =

(
y,

x1
n
√

g′(y)
, . . . ,

xn
n
√

g′(y)

)
,

definida sobre [0,a)×Rn, es un difeomorfismo y que su función inversa
esta dada por

H−1(y,x1, . . . ,xn) = (y, n
√

g′(y)x1, . . . ,
n
√

g′(y)xn).

Ahora, tras derivar parcialmente, podemos comprobar con facilidad que la
matriz jacobiana de H−1(y,x1, . . . ,xn) se encuentra dada por
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
1 0 · · · 0 0

1
nx1g′′(y)(g′(y))

1−n
n n

√
g′(y) · · · 0 0

...
... . . . ...

...
1
nxn−1g′′(y)(g′(y))

1−n
n 0 · · · n

√
g′(y) 0

1
nxng′′(y)(g′(y))

1−n
n 0 · · · 0 n

√
g′(y)

 .

De esta manera, se tiene que |det(DH−1(y,x1, . . . ,xn))| = g′(y) y, por el
teorema de cambio de variable, concluimos que la función de densidad
q(y,x1, . . . ,xn) del vector aleatorio (U,V1/

n
√

g′(U), . . . ,Vn/
n
√

g′(U)) está da-
da por

q(y,x1, . . . ,xn) =
g′(y)

vol(Sg)
1Sg(y,x1

n
√

g′(y), . . . ,xn
n
√

g′(y)).

Por lo tanto, la función de densidad del vector (V1/
n
√

g′(U), . . . ,Vn/
n
√

g′(U))
se encuentra dada por

f (x1, . . . ,xn) =

∞∫
−∞

g′(y)
vol(Sg)

1Sg

(
y,x1

n
√

g′(y), . . . ,xn
n
√

g′(y)
)

dy

=
1

vol(Sg)

g−1(c·h(x1,...,xn))∫
0

g′(y)dy

=
1

vol(Sg)
g(y)

∣∣∣g−1(c·h(x1,...,xn))

0

=
c

vol(Sg)
h(x1, . . . ,xn).

Finalmente, debido a que f (x1, . . . ,xn) y h(x1, . . . ,xn) son funciones de den-
sidad, al integrar sobre Rn obtenemos que vol(Sg) = c. Así, pues, conclui-
mos que f (y1, . . . ,yn) = h(y1, . . . ,yn). ❏

Observación 2.7
La hipótesis expresada en (2.14) no se usa explícitamente en la demostra-
ción de la Proposición 2.4. Sin embargo, dicha hipótesis es necesaria para
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que c ·h(x1, . . . ,xn) este en el dominio de g−1(y) para cualquier (x1, . . . ,xn)∈
Rn y así la expresión que define a Sg no sea ambigua.

El método general del cociente en la Proposición 2.4 presenta una dife-
rencia considerable con las versiones del método del cociente que hemos
estudiado previamente. Esta diferencia radica en que en las versiones pre-
vias del método del cociente no teníamos que preocuparnos de la finitud del
volumen de las regiones involucradas, mientras que en el método general
del cociente es necesario verificar esta condición para poder hacer uso del
método. Esta diferencia se debe a que en las versiones previas del método
del cociente hemos establecido condiciones que aseguran las regiones sean
acotadas y por ende de volumen finito.

En la siguiente proposición se imponen ciertas condiciones suplementarias
a las hipótesis del método general del cociente. Estas condiciones son su-
ficientes para que la región Sg sea acotada y, por ende, de hipervolumen
finito.

Proposición 2.5 (Versión débil del método general del cociente)
Sean h(x1, . . . ,xn) una función de densidad acotada y g(x) una función di-
ferenciable definida sobre un intervalo [0,a), para alguna a > 0. Si para
una constante c > 0 se satisface que

1. g(x) estrictamente creciente y convexa.

2. g(0) = 0.

3. c ·h(x1, . . . ,xn)< sup
x

g(x) para cada (x1, . . . ,xn) ∈ Rn.

4. sup
(x1,...,xn)

∥(x1, . . . ,xn)∥ n
√

g′ (g−1(c ·h(x1, . . . ,xn)))< ∞.

Entonces la región

Sg :=

{
(u,v1, . . . ,vn) : 0 < u < g−1

(
c ·h

(
v1

n
√

g′(u)
, . . . ,

vn
n
√

g′(u)

))}
es acotada y si (U,V1, . . . ,Vn) es un vector con distribución uniforme sobre
Sg, entonces (V1/

n
√

g′(U), . . . ,Vn/
n
√

g′(U))∼ h.
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Demostración.
Por la Proposición 2.4 solo resta probar que la región Sg es acotada y es
precisamente lo que haremos.

Suponga que (u,v1, . . . ,vn) ∈ Sg y defina

xk :=
vk

n
√

g′(u)
(1 ≤ k ≤ n). (2.16)

De esta manera, se tiene que

∥(v1, . . . ,vn)∥= n
√

g′(u)∥(x1, . . . ,xn)∥. (2.17)

Ahora, debido a que g(x) es convexa, se tiene que g′(x) es creciente y, por
lo tanto,

g′(0)≤ g′(u)≤ g′
(

g−1

(
c ·h

(
v1

n
√

g′(u)
, . . . ,

vn
n
√

g′(u)

)))
.

Así, por (2.16) y (2.17), se concluye que

∥(v1, . . . ,vn)∥ ≤ ∥(x1, . . . ,xn)∥ n
√

g′ (g−1(c ·h(x1, . . . ,xn))). (2.18)

Asimismo, por (2.16), se tiene que

0 < u < g−1(c ·h(x1, . . . ,xn)). (2.19)

De las condiciones 1 y 2 de la Proposición 2.4 así, como de la arbitrariedad
con que elegimos (u,v1, . . . ,vn) en Sg, se sigue inmediatamente de (2.18)
y (2.19) que Sg es acotada. ❏

Las condiciones suplementarias de la Proposición 2.5, aunque suficientes,
no son necesarias para que la región Sg sea acotada, y esto es expuesto en
el Ejemplo 2.6.

Ejemplo 2.6 (Condiciones suficientes, pero no necesarias)
Defina a la función g(x) en el intervalo [0,4) por

g(x) := x− (x−2)3

12
− 2

3
. (2.20)
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Al derivar se puede verificar sin esfuerzo que la función g(x) es convexa en
[0,2) y cóncava en (2,4), siendo 2 el punto de inflexión de la función. Este
comportamiento también puede ser apreciado en la gráfica de la función, la
cual se encuentra ilustrada en la Figura 2.14.

g(x)

x

.5

1

1.5

2

2.5

3

1

.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figura 2.14 . Gráfica de la función g(x).

Sea h(x) la función de densidad de la distribución exponencial de parámetro
λ = 1. Es fácil comprobar que la función g(x) definida en (2.20) satisface
las hipótesis de la Proposición 2.4 para la constante c = 1 y la densidad
h(x).

Aprovechando la monotonía de g(x) y que el soporte de h(x) es (0,∞), se
tiene la siguiente cadena de equivalencias.

0 < u < g−1
(

h
(

v
g′(u)

))
⇐⇒ 0 < g(u)< h

(
v

g′(u)

)
⇐⇒ 0 < v,0 < g(u)< e

− v
g′(u)

⇐⇒ 0 < v, 0 < u < g−1(1), ln(g(u))<− v
g′(u)

⇐⇒ 0 < u < g−1(1), 0 < v <−g′(u) ln(g(u)).

Por lo tanto, la región Sg para h(x) esta dada por

Sg =
{
(u,v) : 0 < u < g−1(1), 0 < v <−g′(u) ln(g(u))

}
. (2.21)
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Por ende, Sg es la región bajo la gráfica de la función −g′(x) ln(g(x)) en
el intervalo (0,g−1(1)), y dicha función es acotada, por lo que Sg es una
región acotada.

De esta manera, a pesar de que g(x) no cumple las hipótesis de la Propo-
sición 2.5, pues no es convexa, se tiene que la región Sg de la distribución
exponencial es acotada. Como resultado, las condiciones suplementarias de
la Proposición 2.5 son suficientes, mas no necesarias, para que la región
resultante Sg sea acotada.

En la Figura 2.15 se ilustra la región Sg para la distribución exponencial,
en donde se puede apreciar una extrema semejanza con la región S de la
Figura 1.11.

v

u

.25

.5

.75

1

.25 .5 .75 1 1.25 1.5 1.75

Sg

Figura 2.15 . Región Sg de la distribución exponencial.

Para finalizar con nuestro ejemplo, note que la expresión en (2.21) para la
región Sg de la distribución exponencial es válida para cualquier g(x), pues
para llegar a dicha expresión solo se necesitó de la monotonía de la función
g(x). ❍

La Proposición 2.4 justifica el siguiente algoritmo para generar valores de
distribución h cuando las hipótesis de dicha proposición son satisfechas por
h(x1, . . . ,xn) y g(x).
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• Algoritmo general del cociente de uniformes
1. Generar valores (u,v1, . . . ,vn) de distribución uniforme en la re-

gión Sg definida como en (2.4).

2. Tomar a
(

v1/
n
√

g′(u), . . . ,vn/
n
√

g′(u)
)

como valor de distribu-
ción h.

Las versiones del método del cociente estudiadas en las secciones anteriores
son un caso particular de la versión débil del método general del cociente,
y dicha particularidad radica en la elección de la función g(x), lo cual se
evidencia en la observación siguiente.

Observación 2.8
Consideremos la función g(x) = xnr+1

nr+1 definida sobre [0,∞). Tras una se-
rie de sencillos cálculos podemos comprobar fácilmente que g′(x) = xnr

y g−1(x) = [x(nr+ 1)]
1

nr+1 . De esta manera, para una función de densidad
h(x1, . . . ,xn) se tiene la siguiente serie de igualdades para c = 1

nr+1

n
√

g′(g−1(c ·h(x1, . . . ,xn))) =
n
√

(g−1(c ·h(x1, . . . ,xn)))
nr

= [(nr+1) · c ·h(x1, . . . ,xn)]
r

nr+1

= [h(x1, . . . ,xn)]
r

nr+1 .

Por lo tanto, en este caso particular, la condición 4 de la Proposición 2.4 se
torna en

sup
(x1,...,xn)

∥(x1, . . . ,xn)∥[h(x1, . . . ,xn)]
r

nr+1 < ∞. (2.22)

De esta manera, al tomar g(x) = xnr+1

nr+1 y c = 1
nr+1 en la Proposición 2.5, las

condiciones impuestas a h(x1, . . . ,xn) son exactamente las que se le impo-
nen en la Proposición 2.2. Pero esta no es la única similitud, pues al realizar
la substituciones pertinentes podemos comprobar que

g−1

(
c ·h

(
v1

n
√

g′(u)
, . . . ,

vn
n
√

g′(u)

))
=
[
h
(v1

ur , . . . ,
vn

ur

)] 1
nr+1

.
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Por lo tanto, en este caso particular, Sg y Sr coinciden, es decir, Sg = Sr. En
consecuencia, el método del cociente de factor r al igual que sus variantes
son un caso particular del método general del cociente.

Observación 2.9
A partir de la Observación 2.8 podemos apreciar que nuestras versiones
previas del método del cociente condicionan a la función de densidad para
que las regiones resultantes sean acotadas. Esto se debe a que es en este
contexto cuando el método del cociente resulta realmente útil, ya que es en
esta situación en donde podemos simular fácilmente, a través del método de
aceptación y rechazo, a la distribución uniforme sobre estas regiones.

Las versiones fuertes de nuestras versiones previas del método del cocien-
te se siguen fácilmente de tomar la función g(x) = xnr+1

nr+1 y c = 1
nr+1 de la

Observación 2.8 y con ella particularizar a la Proposición 2.4.

Observación 2.10
A partir de la Proposición 2.4 es evidente que el segundo ingrediente fun-
damental del método del cociente es la función g(x), la cual pasa un tan-
to desapercibida en versiones mas débiles del método. Sin embargo, dicha
función es de gran relevancia, ya que determina activamente a la región del
método (ver (2.15)).

2.8. Descripción en coordenadas polares

La idea clave en la descripción en coordenadas polares de la Sección 1.3
subyace en el hecho de que

arctan
(v

u

)
= ángulo del vector (u,v).

Por lo que, es natural que una descripción similar para Sg (en el caso univa-
riable) se obtenga del hecho de que

arctan
(

v
g′(u)

)
= ángulo del vector (g′(u),v).
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Veamos, considere la función T (u,v) = (g′(u),v) y volvamos a considerar
las funciones θ(u,v) y ρ(u,v) que a cada vector le asignan su ángulo y
norma respectivamente. Entonces se tiene que

v
g′(u)

= tan(θ(T (u,v))) y g′(u) = ρ(T (u,v))cos(T (u,v)).

De esta manera, al suponer que g′(x) es estrictamente creciente, se obtiene
que

0 < u < g−1
(

ch
(

v
g′(u)

))
⇔ 0 < ρ(z)<

g′(g−1(ch(tan(θ(z)))))
cos(θ(z)).

,

donde z := T (u,v). Por lo tanto, se concluye que

Sg =

{
T −1(r,θ) : θ ∈

(
−π

2
,
π

2

)
, 0 < r <

g′(g−1(c ·h(tan(θ))))
cos(θ)

}
En consecuencia, si definimos

B :=
{
(r,θ) : θ ∈

(
−π

2
,
π

2

)
, 0 < r <

g′(g−1(c ·h(tan(θ))))
cos(θ)

}
,

entonces la región Sg es la imagen directa deB bajo T −1(u,v), es decir,

Sg = T −1 [B ] . (2.23)

La descripción para Sg en (2.23) no está dada en coordenadas polares, pe-
ro debido a que es el resultado de la extensión natural del análisis de la
Sección 1.3, parece natural referirnos a la expresión en (2.23) como la des-
cripción en coordenadas polares de la región Sg del método general del
cociente.

Observación 2.11
La expresión (2.23) hallada en la Sección 2.8, aunque compacta, no es tan
simple como lo aparenta por dos razones:

1. La función T −1(u,v) esta dada a través de la función g′(x).

2. El conjuntoB depende de g′(x) y g−1(x).
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De esta manera, al hallar una función g(x) para la cual T −1(u,v) se sim-
plifique, puede que la región B se torne complicada, e inversamente, al
hallar una función g(x) para la cualB se simplifique, puede que la función
T −1(u,v) se vuelva complicada. Por lo tanto, el simplificar a la región Sg
a través de la expresión en (2.23) es una guerra en dos frentes, volviéndola
una guerra difícil de ganar.

Ejemplo 2.7 (Descripción polar para la función g(x) = x2

2 y c = 1
2)

Sea h(x) una función de densidad y, por conveniencia, suponga que satis-
face las hipótesis de la Proposición 1.3. Al aplicar el método general del
cociente a h(x) con g(x) = x2/2 y c = 1/2, se obtiene la región del método
del cociente de la Proposición 1.3, por lo que la descripción en (2.23) de
esta región debe coincidir con la obtenida en la Sección 1.3. Comprobemos
lo.

Veamos, debido a que g−1(x) =
√

2x y g′(x) = x, se tiene que

g′(g−1(c ·h(tan(θ))))
cos(θ)

=

√
h(tan(θ))
cos(θ)

. (2.24)

Además, debido a que T (u,v) = (g′(u),v), la función T −1(u,v) es la fun-
ción identidad y, por lo tanto, a partir de (2.24), se concluye que en este
caso particular

T −1 [B ] =

{
(r cos(θ),r sen(θ)) : θ ∈

(
−π

2
,
π

2

)
, 0 < r <

√
h(tan(θ))
cos(θ)

}
.

❍

Ejemplo 2.8 (Descripción polar para la función g(x) = ex −1 y c = 1)
Sea h(x) una función de densidad para la cual la función g(x) := ex −1 y la
constante c = 1 satisfacen las hipótesis de la Proposición 2.4.

Al realizar una serie de sencillos cálculos, los cuales se dejan al lector, pue-
de comprobarse que

g′(x) = ex y g−1(x) = ln(1+ x).
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Por lo tanto, se tiene

g′(g−1(h(tan(θ))))
cos(θ)

=
1+h(tan(θ))

cos(θ)
y T −1(u,v) = (ln(u),v) .

De esta manera, en este caso particular, se concluye que la descripción polar
de la región Sg correspondiente a la distribución h esta dada por

Sg =

{
(ln(r cos(θ)),r sen(θ)) : θ ∈

(
−π

2
,
π

2

)
, 0 < r <

1+h(tan(θ))
cos(θ)

}
.

❍

Observación 2.12
Es importante puntualizar que la igualdad en (2.23) requirió de la mono-
tonía estricta de g′(x). Así que la descripción en coordenadas polares de la
región Sg del método general del cociente es valida solo cuando dicho mé-
todo es aplicado con una función g(x) con derivada estrictamente creciente,
o equivalentemente, con una función g(x) estrictamente convexa.

Ahora, como uno de las hipótesis de la Proposición 2.5 es que la función
g(x) sea convexa, la versión débil del método general del cociente es una ex-
celente alternativa si se desean obtener regiones que puedan ser expresadas
como en (2.15).

2.9. La transformación Tg

En la Sección 2.5 fue interesante estudiar cómo la región S era deformada
en la región Sr, por lo que es natural hacer lo mismo para la región Sg, es
decir, estudiar la manera en que la región S es deformada en la región Sg.

Definición 2.2 Sean h(x1, . . . ,xn) una función de densidad y g(x) una fun-
ción definida sobre [0,a). Si las hipótesis de la Proposición 2.4 son satisfe-
chas por h(x1, . . . ,xn) y g(x) para la constante c > 0, entonces

1. Definimos sobre el intervalo
[
0, n+1

√
a/c
)

a la función

τ(u) = g−1(cun+1).
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2. Definimos sobre
[
0, n
√

a/c
)
×Rn a la función

Tg(u,v1, . . . ,vn) =

(
τ(u),

v1 · n
√

g′(τ(u))
u

, . . . ,
vn · n+1

√
g′(τ(u))
u

)
.

Proposición 2.6 Suponga que h(x1, . . . ,xn) es una función de densidad con-
junta que satisface las hipotesis de la Proposición 2.4 para la función g(x)
y la constante c > 0. Entonces

Sg =
{

Tg(u,v1, . . . ,vn) : (u,v1, . . . ,vn) ∈ S
}
,

donde

S =

{
(u,v1, . . . ,vn) : 0 < u < n+1

√
h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

)}
.

Demostración.
Notemos que, para cada (u,v1, . . . ,vn) ∈ Rn+1, se tiene la siguiente cadena
de equivalencias

(u,v1, . . . ,vn) ∈ S ⇐⇒ 0 < u <
[
h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

)] 1
n+1

⇐⇒ 0 < un+1 < h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

)
⇐⇒ 0 < cun+1 < c ·h

(v1

u
, . . . ,

vn

u

)
⇐⇒ 0 < g−1(cun+1)< g−1

(
h
(v1

u
, . . . ,

vn

u

))
.

Finalmente, debido a que para toda k ∈ {1, . . . ,n}

vk

u
=

vk· n
√

g′(g−1(c·un+1))
u

n
√

g′(g−1(c ·un+1))
,

concluimos que (u,v1, . . . ,vn) ∈ S si y solo si(
g−1(cun+1),

v1 · n
√

g′(g−1(cun+1))

u
, . . . ,

vn · n
√

g′(g−1(cun+1))

u

)
∈ Sg.
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De donde se sigue inmediatamente la demostración. ❏

Por lo tanto, la función que deforma a S en Sg es Tg, la cual depende ac-
tivamente de la función g, lo que la hace complicada de estudiar si no se
especifica a la función g(x).

Observación 2.13
Retomemos la función g(x) = xnr+1

nr+1 definida sobre [0,∞) y c = 1
nr+1 . Enton-

ces g′(x) = xnr y g−1(x) = [(nr + 1)x]
1

nr+1 . Así, en este caso particular, se
tiene que

g−1(cun+1) = [(nr+1)cun+1]
1

nr+1

= u
n+1
nr+1 .

Asimismo, tenemos que

n
√

g′(g−1(cun+1)) = n
√
(g−1(cun+1))nr

= [(nr+1)cun+1]
r

nr+1

= u
r(n+1)
nr+1

De esta manera,

vk · n
√

g′(g−1(cun+1))

u
= vk ·u

n(r+1)
nr+1 −1

= vk ·u
r−1

nr+1 .

Por lo tanto, en este caso particular, tenemos que

Tg(u,v1, . . . ,vn) = (u
n+1
nr+1 ,v1 ·u

r−1
nr+1 , . . . ,vn ·u

r−1
nr+1 ).

Por ende, al retomar la transformación Tr de la Sección 2.5, se tiene que en
este caso particular Tg = Tr como esperaríamos.

La Observación 2.13 nos muestra que la transformación Tg que definimos es
una generalización de la transformación Tr de la Sección 2.5. Sin embargo,
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como ya se mencionó antes, la transformación Tg depende activamente de
la función g, por lo que el desarrollar una técnica empírica para hacer que
Sg se ajuste lo mejor posible a su rectángulo mínimo es una tarea titánica
sino que imposible, ya que como Tg se expresa a través de la función g(x),
su derivada también se expresará a través de ella, así que en esta ocasión la
derivada no puede ser utilizada como en la Sección 2.5.

¿Qué hay respecto al desarrollo de un técnica analítica? Bueno, lo primero
que debe ser dicho es que, al trabajar sobre una función, una posible forma
de encaminarse es intentar plantear una ecuación diferencial cuya solución
sea una función g(x) con la que Sg sea una región sencilla de simular con
distribución uniforme. Pero ¿por qué una ecuación diferencial supone una
buena alternativa para atacar el problema? Bueno, la respuesta es sencilla,
si observamos la expresión que determina a Sg, entonces podemos apreciar
que dicha expresión depende de 4 objetos (matemáticos): la constante c y
las funciones h(x),g(x) y g′(x). Pero la función h(x) siempre es conocida,
pues es la densidad de la distribución que deseamos simular, mientras que
la constante c siempre la podemos fijar. Por lo que, si deseamos que dicha
expresión nos proporcione determinada región, entonces naturalmente so-
mos llevados a plantear ciertas condiciones sobre g(x) y g′(x), las cuales
pueden llegar a plantearse a través de una ecuación diferencial.

Si bien es cierto que es fácil ver que una ecuación diferencial es un buen
prospecto para eficientar Sg, en la práctica puede carecer de viabilidad. Para
exhibir esto, restrinjamonos al caso unidimencional.

Veamos, la condición para que un punto (u,v) esté en Sg es que se satisfaga
la desigualdad

0 < u < g−1
(

c ·h
(

v
g′(u)

))
. (2.25)

Así que, si deseamos que Sg sea el rectángulo (0,1)× (0,1) ¿que condicio-
nes deben ser impuestas sobre g(x) y su derivada? La primer condición es
que [0,1) esté dentro del dominio de g(x) y que para cada u > 1, necesaria-
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mente se cumpla que

g(u)≥ c ·h
(

v
g′(u)

)
. (2.26)

La segunda, y quizá fundamental, es que para cada v ∈ [0,1) se cumpla que
para todo u ∈ (0,1)

0 < g(u)< c ·h
(

v
g′(u)

)
. (2.27)

Sin embargo, el asentar las condiciones (2.26) y (2.27) en una ecuación di-
ferencial sobre g(x) es bastante difícil, sino que imposible, desde un marco
general. A pesar de ello, al restringirnos al contexto particular de algunas
distribuciones, la condición en (2.25) puede simplificarse, tal como pode-
mos apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9 (Distribución logarítmica fraccionaria)
Considere la función h(x) dada por

h(x) =


1

ln(2) ·
1

(1+x)(2+x) para x > 0,

0 en otro caso.
Debido a que para todo x > 0 se tiene que

d
dx

ln
(

1+ x
2+ x

)
=

1
(1+ x)(2+ x)

,

la función h(x) es de densidad. La gráfica de h(x) en el intervalo (0,∞) se
encuentra ilustrada en la Figura 2.16.

h(x)

x

.2

.4

.6

.8

.2 .4 .6 .8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Figura 2.16 . Grafica de la función de densidad h(x).
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Veamos, de la hipótesis de monotonía estricta de g(x), trivialmente se tiene
que

0 < u < g−1
(

c ·h
(

v
g′(u)

))
⇐⇒ 0 <

g(u)
c

< h
(

v
g′(u)

)
. (2.28)

Ahora, para desarrollar (2.28) necesitamos observar que la función h(x)
es estrictamente decreciente en (0,∞), lo cual se comprueba fácilmente y
puede apreciarse con nitidez en la Figura 2.16. De esta manera, la función
h(x) es invertible en dicho intervalo. De hecho, su inversa, que denotaremos
por h−1(y), esta dada por

h−1(y) =
−3+

√
9−4

(
2− ln(2)

y

)
2

.

Así, al retomar (2.28), obtenemos el siguiente par de equivalencias

0 <
g(u)

c
< h

(
v

g′(u)

)
⇐⇒ 0 <

v
g′(u)

< h−1
(

g(u)
c

)
⇐⇒ 0 < v < g′(u)h−1

(
g(u)

c

)
.

Por lo tanto, para la distribución h tenemos que su región Sg del método
general del cociente se encuentra dada por

Sg =

{
(u,v) : 0 < v < g′(u)h−1

(
g(u)

c

)}
.

Esto es bastante conveniente, porque significa que Sg es la región bajo la
gráfica de una función y esta función se encuentra dada por g(x) y g′(x).
Así, pues, si dicha función es la constante 1, entonces la región Sg será el
rectángulo (0,1)× (0,1) y, por ende, Sg tendrá un 100% de eficiencia. Por
lo tanto, para que esto ocurra, la función g(x) debe satisfacer la siguiente
ecuación diferencial.

g′(u)h−1
(

g(u)
c

)
= 1.
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Por simplicidad fijaremos el valor de c a 1. Entonces la ecuación diferencial
a resolver es

g′(u)h−1 (g(u))−1 = 0. (2.29)
Esta ecuación diferencial es exacta y su solución general está dada por

α(x,g(x)) = constante

en donde α(x,y) = A(y)−x y A(y) =
∫ y

0 h−1(t)dt. Por lo tanto, la solución
implícita planteada en (2.29) es

A(g(x)) = x+ constante.

Pero, debido a que la condición inicial es g(0) = 0, se tiene que

0 = A(0) = A(g(0)) = 0+ constante = constante.

Por lo tanto la función g(x) que estábamos buscando está dada implícita-
mente por

A(g(x)) = x para toda x ∈ [0,1).
Finalmente, debido a que A(y) es invertible, pues es estrictamente creciente,
se obtiene que

g(x) = A−1(x) para toda x ∈ [0,1). (2.30)
Observación 2.14
La función A−1(x) en (2.30) puede ser dada a través de funciones elemen-
tales, pero esta expresión es demasiado extensa, por lo que no haremos su
cálculo explicito en este trabajo.

De esta manera, para la función g(x) dada en (2.30), se tiene que la región
Sg de la distribución h(x) es exactamente el rectángulo (0,1)× (0,1).

Por lo tanto, al generar un valor (u,v) uniformemente distribuido en (0,1)×
(0,1) y tomar v/(A−1)′(u), obtenemos un valor de distribución h(x). Ade-
mas, notemos que en virtud de que g(x) = A−1(x) satisface la ecuación
diferencial en (2.29),

v
(A−1)′(u)

= v ·h−1(A−1(u))

= v · (A◦h)−1(u).

❍
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En resumen, para hacer de Sg una región conocida, podemos intentar plan-
tear una ecuación diferencial sobre g(x). Sin embargo, la viabilidad de esto
dependerá de la función de densidad h(x) y la condición que defina a su
región Sg.

2.10. Una región rectangular Sg para la distribución
normal

Para la distribución normal estándar también puede plantearse una ecua-
ción diferencial sobre g(x), de tal manera que su correspondiente región
Sg sea el rectángulo (0,1)× (−1/2,1/2). Sin embargo, al igual que en el
Ejemplo 2.9, la expresión de g(x) no será amigable, de hecho, en este caso
la función solución g(x) no podrá ser expresada en términos de funciones
elementales.

Sea h(x) la función de densidad de la distribución normal estándar, es decir,

h(x) = e−
x2
2 /

√
2π , −∞ < x < ∞. Entonces la siguiente serie de igualdades

se mantiene para cualquier función g(x) que satisface las hipótesis de la
Proposición 2.4 para la distribución normal estándar con c = 1:

0 < u < g−1
(

h
(

v
g′(u)

))
⇔ 0 < g(u)<

1√
2π

e
− v2

2(g′(u))2

⇔ 0 < u < d, ln(g(u)
√

2π)<− v2

2(g′(u))2 ,

donde d := g−1(1/
√

2π). Por lo tanto, la región Sg de distribución normal
estándar, correspondiente a la función g(x) y la constante c = 1, está dada
por

Sg :=
{
(u,v) : 0 < u < g−1

(
1√
2π

)
, 0 < v2 <−2(g′(u))2 ln(g(u)

√
2π)

}
De esta manera, para que la región Sg sea el rectángulo (0,1)×(−1/2,1/2)
es necesario que la función satisfaga la siguiente ecuación diferencial en el
intervalo (0,1]

g′(u)
√
− ln(2π ·g2(u)) =

1
2
. (2.31)
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con condición inicial g(1)= 1/
√

2π . Pero no es difícil notar que la ecuación
diferencial planteada en (2.31) es exacta. Veamos, la expresión general de
una ecuación diferencial exacta sobre g(x) está dada por

M(x,g(x))+N(x,g(x))g′(x) = 0,

donde M(x,y) y N(x,y) están definidas en una región simplemente conexa
y en dicha región satisfacen la relación ∂M

∂x2
(x,y) = ∂N

∂x1
(x,y).

En el caso de la ecuación planteada en (2.31), las funciones N(x,y) y M(x,y)
están definidas en el rectángulo (0,1)× (0, 1√

2π
) por

M(x,y) =−1
2

y N(x,y) =
√

− ln(2πy2),

y es evidente que dichas funciones satisfacen la condición ∂M
∂x2

(x,y)= ∂N
∂x1

(x,y),
por lo que la ecuación diferencial planteada en (2.31) en efecto es exacta.
Por lo tanto, la solución a la ecuación diferencial planteada en (2.31) esta
dada en forma general por

α(u,g(u)) = constante,

donde α(x,y) satisface que

∂α

∂x1
(x,y) = M(x,y) y

∂α

∂x2
(x,y) = N(x,y). (2.32)

Pero ¿qué función satisface las dos igualdades en (2.32)?

En virtud del teorema fundamental del cálculo, la función B(y) definida en
el intervalo (0, 1√

2π
) por

B(y) :=
∫ y

0

√
− ln(2πt2) dt, (2.33)

es diferenciable y B′(y) =
√

− ln(2πy2).

Observación 2.15
Notemos que la integral que define a B(y) en (2.33) es impropia, pues

lı́m
t→0+

√
− ln(2πt2) = ∞.
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por lo que, en principio, el teorema fundamental del cálculo no puede ser
aplicado directamente en dicha integral. Sin embargo, al notar que∫ y

0

√
− ln(2πt2) dt =

∫ 1√
2π

0

√
− ln(2πt2) dt +

∫ y

1√
2π

√
− ln(2πt2) dt

se sigue fácilmente que B(y) esta bien definida y B′(y) =
√

− ln(2πy2).

Por lo tanto, la función α(x,y) := B(y)−x/2 satisface las igualdades (2.32)
y en consecuencia, la solución implícita a la ecuación diferencial planteada
en (2.31) está dada por

B(g(u))− u
2
= α(u,g(u)) = constante.

Ahora, como la función B(y) es la función integral de una función positi-
va, la función B(y) es invertible. Así, pues, la función g(u) puede ser dada
explícitamente en términos de B(y), a saber,

g(u) = B−1(u+ constante).

Además, dado que B(1/
√

2π) = 1/2, la condición inicial g(1) = 1/
√

2π

establece que la solución particular que buscamos es con constante = 0 y,
por ende, la función g(x) con la cual Sg = (0,1)× (−1/2,1/2), está dada
por

g(u) = B−1
(u

2

)
. (2.34)

Por lo tanto, al aplicar el método del cociente a la distribución normal es-
tándar con la función g(u) definida en (2.34) y con c = 1, la región Sg
resultante es exactamente el rectángulo (0,1)× (−1/2,1/2). Así, en virtud
del método del cociente, disponemos de un algoritmo para generar valores
de distribución normal estándar a partir de valores de distribución uniforme
sobre (0,1)× (−1/2,1/2).

Lema 2.1 Si (u,v) es un valor de distribución uniforme sobre el rectángulo
(0,1)× (−1/2,1/2), entonces 2v ·

√
− ln(2π · (B−1)2(u/2)) es un valor de

distribución normal estándar, donde B(y) es la función definida en (2.33).
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Observación 2.16
El volumen de la región Sg es igual a la constante c, por lo que al trabajar
con c = 1, era indispensable que el rectángulo objetivo para Sg tuviera vo-
lumen 1. Además, en (2.10) puede observarse que la región Sg se encuentra
delimitada por las gráficas de dos funciones; una negativa y otra positiva,
por lo que era natural que el rectángulo objetivo para Sg tuviera su lado infe-
rior en el cuadrante 4 y su lado superior en el cuadrante 1. De esta manera,
el rectángulo (0,1)× (−1/2,1/2) es la elección natural de rectángulo ob-
jetivo para Sg y esta es la razón por la que en esta sección hemos trabajado
con él.

Observación 2.17
El que la función B(y) no esté dada explícitamente establece la principal
dificultad para la viabilidad del algoritmo que acabamos de desarrollar(ver
Lema 2.1), pues requerimos calcular la función B(u) para poder aplicar el
algoritmo.

Observación 2.18
El algoritmo desarrollado en esta sección para simular a la distribución nor-
mal no es la única técnica de esta naturaleza. Por ejemplo, las transforma-
ciones de Box-Muller (ver Apéndice 2) permite generar valores de distri-
bución normal a partir de valores de distribución uniforme sobre el rectán-
gulo (0,1)× (0,1). De hecho, las transformaciones de Box-Muller están
dadas en términos de funciones elementales; funciones trigonométricas y
logarítmicas, por lo que es más sencillo simular computacionalmente a la
distribución normal a partir de ellas.

Antes de finalizar esta sección, es oportuno mencionar que a pesar de que
podemos repetir el proceso de esta sección para un rectángulo distinto, di-
gamos (0,1)× (0,1), difícilmente la función g(u) resultante estará dada en
términos de funciones elementales, pues, como describimos en la Obser-
vación 2.16, cuando más se simplifican los cálculos es al trabajar con el
rectángulo (0,1)× (−1/2,1/2). Por lo tanto, si al trabajar con el rectán-
gulo (0,1)× (−1/2,1/2) no se logró obtener a g(u) a través de funciones
elementales, entonces difícilmente se logrará al trabajar con algún otro rec-
tángulo.
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2.11. La región Sg en ciertos casos particulares

En esta sección veremos un tipo especial de distribuciones, para las cuales
podemos encontrar una función g(x) de tal manera que su región Sg sea
un rectángulo, pero sin la necesidad de recurrir al planteamiento de una
ecuación diferencial.

Densidades decrecientes en (0,∞)

Sea h(x) una función de densidad y g(u) una función real-valuada para las
cuales se satisfacen las hipótesis de la Proposición 2.4 para la distribución
h y la constante c > 0. Supongamos que el soporte de la función h(x) es
el intervalo (0,∞) en donde es decreciente y sobre el cual se tiene que
h[(0,∞)] = (0,a) para alguna a > 0. Entonces, bajo estas condiciones, se
tiene que

0 < u < g−1
(

c ·h
(

v
g′(u)

))
⇐⇒ 0 <

g(u)
c

< h
(

v
g′(u)

)
⇐⇒ 0 <

v
g′(u)

< h−1
(

g(u)
c

)
⇐⇒ 0 < v < g′(u)h−1

(
g(u)

c

)
.

Donde h−1(x) es la inversa de la función h(x) restringida al intervalo (0,∞).
Por lo tanto, la región Sg de la distribución h está dada por

Sg :=
{
(u,v) : 0 < v < g′(u)h−1

(
g(u)

c

)}
. (2.35)

Muy bien, ahora consideremos una variable aleatoria X con función de den-
sidad f (x) y sea M(x) una función estrictamente creciente. Por el teorema
de cambio de variable, la función de densidad de la variable Y := M(X) está
dada por

(M−1)′(y) · f (M−1(y)). (2.36)

Si comparamos la función en (2.36) con la función cuya gráfica determina
a Sg en (2.35), entonces podemos ver la considerable semejanza de ambas
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funciones. De hecho, al tomar c = 1, la semejanza se torna en igualdad al
tomar M−1(x) = g(x) y h−1(x) = f (x). Por lo que, al tomar c = 1, se tiene
que Sg es la región bajo la gráfica de la función de densidad de la variable
g−1(X) donde X ∼ h−1.

Lo anterior es particularmente provechoso, porque por el método de la fun-
ción inversa, sabemos que si F(x) es una función de distribución invertible
y X ∼ F , entonces F(X)∼ uni f (0,1).

Proposición 2.7 Sea h(x) una función de densidad con soporte (0,∞) y
estrictamente decreciente en dicho intervalo tal que h[(0,∞)] = (0,b) para
algún b > 0. Defina

f (x) =

 h−1(x) para x ∈ (0,b),

0 en otro caso.

En donde h−1(x) es la inversa de la función h(x) restringida al intervalo
(0,∞). Entonces la función f (x) es una función de densidad y su respectiva
función de distribución F(x) es estrictamente creciente en [0,b]. Además, si
denotamos por F−1(x) a su inversa en dicho intervalo, entonces la función
g(x) = F−1(x) satisface las hipótesis de la Proposición (2.4) para la distri-
bución h y la constante c = 1, y la región Sg es exactamente el rectángulo
(0,1)× (0,1).

Demostración.
Debido a que la región bajo la gráfica de h(x) en (−∞,0) coincide con la
región bajo la gráfica de h−1(x), se tiene que la función f (x) es de densi-
dad. Además, como el soporte de f (x) es el intervalo (0,b), se tiene que
su función de distribución es estrictamente creciente en [0,b] y, de hecho,
F [[0,b]] = [0,1]. Denotemos por F−1(x) a la inversa de F(x) en este in-
tervalo. Entonces, debido a que F(x) es estrictamente creciente, la función
g(x) = F−1(x) también es estrictamente creciente, y g(x) = 0 debido a que
F(0) = 0.

Finalmente, dado que h[(0,∞)] = (0,b) y (0,∞) es el soporte de h(x), para
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cada t ∈ R, se tiene que

h(t)< b = sup
x

g(x).

De esta manera, la función g(x) = F−1(x) satisface las hipótesis de la Pro-
posición (2.4) para la distribución h y la constante c = 1. Además, debido a
que (F−1)′(u) = 1/ f (F−1(u)), se tiene que

v
g′(u)

= v · f (F−1(u)).

Por lo tanto, para toda u ∈ (0,1) se tiene la siguiente serie de equivalencias

0 < g(u)< h
(

v
g′(u)

)
⇐⇒ 0 < F−1(u)< h

(
v · f (F−1(u))

)
(2.37)

⇐⇒ 0 < v · f (F−1(u))< f (F−1(u)) (2.38)
⇐⇒ 0 < v < 1.

Así, pues, concluimos que Sg = (0,1)× (0,1). ❏

Observación 2.19
En la Proposición 2.7 se pide como hipótesis que h[(0,∞)] = (0,b) para
alguna b > 0, lo que puede parecer una hipótesis bastante restrictiva. Sin
embargo, no lo es como lo aparenta, pues como h(x) es estrictamente de-
creciente en (0,∞), la imagen directa de este intervalo bajo h(x) necesa-
riamente es un intervalo abierto. Además, como h(x) es no negativa, dicho
intervalo abierto necesariamente debe estar contenido en (0,∞), es decir,
de la monotonía estricta de h(x) se tiene que h[(0,∞)] = (a,b) para algún
0 ≤ a y a < b. De esta manera, la hipótesis h[(0,∞)] = (0,b) solo impone
la condición de que a = 0.

Observación 2.20
La demostración de la Proposición 2.7 no menciona explícitamente dónde
es usada la hipótesis h[(0,∞)] = (0,b), por lo que puede cuestionarse su
necesidad. Sin embargo, esta posible intuición esta errada.

Veamos, sea h(x) una función de densidad con soporte (0,∞) y estricta-
mente decreciente en dicho intervalo, pero esta vez suponga que h[(0,∞)] =
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(a,b) para algún a > 0 y a < b (ver Observación 2.19). Entonces, tal como
se hizo en la prueba de la Proposición 2.7, podemos definir la función

f (x) =

 h−1(x) para x ∈ (a,b),

0 en otro caso.

En donde h−1(x) es la inversa de la función h(x) restringida al intervalo
(0,∞). La función f (x) nuevamente es de densidad, pero su soporte ahora
será el intervalo (a,b), en el cual es decreciente. Esto provoca que su fun-
ción de distribución F(x) sea estrictamente creciente en el intervalo [a,b],
por lo que podemos tomarnos una vez mas a su función inversa F−1(x). Sin
embargo, dado que F(a) = 0, se tiene que F−1(0) = a > 0. Así que esta
vez la función g(x) := F−1(x) no satisface la condición g(0) = 0, la cual es
requerida para aplicar el método general del cociente (ver Proposición 2.4).
Por lo tanto, la hipótesis h[(0,∞)] = (0,b) para algún b > 0 es necesaria en
la Proposición 2.7.

Observación 2.21
En la prueba de la Proposición 2.7 tampoco se menciona explícitamente la
utilidad de que el soporte de h(x) sea (0,∞), así que es conveniente resaltar
el uso de esta hipótesis.

Desarrollemos escrupulosamente el cómo pasamos de (2.37) a (2.38) en la
prueba de la Proposición 2.7. Veamos, para que la desigualdad

0 < F−1(u)< h(v · f (F−1(u)))

se mantenga es necesario que h(v· f (F−1(u)))> 0, es decir, que v· f (F−1(u))
este en el soporte de h(x), el cual es (0,∞). De esta manera, como f (x) es
no negativa, si v · f (F−1(u)) está en el soporte de h(x), entonces v > 0 y
f (F−1(u))> 0. En particular se tiene la implicación

0 < F−1(u)< h(v · f (F−1(u))) =⇒ 0 < v.

Y de la monotonía de h(x) es claro que

0 < F−1(u)< h(v · f (F−1(u))) =⇒ v · f (F−1(u))< f (F−1(u)).
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Por lo tanto, tenemos que

0 < F−1(u)< h(v · f (F−1(u))) =⇒ 0 < v · f (F−1(u))< f (F−1(u)).
(2.39)

La implicación inversa de (2.39) se sigue inmediatamente de la monoto-
nía de f (x) y de la no negatividad de F−1(x), por lo que la implicación
en (2.39) es de hecho una equivalencia y de dicha equivalencia se deduce
inmediatamente la equivalencia entre (2.37) y (2.38).

Observación 2.22
La Observación (2.21) exhibe la utilidad de que (0,∞) sea el soporte de
h(x). Por lo que la Proposición 2.7 parece inútil para funciones de densi-
dad con soporte (a,∞) y a ̸= 0, aun cuando dicha densidad cumpla con las
restantes hipótesis de la proposición. Sin embargo, una densidad h(x) con
tales características puede ser llevada a una densidad con soporte en (0,∞)
sin perder ninguna de ellas.

Densidades crecientes en el intervalo (−∞,0)

Sea h(x) una función de densidad y g(u) una función real-valuada para la
cual se satisfacen las hipótesis de la Proposición 2.4 para la distribución
h y la constante c > 0. Supongamos que el soporte de la función h(x) es
el intervalo (−∞,0), en el que es creciente y sobre el cual se tiene que
h[(−∞,0)] = (0,b) para algún b > 0. Entonces, bajo estas condiciones, la
siguiente cadena de equivalencias es verdadera

0 < u < g−1
(

c ·h
(

v
g′(u)

))
⇐⇒ 0 <

g(u)
c

< h
(

v
g′(u)

)
⇐⇒ h−1

(
g(u)

c

)
<

v
g′(u)

< 0

⇐⇒ g′(u)h−1
(

g(u)
c

)
< v < 0.

Por lo que, en este caso particular, la región Sg para la distribución h y la
constante c esta dada por

Sg =

{
(u,v) : g′(u)h−1

(
g(u)

c

)
< v < 0

}
.
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Por lo tanto, una proposición similar a la Proposición 2.7 puede ser estable-
cida para este tipo particular de distribuciones.

Proposición 2.8 Sea h(x) una función de densidad con soporte (−∞,0) y
estrictamente creciente en dicho intervalo tal que h[(−∞,0)] = (0,b) para
algún b > 0. Defina

f (x) =

 −h−1(x) para x ∈ (0,b),

0 en otro caso.

En donde h−1(x) es la inversa de la función h(x) restringida al intervalo
(−∞,0). Entonces la función f (x) es una función de densidad y su res-
pectiva función de distribución F(x) es estrictamente creciente en [0,b].
Además, si denotamos por F−1(x) a su inversa en dicho intervalo, enton-
ces la función g(x) = F−1(x) satisface las hipótesis de la Proposición (2.4)
para la distribución h y la constante c = 1, y la región Sg es exactamente el
rectángulo (0,1)× (−1,0).

Demostración.
Debido a que la región bajo la gráfica de h(x) en (−∞,0) coincide con la
región bajo la gráfica de −h−1(x), se tiene que la función f (x) es de den-
sidad. Además, como el soporte de f (x) es el intervalo (0,b), se tiene que
su función de distribución es estrictamente creciente en [0,b] y, de hecho,
F [[0,b]] = [0,1]. Denotemos por F−1(x) a la inversa de F(x) en este in-
tervalo. Entonces, debido a que F(x) es estrictamente creciente, la función
g(x) = F−1(x) también es estrictamente creciente y g(x) = 0 debido a que
F(0) = 0.

Finalmente, dado que h[(−∞,0)] = (0,b) y (0,∞) es el soporte de h(x), para
cada t ∈ R, se tiene que

h(t)< b = sup
x

g(x).

De esta manera, la función g(x) = F−1(x) satisface las hipótesis de la Pro-
posición (2.4) para la distribución h y la constante c = 1. Además, debido a
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que (F−1)′(u) = 1/ f (F−1(u)), se tiene que

v
g′(u)

= v · f (F−1(u)).

Por lo tanto, para toda u ∈ (0,1) se tiene la siguiente serie de equivalencias

0 < g(u)< h
(

v
g′(u)

)
⇐⇒ 0 < F−1(u)< h

(
v · f (F−1(u))

)
(2.40)

⇐⇒ h−1(F−1(u))< v · f (F−1(u))< 0 (2.41)
⇐⇒ −1 < v < 0.

Así, pues, concluimos que Sg = (0,1)× (−1,0). ❏

La siguiente serie de observaciones es análoga a la llevada a cabo para la
Proposición 2.7.

Observación 2.23
En la Proposición 2.8 se pide como hipótesis que h[(−∞,0)] = (0,b) para
alguna b> 0, lo que puede parecer una hipótesis bastante restrictiva, sin em-
bargo no lo es como lo aparenta, pues como h(x) es estrictamente creciente
en (−∞,0), la imagen directa de este intervalo bajo h(x) necesariamente
es un intervalo abierto. Además, como h(x) es no negativa, dicho intervalo
abierto necesariamente debe estar contenido en (0,∞), es decir, de la mo-
notonía estricta de h(x) se tiene que h[(−∞,0)] = (a,b) para algún 0 ≤ a
y a < b. De esta manera, la hipótesis h[(−∞,0)] = (0,b) solo impone la
condición de que a = 0.

Observación 2.24
La demostración de la Proposición 2.8 no menciona explícitamente dónde
es usada la hipótesis h[(−∞,0)] = (0,b), por lo que puede cuestionarse su
necesidad. Sin embargo, esta posible intuición esta errada.

Veamos, sea h(x) una función de densidad con soporte (−∞,0) y estricta-
mente creciente en dicho intervalo, pero esta vez suponga que h[(−∞,0)] =
(a,b) para algún a > 0 y a < b (ver Observación 2.23). Entonces, tal como
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se hizo en la prueba de la Proposición 2.8, podemos definir la función

f (x) =

 −h−1(x) para x ∈ (a,b),

0 en otro caso.

En donde h−1(x) es la inversa de la función h(x) restringida al intervalo
(−∞,0). Nuevamente, la función f (x) es de densidad, pero su soporte ahora
será el intervalo (a,b), en el cual es creciente. Esto provoca que su función
de distribución F(x) sea estrictamente creciente en el intervalo [a,b], por
lo que podemos tomarnos una vez mas a su función inversa F−1(x). Sin
embargo, dado que F(a) = 0, se tiene que F−1(0) = a > 0. Así que esta
vez la función g(x) := F−1(x) no satisface la condición g(0) = 0, la cual es
requerida para aplicar el método general del cociente (ver Proposición 2.4).
Por lo tanto, la hipótesis h[(−∞,0)] = (0,b) para algún b > 0 es necesaria
en la Proposición 2.8.

Observación 2.25
En la prueba de la Proposición 2.8 tampoco se menciona explícitamente
la utilidad de que el soporte de h(x) sea (−∞,0), así que es conveniente
resaltar el uso de esta hipótesis.

Desarrollemos cuidadosamente el cómo pasamos de (2.40) a (2.41) en la
prueba de la Proposición 2.8. Veamos, para que la desigualdad

0 < F−1(u)< h(v · f (F−1(u))).

se mantenga es necesario que h(v· f (F−1(u)))< 0, es decir, que v· f (F−1(u))
este en el soporte de h(x), el cual es (−∞,0). De esta manera, como f (x)
es no negativa, si v · f (F−1(u)) está en el soporte de h(x), entonces v < 0 y
f (F−1(u))> 0. En particular se obtiene la implicación

0 < F−1(u)< h(v · f (F−1(u))) =⇒ v < 0

Y de la monotonía de h(x) es claro que

0 < F−1(u)< h(v · f (F−1(u))) =⇒ h−1(F−1(u))< v · f (F−1(u)).
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Por lo tanto, tenemos que

0 < F−1(u)< h(v · f (F−1(u))) =⇒ h−1(F−1(u))<−v ·h−1(F−1(u))< 0.
(2.42)

La implicación inversa de (2.42) se sigue inmediatamente de la monoto-
nía de f (x) y de la no negatividad de F−1(x), por lo que la implicación
en (2.42) es de hecho una equivalencia y de dicha equivalencia se deduce
inmediatamente la equivalencia entre (2.40) y (2.41).

Observación 2.26
La Observación (2.25) exhibe la utilidad de que (−∞,0) sea el soporte de
h(x). Por lo que la Proposición 2.8 parece inútil para funciones de densidad
con soporte (−∞,a) y a ̸= 0, aun cuando dicha densidad cumpla con las
restantes hipótesis de la proposición. Sin embargo, una densidad h(x) con
tales características puede ser llevada a una densidad con soporte en (−∞,0)
sin perder ninguna de ellas.

Observación 2.27 (La inversa general de la función de distribución)
Recordemos que el concepto de función inversa es extendido para funciones
monótonas, entre las cuales se encuentran las funciones de distribuciones,
por lo que es natural preguntarse si las Proposiciones 2.7 y 2.8 no pueden
extenderse usando esta función inversa general. Sin embargo, para la de-
mostración de las Proposiciones 2.7 y 2.8 resulta fundamental la igualdad

(F−1)′(u) =
1

f (F(u))
,

pero dicha igualdad no se mantiene para la inversa generalizada F−1(x).
Por ende, las Proposiciones 2.7 y 2.8 no pueden ser extendidas o al menos
no usando la inversa extendida.

Notas y comentarios
Las condiciones adicionales de la versión débil del método presente en la
Proposición 2.5 son un generalización de las impuestas en las versiones
previas del método para que las regiones resultantes sean acotadas. Sin em-
bargo, como se menciono en su momento, estas condiciones son suficientes,
mas no necesarias.
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Al derivar y usar el teorema de la función inversa se puede comprobar fá-
cilmente que la función Tg(u,v1, . . . ,vn) es un difeomorfismo.

Las Proposiciones 2.7 y 2.8 son establecidas, aunque no enunciadas, en el
trabajo de Martino, Luengo y Miguez en [10], por lo que al enunciarlas y
comentarlas en el presente trabajo se busca esclarecer la forma en que actúa
cada una de las hipótesis. Esta es la razón de las extensas observaciones que
en este trabajo se derivan de dichas proposiciones.

La idea de una optimización de Sg a través de una ecuación diferencial
sobre g(x) puede parecer encaminada al trabajo de Jones y Lunn en [6];
pero, aunque en cierta medida lo esta, se tiene una diferencia intrínseca.

El trabajo de Jones y Lunn asume que una cierta transformación D(u,v) es
dada y busca el correspondiente dominio A de un vector aleatorio (U,V ) de
tal manera que D(U,V ) ∼ h para determinada distribución objetivo h. Por
otro lado, la optimización de Sg fija la transformación D(u,v) = v/g′(u) al
igual que la región A= Sg de tal manera que si (U,V )∼ uni f (A), entonces
D(U,V ) ∼ h para la distribución objetivo h y lo que busca encontrar la
función g(x) para la cual Sg sea una región simple, tal como un rectángulo.
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Conclusiones y discusión general

A continuación se establecen las conclusiones del presente trabajo, pero
también se discuten de forma general posibles lineas de investigación que
pueden seguirse respecto al método general del cociente. Estas discusiones
se desarrollan en un contexto de meras suposiciones e intuiciones, por lo
que el lector debe criticar con severidad las ideas y nociones que se presen-
ten.

Las regiones del método del cociente

En la Sección 1.3 se caracterizó por completo a las regiones que resultan
de aplicar el método del cociente a distribuciones univariadas. Esta carac-
terización se establece en la Proposición 1.6 y en ella se deja en claro la
utilidad de describir a las regiones en coordenadas polares. Además, pode-
mos apreciar que la idea fundamental detrás de la descripción en coordena-
das polares yace fundamentalmente en el hecho de que el ángulo que forma
el vector (u,v) con el eje X es igual a arctan(v/u). De esta manera, una
descripción similar puede darse en varias dimensiones al considerar que si
(u,v1, . . . ,vn) ∈Rn con 0 < u, entonces arctan(vk/u) es igual al ángulo que
forma el vector (u,0, . . . ,vk, . . . ,0) con el eje X .

La Proposición 1.6 nos permite definir distribuciones con ciertas caracterís-
ticas particulares, pues si nos tomamos una región A que satisface las hipó-
tesis de la Proposición 1.6, entonces existe una distribución cuya región S
coincide exactamente con A y, además, la función de densidad de esta distri-
bución queda totalmente determinada por la curva en coordenadas polares
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que delimita a A.

Observación 2.28
Al caracterizar a las regiones del método del cociente en la Sección 1.3, se
estableció la forma en que ciertas características de una distribución pueden
determinarse geométricamente a partir de la región que resulta de aplicarles
el método del cociente. Sin embargo, ciertas propiedades de la distribución
parecen mas difíciles de interpretar geométricamente en estas regiones, por
lo que es interesante examinar en qué radica esta dificultad y si el considerar
las regiones del método general nos proporcionan una alternativa.

Las regiones del método general del cociente

En la Sección 1.3 del Capitulo 1, la descripción en coordenadas polares de
las regiones del método del cociente nos llevan a plantear y demostrar la
Proposición 1.6, por lo que es natural pensar que una proposición semejan-
te debe seguirse de la descripción en coordenadas polares de la región Sg
del método general del cociente. Sin embargo, debido a que la región Sg de-
pende g(x), para cada distribución se tiene una región Sg para cada g(x), por
lo que no se puede establecer una relación biunívoca entre una distribución
y su regiones Sg. Aunque, al fijar g(x), sí se puede obtener una proposición
análoga a la Proposición 1.6 para esta función g(x).

La descripción en coordenadas polares de la región Sg del método general
del cociente puede extenderse naturalmente a varias dimensiones, tal como
ocurrió para la región S del método del cociente. Dicha generalización pro-
viene de que si (u,v1, . . . ,vn)∈Rn+1, entonces arctan

(
vk/

n
√

g′(u)
)

es igual
al ángulo que forma el vector (g′(u),0, . . . ,vk, . . . ,0) con el eje X .

Al final de la Sección 2.9 se exhorta a plantear ecuaciones diferenciales so-
bre la función g(x) con el propósito de que la región Sg sea un rectángulo,
pero también se advierte que dicho planteamiento en algunos casos puede
llegar a ser una tarea titánica sino que imposible. Sin embargo, ¿existirán
otras regiones fáciles de simular con distribución uniforme de tal mane-
ra que siempre sea relativamente sencillo plantear una ecuación diferencial
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sobre g(x)? Esta es un pregunta difícil de responder, ya que existe una can-
tidad infinita de regiones, pero quizá la siguiente serie de observaciones
ayuden a responder esta pregunta.

Observación 2.29 (Secciones circulares)
El transformar continua o diferenciablemente una región en otra puede ser
difícil sino que imposible en algunas ocasiones y es intuitivamente claro que
la dificultad dependerá de las regiones. Por ejemplo, intuitivamente, es mas
sencillo deformar un círculo en una elipse que un círculo en un cuadrado.
Por lo tanto, para hacer de B (ver Sección 2.8) una región sencilla, las
condiciones que se deben imponer sobre g(x) dependerán fuertemente de
la región objetivo paraB . Sin embargo, dado que la región está delimitada
por una función en coordenadas polares, una excelente alternativa son las
secciones circulares.

Veamos, para queB sea una región de secciones circulares del mismo radio
basta con que su función delimitadora sea constante en los puntos en donde
no se anula, lo cual impone una ecuación diferencial relativamente sencilla
sobre g(x).

La función delimitadora (en coordenadas polares) de la regiónB está dada
por

ρ(θ) :=
g′(g−1(h(tan(θ))))

cos(θ)
.

Por lo tanto, para que dicha función sea constante, es necesario que se sa-
tisfaga la siguiente ecuación diferencial sobre el soporte de ρ(θ).

g′(g−1(h(tan(θ))))
cos(θ)

= constante. (2.43)

Sin pérdida de generalidad, trabajemos la ecuación diferencial en (2.43) con
la constante igual a 1. De esta manera, la ecuación diferencial a resolver es
la siguiente

g′(g−1(h(tan(θ)))) = cos(θ). (2.44)

Luego, al suponer que h(x) es diferenciable, por la regla de la cadena y
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completando derivadas, la ecuación en (2.44) se torna en la siguiente

d
dθ

(g−1(h(tan(θ)))) = sec3(θ)h′(tan(θ)). (2.45)

La ecuación (2.45) difícilmente puede ser resuelta explícitamente, aun para
distribuciones sencillas como la exponencial. Sin embargo, usando méto-
dos de aproximación, se pueden dar una buena función solución a la ecua-
ción (2.45). Pero el hecho de que podamos darle solución a esta ecuación
diferencial no implica que hallamos simplificado a la región Sg, pues recor-
demos que Sg = T −1[B ] y al simplificar a la regiónB puede que T (u,v)
se halla complicado bastante.

Observación 2.30
Es tentador pensar que si X ∼ uni f (B), entoncesT −1(X)∼ uni f (T −1(B)),
lo cual haría que la Observación 2.29 tuviera importantes consecuencias.
Sin embargo, esta tentadora intuición es correcta sólo en complejas circuns-
tancias. Examinemos cuales son estas circunstancias.

Bajo la hipótesis de convexidad estricta de g(x), la cual es requerida para
la descripción polar de Sg, la función T −1(u,v) es un difeomorfismo. Por
lo tanto, si X ∼ uni f (B), entonces la función de densidad fY (u,v) para la
variable Y := T −1(X) esta dada por

fY (u,v) =
|det(DT (u,v))|

vol(B)
·1B(T (u,v)). (2.46)

Ahora, debido a que 1B ◦T (u,v) = 1T −1[B ], la expresión en (2.46) puede
refinarse un poco mas, obteniendo

fY (u,v) =
|det(DT (u,v))|

vol(B)
·1T −1[B ](u,v).

En consecuencia, Y ∼ uni f (T −1[B ]) si y solo si para todo (u,v)∈T −1[B ],

|det(DT (u,v))|
vol (T −1[B ])

=
1

vol(B)
,

, es decir,

|det(DT (u,v))|=
vol
(
T −1[B ]

)
vol(B)

. (2.47)
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Luego, como T (u,v) = (g′(u),v), se tiene |det(DT (u,v))|= g′′(u). De esta
manera, la igualdad en (2.47) se mantendrá si y solo si para todo (u,v) ∈
T −1[B ],

g′′(u) =
vol
(
T −1[B ]

)
vol(B)

. (2.48)

En consecuencia, las circunstancias de las que hablábamos al comienzo de
la observación son las impuestas en (2.48).

Observación 2.31
Debido a que la región B está determinada por g(x), podemos pensar que
la igualdad planteada en (2.48) plantea una ecuación diferencial sobre g(x),
cuya solución satisface que si X ∼ uni f (B), entoncesT −1[B ]∼ uni f (T −1[B ]).
Sin embargo, la igualdad en (2.48) difícilmente puede ser aterrizada en una
ecuación diferencial, ya que, aun cuandoB esté expresado a través de g(x),
el volumen deB y el de T −1[B ] difícilmente serán expresados a través de
la función g(x).

La región de una variable aleatoria al sumarle una
constante

En las Sección 1.5 se establece que si una distribución satisface las hipó-
tesis del método del cociente (ver Proposición 1.3), entonces también las
satisfacen las distribuciones que resultan de sumar una constante. Además,
se establece la relación que tiene las regiones de estas distribuciones con
la región correspondiente a la distribución original, de hecho, se demuestra
que existe una isomorfismo lineal de por medio, el cual lleva una región en
la otra.

Dado que el isomorfismo lineal que lleva a SX en SX+a depende continua-
mente de a (ver (1.13)), la deformación de SX en SX+a es continua. Además,
note que si graficamos a la región SX+a en función de a, entonces obtendre-
mos una gráfica similar a la de la Figura 2.17, en la cual se ilustra a la región
SX+a de la distribución exponencial en función de a.
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Figura 2.17 . La región SX+a para la distribución exponencial.

Observación 2.32
En la Figura 2.17 también se puede inferir que al graficar a SX+a en fun-
ción de a se obtiene un sólido no acotado en R3. Este sólido contiene en
forma geométrica y compacta toda la información correspondiente a una
distribución cuando se le suma una constate.

Observación 2.33
El entender a la región SX+a en función de a puede ayudar a entender la
región de la suma de variables aleatorias independientes, pues recordemos
que si X y Y son variables aleatorias independientes y fY (y) es la función
de densidad de Y , entonces, para cada a ∈ R con fY (a) ̸= 0, se tiene que

X +a = X +Y |(Y = a).

Así, pues, el sólido descrito en la Observación 2.32 puede ser de utilidad
para determinar la región de la suma de variables aleatorias independientes,
pero no hay un indicio claro de cómo dicho sólido debe ser utilizado.

Generalización en tres partes

La generalización del método del cociente se llevó a cabo a lo largo del
Capítulo 2 y fue dividida en tres partes. La primera generalización consiste

108



de una simple extensión a varias dimensiones, en la segunda se agrega un
parámetro r que determina a las regiones resultantes y en la tercera se intro-
duce una función g(x), la cual abstrae en gran medida al parámetro r de la
segunda generalización y determina activamente a las regiones resultantes.

La generalización en tres partes del método del cociente realizada en este
trabajo goza principalmente de dos beneficios: una extensión natural y una
vasta asimilación de los mecanismos que permite funcionar al método. Por
lo tanto, el presente trabajo puede ser utilizado como punto de partida para
el estudio del método del cociente.

Descripción de la transformación Tr

El análisis global que se hace de la transformación T de la Sección 2.5 pro-
viene del análisis local de dicha transformación, por lo que la descripción
global que se hace de T es inherentemente incompleta, independientemente
de cuan minuciosos seamos en dicha descripción.

La incompletitud inherente de la transformación T provoca el cauteloso uso
que debemos hacer de él en busca de valores de r para los cuales las regiones
resultantes se ajusten lo mejor posible a su rectángulo mínimo.

Finalmente, la continuidad de Tr y mas generalmente la de Tg, implica que
la deformación de S en Sr(o en su caso Sg) sea continua.
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Apéndice 1

Sea (U,V1, . . . ,Vn) un vector aleatorio de dimensión n+ 1. Si dicho vector
posee función de densidad, entonces el vector aleatorio (V1/U, . . . ,Vn/U)
también posee función de densidad y puede ser calculada explícitamente a
partir del teorema de cambio de variable.

Proposición 2.9 (Densidad del cociente de variables aleatorias)
Sea (U,V1, . . . ,Vn) un vector aleatorio con densidad f (x1, . . . ,xn+1). Supon-
ga que U ̸= 0, entonces la función de densidad del vector (V1/U, . . . ,Vn/U)
está dada por

g(y1, . . . ,yn) =

∞∫
−∞

|z|n f (z,zy1, . . . ,zyn) dz.

Demostración.
Defina sobre el conjunto D := {(u,v1, . . . ,vn) ∈ Rn+1 : u ̸= 0} a la función

φ(u,v1, . . . ,vn) = (u,v1/u, . . . ,vn/u).

Por el teorema de la función inversa, φ(u,v1, . . . ,vn) = (u,v1/u, . . . ,vn/u)
es un difeomorfismo y, de hecho, su función inversa está dada por

φ
−1(z,y1, . . . ,yn) = (z,zy1, . . . ,zyn).

Debido a que U ̸= 0, la imagen del vector (U,V1, . . . ,Vn) se encuentra con-
tenida en D. Por lo tanto, al aplicar el teorema de cambio de variable, obte-
nemos que la función de densidad del vector aleatorio

(U,V1/U, . . . ,Vn/U) = φ(U,V1, . . . ,Vn)
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está dada por

h(z,y1, . . . ,yn) = f
(
φ
−1(z,y1, . . . ,yn)

)
·
∣∣det

(
Dφ

−1(z,y1, . . . ,yn)
)∣∣ .

De esta manera, debido a que

Dφ
−1(z,y1, . . . ,yn) =



1 0 0 · · · 0 0 0
y1 z 0 · · · 0 0 0
y2 0 z · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

yn−2 0 0 · · · z 0 0
yn−1 0 0 · · · 0 z 0
yn 0 0 · · · 0 0 z


se tiene que

∣∣det
(
Dφ−1(z,y1, . . . ,yn)

)∣∣= |z|n. Consecuentemente,

h(z,y1, . . . ,yn) = |z|n f (z,zy1, . . . ,zyn).

Por ende, la función de densidad del vector (V1/U, . . . ,Vn/U) está dada por

g(y1, . . . ,yn) =

∞∫
−∞

|z|n f (z,zy1, . . . ,zyn) dz.

❏

Observación 2.34
Se puede prescindir de la hipótesis U ̸= 0 en la Proposición 2.9, pues el
conjunto de puntos (u,v1, . . . ,vn) tales que u = 0 es de medida de Lebesgue
0 en Rn+1.

Consideremos una vez más (U,V1, . . . ,Vn) un vector aleatorio de dimensión
n+1 y suponga que r ≥ 0. Al tomar el vector aleatorio (V/U r, . . . ,V/U r),
es evidente que el vector (V1/U, . . . ,Vn/U) es el caso particular r = 1. Por
lo que una natural extensión de la Proposición 2.9 se logra al calcular la
función de densidad del vector (V/U r, . . . ,V/U r) a través del teorema de
cambio de variable.
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Proposición 2.10
Sea (U,V1, . . . ,Vn) un vector aleatorio con función de densidad f (x1, . . . ,xn+1)
y sea r ≥ 0. Suponga que U ̸= 0, entonces la función de densidad del vector
(V1/uU r, . . . ,Vn/U r) está dada por

g(y1, . . . ,yn) :=
∞∫

−∞

|z|nr f (z,zry1. . . . ,zryn)dz.

Demostración.
Defina sobre el conjunto D := {(u,v1, . . . ,vn) ∈ Rn+1 : u ̸= 0} a la función

φ(u,v1, . . . ,vn) = (u,v1/ur, . . . ,vn/ur).

Por el teorema de la función inversa, φ(u,v1, . . . ,vn) = (u,v1/u, . . . ,vn/u)
es un difeomorfismo y, de hecho, su función inversa está dada por

φ
−1(z,y1, . . . ,yn) = (z,zry1, . . . ,zryn).

Debido a que U ̸= 0, la imagen del vector (U,V1, . . . ,Vn) se encuentra con-
tenida en D. Por lo tanto, al aplicar el teorema de cambio de variable, obte-
nemos que la función de densidad del vector aleatorio

(U,V1/U, . . . ,Vn/U) = φ(U,V1, . . . ,Vn)

está dada por

h(z,y1, . . . ,yn) = f
(
φ
−1(z,y1, . . . ,yn)

)
·
∣∣det

(
Dφ

−1(z,y1, . . . ,yn)
)∣∣ .

De esta manera, debido a que

Dφ
−1(z,y1, . . . ,yn) =



1 0 0 · · · 0 0 0
rzr−1y1 zr 0 · · · 0 0 0
rzr−1y2 0 zr · · · 0 0 0

...
...

... . . . ...
...

...
rzr−1yn−2 0 0 · · · zr 0 0
rzr−1yn−1 0 0 · · · 0 zr 0
rzr−1yn 0 0 · · · 0 0 zr


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se tiene que
∣∣det

(
Dφ−1(z,y1, . . . ,yn)

)∣∣= |z|nr. Consecuentemente,

h(z,y1, . . . ,yn) = |z|nr f (z,zry1, . . . ,zryn).

Por ende, la función de densidad del vector (V1/U, . . . ,Vn/U) está dada por

g(y1, . . . ,yn) =

∞∫
−∞

|z|nr f (z,zry1, . . . ,zryn) dz.

❏
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Apéndice 2

Las transformaciones de Box-Muller pueden probarse de distintas maneras,
ver, por ejemplo, [10] y [2]. En este apéndice las probaremos usando el
difeomorfismo de cambio de coordenadas polares a cartesianas.

Lema 2.2 Si U ∼ uni f (0,1), entonces Y :=−2ln(U)∼ χ2(2).

Demostración.
Por el teorema de cambio de variable, tenemos que la función de densidad
de la variable Y esta dada por

fY (y) =
1
2

e−
y
21(0,1)

(
e−

y
2

)
. (2.49)

Finalmente, como
e−

y
2 ∈ (0,1) ⇐⇒ y > 0,

se concluye inmediatamente de (2.49) que Y ∼ χ2(2). ❏

Proposición 2.11 Si U y V son variables i.i.d con distribución uniforme
sobre el intervalo (0,1), entonces las variables

cos(2πV )
√
−2ln(U) y sen(2πV )

√
−2ln(U) (2.50)

son i.i.d con distribución normal estándar.

Demostración.
Dadas las hipótesis, defina las variables aleatorias

R2 :=−2ln(U) y Θ := 2πV.
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Claramente R2 y Θ son independientes.

Consideremos el difeomorfismo Ψ(r,θ) definido sobre (0,2π]× (0,∞) por

Ψ(r,θ) := (
√

r cos(θ),
√

r sen(θ)).

Al derivar parcialmente se puede comprobar con facilidad que
1

2
√

r cos(θ) −
√

r sen(θ)

1
2
√

r sen(θ)
√

r cos(θ)

 .
Por lo tanto,

|det(DΨ(r,θ))|= 1
2
.

De esta manera, por el teorema de cambio de variable, la función de densi-
dad de (X ,Y ) := Ψ(R2,Θ) está dada por

f (x,y) = f(R2,Θ)(Ψ
−1(x,y)) · |det(DΨ−1(x,y))|.

Ahora, por teorema de la función inversa, se tiene que |det(DΨ−1(x,y))|=
2. En consecuencia, tenemos que

f (x,y) = 2 f(R2,Θ)(Ψ
−1(x,y))

= 2 f(R2,Θ)(x
2 + y2,θ(x,y))

= 2 fR2(x2 + y2) · fΘ(θ(x,y))

= 2 ·
(

1
2

e−
x
2

)
·
(

1
2π
1(0,2π)(θ(x,y))

)
=

1
2π

e
x2+y2

2 .

De donde se sigue inmediatamente que las variables definidas en (2.50) son
i.i.d con distribución normal estándar. ❏
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