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Introduccion

Indudablemente, el método del cociente de uniformes es uno de los métodos
de simulacion de variables aleatorias por excelencia. No solo por ser senci-
llo de implementar computacionalmente, sino porque responde a una idea
intuitiva que, sin exagerar, todos hemos tenido en algin momento: "subir
una dimensién simplifica las cosas".

El método del cociente, en su forma mas elemental, establece una relacion
entre una distribucion unidimensional y una distribucién uniforme bidimen-
sional. Dicha relacién permite recuperar la distribuciéon unidimensional a
partir de la uniforme bidimensional; y el medio de pasar de una distribucién
a otra serd un cociente, de donde proviene el nombre de este método.

Una distribucion uniforme queda totalmente determinada por la regién o
conjunto sobre la cual toma valores; por lo que, implicitamente, el méto-
do del cociente asocia a cada distribucién unidimensional una region en el
plano, de tal manera que la distribucién uniforme en dicha regién nos per-
mite recuperar la distribucion unidimensional a partir de un cociente.

~iente
sociel
s 0 L\C\ e
Métode

Distribucién



Este trabajo pretende mostrar los resultados basicos acerca del método del
cociente, pero también se discutirdn ciertos resultados que pueden ayudar a
entender la relacion entre distribuciones y regiones que establece el método
del cociente de uniformes.

El capitulo 1 esta destinado a estudiar la version mas elemental del método
del cociente, la propuesta por Kinderman y Mohanan en [7]. Este capitulo
estd dividido en cuatro bloques. El primer bloque, constituido por la Sec-
ciones 1.1 y 1.2, estudia y exhibe los mecanismos que hacen funcionar al
método del cociente. El segundo bloque, constituido tinicamente de la Sec-
cién 1.3, describe a las regiones del método del cociente en coordenadas
polares, lo cual, ademds de ser natural, permite determinar varias propieda-
des de las distribuciones a partir de sus regiones del método del cociente. El
tercer bloque, constituido por las Secciones 1.5 y 1.6, estudian a las regio-
nes provenientes de distribuciones que resultan de sumar o multiplicar una
constante, y se demuestra que estas regiones son iguales salvo un isomorfis-
mo lineal, es decir, que existe un isomorfismo lineal que lleva una regioén en
la otra. Finalmente, el tltimo bloque estd destinado tnicamente a ejemplos
y esté constituido por las Secciones 1.7, 1.8 y 1.9.

El capitulo 2, a diferencia del capitulo 1, es de una constitucién maés ro-
busta en términos de contenido, y es el capitulo principal y final de este
trabajo.

El capitulo 2 se encuentra dividido en tres bloques. El primer bloque ex-
tiende el método del cociente a varias dimensiones, y se desarrolla a lo
largo de las Secciones 2.1, 2.2 y 2.3. El segundo bloque, constituido por las
Secciones 2.4, 2.5 y 2.6, extiende ain mds el método del cociente al intro-
ducir un factor r, el cual juega un activo papel determinando a las regiones
resultantes. El tercer bloque, y el mas importante, se desarrolla en las Sec-
ciones 2.7, 2.8, 2.9,2.10 y 2.11, en donde se estudia el método del cociente
en su version mas general, la cual introduce una funcién auxiliar g(x) que
viene a generalizar al factor r.

En el segundo bloque del capitulo 2 se estudiara escrupulosamente al factor
r que es introducido, y ello nos permitird observar que las regiones que se
obtienen de aplicar el método del cociente para los distintos valores de r son



iguales, salvo un difeomorfismo que lleva una regién en la otra. Ademas,
este andlisis del factor r nos proporcionard los medios por los cuales se
podré llevar a cabo una optimizacién de este factor.

Con respecto al tercer bloque del capitulo 2, el trabajo se centrard en el
analisis de la funcién auxiliar g(x), la cual, como veremos, determina ac-
tivamente a la region del método del cociente. Dicho anélisis estard orien-
tado a hallar funciones auxiliares para las cuales las regiones resultantes
sean sencillas de simular, tales como rectdngulos o secciones circulares.
Esta tarea algunas veces se podra lograr al plantear ecuaciones diferencia-
les ordinarias, aunque esto dependera intrinsecamente de la distribucién que
buscamos simular.



Capitulo 1

Meétodo del cociente

En diversas dreas de la ciencia, problemas complejos son abordados y en-
tendidos a partir de algunos mds sencillos. En este sentido se presenta el
método del cociente, método por el cual, bajo determinadas condiciones,
el problema de simular variables aleatorias es reducido a uno mas simple,
el de generar valores de distribucién uniforme. Sin embargo, para que el
método del cociente sea factible, se requiere del método de aceptacion y
rechazo. En consecuencia, para lograr un mayor entendimiento del método
del cociente, es conveniente estar familiarizado con el método de aceptacion
y rechazo.

El presente capitulo se consagra a un escrupuloso estudio del método del
cociente de uniformes propuesto por Kinderman y Monahan en [7]. Dicho
estudio comienza por habituarnos al método de aceptacion y rechazo.

1.1. Método de aceptacion y rechazo

El método de aceptacion y rechazo es estudiado en una gran variedad de tra-
bajos, pues resulta particularmente util cuando los métodos directos no pue-
den ser aplicados o son computacionalmente ineficientes. Entre esta gran
variedad de trabajos podemos encontrar las principales fuentes de esta sec-
cion: el trabajo de Liang, Liu y Carrol en [8] y el trabajo de Martino, Luengo
y Miguez en [10].



Existen distribuciones mds complejas que otras, en el sentido de que son
mas dificiles de simular. Un nitido ejemplo de esto es proporcionado por la
distribucion Bernoulli de pardmetro 1/2 y la distribucién Weibull. Para ge-
nerar valores de la distribucién Bernoulli de pardmetro 1/2 basta con tener
una moneda justa, lanzarla, y tomar el valor O si cae 4guila y el valor 1 si cae
sol. Por otro lado, el generar valores de la distribucion Weibull, sin importar
el valor de sus pardmetros, puede llegar a ser desafiante experimentalmen-
te, ya que no son evidentes los experimentos aleatorios que se llevan a cabo
con distribucion Weibull.

El método de aceptacion y rechazo permite generar valores de una distri-
bucién auxilidndose de otra distribucidn mas sencilla de simular. Evidente-
mente, ciertas condiciones son impuestas para que el método sea aplicable
a cierto par de distribuciones, pero éstas son admisibles.

Proposicion 1.1 (Método de aceptacion y rechazo)
Sean h(x) y g(x) funciones de densidad, y suponga que existe una constante
M > 1 tal que h(x) <Mg(x). SiX ~g y U ~ Unif(0,1) son independien-

I€S, entonces
X
X‘(Ug h )>~h.
Mg(X)

Es decir, si u'y x son valores de la distribucion uniforme sobre el inter-
valo (0,1) y de la distribucion g, respectivamente, y ademds satisfacen la
desigualdad

h(x)
"= Mg(x)’

entonces x es un valor de la distribucion h.

Demostracion.
Notemos que para x € R,




Por otro lado,

P(ng,Ugﬁf(X) ):/x g(t)-IF’(U§ hX) \X:t) dt
(

) dt (1.1)

1 X
M/ h(t) dt. (1.2)

Asi,

1 X
= lim —/ h(r) dt
x_>°°M —o0
1
=—. 1.3
v (1.3)
Consecuentemente, por (1.2) y (1.3), concluimos que
h(X X
P(X§x|U§ (X) ) :/ h(t) dt,
Mg(X) oo
. hx)\
es decir, X‘ (U < Mg(x)> h. d

Observacion 1.1

En la demostracion de la Proposicion 1.1 no se menciona explicitamente
donde es usada la hipotesis de independencia de U y X, pero es tacil notar
que dicha hipétesis es la que establece la igualdad en (1.1).

En la siguiente proposicion se generaliza el método de aceptacion y rechazo
a funciones de densidad conjunta h(xy,...,x,) y g(x1,...,x,) que cumplen
la condicién A(xy,...,x,) < Mg(xy,...,x,), parauna constante M > 1.



Proposicion 1.2 (Método general de aceptacion y rechazo)

Sean h(xy,...,x,) y g(x1,...,x,) funciones de densidad conjunta, y supon-
ga que existe una constante M > 1 tal que h(xy,...,x,) < Mg(xy,...,x,). Si
(Xiy...,Xn) ~g y U~Unif(0,1) son independientes, entonces

(US h(xi,... %) ) B
Mg(xy,...,x,)

(X1,...,Xn)

Demostracion.

La demostracion para el caso n = 2 es exactamente igual, mutatis mutandi,
a la del caso general. Asi que, por brevedad en la escritura, se presentara
unicamente la demostracion para el caso n = 2.

Notemos que para (x1,x2) € R?,

(X1.X2)
h(Xl,Xz) B P(X] <x1,Xp <x, U< m)
) .

Mg(Xl X2 P(U < h(X1.X2) )

P (Xl <x,X2<x0| U<
— Mg(X1,X2)

Por otro lado,

X1 X2

P(X1<X17X2<XQ,U<£§X}(1X§; //g (t,s)P 7Mé(,( ))}(XI’XZ) (t, )) dsdt

—00 — 00

X1 X2

_ h(t,s)
—//gts ())ddt

—0Q0 — 00

X1 X2

://gts Mg(t ))a’sdt

—00 — 00

X1 X2

:1\14/ /h(t,s) dsdt.

—00 — 00



De esta manera,

h(X1,X2) h(X1,X2)
P{US———~|=Ilim lim P(X; <x,X, <x, U < ————
Mg(Xl,XQ) Xp—roo x| —>o0 Mg(XbXZ)
1
M

Con ello concluimos que

X1

h(X1,X2)
P( X <xi,X <xo| U< 20220 2) //hts ) dsdt,
Mg(X1,X>)

es decir, (X1,X) | (U < g %%) ) ), -

La Proposicién 1.2 justifica el siguiente algoritmo para generar valores de
distribucion 4 cuando la hipétesis h(xy,...,x,) < Mg(xy,...,X,) es satis-
fecha por alguna funcién de densidad g(xi,...,x,) y una constante M >
1.

e Algoritmo de aceptacion y rechazo

1. Generar un valor (xi,...,x,) de distribucién g y un valor u de distri-
bucién uniforme en el intervalo (0, 1).
2. Tomar a (1, ..., x,) como valor de la distribucién / si u < LX)
Mg(x1,.%n) "

3. Repetir los pasos 1 y 2 tantas veces como sea necesario.

Ejemplo 1.1 (Distribucion beta)
Sea g la densidad de la distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1) y
denote por & la funcién de densidad de la distribucién beta(a, b), esto es,

1 a
B(a,b) "

Ta-x)t o<x<1,

h(x) =

cona=>5yb=3/2.Se puede comprobar ficilmente que /4 es una funcién
acotada, a decir verdad, se encuentra acotada por 3. De esta manera, en
virtud de que el soporte de £ es el intervalo (0, 1), se tiene que A(x) < 3g(x).

8



Por lo tanto, para generar valores de distribucion 4, es suficiente generar un
valor x de la distribucién g y un valor u de la distribucién uniforme sobre
intervalo (0, 1), y aceptar x sélo si satisface

h(x) 1

= —h(x). (1.4)

<
"= 3g(x) 3

En la Figura 1.1 se compara la gréfica de & y el histograma de 1000 valores
de distribuciéon s generados a partir del método de aceptacion y rechazo,
con g(x) como funcién de densidad auxiliar. Es decir, se generaron valores
x y u de distribucién uniforme sobre (0, 1) hasta obtener 1000 valores que
satisficieran la condicién (1.4).

h(x)

AN
N\
1
A

I ‘ I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 1.1 . Histograma vs densidad beta(5,3/2).

O

Observacion 1.2

Note que en el Ejemplo 1.1 se puede contemplar plenamente la fortaleza
y eficacia del método de aceptacion y rechazo. En dicho ejemplo hemos
sido capaces de generar valores de una distribucion cuya simulacion directa
puede ser particularmente dificil, y esto lo logramos al llevar a cabo una
tarea mucho mds simple, el generar valores de distribucion uniforme en el
intervalo (0,1).



Ejemplo 1.2 (Distribuciéon uniforme)
Sean A y B un par regiones de R"” con volumen finito distinto de cero tal
que A C B (ver Figura 1.2).

Figura 1.2 . Ejemplo con n =2 y B un rectdngulo.

Las funciones de densidad

1 1

hix) = vol(A) i)y 8= vol(B)

]IB(x), x€R",

de las distribuciones uniformes sobre A y B, respectivamente, satisfacen

h(x) < % g(x). Por lo tanto, para generar un valor de distribucion unifor-

me sobre A basta generar valores x de distribucion uniforme sobre By u de
distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1) hasta que se satisfaga

MSW:ﬂA(X)

En consecuencia, para generar valores de distribucién uniforme sobre la
region A, es suficiente el generar valores de distribucion uniforme sobre la
region B y aceptar s6lo aquellos que estén en A. Esto es particularmente
util cuando la regién B es un rectdngulo (o hiperectdngulo en caso de que
n > 2), pues el generar valores de distribucién uniforme en un rectangulo es
facil, lo que implica que podemos generar valores de distribuciéon uniforme
en A, sin importar cuan irregular o compleja sea la region A. O

10



1.2. Meétodo del cociente de uniformes

Ya hemos dicho que el método del cociente, bajo determinadas condicio-
nes, permite simular variables aleatorias a partir de valores de distribucion
uniforme. Sin embargo, es pertinente mencionar que la region sobre la que
se generan los valores de la distribucion uniforme es totalmente determi-
nada por la funcion de densidad de la distribucién que buscamos simular.
Este hecho es notable porque, en la practica, puede que se desconozca la
distribucidn, pero se conozca la distribucidén empirica, por lo que podemos
aplicar el método del cociente a la distribucién empirica, si es que cumple
con los requerimientos del método.

Proposicion 1.3 (Método del cociente de uniformes)

Sea h(x) una funcion de densidad acotada y suponga que sup |x|/h(x) <
x€R
oo, Entonces la region

S:{(u,v)€R2:0<u<\/h(v/u)} (1.5)

es de drea finita y si (U,V) es un vector con distribucion uniforme sobre S,
entonces V /U ~ h.

Demostracion.
El valor absoluto del cociente de dos niimeros reales es igual al cociente del
valor absoluto de dichos nimeros. Por lo que, en particular, se tiene que si
u > 0, entonces

v/ul = [v|/u.

Por lo tanto, para todo (u,v) en S, ocurre que

vl = (l/u)-u < |v/ul5/B(v/u). (1.6)
Luego, debido a que sup |x|/h(x) < oo, se sigue de (1.6) que S estd acotada

xeR

y que, de hecho,

S C lO,sup \/h(x)] X l—jél]g |x|\/h(x),§;1]§ x| v/ A(x)] .

xeR

11



De esta manera, como el cdlculo de dreas es una operacion mondétona, es
decir, que preserva contenciones, concluimos que el drea de S es finita.

Suponga que (U,V) es un vector aleatorio con distribucion uniforme sobre
S, entonces la funcién de densidad conjunta de (U, V) estd dada por

1
fuv(u,v) = [5) bara (u,v) €S.

S|’
Por la féormula general para la funcién de densidad del cociente de dos
variables aleatorias continuas (véase el Apéndice 1), tenemos que, para
—oo < x < oo, se cumplen la siguiente serie de igualdades

fow@ = | o) fuldu

[l
= — - |u|du
(u,xu)€s |S|

1 vV h(x) p
1

Luego, como fyy (x) y h(x) son funciones de densidad, al integrar sobre

(—o0,00) deducimos que

1
S| ==
1S1=5

Por lo tanto, h(x) = fy y(x). J

Observacion 1.3
(D En la prueba de la Proposicion 1.3 es demostrado que la region S estd
contenida en un rectangulo. Esto es vital para la viabilidad del método;
porque, en virtud del Ejemplo 1.2, con el método de aceptacion y re-
chazo podemos generar facilmente valores de distribucion uniforme en
S, sin importar cuan irregular o compleja sea la region S.

(I) En la Proposicién 1.3 no se imponen demasiadas condiciones a h(x), a
decir verdad, sélo se pide que las funciones |x|+/h(x) y h(x) sean acota-
das. Sin embargo, no hay un algoritmo bien determinado para verificar

12



que un conjunto o funcion es acotado, asi que es conveniente hallar una
condicion suficiente que sea mds computable.

En la Proposicion 1.4 se establecen condiciones suficientes para que una
funcién de densidad cumpla con las hipétesis de la Proposicion 1.3. Estas
condiciones son dadas a través del concepto de limite y continuidad.

Proposicion 1.4 Sea h(x) una funcion de densidad continua. Si h(x) satis-
face que

1. lim x\/h(x) < oo,

X——o0

2. lim x+/h(x) < oo.

X—o0

Entonces h(x) es acotada y sup |x|\/h(x) < oo, es decir, h(x) satisface las
x€R
hipdtesis de la Proposicion 1.3.

Demostracion.
Sean a := 1_i>m xv/h(x) y b:= lim xy/h(x). Haciendo uso de la desigual-
X—> —00 X—>o0

dad del tridngulo inversa y la definicidn épsilon-delta de continuidad, tome-
mos r > 0 de tal manera que para todo |x| > r

Ix|v/h(x) < max{l+]al, 1+ |b|}.

Sin pérdida de generalidad suponga que r > 1. Entonces para todo |x| > r
se tiene que

n(w) = (Vi) < (Ie[v/AG) " < (mix{1+ lal, 1+ [5]})>.

Esto demuestra que las funciones A (x) y |x|1//(x) son acotadas en (—eo, —r) U
(r,00), por lo que es suficiente mostrar que estas dos funciones son también
acotadas en el intervalo [—r,r| y para ello usaremos la hipétesis de conti-
nuidad de la funcién de densidad.

Veamos, debido a que la funcién A(x) es continua se tiene que las funciones
|x|v/h(x) y h(x) son continuas en el intervalo [—r,r|, de este modo am-
bas funciones son acotadas en dicho intervalo y, de hecho, por el teorema

13



de Weierstrass (ver [4]) alcanzan su maximo y minimo en dicho interva-
lo. Consecuentemente, concluimos que las funciones i(x) y |x|/k(x) son
acotadas. J

Observacion 1.4

En la demostracion de la Proposicion 1.4 podemos apreciar que las hipotesis
de existencia y finitud de los limites solo asegura que las funciones estén
acotadas en (—oo,—r)U(r,00) para alginr > 0. Mientras que la continuidad
de h(x) nos asegura que estdn acotadas en el intervalo [—r,r] . Sin embargo,
para que las funciones sean acotadas en [—r,r| es suficiente que h(x) sea
discontinua excepto en un nimero finito de puntos y que en dichos puntos la
funcion de densidad tenga limites finitos por la izquierda y por la derecha.

La Proposiciéon 1.3 justifica el siguiente algoritmo para generar valores
de la distribucién s cuando las hipdtesis de dicha proposiciéon son satis-
fechas.

e Algoritmo del cociente de uniformes

1. Generar valores (u,v) de distribucién uniforme en la regién S
definida como en (1.5).

2. Tomar a v/u como valor de distribucion A.

Tanto el método de aceptacion y rechazo como el del cociente de unifor-
mes requieren generar valores auxiliares. No obstante, el generar valores de
distribucién uniforme es mds facil que el generar valores de cualquier otra
distribucion. Por lo tanto, en este sentido, el método del cociente es mas
factible que el método de aceptacion y rechazo.

Otra considerable ventaja tedrica del método del cociente sobre el de acep-
tacion y rechazo se halla en el hecho de que en el algoritmo de aceptacion
y rechazo algunos valores son descartados, mientras que en el algoritmo
del cociente de uniformes cada valor auxiliar que se genera es aprovechado.
Sin embargo, en la practica dicha ventaja se vera perdida en gran medida, ya
que para calcular valores de distribucion uniforme en la region S (descrita
en (1.5)) usualmente usaremos la Observacion 1.3(]).

14



1.3. Descripcion en coordenadas polares

La condicién que determina a la regién S del método del cociente es bas-
tante concisa e inteligible. Sin embargo, describir a dicha region en coorde-
nadas polares puede resultar ventajoso algunas veces, ya sea para lograr un
mayor entendimiento de la region o para alcanzar una descripciéon mucho
mds compacta. Ademads, la descripcién en coordenadas polares nos permite
dilucidar el cémo la distribucion i determina algunas caracteristicas geo-
métricas de su region S, posibilitando esbozar a la distribucion 4 a partir de
su region S.

Para describir a la region S en coordenadas polares primero vamos a recor-
dar brevemente este sistema de coordenadas y acordaremos la forma en que
los dangulos serdn medidos en este trabajo. Inmediatamente después, nos
daremos a la tarea de interpretar en coordenadas polares la condiciéon que
determina a la region S.

Coordenadas polares

Las coordenadas polares de un punto en el plano (distinto del origen) es un
par ordenado (r, 6), donde r es la longitud del segmento de recta que une al
punto con el origen y 0 es el dngulo que forma dicho segmento con el eje
x. En consecuencia, las coordenadas polares de un punto en el plano estan
sujetas a la forma en que los dngulos son medidos. A lo largo de todo es-
te trabajo los dngulos serdn medidos en radianes de —7 a &, empleando la
orientacion usual, es decir, la direccion positiva serd la contraria a las mane-
cillas del reloj. Haciendo uso de esta convencion, en la Figura 1.3 se ilustran
dos puntos de coordenadas polares (r1,0;) y (r2,6,) con 6, <0 < 6.

Notacion

En este trabajo a la primer coordenada polar le llamaremos coordenada ra-
dial, mientras que a la segunda coordenada polar le llamaremos coordenada
angular. Ademads, se reservara el uso de las letras r y 6 para denotar las
coordenadas radiales y angulares. De esta manera un par ordenado (r,0)
siempre denotard las coordenadas polares de un punto.
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(r1,61)

)

(r2,62)

Figura 1.3 . Coordenadas polares de un par de puntos.

Todas las regiones que nos determina el método del cociente se encuentran
confinadas a los cuadrantes 1 y 4 con el eje X. Este hecho es bastante conve-
niente, porque a los puntos de esta region facilmente les podemos calcular
su coordenada angular a partir de sus coordenadas cartesianas, a saber, si
tenemos un punto con coordenadas cartesianas (x,y) (con x > 0), enton-
ces su coordenada angular, la cual conveniente denotaremos por 6(x,y), es
exactamente arctan(y/x), es decir, 6(x,y) = arctan(y/x). Asi mismo, para
mantener una notacion consistente, denotaremos a la coordenada radial del

punto (x,y) por p(x,y).

Interpretacion en coordenadas polares

Lema 1.1 (Descripcion en coordenadas polares)

Sea h(x) una funcion de densidad acotada y suponga que sup |x|/h(x) <
x€R
oo, Entonces

S:{(u,v)€R2:0<u<\/W}

T 7r) 0<r< h(tan(0))

—d(r0): 0 (~5.5 05[] (1.7)

272
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Demostracion.
Al cambiar de coordenadas cartesianas a polares obtenemos el siguiente par
de equivalencias

0<u<+/h(v/u) < 0<p(u,v)-cos(6(u,v)) < \/h(tan(6(u,v)))

/@806
< cos(0(u,v))

De donde se sigue inmediatamente el lema. a

<~ 0<p(u,v)

En un principio podemos pensar que la descripcion en coordenadas polares
de S, la cual se encuentra en (1.7), parece ser mas complicada que la que
teniamos en coordenadas cartesianas y puede que sea asi en algunos ca-
sos, pero hay algunos otros donde la descripcién en coordenadas polares se
simplificard mas y, por supuesto, también habrd casos donde ambas descrip-
ciones sean complicadas. Sin embargo, la descripcion polar deriva en una
serie de observaciones que la hacen un tanto mas rica que la descripcion
cartesiana.

Observacion 1.5 (Regiones de haces)

Si definimos en (—n /2,7 /2) la funcion p(6) = %, entonces
T w
S:{(r,e).96(—5,5),0<r<p(9)}. (1.8)

Ademads, el hecho de que h(x) y |x|\/h(x) sean acotadas implica que la
funcion p(60) que definimos sea acotada, pues de la definicion de p(6) es
fdcil ver que

h(tan(6)) = p*(6)cos’(6) y |[tan(8)|y/h(tan(6)) = [sen(6)|p(6).

En consecuencia, para cada 0 € (—n/2,7/2) el conjunto de todos los pun-
tos de S con dngulo 0 es un segmento sin extremos que parte del origen
y cuya longitud es p(0). De esta manera, las regiones que son producidas
a través del método del cociente son regiones de haces sin extremos que
parten del origen y cuyos dngulos estan entre —mt/2 y w/2.

La siguiente observacion explica el efecto geométrico que tiene en S la con-
tinuidad de &(x) en un intervalo.
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Observacion 1.6 (Regularidad)

Suponga que —oo < a < b < e son tales que h(x) es continua en el in-
tervalo (a,b). Recordando que la funcion tangente (restringida al intervalo
(—m/2,m/2)) es la inversa de la funcién arco tangente y que ambas son
crecientes, se sigue facilmente de la propia definicion que p(6) es continua
en el intervalo (a, ) donde o := arctan(a) y 3 := arctan(b). Consecuente-
mente, la curva en coordenadas polares (p(0),0) que delimita a la region
S en los rayos de pendiente a y b es continua, lo que hard que grdficamen-
te la parte de S que se encuentra entre los rayos de pendiente a y b se vea
como un sector circular deformado continuamente, tal como lo sugiere la
Figura 1.4.

Figura 1.4 . Parte de S entre rectas de pendiente a y b.

Observacion 1.7 (Interpretacion geométrica del soporte)
Notemos que para toda x € R se tiene

\/h(tan(arctan(x))

cos(arctan(x))
< h(x) =0.

p(arctan(x)) =0 <— =0

En consecuencia, h(x) = 0 si y solo si la interseccion de S con la recta de
pendiente x es igual al vacio. De esta manera, si la region S fuera como en la
Figura 1.5, entonces el soporte de h(x) se encuentra en el intervalo (0,0) ya
que la interseccion de S con cualquier recta de pendiente negativa (o cero)
es igual al vacio.
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Figura 1.5 . Posible region S.

Observacion 1.8

Suponga que X es una variable aleatoria con funcion de densidad h y defina
Y :=arctan(X). Al aplicar el teorema de cambio de variable se deduce que
la funcion de densidad fy(6) de Y estd dada por

fr(8) = (1+1tan®(6))h(tan(6)) - 1(_z/2.x/2)
_ h(tan(0)) 1
cos2(0) (—7/2,m/2)

Por ende, p*(0) es igual a la funcién de densidad de arctan(X), o mas co-
rrectamente dicho, p?(0) iguala la funcion de densidad de arctan(X) en el
soporte de ésta.

Para dar por concluida esta seccidn, note que la descripcion polar tiene una
ventaja innata sobre la cartesiana, pues mientras que la descripcion cartesia-
na requiere de dos variables, la descripcion polar solo requiere de una.

1.4. Reciproco del método del cociente

Para cualquier regién R C R? de 4rea finita podemos tomarnos un vector
aleatorio (U,V) de distribucién uniforme sobre R, y a partir de este vec-
tor se determina una distribucion particular, la correspondiente a la variable
aleatoria X := V /U. Asi que una cuestion interesante es la de saber cudn-
do dos regiones R y R, determinan a una misma distribucion a partir del
cociente V /U.
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Observacion 1.9

Sea R C R? una region de drea finita y (U,V) ~ unif(R). Por la férmula
general para la funcion de densidad del cociente de variables aleatorias (ver
Apéndice 1), la tuncion de densidad de V /U esta dada por

1

fvw(y) = M/w |x[1£(x,xy) dx. (1.9)

Si denotamos por I,(R) a la interseccién de la region R y la recta que pasa
por el origen con pendiente y, entonces 1 (g (x) = 1g(x,xy), paratoday €
R. Por lo tanto, la ecuacion (1.9) se puede reescribir como:

1 o)

fvw(y) = m/_m [ 1, () (%) dlx. (1.10)

De esta manera, la funcion de densidad de la variable V /U se encuentra
totalmente determinada por los conjuntos I,(R).

Definicién 1.1 Para cada region R C R? de drea finita y y € R, definimos
el conjunto

v
I,(R) := {(u,v) €R:- :y}.
Es decir, l,(R) es la coleccion de puntos en R con pendiente igual a y.

Observacion 1.10

Sabemos que los tnicos subconjuntos conexos de una recta, dotada de su
topologia usual, son los segmentos de recta. De esta manera, para caday €
R, el conjunto I,(R) se puede ver como la unién ajena de segmentos de la
recta de pendiente igual a y. Ademds, cualquier subconjunto de la recta tiene
a lo mds una cantidad numerable de componentes conexas, por lo que sin
perdida de generalidad puede suponerse que esta union ajena de intervalos
es numerable.

Nota: Dado que cada segmento que conforma a ly(R) es parametrizado a
través de la asignacion t — (t,ty), en la siguiente proposicion entendere-
mos al conjunto l,(R) como la union de todas sus componentes conexas
parametrizadas con la asignaciont — (t,ty).
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Proposicién 1.5 Sean R, R, C R? regiones de drea finita. Para cualesquie-
a (Up,V1) ~unif(Ry) y (Us,Va) ~ unif(Ry), se tiene que las variables
Vi/Uy y V2 /U, son idénticamente distribuidas si y solo si, para cada y € R,

/ Edi = ArL(RZ)/ E dt, (1.11)
1,(Ry) Area(Rl) 1,(Ry)

donde E(x,y) = |x|.

Demostracion.
Notemos que para cada y € R, si definimos la curva y(¢) = (¢,7y) en un
intervalo finito (a,b), entonces

b
[ Edi= [ OlEC) a
Y a
b
:/ 1 +y2E(t,ty) dt
‘ b
:\/l—i-yz/ |t] dt.

De esta manera, para k € {1,2}, la funcion de densidad de V;./U;, estd dada
por

fuu0) = 2R m/z

Por lo tanto, las variables V| /U; y V,/U, son idénticamente distribuidas si
y solo si, para today € R,

1 / 1
~ E dt = — / E dt
Area(Ry)\/1+y? Jiy(Ry) Area(R2)\/1+y? Jiy(Ry)
De donde se deriva inmediatamente la igualdad en (1.11). a

Evidentemente, la Proposiciéon 1.5 da respuesta a la pregunta con la cual
iniciamos esta seccion, pues establece que dos regiones R; y R, van a de-
terminar la misma distribucion si, para cada y € R, la integral de linea de
E(x,y) sobre [y(R;) y sobre [,(R,) son miltiplos escalares uno del otro y,
de hecho, el escalar es la razon entre sus areas.
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Observacion 1.11

Es sencillo constatar que la igualdad en (1.11) establece una relacion de
equivalencia en el conjunto de regiones de drea finita en el plano, por lo
cual la asociacion entre distribuciones y regiones que establece el método
del cociente puede ser trasladada al cociente de esta relacion de equivalencia
Y, asi, obtener una relacion biunivoca. Sin embargo, no hay necesidad de
trasladarse al cociente de la relacion de equivalencia, porque podemos hallar
un representante bastante amigable para cada una de estas clases.

Proposicién 1.6 (Reciproco del método del cociente)

Sea p : (—%,5) — [0,00) una funcion 2-integrable y ||p||> = 1. Si las fun-
ciones cos(0)-p(0) y |sen(0)|-p(0) son acotadas, entonces la funcion
h(x) definida en (—oo, o) por

p?(arctan(x))

h(x) := a2

(1.12)

cumple con las siguientes propiedades:
1. La funcion h(x) es de densidad.
2. Las funciones h(x) y |x|\/h(x) son acotadas.

3. {(uv O<u<\/7} ):10]<3,0<r<p(0)}.

Demostracion.
Por el teorema de cambio de variable tenemos que

/h

(1+tan*(0))-h(tan()) d6

i)
\S}
~
(o]
N—
Y
(o]

|
T ol —— '\’"" \N\:\
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De esta manera, como es evidente que 4(x) es no negativa, concluimos que
h(x) es una funcién de densidad.

Para mostrar (2) basta observar que para toda 6 € (—x/2,7/2),
h(tan(@)) = cos®(6)-p*(8) 'y |tan(8)[y/h(tan(6)) = [sen(6)[p(8).

Finalmente, para mostrar (3), observemos que para toda (u,v) en (0,o0) X
R se tiene que

0<u<Vh(v/u) <= 0<Vur+12-cos(6(u,v)) < /h(tan(6(u,v)))
— 0< Vut+v2<p(0(u,v)).

Donde 0(u,v) denota el dangulo del vector (u,v) en (—7m/2,7/2). a

Observacion 1.12

En la Observacion 1.5 se establece que toda region que surge al aplicar
el método del cociente es de la forma descrita en (1.8). Mientras que en
la Proposicion 1.6 se demuestra que, de hecho, toda region de la forma
descrita en (1.8) determina una funcion de densidad que cumple con los
requerimientos del método del cociente y que, al aplicarle dicho método, la
region S que surge coincide exactamente con la region que determiné a la
funcion de densidad.

Observacion 1.13

La Proposicion 1.6, en conjunto con la discusion llevada a cabo en la Sec-
cion 1.3, puede ser utilizada para producir distribuciones con ciertas carac-
teristicas que deseemos. Ademds, aprovechando el cardcter geométrico, y
amparandonos del método de aceptacion y rechazo, tacilmente puede di-
seflarse un programa computacional para llevar a cabo esta tarea, es decir,
producir distribuciones con determinadas caracteristicas a partir del método
del cociente.

Antes de dar paso a la siguiente seccion, en vista de la Proposicion 1.6, nos
permitimos decir que, en un cardcter subjetivo, las regiones de haces, es
decir, las regiones delimitadas por una funcion en coordenadas polares, son
las regiones inherentes al método del cociente.
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1.5. Transformacion suma de una constante

Esta seccion es en esencia una observacion, pero una notable, por ello la
abordaremos con el caracter nominal de seccion.

Suponga que h(x) es una funcion de densidad que cumple con los requeri-
mientos del método del cociente y X ~ h. Seaa € R. Al definirY :=X +a
obtenemos una nueva variable aleatoria con una distribucion un tanto dis-
tinta de la de X y de la cual es interesante preguntarnos si cumple con los
requerimientos del método del cociente y, si es asi, ;cudl es la region que
nos arroja el método del cociente?.

Observemos que Y = ¢(X) donde ¢(t) =t+a para toda t € R. De esta ma-
nera, como ¢(t) es un difeomorfismo, por el teorema de cambio de variable,
se tiene que la funcion de densidad de Y esta dada por

g) =h(@~ M) 1(97) O], —eo <y <.

Por ende, en virtud de que ¢ ~'(y) =y —a, para toda y € R, se deduce que

g(y) =h(y—a).

Es decir, g(y) es un simple desplazamiento de h(x) y, en consecuencia, g(y)
cumple con las hipotesis de la Proposicion 1.3.

Muy bien, ahora denotemos por Sx., a la region que surge al aplicar el
método del cociente a la densidad g(y), y de la misma manera denotemos
por Sx a la que surge al aplicarlo a h(x).

Al igual que g(y) se deriva de h(x), Sx1, se deriva de Sx a través de una
transformacion lineal y el describir esta transformacion lineal nos revelara
los efectos que tiene el sumar una simple constante.

Veamos, para (u,v) € R? se tiene la siguiente cadena de equivalencias

(u,v) € Sx4q <= O0<u<+/g(v/u)

— 0<u<,/h<£—a)

< (u,v—au) € Sx.
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Consecuentemente, concluimos que
Sxta={(u,v+au) €R*: (u,v) € Sx } . (1.13)

De esta manera, la transformacion que deforma a Sy en Sx, es T (u,v) =
(u, v+ au). Por lo tanto, nuestra tarea se reduce a conocer la forma en que
T (u,v) deforma al plano.

Lo primero que podemos notar es que T (u,v) es un isomorfismo lineal, ya
que su matriz asociada respecto a la base canoénica es no degenerada, pues

es igual a
10
a 1|’

Asf pues, T(u,v) manda bases en bases, por lo que al determinar a don-
de manda la base candnica podremos determinar el comportamiento ge-
neral de T (u,v). Pero tras una fécil substitucion podemos comprobar que
T(1,0) = (l,a) y T(0,1) = (0,1). Por ende, resulta que T (u,v) no mo-
difica a (0,1), mientras que a (1,0) lo desplaza linealmente hacia arriba
o abajo dependiendo del valor de a. En la Figura 1.6 se muestran las dos
posibles imagenes de (1,0) bajo T (u,v).

v \% \%
L JA) «I— u
a0 u u 0%) u v :(1,a)

(a) Casoa>0 (b) Casoa<0

Figura 1.6 . Transformacién del vector (1,0).

El desplazamiento lineal que sufre el vector (1,0) bajo T (u,v) claramente
se hace presente en toda la parte positiva del eje x. Sin embargo, de la Ii-
nealidad de T (u,v), facilmente podemos extender dicho efecto en todos los
puntos de los cuadrantes 1 y 4.
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De forma particular, si a > 0, el desplazamiento de los cuadrantes 1 y 4 serd
hacia arriba. En la Figura 1.7 se muestra de manera grdfica el desplazamien-
to hacia arriba provocado por T (u,v) al tomar a = 1/2 y también podemos
observar que al tomar un valor pequefio de a el desplazamiento es también
pequerio.

Figura 1.7 . Efecto de la transformacion x+a cona > 0.

Asimismo, si a < 0, entonces el desplazamiento de los cuadrantes 1 y 4
serd hacia abajo. En la Figura 1.8 se exhibe el desplazamiento provocado
por T (u,v) al tomar a = —1/2 y en dicha figura podemos observar que el
desplazamiento es igual que cuando se toma a = 1/2, solo que ahora se
lleva a cabo hacia abajo.

Figura 1.8 . Efecto de la transformacién x+ a con a < 0.
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Observacion 1.14

Es evidente que hemos llevado a cabo el analisis de Sx+, en coordenadas
cartesianas sin reparar siquiera en un andlisis en coordenadas polares. La
razon de esto es que en coordenadas cartesianas las expresiones son mds
sencillas de interpretar geométricamente.

1.6. Transformacion producto por una constante

Retomemos a h(x) una funcion de densidad que cumple los requerimientos
del método del cociente y X ~ h. Si tomamos a € R distinto de cero y defi-
nimosY := aX, entonces la variable Y tiene una funcion de densidad g(y) la
cual también cumple los requerimientos del método del cociente y, ademas,
su region puede verse como una deformacion lineal de la correspondiente a

h(x).

Veamos, sea a # 0, entonces por el teorema de cambio de variable la funcion
de densidad g(y) de Y esta dada por

_ Ly
g(y) = ol (5) oo < y < oo, (1.14)

De (1.14) se sigue inmediatamente que g(y) cumple con los requerimientos
del método del cociente. En vista de esto, denote por S,x a la region que
surge al aplicar el método del cociente a g(y) y por Sx a la region que surge
al aplicarlo a h(x).

Dividamos el andlisis en dos casos: a > 0 y a < 0. Iniciemos abordando el
caso en que a > 0.

Si a > 0, entonces para (u,v) € R? se tiene la siguiente cadena de equiva-
lencias

(u,v) € Sax <= 0<u<+/gv/u)
< 0<uva</h(v/au)
= (u a,v/\/a) € Sx.

De esta manera, concluimos que

Sax = {(u//a,vv/a): (u,v) € Sx}. (1.15)

27



En la ecuacion (1.15) se describe a S,x como la deformacion de Sy bajo la
transformacion lineal ¥ (u,v) := (u/+/a,vy/a).

Es facil observar que ¥(1,0) = (1/+/a,0) y ¥(0,1) = (0,+/a), por lo que
W(u,v) es un isomorfismo lineal, el cual solo reescala (positivamente) a la
base candnica. De esta manera, el efecto que tendrd sobre cualquier vector
del plano serd una reescalamiento de sus coordenadas, y el comportamiento
de este reescalamiento dependerd del valor de a. Pero lo que si podemos
decir de este reescalamiento es que el efectuado en la coordenada x es in-
versamente proporcional al valor de a y, por el contrario, el efectuado en la
coordenada y es directamente proporcional al valor de a. Es decir, entre mds
grande sea el valor de a, mayor serd el reescalamiento de la coordenaday y
menor el de la coordenada x.

Figura 1.9 . Efecto de la transformacién ax con a > 0.

En la Figura 1.9 se muestra el comportamiento de ¥(u,v) cuando a = 2. En
dicho caso se tiene que a > 1, por lo que ¥(u,v) contrae el eje x, mientras
que expande el eje y, lo cual es apreciado en la Figura 1.9.

Por otro lado, si a < 1 entonces W(u,v) expandird el eje x y contraerd el eje
y. Este hecho puede ser apreciado en la Figura 1.10, en donde se muestra el
comportamiento de W(u,v) cuando a = 1/2.
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Figura 1.10 . Efecto de Ia transformacién ax con a < 0.

Muy bien, ahora supongamos que a < 0, entonces |a| = —a. En consecuen-
cia, para todo (u,v) € R? tenemos la siguiente cadena de equivalencias

(u,v) € Syx <= 0<u<+/g(v/u)

1
<— 0O<u< —h<1>
—d au

< 0<u —a<\/h<ﬂ>

— (uv/—a —v/\/—_a) € Sx
) € Sx.

= (u ,—v/+/la|

Por lo tanto, concluimos que
ax—{u/\/|a —vy/|al) : uv)GSX}

Asi pues, la funcion que transforma Sy en Syx es & (u,v) = (u/+\/|a|,—v+/lal),

la cual practicamente es la transformacion y(u,v) de parametro

, salvo

que el signo menos en la segunda coordenada invierte la orientacion del
eje Y. Por ende, concluimos que si a < 0, entonces S,x es la reflexion con

respecto al eje u de S, x
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1.7. Distribucion exponencial

Por la Observacion 1.4, la distribucion exponencial cumple con los requeri-
mientos del método del cociente, asi que en esta seccion aplicaremos dicho
método a la distribucion exponencial de parametro A = 1 y posteriormente
lo haremos para algunas distribuciones que se derivan de ella, en particular
la distribucion exponencial de pardmetro A > 0.

Distribucion exponencial de parametro A = 1

Suponga entonces que h(x) es la funcion de densidad de la distribucion
exponencial de parametro A = 1, es decir,

| e* parax >0,
hix) = { 0  en otro caso.

Laregion S que resulta de aplicar el método del cociente a h(x) estd descrita
en coordenadas cartesianas por

S={(u,v):0<u<1,0<v<—2uln(u)}, (1.16)

mientras que en coordenadas polares dicha region se encuentra descrita por

n 1 _tan(0)
S_{(rve)'ee<07§)70<T<COS(9)'8 2 } (117)

En la Figura 1.11 se encuentra ilustrada la region S, en donde también pue-
de apreciarse que S se encuentra contenida en el rectangulo (0,1) x (0,1).
Acorde al método del cociente, si generamos (u,v) de distribucion uniforme
sobre S, entonces v/u serd de distribucion h. Este hecho lo veremos puesto
en prdctica cuando al final esta seccion simulemos a h(x) con el método del
cociente.
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1
Figura 1.11 . Region S para la distribucion exp(1).

u

En esta ocasion S es descrita de forma mas sencilla en coordenadas carte-
sianas, pues en (1.16) se constata que S es la region bajo la grafica de una
funcion dada en términos de funciones elementales.

Producto por una constante

La distribucion exponencial de parametro A > 0 es resultado de aplicar a
la distribucion exp(1) la transformacion que estudiamos en la Seccion 1.6,
pues si X ~ exp(1), entonces %X ~ exp(A) para A > 0. Por lo que, de lo
discutido en la Seccion 1.6, tenemos una idea clara de como serd la region
S1 que resulta de aplicar el método del cociente a la distribucion exp(A).

3
Realizando los cédlculos correspondientes confirmamos esta intuicion, pues
la descripcion en coordenadas cartesianas de esta region es

2 2u u
W {(u,v)ER 0<u<VA,0<v< f log<ﬁ>}.
En la Figura 1.12 se ilustran las curvas que, con el eje x, delimitan a S,
para ciertos valores de A. En dicha figura notamos que si A > 1, entonces
1/A < 1, con lo cual la region S, serd una expansion de S en direccion del
eje x y una contraccion en direccion del eje y. Igualmente podemos notar
que si A < 1, entonces 1/A > 1, por lo que en dicho caso S, serd una
contraccion de S en direccion del eje x y una expansion en direccion del eje

y.
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Figura 1.12 . Region S para la distribucion exp(A).

En virtud de la Seccion 1.6, la region correspondiente a la distribucion de

%X con X ~exp(l) y A <0 es la reflexion de S|/1T\ con respecto al eje u.

Dicho hecho puede ser comprobado tfacilmente en este caso particular, pues
si A < 0, entonces tras una sencilla serie de calculos se llega a que la region
S1 se encuentra dada por

_ (u,v);o<u<\/j,—%ln Y ) <v<o0
{ vo(7) <o)

o

2u
=< (u,v):0<u<+/|A|, —=1In
VIA|

Suma de una constante
Suponga que X ~ exp(1) y seaa € R. La funcion de densidad deY :=X +a
esta dada por

e YT paray > a,
8(y) = { 0 en otro caso.

Denotemos por Sx .1, la region que resulta de aplicar el método del cocien-
te a g(y) y nuevamente denotemos por S a la que se obtiene al aplicar el
método a la distribucion exp(1). Por la discusion llevada a cabo en la Sec-
cion 1.5, sabemos que si a > 0 entonces Sx 4, serd un desplazamiento hacia
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arriba de S y la magnitud de este desplazamiento depende de la de a. Por
otro lado, si a < 0, entonces S, serd un desplazamiento hacia abajo de S y
la magnitud de dicho desplazamiento depende de la de |a.

Pues bien, realizando el calculo correspondiente se obtiene que
Sxia={(u,v):0<u<1,au<v<—2uln(u)+au}.

Ilustrando Sx 1+, para algunos valores de a (ver Figura 1.13) podemos obser-
var que el desplazamiento lineal hacia arriba de S engafiosamente se percibe
como una rotacion positiva y una modificacion en la norma de sus puntos.
Asi mismo, el desplazamiento lineal hacia abajo sugiere engafiosamente
una simple rotacion negativa y un modificacion en la norma de sus puntos.
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Figura 1.13 . Region Sy, enel caso A = 1.

Simulacion

En la Figura 1.14 se encuentra ilustrado el histograma de 1500 valores de
distribucion exp(1) generados a partir del método del cociente. Sobre el
histograma se sobrepone la grafica de la funcion de densidad de esta mis-
ma distribucion, con lo que podemos observar que el histograma se ajusta
bastante bien a la grafica como se esperaba.

Los valores de distribucion uniforme sobre S que fueron requeridos se ge-
neraron a partir del método de aceptacion y rechazo, auxiliandonos del pa-
quete estadistico R para generar valores de distribucion uniforme sobre el
rectangulo (0, 1) x (0, 1) que contiene a la region S.
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Figura 1.14 . Histograma vs densidad de Ia distribucién exponencial con A = 1

1.8. Distribucion Cauchy

La distribucion Cauchy(n,y) es absolutamente continua y cumple con las
hipotesis de la Proposicion 1.4. Asi que, tal como hicimos con la distribu-
cion exponencial, aplicaremos el método del cociente a la distribucion de
Cauchy con los pardmetros mds simples, la estandar, y de la region que de
ello surge vamos analizar las regiones que se obtienen al variar los pardme-
tros.

Distribucion de Cauchy estandar

Considere h(x) la funcion de densidad de la distribucion Cauchy(0, 1), esto
es, h(x) = [m- (1 +x?)]7!, —e0 < x < oo. Laregién S que surge al aplicar el
método del cociente a h(x) esta descrita en coordenadas cartesianas por
2 2, 2 1
S:{(u,V)ER 0<u, u"+v <E}’ (1.18)
mientras que en coordenadas polares dicha region se encuentra dada por

S:{(B,r):ﬂe(—g,g),0<r< %}
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Es evidente de (1.18) que S es el semicirculo derecho con centro en el origen
y radio 1/+/m (ver Figura 1.15). Por ello, esta vez la regién S es descrita
de forma mucho mds compacta y sencilla en coordenadas polares, pues en
coordenadas polares se tiene que

v

.
™,
.
.

Figura 1.15 . Region S para la distribucién Cauchy(0,1).

Observacion 1.15

Acorde al método del cociente, si generamos (u,v) de distribucion unifor-
me sobre S, entonces v/u serd de distribucion h. Esto resulta interesante
para la distribucion Cauchy, ya que si tuviera media finita, entonces el va-
lor de dicha media seria la pendiente esperada de un punto (u,v) tomado
con distribucion uniforme en el semicirculo de la Figura 1.15. Por lo que,
si un arquero disparara con fuerza y angulo aleatorio (dentro de sus 180°
de vision frontal), el peor dngulo para posicionarse seria el correspondien-
te a esta pendiente esperada. Sin embargo, debido a que la distribucion de
Cauchy no tiene media finita, tal "pendiente esperada" no existe.

Si bien no existe una "pendiente esperada”, debe notarse que las pendien-
tes cercanas a cero, las correspondientes a dngulos centrales, son las que
tiene mayor densidad de probabilidad y dicha densidad disminuye confor-
me las pendientes son mas pronunciadas. Esto se debe a que la distribucion
de Cauchy, al igual que la distribucion normal (estdndar), tiene forma de
campana, siendo 0 el numero con mayor densidad de probabilidad.
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Observacion 1.16

La simetria de la distribucién de Cauchy(0, 1) con respecto a 0 implica que
su region S sea simétrica respecto al eje u, lo cual se sigue facilmente de la
expresion de la funcion p(0) que la delimita a su region S en coordenadas
polares. De hecho, al examinar la expresion general de la funcion p(60) po-
demos observar facilmente que la simetria respecto a 0 es otra caracteristica
de una distribucion que puede ser determinada a partir de la region que se
obtiene al aplicarle el método del cociente.

Producto por una constante

Suponga que X ~ Cauchy(0,1) y seaa > 0, entonces aX ~ Cauchy(0,a).
Si denotamos por S,x a la region que resulta de aplicar el método del co-
ciente a la distribucion Cauchy(0,a), entonces en coordenadas cartesianas
tenemos que

SaX:{(u,v)€R2:0<u,O<M<w/%—a2u2}.

En la Figura 1.16 se ilustra S,x para algunos valores de a. Lo observado en
dicha figura es acorde al andlisis llevado a cabo en la Seccion 1.6, es de-
cir, Syx es resultado de una expansion-contraccion de los ejes coordenados
sobre S.

1%
a=72
0
vE \a=
......,_.._‘:‘:..
s ta=1/2
u
-:_-n;'
------- L Rd
R
_ 1 o
VA

Figura 1.16 . Regién S,x cona > 0.
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Por lo discutido al final de la Seccion 1.6, sabemos que, paraa < 0, la region
Sax es la reflexion con respecto al eje u de la region S, x, pero debido
a que en este caso particular S\, x es simétrica respecto al eje u, ambas
regiones coinciden, es decir, Sox = S|4 Esto es totalmente natural, pues
por la simetria de la distribucion de Cauchy, se puede comprobar a través
del teorema de cambio de variable que aX y |a|X son variables aleatorias
idénticamente distribuidas.

Suma de una constante

Suponga que X ~ Cauchy(0,1) y seaa € R, entonces X +a ~ Cauchy(n, 1).
Denotemos por Sx 4+, a la region que surge de aplicarle el método del cocien-
te a la distribucion Cauchy(a, 1). La descripcion en coordenadas cartesianas
de dicha region esta dada por

1
SXJm::{(u,v)€R2:O<u,0<u2+(v—au)2<E}. (1.19)

La expresion que determina a Sy, en (1.19) parece amigable, pero no es
asi, o al menos no como la que determina a S en (1.18). Para que el lector se
percate de esto lo invitamos a que despeje u y v en la desigualdad presente
en (1.19).

naa,
. e,
‘.

.
.
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Figura 1.17 . Region Sx .,
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En la Figura 1.17 se ilustra la region Sx., para algunos valores de a. En
esta figura podemos apreciar que, al variar a, se obtienen regiones Sx ., que
ya no pueden describirse como la regién bajo la grafica de una funcién.
Ademds, al observar la expresion que determina a Sx 4+, en (1.19), podemos
percatarnos que dicha ecuacion oculta la dindmica, bastante simple, que se
esta llevando a cabo y que describimos en la Seccion 1.5. Es decir, que Sx +4
es un desplazamiento lineal hacia arriba o hacia abajo de la region S.

Observacion 1.17

Si X ~ Cauchy(0,1), entonces yX +1n ~ Cauchy(n,7y), paray>0yn € R.
De esta manera, la region que resulta de aplicar el método del cociente
a la distribucion Cauchy(n,y) puede verse como una doble deformacién
de la region S correspondiente a la distribucion Cauchy(0,1): primero la
contraccion-expansion del parametro Y que es multiplicado y después el
desplazamiento hacia abajo o arriba del pardmetro 11 que es sumado. Di-
chas deformaciones deben ser hechas en el orden en que fueron expuestas;
ya que, como el lector recordard, la composicion de funciones no es con-
mutativa.

En la Figura 1.18 se muestra la region Syx 1y de la distribucion de Cauchy(n,7),
para algunos valores particulares de 11 y ¥. En dicha figura podemos confir-
mar la veracidad de nuestro andlisis llevado a cabo.
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Figura 1.18 . Region Syx iy
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Simulacion

En la Figura 1.19 se ilustra el histograma de 3000 valores de distribucion
Cauchy estandar generados a partir del método del cociente, y la implemen-
tacion se llevo a cabo con la ayuda del paquete estadistico R para generar
los valores de distribucion uniforme sobre la region S, correspondiente a
dicha distribucion. En la Figura 1.19 también se encuentra la grafica de la
densidad Cauchy(0, 1) que, al compararla con el histograma, su afinidad es
considerable.

Advertencia: Debido a que la distribucion de Cauchy es de colas pesadas,
para que el histograma se ajuste apreciablemente a la gréfica de la funcion
de densidad, es necesario tomar una considerable cantidad de intervalos y
de valores de distribucion Cauchy.

Sm\
1 )
N

sl

Figura 1.19 . Histograma vs densidad de la distribucion Cauchy(0, 1).

1.9. Distribucion normal

Al igual que la distribucién de Cauchy, la distribucién normal N(u,c?)
es absolutamente continua, por lo que cumple con los requerimientos del
método del cociente (ver Observacion 1.4). Asi, como hemos hecho has-
ta ahora, vamos a aplicar el método del cociente a la distribucién normal
con los parametros mds simples, es decir, la distribucion normal estandar
y veremos la region que resulta de ello. Posteriormente analizaremos a las
regiones correspondientes a la distribucién N(u,6?) y las compararemos
con la que se obtiene de la distribucion N (0, 1).
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Distribucion normal estandar

Considere h(x) la funcion de densidad de la distribucién normal estandar,

2
es decir, h(x) = e~Z //2 —oo < x < oo, La region S que surge al aplicar el
método el cociente a h(x) esta dada en coordenadas cartesianas por

S:{(u,v)€R2:0<u< ,0<v2<—2u21n(u2 2n)} (1.20)

1
V2r
Mientras que en coordenadas polares dicha region esta dada por

_ (tan(B) 2
e (")

S=2(0,r):0¢(— 27 - cos(0)

(1.21)

(SRR

,§L0<r<

En un primer vistazo a la Figura 1.20 donde se ilustra S, uno podria pensar
que hay dngulos 6 € (—n/2,7/2) para los cuales S no tiene puntos con
dicho angulo. Sin embargo, por (1.21), sabemos que esto no es verdad, pero
la razon de esta ilusion Optica es que la exponencial decrece rdpidamente a
cero, por lo cual la funcion que delimita a S en coordenadas polares también
tiende rapidamente a 0 conforme 0 tiende a —7/2 y /2.

v

EN[N]

EN[N]

INI®

Figura 1.20 . Region S para la distribucién normal estdndar.
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Observacion 1.18

Las distribucion normal y de Cauchy son semejantes en el sentido de que
ambas tienen un punto de mayor densidad y la densidad de los puntos res-
tantes decrece continuamente a la izquierda y derecha de dicho punto. Es
decir, la grafica de la funciones de densidad de estas distribuciones tienen
forma de campana. Pese a esto, la distribucion de Cauchy carece de espe-
ranza finita, mientras que la distribucion normal si posee esperanza finita.

La distribuciéon normal tiene esperanza finita debido a que su funcién de
densidad decrece rdpidamente a la izquierda y derecha del punto de mayor
densidad, por lo que, al integrar, es despreciable la contribucion de los pun-
tos demasiado alejados del de mayor densidad. En contraste, la densidad
de la distribucion de Cauchy decrece de forma un tanto mds lenta, por lo
que, al integrar, no es despreciable la contribucion de los puntos alejados
del de mayor densidad. Este hecho se traduce de forma grafica en las regio-
nes que les corresponden bajo el método del cociente, pues la funcién en
coordenadas polares que delimita a la region de la distribucion de Cauchy
es constante, mientras que la funcion en coordenadas polares que delimita
a la de la distribucion normal tiende a 0 conforme 6 tiende a —% y 5.

Producto por una constante

Suponga que X ~ N(0,1) y ¢ > 0, entonces 6X ~ N(0,6?). Denote por
S a la region que resulta de aplicar el método del cociente a la distribucion
N(0,6?). Entonces, de acuerdo al andlisis llevado a cabo en la Seccién 1.6,
So es resultado de aplicar una expansion-contraccion a la region S corres-
pondiente a la distribucion N (0, 1).

En la Seccion 1.6 también comprobamos que la descripcion cartesiana de
So es la que exhibe de forma mas clara su relacion con S. Sin embargo,
dicha descripcion en coordenadas cartesianas es

So = {(u,v) eR?:0<v? < —-2u*c’In (u2 271?)},

de donde dificilmente podriamos deducir que S es una expansion-contraccion
de S. Esto exhibe la utilidad del panorama general que nos proporciona la
discusion realizada en la Seccion 1.6.

41



En la Figura 1.21 se encuentra ilustrada S para algunos valores particulares
de 0. En esta figura podemos notar que S es simétrica respecto al eje u.
Asi, pues, la region correspondiente a la distribucion de la variable aX con
a < 0 es exactamente S_.
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Figura 1.21 . Regién S;.

Suma de una constante

Nuevamente suponga que X ~ N(0,1) y sea u € R, entonces X + y ~
N(u,1). En consecuencia, conforme a la Seccion 1.5, si denotamos por
Sx+u a la region que resulta de aplicar el método del cociente a la distri-
bucion N(0, 1), entonces Sy, es un desplazamiento lineal hacia arriba o
hacia abajo de la region S correspondiente a la distribucion N (0, 1).

La descripcion en coordenadas cartesianas de Sx y, €s

Sx4u = {(u,v) cR*:0< (5—[1)2 < —2In (u2 2717)}7

de la cual puede deducirse, tras ciertas simplificaciones que, en efecto, Sx
es un desplazamiento lineal de S.

En la Figura 1.22 se ilustra la region Sx ., para algunos valores particulares
de u. En esta figura podemos observar que para valores  # 0, la region
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Sx+u ya no es simétrica respecto al eje y, debido a que justamente la distri-
bucion N(u, 1) es simétrica respecto a cero si y solo si i = 0.
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Figura 1.22 . Region Sy .
Observacion 1.19

Si X ~ N(0,1), entonces 6X + pt ~ N(u,c6?), para u € R y ¢ > 0. Por
lo tanto, la region Sgx ., que resulta de aplicar el método del cociente a
N(u,0?) puede verse como una doble deformacion de la region S corres-
pondiente a la distribucion N (0, 1), a saber, primero la expansion-contraccion

correspondiente al parametro ¢ que es multiplicado y después el desplaza-
miento lineal correspondiente al pardmetro | que es sumado.
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Figura 1.23 . Region Sox 4.
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Simulacion

En la Figura 1.24 se ilustra el histograma de 1500 valores de distribucion
N(0, 1) generados a partir del método del cociente. Al igual que en nuestras
secciones anteriores, para la implementacion del método, los 1500 valores
de distribucion uniforme sobre la region S fueron generados a partir del
paquete R.

h(x)
71T
73]
10
2]
10
1]
10
T T T T T T X
-3 -2 -l 0 1 2 3

Figura 1.24 . Histograma vs densidad.

Notas y comentarios

La descripcion en coordenadas polares, discutida en la Seccion 1.3, esta
basada en el libro de Martino, Luengo y Miguez [10] en donde se describe
pametricamente a la frontera de la region S usando a la pendiente como
parametro.

Para generar valores de distribucion uniforme sobre la region S hemos usa-
do el método de aceptacion y rechazo sobre un rectdngulo que contiene a
S porque generar valores de distribucion uniforme sobre un rectdngulo es
relativamente sencillo, pero en realidad puede ser usada cualquier region
que contenga a S y sobre la cual sea sencillo generar valores de distribucion
uniforme. Por ejemplo, en [10] se discute brevemente el uso de regiones
poligonales en lugar de rectangulos.
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Capitulo 2

Método general del cociente

El generar valores de distribuciones multivariadas es un tanto complicado,
pues el generar valores de una distribucion multivariada requiere generar
multiples valores de distribuciones univariadas, posiblemente dependientes
unas de las otras.

El método usual para generar valores de distribuciones multivariadas es el
de aceptacion y rechazo. Por supuesto, en esta situacion las distribuciones
auxiliares son también multivariadas y, por lo general, seran normales. Sin
embargo, el hallar una adecuada distribucion normal puede requerir una
serie de cadlculos que, al implementarse, entorpezcan nuestra simulacion.

En este capitulo generalizamos el método del cociente a distribuciones mul-
tivariadas e introducimos ciertos parametros que determinan a las regiones
resultantes. Dicha generalizacion se llevard a cabo en tres etapas. La pri-
mera extiende el método a distribuciones multivariadas, la segunda incluye
un factor r que determina a la region resultante, y la tercera introduce una
funcion g(x) que generaliza al factor r.

El presente capitulo tiene como espina dorsal las ideas y el trabajo expues-
tos por Wakefield, Geltand y Smith en [13]; Jones y Lunn en [6] y Martino,
Luengo y Miguez en [10]. Sin embargo, las ideas presentadas por Marsaglia
en [9]; Stefanescu y Vaduva en [12] y Liang, Liu y Carrol en [8], comple-
mentan y enriquecen a este capitulo.
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2.1. Extension del cociente de uniformes

En el método del cociente se halla implicitamente una idea exquisita y gran-
diosa: las distribuciones uniformes en regiones de R* pueden describir ela-
boradas distribuciones univariadas. Esto responde a la idea general de que
al subir una o mds dimensiones los problemas se simplifican. Por ello, el
extender el método del cociente a varias dimensiones debe generalizar esta
idea, es decir, que las distribuciones uniformes en regiones de R"*! son ca-
paces describir elaboradas distribuciones de dimension n. Ademds, como en
el método del cociente el medio para lograr tal descripcion es un cociente,
lo idéneo es que en la extension del método esta operacion también sea la
via por la cual pasemos de n+ 1 dimensiones a n dimensiones.

En lo subsecuente es indispensable el uso de la norma euclidiana, la cual
denotaremos por || (x1,...,x,)||, es decir, ||(x1,...,%,)||* =x3 + - +x2.

Proposicion 2.1 (Método del cociente en varias variables)

Sea h(xi,...,x,) una funcion de densidad conjunta y suponga que
1. h(xy,...,x,) es acotada.
2. sup ||(xryee x| TR, X)) < oo
(X1 5eeesXn)

Entonces la region

S = {(u,vl,...,vn) ER™ 0 <u< "+\1/h (ﬂv—)} @2.1)
u

u

tiene hipervolumen finito y si (U,Vy,...,V,) es un vector con distribucion
uniforme sobre S, entonces (Vi /U, ..., V,/U) ~ h.

Demostracion.
De la homogeneidad de la norma euclidiana se tiene que, si u > 0,

v V_n)Hzl
H(uu |01

Por lo tanto, para todo (u,vy,...,v,) € S, tenemos que
V1 % . V1 v
O<||(v1,...,vn)|]<H(—,...,—n) +\1/h(——)
u u u u
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Asi pues, concluimos que S tiene volumen finito. Denotemos por |S| al vo-
lumen de S. Entonces la funcién de densidad de (U,Vi,...,V,) esta dada
por

1
fovi,..v,(u,x1,...,x,) = E sobre S.

Por la féormula para obtener la densidad de cociente de uniformes (ver Apén-
dice 1), tenemos que, para (xi,...,x,) € R",

(o]

U, v u (X155 Xn) = / u|" fuw,,...v, (w,uxt, . .. ,ux,) du

S N /e
— Xly-oeyX,
(n+1)Is] e
_ hixi,...,xn)
(n+1)|S]
Luego, como fy, /iy, v, u(¥15---,Yn) Y h(y1,-..,¥n) son funciones de den-
sidad, al integrar sobre R” deducimos que
)= —
Con+1
Por lo tanto, A(x1,...,X) = fv, ju... v,y u (X1, -, %) a

Observacion 2.1
() El hecho de que |S| = nlﬁ provoca que el volumen de S tienda a 0
conforme n tiende a infinito, por lo que es tentadora la idea de que la
Proposicion 2.1 funciona mejor con valores de n pequefios. Sin em-
bargo, dicha intuicion esta errada, ya que siempre podemos reescalar
S y la region que resulta de ello, al tomar el cociente de las ultimas
coordenadas con las primeras, también tiene distribucion h.

(II) Es evidente que las demostracion de las Proposiciones 2.1 y 1.3 son
extremadamente idénticas. De hecho, en ambas el teorema de cambio
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de variable es la piedra angular de su demostracion, y la tinica diferen-
cia estriba en el difeomortfismo sobre el cual es aplicado el teorema de
cambio de variable.

(I11) En la prueba de la Proposicion 2.1, implicitamente es demostrado que
la region S es acotada, por lo que en particular estd contenida en un
hiperectdngulo. Esto es vital para la viabilidad del método; porque, al
hacer uso del Ejemplo 1.2, somos capaces de generar valores de distri-
bucion uniforme en la region S, sin importar cuan irregular o complejo
seas.

La Proposicion 2.1 justifica el siguiente algoritmo para generar valores de
distribucion (multivariada) h(x,...,x,) cuando las hipétesis de dicha pro-
posicion son satistechas.

e Algoritmo del cociente de uniformes en varias variables

1. Generar valores (u,vy,...,v,) de distribucion uniforme en la region
S definida como en (2.1).

2. Tomar a (vi/u,...,v,/u) como valor de distribucion h.

2.2. Distribucion exponencial bivariada

SiX ~exp(A1) y Y ~ exp(Ay) son variables aleatorias independientes, en-
tonces escribiremos (X,Y) ~ exp(A;,A,) y diremos que se distribuye expo-
nencial bivariada de pardmetros A; y A;.

La distribucion exponencial bivariada puede ser simulada de forma sencilla
sin recurrir al método del cociente. Sin embargo, en esta seccion aplicare-
mos el método del cociente a esta distribucion, pues, al ser una distribucion
sencilla, es un ejemplo excelente para tamiliarizarnos con la extension a
varias dimensiones.

Es evidente que la distribucion exponencial bivariada satisface las hipotesis
de la Proposicion 2.1 para cualquier valor de sus pardmetros, pues la densi-
dad conjunta de variables independientes es el producto de sus marginales
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y la distribucion exponencial satisface los requerimientos del método del
cociente.

Sea h(x,y) la funcion de densidad conjunta de la distribucion exponencial
bivariada de parametros Ay = 1 = A,, es decir,

—(x+y)
e parax,y > 0,

h —
(x.) { 0 en otro caso.
Tras hacer un desarrollo similar al realizado para la distribucion exponencial
en la Seccion 1.7, hallamos sin mucho esfuerzo que la region S que resulta
de aplicar el método del cociente a la distribucion exp(1,1) esta dada por

S={(u,vi,m):0<u<1,0<v;,0<vy, vi+vy < =3uln(u)}. (2.2)

Lo primero que podemos observar en (2.2) es que S se encuentra en el
primer octante. Luego, si en la expresion que describe a S en (2.2) fijamos
el valor de vy, entonces se obtiene una expresion para la variable v, similar
a la presente en (1.16) para la variable v. De esta manera, la interseccion de
S con el plano Y = v; es el conjunto vacio o una region en el plano Y = v
similar a la region que se encuentra en la Figura 1.16, siempre y cuando se
mire perpendicularmente a dicho plano, y lo mismo puede ser dicho de la
interseccion de S con el plano Z = v, (ver Figura 2.1).

Figura 2.1 . Region S para la distribucion exponencial bivariada.
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Simulacion

En la Figura 2.2 se sobrepone la grdfica de h(x,y) en el histograma de 1500
valores de distribucion exp(1, 1) generados con el método del cociente. Los
valores de distribucion uniforme sobre S se obtuvieron usando el paquete
estadistico R para generar valores de distribucion uniforme sobre el cubo
(0,6/5) x (0,6/5) x (0,6/5) que contiene a la region S.

Figura 2.2 . Histograma vs densidad de la exponencial bivariada.

Es un tanto dificil percibir en la Figura 2.2 cémo el histograma se ajusta
a la funcion de densidad, pues las ilustraciones de R® son proyecciones
del espacio en el plano. Por esta razon, invitamos al lector a llevar a cabo
por su cuenta la simulaciéon y comprobar que en efecto el histograma se
ajusta considerablemente bien a la grdfica de h(x,y), aunque se debe tener
en cuenta el nimero de subdivisiones y valores generados.

2.3. Distribucion de densidad parabdlica truncada
Considere la funcion h(x,y) dada por

3(x*+y?) parax,y€ (0,1),
h(x,y) =

o

en otro caso.
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Al integrar podemos comprobar facilmente que h(x,y) es una funcién de
densidad conjunta. Ademads, h(x,y) tiene soporte compacto y es continua
en €l, por lo que cumple con las hipotesis de la Proposicion 2.1.

Realizando una sencilla serie de cdlculos se puede comprobar que la region
S que resulta de aplicar el método del cociente a la distribucion h esta dada

por
/3
S =< (u,v1,v2) : max(vi,vy) <u < 4 i(v%—i—v%) : (2.3)

Inmediatamente podemos apreciar en (2.3) que S es la region que se encuen-
tra entre las grdficas de dos funciones sobre las variables v y v,. Ademads,
dado que
Vi +vo+ ]vl —V2|

2 Y
podemos intuir que la region S es considerablemente regular. Sin embar-
go, para dar detalles precisos de S, es necesario ahondar en las funciones
que la definen, pero ello no aporta a nuestro entendimiento del método del
cociente, por lo que nos conformamos con ilustrar a S en la Figura 2.3.

méx(vl,vz) =

e/

\S1[O%}

Z
== 2
> =
<7
N

/r
/
)
l/,//;:‘/‘

V2

V1
Figura 2.3 . Region S para la distribucion de densidad parabdlica truncada.
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Observacion 2.2

Es evidente que en la Figura 2.3 el sistema de coordenadas presenta una
orientacion distinta de la usual. La razon de esto es que, como S es la re-
gion entre las graficas de funciones sobre las variables vy y vo, el usar la
orientacion de la Figura 2.3 es favorable visual y estéticamente.

Simulacion

Apoydndonos del paquete estadistico R para generar valores de distribucion
uniforme sobre el rectangulo (0,3/2) x (0,3/2) x (0,6/5) facilmente po-
demos simular a la distribucién parabdlica truncada a partir del método del
cociente. En la Figura 2.4 se ilustra el histograma de 2500 valores de distri-
bucion parabdlica generados con el método del cociente y se compara con
la grafica de la funcién de densidad h(x,y).

Figura 2.4 . Histograma vs densidad de la distribucién parabdlica truncada.

Observacion 2.3

La orientacién de los ejes en la Figura 2.4 no es la usual, pero como se
menciono antes en otras figuras, el cambio de orientacion es para lograr una
mayor estética y una mejor interpretacion visual por parte del lector.
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2.4. Método del cociente de factor r

Para pasar de n+ 1 dimensiones a n dimensiones podemos usar el cociente
Vi/U” con r > 0, en lugar de V;/U. Esto produce una version mas general
del método del cociente y en la cual r juega un activo papel determinando a
la region resultante.

En esta seccion estudiaremos el método del cociente de factor r (ver [10]
y [13]) y describiremos los efectos de este factor r sobre las regiones que
determina la aplicacion de dicho método.

Proposicion 2.2 (Método del cociente de factor r)
Sea h(xy,...,x,) una funcion de densidad conjunta y suponga que para
r > 0 se cumple que

1. h(x1,...,x,) es acotada.

2. sup [xryeee s Xa)|| AGr -y 20)] T < oo,

(xla"'vxn)

Entonces la region

1
S, — {(u,vl,...,vn) eER™ 0<u< [h (V—lv—)}“} (2.4)
u u

tiene hipervolumen finito y si (U,Vy,...,V,) es un vector de distribucion
uniforme sobre S, entonces (Vi /U",...,V,/U") ~ h.

Demostracion.
De la homogeneidad de la norma euclidiana se tiene que, si u > 0,

v E)Hzl
H(u““’u |91 )

Por lo tanto, para todo (u,vy,...,v,) € S,, tenemos que

1 1
i Vi Vo \ 1wt
(2 )]
u u

1 1% 1%
0< s lF < || (o)
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Asi pues, concluimos que S, es acotado y, por ende, que es de hipervolu-
men finito. Denotemos por |S,| al volumen de S,. Entonces la funcién de
densidad del vector (U, Vy,...,V,) ~ unif(S,) estd dada por

1
fovi,..v,(u,x1,...,x,) = sobre S,.
/]
Por la formula para obtener la densidad de cociente de uniformes (ver Apén-
dice 1), tenemos que, para (xp,...,x,) € R",
fV]/Ur,...,Vn/Ur('xh s ,Xn) = / |u|nrfU,V1,...,Vn (I/l,l/er1, ) ur-xn) du
1
[A(x]yeeeyxy) ] r 1 1
= —|u|" du
5"
1 n 1 (nr+1
- . nr+1
G s, [0 )
_ h(xi,...,xn)
(nr+ D)Is,|
Luego, como fy, jyr v, ur(X1,---,Xn) ¥ h(x1,...,%,) son funciones de den-
sidad, al integrar sobre R” deducimos que
1
Srl = . 2.5
S1=— @5)
Por lo tanto, h(x1,...,Xn) = fy, jur... v, jur (X1 - -5 Xn)- 3

Observacion 2.4

En la ecuacion (2.5) podemos ver con nitidez que el volumen de S, decrece
conforme r tiende a infinito, es decir, que entre mas grande es el valor de r,
mas pequenio es el volumen de S,. Ademds, debido a que r esta multiplican-
do a n, esta relacion entre r y el volumen de S, se acentiia si n es grande.
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Asimismo, en (2.5), podemos apreciar que el volumen de S, nunca exce-
derd 1, de hecho, el volumen de S, serd exactamente igual a 1 tinicamente
cuando r = 0. En realidad, en este caso particular, la region S, resulta ser la
region bajo la grafica de la funcion de densidad h(xy,...,x,).

En la Figura 2.5 podemos ver la grifica del volumen de S, en funcion de r,
para ciertos valores de n. Dicha figura nos proporciona una buena intuicion
del ritmo con que decrece el volumen de S, con respecto de r.

Vol(S,)
1

1 r

Figura 2.5 . Volumen de S en funcién de r.

La Proposicion 2.2 justifica el siguiente algoritmo para generar valores de
distribucion (multivariada) h(xy,...,x,) cuando las hipétesis de dicha pro-
posicion son satisfechas.

e Algoritmo del cociente de uniformes de factor r

1. Generar valores (u,vy,...,v,) de distribucion uniforme en la region
S, definida como en (2.4).

2. Tomar a (vi/u’,...,v,/u") como valor de distribucion h.

Observacion 2.5

Note que de la Proposicion 2.1 se sigue facilmente de la Proposicion 2.2 al
tomar r = 1. Por lo tanto, el método planteado en la Proposicion 2.1 es un
caso particular del método del cociente de factor r.
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2.5. La transformacion T,

En la Observacion 2.4 se exhibe la evidente relacion que tiene r sobre el
volumen de la region S. Sin embargo, este no es el tnico efecto que tiene r
sobre S, y al plantear a la region descrita en (2.4) como una deformacion de
la descrita en (2.1), podremos dilucidar el amplio efecto que tiene r a partir
de la transformacion que lleva una de las regiones en la otra.

Definicion 2.1 Para cadan > 1, definimos el difeomorfismo T.(u,vy,...,v,)
de R := {(u,v1,...,vy) € R" :u> 0} en si mismo por
n+1 =1 =1
Tr(u,viy...,vp) = (unr+1,v1 -unr+1,...,vn-unr+1) :
Proposicion 2.3 Suponga que h(xy,...,x,) es una funcion de densidad con-

junta que cumple con las hipétesis de la Proposicion 2.2 para r > 0 y, en
particular, para r = 1. Si S y S, denotan las regiones que surgen al aplicar
el método del cociente de factores 1 y r, respectivamente, entonces

S, = {Tr(u,vl,...,vn) e R (uvy,...,v) € S1} (2.6)
es decir, S, = T,[S].
Demostracion.

Basta notar que, para cada (u,v1,...,v,) € R™!, se tiene la siguiente cade-
na de equivalencias

e
(U, v1,...,vp) €S <= 0<u< [h(ﬂ,...,‘ﬁ)]nﬂ

u u
Vi v 1 1.nr—i-ll
n nr+1 n+
— O<u< [h(—,...,—)]
u u
1
n+l Vi Vn nr+1
— 0 < U < [h(——)]
u u
1
r—1 r—1 nr+1
n+1 Vi - ynr+1 Vn'l/t"’+l
= O<urtl < |h ( — )r,..., ( — )r
unr+1 unr+1
n+1 r—1 r—1
< (un+T, vy -un+l, .. v, -untl ) € §,.
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En virtud del Lema 2.3, nuestra tarea ahora es describir el comportamien-
to de la funcion T,(u,vy,...,v,). Sin embargo, esta descripcion no puede
llevarse a cabo de la misma manera que para las transformaciones ®(u,v)
y W(u,v) de las Secciones 1.5 y 1.6, pues la funcion T,(u,vy,...,v,) no es
lineal.

Analisis local de la transformacion T,

Una funcién que es diferenciable puede estudiarse localmente a partir de su
derivada y dicha descripcion es relativamente sencilla. Por esta razon, es-
tudiaremos localmente T,(u,vy,...,v,) y posteriormente daremos una des-
cripcion general con base en la realizada localmente.

Al realizar una sencilla substitucién, podemos comprobar facilmente que si
r =1, la funcién T,(u,vy,...,v,) resulta ser la funcion identidad de R. Asi
que, sin perdida de generalidad, en lo subsecuente supondremos que r # 1.

Notacion

La matriz jacobiana de la funcion T,(u,vy,...,v,) es la matriz asociada
respecto a las bases canonicas de la derivada global de T,(u,vi,...,v,),
por lo que, en esencia, son objetos distintos. Sin embargo, denotaremos por
DT,(u,v1,...,v,) tanto a la derivada global como a la matriz jacobiana de
T,(u,v1,...,v,) enel punto (u,vi,...,v,).

Al derivar parcialmente podemos comprobar facilmente que la matriz jaco-

biana de la funcion T,(u,vy,...,v,) se encuentra dada por
n—nr -
r:lr—:-ll cynr+l 0
1 r(1—n)—2 r—1
nr—|—1v1 ey nr+l unr+1
: : 2.7)
- r(l—n)—2 r—1
ﬁvn—l -y nr+l yunr+1 O
r—1 r(1—n)—2 =1
i nr—i—lvn -y nrtl 0 cen 0 unr+1




Sea (u,vi,...,v,) € R con u > 0 y denote por e; al k-ésimo elemento
de Ia base canénica de R"™!, para toda k € {1,...,n+ 1}. De la igualdad

en (2.7) podemos apreciar que DT, (u,vy,...,v,) (vista como la derivada

global) tinicamente reescala al vector ey, para todak € {2,...,n+ 1}, y los

reescala a todos ellos por el mismo factor WA Asimismo, de la igualdad

en (2.7), podemos apreciar que la imagen de e; bajo DT,(u,vy,...,v,) es
el vector

n—+ 1 nwr r—1 r(1-n)—2 r—1 r(1-n)—2
nr+1 -y okl : nr+l . 2.8
(nr—i—lu S TN M > 28)

Notemos que las ultimas entradas de este vector estdn siendo multiplicadas
por un mismo factor. Por ello, es conveniente expresarlo como la combina-
cion lineal

n + 1 n—nr r — 1 r(l1—n)—2
nr+1 10 O nr+1 O . 29
ar 1" 7 (1,0,..,0) P 0w (29)

Esto significa que DT, (u,vy,...,v,) tiene el siguiente efecto sobre el vector

3 n—nr
e1: primero lo reescala por el factor %unrﬂ y luego le suma el vector

nr
r(1—n)

il WPY=s ol

nr+1

(0,v1,...,vy,) reescalado por el factor

A partir de este analisis realizado sobre DT,(u,vy,...,v,), podemos detallar
su comportamiento al variar (u,vy,...,v,). Para ello es suficiente describir
la evolucién en el comportamiento de DT, (u,vy,...,v,) sobre los vectores

€ly--€nt1-

El efecto que DT, (u,vy,...,v,) tiene sobre los vectores ey, ..., e, aparen-
temente depende solo de u. Sin embargo, resulta que r juega un interesante
papel aqui y, de hecho, esto provoca que dividamos nuestro andlisis en fun-
cion del valor de r.

r—1

Supongamos primero que r < 1, entonces un+1 es decreciente como funcion
de u. Por lo tanto, en este caso particular, se tiene que:

58



e DT,(u,vy,...,v,) expande los vectores e, ... ,e,41, siu < 1.
e DT,(u,vy,...,v,) contrae los vectores ey, ... ep+1, Siu> 1.

e DT,(u,vy,...,v,) deja intactos a los vectores e, ... en+1, Siu=1.

r—1

Por otro lado, si r > 1, entonces un+1 es creciente como funcion de u. Asi
que en este caso se tiene que

e DT,(u,vy,...,v,) expande los vectores e, ... ent1, Siu> 1.
e DT,(u,vy,...,v,) contrae los vectores ey, ... ,e,41, siu < 1.
e DT,(u,vy,...,v,) deja intactos a los vectores ey, ... ep+1, Siu=1.

Es oportuno mencionar que en nuestra discusion anterior se manifiesta de
forma palpable la influencia que r ejerce sobre T,(u,vy,...,v,), puesen ella
podemos apreciar que el valor de r establece el marco general de accion de
DT, (u,v1,...,v,), y la variacion de (u,vy,...,v,), particularmente de u, solo
lo atenua o acentia.

Muy bien, ahora analicemos el efecto que DT, (u,v1,...,v,) tiene sobre e|.
Veamos, en (2.8) podemos apreciar que el efecto de DT, (u, vy, ...,v,) sobre
e1 depende de u,vy,...,v, y r, haciéndolo considerablemente mas complejo.
Sin embargo, al apoyarnos de (2.9), podemos desentrafiar la forma en que
cada una de estas variables altera el efecto que tiene DT, (u,vy,...,v,) sobre
el vector ej.

Comencemos por analizar el vector (0,vy,...,v,) presente en la combina-
cion lineal de (2.9). Lo primero que puede ser dicho acerca de este vector
es que se encuentra confinado al hiperplano

IT:={(0,y1,...,yx) ER" 31, ...y, €R}. (2.10)

De hecho, el vector (0,vy,...,v,) es la proyeccion del vector (u,vy,...,v,)
sobre dicho hiperplano. En la Figura 2.6 se ilustra la proyeccion de un punto
(u,v1,...,vy) sobre Il cuando n = 2, es decir, cuando (u,vy,...,v,) es un
punto en el espacio euclidiano y 11 es el plano V| V;.
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u

Figura 2.6 . Proyeccion de (u,vy,...,v,) sobre Il cuando n = 2.

—1 r(l—n)-2

Es evidente que el sentido del w1 (0,v1,. .., vy) estd total-
mente determinado por el valor de r. S1 r > 1, entonces el sentido del vector
coincidird con el de (0,vy,...,v,), pero si r < 1, entonces el sentido del

vector serd contrario al de (0,v1,...,v;).
Asimismo, independientemente del valorde n y r, u” =+ es decreciente

como funcion de u. Asi que, entre mas grande sea el valor de u, mds peque-
r(1—n)—2 i
+11 u w+1 (0,v1,...,v,) ¥, en consecuencia,

su contribucién serd menor en la combinacion lineal de (2.9). Por lo tan-
to, para valores pequeiios de u, el efecto de DT,(u,v1,...,v,) sobre e| es
similar a un reescalamiento.

En cuanto al vector 1 T (1,0,...,0) podemos observar que es un re-
escalamiento positivo del vector ey y la magnitud de dicho reescalamiento
esta en funcion de u; creciente, si r < 1 y decreciente, sir > 1.

Con base en lo expuesto, concluimos que DT, (u,vy,...,v,) primero rees-
cala positivamente e| en funcion de u; creciente, si r < 1 y decreciente, si
r > 1. Luego, lo desvia con una suma vectorial en direccion de su compo-
nente en el hiperplano I1, conservando el mismo sentido sir > 1 y cambian-
dolo sir < 1. Este hecho se encuentra ilustrado en la Figura 2.7 para el caso
particularde n =2 y r> 1.
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(0, Vi, VQ) .“

DT (u,v1,v2)(e1) .

nt+l A
(nr+1 yunr+1 7070
u

Figura 2.7 . La imagen de e bajo DT, (u,vy,...,v,).

A partir de la descripcion de DT,(u,v1,...,v,) al variar (u,vy,...,v,) se
sigue de inmediato la descripcion general de T,(u,vy,...,v,), pues infinite-
simalmente la funcion T,(u,vy,...,v,) alrededor del punto (u,vy,...,v,) se
comporta como DT,(u,vy,...,v,) alrededor del origen.

En el siguiente par de ejemplos se analiza a la funcion T,(u,vy,...,vy)

cuando ésta actia sobre el plano y sobre el espacio para determinados valo-
resdenyr.

Ejemplo 2.1 (La funcion T, sobre el plano)
Bajo los valores particulares de n =1 y r = 2 la transformacién T, es en
dos variables y esta dada por

1

To(u,v) = (43, v-ud). 2.11)

Asi que, T,(u,v) es en cierta medida una funcién simple y, por ende, pode-
mos proceder de diversas formas para entenderla. Por ejemplo, en la Figu-
ra 2.8 se ilustra la imagen bajo T,(u,v) de algunos segmentos de recta que
parten del origen, lo cual describe enteramente su comportamiento. Esto su-
pone una ventaja para nuestros fines, ya que al conocer tan bien a la funcion
en (2.11) reconoceremos los alcances del andlisis general que realizamos
sobre la transformacion T,.
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u/\/\/\};’/\/\r) !

Figura 2.8 . La funcion T, sobre el plano al tomarn=1y r=2.

Veamos, al tomar n = 1 el hiperplano 11 de (2.10) se degenera en el eje Y.
Por Io tanto, como r > 1, se tiene DT, (u,v) tras rescalar al vector (1,0) lo
desplaza linealmente hacia arriba o hacia abajo dependiendo de siv > 0 o
v < 0, respectivamente. Ademads, debido a que la magnitud del desplaza-
miento es inversamente proporcional a la magnitud de u, el desplazamien-
to se acentua para valores pequefios de u. Por otro lado, dado que r > 1,
DT, (u,v) reescala al vector (0, 1) por un factor mayor a uno si es que u > 1
y por un factor menor a 1 si por el contrario u < 1.

Por otro lado, en virtud de que r > 1, resulta que DT,(u,v) reescala al vec-
tor (0,1) por un factor mayor a 1 cuando u > 1 y por un factor menor a
1 cuando u < 1, es decir, DT,(u,v) contraerd a (0,1) cuando u < 1 y lo
expandird cuando u > 1. De esta manera, podemos concluir el siguiente
comportamiento de T,(u,v)

e En el cuadrante 1 el efecto de la funcién T,(u,v) es principalmente
el de desplazar hacia arriba, pero este desplazamiento se ve benefi-
ciado o mermado de la contraccion o expansion (local) que realiza en
direccion del eje V.

e La parte positiva del eje U, T,(u,v) no presenta desplazamiento local
ni hacia arriba ni hacia abajo del eje U, por lo que, alrededor de estos
puntos, T,(u,v) reescalard localmente a los ejes coordenados.
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e En el cuadrante 4 el efecto de la funcion T,(u,v) es en su mayoria
un desplazamiento hacia abajo, pero este desplazamiento se ve acen-
tuado o atenuado por la contraccion o expansion (local) que realiza
localmente.

De esta manera, se tiene un entendimiento claro de T,(u,v) y podemos com-
probar que los efectos de la funcion T,(u,v) descritos en el andlisis anterior
concuerdan con los ilustrados en la Figura 2.8. O

Ejemplo 2.2 (LLa funcion T, sobre el espacio)
Al tomar los valores particulares den =2y r = 1/2, la funcion T, esta dada
por

3 1 1

T (u,vi,v2) = (u2,vy-u"4,vo-u"#).

La funcion T,(u,vy,v2) es en cierta medida simple, pues cada una de sus
funciones coordenadas es un polinomio o un cociente de polinomios. Sin
embargo, el hecho de que T,(u,vi,v;) sea una funcion sobre R3 conlleva
cierta dificultad adicional, la cual yace fundamentalmente en que las grd-
ficas sobre R® nos proporcionan una intuicion sesgada al ser proyeccio-
nes del espacio sobre el plano. Por lo tanto, el detallado andlisis local de
T,(u,v1,v2) acrecienta su viabilidad en esta situacion.

Veamos, la derivada T,(u,vy,v,) reescala al vector e; por un factor positivo
y luego le suma un muiltiplo escalar de (0,vy,v;) cuya magnitud es inver-
samente proporcional al valor de u. Sin embargo, debido a que r < 1, el
miiltiplo escalar de (0,vy,v,) que es sumado tiene orientacion contraria a la
de (0,v1,v2) y la magnitud del reescalamiento del vector e; es creciente en
funcion de u.

Ahora, como r < 1, la derivada DT,(u,vy,v;) reescala a los vectores e
y e3 por un factor que es decreciente en funcién de u. De esta manera,
concluimos que el comportamiento de T,(u,vy,v) es el siguiente.

e En el primer y quinto octante el efecto de la funcion T,(u,vi,v;) es
principalmente un desplazamiento hacia el octavo y cuarto octante.
Ademds, de forma local el desplazamiento es en direccion contraria
(0,v1,v2), por lo que el desplazamiento se acentua al alejarse del plano
UV,, aunque también conforme u tiende a infinito.
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e En el octavo y cuarto octante el efecto de la funcion T,(u,vy,v2) es
un desplazamiento hacia el primer y quinto octante. Ademads, sabe-
mos que localmente el desplazamiento es en direccion contraria a
(0,v1,v2), por lo que el desplazamiento se acentuia al alejarse del plano
UV,, aunque también conforme u tiende a infinito.

e Sobre la parte del plano UV, que se encuentra entre los octantes 1, 5,
4 y 8, la funcion T,(u,v,v;) reescala localmente a los ejes V y V,. La
magnitud de dicho desplazamiento es decreciente en funcion de u.

En la Figura 2.9 se muestran las imdgenes bajo T,(u,vy,v,) de algunas sec-
ciones triangulares perpendiculares al plano UV;. En dicha figura podemos
apreciar como las secciones triangulares en los octantes 4 y 8 son "dobla-
das" hacia los octantes 1 y 5, mientras que las secciones triangulares en
los cuadrantes 1 y 5 son dobladas hacia los octantes 4 y 8. También pode-
mos observar como la seccion que se encuentra contenida en el plano UV,
no es sacada de dicho plano y solo presenta una pequefia deformacién en
direccion del eje V».

Figura 2.9 . La funcion T, sobre el espacio al tomarn =2y r = % .
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2.6. Optimizacion del valor de r

En el Capitulo 1 vimos que, en general, al aplicar el método del cociente se
obtienen regiones considerablemente regulares. A pesar de ello, puede ser
desafiante el generar valores uniformemente distribuidos sobre estas region
sin recurrir al método de aceptacion y rechazo. Sin embargo, el método de
aceptacion y rechazo tiene una desventaja que puede tener un considerable
efecto si deseamos generar demasiados valores. La cuestion es que, usando
el método de aceptacion y rechazo, algunos de los valores que son gene-
rados no son aceptados, lo cual entorpece el proceso cuando demasiados
valores son rechazados. Pero ;cual es la probabilidad de que un valor sea
rechazado?

Sean A y B regiones en el plano con volumen distinto de cero y finito. Si
A C B y se genera un valor x distribucion uniforme sobre B, entonces x es
aceptado como valor de distribucion uniforme sobre A solo si x € A. Por
lo tanto, los valores que son rechazados son todos aquellos valores que son
generados en B\ A y en consecuencia la probabilidad de que un valor sea
rechazado es igual a
vol(B) —vol(A)
vol(B)

De esta manera, para que no haya demasiados valores rechazados, es nece-
sario que la diferencia entre el volumen de A y B sea pequefia, entre mas
pequefia mejor. Por lo tanto, diremos que el valor mas optimo de r es con el
que se tiene la menor diferencia entre los volumenes de S, y el rectingulo
mads pequenio que la contiene. Asi mismo, informal e intuitivamente, dire-
mos que un valor de r es optimo si la diferencia entre los volumenes de S,
y el rectdngulo minimo que la contiene es pequena.

Optimizacion de r a partir de su efecto en la transformacion T,

A partir del andlisis realizado en la Seccion 2.5 podemos proponer valo-
res considerablemente 6ptimos de r, pues en dicha seccion se estudian los
efectos de r sobre la transformacion T,(u,v1,...,v,), que deforma a S| en
Sr.
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En el Ejemplo 2.3 se abordara nuevamente a la distribucion normal estdndar,
pero esta vez para ilustrar la manera en que el andlisis de la transformacion
T, debe ser empleado para la eleccion de valores Optimos de r.

Ejemplo 2.3 (Distribuciéon normal)

En la Seccion 1.20 aplicamos el método del cociente a la distribucion nor-
mal estdndar. Al hacerlo, se obtuvo una region parecida a un pétalo y la cual
se ilustra una vez mas en la Figura 2.10. Si a los puntos de S los expandié-
ramos verticalmente hacia arriba y abajo como lo sugieren las flechas de la
Figura 2.10, entonces la region resultante se acoplaria mejor al minimo rec-
tdngulo que la contiene. Por lo tanto, los valores de r a tomar en cuenta son
aquellos con los cuales la transformacion T,(u,v) realice esta expansion.

Veamos, al tomar los valoresn =1 y r < 1, la transformacion T, principal-
mente desplaza verticalmente a los puntos, hacia arriba a los que se encuen-
tren en el cuadrante 1 y hacia abajo a los que se encuentren en el cuadrante
4. Pero también desplaza a todos los puntos horizontalmente, a la izquierda
si estdn a la izquierda de la recta x = 1 y a la derecha si se encuentran a la
derecha de la recta x = 1. El desplazamiento vertical se acentua en los pun-
tos cercanos al eje V, mientras que el desplazamiento horizontal se atenda
al alejarse de larectax = 1.

Bl

.
Alw

EN[ON]

Figura 2.10 . Region S para la distribucion normal estandar.

Por lo tanto, encontramos buenos prospectos para el tactor r en el intervalo
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(0,1) y como el comportamiento de T,(u,v) descrito arriba es mas preci-
so para valores no tan pequefios de r, un excelente propuesta es aplicar el
método del cociente con r = 1/2 a la distribucion normal.

Al aplicar el método del cociente de factor r = % a la distribuciéon normal
estandar se obtiene la region S1 dada por
2

S {( ) 0<u< o 0<i?< 21(32n)}
=< (u,v): U< —, v: < —2uln(u :
: V2

En la Figura 2.11 se encuentra ilustrada S - En esta figura también se trazan
las lineas del rectangulo R mds pequefio que contiene S 1 ycon lados parale-

los a los ejes. Con una precision de 3 decimales, la diferencia en el drea de
R y S1 es 0.1722 la cual, al ser dividida por el drea de R nos da un aproxi-

mado 2de 0.20465, es decir, al generar un valor uniformemente distribuidos
sobre R, se tiene un 79.53 % de probabilidad de que el valor generado se
encuentre en S -

En contraste, al realizar los calculos pertinentes, es facil comprobar que al
generar un valor de distribucién uniforme en el rectingulo mas pequeiio que
contiene a S (también con lados paralelos a los ejes), la probabilidad de que
el punto esté en S es tnicamente del 73.05 %, lo cual supone un descenso
1

en la probabilidad de aceptacion de alrededor de 6 %, respecto ar = 5.

ENIRE

-
. o
“, .t

1+

Figura 2.11 . Region S, para la distribucion normal estdndar con r = %
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O

Observacion 2.6

Como podemos observar en el Ejemplo 2.11, el analisis de la transforma-
cion T, nos permite hacer una considerablemente buena eleccion, aunque
intuitiva, de valores de r para las cuales la region S, se acopla bastante bien
a su rectangulo minimo. Sin embargo, para hacer esta eleccion intuitiva de
r es necesario conocer de antemano a la regién S, lo cual entorpece esta
técnica empirica para hallar valores optimos de r.

En el ejemplo 2.3 ha sido fructifero el andlisis que se ha realizado acerca
del factor r. Sin embargo, debido a los miiltiples efectos que tiene r sobre la
transformacion T (u,v), si no se consideran los suficientes efectos, entonces
la eleccion de r en base a este andlisis puede fallar y llevarnos a tomar
valores de r poco 6ptimos.

Ejemplo 2.4 (Distribuciéon Cauchy)
En la Seccién 1.8 vimos que la region S correspondiente a la distribucion
Cauchy (estandar) es el semicirculo derecho de radio \/Lﬁ A partir de esta

region y del analisis del factor r, propondremos un valor 6ptimo de r tal
como se hizo en el Ejemplo 2.3, pero esta vez seremos laxos considerando
los efectos de r en la transformacion T,.

1%

N,
.

.
.
.
----
he

Figura 2.12 . Region S para la distribucion Cauchy(0,1).
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Veamos, en nuestro analisis del factor r descubrimos que para valores r > 1
la transformacion T,(u,v) contrae localmente el eje Y siu < 1 y este efecto
se va reduciendo en intensidad conforme u se acerca a 1 que es el caso
Iimite en el cual localmente T,(u,v) no expande ni contrae el eje Y. Por
lo tanto, de lo anterior, se deduce que la funcion T,(u,v) con r =2 tiene
el efecto sugerido en la Figura 2.12 sobre S, es decir, que va a contraer
verticalmente a los puntos cercanos al eje Y y que esta contraccion va ser
menos intensa en los puntos lejanos del eje Y. De esta manera, parece ser
que una adecuada eleccion de r es 2, pero lamentablemente en el fortuito
andlisis realizado no se considera la magnitud de la contraccion la cual es
considerablemente grande, lo que provoca que la region S> no presente las
caracteristicas deseadas, es decir, que no se acople mejor que S al rectingulo
minimo que lo contiene.

La probabilidad de aceptacion de S y S en los respectivos rectdngulos mi-
nimos que los contienen es de 78.54% y 76.18 %, por lo que la diferencia
no es grande, pero establece a r = 2 como poco 6ptimo.

En la Figura 2.13 se ilustra a la region S3, la cual se encuentra dada por

1
Szz{(u,v)10<u<3—ﬁ,0<|v|<@/%—u4}. (2.12)
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Figura 2.13 . Region S; para la distribucion Cauchy(0,1).
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Tanto en en (2.12) como en la Figura 2.13 se puede apreciar la formidable
magnitud de la contraccion local cerca del eje Y, responsable de que nuestra
propuesta de r = 2 no resulte ser Optima como suponiamos. O

Optimizacion analitica de r

El Ejemplo 2.4 muestra que la eleccion de r a partir de sus efectos en T, de-
pende del grado de minuciosidad del andlisis y que para un analisis limita-
do, dicha eleccion puede resultar bastante mala. Por ello, en pro de evitar la
incertidumbre, podemos intentar hallar valores optimos de r de forma ana-
litica y la dificultad de esta tarea dependerd de la distribucion con la que se
esté trabajando, pero el plan de accion es el mismo: calcular la probabilidad
de aceptacion de la region S, en el minimo rectangulo (o hiperectingulo)
que lo contiene y minimizarla como funcion de r.

Ejemplo 2.5

Denote por S, a la region que resulta de aplicar el método general del
cociente con r > 0 a la distribucion normal estandar. Independientemente
del valor de r, el volumen de S, es exactamente igual a r% (ver Observa-
cion 2.4), por lo que concentrémonos en calcular el volumen del rectangulo

minimo que contiene a S,.

Tras una serie de sencillos cdlculos, puede comprobarse que la region S, se
encuentra dada por

I
Sy = {(u,v) 0<u<(2m) 2D 0< v < ur\/—Zln(u’“\/Zﬂ:)}.

De esta manera, el rectangulo Z, = (0,a,) X (—b,,b,) es el mds pequefio
que contiene a S,, donde

_1
a, = (2m) 2+D y b, := sup ur\/—2ln(ur+1\/2ﬂ?).

u
Abhora, notemos que b, puede calcularse facilmente, pues es el supremo de
una funcion diferenciable en un intervalo. Por lo tanto, aplicando el criterio
de la primer y segunda derivada para calcular su supremo, obtenemos que

by = e b (2m) W . )L
r
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En consecuencia, el volumen de %, se encuentra dado por

r+1

Vol(Z#,) =2a,b, =2 .
0( ) a4 2rme

(2.13)

Si denotamos por p4(r) a la probabilidad de aceptacion de S, en Z,, enton-

ces
1

pA(}”) = = 3"
24/(r+1) 2(,.+ l)j
\V2rme

De esta manera, como pa(r) es una funcion diferenciable, al aplicar el cri-
terio de la primera y segunda derivada para maximizar a p(r), se tiene que

r = 1 maximiza a la funcién pa(r). O

Optimizar analiticamente el valor de r es lo ideal, ya que al hacerlo obte-
nemos la certeza de que el valor r que elegimos es el optimo. Sin embargo,
en algunos casos, obtener analiticamente el valor de r puede llegar a ser
complicado. Por esta razon, es recomendable que primero se intente hallar
analiticamente el valor optimo de r, pero si esta tarea es demasiado labo-
riosa, puede darse propuestas bastante buenas de r usando el andlisis de la
transformacion T,.

2.7. Meétodo general del cociente

En la demostracion de la Proposicion 2.2 resulta fundamental el teorema de
cambio de variable. Sin embargo, existe un segundo ingrediente que permi-
te dicha demostracion, pero que se presenta de manera tan sutil que requiere
de cierto esfuerzo para ser consciente de él. Este sutil ingrediente nos pro-
porciona el método general del cociente.

El método general del cociente presentado en la Proposicion 2.4 es sugerida
en su forma unidimensional en el trabajo de Wakefield en [13]. Dicha suge-
rencia es seguida en el extraordinario trabajo de Martino, Luengo y Miguez
en [10], estableciendo la Proposicion 2.4 en su version unidimensional. Por
lo tanto, el trabajo realizado en la Proposicion 2.4 se reduce a una simple
extension a varias dimensiones del método general del cociente.
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Proposicion 2.4 (Método general del cociente)

Sean h(xy,...,x,) una funcion de densidad y g(x) una funcion dos veces
diferenciable y estrictamente creciente definida sobre un intervalo [0,a) (o
[0,a]), para alguna a > 0, tal que g(0) = 0. Ademds, suponga que ¢ > 0 es
tal que, para cada (xy,...,x,) € R",

c-h(xy,...,x,) <supg(x). (2.14)

Si la region

Se =< (u,vy,...,vy) :0<u “e-n i yenes I
‘ {( b 0SS ( (\"/_g'(u) \"Fg%u)))}

(2.15)
tiene hipervolumen finito y (U,V1,...,V,) es un vector con distribucion uni-
forme sobre S,, entonces (Vi/1/g'(U),...,Vu//8'(U)) ~ h.
Demostracion.

Si (U,V1,...,V,) es un vector con distribucion uniforme sobres S,, entonces
su funcion de densidad p (u,vy,...,v,) estd dada por

( )= g )

U V],yeenyVy) = UV yeeny Vi)

Notemos que la funcién

H(y,xl,...,xn)—(y, il een, n >,
Ve VEL)

definida sobre [0,a) x R", es un difeomorfismo y que su funcién inversa
esta dada por

H ' (px1,00%0) = (0, /8 0)x15 -, /8 () %)

Ahora, tras derivar parcialmente, podemos comprobar con facilidad que la
matriz jacobiana de H ! (y,x1,...,X,) se encuentra dada por
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1 0 0 0

Lag’ 0 oN' ™ Ygh) 0 0
b O)O)'T 0 ED 0
| r_zx"g ( )( ( )) : 0 0 n g/(y)_

De esta manera, se tiene que |det(DH ' (y,x1,...,x,))| = &'(y) vy, por el
teorema de cambio de variable, concluimos que la funcién de densidad

q(y,x1,...,x,) del vector aleatorio (U,V;//g' (U),...,V,//g'(U)) estd da-

da por

g, X1, X)) = vf;%)g) Ls, (0, x1/8' (V) - -,/ 8 ()

Por lo tanto, la funcién de densidad del vector (V,/{/g'(U),...,V,/ /&' (U))
se encuentra dada por

)= [ L0t (1Y)

—0Q

{ g Neh(xy,xn))
— /

— 1 ( )‘gl(c'h(xh'"axl’l))
B vol(Sg)g an
c
= h(x1,...,%).
VOl(Sg) (xl? 7Xn)

Finalmente, debido a que f(x1,...,x,) y h(x1,...,x,) son funciones de den-
sidad, al integrar sobre R” obtenemos que vol(S;) = c. Asi, pues, conclui-
mosquef(yla"'ayl’l):h(yla"'vyn)- D

Observacion 2.7
La hipotesis expresada en (2.14) no se usa explicitamente en la demostra-
cion de la Proposicion 2.4. Sin embargo, dicha hipdtesis es necesaria para
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quec-h(xy,...,x,) este en el dominio de g~ (y) para cualquier (xi,...,x,) €
R" y asi la expresion que define a S, no sea ambigua.

El método general del cociente en la Proposicion 2.4 presenta una dife-
rencia considerable con las versiones del método del cociente que hemos
estudiado previamente. Esta diferencia radica en que en las versiones pre-
vias del método del cociente no teniamos que preocuparnos de la finitud del
volumen de las regiones involucradas, mientras que en el método general
del cociente es necesario verificar esta condicion para poder hacer uso del
método. Esta diferencia se debe a que en las versiones previas del método
del cociente hemos establecido condiciones que aseguran las regiones sean
acotadas y por ende de volumen finito.

En la siguiente proposicion se imponen ciertas condiciones suplementarias
a las hipotesis del método general del cociente. Estas condiciones son su-
ficientes para que la region S, sea acotada y, por ende, de hipervolumen
finito.

Proposicion 2.5 (Version débil del método general del cociente)

Sean h(xy,...,x,) una funcion de densidad acotada y g(x) una funcion di-
ferenciable definida sobre un intervalo [0,a), para alguna a > 0. Si para
una constante ¢ > 0 se satisface que

1. g(x) estrictamente creciente y convexa.

2. (0) =0.

3. ¢-h(xy,...,x,) <supg(x) para cada (x1,...,x,) € R".
X

4. sup ||(x1,.-- %)l \/g (c-h(xy,...,x))) < oo

(xla"'rxn)

Entonces la region

- V1 Vn
Se:=% (u,vi,...,va):0<u<g |ch ey
Ve'w) /)
es acotada y si (U, Vl, ) es un vector con dlstrlbucmn uniforme sobre

S, entonces (Vi //g Va8
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Demostracion.
Por la Proposicion 2.4 solo resta probar que la region S, es acotada y es
precisamente lo que haremos.

Suponga que (u,v1,...,v,) €S, y defina

(1<k<n). (2.16)

De esta manera, se tiene que

[V, sva) [l = V8 @) Gers - x) ] (2.17)

Ahora, debido a que g(x) es convexa, se tiene que g’(x) es creciente y, por
lo tanto,

, /Lt / -1 c-h Vi geeey I :
g(0><g()<g<g< (m \/g(—u)>>>

Asi, por (2.16) y (2.17), se concluye que

101wl < NGer o) | /8 (87 e b o)) (218)

Asimismo, por (2.16), se tiene que
O<u<g Yc-h(xy,...,x)). (2.19)

De las condiciones 1y 2 de la Proposicion 2.4 asi, como de la arbitrariedad
con que elegimos (u,vy,...,v,) en S, se sigue inmediatamente de (2.18)
y (2.19) que S, es acotada. a

Las condiciones suplementarias de la Proposicion 2.5, aunque suficientes,
no son necesarias para que la region S, sea acotada, y esto es expuesto en
el Ejemplo 2.6.

Ejemplo 2.6 (Condiciones suficientes, pero no necesarias)
Defina a la funcién g(x) en el intervalo [0,4) por
(x—2) 2

— . 2.20
12 3 (2.20)

gx):=x—

75



Al derivar se puede verificar sin esfuerzo que la funcién g(x) es convexa en
[0,2) y concava en (2,4), siendo 2 el punto de inflexién de la funcion. Este
comportamiento también puede ser apreciado en la grafica de la funcién, la
cual se encuentra ilustrada en la Figura 2.14.

g(x)

2.5

1.51

5 1 15 2 25 3 35 4%x

Figura 2.14 . Grifica de la funcién g(x).

Sea h(x) la funcién de densidad de la distribucién exponencial de parametro
A = 1. Es facil comprobar que la funcién g(x) definida en (2.20) satisface
las hipétesis de la Proposicion 2.4 para la constante ¢ = 1 y la densidad
h(x).

Aprovechando la monotonia de g(x) y que el soporte de i(x) es (0,00), se
tiene la siguiente cadena de equivalencias.

v o) = 0es<n( )

14

— 0<v,0<g(u)<e ¢W

g'(u)
— O<u<g '(1),0<v<—gu)ln(gu)).

— 0<v,0<u<g (1), In(g(u)) < —

Por lo tanto, la regién S, para (x) esta dada por

Se={(u,v):0<u< g ), 0<v< —g'(u) In(g(u))}. (2.21)
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Por ende, S, es la region bajo la grifica de la funcién —g’(x)In(g(x)) en
el intervalo (0,g71(1)), y dicha funcién es acotada, por lo que S, es una
region acotada.

De esta manera, a pesar de que g(x) no cumple las hipétesis de la Propo-
sicién 2.5, pues no es convexa, se tiene que la region S, de la distribucion
exponencial es acotada. Como resultado, las condiciones suplementarias de
la Proposicion 2.5 son suficientes, mas no necesarias, para que la regiéon
resultante S, sea acotada.

En la Figura 2.15 se ilustra la region S, para la distribucion exponencial,
en donde se puede apreciar una extrema semejanza con la regién S de la
Figura 1.11.

maa
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.25 5 75 1 125 15 175 U

Figura 2.15 . Region S, de la distribucion exponencial.

Para finalizar con nuestro ejemplo, note que la expresion en (2.21) para la
regioén S, de la distribucion exponencial es vdlida para cualquier g(x), pues
para llegar a dicha expresion solo se necesitd de la monotonia de la funcién
g(x). O

La Proposicion 2.4 justifica el siguiente algoritmo para generar valores de
distribucion h cuando las hipétesis de dicha proposicion son satisfechas por

h(xi,...,x,) y g(x).
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e Algoritmo general del cociente de uniformes

1. Generar valores (u,vy,...,v,) de distribucion uniforme en la re-
gion S, definida como en (2.4).

2. Tomar a (vl/\"/g’(u), e ,vn/\"/g’(u)) como valor de distribu-

cion h.

Las versiones del método del cociente estudiadas en las secciones anteriores
son un caso particular de la version débil del método general del cociente,
y dicha particularidad radica en la eleccion de la funcion g(x), lo cual se
evidencia en la observacion siguiente.

Observacion 2.8

Consideremos la funcién g(x) = f;i —7 definida sobre [0,0). Tras una se-

rie de sencillos cdlculos podemos comprobar facilmente que g'(x) = X

y g 1 (x) = [x(nr+ 1)]ﬁ+1 De esta manera, para una funcién de densidad

. . . . . _ 1
h(x1,...,x,) se tiene la siguiente serie de igualdades para c = — I

{l/g’(g_l(c-h(xl,...,xn)» = V(g—l(c.h(xl’“.’xn)))nr
= [(nr+1)-c-h(x,...,x,)]
— [h(xl,...,xn)]ﬁ,

Por lo tanto, en este caso particular, la condicion 4 de la Proposicion 2.4 se
torna en
sup | (e, s xa) ({1, 0 [T < oo, (2.22)
(X1 5eeesXn)

+1
De esta manera, al tomar g(x) = j‘; rﬂ yc= nr1+1 en la Proposicion 2.5, las

condiciones impuestas a h(xy,...,x,) son exactamente las que se le impo-
nen en la Proposicion 2.2. Pero esta no es la unica similitud, pues al realizar
la substituciones pertinentes podemos comprobar que

g (m(%\/%)) = ()]
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Por Io tanto, en este caso particular, S, y S, coinciden, es decir, S, = S,. En
consecuencia, el método del cociente de factor r al igual que sus variantes
son un caso particular del método general del cociente.

Observacion 2.9

A partir de la Observacion 2.8 podemos apreciar que nuestras versiones
previas del método del cociente condicionan a la funcioén de densidad para
que las regiones resultantes sean acotadas. Esto se debe a que es en este
contexto cuando el método del cociente resulta realmente til, ya que es en
esta situacion en donde podemos simular tacilmente, a través del método de
aceptacion y rechazo, a la distribucion uniforme sobre estas regiones.

Las versiones fuertes de nuestras versiones previas del método del cocien-

. L. . nr+1
te se siguen facilmente de tomar la funcion g(x) = T Y= nrlﬁ de la

Observacion 2.8 y con ella particularizar a la Proposicion 2.4.

Observacion 2.10

A partir de la Proposicion 2.4 es evidente que el segundo ingrediente fun-
damental del método del cociente es la funcion g(x), la cual pasa un tan-
to desapercibida en versiones mas débiles del método. Sin embargo, dicha
funcion es de gran relevancia, ya que determina activamente a la region del

método (ver (2.15)).

2.8. Descripcion en coordenadas polares

La idea clave en la descripcion en coordenadas polares de la Seccion 1.3
subyace en el hecho de que

arctan (K) = dngulo del vector (u,v).
u

Por lo que, es natural que una descripcion similar para S, (en el caso univa-
riable) se obtenga del hecho de que

%
arctan — 4ngulo del vector (g'(u),v).
(#@) L
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Veamos, considere la funcién 7 (u,v) = (g'(u),v) y volvamos a considerar
las funciones 0 (u,v) y p(u,v) que a cada vector le asignan su angulo y
norma respectivamente. Entonces se tiene que

g (u)

De esta manera, al suponer que g'(x) es estrictamente creciente, se obtiene
que

et (e g'(g ' (ch(tan(6(z)))))
O<u<g <h(g/(u)>><:>0<p(z)< cos(6(2)).

donde z := 7 (u,v). Por lo tanto, se concluye que

S, = {9—1<r,e> 0e(-25) 0<re g’<g—1<;§z(<;n<e>>>>}

=an(0(7(w,v)) y &) =p(Tuv))cos(7 (uv)).

)

En consecuencia, si definimos

g'(s"'(c-h(tan(0)))) }

%;:{(r,e)teé(—gag)7o<r< cos(0)

entonces la region S, es la imagen directa de 98 bajo 7 ~(u,v), es decir,

S,=7"128]. (2.23)

La descripcion para S, en (2.23) no esta dada en coordenadas polares, pe-
ro debido a que es el resultado de la extension natural del andlisis de la
Seccion 1.3, parece natural referirnos a la expresion en (2.23) como la des-
cripcion en coordenadas polares de la region S, del método general del
cociente.

Observacion 2.11
La expresion (2.23) hallada en la Seccion 2.8, aunque compacta, no es tan
simple como lo aparenta por dos razones:

1. La funcién 7~ (u,v) esta dada a través de la funcion g’ (x).

2. El conjunto $ depende de g'(x) y g~ (x).
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De esta manera, al hallar una funcién g(x) para la cual 7~ (u,v) se sim-
plifique, puede que la region 9 se torne complicada, e inversamente, al
hallar una funcion g(x) para la cual 2 se simplifique, puede que la funcion
T~ Y(u,v) se vuelva complicada. Por lo tanto, el simplificar a la region Se
a través de la expresion en (2.23) es una guerra en dos frentes, volviéndola
una guerra dificil de ganar.

Ejemplo 2.7 (Descripcion polar para la funcién g(x) = "72 yc= %)

Sea h(x) una funcién de densidad y, por conveniencia, suponga que satis-
face las hipoétesis de la Proposicion 1.3. Al aplicar el método general del
cociente a h(x) con g(x) = x>/2 y ¢ = 1/2, se obtiene la regién del método
del cociente de la Proposicion 1.3, por lo que la descripcion en (2.23) de
esta region debe coincidir con la obtenida en la Seccion 1.3. Comprobemos
lo.

Veamos, debido a que g~!(x) = v/2x y g/(x) = x, se tiene que

g'(g '(c-h(tan(8)))) _ \/h(tan(6))
cos(0) ~ cos(B) (2-24)

Ademis, debido a que 7 (u,v) = (g'(u),v), la funcién 7! (u,v) es la fun-
cién identidad y, por lo tanto, a partir de (2.24), se concluye que en este
caso particular

T B = {(rcos(@),rsen(e)) 0 € (—g,g) ,0<r< M} :

cos(0)
O
Ejemplo 2.8 (Descripcion polar para la funcién g(x) =e¢*—lyc=1)

Sea h(x) una funcién de densidad para la cual la funcién g(x) :=e*— 1y la
constante ¢ = 1 satisfacen las hipétesis de la Proposicion 2.4.

Al realizar una serie de sencillos cdlculos, los cuales se dejan al lector, pue-
de comprobarse que

gy=¢"y g '(x)=In(1+x).
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Por lo tanto, se tiene

g'(s”' (h(tan()))) _ 1+ h(tan())
cos(0) cos(0)

y TN u,v) = (In(u),v).

De esta manera, en este caso particular, se concluye que la descripcion polar
de laregion S, correspondiente a la distribucion / esta dada por

Se = {(ln(rcos(e)),rsen(e)) 10 € (—g,g) ,0<r< %?gge))}.

O

Observacion 2.12

Es importante puntualizar que la igualdad en (2.23) requirio de la mono-
tonia estricta de g'(x). Asi que la descripcién en coordenadas polares de la
region S, del método general del cociente es valida solo cuando dicho mé-
todo es aplicado con una funcion g(x) con derivada estrictamente creciente,
o equivalentemente, con una funcion g(x) estrictamente convexa.

Ahora, como uno de las hipétesis de la Proposicion 2.5 es que la funcion
g(x) sea convexa, la version débil del método general del cociente es una ex-
celente alternativa si se desean obtener regiones que puedan ser expresadas
como en (2.15).

2.9. La transformacion T,

En la Seccion 2.5 fue interesante estudiar como la region S era deformada
en la region S,, por lo que es natural hacer lo mismo para la region S, es
decir, estudiar la manera en que la region S es deformada en la region S,.

Definicion 2.2 Sean h(xi,...,x,) una funcion de densidad y g(x) una fun-
cion definida sobre [0,a). Si las hipdtesis de la Proposicion 2.4 son satisfe-
chas por h(x1,...,x,) y g(x) para la constante ¢ > 0, entonces

1. Definimos sobre el intervalo [O, "“a/ C) a la funcion
T(u) =g ' (cu™).
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2. Definimos sobre {O, {/a/ c) x R" a la funcion

T, v1,...,vn) = (T(u) v Y (Eu) v g’(f(”)))

Proposicion 2.6 Suponga que h(xy,...,x,) es una funcion de densidad con-
Jjunta que satisface las hipotesis de la Proposicion 2.4 para la funcion g(x)
y la constante ¢ > 0. Entonces

Se = {Te(u,v1,...,va) s (u,v1,...,vy) €S},

donde
Vi v
S = {(u,vl,...,vn) 0<u< "+\1/h<—,...,—n>}.
u u
Demostracion.
Notemos que, para cada (u,v1,...,v,) € R*"!, se tiene la siguiente cadena

de equivalencias

1
n+1

(U, viy...vp) €S <= 0<u< {h(‘i,...,v—" }
u u
— 0<u! <h<ﬂ,...,v—”)
u u
—= 0<cu"! <c-h<ﬁ,...,v—”)
u u
— 0<g e < g™t (h (ﬂ,...,v—n» :
u u
Finalmente, debido a que paratoda k € {1,...,n}
v Vi A g’(g‘l( wtl))
u \/g 1 c un-l—]))
concluimos que (u,vy,...,v,) € S siy solo si
(g (i) oV g e ) e /g () )) es,
u u
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De donde se sigue inmediatamente la demostracion. a

Por lo tanto, la funcion que deforma a S en S, es T, la cual depende ac-
tivamente de la funcion g, lo que la hace complicada de estudiar si no se
especifica a la funcion g(x).

Observacion 2.13

.. nr+1 .
Retomemos la funcion g(x) = ),;:ﬁ definida sobre [0,) y ¢ = nrlﬁ Enton-

/ _ r —1 _ _1_ P .
ces g'(x) =x""y g~ (x) = [(nr+ 1)x]»+1. Asi, en este caso particular, se
tiene que

g ey = [(nr+ 1)eu™ st

n+1
= ynr+1,

Asimismo, tenemos que

{/g(e (cwrt) = (g e+

= [(nr+1)cu" ")t
r(n+1)

=y nr+l
De esta manera,
vi- /g (g7 cunt! n(r+1)
Vg et ) ey
u
r=1
= V- unr+1

Por lo tanto, en este caso particular, tenemos que

n+1 r—1 r—1
Tg(uavla'--yvn) = (unr+l , V1 'M”’*l,...,vn-l/t"”rl),

Por ende, al retomar la transformacion T, de la Seccion 2.5, se tiene que en
este caso particular T, = T, como esperariamos.

La Observacion 2.13 nos muestra que la transformacion T, que definimos es
una generalizacion de la transformacion T, de la Seccion 2.5. Sin embargo,
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como ya se menciono antes, la transformacion T, depende activamente de
la funcién g, por lo que el desarrollar una técnica empirica para hacer que
S, se ajuste lo mejor posible a su rectangulo minimo es una tarea titdnica
sino que imposible, ya que como T, se expresa a través de la funcion g(x),
su derivada también se expresard a través de ella, asi que en esta ocasion la
derivada no puede ser utilizada como en la Seccion 2.5.

(;Qué hay respecto al desarrollo de un técnica analitica? Bueno, lo primero
que debe ser dicho es que, al trabajar sobre una funcion, una posible forma
de encaminarse es intentar plantear una ecuacion diferencial cuya solucion
sea una funcion g(x) con la que S, sea una regioén sencilla de simular con
distribucion uniforme. Pero ;por qué una ecuacion diferencial supone una
buena alternativa para atacar el problema? Bueno, la respuesta es sencilla,
si observamos la expresion que determina a S,, entonces podemos apreciar
que dicha expresion depende de 4 objetos (matematicos): la constante ¢ y
las funciones h(x),g(x) y g'(x). Pero la funcién h(x) siempre es conocida,
pues es la densidad de la distribucion que deseamos simular, mientras que
la constante ¢ siempre la podemos fijar. Por lo que, si deseamos que dicha
expresion nos proporcione determinada region, entonces naturalmente so-
mos llevados a plantear ciertas condiciones sobre g(x) y g'(x), las cuales
pueden llegar a plantearse a través de una ecuacion diferencial.

Si bien es cierto que es fdcil ver que una ecuacion diferencial es un buen
prospecto para eficientar S,, en la practica puede carecer de viabilidad. Para
exhibir esto, restrinjamonos al caso unidimencional.

Veamos, la condicién para que un punto (u,v) esté en S, es que se satisfaga

la desigualdad
O<u<g <ch( ,V )) (2.25)
g'(u)

Asi que, si deseamos que S, sea el rectangulo (0,1) x (0,1) ;que condicio-
nes deben ser impuestas sobre g(x) y su derivada? La primer condicion es
que [0, 1) esté dentro del dominio de g(x) y que para cada u > 1, necesaria-
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mente se cumpla que

gu)>c-h (g'zu)> . (2.26)

La segunda, y quizd fundamental, es que para cadav € [0, 1) se cumpla que
para todou € (0,1)

v
0<g(u)<c-h <g’(u)> . (2.27)
Sin embargo, el asentar las condiciones (2.26) y (2.27) en una ecuacion di-
ferencial sobre g(x) es bastante dificil, sino que imposible, desde un marco
general. A pesar de ello, al restringirnos al contexto particular de algunas
distribuciones, la condicion en (2.25) puede simplificarse, tal como pode-
mos apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9 (Distribucién logaritmica fraccionaria)
Considere la funcién i(x) dada por

1 1
mo) (e Parax > 0,

h(x) =
0 en otro caso.

Debido a que para todo x > 0 se tiene que

d I+x 1

(") = ,

dx  \2+x (I+x)(24+x)
la funcién h(x) es de densidad. La gréfica de h(x) en el intervalo (0,o0) se
encuentra ilustrada en la Figura 2.16.

h(x)
8-
61
44
21
2 4 6 8 1 12141618 X

Figura 2.16 . Grafica de la funcion de densidad h(x).
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Veamos, de la hipdtesis de monotonia estricta de g(x), trivialmente se tiene

que
O<u<g! (ch(ﬁ)) — 0<@<h(g,zu)>. (2.28)

Ahora, para desarrollar (2.28) necesitamos observar que la funcién A(x)
es estrictamente decreciente en (0,0), lo cual se comprueba facilmente y
puede apreciarse con nitidez en la Figura 2.16. De esta manera, la funcién
h(x) es invertible en dicho intervalo. De hecho, su inversa, que denotaremos

por h~!(y), esta dada por
34 \/9—4 (2— 1“§2>)

2

h='(y) =

Asi, al retomar (2.28), obtenemos el siguiente par de equivalencias

o< £ < (g’ru)) 0 g’zu) < (@)

C — 0<v<gh! <@> .

Por lo tanto, para la distribucién & tenemos que su regién S, del método
general del cociente se encuentra dada por

Se = {(u,v) 0<v<g(uh! <@> }

c

Esto es bastante conveniente, porque significa que S, es la region bajo la
gréafica de una funcion y esta funcién se encuentra dada por g(x) y g'(x).
Asi, pues, si dicha funcion es la constante 1, entonces la region S, sera el
rectangulo (0,1) x (0, 1) y, por ende, S, tendrd un 100 % de eficiencia. Por
lo tanto, para que esto ocurra, la funcién g(x) debe satisfacer la siguiente

ecuacion diferencial.
c

87



Por simplicidad fijaremos el valor de c a 1. Entonces la ecuacion diferencial
a resolver es

g'(uh™" (g(u)) —1=0. (2.29)
Esta ecuacidn diferencial es exacta y su solucidn general estd dada por

o(x,g(x)) = constante

en donde a(x,y) =A(y) —x y A(y) = J§ h~'(¢)dt. Por lo tanto, la soluci6n
implicita planteada en (2.29) es

A(g(x)) = x+ constante.
Pero, debido a que la condicién inicial es g(0) = 0, se tiene que
0=A(0) =A(g(0)) = 0+ constante = constante.

Por lo tanto la funcién g(x) que estdbamos buscando estd dada implicita-
mente por

A(g(x)) =x paratodaxe[0,1).
Finalmente, debido a que A(y) es invertible, pues es estrictamente creciente,
se obtiene que

g(x)=A"!(x) paratodaxc]0,1). (2.30)
Observacion 2.14
La funcién A~!(x) en (2.30) puede ser dada a través de funciones elemen-

tales, pero esta expresion es demasiado extensa, por lo que no haremos su
cdlculo explicito en este trabajo.

De esta manera, para la funcién g(x) dada en (2.30), se tiene que la region
S, de la distribucion /(x) es exactamente el rectdngulo (0,1) x (0,1).

Por lo tanto, al generar un valor (u,v) uniformemente distribuido en (0, 1) x
(0,1) y tomar v/(A~1)(u), obtenemos un valor de distribucién /(x). Ade-
mas, notemos que en virtud de que g(x) = A~!(x) satisface la ecuacién
diferencial en (2.29),
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En resumen, para hacer de S, una region conocida, podemos intentar plan-
tear una ecuacion diferencial sobre g(x). Sin embargo, la viabilidad de esto
dependera de la funcién de densidad h(x) y la condicion que defina a su
region Sg.

2.10. Una region rectangular S, para la distribucion
normal

Para la distribucion normal estdndar también puede plantearse una ecua-
cion diferencial sobre g(x), de tal manera que su correspondiente region
Sy sea el rectangulo (0,1) x (—1/2,1/2). Sin embargo, al igual que en el
Ejemplo 2.9, la expresion de g(x) no serd amigable, de hecho, en este caso
la funcién solucion g(x) no podrd ser expresada en términos de funciones
elementales.

Sea h(x) la funcion de densidad de la distribucion normal estdndar, es decir,

2
h(x) = e 7 /\/2, —eo < x < oo. Entonces la siguiente serie de igualdades
se mantiene para cualquier funcion g(x) que satisface las hipétesis de la
Proposicion 2.4 para la distribucion normal estandar con ¢ = 1:
2

_ v

% 1
O<u<g 'h s0<g(u) < e 20672
¢ < (g’(u)>> s) V2T
S0<u<d, In(g(u)V22r) < —

v2

2(g'(u))*’
donde d := g~1(1/+/27). Por lo tanto, la region S, de distribucién normal

estdndar, correspondiente a la funcion g(x) y la constante ¢ = 1, estd dada
por

Sg = {(u,v) 0<u<g! (%) ,0<v? < —2(g’(u))21n(g(u)\/ﬁ)}

De esta manera, para que la region S, sea el rectangulo (0,1) x (—1/2,1/2)
es necesario que la funcion satisfaga la siguiente ecuacion diferencial en el
intervalo (0, 1]

¢/ (u)/~In(27- g2(u)) = % 2.31)
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con condicion inicial g(1) = 1/+/27. Pero no es dificil notar que la ecuacion
diferencial planteada en (2.31) es exacta. Veamos, la expresion general de
una ecuacion diferencial exacta sobre g(x) estd dada por

M(x,g(x)) +N(x,8(x))g'(x) =0,

donde M (x,y) y N(x,y) estdn definidas en una reg1on simplemente conexa
y en dicha region satisfacen la re]acwn ( ,y) = (x y).

En el caso de la ecuacion planteada en (2.31), las funciones N (x,y) y M (x,y)
estdn definidas en el rectangulo (0,1) x (0, \/szn_) por

1
M(x,y)=—§ y N(x,y) =4/—In(2my?),

y es evidente que dichas funciones satisfacen la cond1c1on (x y)= (x y),
por lo que la ecuacion diferencial planteada en (2.31) en efecto es exacta
Por lo tanto, la solucion a la ecuacion diferencial planteada en (2.31) esta
dada en forma general por

o(u,g(u)) = constante,

donde o (x,y) satistace que

J J
a—g(x,y)zM(x,y) y aa( ,y) =N(x,y). (2.32)

Pero ;qué funcion satistace las dos igualdades en (2.32)?

En virtud del teorema fundamental del calculo, la funcion B(y) definida en

el intervalo (0, \/szﬂ) por
y
- / W/ —In(272) dt, (2.33)
0

es diferenciable y B'(y) = v/ —In(27y?).

Observacion 2.15
Notemos que la integral que define a B(y) en (2.33) es impropia, pues

lim \/—In(27t2) = oo.
1—0"
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por lo que, en principio, el teorema fundamental del cdlculo no puede ser
aplicado directamente en dicha integral. Sin embargo, al notar que

y T y
—In(2mr? dt:/m —In(271? dt+/ —In(27¢2) dt
fy Ve di= [\ @ay e [ /- ngane)

se sigue facilmente que B(y) esta bien definida y B'(y) = \/—In(2my?).

Por lo tanto, la funcién a(x,y) := B(y) —x/2 satisface las igualdades (2.32)
y en consecuencia, la solucion implicita a la ecuacion diferencial planteada
en (2.31) estd dada por

B(g(u)) — g = a(u,g(u)) = constante.

Ahora, como la funcion B(y) es la funcion integral de una funcion positi-
va, la funcion B(y) es invertible. Asi, pues, la funcion g(u) puede ser dada
explicitamente en términos de B(y), a saber,

g(u) = B~ (u+ constante).

Ademads, dado que B(1/+/2x) = 1/2, la condicion inicial g(1) = 1/v/2x
establece que la solucion particular que buscamos es con constante = 0y,
por ende, la funcién g(x) con la cual S; = (0,1) x (—1/2,1/2), esta dada

por
u

g(u) = B! (5) . (2.34)
Por lo tanto, al aplicar el método del cociente a la distribucion normal es-
tandar con la funcién g(u) definida en (2.34) y con ¢ = 1, la regién S,
resultante es exactamente el rectangulo (0,1) x (—1/2,1/2). Asf, en virtud
del método del cociente, disponemos de un algoritmo para generar valores
de distribucion normal estandar a partir de valores de distribucién uniforme

sobre (0,1) x (—1/2,1/2).

Lema 2.1 Si (u,v) es un valor de distribucion uniforme sobre el rectdngulo
(0,1) x (—1/2,1/2), entonces 2v-+/—1In (27 - (B~1)2(u/2)) es un valor de
distribucion normal estdndar, donde B(y) es la funcion definida en (2.33).
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Observacion 2.16

El volumen de la region S, es igual a la constante c, por lo que al trabajar
con ¢ = 1, era indispensable que el rectangulo objetivo para S, tuviera vo-
lumen 1. Ademads, en (2.10) puede observarse que la region S, se encuentra
delimitada por las grédficas de dos funciones; una negativa y otra positiva,
por lo que era natural que el rectangulo objetivo para S, tuviera su lado infe-
rior en el cuadrante 4 y su lado superior en el cuadrante 1. De esta manera,
el rectangulo (0,1) x (—1/2,1/2) es la eleccion natural de rectingulo ob-
jetivo para S, y esta es la razon por la que en esta seccion hemos trabajado
con €l.

Observacion 2.17

El que Ia funcion B(y) no esté dada explicitamente establece la principal
dificultad para la viabilidad del algoritmo que acabamos de desarrollar(ver
Lema 2.1), pues requerimos calcular la funcion B(u) para poder aplicar el
algoritmo.

Observacion 2.18

El algoritmo desarrollado en esta seccion para simular a la distribucion nor-
mal no es la tnica técnica de esta naturaleza. Por ejemplo, las transforma-
ciones de Box-Muller (ver Apéndice 2) permite generar valores de distri-
bucion normal a partir de valores de distribucion uniforme sobre el rectdn-
gulo (0,1) x (0,1). De hecho, las transformaciones de Box-Muller estan
dadas en términos de funciones elementales; funciones trigonométricas y
logaritmicas, por lo que es mds sencillo simular computacionalmente a la
distribucion normal a partir de ellas.

Antes de finalizar esta seccion, es oportuno mencionar que a pesar de que
podemos repetir el proceso de esta seccion para un rectangulo distinto, di-
gamos (0, 1) x (0, 1), dificilmente la funcion g(u) resultante estard dada en
términos de funciones elementales, pues, como describimos en la Obser-
vacion 2.16, cuando mds se simplifican los cdlculos es al trabajar con el
rectangulo (0,1) x (—1/2,1/2). Por lo tanto, si al trabajar con el rectdn-
gulo (0,1) x (—=1/2,1/2) no se logré obtener a g(u) a través de funciones
elementales, entonces dificilmente se lograra al trabajar con algtn otro rec-
tangulo.
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2.11. Laregion S, en ciertos casos particulares

En esta seccion veremos un tipo especial de distribuciones, para las cuales
podemos encontrar una funcién g(x) de tal manera que su regién S, sea
un rectdngulo, pero sin la necesidad de recurrir al planteamiento de una
ecuacion diferencial.

Densidades decrecientes en (0, )

Sea h(x) una funcién de densidad y g(u) una funcion real-valuada para las
cuales se satisfacen las hipdtesis de la Proposicion 2.4 para la distribucion
h y la constante ¢ > 0. Supongamos que el soporte de la funcion h(x) es
el intervalo (0,) en donde es decreciente y sobre el cual se tiene que
h[(0,00)] = (0,a) para alguna a > 0. Entonces, bajo estas condiciones, se
tiene que

O<u<g! <C'h(gf€u>>> =0 @ <h<g/(vu))
g’(vu) < <@)

— 0<v<g(u)h! (@) :

— 0<

Donde h~!(x) es la inversa de la funcién h(x) restringida al intervalo (0, o).
Por Io tanto, la region S, de la distribucion h esta dada por

Se = {(u,v) 0<v<g(uh! (@) } : (2.35)

Muy bien, ahora consideremos una variable aleatoria X con funcion de den-
sidad f(x) y sea M(x) una funcion estrictamente creciente. Por el teorema
de cambio de variable, la funcién de densidad de la variable Y := M (X) estd
dada por

(MY () f(M () (2.36)
Si comparamos la funcion en (2.36) con la funcidén cuya grafica determina
a S, en (2.35), entonces podemos ver la considerable semejanza de ambas
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funciones. De hecho, al tomar ¢ = 1, la semejanza se torna en igualdad al
tomar M~ (x) = g(x) y h~'(x) = f(x). Por lo que, al tomar c = 1, se tiene
que S, es la region bajo la gréfica de la funcion de densidad de la variable
g '(X) donde X ~ h~ !,

Lo anterior es particularmente provechoso, porque por el método de la fun-
cion inversa, sabemos que si F (x) es una funcion de distribucion invertible
y X ~ F, entonces F(X) ~ unif(0,1).

Proposicion 2.7 Sea h(x) una funcion de densidad con soporte (0,00) y
estrictamente decreciente en dicho intervalo tal que h[(0,)] = (0,b) para
algin b > 0. Defina

h='(x) parax € (0,b),
fx) =

0 en otro caso.

En donde h™'(x) es la inversa de la funcién h(x) restringida al intervalo
(0,00). Entonces la funcion f(x) es una funcion de densidad y su respectiva
funcion de distribucion F (x) es estrictamente creciente en [0,b]. Ademds, si
denotamos por F~1(x) a su inversa en dicho intervalo, entonces la funcion
g(x) = F~1(x) satisface las hipétesis de la Proposicion (2.4) para la distri-
bucion h'y la constante ¢ = 1, y la region S, es exactamente el rectdngulo
(0,1) x (0,1).

Demostracion.

Debido a que la region bajo la grafica de h(x) en (—eo,0) coincide con la
regién bajo la grafica de 4~ !(x), se tiene que la funcién f(x) es de densi-
dad. Ademds, como el soporte de f(x) es el intervalo (0,b), se tiene que
su funcién de distribucion es estrictamente creciente en [0, b] y, de hecho,
F[[0,b]] = [0,1]. Denotemos por F~!(x) a la inversa de F(x) en este in-
tervalo. Entonces, debido a que F(x) es estrictamente creciente, la funcién
g(x) = F~1(x) también es estrictamente creciente, y g(x) = 0 debido a que
F(0)=0.

Finalmente, dado que %[(0,0)] = (0,b0) y (0,0) es el soporte de h(x), para
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cadat € R, se tiene que
h(t) < b =supg(x).
X

De esta manera, la funcién g(x) = F~!(x) satisface las hipétesis de la Pro-
posicion (2.4) para la distribucion £ y la constante ¢ = 1. Ademas, debido a
que (F~Y(u) = 1/f(F~1(u)), se tiene que

S =V W),

Por lo tanto, para toda u € (0, 1) se tiene la siguiente serie de equivalencias

0<g(u)<h (g’Eu)) = 0<F 'w<h(v-f(F'w)) (237
— 0<v-f(F ') < f(F'(u) (2.38)

— O<v<l.
Asi, pues, concluimos que S, = (0,1) x (0, 1). a

Observacion 2.19

En la Proposicion 2.7 se pide como hipotesis que h[(0,00)] = (0,b) para
alguna b > 0, lo que puede parecer una hipdtesis bastante restrictiva. Sin
embargo, no lo es como lo aparenta, pues como h(x) es estrictamente de-
creciente en (0,e0), la imagen directa de este intervalo bajo h(x) necesa-
riamente es un intervalo abierto. Ademds, como h(x) es no negativa, dicho
intervalo abierto necesariamente debe estar contenido en (0,), es decir,
de la monotonia estricta de h(x) se tiene que h[(0,0)] = (a,b) para algiin
0 < a ya < b. De esta manera, la hipétesis h[(0,)] = (0,b) solo impone
la condicion de que a = 0.

Observacion 2.20

La demostracion de la Proposicion 2.7 no menciona explicitamente donde
es usada la hipétesis h[(0,0)] = (0,b), por lo que puede cuestionarse su
necesidad. Sin embargo, esta posible intuicion esta errada.

Veamos, sea h(x) una funcion de densidad con soporte (0,e) y estricta-
mente decreciente en dicho intervalo, pero esta vez suponga que h[(0,)] =
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(a,b) para algina > 0 y a < b (ver Observacion 2.19). Entonces, tal como
se hizo en la prueba de la Proposicion 2.7, podemos definir la funcion

h='(x) parax € (a,b),
fx) =

0 €n otro caso.

En donde h~'(x) es la inversa de la funcién h(x) restringida al intervalo
(0,00). La funcién f(x) nuevamente es de densidad, pero su soporte ahora
serd el intervalo (a,b), en el cual es decreciente. Esto provoca que su fun-
cion de distribucion F(x) sea estrictamente creciente en el intervalo |a,b),
por lo que podemos tomarnos una vez mas a su funcién inversa F~1(x). Sin
embargo, dado que F(a) = 0, se tiene que F~'(0) = a > 0. Asf que esta
vez la funcion g(x) := F~'(x) no satisface la condicién g(0) = 0, la cual es
requerida para aplicar el método general del cociente (ver Proposicion 2.4).
Por lo tanto, la hipétesis h[(0,00)] = (0,b) para algtin b > 0 es necesaria en
la Proposicion 2.7.

Observacion 2.21

En la prueba de la Proposicion 2.7 tampoco se menciona explicitamente la
utilidad de que el soporte de h(x) sea (0,0), asi que es conveniente resaltar
el uso de esta hipotesis.

Desarrollemos escrupulosamente el como pasamos de (2.37) a (2.38) en la
prueba de la Proposicion 2.7. Veamos, para que la desigualdad

0<F Yu) <h(v-f(F ' (u)))

se mantenga es necesario que h(v- f(F~!(u))) > 0, es decir, que v- f(F 1 (u))
este en el soporte de h(x), el cual es (0,0). De esta manera, como f(x) es
no negativa, si v- f(F—1(u)) estd en el soporte de h(x), entonces v >0y
f(F~Y(u)) > 0. En particular se tiene la implicacién

0<F 'u)<h(v - f(F'(u) = 0<w.
Y de la monotonia de h(x) es claro que
0<F~u) <h(v-f(F~ () = v-f(F~ () < f(F~' (u).
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Por lo tanto, tenemos que

0< F~'(u) < h(v- F(F~ () = 0<v-f(F~'(w)) < F(F(w)).
(2.39)
La implicacion inversa de (2.39) se sigue inmediatamente de la monoto-
nia de f(x) y de la no negatividad de F~'(x), por lo que la implicacién
en (2.39) es de hecho una equivalencia y de dicha equivalencia se deduce
inmediatamente la equivalencia entre (2.37) y (2.38).

Observacion 2.22

La Observacion (2.21) exhibe la utilidad de que (0,0) sea el soporte de
h(x). Por lo que la Proposicion 2.7 parece intitil para funciones de densi-
dad con soporte (a,0) y a # 0, aun cuando dicha densidad cumpla con las
restantes hipétesis de la proposicion. Sin embargo, una densidad h(x) con
tales caracteristicas puede ser llevada a una densidad con soporte en (0, )
sin perder ninguna de ellas.

Densidades crecientes en el intervalo (—c,0)

Sea h(x) una funcién de densidad y g(u) una funcion real-valuada para la
cual se satisfacen las hipdtesis de la Proposicion 2.4 para la distribucion
h y la constante ¢ > 0. Supongamos que el soporte de la funcion h(x) es
el intervalo (—e0,0), en el que es creciente y sobre el cual se tiene que
h[(—e0,0)] = (0,b) para algiin b > 0. Entonces, bajo estas condiciones, la
siguiente cadena de equivalencias es verdadera

O<u<g! <C.h(g/€u)>> 0<g<cu) <h<g,vu))

) < i

— g (wh! (@) <v<0.

Por lo que, en este caso particular, la region S, para la distribucion h y la
constante c esta dada por

S, = {(u,v) g (w)h™! (M> <v< 0}.

C
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Por lo tanto, una proposicion similar a la Proposicion 2.7 puede ser estable-
cida para este tipo particular de distribuciones.

Proposicion 2.8 Sea h(x) una funcion de densidad con soporte (—e,0) y
estrictamente creciente en dicho intervalo tal que h[(—o0,0)] = (0,b) para
algiin b > 0. Defina

—h~Y(x) parax € (0,b),
flx) =

0 en otro caso.

En donde h™'(x) es la inversa de la funcién h(x) restringida al intervalo
(—o0,0). Entonces la funcion f(x) es una funcion de densidad y su res-
pectiva funcion de distribucion F(x) es estrictamente creciente en [0,b].
Ademas, si denotamos por F _l(x) a su inversa en dicho intervalo, enton-
ces la funcion g(x) = F~1(x) satisface las hipétesis de la Proposicion (2.4)
para la distribucion h 'y la constante ¢ = 1, y la region S, es exactamente el
rectangulo (0,1) x (—1,0).

Demostracion.

Debido a que la region bajo la grafica de h(x) en (—eo,0) coincide con la
region bajo la grafica de —h~!(x), se tiene que la funcién f(x) es de den-
sidad. Ademads, como el soporte de f(x) es el intervalo (0,b), se tiene que
su funcién de distribucion es estrictamente creciente en [0, 5] y, de hecho,
F[[0,b]] = [0,1]. Denotemos por F~!(x) a la inversa de F(x) en este in-
tervalo. Entonces, debido a que F(x) es estrictamente creciente, la funcion
g(x) = F~!(x) también es estrictamente creciente y g(x) = 0 debido a que
F(0)=0.

Finalmente, dado que i[(—ee,0)] = (0,b) y (0,0) es el soporte de i(x), para
cadat € R, se tiene que

h(t) <b= sgpg(x).

De esta manera, la funcién g(x) = F~!(x) satisface las hipétesis de la Pro-
posicion (2.4) para la distribucion £ y la constante ¢ = 1. Ademads, debido a
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que (F~ 1 (u) = 1/f(F~'(u)), se tiene que

g (u)

Por lo tanto, para toda u € (0, 1) se tiene la siguiente serie de equivalencias

— v f(F ().

0<g(u)<h (g,(vu)) = 0<F '(u)<h(v-f(F'(u)) (2.40)
— Y F ) <v-f(F'u) <0 (241

— —1<v<O.
Asi, pues, concluimos que S, = (0,1) x (—1,0). -

La siguiente serie de observaciones es andloga a la llevada a cabo para la
Proposicion 2.7.

Observacion 2.23

En la Proposicion 2.8 se pide como hipdtesis que h|[(—e0,0)] = (0,b) para
alguna b > 0, lo que puede parecer una hipotesis bastante restrictiva, sin em-
bargo no lo es como lo aparenta, pues como h(x) es estrictamente creciente
en (—o0,0), la imagen directa de este intervalo bajo h(x) necesariamente
es un intervalo abierto. Ademds, como h(x) es no negativa, dicho intervalo
abierto necesariamente debe estar contenido en (0, ), es decir, de la mo-
notonia estricta de h(x) se tiene que h[(—e,0)] = (a,b) para algin 0 < a
y a < b. De esta manera, la hipotesis h[(—eo,0)] = (0,b) solo impone la
condicion de que a = 0.

Observacion 2.24

La demostracion de la Proposicion 2.8 no menciona explicitamente donde
es usada la hipétesis h[(—e<,0)] = (0,b), por lo que puede cuestionarse su
necesidad. Sin embargo, esta posible intuicion esta errada.

Veamos, sea h(x) una funcion de densidad con soporte (—oo,0) y estricta-
mente creciente en dicho intervalo, pero esta vez suponga que h[(—o0,0)] =
(a,b) para algina > 0 y a < b (ver Observacion 2.23). Entonces, tal como
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se hizo en la prueba de la Proposicion 2.8, podemos definir la funcion

—h~1(x) paraxc (a,b),
fx) =

0 €en otro caso.

En donde h™'(x) es la inversa de la funcién h(x) restringida al intervalo
(—o0,0). Nuevamente, la funcion f(x) es de densidad, pero su soporte ahora
serd el intervalo (a,b), en el cual es creciente. Esto provoca que su funcién
de distribucion F(x) sea estrictamente creciente en el intervalo |a,b], por
lo que podemos tomarnos una vez mas a su funcién inversa F~'(x). Sin
embargo, dado que F(a) = 0, se tiene que F~'(0) = a > 0. Asi que esta
vez la funcién g(x) := F~!(x) no satisface la condicién g(0) = 0, la cual es
requerida para aplicar el método general del cociente (ver Proposicion 2.4).
Por lo tanto, la hipétesis h|(—o,0)] = (0,b) para algin b > 0 es necesaria
en la Proposicion 2.8.

Observacion 2.25

En la prueba de la Proposicion 2.8 tampoco se menciona explicitamente
la utilidad de que el soporte de h(x) sea (—e0,0), asi que es conveniente
resaltar el uso de esta hipotesis.

Desarrollemos cuidadosamente el como pasamos de (2.40) a (2.41) en la
prueba de la Proposicion 2.8. Veamos, para que la desigualdad

0< F~l(u) < h(v- F(F~'(u))).

se mantenga es necesario que h(v- f(F~!(u))) <0, es decir, que v- f(F 1 (u))
este en el soporte de h(x), el cual es (—e0,0). De esta manera, como f(x)
es no negativa, si v- f(F~'(u)) estd en el soporte de h(x), entonces v < 0 y
f(F~Y(u)) > 0. En particular se obtiene la implicacion

0<F Yu)<h(v-f(F(u)) = v<0
Y de la monotonia de h(x) es claro que

0<F ') <h(v-f(F ') = h ' (F ') <v- f(F (u).
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Por lo tanto, tenemos que

0<F Yu)<h(v-f(F ') = h'(F ') <—v-h ' (F1(u))<O0.

(2.42)
La implicacion inversa de (2.42) se sigue inmediatamente de la monoto-
nia de f(x) y de la no negatividad de F~'(x), por lo que la implicacién
en (2.42) es de hecho una equivalencia y de dicha equivalencia se deduce
inmediatamente la equivalencia entre (2.40) y (2.41).

Observacion 2.26

La Observacion (2.25) exhibe la utilidad de que (—o0,0) sea el soporte de
h(x). Por lo que la Proposicion 2.8 parece intitil para funciones de densidad
con soporte (—e,a) y a # 0, aun cuando dicha densidad cumpla con las
restantes hipotesis de la proposicion. Sin embargo, una densidad h(x) con
tales caracteristicas puede ser llevada a una densidad con soporte en (—eo,0)
sin perder ninguna de ellas.

Observacion 2.27 (La inversa general de la funcion de distribucion)
Recordemos que el concepto de funcion inversa es extendido para funciones
monotonas, entre las cuales se encuentran las funciones de distribuciones,
por lo que es natural preguntarse si las Proposiciones 2.7 y 2.8 no pueden
extenderse usando esta funcion inversa general. Sin embargo, para la de-
mostracion de las Proposiciones 2.7 y 2.8 resulta fundamental la igualdad

|
(F71(u) = o
S(F (u))
pero dicha igualdad no se mantiene para la inversa generalizada F~'(x).
Por ende, las Proposiciones 2.7 y 2.8 no pueden ser extendidas o al menos
no usando la inversa extendida.

Notas y comentarios

Las condiciones adicionales de la version débil del método presente en la
Proposicion 2.5 son un generalizacion de las impuestas en las versiones
previas del método para que las regiones resultantes sean acotadas. Sin em-
bargo, como se menciono en su momento, estas condiciones son suficientes,
mas no necesarias.
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Al derivar y usar el teorema de la funcion inversa se puede comprobar f4-
cilmente que la funcion T,(u, vy, ...,v,) es un difeomorfismo.

Las Proposiciones 2.7 y 2.8 son establecidas, aunque no enunciadas, en el
trabajo de Martino, Luengo y Miguez en [10], por lo que al enunciarlas y
comentarlas en el presente trabajo se busca esclarecer la forma en que actia
cada una de las hipétesis. Esta es la razon de las extensas observaciones que
en este trabajo se derivan de dichas proposiciones.

La idea de una optimizacion de S, a través de una ecuacion diferencial
sobre g(x) puede parecer encaminada al trabajo de Jones y Lunn en [6];
pero, aunque en cierta medida lo esta, se tiene una diferencia intrinseca.

El trabajo de Jones y Lunn asume que una cierta transformacion D (u,v) es
dada y busca el correspondiente dominio A de un vector aleatorio (U,V) de
tal manera que D(U,V) ~ h para determinada distribucion objetivo h. Por
otro lado, la optimizacion de S, fija la transformacion D(u,v) =v/g¢'(u) al
igual que la region A = S, de tal manera que si (U,V) ~ unif(A), entonces
D(U,V) ~ h para la distribucion objetivo h y lo que busca encontrar la
funcion g(x) para la cual S, sea una region simple, tal como un rectdngulo.
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Conclusiones y discusion general

A continuacion se establecen las conclusiones del presente trabajo, pero
también se discuten de forma general posibles lineas de investigacion que
pueden seguirse respecto al método general del cociente. Estas discusiones
se desarrollan en un contexto de meras suposiciones € intuiciones, por lo
que el lector debe criticar con severidad las ideas y nociones que se presen-
ten.

Las regiones del método del cociente

En Ia Seccion 1.3 se caracterizé por completo a las regiones que resultan
de aplicar el método del cociente a distribuciones univariadas. Esta carac-
terizacion se establece en la Proposicion 1.6 y en ella se deja en claro la
utilidad de describir a las regiones en coordenadas polares. Ademas, pode-
mos apreciar que la idea fundamental detrds de la descripcion en coordena-
das polares yace fundamentalmente en el hecho de que el dngulo que forma
el vector (u,v) con el eje X es igual a arctan(v/u). De esta manera, una
descripcion similar puede darse en varias dimensiones al considerar que si
(u,v1,...,vy) € R" con 0 < u, entonces arctan(vy/u) es igual al angulo que
forma el vector (u,0,...,v,...,0) conel eje X.

La Proposicion 1.6 nos permite definir distribuciones con ciertas caracteris-
ticas particulares, pues si nos tomamos una region A que satisface las hipo-
tesis de la Proposicion 1.6, entonces existe una distribucion cuya region S
coincide exactamente con A y, ademas, la tuncion de densidad de esta distri-
bucién queda totalmente determinada por la curva en coordenadas polares
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que delimita a A.

Observacion 2.28

Al caracterizar a las regiones del método del cociente en la Seccioén 1.3, se
establecio la forma en que ciertas caracteristicas de una distribucion pueden
determinarse geométricamente a partir de la region que resulta de aplicarles
el método del cociente. Sin embargo, ciertas propiedades de la distribucion
parecen mas dificiles de interpretar geométricamente en estas regiones, por
lo que es interesante examinar en qué radica esta dificultad y si el considerar
las regiones del método general nos proporcionan una alternativa.

Las regiones del método general del cociente

En la Seccion 1.3 del Capitulo 1, la descripcion en coordenadas polares de
las regiones del método del cociente nos llevan a plantear y demostrar la
Proposicion 1.6, por lo que es natural pensar que una proposicion semejan-
te debe seguirse de la descripcion en coordenadas polares de la region S,
del método general del cociente. Sin embargo, debido a que la region S, de-
pende g(x), para cada distribucion se tiene una regién S, para cada g(x), por
lo que no se puede establecer una relacion biunivoca entre una distribucion
y su regiones Sq. Aunque, al fijar g(x), si se puede obtener una proposicion
analoga a la Proposicion 1.6 para esta funcion g(x).

La descripcion en coordenadas polares de la region S, del método general
del cociente puede extenderse naturalmente a varias dimensiones, tal como
ocurrio para la region S del método del cociente. Dicha generalizacion pro-

viene de que si (u,v1,...,v,) € R™! entonces arctan (vk/\"/ g’(u)) es igual

al angulo que forma el vector (g'(u),0,...,vg,...,0) con el eje X.

Al final de la Seccion 2.9 se exhorta a plantear ecuaciones diferenciales so-
bre la funcién g(x) con el proposito de que la region S, sea un rectangulo,
pero también se advierte que dicho planteamiento en algunos casos puede
llegar a ser una tarea titanica sino que imposible. Sin embargo, ;existirdn
otras regiones fdciles de simular con distribucion uniforme de tal mane-
ra que siempre sea relativamente sencillo plantear una ecuacion diferencial

104



sobre g(x)? Esta es un pregunta dificil de responder, ya que existe una can-
tidad infinita de regiones, pero quizd la siguiente serie de observaciones
ayuden a responder esta pregunta.

Observacion 2.29 (Secciones circulares)

El transformar continua o diferenciablemente una region en otra puede ser
dificil sino que imposible en algunas ocasiones y es intuitivamente claro que
la dificultad dependera de las regiones. Por ejemplo, intuitivamente, es mas
sencillo deformar un circulo en una elipse que un circulo en un cuadrado.
Por lo tanto, para hacer de 9 (ver Seccion 2.8) una region sencilla, las
condiciones que se deben imponer sobre g(x) dependerdn fuertemente de
la region objetivo para 98. Sin embargo, dado que la region estd delimitada
por una funcién en coordenadas polares, una excelente alternativa son las
secciones circulares.

Veamos, para que 98 sea una region de secciones circulares del mismo radio
basta con que su funcion delimitadora sea constante en los puntos en donde
no se anula, lo cual impone una ecuacion diferencial relativamente sencilla
sobre g(x).

La funcion delimitadora (en coordenadas polares) de la region 9 estd dada
por
0(0) = g'(g"'(h(tan(6))))
' cos(0) '

Por lo tanto, para que dicha funcion sea constante, es necesario que se sa-
tisfaga la siguiente ecuacion diferencial sobre el soporte de p(6).

g'(¢"'(h(tan(6))))
cos(0)

= constante. (2.43)

Sin pérdida de generalidad, trabajemos la ecuacion diferencial en (2.43) con
la constante igual a 1. De esta manera, la ecuacion diferencial a resolver es
la siguiente

g' (¢! (h(tan()))) = cos(). (2.44)

Luego, al suponer que h(x) es diferenciable, por la regla de la cadena y
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completando derivadas, la ecuacion en (2.44) se torna en la siguiente

%(g_l(h(tan(e)))) = sec>(0)h'(tan(0)). (2.45)
La ecuacion (2.45) dificilmente puede ser resuelta explicitamente, aun para
distribuciones sencillas como la exponencial. Sin embargo, usando méto-
dos de aproximacion, se pueden dar una buena funcion solucion a la ecua-
cion (2.45). Pero el hecho de que podamos darle solucion a esta ecuacion
diferencial no implica que hallamos simplificado a la region S,, pues recor-
demos que S, = 7 ~'[B] y al simplificar a la region % puede que T (u,v)
se halla complicado bastante.

Observacion 2.30

Es tentador pensar que si X ~ unif( ), entonces 71 (X) ~unif (7~ 1(B)),
lo cual haria que la Observacion 2.29 tuviera importantes consecuencias.
Sin embargo, esta tentadora intuicion es correcta solo en complejas circuns-
tancias. Examinemos cuales son estas circunstancias.

Bajo la hipétesis de convexidad estricta de g(x), la cual es requerida para
la descripcién polar de S, la funcion 7 ~!(u,v) es un difeomorfismo. Por
lo tanto, si X ~ unif (), entonces la funcion de densidad fy(u,v) para la
variable Y := 7 ~!(X) esta dada por

_ |det (DT (u,v))|
vol ()

Ahora, debido a que 1550 T (u,v) = 15-1/4), la expresion en (2.46) puede
refinarse un poco mas, obteniendo

det(DT (u,v
fy(bt,V):‘ tf}gl(g(g) ))"ﬂg_l[%](mv)'

fr(u,v) 15 (T (u,v)). (2.46)

En consecuencia, Y ~ unif (T ~'[98]) siy solo si para todo (u,v) € T [ AB],

|det (DT (u,v))| _ 1
vol (T—1[AB])  vol(B)’

, es dectr,
vol (71 2))

|det<Dg(u7V))‘ = vol(:@)

(2.47)
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Luego, como T (u,v) = (g'(u),v), se tiene |det (DT (u,v))| = g’ (u). De esta
manera, la igualdad en (2.47) se mantendra si y solo si para todo (u,v) €
T 45,
vol (7[5
L7 1)
vol(AB)

En consecuencia, las circunstancias de las que hablabamos al comienzo de
la observacion son las impuestas en (2.48).

(2.48)

Observacion 2.31

Debido a que la region 9B estd determinada por g(x), podemos pensar que

la igualdad planteada en (2.48) plantea una ecuacion diferencial sobre g(x),

cuya solucién satisface que si X ~ unif (), entonces 7 [ B| ~ unif (T [ B)).
Sin embargo, la igualdad en (2.48) dificilmente puede ser aterrizada en una
ecuacion diferencial, ya que, aun cuando 9 esté expresado a través de g(x),

el volumen de B y el de 7 ~'[ )] dificilmente serdn expresados a través de

la funcion g(x).

La region de una variable aleatoria al sumarle una
constante

En las Seccion 1.5 se establece que si una distribucion satisface las hipo-
tesis del método del cociente (ver Proposicion 1.3), entonces también las
satistacen las distribuciones que resultan de sumar una constante. Ademads,
se establece la relacién que tiene las regiones de estas distribuciones con
la region correspondiente a la distribucion original, de hecho, se demuestra
que existe una isomorfismo lineal de por medio, el cual lleva una region en
la otra.

Dado que el isomorfismo lineal que lleva a Sy en Sx ., depende continua-
mente de a (ver (1.13)), la deformacion de Sx en Sx +, es continua. Ademds,
note que si graficamos a la region Sy, en funcion de a, entonces obtendre-
mos una grdfica similar a la de la Figura 2.17, en la cual se ilustra a la region
Sx 14 de la distribucion exponencial en funcion de a.
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Figura 2.17 . La region Sx ., para la distribucién exponencial.

Observacion 2.32

En la Figura 2.17 también se puede inferir que al graficar a Sy, en fun-
cién de a se obtiene un sélido no acotado en R>. Este sélido contiene en
forma geométrica y compacta toda la informacion correspondiente a una
distribucion cuando se le suma una constate.

Observacion 2.33

El entender a la region Sx., en funcion de a puede ayudar a entender la
region de la suma de variables aleatorias independientes, pues recordemos
que si X y Y son variables aleatorias independientes y fy(y) es la funcién
de densidad de Y, entonces, para cada a € R con fy(a) # 0, se tiene que

X+a=X+Y|(Y =a).
Asi, pues, el solido descrito en la Observacion 2.32 puede ser de utilidad
para determinar la region de la suma de variables aleatorias independientes,
pero no hay un indicio claro de como dicho sélido debe ser utilizado.

Generalizacion en tres partes

La generalizacion del método del cociente se llevo a cabo a lo largo del
Capitulo 2 y fue dividida en tres partes. La primera generalizacion consiste
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de una simple extension a varias dimensiones, en la segunda se agrega un
pardmetro r que determina a las regiones resultantes y en la tercera se intro-
duce una funcion g(x), la cual abstrae en gran medida al parametro r de la
segunda generalizacion y determina activamente a las regiones resultantes.

La generalizacion en tres partes del método del cociente realizada en este
trabajo goza principalmente de dos beneficios: una extension natural y una
vasta asimilacion de los mecanismos que permite funcionar al método. Por
lo tanto, el presente trabajo puede ser utilizado como punto de partida para
el estudio del método del cociente.

Descripcion de la transformacion T,

El analisis global que se hace de la transformacion J de la Seccion 2.5 pro-
viene del andlisis local de dicha transformacion, por lo que la descripcion
global que se hace de T es inherentemente incompleta, independientemente
de cuan minuciosos seamos en dicha descripcion.

La incompletitud inherente de la transformacion J provoca el cauteloso uso
que debemos hacer de él en busca de valores de r para los cuales las regiones
resultantes se ajusten lo mejor posible a su rectingulo minimo.

Finalmente, la continuidad de T, y mas generalmente la de T,, implica que
la deformacion de S en S, (o en su caso Sg) sea continua.
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Apéndice 1

Sea (U,Vy,...,V,) un vector aleatorio de dimension n+ 1. Si dicho vector
posee funcion de densidad, entonces el vector aleatorio (V,/U,...,V,/U)
también posee funcion de densidad y puede ser calculada explicitamente a
partir del teorema de cambio de variable.

Proposicion 2.9 (Densidad del cociente de variables aleatorias)
Sea (U,Vy,...,V,) unvector aleatorio con densidad f(xy,...,Xu+1). Supon-

ga que U # 0, entonces la funcion de densidad del vector (V,/U,...,V,/U)
estd dada por

g, yym) = / 12" f(z,2y1,- .-, 2yn) dz.

Demostracion.
Defina sobre el conjunto D := {(u,v1,...,v,) € R*"!:u =0} alafuncién

O(u,viy...,vn) = (u,vi/u,...,vy/u).
Por el teorema de la funcion inversa, ¢ (u,vy,...,v,) = (u,vi/u,...,v,/u)
es un difeomorfismo y, de hecho, su funcién inversa estd dada por

O (2 V1, ¥n) = (2.2V1, - 2Vn).

Debido a que U # 0, la imagen del vector (U,Vy,...,V,) se encuentra con-
tenida en D. Por lo tanto, al aplicar el teorema de cambio de variable, obte-
nemos que la funcion de densidad del vector aleatorio

(U /U,....V,JU) = ¢(U,Vi,....,V,)
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estd dada por

Wz, 15 yn) = F (07 (@y1,--vm)) - |det (DO (2,31, ) |-

De esta manera, debido a que

1 0 000
yi z 0 -+ 000
y» 0z - 000
DO Nz, = 1 ror ot
Yoa 00 -~ z 00
Yog 00 - 0z 0
Yo 00 - 00 z

se tiene que |det (D9~ (z,y1,...,ya))| = |z|". Consecuentemente,

h(z,y15---5yn) = 2" f(z: 2915, 2).

Por ende, la funcién de densidad del vector (V;/U,...,V, /U) esta dada por

g(yl,---,yn)Z/\Z\”f(z,zyl,---,zyn) dz.

J

Observacion 2.34
Se puede prescindir de la hipotesis U # 0 en la Proposicion 2.9, pues el

conjunto de puntos (u,vy,...,v,) tales que u = 0 es de medida de Lebesgue
0 en R**1,

Consideremos una vez mds (U,Vy,...,V,) un vector aleatorio de dimension
n+ 1y suponga que r > 0. Al tomar el vector aleatorio (V/U",...,V/U"),
es evidente que el vector (V,/U,...,V,/U) es el caso particular r = 1. Por
lo que una natural extension de la Proposicion 2.9 se logra al calcular la
funcion de densidad del vector (V/U",...,V /U") a través del teorema de
cambio de variable.
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Proposicion 2.10

Sea (U,Vy,...,V,) unvector aleatorio con funcion de densidad f(x1, ... ,xp+1)
y sear > 0. Suponga que U # 0, entonces la funcion de densidad del vector
(Vi/uU’,...,V,/U") estd dada por

g1s--sYn) ¢=/\Z!”’f(z,z’yl----,zryn)dZ-

Demostracion.

Defina sobre el conjunto D := {(u,vy,...,v,) € R*"!:u 0} alafuncién
O(u,vi,...,vy) = (u,vi/u’,... ;v Ju").

Por el teorema de la funcion inversa, ¢ (u,vy,...,v,) = (u,vi/u,...,v,/u)

es un difeomorfismo y, de hecho, su funcién inversa estd dada por

¢_l(zay17"'7yn) — (Zazryla"' azryn)-

Debido a que U # 0, la imagen del vector (U,Vy,...,V,) se encuentra con-
tenida en D. Por lo tanto, al aplicar el teorema de cambio de variable, obte-
nemos que la funcién de densidad del vector aleatorio

u,wn/u,....V,JU)=¢U,Vy,...,Vy)
estd dada por

Wz, 15 yn) = F (07 (@y1,--vm)) - |det (DO (2,31, ,)) |-

De esta manera, debido a que

1 0 0 0 0 O
rZ77'y1 77 0 0 0O
rZ 'y, 0 7 - 0 0 O
D¢71(Z7y17"'7yn):
r7 yp—2 0 0 770 0
7 ly,1 0 0 0 2
7y, 0 0 0 0 7



se tiene que ‘det (DO~ (z,31,---.vn)) ] = |z]"". Consecuentemente,

h(Z,yl,- . -,yn) = |Z|nrf(zazry17"'7zryn)'

Por ende, la funcién de densidad del vector (V; /U, ...,V, /U) esta dada por

g(yl,...,yn):/|z|"rf(z,zry1,...,z’yn) dz.

113



Apéndice 2

Las transformaciones de Box-Muller pueden probarse de distintas maneras,
ver, por ejemplo, [10] y [2]. En este apéndice las probaremos usando el
difeomorfismo de cambio de coordenadas polares a cartesianas.

Lema 2.2 Si U ~ unif(0,1), entonces Y := —21In(U) ~ x>(2).

Demostracion.
Por el teorema de cambio de variable, tenemos que la funcién de densidad
de la variable Y esta dada por

1 y
fr) =53¢ M0 (6_2) . (2.49)

Finalmente, como ,
e 2€(0,1) < y>0,

se concluye inmediatamente de (2.49) que ¥ ~ x2(2). J

Proposicion 2.11 Si U y V son variables i.i.d con distribucion uniforme
sobre el intervalo (0,1), entonces las variables

cos(2nV)y/—2In(U) y sen(2V )/ —2In(U) (2.50)

son i.i.d con distribucion normal estdndar.

Demostracion.
Dadas las hipétesis, defina las variables aleatorias

R?:= —2In(U) y ©:=2nV.
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Claramente R? y © son independientes.

Consideremos el difeomorfismo W(r, ) definido sobre (0,27] x (0,00) por

U(r,0):= (\/rcos(0),/rsen(0)).

Al derivar parcialmente se puede comprobar con facilidad que
%ﬁ cos(0) —+/rsen(0)

#sen(@) \/rcos(0)

Por lo tanto,

\det (DY (r,0))| =

| =

De esta manera, por el teorema de cambio de variable, la funcién de densi-
dad de (X,Y) := W(R?,0) estd dada por

F) = fie.e)(¥ ' (x,7)) - [det (DY (x,))].

Ahora, por teorema de la funcién inversa, se tiene que |det (DT~ (x,y))| =
2. En consecuencia, tenemos que

flx,y) = 2f(1e2,e))(‘lr1 (x, 7))
= 2f(R27@)(x2 +57, 6(x,y))
=2fp(*+y%) - fo(0(x,y))
=2 (3¢ (S510am (660

1 2472
= —e
21

Nl=

2

De donde se sigue inmediatamente que las variables definidas en (2.50) son
i.i.d con distribucion normal estdndar. a
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