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Introduccién

Dada una familia de propiedades de cerradura F para R-mddulos, las propiedades de la
reticula de clases de mdédulos con dichas propiedades de cerradura, denotada como L (or-
denada con la contencién), estdn en relacién con propiedades del anillo. Por ejemplo si £
es la gran reticula de clases de R-mddulos cerradas bajo submoédulos e isomorfismos, y £,
es la gran reticula de clases de R-moddulos cerradas bajo cocientes e isomorfismos, entonces
L. = L, implica que R es artiniano de ideales principales. Esta relacién ha motivado el
estudio de las grandes reticulas de clases de moédulos definidas mediante propiedades de
cerradura.

Por otro lado, a todo R-mddulo M se le puede asociar su reticula de submédulos £(M), que
es modular y acotada, y todo homomorfismo M — N induce un morfismo lineal (Defini-
cion L(M)— L(N) entre las reticulas de submddulos. Los morfismos lineales forman,
junto con la clase de reticulas modulares y acotadas a la categoria LM de reticulas modula-
res lineales, que se estudia a lo largo de todo este trabajo.

En el primer capitulo se definen conceptos como morfismo lineal, sucesién exacta y prerra-
dical de reticulas, y se prueban resultados sobre LM que seran de utilidad en todo el resto
del trabajo, por ejemplo propiedades que permiten perseguir elementos en diagramas, y una
caracterizacion de los prerradicales de reticulas.

En el segundo capitulo se estudia a la categoria LM a través de grandes reticulas de clases
de reticulas definidas mediante propiedades de cerradura. Sin embargo en £LM no hay un
andlogo al anillo de R-Mod, por lo que se ve la relacién de estas grandes reticulas entre ellas,
y con la gran reticula de prerradicales de reticulas.

A diferencia de R-Mod, en £LM no toda reticula tiene una cdpsula inyectiva, y pudiera pare-
cer que las reticulas inyectivas son poco comunes. Sin embargo en el capitulo tres, al estu-
diar la inyectividad y proyectividad relativas a subclases de LM, se encuentra que ninguna
reticula es inyectiva (o proyectiva) s6lo en la subclase mas pequena posible, que es la forma-
da por las reticulas complementadas.

En el capitulo cuatro se estudia cémo en las subclases de LM formadas por reticulas semi-
proyectivas y seminyectivas, las propiedades de una reticula se encuentran en relacién con
las propiedades de su monoide de endomorfismos.

Hasta este punto se ha observado cémo muchos resultados obtenidos en R-Mod tienen un
analogo reticular en LM, sin embargo ambas categorias tienen también diferencias impor-
tantes. En el capitulo cinco se estudia el funtor canénico que existe entre ambas categorias,
y se encuentra el ejemplo de un anillo para el cual R-Mod es una categoria equivalente a su

imagen bajo dicho funtor.
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1 Preliminares

A lo largo de este trabajo se denotara con £ la clase de todas las reticulas acotadas (es decir,
con elementos menor y mayor) y con M la subclase de £ formada por las reticulas modula-
res. Para cada L € £ se denotardn 0; y 1; al menor y mayor elemento de L, respectivamente.
En una reticula L € £, dados a < b en L, se denotard b/a = {x € L|la < x < b}. Un intervalo
inicial de b/a es un intervalo de la forma c¢/a con a < ¢ < b. Un intervalo final o intervalo

cociente de b/a es un intervalo de la forma b/c, donde c € b/a.

Definicion 1.1. [17, Definition 1.1]. Si L,L" € £, una funcién f : L — L’ es un morfismo
lineal si existen k € L, llamado un ntucleo de f, y a’ € L’ que satisfacen las siguientes condi-
ciones:

1) f(x) = f(x\/ k) para todo x € L.

2) f induce un isomorfismo de reticulas f : 1;/k — a’/0;, tal que f(x) = f(x) para todo
x € 1/k.

Observacion 1.2. Notemos que asi como todo morfismo lineal L — L’ induce un isomorfis-

mo entre el intervalo final 1;/k y el intervalo inicial a’/0;/, siempre que para dos reticulas L

y L’ en L, exista un isomorfismo de reticulas 1;/k L a’/0r, con 1;/k intervalo final de de L
y a’/0;, intervalo inicial de L’, dicho isomorfismo induce un morfismo lineal de L a L” dado
por

_Vk

L——1;/k i) a’/0; —l> L.
Lema 1.3. Si f : L — L’ es un morfismo lineal con niicleo k, entonces:
(i) Para cualesquiera elementos x,y € L se tiene que f(x) = f(y) = x\Vk=yV k.

(i1) f(k) =0y k es el elemento mas grande de L que tiene esta propiedad, por lo que el nticleo de
un morfismo lineal es iinico.

Demostracion. [17, Proposicion 1.3]. O

En [17, Proposition 2.2], Toma Albu y Mihai Iosif probaron que la clase M es la clase de
objetos de una categoria donde los morfismos de L a L’ para cualquier par de reticulas L,L’ €
M es el conjunto de morfismos lineales de L a L’, y la denotaron como L M.

Denotaremos £, C LM la categoria de las reticulas modulares lineales, cuyos objetos son
reticulas modulares completas y cuyos morfismos son los morfismos lineales.

Por otro lado tenemos que la clase de todas las reticulas junto con los morfismos de reticulasﬂ
es una categoria a la que denotaremos como LAT .

Algunos de los resultados que se exponen en esta seccion, y algunos de los resultados del
resto de este trabajo, son bien conocidos en categorias abelianas como R-Mod, sin embargo

'Una funcién L L M es un morfismo de reticulas si para cualquier par de elementos a,b € L, f(a\/b) =

f@)V f)y flaA\b) = f(a) A\ f(D).



en esta investigacién no se encontraron pruebas para el caso de la categoria LM. Por esta
razén aunque las pruebas en ambos casos puedan ser similares, se exhiben las pruebas en

LM con el propésito de no cometer ningun error.
Teorema 1.4. Si L € LM es distributiva y L i> M es un morfismo lineal, entonces f es un
morfismo de reticulas.

Demostracion. Por [17], Proposition 1.3-(4)] f abre supremos, sélo falta ver que abre infimos.
Sean a,b € Ly k¢ el nucleo de f, entonces

flaNb)= flkg V(@A b)) = (ke V@) Alky Vb)) = F (kg \V @) Al Vb)) =
flke N a) A\ f (kg \/ b) = f(a) \ (D).
O
Teorema 1.5. Si L € LM no es distributiva, existe un elemento a € L tal que el morfismo lineal

_Va , p
L™—> 1/a no es un morfismo de reticulas.

Demostraciéon. Si L no es distributiva, entonces por [5, Theorem 1.7], L tiene una subreticula

isomorfa a la siguiente:

a c b
0,
. . . . _Va
y si consideramos el morfismo lineal L — 1/a, entonces

(bAc)Va=a=1=(b\a)\(cV a).
O
La clase de las reticulas distributivas contenidas en £M, con los morfismos lineales, es una
subcategoria de LA7 a la que denotaremos como LD, y ademds es la clase cohereditaria

mas grande contenida en £LM. Sin embargo, £D no es una subcategoria plena de LAT,

como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6. Llamemos L a la siguiente reticula en £D:



la funcién L L {0,1,2} (donde {0, 1, 2} tiene el orden inducido por los naturales) que manda
todos los puntos rojos al cero, el punto verde al uno, y todos los puntos azules al dos, es un

morfismo de reticulas pero no un morfismo lineal.

Observacion 1.7. La categoria LM tiene objeto cero y éste es la reticula con un solo ele-
mento. Pues para cualquier reticula modular y acotada L, los tinicos morfismos lineales

{0} — Ly L — {0} son, en ambos casos, las funciones constantes cero. Ademds, el morfismo

OLm . . . .
L — M entre dos reticulas es el inico morfismo que se factoriza a través del objeto cero

Orm : L — {0} — M. Asi que tiene que ser la constante cero.

Teorema 1.8. En la categoria LM, todo morfismo lineal L L L’ tiene niicleo en el sentido ca-

tegorico, y éste esta dado por la inclusion k¢/0 5 L, donde k¢ es el niicleo de f como morfismo
lineal.

Demostracion. Por [17) Corolario 1.4] f es creciente, por lo que para todo elemento x € k¢/0
se tiene que f(x) < f(ks) = 0, entonces f(x) = 0 y por lo tanto la composicién f oi es el
morfismo lineal cero.

Por otro lado si suponemos que M € LMy M %, L es un morfismo lineal tal que fog =0,
entonces por [17, Proposicién 1.3-(2)] se tiene que (1)) < ks y por lo tanto la correstriccion

) . . . .
de M 55 k¢/0 es el tnico morfismo lineal que hace conmutar el diagrama

]

Lemal9. SiL L'e€ Ly f,g:L—> L son morfismos lineales con niicleos respectivos kg, ko, que

cumplen que ky = kg y los isomorfismos de reticulas inducidos f v 3 coinciden, entonces f = g.

Demostracion. Sea x € L entonces f(x) = f(x\V kr) = f(xV kr) = g(x \V k) = g(x V kg) = g(x).
O

Teorema 1.10. En la categoria LM, todo morfismo lineal L L L’ tiene conticleo en el sentido

_Vf(1p)
categorico, y éste esta dado por el morfismo lineal L" —— > 1,/f (1)

Demostracion. Para todo elemento x € L se tiene que f(x)\/ f(1;) = f(1), por lo que la com-
posicién
f _ V(1)
L-5L —— S 1,/f(1;)
es el morfismo lineal cero.

. g : . .
Por otro lado, si suponemos que L’ — M es un morfismo lineal tal que la composicién

f

L5 L’ %5 M es el morfismo lineal cero, entonces g o f(x) = 0y para todo elementoxe€ L,y

4



por [17, Proposicion 1.3-(2)] f(1) < k,, entonces la restricciéon de g dada por 1/f(17) i|> M

es un morfismo lineal hace conmutar el diagrama

0 1p/f(1p)

f %f(lL) \\
L—— 1L 18l
/
v
5 M.

Ademas si existiera otro morfismo lineal 1;./f (1) N M tal que ho(_\ f(1.)) = g, entonces
para todo elemento x € 1;/./f (1)

h(x) = h(xV f(11)) = g(x) = gl(x).
O

Teorema 1.11. En la categoria LM, todo morfismo lineal L L L’ tiene imagen en el sentido

categorico, y ésta esta dada por la inclusion f(1)/0 N

Demostracion. Sea f|: L — f(1)/0 la correstriccién de f, entonces f =io f|,

Por otro lado si suponemos que I = a/0;, es un intervalo inicial de L’, y que existe un morfis-
mo lineal g: L — I tal que f =i o g donde | — L’ es la inclusion, entonces g(l)y=f(1)<a,
por lo tanto la inclusién f(1)/0 — I es el tnico morfismo lineal que hace conmutar el si-

guiente diagrama.

]

Observacién 1.12. Notemos que por los Teoremas|1.8,(1.10[y|1.11} si L L L’ es un morfismo

lineal, entonces la imagen de f dada por la inclusién f(1)/0 — L’ coincide con el ntcleo del

_Vf(y)
conucleo de f, que es el ndcleo del morfismo lineal L” —— 1;,/f(1;).

Definicién 1.13. Para dos reticulas L,L" € LM, diremos que un morfismo lineal f : L — L’
es un monomorfismo lineal si es cancelable por la izquierda, es decir, si siempre que existan

dos morfismos lineales g: T —> Ly ¢’: T — L tales que f o g = f o ¢’ se tiene que g = ¢’.

Proposicion 1.14. Un morfismo lineal f : L — L’ es un monomorfismo lineal si y sélo si su
niicleo kg es cero.



Demostracion. =) Si f : L — L’ es un monomorfismo lineal y suponemos que tiene ntcleo
k¢ = 0r, podemos considerar los morfismos lineales k/0p —> L dado por la inclusién y

k/0; %, L el morfismo cero. Se tiene que i = 0, sin embargo foi = f o0 =0 lo cual es
una contradiccién.

&) Supongamos que f : L — L’ tiene nucleo k; = 0, que g: T — Ly g : T — L son
morfismos lineales tales que fog = f og’. Si existe t € T tal que g(t) # ¢’(t), dado que
f=f 1L — a’/0 es un isomorfismo de reticulas, tendriamos que (f o )(t) = (f o g’)(t) lo

cual es una contradiccién. Por lo tanto ¢ = ¢’y f es cancelable por la izquierda. ]

En algunas categorias los monomorfismos son los morfismos que tienen inverso izquierdo.
Si f:L—> L' es un morfismo lineal y existe g : L’ — L tal que go f = I} entonces f es
cancelable por la izquierda y por lo tanto es un monomorfismo lineal. Pero no todo mono-

morfismo lineal tiene inverso izquierdo, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.15. Consideremos las reticulas L ={0,1,2}; L’ = {0, 1, 2, 3} con el orden usual indu-
cido por los naturales, y consideremos la inclusién i : L — L’. Tanto L como L’ son reticulas
en L), pues la reticula mas pequefia no modular tiene cinco elementos. Ademads, i es un
monomorfismo lineal, pero si suponemos que existe un morfismo lineal ¢: L’ — L tal que
go f =1I;, tendriamos que g(x) = x para todo x € {0, 1, 2}. Luego, como los morfismos lineales
son funciones no decrecientes por [17, Corolario 1.4.], tenemos que g(3) = 2. Ademads, como
el tinico elemento en L’ que va a dar a 0 es 0, por [17], Proposiciéon 1.3.], el ntcleo de g es 0.
Como la imagen de g es todo L y g es un morfismo lineal, existe un isomorfismo de reticulas
g:L"— L, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, la inclusién i no tiene ningin morfismo

lineal como inverso izquierdo.

Definiciéon 1.16. Un morfismo lineal f : L — M es un epimorfismo lineal si es cancelable

por la derecha, es decir, si siempre que existan morfismos lineales g,¢" : M — T tales que
gof =g of,setiene que g =g’

Definicién 1.17. Una categoria C es balanceada si todo morfismo que sea tanto epimorfismo

como monomorfismo es un isomorfismo.

Por [17, Proposition 2.2. (4) y (3)] los epimorfismos en la categoria £, coinciden con los

morfismos lineales suprayectivos, y los monomorfismos con los morfismos lineales inyec-

tivos. Asi por la Proposicién [1.14}, un morfismo lineal L L M que es mono y epi, es un

isomorfismo de reticulas entre L y M, y su inverso como isomorfismo de reticulas f~! es
también un morfismo lineal, por lo que f es un isomorfismo en la categoria LM, que es

entonces una categoria balanceada.

e .o f g . .
Definiciéon 1.18. Si L — M y M — L son morfismos lineales tales que go f = Id;, entonces
f es un monomorfismo y diremos que se escinde, mientras que ¢ es un epimorfismo que

diremos que se retrae.



Lema 1.19. Si L i> My M 5, L son morfismos lineales tales que g o f = 1dy, entonces f(1) y
kg son complementos en L.

Demostracion. 1 =g(f(1))=g(f(1)V k,); como g es inyectiva en 1/k,, (f(1)V k¢) =

Por otro lado como f(1) Ak, € f(1)/0, existe a € L tal que f(a) = f(1) A kg, pero
a=g(f(a)=g(f (1) Nk¢) =

por lo que (f(1) Aky) =0 N

Observacion 1.20. Si L L L" es un morfismo lineal, lo podemos descomponer como f =
mg oer donde my es un monomorfismo lineal y ef es un epimorfismo lineal, para esto s6lo

hace falta considerar el siguiente diagrama:

L2 fapn —— 1
f

Notemos que la inclusién f(1;)/0 — L es el ntcleo del contcleo de f, mientras que la
restriccion L f—) f(11)/0 =11/ks es el contcleo del nucleo de f. Ademas, si M L M’ es otro

morfismo lineal y tenemos el siguiente diagrama conmutativo

L%L’

I s
ML M

entonces (gof)(17) = (f'oh)(1 < f’(1p), por lo que al restringir y correstringir ¢ obtenemos

un morfismo lineal f(1;)/0 —> f’(1p1)/0 bien definido. Asi al descomponer f y f’ en la
composiciéon de epimorfismo con monomorfismo que se vié anteriormente obtenemos el

siguiente diagrama

L a0 ——r

lh oo

ML a0 —— m

donde g| es el tinico morfismo lineal que lo hace conmutativo.

Definicion 1.21. Diremos que una sucesién de morfismos lineales

ﬁ fir1 fi ﬁ+1

’Lz 1 ’L ’LH—l ?

es exacta si para cualquier par de morfismos lineales consecutivos f;_; y f;, laimagen de f; 4

coincide con el ntcleo de f;. Por los teoremas y estoocurresiysoélosi fi_1(1, ) =kg.

. . : : f 8 C
Observacién 1.22. Una sucesiéon de morfismos lineales L — M — N es exacta si y s6lo si

a) gof =0 (pues esto implica que f(17) < k).



(b) Para cualquier m € M con g(m) = 0 existe a € L tal que f(a) = m (pues esto implica que

kg < f(lL))

A pesar de que la categoria LM no es abeliana, debido a las Observaciones y la
Proposicion [1.14]y [17), Proposition 2.2. (4) and (3)], ésta satisface, excepto por la propiedad
de substraccién, todas las otras propiedades llamadas “reglas elementales para perseguir
elementos en diagramas” descritas por Mac Lane en [10], VIII-4 Theorem 3]. A continuacién
se utilizan para demostrar las versiones reticulares de algunos resultados conocidos para

moédulos.

Lema 1.23. (El Lema corto de los cinco). Para el siguiente diagrama en la categoria LM con

renglones exactos

0 L s M —2 3 N’ s 0

se tiene que si a y ¢ son monomorfismos lineales (epimorfismos lineales) entonces b es un mono-

morfismo lineal (epimorfismo lineal).

Demostracién. Supongamos que a y ¢ son monomorfismos lineales y sea x € M tal que
b(x) = 0, entonces 0 = (g"ob)(x) = (cog)(x), pero al ser c un monomorfismo, por la Proposiciéon
1.14]se tiene que g(x) = 0, dado que los renglones del diagrama son exactos, x <k, = f(1z),
por lo que existe y € L tal que x = f(y). Asi 0 = (bo f)(y) = (f' 0 a)(p), y como el segundo
renglén del diagrama es exacto, f’ es un monomorfismo lineal y a(y) = 0, luego como a tam-
bién es un monomorfismo lineal y = 0 y por lo tanto x = f(y) = 0. Por lo anterior el ntcleo
de b es 0 y nuevamente por la Proposicién [I.14} b es un monomorfismo lineal.

Por otro lado si suponemos que a y ¢ son epimorfismos lineales, la exactitud en el primer
renglon del diagrama nos dice que g es un epimorfismo lineal, por lo que 1y = (cog)(1p) =
(8" 0b)(1p1), entonces 1y = g'(b(1pr)) = g'(b(1p1) V kgr). Como la restriccion 1y/kgs g—|> N’ es
un isomorfismo de reticulas se tiene que b(1y7)\V f'(11/) = b(1p) V kg = 1jp. Como a es un
epimorfismo a(1) = 1y, entonces b(f (1)) = kg’ y como los morfismos lineales abren supre-
mos arbitrarios por [15, Lema 0.6], se tiene que b(1y) =b(1p V f(11)) =b(1py) V b(f(11)) =

b(1p1)V kgr = 1. Por lo tanto b es un epimorfismo lineal. O

Lema 1.24. (El lema de los cinco) Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones

exactos

con hy y hy isomorfismos lineales, hy epimorfismo lineal y hs monomorfismo lineal, entonces hj es

un isomorfismo lineal.



Demostracion. Probaremos primero que h; es un monomorfismo lineal, para esto suponga-
mos que k es su nucleo, entonces 0 = (g3 o h3)(k) = (hy o f3)(k), por lo que f3(k) es menor o
igual que el nucleo de hy, pero hy es un monomorfismo lineal y por la Proposicién el
nucleo de hy es cero, por lo que f3(k) = 0; como el primer renglén del diagrama es exacto
existe y € L, tal que f,(y) = k. Luego

0 =h3(k)=(h30 fo)() =(g20h2)(¥),

por lo que h,(y) estd por debajo del nticleo de g, y como el renglén inferior del diagrama es
exacto, existe z € M; tal que g;(z) = h,(y). Como h; es un epimorfismo, existe w € L, tal que
hi(w) = z, entonces (g o hy)(w) = hy(y) = hy(f1(w)), como h, es un monomorfismo f;(w) =7y,
ademas k = f,(y) = (f2 o f1)(w) = 0 pues el primer renglén del diagrama es exacto. Por lo
tanto, k = 0 y por la Proposicién h; es un monomorfismo lineal.

Probemos que h3 es un epimorfismo lineal. Consideremos al elemento 1,4, al ser hy un
epimorfismo, existe x € L4 tal que hy(x) = g3(1)s,). Como los renglones del diagrama son

exactos se tiene que

0 =1(g4083)(1p,) = (84 0 ha)(x) = (h5 0 f4)(x),

al ser hs un monomorfismo lineal se tiene que f4(x) = 0, entonces existe y € L3 tal que
f3(y) = x, asi (g3 0 h3)(y) = (hg o f3)(v) = g3(1p,); por [17, Proposicion 1.3-(1)] se tiene que
I, = kg, V 1n, = h3(y) V kg,

Por otro lado si consideramos el elemento 1, al ser /1, un epimorfismo se tiene que hy(1;,) =
Ly,, por lo que ko, = (g2 0 h2)(1,) = (h3 0 f)(1,), entonces, utilizando el hecho de que los

morfismos lineales abren supremos arbitrarios

h3(1r,) = ha(fo(11,) V 11,) = ha(f2(11,)) V hs(1r,) = kg, V h3(11,)

para concluir notemos que

y por lo tanto h3 es un epimorfismo lineal. ]

Lema 1.25. (Lema de la serpiente) En un diagrama como el siguiente

ka0 ——-Lms kg0 - k0
i i /// i
A NSV SR s 0
0 va — 1 SN
|- Vatia) L Veas - vrio

Va(la) S5 1/p(1p) -5 1y(lc).



Si las flechas negras forman un diagrama conmutativo con renglones exactos, entonces todo el
diagrama es conmutativo con renglones exactos y existe un morfismo lineal o que hace a la sucesion

de flechas punteadas exacta.

Demostracion. Notemos que si a € k,/0, entonces 0 = f’(a(a)) = B(f(a)), por lo que f(a) <

kg y asi la restriccion k,/0 L|> kg/0 es un morfismo lineal bien definido. Andlogamente el

morfismo kﬁ/O i') ky/O es un morfismo lineal bien definido.

Veamos que la sucesion definida por f|y g| es exacta.
Como f|(k,) < f(1a) = kg, entonces

8l(fl(ka)) = g(f(ka)) < g(f(14)) = g(kg) = 0

y por lo tanto f|(k,) < kg

Por otro lado, como g(kg)) = 0, entonces kg < ko, por lo que existe a € A tal que f(a) = kg.
Como kg < kg, se tiene que 0 = B(f(a)) = f'(a(a)), por lo que a(a) < kg = 0y asi a < k,.
Notemos que

fllka) < kg = fl(a) < fl(ka)

y por lo tanto el primer renglén del diagrama es exacto.

Por otro lado, f(14) < 1p, y como los morfismos lineales preservan el orden f(f(14)) < B(1p),
de donde

(_VB(g))ofloa(ls)=(_VB(lp)opof(la)=p(1p)

como 1/a(14) es el conticleo de a existe un inico morfismo ¢ que hace conmutar el cuadrado
inferior izquierdo del diagrama. Por el Teorema ¢ =((_VB(1p)of’)y andlogamente
existe i tal que P = ((_V y(1¢c)) o g')l-

Como B(1p) < k(_\/y(1¢))eg ¥ utilizando la descripcion del nucleo de una composicién de

morfismos lineales dada en [17, Lemma 2.1] tenemos lo siguiente:

—1
ky =k vyaeneg) =k vyaepey =& (&' (1) Ay(1c)).

Como g es un epimorfismo lineal se tiene que y(1¢) = (y 0 £)(15) = (¢" o B)(1p), y entonces
g'(kg\V B(1p)) = g(B(1p)) = y(1¢c). Como B(1p) < 1p y los morfismos lineales respetan el
orden, y(1¢) < ¢'(1p) y asi
—1 ,
ky=¢" (y(1c)) =kyV B(1p) = f'(1a)V B(1p) = @(14’)
y, por lo tanto, el renglén inferior del diagrama es exacto.

Para la construccion del morfismo lineal 6 consideremos el siguiente diagrama
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/ kg<b —2—s x
a3 l?
L Ly £ L0
l\ _Va(ly)
a’\ a(ly).

Dado que g es un epimorfismo lineal, para todo elemento x € k, /0, existe un tnico elemento
ke < b € B tal que g(b) = x. Como 0 = y(x) = (y o g)(b) = (g" o B)(b), entonces B(b) < kg y
como f’ es un monomorfismo lineal, existe un tnico elemento a’ € A’ tal que f’(a’) = B(b).
Definiremos o(x) = a’\/ a(14).

Para terminar probaremos que 6 es un morfismo lineal cuyo nucleo es g(kg). Lo primero es
recordar que g(kg) < k,,. Tomemos a x € k, /0, si k, < b € B es una preimagen de x bajo g,
entonces b/ ks es una preimagen bajo g de x\/ g(kg). Sin embargo, B(b\/ kg) = B(b), y por lo
tanto 6(x \/ g(kg)) = o(x).

Ahora supongamos que tenemos dos elementos x <y € k,/0, con preimagenes respectivas
bajo g, kg < b, < b, € B, y como los morfismos lineales respetan orden B(by) < B(b). Al ser f’
un monomorfismo lineal las preimégenes respectivas ay y a; de by y b, bajo f" cumplen que
a, < a, por lo que o(x) = a; V a(1,) < a,\/ a(lx) =06(y) y por lo tanto 6 respeta el orden.
Para concluir la prueba supongamos que tenemos dos elementos x # y en k,/g(kg), si by y
b, son sus preimagenes bajo g en 1p/k, se tiene que b, # by. Notemos que si f(by) = f(by),
entonces por [17, Proposition 1.3-(1)] b, \/ kg = b, \/ kg, y aplicando g obtenemos que x =
x\ g(kg) = vV g(kg) = v, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto B(by) = B(by) y asi sus
preimadgenes respectivas a; y a, bajo f’ también son diferentes.

Notemos que f(14) = kg < by, by, por lo que f(a(14)) = B(f(14) < B(by), Blb,), asi a(l,) <
ay,a, y por lo tanto

o(x) =ay \V a(lx) =ay =a,=a,\ a(lx)=0(y)
Se concluye que 6 = 9] : ky/g(kg) —> o(ky,)/a(14) es un isomorfismo de reticulas y 6 es un

morfismo lineal que hace a la sucesién de flechas rojas punteadas exacta. ]

Los conjuntos con un elemento destacado son los objetos de una categoria a la que deno-
taremos como Con, cuyos morfismos entre dos elementos (X,x) y (Z,z) estin dados por
Homc,, ((X,x),(Z,2)) ={f : X — Z|f es funcién y f(x) = z}. Esta categoria tiene objeto nulo

y éste es el conjunto con un unico elemento.

Teorema 1.26. En la categoria de los conjuntos con un elemento destacado los monomorfismos

son los morfismos inyectivos.
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Demostracion. Si f : (X,x) — (Z,z) no es inyectivo entonces existen dos elementos distintos
vy’ € X tales que f(y) = f(y) =w e Z. Si y = x (w = z), consideremos tanto a la inclusién
como al morfismo cero 7,0 : {x,y’} — X, ambos son distintos. Sin embargo f oi = f 00, por
lo tanto f no serfa un monomorfismo. Si y # x # v’ podemos considerar tanto a la inclusién
como al morfismo i, g : {y,x,y’} — X tal que g(x) = x, g(v) =y’ y (') = v. Se tiene que g es
diferente de la inclusién pero las composiciones f o gy f oi coinciden.

Por altimo si f es un morfismo entre conjuntos con elemento destacado que es inyectivo, por
ser una funcidén inyectiva entre conjuntos tiene inversa izquierda, que también es morfismo
en la categoria de conjuntos con elemento destacado, y por lo tanto es cancelable por la
izquierda. [

Teorema 1.27. Si (X, x) y (Z,z) son conjuntos con un elemento destacadoy f € Homc,,_ ((X,x),(Z,z))

el niicleo de f es la inclusion (Kr), x) N (X, x) donde K¢y = {a € X|f (a) = z} y la imagen de f es
la correstriccion a su imagen como funcion.

Demostracion. Notemos que la inclusion i : (Kf), x) — (X, x) cumple que f oi es la constante
z que es el morfismo cero, y si g: (S,s) — (X, x) es un morfismo que cumple que f ogesla
constante z entonces g(S) C K(s) y por lo tanto la correstriccion de g es el unico morfismo
que hace conmutar el siguiente diagrama:

(Kif) x)

A

/

gl (X,x) —— (2,2)

\

(S,s).

Por otro lado si nombramos Im(f) a la imagen de f como funcién y consideramos la inclu-
sion i : (Im(f),z) — (Z,z) y la correstriccién de f a suimagen se tiene que f =iof [, ademas
si (I,a) es otro conjunto con un elemento destacado, g : (I,a) — (Z,z) un monomorfismo y
h:(X,x) — (I,a) un morfismo tal que go h = f entonces si y € Im(f) existe un tnico y’ € I
tal que g(y’) = y. Consideremos el morfismo e : (Im(f),z) — (I,a) tal que e(z) = a, y ademas
para cualquier otra y € Im(f) se tiene que e(y) = y’. Entonces e hace conmutar el siguiente
diagrama:

(X, x)




Notemos que para dos reticulas L, M € LM los morfismos lineales entre ambas Hom (L, M)
constituyen un objeto dentro de la categoria de los conjuntos con un elemento destacado, y

en este caso el elemento destacado es el morfismo lineal cero.

Teorema 1.28. El funtor contravariante Hom (_, M) que va de la categoria LM a la categoria
de los conjuntos con un elemento destacado es exacto izquierdo.

Demostracién. Sea 0 —> a/0 — L *—vf 1/a — 0 una sucesion exacta de morfismos lineales,
probaremos que la sucesién

0 — Homg, (1/a,M) oy Homy, (L, M) = Homy,(a/0,M)
es exacta.
Primero veamos que el nicleo de _o(_\/a) es el morfismo lineal cero. Si f : 1/a — M cum-
ple que f o (_/ a) = 0 entonces el nucleo de dicha composicién es 1; por lo que f(1;V a) =
f(ly)=0vyasif=0.
Ahora veamos que el ntcleo de _oi eslaimagende o( \a).Sigelm(_o(_Va)), g=
fo_Vaparaalgun f € Hom  (1/a,M), dado que (_\ a)oi = 0 se tiene que (f o(_\ a))oi =
goi=0.
Por dltimossi f € Homg, (L, M) cumple que foi = 0, se tiene que f(a) = 05, dado que por [17,
Proposicién 1.3.-(2)] el nticleo ks de f es el elemento mayor de L cuya imagen bajo f es 0y,
se tiene que a < ky. Por lo tanto f|;/, es un morfismo lineal bien definido en Hom,, (1/a, M)
cuya imagen bajo _ o (_\/a) coincide con f por el Lema O]

Teorema 1.29. El funtor Homy (L, ) que va de la categoria LM a la categoria de los conjuntos

con un elemento destacado es exacto izquierdo.

., i _Vm ., . .
Demostracion. Sea 0 — m/0 — M — 1/m — 0 una sucesidn exacta de morfismos linea-

les, probaremos que la sucesion

0— HOTI/ILM(L,H’I/O) IO; Hom[;M(L,M) (*\/—mQO*HomﬁM(L,l/m)

es exacta.

Si f €e Homgp(L,m/0) esta en el ntcleodeio_, entoncesiof € Homy (L, M) es el morfismo
cero, por lo que f(1;)=(io f)(1;) = 05 y por lo tanto f = 0.

Para todo morfismo lineal f € Hom (L, m/0), se tiene que f(1) < m, por lo que (_\/ m)o f

es el morfismo cero en Homi (L, 1/m).

Por otro ladosi f € Hom (L, M) cumple que (_\/ m)of es el morfismo cero en Hom (L, 1/m),
entonces f(1;)\/ m = m, por lo que f(1;) < m y asi la correstricciéon f|™° es un morfismo li-

neal bien definido y una preimagen de f bajoio_. [

Definicion 1.30. Diremos que dos monomorfismos lineales f : L — Ty f': L" — T son

equivalentes si existe un isomorfismo de reticulas ¢: L — L’ tal que f'og = f.

Notemos que “ser equivalentes” es una relacidon de equivalencia entre morfismos lineales,

la cual da lugar a la siguiente definicion.
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Definiciéon 1.31. Dada una reticula L € LM se define un subobjeto de L como la clase de
equivalencia de un monomorfismo lineal i: T — L

Definiciéon 1.32. Un prerradical de reticulas es un funtor r : £, — L que satisface las

siguientes condiciones:
(1) r(L) es un intervalo inicial de L.

(2) Para cualquier morfismo lineal f : L — L’ se tiene que f(r(L)) C r(L") y r(f): r(L) —
r(L’) definida como la restriccion y correstriccién de f es un morfismo lineal.

Denotaremos como L, a la clase de todos los prerradicales en £ .
Teorema 1.33. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) res un prerradical en Loy,

(2) res una asignacion de L 5, en L 4 que cumple:

(i) r(L) es un intervalo inicial de L para toda L € L y,.

(ii) Para todo morfismo lineal f : L — L’ se tiene que f(r(L)) C r(L).
Demostracion. La prueba se encuentra en [11, Lema 3.2.]. O

Si r es un prerradical en £, para cada reticula L € £, denotamos X al elemento de L que
cumple que r(L) = X;/0.

Definicién 1.34. Diremos que un prerradical r € £, es idempotente si r(r(L)) = r(L) para
toda reticula L € £, y que es un radical si para toda reticula L € £, se tiene que r(1;/X]) =
X[/X].

En [11] se prueba que £,, es una gran reticula completa en la cual si C es una clase contenida
en L,, entonces el supremo e infimo de los prerradicales en dicha clase estan dados como
sigue:

(Vr)(L)=(V X[)/0p (Ar(L)=(AX[)/0y.

reC reC reC reC

Lema 1.35. Para toda reticula L € Ly si r es un radical y a € L cumple que a < X| entonces
r(1p/a) = X{/a.

Demostracion. Consideremos el morfismo lineal f : L — 1;/a dado por f(x) = x4, si
le aplicamos r obtenemos f| : Xj/0 — r(11/a), de donde Xj/a C X| ,/a 'y por lo tanto
XL <X e
Por otro lado consideremos el morfismo lineal g : 1;/a — 1;/X] dado por g(x) = x\/ X],
aplicandole r obtenemos g| : Xj ,/a — X[/X] por lo que X , V X| = Xj. Por lo tanto
X .= XL. 0
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Definicion 1.36. Si L es una reticula en £, diremos que un elemento e € L es esencial en L
si para todo elemento x € L se tiene que e A\ x =0 &< x = 0.

Definicién 1.37. Si L es una reticula en £, diremos que un elemento s € L es superfluo en

L si para todo elemento x € L se tiene ques\/x=1 = x=1.

Definicién 1.38. Si L es una reticula en £, diremos que C € £, es una extension esencial

de L, si L es un intervalo inicial de C, y 1; es un elemento esencial de C.

Definicion 1.39. Si Ly C son reticulas en £, diremos que C es una cobertura superflua de
L si, C contiene a L como intervalo final y 0; es un elemento superfluo de C.

Definicién 1.40. Para una reticula L € £, diremos que un subconjunto {a;};c; es indepen-

diente si para toda i € I se tiene que a; \( V 4;) =0.
i=j,j€l

Definicién 1.41. Dada una familia de reticulas {L;};c; € £ 14 definiremos la suma directa de

dicha familia como la reticula en el conjunto

@ L; ={(x;) € XL; | x; = 0 para casitodaieI}U{(1,)}
iel

i€l
cuyo orden estd dado por (x;) < (y;) si x; <y; paratodoi€l.
Observacién 1.42. Si {Lilicr € Ly (xi), (vi) € ® L; entonces (x;) V(yi) = (x; V 3:) y (x:) A1) =
(xi A\ pi)-
Teorema 1.43. La suma directa de una familia de reticulas modulares es modular.

Demostracion. Supongamos {L;};c; € L4, si & L; no fuera modular contendria una subreticu-
i€l

la isomorfa al pentdgono [5, Teorema 1.4], es decir tres elementos diferentes (x;), (;), (z;) con
(vi) < (z;), donde (x;) no es comparable con (y;) ni con (z;), y se cumplen las igualdades

(x;) V(i) = (x;) V(z) () A (i) = (x;) A\(z;)-

Sea j €1 tal que y; < z;. Se tienen los siguientes tres casos:

Caso 1 (x; no es comparable con z;).
Si suponemos que x; > y; entonces x; = x; \/ y; = x; \/ z; lo cual implicaria que x; > z; pero los
supusimos no comparables, y por la misma razén tampoco ocurre que x; < ;. Asi x; no es
comparable con y;, y como x; V' y; = x; \V z; y x; \y; = xj /\ zj, tendriamos un pentdgono en
Lj que supusimos modular, lo cual serfa una contradiccién, entonces X; debe ser comparable

con Zj'

Caso 2 (xj <zj).
En este caso x; = x; A\ zj = x; \ 9}, lo que implica que x; <y;, yasiy; =x; Vy; =x;Vzj =z y
por lo tanto y; = z;, que vuelve a ser una contradiccion.

Caso 3 (z; < x;j).
Tenemos que y; < z; < x;, por lo que y; = x; Ay; = x; \z; = zj y por lo tanto y; = z;, que es
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una contradiccidn.

Sin importar el caso llegamos a una contradicciéon que viene de suponer que @ L; no es
iel

modular. O

Definicion 1.44. En una categoria el producto directo de una familia de objetos {L;};c;, es

otro objeto al que denotaremos como [[L; junto con una familia de morfismos
iel

(IL: =5 Liier

iel
a los que llamaremos proyecciones tales que, para cualquier otro objeto M y familia de mor-
fismos {M L L;};c1, existe un tnico morfismo M L [1L; que hace los siguientes diagramas
conmutativos para toda i € | ©

M —) ]_[L
\1
Diremos que una categoria tiene productos directos si cualquier familia de objetos tiene
producto directo.

El siguiente ejemplo muestra que la categoria £, no tiene productos directos.

Ejemplo 1.45. Consideremos a la familia {S;,S,} con S; y S, dos copias isomorfas de la

reticula simple con dos elementos, y nombremos L a la siguiente reticula:

1

a c b
\ (‘) /

Sea f el morfismo lineal inducido por el isomorfismo f : 1/a — S; y g el morfismo lineal
inducido por el isomorfismo g: 1/b — S,. Supongamos que existe el producto directo P en
Ly de S con S,. Entonces existe un morfismo lineal L 2, ptal que f =pyohyg=pyoh
donde p; y p, son las proyecciones de P a S; y S, respectivamente.
Veremos que h es un monomorfismo lineal.
Notemos que kj, # 1 pues 1 = f(1) = (py o h)(1), ademas si kj, = a, entonces h(b) = h(b\/ a) =
h(1)y

0= g(b) = (p2 o h)(b) = (p2 o h)(1) = g(1) = 1,

lo cual es una contradiccién y por lo tanto kj, # a; andlogamente kj, = b. Por altimo si kj, = ¢,

entonces h(b) =h(b\/c)=h(1)y
0=2g(b) =(p2oh)(b)=(p2oh)(1)=g(1) =1,
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lo cual es una contradiccién y por lo tanto kj, # c. Asi kj, = 0 y h es un monomorfismo lineal,
por lo que P tiene un intervalo inicial isomorfo a L.

Para terminar notemos que si sustituimos el elemento c de L por el conjunto que queramos
cuyos elementos son 4tomos y codtomos de L, no comparables entre si, ni con ay b, la prueba
de que h es un monomorfismo lineal es andloga. Por lo tanto no existe el producto directo
de Sy con S; en L .

Definiciéon 1.46. En una categoria, el coproducto de una familia de objetos {L;};c, es otro

objeto al que denotaremos como @ L; junto con una familia de morfismos
iel
L
{Li — @& Lilier
1€l
a los que llamaremos inclusiones tales que para cualquier otro objeto M y familia de morfis-

fi f
mos {L; — M}, existe un tnico morfismo @ L; — M que hace los siguientes diagramas
iel

conmutativos para toda i € |

®L; —)M

iel /v

Diremos que una categoria tiene coproductos si cualquier familia de objetos tiene coproduc-

to.
El siguiente ejemplo muestra que la categoria £ no tiene coproductos.

Ejemplo 1.47. Consideremos a la familia {S1,S,} con S; y S, dos copias isomorfas de la

reticula simple con dos elementos, y nombremos L a la siguiente reticula:

1

a c b
0
h f . .
Sean S; — Ly S, — L los monomorfismos lineales dados por

f1(0) =0 = £,(0), fi(1) =a, (1) =b.

Supongamos que existe el coproducto C € £, de S; con S,, entonces existe un tnico morfis-
molinealCLLtalquefotl =fiyfoin=f.

Veremos que f es un epimorfismo lineal.

f(1)>0pues f(1)> for(l)=fi(1) =a, ademas si f(1) =a, entonces b = f,(1) = f o1,(1) <
f(1) = a, lo cual es una contradiccién y por lo tanto f(1) # a. Por la misma razén f(1) = ¢

y analogamente se puede probar que f(1) # b, asi que f es un epimorfismo lineal, lo cual
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implica que C tiene un intervalo final isomorfo a L.
Por altimo notemos que en la reticula L pudimos sustituir al elemento ¢ por un conjunto
arbitrariamente grande de dtomos que también son codtomos, no comparables entre si, ni

conayben L, entonces el coproducto C de S; con S, no existe.

Definicién 1.48. Sea una reticula L € £, diremos que un subconjunto C C L es dirigido
superiormente (dirigido inferiormente) si para cualquier par de elementos x,y € C existe

zeCtalque x,y <z (z<x,7).

Definicién 1.49. Diremos que una reticula L € £, es continua superiormente (continua in-
feriormente) si para todo subconjunto C C L dirigido superiormente (dirigido inferiormente)
y todo elemento x € L se tiene que

xA(Ve)=VxAc (xV(Ae)= AxVe)

ceC ceC ceC ceC

Diremos que L es continua si es continua superiormente y continua inferiormente.

2 Prerradicales y teorias de torsion en L,

2.1 Sobre clases abiertas, y biyecciones entre clases de prerradicales y
clases de pretorsion.

Definiciéon 2.1. Diremos que una clase T C £, es de pretorsiéon si cumple las siguientes

condiciones:
(0) T es cerrada bajo isomorfismos.

(1) Para toda reticula L € T se tiene que 1;/a € T para todo a € L, i.e. T es cerrada bajo

intervalos finales.

(2) Para toda reticula L, dado un conjunto de elementos {x;};c; C L tal que {x;/0};c; C T, se
tiene que \/x;/0 € T.

iel
Observacioén 2.2. Las clases de pretorsién en £, se pueden ordenar por inclusiéon y for-

man una gran reticula completa en la cual si {T};};c; es una familia de clases de pretorsion
contenidas en £, el infimo esta dado por:

AT = NT;
y el supremo de la familia es el infimo de todas las clases de pretorsién que contienen a toda

la familia.

Proposicion 2.3. Para cualquier prerradical r € L, la clase
T,y ={L € Lpr(L) = L}

es una clase de pretorsion.
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Demostracion. Veamos que T, es cerrada bajo isomorfismos.

SeaLeT,yL L L’ un isomorfismo de reticulas. Como r es un prerradical f(L) = L’ C
r(L’)C L/, porlo que L’ € T,).
Veamos que T, es cerrada bajo intervalos finales.

Supongamos que una reticula L € T, y que a € L. Consideremos el morfismo lineal L i)
1;/a dado por f(x) =x\/a. Como r es un prerradical de reticulas f(L) =1;/a Cr(1;/a) y por

lo tanto 1;/a € T ) que es cerrado bajo intervalos finales.

Veamos que T, es cerrada bajo supremos de intervalos iniciales.

Sea L € Ly {xi}ier € L tal que {x;/0};c; C T,. Para ver que \/x;/0 € T}, consideremos para

i€l
cada i € I el morfismo lineal dado por la inclusién x;/0 — \/ x;/0, aplicandole r obtenemos
iel
x;/0 — r(\/ x;/0). De donde x; < X’ x/0 Para toda i € I y por lo tanto \/x; < \/ /0 S \/xl,
iel zeI i€l iel
asi \/xl-/O S T(r)- [
iel

Lema 2.4. Si T es una clase de pretorsion y f : L — L’ un morfismo lineal, entonces para todo
x € L tal que x/0y € T, se tiene que f(x)/0p € T.

iy . . . . i f .
Demostracion. Consideremos la composicién de morfismos lineales x/0;, — L — L’, si su

nucleo es k, entonces

x/k = (f 0§)(x)/0p = f(x)/0.

Como T es cerrada bajo intervalos finales e isomorfismos se tiene el resultado. ]

Proposicion 2.5. Si T es una clase de pretorsion, y para cada reticula L € L, definimos T =

{x € LIx/0 € T} y 71 : Lrg —> L como r(y(L) = \/ x/0, entonces 1 es un prerradical de
xeT

reticulas idempotente.

Demostracion. Para cada reticula L € L r(r)(L) es un intervalo inicial de L. Luego por el

Lema [2.4{, para todo morfismo lineal L L L'conL’ € Ly setieneque V f(x)< V «x.
x€Tp x€Ty/

Dicho esto y utilizando el hecho de que los morfismos lineales conmutan con supremos ar-

bitrarios [[15, Lema 0.6.] tenemos que:

flrmy(L) = f(V x/0)=f(V x)/0="V f(x)/0C \ x/0=r(L).

xeTy xeTy xeTp x€Ty/
Por el Teorema r(T) €s un prerradical de reticulas.
Recordando que T es una clase de pretorsién y que para toda x € Ty se tiene que x/0 € T

entonces \/ x/0 €T, asf para toda reticula L € £ se tiene que r()(L) € T y por lo tanto r()
XETL

es idempotente.
O

Teorema 2.6. La gran reticula de clases de pretorsion en Ly, es isomorfa a la reticula de prerra-
dicales idempotentes en L,,
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Demostracion. Por la Proposicién [2.3]podemos asignar a cada prerradical r una clase de pre-
torsion T(,), nombremos T ) a dicha asignacion restringiendo su dominio a los prerradicales
idempotentes, y su codominio las clases de pretorsion.
Nombremos r( ) a la asignacién que tiene como dominio a las clases de pretorsion, y como
codominio a los prerradicales de reticulas idempotentes descrita en la Proposiciéon
Veamos que T )y r( ) son inversas una de la otra.
Sea s € L,, idempotente.

(r_y o M_y(s))(L) = r(m,(L) =V x/0;

XET(S)L

como s es idempotente X; € T, de donde

s(L)=X;/0<( V' x)/0=r,)(L).

XET(S)L

Por otro lado, por la Definiciéon V' x € T, entonces s(r(x)(L)) = r(x,)(L) € Ts). Asi

XET(S)L

si consideramos la inclusién 7,

(s))(L) — L y le aplicamos s obtenemos que V(T(S))(L) <s(L),y

por lo tanto r_j o T (s) =s.
Ahora supongamos que [F es una clase de pretorsiéon. Tenemos que

LeF T(]F)(L) =L Le T(T(IF)) = "IFL) ) T(i)(IF)

Por tltimo veamos que T ) preserva el orden pues si r y r’ son prerradicales de reticulas
idempotentes tales que r <1’y L € T, entonces L = r(L) < r’(L) < L, de donde L € T,/ y por
lo tanto T (r) < T (7).

Como T ) es un isomorfismo de orden por [14, III Prop 1.1.] T ) es un isomorfismo de

reticulas. O

La clase de prerradicales idempotentes contenida en £, no es una subreticula de £,, como

se muestra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.7. Consideremos las siguientes dos clases de reticulas contenidas en £ y:

A ={L € L | todo intervalo final no nulo de L tiene un dtomo }
B = {L € £ 4|L no tiene coatomos }.

A es una clase de pretorsion pues es cerrada bajo isomorfismos y si L € A y 1/x es un inter-
valo final de L, todo intervalo final de 1/x es también un intervalo final de L y por lo tanto
tiene un d4tomo. Asi A cumple las condiciones (0) y (1) de la Definicién
Probemos que A cumple la condicién (2).
Sea L € L, {x;}i; es una familia de elementos de L tal que x;/0 € A paratodaiclyxelL
cumple que x < \/x;. Veamos que (/ x;)/x tiene un atomo.

iel iel
Notemos que existe j € I tal que xj £ X, six< x; entonces el intervalo x]-/x tendria un 4tomo,
y por lo tanto también el intervalo (/x;)/x. Si x £ x;, entonces debido a que L es modular

iel

xi/(x \xj) = (x\ x;)/x, luego como x;/(x /\ x;) tiene un atomo, (x/ x;)/x tiene un dtomo y

por lo tanto también (\/ x;)/x.
i€l
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B es una clase de pretorsion pues es cerrada bajo isomorfismos y si L € By 1/x es un inter-
valo final de L, 1/x no tiene codtomos pues serian también codtomos de L. Asi B cumple las
condiciones (0) y (1) de la Definiciéon

Probemos que BB cumple la condicién (2).

Sea L € Ly, {x;}ic; es una familia de elementos de L tal que x;/0 € B para toda i € I y su-
pongamos que x € L es un codtomo de (\/x;)/0. Entonces existe j € I tal que x; £ x, ademas
six < Xj entonces x es un codtomo de x]-l/e(l), lo cual es una contradiccién, entonces x y Xj no
son comparables. Por modularidad x;/(x A x;) = (x x;)/x = (%xi)/x, lo cual es una contra-
diccion pues x;/0 no tiene codtomos. *

Veremos que el infimo de los prerradicales idempotentes ra /\ 7 no es un prerradical idem-
potente. Para esto consideremos a la reticula L = {0,3} U [1,2] € L, con el orden inducido

por los reales, se tiene lo siguiente:
T T
(reay A (L) = (XY A X ™)/0= (1 A2)/0=1/0=1{0,1}.
Volviendo a aplicar ra) /\ () se obtiene:

(riay A 1) () A7) (L) = (riay A rie)((0, 1) = (X)) A Xo1))/0 = (1 A 0)/0 = 0/0 = {0},

Sin embargo la clase de prerradicales idempotentes contenida en £, si forma una gran

reticula completa como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Si {I;};c; es una familia de prerradicales idempotentes contenida en L, entonces

\ I; es idempotente.
jel

Demostraciéon. Para cada reticula L € L, e i € ], aplicando el prerradical I; a la inclusién

. I;
Xf/ 0— (\/]XL] )/0, dado que I; es idempotente obtenemos la inclusiéon:
j€

I; I;
XL/O — Ii((\/)XL])/O)
i€l
porlo que X;' < X" | paratodaiely asi
(V)x//)/0
i€
, A (VIo(VE) VI ,
VX <vxT o =x/T T <x? =X
jel jel ('\/]XL] /0 jel
je
Por lo tanto \/I; es idempotente. El hecho de que la clase de prerradicales idempotentes
j€l
contenida en £, forma una gran reticula completa se debe a [14} III Prop 1.2.]. ]

Teorema 2.9. Para todo prerradical de reticulas r € L,,, existe un prerradical '€ L, que cumple

pr
ser el mayor prerradical idempotente menor o igual que r.

Demostracion. Definimos 7 como el prerradical idempotente correspondiente a T, bajo el

Teorema|2.6| es decir, si L € L, 7(L) = ( \/ x)/O. Como T, es una clase de pretorsiéon
{xeL|x/0€Ty)}
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se tiene que 7(L) € ;). Asi si consideramos la inclusién 7{L) — L y le aplicamos r obtene-
mos 7(L) — r(L), lo cual implica que Xzé X yr<r.

Por otro lado si suponemos que t € £, es idempotente y t < r entonces para toda reticula
L € Ly, se tiene que {x € L|t(x/0) = x/0} C {x € L|x/0 € T,)} por lo tanto

L =( V. xpoc( VvV x)0=7L)

{xeL|t(x/0)=x/0} {xeL|x/0€T,)}
L]

Observacion 2.10. Dado un prerradical r € £, el prerradical 7 coincide con el supremo en
L,, de los prerradicales idempotentes menores o iguales que r, que es idempotente por el
Teorema

Definicién 2.11. Diremos que una clase IF C £, es libre de pretorsién si cumple las siguien-

tes condiciones:
(0) IF es cerrada bajo isomorfismos.
(1) Para toda reticula L € F y elemento x € L se tiene que x/0; € F.
(2) SiL e Ly, dado un conjunto {x;};c; C L tal que {1/x;};c; CF, se tiene que 1L//\Ixi eF.
1€
Observacion 2.12. F C £, es una clase libre de pretorsién si y sélo si [F°? = {L°P|L € [F} es

una clase de pretorsion.

Observacioén 2.13. El conglomerado de todas las clases libres de pretorsiéon en £, define
una gran reticula donde el infimo estd dado por la intersecciéon de clases. Del mismo modo,
la clase de todos los radicales en [Zpr define una gran reticula; donde el infimo de una familia

de radicales es su infimo como prerradicales en £,,.

Proposicion 2.14. Si r es un prerradical en Ly, entonces I, = {L € L |r(L) = 0} es una clase

libre de pretorsion.

Demostracion. SiL € IF,)y L’ — L es un isomorfismo lineal, al aplicarle r obtenemos el mor-
fismo lineal (L") — 0, por lo que r(L") = 0, y L” € If,) que cumple la condicién (0).

Sir(L) =0y x/0 es un intervalo inicial de L, consideremos a la inclusién i : x/0 — L, si le
aplicamos r obtenemos i|: r(x/0) — 0, por lo que r(x/0) = 0 y I,y cumple la condicién (1).
Supongamos que L € £ y tiene una familia de intervalos finales {1/x;};c; C IF,) y consi-

deremos para cada j € I el epimorfismo lineal f; : 1/ Ax; — 1/x; dado por fi(y) =y V xj,

i€l
aplicdndole r obtenemos f;| : r(1/ /A x;) — x;/x;, de donde XI//\X, < xj paratoda j € I y por
i€l el
lo tanto r(1/ A\ x;) = (/\xi)/(/\xi) y 1/ A x; € ;) que cumple la condicion (3).

iel i€l i€l i€l

]

Proposicién 2.15. Si [F es una clase libre de pretorsion y para cada reticula L € L, definimos

IF; = {x € L|1/x € IF}, entonces la funcion 1 : Ly —> L dada por
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raey(L) =( A x)/0

xelF,

es un radical.

Demostracion. Para ver que r(p) es un prerradical notemos que le asigna a cada reticula un

intervalo inicial, ademads si f : L — L’ es un morfismo lineal y x” € [F;, podemos considerar

. . . fo, VX I
la composicién de morfismos lineales L — L' — 1/x’ de la cual obtenemos lo siguiente:

(f(A)VX)/x" =1k \yx)of-

Luego como FF es cerrado bajo intervalos iniciales (f(1;)\/ x")/x" € IF y al ser cerrado bajo
isomorfismos 1/k(_\/xor € F. Asi se tiene que X;UF) <k(_\x)of,de donde

FEX™) < Fk yanos) <X

Como x’ era un elemento cualquiera en [F;,, entonces f(XIi(]F)) < A x= Xz(,lp) y por el Teorema
XE]FL/
[[.33] (k) es un prerradical.
Veamos que 7(f) es un radical.
Para cualquier reticula L € £, se tiene que X;ﬂp) = A x, y como F es una clase libre de
XE]FL
pretorsion 1/X£UF) = 1/( A x) e IF, por lo que r(IF)(l/Xz(IF)) = X;“F)/Xz(m) ]

xelF,

Teorema 2.16. La gran reticula de las clases libres de pretorsion es antiisomorfa a la gran reticula
de radicales en L,,.

Demostracion. Por la Proposiciéon hay una asignacién I que va de la gran reticula de

los radicales en L, a la de las clases libres de pretorsion dada por

]F( )(1’) = IF(T) = {L € [:er(L) = O}

Por la Proposiciéon hay una asignacion () que va de la gran reticula de las clases libres
de pretorsion a la de los radicales en £, dada por r(_)(F) = rF) con
rr)(L) = A x/0.
xelF,
Veamos ahora que Iy r(_ son inversas una de la otra.
Sea s un radical en £, entonces (r_)oIF_))(s) = "(Fq)-
Sea L una reticula en Ly, si y € r(p(L), entonces y < A x, por lo que y < X; y por
{xeL|s(1/x)=0}
lo tanto y € s(L).

Por otro lado si y € s(L) y x es un elemento de L que cumple que s(1/x) = 0 al considerar el
morfismo lineal f : L — 1/x dado por f(z) = z\/ x y aplicarle s obtenemos f|: s(L) — x/x,
de donde y < Xj <x, por lo tanto y € r()(L) y (r_)oIF_))(s) =s.

Si T es una clase libre de pretorsiéon tenemos que

(IF( ) © T( ))(T) = IF(”(TT)) = {L € [:le("ﬂ")(L) = 0} = {L S L:Ml /\ X = 0} =T.

o o XETL
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Por lo tanto (IF(i) o 1"(7))(’][‘) =T.
Tenemos que r( ) es una biyeccién, veamos que invierte el orden.

SiIF C IF’ entonces para toda reticula L € £ se tiene que IFf, CF/ porloque A x> A xy
X€]FL xelFL’

por lo tanto (/) < 1(p) [
Ejemplo 2.17. Consideremos las clases

A ={L € L, Todo intervalo inicial no nulo de L tiene un codtomo }

B = {L € L j4|L no tiene dtomos }.

Por el Ejemplo A°P y B son clases de pretorsiéon, y por la Observaciéon Ay B
son clases libres de pretorsion. Sean rp y r los radicales correspondientes a dichas clases.
Consideremos a la reticula L = {0,3} U [1,2] € L, con el orden inducido por los reales, se

tiene lo siguiente:
(ra V rB)(L) = (X V X[®)/0 = (2\/ 1)/0 = 2/0.

Sin embargo (rp \/ 1p)(3/2) = 3/2, por lo que rp \/ rg no es un radical, y la clase de los radi-

cales en £, no es una subreticula de £,,.

Observacion 2.18. La clase de radicales en £, es una gran reticula completa pues probare-

mos que infimos arbitrarios de radicales también son radicales.

Demostracion. Sean {ri}ic; C £,, una familia de radicales y L € L. Para cada j € I conside-

remos el morfismo lineal

R
UNX) ——— 1/X/
i€l
Aplicdndole r; obtenemos
o
r]-(l/./\IXL’) — S X//X]
1€
1’]' 1’]' .
. <
por lo que Xl//\X{’ < X, paratoda j € I, entonces
i€l
Ai
/\Xri SXlGI . — /\XT’,' . S /\Xri
iel t 1//€\IXL iel 1//€\IXL iel t
y por lo tanto A\ r; es un radical. ]

i€l
Teorema 2.19. Para todo prerradical r € L, existe un radical ¥ € Ly, que cumple ser el menor

radical mayor o igual que r.

Demostracion. Definimos 7 como el radical correspondiente a IF,) bajo el Teorema es

decir, si L € L, (L) = ( A\ x)/O, como IF,) es una clase libre de pretorsion se tiene
{xeL|r(1/x)=0}

que r(1/X]) = 0. Consideremos el morfismo lineal f : L — 1/X] dado por f(y) =y \/ X],
aplicdndole r obtenemos f|: r(L) — X]/X] por lo que X! \/ X] = X] y asi r(L) < F(L).

Por otro lado si t es un radical tal que r < t entonces para toda reticula L € £, se tiene que
{x e L|t(1/x) = 0} C {x € L|r(1/x) = 0} y por lo tanto
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Fn=( A xpoc( A x)0o=tL).

{xeL|r(1/x)=0} {xeL|t(1/x)=0}
O

Observacion 2.20. Dado un prerradical r € £,,, el radical 7 coincide con el infimo en £, de
todos los radicales mayores o iguales que r, que vuelve a ser un radical por la Observaciéon

218l
Teorema 2.21. Sear € L,,:

(i) Sir es un radical entonces v también lo es.

(ii) Sir es idempotente entonces v también lo es.

Demostracion. (i) Queremos ver que para toda reticula L € £, se tiene que 7(1;/X]) = 0,
pero como 7 es el prerradical idempotente correspondiente a T,), basta probar que 1L/Xf no
tiene intervalos iniciales no nulos en T,).

Si y/Xf es un intervalo inicial de 1 L/Xz en T, y consideramos la inclusién XZ/O — /0, al
aplicar r obtenemos la restriccién de la inclusién X}’j/O — 1r(y/0) de donde Xz< X;/O.
Utilizando la desigualdad anterior, el hecho de que r es un radical y el Lema tenemos
que r(y/XZ) = X;/O/Xf por lo que y = X;/o' de donde /0 € ;) y asi y < Xz. Por lo tanto
y/X] =0.

(ii) Queremos ver que 7(X/0) = X]/0, pero como 7 es el radical correspondiente a I, basta
probar que X;/0 no tiene intervalos finales no nulos en ;).

Si X]/y es un intervalo final de X}/0 en [y considerando f : 1/y — 1/X! dado por

f(z) =z\/ X] y aplicandole r obtenemos f]|: X{/y/y — XI/X! por lo que X{/y < X].

Como r(X[/y) = 0 entonces Xlr/y/y = r(X{/y/y) =0porloquey= X{/y, asi 1/y € I, y X[ <.
Por lo tanto X;/y = 0. O

Definicion 2.22. Un prerradical r € £, es exacto izquierdo si para toda sucesion exacta de

morfismos lineales 0 — L i> M %5 N — 0 se tiene que 0 — r(L) A r(M) i') r(N) es

exacta.

Definicion 2.23. Una clase abstracta (cerrada bajo isomorfismos) C C £, es hereditaria si
para toda reticula L € C y todo elemento a € L se tiene que a/0; € C.

Teorema 2.24. Para r € L, son equivalentes:
(1) r es exacto izquierdo.
(2) Para toda reticula L € L 4, si a < b € L entonces X;/o =a /\XZ/O.

(3) res idempotente y su clase de pretorsion Ty es hereditaria.

Demostracion. (1) = (2) Consideremos la sucesion exacta 0 — a/0 R b/0 L) b/a — 0

donde i es la inclusién y f(x) = x\/ a. Como r es exacto izquierdo la sucesién
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0— X/0/0— ! Xp0/0— Xy, /a

es exacta, y X;/o es el nacleo de f|.
Por otro lado a A X} , < a'y como los morfismos lineales son no decrecientes

flaANXp)=flaN\Xy ) < fla)=aVa=a=fl(X;,)

por lo que f|( a/\Xb/O) fiX a/O
Utilizando la modularidad de L, con el hecho de que X;/o < Xl:/o' y el primer inciso del Lema

sobre la igualdad anterior obtenemos que:

Xapo = Xapo NV Xao = (@A Xy o) V Xz = (2N Xiyo) A Xp 0 = a A Xy
(2) = (1) Sea 0— L i) M %5 N — 0 una sucesién exacta en L, probaremos que
0— L/O X&/O Xf\,/O es exacta.
X[ <1py(gof)(11)= 0y, como los morfismos lineales son no decrecientes

(8lo f)(Xp) = (go fIX])<(gof)1L)=
Ademds si y € X;,/0 cumple que g|(y) = Oy, por el segundo inciso del Lema de se tiene

que v < f(1p) y por lo tanto v < f(1) A Xy,

Si consideramos a = f(11);b = 1), por hipdtesis tenemos que X}“L)/O = f(1.) A X},, pero co-
mo f es un monomorfismo lineal X}(IL)/O = f(X[), de donde vy < f|(X]) y por lo tanto f|(X])
es el nucleo de g|.

(2) = (3) Sea L € L, sabemos que X; < 1, aplicando la hipétesis a esa pareja obtenemos
Xi/0 = = X; A X] = X] por lo que r(r(L)) = r(L).

Por otro lado si L € Tj;), y b € L, usando la hipétesis en los elementos b < 1 obtenemos:

que X5

X7 o=bAX;=bA1=b.

Asi b/0 € T,y y T, es hereditaria.

(3) = (2) Sabemos que X, o < a/\ Xy, < a. Por otro lado como T, es hereditaria y r(b/0) =
X0/0 € ;) se tiene que (a A X, ()/0 € T, si consideramos la 1nclu51on (a\Xp0)/0 —> a/0
y le aphcamos r obtenemos (a A X ,)/0 — X /0. Por lo tanto a \ Xj ;o = X/ ;. O

Corolario 2.25. La gran reticula de los prerradicales exactos izquierdos y la gran reticula de las

clases de pretorsion hereditarias son isomorfas.

Definicion 2.26. Si 0 y 7 son dos prerradicales en £
(0:1)

prs para cada reticula L € L, se define

el elemento X; "’ como el elemento de L que cumple que X /XL =1(1/X7).

Se define (o : 1) € £,, como (0 : T)(L) = L /OL, que es un prerradical en £, por [11],
Proposicién 4.2.].

Notemos que un prerradical o € £,,, es un radical si y s6losi (0: 0) = 0.

Teorema 2.27. Para un prerradical r € Ly, son equivalentes:
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(1) r preserva epimorfismos.
(2) resun radical y I, es cerrada bajo intervalos finales.

(3) Para toda reticula L € Ly y cualquier par de elementos a,b € L con a < b se tiene que
Xlr/b =b \/Xlr/a-

Demostracion. (1) = (2) Consideremos el epimorfismo L iR 1;/X] dado por ¢(z) =z\/ X],
aplicando r obtenemos que X;/0 i|> r(1./X]) es un epimorfismo, por lo que

X}::X{\/Xr :XIL/Xz,

entonces r(1;/X]) = X;/X[ y r es un radical.
Ahora supongamos que r(L) = 0 y consideremos el epimorfismo L i) 1;/y paraalginy €L,

dado por f(x) = x\/ v, aplicindole r obtenemos 0 = r(L) L|> r(1./y) y como f| es un epimor-
fismo r(1;/y) = /v, y I) es cerrada bajo intervalos finales.

(2)=(1)SiL 2, M esun epimorfismo podemos suponer que M es un intervalo final de L
de la forma 1;/y. Por otro lado como r es un radical 1;/X] € If), y como [F, es cerrado bajo
intervalos finales 1;/X; \/y € I,).

Consideremos el epimorfismo 1;/y LR 1:/v\/ X[, donde g(z) = z\/ X]. Aplicandole r obte-

nemos r(1;/y) il> vV X;/y\/ X[, por lo tanto X{L/y \V X[ =y X] de donde X{L/y <y VX

Por ultimo si le aplicamos r al epimorfismo L iR 1;/y dado por ¢(z) = z\/y obtenemos
X;/0 ﬂ r(1./v), sin embargo para todo z € (X; \/v)/y se tiene que z A\ X; € X[/0 y por mo-
dularidad se cumple que ¢|(zAX]) = (zAX])Vy=(XVy)Az=2y como XIL/y <yVX],
entonces @| es un epimorfismo.

b b
(2) = (3) Si al morfismo lineal 1/a i} 1/b le aplicamos r obtenemos X7 ,,/a *—\/> X{,/b, de

donde b < X7,,\/ b < X{ . Por otro lado como ) es cohereditaria y 1/X7,, € [f;), entonces
1/(X1,, V b) € ), considerando el morfismo lineal
_ VX, VD)

1/b ——— 1/(X{,,\V b)
y aplicdndole r obtenemos que X{, \/(X{,Vb) = X[, Vb, por lo que X, < X], Vbyse
tiene la igualdad buscada.
(3) = (2) Sea L € L, aplicando la hipétesis a la pareja 0 < X; obtenemos que xi/x{ =
X[V X = X] y por lo tanto r es un radical.
Por otro lado si L € IF,) y b € L, utilizando la hipétesis en los elementos 0 < b obtenemos:

X[, =b\VX;=b\0=b.

Asi 1/b € If,) y IF,) es cerrada bajo intervalos finales. O

Definicion 2.28. Diremos que una clase de reticulas C C £, es cerrada bajo extensiones si
siempre que tengamos reticulas L, M,N € £,y una sucesion exacta
0— L— M — N — 0 de morfismos lineales con Ly N en C se tiene que M € C
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Sabemos que existe una biyeccion entre las clases de pretorsiéon y los prerradicales idem-

potentes en L, el siguiente resultado muestra que también existe una biyeccién entre las

pr’
clases de pretorsion cerradas bajo extensiones y los radicales idempotentes.

Teorema 2.29. Sea T una clase de pretorsion y r su prerradical idempotente correspondiente,

entonces T es cerrada bajo extensiones si y solo si r es un radical.

.
1/}

tonces la sucesiéon exacta 0 — X;/0 — X{L/Xr/O — r(1;/X]) — 0, como r es idempotente
L

Demostracion. =) Supongamos que r(1;/X]) # 0, entonces X; < X Consideremos en-
tanto X;/0 como r(1;/X) pertenecen a T, y como T es cerrada bajo extensiones X{L/Xi/O eT
lo cual es una contradiccién pues por Teorema|2.6) X] es el maximo elemento de L con la pro-
piedad de que el intervalo inicial X;/0 € T.

&) Supongamos que 0 — a/0 — L — 1;/a — 0 es una sucesién exacta de reticulas tal
que a/0y 1;/a estéin en T, si aplicamos r a la sucesién obtenemos 0 — a/0 — X;/0 — 1;/a
lo cual nos dice que a < X] y por el Lema 1;/a=r(1;/a)=X[/ay porlotanto X =1,y
LeT. [

Por dualidad obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.30. Sea [F una clase libre de pretorsion y r su radical asociado, entonces [F es cerrada

bajo extensiones si y solo si r es idempotente.

Demostracion. =) Supongamos que r no es idempotente, entonces existe una reticula L en

r

; . N .
Ly tal que XXZ/O < X]. Consideremos la siguiente sucesion exacta

0— X{/X;Z/O — I/X;Z/O — 1/X] —0

Tenemos que por definicion de radical r(X;/X], ) = 0 = r(1/x7), de donde tanto X;/X’

xE/O
€ IF lo cual es una con-

r/0)

como 1/x; estdn en [F y como FF es cerrado bajo extensiones 1/X’

tradiccion pues por el Teorema x es el elemento més peqtfé/f?o de L con la propiedad
de que 1/x] € FF.

&) Sea 0 — a/0 — L — 1/a — 0 una sucesioén exacta con a/0,1/a € F. Aplicando r obte-
nemos la sucesion 0/0 — X[/0 — a/a, de donde X] \/a =ay X] <a, luego r(X[/0) = X[/0 C
r(a/0) =0/0, por loque X; =0y LeF. N

Tenemos que a cada radical idempotente le podemos asociar las clases de pretorsion T, =
{L € Lyylr(L) =L}y libre de pretorsion IF,) = {L € L |r(L) = 0}, ambas cerradas bajo extensio-
nes.

A una clase de pretorsién cerrada bajo extensiones le llamaremos clase de torsién y a una
clase libre de pretorsion cerrada bajo extensiones le llamaremos clase libre de torsion.

Definiciéon 2.31. En una categoria C con objeto cero, para cualquier par de objetos L, M € C
existe un morfismo destacado 0 € Homg(L, M) que es el inico que hace al siguiente diagrama
conmutativo
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0 — M
T 0
L.
Una teorfa de torsién es una pareja de clases de objetos (T,IF) que cumple las siguientes

condiciones:
(1) Paratodo L € Ty para todo F € [F se tiene que Hom(T,F) = 0.
(2) Si C €C cumple que Hom(C,F) = 0 para todo F € [F entonces C € T.

(3) Si C €C cumple que Homg(L,C) =0 para todo L € T entonces C € F.

A T se le llama la clase de torsién y a IF la clase libre de torsién de la teoria de torsion.

Observacion 2.32. Si T, [F y [F’ son clases en una categoria C tales que (T,FF) y (T,[F’) son
teorias de torsién entonces F = [F’ ya que F € F si y s6lo si para todo T € T se tiene que
Hom(T,F)=0siysolosi FelF’.

De igual manera si (T,IF) es una teoria de torsién, T es la inica clase contenida en C que en

pareja con [F forman una teoria de torsion.

Definicion 2.33. Dada una clase C contenida en una categoria C se definen la clase izquier-

da L(C) y la clase derecha R(C) generadas por C de la siguiente manera:

R(C)={F eC|Home(C,F)=0, YC € C}
L(C)={T eC | Home(T,C) = 0, VC € C)

Retomando estos conceptos en el caso particular de la categoria £, se tiene que

Lema 2.34. Una pareja de clases de objetos (T,IF) en Ly, es una teoria de torsion si y solo si
T=L(F)yF =R(T).

Demostracion. =) Sabemos que por la Definicion una clase T es elemento de T siy
sOlo si para toda clase F € F se tiene que Hom,, (T,F) = 0 lo cual ocurre si y solamente si
T € L(IF). Andlogamente [F = R(T).

&) 1)SeanTe€TyFe€lF,comoT € L(F) entonces Hom,, (T,F)=0.

2) Si C € L cumple que Hom,  (C,F) = 0 para todo F € [F entonces C € L(IF) =T.

3) Si C € L cumple que Hom,  (T,C) = 0 para todo T € T entonces C € R(T) = FF. ]

Lema 2.35. Los operadores L y R de la reticula de clases de L, en si misma descritos en la
Definicion (2.33|forman una conexiéon de Galois.

Demostracion. Supongamos que C y D son clases contenidas en £y, con C C D, entonces
R(D)={F € Ly|Hom, (D,F)=0YD € D} C{F € Lyy|Hom, (C,F) = 0YC € C} = R(C). Anélo-
gamente L(D) C L(C).

Por otro lado, si C C L, entonces para toda reticula L € R(C) se tiene que HomcM(C,L) =0,
por lo que C € L(R(C)) y por lo tanto C C L(R(C)). Andlogamente C C R(L(C)). ]
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Corolario 2.36. Para toda clase C C L se tiene que LRL(C) = L(C) y RLR(C) = R(C)

Corolario 2.37. Los operadores RL y LR son operadores cerradura en la gran reticula de clases

contenidas en Ly y sus cerrados son respectivamente las clases de torsion y libres de torsion.

Notemos que (L(R(C)),R(C)) es la teoria de torsién cuya clase de torsiéon L(R(C)) es la clase
de torsién mds pequefia que contiene a C, y se le llama la teoria de torsiéon generada por
C, mientras que (L(C),R(L(C))) es la teoria de torsién cuya clase libre de torsién R(L(C)) es
la clase libre de torsién mds pequefia que contiene a C y se le llama la teoria de torsién

cogenerada por C.

Lema 2.38. Para una clase C C L abstracta y cerrada bajo intervalos finales, se tiene que R(C) =

{F € L \|F no tiene intervalos iniciales no nulos en C}.

Demostracion. Sabemos que F € R(C) siy s6lo si Hom,, (C,F) = 0 para toda C € C. Veremos
que esto ultimo ocurre siy solo si F no tiene intervalos iniciales no nulos en C.

—>) Si F tuviera un intervalo inicial no nulo /0 en C la inclusién a/0 . F serfa un morfismo
lineal no cero de dicho intervalo hacia F.

&) Si existiera un morfismo lineal no cero f : C —> F se tendria que f : 1/k — a/0 es un
isomorfismo de reticulas, como C es cerrada bajo intervalos finales 1/k € C, y al ser C cerrada

bajo isomorfismos a/0 seria un intervalo inicial no nulo de F en C. O

Teorema 2.39. Si C C L, es una clase cerrada bajo intervalos finales e isomorfismos entonces
LRC))={Le Ly |YVxeL,x<1,dy>xcony/xeC}=
={L € L | Todo intervalo final no nulo de L tiene un intervalo inicial no nulo en C}.

Demostracion. Veremos que T € L(R(C)) siy sélo si T no tiene intervalos finales diferentes
de cero en R(C).

=) Si T € L(R(C)) tuviera un intervalo final no nulo 1/x en R(C) entonces el morfismo lineal

T _lf 1/x seria diferente de cero, lo cual es una contradiccién.

) Si existiera un morfismo lineal no cero f : T — F con F € R(C) tendriamos que f
induce un isomorfismo de reticulas f : 1/k —> a/0, sin embargo a/0 € R(C) pues es cerrado
bajo intervalos iniciales, por lo que T tendria un intervalo final en R(C).

Por lo anterior T € L(R(C)) si y sélo si todo intervalo final no nulo de T no estd en R(C), lo
cual por el Lema|[2.38|ocurre si y solo si todo intervalo final no nulo de T tiene un intervalo

inicial no nulo en C. O

Teorema 2.40. En L ), existe una biyeccion entre las teorias de torsion y los radicales idempoten-

tes.

Demostracion. Sir es un radical idempotente en £, consideremos la pareja (T, IF,)) y vea-
mos que es una teoria de torsion. Si L € T, F € ;) y f : L — F es un morfismo lineal,
cuando le apliquemos r obtenemos f': L —s 0 por lo que f tenia que ser el morfismo lineal
0.
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Supongamos que existe L € L tal que para todo F € I, se tiene que Hom (L, F) = 0, como
r es un radical 1;/X] € If,) por lo que el morfismo lineal dado por f : L — 1;/X; dado por
f(y)=vV X] es cero,y 1L\/Xr = X;,dedonde X; =1,y L€ Tj.

Si existe F € L, tal que para todo L € T, se tiene que Hom,, (L,F) = 0, como r es idempo-
tente se tiene que r(F) € T;), y como la inclusién i : 7(F) — F es un morfismo lineal, este
tiene que ser cero y por lo tanto r(F) =0y F € [F,).

Hemos visto que a cada radical idempotente en £, podemos asignarle una teoria de torsién
con las biyecciones dadas por el Teorema[2.6]y el Teorema[2.16]

Ahora veremos que si (T,F) es una teoria de torsién en L,,, entonces T es una clase de
pretorsion cerrada bajo extensiones y [F es una clase libre de pretorsiéon cerrada bajo exten-
siones.

Empecemos con T. Sea Le T, L %, I’ un isomorfismo lineal f : L’ — F un morfismo lineal
para algan F € F. Consideremos la composicién de morfismos lineales
Li)L’i)F,fog:OpuesLET,porloquefog(lL):f(lL/):Oyf:O,porlotanto
L’e Ty T es una clase abstracta.

SiLeT, 1;/x es un intervalo final de L y tenemos un morfismo lineal f : 1;/x — F para
algiin F € [F, consideremos el siguiente diagrama

].L/X L} F

vl /

L.

Tenemos entonces que f(1;) =0, de donde f =0y asi T es cerrada bajo intervalos finales.

Supongamos que una reticula L € £, tiene un subconjunto {x;};; tal que la familia de

intervalos iniciales {x;/0};c; C T, que F es un elemento cualquiera de IF y que f : \/x;/0 — F
iel

un morfismo lineal. Consideremos para cada j € I el siguiente diagrama

\ x;/0 —) F

1? e

donde i; es la inclusion. Tenemos entonces que f(x;) = 0 para todo j € I, por [15, Lema 0.6.]

f conmuta con supremos arbitrarios, por lo que f(\Vx;) =\ f(x;) = 0, entonces f = 0y por

iel iel
lo tanto \/x;/0 € T.
i€l

Para ver que T es cerrada bajo extensiones supongamos que 0 — x/0 — L — 1/x — 0O es
una sucesion exacta con x/0y 1/x en T y que tenemos un morfismo lineal f : L — F con

F € IF, consideremos el diagrama
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L. F

i

tenemos que el nucleo k de f cumple que x <k, por lo que si consideramos el diagrama

1/k i) f(1)/0

%

1/x
tenemos que f(1) =0, por loque L e T.

Veamos que F es una clase libre de torsiéon. Supongamos que F € [F, que existe un isomor-
fismo lineal F' -5 F y que f : L — F’ es un morfismo lineal para alguna reticula L € T.
Consideremos la composiciéon L i> JN F,gof =0pues FeT, porloque kf = kgor =11,
entonces f =0, F’ € [F y por lo tanto [F es una clase abstracta.

Sea x/0 un intervalo inicial de F, Le Ty f : L — x/0 un morfismo lineal. Consideremos el
diagrama

x/0 —— F
fT%
L

por lo tanto f =0 y IF es cerrada bajo intervalos iniciales.

Sea F una reticula en £, con un subconjunto {x;};c; tal que la familia de intervalos finales

{1/x;}ict CF y sea L € T junto con un morfismo lineal f : L — 1/ x;. Para cada j € I
i€l

consideremos el diagrama

_Vx
1//\X,’ 4 1/X]
iel
0
a /
L
entonces f(1)\/ x; = x; para toda j € I por lo que f(1) < Ax;, f =0y porlo tanto 1/ Ax; € F.
iel iel
Por ultimo, para ver que FF es cerrado bajo extensiones supongamos que tenemos una suce-

sién exacta 0 — x/0 — F — 1/x — 0 con x/0,1/x € F, y que f : L — F es un morfismo

lineal con L € T si consideramos el diagrama

F =% 1/x

ij

tenemos que f(1) < x y como x/0 € [F, entonces
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1)/0 — s %/0
frT/

y asi f =0, por lo tanto F € I[F y [F es cerrada bajo extensiones.

Por lo tanto a la teoria de torsién (T, IF) le corresponde el radical idempotente asociado a T,
que como veremos en el Teorema coincide con el radical idempotente asociado a IF.
Hemos asignado a cada radical idempotente r una teoria de torsién (T, I)), y a cada teorfa

de torsion (T, F) un radical idempotente 7ty = 7(f), y el hecho de que esta asignacion sea una

biyeccion se debe a los Teoremas y O]

Observacion 2.41. Por el Teorema una clase T C £, es de torsién en el sentido de
la Definicién si y solamente si es una clase de pretorsiéon segin la Definicién y es
cerrada bajo extensiones. De igual manera IF C £ es una clase libre de torsién en el sentido
de la Definicién siy solo si es libre de pretorsién segtn la Definicién [2.11]y es cerrada

bajo extensiones.

A continuacidén se presenta un diagrama con algunas de las biyecciones entre clases que se
han encontrado hasta ahora.

El diagrama se complementa recordando que por el Teorema la biyeccién entre prerra-
dicales idempotentes y clases de pretorsién preserva el orden, mientras que por el Teorema
la biyeccion entre radicales y clases libres de pretorsiéon invierte el orden. Ademas gra-
cias a los Teoremas [2.24]y [2.27]si un prerradical idempotente es exacto izquierdo, entonces
su correspondiente clase de pretorsion es hereditaria, y si un radical preserva epimorfismos,

entonces su correspondiente clase libre de pretorsién es cohereditaria.
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Prerradicales Radicales
idempotentes idempotentes
®

Prerradicales exactos izquierdos

se corresponden con clases Preserva

orden

Teorias de
torsién

* L oSN

de pretorsion hereditarias

Clases de
torsioén

/3

\/

Clases de
pretorsion

Radicales

Invierte

orden

Clases libres
de torsion

Radicales que preservan epimor-
fismos se corresponden con clases

libres de pretorsién cohereditarias

Clases libres
de pretorsiéon

Veremos que si (T,IF) es una teoria de torsién entonces el radical idempotente r(t) asociado

a T coincide con el radical idempotente r() asociado a IF, pero para ello es necesario probar

los siguientes lemas.

Lema 2.42. Si (T, IF) es una teoria de torsion y r) el radical idempotente asociado a T, entonces

para toda reticula L € Ly se tiene que L € IF si y solo si r()(L) = 0.

Demostracion. =) Si L € IF, como F es cerrada bajo intervalos iniciales r(y)(L) e TNTF = 0.

&)SiMeTyg:M— L esun morfismo lineal, al aplicarle ) obtenemos g|: M — 0

porloque g=0yasiLelF.

Lema 2.43. Si (T,IF) es una teoria de torsion y r(F) el radical idempotente asociado a IF, entonces

para toda reticula L € L 4 se tiene que L € T si y solo si rg)(L) = L.
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Demostracion. =) SiL € Ty x € [F, considerando el morfismo lineal L *—\/>x 1/x, por el Lema

2.42|al aplicar (1) obtenemos L ix x/x por lo que x =1 y asi (L) = L.

&)SeaM €Fyg:L— M un morfismo lineal, aplicando () obtenemos g|: L — 0 por lo
queg=0yasiLeT. ]

Teorema 2.44. Si (T, IF) es una teoria de torsion el radical idempotente r() asociado a T coincide
con el radical idempotente 1) asociado a IF.

Demostracion. Por el Lema para toda reticula L € £ se tiene que r()(L) = L si y sélo si
L €T lo cual ocurre si y s6lo si r()(L) = L. Asi r) y r() son prerradicales idempotentes que

tienen asociada a la misma clase de pretorsiéon T. Por el Teorema ambos coinciden. [

Corolario 2.45. Sir es un prerradical idempotente, 7 es el radical idempotente correspondiente a

la teoria de torsion generada por ().

Demostraciéon. Si T es el menor radical idempotente mayor que r su clase de torsioén corres-
pondiente es la menor que contiene a T, que es justamente la clase de torsiéon generada

por ;). H
Teorema 2.46. Si C es una clase contenida en L 4 entonces:

(1) SiC es hereditaria, R(C) es cerrada bajo extensiones esenciales.

(2) SiC es cerrada bajo intervalos finales, L(C) es cerrada bajo coberturas superfluas.

Demostracion. (1) Supongamos que L € R(C) y sea M € L, una extensién esencial de L. Si
f : C — M es un morfismo lineal para algun C € C, entonces f induce un isomorfismo de
reticulas ]_‘ : 1c/k — f(1¢)/0, por lo que existe x € C tal que f(x) = f(1c) A1;. Conside-

remos la inclusién compuesta con la correstriccién x/0 Ny & L, dicha correstriccion es
posible pues los morfismos lineales respetan orden, luego como C es hereditaria x/0 € C, de
donde la composicién es cero, asi f(x) = f(1¢) A1 = 0 pero como M es extensioén esencial
de L, se tiene que f(1¢) =0, entonces f = 0y por lo tanto M € R(C).

(2) Sea T € L(C) y M € L, una cobertura superflua de T.Si f : M — C es un morfismo
lineal para algtin C € C, entonces f induce un isomorfismo de reticulas f : 17/k — f(17)/0.
Consideremos la restricciéon y correstriccién de dicho isomorfismo de reticulas compuesta
con la inclusién

T =S 1 kvor) 25 FapFv o) =5 1e/F (R V 07).

Tenemos que 1-/f(k\/ 07) € C pues C es cerrado bajo intervalos finales, y asi la composicién
es cero.
Tenemos entonces que ]_‘l(lT) = ]_‘l(k \/ 07), lo cual implica que 17 =k \/ 07 y como M es una
cobertura superflua de T se tiene que k = 11 por lo que f = 0y por lo tanto M € L(C).

O
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Definicién 2.47. Una clase de reticulas T C £, es una clase TLT si es tanto una clase de
torsién como una clase libre de torsion, es decir si existen C,[F C £, tales que (C, T) y (T, [F)

son teorias de torsion.

Notemos que si T es una clase TLT, al ser una clase libre de torsién es cerrada bajo intervalos
iniciales, por lo que la teoria de torsion (T,IF) es hereditaria. Ademads una clase de torsiéon
hereditaria T es una clase TLT si y s6lo si para toda reticula L € £, para la cual existe un
subconjunto {x;};c; C L tal que {1/x;};c; C T entonces 1;/ A x; € T.

iel

El siguiente ejemplo muestra una clase de torsiéon hereditaria que no es una clase TLT.

Ejemplo 2.48. Nombremos T a la clase contenida en £,, formada por todas las reticulas
continuas superiormente y para las cuales todo intervalo final no nulo tiene un atomo, es

decir
T ={L € L 4|L es continua superiormente y si 1} # a € L el intervalo 1;/a tiene un atomo }.

Mas adelante en el Teorema se probara que T es una clase de torsién hereditaria, sin
embargo si consideramos a la reticula L = {1/n},en-{0) U {0}, con el orden inducido por los
reales, y a la familia de elementos {1/n},cn_0y € L, se tiene que para todo 0 # n € IN el
intervalo final 1/(1/n) es una reticula finita y totalmente ordenada, por lo que es continua
superiormente. Ademas todo intervalo final no nulo de 1/(1/n) tiene un atomo, por lo que

1/(1/n) € T, sin embargo 1/( A 1/n) =L no estd en T, pues L no tiene dtomos. Por lo tanto
1<nelN
T no es una clase libre de torsion.

Lema 2.49. Si T es una clase TLT y (C,T) es hereditaria entonces C C IF.

Demostracion. Sit es el radical idempotente correspontiente a Ty L € C, como T es también
una clase de torsién se tiene que t(L) e C(\T =0, por el Lema LelF. O

Definicién 2.50. Diremos que una teoria de torsion (T, IF) con radical idempotente asociado
t se escinde si para toda reticula L € £ existe x € L tal que X! \/x =1y X! Ax =0, es decir,

si Xi tiene un complemento.

Lema 2.51. Si T es una clase TLT cuyas clases de torsion y libre de torsion correspondientes son

C y [F respectivamente, entonces son equivalentes:
(1) C=T.

(2) Para toda reticula L € L, se tiene que 17 = X{\/ X} v 0p = X{ A X}, donde c y t son los

radicales idempotentes asociados a (C,T) y (T,IF) respectivamente.
(3) (C,T)y (T,F) se escinden.
(4) (C,T) es hereditaria y se escinde.

(5) (C,T) es hereditaria y IF es TLT.
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Demostracion. (1) = (2) Si c es el radical idempotente asociado a C, la clase libre de torsion
asociada a c es T que es cerrada bajo intervalos finales por ser también una clase de torsioén,
entonces por el Teorema c preserva epimorfismos.

SiL € L,y consideramos el morfismo lineal h: L — 1;/(X{\/ X}) dado por h(y) =y \V/(X§ V X}),
como t es un radical se tiene que #(17/X}) = 0, por lo que 1;/X} € F = C, luego como C es ce-
rrado bajo intervalos finales 1;/X{ \/ X] € C. Asi, al aplicarle c a h obtenemos a la restriccion

h|: X{/0 — 1;/(X§ \/ X}) que es un epimorfismo, por lo tanto 1; = h|(X{) = X{ \/(X{ \V X]) =
XfVX|.

Por otro lado como C coincide con IF, es hereditaria al igual que T,y X{ A X;/0, e CN\T =0
por lo que X{ A X} = 0;.

(2) = (1) Sea L € C, entonces X{ = 1, por lo que X] = X{ AX; =0. Asi t(L)=0y LeF.
Por otro lado si L € FF se tiene que X; = 0, por lo que X{ = X{\/X] =1y L € C. Por lo tanto
C=F.

(1) = (5) Como C = F se tiene que C es cerrada bajo intervalos iniciales, por lo tanto (C, T)

es hereditaria. Ademds IF es TLT pues (C,T) = (IF, T) es una teoria de torsion.

(5) = (1) Como (C, T) es hereditaria por el Lema se tiene que CC IF.

Por otro lado si F € [F y suponemos que para alguna reticula T € T existe un morfismo lineal
g:F — T, entonces g induce un isomorfismo de reticulas g: 1/k — g(1)/0, pero como F es
TLT es cerrada bajo intervalos finales, y como T es cerrada bajo intervalos iniciales, se tiene
que 1/k e TN =0, porlocual k=1yg=0,dedonde FeCyIF CC.

(1)y(2) = (4) Como C = se tiene que C es cerrada bajo intervalos iniciales y por lo tanto

(C,T) es hereditaria. De (2) se sigue que (C, T) se escinde.

(4) = (1) Como (C, T) es hereditaria, por el Lema se tiene que CC IF.

Por otro lado si F € IF, dado que (C,T) se escinde, existe y € F tal que Xf: Vy =1py
X Ay = 0p. Supongamos que existe un morfismo lineal g: F — T para algun T € T.

Si Xp = 0 entonces F € T(F =0 por lo que el morfismo lineal g es cero.

Si X # 0 pero v = 0 entonces X; = X; \/ v = 1, por lo que F € Cy el morfismo g seria cero.
Por ultimo suponemos que tanto X; como y son diferentes de cero, usando el hecho de que
X; Vv = 1p, que ¢ es idempotente y [15, Proposicién 1.3.] se tiene que Xp = Xj, \/X;/O de
donde X;/o <Xp Ay =0yasiy/0e T, pues IF es cerrada bajo intervalos iniciales por lo
que y = 0 lo cual es una contradiccién.

Como los tnicos dos casos posibles son X; =0y X; # 0 pero y = 0, y en ambos el morfismo

lineal g es cero, se concluye que F € Cy por lo tanto [F C C.
(2) = (3) Es inmediato.

(3)=(1)SeanCeC, TeTy f: T — Cunmorfismo lineal. Como (T, IF) se escinde, existe
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yeCtalque X.Vy=1cy X;: Ay =0c.

Si X{. = 0 entonces C € F y f es el morfismo cero.

Siy =0 entonces X; =X;-\Vy=1porloque CeCNT=0y f es el morfismo cero.

Por ultimo si suponemos que tanto X como y son diferentes de cero, usando el hecho de

que X- Vv =1¢, que X./0 € Ty [15, Proposicién 1.3.] se tiene que
le=Xc= X)C(tc/o \/X;/O =0 \/X;/o

por lo que que X;/o =1cyasiy=1cyX;=0Ilocual es una contradiccién.

Como los tnicos dos casos posibles son X{. = 0y X5 = 0 pero y = 0, y en ambos el morfismo
lineal f es cero, se concluye que C € F y por lo tanto CC [F.

El hecho de que (C, T) se escinda implique que I[F C C se prueba de manera idéntica a como
se hace en (4) = (1). ]

Definicion 2.52. Para una reticula L y un elemento a € L, un seudocomplemento de a es un
elemento b € L tal que a A\ b = 0 y si cualquier otro elemento c € L cumple que aAc =0y
b <c, entonces c =b.

Diremos que b es un seudocomplemento fuerte de a si a A\ b = 0 y siempre que a A c =0 se

tiene que c < b.

Definiciéon 2.53. Una reticula L es (fuertemente) seudocomplementada si todo elemento

a € L, tiene un seudocomplemento (fuerte) en L.

Denotaremos como L, Ly, ¥ L, a las subcategorias de L, formadas por las reticulas
modulares completas que ademds son respectivamente, continuas superiormente, continuas
inferiormente 6 continuas.

Si r es un prerradical definido en £, y denotamos como C, a la clase de todos los prerra-

dicales t € L, tales que t \ r = 0 entonces, si consideramos una cadena C C C, y una reticula
L € L, tenemos que ((\/ t) Ar)(L) = (X] A(V X]))/0=(\V (X, AX][))/0=0.
teC teC

teC
Si suponemos el axioma de elecciéon global, entonces la reticula de prerradicales en la cate-

goria L, es seudocomplementada.

Definicion 2.54. Diremos que una clase C C £, es abierta si es cerrada bajo isomorfismos,

intervalos iniciales e intervalos finales.
Teorema 2.55. La gran reticula de clases abiertas en Ly es fuertemente seudocomplementada.

Demostracion. Sea C C L, una clase abierta, veamos que
C+</ ={L € L 54| L no contiene ningun subintervalo no nulo en C}

es una clase abierta y es un seudocomplemento fuerte de C.

C+</ es cerrada bajo intervalos iniciales y finales pues si L € C+</ y a € L, cualquier subin-
tervalo no nulo de a/0 y 1/a es también un subintervalo de L, por lo que no puede estar en
C. Ademds si Le C(\Ct</, como 1;/0; es un intervalo de L se tiene que L = 0. Supongamos
ahora que D C L es una clase abierta que cumple C(\D =0, sea L € D, como D es cerrado
bajo intervalos iniciales y finales, cualquier subintervalo de L estd en D, por lo que L no

puede contener intervalos no nulos en C, y por lo tanto L € Ct</. ]
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Lema 2.56. Si C es una clase abierta en Ly, y una reticula L € Ly, tiene un subconjunto

dirigido superiormente {x;};c; tal que los intervalos x;/0 € C+</ para toda i € I, entonces \/ x;/0
i€l

es un elemento de CL</,

Demostracion. Si suponemos lo contrario existiria 0 # b/a € C contenido en \/x;/0. Se tiene
iel
que b=(Vx;) Ab=V(x; \b), ademés como C+</ es cerrado bajo intervalos iniciales se tie-
i€l i€l

ne que (x; /\ b)/0 € Ct</ paratodaie€l.

Notemos que si a > x; A\ b para toda i € I se tendria a = b lo cual no es posible pues estamos
suponiendo b/a # 0, por lo que debe existir iy € I tal que x;; /\ b £ a, ademas tampoco puede
ocurrir que a < x;, /\ b pues (x;, /\ b)/a € C serfa un subintervalo no nulo de (x;, /\ b)/0 € C+</.

Por lo tanto x;, /\ by a no son comparables, y considerando la modularidad de L se tiene que:

0 # (xi, A b)/(xiy Ab) \Na=((xi; \b)\ a)/a=((x;, \Va) \b)/ae C

Lo cual seria una contradiccion pues 0 = (x;, A b)/((x;, A b) A a) = (x;, \b)/(x;, /\ a) seria un
subintervalo no nulo en C de (x;, A b)/0 € C*</. Por lo tanto \/x;/0 € C+</. O
iel
Observacioén 2.57. Con una prueba muy similar, el resultado dual al Lema dirfa que
si C es una clase abierta en Ly, y una reticula L € £, tiene un subconjunto dirigido
inferiormente {x;};c; tal que los intervalos 1/x; € C1</ para toda i € I entonces 1/ x; € C+</
i€l
Teorema 2.58. Los seudocomplementos fuertes de clases abiertas en L, son clases de torsion

hereditarias.

Demostracion. Si C1</ es el seudocomplemento de una clase abierta, éste es cerrado bajo in-
tervalos iniciales, finales, e isomorfismos, veamos entonces que es cerrado bajo extensiones

y supremos de intervalos iniciales.

(Extensiones) Sea 0 — a/0 5L ﬂ 1/a — 0 una sucesion exacta con a/0,1/a € C*+</. Si su-
ponemos que L no es un elemento de C1</, existe un subintervalo no nulo d/c C L elemento
de C.

Dado que L es modular, (a\/c)/c = a/(a A c). Entonces ((a\/c) Ad)/c = ((a/\d)\ c)/c es un
elemento de C pues es un subintervalo de d/c, pero también es un subintervalo de (a\/ ¢)/c.
Asi, si fuera diferente de cero a/(a /\ c) € C+</ contendria un intervalo diferente de cero en
C, lo cual no es posible. Por lo tanto (a\/c) Ad =c.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

i] 7\/(1

s L
e
dje —2 5 1/c

_Va|

1/(a\/ c)

0 —— a/0
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Como (a\/c)A\d =c <d entonces a\/c # 1 lo que implica 0 = 1/(a\/ c) € C+</ pues es un
intervalo final de 1/a. Veamos que (_\/ a) o i, es un monomorfismo lineal. Si x € d/c cumple
que x\/a=c\ aentonces c=(a\/c)\d=(a\/ x)\d.Porotro lado, x <a\/xy x <d, por lo
que x < (a\/x) Ad =c. Como x € d/c se tiene que x = c.

Por altimo como, 1/(a\/ ¢) € C+</ y contiene a d/c como intervalo inicial, entonces d/c es un
elemento de C() C1</, lo cual es una contradicciéon que viene de suponer que L no es un

elemento de CL</.

(Supremos de intervalos iniciales) Sea L € L, y sea {x;};c; C L tal que los intervalos x;/0 €
C+</ para toda i € I. Veamos que \/x;/0 € Ct</,
iel
Podemos suponer que I estd bien ordenado. Nombremos y; = \/ x;. Probaremos por induc-
i<j
cién que y;/0 € C+</ para toda j € I, para ello supongamos que y;/0 € C*</ para toda i <ky
que /0 no estd en C+</, entonces existe un intervalo 0 = b/a € C contenido en y;/0.

Notemos que v = V x; = (V x;) Vxxr = (Vi) V Xk, y como {p;};<x es un subconjunto dirigido
i<k i<k i<k

superiormente de L cuyos intervalos respectivos {y;/0};.x € C+</, por el Lema tenemos

que \/y; € Ct</.

i<k

Nombremos z; = \/ y;, entonces b no puede ser menor que z; pues de ser asi z;/0 € Ct</
i<k

contendria un intervalo no nulo en C.

Debido a la modularidad de L tenemos lo siguiente:

C</ 52/0 2 (2 Ab/((z¢ Ab) Aa) = (ze AD)Va)/a = ((z V@) \bY/a € C.

Asi, al ser Ct</ una clase abierta se tiene que (zx A b)/((zx Ab) A\ a) = (zx Ab)/(zx Na) € Ct</N
C =0, porloquezi Ab=2z Aa.
Por otro lado podemos suponer sin pérdida de generalidad que zx < b pues de no ser asi

consideremos lo siguiente:

b/a="b/((zx Na)V a) =b/((z \b) V a) = b/((z \ a) \b) = (2 a) V b)/ (2 \ @) =
(2 VV D)/ (2 V ).

Si nombramos b’ = (z; \/ b); a’ = (z; \/ a) hemos encontrado un intervalo b/a = b’/a’ € y;/0
que cumple que b’ >z, y b’ > b.
De manera analoga podemos encontrar un intervalo b’/a’ = b”/a” = (b"\/ xx)/(a"\/ xx) € yx/0
que cumple que b” > x;, y b” > b’. Como yi = z; \/ x; < b” < y se tiene que b” = yy.
Notemos que no pueden ocurrir a”’ < z; ni a” < x; pues de ser asi los intervalos z;/0 6
x/0 contendrian un intervalo no nulo en C. Ademads a” < b” = (z; \/ x;) por lo que 4” no
puede ser mayor o igual que z; \/ x;. Sin pérdida de generalidad supongamos que a” no es
comparable con xj, entonces x; A a”’ < x por lo que 0 = x;/xx A a”’ = x;\/ a”’/a” € C lo cual es
una contradiccion pues x;/0 € C+</. Como la contradiccién viene de suponer la existencia
de b/a, se concluye que y;/0 € Ct</.
Por ultimo como y;/0 € C1</ paratodai €I,y {y;};c; es dirigido superiormente, nuevamente
por el Lema [2.56|se tiene que \/y;/0 = \/x;/0 € Ct</. O

iel iel
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Observacion 2.59. Por dualidad del Teorema se tiene que los seudocomplementos fuer-
tes de clases abiertas en L'MI son clases libres de torsidon cohereditarias, méas aun, los seudo-

complementos fuertes de clases abiertas en L, son clases TLT.

Corolario 2.60. La gran reticula de prerradicales exactos izquierdos en Ly, es fuertemente seu-
docomplementada.

Demostracion. Sabemos que la gran reticula de prerradicales exactos izquierdos en L, es
isomorfa a la gran reticula de clases de pretorsién hereditarias en £ ,,. Una clase de pretor-
si6n hereditaria es una clase abierta, y gracias al Teorema[2.58|el seudocomplemento fuerte
como clase abierta de una clase de pretorsiéon hereditaria resulta ser una clase de torsiéon

hereditaria, a la cual le corresponde un radical exacto izquierdo. ]

Teorema 2.61. La gran reticula L .. formada por las clases de reticulas contenidas en Ly, ce-
rradas bajo isomorfismos, intervalos iniciales y extensiones, es fuertemente seudocomplementada.

Demostracion. Sea C una clase en L .., probaremos que
Ct=ext = {L € L \4|L no tiene ningun intervalo inicial no nulo en C}

es un seudocomplemento fuerte para C en L ..

Notemos que si L € C N Ct=ext, al ser L = 1;/0; un intervalo inicial de L en C, éste tiene que
ser nulo, pues L € Ct=ext, y por lo tanto C N Ct=ext = {0}.

Veamos que Ct=ext es cerrada bajo isomorfismos, intervalos iniciales y extensiones.

Si L e Ct=ext y I’ = [ entonces ningun intervalo inicial no nulo de L’ puede estar en C pues
al ser C cerrada bajo isomorfismos L tendria un intervalo inicial no nulo en C, por lo que
C-l<ext es cerrada bajo isomorfismos.

Si L € C*=ext y a/0 es un intervalo inicial de L, entonces a/0 no puede tener ningun intervalo
inicial no nulo en C, pues todo intervalo inicial de 4/0 es también un intervalo inicial de L.

Por lo tanto Ct=ext es cerrada bajo intervalos iniciales.

Si tenemos una sucesién exacta 0 — a/0 — L ia 1/a — 0 con a/0 y 1/a elementos de
C-t=ext, y suponemos que L no es un elemento de C1=ex, entonces existe 0 = b/0 C L tal que
b/0 € C. Como C y Ct=ext son hereditarias (a /\ b)/0 € C N Ctsext =0, por lo que a A\ b = 0.

Consideremos la composicién de morfismos lineales b/0 L =V 1/a; si x € b/0 cumple
que x < a entonces x = 0 pues a A\ b =0, asi el nticleo de (_\/a)oi es ceroy esta composicién
es un monomorfismo; como 1/a € Ct=ext, entonces b/0 € C N Ct=ext = {0} lo cual es una
contradiccién que viene de suponer que L no es un elemento de C1=ext. Por lo tanto Ctsext
es cerrada bajo extensiones.

Por ultimo, si D es una clase contenida en L. ,,; tal que CN D = {0} y suponemos que D no
estd contenida en C1=ext, entonces existiria una reticula L € D que tiene un intervalo inicial
no nulo a/0 en C, lo cual seria una contradiccién pues al ser D hereditaria 0 #a/0€ CND =
{0}. Por lo tanto D C Ctsext, O

Definicion 2.62. Si £ es una gran reticula fuertemente seudocomplementada, definimos el
esqueleto de £ como la clase formada por los seudocomplementos fuertes en £, y lo denota-

mos como Esq(L).
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Teorema 2.63. Si P y Q son conjuntos de propiedades de cerradura aplicables a clases de reticulas
contenidas en Ly, tales que las grandes reticulas Lp y L formadas por las clases de reticulas en
L\ que tienen las propiedades de cerradura en los conjuntos P y Q respectivamente, son fuerte-

mente seudocomplementadas y cumplen que Esq(Lp) € Lo € Lp, entonces Esq(Lg) = Esq(Lp).

Demostracion. Esta demostracidn coincide con la realizada en [4, Teorema 1.4] para grandes

reticulas de clases de R-mddulos definidas mediante propiedades de cerradura. [

Corolario 2.64. En la categoria L g se tiene que Esq(L< ..¢) = Esq(L<) y éstos coinciden con las
clases cerradas bajo isomorfismos, intervalos iniciales, extensiones esenciales y supremos indepen-

dientes.

Demostracion. Por [12, Teorema 4.14], Esq(L<) coincide con las clases cerradas bajo isomor-
fismos, intervalos iniciales, extensiones esenciales y supremos independientes.

Por otro lado, por [12, Lema 4.2] Esq(L<) C L< .+ € L< vy por el Teorema se tiene el
resultado. ]

2.2 Sobre L -pr

En [7] se investiga el reflejo de las propiedades de un anillo R en su correspondiente gran
reticula R-pr de prerradicales en R-Mod, sin embargo en £, no contamos con una reticula
que juegue un papel analogo al que juega el anillo en R-Mod, por lo que en esta seccién se
intentara investigar si el hecho de poner condiciones sobre el anillo puede suplirse por to-
mar subcategorias de £, con ciertas propiedades con el fin de verificar algunos resultados
analogos a los expresados en [7]], pero en la categoria £ ;.

Siguiendo este procedimiento, queremos tomar subcategorias de £, en las que tenga sen-
tido definir prerradicales y sea posible estudiar sus correspondientes grandes reticulas de
prerradicales, y en las que las condiciones que se les piden tengan cierta analogia con estar
pidiendo condiciones sobre el anillo en R-Mod.

A lo largo de esta seccién consideraremos subcategorias C C £, que sean plenas, es decir,
que aunque contengan sé6lo algunas de las reticulas de £, para cualquier par de reticulas
L,L" € C, todos los morfismos lineales de L a L’ estén contenidos en C. Ademas para que
tenga sentido definir prerradicales idempotentes y radicales, pediremos que estas subcate-
gorias sean clases abiertas, es decir que para toda reticula L € C, cualquier subintervalo de L

estaen C.

Definiciéon 2.65. Para una subcategoria C C L, cuyos objetos forman una clase abierta,
decimos que un funtor C 5 Cesun prerradical si:

(1) r(L) es un intervalo inicial de L.

(2) Para cualquier morfismo lineal f : L — L’, con L,L” € C se tiene que f(r(L)) Cr(L")y
r(f):r(L) — r(L’) definida como la restricciéon y correstricciéon de f es un morfismo

lineal.

Dada una subcategoria C C £, con estas caracteristicas se denotard con Lq-pr a la gran

reticula de prerradicales definidos en C.
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Teorema 2.66. Para una clase abierta C C L, se tiene que r € Lo-pr si y solo si r es una asigna-
cion de L g en L g que cumple:

(i) r(L) es un intervalo inicial de L para toda L € L y,.
(ii) Para todo morfismo lineal f : L —> L’ se tiene que f(r(L)) C r(L’).
Demostracion. Es andloga a la prueba de [11, Lema 3.2]. O

Definicién 2.67. Dada una familia {r;};c; de prerradicales en L-pr, definimos el supremo e
infimo de dicha familia como

(Vr)(L) = (VX[)/0r (Ar)(L) = (AX[)/0r.

iel iel iel iel
Como se vi6 en el Ejemplo la gran reticula de prerradicales idempotentes en £, no es
una subreticula de la gran reticula de prerradicales, por lo que surge la pregunta de qué
condiciones seria necesario pedirle a una clase hereditaria C C £, para que esto ocurra. El
Teorema [2.72|nos revela una de estas condiciones.

Observacién 2.68. Si C C L es una clase abierta y r es un prerradical en £, entonces la
restriccion | pertenece a Lo-pr.

Definicién 2.69. Diremos que dos reticulas N y M comparten una subrreticula L si N y M
tienen sub-reticulas isomorfas a L. Diremos que comparten un intervalo inicial si hay una

reticula que es isomorfa a un intervalo inicial de cada una de las dos reticulas.

Definicién 2.70. Dada una familia finita de reticulas {L;,L,,...,L,,} definimos la concatena-

cion (Ly, Ly, ..., L,). como la reticula cuyos elementos son ( { U }Li)/ ~, donde ~ es la relacién
i€{l,...,n

de equivalencia en {U }Li enla cual 1;, ~ Oy, paratodaie€{l,..,n—1},y el resto de los
ie{l,..,n ! "

elementos de la unién sélo estdn relacionados consigo mismos y cuyo orden para dos ele-
mentos x,y € (Ly,Ly,...,L,). estd dado por x < p siy sélo si existen 1 <i <j < n tales que
x€Lj;y€eLjox,y€L;yconelordende L; se tiene que x <y.

Observacién 2.71. Notemos que la concatenacién de reticulas modulares y completas sigue
siendo modular y completa.

Teorema 2.72. Si C C L, es una clase abierta y cerrada bajo concatenaciones en la cual la gran
reticula de prerradicales idempotentes es cerrada bajo infimos, entonces cualquier par de reticulas
no nulas en C, comparten algtin subintervalo no nulo isomorfo.

Demostracion. Supongamos que L y M son dos reticulas no nulas en C C £, que no compar-

ten ningun subintervalo no nulo isomorfo. Luego consideremos las siguientes dos clases:

todo intervalo final no nulo de T tiene un

Tg ={T €C| intervalo inicial no nulo isomorfo a un cociente
de L

TC:{TEC

ningun intervalo final no nulo de T es isomorfo }

a uno inicial de L
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Son cerradas bajo isomorfismos e intervalos finales, veamos que son cerradas bajo supremos
de intervalos iniciales. Sea L € Ly {x;};i¢; tal que x;/0 € T para todo i € I y supongamos
que V/ x;/y es un intervalo final no nulo de \/x;/0;, entonces existe j € I tal que x; £ y, por lo
i€l i€l
que x; A\ y < xj. Como x;/0 € Tg, x;/(x; /\ y) tiene un intervalo inicial no nulo isomorfo a un
cociente de L; por modularidad x;/(x; A y) = (x; \/ )/, por lo que E\/Ixi/y tiene un intervalo
1
inicial no nulo isomorfo a un cociente de L.
Por otro lado si suponemos que x;/0 € T para todo i € I y que \/ x;/y es un intervalo final no
iel
nulo de \/x;/0; isomorfo a un intervalo inicial de L, como existe j € I tal que x; £ y, enton-
iel
ces xj \y <x;y, por modularidad x;/(x; A\ y) = (x; \V )/, entonces x;/0 tiene un intervalo
final no nulo isomorfo a un intervalo inicial de L, lo cual es una contradiccién y por lo tanto
\/Xi/OL € Tc.
iel
Si rg y rc son sus respectivos prerradicales idempotentes asociados, veremos que el infimo
de ambos no es idempotente.
Consideremos a la concatenacién (L, M, L). = K. Tenemos que (rg /\ 7c)(K) = L, pero (rg A rc)(L) =

0. ]

Definicion 2.73. Diremos que un elemento 4 de una reticula L € £, es fuertemente inva-

: : . : f :
riante en L, y lo denotaremos como a € ; L si para todo endomorfismo lineal L — L se tiene

que f(a) <a.

Observacion 2.74. Si L i) M es un morfismo lineal, a € M, y X = {x € L|f(x) < a}, debido a
que los morfismos lineales abren supremos arbitrarios por [11, Proposicién 2.4.-(i)], enton-

ces f(Vx)=V f(x)<ay V x € X. Como los morfismos lineales respetan orden por [17,
xeX xeX xeX
Corolario 1.4.] tenemos que X es un intervalo inicial de L. Denotaremos f~!(a) = \/ x.
xeX

Definicion 2.75. Si L € L)y a €f; L definimos a las asignaciones a(f/o, a)fg/o Ly — Ly

como:
ag0(M) = (Vif(a)lf € Homg, (L, M)})/0
Wgro(M) = (AN{f ! (a)lf € Homp,, (M, L)})/0.

0‘5/0 y a)fz“/o son prerradicales por [11}, Proposiciones 5.2.y 5.8.], y para cualquier clase abierta
C C L, las restricciones a£/0|c y wf{/o|c son prerradicales en Lq-pr por la Observaciéon m

Proposicion 2.76. [[11, Proposicion 5.10.] Sean L € Ly, a €f.i. Ly reL-pr, entonces r(L) = a/0
si y solo si 0‘5/0 <r< a)ﬁ/o.

Lema 2.77. Dada una clase abierta C contenida en Ly, y r € Lo-pt, 1 es idempotente si y solo si

r=V aflc.
r(L)=LeC
Demostracion. La demostracion es analoga a la de [11], Proposicién 6.7.-(i)]. N
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Definicion 2.78. Para una clase abierta C C £,y un prerradical r € L-pr diremos que r es
primo si v # Ide y siempre que existan prerradicales s,t € Lo-pr tales que sot < r se tiene
que s <r 6t <r.Diremos que r es semiprimo si r # [ds y siempre que exista un prerradical

t € Lo-pr tal que t? < r se tiene que t < 7.

El caso mads sencillo en el que la gran reticula de prerradicales idempotentes es una su-
breticula de la gran reticula de prerradicales se da cuando C es una clase contenida en £,
para la cual todos los prerradicales definidos en C son idempotentes. Para comenzar a estu-
diar este tipo de clases resulta util el siguiente lema.

Lema 2.79. Las siguientes afirmaciones para una clase abierta C contenida en L . son equivalen-
tes:

(a) Lo-pr=Lc-idem.

(b) Para cualquier par de prerradicales r,t € Lo-pr se tiene que v \t =rot.
(c) Para toda reticula M € Cy k € ; M se tiene que a;{%k = allf;gkg.

(d) Todo prerradical Ide # v € Lo-pr es semiprimo.

Demostracion. (a) = (b) Por la definicién de prerradical se tiene que r ot < r A t, ademads
como todos los prerradicales son idempotentes se tiene que r At = (r At)> <rot.

(b) = (a) Si r es un prerradical entonces r*> = r A r = r y por lo tanto r es idempotente.

(a) = (¢) Si k €f;. L, por un lado a,](\;fo(k/()) = a]](\;fo o a]](%(M) = a,]c%(M) = k/0, ademas por el

Lema [2.77| sabemos que un prerradical r € Lo-pr es idempotente si y sélosir = \/ af,
r(L)=LeC
M L ; k/0 M
porloque apyle =V  arleyasi aggle < agjle
ap(L)=LeC

Por otro lado k/0 < allgg(M) < agO(M) =k/0, por lo que a]]%)(M) = k/0 y por la Proposiciéon
2.76 a,i\fo < ac,%), por lo que a,i%lc < allz;glc y se tiene la igualdad.

(c) = (a) Probaremos primero que para todo prerradical r € Lq-pr se tiene que r = L\e/cocf(L)|c

pues, por un lado, para toda M € C se tiene que r(M) = a%M)(M) c(V arL(L))(M).
LeC

Por otro lado para cualquier par de reticulas L, M € C, aplicando r al morfismo lineal M i> L

obtenemos r(M) L r(L), por lo que f(r(M)) Cr(L)y asi ai\(/[M)(L) Cr(L), entonces \/ CY,L(L)|C <
LeC

ry se tiene la igualdad.
Tenemos entonces que si r € Lo-pr
r(L)
r=\ arL(L)lc =V a,(L)|C
LeC LeC

y por [11, Proposicién 6.7.-(i)] a:((f)) es idempotente para toda L € C, ademds por el Teorema

supremos arbitrarios de prerradicales idempotentes son idempotentes, por lo tanto r es
idempotente.
(a) = (d) Supongamos que r,t € Lo-pr y t? < r, por hip6tesis t = t2 < r.

2

(d) = (a) Para todo prerradical r € Lo-pr se tiene que 72 < r? y al ser r?> semiprimo se

concluye que r < r> < r, por lo que r es idempotente. ]
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Lema 2.80. Infimos arbitrarios de prerradicales semiprimos son semiprimos.

Demostracion. Sea {r;};c; una familia de prerradicales semiprimos, y sea t € Lq-pr tal que
t? < A1, entonces para toda i €I se tiene que t2 < r;, por lo que t <r; y asi t < A [
i€l i€l
Observacion 2.81. Dada una reticula L € £,y {x;};; una familia de elementos fuertemente
invariantes en L se tiene que \/ x; €r.i. L.
i€l
Demostracion. Sea L — L un morfismo lineal. Por [11, Proposicién 2.4.], los morfismos li-
neales conmutan con supremos arbitrarios, por lo que f(\/x;) =V f(x;) < V x;. O
iel iel iel

Definicion 2.82. Para una reticula L € Ly, y 1p # k €f; L, diremos que k es primo en L
si para cualquier par de elementos x,y € ; L tales que aﬁ/o(y/O) C k/0 se tiene que x < k o
v <k

Lema 2.83. Para una reticula L € Ly, y k €f; L, si r € L-pr cumple que r(L) C k/0, entonces
r< le/O'

Demostracion. Consideremos un morfismo lineal M L> L, aplicando r, r(M) L> r(L) C k/0,
por lo que r(M)gf_l(k/O)yasirSwlf/O. O

Lema 2.84. Sea L € L, entonces k € L es primo si y sblo si a),f/o es primo.

Demostracion. =) Como k es primo, k = 1, por lo que w,lg/o #1d.Sean r,t prerradicales tales
quetor< wbo. Antes de continuar observemos que atL(L)(r(L)) <(tor)(L) puessi L — r(L)
es un morfismo lineal cualquiera, aplicindole t obtenemos ¢(L) — t(r(L)).

Entonces
af(L)(r(L)) < (tor)(L) < wk,(L)=k/0,

como k es primo en L se tiene que X < k 6 XL < k pero por el Lema se concluye que
t< w,f/o 6r< w,f/o y por lo tanto a)]I;/O es primo.
—)Si wlIQ/o es primo, w,f/o # Id, por lo que k # 1;. Sean x,y €¢; L tales que afg/o(y/O) C k/0.

. 0
Tenemos que afg/o(y/O) = “915/0 oaé/O(L). Antes de continuar notemos que Xzi es un elemento
x/0

. . .o f . .
fuertemente invariante de L pues si L — L es un morfismo lineal, dado que y es un elemento
fuertemente invariante de L, la restriccién de f dada por y/0 — y/0 esta bien definida, por

lo que aplicando abo a la restriccion se obtiene que f (XZ{O ) < XZ{O )
x/0 x/0
Utilizando el hecho de que ai“/o(y/O) = abo o aﬁ/O(L) y [11}, Proposicién 5.10.] obtenemos que

L L

L L
/0 © ay/O = waﬁ/o(y/o) S Wk/0*

L : L L « L L - .
Como wy,, es primo, entonces o, < wy,, 0 Ay < Wiis) aplicando estos prerradicales a L
obtenemos que x <k 6 y <k y por lo tanto k es primo. O

Lema 2.85. [nfimo de conjuntos totalmente ordenados de prerradicales primos es primo.
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Demostraciéon. Sea P un conjunto totalmente ordenado formado por prerradicales primos,

sea s = A\ p, ysean r,t prerradicales tales que r ot <s. Si r < p para todo p € P, entonces
peP

r < s; y en caso de que exista py € P tal que r no es menor o igual que p,, entonces para
cualquier otro elemento p; € P con p; < pj se tiene que r no puede ser menor o igual a py,
sin embargo r ot si es menor o igual que todos los prerradicales p; € P con p; < py, y como
estos son primos entonces para todo prerradical p; € P con p; < pg se tiene que ¢t < py, de

donde t < p para todo p € Py por lo tanto t <s. Por lo tanto s es primo. ]

Lema 2.86. Para todo prerradical r € Le-pr se tiene que r = )\ a)f(L)lc.
LeC

Demostraciéon. Para toda M € C se tiene que ( /\ a)f(L))(M) < w%M)(M) =r(M).
LeC

Por otro lado, para todo par de reticulas L,M € C y todo morfismo lineal L i> M, se tiene

que f(r(L)) € r(M), por lo que r(L) C a)%M)(L) yasir(L) C (M/\Cwﬁ\fM))(L), con lo cual se tiene
S

la igualdad buscada. 0

Teorema 2.87. Las siguientes afirmaciones para una clase abierta C contenida en L, son equi-
valentes:

(a) Lo-pr=Lc-idem y ademas Lo-pr esta totalmente ordenado.
(b) Todo prerradical 1ds # r € Le-pr es primo.

(c) Lc-pr esta totalmente ordenado y para toda reticula L€ Cy k €5 ;. L se tiene que k es primo
en L.

(d) Para todo prerradical r € Lo-pr, la clase {w’;(L)IC | LeC,r(L) <L} esta totalmente ordenada y
para toda reticula Le Cy k €f; L se tiene que k es primo en L.

Demostracion. (a) = (b) Sean r,s,t € Lo-pr con r = [de y tales que sot <r, como Le-pr estd
totalmente ordenado podemos suponer que s < t, luego s = s> < sot < r, por lo que r es
primo.

(b) = (a) Si todo prerradical diferente de la identidad es primo, entonces es semiprimo, y
por el Lema[2.79se tiene que L¢-pr=L¢-idem. Ademds sir,t € Lo-pry r =1dc, entonces t <r
ysir#Ide,comorot<rotylde+#rotesprimo,entoncesr<rot<t6t<rot<r,porlo
tanto Lq-pr estd totalmente ordenado.

(b) = (c) Como (a) es equivalente a (b) sabemos que Lq-pr estd totalmente ordenado, luego
siLeCykeys; Lentonces a)]I;/O es primo y por el Lema se tiene que k es primo en L.

(c) = (d) Se debe a que todo subconjunto de un conjunto totalmente ordenado esta total-
mente ordenado.

(d) = (b) Sea 1 = r € L-pr. En el Lema [2.86]se prob6 que para todo prerradical t € L¢-pr se
tiene que t = L/G\thL(L)lc, y como r # 1 se tiene que

r=A wf(L)|C = A w (L)|c-
LeC {LeC|r(L)<L}
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Sin embargo si r(L) < L, entonces X < 1; es un elemento fuertemente invariante en L y es

primo en L por hipétesis, por lo que cuf(L)|c es primo por el Lema [2.84{, por lo tanto por el

Lema 7 es primo. O

Definicion 2.88. Para una clase abierta C contenida en £y, denotaremos a las grandes reticu-

las de prerradicales idempotentes, radicales, prerradicales exactos izquierdos y radicales
que preservan epimorfismos respectivamente como L.-idem, L¢-rad, L¢-pei, Lo-trad.

Definicion 2.89. Para cualquier par de prerradicales r,t € Lq-pr se define el prerradical

(r:t) € Le-pr, como aquel que cumple que, en toda reticula L € C, X(Lr:t) = XiL/Xi

Definicion 2.90. Diremos que un prerradical 0 # r € L-pr es coprimo si siempre que existan
prerradicales s,t € Lo-pr tales que r < (s : t), se tiene que r < s o r < t. Diremos que es
semicoprimo si siempre que exista un prerradical t € Lo-pr tal que r < (t: t), entonces r < t.

Lema 2.91. Dada una clase abierta C contenida en Ly, y v € Le-pr, t es un radical si y solo si

r= A bl
r(L)=LeC
Demostracion. La demostracion es analoga a la de [11], Proposicién 6.7.-(ii)]. ]

Teorema 2.92. Las siguientes afirmaciones para una clase C contenida en L . son equivalentes.
((1) [lc—przﬁc-Rad.

(b) Para cualquier par de prerradicales r,t € Lo-pr, (r:t)=1\/1.

(c) Para toda reticula M € Cy k € ; M se tiene que w%(ﬂc = a)(l)M/klc.

(d) Todo prerradical 0 = r € Lo-pr es semicoprimo.

r

Demostracion. (a) = (b) Para ver que r\/t < (r: t) apliquemos t a L 5t 1;/X] para obte-
ner

X}/0p *l)fL X{L/XE/XT = xrt/xr.
La desigualdad buscada se obtiene del hecho de que f es un prerradical.
Por otro lado como r\/t es un radical entonces (r : t) < (r\/t:r\/t) =r\/t con lo que se
tiene la igualdad.
(b) = (a) Para toda t € L-pr se tiene que (r: r) =r\/r =r y por lo tanto r es un radical.
(a) = (c) Primero notemos que a)ﬁ%(M) = (AfUKR)f € Homg, (M, M)})/0, como k es un
elemento fuertemente invariante en M, entonces k < f~!(k) para todo f € Homg, (M, M),

d
por lo que k/0 C w%O(M), y por otro lado si consideramos M 14, M, se tiene que (Id)~' (k) = k
y por lo tanto k/0 = w%o (M). Tenemos entonces lo siguiente:

a)M
wilo(Li/k) = @iy (La/ X)) = k/k
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pues a)%o es un radical, luego por el Lema |2.91| se tiene que wﬁ%lc = A a)(L)|C y por lo

wyo(L)=L

M 1M/k
tanto wyle < wy™le-

k
Por otro lado si consideramos el morfismo lineal M i) 1/k tenemos que (_\/ k)71 (k) =k,
y por lo tanto

M Ip/k
_ v%k0 @
k=X,," <Xy, <k,

1u/k

10m/k 17k
entonces w, m/ M/

(M) = k/0 y por la Proposicion |2.76| w,""" < w%o, de donde w,"""|¢ < a)%ok

con lo que se tiene la igualdad.
(c) = (a) Por el Lema tenemos lo siguiente:

L /X!
r= A a)ﬂLﬂC = /\‘Uo e,
LeC LeC

sin embargo por 11} Proposicién 6.7.-(ii)] se tiene que wéL/X£|C es un radical paratoda L €C,
y por la Observaciéon infimos arbitrarios de radicales son radicales, por lo que r es un
radical.

(a) = (d) Sean r,t € Le-pr y supongamos que v < (f : t), como t es un radical se tiene que
r < (t:t)=ty por lo tanto r es semicoprimo.

(d) = (a) Sear e Le-pr, (r:r)<(r:r),si(r:r)=0 entonces r es un radical, y si (r: r) = 0,
por hipétesis (r : r) es semiprimo, y r < (r: r) < r. Por lo tanto r es un radical. ]

Teorema 2.93. Si C es una clase contenida en L, formada por reticulas complementadas, enton-
ces Lo-pr=Lc-pei=L-trad.

Demostracién. Sea r € Le-pr, L € C 'y b un complemento en L de X; entonces por la mo-
dularidad de L existe un isomorfismo de reticulas 1/b = X;/0. Consideremos el morfismo
lineal
b
L= 17

aplicdndole r obtenemos

_Vb

X[/0=— r(1/b).

pero como X; \/ b =1 se tiene que r(1/b) = 1/b y como 1/b = X;/0, entonces r(X;/0) = X; /0y
por lo tanto r es idempotente.

Por otro lado también gracias a la modularidad de L se tiene que b/0 = 1/X;. Consideremos
el morfismo lineal dado por la inclusién

b/0— L
aplicandole r obtenemos

r(b/0) — X!/0
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por lo que X; , <b A X; =0,y r(b/0) = 0. Como b/0 = 1/X] se tiene que r(1/X]) = 0y por lo
tanto r es un radical.

Por ultimo, notemos que todo intervalo final 1/a de una reticula complementada L € C es
isomorfo al intervalo inicial b/0 donde b es un complemento de a en L y viceversa. Asi si
M € C estd en la clase de pretorsion T, y a € M, entonces el intervalo inicial a/0 es isomorfo
a un intervalo final de M, y al ser T, cerrada bajo intervalos finales e isomorfismos se tiene
que a/0 € T, y T, es hereditaria. Por el Teorema r es exacto izquierdo.

Por otro lado, si M € C estd en la clase libre de pretorsiéon [F,, y a € M entonces el intervalo
final 1/a es isomorfo a un intervalo inicial de M, y al ser IF, cerrada bajo intervalos iniciales
e isomorfismos se tiene que 1/a € IF, y [F, es cohereditaria. Por el Teorema r preserva

epimorfismos. ]
El reciproco del Teorema no es cierto como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.94. Nombremos C = {[a,x] CIR | 0 < a < x < 1} donde los intervalos [4, x] tienen
el orden inducido por los reales. Notemos que los tnicos prerradicales en C son el cero y

la identidad, pues si existiera alguin prerradical r € L. -pr diferente de cero y la identidad,

r
[a,x]

consideramos el isomorfismo de reticulas dado por f : [a,x] — [0, x], cuya regla de corres-

existirfan reales 0 <a < x <1 tales que a < X/ _, < x, sin embargo si nombramos y = X[ra Y

pondencia es
2(z—a)sia<z< (((X[’a’x] —a/2)+a).
f(z)= { (%)(z— (y+a)/2)+ypsi (((X[ra’x] —a)/2)+a)<z<x. }

1

entonces f es una funcién estrictamente creciente y f(((X[ra’x] —a)/2)+a)=X{ ., porloque

[a,x]’
f(X[ra x]) > X[’u x ¥ asi, al aplicar r al morfismo lineal f, este no queda bien definido en todo
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su dominio, lo cual es una contradiccién que viene de suponer la existencia de r. Por lo tanto
los unicos prerradicales en £ son el cero y la identidad, de ahi que Ly-pr=L¢-ei=L-trad.

Sin embargo ninguna reticula no trivial en C es complementada.

2.3 Sobre reticulas semiartinianas

Definicion 2.95. Diremos que una reticula L € £, es semiartiniana si para todo elemento
ae€L,a=1 setiene que la reticula 1;/a tiene un atomo.

Nombraremos L 4, a la categoria de las reticulas modulares completas continuas superior-

mente y semiartinianas cuyos morfismos son los morfismos lineales.

Teorema 2.96. L, es una clase de torsion hereditaria.

Demostracién. Por [55, Proposiciéon 5.3], £, es cerrada bajo intervalos iniciales, finales y ex-
tensiones, y por [5, Proposicién 5.4], £ 4, es cerrada bajo supremos arbitrarios de intervalos
iniciales. u

Al ser L, una clase de torsion hereditaria le corresponde un radical exacto izquierdo que
segun el isomorfismo de reticulas dado en el Teorema se construye de la siguiente ma-
nera:

Para toda L € £, diremos que un elemento a € L es semiartiniano si la reticula a/0; es
semiartiniana. Nombremos §; al conjunto de todos los elementos semiartinianos de L, y de-

finimos el prerradical T : £, — L, como T(L)= \/ a/0. T es el radical exacto izquierdo
LIESL

buscado. Notemos que T (L) contiene a todos los 4tomos de L.

A Ly, le corresponde una clase libre de torsién en £, a la que llamaremos £, de ma-
nera que la pareja (L ,s, £q,-) €5 una teoria de torsion.

Teorema 2.97. Ly, = {L € L[ todo intervalo inicial no nulo de L es infinito }

Demostraciéon. Recordemos que Ly, = {L € Ly |T(L) = 0}. Sea L € Ly,,, si L tuviera un
intervalo inicial no nulo 4/0 finito entonces cualquier intervalo final no nulo de a/0 seria
finito y por lo tanto tendria un atomo, de donde 0 # a < T(L) = 0, lo cual es una contradiccién
y por lo tanto todo intervalo inicial no nulo de L es infinito.

Por otro lado, si L € £, cumple que todos sus intervalos iniciales no nulos son infinitos, L
no puede tener dtomos, asi cualquier intervalo inicial no nulo a/0 no tiene 4tomos, entonces

no es semiartiniano y por lo tanto T(L) = 0. O

Teorema 2.98. En L, se tiene que L, es la clase de torsion generada por la clase C; formada

por todas las reticulas de dos elementos.

Demostracion. Recordemos que la clase de torsién generada por C; es

L(R(Cy)) ={T € Lyyg|Hom, (T,F) = 0 para toda F € L(C;)}
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mientras que
R(Cs) ={F € Ly 4|[Homy, (C,F) = 0 para toda C € Cs} = {F € L |F no tiene dtomos }.

Si T € L(R(Cy)) y 1/a es un intervalo final de T, entonces si 1/a no tuviera dtomos, dado que
L(R(C;)) es una clase de torsién y es cerrada bajo intervalos finales, 1/a seria un elemento
de L(R(Cs))(R(Cs) = 0 y por lo tanto todo intervalo final no nulo de T tiene dtomos y T es
semiartiniano.

Por otro lado si L es una reticula semiartiniana, F € R(C) y suponemos que ¢ : L — F es un
morfismo lineal no nulo, 0 # 1;/k, = ¢(1)/0F es una reticula no nula que tiene un dtomo y

no tiene ningun atomo, lo cual es una contradiccién y por lo tanto L € L(R(Cy)). O

Teorema 2.99. Si L es una reticula fuertemente seudocomplementada y a € L, entonces el inter-

valo a/0 es fuertemente seudocomplementado.

Demostracion. Sea x € a/0y x* su seudocomplemento fuerte en L. Veamos que x* /A a4 es un
seudocomplemento fuerte para x en a/0 pues x A\(x* /\a) =0y si y es un elemento de a/0 tal
que x /\ v = 0 entonces y < x* y por lo tanto y < x*+ A a. O

Corolario 2.100. La clase de las reticulas fuertemente seudocomplementadas es hereditaria.

Teorema 2.101. Si C C Ly, es una clase de torsion hereditaria, entonces la gran reticula de clases
abiertas contenidas en C es fuertemente seudocomplementada y su esqueleto esti contenido en las

clases de torsion hereditarias contenidas en C.

Demostracion. Supongamos que A C C es una clase abierta, por el Teorema A tiene
un seudocomplemento fuerte A+</ en Ly, y por el Teorema A+</ es una clase de
torsién hereditaria, asi A+</ N C también lo es. Luego por el Teorema A+t</NC, es un

seudocomplemento fuerte de A contenido en C. [

Teorema 2.102. La gran reticula de clases de torsion hereditarias en Ly, es la reticula con dos
elementos.

Demostracion. Por el Teorema L, es una clase de torsion hereditaria, asf si T una
clase de torsion hereditaria contenida en L:Mcs' se tiene que T es una clase abierta, asi por
el Teorema tiene un seudocomplemento fuerte como clase abierta T+</ contenido
en Ly, que es también una clase de torsion hereditaria, luego notemos que si la clase
de reticulas C; formada por todas las reticulas de dos elementos no estd contenida en T,
entonces estd contenida en T+</ pues es una clase formada por reticulas en £y, que no
tienen subintervalos no nulos en T. De esta forma se tiene que necesariamente C; C TUT+</
y por el Teorema la teoria de torsién hereditaria generada por TUT*</ es Ly, y T+</
resulta ser un complemento de T.

Por ultimo si C; C T se tiene que por el Teorema Tl" = L ,s, Y €n caso contrario T+</ =
L:MCS y T=0. [

El reciproco del Teorema [2.102|no necesariamente es cierto, es decir que si D es una clase
contenida en L, para la cual la gran reticula de clases de torsion hereditarias contenidas
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en D es lareticula de dos elementos, no necesariamente D C L Mg COMO muestra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.103. Consideremos D = {[4,b]|0 < a < b < 1} la clase de los intervalos cerrados
contenidos en el intervalo [0, 1], todos vistos como reticulas con el orden inducido por el
orden de los reales. Se tiene que D C L, sin embargo si T es una clase de torsién he-
reditaria no nula contenida en D, T contiene un intervalo no nulo [a,b] y como existe un
isomorfismo lineal de [a,b] al [0,1] y T es una clase abstracta, [0,1] € T. Por lo tanto D =T,
de donde la gran reticula de clases de torsidon hereditarias contenidas en D es la reticula de

dos elementos. Sin embargo cualquier reticula no nula en D no es semiartiniana.

Definicién 2.104. Diremos que una reticula L € £ es paraproyectiva en una clase C C L,
si siempre que haya un epimorfismo lineal f : M — L con M € C, existe un monomorfismo
lineal g: L — M.

De manera dual diremos que L es parainyectiva en una clase C C £, si siempre que exista

un monomorfismo lineal g: L — M con M € C, existe un epimorfismo lineal f : M — L.

Si una reticula L € £, es proyectiva (inyectiva) en una clase C entonces es paraproyectiva
(parainyectiva) sin embargo la implicacién reciproca no es cierta, como muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.105. Si C es la clase contenida en £, formada por todas las reticulas atémicas
y coatdémicas, se tiene que la reticula simple S = {0,1} es paraproyectiva y parainyectiva

en C. Sin embargo no es ni inyectiva ni proyectiva en C pues si consideramos a la reticula

Id
M =1{0,1,2,3}, entonces S —> § no puede levantarse ni extenderse a M para hacer conmutar

los siguientes diagramas:

~
95}
~
<

0

—~
U
1%}

S
Jas
S

Definicién 2.106. Diremos que una reticula L € £, es reducida si para todo a # 0 elemento

2o(_V2)

9]

M > 0.

de L, el intervalo a/0 tiene un codtomo.

En [3, Lema 4.4.] se prueba que si R es un anillo para el cual todos los médulos simples son
paraproyectivos y parainyectivos, entonces el anillo es semiartiniano y reducido, sin embar-
go en el caso reticular podemos encontrar clases contenidas en £, donde la reticula simple
es paraproyectiva y parainyectiva pero contienen reticulas que no son semiartinianas ni re-

ducidas, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.107. Si C es la clase contenida en L), formada por todas las reticulas que son
isomorfas a su reticula opuesta, la reticula simple es paraproyectiva y parainyectiva en C,
sin embargo el intervalo [0,1] € R con el orden inducido por los reales estd en C, pero no es

semiartiniana ni reducida.
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Proposicion 2.108. Si C es una clase contenida en Ly donde la reticula simple es paraproyectiva
v parainyectiva, y Cg es la clase formada por las reticulas de dos elementos, entonces la clase de
torsion L(Cs) cogenerada por Cs en C es una clase TLT que que coincide con R(C;), la clase libre de
torsion generada por Cg en C. Ademas dicha clase TLT tiene como clase de torsion asociada a las

reticulas semiartinianas contenidas en C, y como clase libre de torsion a las reticulas reducidas en
C.
Demostracion. Si S es la reticula simple, la clase de torsiéon cogenerada por C; es
L(Cs) ={T €C|[Hom,, (T,S) = 0} ={F e C|[Hom, (S, F) = 0} = R(C;)
y como R(C;) es la clase libre de torsiéon generada por Cs, esta es una clase TLT. Por otro lado

R(Cs) = {F € C|F no tiene atomos }, entonces su clase de torsidon correspondiente es

L(R(Cy)) ={T € C|Hom,, (T,F) = 0 para toda F € L(C,)} =
={T € (| todo intervalo final de T tiene un dtomo }

que es precisamente la clase de las reticulas semiartinianas contenidas en C. De manera dual
la clase libre de torsidn correspondiente a L(C) es la clase libre de torsiéon cogenerada por C;

dada por R(L(C;)) y conformada por todas las reticulas reducidas en C. [

3 Sobre reticulas L-inyectivas y L-proyectivas

3.1 Clases de inyectividad

Definicién 3.1. Sea L € £, diremos que una reticula M € £, es L-inyectiva si para todo
intervalo inicial a/0 de L y todo morfismo lineal f : /0 — M existe un morfismo lineal

f:L— M que hace el siguiente diagrama conmutativo:

Teorema 3.2. Una reticula M es L-inyectiva si y sblo si para toda sucesion exacta

i _Va
0—au/0—L—1/a—0

se tiene que

0 —>H0m£M(1/a,M)*o(;\>/a) Homg (L, M) = Homg, (a/0,M)— 0 (%)

es exacta.

Demostracion. Por el Teorema el funtor HomgM(_,M) es exacto izquierdo, asi la su-
cesion () es exacta si y s6lo si _ oi es suprayectiva, lo cual ocurre si y sélo si para toda
f € Homg, (a/0, M) existe fe Hom,, (L, M) tal que foi=f,yestotltimo ocurre si y sélo si
M es L-inyectiva. [
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Definicién 3.3. Si C es una clase no vacia en £, diremos que una reticula M € L, es C-
inyectiva si es L-inyectiva para toda reticula L € C.
Denotaremos como ¥ (C) = {M € L (M es C-inyectiva }.

Definicién 3.4. La clase de inyectividad de una reticula M € L, se define como ¥ }(M) =
{L € LM es L-inyectiva }

Definicién 3.5. Dada una clase C C £, se define ¥ ~1(C) = QUc\f_l(Q).
€

Teorema 3.6. Dada una clase C C Ly, se tiene que ¥ ' (C) es una clase abierta.

Demostraciéon. Sélo hace falta ver que para toda reticula Q € C se tiene que ¥ 1(Q) es una
clase abierta. Es claro que ¥ ~!(Q) es una clase abstracta, veamos que es cerrada bajo inter-
valos iniciales e intervalos finales.

Si L € #71(Q) y tenemos dos elementos a,b € L tales que 0; < a < b < 1 y suponemos que

f :a/0 — Q es un morfismo lineal, podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo:

0 s a/0 — b0 — 5 L
lf _
f
Q

Dado que Q es L-inyevtiva existe f que extiende a f de manera que f = f 0i’ o1, por lo tanto
foi’ es una funcién que extiende a f de manera que f = (foi’)oi y por lo tanto b/0 € ¥ ~1(Q).
Por otro lado, considerando a los mismos elementos a y b, si suponemos que f : b/a— Q es

un morfismo lineal, podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo:

0 s b/0 ——3 L

[

s b/a —/= 1/a
f
lf/
fl

0.

Como Q es L-inyectiva el morfismo f o _\/a se puede extender a todo L, con el morfismo

o
N

f,y como el diagrama conmuta, se tiene que f(a) = 0, como por [I7, Proposicién 1.3.-(2)]
el nucleo kf de f es el elemento mayor de L cuya imagen bajo f es 0¢ se tiene que a < kf'

por lo que al restringir el dominio del morfismo f a 1/a obtenemos un morfismo lineal bien
definido.
Por altimo el hecho de que f| extiende a f viene de que f extiendea fo_\/a. [

El siguiente ejemplo muestra que la clase de inyectividad ¥ ! (Q) de una reticula Q € £ 4 no
siempre es cerrada bajo supremos de intervalos iniciales, es decir que si M € £ contiene un
subconjunto A C M tal que a/0 € ¥ ~1(Q) para toda a € A no siempre ocurre que (\/ a)/0 €

acA
Q).
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Ejemplo 3.7. Consideremos a la reticula M como sigue:

/\

\ e
|

0

y a la reticula Q = {0,1,2} con el orden inducido por los naturales. Como Q estd en su
propia clase de inyectividad y las reticulas a/0 y b/0 son isomorfas a Q, estdn en su clase
de inyectividad, sin embargo M = (a\/b)/0 no esta en la clase de inyectividad de Q, ya
que el isomorfismo de 4/0 a Q no se puede extender a todo M pues de ser asi existiria
un epimorfismo lineal de M a Q cuyo nucleo es cero y se tendria M = Q lo cual es una

contradiccidn.

La clase de inyectividad ¥ 1(Q) de una reticula Q € £, tampoco es cerrada bajo sumas

directas ni supremos independientes de intervalos iniciales como se muestra a continuacion.

Ejemplo 3.8. Sabemos que la reticula simple S = {0,1} esta en su propia clase de inyecti-

vidad, sin embargo @S, no estd en la clase de inyectividad de S, pues el isomorfismo de
N
f:(1,0,0,..)/0 — S no se puede extender a @S ya que ésta no tiene codtomos y el tnico
N

morfismo lineal &S — S es el cero.
N

El siguiente ejemplo muestra que la clase de inyectividad ¥ ~1(Q) de una reticula Q € £,

no siempre es cerrada bajo extensiones.

Ejemplo 3.9. Sabemos que la reticula simple estd en su propia clase de inyectividad, y si

consideramos la siguiente sucesién exacta:

0 — 5 {0,1) —— {0,1,2) =25 {1,2) —— 0

Se tiene que tanto {0,1} como {1,2} estdn en la clase de inyectividad de la reticula simple,

sin embargo {0, 1, 2} no esta.
Teorema 3.10. Si L,M € L, v L es complementada entonces M es L-inyectiva.

Demostraciéon. Sea a/0 un intervalo inicial de L y f : /0 — M un morfismo lineal. Sea
b un complemento de a en L y consideremos el morfismo lineal g : L — 1;/b dado por
g(x) = x\/ b. También notemos que por [14] Capitulo 3; Proposicién 2.1.] a/0 = 1/b. Consi-

deremos el siguiente diagrama:
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0 s a/0 — 5 [ s 1/b
b .
M (T (1/0.

Notemos que si x € a/0 entonces g(x) =x\/b=>bsiysélosi x<bporloquex<bAa=0de
donde x = 0. Asi el nucleo del morfismo lineal goi es 0y goi es un isomorfismo de reticulas,
por lo que el diagrama conmuta y la funcién buscada es f = fo(goi) ' og. N

Por el Teorema la clase de las reticulas complementadas en £, esta contenida en la
clase de inyectividad de cualquier otra reticula M € L, el siguiente resultado muestra que
las reticulas complementadas son la clase mas grande que cumple esta propiedad.

Teorema 3.11. Si L € L estd en la clase de inyectividad de todas las otras reticulas en L )4,
entonces L es complementada.

Demostracion. Sea a € L con 0 < a < 1, como la reticula a/0 es L-inyectiva, entonces existe
f : L — a/0 que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 v a/0 —— L

lldk//f/
a/0.

Nombremos b al ntcleo de f, sabemos que f induce un isomorfismo entre 4/0 y 1/b. Veamos
que b es un complemento de a en L.

Por un lado como a A\ b < a y el diagrama es conmutativo se tiene que f(a Ab) =a A b, sin
embargo como a A b < by bes el niacleo de f se tiene que f(a/\b) =0, porloquea Ab=0.
Por otro lado como los morfismos lineales respetan orden f(a\/ b) = a sin embargo a \/ b esta
en el dominio del isomorfismo inducido por f, por loqueal/b =1. O

Definiciéon 3.12. Diremos que una reticula M € £, es pobre inyectiva si siempre que M
sea L-inyectiva para alguna L € L se tiene que L es complementada, es decir, si su clase de
inyectividad es lo mas pequena posible, formada tinicamente por reticulas complementadas.

Ejemplo 3.13. Consideremos a la reticula modular completa L = {0,1,2} con el orden in-
ducido por los naturales. L no es complementada, pero veremos que es inyectiva sobre si
misma. Para el intervalo inicial {0} el dnico morfismo lineal que sale hacia L es el morfismo
cero, el cual se puede extender facilmente al morfismo cero de L en si mismo.

También es claro que si tomamos como intervalo inicial a toda L, cualquier morfismo lineal
de L en si mismo se extiende trivialmente.

Por ultimo si consideramos el intervalo inicial {0, 1}, el inico morfismo lineal no cero que
existe de {0,1} a L es la inclusidn, la cual es extendida por la funcién identidad en L. Asi L

resulta ser L-inyectiva y por lo tanto no es pobre inyectiva.
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Ejemplo 3.14. Si nombramos £, a la clase de las reticulas que tienen a lo mds cuatro
elementos, se tiene que la reticula simple es pobre inyectiva en £ 4, pues en esta clase las
unicas reticulas no complementadas son {0,1,2} y {0,1,2,3} con el orden inducido por los
naturales, y en ninguna de las dos se puede extender el morfismo lineal Id : {0,1} — {0, 1}.
Por lo tanto las tnicas reticulas de a lo mas cuatro elementos en la clase de inyectividad de
la reticula simple son las complementadas.

Definicién 3.15. Unareticula L € £ es atémica si para todo elemento x € L existe un 4tomo
a€Lconac<x.

Teorema 3.16. Ninguna reticula atomica es pobre inyectiva en L .

Demostracion. Sea L € L), una reticula atémica, y consideremos la reticula I = [0,1] C R,
tenemos que I es una reticula modular completa no complementada. Sin embargo si | =
[0,x] C I es un intervalo inicial no nulo, entonces todo morfismo lineal f : ] — L tiene que
ser el morfismo cero, pues si el nucleo ks de f es diferente de x tendrfamos un isomorfismo
de reticulas entre un intervalo cerrado infinito de los reales y un intervalo inicial de una
reticula atémica dado por f : [kf,x] — a/0f el cual no puede existir pues a/0; contiene al
menos un dtomo y [ky, x] no tiene d&tomos. Dado que el tnico morfismo lineal f : ] — L que
existe es el morfismo cero y éste se puede extender a todo I, se tiene que L es I-inyectiva y

por lo tanto no es pobre. ]
Corolario 3.17. Ninguna reticula artiniana o noetheriana es pobre inyectiva en L .

Demostracion. Sea L una reticula artiniana o noetheriana. Dado que ser artiniana o noethe-
riana es una propiedad hereditaria, podemos considerar al intervalo I =[0,1] C R, y la prue-
ba de que L es I-inyectiva es muy similar a la del Teorema [3.16] O

Teorema 3.18. Si L € L no tiene atomos, entonces no es pobre inyectiva en L .

Demostracion. Sea L € L, una reticula sin 4tomos. Consideremos la reticula (Dqg,|) de divi-
sores del dieciocho ordenada con la divisibilidad, como se muestra en la siguiente figura:

18

N\
/

/N/
\w—o

0.

(D1g,]) es una reticula modular completa, y el nueve no tiene un complemento. Ademas si
x/0 es un intervalo inicial de (D;g, |) cualquier intervalo final no nulo x/y de x/0 es finito y por
lo tanto tiene dtomos. Dado que cualquier intervalo inicial de L no tiene dtomos, el tinico
morfismo lineal que existe de x/0 a L es el cero que se puede extender a toda la reticula

(Dys,1), asi L es (Dyg,|)-inyectiva y por lo tanto no es pobre inyectiva. O
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Definiciéon 3.19. Diremos que una categoria de reticulas contenida en £, es una utopia

inyectiva si no contiene reticulas pobres inyectivas.

El Ejemplo nos muestra que £, No es una utopia inyectiva, sin embargo mas adelan-
te probaremos que £ 4 si lo es, pero antes es necesario dar algunas definiciones y resultados.

Definicién 3.20. Si S es un conjunto totalmente ordenado con A,B C S no vacios, diremos
que son vecinos si todos los elementos de uno son menores a todos los del otro (A < B 6
B < A) y ademads no existe ningiin elemento x € S que esté estrictamente enmedio de ambos
(A<x<BO6B<x<A).

Definicién 3.21. Si P es un conjunto parcialmente ordenado diremos que T C P es cofinal si
para todo x € P, existe y € T con x <y, de manera dual T es coinicial en P si para todo x € P,
existey € T con p < x.

Definicion 3.22. [6, Capitulo 3, Definicién 3.1] Si S es un conjunto totalmente ordenado
diremos que es un 7j,-conjunto si no tiene subconjuntos vecinos ambos con cardinalidad
menor que N, y si los subconjuntos coiniciales y cofinales de S tienen cardinalidad mayor o
igual que N,.

Teorema 3.23. Si S es un n,-conjunto y a,b € S con a < b, entonces el intervalo b/a tiene cardi-
nalidad mayor o igual que NX,,.

Demostracion. Notemos que los conjuntos {a} y (a,b] son vecinos en S, por lo que la cardina-

lidad de (a,b] y por lo tanto la de b/a tienen que ser mayores o iguales a N,,. ]

Teorema 3.24. Para todo ordinal regular w,, por el axioma de eleccion global, podemos elegir un
Ha-conjunto completo en el sentido reticular T (w,) que contiene a w,.

Demostracion. [6, Capitulo 4, Teorema 5.8] O

Observacion 3.25. Por [6, Capitulo 4, Teorema 5.10] para todo ordinal a, T(w,) tiene car-
dinalidad N,, ademas es totalmente ordenado. Por el Teorema cualquier subintervalo

con extremos distintos de T(w,) es un conjunto totalmente ordenado de cardinalidad N,.
Teorema 3.26. L\ es una utopia inyectiva.

Demostracion. Supongamos que L € L, es una reticula pobre inyectiva, y para cualquier
ordinal regular w, consideremos la reticula completa y totalmente ordenada T(w,). Como
T(w,) no es complementada, entonces no estd en la clase de inyectividad de L, asi existe
un intervalo inicial no nulo b/0 de T(w,) y un morfismo lineal f : /0 — L que no puede
ser extendido a todo T(w,). Entonces el morfismo f no puede ser nulo, y asi L contiene
un intervalo inicial isomorfo a un intervalo final b/a no nulo de b/0. Por el Teorema la
cardinalidad de b/a es mayor o igual que X,. Hemos probado que L tiene un intervalo inicial
de cardinalidad mayor o igual a X, tan grande como queramos, lo cual contradice que L sea

un conjunto, y por lo tanto no existen reticulas pobres inyectivas en £ . O
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3.2 Clases de proyectividad

Definicién 3.27. Sean L y M reticulas en L, diremos que L es M-proyectiva si para todo
intervalo final 1/m de M y todo morfismo lineal f : M — 1/m existe un morfismo lineal

f : L — M que hace el siguiente diagrama conmutativo:

L
Ll

g
M — 1/m —— 0.
_Vm

Teorema 3.28. Una reticula L es M-proyectiva si y sblo si para toda sucesion exacta

i _Vm
0—m/0—M — 1/m—0

se tiene que

0 — Homg, (L,m/0) 5 Homg (L, M) (*\@O*HomﬁM(L,l/m) —0 (%)

es exacta.

Demostraciéon. Por el Teorema el funtor Homg, (L, ) es exacto iqulierdo, por lo que la
sucesion (*) es exacta si y s6lo si para todo f € Hom, (L, 1/m) existe f € Hom, (L, M) tal
que (_\/m)o f = f, pero esto ocurre si y solo si L es M-proyectiva. N

Teorema 3.29. Sea una reticula M € L . Toda reticula L € Ly, es M-proyectiva si y solo si M es
complementada.

Demostracion. =) Sea 0 = m = 1 con m € M, como 1/m es M-proyectiva, existe f : 1/m — M

que hace conmutar el siguiente diagrama:

1/m

{/// lldl/m
]<

M —— 1/m —— 0.
_Vm

Nombremos #n = f(1), como el diagrama conmuta n\/ m = Id;,,,(1) = 1. Por otro lado como

n/\m<n,existe pe1l/mtal que f(p)=n Am,luegom=(nA\m)\/m=f(p)\V m=1d,,,(p)=
pyasin Am=f(p)=f(m)=0ynesun complemento de m en M.

&) Supongamos que M es complementada, sea L€ L,y ¢ : L — 1/m un morfismo lineal
con m € M un elemento cualquiera. Si n es un complemento de m en M, debido a la modu-
laridad de M y [14] Capitulo 3, proposicién 2.1.] 1/m = (m\/ n)/m = n/(n /\ m) = n/0, ademas
notemos que la funcién _ A, n: 1/m — n/0 tomar el infimo con n dentro de la reticula M
es un isomorfismo lineal que, nuevamente por la modularidad de M, tiene como inverso al
isomorfismo lineal i_\/moi:n/0 — 1/m. Por altimo, el morfismo lineal f : L — M dado

por f =io_ Ay 1o eslafuncién que hace conmutar el diagrama
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n/0 (7/\;1 1/m < LA §

\ /f// l(P
i K

M —— 1/m —— 0.
_Vm

y por lo tanto M es L-proyectiva. O

Definicién 3.30. Una reticula L € £ es pobre proyectiva si las tnicas reticulas M € £,

para las cuales L es M-proyectiva son las reticulas complementadas.

Definicién 3.31. Una categoria de reticulas contenida en £, es una utopia proyectiva si no

contiene reticulas pobres proyectivas.

Definicién 3.32. Una categoria de reticulas contenida en £, es una utopia si es una utopia

inyectiva y una utopia proyectiva.
Teorema 3.33. L es una utopia.

Demostracion. Por el Teorema [3.26]solo hace falta ver que £ es una utopia proyectiva, pero
si suponemos que L € L es una reticula pobre proyectiva, para cualquier cardinal regular
w,, la reticula completa y totalmente ordenada T(w,) no es complementada por lo que L
no es T(w,)-proyectiva. Entonces existe un morfismo lineal no nulo f : L — 17(,_)/x para
el cual no existen morfismos lineales ¢: L — T(w,) tales que f =(_\/ x)og. Asi L tiene un
intervalo final 1;/y isomorfo a un intervalo inicial no nulo de 17, )/x y por el Teoremam
la cardinalidad de 1;/y es mayor o igual que N,. Hemos probado que L tiene un intervalo
final de cardinalidad mayor o igual a X, tan grande como queramos, lo cual contradice que

L sea un conjunto, y por lo tanto no existen reticulas pobres proyectivas en L . ]

4 Reticulas Semiproyectivas y seminyectivas

En [2] A. Haghany y M.R. Vedadi hacen un estudio de los médulos retréctiles semiproyec-
tivos. Este capitulo comienza con los conceptos de ese estudio que se pueden extender a la
categoria L 4.

4.1 Reticulas semiproyectivas

Definicién 4.1. Un intervalo inicial 4/0 de una reticula L € £, es L-ciclico si es isomorfo a
un intervalo final de L.

Definicion 4.2. Una reticula L € £, es retractil si para todo intervalo inicial 4/0 no nulo
de L se tiene que Homy, (L,a/0) # 0, i.e. si todo intervalo inicial 4/0 no nulo de L tiene un
intervalo inicial L-ciclico no nulo.

Los siguientes son ejemplos de reticulas retractiles y no retractiles.
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Ejemplo 4.3. Toda reticula complementada L € £ es retréctil.

Si a/0 es un intervalo inicial no nulo de L, y b es un complemento de 4, notemos que

L _\/) 1/b es un morfismo lineal con ntcleo b. Por otro lado 1/b = (a\/ b)/b —/\> a/0 es

un isomorfismo, por modularidad. Asi (_ A a)o (_\ b) es un morfismo lineal no nulo en
Homg, (L,a/0).

Ejemplo 4.4. Si consideramos la reticula L = IN U {co} con el orden usual, dado que todo
cociente no nulo es infinito, y todo intervalo inicial propio es finito, ningtn intervalo inicial

propio es L-ciclico. Entonces IN U {oo} no es retractil.

Definicién 4.5. Una reticula L € £, es semiproyectiva si para todo intervalo inicial no nulo

a/0 de Ly todo diagrama como el siguiente, cuyo renglén inferior es exacto,

L > a/O > O)
se tiene que existe un morfismo lineal h: L — Ltal que foh=g.

Proposicion 4.6. L € L), es semiproyectiva si y solo si para cualquier par de endomorfismos
lineales f,g € End (L) con g(1) < f(1) se tiene que g o End, (L) C f o End. (L), en donde

foEnds, (L)={foh|heEnd,, (L)

Demostracion. =) Si correstringimos a f y ga f(1)/0 obtenemos el siguiente diagrama cuyo

renglén inferior es exacto

L

ol

L — f(1)/0 — 0,

como L es semiproyectiva, existe un morfismo lineal h: L — L tal que f o h = g, por lo que
goEndy (L)=(foh)oEnd,, (L)C foEndg, (L)
&) Si a/0 es un intervalo inicial no nulo y tenemos el siguiente diagrama con renglén

inferior exacto
L

L

L >a/0 >01

ampliando el codominio de f y gatodo L, tenemosa f’,g’ € End, (L) y ademas g'(1) < f'(1
por lo que g’o End,, (L) C f’ o End, (L), entonces existe h: L — L tal que f o h =g’y por
lotanto foh=g. [

Los siguientes son ejemplos de reticulas retractiles y semiproyectivas.
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Ejemplo 4.7. La reticula simple {0,1} es un ejemplo de una reticula retractil y semiproyec-

tiva pues es complementada y sus tnicos intervalos iniciales con el cero y el total.

Ejemplo 4.8. Cualquier reticula L € £, de longitud tres y con cuatro elementos o mas es
retractil y semiproyectiva, pues al tener la siguiente forma:

\.

Es complementada y de ahi que sea retractil. Ademas si L es una reticula de esta forma, a/0

un intervalo inicial de L y tenemos el siguiente diagrama:

L)

L > a/0 s 0.

En caso de que g = 0 entonces el morfismo lineal 0 : L — L cumple que f o 0 = g y hace
conmutar el diagrama, por lo que en adelante podemos suponer g # 0. Consideraremos
entonces los siguientes dos casos:

Si a = 1 entonces f seria un isomorfismo de reticulas, y el morfismo lineal f~! o ¢ es el
buscado para hacer conmutar el diagrama.

Si a es un dtomo de L se tiene que a/0 es la reticula simple, de ahi que los ntcleos tanto de
g como de f, nombrados k, y k¢ también sean dtomos de L. Por la definicién de morfismo
lineal se tiene que si b # k, es un dtomo de L, g(b) = g(k;\/b) = g(1) = a y por lo tanto
todo morfismo lineal no nulo L — 4/0 esta determinado de manera dnica por su nucleo.
Consideremos el isomorfismo de reticulas h: L — L tal que h(ky) = kf; h(ks) = kg y h(x) = x
siempre que k, # x # k¢, al ser un isomorfismo de reticulas & es un morfismo lineal, ademés
foh(l) = f(1) = a por lo que la composicién f o h es un morfismo lineal no nulo tal que
foh(ky) = f(ks)=0,asi kgop = kg, por lo que f oh = gy h hace conmutar el diagrama.

Proposicion 4.9. Si L es semiproyectiva y a € L es fuertemente invariante, entonces 1/a es semi-
proyectiva.

Demostracion. Sea s € End,, (1/a)y f : 1/a — s(1/a) un morfismo lineal; consideremos el

siguiente diagrama:

e

g/ 1/a

A \/aogl lf

L < 1/ s(1/
Vs a — a).



el morfismo lineal ¢ que hace al tridngulo exterior conmutativo, existe porque L es semipro-
yectivay g|: 1/a —> 1/g(a) es la restriccién de g; g| es un morfismo lineal con nucleo k, V4,
pues para x € 1/a

8l((kg V@)V x) = gl(a V x) = gl(x).
Ademis gl : 1/(kg \/ a) — g(1)/g(a) es un isomorfismo de reticulas pues es la restriccién y
correstriccién de g.
Por otro lado, recordando que a es fuertemente invariante, g(a) <a,y (_\ a):1/g(a) — 1/a
es un morfismo lineal con nucleo a, por lo que la composicién (_\/ a) o g| es un morfismo
lineal. Verifiquemos que el tridngulo interior es conmutativo. Para todo elemento x € 1/a se
tiene que
fE)=fxVa)=(fo(_Va)lx)=so(_Va)og(x)=so(_Va)oglx)
O

Teorema 4.10. Para una reticula L € Ly denotamos S = End, (L). L es semiproyectiva si y solo
si para todo endomorfismo f € S, se cumple que f oS = Homg, (L, f(L)).

Demostracion. =) Si g € S se tiene que f og(L) C f(L) y por lo tanto f og € Hom, (L, f(L)).

Por otro lado si g € Hom,, (L, f (L)) tenemos el siguiente diagrama:

L

lg
L2 fy —o.

y como L es semiproyectiva existe h € S tal que f oh=gporloque ge foS.

=) Supongamos que a/0 es un intervalo inicial no nulo de L y que tenemos el siguiente

diagrama cuyo renglén inferior es exacto:

L

Ld

L s a/0 s 0.

Como g € Homg (L, f(L)) = f oS, existe h € S tal que f oh = gy por lo tanto L es semipro-
yectiva. ]

Observacion 4.11. Para cada reticula L € £ el conjunto S = End, (L) es un monoide con

la operacién composicién cuyo elemento idéntico es el morfismo identidad en L.

Definicion 4.12. Para una reticula L € L diremos que H C S = End, (L) es un ideal de-
recho de End., (L) si H es no vacio y es cerrado bajo la composicién por la derecha con

endomorfismos de L, es decir, si para todo par de endomorfismos he Hy f € S se tiene que
hofeH.
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Teorema 4.13. Si L € Ly, es semiproyectiva entonces hay una biyeccion entre sus intervalos
iniciales L-ciclicos y los ideales principales derechos de S.

Demostracion. Si a/0 es un intervalo inicial L-ciclico, entonces existe un epimorfismo lineal
f : L — a/0, consideremos la funcién a/0 — f o S. Veamos primero que esta bien definida,

pues si tenemos dos epimorfismos como se muestra en el siguiente diagrama

dado que L es semiproyectiva existen morfismos lineales h,h’: L — L talesque foh =gy
goh’ = f,delo cual se sigue respectivamente que goSC foSyque foSCgoS.

La funcién es suprayectiva pues todo conjunto de la forma f o S de S tiene como preimagen
a f(L), y es inyectiva, pues si a/0 y b/0 son dos intervalos iniciales L-ciclicos que van a dar a
f oS =goS respectivamente, entonces existen h,t € S tales que foh =gy got = f. Notemos
quea=f(1)=got(l)=g(t(1)) € g(1)/0 =b/0, por lo que a < b, y andlogamente b < a. O]

En adelante para dos ideales derechos I,] C S con I C ] diremos que I es esencial en ] si
como elementos dentro de la reticula de ideales derechos de S ordenados por la contencién,
se tiene que I es esencial en J/0. De manera similar diremos que un ideal I de S es simple si

I/0 es la reticula simple.

Definicién 4.14. Para una reticula L € £, un elemento a € L es uniforme si todo elemento

de a/0 es esencial en a/0. Diremos que L es uniforme si 1; es un elemento uniforme de L.

Definicion 4.15. Un ideal derecho I de S = End, (L) es uniforme si todo ideal derecho |

contenido en I es esencial en I.

Definicion 4.16. Sean L, M € L 4, con M un intervalo inicial de L, diremos que L genera a M

si existe una familia de morfismos lineales {f;};er € Hom, (L, M) tales que 1p; = \/ fi(11).
teT

SiLe Ly y S =End; (L), siempre que dos elementos my n de L cumplan que m < n se tiene

que la inclusién m/0 — 1/0 induce un monomorfismo Homg, (L, m/0) 5 Hom,, (L,n/0),

por lo que en adelante consideraremos a Hom  (L,m/0) como un ideal derecho en Hom, (L, 1/0).

Teorema 4.17. Supongamos que L € L yq es retractil, S = End, (L), que m/0y n/0 son intervalos
iniciales de L y que I, | son ideales derechos de S, entonces se tiene lo siguiente:

(a) Si HomcM(L, m/0) es un ideal derecho esencial en HomﬁM(L, n/0) entonces m es esencial en
n/0.

(b) Si L es semiproyectiva y m es esencial en n/0 entonces HomgM(L, m/0) es un ideal derecho

esencial en Homg, (L, n/0).
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(c) Silesesencialen]yHomg, (L,(\ j(11))/0) =], entonces \/i(1y)es esencial en (\/ j(11))/0.
j€J iel j€J
(d) Si L es semiproyectiva, \/i(1y) es esencial en (\/ j(11))/0y Hom, (L,(\Vi(11))/0) =1 en-
iel jeJ iel
tonces I N ] es esencial en J.
(e) Si HomﬁM(L, m/0) es un ideal derecho uniforme de S, entonces m/0 es un intervalo inicial

uniforme de L, la implicacion reciproca es cierta si L es semiproyectiva.

(f) Si L es semiproyectiva y (\/i(11))/0 es un intervalo inicial uniforme de L, entonces I es un
i€l
ideal derecho uniforme en S.
(g) SiL generaam/0y Homg, (L ,m/0)es simple entonces m/0 es la reticula simple y la impli-
cacion reciproca es cierta si L es semiproyectiva.
(h) Si I es simple e I = Homg, (L,(\/i(1r))/0) entonces (\/i(11))/0 es la reticula simple y la
iel iel
implicacion reciproca es cierta si L es semiproyectiva.
Demostracion. (a) Sea k € n/0 tal que m Ak = 0. Si f € Homg, (L,m/0) " Hom,, (L, k/0),
f(1y) <m Ak =0, de donde f =0, pero como Hom,, (L,m/0) es un ideal derecho esencial
en Hom,, (L,1n/0), entonces Hom,  (L,k/0) =0,y como L es retractil k = 0.

(b) Supongamos que Hom,  (L,m/0)NI = 0 para algun ideal derecho de S contenido en
Homg, (L,n/0), sea f €1, entonces f oS C 1, por lo que Hom,, (L,m/0)N f oS =0. Como L
es semiproyectiva f oS = Hom, (L, f(L)), por lo que

Homg (L, m/0O)NHomg, (L, f(L))=Hom,, (L (m A f(11))/0)=0.

Como L es retractil m A f(1;) =0y como m es esencial en n/0 se tiene que f(1;)=0y f =0.
Por lo tanto I = 0.

(c) Sabemos que I C Hom, (L,(\/i(17))/0) € Hom,, (L,(\ j(11))/0) =], por lo que

iel jeJ
Homy, (L,(\/i(11))/0) es esencial en Hom,, (L,(\/ j(11))/0), luego como I C J, \/i(1;) <
iel jeJ iel
\Vj(1p) y por el inciso (a) se tiene que \/i(1y) es esencial en (\/j(1;))/0.
jel iel jeJ

(d) Por (b) sabemos que Hom,, (L,(\Vi(17))/0) = I es esencial en Hom,, (L,(/ j(11))/0), co-

i€l j€J
mo ] CHomg, (L,( j(11))/0), si K es un ideal derecho contenido en ] tal que (INJ)NK =0
jel
se tiene que INK = 0, y como K también esté contenido en Hom,, (L,(\ j(11))/0), K =0,
j€l

por lo que I NJ es esencial en J.

(e) Supongamos x,y € m/0 con 0 < x,y, como L es retractil, HomcM(L, x/0) =0 = HomﬁM(L, v/0)

y como HomﬁM(L, m/0) es un ideal derecho uniforme de S, entonces

Homg, (L, x/0)NHom,, (L,y/0)=Hom,, (L, (x \y)/0)=0
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y, por lo tanto x A\ p = 0.

Si suponemos que L es semiproyectiva, que m/0 es un intervalo inicial uniforme y que I’y J’
son ideales derechos no nulos contenidos en HomﬁM(L, m/0), entonces existen i,j : L — m/0
no nulos en I’y |’ respectivamente. Como i(1;) = 0 = j(1), entonces i(1;) A j(1.) # 0, y por
la semiproyectividad de L y el Teorema tenemos que

(ioS)N(joS)=Homg,(L,i(11)/0)NHomg, (L, j(1.)/0) = Hom, (L, (i(11) A j(11))/0).

Como L es retractil Homg, (L,(i(1;) A j(11))/0) # 0. Por Gltimo comoioS CI'yjoS C]J se
tiene que I’'NJ’ = 0.

(f) Por (e) Hom,, (L,(\/i(17))/0) es un ideal derecho uniforme en S, y como
iel
I CHomg, (L,(Vi(11))/0), I también es un ideal derecho uniforme en S.
iel
(g) Sea 0 <k <m, como L es retractil existe 0 = f € Hom,, (L, k/0). Luego 0 = Hom, (L, k/0) C
Hom,, (L,m/0),y por lo tanto Hom,, (L,k/0) = Hom,, (L, m/0). Como m/0 es generada por

L existe una familia de morfismos lineales {f;};cr C Hom,, (L,m/0) tales que m = \/ fi(11),y
teT

como f;(1;) <k paratodat e T se tiene que k = m.
Sisuponemos que L es semiproyectiva, que m/0 es la reticula simple, y que 0 = f € Hom,, (L, m/0),
se tiene que f(L) = m/0y por el Teorema foS=Homg, (L f(L))=Homg, (L,m/0).

(h) Como (\/i(17))/0 es generado por L podemos aplicar el inciso (g) y se tiene el resultado.
i€l

Notemos que para el reciproco, si sabemos que Hom,  (L,(\/i(11))/0) es simple, como 0 =
iel
I CHomg, (L, (Vi(11))/0) se tiene que I = Hom, (L,(\i(17))/0). O

iel iel
Definiciéon 4.18. Diremos que una reticula L € £, es cohopfiana si todo monomorfismo
lineal f : L — L es suprayectivo.

Definicién 4.19. Diremos que una reticula L € £, es hopfiana si todo epimorfismo lineal

f : L — L es inyectivo.

Ejemplo 4.20. Consideremos la reticula de submoédulos de Z visto como médulo sobre si
mismo £(Z). Como 2Z es isomorfo a Z, se tiene que L£(2Z) = L(Z), sin embargo 2Z es un
submédulo propio de Z, por lo que el intervalo 2Z/0 es un intervalo inicial propio de £(Z)
isomorfo a £(Z), de donde la reticula de submédulos de Z no es cohopfiana.

Ejemplo 4.21. Por otro lado si L € £ es finitay f : L — L es un monomorfismo lineal,
entonces su nucleo kf = 0, por lo que hay un isomorfismo de reticulas f:L— f(1.)/0,
y dado que L es finita, f(1;)/0 no puede ser un intervalo inicial propio de L, de donde

f(1r) =1,y f es suprayectiva. Por lo tanto toda reticula finita es cohopfiana.

Definicion 4.22. Para una reticula L € Ly S = End, (L) diremos que ¢ : S — S es un

endomorfismo derecho si para cualquier par de morfismos lineales f,g € S se tiene que

p(fog)=¢(f)og.
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Notemos que en el contexto de la Definicién se tiene que @(S) es un ideal derecho de S.
Diremos que ¢ es un monomorfismo derecho si para cualquier otro par de morfismos ¥, 1’ :
S — S ocurre que @ o = @ o Y’ implica P = ¢’

Proposicion 4.23. Si ¢ : S — S es un monomorfismo derecho entonces {f € S|p(f) = 0} =
Ker(gp) = 0.

Demostracion. Si Ker(¢@) = 0 entonces existe 0 # g € Ker(¢). Consideremos el morfismo de-
recho P, : S — S dado por 4(h) = goh, se tiene que poPy(h) = p(goh) = p(g)oh=00h =0,
de donde @ o9, = @ 0 0. Sin embargo ¢, # 0 pues Po(Idy) = gold, =g+ 0=0(Idp), lo cual

es una contradiccién pues supusimos que ¢ es un monomorfismo. O

Definicion 4.24. Diremos que S es cohopfiano si todo monomorfismo derecho ¢ : S — S es
suprayectivo.

Definicion 4.25. Diremos que un elemento f € S es regular derecho si f o g = 0 implica que
g=0paratodoges.

Lema 4.26. Si todo elemento reqular derecho en S es una unidad entonces S es cohopfiano.

Demostracion. Supongamos que ¢ : S —> S es un monomorfismo derecho, si ¢(Id}) no fuera
regular derecho existiria 0 = g € S tal que 0 = ¢(Idy) o g = @(g), lo cual es una contradiccién
pues por la Proposicién el ntcleo de ¢ es cero.

Como ¢(Id;) es regular derecho, es un isomorfismo y por lo tanto existe g € S tal que ¢(g) =
@(Idy)og=1d; y como ¢(g) € ¢(S) se tiene que ¢(S) =S y ¢ es suprayectiva. [

Definiciéon 4.27. Diremos que una reticula es casi inyectiva si estd en su propia clase de
inyectividad segun la Definicién es decir si para todo monomorfismo lineal i : N — L
y todo morfismo lineal f : N —s L existe un morfismo lineal f € S que hace conmutar el
siguiente diagrama.

0 s N
lf L
o f
L.

La reticula simple es un ejemplo de reticula casi inyectiva, y el siguiente ejemplo muestra

L

NS

una reticula que no lo es.

Ejemplo 4.28. Nombremos P a la siguiente reticula en £ :

3

RN

2a 2b

N
|
|
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Luego consideremos el morfismo lineal f : 2/0 — P dado por f(0) =0 = f(1); f(2) = 1. Si
existiera un morfismo lineal J_‘ : P — P tal que para la inclusién i : 2/0 — P se tiene que
foi=f entonces f(0)=f(0)=0=f(1)=f(1); ademads f(2) = f(2) = 1 por lo que el ntcleo
de f es K7 =1y existiria un isomorfismo de reticulas entre 3/1 y un intervalo inicial de P,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto P no es casi inyectiva.

Definicion 4.29. Para unareticulaLe Ly f € S = End,, (L) definimos el anulador derecho
de f como

Anng(f)={g€S|fog=0}.
Definicién 4.30. Definimos el ideal singular derecho de S como
Z4(S)={f € S|Anny(f) es un ideal derecho esencial en S}.
Definicion 4.31. Sea L € £,y A el conjunto de dtomos de L, definimos el zoclo de L como

Zoc(L) :( \ x)/O.

XGAL

Dada una reticula L € £, un ideal derecho J de S = End,, (L), y /0 C L denotaremos
()(a/0) =V g(a))/0.
IS

Lema 4.32. Si L € L es retractil, y S = End, (L), entonces f € S es un monomorfismo si y solo

fo_
si S ——— S es un monomorfismo derecho.

Demostracion. =—>) Para un par de morfismos derechos ¢,¢)’: S — S tales que (fo_)op =
(f o_)o1’ setiene que paratoda g€ S, fo(g)=f o1’(g) y como f es un monomorfismo
P(g) =1’(g), de donde Y =’y f o_ es un monomorfismo derecho.

&) Si 0 <ky, al ser L retréctil existe un morfismo lineal no nulo ¢ € Hom,, (L, k¢/0), por lo
que f o g =0, lo cual es una contradiccién pues supusimos que f o__ era un monomorfismo
derecho. O]

Proposicion 4.33. Si L € L es retractily S = End, (L) entonces:
(a) f €S es un monomorfismo siy solo si f es regular derecho en S.
(b) L es cohopfiana si y solo si S es cohopfiano.

(c) Si L es casi inyectiva, entonces los elementos regulares izquierdos en S tienen inverso iz-

quierdo en S.
(d) Z4(S) C{f € Slky es esencial en L}, y ademas (Z4(S))(Zoc(L)) = 0.

Demostracion. (a)Siky eselntcleode f, entonces Anng(f) ={g € S|fog =0} =Homg, (L k¢/0).
Luego por la Proposiciéon se tiene que f es un monomorfismo siy s6losi kf = 0y, como L
es retrdctil esto ocurre siy s6lo si Anng(f) = 0 que es equivalente a que f sea regular derecho.
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(b) &) Supongamos que f : L — L es un monomorfismo. Por el Lema[4.32]f o _ es un mo-
nomorfismo derecho, y como S es cohopfiano f o _ es suprayectivo, por lo que existe g € S
tal que f og=1d;,dedonde 1] = f(g(1;)) < f(1.) <1; y por lo tanto f es suprayectiva.

=) Si f € S es regular derecho, por (a) es un monomorfismo y dado que L es cohopfiana,
f es un isomorfismo, por lo que todo elemento regular derecho de S es una unidad y por el
Lema S es cohopfiano.

c) Si f € S es regular derecho entonces por (a) es un monomorfismo, e induce un isomorfis-
mo de reticulas f : L — f(1;)/0, y como L es casi inyectiva existe f’ € S que hace conmutar
el siguiente diagrama:

0 — f(1)/0 — L
o,
]&/
L.
Asi si x € L, entonces f(x) € f(1)/0y f'(f(x)) = (f)"1(f(x)) = x. Por lo tanto f’ es un inverso

izquierdode f en S.

(d) Para todo f € S se tiene que Anny(f) = Hom, (L, k¢/0). Utilizando el Teorema (a),
sabemos que si Hom,, (L, K¢/0) es esencial en S, entonces ky es esencial en L, con lo cual
tenemos la contencion deseada. Luego si x € L es un dtomo y f € Z4(S), dado que ky es
esencial en L se tiene que kf /\x = x, por lo que x < k¢. Como x era un dtomo cualquiera,
V x<ksy f( V x)=0.Por lo tanto (Z;(S))(Zoc(L)) = 0. O
xeAr x€AL
Definicion 4.34. Sea L€ L, S = End, (L) y Ds el conjunto de todos los ideales derechos
simples en S. Se define el zoclo derecho de S como Zoc,(S) = IE%SI.

Lema 4.35. L € L, es semiproyectiva si y sblo si para todo I ideal ciclico de S se tiene que
I=Homg, (LIL).

Demostracion. =) C) Esta contencién es clara.

2) Sea g un generador de I, entonces [ = go S = Hom, (L, g(L)). Ademas para todo f € S se

tiene que gof(1) < g(1) por loque \/ f(1) < g(1),asisihe€ Homg, (L,IL)entonces h(1) < g(1)
fel

por lo que h e Hom, (L, g(L)) =1.
&) Si f €S entonces f oS = Homg, (L,( '\ (f 0g)(1))/0), pero \/ f og(1) < f(1) por lo que

ges ges
foS=Homg, (L f(L))y por el Teorema L es semiproyectiva. O

Proposicion 4.36. Si L es una reticula retractil, semiproyectivay S = End, (L) se tiene que:
(a) Z4(S)=1{f € Slky es esencial en L}.
(b) (Zoca(S))(L) = Zoc(L).

(c) Zocyg(S) S Homyg, (L, Zoc(L)).
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Demostracion. (a) (C) Se debe a la Proposicion [4.33]-(d).
(2) Sea f € S tal que su ntcleo k¢ es esencial en L. Sabemos que Anny(f) = Hom,, (L k¢/0)
y por el Teorema -(b) Homy (L, k¢/0) es esencial en S, por lo tanto f € Z;(S).

(b) (2) Como L es retréctil si a es un d&tomo de L, 0 # Hom,  (L,a/0) = I y por el Teorema
4.17|-(g) I es simple en S, luego como IL = a/0 se tiene que Zoc(L) C (Zocy(S))(L).

(€) Debido a la semiproyectividad de L si I es un ideal simple de S, es ciclico y se tiene que
I =Homg, (L IL), luego por el Teorema m -(h), IL = a;/0 con a; un atomo de L y por lo
tanto (Zocy(S))(L) C Zoc(L).

(c) Debido a la semiproyectividad de L si I es un ideal derecho simple de S, es ciclico y se
tiene que I = Hom, (L, IL), ademds por como estd definido IL, este es generado por Ly por
el Teoremam -(g) se tiene que IL es la reticula simple, de ahi que I C Hom,, (L, Zoc(L)) y
por lo tanto Zocy(S) C Homy, (L, Zoc(L)). O

Definicién 4.37. Diremos que una reticula L € £, es débilmente cohopfiana si para todo
f € S monomorfismo lineal se tiene que f(1;) es esencial en L.
De manera similar diremos que su monoide de endomorfismos S es débilmente cohopfiano

si para todo monomorfismo derecho ¢ : S — S se tiene que ¢(S) es un ideal derecho esencial
de S.

Ejemplo 4.38. Consideramos la reticula de subconjuntos de los nimeros naturales P(IN) or-
denada con la contencién. Sabemos que existe un monomorfismo lineal f : P(IN) — 2IN/0,
sin embargo 2IN no es esencial en P(IN) pues su interseccidon con {3} es vacia y por lo tanto

P(IN) no es débilmente cohopfiana.

Ejemplo 4.39. Consideramos el intervalo [0, 1] contenido en los nimeros reales con el orden
total inducido por estos. Existe un monomorfismo lineal f : [0,1] — [0,1/2], por lo que [0, 1]
no es una reticula cohopfiana, sin embargo para todo monomorfismo lineal g : [0,1] — [0, 1]
se tiene que g(1) > 0, asi g(1) es esencial en [0,1] y por lo tanto [0,1] si es una reticula
débilmente cohopfiana.

Definicién 4.40. Diremos que una reticula modular completa, continua superiormente tie-
ne dimensién uniforme finita si tiene un subconjunto maximo independiente de elementos
uniformes que es finito. En este caso definiremos la dimensién uniforme de dicha reticu-
la como la cardinalidad de cualquier subconjunto con estas propiedades, notemos que la

dimensién uniforme esté bien definida por [5, Teorema 8.1].

Definicion 4.41. De manera similarsi L € Ly S = End, (L), diremos que S tiene dimen-
sion uniforme finita si tiene un subconjunto maximo independiente de ideales derechos

uniformes que es finito.

En [2, Teorema 2.6.-(a)] se prueba que si M es un mddulo retractil y semiproyectivo con
anillo de endomorfismos S, entonces M tiene dimensién uniforme finita si y sélo si S tiene
dimensién uniforme finita y ademds ambas dimensiones coinciden. El siguiente ejemplo

muestra que la afirmacién correspondiente al caso reticular es falsa.
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Ejemplo 4.42. Consideremos la siguiente reticula L con una infinidad numerable de dtomos:

\

1

Es retréctil, semiproyectiva, continua superiormente y tiene dimensién uniforme finita igual
a dos. Sin embargo su monoide de endomorfismos S tiene un conjunto infinito de ideales

derechos uniformes independientes de la forma Hom,  (L,k/0) con k un dtomo de L.

Definicién 4.43. Diremos que una reticula L € £, es débilmente compresible si para todo

0 # a € L existe un morfismo lineal no nulo f : L — a/0 tal que 2 # 0.

La reticula simple es débilmente compresible sin embargo la reticula L = {0,1,2} con el

orden inducido por los naturales no lo es, pues existe un tnico morfismo lineal no nulo
f

{0,1,2} = {0,1}y f2=0.

Definicion 4.44. Una reticula L € £, es cociclica si contiene un atomo esencial, y diremos

que S = End, (L) es cociclico si existe un endomorfismo no nulo f € S tal que f estd en todo

ideal derecho no nulo de S.

Definicion 4.45. Una reticula L € £, es finitamente cogenerada si para todo subconjunto
arbitrario {x,}, € A que cumpla que A x, = 0 existe un subconjunto finito F de A tal que

acA
A x,=0.
acF
Diremos que S = End, (L) es finitamente cogenerado si para toda familia de ideales dere-

chos de S que cumplan que QQAIQ = 0 existe un subconjunto finito F de A tal que aQPI” =0.
Teorema 4.46. Si L € L es retractil, semiproyectivay S = End, (L) se tiene que:

(a) L es débilmente cohopfiana siy solo si S es débilmente cohopfiano.

(b) Homg, (11/a,L) = 0 para todo elemento a esencial en L si y s6lo si Z4(S) = 0.

(c) Si L es débilmente compresible entonces S es semiprimo.

(d) L es cociclica si y solo si S es cociclico.

(e) Si S es finitamente cogenerado entonces L es finitamente cogenerada.

Demostraciéon. (a) <) Sea f : L — L un monomorfismo, por la Proposicién -(a) f es
regular derecho. Por el Lema[4.32] f o _ es un monomorfismo y por lo tanto f o S es un ideal
derecho esencial de S, asi por el Teorema [4.17]-(c) f(L) = (f o S)(L) tiene extremo derecho
esencial en L y por lo tanto L es débilmente cohopfiana.

—) Sea ¢ : S — S un monomorfismo derecho, y sea f = ¢(Id}). Para cualquier elemento

g € S se tiene que ¢(g) = @(Id o g) = @p(Ild;)og = fog porloque ¢ = fo_.Porel Lema
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f es un monomorfismo y como L es débilmente cohopfiana f (1) es esencial en L. Por
altimo si aplicamos el Teorema -(d)conI=foSy]J]=S,setiene que foS = @(S) es

esencial en S y por lo tanto S es débilmente cohopfiano.

(b) Antes de comenzar la prueba recordemos que por la Proposicion [4.36]-(a) Z4(S) = {f €
Slks es esencial en L}.

—) Sea f € § tal que k¢ es esencial en L, f induce un isomorfismo de reticulas f : 1/kf —
f(11)/0. Luego por hipétesisio f : 1/ky —> L es el morfismo lineal cero, por lo que kf =0y
f=0.

<) Sea a un elemento esencial de L y f € Hom,, (1;/a,L). Consideremos el morfismo
fo(a\_) €S, sunucleo es mayor o igual que a y por lo tanto un elemento esencial de

L,de donde f oa\/_ €S es el morfismo lineal cero y por lo tanto f = 0.

(c) Supongamos que S no es semiprimo, entonces tiene un ideal derecho I # 0 tal que I* = 0
para algun entero positivo k. Supongamos que k es el menor entero positivo tal que I¥ = 0,
entonces I*~! # 0. Consideremos I’ un ideal derecho ciclico no nulo contenido en I¥~1. Al ser
L débilmente compresible y semiproyectiva existe 0 = f € Homy, (L,1’'L) = I tal que f? # 0
lo cual es una contradiccién pues f2 € 1?42,y 2k — 2 > k pues k > 2, de donde 1%~2 = 0. Por

lo tanto S es semiprimo.

(d) =) Si a es un atomo esencial de L, Hom,  (L,a/0) # 0 pues L es retrdctil, ademas por el
Teoremaincisos (g) y (b), Hom, (L,a/0) es simple y esencial en S. Asi cualquier endo-
morfismo no nulo f € Hom, (L,a/0) estd en todos los ideales derechos de S.

&) Supongamos que 0 # g € I para todo I ideal derecho no nulode S. Si 0 # x € L, al ser
L retréctil 0 # Hom (L, x/0) por lo que 0 # g(17) < x. Como x era un elemento cualquiera

diferente de cero de L, g(1) es un atomo esencial de L.

(e) Supongamos que existe un subconjunto arbitrario {x,},cao que cumple que A x, =0,

acA
entonces ﬂAHomLM(L, x,/0) = 0 y por lo tanto existe un subconjunto finito F de A tal que
ac
N Homg, (L,x,/0) = 0 sin embargo N Homg, (L,x,/0) = Hom, (L,( A x,)/0) y dado que L
acF acF acF
es retractil se tiene que A x, =0. ]
acF

Definiciéon 4.47. Una reticula L € £, es directamente finita si no es isomorfa a ningin

intervalo inicial 4/0 con a < 1; y a un complemento en L.

Lema 4.48. L € L, es directamente finita si y solo si para cualquier par de morfismos lineales

f,g€End; (L), fog=1Idy implicaque go f =1Id.

Demostracion. =) 1 = f(g(1)), por lo que f es un epimorfismo lineal. k; = f(g(k,)) = f(0) =
0, por lo que g es un monomorfismo lineal. Por el Lema g(1) y ks son complementos
uno del otro en L.

Como L es directamente finita g(1) = 1 y por lo tanto g es un isomorfismo de reticulas.

Ademds ky =1 /\ ks = g(1) A\ ky =0, entonces f también es un isomorfismo de reticulas. Asi
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para todo elemento x € L, f o go f(x) = f(x), y al ser f biyectiva go f(x) = x y por lo tanto
gof =1d;.

=) Si L € L4 no es directamente finita existe un elementoae Ltal quea<1;L=a/0Oyces
un complemento de a en L.

Sea g: L — L el morfismo lineal inducido por el isomorfismo g : L — a/0. Por modularidad
a/0 = 1/c. Sea h : L — a/0 el morfismo lineal inducido por el isomorfismo & : 1/c — a/0
dado por h(x) =x A\ a,y f : L— L dada por f = (g)"! o h, entonces para todo elemento x € L

se tiene que

fogx)=(3) " ohog(x)=(8)" oh(g(x)Ve)= (@) ((gx)Ve)Aa) = (@) ((cANa)V g(x)) =
(8)7'(g(x) =x.

Sin embargo go f(1)=g(1)=a=1. [

Proposicion 4.49. Si L es una reticula semiproyectiva y cohopfiana, entonces es hopfiana.

Demostracion. Supongamos que f : L — L es un epimorfismo lineal y consideremos el si-

guiente diagrama cuyo renglén inferior es exacto:

L

/g/// lIdL
k!

L > L > 0.

Como L es semiproyectiva existe g : L — L tal que f og = Idp, luego k, = f o g(ky) = 0, por lo
que g es un monomorfismo lineal, y como L es cohopfiana, g es un isomorfismo de reticulas.

Siy €L es tal que g(y) = ks entonces

y=1(&Ww)=flks)=0
por lo que kf =0y f es inyectiva. O

Proposicion 4.50. Si L es hopfiana, entonces es directamente finita.

Demostracion. SiL € Ly, no es directamente finita existe un elementoae L cona <1; L =a/0
y ¢ complemento de a en L.

Sea g: L — L el morfismo lineal inducido por el isomorfismo g : L — a/0. Por modularidad
a/0 = 1/c; sea h : L — a/0 el morfismo lineal inducido por el isomorfismo h:1/c — a/0
dado por h(x) =x A\a,y f : L— Ldada por f = (g)"' oh, f es suprayectivo pero no inyectivo
pues f(c) = 0 = f(0), pero ¢ = 0, lo cual es una contradiccién pues supusimos que L era
hopfiana. H

En la categoria de R-Mod, para un R-mdédulo semiproyectivo es equivalente ser cohopfiano,
hopfiano o directamente finito, como se muestra en 9, Proposition 3.5], sin embargo esto no

ocurre en el caso reticular, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.51. La reticula L = {1/n},cn U {0} con el orden inducido por los reales es semi-

proyectiva, pues si (1;/n)/0 es un intervalo inicial no trivial de L, y L L (1;/n)/0 es un

epimorfismo lineal, como (1;/1)/0 es infinito y L es el inico cociente infinito de L, entonces
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k¢ = 0. Ademas, f(1/x) = 1/(x + (n—1)) para todo 1/x € L. Si g : L — (1/n)/0 es un morfis-

mo lineal no nulo, por el mismo argumento aplicado a g, k, = 0. Si g(1) = 1/m (con m > n),

entonces g(1/x) = 1/(x + (m —1)) para todo 1/x € L. Por lo tanto, el morfismo lineal L A, L,
dado por h(0) =0y h(1/x) = 1/(x+ (m—n)), cumple que f o h = g.

Al ser L totalmente ordenada, cualquier elemento a € L con 0 < a < 1 no es complemento,
por lo que L es directamente finita, sin embargo no es cohopfiana pues el morfismo lineal
f :L— Ldado por f(0)=0; f(1/n) =1/n+1 es inyectivo pero no suprayectivo.

Lema 4.52. Si L L L es un epimorfismo lineal, entonces para cualquier elemento a € L, la

restriccion 1/a 1> 1/f (a) es un morfismo lineal con nicleo k¢ \/ a.

Demostracion. Para todo elemento x € 1/a, f|((kf \V a) \/ x) = fl(aV x) = f|(x).
Ademas f] : 1/kf\/ a — 1/f(a) es un isomorfismo de reticulas pues es la restriccion y co-
rrestriccion de un isomorfismo de reticulas. O]

Proposicion 4.53. Si L € L, es semiproyectiva y a € L es un elemento superfluo y fuertemente
invariante, entonces L es hopfiana si y solo si 1/a es hopfiana.

Demostraciéon. <) Supongamos que L i> L es un epimorfismo, al ser L semiproyectiva
existe g: L — Ltal que fog=1d;. Luego 1 = f(g(1)), por lo que f es un epimorfismo lineal,
ke = f(g(kg)) = f(0) = 0, por lo que g es un monomorfismo lineal, y por el Lema g1)y
k¢ son complementos uno del otro en L.

Por el Lema |4.52, 1/a L|> 1/f(a) es un morfismo lineal. Consideremos al morfismo lineal

f’=(Va)of|:1/a — 1/a que es un epimorfismo lineal. Como 1/a es hopfiana, f” es un
isomorfismo de reticulas. Notemos que, al ser a fuertemente invariante

flkgNVa)=(_Va)oflkgVa)=f(a)Va=a
por lo que ks \/a=a, ky <ay ks es superfluo en L. Pero g(1)\/ kf = 1, por lo que g(1) =1y
como g(1) A ks =0, entonces kf =0y f es inyectivo. Por lo tanto L es hopfiana.

—) Sea 1/a i) 1/a un epimorfismo lineal. Consideremos el siguiente diagrama

L
///\Lﬁ\/ a

g// 1/a

// lf

\‘/_
L =% 1/a s 0

g existe pues L es semiproyectiva, ademas (_\/ a)og es un epimorfismo, por lo que g(1) \/ a =
1y g(1)=1. Como L es hopfiana, g es un isomorfismo de reticulas.
Por otro lado g(k¢)\/ a = a por lo que g(ks) < a'y asi

kr<g7'(a)<a<ky.

Por lo tanto f es un monomorfismo y 1/a es hopfiana. ]
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Diremos que una reticula es coatémica si para todo a # 1, el intervalo final 1;/a tiene ele-

mentos maximos.

Definicién 4.54. Para una reticula L denotamos como C; al conjunto de todos los codtomos
de L y como
Jac(L)= A c.
CECL

Definicion 4.55. Para una reticula L denotamos por S; es el conjunto de todos los elementos
superfluos en Ly por
Rad(L)= \/ ¢
CESL

Corolario 4.56. Si L € L, es semiproyectiva y coatomica, entonces L es hopfiana si y sblo si
1;/Jac(L) es hopfiana.

Demostracion. Gracias a la Proposicion solo hace falta ver que para toda reticula semi-
proyectiva y coatémica L € L, Jac(L) es un elemento superfluo y fuertemente invariante en
L. Que Jac(L) sea superfluo se debe a [5, Pag 120]. Por otro lado por [15] Proposition 4.4-(3)],
al ser L coatémica ocurre que Jac(L) = Rad(L). Por [16l] Rad : L, — L, es un prerradical,

por lo que Jac(L) = Rad(L) es un elemento fuertemente invariante de L. O
Consideremos las siguientes propiedades para una reticula L € £ .

D1 Para todo elemento a € L existe c € L con ¢ < a; c un complemento en L y a superfluo en
1/c.

D2 Siae L cumple que 1/a = ¢/0 con ¢ un complemento en L, entonces a es un comple-

mento en L.

D3 Siky cson complementosen Ly k\/c=1, entonces k A c es un complemento en L.

Lema 4.57. Si L satisface D2, k,c € L son complementos y k/0 i> ¢/0 es un epimorfismo lineal,

entonces su niicleo kg es un complemento en L.

Demostracion. ¢/0 = k/ks, y si k* es un complemento de k en L, entonces el morfismo lineal

k*
k/0 *L 1/k* es un isomorfismo de reticulas cuya restriccion induce k/kf = 1/(ks \/ k%), y

por D2, ks \/ k* es complemento en L. Sea Q complemento de k¢ \/ k" en L, entonces k*\/ Q
es complemento de k¢ en L pues ks \/ (k" Q) = (kf VK)VQ =1y

(kg ANV QN VK = (kg VE) AV Q) = (Q Ak VE) VK™ =k
por lo que kf A(k*\V Q) < k%, y ademas k; A(k*\ Q) <k, por lo que kf A (k" Q) = 0. O]
Proposicion 4.58. Si una reticula L € L 4 satisface D2, entonces satisface D3.

Demostracion. Sean k'y c complementosen Lconk\/c=1,sik"esuncomplementodekenlL,

entonces k*/0 = 1/k = (¢ \/ k)/k = ¢/(k )\ c). Consideremos el epimorfismo lineal ¢/0 L k*/0
inducido por el isomorfismo c/(k A ¢) = k*/0. Por el Lema k A\ ¢ es un complemento en
L. L]
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Lema 4.59. Si una reticula L € L, es semiproyectiva, entonces satisface D2.

Demostracion. Supongamos que a € L cumple que 1/a = ¢/0 para ¢ un complemento en L
y que ¢’ es un complemento de ¢ en L. Nombremos f : L — ¢/0 el epimorfismo lineal in-
ducido por el isomorfismo 1/a = ¢/0y g: L — ¢/0 el epimorfismo lineal inducido por el

isomorfismo 1/¢” = ¢/0 y consideremos el siguiente diagrama:

LZ
L s ¢/0 > 0.

Probaremos que h(c) es un complemento de a en L.

f(h(c)\V a) = f(h(c))=g(c)=g(c\/c')=g(1) =c¢, y como 7: 1/a — ¢/0 es un isomorfismo de
reticulas, h(c) \Va = 1.

Por otro lado g|: ¢/0 — ¢/0 es un isomorfismo de reticulas, por lo que (f o h)| : ¢/0 — ¢/0
también lo es y asi h restringida a ¢/0 es inyectiva. Si y € ¢/0 cumple que h(y) = h(c) A a,
entonces 0 = f(h(c) Aa) = f(h(y)) = g(y), por lo que y =0y h(c) A\ a = 0. Por lo tanto a es un
complemento en L. O

Definicién 4.60. Una reticula L € £, es levantada si satisface D1; es discreta si es levantada

y satisface D2, y es casi discreta si es levantada y satisface D3.
Teorema 4.61. Si una reticula L € L 4 es semiproyectiva entonces son equivalentes:

1. L es discreta.
2. L es casi discreta.

3. L es levantada.

Demostracion. (1. = 2.) Se debe a la Proposicién
(2. = 3.) Por definicién.
(3. = 1.) Se debe al Lema[4.59
]

Definicion 4.62. Una reticula L € £, es hueca si todo elemento de L distinto de 1; es su-

perfluoen L.

Definicién 4.63. Una reticula L € £, es inescindible si no tiene complementos distintos de

OLY 1L'

Proposicion 4.64. Si L € L, es inescindible y semiproyectiva, entonces es discreta si y solo si es
hueca.

Demostracion. (=) Como L es levantada, para todo elemento x € L con x < 1, existe ¢ < x
con ¢ un complemento en L y x superfluo en 1/c; como L es inescindible ¢ = 0, por lo que x
es superfluoen Ly L es hueca.

(&) Sea a € L, entonces 0; es un complemento en L con 0; <ay a superfluoen 1;/0; =L,

por lo que L es levantada. ]
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Definicion 4.65. Una reticula L € £, es seudosemiproyectiva si para cualquier par de mor-
fismos lineales f,g € End, (L) con f(1) = g(1) existe h € End (L) tal que goh = f.

Observaciéon 4.66. Toda reticula semiproyectiva es seudosemiproyectiva.

Los siguientes dos ejemplos son de una reticula que no es seudosemiproyectiva y una que si

lo es pero no es semiproyectiva.

Ejemplo 4.67. Consideremos a la reticula L = {1}U{1—1/n},cn con el orden inducido por los
reales. Si f € End,, (L), ]_[: 1/kf — f(1)/0 es un isomorfismo de reticulas; si f = 0 entonces
1/ky es infinita, y como todo intervalo inicial propio de L es finito, f es un epimorfismo.
Nombremos g : L — L al morfismo lineal g(0) =0 =g(1/2) y g(1-1/n)=1-1/(n—1) para
toda n > 3, y consideremos el siguiente diagrama

No existe h € End, (L) tal que hog = Id;, pues si existiera, al ser h es un epimorfismo lineal
existirfan x,y € L tales que h(x) = 0 y h(y) = 1/2, entonces g o h(x) = 0 = g o h(y) que es una
contradiccidén. Por lo tanto L no es seudosemiproyectiva.

Ejemplo 4.68. Nombremos L a la siguiente reticula:

5

3a/4\3b
NS

oO—r—w

No es semiproyectiva pues si nombramos f : L — 2/0 al morfismo lineal inducido por el
isomorfismo de reticulas f : 5/3a — 2/0,y g : L — 2/0 al morfismo lineal inducido por el
isomorfismo de reticulas g : 5/4 — 1/0, entonces no existe h € End, (L) tal que foh =g,
pues si existiera, entonces (f o h)(5) = g(5) = 1, por lo que h(5) = 4 6 h(5) = 3b, lo cual no
puede ocurrir pues L no tiene ningtn intervalo final isomorfo a 4/0 ni a 3b/0.

Sin embargo los tnicos intervalos iniciales isomorfos a un intervalo final de L son 0/0, 1/0,
2/0, y L; se puede verificar caso por caso que para cualquier par de epimorfismos lineales
f y g de L hacia uno de estos intervalos iniciales, existe un endomorfismo h de L tal que

f oh=g.Por lo tanto L es seudosemiproyectiva pero no semiproyectiva.
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Lema 4.69. L € Ly, es seudosemiproyectiva si y solo si para cualquier par de endomorfismos
lineales f,g € Endyg, (L) con f(1) = g(1) se tiene que f o Endy, (L) =goEnd,, (L).

Demostracion. (=) Para cualquier par de endomorfismos lineales f, g € End, (L) con f(1) =
g(1) se tiene que existe h € End, (L) tal que go h = f, pero también existe k € End, (L) tal
que f ok =g, por lo tanto f o End,, (L) = goEnd,, (L).

(&) Para cualquier par de endomorfismos lineales f,g € End., (L) con f(1) = g(1) se tiene
que foEnd, (L) =goEnd, (L), porlo que existe h€ End, (L)tal que goh=f. O]

Observacién 4.70. Dado que en la prueba del Lema las funciones f y g son epimorfis-
mos lineales, la hipétesis puede sustituirse porque L sea seudosemiproyectiva, es decir que
toda reticula seudosemiproyectiva cumple D2.

Observacion 4.71. Si L es seudosemiproyectiva,y f,g € End. (L) con f(1) = g(1) y k7 super-
fluo en L, entonces el morfismo lineal h € End, (L) que hace conmutar el siguiente diagrama

h/ RS lg

L "T> F(1)/0 — 0

es un epimorfismo pues f(1) = g(1) = f(h(1)) = f(h(1) \ kf), por lo que h(1)\/ ks =1y por lo
tanto h(1) =1.

Proposicion 4.72. Si L es seudosemiproyectiva y hueca, entonces es hopfiana.

Demostraciéon. Si L tiene solo un elemento, entonces es hopfiana. Supongamos que L tiene

mas de un elemento, que f € End, (L) es un epimorfismo, y consideremos el siguiente

diagrama
L
h// Idy
k/ \ \
L — L > 0.
Por la Observacién h es un epimorfismo; sea y € L tal que h(y) = ky, entonces y =
f(h(y)) =0, por lo que ky =0y f es un monomorfismo lineal. O

Corolario 4.73. Si L es seudosemiproyectiva y hueca, entonces es directamente finita.

4.2 Reticulas seminyectivas

Definicion 4.74. Diremos que un intervalo final 1/b de una reticula L € £, es L-cociclico si

es isomorfo a un intervalo inicial de L.

Definicion 4.75. Una reticula L € £, es corretractil si para todo intervalo final 1/b no nulo
de L se tiene que Hom,  (1/b,L) # 0 i.e. si todo intervalo final no nulo de L contiene un

intervalo final L-cociclico no nulo.
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Ejemplo 4.76. Toda reticula complementada L € £, es corretractil.
Si 1/b es un intervalo final no nulo de L, y a es un complemento de b, notemos que

1/b = (a\/ b)/b =25 a/0 = a/(a \ b)
es un isomorfismo por modularidad. Asiio(_ /\ ) es un morfismo lineal no nuloen Hom,  (1/b,L).

Ejemplo 4.77. La reticula L = {1/n},en—joy U {0} no es corretrdctil pues el intervalo final
{1/2,1} no es isomorfo a ningun intervalo inicial, porque L no tiene intervalos iniciales finitos

con mas de un elemento.
Definicion 4.78. Diremos que una reticula L € £, es seminyectiva si para todo intervalo
final no nulo 1/b de L y cualquier diagrama con renglén superior exacto

0 v 1/b —F 5 L

%g

existe h: L — Ltal que hok =g.

Los ejemplos[4.7]y [4.8]también son reticulas corretréctiles pues son complementadas y pro-
bar que son seminyectivas se hace de manera dual a como se probd que son semiproyectivas.

Lema 4.79. Si L R MyM L N son morfismos lineales y x € f o h(L) entonces (m)‘l(x) =
(B)H(R() AGF) ™ (x)-

Demostracion. Por [17), Lema 2.1]

kfoh:(z)_l(h(l)/\kf)<( )~ (h(1 )A(J_()‘l(x))-
1

Por otro lado como x € (f o 1(1))/0, (f) " (x) < (f) "L (f o h (1) V ks, y entonces
foh((ﬁrl(h(lm(?)—l(x))) FRO A (x) f( < YA )V kp) =
SRV k) A f (x)) = f( f =X.

Como f o h es inyectivo si lo restringimos a 1/k¢.y, se tiene el resultado. [

Observacion 4.80. Si L L> M es un morfismo lineal, el isomorfismo de reticulas ]_‘ : 1/kf —

£(1)/0 induce un isomorfismo entre las reticulas opuestas f° : 0/f(1) — k¢/1 que a su vez
op
induce un morfismo lineal M°P f—> L°P; diremos que f°P es el morfismo opuesto de f. A lo

largo de este trabajo f°P denotara al morfismo lineal recién descrito, no se confunda con el

morfismo opuesto a f en la categoria (L)
Lema 4.81. Si f,h € End, (L), entonces (ho f)°P = f° o h°P.

Demostracion. Para evitar confusiones a lo largo de esta prueba se utilizardn \/ y A para
denotar al supremo e infimo en L respectivamente, y \/,, y /\,, para denotar al supremo e
infimo en L° respectivamente.

Nombremos g = ho f y veamos primero que kgop = kfopopo0, pues por [17, Lema 2.1] se tiene

que
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kfopopor = (th)_l(hOP(O)/\op k) = (hoP) ™ (ky /\opf( ) =h(f(1)V ky) = h(f(1)) = g(1) = kgor.
Por otro lado si x € 0/¢g(1) entonces por el Lema
0= (@) ) W‘l 7) () (x /\f =
FPUR)H(x) Vop fP(F (1)) = fP((B) (%)) Vgp 1 = fP(( (
Por el Lema[1.9/g% = f° o h°P, lo cual concluye la prueba. N

\/opf( )=
fOp hOp fOp o hOp )

Teorema 4.82. L € L, es semiproyectiva si y solo si L°P es seminyectiva.

Demostracion. =) Sea 0/b un intervalo final de L°P, f : 0/b — L°? un monomorfismo lineal

y g : 0/b — L°P un morfismo lineal como muestra el siguiente diagrama:

0 . o/ —L

lg

LOP.

s LP

Consideremos a los morfismos lineales opuestos f°P y g°7 descritos en la Observaci6n [4.80]

como se muestran en el siguiente diagrama:

L
h"p//// lgop
ol

L~ b/0 — 0.

donde el morfismo lineal h°? que hace conmutar el diagrama existe porque estamos supo-

niendo que L es semiproyectiva; llamaremos h al morfismo opuesto de h°P. Por el Lema
hof =(fPoh®)P=(gP)P =g,

por lo tanto L°P es seminyectiva.
=) Sea a/0 un intervalo inicial de L, f : L — a/0 un epimorfismoy g : L — 4/0 un morfis-

mo lineal como se muestra en el siguiente diagrama:

Js
L f>a/0 > 0.

Consideremos los morfismos lineales opuestos f y g°P descritos en la Observacion [4.80]

como siguen:

op
0 — 3 0/a Lo op
op -7
Lop,

Existe un morfismo lineal h°P tal que h°P o f°P = g° pues estamos suponiendo que L° es

seminyectiva; llamaremos h al morfismo opuesto de h°P, notemos que por el Lema

foh=(hPofoP)P=(gP)P =g,

por lo tanto L es semiproyectiva. [
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Definicion 4.83. SiL € Ly S = End, (L), un ideal izquierdo I de S es un subconjunto no

vacio cerrado bajo la composicién por la izquierda con elementos de S.

Lema 4.84. I C End, (L) es un ideal izquierdo si y solo si [°F = {f°P|f € I} es un ideal derecho
de End  (L°P).

Demostracion. =) Sea f°? € I°P y g € End, (L°P), como (f° o g)°P = g°P o f € I, entonces

(8P o f)P=((fPog)P)P =fPogelP.

)Sea felygeEnd,, (L), como(gof)? =f0g €I, entonces

(fPogP)P =((gof)P)P=gofel.
0

Corolario 4.85. Para L € Ly, la reticula de ideales izquierdos de End, (L) es isomorfa a la
reticula de ideales derechos de End  (L°P).

Teorema 4.86. Para L € L, si a € L es fuertemente invariante, entonces a es fuertemente inva-
riante en L°P,

iy for . . f .
Demostracion. Supongamos que L°P — L°P es un morfismo lineal, y sea L — L su morfismo

lineal opuesto descrito en la Observacién Como a es fuertemente invarianteen L, f (a) <
a, por lo que en L°P ocurre que a < f(a)y f(1) <P f(a). Asi (a\/°P f(1)) <°P f(a), de donde

se tiene lo siguiente:

fP(a)=fP(a\/P f(1)) <P fP(f(a) =a\ ks < a

lo cual concluye la prueba. [

Proposicion 4.87. L € L es seminyectiva si y solo si para cualquier par de endomorfismos
f,g€Endg, (L) con kg >k, se tiene que Endy, (L)og <Endg, (L)o f.

Demostracion. Por el Teorema la Proposicién y el Lema se tiene lo siguiente:
L es seminyectiva si y slo si L°P es semiproyectiva si y s6lo si para cualquier par de morfis-
mos lineales f°F,¢% € End, (L°P) con g°P(0) <°P f°P(0) se tiene que g°? o End, (L°P) <
f° o End., (L°P) si y sOlo si para cualquier par de endomorfismos f,¢ € End,, (L) con
kg > ks, se tiene que End (L) o g <End. (L)of. O

En adelante para dos ideales izquierdos I,] € S con I C ] diremos que I es esencial en J si
como elementos dentro de la reticula de ideales izquierdos de S, se tiene que I es esencial
en J/0.

Definiciéon 4.88. Para toda reticula L € £, y todo elemento b € L definimos el conjunto
Sy = (f € Slks > b).

Notemos que SZ’;Z es un ideal izquierdo de S pues si f € S{fz y § € S entonces go f(ks) =
g(0) = 0y por [17, Proposicion 1.3. (2)] kgor >k > by por lo tanto go f € S{jz.

Lema 4.89. Dada L € Ly b € L existe una biyeccion entre SZ’;Z yHomg, (1/b,L).
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Demostraciéon. Consideremos la funciéon Homg, (1/b,L) — S{J‘Z definida por f — (]_fo(_\/ ke)) €
S. Es inyectiva pues si f,g € Hom,, (1/b,L) cumplen que 70 (_Vkfr)=go(_Vk,) entonces
ki =kgy f =3, asi por el Lema f = g. Por dltimo la funcién es suprayectiva pues si

f e Sl]fz entonces f|;,, es una preimagen. N
Teorema 4.90. L € L, es seminyectiva si y solo si para todo f € S se tiene que S o f = S,]:fz

Demostracion. Por el Teorema[4.82]y el Teorema [4.10|se tiene que L es seminyectiva si y s6lo
si L°? es semiproyectiva si y s6lo si para todo endomorfismo f°F € End, (L°F) ocurre que
fePoEnd, (L°P) = Homg, (L°P, f°P(L°P)).

Notemos que las contenciones f°PoEnd, (L°P) C Hom,  (L°P, f°P(L°P))y Sof C S,]:fZ siempre
ocurren, ademds para todo endomorfismo f°7 € End  (L°P) ocurre que f°P o End, (L°F) 2
Homyg, (L°P, f°P(L°P)) siy sOlo si para todo morfismo lineal g°? € Hom,, (L, f°P(L°P)) existe
un morfismo lineal h°? € End  (L°F) tal que f°F o h°P = ¢°F si y s6lo si para todo morfismo
lineal g € S,]ffz, existe h € S tal que ho f = g si y sblo si para todo f € S se tiene que So f 2

k>
=, OJ

Teorema 4.91. Si L € L, es seminyectiva existe una biyeccion entre sus intervalos finales L-

cociclicos y los ideales principales izquierdos de S.

Demostracion. Si L es seminyectiva, por el Teorema[4.82|L°P es semiproyectiva, y por el Teo-
rema existe una biyeccion entre los intervalos iniciales L°P-ciclicos y los ideales princi-
pales derechos de End,, (L°P). Pero los intervalos L°P-ciclicos son los intervalos L-cociclicos

y por la Observaciéon y el Lema a todo ideal principal derecho de End,, (L) le
corresponde un unico ideal principal izquierdo de S, con lo cual se tiene el resultado. ]

Definicion 4.92. Sea L € L,y 1;/b un intervalo final de L, diremos que L cogenera a 1;/b si

existe una familia de morfismos lineales {f;};cr C Hom, (17/b,L) tales que b = A ky,.
teT

Definicion 4.93. Si L € £, diremos que un elemento a € L es couniforme en L si todo
elemento diferente de uno de 1/a es superfluo en 1/a. Diremos que L es couniforme o hueca
si 0; es couniforme en L.

Teorema 4.94. Sea L € L corretractil, 1/my 1/n intervalos finales de L e I y | ideales izquierdos
de S, entonces se tiene lo siguiente:

(a) Sim>ny Sk= es esencial en S5 entonces m es superfluo en 1/n.
(b) Si L es seminyectiva, m > ny m es superfluo en 1/n entonces Sk es esencial en Sk=.

(c) Silesesencialen]y] = S];\Zk entonces )\ k¢ es superfluo en 1/ \ kq
8

ge/ fel g€/
(d) Si L es seminyectiva, )\ kf es superfluoen 1/ Nkyel = Slj\zkf, entonces I N | es esencial en
fel g€] fel

J.

83



(e) Si Sk= es uniforme en S, entonces m es couniforme en L, y la implicacién reciproca es cierta
si L es seminyectiva.

(f) Si L esseminyectivay 1/ \ ks es un intervalo final couniforme de L, entonces I es un ideal
fel

izquierdo uniforme de S.

(g) Si L cogenera a 1/m y Sk= es simple entonces 1/m es la reticula simple v la implicacion

reciproca es verdadera si L es seminyectiva.

(h) Sil = Sk>K v es simple entonces 1/( \ Ky) es simple y la implicacion reciproca es cierta si
feI fel
L es seminyectiva.

Demostracion. (a) Sea k € 1/n tal que m\/k =1, si f € Sk>n S}:Z entonces kf > m\/ k =1,
lo cual implica que f = 0. Como SX> es esencial en S¥> se tiene que S}fz =0y como L es
corretractil k =1.
ea f € S;7 y supongamos que S;7 NS o f =0, como L es seminyectiva, por el Teorema
b) S Sk= y supong que S¥=n's 0 L inyectiva, por el T
4.90/So f = Skfz, por lo que S n S}l;fz = 0. Pero S¥>n S}f sz\/k y como L es corretractil
m\/ k=1, porlotantoky =1y f =0.

(c) Como I C Sl;\ ks entonces S5 MKy € esencial en J y por (a) se tiene el resultado.
fel fel

(d) Por (b) sabemos que I = SI;\ Ky €S esencial en K2 kg’ ademas | C S/\k Supongamos que K
fel ge€] g€]
es un ideal izquierdo de S contenido en J tal que (INJ)NK =0, entonces INK = 0y como K

también estd contenido en S];\k se tiene que K = 0. Por lo tanto I N ] es esencial en J.

g€
(e) =) Sean x,y € 1/m con 1 > x,9. Como L es corretractil Sk = 0 = S;‘Z y como Sk= es
uniforme en S entonces Sk* N 53’,‘> SS\;} #0,asix A\ v =1y porlo tanto m es couniforme en
L.
<) Si L es seminyectiva, y m es couniforme en L, por el Teorema L°P es semiproyec-
tiva y m es uniforme en L°P, entonces por el Teorema (e) Homg, (L°P,m/1) es un ideal
derecho uniforme de End  (L°P). Como (Hom, (L°P,m/1))°P = Sk= por el Corolario se
tiene el resultado.

(f) Por (e), S’>\>kf es uniforme en S y como I C skz Akp entonces I es uniforme en S.
fel fel

k>
Sk

(g) =) Supongamos que m < k < 1, como L es corretractil existe 0 = f € C Sk=, por lo

SkZ

que = Sk=_ Por otro lado como 1/m es cogenerada por L existe una familia de morfismos

lineales {f,};er C SK> tal que m = A k;, pero m < k < Ak, = m. Por lo tanto k = m y 1/m es
teT teT
simple.

&) Supongamos que L es seminyectiva y que 1/m es simple, si 0 # f € Sk, entonces kf=m
ySof= S};fz = Sk=, por lo que Sk es simple y L cogenera a 1/m.
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(h) =) Como 1/( A Ky) es cogenerado por L, al aplicar el inciso (g) se tiene esta implicacion.
fel
<) Aplicando el inciso (g) obtenemos que S/\K es simple, y como 0 = I C S/\Kf se tiene
fel fel
quel =S ];\ K- [
fel

Definicién 4.95. Para una reticula Le L, S = EndLM(L), e I un ideal izquierdo de S, di-
remos que ¢ : I — S es un endomorﬁsmo izquierdo si para cualquier par de morfismos
lineales f,g €1 se tiene que Y(f o g) = f o Y(g

Observacion 4.96. Si S v, S es un endomorfismo izquierdo, para cualquier f € S, P(f) =
Y(foldy)= fotp(ldy). Por lo tanto i estd completamente determinado por su asignacién en
Id;.

Lema 4.97. Para una reticula L € Ly, vy S = End, (L) ocurre que L L L es un epimorfismo
lineal si y solo si S *—Oj; S es un monomorfismo izquierdo.

Demostracion. =) Sean ¢ y ¢ endomorfismos izquierdos de S tales que

(Loflop=(_of)o

entonces @(Id;)o f =(Idy)o f, como f es un epimorfismo ¢(Id;) = p(Id;)y por la Obser-

vacion [4.96] ¢ = .

&) Sean h, g € S tales que ho f = go f, entonces los endomorfismos izquierdos (_oh),(_og):
S — S cumplen que

(Lof)o(Loh)=(_of)o(_og)

y como _ o f es un monomorfismo izquierdo _oh =_o g, por lo que
hZIdLthIdLog:g.
O]

Observacién 4.98. Un endomorfismo izquierdo i : S — S es suprayectivo si existe f € S
tal que (f) =1d;, pues de ser asi paratodo g€ S, g=gold; =gop(f)=1(gof).

Definicion 4.99. Diremos que S es hopfiano si no existe un morfismo izquierdo biyectivo

entre S y un ideal izquierdo propio.
Definicion 4.100. Un elemento f € S es regular izquierdo si go f = 0 implica que g = 0.
Lema 4.101. Si todo elemento regular izquierdo de S es una unidad, entonces S es hopfiano.

Demostracion. Supongamos que ¢ : I — S es un morfismo izquierdo biyectivo, sea g € I tal
que 1(g) = Idy, se tiene que g es regular izquierdo pues si h € S cumple que hog = 0 entonces
O0=1¢(hog)=hotp(g)=hold; =h,asi gesunaunidad y existe f e StalqueId; =fogely
por lo tanto I = S. ]
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Definiciéon 4.102. Diremos que una reticula L € L, es casi proyectiva si es L-proyectiva
segtn la Definicién es decir, si para todo epimorfismo lineal L — N y todo morfismo

lineal f : L — N, existe f € S que hace conmutar el siguiente diagrama:

Definicion 4.103. Para una reticula L € Ly, S = End; (L) y f € S se define el anulador
izquierdo de f como sigue:

Anny(f)=1{g€Slgof =0}.

Definicion 4.104. Para una reticula L € Ly S = End, (L) se define el ideal singular iz-
quierdo de S como Z;(S) = {f € S|Ann;(f) es un ideal izquierdo esencial en S}.

Teorema 4.105. Si L € L es corretractily S = End, (L) se tiene lo siguiente:
(a) f €S esun epimorfismo siy solo si f es regular izquierdo en S.
(b) L es hopfiana si y solo si S es hopfiano.

(c) Si L es casi proyectiva entonces los elementos regulares derechos en S tienen inverso derecho

en S.
(d) Z;(S)C{f €SI|f(1) es superfluo en L} y ademas (Z;(S))(L) < Jac(L).

Demostracion. (a) Notemos primero que Anni(f)={g e S|lgo f =0} = S]]ﬁ(zlL), asi f es un epi-

morfismo si y s6losi f(1;) =1 siy sdlo si SI;(ZIL) = S{‘LZ =0=Anny(f)siysoélosi f esregular

izquierdo.

(b) &) Supongamos que f : L — L es un epimorfismo y que no es inyectivo, entonces

Sk>

L = 1;/ks. Como ks # 0 se tiene que Id; no es un elemento de y asi Sk es un ideal

izquierdo propio de S.
-1 . SkZ
© vk

Consideremos el morfismo izquierdo _ o (f) — §; es suprayectivo pues si g € S

entonces go f € S,]ffz cumple que go f o (f)"! = g, ademas es inyectivo pues si g o (7)‘1 =

g'o (]_‘)‘1 notemos lo siguiente:
go (f) ' (f(k ¢)) = g(ky) = 0, de donde f(ky) < kgo(?),l, ademids si_g o (f)~}(x) = 0 entonces
(f) ' (x) < ke 1o que implica que x < f(k ), en particular kgo(?)*l < f (k). Por lo tanto tenemos
que

flkg) = Kyo(y1 = kgropyr = fkg)
y siendo f un isomorfismo de reticulas se tiene que ke = kg5 luego para toda x € 1;/k, se

tiene que

gx)=go (N o N =(go(f) e flx)=(g" (/) o f(x)=g"o((f) ! o f)x)=g'(x)
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por loque g =g/, yasi g =g’ Entonces _o(f)~! es biyectivo y S no es hopfiano.
—) Supongamos que f € S es regular izquierdo, por (a) es un epimorfismo y como L es hop-

fiana f es un isomorfismo y por lo tanto una unidad. Asi por el Lema[4.101|S es hopfiano.

c) Si f es un elemento regular izquierdo en S, por (a) es un epimorfismo, y como L es semi-

proyectiva existe f’ € S que hace conmutar el siguiente diagrama:

f NG

Asi para toda x € L se tiene que f'(x)\V/ kf ()7 (x), y luego por la definicién de morfismo
lineal f(f'(x)) = f(f'(x)Vkr) = f(( ((f)"'(x)) = x y por lo tanto f’ es un inverso derecho para f
enS.

d) Notemos que para todo f € S se tiene que Ann(f) = gk= , ademads por el Teorema [4.94
que p q £(1) P

(a) se tiene que si S}‘(Zl) es esencial en S entonces f(1) es superfluo en L, con lo cual se tiene

la primer parte del resultado.
Por otro lado si x es un codtomo de Ly f € Z;(S), al ser f(1) superfluo en L se tiene

que f(1)Vx =xvy f(1) < x. Al ser x un codtomo cualquiera f(1) < Jac(L) y por lo tanto
(Z1(S))(L) < Jac(L). O

Definicion 4.106. Dada una reticula L € Ly S = End, (L), denotamos como Zg al con-
junto de todos los ideales izquierdos simples de S y se define el zoclo izquierdo de S como
Zocy(S) = U I.

Iel

Lema 4.107. L € L es seminyectiva si y solo si para cualquier ideal izquierdo ciclico I de S se
tiene que I = Sk/\>k

fel

Demostracion. =) C) Esta contencion es clara.

2) Supongamos que g € S es un generador de I, entonces por el Teorema[4.90|] =Sog = sk=,
4

ademas para todo f € S se tiene que fog(k,) = 0 por lo que k, < kf.o yasi A kg = kg, entonces
fel

31heSl;\K se tiene que h € $&* =

fel
&) Sea f € S, entonces So f = Sk/\zkgof' pero ks < k¢, porloque So f = Sllffz y el resultado
ges
se tiene gracias al Teorema [4.90] O

Proposicion 4.108. Sea L € L, corretractil y seminyectiva, entonces:

(a) Z;(S)={f €SI|f(1) es superfluo en L}.

(b) N kf=]Jac(L).

feZocy(S)
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(c) Zoc;(S)C S]ka(L).

Demostracion. (a) C) Se prob6 en el Teorema|4.105
D) Sea f € S tal que f(1) es superfluo en L, como Ann;(f) = S}‘(Zl) y por el Teorema [4.94-(b)

S}((Zl) es esencial en S, de donde se tiene el resultado.

(b) <) Si a es un coatomo de L, como L es corretractil S> # 0, luego como 1/a es simple y

L seminyectiva, por el Teorema [4.94}(g) S¥> es simple y por el Lema [4.107} S¥> = Skj\ k-

fesg®

Como el morfismo lineal (_\/a) € S¥= se tiene que A kf<ayporlotanto A kf<a.
fesk= feZocy(S)

Como a era un codtomo cualquiera de L, se tiene la desigualdad buscada.

>) Sea I un ideal izquierdo simple de S. Por el Lema|4.107}, I = sk /\_k , por el Teorema4.94-(h)

fel
1/ A\ k¢ es simple, por lo que A kf es un codtomode Lyast A kg >Jac(L).
fel fel feZoci(S)

(c) Supongamos que I es un ideal izquierdo simple en S, por el Lema [4.107|I = S';\>k , por

fel
lo que 1/ A\ ks es cogenerado por L. Por el Teorema 4.94-(g) 1/ /\ k¢ es simple y /\ kf es un
fel fel

coatomo, luego si f € I entonces Jac(L) < /\ kf <k y porlotanto f €

Sk>

Jac(L)" D

Definicion 4.109. L € £, es débilmente hopfiana si para todo f € S epimorfismo lineal se

tiene que ky es superfluo en L.

Definiciéon 4.110. Diremos que S es débilmente cohopfiano izquierdo si para todo mono-

morfismo izquierdo ¢ : S — S se tiene que @(S) es un ideal izquierdo esencial de S.

El siguiente ejemplo muestra una reticula L € £, cuyo monoide de endomorfismos no es

débilmente cohopfiano izquierdo.

Ejemplo 4.111. Consideremos P(IN) al conjunto potencia de los naturales ordenado por la
contencién, ademas nombremos 2IN al conjunto de los pares y (2IN + 1) al de los impares.

Sabemos que existen los siguientes isomorfismos de reticulas:
N/(2N + 1) —5 P(2N) —> P(N)

donde = (A)=A—-(2IN+1)y =, (A)=A/2con A/2 ={a/2 | a e Al.
Sif’=(=0=)yP(N) L> P(IN) es el morfismo lineal dado por f(x) = f’(x U (2IN + 1)),
entonces al ser f un epimorfismo por el Lema _of:S5— S es un monomorfismo, sin

embargo So f C 52 nsk =0

, que no es un ideal esenc1a1 izquierdo de S pues S(2N+1) (2N)
Y St # 0

(2IN+1)”

Definicion 4.112. L € £, es débilmente cocompresible si para todoa = 1 en L existe 0 # f €
Sk= tal que f2 = 0.

Definicion 4.113. L € £, es ciclica si tiene un codtomo superfluo.
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Definicion 4.114. L € L, es finitamente generada si siempre que exista una familia de

elementos {x,},ca tal que \/ x, =1 existe un subconjunto finito F C A tal que \/ x, = 1.
acA acF

Lema 4.115. Para una reticula L€ Ly, y ¢ : S — S un morfismo izquierdo, si el niicleo de ¢ es

cero entonces es un monomorﬁsmo.

Demostracion. Sea f € S tal que ¢ = _o f ie. f = @(Idy). Para toda g € S se tiene que
gof =0 implica g = 0 y por lo tanto f es regular izquierdo. Por el Teorema [4.105| f es
un epimorfismo, y por el Lema @ es un monomorfismo.

O

Teorema 4.116. Sea L € L, corretractil y seminyectiva, entonces se cumple lo siguiente:
(a) L es débilmente hopfiana si y solo si S es débilmente cohopfiano.
(b) Homg, (L,a/0) = 0 para todo elemento a superfluo en L si y sélo si Z(S) = 0.
(c) Si L es débilmente cocompresible entonces S es semiprimo.
(d) L es ciclica si y solo si S es cociclico.

(e) Si S es finitamente cogenerado entonces L es finitamente generada.

Demostracion. (a) <=) Si f € S es un epimorfismo por el Teorema [4.105| f es regular iz-
quierdo. Consideremos _o f : S — S, por el Lema |4.97| es un monomorfismo, por lo que

Sof = S}:Z es esencial en S. Por lo tanto, por el Teorema 4.94(a) ks es superfluoen Ly L es

débilmente hopfiana.
—) Supongamos que @ : S — S es un monomorfismo y que f € S cumple que ¢ = _o f.

Por el Lema f es un epimorfismo; como L es débilmente hopfiana k¢ es superfluo en L.

Por ultimo aplicando el Teorema|4.94r(d) con =Sof y ] =S, y observando que A koo = k¢
ges

se tiene que @(S)=So f = S,I:fZ es esencial en S.

(b) Recordemos que por la Proposicion [4.108| Z;(S) = {f € S|f (1) es superfluo en L}.

—) Sea f € S tal que f(1) es superfluo en L. La correstriccién f|: L — f(1)/0, es cero por
hipétesis. Por lo tanto f = 0.

<) SeaasuperfluoenLy f € Hom, (L,a/0). Consideremos iof € S, se tiene queiof (1) <aq,
por lo que i o f(1) es superfluo en L, y por hipétesis i o f = 0. Por lo tanto f = 0.

(c) Si S no es semiprimo entonces tiene un ideal izquierdo I tal que I # 0 y existe un entero

Ik—l

k tal que I* = 0. Podemos suponer a k minimo con esta propiedad. Sea 0 # f € , entonces

Sof = S]'c‘fZ y como k¢ # 1y L es débilmente cocompresible, existe h € S,lffz C I*! tal que
h? # 0, lo cual es una contradiccién pues h? € 172 y k < 2k — 2 pues k > 2. Por lo tanto S es

semiprimo.

(d) =) Sea a un coatomo superfluo de L, como L es corretractil 0 = S¥ y por el Teorema
M—(g) y (b) Sk= es simple y esencial en S.
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&) Sea g € S contenido en todos los ideales izquierdos de S. Si 1 # x € L entonces S> = 0
por lo que x <k, y como g = 0 entonces k, # 1 y asi k; es un codtomo superfluo.

(e) Sea \/Axa =1 entonces 0 = Sk\?xa = arQAS,]C‘f, por lo que existe un subconjunto finito F C A
ac acA

tal que ﬂASi‘Z = Sli/zx = 0 pero como L es corretractil \/ x, = 1y por lo tanto L es finitamente
ac “ acF “ acF

generada. O]

Proposicion 4.117. Si L € L, es seminyectiva y hopfiana, entonces es cohopfiana.

Demostracion. Si L es seminyectiva y hopfiana, por el Teorema [4.82| L°P es semiproyectiva y
cohopfiana, luego por la Proposicién LP es hopfiana, por lo que L es cohopfiana. [

Proposicion 4.118. Si L € L, es cohopfiana, es directamente finita.

Demostraciéon. Si L no es directamente finita, existe a € L complemento, con a <1y L =a/0.

= 1 . . . .
Entonces L — a/0 — L es un monomorfismo lineal de L, pero no es epimorfismo, lo que es

una contradiccion pues supusimos que L era cohopfiana. ]

Proposicion 4.119. Si L € L, es seminyectiva, a € L es esencial y fuertemente invariante, en-
tonces L es cohopfiana si y solo si a/0 es cohopfiana.

Demostracion. Por el Teorema[4.82|L°P es semiproyectiva, a es superfluo en L7 y por el Teo-
rema a es fuertemente invariante en L°P, asi L es cohopfiana siy s6lo si L°? es hopfiana lo
cual, por el Teorema ocurre siy sélo si 0/a es hopfiana si y s6lo si a/0 es cohopfiana. [

Corolario 4.120. Si L € L es seminyectiva y atomica entonces L es cohopfiana si y sblo si
Zoc(L)/0 es cohopfiana.

Demostracion. Por [16] Zoc : L —> L es un prerradical de reticulas, por lo que Zoc(L) es
un elemento fuertemente invariante de L, ademads por [5, Pag 120] al ser L atémica y com-
pleta Zoc(L) es un elemento esencial de L, y asi el resultado se tiene gracias a la Proposicién
O

Consideremos las siguientes propiedades para una reticula L € £ .

C1 Para todo elemento a € L, existe ¢ € L con ¢ > a; c un complemento en L y a esencial en
c/0.

C2 Sia € L cumple que a/0 = ¢/0 con ¢ un complemento en L, entonces a es un comple-

mento en L.
C3 Sik y c son complementos en Ly k A\ ¢ =0, entonces k \/ c es un complemento en L.

Definiciéon 4.121. Diremos que una reticula L € £, esta extendida si satisface C1, que es
continua si estd extendida y satisface C2, y que es casi continua si estd extendida y satisface
C3.

Proposicién 4.122. Si L € L, satisface C2, entonces satisface C3.
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Demostracion. Ver [18), Proposition 1.10-(5)] O
Lema 4.123. Si L € L, es seminyectiva, entonces satisface C2.

Demostracion. Si L es seminyectiva, por el Teorema [4.82| L°P es semiproyectiva, luego por el
Lema LP satisface D2, por lo que L satisface C2. O

Teorema 4.124. Si L € L, es seminyectiva, entonces son equivalentes:

1. L esta extendida.
2. L es continua.

3. L es casi continua.

Demostracion. (1. = 2.) Se debe al Lema(4.123
(2. = 3.) Se debe a la Proposicién |4.122
(3. = 1.) Por definicién. O

Proposicion 4.125. Si L € L, es inescindible y seminyectiva, entonces es continua si y solo si es
uniforme.

Demostracion. =) Como L esta extendida, para todo elemento x € L con 0 < x, existe ¢ > x
tal que ¢ es un complemento en L y x es esencial en ¢/0. Como L es inescindible c = 1, x es
esencial en L y L es uniforme.

=) Sea x € L, entonces 1 es un complemento en L con x <1y x esencial en 1/0 = L, por lo
que L esté extendida. N

Definicién 4.126. Una reticula L € £, es seudoseminyectiva si para cualquier par de mor-
fismo lineales f,g € End, (L) con k¢ = k, existe h € End, (L) tal que ho f = g¢.

Observacién 4.127. Toda reticula seminyectiva es seudoseminyectiva.

Los siguientes dos ejemplos son de una reticula que no es seudoseminyectiva y otra que si

lo es pero no es seminyectiva.

Ejemplo 4.128. Consideremos la reticula L = {1/n},cn U {0} con el orden inducido por los
reales. Si f € End (L), entonces f: 1/ky — f(1)/0 es un isomorfismo de reticulas; si f =0,
entonces f(1)/0 es infinita, y como todo intervalo final propio de L es finito, kf =0y f es un
monomorfismo lineal.

Nombremos g : L — L al morfismo lineal g(0) =0, g(1) =1/2, g(1/2) =1/3y g(1/n) = 1/(n+1)

para todo n natural mayor que cero, y consideremos el siguiente diagrama

L
Jr

L.

g

0 > > L

No existe h € End, (L) tal que ho g = Idy pues h serfa un monomorfismo lineal, por lo que
1="h(g(1))=h(1/2) < h(1) <1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto L no es seudosemin-

yectiva.
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Ejemplo 4.129. Nombremos L a la siguiente reticula:
5
4
3

N

\ e
|

0.

No es seminyectiva, pues de serlo, por el Teorema [4.82]1a reticula L°P seria semiproyectiva,
pero en el Ejemplo se probd que no es asi.

Los unicos intervalos finales isomorfos a uno inicial son 5/5, 5/4, 5/3 y todo L; se puede
verificar caso por caso que para cualquier par de endomorfismos lineales f y g con ntucleos
iguales a 4 o 3, existe un endomorfismo h de L tal que ho f = g, por lo tanto L es seudose-
minyectiva.

Lema 4.130. L € L, es seudoseminyectiva si y solo si para cualquier par de endomorfismos
lineales f,g € End, (L) con ky = kg se tiene que Endg, (L)o f = End,  (L)og.

Demostracion. =) Si f,g € Endg, (L) con ky = k, se tiene que existe h € End, (L) tal que
hof =g, pero también existe k € End (L) tal que ko g = f, por lo tanto End,  (L)o f =
Endg, (L)og.

<) Para cualquier par de endomorfismos lineales f,g € End, (L) con ks = kg se tiene que
Endg,(L)o f =Endg, (L)og, porlo que existe h € End, (L) tal que ho f =g. O]

Observacion 4.131. Si L € L es seudoseminyectiva 'y f,¢ € Endp, (L) con 0 = kf =k, y
f(1) esencial en L, entonces el morfismo lineal h € End, (L) que hace conmutar el siguiente

diagrama
0 > L / > L
%
Kok
L

es un monomorfismo pues por [17, Lema 2.1], 0 = kf = kg = kpof = (f)"Y(f (1) Aky), por lo
que f(1) Ak, =0y como f(1)esesencialen L, k;, =

Proposicion 4.132. Si L es seudoseminyectiva y uniforme, entonces es cohopfiana.

Demostracion. Si L tiene sélo un elemento es cohopfiana. Supongamos que L tiene al menos
dos elementos, que f € End, (L) es un monomorfismo y consideremos el siguiente diagra-
ma
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0 > L > L
%
L.

Como L es uniforme f(1) es esencial en L y por la Observaciéon|4.131|h es un monomorfismo.
Como 1 =1d;(1)=h(f(1)) = h(1), entonces f(1) =1y f es un epimorfismo lineal. Por lo tanto
L es cohopfiana. O

Corolario 4.133. Si L es seudoseminyectiva y uniforme, entonces es directamente finita.

5 Un funtor de R-Mod a £,

Consideremos la asignaciéon F : R— Mod — L, dada por

M L(M)
M — L(M); g il F(g)
N L(N)

donde £(M) es la reticula de submédulos de M, y si g : M — N es un homomorfismo,
F(g): L(M) — L(N), es la funcién que a cada submoédulo H de M le asigna F(g)(H) = g(H).
Si K es el ntucleo de g, entonces g(H + K) = g(H) para todo H submédulo de M, y como
M/K = g(M) se tiene que 1,)/K = L(M/K) = L(g(M)) y el isomorfismo estd inducido por
g, de donde F(g) es un morfismo lineal con nucleo K.

Por otro lado F(Idy) = Idg) y sih: L — M es un homomorfismo
F(goh)(H) =g oh(H)=g(h(H)) = F(g)(F(h)(H)) = F(g) o F(h)(H)

y por lo tanto F es un funtor entre ambas categorias.

Definicion 5.1. Todo funtor S : C — D define, para cualquier pareja de objetos ¢,c¢’ € C,
una funcién S|, : Home(c,¢’) — Homp(S(c),S(c’)). Diremos que el funtor S es fiel si para
cualquier pareja de objetos c,c’ € C, la funcién S|, es inyectiva. Diremos que S es pleno si

las funciones S|, resultan siempre suprayectivas.

Definicién 5.2. Un funtor S : C — D es un isomorfismo entre ambas categorias si existe
otro funtor T: D —Ctalque SoT =Idpy ToS =1de.

Que dos categorias sean isomorfas implica que hay una biyeccién entre sus objetos, y esta
condicién se puede relajar a una equivalencia entre categorias pidiendo que haya una biyec-

cién entre las clases de isomorfismo de sus objetos.
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Definicién 5.3. Un funtor S : C — D es una equivalencia entre ambas categorias si existe
otro funtor T : D —> C e isomorfismos naturales SoT — Idp; T o S —> Id,.

Proposicion 5.4. Un funtor S : C — D es una equivalencia si y solo si es pleno, fiel y todo objeto
de D es isomorfo a un objeto en S(C)

Demostracion. [14, Capitulo IV, Proposiciéon 1.1.] O

Para un anillo R denotaremos como £ a la categoria cuyos objetos son las reticulas en £y
que son isomorfas a la reticula de submoédulos de algiin médulo en R-Mod y cuyos morfis-
mos son los morfismos lineales.

Dado el funtor F, surge la duda de si existirdn anillos R para los cuales éste sea una equiva-
lencia entre R-Mod y Ly, para comenzar a resolver esta pregunta consideremos lo siguien-
te.

Existen anillos para los cuales F no es fiel, por ejemplo si consideramos los homomorfismos
Idy,,8§: Zs — Z5 donde g esté dado por g(x) = 2x considerando a Z5 como médulo sobre
Z, se tiene que F(Idy,) = F(g) = 1d|o,1), sin embargo Idy_ # g.

Siendo el dominio de F es Z-Mod tampoco resulta un funtor pleno, pues tenemos que
Idy,1y € Homg, (L(Z3), L(Z5)), sin embargo Homg(Z3,Zs) = 0. La existencia de mas de una
clase de isomorfismo de médulos simples implica que F no es pleno, por lo que si busca-
mos una equivalencia entre R-Mod y £y, la condicién de que en R-Mod exista s6lo una
clase de isomorfismo de mdédulos simples se vuelve necesaria. Por [14, Proposicién 7.8.] si
R es un anillo con divisién, sélo existe una clase de isomorfismo de médulos simples y to-
do R-mddulo es semisimple, sin embargo incluso bajo estas condiciones los ejemplos de los
homomorfismos f,g : Zs — Zs nos muestran que F : Zs — Mod — L5, no es fiel, y el
siguiente ejemplo nos muestra que la condicién de que R sea un anillo con divisién no es

suficiente para que el funtor F sea pleno.

Ejemplo 5.5. Consideremos a IR? como espacio vectorial sobre Ry £(IR?) N L(R?) la fun-
cién definida de manera que si y es una recta que pasa por el origen y por el punto (x,y) con
x,9 > 0, entonces T(y) es la reflexién de y con respecto a la recta I = {(x,x)[x € R} y si 3’ es
una recta que pasa por el origen y por un punto (z,w) conz< 06w <0, T(y") =y’, ademas
T(R?) = R? y T({0}) = {0}.

T es un isomorfismo de reticulas por lo que es un morfismo lineal, sin embargo no exis-

. o f , .
te ninguna transformacién lineal R? — R? que actte de la misma manera que T con los

subespacios del plano, pues de ser asi se tendria lo siguiente:
e £(1,0)=(a,0),£(0,1)=(0,6) y f(1,1) = (c,c).
* (c,o)=f(1,1)=f(1,0)+ f(0,1) = (a,0)+(0,b) = (a,b), de donde a = b = c.
* f(1,2)=f(1,1)+f(0,1)=(a,a)+(0,a) = (a, 2a).
Esto ultimo es una contradicciéon pues T(R(1,2)) = R(2,1) y f(1,2) tendria que ser de la

forma (2d,d).
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En la busqueda de anillos para los cuales las categorias R-Mod y £z sean equivalentes bajo
el funtor F, ademds de que encontramos que una condicién necesaria para que F sea pleno
es que en R-Mod sélo exista una clase de isomorfismo de médulos simples, consideremos
que si M es un médulo simple en R-Mod, entonces su anillo de endomorfismos tiene que ser
trivial, pues si tuviera un automorfismo distinto de la identidad, el funtor F no seria fiel, de
ahi que se considere al campo Z, en el siguiente teorema.

Teorema 5.6. Z,-Mod es una categoria equivalente a L5, v el funtor F es una equivalencia
entre ambas.

Demostracion. Primero veamos como actua F en los objetos. Si V 'y W son dos espacios vecto-
riales sobre Z, cuyas reticulas de subespacios son isomorfas, con  base de V, entonces para
cada elemento x € f, su subespacio generado (x) es un dtomo de L(V), y la familia {(x)},cp es
una familia de &tomos independiente en £(V) de cardinalidad |B|, minima con la propiedad

de generar a V, es decir \/ (x) = V; como L(V) = L(W), L(W) tiene una familia de &tomos
xep
independiente {a;};c; de cardinalidad |B|, minima con la propiedad de generar a W. Cada q;

es un subespacio de dimensién uno de W, y si x; es una base de 4;, entonces {x;};c; es una
base de cardinalidad g de W, luego como dos espacios vectoriales sobre Z, con bases de la
misma cardinalidad son isomorfos, se tiene que V = W.
Ahora veamos que F : Homz, (V, W) — HomLMZZ (L(V),L(W)) es inyectivo. Para algtin con-
junto I, V = iEGBIZZ, consideremos la base candnica de V:
0 six=i

B=1fi: 1 — Zslier con fi(x):{ 1 sizei
Supongamos que ¢, : V — W son dos transformaciones lineales tales que F(¢) = F().
Para cada i € I, como el campo es Z,, entonces {f;) = {0, f;}, ademas {0, p(f;)} = F(¢)({0, f;}) =
F(¥)({0, :}) = {0, ¥(f;)}, de donde @(f;) = (f;) para toda i € I y como ¢ y 1 coinciden en una
base, son la misma transformacién lineal.
Veamos que F : Homz,(V,W) — HomEMZZ (L(V),L(W)) es suprayectivo. Supongamos que
n: L(V) — L(W) es un morfismo lineal, si L < V es un subespacio de dimensién dos,
entonces dim(r(L)) < 2, para ver esto supongamos que K es el nacleo de #, f una base de K
y que L = {0,a,b,a+ b}, notemos que si a y b son elementos de K, L <K y por la definicién de
morfismo lineal #(L) = #(L\/ K) = n(K) = 0 de donde dim(#(L)) < 2. Por otro lado si a no es
un elemento de K, nombramos L" = (fU{a}), se tiene que K < L’, y si suponemos que M es un

espacio vectorial tal que K < M < L’ entonces existe x € M tal que x ¢ K, luego como x € L’

n n
se tiene que x = ¥ bj +a,dedondea=x+ X b]- y L’ = M, asi L’ es un dtomo en la reticula
j=1 j=1

L(V/K)y con un razonamiento andlogo puede verse que L\/ K = (K U {a, b}) estd a lo mas a
“distancia dos”de K. Por altimo como 7 induce un isomorfismo 77 entre L(V/K)y 17(V)/0,w)
que cumple 7(L\/ K) =n(L\/ K) =#(L) y se tiene que #(L) estd a lo mdas a "distancia dos”de
Oz(w) ¥ por lo tanto dim(n(L)) < 2.

Por razones analogas para todo v € V, dim(q({ﬁ,v})) <1, de donde # define una funcién

T:V — W con la regla de correspondencia dada por
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Veamos que T es una transformacioén lineal, para esto solo falta ver que abre sumas. Supon-
gamos que x,y € Vsix =0,y =06 x =y, dado que todos los elementos en espacios vectoria-
les sobre Z, son sus propios inversos aditivos seria inmediato que T(x +y) = T(x) + T(y).
Supongamos que x # 0 # y; x # y. Nombremos L = {0,x,9,x + v} el plano generado por
{x,9}. Dado que los morfismos lineales respetan orden por [17, Corolario 1.4.], se tiene que
{T(x), T(y), T(x+v)} Cn(L) y ademas dado que por [17|, Proposicion 1.3.-(4)] los morfismos
lineales abren supremos se tiene que:

n(L) = n({0,x} V{0,3}) = n({0,x}) V5 ({0,3}) = {0, T(x), T(p), T(x) + T(»)}.

Consideremos los siguientes casos:

* SiT(x)=0=T(y)entonces y(L) =0,de donde T(x+y)=0=T(x)+ T(y).

e Si T(x)=0=T(y)y T(x) = T(y) entonces T(x)+ T(y) = 0, ademas (L) = {0, T(x)}. Por
otro lado, si T(x +p) = T(x) tendriamos una contradiccién pues la restriccién de y a L
serfa un morfismo lineal con ntcleo cero, pero L no es isomorfa a {0, T(x)}, de donde
T(x+y)=0=T(x)+T(y).

e Si T(x) # 0 pero T(y) = 0 entonces #(L) = {0, T(x)}. Notemos que si T(x+y) = 0, entonces
(L) = 1({0,9} V{0, x +v}) = {0} lo cual es una contradicciéon, de donde T(x+y) = T(x) =
T(x)+T(p).

¢« SiT(x)20=T(y)y T(x) = T(y) y T(x+y) = 0 entonces {0,x + y} es el nucleo de 7y,
y eso implica que 7({0,x}) = 7({0,x} V{0,x +3}) = 7({0,9} V{0,x +3}) = n({0,3}), y T(x)
es igual a T(y) contradiciendo la hipétesis. Asi T(x +p) = 0, el niicleo de #|; es cero
y 1| correstringida a su imagen es un isomorfismo, por lo que podemos suponer que
T(x) # T(x+y) = T(y). Asi{0,T(x), T(y), T(x+)} = n(L) = {0, T(x), T(y), T(x) + T(yp)} de
donde T(x+vy)=T(x)+ T(y).

Dado que en cualquier caso se concluye que T(x+7y)=T(x)+ T(y), T es una transformacién
lineal. Por ultimo todo elemento de £(V) es supremo de atomos, entonces si U < V y 8 es

una base de U se tiene que U = \/ {0,b} y como por [L1}, Proposicién 2.4.] los morfismos
bep
lineales abren supremos arbitrarios se tiene que:

n(U)=n(V{0,b) = V n({0,b) = \/ F(T)({0,b}) = F(T)( V {0,b}) = F(T)(U) = T(U).
bep bep bep bep

Por lo tanto T manda a cada subespacio de V al mismo subespacio de W que # y por la
Proposicion [5.4]se tiene el resultado. O

Para que un anillo R, al igual que Z,, cumpla que R-Mod es equivalente a su imagen bajo el
funtor F en L, se necesita que no existan dos R-médulos no isomorfos cuyas reticulas de

submoédulos son isomorfas.
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Teorema 5.7. Para R un anillo simple artiniano, si M y N son dos R-modulos cuyas reticulas de
submodulos L(M) y L(N) son isomorfas, entonces M es isomorfo a N.

Demostracion. Como M = @S, si suponemos que x es un elemento no nulo de S, podemos
considerar para cadaie€l eﬁlelemento m; € M dado por:

SR Ml
Se tiene que {(m;)};c; es una familia independiente de dtomos de £(M) para la cual M =
V(mi). Como L(M) = L(N), existe {n;};c; una familia independiente de atomos de L(N)
chIl que N = \/n,-. Todos los elementos n; de £(N) son atomos, por lo que son submoddulos
simples de I\Zldy son isomorfos a S, y al ser N su supremo, se tiene que N = gni = iEeBIS =
M. O
Sin embargo que R sea simple artiniano no es una condicién suficiente para que el funtor

sea pleno, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.8. Consideremos R = Zs y el espacio vectorial Z5xZs, su reticula de subespacios

es la siguiente:

{(0,0)}.
La funcién (Z5 x {0} {0} x Zs) : L(Zs5 x Zs) —> L(Z5 x Z5) dada por la transposicién de

estos dos subespacios, y dejando a los demas subespacios fijos es un isomorfismo lineal,
sin embargo no puede existir una transformacioén lineal f : Z5 x Zs — Zs5 x Z5 tal que
F(f)=(Z5x{0} {0} xZs) pues de ser asi, como f fija al subespacio ((1,1)), se tendria que
(x,x) = f(1,1) = f(1,0)+ f(0,1) por lo que f(1,0) =(0,x) y f(0,1) = (x,0) para algin x € Zs.

Por otro lado, como f fija al subespacio {(1,2)), entonces
(y' 23}) = f(l,Z) = f(l,O) + 2f(01 1) =(0,x) +(2x,0) = (2x, x)
y asi x =y = 0 lo cual es una contradiccién.

Si el anillo R es conmutativo, que sea simple tampoco es una condicidn suficiente para que
el funtor F sea fiel, pues si existe una unidad r € R con 0 # r, entonces el homomorfismo
r_: R — R dado por multiplicar por R es un isomorfismo diferente de la identidad que deja
invariantes a todos los ideales de R, es decir F(r_) = Id. ), asi por ejemplo Z3-Mod no es
equivalente a su imagen bajo el funtor F. Por otro lado si R es un anillo conmutativo con
grupo de unidades trivial, entonces el inico automorfismo de R es la identidad, por lo que

si F fuera pleno, el tinico automorfismo de £(R) podria ser la identidad.
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Definicion 5.9. Diremos que un médulo M € R-Mod es retractil si para todo submédulo no
nulo N < M se tiene que Hompg(M,N) = 0.

Teorema 5.10. Si M € R-Mod es retractil entonces la reticula L(M) es retractil segiin la Defini-
cion

Demostracion. Sea N/0 un intervalo inicial no nulo de £(M), N es un submédulo no nulo de
M, y al ser retréctil existe 0 # f € Homg(M, N). Consideremos F(f) € Hom,, (L(M),N/0),
es un morfismo lineal con ntucleo k =Ker(f) # M, por lo tanto F(f) es no nulo y £(M) es
retractil. ]

La implicacién reciproca del Teorema no es cierta, como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 5.11. Consideremos el grupo abeliano Z(p®) = {z € C|zP" = 1 para algtn n € IN}
con p un primo mayor que dos como Z-mdédulo, y hagamos el producto Z(p*) x Z,. Dicho

producto no es retrdctil pues si existiera un homomorfismo no nulo
f:Z(p>®)xZ, — (CiS(21/p),0)),

donde CiS(2m/p) = Cos(27t/p) + iSen(2m/p), ocurriria lo siguiente:
Si f(1,1)=(CiS(2km/p),0) entonces

(1,0) = £(1,0) = f((1,1)(x +)(1,1)) = (CiS(2k7/p), 0)(+,+)(CiS (2k7/p), 0),

por lo que p|2k y asi plk, de donde f(1,1) = (1,0), luego f(x,0) = f((x,1)(x,+)(1,1)) = f(x,1).
Por lo tanto para todo elemento (x,1) € Z(p™) x Z, se tiene que f(x,1) = f(x,0).

Como f es no nulo y ((CiS(21/p),0)) es simple, se tiene que f es un epimorfismo. Sea
(x,v) € Z(p™) x Z, tal que f(x,y) = (CiS(271/p),0) = f(x,0), y sea 6 = Arg(x), nombremos
x"=CiS(0/p) € Z(p*™), tenemos que

(1,0) = p(f (x,0)) = f(p(x,0)) = f((x)",0) = f(x,0) = (CiS(27/p), 0)

lo cual es una contradiccién que viene de suponer que existia el homomorfismo no nulo f.
Por lo tanto Z(p*) x Z, no es retractil.

Ahora veamos a la reticula de de submédulos de Z(p™) x Z,:
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(p)x Z,

Z(p*™) x {0}

/
/

((CiS(2m/p),0 (CiS(21/p?)) x Z,
(CiS(2r/p?), (CiS(21/p)) x Z,

/
((CiS(27t/p),0 } x
{(1,0)} /

Todo intervalo inicial no nulo de dicha reticula contiene un atomo, y la reticula L(Z(p®)xZ,)

Z,

tiene un coatomo, por lo tanto es retractil.

Teorema 5.12. Si M es un R-moédulo retractil, S su anillo de endomorfismos, L(M) es una reticula
semiproyectiva, y N < L < M son tales que Sy = {f € S | Im(f) < N} es un ideal derecho de S
esencial en la reticula de ideales derechos de S contenidos en S; ={f € S | Im(f) < L}, entonces

f

SZ(N) ={L(M)— L(M) | f es un morfismo lineal, f(M) < N}

es un ideal derecho del monoide de endomorfismos de L(M) esencial en la reticula de ideales

derechos contenidos en

S"C(L) ={L(M) L L(M) | f es un morfismo lineal, f(M) < L}.

Demostracion. Sea S’ el monoide de endomorfismos de £(M), si I es un ideal derecho no
nulo de S” contenido en Sy )y 0 # f € I, como f(M) es un submédulo no nulo de L, y M
es retrdctil, existe 0 # g € Sr(yr) N Sy, por lo que 0 = F(g) € Sé(f(M» N Sy Por tltimo al ser

L(M) semiproyectiva se tiene que Si(f( = f oS’ CI conlo cual se tiene el resultado. [

M))
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