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Introducción

Dada una familia de propiedades de cerradura F para R-módulos, las propiedades de la
retı́cula de clases de módulos con dichas propiedades de cerradura, denotada como LF (or-
denada con la contención), están en relación con propiedades del anillo. Por ejemplo si L≤
es la gran retı́cula de clases de R-módulos cerradas bajo submódulos e isomorfismos, y L↠
es la gran retı́cula de clases de R-módulos cerradas bajo cocientes e isomorfismos, entonces
L≤ = L↠ implica que R es artiniano de ideales principales. Esta relación ha motivado el
estudio de las grandes retı́culas de clases de módulos definidas mediante propiedades de
cerradura.
Por otro lado, a todo R-módulo M se le puede asociar su retı́cula de submódulos L(M), que
es modular y acotada, y todo homomorfismo M −→ N induce un morfismo lineal (Defini-
ción 1.1) L(M) −→ L(N ) entre las retı́culas de submódulos. Los morfismos lineales forman,
junto con la clase de retı́culas modulares y acotadas a la categorı́a LM de retı́culas modula-
res lineales, que se estudia a lo largo de todo este trabajo.
En el primer capı́tulo se definen conceptos como morfismo lineal, sucesión exacta y prerra-
dical de retı́culas, y se prueban resultados sobre LM que serán de utilidad en todo el resto
del trabajo, por ejemplo propiedades que permiten perseguir elementos en diagramas, y una
caracterización de los prerradicales de retı́culas.
En el segundo capı́tulo se estudia a la categorı́a LM a través de grandes retı́culas de clases
de retı́culas definidas mediante propiedades de cerradura. Sin embargo en LM no hay un
análogo al anillo de R-Mod, por lo que se ve la relación de estas grandes retı́culas entre ellas,
y con la gran retı́cula de prerradicales de retı́culas.
A diferencia de R-Mod, en LM no toda retı́cula tiene una cápsula inyectiva, y pudiera pare-
cer que las retı́culas inyectivas son poco comunes. Sin embargo en el capı́tulo tres, al estu-
diar la inyectividad y proyectividad relativas a subclases de LM, se encuentra que ninguna
retı́cula es inyectiva (o proyectiva) sólo en la subclase más pequeña posible, que es la forma-
da por las retı́culas complementadas.
En el capı́tulo cuatro se estudia cómo en las subclases de LM formadas por retı́culas semi-
proyectivas y seminyectivas, las propiedades de una retı́cula se encuentran en relación con
las propiedades de su monoide de endomorfismos.
Hasta este punto se ha observado cómo muchos resultados obtenidos en R-Mod tienen un
análogo reticular en LM, sin embargo ambas categorı́as tienen también diferencias impor-
tantes. En el capı́tulo cinco se estudia el funtor canónico que existe entre ambas categorı́as,
y se encuentra el ejemplo de un anillo para el cual R-Mod es una categorı́a equivalente a su
imagen bajo dicho funtor.



Índice

1 Preliminares 2

2 Prerradicales y teorı́as de torsión en LM 18
2.1 Sobre clases abiertas, y biyecciones entre clases de prerradicales y clases de

pretorsión. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2 Sobre LC-pr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.3 Sobre retı́culas semiartinianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3 Sobre retı́culas L-inyectivas y L-proyectivas 54
3.1 Clases de inyectividad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2 Clases de proyectividad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4 Retı́culas Semiproyectivas y seminyectivas 61
4.1 Retı́culas semiproyectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.2 Retı́culas seminyectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5 Un funtor de R-Mod a LM 93

1



1 Preliminares

A lo largo de este trabajo se denotará con L la clase de todas las retı́culas acotadas (es decir,
con elementos menor y mayor) y conM la subclase de L formada por las retı́culas modula-
res. Para cada L ∈ L se denotarán 0L y 1L al menor y mayor elemento de L, respectivamente.
En una retı́cula L ∈ L, dados a ⩽ b en L, se denotará b/a = {x ∈ L|a ⩽ x ⩽ b}. Un intervalo
inicial de b/a es un intervalo de la forma c/a con a ⩽ c ⩽ b. Un intervalo final o intervalo
cociente de b/a es un intervalo de la forma b/c, donde c ∈ b/a.

Definición 1.1. [17, Definition 1.1]. Si L,L′ ∈ L, una función f : L −→ L′ es un morfismo
lineal si existen k ∈ L, llamado un núcleo de f , y a′ ∈ L′ que satisfacen las siguientes condi-
ciones:
1) f (x) = f (x

∨
k) para todo x ∈ L.

2) f induce un isomorfismo de retı́culas f : 1L/k −→ a′/0L′ tal que f (x) = f (x) para todo
x ∈ 1/k.

Observación 1.2. Notemos que ası́ como todo morfismo lineal L
f
−→ L′ induce un isomorfis-

mo entre el intervalo final 1L/k y el intervalo inicial a′/0L′ , siempre que para dos retı́culas L

y L′ en L, exista un isomorfismo de retı́culas 1L/k
f
−→ a′/0L′ con 1L/k intervalo final de de L

y a′/0L′ intervalo inicial de L′, dicho isomorfismo induce un morfismo lineal de L a L′ dado
por

L

∨
k

−−−−−−−−−→ 1L/k
f
−→ a′/0L′

i−→ L′.

Lema 1.3. Si f : L −→ L′ es un morfismo lineal con núcleo k, entonces:

(i) Para cualesquiera elementos x,y ∈ L se tiene que f (x) = f (y)⇐⇒ x
∨
k = y

∨
k.

(ii) f (k) = 0 y k es el elemento más grande de L que tiene esta propiedad, por lo que el núcleo de
un morfismo lineal es único.

Demostración. [17, Proposición 1.3].

En [17, Proposition 2.2], Toma Albu y Mihai Iosif probaron que la clase M es la clase de
objetos de una categorı́a donde los morfismos de L a L′ para cualquier par de retı́culas L,L′ ∈
M es el conjunto de morfismos lineales de L a L′, y la denotaron como LM.
Denotaremos LM ⊆ LM la categorı́a de las retı́culas modulares lineales, cuyos objetos son
retı́culas modulares completas y cuyos morfismos son los morfismos lineales.
Por otro lado tenemos que la clase de todas las retı́culas junto con los morfismos de retı́culas1

es una categorı́a a la que denotaremos como LAT .
Algunos de los resultados que se exponen en esta sección, y algunos de los resultados del
resto de este trabajo, son bien conocidos en categorı́as abelianas como R-Mod, sin embargo

1Una función L
f
−→ M es un morfismo de retı́culas si para cualquier par de elementos a,b ∈ L, f (a

∨
b) =

f (a)
∨
f (b) y f (a

∧
b) = f (a)

∧
f (b).
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en esta investigación no se encontraron pruebas para el caso de la categorı́a LM. Por esta
razón aunque las pruebas en ambos casos puedan ser similares, se exhiben las pruebas en
LM con el propósito de no cometer ningún error.

Teorema 1.4. Si L ∈ LM es distributiva y L
f
−→ M es un morfismo lineal, entonces f es un

morfismo de retı́culas.

Demostración. Por [17, Proposition 1.3-(4)] f abre supremos, sólo falta ver que abre ı́nfimos.
Sean a,b ∈ L y kf el núcleo de f , entonces

f (a
∧
b) = f (kf

∨
(a
∧
b)) = f ((kf

∨
a)
∧

(kf
∨
b)) = f ((kf

∨
a)
∧

(kf
∨
b)) =

f (kf
∨
a)
∧
f (kf

∨
b) = f (a)

∧
f (b).

Teorema 1.5. Si L ∈ LM no es distributiva, existe un elemento a ∈ L tal que el morfismo lineal

L
∨
a

−→ 1/a no es un morfismo de retı́culas.

Demostración. Si L no es distributiva, entonces por [5, Theorem 1.7], L tiene una subretı́cula
isomorfa a la siguiente:

1

a c b

0,

y si consideramos el morfismo lineal L
∨
a

−→ 1/a, entonces

(b
∧
c)
∨
a = a , 1 = (b

∨
a)
∧

(c
∨
a).

La clase de las retı́culas distributivas contenidas en LM, con los morfismos lineales, es una
subcategorı́a de LAT a la que denotaremos como LD, y además es la clase cohereditaria
más grande contenida en LM. Sin embargo, LD no es una subcategorı́a plena de LAT ,
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6. Llamemos L a la siguiente retı́cula en LD:

L
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la función L
f
−→ {0,1,2} (donde {0,1,2} tiene el orden inducido por los naturales) que manda

todos los puntos rojos al cero, el punto verde al uno, y todos los puntos azules al dos, es un
morfismo de retı́culas pero no un morfismo lineal.

Observación 1.7. La categorı́a LM tiene objeto cero y éste es la retı́cula con un solo ele-
mento. Pues para cualquier retı́cula modular y acotada L, los únicos morfismos lineales
{0} −→ L y L −→ {0} son, en ambos casos, las funciones constantes cero. Además, el morfismo

L
0L,M−→ M entre dos retı́culas es el único morfismo que se factoriza a través del objeto cero

0L,M : L −→ {0} −→M. Ası́ que tiene que ser la constante cero.

Teorema 1.8. En la categorı́a LM, todo morfismo lineal L
f
−→ L′ tiene núcleo en el sentido ca-

tegórico, y éste está dado por la inclusión kf /0
i−→ L, donde kf es el núcleo de f como morfismo

lineal.

Demostración. Por [17, Corolario 1.4] f es creciente, por lo que para todo elemento x ∈ kf /0
se tiene que f (x) ≤ f (kf ) = 0, entonces f (x) = 0 y por lo tanto la composición f ◦ i es el
morfismo lineal cero.
Por otro lado si suponemos que M ∈ LM y M

g
−→ L es un morfismo lineal tal que f ◦ g = 0,

entonces por [17, Proposición 1.3-(2)] se tiene que g(1M) ≤ kf y por lo tanto la correstricción

de M
g↾
−→ kf /0 es el único morfismo lineal que hace conmutar el diagrama

kf /0

L L′

M.

i

0

f

g
g↾

0

Lema 1.9. Si L,L′ ∈ L y f ,g : L −→ L′ son morfismos lineales con núcleos respectivos kf , kg , que
cumplen que kf = kg y los isomorfismos de retı́culas inducidos f y g coinciden, entonces f = g.

Demostración. Sea x ∈ L entonces f (x) = f (x
∨
kf ) = f (x

∨
kf ) = g(x

∨
kg) = g(x

∨
kg) = g(x).

Teorema 1.10. En la categorı́a LM, todo morfismo lineal L
f
−→ L′ tiene conúcleo en el sentido

categórico, y éste está dado por el morfismo lineal L′
∨
f (1L)

−−−−−−−−−−→ 1L′ /f (1L).

Demostración. Para todo elemento x ∈ L se tiene que f (x)
∨
f (1L) = f (1L), por lo que la com-

posición

L
f
−→ L′

∨
f (1L)

−−−−−−−−−−→ 1L′ /f (1L)

es el morfismo lineal cero.
Por otro lado, si suponemos que L′

g
−→ M es un morfismo lineal tal que la composición

L
f
−→ L′

g
−→M es el morfismo lineal cero, entonces g ◦ f (x) = 0M para todo elemento x ∈ L, y

4



por [17, Proposición 1.3-(2)] f (1L) ≤ kg , entonces la restricción de g dada por 1L′ /f (1L)
g |
−→M

es un morfismo lineal hace conmutar el diagrama

1L′ /f (1L)

L L′

M.

g |f

0

0

∨
f (1L)

g

Además si existiera otro morfismo lineal 1L′ /f (1L)
h−→M tal que h◦ (

∨
f (1L)) = g, entonces

para todo elemento x ∈ 1L′ /f (1L)

h(x) = h(x∨ f (1L)) = g(x) = g |(x).

Teorema 1.11. En la categorı́a LM, todo morfismo lineal L
f
−→ L′ tiene imagen en el sentido

categórico, y ésta está dada por la inclusión f (1)/0
i−→ L′.

Demostración. Sea f | : L −→ f (1)/0 la correstricción de f , entonces f = i ◦ f |,
Por otro lado si suponemos que I = a/0L′ es un intervalo inicial de L′, y que existe un morfis-

mo lineal g : L −→ I tal que f = i ◦ g donde I
i−→ L′ es la inclusión, entonces g(1) = f (1) ≤ a,

por lo tanto la inclusión f (1)/0
i−→ I es el único morfismo lineal que hace conmutar el si-

guiente diagrama.

L L′

f (1)/0

I.

g

f |

f

i

i

i

Observación 1.12. Notemos que por los Teoremas 1.8, 1.10 y 1.11, si L
f
−→ L′ es un morfismo

lineal, entonces la imagen de f dada por la inclusión f (1)/0
i−→ L′ coincide con el núcleo del

conúcleo de f , que es el núcleo del morfismo lineal L′
∨
f (1L)

−−−−−−−−−−→ 1L′ /f (1L).

Definición 1.13. Para dos retı́culas L,L′ ∈ LM, diremos que un morfismo lineal f : L −→ L′

es un monomorfismo lineal si es cancelable por la izquierda, es decir, si siempre que existan
dos morfismos lineales g : T −→ L y g ′ : T −→ L tales que f ◦ g = f ◦ g ′ se tiene que g = g ′.

Proposición 1.14. Un morfismo lineal f : L −→ L′ es un monomorfismo lineal si y sólo si su
núcleo kf es cero.
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Demostración. =⇒) Si f : L −→ L′ es un monomorfismo lineal y suponemos que tiene núcleo

kf , 0L, podemos considerar los morfismos lineales k/0L
i−→ L dado por la inclusión y

k/0L
0−→ L el morfismo cero. Se tiene que i , 0, sin embargo f ◦ i = f ◦ 0 = 0 lo cual es

una contradicción.
⇐=) Supongamos que f : L −→ L′ tiene núcleo kf = 0L, que g : T −→ L y g ′ : T −→ L son
morfismos lineales tales que f ◦ g = f ◦ g ′. Si existe t ∈ T tal que g(t) , g ′(t), dado que
f = f ↾: L −→ a′/0′ es un isomorfismo de retı́culas, tendrı́amos que (f ◦ g)(t) , (f ◦ g ′)(t) lo
cual es una contradicción. Por lo tanto g = g ′ y f es cancelable por la izquierda.

En algunas categorı́as los monomorfismos son los morfismos que tienen inverso izquierdo.
Si f : L −→ L′ es un morfismo lineal y existe g : L′ −→ L tal que g ◦ f = IL entonces f es
cancelable por la izquierda y por lo tanto es un monomorfismo lineal. Pero no todo mono-
morfismo lineal tiene inverso izquierdo, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.15. Consideremos las retı́culas L = {0,1,2}; L′ = {0,1,2,3} con el orden usual indu-
cido por los naturales, y consideremos la inclusión i : L −→ L′. Tanto L como L′ son retı́culas
en LM, pues la retı́cula más pequeña no modular tiene cinco elementos. Además, i es un
monomorfismo lineal, pero si suponemos que existe un morfismo lineal g : L′ −→ L tal que
g ◦ f = IL, tendrı́amos que g(x) = x para todo x ∈ {0,1,2}. Luego, como los morfismos lineales
son funciones no decrecientes por [17, Corolario 1.4.], tenemos que g(3) = 2. Además, como
el único elemento en L′ que va a dar a 0 es 0, por [17, Proposición 1.3.], el núcleo de g es 0.
Como la imagen de g es todo L y g es un morfismo lineal, existe un isomorfismo de retı́culas
g : L′ −→ L, lo que es una contradicción. Por lo tanto, la inclusión i no tiene ningún morfismo
lineal como inverso izquierdo.

Definición 1.16. Un morfismo lineal f : L −→M es un epimorfismo lineal si es cancelable
por la derecha, es decir, si siempre que existan morfismos lineales g,g ′ : M −→ T tales que
g ◦ f = g ′ ◦ f , se tiene que g = g ′.

Definición 1.17. Una categorı́a C es balanceada si todo morfismo que sea tanto epimorfismo
como monomorfismo es un isomorfismo.

Por [17, Proposition 2.2. (4) y (3)] los epimorfismos en la categorı́a LM coinciden con los
morfismos lineales suprayectivos, y los monomorfismos con los morfismos lineales inyec-

tivos. Ası́ por la Proposición 1.14, un morfismo lineal L
f
−→ M que es mono y epi, es un

isomorfismo de retı́culas entre L y M, y su inverso como isomorfismo de retı́culas f −1 es
también un morfismo lineal, por lo que f es un isomorfismo en la categorı́a LM, que es
entonces una categorı́a balanceada.

Definición 1.18. Si L
f
−→M y M

g
−→ L son morfismos lineales tales que g ◦ f = IdL, entonces

f es un monomorfismo y diremos que se escinde, mientras que g es un epimorfismo que
diremos que se retrae.
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Lema 1.19. Si L
f
−→M y M

g
−→ L son morfismos lineales tales que g ◦ f = IdL, entonces f (1) y

kg son complementos en L.

Demostración. 1 = g(f (1)) = g(f (1)
∨
kg); como g es inyectiva en 1/kg , (f (1)

∨
kg) = 1.

Por otro lado como f (1)
∧
kg ∈ f (1)/0, existe a ∈ L tal que f (a) = f (1)

∧
kg , pero

a = g(f (a)) = g(f (1)
∧
kg) = 0

por lo que (f (1)
∧
kg) = 0

Observación 1.20. Si L
f
−→ L′ es un morfismo lineal, lo podemos descomponer como f =

mf ◦ ef donde mf es un monomorfismo lineal y ef es un epimorfismo lineal, para esto sólo
hace falta considerar el siguiente diagrama:

L f (1L)/0 L′.
f ↾

f

i

Notemos que la inclusión f (1L)/0
i−→ L′ es el núcleo del conúcleo de f , mientras que la

restricción L
f ↾
−→ f (1L)/0 � 1L/kf es el conúcleo del núcleo de f . Además, si M

f ′

−→M ′ es otro
morfismo lineal y tenemos el siguiente diagrama conmutativo

L L′

M M ′

f

h g

f ′

entonces (g◦f )(1L) = (f ′◦h)(1L) ≤ f ′(1M), por lo que al restringir y correstringir g obtenemos

un morfismo lineal f (1L)/0
g |
−→ f ′(1M)/0 bien definido. Ası́ al descomponer f y f ′ en la

composición de epimorfismo con monomorfismo que se vió anteriormente obtenemos el
siguiente diagrama

L f (1L)/0 L′

M f ′(1M)/0 M ′

f ↾

h

i

g | g

f ′↾ i

donde g | es el único morfismo lineal que lo hace conmutativo.

Definición 1.21. Diremos que una sucesión de morfismos lineales

...
fi−2−→ Li−1

fi−1−→ Li
fi−→ Li+1

fi+1−→ ...

es exacta si para cualquier par de morfismos lineales consecutivos fi−1 y fi , la imagen de fi−1

coincide con el núcleo de fi . Por los teoremas 1.8 y 1.11, esto ocurre si y sólo si fi−1(1Li−1
) = kfi .

Observación 1.22. Una sucesión de morfismos lineales L
f
−→M

g
−→N es exacta si y sólo si

(a) g ◦ f = 0 (pues esto implica que f (1L) ≤ kg).
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(b) Para cualquier m ∈M con g(m) = 0 existe a ∈ L tal que f (a) =m (pues esto implica que
kg ≤ f (1L)).

A pesar de que la categorı́a LM no es abeliana, debido a las Observaciones 1.7 y 1.22; la
Proposición 1.14 y [17, Proposition 2.2. (4) and (3)], ésta satisface, excepto por la propiedad
de substracción, todas las otras propiedades llamadas “reglas elementales para perseguir
elementos en diagramas” descritas por Mac Lane en [10, VIII-4 Theorem 3]. A continuación
se utilizan para demostrar las versiones reticulares de algunos resultados conocidos para
módulos.

Lema 1.23. (El Lema corto de los cinco). Para el siguiente diagrama en la categorı́a LM con
renglones exactos

0 L M N 0

0 L′ M ′ N ′ 0

f

a

g

b c

f ′ g ′

se tiene que si a y c son monomorfismos lineales (epimorfismos lineales) entonces b es un mono-
morfismo lineal (epimorfismo lineal).

Demostración. Supongamos que a y c son monomorfismos lineales y sea x ∈ M tal que
b(x) = 0, entonces 0 = (g ′◦b)(x) = (c◦g)(x), pero al ser c un monomorfismo, por la Proposición
1.14 se tiene que g(x) = 0, dado que los renglones del diagrama son exactos, x ≤ kg = f (1L),
por lo que existe y ∈ L tal que x = f (y). Ası́ 0 = (b ◦ f )(y) = (f ′ ◦ a)(y), y como el segundo
renglón del diagrama es exacto, f ′ es un monomorfismo lineal y a(y) = 0, luego como a tam-
bién es un monomorfismo lineal y = 0 y por lo tanto x = f (y) = 0. Por lo anterior el núcleo
de b es 0M y nuevamente por la Proposición 1.14, b es un monomorfismo lineal.

Por otro lado si suponemos que a y c son epimorfismos lineales, la exactitud en el primer
renglón del diagrama nos dice que g es un epimorfismo lineal, por lo que 1N ′ = (c◦g)(1M) =

(g ′ ◦ b)(1M), entonces 1N ′ = g ′(b(1M)) = g ′(b(1M)
∨
kg ′ ). Como la restricción 1M ′ /kg ′

g ′ |
−→N ′ es

un isomorfismo de retı́culas se tiene que b(1M)
∨
f ′(1L′ ) = b(1M)

∨
kg ′ = 1M ′ . Como a es un

epimorfismo a(1L) = 1L′ , entonces b(f (1L)) = kg ′ y como los morfismos lineales abren supre-
mos arbitrarios por [15, Lema 0.6], se tiene que b(1M) = b(1M

∨
f (1L)) = b(1M)

∨
b(f (1L)) =

b(1M)
∨
kg ′ = 1M ′ . Por lo tanto b es un epimorfismo lineal.

Lema 1.24. (El lema de los cinco) Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
exactos

L1 L2 L3 L4 L5

M1 M2 M3 M4 M5

f1

h1

f2

h2

f3

h3

f4

h4 h5

g1 g2 g3 g4

con h2 y h4 isomorfismos lineales, h1 epimorfismo lineal y h5 monomorfismo lineal, entonces h3 es
un isomorfismo lineal.
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Demostración. Probaremos primero que h3 es un monomorfismo lineal, para esto suponga-
mos que k es su núcleo, entonces 0 = (g3 ◦ h3)(k) = (h4 ◦ f3)(k), por lo que f3(k) es menor o
igual que el núcleo de h4, pero h4 es un monomorfismo lineal y por la Proposición 1.14 el
núcleo de h4 es cero, por lo que f3(k) = 0; como el primer renglón del diagrama es exacto
existe y ∈ L2 tal que f2(y) = k. Luego

0 = h3(k) = (h3 ◦ f2)(y) = (g2 ◦ h2)(y),

por lo que h2(y) está por debajo del núcleo de g2 y como el renglón inferior del diagrama es
exacto, existe z ∈M1 tal que g1(z) = h2(y). Como h1 es un epimorfismo, existe w ∈ L1 tal que
h1(w) = z, entonces (g1 ◦ h1)(w) = h2(y) = h2(f1(w)), como h2 es un monomorfismo f1(w) = y,
además k = f2(y) = (f2 ◦ f1)(w) = 0 pues el primer renglón del diagrama es exacto. Por lo
tanto, k = 0 y por la Proposición 1.14, h3 es un monomorfismo lineal.

Probemos que h3 es un epimorfismo lineal. Consideremos al elemento 1M3
, al ser h4 un

epimorfismo, existe x ∈ L4 tal que h4(x) = g3(1M3
). Como los renglones del diagrama son

exactos se tiene que

0 = (g4 ◦ g3)(1M3
) = (g4 ◦ h4)(x) = (h5 ◦ f4)(x),

al ser h5 un monomorfismo lineal se tiene que f4(x) = 0, entonces existe y ∈ L3 tal que
f3(y) = x, ası́ (g3 ◦ h3)(y) = (h4 ◦ f3)(y) = g3(1M3

); por [17, Proposición 1.3-(1)] se tiene que
1M3

= kg3

∨
1M3

= h3(y)
∨
kg3

.
Por otro lado si consideramos el elemento 1L2

, al ser h2 un epimorfismo se tiene que h2(1L2
) =

1M2
, por lo que kg3

= (g2 ◦ h2)(1L2
) = (h3 ◦ f2)(1L2

), entonces, utilizando el hecho de que los
morfismos lineales abren supremos arbitrarios

h3(1L3
) = h3(f2(1L2

)
∨

1L3
) = h3(f2(1L2

))
∨
h3(1L3

) = kg3

∨
h3(1L3

)

para concluir notemos que

1M3
= kg3

∨
1M3

= h3(y)
∨
kg3
≤ h3(1L3

)
∨
kg3

= h3(1L3
) ≤ 1M3

y por lo tanto h3 es un epimorfismo lineal.

Lema 1.25. (Lema de la serpiente) En un diagrama como el siguiente

kα/0 kβ/0 kγ /0

A B C 0

0 A′ B′ C′

1/α(1A) 1/β(1B) 1/γ(1C).

i

f |

i

g |

i

δ

f

α

g

β γ

f ′

∨
α(1A)

g ′

∨
β(1B)

∨
γ(1C )

ϕ ψ
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Si las flechas negras forman un diagrama conmutativo con renglones exactos, entonces todo el
diagrama es conmutativo con renglones exactos y existe un morfismo lineal δ que hace a la sucesión
de flechas punteadas exacta.

Demostración. Notemos que si a ∈ kα/0, entonces 0 = f ′(α(a)) = β(f (a)), por lo que f (a) ≤

kβ y ası́ la restricción kα/0
f |
−→ kβ/0 es un morfismo lineal bien definido. Análogamente el

morfismo kβ/0
g |
−→ kγ /0 es un morfismo lineal bien definido.

Veamos que la sucesión definida por f | y g | es exacta.
Como f |(kα) ≤ f (1A) = kg , entonces

g |(f |(kα)) = g(f (kα)) ≤ g(f (1A)) = g(kg) = 0

y por lo tanto f |(kα) ≤ kg |.
Por otro lado, como g(kg |) = 0, entonces kg | ≤ kg , por lo que existe a ∈ A tal que f (a) = kg |.
Como kg | ≤ kβ , se tiene que 0 = β(f (a)) = f ′(α(a)), por lo que α(a) ≤ kf ′ = 0 y ası́ a ≤ kα.
Notemos que

f |(kα) ≤ kg | = f |(a) ≤ f |(kα)

y por lo tanto el primer renglón del diagrama es exacto.
Por otro lado, f (1A) ≤ 1B, y como los morfismos lineales preservan el orden β(f (1A)) ≤ β(1B),
de donde

( ∨ β(1B)) ◦ f ′ ◦α(1A) = ( ∨ β(1B)) ◦ β ◦ f (1A) = β(1B),

como 1/α(1A) es el conúcleo de α existe un único morfismoϕ que hace conmutar el cuadrado
inferior izquierdo del diagrama. Por el Teorema 1.10, ϕ = ((

∨
β(1B)) ◦ f ′)| y análogamente

existe ψ tal que ψ = ((
∨
γ(1C)) ◦ g ′)|.

Como β(1B) ≤ k(
∨
γ(1C ))◦g ′ y utilizando la descripción del núcleo de una composición de

morfismos lineales dada en [17, Lemma 2.1] tenemos lo siguiente:

kψ = k((
∨
γ(1C ))◦g ′)| = k(

∨
γ(1C ))◦g ′ = g ′

−1
(g ′(1B′ )

∧
γ(1C)).

Como g es un epimorfismo lineal se tiene que γ(1C) = (γ ◦ g)(1B) = (g ′ ◦ β)(1B), y entonces
g ′(kg ′

∨
β(1B)) = g ′(β(1B)) = γ(1C). Como β(1B) ≤ 1B′ y los morfismos lineales respetan el

orden, γ(1C) ≤ g ′(1B′ ) y ası́

kψ = g ′
−1

(γ(1C)) = kg ′
∨
β(1B) = f ′(1A′ )

∨
β(1B) = ϕ(1A′ )

y, por lo tanto, el renglón inferior del diagrama es exacto.
Para la construcción del morfismo lineal δ consideremos el siguiente diagrama
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x ∈ kγ /0

kg ≤ b x

a′ b′ 0

a′
∨
α(1A).

i
δ

g

β γ

f ′

∨
α(1A)

g ′

Dado que g es un epimorfismo lineal, para todo elemento x ∈ kγ /0, existe un único elemento
kg ≤ b ∈ B tal que g(b) = x. Como 0 = γ(x) = (γ ◦ g)(b) = (g ′ ◦ β)(b), entonces β(b) ≤ kg ′ y
como f ′ es un monomorfismo lineal, existe un único elemento a′ ∈ A′ tal que f ′(a′) = β(b).
Definiremos δ(x) = a′

∨
α(1A).

Para terminar probaremos que δ es un morfismo lineal cuyo núcleo es g(kβ). Lo primero es
recordar que g(kβ) ≤ kγ . Tomemos a x ∈ kγ /0, si kg ≤ b ∈ B es una preimagen de x bajo g,
entonces b

∨
kβ es una preimagen bajo g de x

∨
g(kβ). Sin embargo, β(b

∨
kβ) = β(b), y por lo

tanto δ(x
∨
g(kβ)) = δ(x).

Ahora supongamos que tenemos dos elementos x ≤ y ∈ kγ /0, con preimágenes respectivas
bajo g, kg ≤ bx ≤ by ∈ B, y como los morfismos lineales respetan orden β(bx) ≤ β(by). Al ser f ′

un monomorfismo lineal las preimágenes respectivas a′x y a′y de bx y by bajo f ′ cumplen que
a′x ≤ a′y por lo que δ(x) = a′x

∨
α(1A) ≤ a′y

∨
α(1A) = δ(y) y por lo tanto δ respeta el orden.

Para concluir la prueba supongamos que tenemos dos elementos x , y en kγ /g(kβ), si bx y
by son sus preimágenes bajo g en 1B/kg se tiene que bx , by . Notemos que si β(bx) = β(by),
entonces por [17, Proposition 1.3-(1)] bx

∨
kβ = by

∨
kβ , y aplicando g obtenemos que x =

x
∨
g(kβ) = y

∨
g(kβ) = y, lo cual es una contradicción. Por lo tanto β(bx) , β(by) y ası́ sus

preimágenes respectivas a′x y a′y bajo f ′ también son diferentes.
Notemos que f (1A) = kg ≤ bx,by , por lo que f ′(α(1A)) = β(f (1A)) ≤ β(bx),β(by), ası́ α(1A) ≤
a′x, a

′
y y por lo tanto

δ(x) = a′x
∨
α(1A) = a′x , a

′
y = a′y

∨
α(1A) = δ(y).

Se concluye que δ = δ| : kγ /g(kβ) −→ δ(kγ )/α(1A) es un isomorfismo de retı́culas y δ es un
morfismo lineal que hace a la sucesión de flechas rojas punteadas exacta.

Los conjuntos con un elemento destacado son los objetos de una categorı́a a la que deno-
taremos como Con◦ cuyos morfismos entre dos elementos (X,x) y (Z,z) están dados por
HomCon◦((X,x), (Z,z)) = {f : X −→ Z |f es función y f (x) = z}. Esta categorı́a tiene objeto nulo
y éste es el conjunto con un único elemento.

Teorema 1.26. En la categorı́a de los conjuntos con un elemento destacado los monomorfismos
son los morfismos inyectivos.
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Demostración. Si f : (X,x) −→ (Z,z) no es inyectivo entonces existen dos elementos distintos
y,y′ ∈ X tales que f (y) = f (y′) = w ∈ Z. Si y = x (w = z), consideremos tanto a la inclusión
como al morfismo cero i,0 : {x,y′} −→ X, ambos son distintos. Sin embargo f ◦ i = f ◦ 0, por
lo tanto f no serı́a un monomorfismo. Si y , x , y′ podemos considerar tanto a la inclusión
como al morfismo i,g : {y,x,y′} −→ X tal que g(x) = x, g(y) = y′ y g(y′) = y. Se tiene que g es
diferente de la inclusión pero las composiciones f ◦ g y f ◦ i coinciden.
Por último si f es un morfismo entre conjuntos con elemento destacado que es inyectivo, por
ser una función inyectiva entre conjuntos tiene inversa izquierda, que también es morfismo
en la categorı́a de conjuntos con elemento destacado, y por lo tanto es cancelable por la
izquierda.

Teorema 1.27. Si (X,x) y (Z,z) son conjuntos con un elemento destacado y f ∈HomCon◦((X,x), (Z,z))

el núcleo de f es la inclusión (K(f ),x)
i−→ (X,x) donde K(f ) = {a ∈ X |f (a) = z} y la imagen de f es

la correstricción a su imagen como función.

Demostración. Notemos que la inclusión i : (K(f ),x) −→ (X,x) cumple que f ◦i es la constante
z que es el morfismo cero, y si g : (S,s) −→ (X,x) es un morfismo que cumple que f ◦ g es la
constante z entonces g(S) ⊆ K(f ) y por lo tanto la correstricción de g es el único morfismo
que hace conmutar el siguiente diagrama:

(K(f ),x)

(X,x) (Z,z)

(S,s).

i

0

f

g

g↾

0

Por otro lado si nombramos Im(f ) a la imagen de f como función y consideramos la inclu-
sión i : (Im(f ), z) −→ (Z,z) y la correstricción de f a su imagen se tiene que f = i◦f ↾, además
si (I,a) es otro conjunto con un elemento destacado, g : (I,a) −→ (Z,z) un monomorfismo y
h : (X,x) −→ (I,a) un morfismo tal que g ◦ h = f entonces si y ∈ Im(f ) existe un único y′ ∈ I
tal que g(y′) = y. Consideremos el morfismo e : (Im(f ), z) −→ (I,a) tal que e(z) = a, y además
para cualquier otra y ∈ Im(f ) se tiene que e(y) = y′. Entonces e hace conmutar el siguiente
diagrama:

(X,x) (Z,z)

(Im(f ), z)

(I,a).

h

f ↾

f

i

e

g
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Notemos que para dos retı́culas L,M ∈ LM los morfismos lineales entre ambasHomLM(L,M)
constituyen un objeto dentro de la categorı́a de los conjuntos con un elemento destacado, y
en este caso el elemento destacado es el morfismo lineal cero.

Teorema 1.28. El funtor contravariante HomLM( ,M) que va de la categorı́a LM a la categorı́a
de los conjuntos con un elemento destacado es exacto izquierdo.

Demostración. Sea 0 −→ a/0
i−→ L

∨
a

−→ 1/a −→ 0 una sucesión exacta de morfismos lineales,
probaremos que la sucesión

0 −→HomLM(1/a,M)
◦(

∨
a)

−→ HomLM(L,M)
◦i
−→HomLM(a/0,M)

es exacta.
Primero veamos que el núcleo de ◦ (

∨
a) es el morfismo lineal cero. Si f : 1/a −→M cum-

ple que f ◦ (
∨
a) = 0 entonces el núcleo de dicha composición es 1L por lo que f (1L

∨
a) =

f (1L) = 0 y ası́ f = 0.
Ahora veamos que el núcleo de ◦ i es la imagen de ◦ (

∨
a). Si g ∈ Im( ◦ (

∨
a)), g =

f ◦
∨
a para algún f ∈HomLM(1/a,M), dado que (

∨
a)◦ i = 0 se tiene que (f ◦ (

∨
a))◦ i =

g ◦ i = 0.
Por último si f ∈HomLM(L,M) cumple que f ◦i = 0, se tiene que f (a) = 0M , dado que por [17,
Proposición 1.3.-(2)] el núcleo kf de f es el elemento mayor de L cuya imagen bajo f es 0M ,
se tiene que a ⩽ kf . Por lo tanto f |1/a es un morfismo lineal bien definido en HomLM(1/a,M)
cuya imagen bajo ◦ (

∨
a) coincide con f por el Lema 1.9.

Teorema 1.29. El funtor HomLM(L, ) que va de la categorı́a LM a la categorı́a de los conjuntos
con un elemento destacado es exacto izquierdo.

Demostración. Sea 0 −→m/0
i−→M

∨
m

−→ 1/m −→ 0 una sucesión exacta de morfismos linea-
les, probaremos que la sucesión

0 −→HomLM(L,m/0)
i◦
−→HomLM(L,M)

(
∨
m)◦
−→ HomLM(L,1/m)

es exacta.
Si f ∈HomLM(L,m/0) está en el núcleo de i◦ , entonces i◦f ∈HomLM(L,M) es el morfismo
cero, por lo que f (1L) = (i ◦ f )(1L) = 0M y por lo tanto f = 0.
Para todo morfismo lineal f ∈ HomLM(L,m/0), se tiene que f (1) ≤ m, por lo que (

∨
m) ◦ f

es el morfismo cero en HomLM(L,1/m).
Por otro lado si f ∈HomLM(L,M) cumple que (

∨
m)◦f es el morfismo cero enHomLM(L,1/m),

entonces f (1L)
∨
m =m, por lo que f (1L) ≤m y ası́ la correstricción f |m/0 es un morfismo li-

neal bien definido y una preimagen de f bajo i ◦ .

Definición 1.30. Diremos que dos monomorfismos lineales f : L −→ T y f ′ : L′ −→ T son
equivalentes si existe un isomorfismo de retı́culas g : L −→ L′ tal que f ′ ◦ g = f .

Notemos que “ser equivalentes” es una relación de equivalencia entre morfismos lineales,
la cual da lugar a la siguiente definición.
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Definición 1.31. Dada una retı́cula L ∈ LM se define un subobjeto de L como la clase de
equivalencia de un monomorfismo lineal i : T −→ L

Definición 1.32. Un prerradical de retı́culas es un funtor r : LM −→ LM que satisface las
siguientes condiciones:

(1) r(L) es un intervalo inicial de L.

(2) Para cualquier morfismo lineal f : L −→ L′ se tiene que f (r(L)) ⊆ r(L′) y r(f ) : r(L) −→
r(L′) definida como la restricción y correstricción de f es un morfismo lineal.

Denotaremos como Lpr a la clase de todos los prerradicales en LM.

Teorema 1.33. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) r es un prerradical en Lpr

(2) r es una asignación de LM en LM que cumple:

(i) r(L) es un intervalo inicial de L para toda L ∈ LM.

(ii) Para todo morfismo lineal f : L −→ L′ se tiene que f (r(L)) ⊆ r(L′).

Demostración. La prueba se encuentra en [11, Lema 3.2.].

Si r es un prerradical en LM para cada retı́cula L ∈ LM denotamos XrL al elemento de L que
cumple que r(L) = XrL/0.

Definición 1.34. Diremos que un prerradical r ∈ LM es idempotente si r(r(L)) = r(L) para
toda retı́cula L ∈ LM, y que es un radical si para toda retı́cula L ∈ LM, se tiene que r(1L/X

r
L) =

XrL/X
r
L.

En [11] se prueba que Lpr es una gran retı́cula completa en la cual si C es una clase contenida
en Lpr entonces el supremo e ı́nfimo de los prerradicales en dicha clase están dados como
sigue:

(
∨
r∈C
r)(L) = (

∨
r∈C
XrL)/0L (

∧
r∈C
r)(L) = (

∧
r∈C
XrL)/0L.

Lema 1.35. Para toda retı́cula L ∈ LM si r es un radical y a ∈ L cumple que a ⩽ XrL entonces
r(1L/a) = XrL/a.

Demostración. Consideremos el morfismo lineal f : L −→ 1L/a dado por f (x) = x
∨
a, si

le aplicamos r obtenemos f | : XrL/0 −→ r(1L/a), de donde XrL/a ⊆ X
r
1L/a

/a y por lo tanto
XrL ⩽ X

r
1L/a

.
Por otro lado consideremos el morfismo lineal g : 1L/a −→ 1L/X

r
L dado por g(x) = x

∨
XrL,

aplicándole r obtenemos g | : Xr1L/a/a −→ XrL/X
r
L por lo que Xr1L/a

∨
XrL = XrL. Por lo tanto

Xr1L/a = XrL.
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Definición 1.36. Si L es una retı́cula en LM diremos que un elemento e ∈ L es esencial en L
si para todo elemento x ∈ L se tiene que e

∧
x = 0⇐⇒ x = 0.

Definición 1.37. Si L es una retı́cula en LM diremos que un elemento s ∈ L es superfluo en
L si para todo elemento x ∈ L se tiene que s

∨
x = 1⇐⇒ x = 1.

Definición 1.38. Si L es una retı́cula en LM diremos que C ∈ LM es una extensión esencial
de L, si L es un intervalo inicial de C, y 1L es un elemento esencial de C.

Definición 1.39. Si L y C son retı́culas en LM diremos que C es una cobertura superflua de
L si, C contiene a L como intervalo final y 0L es un elemento superfluo de C.

Definición 1.40. Para una retı́cula L ∈ LM diremos que un subconjunto {ai}i∈I es indepen-
diente si para toda i ∈ I se tiene que ai

∧
(

∨
i,j,j∈I

aj) = 0.

Definición 1.41. Dada una familia de retı́culas {Li}i∈I ⊆ LM definiremos la suma directa de
dicha familia como la retı́cula en el conjunto

⊕
i∈I
Li = {(xi) ∈×

i∈I
Li | xi = 0Li para casi toda i ∈ I} ∪ {(1Li )}

cuyo orden está dado por (xi) ≤ (yi) si xi ≤ yi para todo i ∈ I .

Observación 1.42. Si {Li}i∈I ⊆ LM y (xi), (yi) ∈ ⊕
i∈I
Li entonces (xi)

∨
(yi) = (xi

∨
yi) y (xi)

∧
(yi) =

(xi
∧
yi).

Teorema 1.43. La suma directa de una familia de retı́culas modulares es modular.

Demostración. Supongamos {Li}i∈I ⊆ LM, si ⊕
i∈I
Li no fuera modular contendrı́a una subretı́cu-

la isomorfa al pentágono [5, Teorema 1.4], es decir tres elementos diferentes (xi), (yi), (zi) con
(yi) < (zi), donde (xi) no es comparable con (yi) ni con (zi), y se cumplen las igualdades

(xi)
∨

(yi) = (xi)
∨

(zi) (xi)
∧

(yi) = (xi)
∧

(zi).

Sea j ∈ I tal que yj < zj . Se tienen los siguientes tres casos:

Caso 1 (xj no es comparable con zj).
Si suponemos que xj > yj entonces xj = xj

∨
yj = xj

∨
zj lo cual implicarı́a que xj > zj pero los

supusimos no comparables, y por la misma razón tampoco ocurre que xj ≤ yj . Ası́ xj no es
comparable con yj , y como xj

∨
yj = xj

∨
zj y xj

∧
yj = xj

∧
zj , tendrı́amos un pentágono en

Lj que supusimos modular, lo cual serı́a una contradicción, entonces xj debe ser comparable
con zj .

Caso 2 (xj < zj).
En este caso xj = xj

∧
zj = xj

∧
yj , lo que implica que xj ≤ yj , y ası́ yj = xj

∨
yj = xj

∨
zj = zj y

por lo tanto yj = zj , que vuelve a ser una contradicción.

Caso 3 (zj ≤ xj).
Tenemos que yj < zj ≤ xj , por lo que yj = xj

∧
yj = xj

∧
zj = zj y por lo tanto yj = zj , que es
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una contradicción.
Sin importar el caso llegamos a una contradicción que viene de suponer que ⊕

i∈I
Li no es

modular.

Definición 1.44. En una categorı́a el producto directo de una familia de objetos {Li}i∈I , es
otro objeto al que denotaremos como

∏
i∈I
Li junto con una familia de morfismos

{
∏
i∈I
Li

pi−→ Li}i∈I

a los que llamaremos proyecciones tales que, para cualquier otro objeto M y familia de mor-

fismos {M
fi−→ Li}i∈I , existe un único morfismoM

f
−→

∏
i∈I
Li que hace los siguientes diagramas

conmutativos para toda i ∈ I

M
∏
i∈I
Li

Li .

f

fi pi

Diremos que una categorı́a tiene productos directos si cualquier familia de objetos tiene
producto directo.

El siguiente ejemplo muestra que la categorı́a LM no tiene productos directos.

Ejemplo 1.45. Consideremos a la familia {S1,S2} con S1 y S2 dos copias isomorfas de la
retı́cula simple con dos elementos, y nombremos L a la siguiente retı́cula:

1

a c b

0

Sea f el morfismo lineal inducido por el isomorfismo f : 1/a −→ S1 y g el morfismo lineal
inducido por el isomorfismo g : 1/b −→ S2. Supongamos que existe el producto directo P en

LM de S1 con S2. Entonces existe un morfismo lineal L
h−→ P tal que f = p1 ◦ h y g = p2 ◦ h

donde p1 y p2 son las proyecciones de P a S1 y S2 respectivamente.
Veremos que h es un monomorfismo lineal.
Notemos que kh , 1 pues 1 = f (1) = (p1 ◦ h)(1), además si kh = a, entonces h(b) = h(b

∨
a) =

h(1) y
0 = g(b) = (p2 ◦ h)(b) = (p2 ◦ h)(1) = g(1) = 1,

lo cual es una contradicción y por lo tanto kh , a; análogamente kh , b. Por último si kh = c,
entonces h(b) = h(b

∨
c) = h(1) y

0 = g(b) = (p2 ◦ h)(b) = (p2 ◦ h)(1) = g(1) = 1,
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lo cual es una contradicción y por lo tanto kh , c. Ası́ kh = 0 y h es un monomorfismo lineal,
por lo que P tiene un intervalo inicial isomorfo a L.
Para terminar notemos que si sustituimos el elemento c de L por el conjunto que queramos
cuyos elementos son átomos y coátomos de L, no comparables entre sı́, ni con a y b, la prueba
de que h es un monomorfismo lineal es análoga. Por lo tanto no existe el producto directo
de S1 con S2 en LM.

Definición 1.46. En una categorı́a, el coproducto de una familia de objetos {Li}i∈I , es otro
objeto al que denotaremos como ⊕

i∈I
Li junto con una familia de morfismos

{Li
ιi−→ ⊕

i∈I
Li}i∈I

a los que llamaremos inclusiones tales que para cualquier otro objetoM y familia de morfis-

mos {Li
fi−→M}i∈I , existe un único morfismo ⊕

i∈I
Li

f
−→M que hace los siguientes diagramas

conmutativos para toda i ∈ I

⊕
i∈I
Li M

Li .

f

ιi

fi

Diremos que una categorı́a tiene coproductos si cualquier familia de objetos tiene coproduc-
to.

El siguiente ejemplo muestra que la categorı́a LM no tiene coproductos.

Ejemplo 1.47. Consideremos a la familia {S1,S2} con S1 y S2 dos copias isomorfas de la
retı́cula simple con dos elementos, y nombremos L a la siguiente retı́cula:

1

a c b

0

Sean S1
f1−→ L y S2

f2−→ L los monomorfismos lineales dados por

f1(0) = 0 = f2(0), f1(1) = a, f2(1) = b.

Supongamos que existe el coproducto C ∈ LM de S1 con S2, entonces existe un único morfis-

mo lineal C
f
−→ L tal que f ◦ ι1 = f1 y f ◦ ι2 = f2.

Veremos que f es un epimorfismo lineal.
f (1) > 0 pues f (1) ≥ f ◦ ι1(1) = f1(1) = a, además si f (1) = a, entonces b = f2(1) = f ◦ ι2(1) ≤
f (1) = a, lo cual es una contradicción y por lo tanto f (1) , a. Por la misma razón f (1) , c
y análogamente se puede probar que f (1) , b, ası́ que f es un epimorfismo lineal, lo cual
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implica que C tiene un intervalo final isomorfo a L.
Por último notemos que en la retı́cula L pudimos sustituir al elemento c por un conjunto
arbitrariamente grande de átomos que también son coátomos, no comparables entre sı́, ni
con a y b en L, entonces el coproducto C de S1 con S2 no existe.

Definición 1.48. Sea una retı́cula L ∈ LM, diremos que un subconjunto C ⊆ L es dirigido
superiormente (dirigido inferiormente) si para cualquier par de elementos x,y ∈ C existe
z ∈ C tal que x,y ≤ z (z ≤ x,y).

Definición 1.49. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es continua superiormente (continua in-
feriormente) si para todo subconjuntoC ⊆ L dirigido superiormente (dirigido inferiormente)
y todo elemento x ∈ L se tiene que

x
∧

(
∨
c∈C
c) =

∨
c∈C
x
∧
c (x

∨
(
∧
c∈C
c) =

∧
c∈C
x
∨
c).

Diremos que L es continua si es continua superiormente y continua inferiormente.

2 Prerradicales y teorı́as de torsión en LM

2.1 Sobre clases abiertas, y biyecciones entre clases de prerradicales y
clases de pretorsión.

Definición 2.1. Diremos que una clase T ⊆ LM es de pretorsión si cumple las siguientes
condiciones:

(0) T es cerrada bajo isomorfismos.

(1) Para toda retı́cula L ∈ T se tiene que 1L/a ∈ T para todo a ∈ L, i.e. T es cerrada bajo
intervalos finales.

(2) Para toda retı́cula L, dado un conjunto de elementos {xi}i∈I ⊆ L tal que {xi/0}i∈I ⊆ T , se
tiene que

∨
i∈I
xi/0 ∈ T .

Observación 2.2. Las clases de pretorsión en LM se pueden ordenar por inclusión y for-
man una gran retı́cula completa en la cual si {Ti}i∈I es una familia de clases de pretorsión
contenidas en LM el ı́nfimo está dado por:∧

i∈I
Ti = ∩

i∈I
Ti

y el supremo de la familia es el ı́nfimo de todas las clases de pretorsión que contienen a toda
la familia.

Proposición 2.3. Para cualquier prerradical r ∈ Lpr la clase

T(r) = {L ∈ LM|r(L) = L}

es una clase de pretorsión.
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Demostración. Veamos que T(r) es cerrada bajo isomorfismos.

Sea L ∈ T(r) y L
f
−→ L′ un isomorfismo de retı́culas. Como r es un prerradical f (L) = L′ ⊆

r(L′) ⊆ L′, por lo que L′ ∈ T(r).
Veamos que T(r) es cerrada bajo intervalos finales.

Supongamos que una retı́cula L ∈ T(r) y que a ∈ L. Consideremos el morfismo lineal L
f
−→

1L/a dado por f (x) = x
∨
a. Como r es un prerradical de retı́culas f (L) = 1L/a ⊆ r(1L/a) y por

lo tanto 1L/a ∈ T(r) que es cerrado bajo intervalos finales.
Veamos que T(r) es cerrada bajo supremos de intervalos iniciales.
Sea L ∈ LM y {xi}i∈I ⊆ L tal que {xi/0}i∈I ⊆ T(r). Para ver que

∨
i∈I
xi/0 ∈ T(r) consideremos para

cada i ∈ I el morfismo lineal dado por la inclusión xi/0 −→
∨
i∈I
xi/0, aplicándole r obtenemos

xi/0 −→ r(
∨
i∈I
xi/0). De donde xi ⩽ X

r∨
i∈I
xi /0

para toda i ∈ I y por lo tanto
∨
i∈I
xi ⩽ X

r∨
i∈I
xi /0
⩽
∨
i∈I
xi ,

ası́
∨
i∈I
xi/0 ∈ T(r).

Lema 2.4. Si T es una clase de pretorsión y f : L −→ L′ un morfismo lineal, entonces para todo
x ∈ L tal que x/0L ∈ T , se tiene que f (x)/0L′ ∈ T .

Demostración. Consideremos la composición de morfismos lineales x/0L
i−→ L

f
−→ L′, si su

núcleo es k, entonces

x/k � (f ◦ i)(x)/0L′ = f (x)/0L′ .

Como T es cerrada bajo intervalos finales e isomorfismos se tiene el resultado.

Proposición 2.5. Si T es una clase de pretorsión, y para cada retı́cula L ∈ LM definimos TL =
{x ∈ L|x/0 ∈ T } y r(T ) : LM −→ LM como r(T )(L) =

∨
x∈TL

x/0, entonces r(T ) es un prerradical de

retı́culas idempotente.

Demostración. Para cada retı́cula L ∈ LM r(T )(L) es un intervalo inicial de L. Luego por el

Lema 2.4 , para todo morfismo lineal L
f
−→ L′ con L′ ∈ LM se tiene que

∨
x∈TL

f (x) ⩽
∨

x∈TL′
x.

Dicho esto y utilizando el hecho de que los morfismos lineales conmutan con supremos ar-
bitrarios [15, Lema 0.6.] tenemos que:

f (r(T )(L)) = f (
∨
x∈TL

x/0) = f (
∨
x∈TL

x)/0 =
∨
x∈TL

f (x)/0 ⊆
∨

x∈TL′
x/0 = r(T )(L′).

Por el Teorema 1.33 r(T ) es un prerradical de retı́culas.
Recordando que T es una clase de pretorsión y que para toda x ∈ TL se tiene que x/0 ∈ T
entonces

∨
x∈TL

x/0 ∈ T , ası́ para toda retı́cula L ∈ LM se tiene que r(T )(L) ∈ T y por lo tanto r(T )

es idempotente.

Teorema 2.6. La gran retı́cula de clases de pretorsión en LM es isomorfa a la retı́cula de prerra-
dicales idempotentes en Lpr .
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Demostración. Por la Proposición 2.3 podemos asignar a cada prerradical r una clase de pre-
torsión T(r), nombremos T( ) a dicha asignación restringiendo su dominio a los prerradicales
idempotentes, y su codominio las clases de pretorsión.
Nombremos r( ) a la asignación que tiene como dominio a las clases de pretorsión, y como
codominio a los prerradicales de retı́culas idempotentes descrita en la Proposición 2.5.
Veamos que T( ) y r( ) son inversas una de la otra.
Sea s ∈ Lpr idempotente.

(r( ) ◦T( )(s))(L) = r(T(s))(L) =
∨

x∈T(s)L

x/0;

como s es idempotente XsL ∈ T(s)L, de donde

s(L) = XsL/0 ⩽
( ∨
x∈T(s)L

x
)
/0 = r(T(s))(L).

Por otro lado, por la Definición 2.1
∨

x∈T(s)L

x ∈ T(s)L, entonces s(r(T(s))(L)) = r(T(s))(L) ∈ T(s). Ası́

si consideramos la inclusión r(T(s))(L) −→ L y le aplicamos s obtenemos que r(T(s))(L) ⩽ s(L), y
por lo tanto r( ) ◦T( )(s) = s.
Ahora supongamos que F es una clase de pretorsión. Tenemos que

L ∈ F ⇐⇒ r(F )(L) = L⇐⇒ L ∈ T(r(F )) = T( ) ◦ r( )(F ).

Por último veamos que T( ) preserva el orden pues si r y r ′ son prerradicales de retı́culas
idempotentes tales que r ⩽ r ′ y L ∈ T(r) entonces L = r(L) ⩽ r ′(L) ⩽ L, de donde L ∈ T(r ′) y por
lo tanto T( )(r) ⩽ T( )(r ′).
Como T( ) es un isomorfismo de orden por [14, III Prop 1.1.] T( ) es un isomorfismo de
retı́culas.

La clase de prerradicales idempotentes contenida en Lpr no es una subretı́cula de Lpr como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7. Consideremos las siguientes dos clases de retı́culas contenidas en LM:

A = {L ∈ LM| todo intervalo final no nulo de L tiene un átomo }
B = {L ∈ LM|L no tiene coátomos }.

A es una clase de pretorsión pues es cerrada bajo isomorfismos y si L ∈A y 1/x es un inter-
valo final de L, todo intervalo final de 1/x es también un intervalo final de L y por lo tanto
tiene un átomo. Ası́ A cumple las condiciones (0) y (1) de la Definición 2.1.
Probemos que A cumple la condición (2).
Sea L ∈ LM, {xi}i∈I es una familia de elementos de L tal que xi/0 ∈A para toda i ∈ I y x ∈ L
cumple que x <

∨
i∈I
xi . Veamos que (

∨
i∈I
xi)/x tiene un átomo.

Notemos que existe j ∈ I tal que xj ≰ x, si x < xj entonces el intervalo xj /x tendrı́a un átomo,
y por lo tanto también el intervalo (

∨
i∈I
xi)/x. Si x ≰ xj , entonces debido a que L es modular

xj /(x
∧
xj) � (x

∨
xj)/x, luego como xj /(x

∧
xj) tiene un átomo, (x

∨
xj)/x tiene un átomo y

por lo tanto también (
∨
i∈I
xi)/x.
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B es una clase de pretorsión pues es cerrada bajo isomorfismos y si L ∈ B y 1/x es un inter-
valo final de L, 1/x no tiene coátomos pues serı́an también coátomos de L. Ası́ B cumple las
condiciones (0) y (1) de la Definición 2.1.
Probemos que B cumple la condición (2).
Sea L ∈ LM, {xi}i∈I es una familia de elementos de L tal que xi/0 ∈ B para toda i ∈ I y su-
pongamos que x ∈ L es un coátomo de (

∨
i∈I
xi)/0. Entonces existe j ∈ I tal que xj ≰ x, además

si x < xj entonces x es un coátomo de xj /0, lo cual es una contradicción, entonces x y xj no
son comparables. Por modularidad xj /(x

∧
xj) � (x

∨
xj)/x � (

∨
i∈I
xi)/x, lo cual es una contra-

dicción pues xj /0 no tiene coátomos.
Veremos que el ı́nfimo de los prerradicales idempotentes r

A

∧
r
B

no es un prerradical idem-
potente. Para esto consideremos a la retı́cula L = {0,3} ∪ [1,2] ∈ LM con el orden inducido
por los reales, se tiene lo siguiente:

(r(A)
∧
r(B))(L) = (X

r(A)
L

∧
X
r(B)
L )/0 = (1

∧
2)/0 = 1/0 = {0,1}.

Volviendo a aplicar r(A)
∧
r(B) se obtiene:

(r(A)
∧
r(B))((r(A)

∧
r(B))(L)) = (r(A)

∧
r(B))({0,1}) = (X

r(A)

{0,1}
∧
X
r(B)

{0,1})/0 = (1
∧

0)/0 = 0/0 = {0}.

Sin embargo la clase de prerradicales idempotentes contenida en Lpr si forma una gran
retı́cula completa como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Si {Ij}j∈J es una familia de prerradicales idempotentes contenida en Lpr entonces∨
j∈J
Ij es idempotente.

Demostración. Para cada retı́cula L ∈ LM e i ∈ J , aplicando el prerradical Ii a la inclusión
XIiL /0 −→ (

∨
j∈J
X
Ij
L )/0, dado que Ii es idempotente obtenemos la inclusión:

XIiL /0 −→ Ii((
∨
j∈J

)X
Ij
L )/0)

por lo que XIiL ≤ X
Ii

(
∨
j∈J

)X
Ij
L )/0

para toda i ∈ I y ası́

∨
j∈J
X
Ij
L ≤

∨
j∈J
X
Ij

(
∨
j∈J
X
Ij
L )/0

= X
(
∨
j∈J
Ij )◦(

∨
j∈J
Ij )

L ≤ X

∨
j∈J
Ij

L =
∨
j∈J
X
Ij
L .

Por lo tanto
∨
j∈J
Ij es idempotente. El hecho de que la clase de prerradicales idempotentes

contenida en Lpr forma una gran retı́cula completa se debe a [14, III Prop 1.2.].

Teorema 2.9. Para todo prerradical de retı́culas r ∈ Lpr , existe un prerradical r̂ ∈ Lpr que cumple
ser el mayor prerradical idempotente menor o igual que r.

Demostración. Definimos r̂ como el prerradical idempotente correspondiente a T(r) bajo el
Teorema 2.6, es decir, si L ∈ LM, r̂(L) =

( ∨
{x∈L|x/0∈T(r)}

x
)
/0. Como T(r) es una clase de pretorsión
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se tiene que r̂(L) ∈ T(r). Ası́ si consideramos la inclusión r̂(L) −→ L y le aplicamos r obtene-
mos r̂(L) −→ r(L), lo cual implica que X r̂L ⩽ X

r
L y r̂ ⩽ r.

Por otro lado si suponemos que t ∈ Lpr es idempotente y t ⩽ r entonces para toda retı́cula
L ∈ LM se tiene que {x ∈ L|t(x/0) = x/0} ⊆ {x ∈ L|x/0 ∈ T(r)} por lo tanto

t(L) =
( ∨
{x∈L|t(x/0)=x/0}

x
)
/0 ⊆

( ∨
{x∈L|x/0∈T(r)}

x
)
/0 = r̂(L).

Observación 2.10. Dado un prerradical r ∈ Lpr el prerradical r̂ coincide con el supremo en
Lpr de los prerradicales idempotentes menores o iguales que r, que es idempotente por el
Teorema 2.8.

Definición 2.11. Diremos que una clase F ⊆ LM es libre de pretorsión si cumple las siguien-
tes condiciones:

(0) F es cerrada bajo isomorfismos.

(1) Para toda retı́cula L ∈ F y elemento x ∈ L se tiene que x/0L ∈ F .

(2) Si L ∈ LM, dado un conjunto {xi}i∈I ⊆ L tal que {1/xi}i∈I ⊆ F , se tiene que 1L/
∧
i∈I
xi ∈ F .

Observación 2.12. F ⊆ LM es una clase libre de pretorsión si y sólo si F op = {Lop|L ∈ F } es
una clase de pretorsión.

Observación 2.13. El conglomerado de todas las clases libres de pretorsión en LM define
una gran retı́cula donde el ı́nfimo está dado por la intersección de clases. Del mismo modo,
la clase de todos los radicales en Lpr define una gran retı́cula; donde el ı́nfimo de una familia
de radicales es su ı́nfimo como prerradicales en Lpr .

Proposición 2.14. Si r es un prerradical en Lpr entonces F(r) = {L ∈ LM|r(L) = 0} es una clase
libre de pretorsión.

Demostración. Si L ∈ F(r) y L′ −→ L es un isomorfismo lineal, al aplicarle r obtenemos el mor-
fismo lineal r(L′) −→ 0, por lo que r(L′) = 0, y L′ ∈ F(r) que cumple la condición (0).
Si r(L) = 0 y x/0 es un intervalo inicial de L, consideremos a la inclusión i : x/0 −→ L, si le
aplicamos r obtenemos i| : r(x/0) −→ 0, por lo que r(x/0) = 0 y F(r) cumple la condición (1).
Supongamos que L ∈ LM y tiene una familia de intervalos finales {1/xi}i∈I ⊆ F(r) y consi-
deremos para cada j ∈ I el epimorfismo lineal fj : 1/

∧
i∈I
xi −→ 1/xj dado por fj(y) = y

∨
xj ,

aplicándole r obtenemos fj | : r(1/
∧
i∈I
xi) −→ xj /xj , de donde Xr1/∧

i∈I
xi
⩽ xj para toda j ∈ I y por

lo tanto r(1/
∧
i∈I
xi) =

(∧
i∈I
xi
)
/
(∧
i∈I
xi
)

y 1/
∧
i∈I
xi ∈ F(r) que cumple la condición (3).

Proposición 2.15. Si F es una clase libre de pretorsión y para cada retı́cula L ∈ LM definimos
FL = {x ∈ L|1/x ∈ F }, entonces la función r(F ) : LM −→LM dada por
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r(F )(L) = (
∧
x∈FL

x)/0

es un radical.

Demostración. Para ver que r(F ) es un prerradical notemos que le asigna a cada retı́cula un
intervalo inicial, además si f : L −→ L′ es un morfismo lineal y x′ ∈ FL′ podemos considerar

la composición de morfismos lineales L
f
−→ L′

∨
x′

−→ 1/x′ de la cual obtenemos lo siguiente:

(f (1L)
∨
x′)/x′ � 1/k(

∨
x′)◦f .

Luego como F es cerrado bajo intervalos iniciales (f (1L)
∨
x′)/x′ ∈ F y al ser cerrado bajo

isomorfismos 1/k(
∨
x′)◦f ∈ F . Ası́ se tiene que X

r(F )
L ≤ k(

∨
x′)◦f , de donde

f (X
r(F )
L ) ≤ f (k(

∨
x′)◦f ) ≤ x′.

Como x′ era un elemento cualquiera en FL′ , entonces f (X
r(F )
L ) ≤

∧
x∈FL′

x = X
r(F )
L′ y por el Teorema

1.33 r(F ) es un prerradical.
Veamos que r(F ) es un radical.
Para cualquier retı́cula L ∈ LM se tiene que X

r(F )
L =

∧
x∈FL

x, y como F es una clase libre de

pretorsión 1/X
r(F )
L = 1/

( ∧
x∈FL

x
)
∈ F , por lo que r(F )(1/X

r(F )
L ) = X

r(F )
L /X

r(F )
L

Teorema 2.16. La gran retı́cula de las clases libres de pretorsión es antiisomorfa a la gran retı́cula
de radicales en Lpr .

Demostración. Por la Proposición 2.14, hay una asignación F( ) que va de la gran retı́cula de
los radicales en Lpr a la de las clases libres de pretorsión dada por

F( )(r) = F(r) = {L ∈ LM|r(L) = 0}.

Por la Proposición 2.15, hay una asignación r( ) que va de la gran retı́cula de las clases libres
de pretorsión a la de los radicales en Lpr dada por r( )(F ) = r(F ) con

r(F )(L) =
∧
x∈FL

x/0.

Veamos ahora que F( ) y r( ) son inversas una de la otra.
Sea s un radical en Lpr , entonces (r( ) ◦F( ))(s) = r(F(s)).
Sea L una retı́cula en LM, si y ∈ r(F(s))(L), entonces y ⩽

∧
{x∈L|s(1/x)=0}

x, por lo que y ⩽ XsL y por

lo tanto y ∈ s(L).
Por otro lado si y ∈ s(L) y x es un elemento de L que cumple que s(1/x) = 0 al considerar el
morfismo lineal f : L −→ 1/x dado por f (z) = z

∨
x y aplicarle s obtenemos f | : s(L) −→ x/x,

de donde y ⩽ XsL ≤ x, por lo tanto y ∈ r(F(s))(L) y (r( ) ◦F( ))(s) = s.
Si T es una clase libre de pretorsión tenemos que

(F( ) ◦ r( ))(T ) = F(r(T )) = {L ∈ LM|r(T )(L) = 0} = {L ∈ LM|
∧
x∈TL

x = 0} = T .
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Por lo tanto (F( ) ◦ r( ))(T ) = T .
Tenemos que r( ) es una biyección, veamos que invierte el orden.
Si F ⊆ F

′ entonces para toda retı́cula L ∈ LM se tiene que FL ⊆ F
′
L por lo que

∧
x∈FL

x ⩾
∧
x∈F ′L

x y

por lo tanto r(F ′) ⩽ r(F )

Ejemplo 2.17. Consideremos las clases

A = {L ∈ LM| Todo intervalo inicial no nulo de L tiene un coátomo }
B = {L ∈ LM|L no tiene átomos }.

Por el Ejemplo 2.7 A
op y B

op son clases de pretorsión, y por la Observación 2.12 A y B

son clases libres de pretorsión. Sean r
A

y r
B

los radicales correspondientes a dichas clases.
Consideremos a la retı́cula L = {0,3} ∪ [1,2] ∈ LM con el orden inducido por los reales, se
tiene lo siguiente:

(r
A

∨
r
B

)(L) = (XrAL
∨
XrBL )/0 = (2

∨
1)/0 = 2/0.

Sin embargo (r
A

∨
r
B

)(3/2) = 3/2, por lo que r
A

∨
r
B

no es un radical, y la clase de los radi-
cales en Lpr no es una subretı́cula de Lpr .

Observación 2.18. La clase de radicales en Lpr es una gran retı́cula completa pues probare-
mos que ı́nfimos arbitrarios de radicales también son radicales.

Demostración. Sean {ri}i∈I ⊆ Lpr una familia de radicales y L ∈ LM. Para cada j ∈ I conside-
remos el morfismo lineal

1/
∧
i∈I
XriL

∨
X
rj
L

−−−−−−−−−−→ 1/X
rj
L

Aplicándole rj obtenemos

rj
(
1/
∧
i∈I
XriL

) ∨
X
rj
L

−−−−−−−−−−→ X
rj
L /X

rj
L

por lo que X
rj

1/
∧
i∈I
X
ri
L

≤ X
rj
L para toda j ∈ I , entonces

∧
i∈I
XriL ≤ X

∧
i∈I
ri

1/
∧
i∈I
X
ri
L

=
∧
i∈I
Xri

1/
∧
i∈I
X
ri
L

≤
∧
i∈I
XriL

y por lo tanto
∧
i∈I
ri es un radical.

Teorema 2.19. Para todo prerradical r ∈ Lpr existe un radical r ∈ Lpr que cumple ser el menor
radical mayor o igual que r.

Demostración. Definimos r como el radical correspondiente a F(r) bajo el Teorema 2.16, es
decir, si L ∈ LM, r(L) =

( ∧
{x∈L|r(1/x)=0}

x
)
/0, como F(r) es una clase libre de pretorsión se tiene

que r(1/XrL) = 0. Consideremos el morfismo lineal f : L −→ 1/XrL dado por f (y) = y
∨
XrL,

aplicándole r obtenemos f | : r(L) −→ XrL/X
r
L por lo que XrL

∨
XrL = XrL y ası́ r(L) ⩽ r(L).

Por otro lado si t es un radical tal que r ⩽ t entonces para toda retı́cula L ∈ LM se tiene que
{x ∈ L|t(1/x) = 0} ⊆ {x ∈ L|r(1/x) = 0} y por lo tanto
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r(L) =
( ∧
{x∈L|r(1/x)=0}

x
)
/0 ⊆

( ∧
{x∈L|t(1/x)=0}

x
)
/0 = t(L).

Observación 2.20. Dado un prerradical r ∈ Lpr , el radical r coincide con el ı́nfimo en Lpr de
todos los radicales mayores o iguales que r, que vuelve a ser un radical por la Observación
2.18.

Teorema 2.21. Sea r ∈ Lpr :

(i) Si r es un radical entonces r̂ también lo es.

(ii) Si r es idempotente entonces r también lo es.

Demostración. (i) Queremos ver que para toda retı́cula L ∈ LM se tiene que r̂(1L/X
r̂
L) = 0,

pero como r̂ es el prerradical idempotente correspondiente a T(r), basta probar que 1L/X
r̂
L no

tiene intervalos iniciales no nulos en T(r).
Si y/X r̂L es un intervalo inicial de 1L/X

r̂
L en T(r) y consideramos la inclusión X r̂L/0 −→ y/0, al

aplicar r obtenemos la restricción de la inclusión X r̂L/0 −→ r(y/0) de donde X r̂L ⩽ X
r
y/0.

Utilizando la desigualdad anterior, el hecho de que r es un radical y el Lema 1.35, tenemos
que r(y/X r̂L) = Xry/0/X

r̂
L por lo que y = Xry/0, de donde y/0 ∈ T(r) y ası́ y ⩽ X r̂L. Por lo tanto

y/X r̂L = 0.
(ii) Queremos ver que r(XrL/0) = XrL/0, pero como r es el radical correspondiente a F(r), basta
probar que XrL/0 no tiene intervalos finales no nulos en F(r).
Si XrL/y es un intervalo final de XrL/0 en F(r) considerando f : 1/y −→ 1/XrL dado por
f (z) = z

∨
XrL y aplicándole r obtenemos f | : Xr1/y/y −→ XrL/X

r
L por lo que Xr1/y ⩽ X

r
L.

Como r(XrL/y) = 0 entonces Xr1/y/y = r(Xr1/y/y) = 0 por lo que y = Xr1/y , ası́ 1/y ∈ F(r) y XrL ⩽ y.

Por lo tanto XrL/y = 0.

Definición 2.22. Un prerradical r ∈ Lpr es exacto izquierdo si para toda sucesión exacta de

morfismos lineales 0 −→ L
f
−→ M

g
−→ N −→ 0 se tiene que 0 −→ r(L)

f |
−→ r(M)

g |
−→ r(N ) es

exacta.

Definición 2.23. Una clase abstracta (cerrada bajo isomorfismos) C ⊆ LM es hereditaria si
para toda retı́cula L ∈ C y todo elemento a ∈ L se tiene que a/0L ∈ C.

Teorema 2.24. Para r ∈ Lpr son equivalentes:

(1) r es exacto izquierdo.

(2) Para toda retı́cula L ∈ LM, si a ⩽ b ∈ L entonces Xra/0 = a
∧
Xrb/0.

(3) r es idempotente y su clase de pretorsión T(r) es hereditaria.

Demostración. (1) =⇒ (2) Consideremos la sucesión exacta 0 −→ a/0
i−→ b/0

f
−→ b/a −→ 0

donde i es la inclusión y f (x) = x
∨
a. Como r es exacto izquierdo la sucesión
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0 −→ Xra/0/0
i|
−→ Xrb/0/0

f |
−→ Xrb/a/a

es exacta, y Xra/0 es el núcleo de f |.
Por otro lado a

∧
Xrb/0 ⩽ a y como los morfismos lineales son no decrecientes

f |(a
∧
Xrb/0) = f (a

∧
Xrb/0) ⩽ f (a) = a

∨
a = a = f |(Xra/0),

por lo que f |(a
∧
Xrb/0) = f |(Xra/0).

Utilizando la modularidad de L, con el hecho de que Xra/0 ⩽ X
r
b/0, y el primer inciso del Lema

1.3 sobre la igualdad anterior obtenemos que:

Xra/0 = Xra/0
∨
Xra/0 = (a

∧
Xrb/0)

∨
Xra/0 = (a

∨
Xra/0)

∧
Xrb/0 = a

∧
Xrb/0

(2) =⇒ (1) Sea 0 −→ L
f
−→ M

g
−→ N −→ 0 una sucesión exacta en LM, probaremos que

0 −→ XrL/0
f |
−→ XrM /0

g |
−→ XrN /0 es exacta.

XrL ⩽ 1L y (g ◦ f )(1L) = 0N , como los morfismos lineales son no decrecientes

(g | ◦ f |)(XrL) = (g ◦ f )(XrL) ⩽ (g ◦ f )(1L) = 0N .

Además si y ∈ XrM /0 cumple que g |(y) = 0N , por el segundo inciso del Lema de 1.3 se tiene
que y ⩽ f (1L) y por lo tanto y ⩽ f (1L)

∧
XrM .

Si consideramos a = f (1L);b = 1M , por hipótesis tenemos que Xrf (1L)/0 = f (1L)
∧
XrM , pero co-

mo f es un monomorfismo lineal Xrf (1L)/0 = f (XrL), de donde y ⩽ f |(XrL) y por lo tanto f |(XrL)
es el núcleo de g |.
(2) =⇒ (3) Sea L ∈ LM, sabemos que XrL ⩽ 1, aplicando la hipótesis a esa pareja obtenemos
que XrXrL/0

= XrL
∧
XrL = XrL por lo que r(r(L)) = r(L).

Por otro lado si L ∈ T(r), y b ∈ L, usando la hipótesis en los elementos b ⩽ 1 obtenemos:

Xrb/0 = b
∧
XrL = b

∧
1 = b.

Ası́ b/0 ∈ T(r) y T(r) es hereditaria.
(3) =⇒ (2) Sabemos que Xra/0 ⩽ a

∧
Xrb/0 ⩽ a. Por otro lado como T(r) es hereditaria y r(b/0) =

Xrb/0/0 ∈ T(r) se tiene que (a
∧
Xrb/0)/0 ∈ T(r), si consideramos la inclusión (a

∧
Xrb/0)/0 −→ a/0

y le aplicamos r obtenemos (a
∧
Xrb/0)/0 −→ Xra/0/0. Por lo tanto a

∧
Xrb/0 = Xra/0.

Corolario 2.25. La gran retı́cula de los prerradicales exactos izquierdos y la gran retı́cula de las
clases de pretorsión hereditarias son isomorfas.

Definición 2.26. Si σ y τ son dos prerradicales en Lpr , para cada retı́cula L ∈ LM se define

el elemento X(σ :τ)
L como el elemento de L que cumple que X(σ :τ)

L /XσL = τ(1L/X
σ
L ).

Se define (σ : τ) ∈ Lpr como (σ : τ)(L) = X
(σ :τ)
L /0L, que es un prerradical en Lpr por [11,

Proposición 4.2.].

Notemos que un prerradical σ ∈ Lpr es un radical si y sólo si (σ : σ ) = σ .

Teorema 2.27. Para un prerradical r ∈ Lpr son equivalentes:
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(1) r preserva epimorfismos.

(2) r es un radical y F(r) es cerrada bajo intervalos finales.

(3) Para toda retı́cula L ∈ LM y cualquier par de elementos a,b ∈ L con a ≤ b se tiene que
Xr1/b = b

∨
Xr1/a.

Demostración. (1) =⇒ (2) Consideremos el epimorfismo L
ϕ
−→ 1L/X

r
L dado por ϕ(z) = z

∨
XrL,

aplicando r obtenemos que XrL/0
ϕ|
−→ r(1L/X

r
L) es un epimorfismo, por lo que

XrL = XrL
∨
XrL = Xr1L/XrL

,

entonces r(1L/X
r
L) = XrL/X

r
L y r es un radical.

Ahora supongamos que r(L) = 0 y consideremos el epimorfismo L
f
−→ 1L/y para algún y ∈ L,

dado por f (x) = x
∨
y, aplicándole r obtenemos 0 = r(L)

f |
−→ r(1L/y) y como f | es un epimor-

fismo r(1L/y) = y/y, y F(r) es cerrada bajo intervalos finales.

(2) =⇒ (1) Si L
ϕ
−→M es un epimorfismo podemos suponer que M es un intervalo final de L

de la forma 1L/y. Por otro lado como r es un radical 1L/X
r
L ∈ F(r), y como F(r) es cerrado bajo

intervalos finales 1L/X
r
L

∨
y ∈ F(r).

Consideremos el epimorfismo 1L/y
g
−→ 1L/y

∨
XrL, donde g(z) = z

∨
XrL. Aplicándole r obte-

nemos r(1L/y)
g |
−→ y

∨
XrL/y

∨
XrL, por lo tanto Xr1L/y

∨
XrL = y

∨
XrL de donde Xr1L/y ⩽ y

∨
XrL.

Por último si le aplicamos r al epimorfismo L
ϕ
−→ 1L/y dado por ϕ(z) = z

∨
y obtenemos

XrL/0
ϕ|
−→ r(1L/y), sin embargo para todo z ∈ (XrL

∨
y)/y se tiene que z

∧
XrL ∈ X

r
L/0 y por mo-

dularidad se cumple que ϕ|(z
∧
XrL) = (z

∧
XrL)

∨
y = (XrL

∨
y)
∧
z = z y como Xr1L/y ⩽ y

∨
XrL,

entonces ϕ| es un epimorfismo.

(2) =⇒ (3) Si al morfismo lineal 1/a
∨
b

−→ 1/b le aplicamos r obtenemos Xr1/a/a
∨
b

−→ Xr1/b/b, de
donde b ≤ Xr1/a

∨
b ≤ Xr1/b. Por otro lado como F(r) es cohereditaria y 1/Xr1/a ∈ F(r), entonces

1/(Xr1/a
∨
b) ∈ F(r), considerando el morfismo lineal

1/b

∨
(Xr1/a

∨
b)

−−−−−−−−−−−−→ 1/(Xr1/a
∨
b)

y aplicándole r obtenemos que Xr1/b
∨

(Xr1/a
∨
b) = Xr1/a

∨
b, por lo que Xr1/b ≤ X

r
1/a

∨
b y se

tiene la igualdad buscada.
(3) =⇒ (2) Sea L ∈ LM, aplicando la hipótesis a la pareja 0 ≤ XrL obtenemos que xr1/XrL

=
XrL

∨
XrL = XrL y por lo tanto r es un radical.

Por otro lado si L ∈ F(r) y b ∈ L, utilizando la hipótesis en los elementos 0 ≤ b obtenemos:

Xr1/b = b
∨
XrL = b

∨
0 = b.

Ası́ 1/b ∈ F(r) y F(r) es cerrada bajo intervalos finales.

Definición 2.28. Diremos que una clase de retı́culas C ⊆ LM es cerrada bajo extensiones si
siempre que tengamos retı́culas L,M,N ∈ LM y una sucesión exacta
0 −→ L −→M −→N −→ 0 de morfismos lineales con L y N en C se tiene que M ∈ C
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Sabemos que existe una biyección entre las clases de pretorsión y los prerradicales idem-
potentes en Lpr , el siguiente resultado muestra que también existe una biyección entre las
clases de pretorsión cerradas bajo extensiones y los radicales idempotentes.

Teorema 2.29. Sea T una clase de pretorsión y r su prerradical idempotente correspondiente,
entonces T es cerrada bajo extensiones si y sólo si r es un radical.

Demostración. =⇒) Supongamos que r(1L/X
r
L) , 0, entonces XrL < X

r
1L/X

r
L
. Consideremos en-

tonces la sucesión exacta 0 −→ XrL/0 −→ Xr1L/XrL
/0 −→ r(1L/X

r
L) −→ 0, como r es idempotente

tanto XrL/0 como r(1L/X
r
L) pertenecen a T , y como T es cerrada bajo extensiones Xr1L/XrL

/0 ∈ T
lo cual es una contradicción pues por Teorema 2.6XrL es el máximo elemento de L con la pro-
piedad de que el intervalo inicial XrL/0 ∈ T .
⇐=) Supongamos que 0 −→ a/0 −→ L −→ 1L/a −→ 0 es una sucesión exacta de retı́culas tal
que a/0 y 1L/a están en T , si aplicamos r a la sucesión obtenemos 0 −→ a/0 −→ XrL/0 −→ 1L/a
lo cual nos dice que a ⩽ XrL y por el Lema 1.35 1L/a = r(1L/a) = XrL/a y por lo tanto XrL = 1L y
L ∈ T .

Por dualidad obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.30. Sea F una clase libre de pretorsión y r su radical asociado, entonces F es cerrada
bajo extensiones si y sólo si r es idempotente.

Demostración. =⇒) Supongamos que r no es idempotente, entonces existe una retı́cula L en
LM tal que XrxrL/0

< XrL. Consideremos la siguiente sucesión exacta

0 −→ XrL/X
r
xrL/0
−→ 1/XrxrL/0

−→ 1/XrL −→ 0

Tenemos que por definición de radical r(XrL/X
r
xrL/0

) = 0 = r(1/xrL), de donde tanto XrL/X
r
xrL/0

como 1/xrL están en F y como F es cerrado bajo extensiones 1/XrxrL/0
∈ F lo cual es una con-

tradicción pues por el Teorema 2.16, xrL es el elemento más pequeño de L con la propiedad
de que 1/xrL ∈ F .
⇐=) Sea 0 −→ a/0 −→ L −→ 1/a −→ 0 una sucesión exacta con a/0,1/a ∈ F . Aplicando r obte-
nemos la sucesión 0/0 −→ XrL/0 −→ a/a, de donde XrL

∨
a = a y XrL ≤ a, luego r(XrL/0) = XrL/0 ⊆

r(a/0) = 0/0, por lo que XrL = 0 y L ∈ F .

Tenemos que a cada radical idempotente le podemos asociar las clases de pretorsión T(r) =
{L ∈ LM|r(L) = L} y libre de pretorsión F(r) = {L ∈ LM|r(L) = 0}, ambas cerradas bajo extensio-
nes.
A una clase de pretorsión cerrada bajo extensiones le llamaremos clase de torsión y a una
clase libre de pretorsión cerrada bajo extensiones le llamaremos clase libre de torsión.

Definición 2.31. En una categorı́a C con objeto cero, para cualquier par de objetos L,M ∈ C
existe un morfismo destacado 0 ∈HomC(L,M) que es el único que hace al siguiente diagrama
conmutativo
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0 M

L.

0

Una teorı́a de torsión es una pareja de clases de objetos (T ,F ) que cumple las siguientes
condiciones:

(1) Para todo L ∈ T y para todo F ∈ F se tiene que HomC(T ,F) = 0.

(2) Si C ∈ C cumple que HomC(C,F) = 0 para todo F ∈ F entonces C ∈ T .

(3) Si C ∈ C cumple que HomC(L,C) = 0 para todo L ∈ T entonces C ∈ F .

A T se le llama la clase de torsión y a F la clase libre de torsión de la teorı́a de torsión.

Observación 2.32. Si T , F y F
′ son clases en una categorı́a C tales que (T ,F ) y (T ,F ′) son

teorı́as de torsión entonces F = F
′ ya que F ∈ F si y sólo si para todo T ∈ T se tiene que

Hom(T ,F) = 0 si y sólo si F ∈ F ′.
De igual manera si (T ,F ) es una teorı́a de torsión, T es la única clase contenida en C que en
pareja con F forman una teorı́a de torsión.

Definición 2.33. Dada una clase C contenida en una categorı́a C se definen la clase izquier-
da L(C) y la clase derecha R(C) generadas por C de la siguiente manera:

R(C) = {F ∈ C | HomC(C,F) = 0, ∀C ∈C}
L(C) = {T ∈ C | HomC(T ,C) = 0, ∀C ∈C}

Retomando estos conceptos en el caso particular de la categorı́a LM, se tiene que

Lema 2.34. Una pareja de clases de objetos (T ,F ) en LM es una teorı́a de torsión si y sólo si
T = L(F ) y F = R(T ).

Demostración. =⇒) Sabemos que por la Definición 2.31 una clase T es elemento de T si y
sólo si para toda clase F ∈ F se tiene que HomLM(T ,F) = 0 lo cual ocurre si y solamente si
T ∈ L(F ). Análogamente F = R(T ).
⇐=) 1) Sean T ∈ T y F ∈ F , como T ∈ L(F ) entonces HomLM(T ,F) = 0.
2) Si C ∈ LM cumple que HomLM(C,F) = 0 para todo F ∈ F entonces C ∈ L(F ) = T .
3) Si C ∈ LM cumple que HomLM(T ,C) = 0 para todo T ∈ T entonces C ∈ R(T ) = F .

Lema 2.35. Los operadores L y R de la retı́cula de clases de LM en sı́ misma descritos en la
Definición 2.33 forman una conexión de Galois.

Demostración. Supongamos que C y D son clases contenidas en LM con C ⊆ D, entonces
R(D) = {F ∈ LM|HomLM(D,F) = 0∀D ∈ D} ⊆ {F ∈ LM|HomLM(C,F) = 0∀C ∈ C} = R(C). Análo-
gamente L(D) ⊆ L(C).
Por otro lado, si C ⊆ LM entonces para toda retı́cula L ∈ R(C) se tiene que HomLM(C,L) = 0,
por lo que C ∈ L(R(C)) y por lo tanto C ⊆ L(R(C)). Análogamente C ⊆ R(L(C)).
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Corolario 2.36. Para toda clase C ⊆ LM se tiene que LRL(C) = L(C) y RLR(C) = R(C)

Corolario 2.37. Los operadores RL y LR son operadores cerradura en la gran retı́cula de clases
contenidas en LM y sus cerrados son respectivamente las clases de torsión y libres de torsión.

Notemos que (L(R(C)),R(C)) es la teorı́a de torsión cuya clase de torsión L(R(C)) es la clase
de torsión más pequeña que contiene a C, y se le llama la teorı́a de torsión generada por
C, mientras que (L(C),R(L(C))) es la teorı́a de torsión cuya clase libre de torsión R(L(C)) es
la clase libre de torsión más pequeña que contiene a C y se le llama la teorı́a de torsión
cogenerada por C.

Lema 2.38. Para una clase C ⊆ LM abstracta y cerrada bajo intervalos finales, se tiene que R(C) =
{F ∈ LM|F no tiene intervalos iniciales no nulos en C}.

Demostración. Sabemos que F ∈ R(C) si y sólo si HomLM(C,F) = 0 para toda C ∈ C. Veremos
que esto último ocurre si y sólo si F no tiene intervalos iniciales no nulos en C.

=⇒) Si F tuviera un intervalo inicial no nulo a/0 en C la inclusión a/0
i−→ F serı́a un morfismo

lineal no cero de dicho intervalo hacia F.
⇐=) Si existiera un morfismo lineal no cero f : C −→ F se tendrı́a que f : 1/k −→ a/0 es un
isomorfismo de retı́culas, como C es cerrada bajo intervalos finales 1/k ∈ C, y al ser C cerrada
bajo isomorfismos a/0 serı́a un intervalo inicial no nulo de F en C.

Teorema 2.39. Si C ⊆ LM es una clase cerrada bajo intervalos finales e isomorfismos entonces
L(R(C)) = {L ∈ LM | ∀x ∈ L,x < 1,∃y > x con y/x ∈ C} =
= {L ∈ LM| Todo intervalo final no nulo de L tiene un intervalo inicial no nulo en C}.

Demostración. Veremos que T ∈ L(R(C)) si y sólo si T no tiene intervalos finales diferentes
de cero en R(C).
=⇒) Si T ∈ L(R(C)) tuviera un intervalo final no nulo 1/x en R(C) entonces el morfismo lineal

T
−
∨
x

−→ 1/x serı́a diferente de cero, lo cual es una contradicción.
⇐=) Si existiera un morfismo lineal no cero f : T −→ F con F ∈ R(C) tendrı́amos que f
induce un isomorfismo de retı́culas f : 1/k −→ a/0, sin embargo a/0 ∈ R(C) pues es cerrado
bajo intervalos iniciales, por lo que T tendrı́a un intervalo final en R(C).
Por lo anterior T ∈ L(R(C)) si y sólo si todo intervalo final no nulo de T no está en R(C), lo
cual por el Lema 2.38 ocurre si y sólo si todo intervalo final no nulo de T tiene un intervalo
inicial no nulo en C.

Teorema 2.40. En LM existe una biyección entre las teorı́as de torsión y los radicales idempoten-
tes.

Demostración. Si r es un radical idempotente en LM consideremos la pareja (T(r),F(r)) y vea-
mos que es una teorı́a de torsión. Si L ∈ T(r), F ∈ F(r) y f : L −→ F es un morfismo lineal,
cuando le apliquemos r obtenemos f ↾ : L −→ 0 por lo que f tenı́a que ser el morfismo lineal
0.
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Supongamos que existe L ∈ LM tal que para todo F ∈ F(r) se tiene queHomLM(L,F) = 0, como
r es un radical 1L/X

r
L ∈ F(r) por lo que el morfismo lineal dado por f : L −→ 1L/X

r
L dado por

f (y) = y
∨
XrL es cero, y 1L

∨
XrL = XrL, de donde XrL = 1L y L ∈ T(r).

Si existe F ∈ LM tal que para todo L ∈ T(r) se tiene que HomLM(L,F) = 0, como r es idempo-
tente se tiene que r(F) ∈ T(r), y como la inclusión i : r(F) −→ F es un morfismo lineal, este
tiene que ser cero y por lo tanto r(F) = 0 y F ∈ F(r).

Hemos visto que a cada radical idempotente en LM podemos asignarle una teorı́a de torsión
con las biyecciones dadas por el Teorema 2.6 y el Teorema 2.16.

Ahora veremos que si (T ,F ) es una teorı́a de torsión en LM, entonces T es una clase de
pretorsión cerrada bajo extensiones y F es una clase libre de pretorsión cerrada bajo exten-
siones.
Empecemos con T . Sea L ∈ T , L

g
−→ L′ un isomorfismo lineal f : L′ −→ F un morfismo lineal

para algún F ∈ F . Consideremos la composición de morfismos lineales

L
g
−→ L′

f
−→ F, f ◦ g = 0 pues L ∈ T , por lo que f ◦ g(1L) = f (1L′ ) = 0 y f = 0, por lo tanto

L′ ∈ T y T es una clase abstracta.
Si L ∈ T , 1L/x es un intervalo final de L y tenemos un morfismo lineal f : 1L/x −→ F para
algún F ∈ F , consideremos el siguiente diagrama

1L/x F

L.

f

∨
x

0

Tenemos entonces que f (1L) = 0, de donde f = 0 y ası́ T es cerrada bajo intervalos finales.
Supongamos que una retı́cula L ∈ LM tiene un subconjunto {xi}i∈I tal que la familia de
intervalos iniciales {xi/0}i∈I ⊆ T , que F es un elemento cualquiera de F y que f :

∨
i∈I
xi/0 −→ F

un morfismo lineal. Consideremos para cada j ∈ I el siguiente diagrama∨
i∈I
xi/0 F

xj /0

f

ij
0

donde ij es la inclusión. Tenemos entonces que f (xj) = 0 para todo j ∈ I , por [15, Lema 0.6.]
f conmuta con supremos arbitrarios, por lo que f (

∨
i∈I
xi) =

∨
i∈I
f (xi) = 0, entonces f = 0 y por

lo tanto
∨
i∈I
xi/0 ∈ T .

Para ver que T es cerrada bajo extensiones supongamos que 0 −→ x/0 −→ L −→ 1/x −→ 0 es
una sucesión exacta con x/0 y 1/x en T y que tenemos un morfismo lineal f : L −→ F con
F ∈ F , consideremos el diagrama
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L F

x/0

f

i
0

tenemos que el nucleo k de f cumple que x ⩽ k, por lo que si consideramos el diagrama

1/k f (1)/0

1/x

f

∨
k 0

tenemos que f (1) = 0, por lo que L ∈ T .

Veamos que F es una clase libre de torsión. Supongamos que F ∈ F , que existe un isomor-

fismo lineal F′
g
−→ F y que f : L −→ F′ es un morfismo lineal para alguna retı́cula L ∈ T .

Consideremos la composición L
f
−→ F′

g
−→ F, g ◦ f = 0 pues F ∈ F , por lo que kf = kg◦f = 1L,

entonces f = 0, F′ ∈ F y por lo tanto F es una clase abstracta.
Sea x/0 un intervalo inicial de F, L ∈ T y f : L −→ x/0 un morfismo lineal. Consideremos el
diagrama

x/0 F

L

i

f 0

por lo tanto f = 0 y F es cerrada bajo intervalos iniciales.
Sea F una retı́cula en LM con un subconjunto {xi}i∈I tal que la familia de intervalos finales
{1/xi}i∈I ⊆ F y sea L ∈ T junto con un morfismo lineal f : L −→ 1/

∧
i∈I
xi . Para cada j ∈ I

consideremos el diagrama

1/
∧
i∈I
xi 1/xj

L

∨
xj

f
0

entonces f (1)
∨
xj = xj para toda j ∈ I por lo que f (1) ⩽

∧
i∈I
xi , f = 0 y por lo tanto 1/

∧
i∈I
xi ∈ F .

Por último, para ver que F es cerrado bajo extensiones supongamos que tenemos una suce-
sión exacta 0 −→ x/0 −→ F −→ 1/x −→ 0 con x/0,1/x ∈ F , y que f : L −→ F es un morfismo
lineal con L ∈ T si consideramos el diagrama

F 1/x

L,

∨
x

f 0

tenemos que f (1) ⩽ x y como x/0 ∈ F , entonces
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f (1)/0 x/0

L

i

f ↾ 0

y ası́ f = 0, por lo tanto F ∈ F y F es cerrada bajo extensiones.
Por lo tanto a la teorı́a de torsión (T ,F ) le corresponde el radical idempotente asociado a T ,
que como veremos en el Teorema 2.44, coincide con el radical idempotente asociado a F .
Hemos asignado a cada radical idempotente r una teorı́a de torsión (T(r),F(r)), y a cada teorı́a
de torsión (T ,F ) un radical idempotente r(T ) = r(F ), y el hecho de que esta asignación sea una
biyección se debe a los Teoremas 2.6, 2.29 y 2.30.

Observación 2.41. Por el Teorema 2.40 una clase T ⊆ LM es de torsión en el sentido de
la Definición 2.31 si y solamente si es una clase de pretorsión según la Definición 2.1 y es
cerrada bajo extensiones. De igual manera F ⊆ LM es una clase libre de torsión en el sentido
de la Definición 2.31 si y sólo si es libre de pretorsión según la Definición 2.11 y es cerrada
bajo extensiones.

A continuación se presenta un diagrama con algunas de las biyecciones entre clases que se
han encontrado hasta ahora.

El diagrama se complementa recordando que por el Teorema 2.6 la biyección entre prerra-
dicales idempotentes y clases de pretorsión preserva el orden, mientras que por el Teorema
2.16 la biyección entre radicales y clases libres de pretorsión invierte el orden. Además gra-
cias a los Teoremas 2.24 y 2.27 si un prerradical idempotente es exacto izquierdo, entonces
su correspondiente clase de pretorsión es hereditaria, y si un radical preserva epimorfismos,
entonces su correspondiente clase libre de pretorsión es cohereditaria.
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Prerradicales
idempotentes

Radicales
idempotentes Radicales

Teorı́as de
torsión

Clases de
pretorsión

Clases libres
de pretorsión

Clases de
torsión

Clases libres
de torsión

Prerradicales exactos izquierdos

se corresponden con clases

de pretorsión hereditarias

Radicales que preservan epimor-

fismos se corresponden con clases

libres de pretorsión cohereditarias

Preserva

orden

Invierte

orden

Veremos que si (T ,F ) es una teorı́a de torsión entonces el radical idempotente r(T ) asociado
a T coincide con el radical idempotente r(F ) asociado a F , pero para ello es necesario probar
los siguientes lemas.

Lema 2.42. Si (T ,F ) es una teorı́a de torsı́on y r(T ) el radical idempotente asociado a T , entonces
para toda retı́cula L ∈ LM se tiene que L ∈ F si y sólo si r(T )(L) = 0.

Demostración. =⇒) Si L ∈ F , como F es cerrada bajo intervalos iniciales r(T )(L) ∈ T ∩F = 0.
⇐=) Si M ∈ T y g : M −→ L es un morfismo lineal, al aplicarle r(T ) obtenemos g | : M −→ 0
por lo que g = 0 y ası́ L ∈ F .

Lema 2.43. Si (T ,F ) es una teorı́a de torsión y r(F ) el radical idempotente asociado a F , entonces
para toda retı́cula L ∈ LM se tiene que L ∈ T si y sólo si r(F )(L) = L.
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Demostración. =⇒) Si L ∈ T y x ∈ FL, considerando el morfismo lineal L
∨
x

−→ 1/x, por el Lema

2.42 al aplicar r(T ) obtenemos L
∨
x

−→ x/x por lo que x = 1L y ası́ r(F )(L) = L.
⇐=) Sea M ∈ F y g : L −→M un morfismo lineal, aplicando r(F ) obtenemos g | : L −→ 0 por lo
que g = 0 y ası́ L ∈ T .

Teorema 2.44. Si (T ,F ) es una teorı́a de torsión el radical idempotente r(T ) asociado a T coincide
con el radical idempotente r(F ) asociado a F .

Demostración. Por el Lema 2.43, para toda retı́cula L ∈ LM se tiene que r(F )(L) = L si y sólo si
L ∈ T lo cual ocurre si y sólo si r(T )(L) = L. Ası́ r(F ) y r(T ) son prerradicales idempotentes que
tienen asociada a la misma clase de pretorsión T . Por el Teorema 2.6 ambos coinciden.

Corolario 2.45. Si r es un prerradical idempotente, r es el radical idempotente correspondiente a
la teorı́a de torsión generada por T(r).

Demostración. Si r es el menor radical idempotente mayor que r su clase de torsión corres-
pondiente es la menor que contiene a T(r), que es justamente la clase de torsión generada
por T(r).

Teorema 2.46. Si C es una clase contenida en LM entonces:

(1) Si C es hereditaria, R(C) es cerrada bajo extensiones esenciales.

(2) Si C es cerrada bajo intervalos finales, L(C) es cerrada bajo coberturas superfluas.

Demostración. (1) Supongamos que L ∈ R(C) y sea M ∈ LM una extensión esencial de L. Si
f : C −→M es un morfismo lineal para algún C ∈ C, entonces f induce un isomorfismo de
retı́culas f : 1C/k −→ f (1C)/0, por lo que existe x ∈ C tal que f (x) = f (1C)

∧
1L. Conside-

remos la inclusión compuesta con la correstricción x/0
i−→ C

f ↾
−→ L, dicha correstricción es

posible pues los morfismos lineales respetan orden, luego como C es hereditaria x/0 ∈ C, de
donde la composición es cero, ası́ f (x) = f (1C)

∧
1L = 0 pero como M es extensión esencial

de L, se tiene que f (1C) = 0, entonces f = 0 y por lo tanto M ∈ R(C).

(2) Sea T ∈ L(C) y M ∈ LM una cobertura superflua de T . Si f : M −→ C es un morfismo
lineal para algún C ∈ C, entonces f induce un isomorfismo de retı́culas f : 1T /k −→ f (1T )/0.
Consideremos la restricción y correstricción de dicho isomorfismo de retı́culas compuesta
con la inclusión

T
∨
k

−→ 1T /(k
∨

0T )
f |
−→ f (1T )/f (k

∨
0T )

i−→ 1C/f (k
∨

0T ).

Tenemos que 1C/f (k
∨

0T ) ∈ C pues C es cerrado bajo intervalos finales, y ası́ la composición
es cero.
Tenemos entonces que f |(1T ) = f |(k

∨
0T ), lo cual implica que 1T = k

∨
0T y como M es una

cobertura superflua de T se tiene que k = 1T por lo que f = 0 y por lo tanto M ∈ L(C).
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Definición 2.47. Una clase de retı́culas T ⊆ LM es una clase TLT si es tanto una clase de
torsión como una clase libre de torsión, es decir si existen C,F ⊆ LM tales que (C,T ) y (T ,F )
son teorı́as de torsión.

Notemos que si T es una clase TLT, al ser una clase libre de torsión es cerrada bajo intervalos
iniciales, por lo que la teorı́a de torsión (T ,F ) es hereditaria. Además una clase de torsión
hereditaria T es una clase TLT si y sólo si para toda retı́cula L ∈ LM para la cual existe un
subconjunto {xi}i∈I ⊆ L tal que {1/xi}i∈I ⊆ T entonces 1L/

∧
i∈I
xi ∈ T .

El siguiente ejemplo muestra una clase de torsión hereditaria que no es una clase TLT.

Ejemplo 2.48. Nombremos T a la clase contenida en LM formada por todas las retı́culas
continuas superiormente y para las cuales todo intervalo final no nulo tiene un átomo, es
decir

T = {L ∈ LM|L es continua superiormente y si 1L , a ∈ L el intervalo 1L/a tiene un átomo }.

Mas adelante en el Teorema 2.96 se probará que T es una clase de torsión hereditaria, sin
embargo si consideramos a la retı́cula L = {1/n}n∈N−{0} ∪ {0}, con el orden inducido por los
reales, y a la familia de elementos {1/n}n∈N−{0} ⊆ L, se tiene que para todo 0 , n ∈ N el
intervalo final 1/(1/n) es una retı́cula finita y totalmente ordenada, por lo que es continua
superiormente. Además todo intervalo final no nulo de 1/(1/n) tiene un átomo, por lo que
1/(1/n) ∈ T , sin embargo 1/(

∧
1≤n∈N

1/n) = L no está en T , pues L no tiene átomos. Por lo tanto

T no es una clase libre de torsión.

Lema 2.49. Si T es una clase TLT y (C,T ) es hereditaria entonces C ⊆ F .

Demostración. Si t es el radical idempotente correspontiente a T y L ∈C, como T es también
una clase de torsión se tiene que t(L) ∈C

⋂
T = 0, por el Lema 2.42 L ∈ F .

Definición 2.50. Diremos que una teorı́a de torsión (T ,F ) con radical idempotente asociado
t se escinde si para toda retı́cula L ∈ LM existe x ∈ L tal que XtL

∨
x = 1 y XtL

∧
x = 0, es decir,

si XtL tiene un complemento.

Lema 2.51. Si T es una clase TLT cuyas clases de torsión y libre de torsión correspondientes son
C y F respectivamente, entonces son equivalentes:

(1) C = F .

(2) Para toda retı́cula L ∈ LM se tiene que 1L = XcL
∨
XtL y 0L = XcL

∧
XtL, donde c y t son los

radicales idempotentes asociados a (C,T ) y (T ,F ) respectivamente.

(3) (C,T ) y (T ,F ) se escinden.

(4) (C,T ) es hereditaria y se escinde.

(5) (C,T ) es hereditaria y F es TLT.
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Demostración. (1) =⇒ (2) Si c es el radical idempotente asociado a C, la clase libre de torsión
asociada a c es T que es cerrada bajo intervalos finales por ser también una clase de torsión,
entonces por el Teorema 2.27 c preserva epimorfismos.
Si L ∈ LM y consideramos el morfismo lineal h : L −→ 1L/(X

c
L

∨
XtL) dado por h(y) = y

∨
(XcL

∨
XtL),

como t es un radical se tiene que t(1L/X
t
L) = 0, por lo que 1L/X

t
L ∈ F = C, luego como C es ce-

rrado bajo intervalos finales 1L/X
c
L

∨
XtL ∈C. Ası́, al aplicarle c a h obtenemos a la restricción

h| : XcL/0 −→ 1L/(X
c
L

∨
XtL) que es un epimorfismo, por lo tanto 1L = h|(XcL) = XcL

∨
(XcL

∨
XtL) =

XcL
∨
XtL.

Por otro lado como C coincide con F , es hereditaria al igual que T , y XcL
∧
XtL/0L ∈C

⋂
T = 0

por lo que XcL
∧
XtL = 0L.

(2) =⇒ (1) Sea L ∈C, entonces XcL = 1, por lo que XtL = XcL
∧
XtL = 0. Ası́ t(L) = 0 y L ∈ F .

Por otro lado si L ∈ F se tiene que XtL = 0, por lo que XcL = XcL
∨
XtL = 1 y L ∈ C. Por lo tanto

C = F .

(1) =⇒ (5) Como C = F se tiene que C es cerrada bajo intervalos iniciales, por lo tanto (C,T )
es hereditaria. Además F es TLT pues (C,T ) = (F ,T ) es una teorı́a de torsión.

(5) =⇒ (1) Como (C,T ) es hereditaria por el Lema 2.49 se tiene que C ⊆ F .
Por otro lado si F ∈ F y suponemos que para alguna retı́cula T ∈ T existe un morfismo lineal
g : F −→ T , entonces g induce un isomorfismo de retı́culas g : 1/k −→ g(1)/0, pero como F es
TLT es cerrada bajo intervalos finales, y como T es cerrada bajo intervalos iniciales, se tiene
que 1/k ∈ T

⋂
F = 0, por lo cual k = 1 y g = 0, de donde F ∈C y F ⊆C.

(1)y(2) =⇒ (4) Como C = F se tiene que C es cerrada bajo intervalos iniciales y por lo tanto
(C,T ) es hereditaria. De (2) se sigue que (C,T ) se escinde.

(4) =⇒ (1) Como (C,T ) es hereditaria, por el Lema 2.49 se tiene que C ⊆ F .
Por otro lado si F ∈ F , dado que (C,T ) se escinde, existe y ∈ F tal que XcF

∨
y = 1F y

XcF
∧
y = 0F . Supongamos que existe un morfismo lineal g : F −→ T para algún T ∈ T .

Si XcF = 0 entonces F ∈ T
⋂

F = 0 por lo que el morfismo lineal g es cero.
Si XcF , 0 pero y = 0 entonces XcF = XcF

∨
y = 1F , por lo que F ∈C y el morfismo g serı́a cero.

Por último suponemos que tanto XcF como y son diferentes de cero, usando el hecho de que
XcF

∨
y = 1F , que c es idempotente y [15, Proposición 1.3.] se tiene que XcF = XcF

∨
Xcy/0 de

donde Xcy/0 ⩽ X
c
F

∧
y = 0 y ası́ y/0 ∈ T

⋂
F , pues F es cerrada bajo intervalos iniciales por lo

que y = 0 lo cual es una contradicción.
Como los únicos dos casos posibles son XcF = 0 y XcF , 0 pero y = 0, y en ambos el morfismo
lineal g es cero, se concluye que F ∈C y por lo tanto F ⊆C.

(2) =⇒ (3) Es inmediato.

(3) =⇒ (1) Sean C ∈C, T ∈ T y f : T −→ C un morfismo lineal. Como (T ,F ) se escinde, existe
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y ∈ C tal que XtC
∨
y = 1C y XtC

∧
y = 0C .

Si XtC = 0 entonces C ∈ F y f es el morfismo cero.
Si y = 0 entonces XtC = XtC

∨
y = 1 por lo que C ∈C

⋂
T = 0 y f es el morfismo cero.

Por último si suponemos que tanto XtC como y son diferentes de cero, usando el hecho de
que XtC

∨
y = 1C , que XtC/0 ∈ T y [15, Proposición 1.3.] se tiene que

1C = XcC = Xc
XtC /0

∨
Xcy/0 = 0

∨
Xcy/0

por lo que que Xcy/0 = 1C y ası́ y = 1C y XtC = 0 lo cual es una contradicción.
Como los únicos dos casos posibles son XtC = 0 y XtC , 0 pero y = 0, y en ambos el morfismo
lineal f es cero, se concluye que C ∈ F y por lo tanto C ⊆ F .
El hecho de que (C,T ) se escinda implique que F ⊆ C se prueba de manera idéntica a como
se hace en (4) =⇒ (1).

Definición 2.52. Para una retı́cula L y un elemento a ∈ L, un seudocomplemento de a es un
elemento b ∈ L tal que a

∧
b = 0 y si cualquier otro elemento c ∈ L cumple que a

∧
c = 0 y

b ≤ c, entonces c = b.
Diremos que b es un seudocomplemento fuerte de a si a

∧
b = 0 y siempre que a

∧
c = 0 se

tiene que c ⩽ b.

Definición 2.53. Una retı́cula L es (fuertemente) seudocomplementada si todo elemento
a ∈ L, tiene un seudocomplemento (fuerte) en L.

Denotaremos como LMS , LMI y LMC a las subcategorı́as de LM formadas por las retı́culas
modulares completas que además son respectivamente, continuas superiormente, continuas
inferiormente ó continuas.
Si r es un prerradical definido en LMS y denotamos como Cr a la clase de todos los prerra-
dicales t ∈ Lpr tales que t

∧
r = 0 entonces, si consideramos una cadena C ⊆ Cr y una retı́cula

L ∈ LMS tenemos que ((
∨
t∈C
t)
∧
r)(L) = (XrL

∧
(
∨
t∈C
XtL))/0 = (

∨
t∈C

(XtL
∧
XrL))/0 = 0.

Si suponemos el axioma de elección global, entonces la retı́cula de prerradicales en la cate-
gorı́a LMS es seudocomplementada.

Definición 2.54. Diremos que una clase C ⊆ LM es abierta si es cerrada bajo isomorfismos,
intervalos iniciales e intervalos finales.

Teorema 2.55. La gran retı́cula de clases abiertas en LM es fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Sea C ⊆ LM una clase abierta, veamos que

C⊥⩽,/ = {L ∈ LM| L no contiene ningún subintervalo no nulo en C}

es una clase abierta y es un seudocomplemento fuerte de C.
C⊥⩽,/ es cerrada bajo intervalos iniciales y finales pues si L ∈ C⊥⩽,/ y a ∈ L, cualquier subin-
tervalo no nulo de a/0 y 1/a es también un subintervalo de L, por lo que no puede estar en
C. Además si L ∈ C

⋂
C⊥⩽,/ , como 1L/0L es un intervalo de L se tiene que L = 0. Supongamos

ahora que D ⊆ LM es una clase abierta que cumple C
⋂
D = 0, sea L ∈ D, como D es cerrado

bajo intervalos iniciales y finales, cualquier subintervalo de L está en D, por lo que L no
puede contener intervalos no nulos en C, y por lo tanto L ∈ C⊥⩽,/ .
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Lema 2.56. Si C es una clase abierta en LMS y una retı́cula L ∈ LMS tiene un subconjunto
dirigido superiormente {xi}i∈I tal que los intervalos xi/0 ∈ C⊥⩽,/ para toda i ∈ I , entonces

∨
i∈I
xi/0

es un elemento de C⊥⩽,/ .

Demostración. Si suponemos lo contrario existirı́a 0 , b/a ∈ C contenido en
∨
i∈I
xi/0. Se tiene

que b = (
∨
i∈I
xi)

∧
b =

∨
i∈I

(xi
∧
b), además como C⊥⩽,/ es cerrado bajo intervalos iniciales se tie-

ne que (xi
∧
b)/0 ∈ C⊥⩽,/ para toda i ∈ I .

Notemos que si a ⩾ xi
∧
b para toda i ∈ I se tendrı́a a = b lo cual no es posible pues estamos

suponiendo b/a , 0, por lo que debe existir i0 ∈ I tal que xi0
∧
b ≰ a, además tampoco puede

ocurrir que a < xi0
∧
b pues (xi0

∧
b)/a ∈ C serı́a un subintervalo no nulo de (xi0

∧
b)/0 ∈ C⊥⩽,/ .

Por lo tanto xi0
∧
b y a no son comparables, y considerando la modularidad de L se tiene que:

0 , (xi0
∧
b)/(xi0

∧
b)
∧
a � ((xi0

∧
b)
∨
a)/a = ((xi0

∨
a)
∧
b)/a ∈ C

Lo cual serı́a una contradicción pues 0 , (xi0
∧
b)/((xi0

∧
b)
∧
a) = (xi0

∧
b)/(xi0

∧
a) serı́a un

subintervalo no nulo en C de (xi0
∧
b)/0 ∈ C⊥⩽,/ . Por lo tanto

∨
i∈I
xi/0 ∈ C⊥⩽,/ .

Observación 2.57. Con una prueba muy similar, el resultado dual al Lema 2.56 dirı́a que
si C es una clase abierta en LMI y una retı́cula L ∈ LMI tiene un subconjunto dirigido
inferiormente {xi}i∈I tal que los intervalos 1/xi ∈ C⊥⩽,/ para toda i ∈ I entonces 1/

∧
i∈I
xi ∈ C⊥⩽,/

Teorema 2.58. Los seudocomplementos fuertes de clases abiertas en LMS son clases de torsión
hereditarias.

Demostración. Si C⊥⩽,/ es el seudocomplemento de una clase abierta, éste es cerrado bajo in-
tervalos iniciales, finales, e isomorfismos, veamos entonces que es cerrado bajo extensiones
y supremos de intervalos iniciales.

(Extensiones) Sea 0 −→ a/0
i−→ L

∨
a
−→ 1/a −→ 0 una sucesión exacta con a/0,1/a ∈ C⊥⩽,/ . Si su-

ponemos que L no es un elemento de C⊥⩽,/ , existe un subintervalo no nulo d/c ⊆ L elemento
de C.
Dado que L es modular, (a

∨
c)/c � a/(a

∧
c). Entonces ((a

∨
c)
∧
d)/c = ((a

∧
d)

∨
c)/c es un

elemento de C pues es un subintervalo de d/c, pero también es un subintervalo de (a
∨
c)/c.

Ası́, si fuera diferente de cero a/(a
∧
c) ∈ C⊥⩽,/ contendrı́a un intervalo diferente de cero en

C, lo cual no es posible. Por lo tanto (a
∨
c)
∧
d = c.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

0 a/0 L 1/a 0

d/c 1/c

1/(a
∨
c)

i1

∨
c

∨
a

∨
c

i2

∨
a
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Como (a
∨
c)
∧
d = c < d entonces a

∨
c , 1 lo que implica 0 , 1/(a

∨
c) ∈ C⊥⩽,/ pues es un

intervalo final de 1/a. Veamos que (
∨
a) ◦ i2 es un monomorfismo lineal. Si x ∈ d/c cumple

que x
∨
a = c

∨
a entonces c = (a

∨
c)
∧
d = (a

∨
x)
∧
d. Por otro lado, x ≤ a

∨
x y x ≤ d, por lo

que x ≤ (a
∨
x)
∧
d = c. Como x ∈ d/c se tiene que x = c.

Por último como, 1/(a
∨
c) ∈ C⊥⩽,/ y contiene a d/c como intervalo inicial, entonces d/c es un

elemento de C
⋂
C⊥⩽,/ , lo cual es una contradicción que viene de suponer que L no es un

elemento de C⊥⩽,/ .

(Supremos de intervalos iniciales) Sea L ∈ LMS y sea {xi}i∈I ⊆ L tal que los intervalos xi/0 ∈
C⊥⩽,/ para toda i ∈ I . Veamos que

∨
i∈I
xi/0 ∈ C⊥⩽,/ .

Podemos suponer que I está bien ordenado. Nombremos yj =
∨
i⩽j
xi . Probaremos por induc-

ción que yj /0 ∈ C⊥⩽,/ para toda j ∈ I , para ello supongamos que yi/0 ∈ C⊥⩽,/ para toda i < k y
que yk/0 no está en C⊥⩽,/ , entonces existe un intervalo 0 , b/a ∈ C contenido en yk/0.
Notemos que yk =

∨
i⩽k
xi = (

∨
i<k
xi)

∨
xk = (

∨
i<k
yi)

∨
xk, y como {yi}i<k es un subconjunto dirigido

superiormente de L cuyos intervalos respectivos {yi/0}i<k ⊆ C⊥⩽,/ , por el Lema 2.56 tenemos
que

∨
i<k
yi ∈ C⊥⩽,/ .

Nombremos zk =
∨
i<k
yi , entonces b no puede ser menor que zk pues de ser ası́ zk/0 ∈ C⊥⩽,/

contendrı́a un intervalo no nulo en C.
Debido a la modularidad de L tenemos lo siguiente:

C⊥⩽,/ ∋ zk/0 ⊇ (zk
∧
b)/((zk

∧
b)
∧
a) � ((zk

∧
b)
∨
a)/a = ((zk

∨
a)
∧
b)/a ∈ C.

Ası́, al serC⊥⩽,/ una clase abierta se tiene que (zk
∧
b)/((zk

∧
b)
∧
a) = (zk

∧
b)/(zk

∧
a) ∈ C⊥⩽,/∩

C = 0, por lo que zk
∧
b = zk

∧
a.

Por otro lado podemos suponer sin pérdida de generalidad que zk ≤ b pues de no ser ası́
consideremos lo siguiente:

b/a = b/((zk
∧
a)
∨
a) = b/((zk

∧
b)
∨
a) = b/((zk

∨
a)
∧
b) � ((zk

∨
a)
∨
b)/(zk

∨
a) =

(zk
∨
b)/(zk

∨
a).

Si nombramos b′ = (zk
∨
b); a′ = (zk

∨
a) hemos encontrado un intervalo b/a � b′/a′ ∈ yk/0

que cumple que b′ ⩾ zk y b′ ⩾ b.
De manera análoga podemos encontrar un intervalo b′/a′ � b′′/a′′ = (b′

∨
xk)/(a′

∨
xk) ∈ yk/0

que cumple que b′′ ⩾ xk y b′′ ⩾ b′. Como yk = zk
∨
xk ⩽ b

′′ ⩽ yk se tiene que b′′ = yk.
Notemos que no pueden ocurrir a′′ < zk ni a′′ < xk pues de ser ası́ los intervalos zk/0 ó
xk/0 contendrı́an un intervalo no nulo en C. Además a′′ < b′′ = (zk

∨
xk) por lo que a′′ no

puede ser mayor o igual que zk
∨
xk. Sin pérdida de generalidad supongamos que a′′ no es

comparable con xk, entonces xk
∧
a′′ < xk por lo que 0 , xk/xk

∧
a′′ � xk

∨
a′′/a′′ ∈ C lo cual es

una contradicción pues xk/0 ∈ C⊥⩽,/ . Como la contradicción viene de suponer la existencia
de b/a, se concluye que yk/0 ∈ C⊥⩽,/ .
Por último como yi/0 ∈ C⊥⩽,/ para toda i ∈ I , y {yi}i∈I es dirigido superiormente, nuevamente
por el Lema 2.56 se tiene que

∨
i∈I
yi/0 =

∨
i∈I
xi/0 ∈ C⊥⩽,/ .
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Observación 2.59. Por dualidad del Teorema 2.58 se tiene que los seudocomplementos fuer-
tes de clases abiertas en LMI son clases libres de torsión cohereditarias, más aún, los seudo-
complementos fuertes de clases abiertas en LMC son clases T LT .

Corolario 2.60. La gran retı́cula de prerradicales exactos izquierdos en LMS es fuertemente seu-
docomplementada.

Demostración. Sabemos que la gran retı́cula de prerradicales exactos izquierdos en LMS es
isomorfa a la gran retı́cula de clases de pretorsión hereditarias en LMS . Una clase de pretor-
sión hereditaria es una clase abierta, y gracias al Teorema 2.58 el seudocomplemento fuerte
como clase abierta de una clase de pretorsión hereditaria resulta ser una clase de torsión
hereditaria, a la cual le corresponde un radical exacto izquierdo.

Teorema 2.61. La gran retı́cula L≤,ext formada por las clases de retı́culas contenidas en LM ce-
rradas bajo isomorfismos, intervalos iniciales y extensiones, es fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Sea C una clase en L≤,ext, probaremos que

C⊥≤,ext = {L ∈ LM|L no tiene ningún intervalo inicial no nulo en C}

es un seudocomplemento fuerte para C en L≤,ext.
Notemos que si L ∈ C ∩C⊥≤,ext , al ser L = 1L/0L un intervalo inicial de L en C, éste tiene que
ser nulo, pues L ∈ C⊥≤,ext , y por lo tanto C ∩C⊥≤,ext = {0}.
Veamos que C⊥≤,ext es cerrada bajo isomorfismos, intervalos iniciales y extensiones.
Si L ∈ C⊥≤,ext y L′ � L entonces ningún intervalo inicial no nulo de L′ puede estar en C pues
al ser C cerrada bajo isomorfismos L tendrı́a un intervalo inicial no nulo en C, por lo que
C⊥≤,ext es cerrada bajo isomorfismos.
Si L ∈ C⊥≤,ext y a/0 es un intervalo inicial de L, entonces a/0 no puede tener ningún intervalo
inicial no nulo en C, pues todo intervalo inicial de a/0 es también un intervalo inicial de L.
Por lo tanto C⊥≤,ext es cerrada bajo intervalos iniciales.

Si tenemos una sucesión exacta 0 −→ a/0 −→ L
∨
a

−→ 1/a −→ 0 con a/0 y 1/a elementos de
C⊥≤,ext , y suponemos que L no es un elemento de C⊥≤,ext , entonces existe 0 , b/0 ⊆ L tal que
b/0 ∈ C. Como C y C⊥≤,ext son hereditarias (a

∧
b)/0 ∈ C ∩C⊥≤,ext = 0, por lo que a

∧
b = 0.

Consideremos la composición de morfismos lineales b/0
i−→ L

∨
a

−→ 1/a; si x ∈ b/0 cumple
que x ≤ a entonces x = 0 pues a

∧
b = 0, ası́ el núcleo de (

∨
a)◦ i es cero y esta composición

es un monomorfismo; como 1/a ∈ C⊥≤,ext , entonces b/0 ∈ C ∩ C⊥≤,ext = {0} lo cual es una
contradicción que viene de suponer que L no es un elemento de C⊥≤,ext . Por lo tanto C⊥≤,ext

es cerrada bajo extensiones.
Por último, si D es una clase contenida en L≤,ext tal que C ∩D = {0} y suponemos que D no
está contenida en C⊥≤,ext , entonces existirı́a una retı́cula L ∈ D que tiene un intervalo inicial
no nulo a/0 en C, lo cual serı́a una contradicción pues al ser D hereditaria 0 , a/0 ∈ C ∩D =
{0}. Por lo tanto D ⊆ C⊥≤,ext .

Definición 2.62. Si L es una gran retı́cula fuertemente seudocomplementada, definimos el
esqueleto de L como la clase formada por los seudocomplementos fuertes en L, y lo denota-
mos como Esq(L).
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Teorema 2.63. Si P yQ son conjuntos de propiedades de cerradura aplicables a clases de retı́culas
contenidas en LM, tales que las grandes retı́culas LP y LQ formadas por las clases de retı́culas en
LM que tienen las propiedades de cerradura en los conjuntos P y Q respectivamente, son fuerte-
mente seudocomplementadas y cumplen que Esq(LP ) ⊆ LQ ⊆ LP , entonces Esq(LQ) = Esq(LP ).

Demostración. Esta demostración coincide con la realizada en [4, Teorema 1.4] para grandes
retı́culas de clases de R-módulos definidas mediante propiedades de cerradura.

Corolario 2.64. En la categorı́a LMS se tiene que Esq(L≤,ext) = Esq(L≤) y éstos coinciden con las
clases cerradas bajo isomorfismos, intervalos iniciales, extensiones esenciales y supremos indepen-
dientes.

Demostración. Por [12, Teorema 4.14], Esq(L≤) coincide con las clases cerradas bajo isomor-
fismos, intervalos iniciales, extensiones esenciales y supremos independientes.
Por otro lado, por [12, Lema 4.2] Esq(L≤) ⊆ L≤,ext ⊆ L≤ y por el Teorema 2.63 se tiene el
resultado.

2.2 Sobre LC-pr

En [7] se investiga el reflejo de las propiedades de un anillo R en su correspondiente gran
retı́cula R-pr de prerradicales en R-Mod, sin embargo en LM no contamos con una retı́cula
que juegue un papel análogo al que juega el anillo en R-Mod, por lo que en esta sección se
intentará investigar si el hecho de poner condiciones sobre el anillo puede suplirse por to-
mar subcategorı́as de LM con ciertas propiedades con el fin de verificar algunos resultados
análogos a los expresados en [7], pero en la categorı́a LM.
Siguiendo este procedimiento, queremos tomar subcategorı́as de LM en las que tenga sen-
tido definir prerradicales y sea posible estudiar sus correspondientes grandes retı́culas de
prerradicales, y en las que las condiciones que se les piden tengan cierta analogı́a con estar
pidiendo condiciones sobre el anillo en R-Mod.
A lo largo de esta sección consideraremos subcategorı́as C ⊆ LM que sean plenas, es decir,
que aunque contengan sólo algunas de las retı́culas de LM, para cualquier par de retı́culas
L,L′ ∈ C, todos los morfismos lineales de L a L′ estén contenidos en C. Además para que
tenga sentido definir prerradicales idempotentes y radicales, pediremos que estas subcate-
gorı́as sean clases abiertas, es decir que para toda retı́cula L ∈ C, cualquier subintervalo de L
está en C.

Definición 2.65. Para una subcategorı́a C ⊆ LM cuyos objetos forman una clase abierta,
decimos que un funtor C r−→ C es un prerradical si:

(1) r(L) es un intervalo inicial de L.

(2) Para cualquier morfismo lineal f : L −→ L′, con L,L′ ∈ C se tiene que f (r(L)) ⊆ r(L′) y
r(f ) : r(L) −→ r(L′) definida como la restricción y correstricción de f es un morfismo
lineal.

Dada una subcategorı́a C ⊆ LM con estas caracterı́sticas se denotará con LC-pr a la gran
retı́cula de prerradicales definidos en C.
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Teorema 2.66. Para una clase abierta C ⊆ LM, se tiene que r ∈ LC-pr si y sólo si r es una asigna-
ción de LM en LM que cumple:

(i) r(L) es un intervalo inicial de L para toda L ∈ LM.

(ii) Para todo morfismo lineal f : L −→ L′ se tiene que f (r(L)) ⊆ r(L′).

Demostración. Es análoga a la prueba de [11, Lema 3.2].

Definición 2.67. Dada una familia {ri}i∈I de prerradicales en LC-pr, definimos el supremo e
ı́nfimo de dicha familia como

(
∨
i∈I
ri)(L) = (

∨
i∈I
XriL )/0L (

∧
i∈I
ri)(L) = (

∧
i∈I
XriL )/0L.

Como se vió en el Ejemplo 2.7 la gran retı́cula de prerradicales idempotentes en LM no es
una subretı́cula de la gran retı́cula de prerradicales, por lo que surge la pregunta de qué
condiciones serı́a necesario pedirle a una clase hereditaria C ⊆ LM para que esto ocurra. El
Teorema 2.72 nos revela una de estas condiciones.

Observación 2.68. Si C ⊆ LM es una clase abierta y r es un prerradical en LM, entonces la
restricción r |C pertenece a LC-pr.

Definición 2.69. Diremos que dos retı́culas N y M comparten una subrretı́cula L si N y M
tienen sub-retı́culas isomorfas a L. Diremos que comparten un intervalo inicial si hay una
retı́cula que es isomorfa a un intervalo inicial de cada una de las dos retı́culas.

Definición 2.70. Dada una familia finita de retı́culas {L1,L2, ...,Ln} definimos la concatena-
ción (L1,L2, ...,Ln)c como la retı́cula cuyos elementos son ( ∪

i∈{1,...,n}
Li)/ ∼, donde ∼ es la relación

de equivalencia en ∪
i∈{1,...,n}

Li en la cual 1Li ∼ 0Li+1
para toda i ∈ {1, ...,n − 1}, y el resto de los

elementos de la unión sólo están relacionados consigo mismos y cuyo orden para dos ele-
mentos x,y ∈ (L1,L2, ...,Ln)c está dado por x ≤ y si y sólo si existen 1 ≤ i < j ≤ n tales que
x ∈ Li ; y ∈ Lj ó x,y ∈ Li y con el orden de Li se tiene que x ≤ y.

Observación 2.71. Notemos que la concatenación de retı́culas modulares y completas sigue
siendo modular y completa.

Teorema 2.72. Si C ⊆ LM es una clase abierta y cerrada bajo concatenaciones en la cual la gran
retı́cula de prerradicales idempotentes es cerrada bajo ı́nfimos, entonces cualquier par de retı́culas
no nulas en C, comparten algún subintervalo no nulo isomorfo.

Demostración. Supongamos que L y M son dos retı́culas no nulas en C ⊆ LM que no compar-
ten ningún subintervalo no nulo isomorfo. Luego consideremos las siguientes dos clases:

TG =

T ∈ C
∣∣∣∣∣∣∣∣

todo intervalo final no nulo de T tiene un
intervalo inicial no nulo isomorfo a un cociente

de L


TC =

{
T ∈ C

∣∣∣∣∣ ningún intervalo final no nulo de T es isomorfo
a uno inicial de L

}
.
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Son cerradas bajo isomorfismos e intervalos finales, veamos que son cerradas bajo supremos
de intervalos iniciales. Sea L ∈ LM y {xi}i∈I tal que xi/0 ∈ TG para todo i ∈ I y supongamos
que

∨
i∈I
xi/y es un intervalo final no nulo de

∨
i∈I
xi/0L, entonces existe j ∈ I tal que xj ≰ y, por lo

que xj
∧
y < xj . Como xj /0 ∈ TG, xj /(xj

∧
y) tiene un intervalo inicial no nulo isomorfo a un

cociente de L; por modularidad xj /(xj
∧
y) � (xj

∨
y)/y, por lo que

∨
i∈I
xi/y tiene un intervalo

inicial no nulo isomorfo a un cociente de L.
Por otro lado si suponemos que xi/0 ∈ TC para todo i ∈ I y que

∨
i∈I
xi/y es un intervalo final no

nulo de
∨
i∈I
xi/0L isomorfo a un intervalo inicial de L, como existe j ∈ I tal que xj ≰ y, enton-

ces xj
∧
y < xj y, por modularidad xj /(xj

∧
y) � (xj

∨
y)/y, entonces xj /0L tiene un intervalo

final no nulo isomorfo a un intervalo inicial de L, lo cual es una contradicción y por lo tanto∨
i∈I
xi/0L ∈ TC .

Si rG y rC son sus respectivos prerradicales idempotentes asociados, veremos que el ı́nfimo
de ambos no es idempotente.
Consideremos a la concatenación (L,M,L)c = K . Tenemos que (rG

∧
rC)(K) = L, pero (rG

∧
rC)(L) =

0.

Definición 2.73. Diremos que un elemento a de una retı́cula L ∈ LM es fuertemente inva-

riante en L, y lo denotaremos como a ∈f .i. L si para todo endomorfismo lineal L
f
−→ L se tiene

que f (a) ≤ a.

Observación 2.74. Si L
f
−→M es un morfismo lineal, a ∈M, y X = {x ∈ L|f (x) ≤ a}, debido a

que los morfismos lineales abren supremos arbitrarios por [11, Proposición 2.4.-(i)], enton-
ces f (

∨
x∈X

x) =
∨
x∈X

f (x) ≤ a y
∨
x∈X

x ∈ X. Como los morfismos lineales respetan orden por [17,

Corolario 1.4.] tenemos que X es un intervalo inicial de L. Denotaremos f −1(a) =
∨
x∈X

x.

Definición 2.75. Si L ∈ LM y a ∈f .i. L definimos a las asignaciones αLa/0,ω
L
a/0 : LM −→ LM

como:

αLa/0(M) = (
∨
{f (a)|f ∈HomLM(L,M)})/0

ωLa/0(M) = (
∧
{f −1(a)|f ∈HomLM(M,L)})/0.

αLa/0 yωLa/0 son prerradicales por [11, Proposiciones 5.2. y 5.8.], y para cualquier clase abierta
C ⊆ LM las restricciones αLa/0|C y ωLa/0|C son prerradicales en LC-pr por la Observación 2.68.

Proposición 2.76. [11, Proposición 5.10.] Sean L ∈ LM, a ∈f .i. L y r ∈ L-pr, entonces r(L) = a/0
si y sólo si αLa/0 ≤ r ≤ω

L
a/0.

Lema 2.77. Dada una clase abierta C contenida en LM, y r ∈ LC-pr, r es idempotente si y sólo si
r =

∨
r(L)=L∈C

αLL |C.

Demostración. La demostración es análoga a la de [11, Proposición 6.7.-(i)].
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Definición 2.78. Para una clase abierta C ⊆ LM y un prerradical r ∈ LC-pr diremos que r es
primo si r , IdC y siempre que existan prerradicales s, t ∈ LC-pr tales que s ◦ t ≤ r se tiene
que s ≤ r ó t ≤ r. Diremos que r es semiprimo si r , IdC y siempre que exista un prerradical
t ∈ LC-pr tal que t2 ≤ r se tiene que t ≤ r.

El caso más sencillo en el que la gran retı́cula de prerradicales idempotentes es una su-
bretı́cula de la gran retı́cula de prerradicales se da cuando C es una clase contenida en LM
para la cual todos los prerradicales definidos en C son idempotentes. Para comenzar a estu-
diar este tipo de clases resulta útil el siguiente lema.

Lema 2.79. Las siguientes afirmaciones para una clase abierta C contenida en LM son equivalen-
tes:

(a) LC-pr=LC-idem.

(b) Para cualquier par de prerradicales r, t ∈ LC-pr se tiene que r
∧
t = r ◦ t.

(c) Para toda retı́cula M ∈ C y k ∈f .i.M se tiene que αMk/0|C = αk/0k/0 |C.

(d) Todo prerradical IdC , r ∈ LC-pr es semiprimo.

Demostración. (a) =⇒ (b) Por la definición de prerradical se tiene que r ◦ t ≤ r
∧
t, además

como todos los prerradicales son idempotentes se tiene que r
∧
t = (r

∧
t)2 ≤ r ◦ t.

(b) =⇒ (a) Si r es un prerradical entonces r2 = r
∧
r = r y por lo tanto r es idempotente.

(a) =⇒ (c) Si k ∈f .i. L, por un lado αMk/0(k/0) = αMk/0 ◦α
M
k/0(M) = αMk/0(M) = k/0, además por el

Lema 2.77 sabemos que un prerradical r ∈ LC-pr es idempotente si y sólo si r =
∨

r(L)=L∈C
αLL ,

por lo que αMk/0|C =
∨

αMk/0(L)=L∈C
αLL |C y ası́ αk/0k/0 |C ≤ α

M
k/0|C.

Por otro lado k/0 ≤ αk/0k/0(M) ≤ αMk/0(M) = k/0, por lo que αk/0k/0(M) = k/0 y por la Proposición
2.76 αMk/0 ≤ α

k/0
k/0 , por lo que αMk/0|C ≤ α

k/0
k/0 |C y se tiene la igualdad.

(c) =⇒ (a) Probaremos primero que para todo prerradical r ∈ LC-pr se tiene que r =
∨
L∈C
αLr(L)|C

pues, por un lado, para toda M ∈ C se tiene que r(M) = αMr(M)(M) ⊆ (
∨
L∈C
αLr(L))(M).

Por otro lado para cualquier par de retı́culas L,M ∈ C, aplicando r al morfismo linealM
f
−→ L

obtenemos r(M)
f
−→ r(L), por lo que f (r(M)) ⊆ r(L) y ası́ αMr(M)(L) ⊆ r(L), entonces

∨
L∈C
αLr(L)|C ≤

r y se tiene la igualdad.
Tenemos entonces que si r ∈ LC-pr

r =
∨
L∈C
αLr(L)|C =

∨
L∈C
α
r(L)
r(L) |C

y por [11, Proposición 6.7.-(i)] αr(L)
r(L) es idempotente para toda L ∈ C, además por el Teorema

2.8 supremos arbitrarios de prerradicales idempotentes son idempotentes, por lo tanto r es
idempotente.
(a) =⇒ (d) Supongamos que r, t ∈ LC-pr y t2 ≤ r, por hipótesis t = t2 ≤ r.
(d) =⇒ (a) Para todo prerradical r ∈ LC-pr se tiene que r2 ≤ r2 y al ser r2 semiprimo se
concluye que r ≤ r2 ≤ r, por lo que r es idempotente.
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Lema 2.80. Ínfimos arbitrarios de prerradicales semiprimos son semiprimos.

Demostración. Sea {ri}i∈I una familia de prerradicales semiprimos, y sea t ∈ LC-pr tal que
t2 ≤

∧
i∈I
ri , entonces para toda i ∈ I se tiene que t2 ≤ ri , por lo que t ≤ ri y ası́ t ≤

∧
i∈I
ri

Observación 2.81. Dada una retı́cula L ∈ LM y {xi}i∈I una familia de elementos fuertemente
invariantes en L se tiene que

∨
i∈I
xi ∈f .i. L.

Demostración. Sea L
f
−→ L un morfismo lineal. Por [11, Proposición 2.4.], los morfismos li-

neales conmutan con supremos arbitrarios, por lo que f (
∨
i∈I
xi) =

∨
i∈I
f (xi) ≤

∨
i∈I
xi .

Definición 2.82. Para una retı́cula L ∈ LM, y 1L , k ∈f .i. L, diremos que k es primo en L

si para cualquier par de elementos x,y ∈f .i. L tales que αLx/0(y/0) ⊆ k/0 se tiene que x ≤ k o
y ≤ k.

Lema 2.83. Para una retı́cula L ∈ LM, y k ∈f .i. L, si r ∈ L-pr cumple que r(L) ⊆ k/0, entonces
r ≤ωLk/0.

Demostración. Consideremos un morfismo lineal M
f
−→ L, aplicando r, r(M)

f
−→ r(L) ⊆ k/0,

por lo que r(M) ⊆ f −1(k/0) y ası́ r ≤ωLk/0.

Lema 2.84. Sea L ∈ LM, entonces k ∈ L es primo si y sólo si ωLk/0 es primo.

Demostración. =⇒) Como k es primo, k , 1L, por lo queωLk/0 , Id. Sean r, t prerradicales tales
que t ◦ r ≤ ωLk/0. Antes de continuar observemos que αLt(L)(r(L)) ≤ (t ◦ r)(L) pues si L −→ r(L)
es un morfismo lineal cualquiera, aplicándole t obtenemos t(L) −→ t(r(L)).
Entonces

αLt(L)(r(L)) ≤ (t ◦ r)(L) ≤ωLk/0(L) = k/0,

como k es primo en L se tiene que XLt ≤ k ó XLr ≤ k pero por el Lema 2.83 se concluye que
t ≤ωLk/0 ó r ≤ωLk/0 y por lo tanto ωLk/0 es primo.
⇐=) Si ωLk/0 es primo, ωLk/0 , Id, por lo que k , 1L. Sean x,y ∈f .i. L tales que αLx/0(y/0) ⊆ k/0.

Tenemos que αLx/0(y/0) = αLx/0◦α
L
y/0(L). Antes de continuar notemos que Xy/0

αLx/0
es un elemento

fuertemente invariante de L pues si L
f
−→ L es un morfismo lineal, dado que y es un elemento

fuertemente invariante de L, la restricción de f dada por y/0 −→ y/0 está bien definida, por
lo que aplicando αLx/0 a la restricción se obtiene que f (Xy/0

αLx/0
) ≤ Xy/0

αLx/0
.

Utilizando el hecho de que αLx/0(y/0) = αLx/0◦α
L
y/0(L) y [11, Proposición 5.10.] obtenemos que

αLx/0 ◦α
L
y/0 ≤ω

L
αLx/0(y/0)

≤ωLk/0.

Como ωLk/0 es primo, entonces αLx/0 ≤ ω
L
k/0 ó αLy/0 ≤ ω

L
k/0, aplicando estos prerradicales a L

obtenemos que x ≤ k ó y ≤ k y por lo tanto k es primo.

Lema 2.85. Ínfimo de conjuntos totalmente ordenados de prerradicales primos es primo.
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Demostración. Sea P un conjunto totalmente ordenado formado por prerradicales primos,
sea s =

∧
p∈P

p, y sean r, t prerradicales tales que r ◦ t ≤ s. Si r ≤ p para todo p ∈ P , entonces

r ≤ s; y en caso de que exista p0 ∈ P tal que r no es menor o igual que p0, entonces para
cualquier otro elemento p1 ∈ P con p1 ≤ p0 se tiene que r no puede ser menor o igual a p1,
sin embargo r ◦ t si es menor o igual que todos los prerradicales p1 ∈ P con p1 ≤ p0, y como
estos son primos entonces para todo prerradical p1 ∈ P con p1 ≤ p0 se tiene que t ≤ p1, de
donde t ≤ p para todo p ∈ P y por lo tanto t ≤ s. Por lo tanto s es primo.

Lema 2.86. Para todo prerradical r ∈ LC-pr se tiene que r =
∧
L∈C
ωLr(L)|C.

Demostración. Para toda M ∈ C se tiene que (
∧
L∈C
ωLr(L))(M) ≤ωMr(M)(M) = r(M).

Por otro lado, para todo par de retı́culas L,M ∈ C y todo morfismo lineal L
f
−→M, se tiene

que f (r(L)) ⊆ r(M), por lo que r(L) ⊆ ωMr(M)(L) y ası́ r(L) ⊆ (
∧
M∈C

ωMr(M))(L), con lo cual se tiene

la igualdad buscada.

Teorema 2.87. Las siguientes afirmaciones para una clase abierta C contenida en LM son equi-
valentes:

(a) LC-pr=LC-idem y además LC-pr está totalmente ordenado.

(b) Todo prerradical IdC , r ∈ LC-pr es primo.

(c) LC-pr está totalmente ordenado y para toda retı́cula L ∈ C y k ∈f .i. L se tiene que k es primo
en L.

(d) Para todo prerradical r ∈ LC-pr, la clase {ωLr(L)|C | L ∈ C, r(L) < L} está totalmente ordenada y
para toda retı́cula L ∈ C y k ∈f .i. L se tiene que k es primo en L.

Demostración. (a) =⇒ (b) Sean r, s, t ∈ LC-pr con r , IdC y tales que s ◦ t ≤ r, como LC-pr está
totalmente ordenado podemos suponer que s ≤ t, luego s = s2 ≤ s ◦ t ≤ r, por lo que r es
primo.
(b) =⇒ (a) Si todo prerradical diferente de la identidad es primo, entonces es semiprimo, y
por el Lema 2.79 se tiene que LC-pr=LC-idem. Además si r, t ∈ LC-pr y r = IdC, entonces t ≤ r
y si r , IdC, como r ◦ t ≤ r ◦ t y IdC , r ◦ t es primo, entonces r ≤ r ◦ t ≤ t ó t ≤ r ◦ t ≤ r, por lo
tanto LC-pr está totalmente ordenado.
(b) =⇒ (c) Como (a) es equivalente a (b) sabemos que LC-pr está totalmente ordenado, luego
si L ∈ C y k ∈f .i. L entonces ωLk/0 es primo y por el Lema 2.84 se tiene que k es primo en L.
(c) =⇒ (d) Se debe a que todo subconjunto de un conjunto totalmente ordenado está total-
mente ordenado.
(d) =⇒ (b) Sea 1 , r ∈ LC-pr. En el Lema 2.86 se probó que para todo prerradical t ∈ LC-pr se
tiene que t =

∧
L∈C
ωLt(L)|C, y como r , 1 se tiene que

r =
∧
L∈C
ωLr(L)|C =

∧
{L∈C|r(L)<L}

ωLr(L)|C.
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Sin embargo si r(L) < L, entonces XLr < 1L es un elemento fuertemente invariante en L y es
primo en L por hipótesis, por lo que ωLr(L)|C es primo por el Lema 2.84 , por lo tanto por el
Lema 2.85 r es primo.

Definición 2.88. Para una clase abierta C contenida enLM denotaremos a las grandes retı́cu-
las de prerradicales idempotentes, radicales, prerradicales exactos izquierdos y radicales
que preservan epimorfismos respectivamente como LC-idem, LC-rad, LC-pei, LC-trad.

Definición 2.89. Para cualquier par de prerradicales r, t ∈ LC-pr se define el prerradical
(r : t) ∈ LC-pr, como aquel que cumple que, en toda retı́cula L ∈ C, X(r:t)

L = Xt1L/XrL

Definición 2.90. Diremos que un prerradical 0 , r ∈ LC-pr es coprimo si siempre que existan
prerradicales s, t ∈ LC-pr tales que r ≤ (s : t), se tiene que r ≤ s o r ≤ t. Diremos que es
semicoprimo si siempre que exista un prerradical t ∈ LC-pr tal que r ≤ (t : t), entonces r ≤ t.

Lema 2.91. Dada una clase abierta C contenida en LM, y r ∈ LC-pr, r es un radical si y sólo si
r =

∧
r(L)=L∈C

ωL0 |C.

Demostración. La demostración es análoga a la de [11, Proposición 6.7.-(ii)].

Teorema 2.92. Las siguientes afirmaciones para una clase C contenida en LM son equivalentes.

(a) LC-pr=LC-Rad.

(b) Para cualquier par de prerradicales r, t ∈ LC-pr, (r : t) = r
∨
t.

(c) Para toda retı́cula M ∈ C y k ∈f .i.M se tiene que ωMk/0|C =ω1M /k
0 |C.

(d) Todo prerradical 0 , r ∈ LC-pr es semicoprimo.

Demostración. (a) =⇒ (b) Para ver que r
∨
t ≤ (r : t) apliquemos t a L

∨
XrL−→ 1L/X

r
L para obte-

ner

XtL/0L

∨
XrL−→ Xt1L/XrL

/XrL = X(r:t)/Xr .

La desigualdad buscada se obtiene del hecho de que t es un prerradical.
Por otro lado como r

∨
t es un radical entonces (r : t) ≤ (r

∨
t : r

∨
t) = r

∨
t con lo que se

tiene la igualdad.
(b) =⇒ (a) Para toda t ∈ LC-pr se tiene que (r : r) = r

∨
r = r y por lo tanto r es un radical.

(a) =⇒ (c) Primero notemos que ωMk/0(M) = (
∧
{f −1(k)|f ∈ HomLM(M,M)})/0, como k es un

elemento fuertemente invariante en M, entonces k ≤ f −1(k) para todo f ∈ HomLM(M,M),

por lo que k/0 ⊆ωMk/0(M), y por otro lado si consideramosM
Id−→M, se tiene que (Id)−1(k) = k

y por lo tanto k/0 = ωMk/0(M). Tenemos entonces lo siguiente:

ωMk/0(1M /k) = ωMk/0(1M /X
ωMk/0
M ) = k/k
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pues ωMk/0 es un radical, luego por el Lema 2.91 se tiene que ωMk/0|C =
∧

ωMk/0(L)=L
ωL0 |C y por lo

tanto ωMk/0|C ≤ω
1M /k
0 |C.

Por otro lado si consideramos el morfismo lineal M
∨
k

−→ 1M /k tenemos que (
∨
k)−1(k) = k,

y por lo tanto

k = X
ωMk/0
M ≤ Xω

1M/k
0

M ≤ k,

entonces ω1M /k
0 (M) = k/0 y por la Proposición 2.76 ω1M /k

0 ≤ ωMk/0, de donde ω1M /k
0 |C ≤ ωMk/0|C

con lo que se tiene la igualdad.
(c) =⇒ (a) Por el Lema 2.86 tenemos lo siguiente:

r =
∧
L∈C
ωLr(L)|C =

∧
L∈C
ω

1L/X
r
L

0 |C,

sin embargo por [11, Proposición 6.7.-(ii)] se tiene que ω
1L/X

r
L

0 |C es un radical para toda L ∈ C,
y por la Observación 2.18 ı́nfimos arbitrarios de radicales son radicales, por lo que r es un
radical.
(a) =⇒ (d) Sean r, t ∈ LC-pr y supongamos que r ≤ (t : t), como t es un radical se tiene que
r ≤ (t : t) = t y por lo tanto r es semicoprimo.
(d) =⇒ (a) Sea r ∈ LC-pr, (r : r) ≤ (r : r), si (r : r) = 0 entonces r es un radical, y si (r : r) , 0,
por hipótesis (r : r) es semiprimo, y r ≤ (r : r) ≤ r. Por lo tanto r es un radical.

Teorema 2.93. Si C es una clase contenida en LM formada por retı́culas complementadas, enton-
ces LC-pr=LC-pei=LC-trad.

Demostración. Sea r ∈ LC-pr, L ∈ C y b un complemento en L de XrL entonces por la mo-
dularidad de L existe un isomorfismo de retı́culas 1/b � XrL/0. Consideremos el morfismo
lineal

L
∨
b

−→ 1/b

aplicándole r obtenemos

XrL/0
∨
b

−→ r(1/b).

pero como XrL
∨
b = 1 se tiene que r(1/b) = 1/b y como 1/b � XrL/0, entonces r(XrL/0) = XrL/0 y

por lo tanto r es idempotente.
Por otro lado también gracias a la modularidad de L se tiene que b/0 � 1/XrL. Consideremos
el morfismo lineal dado por la inclusión

b/0 −→ L

aplicándole r obtenemos

r(b/0) −→ XrL/0
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por lo que Xrb/0 ≤ b
∧
XrL = 0, y r(b/0) = 0. Como b/0 � 1/XrL se tiene que r(1/XrL) = 0 y por lo

tanto r es un radical.
Por último, notemos que todo intervalo final 1/a de una retı́cula complementada L ∈ C es
isomorfo al intervalo inicial b/0 donde b es un complemento de a en L y viceversa. Ası́ si
M ∈ C está en la clase de pretorsión Tr y a ∈M, entonces el intervalo inicial a/0 es isomorfo
a un intervalo final de M, y al ser Tr cerrada bajo intervalos finales e isomorfismos se tiene
que a/0 ∈ Tr y Tr es hereditaria. Por el Teorema 2.24 r es exacto izquierdo.
Por otro lado, si M ∈ C está en la clase libre de pretorsión Fr , y a ∈M entonces el intervalo
final 1/a es isomorfo a un intervalo inicial de M, y al ser Fr cerrada bajo intervalos iniciales
e isomorfismos se tiene que 1/a ∈ Fr y Fr es cohereditaria. Por el Teorema 2.27 r preserva
epimorfismos.

El recı́proco del Teorema 2.93 no es cierto como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.94. Nombremos C = {[a,x] ⊆ R | 0 ≤ a ≤ x ≤ 1} donde los intervalos [a,x] tienen
el orden inducido por los reales. Notemos que los únicos prerradicales en C son el cero y
la identidad, pues si existiera algún prerradical r ∈ LC-pr diferente de cero y la identidad,
existirı́an reales 0 ≤ a < x ≤ 1 tales que a < Xr[a,x] < x, sin embargo si nombramos y = Xr[a,x] y
consideramos el isomorfismo de retı́culas dado por f : [a,x] −→ [0,x], cuya regla de corres-
pondencia es

f (z) =
{ 2(z − a) si a ≤ z ≤ (((Xr[a,x] − a/2) + a).

( x−y
x−((y+a)/2) )(z − ((y + a)/2)) + y si (((Xr[a,x] − a)/2) + a) ≤ z ≤ x.

}

entonces f es una función estrictamente creciente y f (((Xr[a,x] − a)/2) + a) = Xr[a,x], por lo que
f (Xr[a,x]) > X

r
[a,x] y ası́, al aplicar r al morfismo lineal f , este no queda bien definido en todo
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su dominio, lo cual es una contradicción que viene de suponer la existencia de r. Por lo tanto
los únicos prerradicales en LC son el cero y la identidad, de ahı́ que LC-pr=LC-ei=LC-trad.
Sin embargo ninguna retı́cula no trivial en C es complementada.

2.3 Sobre retı́culas semiartinianas

Definición 2.95. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es semiartiniana si para todo elemento
a ∈ L, a , 1 se tiene que la retı́cula 1L/a tiene un átomo.

Nombraremos LMCS a la categorı́a de las retı́culas modulares completas continuas superior-
mente y semiartinianas cuyos morfismos son los morfismos lineales.

Teorema 2.96. LMCS es una clase de torsión hereditaria.

Demostración. Por [5, Proposición 5.3], LMCS es cerrada bajo intervalos iniciales, finales y ex-
tensiones, y por [5, Proposición 5.4], LMCS es cerrada bajo supremos arbitrarios de intervalos
iniciales.

Al ser LMCS una clase de torsión hereditaria le corresponde un radical exacto izquierdo que
según el isomorfismo de retı́culas dado en el Teorema 2.6 se construye de la siguiente ma-
nera:
Para toda L ∈ LMS diremos que un elemento a ∈ L es semiartiniano si la retı́cula a/0L es
semiartiniana. Nombremos SL al conjunto de todos los elementos semiartinianos de L, y de-
finimos el prerradical T : LMS −→LMS como T (L) =

∨
a∈SL

a/0. T es el radical exacto izquierdo

buscado. Notemos que T (L) contiene a todos los átomos de L.

A LMCS le corresponde una clase libre de torsión en LMS a la que llamaremos LMCF de ma-
nera que la pareja (LMCS ,LMCF ) es una teorı́a de torsión.

Teorema 2.97. LMCF = {L ∈ LMS | todo intervalo inicial no nulo de L es infinito }

Demostración. Recordemos que LMCF = {L ∈ LMS |T (L) = 0}. Sea L ∈ LMCF , si L tuviera un
intervalo inicial no nulo a/0 finito entonces cualquier intervalo final no nulo de a/0 serı́a
finito y por lo tanto tendrı́a un átomo, de donde 0 , a < T (L) = 0, lo cual es una contradicción
y por lo tanto todo intervalo inicial no nulo de L es infinito.
Por otro lado, si L ∈ LMS cumple que todos sus intervalos iniciales no nulos son infinitos, L
no puede tener átomos, ası́ cualquier intervalo inicial no nulo a/0 no tiene átomos, entonces
no es semiartiniano y por lo tanto T (L) = 0.

Teorema 2.98. En LMS se tiene que LMCS es la clase de torsión generada por la clase Cs formada
por todas las retı́culas de dos elementos.

Demostración. Recordemos que la clase de torsión generada por Cs es

L(R(Cs)) = {T ∈ LMS |HomLM(T ,F) = 0 para toda F ∈ L(Cs)}
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mientras que

R(Cs) = {F ∈ LMS |HomLM(C,F) = 0 para toda C ∈ Cs} = {F ∈ LMS |F no tiene átomos }.

Si T ∈ L(R(Cs)) y 1/a es un intervalo final de T , entonces si 1/a no tuviera átomos, dado que
L(R(Cs)) es una clase de torsión y es cerrada bajo intervalos finales, 1/a serı́a un elemento
de L(R(Cs))

⋂
R(Cs) = 0 y por lo tanto todo intervalo final no nulo de T tiene átomos y T es

semiartiniano.
Por otro lado si L es una retı́cula semiartiniana, F ∈ R(Cs) y suponemos que ϕ : L −→ F es un
morfismo lineal no nulo, 0 , 1L/kϕ � ϕ(1)/0F es una retı́cula no nula que tiene un átomo y
no tiene ningún átomo, lo cual es una contradicción y por lo tanto L ∈ L(R(Cs)).

Teorema 2.99. Si L es una retı́cula fuertemente seudocomplementada y a ∈ L, entonces el inter-
valo a/0 es fuertemente seudocomplementado.

Demostración. Sea x ∈ a/0 y x⊥ su seudocomplemento fuerte en L. Veamos que x⊥
∧
a es un

seudocomplemento fuerte para x en a/0 pues x
∧

(x⊥
∧
a) = 0 y si y es un elemento de a/0 tal

que x
∧
y = 0 entonces y ≤ x⊥ y por lo tanto y ≤ x⊥

∧
a.

Corolario 2.100. La clase de las retı́culas fuertemente seudocomplementadas es hereditaria.

Teorema 2.101. Si C ⊆ LMS es una clase de torsión hereditaria, entonces la gran retı́cula de clases
abiertas contenidas en C es fuertemente seudocomplementada y su esqueleto está contenido en las
clases de torsión hereditarias contenidas en C.

Demostración. Supongamos que A ⊆ C es una clase abierta, por el Teorema 2.55 A tiene
un seudocomplemento fuerte A⊥⩽,/ en LMS , y por el Teorema 2.58, A⊥⩽,/ es una clase de
torsión hereditaria, ası́ A⊥⩽,/ ∩ C también lo es. Luego por el Teorema 2.99 A⊥⩽,/ ∩ C, es un
seudocomplemento fuerte de A contenido en C.

Teorema 2.102. La gran retı́cula de clases de torsión hereditarias en LMCS es la retı́cula con dos
elementos.

Demostración. Por el Teorema 2.96, LMCS es una clase de torsión hereditaria, ası́ si T una
clase de torsión hereditaria contenida en LMCS , se tiene que T es una clase abierta, ası́ por
el Teorema 2.101 tiene un seudocomplemento fuerte como clase abierta T

⊥⩽,/ contenido
en LMCS que es también una clase de torsión hereditaria, luego notemos que si la clase
de retı́culas Cs formada por todas las retı́culas de dos elementos no está contenida en T ,
entonces está contenida en T

⊥⩽,/ pues es una clase formada por retı́culas en LMCS que no
tienen subintervalos no nulos en T . De esta forma se tiene que necesariamente Cs ⊆ T∪T⊥⩽,/
y por el Teorema 2.98 la teorı́a de torsión hereditaria generada por T ∪T⊥⩽,/ es LMCS y T

⊥⩽,/

resulta ser un complemento de T .
Por último si Cs ⊆ T se tiene que por el Teorema 2.98 T = LMCS , y en caso contrario T

⊥⩽,/ =
LMCS y T = 0.

El recı́proco del Teorema 2.102 no necesariamente es cierto, es decir que si D es una clase
contenida en LMS para la cual la gran retı́cula de clases de torsión hereditarias contenidas
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enD es la retı́cula de dos elementos, no necesariamenteD ⊆ LMCS como muestra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.103. Consideremos D = {[a,b]|0 ⩽ a ⩽ b ⩽ 1} la clase de los intervalos cerrados
contenidos en el intervalo [0,1], todos vistos como retı́culas con el orden inducido por el
orden de los reales. Se tiene que D ⊆ LMS , sin embargo si T es una clase de torsión he-
reditaria no nula contenida en D, T contiene un intervalo no nulo [a,b] y como existe un
isomorfismo lineal de [a,b] al [0,1] y T es una clase abstracta, [0,1] ∈ T . Por lo tanto D = T ,
de donde la gran retı́cula de clases de torsión hereditarias contenidas en D es la retı́cula de
dos elementos. Sin embargo cualquier retı́cula no nula en D no es semiartiniana.

Definición 2.104. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es paraproyectiva en una clase C ⊆ LM
si siempre que haya un epimorfismo lineal f : M −→ L con M ∈ C, existe un monomorfismo
lineal g : L −→M.
De manera dual diremos que L es parainyectiva en una clase C ⊆ LM si siempre que exista
un monomorfismo lineal g : L −→M con M ∈ C, existe un epimorfismo lineal f :M −→ L.

Si una retı́cula L ∈ LM es proyectiva (inyectiva) en una clase C entonces es paraproyectiva
(parainyectiva) sin embargo la implicación recı́proca no es cierta, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.105. Si C es la clase contenida en LM formada por todas las retı́culas atómicas
y coatómicas, se tiene que la retı́cula simple S = {0,1} es paraproyectiva y parainyectiva
en C. Sin embargo no es ni inyectiva ni proyectiva en C pues si consideramos a la retı́cula

M = {0,1,2,3}, entonces S
IdS−→ S no puede levantarse ni extenderse aM para hacer conmutar

los siguientes diagramas:

0 S M S

S M S 0.

IdS

i

IdS
�◦(

∨
2)

Definición 2.106. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es reducida si para todo a , 0 elemento
de L, el intervalo a/0 tiene un coátomo.

En [3, Lema 4.4.] se prueba que si R es un anillo para el cual todos los módulos simples son
paraproyectivos y parainyectivos, entonces el anillo es semiartiniano y reducido, sin embar-
go en el caso reticular podemos encontrar clases contenidas en LM donde la retı́cula simple
es paraproyectiva y parainyectiva pero contienen retı́culas que no son semiartinianas ni re-
ducidas, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.107. Si C es la clase contenida en LM formada por todas las retı́culas que son
isomorfas a su retı́cula opuesta, la retı́cula simple es paraproyectiva y parainyectiva en C,
sin embargo el intervalo [0,1] ⊆ R con el orden inducido por los reales está en C, pero no es
semiartiniana ni reducida.
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Proposición 2.108. Si C es una clase contenida en LM donde la retı́cula simple es paraproyectiva
y parainyectiva, y Cs es la clase formada por las retı́culas de dos elementos, entonces la clase de
torsión L(Cs) cogenerada por Cs en C es una clase TLT que que coincide con R(Cs), la clase libre de
torsión generada por Cs en C. Además dicha clase TLT tiene como clase de torsión asociada a las
retı́culas semiartinianas contenidas en C, y como clase libre de torsión a las retı́culas reducidas en
C.

Demostración. Si S es la retı́cula simple, la clase de torsión cogenerada por Cs es

L(Cs) = {T ∈ C|HomLM(T ,S) = 0} = {F ∈ C|HomLM(S,F) = 0} = R(Cs)

y como R(Cs) es la clase libre de torsión generada por Cs, esta es una clase TLT. Por otro lado
R(Cs) = {F ∈ C|F no tiene átomos }, entonces su clase de torsión correspondiente es

L(R(Cs)) = {T ∈ C|HomLM(T ,F) = 0 para toda F ∈ L(Cs)} =
= {T ∈ C| todo intervalo final de T tiene un átomo }

que es precisamente la clase de las retı́culas semiartinianas contenidas en C. De manera dual
la clase libre de torsión correspondiente a L(Cs) es la clase libre de torsión cogenerada por Cs
dada por R(L(Cs)) y conformada por todas las retı́culas reducidas en C.

3 Sobre retı́culas L-inyectivas y L-proyectivas

3.1 Clases de inyectividad

Definición 3.1. Sea L ∈ LM, diremos que una retı́cula M ∈ LM es L-inyectiva si para todo
intervalo inicial a/0 de L y todo morfismo lineal f : a/0 −→ M existe un morfismo lineal
f : L −→M que hace el siguiente diagrama conmutativo:

0 a/0 L

M.

f

i

f

Teorema 3.2. Una retı́cula M es L-inyectiva si y sólo si para toda sucesión exacta

0 −→ a/0
i−→ L

∨
a

−→ 1/a −→ 0

se tiene que

0 −→HomLM(1/a,M)
◦(

∨
a)

−→ HomLM(L,M)
◦i
−→HomLM(a/0,M) −→ 0 (⋆)

es exacta.

Demostración. Por el Teorema 1.28 el funtor HomLM( ,M) es exacto izquierdo, ası́ la su-
cesión (⋆) es exacta si y sólo si ◦ i es suprayectiva, lo cual ocurre si y sólo si para toda
f ∈HomLM(a/0,M) existe f ∈HomLM(L,M) tal que f ◦ i = f , y esto último ocurre si y sólo si
M es L-inyectiva.
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Definición 3.3. Si C es una clase no vacı́a en LM diremos que una retı́cula M ∈ LM es C-
inyectiva si es L-inyectiva para toda retı́cula L ∈ C.
Denotaremos como I (C) = {M ∈ LM|M es C-inyectiva }.

Definición 3.4. La clase de inyectividad de una retı́cula M ∈ LM se define como I −1(M) =
{L ∈ LM|M es L-inyectiva }

Definición 3.5. Dada una clase C ⊆ LM se define I −1(C) = ∪
Q∈C
I −1(Q).

Teorema 3.6. Dada una clase C ⊆ LM, se tiene que I −1(C) es una clase abierta.

Demostración. Sólo hace falta ver que para toda retı́cula Q ∈ C se tiene que I −1(Q) es una
clase abierta. Es claro que I −1(Q) es una clase abstracta, veamos que es cerrada bajo inter-
valos iniciales e intervalos finales.
Si L ∈ I −1(Q) y tenemos dos elementos a,b ∈ L tales que 0L ⩽ a ⩽ b ⩽ 1L y suponemos que
f : a/0 −→Q es un morfismo lineal, podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo:

0 a/0 b/0 L

Q

f

i i′

f

Dado que Q es L-inyevtiva existe f que extiende a f de manera que f = f ◦ i′ ◦ i, por lo tanto
f ◦i′ es una función que extiende a f de manera que f = (f ◦i′)◦i y por lo tanto b/0 ∈I −1(Q).
Por otro lado, considerando a los mismos elementos a y b, si suponemos que f : b/a −→Q es
un morfismo lineal, podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo:

0 b/0 L

0 b/a 1/a

Q.

∨
a

i

f
f

i

f |

Como Q es L-inyectiva el morfismo f ◦
∨
a se puede extender a todo L, con el morfismo

f , y como el diagrama conmuta, se tiene que f (a) = 0, como por [17, Proposición 1.3.-(2)]
el núcleo kf de f es el elemento mayor de L cuya imagen bajo f es 0Q se tiene que a ⩽ kf ,

por lo que al restringir el dominio del morfismo f a 1/a obtenemos un morfismo lineal bien
definido.
Por último el hecho de que f | extiende a f viene de que f extiende a f ◦

∨
a.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de inyectividadI −1(Q) de una retı́culaQ ∈ LM no
siempre es cerrada bajo supremos de intervalos iniciales, es decir que siM ∈ LM contiene un
subconjunto A ⊆M tal que a/0 ∈ I −1(Q) para toda a ∈ A no siempre ocurre que (

∨
a∈A
a)/0 ∈

I −1(Q).
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Ejemplo 3.7. Consideremos a la retı́cula M como sigue:

3

a b

1

0

y a la retı́cula Q = {0,1,2} con el orden inducido por los naturales. Como Q está en su
propia clase de inyectividad y las retı́culas a/0 y b/0 son isomorfas a Q, están en su clase
de inyectividad, sin embargo M = (a

∨
b)/0 no está en la clase de inyectividad de Q, ya

que el isomorfismo de a/0 a Q no se puede extender a todo M pues de ser ası́ existirı́a
un epimorfismo lineal de M a Q cuyo núcleo es cero y se tendrı́a M � Q lo cual es una
contradicción.

La clase de inyectividad I −1(Q) de una retı́cula Q ∈ LM tampoco es cerrada bajo sumas
directas ni supremos independientes de intervalos iniciales como se muestra a continuación.

Ejemplo 3.8. Sabemos que la retı́cula simple S = {0,1} está en su propia clase de inyecti-
vidad, sin embargo ⊕

N

S, no está en la clase de inyectividad de S, pues el isomorfismo de

f : (1,0,0, ...)/0 −→ S no se puede extender a ⊕
N

S ya que ésta no tiene coátomos y el único

morfismo lineal ⊕
N

S −→ S es el cero.

El siguiente ejemplo muestra que la clase de inyectividad I −1(Q) de una retı́cula Q ∈ LM
no siempre es cerrada bajo extensiones.

Ejemplo 3.9. Sabemos que la retı́cula simple está en su propia clase de inyectividad, y si
consideramos la siguiente sucesión exacta:

0 {0,1} {0,1,2} {1,2} 0i
∨

1

Se tiene que tanto {0,1} como {1,2} están en la clase de inyectividad de la retı́cula simple,
sin embargo {0,1,2} no está.

Teorema 3.10. Si L,M ∈ LM y L es complementada entonces M es L-inyectiva.

Demostración. Sea a/0 un intervalo inicial de L y f : a/0 −→ M un morfismo lineal. Sea
b un complemento de a en L y consideremos el morfismo lineal g : L −→ 1L/b dado por
g(x) = x

∨
b. También notemos que por [14, Capı́tulo 3; Proposición 2.1.] a/0 � 1/b. Consi-

deremos el siguiente diagrama:
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0 a/0 L 1/b

M a/0.

f

i g

(g◦i)−1

f

Notemos que si x ∈ a/0 entonces g(x) = x
∨
b = b si y sólo si x ⩽ b por lo que x ⩽ b

∧
a = 0 de

donde x = 0. Ası́ el nucleo del morfismo lineal g ◦ i es 0 y g ◦ i es un isomorfismo de retı́culas,
por lo que el diagrama conmuta y la función buscada es f = f ◦ (g ◦ i)−1 ◦ g.

Por el Teorema 3.10 la clase de las retı́culas complementadas en LM está contenida en la
clase de inyectividad de cualquier otra retı́cula M ∈ LM, el siguiente resultado muestra que
las retı́culas complementadas son la clase más grande que cumple esta propiedad.

Teorema 3.11. Si L ∈ LM está en la clase de inyectividad de todas las otras retı́culas en LM,
entonces L es complementada.

Demostración. Sea a ∈ L con 0 < a < 1, como la retı́cula a/0 es L-inyectiva, entonces existe
f : L −→ a/0 que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 a/0 L

a/0.

Id

i

f

Nombremos b al núcleo de f , sabemos que f induce un isomorfismo entre a/0 y 1/b. Veamos
que b es un complemento de a en L.
Por un lado como a

∧
b ⩽ a y el diagrama es conmutativo se tiene que f (a

∧
b) = a

∧
b, sin

embargo como a
∧
b ⩽ b y b es el núcleo de f se tiene que f (a

∧
b) = 0, por lo que a

∧
b = 0.

Por otro lado como los morfismos lineales respetan orden f (a
∨
b) = a sin embargo a

∨
b está

en el dominio del isomorfismo inducido por f , por lo que a
∨
b = 1.

Definición 3.12. Diremos que una retı́cula M ∈ LM es pobre inyectiva si siempre que M
sea L-inyectiva para alguna L ∈ LM se tiene que L es complementada, es decir, si su clase de
inyectividad es lo más pequeña posible, formada únicamente por retı́culas complementadas.

Ejemplo 3.13. Consideremos a la retı́cula modular completa L = {0,1,2} con el orden in-
ducido por los naturales. L no es complementada, pero veremos que es inyectiva sobre sı́
misma. Para el intervalo inicial {0} el único morfismo lineal que sale hacia L es el morfismo
cero, el cual se puede extender fácilmente al morfismo cero de L en sı́ mismo.
También es claro que si tomamos como intervalo inicial a toda L, cualquier morfismo lineal
de L en sı́ mismo se extiende trivialmente.
Por último si consideramos el intervalo inicial {0,1}, el único morfismo lineal no cero que
existe de {0,1} a L es la inclusión, la cual es extendida por la función identidad en L. Ası́ L
resulta ser L-inyectiva y por lo tanto no es pobre inyectiva.
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Ejemplo 3.14. Si nombramos LM4 a la clase de las retı́culas que tienen a lo más cuatro
elementos, se tiene que la retı́cula simple es pobre inyectiva en LM4, pues en esta clase las
únicas retı́culas no complementadas son {0,1,2} y {0,1,2,3} con el orden inducido por los
naturales, y en ninguna de las dos se puede extender el morfismo lineal Id : {0,1} −→ {0,1}.
Por lo tanto las únicas retı́culas de a lo más cuatro elementos en la clase de inyectividad de
la retı́cula simple son las complementadas.

Definición 3.15. Una retı́cula L ∈ LM es atómica si para todo elemento x ∈ L existe un átomo
a ∈ L con a ≤ x.

Teorema 3.16. Ninguna retı́cula atómica es pobre inyectiva en LM.

Demostración. Sea L ∈ LM una retı́cula atómica, y consideremos la retı́cula I = [0,1] ⊆ R,
tenemos que I es una retı́cula modular completa no complementada. Sin embargo si J =
[0,x] ⊆ I es un intervalo inicial no nulo, entonces todo morfismo lineal f : J −→ L tiene que
ser el morfismo cero, pues si el núcleo kf de f es diferente de x tendrı́amos un isomorfismo
de retı́culas entre un intervalo cerrado infinito de los reales y un intervalo inicial de una
retı́cula atómica dado por f : [kf ,x] −→ a/0L el cual no puede existir pues a/0L contiene al
menos un átomo y [kf ,x] no tiene átomos. Dado que el único morfismo lineal f : J −→ L que
existe es el morfismo cero y éste se puede extender a todo I , se tiene que L es I-inyectiva y
por lo tanto no es pobre.

Corolario 3.17. Ninguna retı́cula artiniana o noetheriana es pobre inyectiva en LM.

Demostración. Sea L una retı́cula artiniana o noetheriana. Dado que ser artiniana o noethe-
riana es una propiedad hereditaria, podemos considerar al intervalo I = [0,1] ⊆R, y la prue-
ba de que L es I-inyectiva es muy similar a la del Teorema 3.16.

Teorema 3.18. Si L ∈ LM no tiene átomos, entonces no es pobre inyectiva en LM.

Demostración. Sea L ∈ LM una retı́cula sin átomos. Consideremos la retı́cula (D18, |) de divi-
sores del dieciocho ordenada con la divisibilidad, como se muestra en la siguiente figura:

18

6 9

2 3

0.

(D18, |) es una retı́cula modular completa, y el nueve no tiene un complemento. Además si
x/0 es un intervalo inicial de (D18, |) cualquier intervalo final no nulo x/y de x/0 es finito y por
lo tanto tiene átomos. Dado que cualquier intervalo inicial de L no tiene átomos, el único
morfismo lineal que existe de x/0 a L es el cero que se puede extender a toda la retı́cula
(D18, |), ası́ L es (D18, |)-inyectiva y por lo tanto no es pobre inyectiva.
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Definición 3.19. Diremos que una categorı́a de retı́culas contenida en LM es una utopı́a
inyectiva si no contiene retı́culas pobres inyectivas.

El Ejemplo 3.14 nos muestra que LM4 no es una utopı́a inyectiva, sin embargo más adelan-
te probaremos que LM sı́ lo es, pero antes es necesario dar algunas definiciones y resultados.

Definición 3.20. Si S es un conjunto totalmente ordenado con A,B ⊆ S no vacı́os, diremos
que son vecinos si todos los elementos de uno son menores a todos los del otro (A < B ó
B < A) y además no existe ningún elemento x ∈ S que esté estrictamente enmedio de ambos
(A < x < B ó B < x < A).

Definición 3.21. Si P es un conjunto parcialmente ordenado diremos que T ⊆ P es cofinal si
para todo x ∈ P , existe y ∈ T con x ≤ y, de manera dual T es coinicial en P si para todo x ∈ P ,
existe y ∈ T con y ≤ x.

Definición 3.22. [6, Capı́tulo 3, Definición 3.1] Si S es un conjunto totalmente ordenado
diremos que es un ηα-conjunto si no tiene subconjuntos vecinos ambos con cardinalidad
menor que ℵα y si los subconjuntos coiniciales y cofinales de S tienen cardinalidad mayor o
igual que ℵα.

Teorema 3.23. Si S es un ηα-conjunto y a,b ∈ S con a < b, entonces el intervalo b/a tiene cardi-
nalidad mayor o igual que ℵα.

Demostración. Notemos que los conjuntos {a} y (a,b] son vecinos en S, por lo que la cardina-
lidad de (a,b] y por lo tanto la de b/a tienen que ser mayores o iguales a ℵα.

Teorema 3.24. Para todo ordinal regular ωα, por el axioma de elección global, podemos elegir un
ηα-conjunto completo en el sentido reticular T (ωα) que contiene a ωα.

Demostración. [6, Capı́tulo 4, Teorema 5.8]

Observación 3.25. Por [6, Capı́tulo 4, Teorema 5.10] para todo ordinal α, T (ωα) tiene car-
dinalidad ℵα, además es totalmente ordenado. Por el Teorema 3.23 cualquier subintervalo
con extremos distintos de T (ωα) es un conjunto totalmente ordenado de cardinalidad ℵα.

Teorema 3.26. LM es una utopı́a inyectiva.

Demostración. Supongamos que L ∈ LM es una retı́cula pobre inyectiva, y para cualquier
ordinal regular ωα consideremos la retı́cula completa y totalmente ordenada T (ωα). Como
T (ωα) no es complementada, entonces no está en la clase de inyectividad de L, ası́ existe
un intervalo inicial no nulo b/0 de T (ωα) y un morfismo lineal f : b/0 −→ L que no puede
ser extendido a todo T (ωα). Entonces el morfismo f no puede ser nulo, y ası́ L contiene
un intervalo inicial isomorfo a un intervalo final b/a no nulo de b/0. Por el Teorema 3.23 la
cardinalidad de b/a es mayor o igual que ℵα. Hemos probado que L tiene un intervalo inicial
de cardinalidad mayor o igual a ℵα tan grande como queramos, lo cual contradice que L sea
un conjunto, y por lo tanto no existen retı́culas pobres inyectivas en LM.
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3.2 Clases de proyectividad

Definición 3.27. Sean L y M retı́culas en LM, diremos que L es M-proyectiva si para todo
intervalo final 1/m de M y todo morfismo lineal f : M −→ 1/m existe un morfismo lineal
f : L −→M que hace el siguiente diagrama conmutativo:

L

M 1/m 0.

f
f

∨
m

Teorema 3.28. Una retı́cula L es M-proyectiva si y sólo si para toda sucesión exacta

0 −→m/0
i−→M

∨
m

−→ 1/m −→ 0

se tiene que

0 −→HomLM(L,m/0)
i◦
−→HomLM(L,M)

(
∨
m)◦
−→ HomLM(L,1/m) −→ 0 (⋆)

es exacta.

Demostración. Por el Teorema 1.29 el funtor HomLM(L, ) es exacto izquierdo, por lo que la
sucesión (⋆) es exacta si y sólo si para todo f ∈ HomLM(L,1/m) existe f ∈ HomLM(L,M) tal
que (

∨
m) ◦ f = f , pero esto ocurre si y sólo si L es M-proyectiva.

Teorema 3.29. Sea una retı́cula M ∈ LM. Toda retı́cula L ∈ LM es M-proyectiva si y sólo si M es
complementada.

Demostración. =⇒) Sea 0 ,m , 1 conm ∈M, como 1/m esM-proyectiva, existe f : 1/m −→M

que hace conmutar el siguiente diagrama:

1/m

M 1/m 0.

Id1/m
f

∨
m

Nombremos n = f (1), como el diagrama conmuta n
∨
m = Id1/m(1) = 1. Por otro lado como

n
∧
m ≤ n, existe p ∈ 1/m tal que f (p) = n

∧
m, luego m = (n

∧
m)

∨
m = f (p)

∨
m = Id1/m(p) =

p y ası́ n
∧
m = f (p) = f (m) = 0 y n es un complemento de m en M.

⇐=) Supongamos que M es complementada, sea L ∈ LM y ϕ : L −→ 1/m un morfismo lineal
con m ∈M un elemento cualquiera. Si n es un complemento de m en M, debido a la modu-
laridad deM y [14, Capı́tulo 3, proposición 2.1.] 1/m = (m

∨
n)/m � n/(n

∧
m) = n/0, además

notemos que la función
∧
M n : 1/m −→ n/0 tomar el ı́nfimo con n dentro de la retı́cula M

es un isomorfismo lineal que, nuevamente por la modularidad de M, tiene como inverso al
isomorfismo lineal i

∨
m ◦ i : n/0 −→ 1/m. Por último, el morfismo lineal f : L −→M dado

por f = i ◦
∧
M n ◦ϕ es la función que hace conmutar el diagrama
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n/0 1/m L

M 1/m 0.
i

∧
n ϕ

ϕ
f

∨
m

y por lo tanto M es L-proyectiva.

Definición 3.30. Una retı́cula L ∈ LM es pobre proyectiva si las únicas retı́culas M ∈ LM
para las cuales L es M-proyectiva son las retı́culas complementadas.

Definición 3.31. Una categorı́a de retı́culas contenida en LM es una utopı́a proyectiva si no
contiene retı́culas pobres proyectivas.

Definición 3.32. Una categorı́a de retı́culas contenida en LM es una utopı́a si es una utopı́a
inyectiva y una utopı́a proyectiva.

Teorema 3.33. LM es una utopı́a.

Demostración. Por el Teorema 3.26 sólo hace falta ver que LM es una utopı́a proyectiva, pero
si suponemos que L ∈ LM es una retı́cula pobre proyectiva, para cualquier cardinal regular
ωα, la retı́cula completa y totalmente ordenada T (ωα) no es complementada por lo que L
no es T (ωα)-proyectiva. Entonces existe un morfismo lineal no nulo f : L −→ 1T (ωα)/x para
el cual no existen morfismos lineales g : L −→ T (ωα) tales que f = (

∨
x) ◦ g. Ası́ L tiene un

intervalo final 1L/y isomorfo a un intervalo inicial no nulo de 1T (ωα)/x y por el Teorema 3.23
la cardinalidad de 1L/y es mayor o igual que ℵα. Hemos probado que L tiene un intervalo
final de cardinalidad mayor o igual a ℵα tan grande como queramos, lo cual contradice que
L sea un conjunto, y por lo tanto no existen retı́culas pobres proyectivas en LM.

4 Retı́culas Semiproyectivas y seminyectivas

En [2] A. Haghany y M.R. Vedadi hacen un estudio de los módulos retráctiles semiproyec-
tivos. Este capı́tulo comienza con los conceptos de ese estudio que se pueden extender a la
categorı́a LM.

4.1 Retı́culas semiproyectivas

Definición 4.1. Un intervalo inicial a/0 de una retı́cula L ∈ LM es L-cı́clico si es isomorfo a
un intervalo final de L.

Definición 4.2. Una retı́cula L ∈ LM es retráctil si para todo intervalo inicial a/0 no nulo
de L se tiene que HomLM(L,a/0) , 0, i.e. si todo intervalo inicial a/0 no nulo de L tiene un
intervalo inicial L-cı́clico no nulo.

Los siguientes son ejemplos de retı́culas retráctiles y no retráctiles.
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Ejemplo 4.3. Toda retı́cula complementada L ∈ LM es retráctil.
Si a/0 es un intervalo inicial no nulo de L, y b es un complemento de a, notemos que

L
∨
b

−→ 1/b es un morfismo lineal con núcleo b. Por otro lado 1/b = (a
∨
b)/b

∧
a

−→ a/0 es
un isomorfismo, por modularidad. Ası́ (

∧
a) ◦ (

∨
b) es un morfismo lineal no nulo en

HomLM(L,a/0).

Ejemplo 4.4. Si consideramos la retı́cula L = N ∪ {∞} con el orden usual, dado que todo
cociente no nulo es infinito, y todo intervalo inicial propio es finito, ningún intervalo inicial
propio es L-cı́clico. Entonces N∪ {∞} no es retráctil.

Definición 4.5. Una retı́cula L ∈ LM es semiproyectiva si para todo intervalo inicial no nulo
a/0 de L y todo diagrama como el siguiente, cuyo renglón inferior es exacto,

L

L a/0 0,

g

f

se tiene que existe un morfismo lineal h : L −→ L tal que f ◦ h = g.

Proposición 4.6. L ∈ LM es semiproyectiva si y sólo si para cualquier par de endomorfismos
lineales f ,g ∈ EndLM(L) con g(1) ≤ f (1) se tiene que g ◦ EndLM(L) ⊆ f ◦ EndLM(L), en donde
f ◦EndLM(L) = {f ◦ h | h ∈ EndLM(L)}.

Demostración. =⇒) Si correstringimos a f y g a f (1)/0 obtenemos el siguiente diagrama cuyo
renglón inferior es exacto

L

L f (1)/0 0,

g↾

f ↾

como L es semiproyectiva, existe un morfismo lineal h : L −→ L tal que f ◦ h = g, por lo que
g ◦EndLM(L) = (f ◦ h) ◦EndLM(L) ⊆ f ◦EndLM(L).
⇐=) Si a/0 es un intervalo inicial no nulo y tenemos el siguiente diagrama con renglón
inferior exacto

L

L a/0 0,

g

f

ampliando el codominio de f y g a todo L, tenemos a f ′, g ′ ∈ EndLM(L) y además g ′(1) ≤ f ′(1),
por lo que g ′ ◦EndLM(L) ⊆ f ′ ◦EndLM(L), entonces existe h : L −→ L tal que f ′ ◦ h = g ′ y por
lo tanto f ◦ h = g.

Los siguientes son ejemplos de retı́culas retráctiles y semiproyectivas.
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Ejemplo 4.7. La retı́cula simple {0,1} es un ejemplo de una retı́cula retráctil y semiproyec-
tiva pues es complementada y sus únicos intervalos iniciales con el cero y el total.

Ejemplo 4.8. Cualquier retı́cula L ∈ LM de longitud tres y con cuatro elementos o mas es
retráctil y semiproyectiva, pues al tener la siguiente forma:

•

• • . . .

•

Es complementada y de ahı́ que sea retráctil. Además si L es una retı́cula de esta forma, a/0
un intervalo inicial de L y tenemos el siguiente diagrama:

L

L a/0 0.

g

f

En caso de que g = 0 entonces el morfismo lineal 0 : L −→ L cumple que f ◦ 0 = g y hace
conmutar el diagrama, por lo que en adelante podemos suponer g , 0. Consideraremos
entonces los siguientes dos casos:
Si a = 1 entonces f serı́a un isomorfismo de retı́culas, y el morfismo lineal f −1 ◦ g es el
buscado para hacer conmutar el diagrama.
Si a es un átomo de L se tiene que a/0 es la retı́cula simple, de ahı́ que los núcleos tanto de
g como de f , nombrados kg y kf también sean átomos de L. Por la definición de morfismo
lineal se tiene que si b , kg es un átomo de L, g(b) = g(kg

∨
b) = g(1) = a y por lo tanto

todo morfismo lineal no nulo L −→ a/0 está determinado de manera única por su núcleo.
Consideremos el isomorfismo de retı́culas h : L −→ L tal que h(kg) = kf ; h(kf ) = kg y h(x) = x
siempre que kg , x , kf , al ser un isomorfismo de retı́culas h es un morfismo lineal, además
f ◦ h(1) = f (1) = a por lo que la composición f ◦ h es un morfismo lineal no nulo tal que
f ◦ h(kg) = f (kf ) = 0, ası́ kf ◦h = kg , por lo que f ◦ h = g y h hace conmutar el diagrama.

Proposición 4.9. Si L es semiproyectiva y a ∈ L es fuertemente invariante, entonces 1/a es semi-
proyectiva.

Demostración. Sea s ∈ EndLM(1/a) y f : 1/a −→ s(1/a) un morfismo lineal; consideremos el
siguiente diagrama:

L

1/a

L 1/a s(1/a).

∨
a

g

f
(

∨
a)◦g |

∨
a s
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el morfismo lineal g que hace al triángulo exterior conmutativo, existe porque L es semipro-
yectiva y g | : 1/a −→ 1/g(a) es la restricción de g; g | es un morfismo lineal con núcleo kg

∨
a,

pues para x ∈ 1/a

g |((kg
∨
a)
∨
x) = g |(a

∨
x) = g |(x).

Además g | : 1/(kg
∨
a) −→ g(1)/g(a) es un isomorfismo de retı́culas pues es la restricción y

correstricción de g.
Por otro lado, recordando que a es fuertemente invariante, g(a) ≤ a, y (

∨
a) : 1/g(a) −→ 1/a

es un morfismo lineal con núcleo a, por lo que la composición (
∨
a) ◦ g | es un morfismo

lineal. Verifiquemos que el triángulo interior es conmutativo. Para todo elemento x ∈ 1/a se
tiene que

f (x) = f (x
∨
a) = (f ◦ (

∨
a))(x) = s ◦ (

∨
a) ◦ g(x) = s ◦ (

∨
a) ◦ g |(x).

Teorema 4.10. Para una retı́cula L ∈ LM denotamos S = EndLM(L). L es semiproyectiva si y sólo
si para todo endomorfismo f ∈ S, se cumple que f ◦ S =HomLM(L,f (L)).

Demostración. =⇒) Si g ∈ S se tiene que f ◦ g(L) ⊆ f (L) y por lo tanto f ◦ g ∈HomLM(L,f (L)).
Por otro lado si g ∈HomLM(L,f (L)) tenemos el siguiente diagrama:

L

L f (L) 0.

g

f

y como L es semiproyectiva existe h ∈ S tal que f ◦ h = g por lo que g ∈ f ◦ S.

⇐=) Supongamos que a/0 es un intervalo inicial no nulo de L y que tenemos el siguiente
diagrama cuyo renglón inferior es exacto:

L

L a/0 0.

g

f

Como g ∈ HomLM(L,f (L)) = f ◦ S, existe h ∈ S tal que f ◦ h = g y por lo tanto L es semipro-
yectiva.

Observación 4.11. Para cada retı́cula L ∈ LM el conjunto S = EndLM(L) es un monoide con
la operación composición cuyo elemento idéntico es el morfismo identidad en L.

Definición 4.12. Para una retı́cula L ∈ LM diremos que H ⊆ S = EndLM(L) es un ideal de-
recho de EndLM(L) si H es no vacı́o y es cerrado bajo la composición por la derecha con
endomorfismos de L, es decir, si para todo par de endomorfismos h ∈H y f ∈ S se tiene que
h ◦ f ∈H .
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Teorema 4.13. Si L ∈ LM es semiproyectiva entonces hay una biyección entre sus intervalos
iniciales L-cı́clicos y los ideales principales derechos de S.

Demostración. Si a/0 es un intervalo inicial L-cı́clico, entonces existe un epimorfismo lineal
f : L −→ a/0, consideremos la función a/0 7−→ f ◦ S. Veamos primero que está bien definida,
pues si tenemos dos epimorfismos como se muestra en el siguiente diagrama

L

L a/0 0

0

g

f

dado que L es semiproyectiva existen morfismos lineales h,h′ : L −→ L tales que f ◦ h = g y
g ◦ h′ = f , de lo cual se sigue respectivamente que g ◦ S ⊆ f ◦ S y que f ◦ S ⊆ g ◦ S.
La función es suprayectiva pues todo conjunto de la forma f ◦S de S tiene como preimagen
a f (L), y es inyectiva, pues si a/0 y b/0 son dos intervalos iniciales L-cı́clicos que van a dar a
f ◦S = g ◦S respectivamente, entonces existen h, t ∈ S tales que f ◦h = g y g ◦ t = f . Notemos
que a = f (1) = g ◦ t(1) = g(t(1)) ∈ g(1)/0 = b/0, por lo que a ≤ b, y análogamente b ≤ a.

En adelante para dos ideales derechos I, J ⊆ S con I ⊆ J diremos que I es esencial en J si
como elementos dentro de la retı́cula de ideales derechos de S ordenados por la contención,
se tiene que I es esencial en J/0. De manera similar diremos que un ideal I de S es simple si
I/0 es la retı́cula simple.

Definición 4.14. Para una retı́cula L ∈ LM un elemento a ∈ L es uniforme si todo elemento
de a/0 es esencial en a/0. Diremos que L es uniforme si 1L es un elemento uniforme de L.

Definición 4.15. Un ideal derecho I de S = EndLM(L) es uniforme si todo ideal derecho J
contenido en I es esencial en I .

Definición 4.16. Sean L,M ∈ LM, conM un intervalo inicial de L, diremos que L genera aM
si existe una familia de morfismos lineales {ft}t∈T ⊆HomLM(L,M) tales que 1M =

∨
t∈T
ft(1L).

Si L ∈ LM y S = EndLM(L), siempre que dos elementosm y n de L cumplan quem ≤ n se tiene

que la inclusión m/0
i−→ n/0 induce un monomorfismo HomLM(L,m/0)

i◦
−→ HomLM(L,n/0),

por lo que en adelante consideraremos aHomLM(L,m/0) como un ideal derecho enHomLM(L,n/0).

Teorema 4.17. Supongamos que L ∈ LM es retráctil, S = EndLM(L), quem/0 y n/0 son intervalos
iniciales de L y que I , J son ideales derechos de S, entonces se tiene lo siguiente:

(a) Si HomLM(L,m/0) es un ideal derecho esencial en HomLM(L,n/0) entonces m es esencial en
n/0.

(b) Si L es semiproyectiva y m es esencial en n/0 entonces HomLM(L,m/0) es un ideal derecho
esencial en HomLM(L,n/0).
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(c) Si I es esencial en J yHomLM(L, (
∨
j∈J
j(1L))/0) = J , entonces

∨
i∈I
i(1L) es esencial en (

∨
j∈J
j(1L))/0.

(d) Si L es semiproyectiva,
∨
i∈I
i(1L) es esencial en (

∨
j∈J
j(1L))/0 y HomLM(L, (

∨
i∈I
i(1L))/0) = I en-

tonces I ∩ J es esencial en J .

(e) Si HomLM(L,m/0) es un ideal derecho uniforme de S, entonces m/0 es un intervalo inicial
uniforme de L, la implicación recı́proca es cierta si L es semiproyectiva.

(f) Si L es semiproyectiva y (
∨
i∈I
i(1L))/0 es un intervalo inicial uniforme de L, entonces I es un

ideal derecho uniforme en S.

(g) Si L genera a m/0 y HomLM(L,m/0) es simple entonces m/0 es la retı́cula simple y la impli-
cación recı́proca es cierta si L es semiproyectiva.

(h) Si I es simple e I = HomLM(L, (
∨
i∈I
i(1L))/0) entonces (

∨
i∈I
i(1L))/0 es la retı́cula simple y la

implicación recı́proca es cierta si L es semiproyectiva.

Demostración. (a) Sea k ∈ n/0 tal que m
∧
k = 0. Si f ∈ HomLM(L,m/0) ∩ HomLM(L,k/0),

f (1L) ≤ m
∧
k = 0, de donde f = 0, pero como HomLM(L,m/0) es un ideal derecho esencial

en HomLM(L,n/0), entonces HomLM(L,k/0) = 0, y como L es retráctil k = 0.

(b) Supongamos que HomLM(L,m/0) ∩ I = 0 para algún ideal derecho de S contenido en
HomLM(L,n/0), sea f ∈ I , entonces f ◦ S ⊆ I , por lo que HomLM(L,m/0)∩ f ◦ S = 0. Como L
es semiproyectiva f ◦ S =HomLM(L,f (L)), por lo que

HomLM(L,m/0)∩HomLM(L,f (L)) =HomLM(L, (m
∧
f (1L))/0) = 0.

Como L es retráctil m
∧
f (1L) = 0 y como m es esencial en n/0 se tiene que f (1L) = 0 y f = 0.

Por lo tanto I = 0.

(c) Sabemos que I ⊆HomLM(L, (
∨
i∈I
i(1L))/0) ⊆HomLM(L, (

∨
j∈J
j(1L))/0) = J , por lo que

HomLM(L, (
∨
i∈I
i(1L))/0) es esencial en HomLM(L, (

∨
j∈J
j(1L))/0), luego como I ⊆ J ,

∨
i∈I
i(1L) ≤∨

j∈J
j(1L) y por el inciso (a) se tiene que

∨
i∈I
i(1L) es esencial en (

∨
j∈J
j(1L))/0.

(d) Por (b) sabemos que HomLM(L, (
∨
i∈I
i(1L))/0) = I es esencial en HomLM(L, (

∨
j∈J
j(1L))/0), co-

mo J ⊆HomLM(L, (
∨
j∈J
j(1L))/0), si K es un ideal derecho contenido en J tal que (I ∩ J)∩K = 0

se tiene que I ∩K = 0, y como K también está contenido en HomLM(L, (
∨
j∈J
j(1L))/0), K = 0,

por lo que I ∩ J es esencial en J .

(e) Supongamos x,y ∈m/0 con 0 < x,y, como L es retráctil,HomLM(L,x/0) , 0 ,HomLM(L,y/0)
y como HomLM(L,m/0) es un ideal derecho uniforme de S, entonces

HomLM(L,x/0)∩HomLM(L,y/0) =HomLM(L, (x
∧
y)/0) , 0
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y, por lo tanto x
∧
y , 0.

Si suponemos que L es semiproyectiva, que m/0 es un intervalo inicial uniforme y que I ′ y J ′

son ideales derechos no nulos contenidos en HomLM(L,m/0), entonces existen i, j : L −→m/0
no nulos en I ′ y J ′ respectivamente. Como i(1L) , 0 , j(1L), entonces i(1L)

∧
j(1L) , 0, y por

la semiproyectividad de L y el Teorema 4.10 tenemos que

(i ◦ S)∩ (j ◦ S) =HomLM(L, i(1L)/0)∩HomLM(L,j(1L)/0) =HomLM(L, (i(1L)
∧
j(1L))/0).

Como L es retráctil HomLM(L, (i(1L)
∧
j(1L))/0) , 0. Por último como i ◦ S ⊆ I ′ y j ◦ S ⊆ J ′ se

tiene que I ′ ∩ J ′ , 0.

(f) Por (e) HomLM(L, (
∨
i∈I
i(1L))/0) es un ideal derecho uniforme en S, y como

I ⊆HomLM(L, (
∨
i∈I
i(1L))/0), I también es un ideal derecho uniforme en S.

(g) Sea 0 < k ≤m, como L es retráctil existe 0 , f ∈HomLM(L,k/0). Luego 0 ,HomLM(L,k/0) ⊆
HomLM(L,m/0), y por lo tanto HomLM(L,k/0) = HomLM(L,m/0). Como m/0 es generada por
L existe una familia de morfismos lineales {ft}t∈T ⊆HomLM(L,m/0) tales que m =

∨
t∈T
ft(1L), y

como ft(1L) ≤ k para toda t ∈ T se tiene que k =m.
Si suponemos que L es semiproyectiva, quem/0 es la retı́cula simple, y que 0 , f ∈HomLM(L,m/0),
se tiene que f (L) =m/0 y por el Teorema 4.10 f ◦ S =HomLM(L,f (L)) =HomLM(L,m/0).

(h) Como (
∨
i∈I
i(1L))/0 es generado por L podemos aplicar el inciso (g) y se tiene el resultado.

Notemos que para el recı́proco, si sabemos que HomLM(L, (
∨
i∈I
i(1L))/0) es simple, como 0 ,

I ⊆HomLM(L, (
∨
i∈I
i(1L))/0) se tiene que I =HomLM(L, (

∨
i∈I
i(1L))/0).

Definición 4.18. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es cohopfiana si todo monomorfismo
lineal f : L −→ L es suprayectivo.

Definición 4.19. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es hopfiana si todo epimorfismo lineal
f : L −→ L es inyectivo.

Ejemplo 4.20. Consideremos la retı́cula de submódulos de Z visto como módulo sobre si
mismo L(Z). Como 2Z es isomorfo a Z, se tiene que L(2Z) � L(Z), sin embargo 2Z es un
submódulo propio de Z, por lo que el intervalo 2Z/0 es un intervalo inicial propio de L(Z)
isomorfo a L(Z), de donde la retı́cula de submódulos de Z no es cohopfiana.

Ejemplo 4.21. Por otro lado si L ∈ LM es finita y f : L −→ L es un monomorfismo lineal,
entonces su núcleo kf = 0, por lo que hay un isomorfismo de retı́culas f : L −→ f (1L)/0,
y dado que L es finita, f (1L)/0 no puede ser un intervalo inicial propio de L, de donde
f (1L) = 1L y f es suprayectiva. Por lo tanto toda retı́cula finita es cohopfiana.

Definición 4.22. Para una retı́cula L ∈ LM y S = EndLM(L) diremos que ϕ : S −→ S es un
endomorfismo derecho si para cualquier par de morfismos lineales f ,g ∈ S se tiene que
ϕ(f ◦ g) = ϕ(f ) ◦ g.
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Notemos que en el contexto de la Definición 4.22 se tiene que ϕ(S) es un ideal derecho de S.
Diremos que ϕ es un monomorfismo derecho si para cualquier otro par de morfismos ψ,ψ′ :
S −→ S ocurre que ϕ ◦ψ = ϕ ◦ψ′ implica ψ = ψ′.

Proposición 4.23. Si ϕ : S −→ S es un monomorfismo derecho entonces {f ∈ S |ϕ(f ) = 0} =
Ker(ϕ) = 0.

Demostración. Si Ker(ϕ) , 0 entonces existe 0 , g ∈ Ker(ϕ). Consideremos el morfismo de-
recho ψg : S −→ S dado por ψg(h) = g ◦h, se tiene que ϕ◦ψg(h) = ϕ(g ◦h) = ϕ(g)◦h = 0◦h = 0,
de donde ϕ ◦ψg = ϕ ◦ 0. Sin embargo ψg , 0 pues ψg(IdL) = g ◦ IdL = g , 0 = 0(IdL), lo cual
es una contradicción pues supusimos que ϕ es un monomorfismo.

Definición 4.24. Diremos que S es cohopfiano si todo monomorfismo derecho ϕ : S −→ S es
suprayectivo.

Definición 4.25. Diremos que un elemento f ∈ S es regular derecho si f ◦ g = 0 implica que
g = 0 para todo g ∈ S.

Lema 4.26. Si todo elemento regular derecho en S es una unidad entonces S es cohopfiano.

Demostración. Supongamos que ϕ : S −→ S es un monomorfismo derecho, si ϕ(IdL) no fuera
regular derecho existirı́a 0 , g ∈ S tal que 0 = ϕ(IdL) ◦ g = ϕ(g), lo cual es una contradicción
pues por la Proposición 4.23 el núcleo de ϕ es cero.
Como ϕ(IdL) es regular derecho, es un isomorfismo y por lo tanto existe g ∈ S tal que ϕ(g) =
ϕ(IdL) ◦ g = IdL y como ϕ(g) ∈ ϕ(S) se tiene que ϕ(S) = S y ϕ es suprayectiva.

Definición 4.27. Diremos que una retı́cula es casi inyectiva si está en su propia clase de
inyectividad según la Definición 3.4, es decir si para todo monomorfismo lineal i : N −→ L

y todo morfismo lineal f : N −→ L existe un morfismo lineal f ∈ S que hace conmutar el
siguiente diagrama.

0 N L

L.

f

i

f

La retı́cula simple es un ejemplo de retı́cula casi inyectiva, y el siguiente ejemplo muestra
una retı́cula que no lo es.

Ejemplo 4.28. Nombremos P a la siguiente retı́cula en LM:

3

2a 2b

2

1

0

68



Luego consideremos el morfismo lineal f : 2/0 −→ P dado por f (0) = 0 = f (1); f (2) = 1. Si
existiera un morfismo lineal f : P −→ P tal que para la inclusión i : 2/0 −→ P se tiene que
f ◦ i = f entonces f (0) = f (0) = 0 = f (1) = f (1); además f (2) = f (2) = 1 por lo que el núcleo
de f es Kf = 1 y existirı́a un isomorfismo de retı́culas entre 3/1 y un intervalo inicial de P ,
lo cual es una contradicción. Por lo tanto P no es casi inyectiva.

Definición 4.29. Para una retı́cula L ∈ LM y f ∈ S = EndLM(L) definimos el anulador derecho
de f como

Annd(f ) = {g ∈ S |f ◦ g = 0}.

Definición 4.30. Definimos el ideal singular derecho de S como

Zd(S) = {f ∈ S |Annd(f ) es un ideal derecho esencial en S}.

Definición 4.31. Sea L ∈ LM y AL el conjunto de átomos de L, definimos el zoclo de L como

Zoc(L) =
( ∨
x∈AL

x
)
/0.

Dada una retı́cula L ∈ LM, un ideal derecho J de S = EndLM(L), y a/0 ⊆ L denotaremos

(J)(a/0) =
(∨
g∈J

g(a)
)
/0.

Lema 4.32. Si L ∈ LM es retráctil, y S = EndLM(L), entonces f ∈ S es un monomorfismo si y sólo

si S
f ◦
−−−−−−−→ S es un monomorfismo derecho.

Demostración. =⇒) Para un par de morfismos derechos ψ,ψ′ : S −→ S tales que (f ◦ ) ◦ψ =
(f ◦ ) ◦ψ′ se tiene que para toda g ∈ S, f ◦ψ(g) = f ◦ψ′(g) y como f es un monomorfismo
ψ(g) = ψ′(g), de donde ψ = ψ′ y f ◦ es un monomorfismo derecho.
⇐=) Si 0 < kf , al ser L retráctil existe un morfismo lineal no nulo g ∈HomLM(L,kf /0), por lo
que f ◦ g = 0, lo cual es una contradicción pues supusimos que f ◦ era un monomorfismo
derecho.

Proposición 4.33. Si L ∈ LM es retráctil y S = EndLM(L) entonces:

(a) f ∈ S es un monomorfismo si y sólo si f es regular derecho en S.

(b) L es cohopfiana si y sólo si S es cohopfiano.

(c) Si L es casi inyectiva, entonces los elementos regulares izquierdos en S tienen inverso iz-
quierdo en S.

(d) Zd(S) ⊆ {f ∈ S |kf es esencial en L}, y además (Zd(S))(Zoc(L)) = 0.

Demostración. (a) Si kf es el núcleo de f , entoncesAnnd(f ) = {g ∈ S |f ◦g = 0} =HomLM(L,kf /0).
Luego por la Proposición 1.14 se tiene que f es un monomorfismo si y sólo si kf = 0 y, como L
es retráctil esto ocurre si y sólo siAnnd(f ) = 0 que es equivalente a que f sea regular derecho.
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(b)⇐=) Supongamos que f : L −→ L es un monomorfismo. Por el Lema 4.32 f ◦ es un mo-
nomorfismo derecho, y como S es cohopfiano f ◦ es suprayectivo, por lo que existe g ∈ S
tal que f ◦ g = IdL, de donde 1L = f (g(1L)) ≤ f (1L) ≤ 1L y por lo tanto f es suprayectiva.
=⇒) Si f ∈ S es regular derecho, por (a) es un monomorfismo y dado que L es cohopfiana,
f es un isomorfismo, por lo que todo elemento regular derecho de S es una unidad y por el
Lema 4.26 S es cohopfiano.

(c) Si f ∈ S es regular derecho entonces por (a) es un monomorfismo, e induce un isomorfis-
mo de retı́culas f : L −→ f (1L)/0, y como L es casi inyectiva existe f ′ ∈ S que hace conmutar
el siguiente diagrama:

0 f (1)/0 L

L.

(f )−1

i

f ′

Ası́ si x ∈ L, entonces f (x) ∈ f (1)/0 y f ′(f (x)) = (f )−1(f (x)) = x. Por lo tanto f ′ es un inverso
izquierdo de f en S.

(d) Para todo f ∈ S se tiene que Annd(f ) = HomLM(L,kf /0). Utilizando el Teorema 4.17-(a),
sabemos que si HomLM(L,Kf /0) es esencial en S, entonces kf es esencial en L, con lo cual
tenemos la contención deseada. Luego si x ∈ L es un átomo y f ∈ Zd(S), dado que kf es
esencial en L se tiene que kf

∧
x = x, por lo que x ≤ kf . Como x era un átomo cualquiera,∨

x∈AL
x ≤ kf y f (

∨
x∈AL

x) = 0. Por lo tanto (Zd(S))(Zoc(L)) = 0.

Definición 4.34. Sea L ∈ LM, S = EndLM(L) y DS el conjunto de todos los ideales derechos
simples en S. Se define el zoclo derecho de S como Zocd(S) = ∪

I∈DS
I .

Lema 4.35. L ∈ LM es semiproyectiva si y sólo si para todo I ideal cı́clico de S se tiene que
I =HomLM(L,IL).

Demostración. =⇒) ⊆) Esta contención es clara.
⊇) Sea g un generador de I , entonces I = g ◦ S = HomLM(L,g(L)). Además para todo f ∈ S se
tiene que g◦f (1) ≤ g(1) por lo que

∨
f ∈I
f (1) ≤ g(1), ası́ si h ∈HomLM(L,IL) entonces h(1) ≤ g(1)

por lo que h ∈HomLM(L,g(L)) = I .
⇐=) Si f ∈ S entonces f ◦ S = HomLM(L, (

∨
g∈S

(f ◦ g)(1))/0), pero
∨
g∈S
f ◦ g(1) ≤ f (1) por lo que

f ◦ S =HomLM(L,f (L)) y por el Teorema 4.10 L es semiproyectiva.

Proposición 4.36. Si L es una retı́cula retráctil, semiproyectiva y S = EndLM(L) se tiene que:

(a) Zd(S) = {f ∈ S |kf es esencial en L}.

(b) (Zocd(S))(L) = Zoc(L).

(c) Zocd(S) ⊆HomLM(L,Zoc(L)).
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Demostración. (a) (⊆) Se debe a la Proposición 4.33 -(d).
(⊇) Sea f ∈ S tal que su núcleo kf es esencial en L. Sabemos que Annd(f ) = HomLM(L,kf /0)
y por el Teorema 4.17 -(b) HomLM(L,kf /0) es esencial en S, por lo tanto f ∈ Zd(S).

(b) (⊇) Como L es retráctil si a es un átomo de L, 0 , HomLM(L,a/0) = I y por el Teorema
4.17 -(g) I es simple en S, luego como IL = a/0 se tiene que Zoc(L) ⊆ (Zocd(S))(L).
(⊆) Debido a la semiproyectividad de L si I es un ideal simple de S, es cı́clico y se tiene que
I = HomLM(L,IL), luego por el Teorema 4.17 -(h), IL = aI /0 con aI un átomo de L y por lo
tanto (Zocd(S))(L) ⊆ Zoc(L).

(c) Debido a la semiproyectividad de L si I es un ideal derecho simple de S, es cı́clico y se
tiene que I =HomLM(L,IL), además por como está definido IL, este es generado por L y por
el Teorema 4.17 -(g) se tiene que IL es la retı́cula simple, de ahı́ que I ⊆HomLM(L,Zoc(L)) y
por lo tanto Zocd(S) ⊆HomLM(L,Zoc(L)).

Definición 4.37. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es débilmente cohopfiana si para todo
f ∈ S monomorfismo lineal se tiene que f (1L) es esencial en L.
De manera similar diremos que su monoide de endomorfismos S es débilmente cohopfiano
si para todo monomorfismo derechoϕ : S −→ S se tiene queϕ(S) es un ideal derecho esencial
de S.

Ejemplo 4.38. Consideramos la retı́cula de subconjuntos de los números naturales P (N) or-
denada con la contención. Sabemos que existe un monomorfismo lineal f : P (N) −→ 2N/∅,
sin embargo 2N no es esencial en P (N) pues su intersección con {3} es vacı́a y por lo tanto
P (N) no es débilmente cohopfiana.

Ejemplo 4.39. Consideramos el intervalo [0,1] contenido en los números reales con el orden
total inducido por estos. Existe un monomorfismo lineal f : [0,1] −→ [0,1/2], por lo que [0,1]
no es una retı́cula cohopfiana, sin embargo para todo monomorfismo lineal g : [0,1] −→ [0,1]
se tiene que g(1) > 0, ası́ g(1) es esencial en [0,1] y por lo tanto [0,1] si es una retı́cula
débilmente cohopfiana.

Definición 4.40. Diremos que una retı́cula modular completa, continua superiormente tie-
ne dimensión uniforme finita si tiene un subconjunto máximo independiente de elementos
uniformes que es finito. En este caso definiremos la dimensión uniforme de dicha retı́cu-
la como la cardinalidad de cualquier subconjunto con estas propiedades, notemos que la
dimensión uniforme está bien definida por [5, Teorema 8.1].

Definición 4.41. De manera similar si L ∈ LM y S = EndLM(L), diremos que S tiene dimen-
sión uniforme finita si tiene un subconjunto máximo independiente de ideales derechos
uniformes que es finito.

En [2, Teorema 2.6.-(a)] se prueba que si M es un módulo retráctil y semiproyectivo con
anillo de endomorfismos S, entonces M tiene dimensión uniforme finita si y sólo si S tiene
dimensión uniforme finita y además ambas dimensiones coinciden. El siguiente ejemplo
muestra que la afirmación correspondiente al caso reticular es falsa.
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Ejemplo 4.42. Consideremos la siguiente retı́cula L con una infinidad numerable de átomos:

•

1 2 . . .

•.

Es retráctil, semiproyectiva, continua superiormente y tiene dimensión uniforme finita igual
a dos. Sin embargo su monoide de endomorfismos S tiene un conjunto infinito de ideales
derechos uniformes independientes de la forma HomLM(L,k/0) con k un átomo de L.

Definición 4.43. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es débilmente compresible si para todo
0 , a ∈ L existe un morfismo lineal no nulo f : L −→ a/0 tal que f 2 , 0.

La retı́cula simple es débilmente compresible sin embargo la retı́cula L = {0,1,2} con el
orden inducido por los naturales no lo es, pues existe un único morfismo lineal no nulo

{0,1,2}
f
−→ {0,1} y f 2 = 0.

Definición 4.44. Una retı́cula L ∈ LM es cocı́clica si contiene un átomo esencial, y diremos
que S = EndLM(L) es cocı́clico si existe un endomorfismo no nulo f ∈ S tal que f está en todo
ideal derecho no nulo de S.

Definición 4.45. Una retı́cula L ∈ LM es finitamente cogenerada si para todo subconjunto
arbitrario {xa}a ∈ A que cumpla que

∧
a∈A
xa = 0 existe un subconjunto finito F de A tal que∧

a∈F
xa = 0.

Diremos que S = EndLM(L) es finitamente cogenerado si para toda familia de ideales dere-
chos de S que cumplan que ∩

a∈A
Ia = 0 existe un subconjunto finito F de A tal que ∩

a∈F
Ia = 0.

Teorema 4.46. Si L ∈ LM es retráctil, semiproyectiva y S = EndLM(L) se tiene que:

(a) L es débilmente cohopfiana si y sólo si S es débilmente cohopfiano.

(b) HomLM(1L/a,L) = 0 para todo elemento a esencial en L si y sólo si Zd(S) = 0.

(c) Si L es débilmente compresible entonces S es semiprimo.

(d) L es cocı́clica si y sólo si S es cocı́clico.

(e) Si S es finitamente cogenerado entonces L es finitamente cogenerada.

Demostración. (a) ⇐=) Sea f : L −→ L un monomorfismo, por la Proposición 4.33 -(a) f es
regular derecho. Por el Lema 4.32 f ◦ es un monomorfismo y por lo tanto f ◦S es un ideal
derecho esencial de S, ası́ por el Teorema 4.17 -(c) f (L) = (f ◦ S)(L) tiene extremo derecho
esencial en L y por lo tanto L es débilmente cohopfiana.
=⇒) Sea ϕ : S −→ S un monomorfismo derecho, y sea f = ϕ(IdL). Para cualquier elemento
g ∈ S se tiene que ϕ(g) = ϕ(IdL ◦ g) = ϕ(IdL) ◦ g = f ◦ g por lo que ϕ = f ◦ . Por el Lema
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4.32 f es un monomorfismo y como L es débilmente cohopfiana f (1L) es esencial en L. Por
último si aplicamos el Teorema 4.17 -(d) con I = f ◦ S y J = S, se tiene que f ◦ S = ϕ(S) es
esencial en S y por lo tanto S es débilmente cohopfiano.

(b) Antes de comenzar la prueba recordemos que por la Proposición 4.36 -(a) Zd(S) = {f ∈
S |kf es esencial en L}.
=⇒) Sea f ∈ S tal que kf es esencial en L, f induce un isomorfismo de retı́culas f : 1/kf −→
f (1L)/0. Luego por hipótesis i ◦ f : 1/kf −→ L es el morfismo lineal cero, por lo que kf = 0 y
f = 0.
⇐=) Sea a un elemento esencial de L y f ∈ HomLM(1L/a,L). Consideremos el morfismo
f ◦ (a

∨
) ∈ S, su núcleo es mayor o igual que a y por lo tanto un elemento esencial de

L, de donde f ◦ a
∨
∈ S es el morfismo lineal cero y por lo tanto f = 0.

(c) Supongamos que S no es semiprimo, entonces tiene un ideal derecho I , 0 tal que Ik = 0
para algún entero positivo k. Supongamos que k es el menor entero positivo tal que Ik = 0,
entonces Ik−1 , 0. Consideremos I ′ un ideal derecho cı́clico no nulo contenido en Ik−1. Al ser
L débilmente compresible y semiproyectiva existe 0 , f ∈ HomLM(L,I ′L) = I tal que f 2 , 0
lo cual es una contradicción pues f 2 ∈ I2k−2, y 2k − 2 ≥ k pues k ≥ 2, de donde I2k−2 = 0. Por
lo tanto S es semiprimo.

(d) =⇒) Si a es un átomo esencial de L, HomLM(L,a/0) , 0 pues L es retráctil, además por el
Teorema 4.17 incisos (g) y (b), HomLM(L,a/0) es simple y esencial en S. Ası́ cualquier endo-
morfismo no nulo f ∈HomLM(L,a/0) está en todos los ideales derechos de S.
⇐=) Supongamos que 0 , g ∈ I para todo I ideal derecho no nulo de S. Si 0 , x ∈ L, al ser
L retráctil 0 , HomLM(L,x/0) por lo que 0 , g(1L) ≤ x. Como x era un elemento cualquiera
diferente de cero de L, g(1L) es un átomo esencial de L.

(e) Supongamos que existe un subconjunto arbitrario {xa}a∈A que cumple que
∧
a∈A
xa = 0,

entonces ∩
a∈A
HomLM(L,xa/0) = 0 y por lo tanto existe un subconjunto finito F de A tal que

∩
a∈F
HomLM(L,xa/0) = 0 sin embargo ∩

a∈F
HomLM(L,xa/0) = HomLM(L, (

∧
a∈F
xa)/0) y dado que L

es retráctil se tiene que
∧
a∈F
xa = 0.

Definición 4.47. Una retı́cula L ∈ LM es directamente finita si no es isomorfa a ningún
intervalo inicial a/0 con a < 1L y a un complemento en L.

Lema 4.48. L ∈ LM es directamente finita si y sólo si para cualquier par de morfismos lineales
f ,g ∈ EndLM(L), f ◦ g = IdL implica que g ◦ f = IdL.

Demostración. =⇒) 1 = f (g(1)), por lo que f es un epimorfismo lineal. kg = f (g(kg)) = f (0) =
0, por lo que g es un monomorfismo lineal. Por el Lema 1.19 g(1) y kf son complementos
uno del otro en L.
Como L es directamente finita g(1) = 1 y por lo tanto g es un isomorfismo de retı́culas.
Además kf = 1

∧
kf = g(1)

∧
kf = 0, entonces f también es un isomorfismo de retı́culas. Ası́
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para todo elemento x ∈ L, f ◦ g ◦ f (x) = f (x), y al ser f biyectiva g ◦ f (x) = x y por lo tanto
g ◦ f = IdL.
⇐=) Si L ∈ LM no es directamente finita existe un elemento a ∈ L tal que a < 1; L � a/0 y c es
un complemento de a en L.
Sea g : L −→ L el morfismo lineal inducido por el isomorfismo g : L −→ a/0. Por modularidad
a/0 � 1/c. Sea h : L −→ a/0 el morfismo lineal inducido por el isomorfismo h : 1/c −→ a/0
dado por h(x) = x

∧
a, y f : L −→ L dada por f = (g)−1 ◦ h, entonces para todo elemento x ∈ L

se tiene que

f ◦ g(x) = (g)−1 ◦ h ◦ g(x) = (g)−1 ◦ h(g(x)
∨
c) = (g)−1((g(x)

∨
c)
∧
a) = (g)−1((c

∧
a)
∨
g(x)) =

(g)−1(g(x)) = x.

Sin embargo g ◦ f (1) = g(1) = a , 1.

Proposición 4.49. Si L es una retı́cula semiproyectiva y cohopfiana, entonces es hopfiana.

Demostración. Supongamos que f : L −→ L es un epimorfismo lineal y consideremos el si-
guiente diagrama cuyo renglón inferior es exacto:

L

L L 0.

g
IdL

f

Como L es semiproyectiva existe g : L −→ L tal que f ◦g = IdL, luego kg = f ◦g(kg) = 0, por lo
que g es un monomorfismo lineal, y como L es cohopfiana, g es un isomorfismo de retı́culas.
Si y ∈ L es tal que g(y) = kf entonces

y = f (g(y)) = f (kf ) = 0

por lo que kf = 0 y f es inyectiva.

Proposición 4.50. Si L es hopfiana, entonces es directamente finita.

Demostración. Si L ∈ LM no es directamente finita existe un elemento a ∈ L con a < 1; L � a/0
y c complemento de a en L.
Sea g : L −→ L el morfismo lineal inducido por el isomorfismo g : L −→ a/0. Por modularidad
a/0 � 1/c; sea h : L −→ a/0 el morfismo lineal inducido por el isomorfismo h : 1/c −→ a/0
dado por h(x) = x

∧
a, y f : L −→ L dada por f = (g)−1◦h, f es suprayectivo pero no inyectivo

pues f (c) = 0 = f (0), pero c , 0, lo cual es una contradicción pues supusimos que L era
hopfiana.

En la categorı́a de R-Mod, para un R-módulo semiproyectivo es equivalente ser cohopfiano,
hopfiano o directamente finito, como se muestra en [9, Proposition 3.5], sin embargo esto no
ocurre en el caso reticular, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.51. La retı́cula L = {1/n}n∈N ∪ {0} con el orden inducido por los reales es semi-

proyectiva, pues si (1L/n)/0 es un intervalo inicial no trivial de L, y L
f
−→ (1L/n)/0 es un

epimorfismo lineal, como (1L/n)/0 es infinito y L es el único cociente infinito de L, entonces
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kf = 0. Además, f (1/x) = 1/(x + (n − 1)) para todo 1/x ∈ L. Si g : L −→ (1/n)/0 es un morfis-
mo lineal no nulo, por el mismo argumento aplicado a g, kg = 0. Si g(1) = 1/m (con m ≥ n),

entonces g(1/x) = 1/(x + (m − 1)) para todo 1/x ∈ L. Por lo tanto, el morfismo lineal L
h−→ L,

dado por h(0) = 0 y h(1/x) = 1/(x+ (m−n)), cumple que f ◦ h = g.
Al ser L totalmente ordenada, cualquier elemento a ∈ L con 0 < a < 1 no es complemento,
por lo que L es directamente finita, sin embargo no es cohopfiana pues el morfismo lineal
f : L −→ L dado por f (0) = 0; f (1/n) = 1/n+ 1 es inyectivo pero no suprayectivo.

Lema 4.52. Si L
f
−→ L es un epimorfismo lineal, entonces para cualquier elemento a ∈ L, la

restricción 1/a
f |
−→ 1/f (a) es un morfismo lineal con núcleo kf

∨
a.

Demostración. Para todo elemento x ∈ 1/a, f |((kf
∨
a)
∨
x) = f |(a

∨
x) = f |(x).

Además f | : 1/kf
∨
a −→ 1/f (a) es un isomorfismo de retı́culas pues es la restricción y co-

rrestricción de un isomorfismo de retı́culas.

Proposición 4.53. Si L ∈ LM es semiproyectiva y a ∈ L es un elemento superfluo y fuertemente
invariante, entonces L es hopfiana si y sólo si 1/a es hopfiana.

Demostración. ⇐=) Supongamos que L
f
−→ L es un epimorfismo, al ser L semiproyectiva

existe g : L −→ L tal que f ◦g = IdL. Luego 1 = f (g(1)), por lo que f es un epimorfismo lineal,
kg = f (g(kg)) = f (0) = 0, por lo que g es un monomorfismo lineal, y por el Lema 1.19 g(1) y
kf son complementos uno del otro en L.

Por el Lema 4.52, 1/a
f |
−→ 1/f (a) es un morfismo lineal. Consideremos al morfismo lineal

f ′ = (
∨
a) ◦ f | : 1/a −→ 1/a que es un epimorfismo lineal. Como 1/a es hopfiana, f ′ es un

isomorfismo de retı́culas. Notemos que, al ser a fuertemente invariante

f ′(kf
∨
a) = (

∨
a) ◦ f |(kf

∨
a) = f (a)

∨
a = a

por lo que kf
∨
a = a, kf ≤ a y kf es superfluo en L. Pero g(1)

∨
kf = 1, por lo que g(1) = 1 y

como g(1)
∧
kf = 0, entonces kf = 0 y f es inyectivo. Por lo tanto L es hopfiana.

=⇒) Sea 1/a
f
−→ 1/a un epimorfismo lineal. Consideremos el siguiente diagrama

L

1/a

L 1/a 0

g

∨
a

f∨
a

g existe pues L es semiproyectiva, además (
∨
a)◦g es un epimorfismo, por lo que g(1)

∨
a =

1 y g(1) = 1. Como L es hopfiana, g es un isomorfismo de retı́culas.
Por otro lado g(kf )

∨
a = a por lo que g(kf ) ≤ a y ası́

kf ≤ g−1(a) ≤ a ≤ kf .

Por lo tanto f es un monomorfismo y 1/a es hopfiana.
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Diremos que una retı́cula es coatómica si para todo a , 1L, el intervalo final 1L/a tiene ele-
mentos máximos.

Definición 4.54. Para una retı́cula L denotamos como CL al conjunto de todos los coátomos
de L y como

Jac(L) =
∧
c∈CL

c.

Definición 4.55. Para una retı́cula L denotamos por SL es el conjunto de todos los elementos
superfluos en L y por

Rad(L) =
∨
c∈SL

c

Corolario 4.56. Si L ∈ LM es semiproyectiva y coatómica, entonces L es hopfiana si y sólo si
1L/Jac(L) es hopfiana.

Demostración. Gracias a la Proposición 4.53 solo hace falta ver que para toda retı́cula semi-
proyectiva y coatómica L ∈ LM, Jac(L) es un elemento superfluo y fuertemente invariante en
L. Que Jac(L) sea superfluo se debe a [5, Pág 120]. Por otro lado por [15, Proposition 4.4-(3)],
al ser L coatómica ocurre que Jac(L) = Rad(L). Por [16] Rad : LM −→ LM es un prerradical,
por lo que Jac(L) = Rad(L) es un elemento fuertemente invariante de L.

Consideremos las siguientes propiedades para una retı́cula L ∈ LM.

D1 Para todo elemento a ∈ L existe c ∈ L con c ≤ a; c un complemento en L y a superfluo en
1/c.

D2 Si a ∈ L cumple que 1/a � c/0 con c un complemento en L, entonces a es un comple-
mento en L.

D3 Si k y c son complementos en L y k
∨
c = 1, entonces k

∧
c es un complemento en L.

Lema 4.57. Si L satisface D2, k,c ∈ L son complementos y k/0
f
−→ c/0 es un epimorfismo lineal,

entonces su núcleo kf es un complemento en L.

Demostración. c/0 � k/kf , y si k∗ es un complemento de k en L, entonces el morfismo lineal

k/0
∨
k∗

−→ 1/k∗ es un isomorfismo de retı́culas cuya restricción induce k/kf � 1/(kf
∨
k∗), y

por D2, kf
∨
k∗ es complemento en L. Sea Q complemento de kf

∨
k∗ en L, entonces k∗

∨
Q

es complemento de kf en L pues kf
∨

(k∗
∨
Q) = (kf

∨
k∗)

∨
Q = 1 y

(kf
∧

(k∗
∨
Q))

∨
k∗ = (kf

∨
k∗)

∧
(k∗

∨
Q) = (Q

∧
(kf

∨
k∗))

∨
k∗ = k∗

por lo que kf
∧

(k∗
∨
Q) ≤ k∗, y además kf

∧
(k∗

∨
Q) ≤ k, por lo que kf

∧
(k∗

∨
Q) = 0.

Proposición 4.58. Si una retı́cula L ∈ LM satisface D2, entonces satisface D3.

Demostración. Sean k y c complementos en L con k
∨
c = 1, si k∗ es un complemento de k en L,

entonces k∗/0 � 1/k = (c
∨
k)/k � c/(k

∧
c). Consideremos el epimorfismo lineal c/0

f
−→ k∗/0

inducido por el isomorfismo c/(k
∧
c) � k∗/0. Por el Lema 4.57 k

∧
c es un complemento en

L.
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Lema 4.59. Si una retı́cula L ∈ LM es semiproyectiva, entonces satisface D2.

Demostración. Supongamos que a ∈ L cumple que 1/a � c/0 para c un complemento en L

y que c′ es un complemento de c en L. Nombremos f : L −→ c/0 el epimorfismo lineal in-
ducido por el isomorfismo 1/a � c/0 y g : L −→ c/0 el epimorfismo lineal inducido por el
isomorfismo 1/c′ � c/0 y consideremos el siguiente diagrama:

L

L c/0 0.

h g

f

Probaremos que h(c) es un complemento de a en L.
f (h(c)

∨
a) = f (h(c)) = g(c) = g(c

∨
c′) = g(1) = c, y como f : 1/a −→ c/0 es un isomorfismo de

retı́culas, h(c)
∨
a = 1.

Por otro lado g | : c/0 −→ c/0 es un isomorfismo de retı́culas, por lo que (f ◦ h)| : c/0 −→ c/0
también lo es y ası́ h restringida a c/0 es inyectiva. Si y ∈ c/0 cumple que h(y) = h(c)

∧
a,

entonces 0 = f (h(c)
∧
a) = f (h(y)) = g(y), por lo que y = 0 y h(c)

∧
a = 0. Por lo tanto a es un

complemento en L.

Definición 4.60. Una retı́cula L ∈ LM es levantada si satisface D1; es discreta si es levantada
y satisface D2, y es casi discreta si es levantada y satisface D3.

Teorema 4.61. Si una retı́cula L ∈ LM es semiproyectiva entonces son equivalentes:

1. L es discreta.

2. L es casi discreta.

3. L es levantada.

Demostración. (1. =⇒ 2.) Se debe a la Proposición 4.58.
(2. =⇒ 3.) Por definición.
(3. =⇒ 1.) Se debe al Lema 4.59.

Definición 4.62. Una retı́cula L ∈ LM es hueca si todo elemento de L distinto de 1L es su-
perfluo en L.

Definición 4.63. Una retı́cula L ∈ LM es inescindible si no tiene complementos distintos de
0L y 1L.

Proposición 4.64. Si L ∈ LM es inescindible y semiproyectiva, entonces es discreta si y sólo si es
hueca.

Demostración. (=⇒) Como L es levantada, para todo elemento x ∈ L con x < 1, existe c ≤ x
con c un complemento en L y x superfluo en 1/c; como L es inescindible c = 0, por lo que x
es superfluo en L y L es hueca.
(⇐=) Sea a ∈ L, entonces 0L es un complemento en L con 0L ≤ a y a superfluo en 1L/0L = L,
por lo que L es levantada.
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Definición 4.65. Una retı́cula L ∈ LM es seudosemiproyectiva si para cualquier par de mor-
fismos lineales f ,g ∈ EndLM(L) con f (1) = g(1) existe h ∈ EndLM(L) tal que g ◦ h = f .

Observación 4.66. Toda retı́cula semiproyectiva es seudosemiproyectiva.

Los siguientes dos ejemplos son de una retı́cula que no es seudosemiproyectiva y una que sı́
lo es pero no es semiproyectiva.

Ejemplo 4.67. Consideremos a la retı́cula L = {1}∪{1−1/n}n∈N con el orden inducido por los
reales. Si f ∈ EndLM(L), f : 1/kf −→ f (1)/0 es un isomorfismo de retı́culas; si f , 0 entonces
1/kf es infinita, y como todo intervalo inicial propio de L es finito, f es un epimorfismo.
Nombremos g : L −→ L al morfismo lineal g(0) = 0 = g(1/2) y g(1 − 1/n) = 1 − 1/(n − 1) para
toda n ≥ 3, y consideremos el siguiente diagrama

L

L L 0.

IdL

g

No existe h ∈ EndLM(L) tal que h◦g = IdL, pues si existiera, al ser h es un epimorfismo lineal
existirı́an x,y ∈ L tales que h(x) = 0 y h(y) = 1/2, entonces g ◦ h(x) = 0 = g ◦ h(y) que es una
contradicción. Por lo tanto L no es seudosemiproyectiva.

Ejemplo 4.68. Nombremos L a la siguiente retı́cula:

5

4

3a 3b

2

1

0

No es semiproyectiva pues si nombramos f : L −→ 2/0 al morfismo lineal inducido por el
isomorfismo de retı́culas f : 5/3a −→ 2/0, y g : L −→ 2/0 al morfismo lineal inducido por el
isomorfismo de retı́culas g : 5/4 −→ 1/0, entonces no existe h ∈ EndLM(L) tal que f ◦ h = g,
pues si existiera, entonces (f ◦ h)(5) = g(5) = 1, por lo que h(5) = 4 ó h(5) = 3b, lo cual no
puede ocurrir pues L no tiene ningún intervalo final isomorfo a 4/0 ni a 3b/0.
Sin embargo los únicos intervalos iniciales isomorfos a un intervalo final de L son 0/0, 1/0,
2/0, y L; se puede verificar caso por caso que para cualquier par de epimorfismos lineales
f y g de L hacia uno de estos intervalos iniciales, existe un endomorfismo h de L tal que
f ◦ h = g. Por lo tanto L es seudosemiproyectiva pero no semiproyectiva.
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Lema 4.69. L ∈ LM es seudosemiproyectiva si y sólo si para cualquier par de endomorfismos
lineales f ,g ∈ EndLM(L) con f (1) = g(1) se tiene que f ◦EndLM(L) = g ◦EndLM(L).

Demostración. (=⇒) Para cualquier par de endomorfismos lineales f ,g ∈ EndLM(L) con f (1) =
g(1) se tiene que existe h ∈ EndLM(L) tal que g ◦ h = f , pero también existe k ∈ EndLM(L) tal
que f ◦ k = g, por lo tanto f ◦EndLM(L) = g ◦EndLM(L).
(⇐=) Para cualquier par de endomorfismos lineales f ,g ∈ EndLM(L) con f (1) = g(1) se tiene
que f ◦EndLM(L) = g ◦EndLM(L), por lo que existe h ∈ EndLM(L) tal que g ◦ h = f .

Observación 4.70. Dado que en la prueba del Lema 4.59 las funciones f y g son epimorfis-
mos lineales, la hipótesis puede sustituirse porque L sea seudosemiproyectiva, es decir que
toda retı́cula seudosemiproyectiva cumple D2.

Observación 4.71. Si L es seudosemiproyectiva, y f ,g ∈ EndLM(L) con f (1) = g(1) y kf super-
fluo en L, entonces el morfismo lineal h ∈ EndLM(L) que hace conmutar el siguiente diagrama

L

L f (1)/0 0

h g

f

es un epimorfismo pues f (1) = g(1) = f (h(1)) = f (h(1)
∨
kf ), por lo que h(1)

∨
kf = 1 y por lo

tanto h(1) = 1.

Proposición 4.72. Si L es seudosemiproyectiva y hueca, entonces es hopfiana.

Demostración. Si L tiene solo un elemento, entonces es hopfiana. Supongamos que L tiene
mas de un elemento, que f ∈ EndLM(L) es un epimorfismo, y consideremos el siguiente
diagrama

L

L L 0.

h IdL

f

Por la Observación 4.71 h es un epimorfismo; sea y ∈ L tal que h(y) = kf , entonces y =
f (h(y)) = 0, por lo que kf = 0 y f es un monomorfismo lineal.

Corolario 4.73. Si L es seudosemiproyectiva y hueca, entonces es directamente finita.

4.2 Retı́culas seminyectivas

Definición 4.74. Diremos que un intervalo final 1/b de una retı́cula L ∈ LM es L-cocı́clico si
es isomorfo a un intervalo inicial de L.

Definición 4.75. Una retı́cula L ∈ LM es corretráctil si para todo intervalo final 1/b no nulo
de L se tiene que HomLM(1/b,L) , 0 i.e. si todo intervalo final no nulo de L contiene un
intervalo final L-cocı́clico no nulo.
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Ejemplo 4.76. Toda retı́cula complementada L ∈ LM es corretráctil.
Si 1/b es un intervalo final no nulo de L, y a es un complemento de b, notemos que

1/b = (a
∨
b)/b

∧
a

−→ a/0 = a/(a
∧
b)

es un isomorfismo por modularidad. Ası́ i◦(
∧
a) es un morfismo lineal no nulo enHomLM(1/b,L).

Ejemplo 4.77. La retı́cula L = {1/n}n∈N−{0} ∪ {0} no es corretráctil pues el intervalo final
{1/2,1} no es isomorfo a ningún intervalo inicial, porque L no tiene intervalos iniciales finitos
con más de un elemento.

Definición 4.78. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es seminyectiva si para todo intervalo
final no nulo 1/b de L y cualquier diagrama con renglón superior exacto

0 1/b L

L

g

k

existe h : L −→ L tal que h ◦ k = g.

Los ejemplos 4.7 y 4.8 también son retı́culas corretráctiles pues son complementadas y pro-
bar que son seminyectivas se hace de manera dual a como se probó que son semiproyectivas.

Lema 4.79. Si L
h−→M y M

f
−→ N son morfismos lineales y x ∈ f ◦ h(L) entonces (f ◦ h)−1(x) =

(h)−1(h(1)
∧

(f )−1(x)).

Demostración. Por [17, Lema 2.1]

kf ◦h = (h)−1(h(1)
∧
kf ) ≤ (h)−1(h(1)

∧
(f )−1(x)).

Por otro lado como x ∈ (f ◦ h(1))/0, (f )−1(x) ≤ (f )−1(f ◦ h(1)) = h(1)
∨
kf , y entonces

f ◦ h((h)−1(h(1)
∧

(f )−1(x))) = f (h(1)
∧

(f )−1(x)) = f ((h(1)
∧

(f )−1(x))
∨
kf ) =

f ((h(1)
∨
kf )

∧
(f )−1(x)) = f ((f )−1(x)) = x.

Como f ◦ h es inyectivo si lo restringimos a 1/kf ◦h, se tiene el resultado.

Observación 4.80. Si L
f
−→M es un morfismo lineal, el isomorfismo de retı́culas f : 1/kf −→

f (1)/0 induce un isomorfismo entre las retı́culas opuestas f op : 0/f (1) −→ kf /1 que a su vez

induce un morfismo lineal Mop f op

−→ Lop; diremos que f op es el morfismo opuesto de f . A lo
largo de este trabajo f op denotará al morfismo lineal recién descrito, no se confunda con el
morfismo opuesto a f en la categorı́a (LM)op

Lema 4.81. Si f ,h ∈ EndLM(L), entonces (h ◦ f )op = f op ◦ hop.

Demostración. Para evitar confusiones a lo largo de esta prueba se utilizarán
∨

y
∧

para
denotar al supremo e ı́nfimo en L respectivamente, y

∨
op y

∧
op para denotar al supremo e

ı́nfimo en Lop respectivamente.
Nombremos g = h ◦ f y veamos primero que kgop = kf op◦hop , pues por [17, Lema 2.1] se tiene
que
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kf op◦hop = (hop)−1(hop(0)
∧
op kfop) = (hop)−1(kh

∧
op f (1)) = h(f (1)

∨
kh) = h(f (1)) = g(1) = kgop .

Por otro lado si x ∈ 0/g(1) entonces por el Lema 4.79

gop(x) = (g)−1(x) = h ◦ f −1
(x) = (f )−1((h)−1(x)

∧
f (1)) = f op((h)−1(x)

∨
op f (1)) =

f op((h)−1(x))
∨
op f

op(f (1)) = f op((h)−1(x))
∨
op 1 = f op((h)−1(x)) = f op(hop(x)) = f op ◦ hop(x).

Por el Lema 1.9 gop = f op ◦ hop, lo cual concluye la prueba.

Teorema 4.82. L ∈ LM es semiproyectiva si y sólo si Lop es seminyectiva.

Demostración. =⇒) Sea 0/b un intervalo final de Lop, f : 0/b −→ Lop un monomorfismo lineal
y g : 0/b −→ Lop un morfismo lineal como muestra el siguiente diagrama:

0 0/b Lop

Lop.

g

f

Consideremos a los morfismos lineales opuestos f op y gop descritos en la Observación 4.80
como se muestran en el siguiente diagrama:

L

L b/0 0.

hop gop

f op

donde el morfismo lineal hop que hace conmutar el diagrama existe porque estamos supo-
niendo que L es semiproyectiva; llamaremos h al morfismo opuesto de hop. Por el Lema 4.81

h ◦ f = (f op ◦ hop)op = (gop)op = g,

por lo tanto Lop es seminyectiva.
⇐=) Sea a/0 un intervalo inicial de L, f : L −→ a/0 un epimorfismo y g : L −→ a/0 un morfis-
mo lineal como se muestra en el siguiente diagrama:

L

L a/0 0.

g

f

Consideremos los morfismos lineales opuestos f op y gop descritos en la Observación 4.80
como siguen:

0 0/a Lop

Lop.

gop

f op

hop

Existe un morfismo lineal hop tal que hop ◦ f op = gop pues estamos suponiendo que Lop es
seminyectiva; llamaremos h al morfismo opuesto de hop, notemos que por el Lema 4.81

f ◦ h = (hop ◦ f op)op = (gop)op = g,

por lo tanto L es semiproyectiva.
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Definición 4.83. Si L ∈ LM y S = EndLM(L), un ideal izquierdo I de S es un subconjunto no
vacı́o cerrado bajo la composición por la izquierda con elementos de S.

Lema 4.84. I ⊆ EndLM(L) es un ideal izquierdo si y sólo si Iop = {f op|f ∈ I} es un ideal derecho
de EndLM(Lop).

Demostración. =⇒) Sea f op ∈ Iop y g ∈ EndLM(Lop), como (f op ◦ g)op = gop ◦ f ∈ I , entonces

(gop ◦ f )op = ((f op ◦ g)op)op = f op ◦ g ∈ Iop.

⇐=) Sea f ∈ I y g ∈ EndLM(L), como (g ◦ f )op = f op ◦ gop ∈ Iop, entonces

(f op ◦ gop)op = ((g ◦ f )op)op = g ◦ f ∈ I .

Corolario 4.85. Para L ∈ LM, la retı́cula de ideales izquierdos de EndLM(L) es isomorfa a la
retı́cula de ideales derechos de EndLM(Lop).

Teorema 4.86. Para L ∈ LM, si a ∈ L es fuertemente invariante, entonces a es fuertemente inva-
riante en Lop.

Demostración. Supongamos que Lop
f op

−→ Lop es un morfismo lineal, y sea L
f
−→ L su morfismo

lineal opuesto descrito en la Observación 4.80. Como a es fuertemente invariante en L, f (a) ≤
a, por lo que en Lop ocurre que a ≤op f (a) y f (1) ≤op f (a). Ası́ (a

∨op f (1)) ≤op f (a), de donde
se tiene lo siguiente:

f op(a) = f op(a
∨op f (1)) ≤op f op(f (a)) = a

∨
kf ≤op a

lo cual concluye la prueba.

Proposición 4.87. L ∈ LM es seminyectiva si y sólo si para cualquier par de endomorfismos
f ,g ∈ EndLM(L) con kg ≥ kf , se tiene que EndLM(L) ◦ g ≤ EndLM(L) ◦ f .

Demostración. Por el Teorema 4.82, la Proposición 4.6, y el Lema 4.81 se tiene lo siguiente:
L es seminyectiva si y sólo si Lop es semiproyectiva si y sólo si para cualquier par de morfis-
mos lineales f op, gop ∈ EndLM(Lop) con gop(0) ≤op f op(0) se tiene que gop ◦ EndLM(Lop) ≤
f op ◦ EndLM(Lop) si y sólo si para cualquier par de endomorfismos f ,g ∈ EndLM(L) con
kg ≥ kf , se tiene que EndLM(L) ◦ g ≤ EndLM(L) ◦ f .

En adelante para dos ideales izquierdos I, J ⊆ S con I ⊆ J diremos que I es esencial en J si
como elementos dentro de la retı́cula de ideales izquierdos de S, se tiene que I es esencial
en J/0.

Definición 4.88. Para toda retı́cula L ∈ LM y todo elemento b ∈ L definimos el conjunto
Sk≥b = {f ∈ S |kf ⩾ b}.

Notemos que Sk≥b es un ideal izquierdo de S pues si f ∈ Sk≥b y g ∈ S entonces g ◦ f (kf ) =
g(0) = 0 y por [17, Proposición 1.3. (2)] kg◦f ⩾ kf ⩾ b y por lo tanto g ◦ f ∈ Sk≥b .

Lema 4.89. Dada L ∈ LM y b ∈ L existe una biyección entre Sk≥b y HomLM(1/b,L).
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Demostración. Consideremos la funciónHomLM(1/b,L) −→ Sk≥b definida por f 7−→ (f ◦(
∨
kf )) ∈

S. Es inyectiva pues si f ,g ∈ HomLM(1/b,L) cumplen que f ◦ (
∨
kf ) = g ◦ (

∨
kg) entonces

kf = kg y f = g, ası́ por el Lema 1.9 f = g. Por último la función es suprayectiva pues si
f ∈ Sk≥b entonces f |1/b es una preimagen.

Teorema 4.90. L ∈ LM es seminyectiva si y sólo si para todo f ∈ S se tiene que S ◦ f = Sk≥kf .

Demostración. Por el Teorema 4.82 y el Teorema 4.10 se tiene que L es seminyectiva si y sólo
si Lop es semiproyectiva si y sólo si para todo endomorfismo f op ∈ EndLM(Lop) ocurre que
f op ◦EndLM(Lop) =HomLM(Lop, f op(Lop)).
Notemos que las contenciones f op◦EndLM(Lop) ⊆HomLM(Lop, f op(Lop)) y S◦f ⊆ Sk≥kf siempre
ocurren, además para todo endomorfismo f op ∈ EndLM(Lop) ocurre que f op ◦ EndLM(Lop) ⊇
HomLM(Lop, f op(Lop)) si y sólo si para todo morfismo lineal gop ∈HomLM(Lop, f op(Lop)) existe
un morfismo lineal hop ∈ EndLM(Lop) tal que f op ◦ hop = gop si y sólo si para todo morfismo
lineal g ∈ Sk≥kf , existe h ∈ S tal que h ◦ f = g si y sólo si para todo f ∈ S se tiene que S ◦ f ⊇

Sk≥kf .

Teorema 4.91. Si L ∈ LM es seminyectiva existe una biyección entre sus intervalos finales L-
cocı́clicos y los ideales principales izquierdos de S.

Demostración. Si L es seminyectiva, por el Teorema 4.82 Lop es semiproyectiva, y por el Teo-
rema 4.13 existe una biyección entre los intervalos iniciales Lop-cı́clicos y los ideales princi-
pales derechos de EndLM(Lop). Pero los intervalos Lop-cı́clicos son los intervalos L-cocı́clicos
y por la Observación 4.80 y el Lema 4.81, a todo ideal principal derecho de EndLM(Lop) le
corresponde un único ideal principal izquierdo de S, con lo cual se tiene el resultado.

Definición 4.92. Sea L ∈ LM y 1L/b un intervalo final de L, diremos que L cogenera a 1L/b si
existe una familia de morfismos lineales {ft}t∈T ⊆HomLM(1L/b,L) tales que b =

∧
t∈T
kft .

Definición 4.93. Si L ∈ LM, diremos que un elemento a ∈ L es couniforme en L si todo
elemento diferente de uno de 1/a es superfluo en 1/a. Diremos que L es couniforme o hueca
si 0L es couniforme en L.

Teorema 4.94. Sea L ∈ LM corretráctil, 1/m y 1/n intervalos finales de L e I y J ideales izquierdos
de S, entonces se tiene lo siguiente:

(a) Si m ≥ n y Sk≥m es esencial en Sk≥n entonces m es superfluo en 1/n.

(b) Si L es seminyectiva, m ≥ n y m es superfluo en 1/n entonces Sk≥m es esencial en Sk≥n .

(c) Si I es esencial en J y J = Sk≥∧
g∈J
kg

entonces
∧
f ∈I
kf es superfluo en 1/

∧
g∈J
kg

(d) Si L es seminyectiva,
∧
f ∈I
kf es superfluo en 1/

∧
g∈J
kg e I = Sk≥∧

f ∈I
kf

, entonces I ∩ J es esencial en

J .

83



(e) Si Sk≥m es uniforme en S, entonces m es couniforme en L, y la implicación recı́proca es cierta
si L es seminyectiva.

(f) Si L es seminyectiva y 1/
∧
f ∈I
kf es un intervalo final couniforme de L, entonces I es un ideal

izquierdo uniforme de S.

(g) Si L cogenera a 1/m y Sk≥m es simple entonces 1/m es la retı́cula simple y la implicación
reciproca es verdadera si L es seminyectiva.

(h) Si I = Sk≥∧
f ∈I
Kf

y es simple entonces 1/(
∧
f ∈I
Kf ) es simple y la implicación reciproca es cierta si

L es seminyectiva.

Demostración. (a) Sea k ∈ 1/n tal que m
∨
k = 1, si f ∈ Sk≥m ∩ Sk≥k entonces kf ≥ m

∨
k = 1,

lo cual implica que f = 0. Como Sk≥m es esencial en Sk≥n se tiene que Sk≥k = 0 y como L es
corretráctil k = 1.

(b) Sea f ∈ Sk≥n y supongamos que Sk≥m ∩ S ◦ f = 0, como L es seminyectiva, por el Teorema
4.90 S ◦ f = Sk≥kf , por lo que Sk≥m ∩ Sk≥kf = 0. Pero Sk≥m ∩ Sk≥kf = Sk≥m∨

kf
y como L es corretráctil

m
∨
kf = 1, por lo tanto kf = 1 y f = 0.

(c) Como I ⊆ Sk≥∧
f ∈I
kf

entonces Sk≥∧
f ∈I
kf

es esencial en J y por (a) se tiene el resultado.

(d) Por (b) sabemos que I = Sk≥∧
f ∈I
kf

es esencial en Sk≥∧
g∈J
kg

, además J ⊆ Sk≥∧
g∈J
kg

. Supongamos que K

es un ideal izquierdo de S contenido en J tal que (I ∩ J)∩K = 0, entonces I ∩K = 0 y como K
también está contenido en Sk≥∧

g∈J
kg

se tiene que K = 0. Por lo tanto I ∩ J es esencial en J .

(e) =⇒) Sean x,y ∈ 1/m con 1 > x,y. Como L es corretráctil Sk≥x , 0 , Sk≥y y como Sk≥m es
uniforme en S entonces Sk≥x ∩Sk≥y = Sk≥x∧y , 0, ası́ x

∧
y , 1 y por lo tanto m es couniforme en

L.
⇐=) Si L es seminyectiva, y m es couniforme en L, por el Teorema 4.82 Lop es semiproyec-
tiva y m es uniforme en Lop, entonces por el Teorema 4.17-(e) HomLM(Lop,m/1) es un ideal
derecho uniforme de EndLM(Lop). Como (HomLM(Lop,m/1))op = Sk≥m , por el Corolario 4.85 se
tiene el resultado.

(f) Por (e), Sk≥∧
f ∈I
kf

es uniforme en S y como I ⊆ Sk≥∧
f ∈I
kf

, entonces I es uniforme en S.

(g) =⇒) Supongamos que m ≤ k < 1, como L es corretráctil existe 0 , f ∈ Sk≥k ⊆ S
k≥
m , por lo

que Sk≥k = Sk≥m . Por otro lado como 1/m es cogenerada por L existe una familia de morfismos
lineales {ft}t∈T ⊆ Sk≥m tal que m =

∧
t∈T
kt, pero m ≤ k ≤

∧
t∈T
kt = m. Por lo tanto k = m y 1/m es

simple.
⇐=) Supongamos que L es seminyectiva y que 1/m es simple, si 0 , f ∈ Sk≥m , entonces kf =m
y S ◦ f = Sk≥kf = Sk≥m , por lo que Sk≥m es simple y L cogenera a 1/m.
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(h) =⇒) Como 1/(
∧
f ∈I
Kf ) es cogenerado por L, al aplicar el inciso (g) se tiene esta implicación.

⇐=) Aplicando el inciso (g) obtenemos que Sk≥∧
f ∈I
Kf

es simple, y como 0 , I ⊆ Sk≥∧
f ∈I
Kf

se tiene

que I = Sk≥∧
f ∈I
Kf

.

Definición 4.95. Para una retı́cula L ∈ LM, S = EndLM(L), e I un ideal izquierdo de S, di-
remos que ψ : I −→ S es un endomorfismo izquierdo si para cualquier par de morfismos
lineales f ,g ∈ I se tiene que ψ(f ◦ g) = f ◦ψ(g).

Observación 4.96. Si S
ψ
−→ S es un endomorfismo izquierdo, para cualquier f ∈ S, ψ(f ) =

ψ(f ◦ IdL) = f ◦ψ(IdL). Por lo tanto ψ está completamente determinado por su asignación en
IdL.

Lema 4.97. Para una retı́cula L ∈ LM, y S = EndLM(L) ocurre que L
f
−→ L es un epimorfismo

lineal si y sólo si S
◦f
−→ S es un monomorfismo izquierdo.

Demostración. =⇒) Sean ϕ y ψ endomorfismos izquierdos de S tales que

( ◦ f ) ◦ϕ = ( ◦ f ) ◦ψ,

entonces ϕ(IdL) ◦ f = ψ(IdL) ◦ f , como f es un epimorfismo ϕ(IdL) = ψ(IdL) y por la Obser-
vación 4.96 ϕ = ψ.
⇐=) Sean h,g ∈ S tales que h◦f = g◦f , entonces los endomorfismos izquierdos ( ◦h), ( ◦g) :
S −→ S cumplen que

( ◦ f ) ◦ ( ◦ h) = ( ◦ f ) ◦ ( ◦ g),

y como ◦ f es un monomorfismo izquierdo ◦ h = ◦ g, por lo que

h = IdL ◦ h = IdL ◦ g = g.

Observación 4.98. Un endomorfismo izquierdo ψ : S −→ S es suprayectivo si existe f ∈ S
tal que ψ(f ) = IdL, pues de ser ası́ para todo g ∈ S, g = g ◦ IdL = g ◦ψ(f ) = ψ(g ◦ f ).

Definición 4.99. Diremos que S es hopfiano si no existe un morfismo izquierdo biyectivo
entre S y un ideal izquierdo propio.

Definición 4.100. Un elemento f ∈ S es regular izquierdo si g ◦ f = 0 implica que g = 0.

Lema 4.101. Si todo elemento regular izquierdo de S es una unidad, entonces S es hopfiano.

Demostración. Supongamos que ψ : I −→ S es un morfismo izquierdo biyectivo, sea g ∈ I tal
que ψ(g) = IdL, se tiene que g es regular izquierdo pues si h ∈ S cumple que h◦g = 0 entonces
0 = ψ(h◦ g) = h◦ψ(g) = h◦ IdL = h, ası́ g es una unidad y existe f ∈ S tal que IdL = f ◦ g ∈ I y
por lo tanto I = S.
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Definición 4.102. Diremos que una retı́cula L ∈ LM es casi proyectiva si es L-proyectiva
según la Definición 3.27, es decir, si para todo epimorfismo lineal L −→ N y todo morfismo
lineal f : L −→N , existe f ∈ S que hace conmutar el siguiente diagrama:

L

L N 0.

f
f

Definición 4.103. Para una retı́cula L ∈ LM, S = EndLM(L) y f ∈ S se define el anulador
izquierdo de f como sigue:

AnnI (f ) = {g ∈ S |g ◦ f = 0}.

Definición 4.104. Para una retı́cula L ∈ LM y S = EndLM(L) se define el ideal singular iz-
quierdo de S como ZI (S) = {f ∈ S |AnnI (f ) es un ideal izquierdo esencial en S}.

Teorema 4.105. Si L ∈ LM es corretráctil y S = EndLM(L) se tiene lo siguiente:

(a) f ∈ S es un epimorfismo si y sólo si f es regular izquierdo en S.

(b) L es hopfiana si y sólo si S es hopfiano.

(c) Si L es casi proyectiva entonces los elementos regulares derechos en S tienen inverso derecho
en S.

(d) ZI (S) ⊆ {f ∈ S |f (1) es superfluo en L} y además (ZI (S))(L) ≤ Jac(L).

Demostración. (a) Notemos primero que AnnI (f ) = {g ∈ S |g ◦ f = 0} = Sk≥f (1L), ası́ f es un epi-

morfismo si y sólo si f (1L) = 1L si y sólo si Sk≥f (1L) = Sk≥1L
= 0 = AnnI (f ) si y sólo si f es regular

izquierdo.

(b) ⇐=) Supongamos que f : L −→ L es un epimorfismo y que no es inyectivo, entonces
L � 1L/kf . Como kf , 0 se tiene que IdL no es un elemento de Sk≥kf y ası́ Sk≥kf es un ideal
izquierdo propio de S.
Consideremos el morfismo izquierdo ◦ (f )−1 : Sk≥kf −→ S; es suprayectivo pues si g ∈ S

entonces g ◦ f ∈ Sk≥kf cumple que g ◦ f ◦ (f )−1 = g, además es inyectivo pues si g ◦ (f )−1 =

g ′ ◦ (f )−1 notemos lo siguiente:
g ◦ (f )−1(f (kg)) = g(kg) = 0, de donde f (kg) ≤ kg◦(f )−1 , además si g ◦ (f )−1(x) = 0 entonces

(f )−1(x) ≤ kg lo que implica que x ≤ f (kg), en particular kg◦(f )−1 ≤ f (kg). Por lo tanto tenemos
que

f (kg) = kg◦(f )−1 = kg ′◦(f )−1 = f (kg ′ )

y siendo f un isomorfismo de retı́culas se tiene que kg = kg ′ ; luego para toda x ∈ 1L/kg se
tiene que

g(x) = g ◦ ((f )−1 ◦ f )(x) = (g ◦ (f )−1) ◦ f (x) = (g ′ ◦ (f )−1) ◦ f (x) = g ′ ◦ ((f )−1 ◦ f )(x) = g ′(x)
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por lo que g = g ′, y ası́ g = g ′. Entonces ◦ (f )−1 es biyectivo y S no es hopfiano.
=⇒) Supongamos que f ∈ S es regular izquierdo, por (a) es un epimorfismo y como L es hop-
fiana f es un isomorfismo y por lo tanto una unidad. Ası́ por el Lema 4.101 S es hopfiano.

(c) Si f es un elemento regular izquierdo en S, por (a) es un epimorfismo, y como L es semi-
proyectiva existe f ′ ∈ S que hace conmutar el siguiente diagrama:

L

L 1/kf 0.

(f )−1f ′

∨
kf

Ası́ para toda x ∈ L se tiene que f ′(x)
∨
kf = (f )−1(x), y luego por la definición de morfismo

lineal f (f ′(x)) = f (f ′(x)
∨
kf ) = f ((f )−1(x)) = x y por lo tanto f ′ es un inverso derecho para f

en S.

(d) Notemos que para todo f ∈ S se tiene que AnnI (f ) = Sk≥f (1), además por el Teorema 4.94

(a) se tiene que si Sk≥f (1) es esencial en S entonces f (1) es superfluo en L, con lo cual se tiene
la primer parte del resultado.
Por otro lado si x es un coátomo de L y f ∈ ZI (S), al ser f (1) superfluo en L se tiene
que f (1)

∨
x = x y f (1) ≤ x. Al ser x un coátomo cualquiera f (1) ≤ Jac(L) y por lo tanto

(ZI (S))(L) ≤ Jac(L).

Definición 4.106. Dada una retı́cula L ∈ LM y S = EndLM(L), denotamos como IS al con-
junto de todos los ideales izquierdos simples de S y se define el zoclo izquierdo de S como
ZocI (S) = ∪

I∈IS
I .

Lema 4.107. L ∈ LM es seminyectiva si y sólo si para cualquier ideal izquierdo cı́clico I de S se
tiene que I = Sk≥∧

f ∈I
kf

.

Demostración. =⇒) ⊆) Esta contención es clara.
⊇) Supongamos que g ∈ S es un generador de I , entonces por el Teorema 4.90 I = S ◦g = Sk≥kg ,
además para todo f ∈ S se tiene que f ◦g(kg) = 0 por lo que kg ≤ kf ◦g y ası́

∧
f ∈I
kf = kg , entonces

si h ∈ Sk≥∧
f ∈I
Kf

se tiene que h ∈ Sk≥kg = I .

⇐=) Sea f ∈ S, entonces S ◦ f = Sk≥∧
g∈S
kg◦f

, pero kf ≤ kg◦f , por lo que S ◦ f = Sk≥kf y el resultado

se tiene gracias al Teorema 4.90.

Proposición 4.108. Sea L ∈ LM corretráctil y seminyectiva, entonces:

(a) ZI (S) = {f ∈ S |f (1) es superfluo en L}.

(b)
∧

f ∈ZocI (S)
kf = Jac(L).
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(c) ZocI (S) ⊆ Sk≥Jac(L).

Demostración. (a) ⊆) Se probó en el Teorema 4.105.
⊇) Sea f ∈ S tal que f (1) es superfluo en L, como AnnI (f ) = Sk≥f (1) y por el Teorema 4.94-(b)

Sk≥f (1) es esencial en S, de donde se tiene el resultado.

(b) ≤) Si a es un coátomo de L, como L es corretráctil Sk≥a , 0, luego como 1/a es simple y
L seminyectiva, por el Teorema 4.94-(g) Sk≥a es simple y por el Lema 4.107, Sk≥a = Sk≥∧

f ∈Sk≥a

kf
.

Como el morfismo lineal (
∨
a) ∈ Sk≥a se tiene que

∧
f ∈Sk≥a

kf ≤ a y por lo tanto
∧

f ∈ZocI (S)
kf ≤ a.

Como a era un coátomo cualquiera de L, se tiene la desigualdad buscada.
≥) Sea I un ideal izquierdo simple de S. Por el Lema 4.107, I = Sk≥∧

f ∈I
kf

, por el Teorema 4.94-(h)

1/
∧
f ∈I
kf es simple, por lo que

∧
f ∈I
kf es un coátomo de L y ası́

∧
f ∈ZocI (S)

kf ≥ Jac(L).

(c) Supongamos que I es un ideal izquierdo simple en S, por el Lema 4.107 I = Sk≥∧
f ∈I
kf

, por

lo que 1/
∧
f ∈I
kf es cogenerado por L. Por el Teorema 4.94-(g) 1/

∧
f ∈I
kf es simple y

∧
f ∈I
kf es un

coátomo, luego si f ∈ I entonces Jac(L) ≤
∧
f ∈I
kf ≤ kf y por lo tanto f ∈ Sk≥Jac(L).

Definición 4.109. L ∈ LM es débilmente hopfiana si para todo f ∈ S epimorfismo lineal se
tiene que kf es superfluo en L.

Definición 4.110. Diremos que S es débilmente cohopfiano izquierdo si para todo mono-
morfismo izquierdo ϕ : S −→ S se tiene que ϕ(S) es un ideal izquierdo esencial de S.

El siguiente ejemplo muestra una retı́cula L ∈ LM cuyo monoide de endomorfismos no es
débilmente cohopfiano izquierdo.

Ejemplo 4.111. Consideremos P (N) al conjunto potencia de los naturales ordenado por la
contención, además nombremos 2N al conjunto de los pares y (2N + 1) al de los impares.
Sabemos que existen los siguientes isomorfismos de retı́culas:

N/(2N+ 1)
�1−→ P (2N)

�2−→ P (N)

donde �1 (A) = A− (2N+ 1) y �2 (A) = A/2 con A/2 = {a/2 | a ∈ A}.

Si f ′ = (�2 ◦ �1) y P (N)
f
−→ P (N) es el morfismo lineal dado por f (x) = f ′(x ∪ (2N + 1)),

entonces al ser f un epimorfismo por el Lema 4.97 ◦ f : S −→ S es un monomorfismo, sin
embargo S ◦ f ⊆ Sk≥(2N+1), que no es un ideal esencial izquierdo de S pues Sk≥(2N+1) ∩ S

k≥
(2N) = 0

y Sk≥(2N) , 0.

Definición 4.112. L ∈ LM es débilmente cocompresible si para todo a , 1 en L existe 0 , f ∈
Sk≥a tal que f 2 , 0.

Definición 4.113. L ∈ LM es cı́clica si tiene un coátomo superfluo.
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Definición 4.114. L ∈ LM es finitamente generada si siempre que exista una familia de
elementos {xa}a∈A tal que

∨
a∈A
xa = 1 existe un subconjunto finito F ⊆ A tal que

∨
a∈F
xa = 1.

Lema 4.115. Para una retı́cula L ∈ LM y ϕ : S −→ S un morfismo izquierdo, si el núcleo de ϕ es
cero entonces es un monomorfismo.

Demostración. Sea f ∈ S tal que ϕ = ◦ f i.e. f = ϕ(IdL). Para toda g ∈ S se tiene que
g ◦ f = 0 implica g = 0 y por lo tanto f es regular izquierdo. Por el Teorema 4.105 f es
un epimorfismo, y por el Lema 4.97 ϕ es un monomorfismo.

Teorema 4.116. Sea L ∈ LM corretráctil y seminyectiva, entonces se cumple lo siguiente:

(a) L es débilmente hopfiana si y sólo si S es débilmente cohopfiano.

(b) HomLM(L,a/0) = 0 para todo elemento a superfluo en L si y sólo si ZI (S) = 0.

(c) Si L es débilmente cocompresible entonces S es semiprimo.

(d) L es cı́clica si y sólo si S es cocı́clico.

(e) Si S es finitamente cogenerado entonces L es finitamente generada.

Demostración. (a) ⇐=) Si f ∈ S es un epimorfismo por el Teorema 4.105 f es regular iz-
quierdo. Consideremos ◦ f : S −→ S, por el Lema 4.97 es un monomorfismo, por lo que
S ◦ f = Sk≥kf es esencial en S. Por lo tanto, por el Teorema 4.94-(a) kf es superfluo en L y L es
débilmente hopfiana.
=⇒) Supongamos que ϕ : S −→ S es un monomorfismo y que f ∈ S cumple que ϕ = ◦ f .
Por el Lema 4.97 f es un epimorfismo; como L es débilmente hopfiana kf es superfluo en L.
Por último aplicando el Teorema 4.94-(d) con I = S ◦f y J = S, y observando que

∧
g∈S
kg◦f = kf

se tiene que ϕ(S) = S ◦ f = Sk≥kf es esencial en S.

(b) Recordemos que por la Proposición 4.108 ZI (S) = {f ∈ S |f (1) es superfluo en L}.
=⇒) Sea f ∈ S tal que f (1) es superfluo en L. La correstricción f | : L −→ f (1)/0, es cero por
hipótesis. Por lo tanto f = 0.
⇐=) Sea a superfluo en L y f ∈HomLM(L,a/0). Consideremos i◦f ∈ S, se tiene que i◦f (1) ≤ a,
por lo que i ◦ f (1) es superfluo en L, y por hipótesis i ◦ f = 0. Por lo tanto f = 0.

(c) Si S no es semiprimo entonces tiene un ideal izquierdo I tal que I , 0 y existe un entero
k tal que Ik = 0. Podemos suponer a k mı́nimo con esta propiedad. Sea 0 , f ∈ Ik−1, entonces
S ◦ f = Sk≥kf y como kf , 1 y L es débilmente cocompresible, existe h ∈ Sk≥kf ⊆ I

k−1 tal que

h2 , 0, lo cual es una contradicción pues h2 ∈ I2k−2 y k ≤ 2k − 2 pues k ≥ 2. Por lo tanto S es
semiprimo.

(d) =⇒) Sea a un coátomo superfluo de L, como L es corretráctil 0 , Sk≥a y por el Teorema
4.94-(g) y (b) Sk≥a es simple y esencial en S.
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⇐=) Sea g ∈ S contenido en todos los ideales izquierdos de S. Si 1 , x ∈ L entonces Sk≥x , 0
por lo que x ≤ kg y como g , 0 entonces kg , 1 y ası́ kg es un coátomo superfluo.

(e) Sea
∨
a∈A
xa = 1 entonces 0 = Sk≥∨

a∈A
xa

= ∩
a∈A
Sk≥xa , por lo que existe un subconjunto finito F ⊆ A

tal que ∩
a∈A
Sk≥xa = Sk≥∨

a∈F
xa

= 0 pero como L es corretráctil
∨
a∈F
xa = 1 y por lo tanto L es finitamente

generada.

Proposición 4.117. Si L ∈ LM es seminyectiva y hopfiana, entonces es cohopfiana.

Demostración. Si L es seminyectiva y hopfiana, por el Teorema 4.82 Lop es semiproyectiva y
cohopfiana, luego por la Proposición 4.49 Lop es hopfiana, por lo que L es cohopfiana.

Proposición 4.118. Si L ∈ LM es cohopfiana, es directamente finita.

Demostración. Si L no es directamente finita, existe a ∈ L complemento, con a < 1 y L � a/0.

Entonces L
�−→ a/0

i−→ L es un monomorfismo lineal de L, pero no es epimorfismo, lo que es
una contradicción pues supusimos que L era cohopfiana.

Proposición 4.119. Si L ∈ LM es seminyectiva, a ∈ L es esencial y fuertemente invariante, en-
tonces L es cohopfiana si y sólo si a/0 es cohopfiana.

Demostración. Por el Teorema 4.82 Lop es semiproyectiva, a es superfluo en Lop y por el Teo-
rema 4.86 a es fuertemente invariante en Lop, ası́ L es cohopfiana si y sólo si Lop es hopfiana lo
cual, por el Teorema 4.53 ocurre si y sólo si 0/a es hopfiana si y sólo si a/0 es cohopfiana.

Corolario 4.120. Si L ∈ LM es seminyectiva y atómica entonces L es cohopfiana si y sólo si
Zoc(L)/0 es cohopfiana.

Demostración. Por [16] Zoc : LM −→ LM es un prerradical de retı́culas, por lo que Zoc(L) es
un elemento fuertemente invariante de L, además por [5, Pág 120] al ser L atómica y com-
pleta Zoc(L) es un elemento esencial de L, y ası́ el resultado se tiene gracias a la Proposición
4.119.

Consideremos las siguientes propiedades para una retı́cula L ∈ LM.

C1 Para todo elemento a ∈ L, existe c ∈ L con c ≥ a; c un complemento en L y a esencial en
c/0.

C2 Si a ∈ L cumple que a/0 � c/0 con c un complemento en L, entonces a es un comple-
mento en L.

C3 Si k y c son complementos en L y k
∧
c = 0, entonces k

∨
c es un complemento en L.

Definición 4.121. Diremos que una retı́cula L ∈ LM está extendida si satisface C1, que es
continua si está extendida y satisface C2, y que es casi continua si está extendida y satisface
C3.

Proposición 4.122. Si L ∈ LM satisface C2, entonces satisface C3.
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Demostración. Ver [18, Proposition 1.10-(5)]

Lema 4.123. Si L ∈ LM es seminyectiva, entonces satisface C2.

Demostración. Si L es seminyectiva, por el Teorema 4.82 Lop es semiproyectiva, luego por el
Lema 4.59 Lop satisface D2, por lo que L satisface C2.

Teorema 4.124. Si L ∈ LM es seminyectiva, entonces son equivalentes:

1. L está extendida.

2. L es continua.

3. L es casi continua.

Demostración. (1. =⇒ 2.) Se debe al Lema 4.123.
(2. =⇒ 3.) Se debe a la Proposición 4.122.
(3. =⇒ 1.) Por definición.

Proposición 4.125. Si L ∈ LM es inescindible y seminyectiva, entonces es continua si y sólo si es
uniforme.

Demostración. =⇒) Como L está extendida, para todo elemento x ∈ L con 0 < x, existe c ≥ x
tal que c es un complemento en L y x es esencial en c/0. Como L es inescindible c = 1, x es
esencial en L y L es uniforme.
⇐=) Sea x ∈ L, entonces 1 es un complemento en L con x ≤ 1 y x esencial en 1/0 = L, por lo
que L está extendida.

Definición 4.126. Una retı́cula L ∈ LM es seudoseminyectiva si para cualquier par de mor-
fismo lineales f ,g ∈ EndLM(L) con kf = kg existe h ∈ EndLM(L) tal que h ◦ f = g.

Observación 4.127. Toda retı́cula seminyectiva es seudoseminyectiva.

Los siguientes dos ejemplos son de una retı́cula que no es seudoseminyectiva y otra que sı́
lo es pero no es seminyectiva.

Ejemplo 4.128. Consideremos la retı́cula L = {1/n}n∈N ∪ {0} con el orden inducido por los
reales. Si f ∈ EndLM(L), entonces f : 1/kf −→ f (1)/0 es un isomorfismo de retı́culas; si f , 0,
entonces f (1)/0 es infinita, y como todo intervalo final propio de L es finito, kf = 0 y f es un
monomorfismo lineal.
Nombremos g : L −→ L al morfismo lineal g(0) = 0, g(1) = 1/2, g(1/2) = 1/3 y g(1/n) = 1/(n+1)
para todo n natural mayor que cero, y consideremos el siguiente diagrama

0 L L

L.

IdL

g

No existe h ∈ EndLM(L) tal que h ◦ g = IdL pues h serı́a un monomorfismo lineal, por lo que
1 = h(g(1)) = h(1/2) < h(1) ≤ 1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto L no es seudosemin-
yectiva.
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Ejemplo 4.129. Nombremos L a la siguiente retı́cula:

5

4

3

2a 2b

1

0.

No es seminyectiva, pues de serlo, por el Teorema 4.82 la retı́cula Lop serı́a semiproyectiva,
pero en el Ejemplo 4.68 se probó que no es ası́.
Los únicos intervalos finales isomorfos a uno inicial son 5/5, 5/4, 5/3 y todo L; se puede
verificar caso por caso que para cualquier par de endomorfismos lineales f y g con núcleos
iguales a 4 o 3, existe un endomorfismo h de L tal que h ◦ f = g, por lo tanto L es seudose-
minyectiva.

Lema 4.130. L ∈ LM es seudoseminyectiva si y sólo si para cualquier par de endomorfismos
lineales f ,g ∈ EndLM(L) con kf = kg se tiene que EndLM(L) ◦ f = EndLM(L) ◦ g.

Demostración. =⇒) Si f ,g ∈ EndLM(L) con kf = kg se tiene que existe h ∈ EndLM(L) tal que
h ◦ f = g, pero también existe k ∈ EndLM(L) tal que k ◦ g = f , por lo tanto EndLM(L) ◦ f =
EndLM(L) ◦ g.
⇐=) Para cualquier par de endomorfismos lineales f ,g ∈ EndLM(L) con kf = kg se tiene que
EndLM(L) ◦ f = EndLM(L) ◦ g, por lo que existe h ∈ EndLM(L) tal que h ◦ f = g.

Observación 4.131. Si L ∈ LM es seudoseminyectiva y f ,g ∈ EndLM(L) con 0 = kf = kg y
f (1) esencial en L, entonces el morfismo lineal h ∈ EndLM(L) que hace conmutar el siguiente
diagrama

0 L L

L

g

f

h

es un monomorfismo pues por [17, Lema 2.1], 0 = kf = kg = kh◦f = (f )−1(f (1)
∧
kh), por lo

que f (1)
∧
kh = 0 y como f (1) es esencial en L, kh = 0.

Proposición 4.132. Si L es seudoseminyectiva y uniforme, entonces es cohopfiana.

Demostración. Si L tiene sólo un elemento es cohopfiana. Supongamos que L tiene al menos
dos elementos, que f ∈ EndLM(L) es un monomorfismo y consideremos el siguiente diagra-
ma
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0 L L

L.

IdL

f

h

Como L es uniforme f (1) es esencial en L y por la Observación 4.131 h es un monomorfismo.
Como 1 = IdL(1) = h(f (1)) = h(1), entonces f (1) = 1 y f es un epimorfismo lineal. Por lo tanto
L es cohopfiana.

Corolario 4.133. Si L es seudoseminyectiva y uniforme, entonces es directamente finita.

5 Un funtor de R-Mod a LM
Consideremos la asignación F : R−Mod −→LM dada por

M L(M)

M
F7−→ L(M);

F7−→

N L(N )

g F(g)

donde L(M) es la retı́cula de submódulos de M, y si g : M −→ N es un homomorfismo,
F(g) : L(M) −→L(N ), es la función que a cada submódulo H de M le asigna F(g)(H) = g(H).
Si K es el núcleo de g, entonces g(H + K) = g(H) para todo H submódulo de M, y como
M/K � g(M) se tiene que 1L(M)/K � L(M/K) � L(g(M)) y el isomorfismo está inducido por
g, de donde F(g) es un morfismo lineal con núcleo K .
Por otro lado F(IdM) = IdL(M) y si h : L −→M es un homomorfismo

F(g ◦ h)(H) = g ◦ h(H) = g(h(H)) = F(g)(F(h)(H)) = F(g) ◦F(h)(H)

y por lo tanto F es un funtor entre ambas categorı́as.

Definición 5.1. Todo funtor S : C −→ D define, para cualquier pareja de objetos c,c′ ∈ C,
una función S |c,c′ : HomC(c,c′) −→ HomD(S(c),S(c′)). Diremos que el funtor S es fiel si para
cualquier pareja de objetos c,c′ ∈ C, la función S |c,c′ es inyectiva. Diremos que S es pleno si
las funciones S |c,c′ resultan siempre suprayectivas.

Definición 5.2. Un funtor S : C −→ D es un isomorfismo entre ambas categorı́as si existe
otro funtor T :D −→ C tal que S ◦ T = IdD y T ◦ S = IdC.

Que dos categorı́as sean isomorfas implica que hay una biyección entre sus objetos, y esta
condición se puede relajar a una equivalencia entre categorı́as pidiendo que haya una biyec-
ción entre las clases de isomorfismo de sus objetos.
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Definición 5.3. Un funtor S : C −→ D es una equivalencia entre ambas categorı́as si existe
otro funtor T :D −→ C e isomorfismos naturales S ◦ T −→ IdD; T ◦ S −→ IdC.

Proposición 5.4. Un funtor S : C −→D es una equivalencia si y sólo si es pleno, fiel y todo objeto
de D es isomorfo a un objeto en S(C)

Demostración. [14, Capı́tulo IV, Proposición 1.1.]

Para un anillo R denotaremos como LMR a la categorı́a cuyos objetos son las retı́culas en LM
que son isomorfas a la retı́cula de submódulos de algún módulo en R-Mod y cuyos morfis-
mos son los morfismos lineales.
Dado el funtor F, surge la duda de si existirán anillos R para los cuales éste sea una equiva-
lencia entre R-Mod y LMR, para comenzar a resolver esta pregunta consideremos lo siguien-
te.
Existen anillos para los cuales F no es fiel, por ejemplo si consideramos los homomorfismos
Id

Z5
, g : Z5 −→ Z5 donde g está dado por g(x) = 2x considerando a Z5 como módulo sobre

Z, se tiene que F(Id
Z5

) = F(g) = Id{0,1}, sin embargo Id
Z5
, g.

Siendo el dominio de F es Z-Mod tampoco resulta un funtor pleno, pues tenemos que
Id{0,1} ∈ HomLM(L(Z3),L(Z5)), sin embargo HomR(Z3,Z5) = 0. La existencia de más de una
clase de isomorfismo de módulos simples implica que F no es pleno, por lo que si busca-
mos una equivalencia entre R-Mod y LMR, la condición de que en R-Mod exista sólo una
clase de isomorfismo de módulos simples se vuelve necesaria. Por [14, Proposición 7.8.] si
R es un anillo con división, sólo existe una clase de isomorfismo de módulos simples y to-
do R-módulo es semisimple, sin embargo incluso bajo estas condiciones los ejemplos de los
homomorfismos f ,g : Z5 −→ Z5 nos muestran que F : Z5 −Mod −→ LMZ5

no es fiel, y el
siguiente ejemplo nos muestra que la condición de que R sea un anillo con división no es
suficiente para que el funtor F sea pleno.

Ejemplo 5.5. Consideremos a R
2 como espacio vectorial sobre R y L(R2)

T−→ L(R2) la fun-
ción definida de manera que si γ es una recta que pasa por el origen y por el punto (x,y) con
x,y > 0, entonces T (γ) es la reflexión de γ con respecto a la recta I = {(x,x)|x ∈ R} y si γ ′ es
una recta que pasa por el origen y por un punto (z,w) con z ≤ 0 ó w ≤ 0, T (γ ′) = γ ′, además
T (R2) = R

2 y T ({0}) = {0}.
T es un isomorfismo de retı́culas por lo que es un morfismo lineal, sin embargo no exis-

te ninguna transformación lineal R2 f
−→ R

2 que actúe de la misma manera que T con los
subespacios del plano, pues de ser ası́ se tendrı́a lo siguiente:

• f (1,0) = (a,0), f (0,1) = (0,b) y f (1,1) = (c,c).

• (c,c) = f (1,1) = f (1,0) + f (0,1) = (a,0) + (0,b) = (a,b), de donde a = b = c.

• f (1,2) = f (1,1) + f (0,1) = (a,a) + (0, a) = (a,2a).

Esto último es una contradicción pues T (R(1,2)) = R(2,1) y f (1,2) tendrı́a que ser de la
forma (2d,d).
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En la búsqueda de anillos para los cuales las categorı́as R-Mod y LMR sean equivalentes bajo
el funtor F, además de que encontramos que una condición necesaria para que F sea pleno
es que en R-Mod sólo exista una clase de isomorfismo de módulos simples, consideremos
que siM es un módulo simple en R-Mod, entonces su anillo de endomorfismos tiene que ser
trivial, pues si tuviera un automorfismo distinto de la identidad, el funtor F no serı́a fiel, de
ahı́ que se considere al campo Z2 en el siguiente teorema.

Teorema 5.6. Z2-Mod es una categorı́a equivalente a LMZ2
y el funtor F es una equivalencia

entre ambas.

Demostración. Primero veamos como actúa F en los objetos. Si V yW son dos espacios vecto-
riales sobre Z2 cuyas retı́culas de subespacios son isomorfas, con β base de V , entonces para
cada elemento x ∈ β, su subespacio generado ⟨x⟩ es un átomo de L(V ), y la familia {⟨x⟩}x∈β es
una familia de átomos independiente en L(V ) de cardinalidad |β|, mı́nima con la propiedad
de generar a V , es decir

∨
x∈β
⟨x⟩ = V ; como L(V ) � L(W ), L(W ) tiene una familia de átomos

independiente {ai}i∈I de cardinalidad |β|, mı́nima con la propiedad de generar a W . Cada ai
es un subespacio de dimensión uno de W , y si xi es una base de ai , entonces {xi}i∈I es una
base de cardinalidad β de W , luego como dos espacios vectoriales sobre Z2 con bases de la
misma cardinalidad son isomorfos, se tiene que V �W .
Ahora veamos que F :Hom

Z2
(V ,W ) −→HomLMZ2

(L(V ),L(W )) es inyectivo. Para algún con-
junto I , V � ⊕

i∈I
Z2, consideremos la base canónica de V :

β = {fi : I −→Z2}i∈I con fi(x) =

 0 si x , i
1 si x = i.

Supongamos que ϕ,ψ : V −→ W son dos transformaciones lineales tales que F(ϕ) = F(ψ).
Para cada i ∈ I , como el campo es Z2, entonces ⟨fi⟩ = {0, fi}, además {0,ϕ(fi)} = F(ϕ)({0, fi}) =
F(ψ)({0, fi}) = {0,ψ(fi)}, de donde ϕ(fi) = ψ(fi) para toda i ∈ I y como ϕ y ψ coinciden en una
base, son la misma transformación lineal.
Veamos que F : Hom

Z2
(V ,W ) −→ HomLMZ2

(L(V ),L(W )) es suprayectivo. Supongamos que
η : L(V ) −→ L(W ) es un morfismo lineal, si L ≤ V es un subespacio de dimensión dos,
entonces dim(η(L)) ≤ 2, para ver esto supongamos que K es el núcleo de η, β una base de K
y que L = {0, a,b,a+b}, notemos que si a y b son elementos de K , L ≤ K y por la definición de
morfismo lineal η(L) = η(L

∨
K) = η(K) = 0 de donde dim(η(L)) ≤ 2. Por otro lado si a no es

un elemento de K , nombramos L′ = ⟨β∪{a}⟩, se tiene que K < L′, y si suponemos queM es un
espacio vectorial tal que K < M ≤ L′ entonces existe x ∈M tal que x < K , luego como x ∈ L′

se tiene que x =
n
Σ
j=1
bj + a, de donde a = x +

n
Σ
j=1
bj y L′ = M, ası́ L′ es un átomo en la retı́cula

L(V /K) y con un razonamiento análogo puede verse que L
∨
K = ⟨K ∪ {a,b}⟩ está a lo más a

”distancia dos”de K . Por último como η induce un isomorfismo η entre L(V /K) y η(V )/0L(W )

que cumple η(L
∨
K) = η(L

∨
K) = η(L) y se tiene que η(L) está a lo más a ”distancia dos”de

0L(W ) y por lo tanto dim(η(L)) ≤ 2.
Por razones análogas para todo v ∈ V , dim(η({0,v})) ≤ 1, de donde η define una función
T : V −→W con la regla de correspondencia dada por
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T (v) =

 0 si η({0,v}) = {0}
v′ si η({0,v}) = {0,v′}.

Veamos que T es una transformación lineal, para esto solo falta ver que abre sumas. Supon-
gamos que x,y ∈ V si x = 0, y = 0 ó x = y, dado que todos los elementos en espacios vectoria-
les sobre Z2 son sus propios inversos aditivos serı́a inmediato que T (x + y) = T (x) + T (y).
Supongamos que x , 0 , y; x , y. Nombremos L = {0,x,y,x + y} el plano generado por
{x,y}. Dado que los morfismos lineales respetan orden por [17, Corolario 1.4.], se tiene que
{T (x),T (y),T (x + y)} ⊆ η(L) y además dado que por [17, Proposición 1.3.-(4)] los morfismos
lineales abren supremos se tiene que:

η(L) = η({0,x}
∨
{0, y}) = η({0,x})

∨
η({0, y}) = {0,T (x),T (y),T (x) + T (y)}.

Consideremos los siguientes casos:

• Si T (x) = 0 = T (y) entonces η(L) = 0, de donde T (x+ y) = 0 = T (x) + T (y).

• Si T (x) , 0 , T (y) y T (x) = T (y) entonces T (x) + T (y) = 0, además η(L) = {0,T (x)}. Por
otro lado, si T (x + y) = T (x) tendrı́amos una contradicción pues la restricción de η a L
serı́a un morfismo lineal con núcleo cero, pero L no es isomorfa a {0,T (x)}, de donde
T (x+ y) = 0 = T (x) + T (y).

• Si T (x) , 0 pero T (y) = 0 entonces η(L) = {0,T (x)}. Notemos que si T (x+y) = 0, entonces
η(L) = η({0, y}

∨
{0,x+y}) = {0} lo cual es una contradicción, de donde T (x+y) = T (x) =

T (x) + T (y).

• Si T (x) , 0 , T (y) y T (x) , T (y) y T (x + y) = 0 entonces {0,x + y} es el nucleo de η|L,
y eso implica que η({0,x}) = η({0,x}

∨
{0,x + y}) = η({0, y}

∨
{0,x + y}) = η({0, y}), y T (x)

es igual a T (y) contradiciendo la hipótesis. Ası́ T (x + y) , 0, el núcleo de η|L es cero
y η|L correstringida a su imagen es un isomorfismo, por lo que podemos suponer que
T (x) , T (x + y) , T (y). Ası́ {0,T (x),T (y),T (x + y)} = η(L) = {0,T (x),T (y),T (x) + T (y)} de
donde T (x+ y) = T (x) + T (y).

Dado que en cualquier caso se concluye que T (x+ y) = T (x) +T (y), T es una transformación
lineal. Por último todo elemento de L(V ) es supremo de átomos, entonces si U ≤ V y β es
una base de U se tiene que U =

∨
b∈β
{0,b} y como por [11, Proposición 2.4.] los morfismos

lineales abren supremos arbitrarios se tiene que:

η(U ) = η(
∨
b∈β
{0,b}) =

∨
b∈β
η({0,b}) =

∨
b∈β
F(T )({0,b}) = F(T )(

∨
b∈β
{0,b}) = F(T )(U ) = T (U ).

Por lo tanto T manda a cada subespacio de V al mismo subespacio de W que η y por la
Proposición 5.4 se tiene el resultado.

Para que un anillo R, al igual que Z2, cumpla que R-Mod es equivalente a su imagen bajo el
funtor F en LM, se necesita que no existan dos R-módulos no isomorfos cuyas retı́culas de
submódulos son isomorfas.
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Teorema 5.7. Para R un anillo simple artiniano, si M y N son dos R-módulos cuyas retı́culas de
submódulos L(M) y L(N ) son isomorfas, entonces M es isomorfo a N .

Demostración. Como M = ⊕
i∈I
S, si suponemos que x es un elemento no nulo de S, podemos

considerar para cada i ∈ I al elemento mi ∈M dado por:

mi(j) =

 0 si i , j
x si i = j.

Se tiene que {⟨mi⟩}i∈I es una familia independiente de átomos de L(M) para la cual M =∨
i∈I
⟨mi⟩. Como L(M) � L(N ), existe {ni}i∈I una familia independiente de átomos de L(N )

tal que N =
∨
i∈I
ni . Todos los elementos ni de L(N ) son átomos, por lo que son submódulos

simples de N y son isomorfos a S, y al ser N su supremo, se tiene que N = ⊕
i∈I
ni � ⊕

i∈I
S =

M.

Sin embargo que R sea simple artiniano no es una condición suficiente para que el funtor
sea pleno, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.8. Consideremos R = Z5 y el espacio vectorial Z5×Z5, su retı́cula de subespacios
es la siguiente:

Z5 ×Z5

Z5 × {0} ⟨(1,1)⟩ ⟨(1,2)⟩ ⟨(1,3)⟩ ⟨(1,4)⟩ {0} ×Z5

{(0,0)}.

La función (Z5 × {0} {0} ×Z5) : L(Z5 ×Z5) −→ L(Z5 ×Z5) dada por la transposición de
estos dos subespacios, y dejando a los demás subespacios fijos es un isomorfismo lineal,
sin embargo no puede existir una transformación lineal f : Z5 ×Z5 −→ Z5 ×Z5 tal que
F(f ) = (Z5 × {0} {0} ×Z5) pues de ser ası́, como f fija al subespacio ⟨(1,1)⟩, se tendrı́a que
(x,x) = f (1,1) = f (1,0) + f (0,1) por lo que f (1,0) = (0,x) y f (0,1) = (x,0) para algún x ∈ Z5.
Por otro lado, como f fija al subespacio ⟨(1,2)⟩, entonces

(y,2y) = f (1,2) = f (1,0) + 2f (0,1) = (0,x) + (2x,0) = (2x,x)

y ası́ x = y = 0 lo cual es una contradicción.

Si el anillo R es conmutativo, que sea simple tampoco es una condición suficiente para que
el funtor F sea fiel, pues si existe una unidad r ∈ R con 0 , r, entonces el homomorfismo
r : R −→ R dado por multiplicar por R es un isomorfismo diferente de la identidad que deja
invariantes a todos los ideales de R, es decir F(r ) = IdL(R), ası́ por ejemplo Z3-Mod no es
equivalente a su imagen bajo el funtor F. Por otro lado si R es un anillo conmutativo con
grupo de unidades trivial, entonces el único automorfismo de R es la identidad, por lo que
si F fuera pleno, el único automorfismo de L(R) podrı́a ser la identidad.
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Definición 5.9. Diremos que un módulo M ∈ R-Mod es retráctil si para todo submódulo no
nulo N ≤M se tiene que HomR(M,N ) , 0.

Teorema 5.10. Si M ∈ R-Mod es retráctil entonces la retı́cula L(M) es retráctil según la Defini-
ción 4.2.

Demostración. Sea N/0 un intervalo inicial no nulo de L(M), N es un submódulo no nulo de
M, y al ser retráctil existe 0 , f ∈ HomR(M,N ). Consideremos F(f ) ∈ HomLM(L(M),N /0),
es un morfismo lineal con núcleo k =Ker(f ) , M, por lo tanto F(f ) es no nulo y L(M) es
retráctil.

La implicación recı́proca del Teorema 5.10 no es cierta, como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 5.11. Consideremos el grupo abeliano Z(p∞) = {z ∈ C|zpn = 1 para algún n ∈ N}
con p un primo mayor que dos como Z-módulo, y hagamos el producto Z(p∞)×Z2. Dicho
producto no es retráctil pues si existiera un homomorfismo no nulo

f : Z(p∞)×Z2 −→ ⟨CiS(2π/p),0)⟩,

donde CiS(2π/p) = Cos(2π/p) + iSen(2π/p), ocurrirı́a lo siguiente:
Si f (1,1) = (CiS(2kπ/p),0) entonces

(1,0) = f (1,0) = f ((1,1)(∗,+)(1,1)) = (CiS(2kπ/p),0)(∗,+)(CiS(2kπ/p),0),

por lo que p|2k y ası́ p|k, de donde f (1,1) = (1,0), luego f (x,0) = f ((x,1)(∗,+)(1,1)) = f (x,1).
Por lo tanto para todo elemento (x,1) ∈Z(p∞)×Z2 se tiene que f (x,1) = f (x,0).
Como f es no nulo y ⟨(CiS(2π/p),0)⟩ es simple, se tiene que f es un epimorfismo. Sea
(x,y) ∈ Z(p∞) ×Z2 tal que f (x,y) = (CiS(2π/p),0) = f (x,0), y sea θ = Arg(x), nombremos
x′ = CiS(θ/p) ∈Z(p∞), tenemos que

(1,0) = p(f (x′,0)) = f (p(x′,0)) = f ((x′)p,0) = f (x,0) = (CiS(2π/p),0)

lo cual es una contradicción que viene de suponer que existı́a el homomorfismo no nulo f .
Por lo tanto Z(p∞)×Z2 no es retráctil.
Ahora veamos a la retı́cula de de submódulos de Z(p∞)×Z2:
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Z(p∞)×Z2

Z(p∞)× {0}

. . . . . .

⟨(CiS(2π/p3),0)⟩ ⟨CiS(2π/p2)⟩ ×Z2

⟨(CiS(2π/p2),0)⟩ ⟨CiS(2π/p)⟩ ×Z2

⟨(CiS(2π/p),0)⟩ {1} ×Z2

{(1,0)}.

Todo intervalo inicial no nulo de dicha retı́cula contiene un átomo, y la retı́culaL(Z(p∞)×Z2)
tiene un coátomo, por lo tanto es retráctil.

Teorema 5.12. SiM es un R-módulo retráctil, S su anillo de endomorfismos,L(M) es una retı́cula
semiproyectiva, y N ≤ L ≤ M son tales que SN = {f ∈ S | Im(f ) ≤ N } es un ideal derecho de S
esencial en la retı́cula de ideales derechos de S contenidos en SL = {f ∈ S | Im(f ) ≤ L}, entonces

S ′L(N ) = {L(M)
f
−→L(M) | f es un morfismo lineal, f (M) ≤N }

es un ideal derecho del monoide de endomorfismos de L(M) esencial en la retı́cula de ideales
derechos contenidos en

S ′L(L) = {L(M)
f
−→L(M) | f es un morfismo lineal, f (M) ≤ L}.

Demostración. Sea S ′ el monoide de endomorfismos de L(M), si I es un ideal derecho no
nulo de S ′ contenido en SL(L) y 0 , f ∈ I , como f (M) es un submódulo no nulo de L, y M
es retráctil, existe 0 , g ∈ Sf (M) ∩ SN , por lo que 0 , F(g) ∈ S ′L(f (M)) ∩ S

′
L(N ), por último al ser

L(M) semiproyectiva se tiene que S ′L(f (M)) = f ◦ S ′ ⊆ I con lo cual se tiene el resultado.
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