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Resumen

En este trabajo revisamos la formulación original de la teoŕıa de cuerdas no relativistas
en espaciotiempo plano al considerar un ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa de
cuerdas estándar en espaciotiempo plano con un campo de norma antisimétrico. En
particular, revisamos la acción de la hoja de mundo y el espectro de masas de la teoŕıa.
Posteriormente, derivamos la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas al considerar un
ĺımite particular de la geometŕıa Riemanniana de relatividad general en el formalismo
vielbein con un campo de norma auxiliar. Finalmente, derivamos la acción del modelo
sigma no lineal y las ecuaciones de movimiento del espaciotiempo de la teoŕıa de
cuerdas no relativistas en una geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas acoplada a
un campo antisimétrico y un campo dilatónico. Obtenemos estos resultados al aplicar
una generalización del ĺımite de bajas enerǵıas del caso plano sobre las propiedades
análogas de la teoŕıa de cuerdas estándar en espaciotiempo curvo. Con este método
logramos en particular obtener al final de la tesis un fondo que es más general que
los considerados hasta ahora en la literatura de cuerdas no relativistas. Se trata de
un fondo curvo con la interesante propiedad de tener un comportamiento relativista
usual y un comportamiento no relativista al alejarnos haćıa el infinito.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la naturaleza existen cuatro tipos de fuerzas fundamentales: la gravitacional, la
electromagnética, la nuclear fuerte y la nuclear débil. El objetivo más ambicioso de
la f́ısica teórica es formular una teoŕıa unificada que describa estas cuatro fuerzas
y su interacción con la materia. Esta teoŕıa tiene que ser compatible con los dos
grandes pilares de la f́ısica moderna: la relatividad general y la mecánica cuántica.
Hasta la fecha, la teoŕıa que más se acerca a esta especie de teoŕıa del todo es el
Modelo Estándar de part́ıculas elementales. Este modelo utiliza el lenguaje de la teoŕıa
cuántica de campos para describir la interacción electromagnética, nuclear fuerte y
nuclear débil, sin considerar la interacción gravitacional. La descripción cuántica de la
gravedad aún es un problema abierto y solo se tiene como referencia su versión clásica
que es precisamente la relatividad general. Sin embargo, existen algunas teoŕıas que
presumen describir la gravedad en el mismo marco cuántico unificado que las otras
interacciones. Uno de los candidatos más prometedores es la teoŕıa de cuerdas. Esta
teoŕıa sugiere la idea de que todo en el universo está hecho de pequeños filamentos
unidimensionales llamadas cuerdas, en vez de part́ıculas puntuales de dimensión cero.

La teoŕıa de cuerdas resulta interesante no solo porque es una teoŕıa cuántica de
la gravedad, sino también porque en el ĺımite de bajas enerǵıas esta teoŕıa reproduce
la relatividad general y en una descripción cuántica el espectro de masas de la cuerda
puede dar lugar a las part́ıculas del Modelo Estándar. La teoŕıa de cuerdas y la
relatividad general proporcionan una descripción de la gravedad en términos de la
geometŕıa del espaciotiempo. Otro ejemplo concreto de una teoŕıa que bajo ciertas
condiciones logra reproducir su teoŕıa predecesora es justo la relatividad general,
que en el ĺımite newtoniano reproduce la gravedad newtoniana basada en la ley de
la gravitación universal. La formulación geométrica de la gravedad newtoniana es
conocida como gravedad de Newton-Cartan. Con todo esto en mente, una pregunta
interesante surge: ¿existe una teoŕıa cuántica de una versión cuerdera de la gravedad
de Newton-Cartan? La respuesta inmediata es śı y es precisamente la teoŕıa de cuerdas
no relativistas, también conocida como teoŕıa de cuerdas enrolladas.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

El objetivo de este trabajo es dar una descripción de las propiedades generales
de la teoŕıa de cuerdas no relativistas al considerar el ĺımite de bajas enerǵıas de las
propiedades análogas de la teoŕıa de cuerdas estándar. Para esto, dividimos el trabajo
de la siguiente forma. En el caṕıtulo 2 revisamos algunos conceptos fundamentales
importantes de la teoŕıa de gravedad de Newton, de Einstein y de Newton-Cartan.
En particular, revisamos el principio de relatividad de Galileo, la ley de la gravitación
universal, la relatividad especial y general aśı como algunas soluciones simples de
las ecuaciones de Einstein. También revisamos la formulación vielbein y el ĺımite
newtoniano de la relatividad general y utilizamos estos conceptos para formular la
gravedad de Newton-Cartan. Posteriormente, en el caṕıtulo 3 abordamos los conceptos
generales de la teoŕıa de cuerdas. En particular, revisamos la acción de la hoja de
mundo, el espectro de masas, la acción del modelo sigma no lineal, las ecuaciones de
movimiento del espaciotiempo, la acción efectiva de bajas enerǵıas y la solución de
Dabholkar-Harvey. Finalmente, en el caṕıtulo 4 estudiamos la formulación de la teoŕıa
de cuerdas no relativistas. En particular, revisamos el ĺımite de bajas enerǵıas, la
acción de la hoja de mundo y el espectro de masas de la teoŕıa. Después generalizamos
este ĺımite de bajas enerǵıas y derivamos la acción del modelo sigma no lineal y
las ecuaciones de movimiento del espaciotiempo de la teoŕıa. Nuestro resultado más
novedoso se encuentra en la sección 4.9, donde mostramos que al tomar el ĺımite
de bajas enerǵıas (no relativista) del fondo de cuerda negra (Dabholkar-Harvey) de
la teoŕıa de cuerdas estándar, obtenemos un fondo con la interesante propiedad de
ser solución de las ecuaciones de Einstein usuales (relativistas) que asintóticamente
además se vuelve solución de la gravedad de Newton-Cartan de cuerdas.



Caṕıtulo 2

Fundamentos de Gravedad

En este caṕıtulo revisamos algunos conceptos importantes de la teoŕıa de gravedad
de Newton, de Einstein y de Newton-Cartan. En particular, empezamos con una
breve descripción del principio de relatividad de Galileo y la ley de la gravitación
universal. Posteriormente, revisamos la relatividad especial y general aśı como algunas
soluciones simples de las ecuaciones de Einstein. También revisamos el formalismo
vielbein y el ĺımite newtoniano de la relatividad general. Finalmente, estudiamos
la formulación geométrica de la gravedad de Newton, conocida como gravedad de
Newton-Cartan [1, 2]. Todo esto en el contexto de part́ıculas puntuales que se mueven
en un espaciotiempo de 4 dimensiones. Revisamos la bibliograf́ıa general para abordar
este tipo de temas, [3, 4, 5, 6].

2.1. Gravedad de Newton

En la mecánica newtoniana el espacio y el tiempo no están relacionados. El espacio
(plano) se representa por un espacio eucĺıdeo en R3 y el tiempo x0 = t es absoluto.
Este tiempo absoluto significa que el tiempo medido por diferentes observadores es
independiente de su movimiento relativo en el espacio. El principio de relatividad de
Galileo establece que las leyes de la f́ısica son las mismas para la clase de observadores
sobre los que no actúan fuerzas, llamados observadores inerciales. La coordenada
temporal x0 y las coordenada espaciales xi están relacionadas a través del grupo de
Galileo [3],

x
′0 = x0 + ζ0, (2.1a)

x
′i = Ai

jx
j + vix0 + ζ i, i = 1, 2, 3. (2.1b)

Los parámetros ζ0 y ζ i son respectivamente translaciones temporales y espaciales
constantes, vi es un impulso constante y Ai

j ∈ SO(3) es una rotación espacial con

3



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS DE GRAVEDAD 4

inversa A i
j tal que

Ai
jA

k
i = δkj . (2.2)

El grupo SO(3) representa el grupo de las matrices de rotación ortogonales en R3

con determinante 1. Las transformaciones (2.1) constituyen las simetŕıas del espacio-
tiempo newtoniano.

En un marco de referencia inercial, utilizando coordenadas cartesianas, el movi-
miento de una part́ıcula libre con trayectoria xi(t) está dado por

ẍi = 0, (2.3)

donde un punto denota derivación con respecto al tiempo. La solución es una trayec-
toria recta en el espacio-tiempo newtoniano. Las fuerzas inerciales o ficticias aparecen
cuando se consideran las leyes de Newton para observadores acelerados. Se denomi-
nan inerciales porque estas fuerzas se pueden igualar a cero al cambiar a un marco
de referencia inercial. La fuerza centŕıfuga y de Coriolis son ejemplos de este tipo de
fuerzas que aparecen cuando se consideran rotaciones.

La gravedad newtoniana es una fuerza instantánea entre masas gravitantes. La
masa gravitatoria se define como la medida de la fuerza de atracción gravitacional
que experimenta una porción de materia dentro de un campo gravitacional. La ley
de la gravitación universal de Newton establece que la fuerza gravitacional F (r) que
experimentan dos part́ıculas separadas una distancia r con masas gravitacionales M
y m está dada por [3]

F (r) =
GNMm

r2
, (2.4)

donde GN es la constante gravitacional de Newton. La ausencia de cualquier factor
dependiente del tiempo en (2.4) indica que la gravedad newtoniana es instantánea.

La masa inercial es una medida de la resistencia de una masa a ser acelerada.
Experimentalmente, la masa gravitacional y la masa inercial son la misma. Si se
considera la trayectoria de una part́ıcula con masa inercial m en coordenadas esféricas
con coordenada radial r(t), la aceleración radial r̈(t) debida a un campo gravitacional
causado por una masa gravitacional M está dada por

r̈(t) = −GNM

r2
≡ −∂Φ

∂r
, (2.5)

donde Φ(r) es el potencial newtoniano. Este potencial newtoniano satisface la ecuación
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de Poisson:

1

r2

(
r2
∂Φ

∂r

)
= S2GNρ(r), S2 = 4π, (2.6)

donde S2 es el volumen de la esfera unitaria (r = 1) en 2 dimensiones y ρ(r) es la
densidad de masa. Utilizando coordenadas cartesianas, las ecuaciones (2.5) y (2.6) se
ven respectivamente como

ẍi + ∂iΦ(x) = 0, ∆Φ(x) = S2GNρ(x), (2.7)

donde ∆ = δij∂i∂j es el laplaciano espacial. Estas expresiones son invariantes bajo las
transformaciones de Galileo (2.1) y también bajo las transformaciones

x
′i = xi + ξi(t), Φ′(x′) = Φ(x) + δij ξ̈

i(t)xj. (2.8)

Estas transformaciones indican que, localmente en el espacio-tiempo newtoniano,
siempre se puede usar una aceleración ξ̈i(t) para hacer Φ′(x′) = 0 y borrar toda
apariencia de gravedad. Esto es posible ya que la masa inercial y gravitacional de una
part́ıcula son la misma y siempre son cantidades positivas. Las transformaciones (2.8)
sugieren la idea de que la gravedad se puede tratar como una fuerza inercial. Esta idea
recibe el nombre de “el principio de equivalencia” y constituye la base conceptual de
la relatividad general [6].

2.2. Gravedad de Einstein

La gravedad de Einstein es una formulación geométrica de la gravedad donde el espa-
cio y el tiempo están relacionados. La relatividad especial se basa en tres postulados
[6]:

El principio de relatividad de Galileo.

La velocidad de la luz c debe ser la misma para todos los observadores inerciales.

El universo debe ser isotrópico y homogéneo.

Las coordenadas del espaciotiempo xA están relacionadas a través del grupo de Poin-
caré,

x
′A = ΛA

Bx
B + ζA, A = 0, 1, 2, 3; (2.9)

donde ΛA
B son las transformaciones de Lorentz y ζA son translaciones constantes

del espaciotiempo. Las transformaciones (2.9) se denominan transformaciones glo-
bales porque los parámetros no dependen de las coordenadas xA y forman el grupo
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de simetŕıa de la teoŕıa. De (2.9) se sigue que el tiempo no es absoluto, ya que la
coordenada temporal x

′0 depende de las coordenadas del espaciotiempo xB.
Las transformaciones globales de Poincaré (2.9) se derivan al exigir que mantengan

invariante el intervalo de espaciotiempo, i.e.

ds2 = ηABdx
AdxB = −c2dt2 + δijdx

idxj, (2.10)

donde ηAB = diag(−c2, 1, 1, 1) es la métrica de Minkowski, que satisface

ΛC
AΛ

D
BηCD = ηAB . (2.11)

La métrica de Minkowski es el objeto geométrico que permite definir la distancia entre
dos puntos del espaciotiempo. La relatividad especial explica la dinámica de objetos
que no están acelerando, es decir, no incorpora la gravedad. Eso es parte de la teoŕıa
de la relatividad general.

La base conceptual de la relatividad general es el principio de equivalencia [6]:

Cualquier experimento f́ısico local que no implique gravedad tendrá el
mismo resultado si se realiza en un marco inercial de cáıda libre que si

se realiza en el espaciotiempo plano de la relatividad especial.

En este caso, local significa que en el experimento no existen fuerzas que puedan
extenderse por grandes regiones (por ejemplo, una fuerza eléctrica) y, por lo tanto,
fuera del dominio de validez del marco inercial local. Este principio implica que,
localmente en el espaciotiempo, un observador se puede acelerar de tal manera que
no experimente la gravedad, y por lo tanto, la dinámica puede ser descrita utilizando la
relatividad especial. Este principio es clave para describir a la gravedad en el lenguaje
de la geometŕıa diferencial, donde el concepto de variedad es clave. Una variedad es
esencialmente un espacio continuo, diferenciable, y que localmente parece euclidiano
pero que globalmente puede deformarse, doblarse y hacer casi cualquier cosa (siempre
que siga siendo continuo), por ejemplo, la superficie de una esfera es una variedad.
Entonces, si el espaciotiempo está representado por una variedad, su curvatura se
manifiesta solo globalmente, como la gravedad. Esto sugiere la identificación de la
gravedad como una curvatura del espaciotiempo.

En relatividad general el grupo de transformaciones de Poincaré se extienden al
grupo de transformaciones generales de coordenadas. La métrica de Minkowski ηAB(x)
se reemplaza por una métrica general gµν(x) con inversa gµν(x) tal que

gµνgνρ = δµρ , µ = 0, 1, 2, 3. (2.12)

Bajo una transformación general de coordenadas xρ → x
′ρ(xµ), la métrica general del
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espaciotiempo gµν(x) transforma de acuerdo a

g′µν(x
′) =

∂xρ

∂x′µ

∂xλ

∂x′ν
gρλ(x), (2.13)

tal que el intervalo de espaciotiempo ds2 = gµν(x)dx
µdxν es un escalar. Esto se puede

ver como una simple redefinición de la métrica en las nuevas coordenadas y en este
sentido se dice que la métrica transforma covariantemente.

Otro concepto importante en geometŕıa diferencial es el de derivada covariante.
Para entender este concepto, basta con recordar que cualquier vector V⃗ se puede
expresar como combinación lineal de los vectores base e⃗, es decir,

V⃗ = V µe⃗µ. (2.14)

Al calcular la derivada parcial de este vector se encuentra que:

∂V⃗

∂xµ
=

∂V ν

∂xµ
e⃗ν + V ν ∂e⃗ν

∂xµ
, (2.15)

donde xµ son las coordenadas del vector, por ejemplo, en coordenadas polares x0 = r
y x1 = θ. Esto muestra que la derivada de V⃗ es más que solo la derivada de sus
componentes V µ. El segundo término del lado derecho de (2.15), como es un vector,
se puede expresar de nuevo como una combinación lineal de los vectores base, es decir,

∂e⃗ν
∂xµ

= Γρ
µν e⃗ρ, (2.16)

donde Γρ
µν son los coeficientes de esta combinación y son conocidos como los śımbolos

de Christoffel o conexión de Levi-Civita. Con esto en mente la ecuación (2.15) se puede
reescribir como:

∂V⃗

∂xµ
=

(
∂V ν

∂xµ
+ V ρΓν

ρµ

)
e⃗ν . (2.17)

De aqúı se sigue que la derivada covariante ∇µ de las componentes de un vector V ν

está dada por:

∇µV
ν =

∂V ν

∂xµ
+ V ρΓν

ρµ. (2.18)

En general la derivada covariante puede ser aplicada sobre objetos algebraicos de
mayor dimensión, llamados tensores. Un escalar ϕ es un tensor de rango (0, 0), un
vector V µ es un tensor de rango (1, 0), una matriz Aµν es un tensor de rango (0, 2),
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etc. Por ejemplo, para un tensor de rango (2, 0) se tiene que:

∇ρT
µν = ∂ρT

µν + Γµ
σρT

σν + Γν
σρT

µσ. (2.19)

Los śımbolos de Christoffel Γρ
µν también se pueden escribir en términos de la métrica

del espaciotiempo de la siguiente forma:

Γρ
µν =

1

2
gρλ
(
∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν

)
. (2.20)

En el caso de la relatividad especial, donde la métrica del espaciotiempo es plana
gµν = ηµν , todos los śımbolos de Christoffel son cero y en este caso la derivada
covariante y parcial son la misma. En un sentido matemático, la derivada covariante
es una forma de especificar una derivada a lo largo de los vectores tangentes de
una variedad. En un sentido f́ısico, los śımbolos de Christoffel describen cómo la
métrica vaŕıa a través del espaciotiempo provocando que los objetos se aceleren. En
relatividad general, los śımbolos de Christoffel están determinados únicamente por la
compatibilidad métrica, ∇ρgµν = 0, y la constricción de torsión cero, Γρ

[µν] = 0. Estas

dos constricciones permiten escribir precisamente la conexión (2.20) en términos de
la métrica y de sus derivadas.

La derivada covariante y la conexión de Levi-Civita también permiten definir el
concepto de transporte paralelo. El transporte paralelo es una forma de transportar
vectores paralelos (que viven en el espacio tangente de la variedad) a lo largo de curvas
suaves en una variedad. La forma más sencilla de entender este concepto es considerar
los paralelos y meridianos de una esfera. Si se transportan vectores paralelos desde
el ecuador haćıa el polo norte en algún momento estos vectores coincidirán ya que la
variedad (esfera) es curva y los vectores no se podrán mantener paralelos a medida
que se trasladan sobre la variedad. Otra propiedad que satisface la derivada covariante
es la siguiente [6]: [

∇ρ,∇σ

]
V µ = Rµ

νρσV
ν , (2.21)

donde Rµ
νρσ es el tensor de Riemann,

Rµ
νρσ = ∂ρΓ

µ
νσ − ∂σΓ

µ
νρ + Γλ

νσΓ
µ
λρ − Γλ

νρΓ
µ
λσ. (2.22)

La expresión (2.21) indica que el tensor de Riemann mide la diferencia del transporte
paralelo de un vector si va en una dirección o en otra. En otras palabras, el tensor de
Riemann mide la curvatura de la variedad, en este caso, del espaciotiempo. El tensor
de Riemann también se puede contraer para dar lugar al tensor de Ricci Rµν y el
escalar de Ricci R:

Rµν = Rρ
µρν , R = gµνRµν . (2.23)
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El tensor de Ricci describe cuanto cambia el volumen espaciotemporal de un objeto
debido a la fuerza gravitatoria (curvatura). El escalar de Ricci es un número único
que representa la curvatura general del espaciotiempo en un punto dado. Un escalar
de Ricci positivo indica que el espacio tiene curvatura positiva, mientras que un
escalar de Ricci negativo indica un espacio con curvatura negativa. Estas propiedades
describen la curvatura de la geometŕıa riemanniana de relatividad general con torsión
cero y compatibilidad métrica. La definición de estos objetos geométricos será útil
más adelante para estudiar una métrica especifica.

Los objetos geométricos definidos anteriormente también permiten definir las ecua-
ciones de Einstein [5]. Las ecuaciones que relacionan localmente la geometŕıa del
espaciotiempo con la distribución de materia son las ecuaciones de Einstein,

Gµν + Λgµν = κTµν , (2.24)

donde Gµν es el tensor de Einstein,

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (2.25)

El parámetro Λ es la constante cosmológica, κ es la constante gravitacional de Einstein
y Tµν es el tensor de enerǵıa-momento. Por conservación de enerǵıa y momento se tiene
que ∇µT

µν = 0 y ∇µG
µν = 0. Einstein introdujo la constante Λ para contrarrestar

el efecto de la gravedad y lograr un universo estático, una noción que era la opinión
más aceptada en ese momento. La constante cosmológica de Einstein fue abandonada
después de que Edwin Hubble confirmara que el universo se estaba expandiendo.

Las ecuaciones de Einstein (2.24) se pueden obtener al variar, con respecto a la
métrica gµν , la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica Λ y un lagran-
giano de materia LM,

SEH =

∫
dDx

√
−g

(
1

2κ
R− Λ + LM

)
, (2.26)

donde g = det gµν y el tensor de enerǵıa-momento está definido como

Tµν ≡ 2√
−g

δSM

δgµν
, SM =

∫
dDx

√
−g (LM) . (2.27)

Las ecuaciones de Einstein determinan la dinámica del espaciotiempo. La trayectoria
de una part́ıcula en el espaciotiempo está determinada por el postulado de que las
part́ıculas se mueven a lo largo de curvas geodésicas. La ecuación de la geodésica está
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dada por

d2xρ

dτ 2
+ Γρ

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0, (2.28)

donde τ es un parámetro af́ın. En la norma estática τ = x0 y con métrica ηµν(x), la
ecuación (2.28) se reduce a la ecuación de una part́ıcula libre (2.3). En este caso, la
norma estática significa tomar una parametrización donde la coordenada af́ın τ , que
representa la trayectoria de una part́ıcula puntual en el espaciotiempo, coincida con
la coordenada temporal x0 = t.

Parte importante de este trabajo se centra en analizar soluciones a las ecuaciones
de Einstein. Por lo que resulta conveniente mencionar algunas soluciones sencillas
como la solución de Schwarzschild y de Reissner-Nordström.

2.3. Solución de Schwarzschild

La solución más simple con simetŕıa esférica a las ecuaciones de Einstein (2.24) en el
vaćıo (Tµν = Λ = 0) está dada por la métrica de Schwarzschild [6],

ds2 = −f(r)c2dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

2, (2.29)

donde

f(r) = 1− 2µ

r
, dΩ2

2 = dθ2 + sin2 θdϕ2. (2.30)

Históricamente, esta fue la primera solución no trivial a las ecuaciones de Einstein,
descubierta en 1916. El parámetro µ está relacionado con la masa M del objeto que
distorsiona el espaciotiempo,

µ =
4πGNM

c2S2

. (2.31)

Existen dos valores especiales para la coordenada radial, r = 0 y r = rh. El origen
r = 0 describe la singularidad de un objeto masivo conocido como agujero negro.
Toda la masa M está concentrada en esta singularidad y la curvatura es infinita. De
hecho, ningún objeto moviéndose a la velocidad de la luz puede escapar del campo
gravitacional de este objeto. Esta es una singularidad de curvatura y no solo una
singularidad de las coordenadas, ya que esta divergencia ocurre en cualquier sistema
de coordenadas. El valor r = rh está determinado por f(rh) = 0, es decir, en rh = 2µ,
que se conoce como el radio de Schwarzschild. La curvatura en rh es finita y en este
radio se encuentra localizado el horizonte de eventos del agujero negro. El horizonte
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de eventos se puede pensar como una superficie del agujero negro. Dentro de este
ĺımite, la velocidad necesaria para escapar del agujero negro supera la velocidad de
la luz, lo cual imposible de acuerdo a los postulados de Einstein.

2.4. Solución de Reissner-Nordström

También es posible considerar el caso en el que la acción de Einstein-Hilbert (2.26)
contiene un campo de norma abeliano Aµ que proporciona el lagrangiano de materia,

LM = −1

4
FµνF

µν , Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ. (2.32)

Debido a la definición (2.27), se tiene Tµν ̸= 0. En este caso, la solución a las ecuaciones
de Einstein (2.24) con Λ = 0 está dada por la métrica de Reissner–Nordström [6],

ds2 = −f(r)c2dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

2, (2.33)

donde

f(r) = 1− 2µ

r
+

θ2

r2
, dΩ2

2 = dθ2 + sin2 θdϕ2. (2.34)

El parámetro µ está relacionado con la masaM del objeto que curva el espaciotiempo,

M =
c2S2

4πGNM
µ, (2.35)

mientras que el parámetro θ está relacionado con la carga Q del mismo objeto,

Q2 =
c4S2

4πGN

θ2. (2.36)

Para µ2 > θ2 existen dos ceros diferentes para f(r), el horizonte externo rh,+ y el
horizonte interno rh,−, que están dados por

rh,± = µ±
√

µ2 − θ2. (2.37)

Para µ2 = θ2 se tiene rh,+ = rh,−, que implica

f(r) =
(
1 +

rh,+
r

)2
. (2.38)
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Este es el agujero negro extremal de Reissner–Nordström, donde la fuerza eléctrica y
gravitacional sobre una part́ıcula de prueba con M = Q se cancelan. Al definir

r̃ = r − rh,+, (2.39)

tal que el horizonte está en r̃ = 0, la métrica extremal se puede rescribir como

ds2 = −H−2c2dt2 +H2dx⃗2, x⃗ ∈ RD−1, (2.40)

con dx⃗2 = dr̃2 + r̃2dΩ2
2, |x⃗| ≡ r̃ y H una función armónica,

H = 1 +
rh,+
|x⃗|

. (2.41)

Para µ2 < θ2 no existe horizonte. Además de los agujeros negros cargados, también
existen agujeros negros rotantes, conocidos como agujeros negros de Kerr. Los agujeros
negros que además de masa y carga tienen momento angular J son conocidos como
agujeros negros de Kerr-Newman.

2.5. Formalismo Vielbein de GR

Hasta ahora, se han considerado tensores en la base de coordenadas eµ = ∂µ. Sin
embargo, también es posible introducir un nuevo conjunto de vectores base eA que es
ortonormal. La relación entre ambas bases está dada por el llamado vielbein e A

µ [2],

eµ = e A
µ eA. (2.42)

Dado que el conjunto eA es ortonormal, se tiene la relación

gµνe A
µ e B

ν = ηAB. (2.43)

Aśı mismo, se puede definir la inversa de e A
µ , denotada por eµA, tal que

e A
µ eµB = δAB, e A

µ eνA = δµν . (2.44)

Del vielbein y su inversa también se sigue que

gµν = e A
µ e B

ν ηAB , eµAe
ν
Bgµν = ηAB . (2.45)

Esta es la razón por la que el vielbein puede considerarse una especie de ráız cuadrada
de la métrica. El vielbein permite definir un sistema coordenado en el que la métrica
del espaciotiempo se ve localmente plana. Es decir, el vielbein da un mapeo a cada
punto del espaciotiempo desde el espaciotiempo al espacio tangente.
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En general, los ı́ndices curvos en tensores se pueden convertir en ı́ndices planos y
viceversa al contraer con el vielbein. Por ejemplo, para un vector V µ se tiene que

e A
µ V µ = V A, eµAV

A = V µ. (2.46)

Bajo una transformación local de Lorentz ΛA
B(x), el vielbein transforma como

e
′A
µ = ΛA

B(x)e
B

µ . (2.47)

Para poder definir la derivada covariante de un tensor con ı́ndices planos se introduce
la conexión de esṕın ω A

µ B . Por ejemplo, para un tensor TAB se tiene que

∇µT
AB = ∂µT

AB − ω A
µ CT

CB − ω B
µ CT

AC . (2.48)

También se puede definir la derivada covariante de un tensor con ı́ndices planos y
curvos. La regla es que por cada ı́ndice curvo se tiene una conexión de Levi-Civita
Γρ

µν mientras que por cada ı́ndice plano se tiene una conexión de esṕın ω A
µ B . Pero

un tensor no debe depender de una elección de base en particular. Entonces, si se
considera la derivada covariante de un vector en una base ortonormal y una base
coordenada y se exige que sean iguales, se obtiene el postulado vielbein [2]:

∇µe
A

ν = ∂µe
A

ν − Γρ
µνe

A
ρ − ω A

µ Be
B

ν = 0. (2.49)

La compatibilidad métrica y el postulado vielbein implican que la conexión de esṕın
es antisimétrica en los ı́ndices planos AB. Además, la posición de los ı́ndices planos
es irrelevante. Del postulado vielbein (2.49) también se sigue que

[∇ρ,∇σ]e
A

ν = 0 (2.50)

De acuerdo a (2.21), esto implica que

Rµ
νρσ(Γ)e

A
µ +R A

ρσ B(ω)e
B

ν = 0, (2.51)

donde Rµ
νρσ(Γ) está dado por (2.22) y R A

ρσ B(ω) es el tensor de curvatura de ω A
µ B ,

R A
ρσ B(ω) = ∂[ρω

A
σ] B + ω A

[ρ Cω
C

σ] B . (2.52)

Al despejar el tensor de Riemann de (2.51) se obtiene

Rµ
νρσ(Γ) = −eµAe

B
νR

A
ρσ B(ω). (2.53)

Del postulado vielbein (2.49) también se sigue que la conexión de Levi-Civita Γρ
µν se
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puede expresar en términos del vielbein y la conexión de esṕın como

Γρ
µν = eρA

(
∂µe

A
ν − ω AB

µ eνB
)
. (2.54)

La constricción de torsión cero Γρ
[µν] = 0 establece la siguiente constricción adicional

∂[µe
A

ν] − ω AB
[µ eν]B ≡ R A

µν = 0, (2.55)

donde se ha definido R A
µν ≡ e A

ρ Γρ
[µν] por conveniencia. La conexión de esṕın tiene

tantas componentes independientes como R A
µν y solo aparece en R A

µν multiplicada
por vielbiens. Esto significa que la constricción adicional (2.55) se puede resolver
únicamente para la conexión de esṕın. Al escribir

R A
µν e A

ρ +R A
ρµ e A

ν −R A
νρ e A

µ = 0, (2.56)

se encuentra la siguiente solución

ω AB
µ (e, ∂e) = 2eλ[A∂[λe

B]
µ] + e C

µ eλAeρB∂[λeρ]C . (2.57)

Bajo una transformación infinitesimal local de Lorentz ΛA
B = δAB +λA

B, la conexión
de esṕın (2.57) transforma de acuerdo a

δω AB
µ = ∂µλ

AB + 2λC[Aω
B]

µ C . (2.58)

La definición de estos objetos del formalismo vielbein de relatividad general nos per-
mitirán más adelante entender la formulación de la geometŕıa de Newton-Cartan.
Pero antes, es importante revisar el ĺımite newtoniano de relatividad general.

2.6. Ĺımite Newtoniano de GR

El ĺımite newtoniano de GR consiste en una serie de condiciones bajo las cuales la
relatividad general se reduce a la gravedad newtoniana [2, 6]. Para una part́ıcula con
coordenadas xµ(τ) = (x0(τ) = ct, xi(τ)) estas condiciones son:

ẋi ≪ ẋ0, (2.59a)

gµν = ηµν + ϵfµν con ϵ ≪ 1, (2.59b)

g0j = 0 con gµν = gµν(x
i). (2.59c)

La condición (2.59a) captura el ĺımite no relativista: la velocidad espacial |v| de la
part́ıcula es mucho menor que la velocidad de la luz c. La condición (2.59b) establece
que el campo gravitacional es débil, de modo que se puede expandir la métrica general
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alrededor del vaćıo de Minkowski ηµν y trabajar a orden lineal en la perturbación fµν ,
o a orden O(ϵ) = O(v2/c2). La condición (2.59c) establece que el campo gravitacional
es estático, es decir, solo depende de las coordenadas del espacio.

Para revisar que en efecto el ĺımite newtoniano (2.59) aplicado sobre las ecuaciones
de Einstein (2.24) reproduce las ecuaciones newtonianas (2.7), resulta conveniente
considerar únicamente los términos de orden O(ϵ) y, por simplicidad en la notación,
omitir el parámetro de expansión ϵ. Entonces, de la expansión (2.59b) se sigue que la
conexión de Levi-Civita (2.20) y el tensor de Ricci (2.23) se reducen a

Γρ
µν =

1

2
ηρσ
(
∂µfνσ + ∂νfµσ − ∂σfµν

)
, Rµν = ∂σΓ

σ
µν − ∂µΓ

σ
σν . (2.60)

Esto implica que el tensor de Einstein (2.25) se ve como

Gµν = ∂σ∂(µfν)σ −
1

2
∂2fµν −

1

2
∂µ∂νf − 1

2
ηµν
(
∂σ∂ρfσρ − ∂2f

)
, (2.61)

donde f = ηµνfµν + O(ϵ2) es la traza de fµν y ∂2 = ηµν∂µ∂ν es el laplaciano del
espaciotiempo. Esta expresión se puede simplificar al definir

f̄µν ≡ fµν −
1

2
fηµν . (2.62)

Con esta definición las ecuaciones de Einstein (2.24) con Λ = 0 se ven como

Gµν = −1

2
∂2f̄µν + ∂σ∂(µf̄ν)σ −

1

2
ηµν∂

σ∂ρf̄σρ = κTµν . (2.63)

Esto se puede simplificar aún más al considerar la siguiente transformación de fµν ,

fµν → fµν + 2∂(µξν)(x). (2.64)

Al resolver la ecuación ∂µf̄µν = −∂2ξν para ξν , se puede hacer una transformación
(2.64) para tener ∂µf̄µν = 0. Entonces, las ecuaciones de Einstein se simplifican a

∂2f̄µν = −2κTµν . (2.65)

Estas son las ecuaciones de Einstein en la aproximación lineal.
Por otro lado, el tensor de enerǵıa-momento para una densidad de materia ρ(xµ)

con velocidad ẋ(τ) se puede expresar como

T µν = ρ(xµ)ẋµẋν . (2.66)

En el ĺımite no relativista (2.59a) se encuentra que T00 = ρ(xµ)c2 y Ti0 = Tij = 0. La
condición estática (2.59c) implica que la densidad de materia ρ = ρ(xi) solo depende
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de las coordenadas del espacio y que la perturbación fµν no depende del tiempo, es
decir, ∂0fµν = ∂0f̄µν = 0. Al sustituir estas expresiones en (2.65) se obtiene

∆f̄00 = −2κc2ρ, ∆f̄kl = 0. (2.67a)

Al comparar estas expresiones con la ecuación de Poisson para ϕ(x) en (2.7), se obtiene

f̄00 =
−2κc2ϕ

GNS2

, f̄kl = 0, (2.68)

que en la perturbación original fµν se traduce a

f00 = − κc2ϕ

GNS2

, fij = − κc2ϕ

GNS2

δij. (2.69)

Esta solución para la perturbación fµν reproduce precisamente la ecuación de Poisson
(2.7) para el potencial newtoniano ϕ.

Finalmente, en el ĺımite no relativista (2.59a), la ecuación de la geodésica (2.28)
solo contribuye en el śımbolo de Christoffel Γµ

00, es decir,

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

00

dx0

dτ

dx0

dτ
= 0, Γµ

00 = −1

2
ηµρ∂ρf00 . (2.70)

Además, por la condición estática (2.59c) se tiene que Γ0
00 = 0, es decir, la ecuación

de movimiento para x0(t) está dada por ẍ0 = 0. Esto permite elegir la norma estática
x0 = τ . Entonces, al sustituir la componente f00 en (2.70) se obtiene

d2xi

dt2
+

κc4

2GNS2

δij∂jϕ = 0, (2.71)

donde

κ =
8πGN

c4
. (2.72)

Esta es precisamente la ecuación de movimiento de una part́ıcula en el potencial
newtoniano ϕ (2.7).

El análisis realizado en esta sección resulta interesante ya que nos permite entender
cómo a partir de cierto ĺımite es posible reproducir una teoŕıa predecesora, en este
caso reproducir la gravedad newtoniana a partir de la relatividad general de Einstein.
En la siguiente sección revisaremos la versión geometŕıa de la gravedad newtoniana
conocida como gravedad de Newton-Cartan.
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2.7. Gravedad de Newton-Cartan

La gravedad de Newton-Cartan es una reformulación geométrica de la gravedad de
Newton [2]. La motivación principal de esta reformulación consiste en interpretar las
ecuaciones de movimiento de una part́ıcula que se mueve en el potencial newtoniano
ϕ (2.7) como la ecuación de la geodésica (2.28). Esta interpretación se consigue al
fijar la norma estática x0 = τ y expresar las únicas componentes diferentes de cero
de la conexión de Levi-Civita y el tensor de Riemann asociado como

Γi
00 = δij∂jϕ, Ri

0j0 = δik∂k∂jϕ. (2.73)

Al imponer la ecuación de movimiento R00 = 4πGNρ se obtiene la ecuación de Poisson
(2.7). En este punto Γµ

νρ es una conexión simétrica independiente de la métrica. El
espaciotiempo correspondiente es llamado el espaciotiempo de Newton-Cartan.

Para poder escribir la ecuación de Poisson de una forma covariante primero se debe
introducir una métrica del espaciotiempo. Para dotar de una estructura métrica al
espaciotiempo newtoniano, el intervalo de espaciotiempo asociado debe ser invariante
bajo las transformaciones de Galileo (2.1). Para esto se construye una matriz Λµ

ν ,
análoga a las matrices de Lorentz, en términos de las transformaciones de Galileo,

Λµ
ν =

∂x
′µ

∂xν
=

(
1 0
v A

)
. (2.74)

Una métrica contravariante gµν invariante de Galileo debe satisfacer

Λµ
ρΛ

ν
λg

ρλ = gµν , (2.75)

es decir

gij = vivjg00 + 2v(iAj)
kg

0k + Ai
kA

i
lg

kl, (2.76a)

g0j = vjg00 + Aj
kg

0k. (2.76b)

Para impulsos y rotaciones generales en D = 4, estas restricciones se cumplen si

gµ0 = 0, gij = δij. (2.77)

Para construir una métrica covariante g̃µν invariante de Galileo, se construye una
matriz inversa Λν

µ en términos de las transformaciones inversas de Galileo,

Λ µ
ν =

∂xµ

∂x′ν
=

(
1 0

−A−1v A−1

)
, (2.78)
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y se exige que esta métrica debe satisfacer

Λ µ
ρ Λ ν

λ g̃µν = g̃ρλ, (2.79)

es decir

g̃00 = g̃00 − A i
k v

kA j
l v

lg̃ij − A i
k v

kg̃i0, (2.80a)

g̃i0 = A k
i g̃k0 − A k

i A
l

m vmg̃kl , (2.80b)

g̃ij = A k
i A

l
j g̃kl . (2.80c)

Para impulsos y rotaciones generales en D = 4, estas restricciones se cumplen si

g̃i0 = g̃ij = 0, (2.81)

con g̃00 = cte, por convención se considera g̃00 = 1. Es importante notar que g̃µν es
una métrica independiente que no corresponde con la inversa de gµν . Al renombrar
g̃µν = τµν y gµν = hµν , estas métricas se ven explicitamente como [2],

τµν =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , hµν =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (2.82)

Las transformaciones de Galileo (2.1) mantienen invariante dos métricas indepen-
dientes τµν y hµν que son degeneradas, es decir, hµντνρ = 0. Estas son las métricas
degeneradas que definen el espaciotiempo de Newton-Cartan.

Un camino alternativo para obtener estas métricas degeneradas invariantes de
Galileo es considerar la métrica de Minkowski y su inversa,

ηµν/c
2 =

(
−1 0
0 13/c

2

)
, ηµν =

(
−1/c2 0

0 13

)
. (2.83)

Al tomar el ĺımite no relativista c → ∞ se obtiene una métrica covariante temporal
degenerada τµν con tres ceros como valores propios y una métrica contravariante
espacial degenerada hµν con un cero como valor propio.

La versión vielbein de las métricas τµν , h
µν y sus inversas se define en términos de

campos independientes τµ, eµi y sus inversas, respectivamente, tal que

τµν = τµτν , τµν = τµτ ν , (2.84a)

hµν = e i
µ e j

ν δij , hµν = eµie
ν
jδ

ij. (2.84b)
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Estos vielbeins independientes satisfacen las siguientes condiciones de invertibilidad,

τµτ
µ = 1, e i

µ eνi + τµ τ
ν = δνµ, (2.85a)

e i
µ eµj = δij, τµe i

µ = τµ e
µ
i = 0, (2.85b)

que en términos de las métricas se traducen a

τµντ
µν = 1, hµνhνρ + τµντνρ = δµρ , hµντνρ = hµντ

νρ = 0. (2.86)

La degeneración en las métricas implica que hµντν = hµντ
ν = 0. Al imponer la

compatibilidad métrica sobre la métrica espacial hµν y el vielbein temporal τµ,

∇ρh
µν = 0, ∇ρτµ = 0, (2.87)

es posible escribir la conexión más general compatible con (2.87) como

Γσ
µν = τσ∂µτν +

1

2
hσρ
(
∂νhρµ + ∂µhρν − ∂ρhµν

)
+ hσλKλµτν , (2.88)

donde Kµν es un tensor arbitrario. En este análisis, la conexión Γρ
µν no se determina

únicamente por las condiciones de compatibilidad métrica (2.87). Esta es la razón por
la que se añade un tensor arbitrario Kµν en (2.88), para considerar el hecho de que
las condiciones (2.87) se preservan bajo el cambio

Γ
′ρ
µν = Γρ

µν + hρλKλµτν . (2.89)

La compatibilidad métrica sobre τµ implica que τµ = ∂µf(x), donde f(x) es una
función escalar. Para las coordenadas adaptadas f(x) = x0, las componentes de la
conexión (2.88) están dadas por

Γi
00 = hij

(
∂0hj0 − 1

2
∂jh00 +Kj0

)
≡ hijΦj, (2.90a)

Γi
0j = hik

(
1
2
∂0hjk + ∂[jhk]0 − 1

2
Kjk

)
≡ hik

(
1
2
∂0hjk + Ωjk

)
, (2.90b)

Γi
jk = 1

2
hiµ
(
∂jhkµ + ∂khjµ − ∂µhjk

)
, Γ0

µν = 0. (2.90c)

La elección de estas coordenadas adaptadas se preserva bajo las transformaciones

x
′0 = x0 + ζ0, (2.91a)

x
′i = xi + ξi(x). (2.91b)

Al reemplazar la ecuación de movimiento R00 = 4πGρ por la expresión covariante

Rµν = 4πGNρτµτν , (2.92)
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las coordenadas adaptadas f(x) = x0 implican que Rij = Ri0 = 0. La condición
Rij = 0 en D = 4 indica que se puede usar una métrica espacial plana hij = δij y
hij = δij. La elección de esta métrica plana permite despejar Φj y Ωjk en (2.90),

Γi
0j = hikΩik ↔ Ωij = hk[jΓ

k
i]0 (2.93a)

Γi
00 = hijΦj ↔ Φi = hijΓ

j
00. (2.93b)

La elección de una métrica plana también reduce las posibles transformaciones de
coordenadas (2.91) a las transformaciones de Galileo (2.1).

Para obtener la ecuación de Poisson desde la expresión covariante (2.92), se deben
imponer dos condiciones adicionales. La primera es la condición de Trautman:

hσ[λRµ]
νρσ(Γ) = 0, (2.94)

que en coordenadas adaptadas implica que

∂0Ωmi − ∂[mΦi] = 0, ∂[kΩmi] = 0, (2.95)

o equivalentemente

∂ρKµν = 0 → Kµν = 2∂[µmν], (2.96)

donde mµ es un campo vectorial. La segunda es una de las tres condiciones de Ehlers:

hρλRµ
νρσ(Γ)R

ν
µλς(Γ) = 0, (2.97)

τ[λR
µ
ν]ρσ(Γ) = 0, (2.98)

hσ[λRµ]
νρσ(Γ) = 0. (2.99)

Cada una de estas condiciones por separado da lugar a la condición ∂kΩij = 0 en
coordenadas adaptadas y entonces Ωij = Ωij(t). De hecho, se puede hacer Ω′

ij =

0, o equivalentemente Γ
′i
0j = 0, a través de una rotación dependiente del tiempo

x
′i = Ai

j(t)x
j. En este nuevo sistema de coordenadas, la condición (2.95) implica que

∂′
[iΦ

′
j] = 0, es decir, Φ′

i = ∂′
iΦ para algún escalar Φ. Esto implica que Γ

′i
00 = δij∂′

jΦ y

entonces la expresión covariante (2.92) da lugar a la ecuación de Poisson,

R00 = ∂iΓ
i
00 = δij∂i∂jϕ = 4πGNρ. (2.100)

En este nuevo sistema de coordenadas también se obtiene la ecuación de la geodésica

ẍ
′0(τ) = 0, ẍ

′i(τ) + ∂
′iΦ = 0. (2.101)
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Esta breve descripción de la gravedad de Newton-Cartan nos permitirá más adelante
entender algunos conceptos importantes de la geometŕıa de Newton-Cartan en el
contexto de la teoŕıa de cuerdas. En el siguiente capitulo revisaremos los fundamentos
de la teoŕıa de cuerdas relativistas.



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Cuerdas

En este caṕıtulo revisamos algunos conceptos importantes de la teoŕıa de cuerdas.
En particular, empezamos con una breve descripción de la dinámica de una part́ıcula
puntual. Posteriormente, revisamos la acción de la hoja de mundo y el espectro de
masas de una cuerda que se propaga en un fondo plano. Finalmente, revisamos la
acción del modelo sigma no lineal, las ecuaciones de movimiento del espaciotiempo,
la acción efectiva de bajas enerǵıas y la solución de Dabholkar-Harvey para una cuerda
que curva el espaciotiempo a su alrededor. Todo esto en el contexto de cuerdas que
se mueven en un espaciotiempo de D dimensiones. Revisamos la bibliograf́ıa general
para abordar este tipo de temas, [7, 8, 9, 10].

3.1. Part́ıcula Puntual (Relativista)

La idea básica detrás de la teoŕıa de cuerdas es considerar un objeto extendido a
lo largo de una dimensión espacial, una cuerda infinitamente delgada, como el cons-
tituyentes más fundamentales de la naturaleza, en vez de una part́ıcula puntual de
dimensión cero. Antes de revisar la dinámica de una cuerda, resulta útil revisar la
dinámica de una part́ıcula libre. Una part́ıcula que se propaga en el espaciotiempo
barre una ĺınea de mundo que se parametriza por un parámetro τ , el tiempo propio
de la part́ıcula. Este parámetro τ toma valores en todos los números reales R. La
incrustación de la ĺınea de mundo en el espaciotiempo, en este caso un espaciotiem-
po plano con métrica ηµν = diag(−1, 1, · · · , 1), se describe por funciones Xµ(τ). La
f́ısica solo depende de las funciones Xµ y no del parámetro τ . La acción de la ĺınea
de mundo invariante bajo reparametrizaciones de τ más general para una part́ıcula
libre está dada por

S = −m

∫
dτ

√
−ẊµẊνηµν , (3.1)

22
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donde m es la masa de la part́ıcula y un punto denota derivación con respecto a τ .
La acción (3.1) es invariante bajo reparametrizaciones de la ĺınea de mundo

τ → τ̃(τ) y bajo transformaciones globales de Poincaré del espaciotiempo (2.9). Es-
ta invariancia bajo reparametrizaciones es la que permite elegir la norma estática
τ = X0(τ). De hecho, la invariancia bajo reparametrizaciones es una simetŕıa de
norma. En términos simples, una simetŕıa de norma es un cambio en uno o todos
los parámetros de un sistema que no implica ningún cambio en las leyes de la f́ısica.
La simetŕıa de norma también indica que la descripción de la teoŕıa es redundante,
es decir, hay más grados de libertad que los grados de libertad f́ısicos del sistema.
Para remover estos grados de libertad adicionales se imponen las constricciones del
sistema. La acción (3.1) resulta tener una constricción, conocida como constricción
de capa de masa, que se obtiene al calcular el momento canónico de la part́ıcula de
masa m,

pµ ≡ ∂L

∂Ẋµ
=

mXµ√
−ẊµẊµ

→ V0 ≡ pµp
µ +m2 = 0, (3.2)

donde L es el lagrangiano de la acción (3.1), S =
∫
dτL. Desde la perspectiva de la

ĺınea de mundo, la constricción de capa de masa establece que la part́ıcula, al menos,
siempre se está moviendo en la dirección temporal p20 ≥ m2. Esta es una constricción
primaria porque se satisface debido a la definición de pµ, sin considerar las ecuaciones
de movimiento. Al variar la acción (3.1) se obtienen las ecuaciones de movimiento

d

dτ

(
∂L

∂Ẋµ

)
− ∂L

∂Xµ
= ṗµ = 0 → Ẍµ =

L̇

L
Ẋµ, (3.3)

que son ecuaciones diferenciales de segundo orden, no lineales y no homogéneas.
Este mismo análisis se puede desarrollar desde el formalismo hamiltoniano, donde

el hamiltoniano canónico de la acción (3.1) está dado por

Hcan = pµẊ
µ − L = 0. (3.4)

El hamiltoniano total se define como

H = Hcan + λ0(τ)V0, (3.5)

donde λ0(τ) es un multiplicador de Lagrange. En el formalismo de primer orden las
coordenadas Xµ y momentos pµ son independientes y las velocidades Ẋµ se pueden
expresar en términos de pµ a través de un multiplicador de Lagrange λ0(τ) = 1/2m.
En este contexto, las ecuaciones de Hamilton son

Ẍ = 0, pµp
µ +m2 = 0, (3.6)
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que son respectivamente la ecuación de una part́ıcula libre (2.3) y la relación (3.2).
La acción (3.1) tiene algunos inconvenientes: no brinda información para part́ıculas

con m = 0 y la cuantización de la teoŕıa a través del formalismo de integral de
trayectoria se dificulta debido a la ráız cuadrada de la acción. Estos inconvenientes
se resuelven cuando se introduce la métrica de la ĺınea de mundo. En este caso, la
acción de la ĺınea de mundo para una part́ıcula libre de masa m está dada por

I = −1

2

∫
dτ
√

−hττ

(
hττẊµẊµ +m2

)
, (3.7)

donde hττ es la métrica intŕınseca de la ĺınea de mundo. La equivalencia entre la
acción (3.1) y la acción (3.7) se establece a través de la ecuación de movimiento de
hττ ,

ẊµẊµ − hττm
2 = 0. (3.8)

La acción (3.1) también se puede reescribir como

I =
1

2

∫
dτ
(
e−1ẊµẊµ − em2

)
, (3.9)

donde e(τ) =
√
−hττ = es un einbein, un campo escalar tal que e(τ) = m−1

√
−ẊµẊµ.

Para la cuantización canónica, las variables dinámicas Xµ y pµ se promueven a
operadores hermitianos, que cumplen relaciones de conmutación, y se introduce la
función de onda Ψ(X). Esta función de onda satisface la ecuación de Schrödinger,

i
∂Ψ

∂τ
= HcanΨ. (3.10)

De esta expresión se sigue que la función de onda no depende del parámetro τ , ya
que para la acción (3.1) se tiene Hcan = 0. La constricción de capa de masa (3.2) se
impone como una ecuación de operadores sobre la función de onda,

(pµp
µ +m2)Ψ = 0. (3.11)

En la representación usual del momento, pµ = −i∂/∂Xµ, esta constricción da lugar
a la ecuación de Klein-Gordon de la mecánica cuántica relativista.

3.2. Acción de Nambu-Goto

Análogamente, una cuerda que se propaga en el espaciotiempo barre una hoja de
mundo que se parametriza por dos coordenadas adimensionales σα, α = 0, 1, el tiempo
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σ0 ≡ τ y la ubicación espacial σ1 ≡ σ de la cuerda. El parámetro τ toma valores en R
y el parámetro σ toma valores entre cero y la longitud de la cuerda ls. Por convención
ls = 2π para cuerdas cerradas y ls = π para cuerdas abiertas. La incrustación de
la hoja de mundo en el espaciotiempo plano con métrica ηµν = diag(−1, 1, · · · , 1)
se describe por funciones Xµ(τ, σ). Las funciones Xµ tienen ciertas condiciones de
frontera dependiendo de si se trata de una cuerda cerrada o abierta. La f́ısica solo
depende de las funciones Xµ y no de los parámetros τ y σ. La acción de la hoja de
mundo invariante bajo reparametrizaciones más general de una cuerda libre está dada
por la acción de Nambu-Goto [11],

S = −T

∫
d2σ
√
− det (∂αXµ∂βXνηµν), α, β = 0, 1, µ, ν = 0, 1, ..., D − 1;(3.12)

donde d2σ = dσ0dσ1 y T = 1/2πα′ es la tensión de la cuerda, que está en términos
de la pendiente de Regge α′ = l2s . Para cuerdas fundamentales, cuerdas infinitamente
delgadas, la tensión toma valores un orden de magnitud debajo de la escala de Planck,
T ≤ M2

Pl = (1018GeV)2, donde MPl es la masa de Planck. Estas cuerdas tienen
relevancia para gravedad cuántica y la acción (3.12) da una descripción completa
de la dinámica de este sistema. Sin embargo, la acción (3.12) también describe con
buena aproximación tubos de flujo magnético en superconductores y tubos de flujo
cromoelectromagnético en QCD, donde se encuentra que T ∼ (1GeV)2.

La acción (3.12) es invariante bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo σα →
σ̃α(τ, σ) y bajo transformaciones globales de Poincaré del espaciotiempo (2.9). La
acción (3.12) tiene algunos inconvenientes: las ecuaciones de movimiento resultan en
ecuaciones no lineales y la cuantización de la teoŕıa a través del formalismo de integral
de trayectoria se dificulta debido a la ráız cuadrada de la acción. Estos inconvenientes
se resuelven cuando se introduce la métrica intŕınseca en la hoja de mundo.

3.3. Acción de Polyakov

La acción de una cuerda libre con tensión T también se puede describir a partir de
la acción de Polyakov [12],

I = −T

2

∫
d2σ

√
−hhαβ∂αX

µ∂βX
νηµν , (3.13)

donde hαβ es la métrica intŕınseca en la hoja de mundo, hαβ es la inversa de hαβ

y h ≡ dethαβ. La equivalencia entre la acción de Polyakov (3.13) y la acción de
Nambu-Goto (3.12) se establece a través de las ecuaciones de movimiento de hαβ,

hαβ = 2f(τ, σ)∂αX
µ∂βXµ, f−1(τ, σ) = hσρ∂σX

µ∂ρXµ, (3.14)
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donde f(τ, σ) es un factor conforme. Este factor permite incluir una simetŕıa extra
a la teoŕıa, llamada invariancia conforme. Esta simetŕıa mantiene ángulos fijos en
la hoja de mundo pero cambia la longitud, es decir, realiza un reescalamiento. Los
términos

√
−h y hαβ en la acción (3.13) escalan respectivamente como f y f−1. Esto

implica que el producto se cancela y por lo tanto el factor conforme no aparece en la
acción de Polyakov. Al variar la acción (3.13) con respecto a las coordenadas Xµ se
obtiene

δS = −T

∫ ∞

−∞
dτ

∫ 2π o π

0

dσ
√
−h
[
∂α (δX

µ∂αXµ)− δXµ
(
∇2Xµ

)]
, (3.15)

donde ∇2 = ∇α∇α, con ∇α la derivada covariante definida con respecto a la métrica
de la hoja de mundo hαβ. El primer término de (3.15) corresponde a un término de
frontera. Este término de frontera se anula si

∂σXµ(τ, 0) = ∂σXµ(τ, π) = 0. (3.16)

Estas son las condiciones de frontera de Neumann para la cuerda abierta. Establece
que los extremos de la cuerda abierta se mueven libremente en el espacio. El término
de frontera de (3.15) también se anula si

∂σXµ(τ, 0) = ∂σXµ(τ, 2π), (3.17a)

Xµ(τ, 0) = Xµ(τ, 2π), (3.17b)

hαβ(τ, 0) = hαβ(τ, 2π). (3.17c)

Estas son las condiciones de periodicidad para la cuerda cerrada. Establece que los
extremos de la cuerda se unen para formar una cuerda cerrada. Las condiciones (3.16)
y (3.17) son las únicas posibilidades consistentes con la invariancia de Poincaré. En
cualquiera de los dos casos se obtiene la siguiente ecuación de movimiento

∇2Xµ = 0. (3.18)

La acción (3.13) es invariante bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo
σα → σ̃α(τ, σ), bajo transformaciones globales de Poincaré del espaciotiempo (2.9) y
también bajo transformaciones de Weyl de la hoja de mundo,

hαβ(τ, σ) → h̃αβ(τ, σ) = e2ω(τ,σ)hαβ(τ, σ) (3.19)

donde ω(τ, σ) es una fase arbitraria. La invariancia de Weyl es una simetŕıa de norma
de la cuerda. Esto significa que si dos métricas de la hoja de mundo están relacionadas
a través de una transformación de Weyl (3.19), entonces describen el mismo sistema
f́ısico. La invariancia bajo reparametrizaciones permite hacer conformalmente plana
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la métrica de la hoja de mundo, hαβ = e2ϕηαβ, y la invariancia de Weyl permite elegir
ϕ = 0. Este procedimiento se conoce como fijar la norma y permite obtener

hαβ = ηαβ = diag(−1, 1), (3.20)

que es la métrica plana. En esta métrica, la acción de Polyakov (3.13) se reduce a la
acción que describe D campos escalares libres y la ecuación de movimiento (3.18) se
reduce a la ecuación de onda libre de una cuerda relativista,

∂α∂αX
µ = 0. (3.21)

Por otro lado, la invariancia de Weyl, al ser una simetŕıa de norma, indica que la teoŕıa
es redundante. Las constricciones que eliminan los grados de libertad adicionales se
obtienen al calcular el tensor de enerǵıa-momento de la hoja de mundo,

Tαβ ≡ − 4πα′
√
−h

δS

δhαβ
. (3.22)

La invariancia de Weyl implica que la traza de este tensor es cero, T α
α = 0. Al

considerar las ecuaciones de movimiento de hαβ (3.14) se obtiene que Tαβ = 0. En la
métrica conforme hαβ = ηαβ estas constricciones se ven como

T01 = ẊµX ′
µ = 0, (3.23a)

T00 = T11 =
1

2

(
ẊµẊµ +X

′µX ′
µ

)
= 0, (3.23b)

donde un punto y una variable primada denotan derivación con respecto a τ y σ,
respectivamente. Estas son las constricciones de la ecuación de onda libre (3.21).

3.4. Espectro de la Cuerda

En las coordenadas del cono de luz de la hoja de mundo, σ± = τ ± σ, la ecuación de
movimiento (3.21) y las constricciones (3.23) se ven respectivamente como

∂+∂−X
µ = 0, (∂+X)2 = (∂−X)2 = 0. (3.24)

Si se considera la condición de periodicidad para cuerdas cerradas (3.17) con Xµ =
(σ, τ) = Xµ(σ + 2π, τ), la solución más general posible de (3.24) se puede ver como

Xµ(σ, τ) = Xµ
L(σ, τ) +Xµ

R(σ, τ), (3.25)
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donde

Xµ
L(σ

+) =
1

2
xµ +

1

2
α′pµσ+ + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
α̃µ
ne

−inσ+

, (3.26)

Xµ
R(σ

−) =
1

2
xµ +

1

2
α′pµσ− + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
αµ
ne

−inσ−
. (3.27)

Las funciones Xµ
L y Xµ

R describen ondas que se mueven hacia la izquierda y hacia
la derecha, respectivamente. Las variables xµ y pµ son la posición y momento del
centro de masa de la cuerda. Los coeficientes αµ

n y α̃µ
n son los modos de Fourier de las

soluciones. Al calcular ∂−X
µ y ∂+X

µ, es posible identificar los modos con n = 0 de
la siguiente forma,

αµ
0 = α̃µ

0 ≡
√

α′

2
pµ. (3.28)

Esta identificación permiten expresar las constricciones (3.24) como

(∂−X)2 = α′
∑
n

Lne
−inσ−

, (∂+X)2 = α′
∑
n

L̃ne
−inσ+

, (3.29)

donde

Ln =
1

2

∑
m

αn−m · αm, L̃n =
1

2

∑
m

α̃n−m · α̃m. (3.30)

Las funciones Ln y L̃n son los modos de Fourier de las constricciones. Cualquier
solución clásica de la cuerda de la forma (3.26) debe satisfacer

Ln = L̃n = 0, n ∈ Z. (3.31)

En particular, las constricciones L0 y L̃0 incluyen el cuadrado del momento pµ, que
en el espacio de Minkowski, está relacionado con el cuadrado de la masa en reposo
de la part́ıcula, pµp

µ = −M2. Esto significa que las constricciones con n = 0 están
relacionadas con la masa efectiva de la cuerda cerrada en términos de los modos, es
decir,

M2 =
4

α′

∑
n>0

αn · α−n =
4

α′

∑
n>0

α̃n · α̃−n. (3.32)

Dado que los modos αµ
0 y α̃µ

0 son iguales a
√
α′/2pµ, se tienen dos expresiones para

la masa invariante: una en términos de los osciladores derechos αµ
n y otra en términos
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de los osciladores izquierdos α̃µ
n. Por consistencia en la teoŕıa, se exige que αµ

n y α̃µ
n

deben de ser iguales para todo n ∈ Z. Esto se conoce como coincidencia de nivel.
Para la cuantización canónica de la teoŕıa, resulta útil primero parametrizar todas

las soluciones clásicas de la cuerda y después promover a operadores las variables
dinámicas. Para esto, se introducen las coordenadas del cono de luz del espaciotiempo,

X± =

√
1

2

(
X0 ±XD−1

)
. (3.33)

En estas coordenadas, el intervalo del espaciotiempo asociado se ve como

ds2 = −2dX+dX− +
D−2∑
i=1

dX idX i. (3.34)

La solución más general para X+ y X− también se puede descomponer en una parte
izquierda y una parte derecha, es decir,

X+ = X+
L (σ

+) +X+
R (σ

−), X− = X−
L (σ

+) +X−
R (σ

−). (3.35)

Las transformaciones de Weyl y la invariancia bajo reparametrizaciones permiten
elegir

X+
L =

1

2
x+ +

1

2
α′p+σ+, X+

R =
1

2
x+ +

1

2
α′p+σ− (3.36)

tal que

X+ = x+ + α′p+τ. (3.37)

Esta es la norma del cono de luz. La ventaja de trabajar en esta norma es que las
constricciones (3.24) se pueden escribir como

2∂+X
−∂+X

+ =
D−2∑
i=1

∂+X
i∂+X

i → ∂+X
−
L =

1

α′p+

D−2∑
i=1

∂+X
i∂+X

i, (3.38a)

2∂−X
−∂−X

+ =
D−2∑
i=1

∂−X
i∂−X

i → ∂−X
−
R =

1

α′p+

D−2∑
i=1

∂−X
i∂−X

i. (3.38b)

Esto significa que X− está completamente determinada por las coordenadas X i. Al
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integrar el lado derecho de (3.38) se encuentra la expansión usual en modos,

X−
L (σ

+) =
1

2
x− +

1

2
α′p−σ+ + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
α̃−
n e

−inσ+

, (3.39a)

X−
R (σ

−) =
1

2
x− +

1

2
α′p−σ− + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
α−
n e

−inσ−
, (3.39b)

donde x− es la constante de integración y p−, α−
n , α̃

−
n se fijan por las constricciones

(3.38). Expĺıcitamente, los modos α̃−
n y α−

n se ven como

α̃−
n =

√
1

2α′
1

p+

+∞∑
m=−∞

D−2∑
i=1

α̃i
n−mα̃

i
m, α−

n =

√
1

2α′
1

p+

+∞∑
m=−∞

D−2∑
i=1

αi
n−mα

i
m. (3.40)

Los casos especiales α̃−
0 = α−

0 =
√

α′/2p− dan lugar a la siguiente expresión

α′p−

2
=

1

2p+

D−2∑
i=1

(
1

2
α′pipi +

∑
n̸=0

αi
nα

i
−n

)
=

1

2p+

D−2∑
i=1

(
1

2
α′pipi +

∑
n ̸=0

α̃i
nα̃

i
−n

)
.(3.41)

De esta expresión se sigue que la masa M está dada por

M2 = 2p+p− −
D−2∑
i=1

pipi =
4

α′

D−2∑
i=1

∑
n>0

αi
−nα

i
n =

4

α′

D−2∑
i=1

∑
n>0

α̃i
−nα̃

i
n. (3.42)

Esto significa que las excitaciones f́ısicas de la cuerda están determinadas únicamente
por los modos de oscilador transversos αi y α̃i.

Una vez identificados los grados de libertad f́ısicos de la cuerda para la cuantización
canónica, ahora se promueven las variables dinámicas a operadores hermitianos, xi,
x−, pk, p−, αi

n y α̃i
n, y se establecen las siguientes relaciones de conmutación,

[xi, pk] = iδij, [x−, p+] = −i, [αi
n, α

j
m] = [α̃i

n, α̃
j
m] = nδijδn+m,0. (3.43)

El estado vaćıo en el espacio de momentos |0; p⟩ se define tal que

p̂µ |0; p⟩ = pµ |0; p⟩ , αi
n |0; p⟩ = α̃i

n |0; p⟩ = 0 para n > 0. (3.44)

El espacio de Fock se construye al actuar sobre el estado vaćıo con los operadores de
creación αi

−n y α̃i
−n con n > 0. Los operadores de aniquilación seŕıan αi

n y α̃i
n con

n > 0. En este procedimiento el espacio de Hilbert no contiene estados con norma
menor o igual a cero. Por otro lado, existe una ambigüedad en el orden del producto
de los operadores αi y α̃i en el lado derecho de (3.42). El modo normal es cuando
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todos los operadores de creación están en el lado izquierdo de todos los operadores de
aniquilación en un producto, por ejemplo, αi

−nα
i
n y α̃i

−nα̃
i
n son productos que están

en modo normal. Si se elige el orden normal de operadores, esta ambigüedad se revela
en una constante global a. En términos de esta constante a, la masa (3.42) se ve como

M2 =
4

α′

(
D−2∑
i=1

∑
n>0

αi
−nα

i
n − a

)
=

4

α′

(
D−2∑
i=1

∑
n>0

α̃i
−n.α̃

i
n − a

)
(3.45)

Al introducir

N =
D−2∑
i=1

∑
n>0

αi
−nα

i
n, Ñ =

D−2∑
i=1

∑
n>0

α̃−nα̃
i
n, (3.46)

la expresión (3.45) se puede reescribir como

M2 =
4

α′ (N − a) =
4

α′

(
Ñ − a

)
. (3.47)

La constante a se puede determinar a través de un procedimiento heuŕıstico. Para
esto, se ignora por un momento el orden normal y se descompone la siguiente suma

1

2

∑
n̸=0

αi
−nα

i
n =

1

2

∑
n<0

αi
−nα

i
n +

1

2

∑
n>0

αi
−nα

i
n. (3.48)

Al imponer el orden normal de operadores, los operadores de aniquilación αi
n con

n > 0 en el lado derecho, el primer término del lado derecho de (3.48) se modifica a

1

2

∑
n<0

[
αi
nα

i
−n − n (D − 2)

]
+

1

2

∑
n>0

αi
−nα

i
n =

∑
n>0

αi
−nα

i
n +

D − 2

2

∑
n>0

n, (3.49)

donde, después de un proceso de renormalización, se tiene que

∞∑
n=1

n = − 1

12
. (3.50)

Esto significa que la constante a de la formula de masa (3.47) está dada por

M2 =
4

α′

(
N − D − 2

24

)
=

4

α′

(
Ñ − D − 2

24

)
. (3.51)

Esta es la formula de masa que determina el espectro de una cuerda cerrada libre.
Para el estado vaćıo |0; p⟩ definido en (3.44) y sin modos de oscilador excitados,
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la formula de masa (3.51) se reduce a

M2 = − 1

α′
D − 2

6
. (3.52)

Esta masa cuadrada negativa corresponde a las part́ıculas llamadas taquiones. Por
otro lado, al actuar sobre el vaćıo con los operadores de creación αi

−1 y α̃i
−1 se obtienen

(D − 2)2 estados de part́ıculas α̃i
−1α

i
−1 |0; p⟩, cada uno con formula de masa

M2 =
4

α′

(
1− D − 2

24

)
. (3.53)

Estos primeros estados excitados transforman en la representación de SO(D − 2). Si
se exige que la teoŕıa cuántica preserve la simetŕıa de Lorentz SO(1, D − 1), estos
estados tienen que ser no masivos. Esto solo se consigue si se fija la dimensión del
espaciotiempo en D = 26, que es la dimensión cŕıtica de la cuerda bosónica. Las
part́ıculas no masivas son interesantes porque dan lugar a fuerzas de largo alcance.
Entonces, los primeros estados excitados transforman en la representación 24 ⊗ 24
de SO(24). Estos se descomponen en tres representaciones irreducibles: simétrico sin
traza, antisimétrico y singulete. A cada uno de estos modos se le asocia un campo sin
masa en el espaciotiempo tal que las oscilaciones de la cuerda se pueden identificar
con cuantos de estos campos. Estos campos son: un campo métrico Gµν , un campo
antisimétrico o campo de Kalb-Ramond Bµν y un campo dilatónico Φ.

Es importante recordar que todo el análisis previo es para la cuerda cerrada con
condición de periodicidad Xµ(σ+2π, τ) = Xµ(σ, τ). Sin embargo, un análisis similar
se puede realizar a partir de las condiciones de frontera para cuerdas abiertas (3.16).
Más en general, si se divide la dimensión D = 0, 1, ..., p, p+ 1, ..., D − 1, imponiendo
condiciones de Neumann para (0, 1, ..., p) y Dirichlet para (p + 1, ..., D − 1), estas
condiciones fijan los extremos de la cuerda en una hipersuperficie de p+1 dimensiones
en el espaciotiempo llamada D-brana o Dp-brana si se quiere especificar la dimensión
p de la brana. En este lenguaje, D0-brana es una part́ıcula, D1-brana es una cuerda,
D2-brana es una membrana, etc. El espectro de masas para la cuerda abierta también
incluye taquiones y estados no masivos asociados a campos de norma y escalares sobre
la D-brana.

También es importante mencionar que existe una generalización de la cuerda
bosónica con modos fermiónicos sobre la hoja de mundo llamada supercuerda. Esta
teoŕıa de la hoja de mundo es supersimétrica. En esta generalización, la dimensión
cŕıtica de la supercuerda es D = 10. El espectro de masas de la supercuerda permite
los mismo estados no masivos de la cuerda bosónica y los estados taquiónicos con
masa cuadrada negativa no se encuentran en la teoŕıa. Además, mientras la teoŕıa de
cuerdas bosónicas es única, existen diferentes teoŕıas de supercuerdas que dependen
de la manera en la que se agregan campos fermiónicos a la teoŕıa.
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Finalmente, para reconciliar la brecha entre el concepto de un universo basado
en cuatro dimensiones observables con las diez o veintiséis dimensiones que requiere
la teoŕıa de cuerdas, se acude a lo que se conoce como compactificación. Para la
compactificación de la cuerda bosónica, un espaciotiempo de la forma R1,24 × S1, se
considera un ćırculo de radio R tal que la coordenada S1 tiene periodicidad

X25(σ + 2π) = X25(σ) + 2πwR, w ∈ Z, (3.54)

donde w es el número de enrollamiento de la cuerda. El momento espacial p25 está
cuantizado en unidades enteras, p25 = n/R con n ∈ R. Lo interesante de mencionar
la compactificación de la teoŕıa es que la fórmula de masa se modifica a

M2 = −
24∑
µ=0

pµp
µ =

n2

R2
+

w2R2

α′2 +
2

α′

(
N + Ñ − 2

)
, (3.55)

donde

N − Ñ = nw. (3.56)

La interpretación de esta nueva formula de masa es la siguiente. El primer término
establece que una cuerda con n > 0 unidades de impulso alrededor del ćırculo con
radio R gana una contribución a su masa de n/R. El segundo término establece
que una cuerda enrollada w > 0 veces al rededor del ćırculo toma una contribución
2πwRT a su masa, donde T = 1/2πα′ es la tensión de la cuerda.

3.5. Modelo Sigma No Lineal

Hasta ahora, se ha considerado una cuerda que se propaga en un espaciotiempo plano.
Para describir la dinámica de una cuerda que se propaga en un fondo de espaciotiempo
curvo, se acoplan campos a la hoja de mundo de la cuerda. La generalización natural
es considerar a estos campos como los estados no masivos de la cuerda. En particular,
para la cuerda bosónica se tienen los siguientes estados no masivos: un campo métrico
Gµν(X), un campo antisimétrico Bµν(X) y un campo dilatónico Φ(X). La acción de
la hoja de mundo de una cuerda que se propaga en un fondo de espaciotiempo que
involucra a estos campos está dada por el modelo sigma no lineal [13, 14]

S = − 1

4πα′

∫
d2σ

[(√
−hhαβGµν − ϵαβBµν

)
∂αX

µ∂βX
ν + α′√−hR(2)Φ

]
, (3.57)

donde ϵ10 = 1 y R(2) es el escalar de Ricci definido con respecto a hαβ. F́ısicamente, el
acoplamiento con Gµν describe cómo la cuerda se propaga sobre un estado coherente
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de gravitones asociado al espaciotiempo curvo, el acoplamiento con Bµν dota de carga
eléctrica/magnética a la cuerda y la exponencial del valor esperado del campo Φ en
el vaćıo, ⟨Φ⟩, está relacionado con la constante de acoplamiento de la cuerda,

gs = e⟨Φ⟩. (3.58)

3.6. Ecuaciones de Movimiento

Un fondo consistente en teoŕıa de cuerdas debe preservar la invariancia de Weyl a
nivel clásico y cuántico. Esto es equivalente a exigir que la traza del tensor de enerǵıa-
momento (sobre la hoja de mundo hαβ) Tαβ, definido en (2.27), se anule en todos los
niveles. La acción (3.57) resulta ser la acción más general que presenta la anomaĺıa
de Weyl: la traza del valor esperado de Tαβ es cero a nivel clásico pero diferente de
cero y proporcional a las funcionales beta cuando los efectos cuánticos aparecen. La
estructura general de la traza de Tαβ de la acción (3.57) está dada por

⟨Tα
α⟩ = − 1

2α′h
αβ∂αX

µ∂βX
νβµν(G)− i

2α′∂αX
µ∂βX

νβµν(B)− 1

2
R(2)β(Φ), (3.59)

donde las funcionales beta de un lazo de cuerdas bosónicas están dadas por [15, 16],

βµν(G) = α′Rµν + 2α′∇µ∇νΦ− α′

4
HµσρH

σρ
ν , (3.60a)

βµν(B) = −α′

2
∇σHσµν + α′∇σΦHσµν , (3.60b)

β(Φ) = −α′∇µ∇µΦ− α′

4
R + α′∇µΦ∇µΦ +

α′

48
HµνσH

µνσ, (3.60c)

donde Rµν es el tensor de Ricci definido con respecto a Gµν , R es el correspondiente
escalar de Ricci, Hµνσ = ∇[µBνσ] es la intensidad del campo antisimétrico Bµν y ∇µ

es la derivada covariante definida con respecto a Gµν . Las funcionales beta son los
objetos que describen cómo los acoplamientos con los campos dependen de una escala
µ. Por ejemplo, para un campo Gµν(X), se tiene

βµν(G) ∼ µ
∂Gµν(X;µ)

∂µ
. (3.61)

La consistencia de la teoŕıa se asegura si el tensor de enerǵıa-momento (3.59) se
anula. Esto se garantiza si cada una de las funcionales beta (3.60) se iguala a cero, es
decir,

βµν(G) = βµν(B) = β(Φ) = 0. (3.62)
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Estas funcionales beta igualadas a cero se pueden considerar como las ecuaciones de
movimiento del espaciotiempo donde las cuerdas se pueden propagar consistentemen-
te a nivel cuántico. Básicamente, las ecuaciones (3.62) se pueden interpretar como
una generalización de las ecuaciones de Einstein, de Maxwell y de Klein-Gordon,
que se obtienen al imponer la invariancia de Weyl sobre la teoŕıa. En el caso de la
supercuerda, estas son las ecuaciones de movimiento de una teoŕıa de supergravedad.

3.7. Acción Efectiva de Bajas Enerǵıas

Las funcionales beta igualadas a cero (3.62) también se pueden obtener a partir de
un principio variacional de una acción efectiva de bajas enerǵıas. El régimen de bajas
enerǵıas corresponde a enerǵıas E ≪ 1/

√
α′, que es equivalente a fijar E y hacer

α′ → 0. En términos de la longitud de la cuerda, ls =
√
α′, esta región ı́ndica que los

objetos son mucho mayor que la longitud de cuerda ls. En este régimen los estados
masivos de la cuerda se desacoplan y solo los estados no masivos son de importancia.
En el marco de cuerdas, la acción efectiva de bajas enerǵıas para cuerdas bosónicas
está dada por [14, 17]

S =
1

2κ2
0

∫
d26X

√
−Ge−2Φ

(
R + 4∇µΦ∇µΦ− 1

12
HµνσH

µνσ

)
, (3.63)

donde G = detGµν y κ0 es una constante. Al variar la acción (3.63) con respecto a
los campos no masivos se recuperan las funcionales beta (3.60),

δS =
1

2κ2
0

∫
d26X

√
−Ge−2Φ {δGµνβµν(G) + δBµνβµν(B)

+

(
2δΦ− 1

2
GµνδG

µν

)
[β σ

σ (G)− 4β(Φ)]

}
. (3.64)

Al minimizar la acción, δS = 0, se recuperan las ecuaciones de movimiento (3.62).
También es posible escribir la acción (3.63) en el marco de Einstein. Esto se

consigue al aplicar una transformación de Weyl sobre la métrica del espaciotiempo,

G′
µν ≡ eΦ

′/6Gµν , (3.65)

donde Φ′ = Φ − Φ0, con Φ0 el valor asintótico del campo dilatónico. Entonces, en el
marco de Einstein, la acción efectiva (3.63) se ve como [14]

S =
1

2κ2

∫
d26X

√
−G′

(
R′ − 1

6
∇µΦ

′∇µΦ′ − 1

12
e−Φ′/3HµνσH

µνσ

)
, (3.66)

donde G′ = detG′
µν y κ2 = 8πGN = κ2

0e
2Φ0 ∼ l24s g2s , con GN la constante gravitacional
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de Newton en D = 26 dimensiones.
Además de los estados no masivos de la cuerda bosónica, también se pueden

acoplar los estados no masivos de la supercuerda. En particular, para la supercuerda
tipo IIB [18, 19] se tienen los siguientes estados no masivos correspondientes al sector
Ramond-Ramond: un escalar C(0), un tensor de rango dos C(2) y un tensor de rango
cuatro C(4). Las intensidades asociadas a estos campos son F(1) = dC0, F(3) = dC(2) y
F(5) = dC(4), respectivamente. En el marco de cuerdas, la parte bosónica de la acción
efectiva de bajas enerǵıas para supercuerdas tipo IIB está dada por

S =
1

2κ2
0

∫
d10X

√
Ge−2Φ

[
R + 4∇µΦ∇µΦ− 1

2

∣∣H(3)

∣∣2]
− 1

4κ2
0

∫
d10X

[√
G

(∣∣F(1)

∣∣2 + ∣∣∣F̃(3)

∣∣∣2 + 1

2

∣∣∣F̃(5)

∣∣∣2)]
− 1

4κ2
0

∫
d10X

(
C(4) ∧H(3) ∧ F(3)

)
, (3.67)

donde

F̃(3) = F(3) − C(0) ∧H(3), (3.68a)

F̃(5) = F(5) −
1

2
C(2) ∧H(3) +

1

2
B(2) ∧ F(3). (3.68b)

Además, se impone la constricción de autodualidad en F̃(5), es decir, F̃(5) = ∗F̃(5).
Esta constricción de autodualidad se debe imponer en la soluciones y no sobre la
acción. Por simplicidad en la notación, se define Hµνσ ≡ H(3) y Bµν ≡ B(2).

El primer renglón de la acción (3.67) involucra la parte usual de la cuerda bosónica,
que corresponde a los campos del sector de Neveau-Schwarz en la supercuerda. El
segundo renglón corresponde a los campos del sector Ramond-Ramond. El último
renglón corresponde a un término de Chern-Simons que relaciona ambos sectores.
Resulta interesante notar que si se ignoran los campos Ramond-Ramond, la acciones
efectivas (3.63) y (3.67) difieren únicamente en la dimensión del espaciotiempo. Esto
significa que las ecuaciones de movimiento para la cuerda bosónica y la supercuerda
son exactamente las mismas ecuaciones de supergravedad (3.62).

3.8. Solución de Dabholkar-Harvey

Las p-branas negras son soluciones clásicas de las ecuaciones de supergravedad (3.62)
que se interpretan como agujeros negros extendidos en p dimensiones espaciales. La
solución más sencilla en coordenadas esféricas que describe N supercuerdas, cargadas,
estáticas y estiradas en la dirección X1, encontrada por A. Dabholkar y J. A. Harvey
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en 1989, está dada por [20, 21],

ds2 = h−1
(
−dX2

0 + dX2
1

)
+ dr2 + r2dΩ2

7, (3.69a)

e2Φ = g2sh
−1, (3.69b)

B01 = −h−1, (3.69c)

donde

h = 1 +
R6

DH

r6
, R6

DH = 32π2Ng2s l
6
s , dΩ2

7 = dθ21 +
7∑

a=2

(
a−1∏
m=1

sin2 θm

)
dθ2a. (3.70)

Al calcular cada uno de los términos diferentes de cero de la solución (3.69) que
contribuyen a las ecuaciones de supergravedad (3.62), con el paquete de Mathematica
Riemann Geometry and Tensor Calculus, se obtienen los siguientes resultados. Para
la funcional beta β(Φ) se encuentra que:

∇µ∇µΦ =
36R12

DH

r2(r6 +R6
DH)

2
, (3.71a)

R = − 126R12
DH

r2(r6 +R6
DH)

2
, (3.71b)

∇µΦ∇µΦ =
9R12

DH

r2(r6 +R6
DH)

2
, (3.71c)

HµνσH
µνσ = − 216R12

DH

r2(r6 +R6
DH)

2
. (3.71d)

Para la funcional beta βµν(B) se encuentra que:

∇σHσ01 =
36r4R12

DH

(r6 +R6
DH)

3 = −∇σHσ10, (3.72a)

∇σΦHσ01 =
18r4R12

DH

(r6 +R6
DH)

3 = −∇σΦHσ10. (3.72b)
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Para la funcional beta βµν(G) se encuentra que:

H0σρH
σρ

0 =
72r4R12

DH

(r6 +R6
DH)

3 , (3.73a)

H1σρH
σρ

1 = − 72r4R12
DH

(r6 +R6
DH)

3 , (3.73b)

H2σρH
σρ

2 = − 72R12
DH

r2 (r6 +R6
DH)

2 . (3.73c)

R00 =
36r4R12

DH

(r6 +R6
DH)

3 , (3.74a)

R11 = − 36r4R12
DH

(r6 +R6
DH)

3 , (3.74b)

R22 = −6R6
DH(7r

6 − 2R6
DH)

r2 (r6 +R6
DH)

2 , (3.74c)

R33 = − 6R6
DH

r6 +R6
DH

, (3.74d)

R44 = −6R6
DH sin2 θ1

r6 +R6
DH

, (3.74e)

R55 = −6R6
DH

∏2
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

, (3.74f)

R66 = −6R6
DH

∏3
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

, (3.74g)

R77 = −16R6
DH

∏4
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

, (3.74h)

R88 = −6R6
DH

∏5
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

, (3.74i)

R99 = −6R6
DH

∏6
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

. (3.74j)
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∇0∇0Φ = − 9r4R12
DH

(r6 +R6
DH)

3 , (3.75a)

∇1∇1Φ =
9r4R12

DH

(r6 +R6
DH)

3 , (3.75b)

∇2∇2Φ = −3R6
DH (7r6 +R6

DH)

r2 (r6 +R6
DH)

2 , (3.75c)

∇3∇3Φ =
3R6

DH

r6 +R6
DH

, (3.75d)

∇4∇4Φ =
3R6

DH sin2 θ1
r6 +R6

DH

, (3.75e)

∇5∇5Φ =
3R6

DH

∏2
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

, (3.75f)

∇6∇6Φ =
3R6

DH

∏3
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

, (3.75g)

∇7∇7Φ =
3R6

DH

∏4
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

, (3.75h)

∇8∇8Φ =
3R6

DH

∏5
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

, (3.75i)

∇9∇9Φ =
3R6

DH

∏6
a=1 sin

2 θa
r6 +R6

DH

. (3.75j)

Al sumar cada uno de estos términos, de acuerdo a las funcionales beta (3.60), se en-
cuentra que la solución de Dabholkar-Harvey (3.69) satisface las ecuación (3.62). Este
calculo nos permite entender cómo verificar si un fondo es solución de las ecuaciones
de movimiento (3.62), ya que más adelante estudiaremos este mismo fondo bajo cierto
ĺımite.



Caṕıtulo 4

Teoŕıa de Cuerdas No Relativistas

La teoŕıa de cuerdas no relativistas (NRST, por sus siglas en inglés) se define a partir
de un ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa de cuerdas estándar [22, 23]. Este ĺımite
está estrechamente relacionado con el ĺımite de bajas enerǵıas α′ → 0 que define
a la teoŕıa de cuerdas abiertas no conmutativas (NCOS, por sus siglas en inglés)
[24, 25, 26]. Esencialmente se trata del mismo ĺımite, pero sin considerar D-branas
en la teoŕıa. La no conmutatividad de estas teoŕıas se encuentra en el hecho de que
la coordenada temporal X0 y una coordenada espacial, generalmente X1, conocidas
como coordenadas longitudinales, no conmutan, es decir, [X0, X1] ∼ iθ, donde θ
es un parámetro real que mide la no conmutatividad de la teoŕıa. Las coordenadas
restantes, X2, · · · , XD−1 son conocidas como coordenadas transversales, donde D es
la dimensión del espaciotiempo, D = 26 para la cuerda bosónica y D = 10 para la
supercuerda. La formulación original de estas teoŕıas se realizó a partir de una teoŕıa
de cuerdas estándar en espaciotiempo plano con métrica ηµν = diag(−1, 1, · · · , 1).

La teoŕıa NCOS en p+1 dimensiones (p ≤ 5) se obtiene al considerar un arreglo de
Dp-branas con un campo de norma antisimétrico B01 en un ĺımite de bajas enerǵıas
α′ → 0 donde B01 se aproxima a su valor cŕıtico. Inicialmente se pensó que esta teoŕıa
solo conteńıa cuerdas abiertas, en particular esto significa que no hab́ıa gravitones.
Sin embargo, Klebanov y Maldacena, en el contexto de 1+1 NCOS [27], descubrieron
que, cuando la dirección del campo de norma se compactifica sobre un ćırculo de
radio R, cuerdas cerradas con número de enrollamiento estrictamente positivo w > 0
aparecen en la teoŕıa. El gravitón (w = 0) segúıa ausente, pero el espectro de masas de
NCOS ya conteńıa estados de cuerdas cerradas similares con w > 0. Este resultado
motivó a preguntar si teńıa sentido formular una teoŕıa completa de solo cuerdas
cerradas con w > 0, es decir, sin considerar Dp-branas. Esta pregunta se contestó
afirmativamente con el descubrimiento de NRST [23], también conocida como teoŕıa
de cuerdas enrolladas (WST, por sus siglas en inglés) [22].

Interesantemente, en [22] se señaló que el espectro de masas de NRST permite
estados con w = 0 solo si tienen momento transverso p⊥ = 0 y niveles de oscilador

40
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NL = NR = 0. Esto significa que NRST contiene gravitones, dilatones y antisime-
tricones. De hecho, estas part́ıculas son las únicas part́ıculas no masivas de la teoŕıa
responsables de mediar la interacción de largo alcance tipo newtoniana entre cuer-
das no relativistas [22, 28]. Estos campos no masivos de NRST son importantes ya
que se pueden utilizar para describir cuerdas no relativistas que se propagan en un
espaciotiempo curvo.

Recientemente, en [29, 30, 31], con trabajo previo de [32, 33, 34, 35], se mostró
que los campos no masivos de NRST corresponden a los campos independientes que
definen la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas, (τ A

µ , E A′
µ , m A

µ ), un campo
antisimétrico Bµν y un campo dilatónico Φ. El acoplamiento de estos campos con la
hoja de mundo describe una teoŕıa de cuerdas no relativistas que se propagan sobre
una geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas acoplada a un campo antisimétrico y un
campo dilatónico. Esta teoŕıa tiene bien definida una acción del modelo sigma no lineal
y unas ecuaciones de movimiento del espaciotiempo [31, 36, 37]. Interesantemente, en
[31, 38] se mostró que la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas se puede obtener a
partir de un ĺımite no relativista c → ∞ de la geometŕıa riemanniana de relatividad
en el formalismo vielbein. De hecho, también se mostró que el modelo sigma no lineal
y las ecuaciones de movimiento de NRST se pueden obtener al aplicar este mismo
ĺımite sobre las propiedades análogas de la teoŕıa de cuerdas estándar.

En este caṕıtulo derivamos la acción de la hoja de mundo y el espectro de masas
de NRST en espaciotiempo plano a partir de un ĺımite ϵ → 0 de las propiedades
análogas de la teoŕıa de cuerdas estándar. Desarrollamos estas ideas con base al
análisis del ĺımite no relativista ϵ → 0 para part́ıculas puntuales. Después derivamos
la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas a partir de un ĺımite ϵ = c−2 → 0 de la
geometŕıa riemanniana de relatividad general en el formalismo vielbein. Finalmente,
derivamos el modelo sigma no lineal, las ecuaciones de movimiento y una solución
tipo Dabholkar-Harvey de NRST en espaciotiempo curvo al aplicar este mismo ĺımite
sobre las propiedades análogas de la teoŕıa de cuerdas estándar.

4.1. Ĺımite de Bajas Enerǵıas de NRST

En el ĺımite de bajas enerǵıas de NRST (ϵ → 0) la constante de acoplamiento gs, la
longitud de la cuerda ls, la métrica del espaciotiempo plano ηµν y el campo de norma
antisimétrico B01 de la teoŕıa de cuerdas estándar compactificada sobre un ćırculo de
radio R a lo largo de la dirección X1, escalan como

gs =
Gs√
ϵ
, ls = Ls

√
ϵ, gµν = diag(−1, 1, ϵ, ϵ, ...), B01 = 1− λϵ, (4.1)

donde Gs, Ls, R y λ son constantes fijas. Gs es la constante de acoplamiento efectiva,
Ls es la longitud efectiva de la cuerda y λ es un parámetro libre de la teoŕıa que se
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relaciona con el término finito que se deja después de remover una divergencia. La
elección más simple es considerar λ = 0, que corresponde a no dejar una contribución
remanente del campo de norma en la teoŕıa resultante, en este caso, en NRST.

Las propiedades de NRST se pueden obtener al aplicar el ĺımite (4.1) sobre las
propiedades análogas de la teoŕıa de cuerdas estándar. Este es el enfoque adoptado
en [22, 24, 25, 27]. Un enfoque complementario, desarrollado por Gomis y Ooguri
[23], consiste en aplicar el ĺımite (4.1) sobre la acción de la hoja de mundo de la
teoŕıa de cuerdas estándar para obtener una acción propia de NRST y derivar las
propiedades de la manera usual, a partir de la acción. Gomis y Ooguri denominaron
a la teoŕıa resultante como teoŕıa de cuerdas cerradas no relativistas (NRCS, por sus
siglas en inglés) por el hecho de que el espectro de masas de la teoŕıa tiene una forma
no relativista. La naturaleza no relativista de NRST también se puede observar en
el rescalamiento de la métrica en (4.1), que hace que la velocidad de la luz tienda a
infinito. Curiosamente, los art́ıculos [22, 23] se publicaron el mismo d́ıa por dos grupos
de investigadores que no estaban asociados, y ambos hacen referencia a la misma
teoŕıa. Algunas propiedades obtenidas con estos dos enfoques se compararon en [28]
y algunas propiedades se generalizaron a objetos de mayor dimensión en [39, 40].

4.2. Part́ıcula Puntual (No Relativista)

El ĺımite (4.1) también es conocido como ĺımite enrollado [22] ya que define una
teoŕıa de cuerdas donde todos los objetos tienen número de enrollamiento w > 0. Sin
embargo, este ĺımite es una simple generalización del ĺımite no relativista ϵ → 0 para
part́ıculas puntuales, donde los parámetros para una part́ıcula relativista de masa m
acoplada a un campo de norma Aµ escalan como

m =
M

ϵ
, gµν = diag(−1, ϵ, ϵ, ...), A0 = 1− λϵ, (4.2)

con M y λ constantes fijas. Evidentemente, al tratase de objetos de dimensión cero, la
noción de enrollamiento se pierde y la naturaleza no relativista es la única propiedad
que se hace evidente. En este sentido y de manera general, el ĺımite (4.1) también es
conocido como ĺımite no relativista para cuerdas.

Las propiedades de una part́ıcula no relativista se obtienen al aplicar el ĺımite (4.2)
sobre las propiedades análogas de una part́ıcula relativista. Una propiedad importante
que se puede analizar con este tipo de ĺımites es la acción de la teoŕıa. En este caso,
la acción de la ĺınea de mundo para una part́ıcula puntual relativista de masa m
acoplada a un campo de norma Aµ está dada por [22]

S = −m

∫
dτ

[√
−ẊµẊνgµν − AµẊ

µ

]
, (4.3)
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o equivalentemente por [22]

I = −m

2

∫
dτ
[√

−γ
(
γ−1ẊµẊνgµν + 1

)
− 2AµẊ

µ
]
, (4.4)

donde γ = ẊµẊνgµν es la métrica intŕınseca de la ĺınea de mundo y un punto denota
derivación con respecto a τ . En el ĺımite (4.2), la ráız cuadrada de la acción (4.3)
se puede expandir en potencias de ϵ. El término dominante, Ẋ0, es finito, por lo
que multiplicado por m ∝ ϵ−1 implicaŕıa una contribución divergente a la acción.
Sin embargo, este término se cancela precisamente con la contribución dominante del
campo de norma. Los términos subdominantes dan lugar a la siguiente acción finita

SNR = −
∫

dτ

[
−M

2

Ẋ2
⊥

Ẋ0
+ λMẊ0

]
, (4.5)

que se puede identificar como la acción de una part́ıcula no relativista de masa M
acoplada a un término remanente del campo de norma. La elección λ = 0 determina
la acción de una part́ıcula libre no relativista de masa M . Las coordenadas espaciales
se denotan por X⊥ = Xi y se contraen con la métrica euclideana δij.

La acción (4.5) es invariante bajo reparametrizaciones de la ĺınea de mundo τ →
τ̃(τ) y bajo las transformaciones de Galileo (2.1), que infinitesimalmente se ven como

δHX
0 = ζ0, δJX

i = Λi
jX

j, δGX
i = ΛiX0, δPX

i = ζ i, (4.6)

donde ζ0, ζ i, Λi
j y Λi parametrizan translaciones temporales, translaciones espaciales,

rotaciones espaciales e impulsos, respectivamente. Los sub́ındicesH, J ,G y P denotan
los generadores asociados a estas transformaciones. Una observación importante es
que el lagrangiano de (4.5) transforma como una derivada total bajo impulsos (4.6).
Esto conduce a una carga de Noether modificada que da lugar a un álgebra de Galileo
centralmente extendida que contiene un generador de carga central Z. Esta álgebra
de Galileo centralmente extendida es el álgebra de Bargmann [41]. Esto significa
que la acción (4.5) es cuasi-invariante bajo el álgebra de Galileo. Las ecuaciones de
movimiento correspondientes a la acción no relativista (4.5) están dadas por

Ẍ i =
Ẍ0

Ẋ0
Ẋ i, (4.7)

que son las ecuaciones de movimiento de una part́ıcula libre no relativista.
Interesantemente, la acción (4.5) se puede escribir de una forma covariante al

introducir los campos independientes que definen la gravedad de Newton-Cartan de
part́ıculas, τµν = τµτν , hµν = e i

µ e j
ν δij y mµ. La relación que existe entre estos campos

y la acción (4.5) se encuentra codificada en un procedimiento que asocia una variación
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de un campo de norma a cada uno de los generadores del álgebra de Bargmann.
Por ejemplo, una variación δτµ = ∂µτ está asociada al generador H. Al imponer
constricciones de curvatura se puede formular la gravedad de Newton-Cartan a partir
de este procedimiento [42]. En términos de estos campos, la acción (4.5) se ve como

S =
m

2

∫
dτ

[
hµνẊ

µẊν

τρẊρ
− 2mµẊ

µ + λMτρẊ
ρ

]
, (4.8)

donde el término mµẊ
µ es necesario para hacer a la acción invariante bajo impulsos.

Esta acción śı es invariante bajo las transformaciones de Galileo infinitesimales (4.6)
y es cuasi-invariante del álgebra de Bargmann: bajo transformaciones Z, δmµ = ∂µσ,
el lagrangiano de (4.8) transforma como una derivada total, mientras que bajo las
otras transformaciones el lagrangiano se mantiene invariante.

También es posible considerar el ĺımite (4.2) sobre la acción (4.4). En este ĺımite
y en la norma η = −1, la acción (4.4) se reduce a

I = −M

2ϵ

∫
dτ
[
(Ẋ0)2 + 1− 2A0Ẋ

0
]
+

M

2

∫
dτẊ2

⊥. (4.9)

Es claro que el rescalamiento relativo en (4.2) entre m y las componentes espaciales
de la métrica se elige de modo que la acción para las coordenadas espaciales X⊥ sea
finita. Para tratar con la divergencia en la coordenada temporal, se reescribe la acción
(4.9) en términos de un multiplicador de Lagrange l, es decir,

I = −
∫

dτ

[
l(Ẋ0 − A0)−

ϵ

2M
l2 + 1− (A0)

2 − M

2
Ẋ2

⊥

]
. (4.10)

Entonces, en el ĺımite ϵ → 0 se obtiene la siguiente acción finita

INR = −
∫

dτ

[
l(Ẋ0 − 1)− M

2
Ẋ2

⊥ + λM

]
, (4.11)

que se puede identificar como la acción de una part́ıcula no relativista de masa M
acoplada a una término remanente del campo de norma. La ecuación de movimiento
para l implica la condición de norma estática Ẋ0 = 1, que es justo la condición de
norma original γ = ẊµẊνgµν = −1, en el ĺımite (4.2).

Otra propiedad importante que se puede analizar con este ĺımite es el espectro de
masas de la teoŕıa. Dicho espectro se puede obtener al calcular el momento canónico de
cualquiera de las dos acciones (4.5) o (4.11) y revisar las constricciones que satisfacen.
Sin embargo, resulta más sencillo aplicar el ĺımite no relativista (4.2) directamente
sobre el espectro de masas para el caso relativista. En este caso, el espectro de enerǵıa
de una part́ıcula relativista de masa m acoplada a un campo de norma Aµ está dada
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por

p0 =
√

m2 + gij (pi − Ai) (pj − Aj)−mA0. (4.12)

En el ĺımite (4.2), el momento espacial escala como p⊥ = pi ∝ ϵ−1 y entonces la
ráız cuadrada de (4.12) se puede expandir en potencias de ϵ. El término divergente,
M/ϵ, se cancela precisamente con el término divergente de la contribución mA0. Los
términos restantes dan lugar al siguiente espectro finito [22]

p0 =
p2⊥
2M

+ λM, (4.13)

que se puede identificar como el espectro de una part́ıcula no relativista de masa
M acoplada a una contribución remanente del campo de norma. La elección λ = 0
determina el espectro de una part́ıcula libre no relativista de masa M .

Con estas dos propiedades analizadas, es claro que el papel principal que juega
el campo de norma es el de remover las divergencias tanto en la acción como en el
espectro de la teoŕıa. Este hecho permite definir estas propiedades de manera finita
en el ĺımite (4.2) y asociarlas a una teoŕıa de part́ıculas no relativistas. Además, la
elección λ = 0 elimina la contribución remanente del campo de norma y determina
las propiedades de una part́ıcula libre no relativista.

4.3. Acción Tipo Nambu-Goto

Un análisis similar se puede realizar considerando el ĺımite (4.1) para derivar las pro-
piedades de NRST en espaciotiempo plano. En este caso, en vez de tener una coor-
denada temporal X0 y D − 1 coordenadas espaciales X⊥, se tienen dos coordenadas
longitudinales XA, A = 0, 1 y D−2 coordenadas transversales XA′

, A′ = 2, · · · , D−1.
Además, en vez de tener la masa de la part́ıcula m ∝ ϵ−1, se tiene la tensión de la
cuerda T = 1/2πl2s ∝ ϵ−1. Evidentemente, al tratarse de objetos extendidos a lo largo
de una dimensión espacial, en vez de acoplar un campo de norma Aµ, se acopla un
campo de norma antisimétrico Bµν . La acción de la hoja de mundo de una cuerda
(relativista) de tensión T acoplada a un campo de norma antisimétrico Bµν está dada
por la acción de Nambu-Goto,

S = −T

∫
d2σ

[√
− det (∂αXµ∂βXνgµν)−

1

2
ϵαβ∂αX

µ∂βX
νBµν

]
, (4.14)

donde α, β = 0, 1 son ı́ndices de la hoja de mundo, asociadas a las coordenadas σ0 = τ
y σ1 = σ, y ϵαβ es el tensor antisimétrico de Levi-Civita que satisface ϵ01 = +1. Como
resultado de la invariancia bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo, el tensor
de enerǵıa-momento de la hoja de mundo de (4.14) es cero.
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Para revisar los efectos del ĺımite (4.1) sobre la acción (4.14), resulta conveniente
desarrollar expĺıcitamente el determinante de la acción (4.14) de la siguiente forma:

det(...) =
(
ẊAẊA + ϵẊA′

ẊA′

)(
X ′BX ′

B + ϵX ′B′
X ′

B′

)
−

(
ẊAX ′

A + ϵẊA′
X ′

A′

)(
X ′BẊB + ϵX ′B′

ẊB′

)
, (4.15)

y despreciar los términos de orden O(ϵ2), es decir,

det(...) = ẊAẊAX
′BX ′

B − ẊAX ′
AX

′BẊB

+ ϵ
(
ẊAẊAX

′B′
X ′

B′ + ẊA′
ẊA′X ′BX ′

B − 2ẊAX ′
AX

′B′
ẊB′

)
, (4.16)

donde un punto denota derivación con respecto a τ y una variable primada indica
derivación con respecto a σ. Los ı́ndices A y A′ se contraen con ηAB = diag(−1, 1)
y δA′B′ , respectivamente. Los primeros dos términos de este determinante se pueden
ver como un cuadrado perfecto si se considera la identidad

ẊAẊAX
′BX ′

B − ẊAX ′
AX

′BẊB = det
(
∂αX

A∂βX
BηAB

)
= −

(
ϵαβ∂αX

0∂βX
1
)2

,(4.17)

que es válida solo si ϵαβ∂αX
0∂βX

1 > 0, es decir, si la cuerda está orientada a lo largo
de la dirección +X1. Si esto sucede, entonces, en el ĺımite (4.1), la ráız cuadrada de la
acción (4.14) se puede expandir en potencias de ϵ. El término dominante (longitudinal)
es finito, por lo que multiplicado por T ∝ ϵ−1 implicaŕıa una contribución divergente.
Sin embargo, se cancela precisamente con la contribución dominante del campo de
norma. Los términos subdominantes dan lugar a la siguiente acción finita [22]

SNR = −TNR

∫
d2σ

[
−λ
(
Ẋ0X ′1 − Ẋ1X ′0

)
+

2ẊAX ′
AX

′B′
ẊB′ − ẊAẊAX

′B′
X ′

B′ − ẊB′
ẊB′X ′AX ′

A

2
(
Ẋ0X ′1 − Ẋ1X ′0

)
 , (4.18)

que se puede identificar como la acción tipo Nambu-Goto de una cuerda no relativista
con tensión efectiva TNR = 1/2πL2

s acoplada a una contribución remanente del campo
de norma. La elección λ = 0 determina la acción de una cuerda libre no relativista.

Al definir la métrica de la hoja de mundo longitudinal h′
αβ = ∂αX

A∂βX
BηAB, que

es precisamente el argumento del determinante en la identidad (4.17), la acción (4.18)
se puede reescribir de una forma familiar:

SNR = −TNR

2

∫
d2σ

√
−h′

(
h

′αβ∂αX
A′
∂βX

B′
δA′B′ − 2λ

)
, (4.19)



CAPÍTULO 4. TEORÍA DE CUERDAS NO RELATIVISTAS 47

donde h′ = deth′
αβ. Las ecuaciones de movimiento de la acción (4.19) tienen la forma

∂α

(√
−h′h

′αβ∂βX
A′
)
= 0, (4.20)

que son las ecuaciones de movimiento de una cuerda libre no relativista [22].
La acción (4.19) es invariante bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo σ →

σ̃(σ) y bajo las transformaciones galileanas de cuerdas

δXA = ΛA
BX

B + ζA, δXA′
= ΛA′

B′XB′
+ ΛA′

AX
A + ζA

′
, (4.21)

donde los parámetros ζA, ζA
′
, ΛA′

B′ , ΛA′
A y ΛA

B son translaciones longitudinales
constantes, translaciones transversales constantes, rotaciones transversales, impulsos
cuerderos y rotaciones longitudinales, respectivamente. Una observación importante
es que el lagrangiano de (4.19) transforma como una derivada total bajo impulsos
cuerderos. Esto conduce a una carga de Noether modificada que da lugar a una
extensión del álgebra galileana de cuerdas que contiene dos generadores: ZA y ZAB.
Los generadores de esta álgebra galileana de cuerdas extendida se pueden asociar a
variaciones de campos de norma [35]. Al imponer constricciones de curvatura se puede
formular lo que se conoce como la gravedad de Newton-Cartan de cuerdas, donde los
campos independientes son τµν = τ A

µ τ B
µ ηAB, hµν = E A′

µ E B′
ν δA′B′ y m A

µ . La acción
(4.19) se puede reescribir de una forma covariante a través de estos campos,

SNR = −TNR

2

∫
d2σ

√
−τ ′τ

′αβ∂αX
µ∂βX

ν
(
hµν − 2m A

µ τ A
ν − 2λ

)
, (4.22)

donde τ ′αβ = ∂αX
µ∂βX

ντµν y τ ′ = det τ ′αβ. El término m A
µ τ A

ν es necesario para
hacer a la acción invariante bajo impulsos cuerderos. Esta acción es cuasi-invariante
del algebra de Galileo de cuerdas extendida: bajo transformaciones ZA, δm

A
µ = ∂µσ

A

el lagrangiano (4.22) transforma como una derivada total, mientras que bajo las otras
transformaciones el lagrangiano se queda invariante. De hecho, bajo transformaciones
ZAB el lagrangiano también se queda invariante.

4.4. Acción Tipo Polyakov o β − γ

La acción tipo Polyakov o β − γ de NRST se puede obtener al considerar el ĺımite
(4.1) sobre la acción de Polyakov para una cuerda. En este caso, la acción de la hoja
de mundo para una cuerda (relativista) con tensión T = 1/2πl2s acoplada a un campo
de norma antisimétrico Bµν está dada por la acción de Polyakov

I = −T

2

∫
d2σ

[√
−hhαβ∂αX

µ∂βX
νgµν − ϵαβ∂αX

µ∂βX
νBµν

]
, (4.23)
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donde hαβ = ∂αX
µ∂βX

νgµν es la métrica intŕınseca y h = dethαβ. En el ĺımite (4.1)
y en la norma conforme hαβ = ηαβ = diag(−1, 1), la acción (4.23) se simplifica a

I = −TNR

2ϵ

∫
d2σ

[
ηαβ∂αX

A∂βX
BηAB − 2ϵαβ∂αX

0∂βX
1B01

]
(4.24)

− TNR

2

∫
d2σηαβ∂αX

A′
∂βX

B′
δA′B′ .

Una vez más, es claro que el rescalamiento relativo en (4.1) entre la tensión de la
cuerda T = 1/2πl2s y las componentes transversales de la métrica gµν se elige de tal
modo que la acción para las coordenadas transversales sea finita.

Para tratar con las divergencias en las coordenadas longitudinales en (4.24), resulta
conveniente introducir las siguientes coordenadas del cono de luz

∂ = ∂τ + ∂σ, ∂ = −∂τ + ∂σ ; γ = X0 +X1, γ = −X0 +X1, (4.25)

donde

∂γ = +Ẋ0 + Ẋ1 +X ′0 +X ′1, (4.26a)

∂γ = −Ẋ0 + Ẋ1 −X ′0 +X ′1, (4.26b)

∂γ = −Ẋ0 − Ẋ1 +X ′0 +X ′1, (4.26c)

∂γ = +Ẋ0 − Ẋ1 −X ′0 +X ′1, (4.26d)

es decir

∂γ∂γ = +(Ẋ0)2 + 2Ẋ0X ′1 − (Ẋ1)2 − 2Ẋ1X ′0 − (X ′0)2 + (X ′1)2, (4.27a)

∂γ∂γ = +(Ẋ0)2 − 2Ẋ0X ′1 − (Ẋ1)2 + 2Ẋ1X ′0 − (X ′0)2 + (X ′1)2. (4.27b)

Por lo tanto, los términos longitudinales de la acción (4.24) se simplifican a

ηαβ∂αX
A∂βX

BηAB =
1

2

(
∂γ∂γ + ∂γ∂γ

)
, (4.28a)

ϵαβ∂αX
A∂βX

BBAB =
1

2

(
∂γ∂γ − ∂γ∂γ

)
(1− λϵ) , (4.28b)

y el término transversal se simplifica a

ηαβ∂αX
A′
∂βX

B′
δA′B′ = ∂XA′

∂XB′
δA′B′ . (4.29)

Con esto en mente, la acción (4.24) se puede reescribir de la siguiente forma

I = −TNR

2ϵ

∫
d2σ

[
∂γ∂γ +

λϵ

2

(
∂γ∂γ − ∂γ∂γ

)]
− TNR

2

∫
d2σ∂XA′

∂XB′
δA′B′ .(4.30)
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Además, en la norma conforme se tiene que Ẋ · X ′ = 0 y Ẋ2 = −X ′2, que junto
con el ĺımite (4.1) implica que X ′0 = Ẋ1 y X ′1 = Ẋ0, de modo que ∂γ = ∂γ = 0
pero ∂γ∂γ ̸= 0. Este hecho permite reescribir la acción (4.30) en términos de dos
multiplicadores de Lagrange β y β̃ con las constricciones ∂γ = ϵβ y ∂γ = ϵβ̃, es decir,

I = −TNR

2

∫
d2σ

[
β∂γ + β̃∂γ + ϵ

(
1− λϵ

2

)
ββ̃ +

λ

2
∂γ∂γ + ∂XA′

∂XB′
δA′B′

]
.(4.31)

Entonces, en el ĺımite ϵ → 0 se obtiene la acción finita [28]:

INR = −TNR

2

∫
d2σ

[
β∂γ + β̃∂γ +

λ

2
∂γ∂γ + ∂XA′

∂XB′
δA′B′

]
, (4.32)

que se puede identificar como la acción tipo Polyakov o β − γ para una cuerda no
relativista con tensión TNR acoplada a una contribución remanente del campo de
norma. La elección λ = 0 determina la acción de una cuerda libre no relativista con
tensión TNR. Las ecuaciones de movimiento de la acción (4.32) están dadas por [28]

∂γ = ∂γ = 0, ∂β̃ +
λ

2
∂∂γ = 0, ∂β +

λ

2
∂∂γ = 0. (4.33)

Al tomar λ = 0, las ecuaciones de movimiento se reducen a ∂γ = ∂γ = ∂β̃ = ∂β = 0.
También es posible considerar el caso λ = 1/2 para cumplir con la convención habitual
de la teoŕıa NCOS. Sin embargo, en [28] se mostró que el espectro dinámico de NCOS
no depende de λ, por lo que consistentemente se puede tomar λ = 0.

El espectro de masas de NRST se podŕıa obtener al calcular el momento canónico
de la cuerda no relativista a partir de cualquiera de las dos acciones (4.18) o (4.32),
imponer las condiciones de periodicidad para cuerdas cerradas y usar la expansión en
modos usual. Sin embargo, también se puede obtener al considerar el ĺımite de NRST
(4.1) sobre el espectro de masas para cuerdas cerradas usual.

4.5. Espectro de Masas de NRST

El espectro de masas de NRST se puede obtener al aplicar el ĺımite (4.1) sobre el
espectro de masas para cuerdas cerradas de la teoŕıa de cuerdas estándar [27]. En
presencia de un campo de norma antisimétrico B01, el espectro de masas para cuerdas
cerradas, con la dirección del campo de norma compactificada sobre un ćırculo de radio
R, con n unidades de momento y w unidades de enrollamiento está dada por

p20 + 2p0B01
wR

l2s
−
(
wR

l2s

)2 (
1−B2

01

)
−
(
n

R

)2

− p2⊥ − 2

l2s
(NL +NR) = 0, (4.34)
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donde p⊥ es el momento transverso y NL y NR son respectivamente los niveles de
oscilador izquierdo y derecho, que satisfacen la condición de coincidencia de nivel,

NL −NR = nw. (4.35)

El espectro de masas (4.34) se puede ver como una ecuación cuadrática para la enerǵıa
p0, donde las dos soluciones están dadas por [27],

p0 = −B01wR

l2s
±

√(
wR

l2s

)2

+

(
n

R

)2

+ p2⊥ +
2

l2s
(NL +NR). (4.36)

El término cuadrático en B01 se ha cancelado dentro de la ráız cuadrada. Si se restringe
la atención al intervalo f́ısico |B01| ≤ 1, se elige la solución con signo positivo en (4.36)
para tener enerǵıas positivas p0 > 0. En el intervalo |B01| > 1, la elección de cualquiera
de las dos soluciones da lugar a estados con enerǵıa negativa p0 < 0. Por ahora no se
considera este intervalo.

En el ĺımite (4.1), el momento transverso escala como p⊥ = k⊥/ϵ, donde k⊥ es
una constante fija. Para estados con w = 0, el espectro de masas (4.36) se reduce a

p0 =

√(
n

R

)2

+ p2⊥ +
2

l2s
(NL +NR), (4.37)

que es una enerǵıa divergente, p0 ∝ ϵ−1/2 → ∞, al menos que k⊥ = NL = NR = 0. En
este caso, se tiene p0 = |n|/R. Por otro lado, para estados con w ̸= 0, la ráız cuadrada
del espectro de masas (4.36) se puede expandir en potencias de ϵ, es decir,

p0 = −wR

ϵL2
s

+
λwR

L2
s

+
|w|R
ϵL2

s

+
L2
s

2|w|R
k2
⊥ +

NL +NR

|w|R
+ ϵ

n2L2
s

2|w|R3
. (4.38)

En el ĺımite ϵ → 0 este espectro diverge, al menos que w > 0. En este caso se obtiene

p0 =
λwR

L2
s

+
L2
s

2wR
k2
⊥ +

NL +NR

wR
, (4.39)

que se puede identificar como el espectro de masas de NRST. Los estados no masivos
con w = 0, p⊥ = NL = NR = 0, son los responsables de mediar la fuerza newtoniana
entre cuerdas no relativistas [28]. Esto significa que NRST contiene gravitones, antisi-
metricones y dilatones. Por argumentos de conservación del número de enrollamiento,
el espectro dinámico de NRST se define sin considerar el primer término de (4.39),
es decir, es independiente del parámetro λ [22].
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4.6. Geometŕıa de Newton-Cartan de Cuerdas

La geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas es a la gravedad de Newton-Cartan de
cuerdas lo que la geometŕıa riemanniana es a la relatividad general. La gravedad de
Newton-Cartan de cuerdas es una generalización de la gravedad de Newton-Cartan
de part́ıculas. Esta generalización se puede obtener al asociar variaciones de campos
de norma con los generadores de la extensión del álgebra galileana de cuerdas y
establecer constricciones de curvatura [35]. De hecho, la gravedad de Newton-Cartan
de part́ıculas y la relatividad general en el formalismo vielbein también se pueden
obtener bajo un procedimiento análogo aplicado sobre los generadores del álgebra de
Bargmann [42] y el álgebra de Poincaré [43, 44], respectivamente. Alternativamente,
las propiedades generales de la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas se pueden
obtener a partir de un ĺımite no relativista c → ∞ de la geometŕıa riemanniana de
relatividad general en el formalismo vielbein con un campo de norma auxiliar M̂µν

que no describe grados de libertad de propagación, ∂[µM̂νρ] = 0, [31].
Para revisar el resultado de [31] en términos de un ĺımite ϵ → 0, que sea consistente

con un rescalamiento transversal en vez de uno longitudinal, resulta útil adoptar la
notación del art́ıculo e introducir la siguiente expansión explicita de las componentes
del vielbein del espaciotiempo Ê Â

µ y el campo de norma auxiliar M̂µν ,

Ê A
µ = X A

µ + ϵm A
µ , Ê A′

µ =
√
ϵE A′

µ , M̂µν = −X A
µ X B

µ ϵAB, (4.40)

donde

X A
µ = τ A

µ − ϵC A
µ . (4.41)

El ı́ndice interno Â se ha dividido en un ı́ndice longitudinal A y uno transversal A′.
En esta notación, los términos con gorro representan propiedades de la geometŕıa
riemanniana y los términos sin gorro representan propiedades de la geometŕıa de
Newton-Cartan de cuerdas. Los campos τ A

µ , E A′
µ y m A

µ corresponden a los campos
independientes que definen la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas; en particular
τ A
µ y E A′

µ juegan el papel del vielbein longitudinal y transversal, respectivamente. El
campo m A

µ está relacionado con el generador ZA de la extensión del álgebra galileana
de cuerdas. Básicamente, m A

µ es necesario para que NRST sea invariante bajo las
transformaciones galileanas de cuerdas (4.21). Los campos C A

µ son arbitrarios y no
forman parte de los campos independientes que definen esta geometŕıa.

La expansión del vielbein inverso Êµ

Â
se elige de tal forma que al sustituirla, junto

con la expansión (4.40), en (2.44) y tomar el ĺımite ϵ → 0, se obtenga lo siguiente:

τµA τ
B

µ = δBA, τ A
µ τ νA + E A′

µ Eν
A′ = δνµ, (4.42a)

E A′

µ Eµ
B′ = δA

′

B′ , τµAE
A′

µ = Eµ
A′ τ

A
µ = 0. (4.42b)
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La expansión de las componentes de Êµ

Â
que dan lugar a estas condiciones son:

Êµ
A = τµA − ϵτµB

(
m B

ν − C B
ν

)
τ νA , (4.43a)

Êµ
A′ =

1√
ϵ
Eµ

A′ −
√
ϵτµA

(
m A

ν − C A
ν

)
Eν

A′ . (4.43b)

Las condiciones de invertibilidad (4.42) son precisamente las condiciones que dan
lugar a las relaciones usuales que satisfacen las métrica de Newton-Cartan (2.86). La
única diferencia es que para este caso cuerdero la relación τµντ

µν = 1 se reemplaza por
τµντ

µν = 2. Esto resulta claro si se considera que, en vez de tener una métrica temporal
y una espacial, se tiene una métrica longitudinal τµν = τ A

µ τ B
ν ηAB y una transversal

hµν = E A′
µ E B′

ν δA′B′ . La métrica longitudinal/transversal inversa se construye en
términos del vielbein longitudinal/transversal inverso.

Otro ingrediente importante de la formulación vielbein de relatividad general es
la conexión de esṕın Ω̂ ÂB̂

µ , que tiene asociada un tensor de curvatura R̂ ÂB̂
µν con

dependencia explicita de la conexión de esṕın dada por (2.52). Se introduce la siguiente
expansión no expĺıcita de las componentes de la conexión de esṕın:

Ω̂ AB
µ =

(
Ωµ + ϵnν

)
ϵAB, Ω̂ AA′

µ =
√
ϵΩ AA′

µ , Ω̂ A′B′

µ = Ω A′B′

µ , (4.44)

aśı como una expansión similar de las componentes de su tensor de curvatura,

R̂ AB
µν = Rµν(M)ϵAB, R̂ AA′

µν =
√
ϵR AA′

µν (G), R̂ A′B′

µν = R A′B′

µν (J), (4.45)

donde se ha introducido un campo de norma nµ para parametrizar los términos de

orden O(ϵ) en la expansión de Ω̂ AB
µ . Este término se vuelve irrelevante en el ĺımite

ϵ → 0. Los tensores de curvatura Rµν(M), R AA′
µν (G) y R A′B′

µν (J) están asociados con
los generadores de rotación longitudinal M , de impulso GAA′ y de rotación transversal
JA′B′ , del álgebra galileana de cuerdas (4.21), respectivamente.

La conexión de esṕın no es un campo de norma independiente, de hecho, depende
del vielbein de una manera tal que se cumpla la constricción de torsión cero (2.55).
La expresión explicita de la conexión de esṕın en términos del vielbein y sus derivadas
está dada por (2.57). Al aplicar la expansión del vielbein (4.40) y la expansión de la
conexión de esṕın (4.44) sobre la constricción de torsión cero (2.55) se obtiene

R A
µν (H) + ϵ

(
R A

µν (Z)− 2C A
µν

)
+O(ϵ2) = 0, (4.46a)

R A′

µν (P ) +O(ϵ) = 0, (4.46b)

donde

C A
µν ≡ ∂[µC

A
ν] + ϵABC

B
[µ Ων]. (4.47)
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Los tensores R A
µν (H), R A′

µν (P ) y R A
µν (Z) en (4.46) están asociados a los generadores

de translación longitudinal HA, translación transversal PA′ y al generador ZA de la
extensión del álgebra galileana de cuerdas (4.21), respectivamente. La expresión semi-
expĺıcita de estos tensores está dada por

R A
µν (H) = 2

(
∂[µτ

A
ν] + ϵABτ

B
[µ Ων]

)
, (4.48a)

R A′

µν (P ) = 2
(
∂[µE

A′

ν] + E B′

[µ Ω A′

ν] B′ − τ A
[µ Ω A′

ν]A

)
, (4.48b)

R A
µν (Z) = 2

(
∂[µm

A
ν] + ϵABm

B
[µ Ων] + τ B

[µ nn]ϵ
A
B + E A′

[µ Ω A
ν] A′

)
. (4.48c)

Por otro lado, al aplicar la expansión del campo de norma auxiliar M̂µν (4.40) sobre

la constricción de curvatura cero, ∂[µM̂νρ] = 0, se obtiene

0 = X A
[µ ∂νX

B
ρ] ϵAB

= ϵAB

[
τ A
[µ ∂ν τ

B
ρ] − ϵ

(
τ A
[µ ∂νC

B
ρ] + C A

[µ ∂ν τ
B

ρ]

)]
+O(ϵ2)

= 1
2
ϵAB

{
τ A
[µ R B

νρ] (H)− ϵ
[
C A

[µ R B
νρ] (H) + 2τ A

[µ C B
νρ]

]}
+O(ϵ2). (4.49)

Al despejar R A
µν (H) de (4.46), sustituirlo en (4.49) y tomar ϵ → 0, se obtiene

ϵABτ
A

[µ R B
νρ] (Z) = 0. (4.50)

Al utilizar las propiedades del vielbein, de intercambiar ı́ndices planos y curvos a
través del vielbein inverso, la constricción (4.50) se puede expresar como

R A
AA′ (Z) = R A

A′B′ (Z) = 0. (4.51)

Al aplicar el ĺımite ϵ → 0 en (4.46), también se obtiene

R A
µν (H) = R A′

µν (P ) = 0. (4.52)

Las constricciones (4.51) y (4.52) son las constricciones de torsión cero de la geometŕıa
de Newton-Cartan de cuerdas, independientes del campo de norma nµ y las funciones
arbitrarias C A

µ . Estas constricciones permiten resolver todas las componentes en la

conexión de esṕın, Ωµ, Ω
A′B′

µ aśı como Ω̃ AA′
µ , con

Ω̃ AA′

µ ≡ Ω AA′

µ − τ B
µ W AA′

B , (4.53)

donde el término W A′
AB corresponde a las componentes de Ω AA′

µ que aparecen sin
constricciones e independientes. Expĺıcitamente, este término se ve como

W A′

AB = RA′AB(Z)− 2
[
mA′AB − 1

2
ηABm

C
A′C

]
. (4.54)
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En términos de los campos independientes τ A
µ , E A′

µ , m A
µ y W A′

AB , se tiene que

Ωµ = ϵAB
(
τµAB − 1

2
τ C
µ τABC

)
, (4.55a)

Ω AA′

µ = −2E [A′B′]
µ + E C′

µ EA′B′

C′ + τ A
µ mA′B′

A, (4.55b)

Ω AA′

µ = −E AA′

µ + EµB′EAA′B′
+m A′A

µ + τµBmAA′B

+ 2τµB

[
mA′AB − 1

2
ηABmA′C

C

]
+ τ B

µ W AA′

B . (4.55c)

Por otro lado, al sustituir la expansión (4.44) en la expresión explicita del tensor de
curvatura de la conexión de esṕın (2.52), comparar con la expansión hecha en (4.45)
y tomar el ĺımite ϵ → 0, se obtiene lo siguiente

Rµν(M) = ∂[µΩν], (4.56a)

R A′B′

µν (J) = ∂[µΩ
A′B′

ν] + Ω A′C′

[µ Ω B′

ν] C′ , (4.56b)

R AA′

µν (G) = ∂[µΩ
AA′

ν] + ϵABΩ
BA′

[µ Ων] + Ω AB′

[µ Ω A′

ν] B′ . (4.56c)

Al utilizar la expansión expĺıcita (4.55), se puede reescribir la expansión (4.56) de
manera expĺıcita en términos de los campos independientes τ A

µ , E A′
µ , m A

µ y WABA′ .

También es posible calcular el ĺımite ϵ → 0 de la conexión de Levi-Civita Γ̂ρ
µν

(2.54) y el tensor de Riemann R̂µ
νρσ(Γ̂) (2.53). Se obtienen los siguientes resultados

Γ̂ρ
µν = Γρ

µν +O(ϵ), R̂ρ
σµν(Γ) = Rρ

σµν(Γ) +O(ϵ) (4.57)

donde

Γρ
µν ≡ τ ρA

(
∂µτ

A
ν − ϵABΩµτ

B
ν

)
+ Eρ

A′

(
∂µE

A′

ν − Ω A′B′

µ EνB′ + Ω̃ AA′

µ τνA
)

+ Eρ
A′ τ

A
µ τ B

ν W A′

AB , (4.58)

y

Rρ
σµν(Γ) = Eρ

A′ τ
A

σ R A′

µνA (G)− τ ρA τ
B

σ R A
µν B(M)− Eρ

A′E
B′

σ R A′

µν B′(J). (4.59)

Estos elementos describen la curvatura de la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas.

4.7. Modelo Sigma No Lineal de NRST

Hasta ahora, se ha revisado la dinámica de una cuerda no relativista que se propaga
en un espaciotiempo plano. Para describir la dinámica de una cuerda no relativista
que se propaga en un fondo de espaciotiempo curvo, se utilizan los estados no masivos
de NRST. El espectro de masas de NRST permite estados no masivos (w = 0) con
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momento transverso p⊥ = 0 y niveles de oscilador NL = NR = 0. Esto significa que
NRST contiene cierto tipo de gravitones, antisimetricones y dilatones. Estos campos
corresponden a los campos independientes que definen la geometŕıa de Newton-Cartan
de cuerdas, τ A

µ , E A′
µ , m A

µ , un campo antisimétrico Bµν y un campo dilatónico Φ
[29, 30, 31]. Al acoplar estos campos a la hoja de mundo se obtiene una teoŕıa de
cuerdas no relativistas que se propagan sobre una geometŕıa de Newton-Cartan de
cuerdas acoplada a un campo antisimétrico Bµν y un campo dilatónico Φ.

Para obtener el modelo sigma no lineal de NRST a partir de un ĺımite ϵ → 0 del
modelo sigma no lineal estándar (3.57), se introduce la siguiente expansión:

Ĝµν = Ê Â
µ Ê B̂

ν ηÂB̂, B̂µν = M̂µν + ϵBµν , Φ̂ = Φ + ln
1√
ϵ
, (4.60)

donde los campos con gorro, Ĝµν , B̂µν y Φ̂, representan los campos de la teoŕıa
de cuerdas estándar y los campos sin gorro Bµν y Φ representan los campos de la

teoŕıa de cuerdas no relativistas. La función M̂µν es un campo antisimétrico auxiliar

con la constricción de ser pura norma, ∂[µM̂νρ] = 0. La expansión expĺıcita de Ĝµν

y M̂µν está en términos de los campos independientes que definen la geometŕıa de
Newton-Cartan de cuerdas, τ A

µ , E A′
µ , m A

µ , de acuerdo a la expansión (4.40). La
expansión (4.60) se puede interpretar como una generalización de la expansión para
el caso plano (4.1). Por ejemplo, la expansión de Ĝµν se sigue de la definición del

vielbein del espaciotiempo Ê Â
µ en (2.45). Además, en la expansión (4.40) se observa

que el vielbein transversal escala como E A′
µ ∼

√
ϵ, justo como la ráız cuadrada de

las componentes transversales de la métrica en el caso plano, mientras que el vielbein
longitudinal Ê A

µ se mantiene sin rescalamiento y solo se ajusta con el campom A
µ para

asegurar la invariancia bajo impulsos de las transformaciones galileanas de cuerdas
(4.21). La expansión de B̂µν se puede considerar como una generalización covariante

de la expansión del caso plano, donde M01 = 1 y B01 = −λ. La expansión de Φ̂ se
ajusta con un término logaŕıtmico divergente ya que para el caso plano la constante
de acoplamiento diverge, gs ∼ eΦ̂ = Gs/

√
ϵ, donde Gs ≡ eΦ, es decir, la expansión de

Φ̂ es consecuencia de la expansión de gs.
La expansión (4.60) se puede expresar expĺıcitamente en términos de los campos

de la geometŕıa de Newton-Cartan cuerdas al considerar la expansión (4.40),

Ĝµν = τµν + ϵHµν − ϵ
(
τ A
µ C B

ν + τ A
ν C B

µ

)
ηAB +O(ϵ2), (4.61a)

B̂µν = −τ A
µ τ B

ν ϵAB + ϵBµν + ϵ
(
τ A
µ C B

ν − τ A
ν C B

µ

)
ϵAB +O(ϵ2), (4.61b)

Φ̂ = Φ + ln
1√
ϵ
, (4.61c)
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donde

τµν = τ A
µ τ B

ν ηAB , Hµν = E A′

µ E B′

ν δA′B′ +
(
τ A
µ m B

ν + τ A
ν m B

µ

)
ηAB . (4.62a)

Los campos τµν yHµν son invariantes bajo impulsos de las transformaciones galileanas
de cuerdas (4.21).

Antes de sustituir la expansión explicita (4.61) en la acción del modelo sigma no
lineal estándar (3.57) y tomar el ĺımite ϵ → 0, resulta conveniente reescribir esta
acción estándar S de una forma general. Para hacer esto, se considera que la integral
de trayectoria correspondiente a esta acción se puede ver como

Z =

∫
DXµ

√
−Ĝe−S =

∫
DXµe−SG , (4.63)

donde D es la medida de integración, suma sobre todas las configuraciones del campo
posibles, Ĝ = det Ĝµν , y SG es una acción efectiva,

SG = S − 1

8π

∫
d2σ

√
−hR(2) ln

√
−Ĝ, (4.64)

con R(2) el tensor de Ricci de la hora de mundo hαβ y h = dethαβ. Por otro lado, por
definición, el vielbein de la hoja de mundo e a

α es tal que

hαβ = e a
α e b

β ηab. (4.65)

Al introducir las siguientes coordenadas del cono de luz,

eα = e 0
α + e 1

α , eα = −e 0
α + e 1

α , (4.66)

y definir

∇ =
1√
−h

ϵαβeα∇β, ∇ =
1√
−h

ϵαβeα∇β, (4.67)

donde ∇α es la derivada covariante definida con respecto a hαβ, es fácil ver que

−h∇Xµ∇Xν = ϵαβϵγδeαeγ∇βX
µ∇δX

ν

=
(
−e 0

0 e 0
0 − e 1

0 e 1
0

)
∇1X

µ∇1X
ν

+
(
−e 0

1 e 0
1 − e 1

1 e 1
1

)
∇0X

µ∇0X
ν

−
(
−e 0

0 e 0
1 − e 0

0 e 1
1 + e 1

0 e 0
1 + e 1

0 e 1
1

)
∇1X

µ∇0X
ν

−
(
−e 0

1 e 0
0 − e 0

1 e 1
0 + e 1

1 e 0
0 + e 1

1 e 1
0

)
∇0X

µ∇1X
ν . (4.68)

Los dos últimos términos de (4.68) se suman o restan cuando se aplican sobre tensores
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simétricos Ĝµν o antisimétricos B̂µν , respectivamente. También resulta útil desarrollar
el determinante de la métrica de la hoja de mundo,

h = det e a
α e b

β ηab

= −
(
e 0
0 e 1

1 − e 1
0 e 0

1

)2
. (4.69)

Para matrices invertibles hαβ se cumple que

h−1 = dethαβ = −
(
e00e

1
1 − e01e

1
0

)2
. (4.70)

De estas expresiones para h y h−1 y de las condiciones de invertibilidad para el vielbein
en (2.44), se sigue que

∇Xµ∇XνĜµν = hαβ∇αX
µ∇βX

νĜµν , (4.71)

y √
−h∇Xµ∇XνB̂µν = ϵαβ∇αX

µ∇βX
νB̂µν . (4.72)

Estas definiciones permiten reescribir la acción (4.64) como

SG = − 1

4πl2s

∫
d2σ

√
−h

{
∇Xµ∇Xν

(
Ĝµν − B̂µν

)
+ l2sR

(2)

[
Φ̂− 1

4
ln
(
−Ĝ
)]}

. (4.73)

Al introducir las coordenadas del cono de luz para τ A
µ y C A

µ ,

τµ = τ 0
µ + τ 1

µ , τµ = −τ 0
µ + τ 1

µ Cµ = C 0
µ + C 1

µ , Cµ = −C 0
µ + C 1

µ , (4.74)

y, en analoǵıa al ĺımite del caso plano (4.1), considerar un rescalamiento de la longitud
de la cuerda como ls = Ls

√
ϵ, la acción (4.73) se puede expresar en términos de los

campos de la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas, de acuerdo a (4.61), como

SG =− 1

4πL2
s

∫
d2σ

√
−h

{
∇Xµ∇Xν (Hµν −Bµν)

+ L2
sR

(2)

[
Φ− 1

4
ln
(
−ϵ2Ĝ

)]}

− ϵ−1

4πL2
s

∫
d2σ

√
−h
{
∇Xµ∇Xν

[
τµτν − ϵ

(
τµCν + τνCµ

)]}
+O(ϵ). (4.75)
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Para tratar con la divergencia en el término τµτν , se introducen dos multiplicadores
de Lagrange β y β̃. En términos de estos multiplicadores, la acción (4.75) se ve como

SG =− 1

4πL2
s

∫
d2σ

√
−h
{
∇Xµ∇Xν (Hµν −Bµν)

+ L2
sR

(2)

[
Φ− 1

4
ln
(
−ϵ2Ĝ

)]}
− 1

4πL2
s

∫
d2σ

√
−h
{[

β∇Xµτµ + β̃∇Xµτµ

]}
− ϵ

4πL2
s

∫
d2σ

[(
ββ̃ − β∇XµCµ − β̃∇XµCµ

)]
. (4.76)

En el ĺımite ϵ → 0 se obtiene la siguiente acción finita:

SG =− 1

4πL2
s

∫
d2σ

√
−h

{
∇Xµ∇Xν

(
Hµν −Bµν

)
+ β∇Xµτµ + β̃∇Xµτµ − L2

sR
(2)

(
Φ− 1

4
lnG

)}
, (4.77)

donde

G ≡ ĺım
ϵ→0

ϵ2Ĝ = det (Hµν) det
(
τ A
ρ Hρστ B

σ

)
. (4.78)

Hµν es la inversa deHµν . La acción finita (4.77) se identifica como la acción del modelo
sigma de NRST en espaciotiempo curvo con torsión cero. La expresión más general
de (4.77) contiene un término adicional de deformación torsional ββ̃, ver [45, 36],

Sββ̃ =− 1

4πL2
s

∫
d2σ

√
−hββ̃U(X),

donde U(X) es una función del espaciotiempo que controla el acoplamiento de ββ̃.
Al añadir este término en la acción (4.77), revertir la expansión de la longitud de la
cuerda, L2

s = ϵ−1l2s = U−1l2s , e integrar sobre β y β̃ se recupera la acción del modelo
sigma no lineal estándar (4.73), donde se encuentra que

Ĝµν = τµν + UHµν , B̂µν = −τ A
µ τ B

ν ϵAB + UBµν , Φ̂ = Φ− 1

2
ln |U |. (4.79)

En el ĺımite plano, la acción (4.77) se reduce a (4.32):

τ A
µ → δAµ , E A′

µ → δA
′

µ , Bµν → 0, Φ → 0, m A
µ → 0, G = 1. (4.80)
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4.8. Ecuaciones de Movimiento de NRST

Los objetos que describen cómo los acoplamientos dependen de una escala µ son las
funcionales beta de la teoŕıa. Esquemáticamente tienen la siguiente forma:

βµν(Ĝ) ∼ µ
∂Ĝµν(X;µ)

∂µ
. (4.81)

Con esto en mente, es posible expresar las funcionales beta estándar (3.60) en términos
de las funcionales beta de NRST a través de la expansión (4.61), es decir,

βµν (Ĝ) =
[
τ A
µ β B

ν (τ) + β A
µ (τ)τ B

ν

]
ηAB

+ ϵβµν (H) − ϵ
[
β A
µ (τ)C B

ν + β A
ν (τ)C B

µ

]
ηAB +O(ϵ2), (4.82a)

βµν (B̂) = −
[
τ A
µ β B

ν (τ) + β A
µ (τ)τ B

ν

]
ϵAB

− ϵβµν (B) + ϵ
[
β A
µ (τ)C B

ν + β A
ν (τ)C B

µ

]
ϵAB +O(ϵ2), (4.82b)

β(F̂ ) = ϵβ(F ) +O(ϵ2), F̂ ≡ Φ̂− 1

4
ln
(
−Ĝ
)
, F ≡ Φ− 1

4
lnG, (4.82c)

donde β A
µ (τ), βµν(H), βµν(B) y β(F ) son las funcionales beta de NRST [31].

Las funcionales beta estándar (3.60) son a un lazo, esto significa que son de orden
O(α′ = l2s ∼ ϵ). Es decir, al dividir ambos lados de (4.82) por ϵ, existen divergencias
de orden O(ϵ−1) en los primeros dos términos del lado derecho de (4.82a) y (4.82b).
Para remover estas divergencias se multiplican ambos lados de estas expresiones por
los campos inversos τµA , E

µ
A′ y ciertas combinaciones de los mismos y se utilizan las

condiciones de ortogonalidad (4.42). Las expresiones con las que estas divergencias se
remueven son las siguientes:

Eµ
A′E

ν
B′βµν(H) = L2

sPA′B′ +O(ϵ), (4.83a)

Eµ
A′E

ν
B′βµν(B) = L2

sQA′B′ +O(ϵ), (4.83b)

τµA τ
ν
B

[
ηABβµν(H)− ϵABβµν(B)

]
= L2

s

(
ηABPAB − ϵABQAB

)
+O(ϵ), (4.83c)

τµBEν
A′

(
δBAβµν(H) + ϵ B

A βµν(B)
)
= L2

s

(
PAA′ + ϵ B

A QBA′

)
+O(ϵ), (4.83d)

donde

Pµν ≡ Rµν + 2∇µ∇νΦ− 1

4
HµA′B′H A′B′

ν , (4.84)

Qµν ≡ −1

2
∇A′

HA′µν +∇A′
ΦHA′µν . (4.85)

Las variables ∇µ y Rµν están definidas con respecto a los elementos de la geometŕıa
de Newton-Cartan de cuerdas, Γρ

µν en (4.58) y Rρ
µνσ en (4.59). De (4.58) se sigue
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que Γρ
µν se puede reescribir de la siguiente forma:

Γρ
µν =

1

2
Eρσ (∂µHσν + ∂νHσµ − ∂σHµν) +

1

2
Nρσ (∂µτσν + ∂ντσµ − ∂στµν)

+ EρA′
τ A
µ τ B

ν

(
WABA′ + 2mA′(AB) − ηABm

C
A′C

)
, (4.86)

donde

Eρσ ≡ Eρ
A′E

σA′
, Nρσ ≡ τ ρA τ

σA − 2E(ρ
A′τσ)Am

A
λ EλA′

. (4.87)

Eρσ y Nρσ son invariantes bajo transformaciones de impulso galileanos de cuerdas.
También se introduce la intensidad del campo de norma Bµν de manera habitual,
Hµνσ = ∇[µBνσ]. Para el caso de β(F ) se encuentra que:

β(F ) = ∇A′∇A′
Φ +

1

4
R A′

A′ −∇A′
Φ∇A′Φ− 1

48
HA′B′C′HA′B′C′

. (4.88)

Al exigir la invariancia de Weyl sobre las funcionales beta de NRST en (4.83), se
obtienen las ecuaciones de movimiento de NRST en una geometŕıa de Newton-Cartan
de cuerdas acoplada a un campo antisimétrico Bµν y un campo dilatónico Φ,

PA′B′ = QA′B′ = ηABPAB − ϵABQAB = PAA′ + ϵ B
A QBA′ = 0, (4.89a)

∇A′∇A′
Φ +

1

4
R A′

A′ −∇A′
Φ∇A′Φ− 1

48
HA′B′C′HA′B′C′

= 0. (4.89b)

4.9. Solución Tipo Dabholkar-Harvey

Al aplicar el ĺımite de NRST (4.1) sobre la solución de Dabholkar-Harvey (3.69),
donde r escala como r = u

√
ϵ, se encuentra que la función armónica se reduce a

h = 1 +
R6

DGK

u6

1

ϵ
≈ R6

DGK

u6

1

ϵ
, donde R6

DGK = 32π2NG2
sL

6
s. (4.90)

Con esto en mente, la solución de Dabholkar-Harvey (3.69) se puede reescribir como

dŝ2 = ϵ

[
u6

R6
DGK

(
−dX2

0 + dX2
1

)
+ du2 + u2dΩ2

7

]
, (4.91a)

Φ̂ =
1

2
ln

(
G2

s

u6

R6
DGK

)
, (4.91b)

B̂01 = −ϵ
u6

R6
DGK

. (4.91c)
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Este resultado indica que la estructura de los campos en (4.91) es diferente a la
estructura de los mismos campos en (4.61), ya que no se tienen todos los términos
del mismo orden en ϵ, y por lo tanto, no se trata de una solución a las ecuaciones de
movimiento no relativistas (4.89). De hecho, si se asume que el término τµν de Ĝµν

en (4.61) es cero, para anular el orden ϵ0, se encuentra un vielbein τ A
µ degenerado.

En principio, la expresión (4.91) no pareciera ser solución de algunas ecuaciones
de movimiento. Sin embargo, tomando en cuenta que el factor global de ϵ en Ĝµν y

B̂µν simplemente implementa el reemplazo l2s = L2
s, nuestro fondo equivale a

ds2 =
u6

R6
DGK

(
−dX2

0 + dX2
1

)
+ du2 + u2dΩ2

7, (4.92a)

Φ =
1

2
ln

(
G2

s

u6

R6
DGK

)
, (4.92b)

B01 = − u6

R6
DGK

. (4.92c)

E interesantemente, al calcular los términos de las funcionales beta estándar asociados
a (4.92), se encuentra que esta expresión es solución de las ecuaciones de movimiento
estándar (relativistas). Los cálculos son los siguientes; Para β(Φ) se encuentra que:

∇µ∇µΦ =
36

u2
, (4.93a)

R = −126

u2
, (4.93b)

∇µΦ∇µΦ =
9

u2
, (4.93c)

HµνσH
µνσ = −216

u2
. (4.93d)

Para βµν(B) se encuentran que:

∇σHσ01 = − 36u4

R6
DGK

= −∇σHσ10, (4.94a)

∇σΦHσ01 = − 18u4

R6
DGK

= −∇σΦHσ10. (4.94b)
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Para βµν(G) se encuentran que:

H0σρH
σρ

0 =
72u4

R6
DGK

, (4.95a)

H1σρH
σρ

1 = − 72u4

R6
DGK

, (4.95b)

H2σρH
σρ

2 = −72

u2
. (4.95c)

R00 =
36u4

R6
DGK

(4.96a)

R11 = − 36u4

R6
DGK

(4.96b)

R22 = −12

u2
(4.96c)

R33 = −6 (4.96d)

R44 = −6 sin2 θ1 (4.96e)

R55 = −6
2∏

a=1

sin2 θa (4.96f)

R66 = −6
3∏

a=1

sin2 θa (4.96g)

R77 = −6
4∏

a=1

sin2 θa (4.96h)

R88 = −6
5∏

a=1

sin2 θa (4.96i)

R99 = −6
6∏

a=1

sin2 θa (4.96j)

(4.96k)
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∇0∇0Φ = − 9u4

R6
DGK

(4.97a)

∇1∇1Φ =
9u4

R6
DGK

(4.97b)

∇2∇2Φ = − 3

u2
(4.97c)

∇3∇3Φ = 3 (4.97d)

∇4∇4Φ = 3 sin2 θ1 (4.97e)

∇5∇5Φ = 3
2∏

a=1

sin2 θa (4.97f)

∇6∇6Φ = 3
3∏

a=1

sin2 θa (4.97g)

∇7∇7Φ = 3
4∏

a=1

sin2 θa (4.97h)

∇8∇8Φ = 3
5∏

a=1

sin2 θa (4.97i)

∇9∇9Φ = 3
6∏

a=1

sin2 θa (4.97j)

Con estos cálculos, es fácil ver que la expresión (4.92) satisface la ecuación (3.62).
También resulta interesante analizar el ĺımite asintótico u → ∞ de la expresión

(4.91). Para esto, se realiza el siguiente cambio de variable: u = ϵ−1/6RDGK , y se
utilizan coordenadas cartesianas para los términos transversales. Con esto en mente,
la expresión (4.91) se reduce a

dŝ2 = −dX2
0 + dX2

1 + ϵ (dX2 + · · ·+ dX9) (4.98a)

Φ̂ =
1

2
lnGs + ln

1√
ϵ
, (4.98b)

B̂01 = 0. (4.98c)

Al comparar este resultado con las expansiones (4.61) y (4.40), se encuentra que

τ A
µ = δAµ , E A′

µ = δA
′

µ , Bµν = 0, Φ =
1

2
lnGs. (4.99)
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Además, se puede tomar m A
µ = 0 y entonces G = 1. Esto indica que la expresión

(4.91) es asintóticamente plana no relativista y solo en este ĺımite asintótico u → ∞
se satisfacen las ecuaciones de movimiento no relativistas (4.89).



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo estudiamos la teoŕıa de cuerdas no relativistas y la relación que existe
con la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas. Verificamos que tanto la acción de
la hoja de mundo como el espectro de masas de la teoŕıa de cuerdas no relativistas
en espaciotiempo plano se pueden derivar a partir de un ĺımite de bajas enerǵıas de
las propiedades análogas de la teoŕıa de cuerdas estándar. Posteriormente, derivamos
algunas propiedades de la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas al aplicar un ĺımite
no relativista sobre la geometŕıa riemanniana de relatividad general en el formalismo
vielbein. Después, presentamos una expansión de la métrica del espaciotiempo, el
campo antisimétrico y el campo dilatónico en términos de los campos que definen
la geometŕıa de Newton-Cartan de cuerdas y aplicamos un ĺımite de bajas enerǵıas
para derivar la acción del modelo sigma no lineal y las ecuaciones de movimiento del
espaciotiempo a partir de las propiedades análogas de la teoŕıa estándar.

Hasta este punto, todo parećıa indicar que era posible derivar cualquier propiedad
de la teoŕıa de cuerdas no relativistas a partir de un ĺımite de bajas enerǵıas de la
propiedad análoga de la teoŕıa de cuerdas estándar. Sin embargo, cuando decidimos
analizar la solución de Dabholkar-Harvey encontramos algunos detalles. Después de
aplicar el ĺımite de bajas enerǵıas sobre la solución de Dabholkar-Harvey encontramos
que los campos resultantes no tienen la misma estructura que la expansión de estos
mismos campos en términos de los campos de la geometŕıa de Newton-Cartan de
cuerdas, que previamente se hab́ıa utilizado para derivar la acción del modelo sigma
no lineal y las ecuaciones de movimiento del espaciotiempo de la teoŕıa de cuerdas no
relativistas. Es decir, el ĺımite de bajas enerǵıas del fondo de Dabholkar-Harvey no
es solución de las ecuaciones no relativistas previamente derivadas.

Después de esta conclusión, decidimos investigar más acerca de las ecuaciones
de movimiento que este resultado deb́ıa satisfacer. Para esto, consultamos algunos
art́ıculos recientes donde notamos que la expresión más general de la acción del modelo
sigma no lineal de la teoŕıa de cuerdas enrolladas contiene un término de deformación
torsional que desaparece en el ĺımite de bajas enerǵıas. Sin embargo, al añadir este
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término a la acción e integrar sobre los multiplicadores de Lagrange se puede recuperar
la acción del modelo sigma no lineal estándar. Esta observación nos dio la pauta de
analizar el resultado con las ecuaciones de movimiento estándar, y el resultado fue
que el ĺımite de bajas enerǵıas de Dabholkar-Harvey sigue siendo solución de las
ecuaciones de movimiento de la teoŕıa estándar.

Finalmente, decidimos estudiar el ĺımite asintótico de la coordenada radial del
resultado que se obtuvo al aplicar el ĺımite de bajas enerǵıas sobre la solución de
Dabholkar-Harvey. Notablemente, en este ĺımite, este resultado da lugar a un fondo
de espaciotiempo plano de NRST, donde la métrica se puede descomponer en un
vielbein longitudinal y uno transversal, el campo dilatónico es constante y el campo
antisimétrico es cero. Evidentemente, este fondo no relativista satisface las ecuaciones
de movimiento de NRST. Este resultado indica que el ĺımite de bajas enerǵıas de
Dabholkar-Harvey es asintóticamente no relativista plano y fuera de ah́ı se comporta
como una solución relativista estándar.

Este resultado deja abierta una puerta para investigar más sobre este tipo de
soluciones donde asintóticamente el espaciotiempo en la frontera se comporta como
un ente no relativista, mientras que en el interior se comporta como un ente relativista.
Sin duda, existen muchas otras soluciones que podŕıan ser analizadas de una manera
similar, además de posibles aplicaciones de la correspondencia AdS/CFT con sistemas
no relativistas.
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