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Introduccion

El ojo es uno de los 6rganos mds sensibles y complejos del cuerpo humano, su importancia radica en ser la
ventana a través de la cual podemos conocer nuestro entorno en primera instancia. A lo largo de los afios, diversas
personalidades de la ciencia han dedicado su tiempo al estudio de este sistema 6ptico natural para saber como
mejorar su eficiencia y funcionalidad con el propdsito de mejorar la calidad de las imédgenes captadas sobre la
retina.

La oftalmologia ha ido desarrollandose continuamente, desde la invencién de los primeros anteojos hasta la
introduccién de cirugias ldser en el dltimo siglo. Detrds de estos desarrollos tecnoldgicos se encuentra también
un estudio cientifico centrado en la deteccidn de los errores de visién que padece la mayoria de las personas.
Normalmente se refiere a estos “errores” como aberraciones o errores refractivos, y se trata de los cambios que
sufre una imagen modificada por un ojo imperfecto respecto de uno ideal. En la naturaleza no existe tal ojo ideal,
por lo que se puede decir que todos los sistemas Opticos oculares estan aberrados; sin embargo, se puede elegir
una referencia para poder caracterizar estos errores.

Enla actualidad existen varios métodos para detectar aberraciones [1]], [2]]. Desde los relativamente sencillos donde
sOlo interviene la Optica geométrica, hasta métodos donde se introducen los conceptos del electromagnetismo
y la dptica fisica. La técnica general consiste en recuperar la imagen que se obtendria por el ojo aberrado y
compararla con la ideal, esto en general se hace mediante mediciones correspondientes a cada rayo emanante de
la fuente de luz de referencia, hasta tener una muestra de todo el espectro.

El objetivo de este trabajo es plantear un alternativa a la herramienta de deteccion de errores oculares mds usada
actualmente, que es el sensor de frente de onda de Shack- Hartmann. Con este fin, se introduce un método de
recuperacion de fase basado en la Ecuacion de Transporte de Intensidad. Para ello se estudiard esta ecuacioén
a detalle de forma tedrica; posteriormente se analizan y comparan algoritmos de las soluciones numéricas

convencionales y las utilizadas en el andlisis de frentes de onda.

1. El ojo humano

En esta seccion se introducird la anatomia y 6ptica del ojo humano de una forma general y panordmica que sirva

a los fines de este trabajo de tesis, sin profundizar en los detalles de composicion.
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2 Introduccion

1.1. Anatomia. El ojo se distingue de sus partes anterior y posterior. En la primera se encuentran
principalmente la cérnea, el iris y el cristalino, mientras que en la parte posterior se encuentra la retina, la févea

y el nervio 6ptico (Figura[0.1).

cristalino

iris fovea

N\

nervio optico

cornea .
retina

Figura 0.1. Diagrama de la anatomia basica del ojo humano.

La cdrnea es la capa mas externa del ojo, a su vez compuesta de otras 6 subcapas, en orden desde el exterior:
epitelio, membrana de Bowman, estroma, membrana de Descemet, endotelio y cdmara anterior (Figura . A
su vez, la cornea estd sostenida por la esclerética, que es la ligera capa blanquecina méas externa compuesta de
fibras de coldgeno, que al esparcir la luz reflejada le da su color caracteristico al globo ocular. Finalmente, la
parte mds exterior es cubierta por la pelicula lagrimal. Todo el conjunto corneal mantiene al ojo protegido de
agentes externos, ademds de evitar el esparcimiento de la luz incidente.

La cérnea dentro del sistema 6ptico ocular también funciona como una lente, ya que permite la refraccién
de la luz y es quien aporta la mayor porcion de la potencia dptica total (en promedio 60 D en total para
un ojo adulto), esto es, cerca del 70 % . También contribuye a la mayor parte de las aberraciones oculares
debido a las diferencias de curvatura que presenta a lo largo de sus meridianos principales, produciendo asi
astigmatismo corneal. En general, la cérnea alcanza un grosor de hasta 1 mm. Debido a su consistencia deformable,
ésta puede sufrir de diversas afectaciones que influyen considerablemente en su estado refractivo, ya sea por
efecto de edad o de factores externos; entre las mas importantes resaltan el queratocono, la degeneracién
marginal peldcida, y procedimientos de cirugia refractiva. Es por ello que se suele poner especial énfasis en
el estudio 6ptico de la cérnea por separado, el desarrollo y el uso de topdgrafos corneales es un ejemplo de
ello, aunque actualmente los métodos de diagndstico incluyen también otros procedimientos complementarios.
Luego se encuentra el iris, una estructura fibrosa funcionando como diafragma 6ptico, que se puede dilatar (el
orificio se cierra) y contraer (el orificio se expande) para regular la entrada de luz hacia el cristalino. Este orificio
formado por el iris es a lo que llamamos pupila. Al no haber suficiente luz en el ambiente, decimos que la pupila
se dilata. Detras del iris y sujeto por los musculos ciliares, se encuentra el cristalino, un érgano celular con
alta concentracion de proteinas, que funciona como una lente refractora y contribuye con, aproximadamente, la
tercera parte de la potencia dptica ocular. Esta estructura es capaz de cambiar su tamafio y forma para enfocar
objetos cercanos y lejanos; a este proceso se le llama acomodacion. En la version mds simple, el cristalino se

considera como una lente biconvexa, sin embargo su forma real se asemeja més al de un esferoide oblato; su



1. El ojo humano 3

diametro es aproximadamente de 9 mm y su grosor puede variar desde 4 mm hasta 5 mm dependiendo si se
encuentra acomodado o relajado. Ademds, su indice de refraccién no es homogéneo, sino que sufre un gradiente
en direccion axial (eje ptico en la Figura[0.3)), y en sentido del exterior hacia el centro, de modo que el mayor
valor de indice refractivo se alcanza en el nicleo. Este elemento también tiene la peculiaridad de que se mantiene
en constante crecimiento a lo largo de su vida, mientras que su transmisibilidad y elasticidad, por el contrario, va
disminuyendo; estos cambios continuos afectan gradualmente al desempeiio visual, provocando lo que se conoce
como presbicia: la incapacidad de enfocar objetos a corta distancia, debido a que al cristalino ya no le es posible
acomodarse. Entre la cdrnea y el cristalino, se encuentra la sustancia encargada de proporcionar nutrientes: el

humor acuoso.

pelicula lagrimal
— epitelio
——— membrana de Browman

—— estroma

membrana de Descemet

endotelio

\/\ camara anterior

Figura 0.2. Composicién de la cérnea en sus capas funcionales. El estroma constituye

90 % del grosor de la cérnea. Tomado de |2]

En la parte anterior del ojo, se encuentra la retina, formada de varias subcapas de distintas células, entre
las cuales estan las células fotorreceptoras (Figura[0.3)) [3]l, cuyo funcionamiento es el de un detector. Hay dos
tipos de células fotorreceptoras: conos y bastones, llamados asi por su respectiva forma. Las primeras sélo son
utilizadas cuando hay luz suficiente en el ambiente, mientras que los bastones son principalmente necesarios
en la visién nocturna. Existen tres tipos de conos que se distinguen por su absorcién espectral en los rangos de
verde, azul o rojo, funcién gracias a la que somos capaces de percibir los colores.

Las células fotosensibles de la retina reciben la luz enfocada por los agentes posteriores del ojo, las células
ganglionares son las encargadas de enviar esta informacién como sefiales eléctricas al cerebro a través del nervio
optico.

Finalmente, se tiene la fovea una pequefia depresion sobre la retina, y cerca del eje ptico (o centro de la parte
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posterior); esta seccion llega a medir, en promedio, 1 mm y es aqui donde se concentra la mayor parte de los

conos receptores, por lo que puede decirse que es el punto de mayor agudeza visual.

vitreo

axion de célula ————_
ganglionar

célula
ganglionar

células amacrinas
células bipolares
células horizontales

baston
cono

membrana de Bruch

Vasos sanguineos )
coroide

Figura 0.3. Composicién de la retina en sus capas funcionales. Tomado y adaptado de

Ey.

1.2. Ejes y puntos cardinales. Con el fin de estudiar cuantitativamente el comportamiento la calidad
Optica del ojo, y tomando principalmente a la cérnea como referencia, se empieza por definir ejes imaginarios
sobre el medio ocular, de forma que también sirvan como referencia para el trazo de rayos. Asimismo, la definicion
de estos ejes servirdn a la alineacion de los instrumentos 6pticos.

Como el sistema Optico del ojo humano es una estructura anatémica con altas irregularidades, es dificil definir
los ejes sobre la cornea de manera objetiva, sin embargo se ha buscado la forma mas factible de definir ciertos

elementos.

En un sistema dptico con simetria rotacional, donde todos los elementos se encuentran alineados, el eje optico
se define como la linea que pasa por los centros de curvatura de todos los elementos. El ojo humano, sin embargo,
no tiene simetria perfectamente rotacional ni tampoco sus componentes estdn perfectamente alineados, asi que
sOlo se puede definir la linea que esté mas aproximada a intersecar los centros de curvatura de las superficies

esféricas que mejor se ajustan a cada componente.

Otra definicion del sistema de ejes, es la recta que une al punto fijo de mira y el centro de la pupila de entrada,
esta es la linea de vision (Figura|0.4)). Para el sistema ocular completo, la linea de vision tiene que llegar a la
févea, que es donde se enfoca la imagen. Por otra parte, el eje visual se define similarmente en tanto que une al
punto de fijacion con la fovea, pero lo hace mediante los puntos nodales . Estos tltimos son tales que, al incidir

un rayo sobre el eje dptico en el punto N, su imagen refractada se desplaza ligeramente sobre el mismo eje, de
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forma que ahora el rayo parece provenir del punto N’. Tanto la parte incidente como la refractada de este rayo,

tienen el mismo dngulo respecto al eje optico.

Los sistemas 6pticos se intentan describir a través de sus puntos cardinales, los cuéles son titiles para encontrar
las iméagenes formadas sin necesidad de conocer a detalle la composicion del sistema. En este sentido, todo

modelo fisico de ojo cuenta con 2 puntos principales, 2 puntos nodales y 2 puntos focales (Figura|0.5).

Linea de

vision PPPE
ﬂ --}::::i;::"
S St
S IN N )

Eje visual

Punto fijo

de mira Eje optico

Figura 0.4. Los principales ejes que se definen con respecto a la cérnea y a la fovea son:

la linea de vision, el eje visual y el eje éptico.

Figura 0.5. Puntos cardinales en un modelo sencillo del ojo humano: Puntos principales:

P, P', puntos nodales: N, N' y puntos focales: F, F’

Al incidir un rayo a un medio no homogéneo, este se refracta de manera distinta a como lo harfa en un medio
homogéneo, es decir, no obedece la ley de Snell; sin embargo pueden encontrarse dos planos perpendiculares al
eje optico para los cudles si se puede aplicar esta regla, y sobre ellos decimos que ocurre la ““refraccion efectiva”
. A éstos se les conoce como planos principales, y su interseccion con el eje dptico son los puntos principales
(P, P"). Por su parte, los puntos focales, como usualmente, indican el lugar de donde vienen los rayos que se
enfocan en el infinito (F'), y a dénde convergen los rayos que vienen desde el infinito (F”). En la Figura se

esquematizan estos puntos con un sencillo trazo de rayos.

2. Modelos de ojo

Para estudiar y corregir afecciones de los ojos humanos, debemos comprender bien cémo funciona fisicamente
este sistema. Sin embargo, dificilmente podemos tener un ojo aislado para estudiar el comportamiento refractivo

de cada uno de sus componentes; por esta razdn, se utilizan los modelos de ojo[4],[5], que consisten en un arreglo
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de componentes Opticos cuyos pardmetros, al funcionar conjuntamente, reproducen las propiedades refractivas
de un ojo humano. Naturalmente, estas propiedades no se pueden reproducir de forma total, por lo que se ha
tenido que desarrollar una gran variedad de estos modelos. En lineas generales, se pueden clasificar en dos tipos:
los modelos paraxiales y los de angulo finito, aunque también existen otras clasificaciones de acuerdo a las
caracteristicas que estas variantes toman en cuenta, por ejemplo: modelos monocromaticos o policromadticos,
reducidos o anatémicos, homogéneos o con indice de gradiente, entre otros [|6].

Los modelos paraxiales implementan desde 1 hasta 6 superficies esféricas refractivas de medios transparentes,
distinto indice de refraccién y un eje 6ptico comin. Mientras tanto, los modelos de dngulo finito pueden tomar en
cuenta el descentramiento de los componentes, ademas de introducir otros pardmetros de curvatura en superficies

asféricas para aproximarse mds a la estructura anatémica del ojo [[7].

Relajado

PP NV
/;/ /\ Relajado
‘i \/;/ Acomodado i

Acomodado !

P

j m‘i Relajado
3\// Acomodado :

(c) Ojo simplificado

Figura 0.6. Ojos esquematicos paraxiales.

El ojo reducido es el mas simple de todos, ya que consta de sélo una superficie refractiva, indice de refraccién
constante y permite trabajar con las aberraciones mas comunes, como lo es el desenfoque. Por otro lado, esta el
Modelo exacto de Gullstrand u ojo exacto (Figura).6la) que, de los modelos paraxiales es el mas aproximado al
comportamiento 6ptico real y consta de 6 superficies refractivas y toma en cuenta tanto al ojo relajado como
el acomodado. Por otra parte estd el ojo teérico completo de Le Grand (Figura[0.6]b) que simplifica el modelo
anterior considerando sé6lo dos superficies para el cristalino, y finalmente el ojo simplificado de Gullstrand-Emsley
(Figura[0.6]c). En la[Figura[0. se representan estos modelos de ojo junto con sus respectivos puntos cardinales y
c6mo estos se modifican en la acomodacién. En la[Tabla[0.1]también se incluyen los radios de cada superficie

refractiva y las distancias entre cada una de éstas.

Los modelos como el de de Le Grand y Gullstrand son representaciones detalladas de la anatomia y la
Optica del ojo humano que nos permiten simular con cierta precisién cémo la luz se propaga a través de las
diferentes estructuras del ojo, incluyendo la cérnea y el cristalino; esto los convierte en herramientas valiosas
para evaluar los efectos de ciertas intervenciones médicas (como una cirugia laser) y mejorar su precisién y

seguridad. Asimismo, al brindarmos una mejor comprension del comportamiento de los rayos de luz dentro de
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nuestro aparato visual, los modelos de ojo proporcionan una base para el disefio y la evaluacién de instrumentos

opticos.

Tabla 0.1. Radios de las superficies opticas (r) y distancias (d) entre superficies con-
secutivas para cada uno de los modelos mencionados, en unidades de centimetros. Ob-
servamos que hay espacios en blanco en los modelos completo y simplificado, ya que

tienen menos superficies. Los datos son tomados de |4].

Gullstrand Completo Simplificado
relajado acomodado relajado acomodado relajado acomodado
r(cm) | d(cm) [ r(cm) [ d(cm) | r(cm) | d(cm) | r(cm) | d (cm) | r(cm) | d(cm) | r(cm) | d (cm)
7.70 7.70 7.80 7.80 7.80 7.80
0.50 0.50 0.55 0.55 3.60 3.20
6.80 6.80 6.50 6.50 10.00
3.10 2.70 3.05 2.65 3.60] 5.00
10.00 5.33 10.20 6.00 4.00
0.55 0.67 4.00 4.50
7.91 2.66
2.42 2.66
-5.76 -2.66
0.64 0.67
-6.00 -5.33 -6.00 -5.50 -6.00 -5.00
17.19 17.19 16.60 16.50 16.70 16.70




Capitulo 1

Medicion de aberraciones

1. Frente de onda

Como se sabe, la luz es una composicién de ondas electromagnéticas. Una onda electromagnética plana puede

expresarse matematicamente como:
E(7,t) = Eye!(FTwt=00) 1.1)

donde  es el vector de onda que indica la direccion de propagacion y cuya magnitud es k = 27/, mientras
que w = 2mc/ A es la frecuencia angular. Al argumento de la funcién exponencial se le llama fase ¢(7, t) y nos
indica en qué estado de vibracion se encuentra la onda en un espacio dado, al tiempo ¢; ¢ es la fase de la onda
en el origen y al tiempo ¢ = 0. Un frente de onda se define como el lugar geométrico en el que la onda propagada
se encuentra en el mismo estado de vibracién, a un tiempo ¢; suponiendo que la onda se propaga en direccién z,

entonces ®g = k - 7 — wt define una superficie de fase constante.

En particular, desde el enfoque de la Optica Geométrica es posible definir los campos eléctrico y magnético
en regiones lejanas a la fuente. Para este fin, se expresan las ondas electromagnéticas (I.1)) como soluciones de

las ecuaciones de Maxwell que son armoénicas en la variable temporal:

E(7,t) = E(f)e” ™! (1.2)

H(7,t) = H(F)e ™, (1.3)

esto facilita la aplicacion de una expansion de tipo Taylor (método WKB [[8]]), de donde se obtiene la expresion

de la parte espacial:

E(7) = Egettoe™ (1.4)

H(P) = ﬁoeikosﬁ(f') (1.5)

donde ¢ describe el camino dptico recorrido. Al considerar las ecuaciones de Maxwell para un medio lineal y

homogéneo, y bajo el limite kg >> 0, se obtiene lo que se conoce como la ecuacion eikonal [9)]:

|V|? = n? (1.6)
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con n = +/ev el indice de refraccion del medio donde se propaga la onda electromagnética (en unidades CGS).

Se le llama entonces frente de onda geométrico a las superficies definidas por:

o(F) =1, (1.7)
donde ~ es cualquier constante, y a ¢ se le suele llamar la funcién eikonal.

Un rayo geométrico de luz que emana desde una fuente de luz dada, es una curva cuya trayectoria siempre
es ortogonal a los frentes de onda geométricos. Considerando el vector de posicion 7(s) parametrizado por la

longitud de arco del rayo, el comportamiento de éste decribe la ecuacion de rayo (1.8):

D, (1.8)
ds

De esta forma se puede decir que el frente de onda geométrico es el conjunto de puntos en el espacio, cuyos
rayos emanados desde la fuente hasta éstos, han recorrido la misma longitud de camino 6ptico.

La ecuacion (I.6]) conecta la teorfa optica descrita partir de ondas electromagnéticas con la descripcién geométrica
a partir de rayos; ademas, corresponde precisamente con la ecuacién de Hamilton-Jacobi asociada al problema
variacional para la longitud de camino 6ptico (1.9), que extremiza el tiempo que la energia viaja a lo largo del
rayo:

5/n@—& (1.9)
2. Aberraciones oGpticas

Como se mencioné antes, las aberraciones son los defectos de imagen producidos por un sistema 6ptico;
formalmente, una aberracion de frente de onda es la desviacion de éste respecto de un frente de onda de referencia.
Se habla de aberraciones monocromdticas cuando los efectos de dispersién no son apreciables y, por tanto, no se
toma en cuenta la longitud de onda de la luz incidente. Este tipo de aberraciones pueden estudiarse mediante la

aberracion de rayos, aberracion de frente de onda o diferencia de camino optico.

Dentro de la aberracién de rayos, se definen las aberraciones transversal y longitudinal. La aberracion
transversal se mide con la distancia entre el rayo incidente y el eje 6ptico, sobre los ejes x,,, y,, del plano pupila;
también se puede describir mediante los dngulos de desviacion respecto al eje dptico, (¢, ). Por otro lado, la
aberracion longitudinal de un rayo se representa con el inverso de la distancia entre su interseccion con el eje
optico y la pupila de salida, dz, a donde se supone que el rayo converja (ver [Figura[I.T). Las desviaciones de

rayo se relacionan de la siguiente forma [2f]:

i _ So(wpa yp)
dz dy

donde dy es la desviacién del rayo desde el eje optico, sobre el eje y. Como se ha visto previamente, obtener la

(1.10)

diferencia de camino 6ptico entre un rayo desviado y el rayo ideal es estd relacionado con recuperar el estado de

fase del frente de onda aberrado.
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Yp

Py

Tp

az

Figura 1.1. Aberraciones transversal y longitudinal medidas desde el plano pupila. En
este esquema se considera que el frente de onda aberrado es un frente plano con una
inclinacién ¢, respecto al plano pupila. La aberracién longitudinal se mide como el
inverso de dz, que es la distancia desde la pupula de entrada hasta la interseccién del

rayo con el eje optico.

Finalmente, para describir las desviaciones en términos totalmente del frente de onda geométrico, se introduce
la funcion de aberracion, que se define sobre el plano de la pupila de salida, siendo tal que su promedio es cero

para el frente de onda de referencia:

1
(W (xp, yp)) = %//W(xpayp)dmpdyp- (L.1D)

donde A, es el drea de la pupila de salida. Para describir explicitamente la funcién de aberracion, se hace
una expansion en términos de los polinomios de Zernike. Estos polinomios cumplen con la condicién de ser
ortonormales sobre un drea circular, por lo que son adecuados para describir las aberraciones de un sistema
Optico con pupila circular [2f]; en este caso, el sistema ocular. Se representan con la letra Z acompafada de un
subindice n, que indica el orden radial, y un superindice m que indica la frecuencia angular. Si n es grande,
entonces el término de aberracion es de mayor potencia, mientras que una m mayor, indica que la aberracion es

mads periférica.

W(h,r,a) = Z Z e (h)Z) (r, ). (1.12)

n m=-—

Cada término de la expansion representa un tipo de aberracidon, como describiremos a continuacién. Se suelen
distinguir a las aberraciones por las de bajo orden y las de alto orden. Las primeras corresponden concretamente
a los polinomios de Zernike de orden n = 2, ya que n = 1 representa un término de pistén que puede corregirse
directamente recalibrando las mediciones del sistema.

Las aberraciones de segundo orden se denominan de desenfoque y astigmatismo. Cuando ZJ > 0 se trata de
miopia, que consiste en el enfoque de la imagen antes de la retina; si Zg < 0, se trata de hipermetropia, donde la
imagen se estaria enfocando después de la retina. Finalmente, se encuentra el astigmatismo (ZQﬂ), que consiste
en el enfoque de las imigenes en més de un punto.

Las aberraciones de alto orden se toman a partir de n = 3. Se considera que s6lo es de interés analizar aberraciones

hasta el sexto orden, sin embargo, varios expertos en la oftalmologia s6lo toman en cuenta las aberraciones hasta
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el cuarto orden para su correccion. Dentro de estas, se encuentra el frefoil, representado por los polinomios Zgi?’,
. . . . . +1 , .

y es también llamado astigmatismo triangular. E1 coma es representado por Z5~ , y es comiin en pacientes con

queratocono o ectasias corneales. Finalmente, la aberraciéon esférica, o miopia nocturna, es representada por el

polinomio Z9 , y es comtinmente encontrada en pacientes con cirugfa refractiva corneal.

Orden azimutal
6 5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6

Orden radial

elevacion I0

Figura 1.2. Representacion en escala de grises de los polinomios de Zernike, hasta el

sexto orden.

Los coeficientes que acompaifian la expansion en (I.12) son importantes ya que determinan la cantidad
presente del tipo de aberracidn correspondiente. Los polinomios de Zernike se suelen mostrar en su representacion
geométrica y en una disposicién piramidal, como se muestra en la[Figura[T.2], con la definicion de los polinomios

usada por Kaschke [2]], en la que éstos son ortonormales sobre un disco de radio unitario.

3. Métodos oftalmicos

En la optometria se cuenta con multiples formas de determinar la calidad optica del ojo, o estado refractivo.
Ademads de las pruebas subjetivas, a las que regularmente somos sometidos al visitar a un oftalmélogo, como la
de campo visual, el uso de la tabla de Snellen o el foréptero (ver [Figura[I.3) [10]], se requieren de pruebas que
brinden mayor precision y que sean independientes de la interpretacion subjetiva del paciente o del profesional;
por ello existen otros métodos que requieren aparatos mas complejos, tales como los retinoscopios, refractometros

o los aberrometros.

Los instrumentos disefiados para la evaluacion de calidad éptica del ojo pueden clasificarse segin la seccién
de éste que analizan. Por ejemplo, para la examinacién del segmento anterior, son comunes el queratometro, el
topégrafo corneal, y actualmente también la técnica de Tomografia de Coherencia Optica (OCT por sus siglas

en inglés).

En la queratometria, el objetivo principal es medir la curvatura de la regidn central de la superficie corneal
anterior que, en promedio, se encuentra entre 3 y 4 mm de radio y 0.5 mm de grosor. El principio se basa en

obtener una relacion entre el tamafio de un objeto de prueba proyectado sobre la cérnea, y el tamafio de su imagen
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virtual reflejada desde la cérnea. Para ello, se considera la superficie corneal como un espejo esférico convexo

(ver|[Figura|l.4), cuyo radio equivalente puede aproximarse como:

y
= 2d*- 1.1
r N (1.13)

con h la altura objeto, y la altura imagen y d la distancia aproximada entre el objeto y su imagen. Asi, la potencia
diéptrica de un ojo con astigmatismo, se aproxima con la férmula

p— (”;1), (1.14)

donde el indice de refraccién n es un pardmetro de calibracion. La version automatizada de los queratémetros,
o el queratémetro optoelectrénico, utiliza LEDs como objetivo de prueba, y en lugar de un ocular se coloca
una camara CCD que registre el tamafio de las imdgenes proyectadas, de modo que se pueda calcular el radio

computacionalmente.

DPCZLFT:
CFDTEOPL =

LDCZOTETP 1
PFCDTZLE ]

(a) Fordptero (b) Tabla de Sne-

llen

Figura 1.3. (a) Foréptero: contiene una variedad de lentes esféricas y planocilindricas
de distintas distancias focales, que se pueden intercambiar para determinar la agudeza
visual del paciente; normalmente utilizado junto con la tabla de Snellen (b) que determi-
na el grado de agudeza segiin hasta qué renglén se alcanzan a distinguir completamente

los caracteres desde una distancia dada (usualmente 6 metros). Imégenes tomadas de

{19

Con el mismo fin de un queratémetro, se encuentra el topégrafo corneal, con la ventaja de que éste tiene
la capacidad de analizar casi el drea completa de la cornea. El funcionamiento es bdsicamente igual al del

queratometro; regularmente se usan discos de placido como objeto de mira.

La caracterizacion Optica que ofrecen estos dispositivos, de la superficie corneal y su poder refractivo, son
altamente aplicados en fines como: el diagndstico antes y después de una cirugia refractiva, la evaluacién y ajuste

de lentes de contacto, la deteccién de astigmatismo corneal y queratocono.

Del segmento anterior, se puede pasar a analizar ahora el segmento posterior, que comprende a toda la
retina. Con el fin de evaluar la calidad de la retina misma y su imagen proyectada, se encuentra eloftalmoscopio,
cuyo principio basico consiste en usar el medio ocular como una lente amplificadora. En el esquema de este

instrumento (Figura|l.5)) se muestra el sistema de iluminacién simple para un oftalmoscopio directo: una fuente



3. Métodos oftalmicos 13

Cornea

Objeto

Figura 1.4. Trazo de rayos en queratometria. Tomado y adaptado de

de luz extendida (una lIampara de Xenon-Hal6geno o LED) y un par de lentes como condensador y objetivo. Una
consideracién importante en esta técnica es que el camino del haz incidente y el de deteccidon deben sobreponerse
sobre el punto de mira en la retina, pues si no hay iluminacién externa, el fondo de ojo no puede visualizarse;
sin embargo, también es necesario que los ejes de observacién y el de luz incidente se encuentren ligeramente
desviados para evitar que la reflexién corneal perturbe la observacién [2]]. La magnificacién de un oftalmoscopio
directo depende de la distancia del medico al paciente, asi como del poder refractivo y la distancia didptrica del
0jo; como resultado, la imagen de un segmento de retina puede amplificarse hasta 15 veces, por lo que es ideal
para examinar el segmento posterior al poder identificar rinopatias, vasos sanguineos, desprendimiento retinal,

entre otras afecciones.

paciente médico
apertura de

visualizacion

[
/A I
lente de

lente objetivo i compensacion
diafragma de apertura
8 pertura 8

espejo

lente condensadora

fuente de luz &

Figura 1.5. Sistema de iluminacién y observacion en un oftalmoscopio directo. Tomado

y adaptado de H]
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Por otro lado, en la retinoscopia se pretende determinar el punto lejano del ojo por medio del reflejo de fondo
(reflejo de luz desde la retina). Se utiliza una fuente de luz blanca extendida que es proyectada sobre la retina a
través de un espejo mobil y una lente, generando una banda de luz de forma rectangular, casi lineal, sobre el ojo.
La vergencia de esta banda emitida puede controlarse al variar la distancia entre el filamento de luz y la lente, lo

que se hace al subir o bajar el brazo del aparato y con ello la fuente de luz (Figura[I.6).

Figura 1.6. Retinoscopio BETA 200 LED.

En el primer caso, el haz proyectado hacia el fondo de ojo es divergente, proviniendo de una imagen virtual de
la fuente, que se encuentra detrds del espejo. En el segundo caso, se produce el efecto de un espejo céncavo en el
que la franja proyectada sobre el ojo proviene de una imagen real que se encuentra entre el espejo y la pupila. Se
puede determinar de qué lado se encuentra el punto lejano del ojo (antes o después del retinoscopio) observando
como se mueve la franja de luz respecto al movimiento del espejo moévil. Si, por ejemplo, el retinoscopio se
encuentra en el sistema de iluminacién de espejo plano sobre un ojo emétrope, entonces la franja de luz se
moverd en el mismo sentido que movamos el espejo (hacia arriba o hacia abajo), y sabemos que en este caso el
punto lejano se encuentra en el infinito. Por otro lado, si es un ojo con miopia el que se analiza, el punto lejano
se encuentra entre el retinoscopio y el ojo, y el observador mira que la franja reflejada se mueve en direccién
opuesta a la que mueve el espejo. En resumen, se puede determinar el estado refractivo del ojo segtin cémo se
comporte el reflejo de fondo respecto a la configuracién del retinoscopio, como sigue: Para el defecto refractivo
dado por miopia alta, el movimiento del reflejo de fondo en la configuracion de espejo concavo es en sentido
del espejo, mientras que en laconfiguracion de espejo plano es sentido contrario. Para el defecto refractivo dado

por hipermetropia y miopia baja ocurre al revés [4].

Cuando el punto lejano se encuentra sobre el plano de la rendija del observador, no se ve ningiin movimiento
del reflejo y por tanto la pupila se observa o totalmente oscura o iluminada. Se dice entonces que se alcanzé
el punto neutral. Para llegar a este punto, regularmente es necesario colocar lentes de prueba frente al ojo (ver
Figura[I.7). La potencia de esta lente de neutralizacién se calcula como la suma del inverso de la distancia de
trabajo, D (correspondiente a la potencia de una lente que conjuga al infinito con la pupila del retinoscopio) y la
de la lente que conjuga a la retina del paciente con el infinito, C'; de esta forma: C' = N — D se pueden detectar

alteraciones en la retina, pero también proporciona informacion del segmento anterior.
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lente neutralizadora
N=C+D

punto lejano del ojo

|
abertura de ! >I

retinoscopio D

Figura 1.7. Sistema de iluminacion y observacién en un retinoscopio. Tomado y adap-
tado de

La precision de la retinoscopia esta determinada por la profundidad de campo limitada por difraccién y se

calcula con:
A

=,
dy

con d,, el tamafio de la pupila de entrada del ojo y A la longitud de onda de la fuente de iluminacién. Por otro

AD = (1.15)

lado, los refractémetros funcionan con un sistema de iluminacién mds uno de deteccién (Figura B[), asi como
un mecanismo para el acomodo del paciente; la idea general es evaluar y maximizar la calidad de la imagen
detectada y reflejada por el ojo para calcular la refraccién de punto lejano; existen varios métodos de medicién
que se pueden implementar en los refractémetros, tales como: el de Scheiner, el de mejor enfoque, desviacion de
rayo o tamafio de la imagen [2]].

Con los dos ultimos sélo es posible medir aberraciones de bajo orden, como desenfoque y astigmatismo. Por otro

lado, los retinoscopios presentan diversas dificultades al tratar de acomodarlo correctamente con el paciente.

Figura 1.8. Autorefractémetro/ Queratémetro RM 9000 OptiClear.

3.1. Sensores de frente de onda. Con la implementacion de nuevas tecnologias médicas, tales como la

cirugia refractiva, se hizo necesaria una mayor precision a la hora de describir los defectos oculares, por lo que
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surgi6 el aberrometro. El fin de este aparato es basicamente medir la deformacion directa del frente de onda.
Los términos «aberrémetro» o «sensor de frente de onda» con frecuencia se usan dentro de la oftalmologfa para
referirse al mismo principio.

3.1.1. Sensor de onda de Hartmann-Shack. Es parte de la metrologia éptica como un método no in-
terferométrico que fue inicialmente disefiado para usarse en telescopios; sin embargo, su uso se ha extendido
hacia diferentes campos donde las pruebas 6pticas juegan un papel importante, y la medicina no es la excep-
cion. Actualmente el sensor de frente de onda de Hartmann-Shack es el método de detecciéon mas utilizado en
aberrémetros, los cuales de hecho son nombrados de igual forma.

El método consiste en un arreglo de microlentes plano-convexas perfectamente ordenadas y con idénticas carac-
teristicas: didmetro y distancia focal (Figura[I.9). La idea es que la luz entrante se va a seccionar en regiones de
areas iguales a las de las lentillas, de tal forma que podemos imaginar que a cada lentilla le corresponde enfocar
un dnico rayo de luz del frente de onda. Si el frente de onda fuera perfectamente plano (el cudl se usard como
frente de referencia) y con direccién ortogonal al plano de la pupila de las lentillas, los rayos se deberian enfocar
precisamente en el punto focal imagen de cada lentilla; como en el plano que contiene a todos los puntos focales
se encuentra el detector, se obtendria como imagen un arreglo de puntos perfectamente distribuidos. Sin embargo,
al tratar con frentes de onda aberrados, estos rayos pueden desviarse de la posicién de referencia, y en ese caso

habra que medir la desviacién calculando el centroide del punto iluminado.

sensor de onda
paciente Hartmann-Shack

divisor de haz |

arreglo de  camara

reflejo de fondo como lentillas cCD

fuente de luz secundaria
& LED IR/ diodo laser

— )

| D»\ :T:Ax//r.i'\.r\

KR o) ro A .J

T+ PRV,

- g N
cCcD

arreglo de puntos para

arreglo de puntos para
& P b un frente de onda deformado

un frente de onda plano

Figura 1.9. Parte superior: configuracion de un aberrémetro con sensor de onda tipo
H-S (adaptado de z@ Parte inferior: patrén de puntos sobre el sensor al ser enfocadas

las secciones del frente de onda correspondientes al area de cada lentilla.
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Eventualmente, se calcula la inclinacién angular ¢ = (¢ (zp, Yp), @y (Tp, Yp)), a partir de las desviaciones
transversales AL = (Az(xp, yp), Ay(zp, yp)) del rayo incidente, respecto de la marca proveniente del frente de
onda plano. En la[Figura[T.9] las desviaciones Ay son medidas en direccién perpendicular a la pagina, y los
subindices p indican sobre qué punto en el plano pupila se mide la desviacion, pues esta supuesto que el plano
detector es conjugado a la pupila de entrada del ojo. Estas medidas equivalen a conocer la pendiente local del

frente de onda en esa posicidn del plano pupila, mientras se trate de desviaciones pequerias en el sentido de:

AL

donde f es la distancia focal de las lentillas [2]. Como es de esperarse, la precision dependerd de los pardmetros
de las lentes asi como del detector. Primeramente, la desviacion A L minima que se podrd medir estd determinada

por la minima desviacién angular y la distancia focal de las lentillas:

AL,;
Ormin X f"””. (1.17)

Asimismo, para que haya una consistencia en las mediciones deberd ocurrir que la inclinacién angular no

rebase la cantidad maxima dada por el didmetro de las lentillas d, y su distancia focal:

ALmas  d/2
maz ~ = (118)
7 ;o

Podemos concluir que una de las primeras desventajas del sensor de frente de onda H-S es su rango dindmico

d
mar — 5 ¢ 1.1
® 2 (1.19)

relativamente pequefio.

Una consecuencia inmediata es que cuando se tenga un frente de onda deformado de tal forma que el tamafio de
las lentillas es suficiente para que dos puntos de enfoque se superpongan en una sola subapertura correspondiente
a una lentilla (Figura[I.10), o se crucen entre sf, entonces la recuperacién de la fase no es posible con un algoritmo

estandar, ya que habra que considerar la separacién de los centroides para distinguir su lentilla de origen.

A

T

Figura 1.10. Superposicion de los puntos enfocados por las lentillas de un sensor de
frente de onda Hartmann-Shack. El rayo correspondiente a la secciéon de frente de onda
de la primer lentilla se enfoca en el area de su lentilla vecina, lo que confunde los calculos

de las desviaciones.
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3.1.2. Técnicas de recuperaciéon de fase. El andlisis de frente de onda se considera como una especie de
medicion de fase, ya que la medicion de la funcién de aberracion es equivalente a tener una distribucién de las
diferencias de fase (y a su vez, estas son equivalentes a la descripcion de aberraciones a través de la diferencia de
longitud de camino 6ptico). Paralelamente, se han desarrollado métodos de recuperacion de fase como ténica de

pruebas Opticas.

La recuperacion de fase consiste en, como su nombre lo dice, tratar de obtener informacion de la fase del
frente de onda aberrado para, a partir de ella, reconstruir el frente de onda. Se han propuesto diversos métodos
iterativos para este fin; el primero de ellos conocido, fue el implementado por Gerchberg y Saxton en 1972 [11]],
considerando la propagacién del frente de onda en el campo lejano, y sus valores de intensidad desde el plano
imagen y un plano en el campo lejano, la informacion de fase se podria extraer por medio de una Transformada
de Fourier. Teague (1982) [12] retom¢ estas ideas y desarroll6 a detalle la ecuacién de transporte que relaciona
la intensidad del frente de onda propagado con su fase. Este fue el paso esencial para obtener una forma directa
de recuperar la fase, pues convirtio el problema en el de una ecuacién diferencial parcial con condiciones en la
frontera. Posteriormenente, Roddier aplicé por primera vez la ecuacion de Poisson (I.20) , obtenida a partir de la
ecuacion de transporte desarrollada por Teague y de consideraciones de conservacion de energia. Esta describe la
distribucion total de la curvatura p, mediante el Laplaciano del frente de onda geométrico ¢, cuyas condiciones

en la frontera son dadas al medir las variaciones del frente alrederor de la pupila:

p(z,y) = Ve (1.20)

El método para este sensor consiste en enfocar el frente de onda por medio de una lente objetivo de longitud
focal f, hacia su plano focal, donde se encuentra una segunda lente de longitud focal f/2. La distribucién de
intensidad se mide sobre planos de desenfoque P; y P», que se colocan simétricamente una distancia [ del plano
focal (Figura , con el fin de conocer la variacion axial de esta cantidad [13]]. La relacion entre el frente de
onda y las variaciones axiales de intensidad (I.21]), entra en el margen de la ptica geométrica, ya que se obtiene

al suponer que el desenfoque es pequeiio a comparacion de variaciones medidas.

h-D _f(f=1 _ I
L 1 {VQZ(T) = 5, (7) 55} (1.21)

El método de recuperacion de fase es muy recurrido en areas como la microscopia y la éptica adaptativa.
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frente de onda deformado planos de desenfoque para medir
los perfiles de intensidad

110.12
|

|
(7 e

l

i
lente condensadora
Figura 1.11. Esquema del sensor de curvatura ideado por Roddier ‘ . Iy e I5 son los

perfiles de intensidad sobre cada plano de desenfoque, F' es la distancia focal de la lente

v | es la distacia de desenfoque.



Capitulo 2

Ecuacion de Transporte

de Intensidad (ETI)

La Ecuacion de Transporte de Intensidad proporciona un método no interferométrico de recuperacion de fase
dentro de las pruebas 6pticas. Ya que relaciona la intensidad de la onda con su fase, podemos obtener informacién
del frente de onda unicamente con mediciones de intensidad.

En la Figura 2.1] se esquematiza la propagacion de una onda plana que es aberrada al pasar por un medio
transparente. En el frente de onda saliente hay secciones donde la fase se retrasa mas que en otras, influyendo
en la curvatura local de éste [14]]. Al colocar un detector de intensidad frente a la onda aberrada, se notara
como la distribucién de intensidades depende de la curvatura local: si la curvatura es positiva (el frente de onda
geométrico es localmente convexo) habrd menos intensidad de luz, pues los rayos se esparcen, mientras en donde
la curvatura es negativa (el frente de onda geométrico es localmente cdncavo) hay una mayor intensidad ya que

los rayos se concentran. Con esto se obtiene al mismo tiempo informacidn local sobre el retraso de la fase.

Frente de Frente de
onda plano onda aberrado
—_— —] — Distribucion

- P
mtensidad

Medio trasparente

Figura 2.1. Propagacion de un frente de onda plano a través de un medio refractor.
La curvatura del frente de onda saliente influye directamente en la distribucién de

intensidad que se detecta sobre un plano inmediato.
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1. Obtencioén e interpretacion

Consideremos una onda plana monocromética de la forma:

—

®((r)) = e u(7) @.1)

Al introducir esta expresion en la ecuacién de onda, encontramos que una onda plana monocromadtica cumple la

ecuacion de Helmholtz:
(V2 + k) u() =0, (2.2)

donde k = 27/\. Si ahora consideramos sdlo la parte espacial que se propaga a lo largo del eje z, es decir

u (7) = e~**y(7), que cumple la ecuacién de Helmholtz [14], obtenemos:
82
Vit s 2zk u(F) = 0, (2.3)
en donde:
0? 0?
2
- 4~ 2.4
Vi Ox2 + Oy? @24

denota el operador Laplaciano tinicamente sobre el plano transversal z, 3. Como se considerd en los trabajos de
Teague [12] mencionados anteriormente, las variaciones de la perturbacién en la direccion longitudinal serdn
pequeiias en comparacién con las tangenciales, entonces esta segunda derivada serd despreciable y se puede

hacer la siguiente aproximacion:

[VT — 2ik— ] u(r) = 0. (2.9
Esta es conocida como la ecuacion paraxial y su validez estd sujeta a que se cumpla la desigualdad [14]:
0? ) 0
53| < |VEu(r)| + 2ik (7)) (2.6)

Ahora expresaremos esta perturbacién en términos de su intensidad y su fase, para lo que es necesario normalizarla,

sabiendo que su amplitud e intensidad est4n relacionadas mediante |u(7)|> = I, y de esta forma:
u(f) = 1" (7)e= 0 @.7)

Al introducir esta expresion en la ecuacion paraxial, se obtiene:

d 4 ,
[v% — 2z‘kaz] u(P) = —ie Y2V - Vrl) — e @O V2 [iV2¢ + Vo]
+ ie_i‘b(?:&)VQTIl/2 2ike (") | _ir1/2 ‘;¢> + 1_1/2 gI (2.3)
z

si ahora hacemos lo mismo con la ecuacién conjugada:
o , .
[V% + 2ikaJ w*(F) =i Y2(Vpg - Vrl) + D 1V2 [iV2p — [Vro)?]

+ iez‘qs(f)vaIl/z + 25kt |i11/2 g¢ I—1/2 gI 2.9)
z

=0.
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Cancelando los términos exponenciales de (2.8)) y (2.9), y restando ambas ecuaciones, se llega a:
oI
21 V(g - V) + 201 ?*V2G + 2ikl ™/ 2@ =0, (2.10)

de donde inmediatamente resulta:

I
VTI-VT¢+IV%¢+ng =0, .11

que es precisamente la Ecuacion de Transporte de intensidad (ETI).

Ahora podemos proceder a analizar cada uno de sus términos. El primero de ellos es una derivada direccional,
que indica la desviacién del gradiente de intensidades en direccién a la normal del frente de onda. Este término
es conocido con el nombre de efecto prisma, ya que describe la desviacion de los haces luminicos en funcién de
su longitud de onda, de manera similar a la dispersion que se observa en un prisma.

El siguiente término involucra a la curvatura del frente de onda y representa un efecto de lente, pues mide la
variacién de la intensidad causada por la convergencia o divergencia del haz, como si pasara por una lente con
distancia focal inversamente proporcional a V%¢. Finalmente se tiene el término longitudinal k91 /02, que es la
variacién de la intensidad a lo largo de la direccién de propagacion, causada por los efectos anteriores.

De aqui en adelante se omitird el subindice 7" en los operadores diferenciales involucrados en la ecuacion (2.11)),
teniendo en cuenta que siempre que hablemos de la ETI, nos referimos a los componentes transversales, a
excepcion claro, del término longitudinal. Podemos entonces, resumir la ecuacion (2.11)) y su significado en la

siguiente forma:

I
VI-Vé + IV = —ka—. (2.12)
—— 0z

Efecto prisma  Efecto lente
Mis atin, se puede compactar esta expresion, notando que V - (IV¢) = VI - Vé + I'V?¢, de donde es evidente

que se trata una ecuacioén de conservacion:

or
V- (IV) = k. (2.13)

En esencia, cualquier ecuacion de transporte en la fisica representa una ley de conservacion local. En este
caso la cantidad conservada es el flujo transversal de energia I'V ¢. De hecho, la misma ecuacion se puede obtener
a partir del teorema de Poynting considerando los limites de la dptica geométrica [15]]; sin embargo, el haber
obtenido la ETI primero de esta forma nos lleva de la mano a las restricciones experimentales que se deben tener

en cuenta para usarla en la préctica (la aproximacién paraxial y la forma explicita de la perturbacion, por ejemplo).

2. Solucién analitica

Una vez que tenemos una ecuacién que representa cualquier problema fisico, el primer reto es hallar una forma
de resolverla. El método analitico no siempre conduce a una solucién fisicamente vélida; de hecho, la mayoria de
ecuaciones diferenciales parciales no tienen un método exacto para resolverse, pero ese serd el primer intento que
hagamos en este trabajo debido a lo que podemos rescatar de ah{ para los préximos pasos. Para ello usaremos el

método de la funcion de Green.
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Cuando se tiene una Ecuacion Diferencial Parcial (EDP) de coeficientes constantes, esta se puede escribir de la

forma:

Lu:_fa

donde L es el operador diferencial y f es una funcién de las variables involucradas, llamada inhomogeneidad.
Cuando f es la constante cero se dice que la ecuacion es homogénea.
Por otro lado, la solucién fundamental de una ecuacion homogénea, tal como la ecuacién de Laplace, es una

funcién (o distribucién) E que cumple:

donde § es la distribucién de Dirac.
La funcién de Green, G es entonces la correccion a esta solucién fundamental para obtener la solucién del
problema con condiciones a la frontera especifico, por medio de una convolucién [16].

Para encontrar esta funcién, habra que resolver la ecuacion:
L(G) = -9, (2.14)

que parece idéntica a la anterior, pero con la diferencia de que GG también guarda la informacién de las condiciones
de frontera dadas. La importancia de obtener la funcién G, radica en que se pueden generar las soluciones de la
ecuacion original mediante integraciones [|16,|17]]. Para el caso particular (y el que nos interesa aqui), en que
el operador diferencial es el Laplaciano, V2, se tendria que V2G(7,7) = —§(# — '), para todo 7 dentro del

dominio, 2. Y la solucidén a la ecuacién no homogenea:
V20 = —f(r), (2.15)

estd dada por:

oD (7)
on

OG(7, 1)
on

o) = [ GG f()dr' + /8 ) [G(F,F’) o () ds'. (2.16)

)
Ahora bien, veamos que la ecuacién (2.13) es basicamente la de Laplace con un término no homogéneo (k01 /0z),

que se conoce como ecuacion de Poisson. Introduciendo la funciéon auxiliar:
b =1V, 2.17)

propuesta inicialmente por Teague [12]], 1a nueva ecuacién de Poisson, o ETI, se transforma como:

oI
V2 = —k——. (2.18)
0z
Al tener (2.18) con condiciones de Dirichlet, por ejemplo, resolveremos:
VAG(F, 7)) = —6(F—7), 7€
; (2.19)

y con esto, la solucién viene dada por la siguiente integral:

or PYS e
O(7) = 9 92 _ %% g5’ 22
() /QGk:aer/m [Gan (%st (2.20)
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En [12} 18] se hace la simplificacién suponiendo que la intensidad es constante en el plano z = 0, por lo que:

k 0l
Vo= - ———
Iy 0z
y en el interior de esta region, se tiene:
® = Iy(p+c) (2.21)

con la variacién de la intensidad obtenida por diferencias finitas.
Por otro lado, si nos encontramos en un dominio de dimension 2, que es el caso del plano de la pupila, se obtiene
ya sea con métodos de andlisis funcional o la integracién de (2.19)), que la funcion de Green para el Laplaciano

tiene la forma:

1 2 _
- - n (757,

donde A es un factor que introduce las propiedades geométricas del sistema.

Notemos que, aunque ya tenemos una expresion para la solucion ® en forma integral, su evaluacion requiere
necesariamente conocer los valores a la frontera, tanto de & como de su derivada. Esto, por supuesto, es poco
factible para los propdsitos experimentales, pues la fase es precisamente lo que nos interesa conocer. Teague
[12] propone hacer las mediciones de frontera con un sensor Hartmann-Shack, sin embargo, para el objetivo
de este trabajo, la propuesta carece de sentido, pues resolviendo la ETI se busca reemplazar este aparato para
las mediciones y, en general, este método no ha sido implementado en algin otro trabajo. Podriamos pensar
inmediatamente en imponer las condiciones de contorno en el propio arreglo experimental, y encontraremos
que cada método tiene sus propias implicaciones. En las siguientes secciones se aclarard mas la solucion a este

conflicto.

2.1. Condiciones de frontera. Acabamos de visualizar parte de los inconvenientes al tratar con valores a
la frontera. Adicionalmente, no debemos pasar por alto el primer paso al trabajar con una ecuacién diferencial
parcial: averiguar cuando estd bien definida (que tenga solucién y sea inica). A continuacién se resume lo que

pasa con la solucién dependiendo de las condiciones de contorno que se tengan.

= Condiciones de tipo Dirichlet.

La solucién siempre existe y es tnica [|19].

= Condiciones de tipo Neumann.

La existencia y unicidad de la ecuacidn estd condicionada a que se cumpla la condicién de compatibilidad:

f 1(7") a‘;;(T ) s’ = If k) g (2.23)

90 n 5 0z

La ecuacion (2.23) representa una ley de conservacion y se obtiene utilizando el Teorema de la divergencia al
integrar la ETI; notemos que el lado derecho de la ecuacién representa un dato conocido por las mediciones
de intensidad, mientras que el lado izquierdo necesita ser determinado con condiciones de contorno. Como se
menciond anteriormente, la medicion o reproduccién de sefiales a la frontera siempre conlleva dificultades en
la practica; por ello, se busca la forma de resolver el problema sin necesidad de dichas mediciones. Para que

esto ocurra, es necesario que el termino izquierdo de la ecuacién de compatibilidad se anule. Fisicamente esta
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condicion equivale al caso particular en que no hay transferencia de energia neta a través de la frontera del
dominio.

Es importante enfatizar que el no necesitar hacer mediciones a la frontera no significa que no debamos imponer
condiciones de frontera, pues las Ultimas son siempre necesarias para resolver una EDP.

Una de las formas mads practicas de hacerlo es introduciendo una Abertura de Borde Duro (ABD) [20] en el

plano pupila z = 0, es decir, una funcion:

I, ¥ €Q
Ag(F) == (2.24)
0, 7 ¢Q
Al introducir la ABD en (2.13), se obtiene
D¢ oI
AV - (I —I— =—k—. 2.2
QV - (IV9) =I5 doa = —k 5~ (2.25)

El significado de (2.23)) es simple pero radical. El primer término del lado izquierdo no es mds que la variacién
de intensidad dentro del dominio de la pupila, como si la abertura no estuviera. El segundo término resulta de
considerar el contorno del dominio (incluido en €2), y representa una funcién de tipo delta de Dirac con su pico en
la frontera que, ademds, proporciona las condiciones de contorno precisas que se necesitan imponer: condiciones
tipo Neumann [21]].

Con esto, regresamos al problema de hallar la funcién de Green G para la ecuacién (2.25)), pero con condiciones

de tipo Neumann:

VG (7,7) = =6(F =) +|Q7!, FeQ
9G (7. 7! (2.26)
(T, r ) = 0’
on 99
lo que nos regresaria la funcién ® en términos de G:
OL(T") (2 =1\ 1
O(7) = H k=G (7 ) di”. 2.27)
Q

Ahora que hemos evitado el hacer mediciones de contorno parece més sencillo el proceso: simplemente en-
contramos Gy aplicamos (2.27). Sin embargo, atn falta encontrar la fase original ¢(7), para lo que habrd que
recordar la definicion de la funcién auxiliar (2.17). La recuperacién de la fase parece involucrar la solucién
de otra ecuacion diferencial (recordemos que en este caso se considera que ¢ ya es conocida), que ademds es
una ecuacion vectorial. El método para encontrar la solucién es hallar la funcién escalar ¢ cuyo gradiente se
aproxime més al campo vectorial 11V ® (usualmente encontrada con métodos iterativos) [22] , y este problema

es equivalente a resolver la ecuacién de Poisson:

V¢ =V (I7'Ve), FeQ

99 N (2.28)

on | sq
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La solucién a (2.28)) se calcula inmediato con el método que ya conocemos, pues que se trata del mismo problema

de Dirichlet. Por lo tanto, se obtiene que:

o() = [[ V- (I7VeE) G (7, 7) di”, (2.29)

con la misma funcién de Green obtenida en (2.26)).
En resumen, para recuperar la fase hay que resolver (2.26)), calcular (2.27) y por ultimo (2.29). O dicho de otra

forma, el problema se convierte en las dos ecuaciones de Poisson:

V2 = —kg (2.30)
0z
V¢ =V (I7'Ve). (2.31)

Notemos que la fase serd recuperada salvo una constante aditiva, que resulta de considerar los gradientes en
Hay otros estudios de soluciones andliticas en casos especificos, donde se resuelve para I () la ETI homogénea
V- -(IV®)=0 (2.32)

Con esta solucién se calcula una derivada discreta de la intensidad calculando su valor en planos desenfocados y
posteriormente se recupera la fase ¢ de forma numérica con el método de sobre-relajacién (SOR). La referencia
para obtener mas detalles sobre este método es [[14]. Algo interesante de éste método es que al analizar las
soluciones especificas de un frente de onda plano o un frente de onda esférico, se concluye la interpretacién de
las condiciones de validez (2.6); en resumen se requiere de la aplicacion en el régimen paraxial y que el perfil de

intensidad sea casi lineal en un pequefo lapso en direccién de la propagacion.

En la siguiente seccién también emplearemos la solucién analitica recién estudiada, pero nos enfocaremos
en casos especificos determinados por la geometria de las regiones de integracién. En este caso, resolveremos
(2.13) directamente para ®, asumiendo que se puede conocer la derivada de la intensidad mediante mediciones

en planos desenfocados.

3. Soluciones numéricas

Ahora que hemos dado una representacién analitica de la solucion a la ETI, ademds de resolver en gran parte el
problema de mediciones de frontera, las expresiones en términos de la funcién de Green nos permite implementar
métodos numéricos para recuperar la fase, que van mds alla del clésico cdlculo de diferencias finitas.

Comencemos por notar que GG se puede expandir en términos de las funciones propias del operador Laplaciano,

dependiendo éstas de la region de dominio:

m=0n=0
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Particularmente, para una region rectangular, de lados a y b, las funciones se encuentran de manera sencilla [[17]]
y asi G se expresa como una combinacion de armonicos de Fourier cosenoidales, donde
5 (m?  n?
>\nm = -7 5 + b2 )
. mm nm
Uy (7) = apm cos | —z ) cos ( —y ) .
a b
De esta manera, s6lo quedarfa sustituir en (2.27) y (2.29) para obtener:

O(7) = i Z ALla2 Jj k:al (17’;7795 ) Cos (%y’) dr/] cos <%x) Cos (%y) , (2.35)

m=0n=0

(2.34)

y andlogamente para ¢, como se desea. Sin embargo, recordemos que al tratar con datos discretos, precisamos de
discretizar las expresiones, y esto se hard usando la Transformada de Coseno Discreta (DCT por sus siglas en

inglés), ya que se encuentra involucrada una expansion cosenoidal.

La DCT, de una sefial unidimensional f, dado un muestreo uniforme { f(n);n =0,1,..., N — 1}, se define

por:

= A Z f(n) cos [ (n + ;)] . (2.36)

Asimismo, la DCT inversa de la sefal F' es:
—Nz:lA F(k) cos hm n—+ = L (2.37)
e k N 2 '

Para una sefal bidimensional y un muestreo de N x M, se tendria una doble expansién (dos DCT unidi-

mensionales seguidas), en la que las variables son separables. Asf, la forma discretizada de la integral en (2.35))

es:
M-1N-1 e 1 n
Smn = AmAn > Y 2 az (ax’+2>cos<by+ )dr (2.38)
/=0 y'=0
que es una DCT 2-dimensional de la variacién de intensidad, y finalmente:
== mm 1 nmw 1
O (r) = mZ:O nz;) AmAn)\;,}LSmm cos (ax + 2) cos <by + 2> , (2.39)

que termina siendo la DCT inversa de Sy, , bajo una reponderacién de los coeficientes sobre los valores propios

correspondientes.

Eventualmente hemos llegado al algoritmo que nos permite calcular la solucién a la ETI basado en la DCT

[20], y es el siguiente:

1. Calcular la derivada de la intensidad con el método de diferencias finitas, a través de la medicion de I en

planos vecinos al plano focal.
2. Aplicar una transformada discreta DCT a esta derivada.
3. Multiplicar por la matriz inversa de eigenvalores correspondientes del Laplaciano.

4. Calcular las derivadas necesarias de la serie obtenida para @, y obtener el término de conveccidn.
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5. Aplicar los pasos 2 y 3 para obtener ¢.

Diferencias finitas oI
L - . :DCT(fk—} ————  ©()=DCT(s;,)
Sl fi 4
oz
(r) = ‘k”n 615(1”) G(r—r"dr'
!
Obtener
IV, ® L GweDCT[V{IVeO)] o perien)
V- (I7V,,®)

i) = [, V-1V @) 6 -

Figura 2.2. Algoritmo de solucién de la ETI basado en DCT.

Como se intenta representar en la[Figura[2.2] los primeros tres pasos del algoritmo pretenden resolver la primera
ecuacion de Poisson (2.30)), mientras que los restantes estdn determinados a resolver la segunda de estas ecuaciones

(2.3T). Usualmente la solucién del problema completo (2.13)) suele expresarse como:

o(F) = —kV 2V {I(F)_lv v dg(j) gi} : (2.40)
en donde V2 o el “laplaciano inverso”, representa simplemente la solucién de la ecuacién de Poisson corres-
pondiente a la homogeneidad a la que es aplicado.

Una de las ventajas de este método es que toma en cuenta condiciones no homogéneas de Neumann. Un algoritmo
que permite hacer mas rapido el calculo de la DCT, es usando la Transformada rdpida de Fourier (FFT por sus
siglas en inglés), que consiste en usar la expansién exponencial en lugar de la expansion de cosenos y realizar los
mismos pasos anteriores [23] [19]. La FFT reduce el tiempo de computo original O(N M) a un tiempo de orden
O(N log(M)), sin embargo en este método sélo son consideradas las condiciones homogéneas o periddicas de
frontera. Para reparar el asunto de tener mas dominios de frontera, se opta por un método iterativo basado en

DCT, el cudl consiste en realizar el algoritmo DCT repetidas veces hasta que la solucién sea autoconsistente, o

converja [24].

3.1. Problemas con los métodos numéricos.

Regiones y valores pequenos. Una de las principales limitaciones del algoritmo DCT es la region de
dominio, ya que la solucién analitica solo se calcul6 para regiones rectangulares. El algoritmo iterativo basado en
esta misma solucién, promete resolver el problema de considerar regiones arbitrarias (siempre que el contorno

sea dos veces diferenciable por pedazos) lo cual podremos comprobar mas adelante en las simulaciones. Sin
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embargo, existe otra dificultad al tratar con experimentos reales, y se trata de los valores de intensidad pequefios.
La unicidad de la ETI estd asegurada s6lo cuando I # 0 para todo valor de intensidad [25]], en el caso
que aparezcan valores muy cercanos a cero, se llega a una indeterminacion y los cdlculos en el algoritmo sufren
consecuencias importantes.

Discrepancia de fase. La discrepancia de fase es otro problema que nace desde la introduccién de (2.17).
La suposicion de que exista este potencial escalar que cumple la ecuacion (2.18)) implicaria que el flujo IV ¢ es

irrotacional, ya que
F=V¢p=VXxF=0

para cualquier campo vectorial F'. Por el teorema de Helmholtz, sabemos que un campo vectorial se puede
descomponer en dos términos: uno que involucra un potencial escalar y, el otro un potencial vectorial. De esta

forma,
IV =V®+V xn. (2.41)

Es 16gico que la conservacion total del flujo no es siempre cierta en el experimento, pues siempre habrd pequefias
variaciones en la direccion o la velocidad del campo real. La pregunta entonces es: ;jcudndo si puede ser
despreciable el término rotacional (que contiene al potencial vectorial)? Zuo et al. [20] han trabajado en encontrar

una condicién de validez para a hipétesis de Teague, y esta resulta ser la siguiente.
VI(r) ™t x V72{V - [VI(r) x Vé(r)]} = 0. (2.42)

Dicho en palabras, si la distribucion de intensidad es casi uniforme en el foco, entonces la discrepancia de fase

resultante de la funcion auxiliar es despreciable.

3.2. Solucién universal. Por su parte, Zhang et al. [26]] han desarrollado un algoritmo, que pretende
reparar todos los problemas mencionados anteriormente, a los que nos enfrentamos al tratar de resolver la ETI . El
llamado Algoritmo Universal (CUS’ por sus siglas en inglés) se deshace de los inconvenientes de la discrepancia
de fase causada al introducir (2.17), de la indeterminacion en valores nulos de intensidad, o los problemas de
condicibnes de frontera. La idea general es resolver las ecuaciones (2.30), (2.31) con alguno de los métodos
conocidos e ir agregando correcciones a la solucién hasta obtener un valor autoconsistente (ver [Figura[2.3). Para
ello, lo primero es considerar un valor de intensidad I,,,,, como valor inicial uniforme sobre el plano de enfoque.
En el experimento este valor estard dado por el maximo de intensidad medido en ese plano. Observemos que al

introducir I,,,q, = I en la ETI (2.13)) se obtiene una ecuacién de Poisson sin necesidad de la funcién auxiliar:

—kdl
2p= —— 2.43
Voo T (2.43)

en donde % de nuevo puede ser obtenida por diferencias finitas. La ecuacion (2.43) puede ser resuelta por el
z

método DCT visto previamente, y el resultado ¢ servird como funcién de prueba inicial para la solucién final.
Observemos que si el resultado previo es introducido nuevamente en una ETI, podremos obtener una derivada de
intensidad artificial:

1

J1 i

V - IV (2.44)
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ya que % es un valor del que podemos tener certeza, pues lo obtenemos por medicion, la diferencia entre éste y

las derivadas artificiales funcionardn como una sefial de error que nos diga cudndo la solucién estd convergiendo.

Definir el maximo de
I = I Intensidad como el valor
| plano de enfoque.

¢ =0 [ Resolver para ¢:
—Fk 1
2 _ =_V.
A‘]o :E — |V @H—TAJ}H —_— Iy = kV No.,
oz
Po = ¢ Derivada de Intensidad artificial
Discrepancia de fase artificial
No
(Solucién auto
consi 2 =G+ O A=A -T, —
l Si Actualizar fase Sefial de error

Figura 2.3. Algoritmo de solucion universal (US) de la ETI basado en DCT.

Otra cosa a notar dentro del algoritmo US es que no se estd tomando en cuenta la forma de la pupila, ya que
gracias a la iteracién se compensan las posibles discrepancias en los valores a la frontera, y en la solucién del

paso tres se involucra una transformada rapida de Fourier (FFT). Por tltimo, la suposicion inicial de I uniforme

resuelve el problema de dividir por cero.



Capitulo 3

Simulaciones

En este capitulo, se comenzard comparando las reconstrucciones de fase de un frente de onda aberrado, simuladas
por los mismos autores de los algoritmos en sus trabajos[21]], [27]. Se hard la reconstruccion con perfiles de
intensidad diferentes: primero un perfil gaussiano sin intensidades bajas, después un perfil gaussiano con valores
de intensidad casi cero. Posteriormente se hardn las mismas simulaciones introduciendo un frente de onda
esférico y uno plano.

En todas las simulaciones se introduce el perfil de intensidades gaussiano:
I(z,y) = e~ @)/, G.1)

cambiando el pardmetro de varianza o segin sea el caso, de un borde duro (sin intensidades pequefias en
la frontera) o un borde suave (con intensidades pequefias en la frontera) como se indica en la Es
importante destacar que, en el caso del borde suave, el valor minimo de intensidad alcanzado en los bordes es de

I = 1.62 x 1078, mientras que en el caso del borde duro es de I = 1.4 x 1073,

Tabla 3.1. Parametro de varianza para el perfil de intensidad.

Caso o

Borde de duro (sin valores pequefios) 2 x 1074

Borde suave (con valores pequefios de intensidad) | 0.8 x 1074

Tabla 3.2. Parametros para las simulaciones.

Longitud de onda () 0.633 x 107%m
Resolucion de pixeles 256 x 256
Tamafio de pixeles 2x1075m
Distancia de desenfoque (dz) 107%m
No. maximo de iteraciones 500

Para obtener la distribucién de intensidad en los planos de desenfoque se hace una propagacion numérica

con el método de espectro angular, que consiste en descomponer el campo de la onda compleja en una suma de

31
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ondas planas por medio de una transformada de Fourier, aplicar una trasformacién de propagacién y después
recuperar el campo sobre el plano desconocido con la transformada inversa [28]]. Asimismo, los pardmetros a
considerar para los calculos numéricos de estas simulaciones estdn indicados en la[Tabla[3.2] Ademds, en la
Tabla[3.3|se detallan las especificaciones de la computadora utilizada para realizar todas las simulaciones, la cual

es una computadora personal portatil.

Tabla 3.3. Especificaciones de computo para correr las simulaciones.

Procesador Intel(R) Core(TM) i5-8250U CPU @ 1.60GHz 1.80 GHz
Memoria RAM 8.00 GB

Sistema operativo 64 bits, procesador x64

1. Frente de onda aberrado

En esta primer simulacién se intenta recuperar la fase del frente de onda dado por la siguiente funcion de fase:

41
dl,y) =a® =07z —y* + 2y + o, (3.2)

correspondiente a un frente onda aberrado por astigmatismo y distorsion (Figura|3.1)), y es la utilizada por Zuo,

Chen y Asundi en su articulo [19] .

En el primer caso, se introducird la funcién de fase (3.2)), con el perfil de intensidad gaussiano y borde duro,
como se muestra en la[Figura[3.2] Por simplicidad, en las imdgenes y tablas correspondientes nos referiremos a

este caso con las siglas FABD (Frente de Onda Aberrado y Borde Duro). Los resultados de las fases recuperadas

con cada método se muestran en la|Figura|3.3]

a

T

Figura 3.1. Propagacion del frente de onda geométrico aberrado después de pasar por
un medio refractivo transparente. Se marcan los planos de deteccién desenfocados, cada

uno a una distancia dz del plano pupila, atras y adelante respectivamente.

En la|Figura|3.3| se puede observar a simple vista que las fases recuperadas mads cercanas a la original son
las de los métodos FFT, DCT iterativo y el universal (US), sin embargo, al comparar sus respectivos RMSE, es
el método FFT el que arroja un mayor valor de error (3.95 en[Figura(3.3(e)), mientras que el del método DCT

simple se mantiene relativamente bajo (1.93 en [Figura[3.3(f)), y el de US del orden de 10~ (Figura[3.3(h)) , es

decir, un 0.000192 %, que se encuentra hasta dos 6rdenes por debajo respecto a los otros métodos.
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(a) Intensidad en foco (b) Fase
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Figura 3.2. (FABD) (a) Perfil de intensidad gaussiano, sin valores pequenos, medido en

el plano de enfoque. (b) Frente de onda original de la ecuacion (3.2) que es introducido

en la simulacion.

Asimismo, en|Figura[3.4]se observan graficamente estos errores RMSE contra el nimero de iteracion para dos
de los algoritmos (US y DCT iterativo), de donde podemos observar que el método iterativo con DCT no presenta
un cambio significativo después de la primer iteracién, mientras que el algoritmo universal se reduce de manera
exponencial, creando una ventaja significativa sobre el primero. De igual forma, se muestra la comparacién
gréfica entre el tiempo por iteracion y el tiempo total de estos dos algoritmos,
observando claramente que en el primero, US, toma ventaja sobre iterDCT, aunque ambos tienden a oscilar de

manera similar, mientras que el tiempo total para el algoritmo US es hasta menos del 15 % que el de iterDCT.

Para ver estas comparaciones con mayor claridad, se presentan en la[Tabla[3.4]1os RMSE en porcentajes de

amplitud, asi como los tiempos de computo totales de cada algoritmo.

(a) Fase reconstruida (FFT (b) Fase reconstruida (DCT, (c) Fase reconstruida (IterDCT, (d) Fase reconstruida (US
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Figura 3.3. (FABD). (a), (b), (c), (d): Fases recuperadas con los distintos algoritmos,

con un perfil de intensidad gaussiano sin valores pequenos. (e), (f), (g), (h): Errores

RMSE de los correspondientes métodos.
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Comparacién RMSE
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Figura 3.4. (FABD). Comparacién de los errores RMSE respecto al nimero de iteracio-

nes, entre el algoritmo universal y el iterativo con DCT.
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Figura 3.5. (FABD). (a) Comparacién del tiempo por iteracion y (b) el tiempo total de

computo entre el algoritmo universal y el iterativo.

Tabla 3.4. (FABD) Tiempo de cémputo y RMSE.

Meétodo | Tiempo de computo (s) | RMSE en porcentaje de amplitud ( %)
FFT 0.047 0.0287
DCT 0.251 0.0140
iterDCT 0.157 0.0019
UsS 0.018 0.0002

En el siguiente caso, la misma fase es introducida y propagada con un perfil de intensidad gausiano con
valores que se aproximan a cero cerca de la frontera. Para esta Fase Aberrada con un Borde Suave (FABS), el
perfil de intensidad se ve en la En este segundo proceso, ya se puede observar la repercusién de
tener valores de intensidad casi cero en la frontera (Figura[3.7). Notemos, por ejemplo, la fase recuperada con
el algoritmo iterDCT, que al iterar operaciones con valores cercanos a cero llega a un momento en el que la
solucién comienza a diverger. Lo anterior se puede ver claramente al graficar el comportamiento del error RMSE

respecto al nimero de iteraciones.En la|Figura|3.8| se muestra una comparacion de este comportamiento, entre el
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(a) Intensidad en foco (b) Fase
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Figura 3.6. (FABS). (a) Perfil de intensidad gaussiano, con valores pequenos, medido

en el plano de enfoque. (b) Fase del frente de onda original de la ecuacién que es

introducido en la simulacion.

algoritmo iterDCT y el algoritmo US. Como se puede apreciar, el RMSE del primero tiene un comportamiento
oscilante hasta llegar a un momento de divergencia antes de las 20 iteraciones, mientras que el segundo mantiene

un decaimiento exponencial hasta un momento de consistencia cerca de las 100 iteraciones, que es cuando se

detiene el proceso.

(d) Fase reconstruida (US
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Figura 3.7. (FABS).(a), (b), (c), (d): Fases recuperadas con los distintos algoritmos. (e),
(f), (g), (h): Errores RMSE de los correspondientes métodos.

En la|Figura|3.9|se observa una estabilidad en el tiempo por iteracion del algoritmo universal, mientras que la
oscilacién del gréfico para el iterativo tiene una amplitudo de alrededor de 0.15 segundos. En cuanto al tiempo
total, también se ve una clara diferencia, haciendo el algoritmo universal mds rdpido. Algo similar pasa en el
caso anterior con la abertura de borde duro.Esto puede parecer una clara desventaja, sin embargo hay que tomar
en cuenta que, como se vio arriba, se podria considerar que el primer método ’converge’ desde antes y por ello
las siguientes iteraciones ya no son necesarias, que es lo que realentiza el tiempo.

Habra que ver, por ejemplo, que la recuperacion con DCT equivale a una sola vuelta del algoritmo iterativo y

este se ve mds aproximado a la fase original. La comparacién entre los tiempos de computo y el RMSE se ven en
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Figura 3.8. (FABS) Frente de onda aberrado y perfil gaussiano con valores pequenos
de intensidad. Se observa a través de la comparacion de los errores RMSE cémo la
solucién con DC'T iterativa comienza a diverger a partir del décimo ciclo, mientras que
la solucién Universal converge uniformemente, después de aproximadamente la iteracion

60.
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Figura 3.9. (FABS). (a) Comparacién del tiempo por iteracién y (b) el tiempo total de

computo entre el algoritmo universal y el iterativ

la tabla

Tabla 3.5. (FABS). Tiempo de cémputo y RMSE.

Método | Tiempo de cémputo (s) | RMSE en porcentaje de amplitud ( %)
FFT 0.032 0.0092
DCT 0.173 0.0003
iterDCT 0.188 0.0019
[N 0.016 0.0007

No obstante, usando el RMSE como pardmetro principal, tanto en el caso de borde suave como en el borde duro,
este presenta varios 6rdenes de diferencia menor en el algoritmo universal, siendo el dltimo caso (FABS) el mds

notorio, incluso visiblemente en la recuperacion con los otros métodos.
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2. Frente de onda esférico

A continuacidn, se introduce un frente de onda esférico dado por la funcién de fase (3.3)) para su recuperacién de

fase.
¢ =a>+y*>+0.81 (3.3)

Al igual que antes, primero tomaremos el caso en el que el haz gaussiano no tiene valores de intensidad pequefios

a la frontera (FEBD) como en la|Figura[3.10]. La|Figura|3.11|muestra los resultados de la recuperacion de fase al

introducir un perfil de intensidad gaussiano de borde duro. Una vez mads, se aprecia la mayor aproximacion que
tienen los métodos iterDCT y US al recuperar la fase original, notando ademas que el maximo valor de error

para este ultimo es menor por 3 6rdenes.

(a) Intensidad en foco ; (b) Fase 12
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Figura 3.10. (FEBD). (a) Perfil de intensidad gaussiano con valores regulares, medido

en el plano de enfoque. (b) Frente de onda original de la ecuacién que es introducido

en la simulacion.

(a) Fase reconstruida (FFT) (b) Fase reconstruida (DCT; (c) Fase reconstruida (IterDCT (d) Fase reconstruida (US)
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Figura 3.11. (FEBD). (a), (b), (c), (d): Fases recuperadas con los distintos algoritmos.
(e), (f), (g), (h): Errores RMSE de los correspondientes métodos.

En el caso del frente esférico, el resultado visible es que la recuperacion de fase con los métodos Universal e
iterativo, son los mejor aproximados, siendo este dltimo el mejor por tres 6érdenes de magnitud refiriéndonos

al RMSE. Sin embargo, esto podria no hacer una diferencia relevante de acuerdo a la aproximacion que se
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requiera, pues veamos que en la comparacién gréfica los algoritmos iterativo y universal convergen,
casi simultdneamente, incluso antes del nimero total de iteraciones. Por otro lado, el problema de célculo
para los métodos de una soéla iteraciéon (FFT y DCT) se vuelve evidente tanto para la reconstruccion de fase
(Figura|3.11[(a),(b)) como para el RMSE (Figura|3.11[e),(f)), pues recordemos que estos métodos se aplican

tipicamente en dominios rectangulares, por lo que en este caso hay que considerar condiciones periddicas para

ajustarse a las condiciones de frontera.

El tiempo de computo, por su parte, podria ser una variante mas importante al decidir qué algoritmo escoger,
pues un factor menor que un tercio en el tiempo de computo total respecto al algoritmo iterativo. Esto puede
darle ventaja al universal en caso de requerirse, por ejemplo, en Optica adaptativa (ver [Figura[3.13).

En contraste con las recuperaciones gréficas de fase, en porcentaje de amplitud el RMSE del US es mejor por

03 Comparacién RMSE
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Figura 3.12. (FABD). Comparacién de los errores RMSE respecto al niimero de itera-

ciones, entre el algoritmo universal y el iterativo con DCT.

tan s6lo un orden de magnitud con respecto a los otros algoritmos, mientras que el tiempo de cémputo total es

comparable con el del método FFT (Tabla[3.6).

a) Tiempo por iteracién (s) 4 (b) Tiempo total (s)
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Figura 3.13. (FEBD). (a) Comparacion del tiempo por iteracién y (b) el tiempo total

de computo entre el algoritmo universal y el iterativo.

De nueva cuenta se introduce el frente de onda esférico, ahora con un perfil de intensidad gaussiano pero

de bordes suaves (Figura[3.14]). Los resultados de recuperacién de fase para este caso se muestran en la Figura
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Tabla 3.6. (FEBD) Tiempo de cémputo y RMSE

Método | Tiempo de cémputo (s) | RMSE en porcentaje de amplitud ( %)
FFT 0.020 0.0015
DCT 0.122 0.0014
iterDCT 0.167 0.0029
UsS 0.018 0.0001

[3.15] Se puede apreciar una dificultad més notoria para el algoritmo iterDCT al recuperar la fase con valores
de intensidad pequeiios en la frontera (|Figura|3.15{(c)]). Incluso para un frente de onda bien comportado como
lo es el caso de uno esférico, este comportamiento de la recuperaciéon con DCT es en cierta forma esperado,

recordando que el algoritmo en si no evita la divisién por cero, mientras que el algoritmo de solucién universal

(US) si lo hace (Figura[3.15(d)).

(a) Intensidad en foco (b) Fase
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Figura 3.14. (FEBS). (a) Perfil de intensidad gaussiano, con valores pequeinios de inten-

sidad en la frontera, medido en el plano de enfoque. (b) Frente de onda original de la

ecuacion que es introducido en la simulacién.

Notemos que para este frente de onda, una séla iteracién con el método DCT o FFT parecieran ser suficientes
para recuperar la informacién de fase ( (a) y (b)), por lo que la siguiente instancia serd de nuevo
comparar el desempefio en el RMSE ([Figura[3.16) y el tiempo de cémputo (Figura[3.17).

En conclusiodn, el algoritmo de Solucién Universal vuelve a tomar ventaja sobre el DCT iterativo, en tiempo
total de cémputo y en cuanto al RMSE, aunque dependerd de la aproximacion requerida para los fines deseados,
ya que incluso los RMSE no diferirdn significativamente en este caso si se toma en su lugar una iteracion de DCT,
como se puede ver en la[Figura[3.16] para las primeras iteraciones de iterDCT con respecto a las consecuentes del
algoritmo US. También se puede notar este hecho directamente en los valores de la[Tabla[3.7] donde claramente

el algoritmo US es similar a los demds algoritmos, excepto el iterativo.



40

(a) Fase reconstruida (FFT) (b) Fase reconstruida (DCT;
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(e) RMSE =0.0049525 (f) RMSE = 0.0039492
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(c) Fase reconstruida (IterDCT

(d) Fase reconstruida (US
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Figura 3.15. (FEBS) Frente de onda esférico con un perfil de intensidad gaussiano con
valores pequenos en la frontera. (a), (b), (c), (d): fases recuperadas con los distintos

algoritmos. (e), (f), (g), (h): errores RMSE de los correspondientes métodos.
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Figura 3.16. (FEBS) Comparacién de los errores RMSE respecto al nimero de itera-

ciones, entre el algoritmo universal y el iterativo con DCT.

Tabla 3.7. (FEBS) Tiempo de cémputo y RMSE

Meétodo | Tiempo de computo (s) | RMSE en porcentaje de amplitud ( %)

FFT 0.020 0.0001
DCT 0.088 0.0001
iterDCT 0.120 0.0029

US 0.012 0.0001




2. Frente de onda esférico

41

025 (a) Tiempo por (s) 14 (b) Tiempo total (s)
e |terDCT e |terDCT
US-TIE — US-TIE
12
0.2
10
0.15
8
6
0.1
4
0.05
MMMM 2
0

0 50
No. de iteracién.

100

0 50
No. de iteracién.

100

Figura 3.17. (FEBS) (a) Comparacién del tiempo por iteracién y (b) el tiempo total

de cémputo entre el algoritmo universal y el iterativo.
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3. Simulaciones

3. Frente de onda plano

El siguiente caso se introduce un frente de onda plano con una ligera inclinacién:

(z,y) =z +y. (3.4)

Se comienza nuevamente considerando un perfil de intensidad gaussiano sin valores pequefios, o de borde duro

(FPBD) como en la[Figura[3.18]

(a) Intensidad en foco

1
0.8
0.6
0.4
0.2

Figura 3.18. (FPBD). (a) Perfil de intensidad gaussiano, sin valores pequenos en la

(b) Fase

frontera, medido en el plano de enfoque. (b) Perfil de la fase (3.4).

En las reconstrucciones de fase ([Figura[3.19) se observa de los mapeos de color que son bien aproximadas

a la fase original, salvo la reconstruccion con DCT, donde se puede ver mds claro el problema de valores a la
frontera con aberturas arbitrarias, ya que, como se menciond antes, este algoritmo estd construido para una

abertura rectangular. En cuanto a los otros métodos, se observa la ventaja del algoritmo US en el mapeo de su

RMSE (Figura[3.19(h)), que es hasta 2 érdenes de magnitud menor que el algoritmo iterativo.

(a) Fase reconstruida (FFT)U
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(b) Fase reconstruida (DCT
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Figura 3.19. (FPBD). (a), (b), (¢), (d): Fases recuperadas con los distintos algoritmos.
(e), (f), (g), (h), (i): Errores RMSE de los métodos respectivos.
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Por otra parte, en la comparacién de la convergencia de los errores RMSE (Figura|3.20)) observamos que
la solucion iterativa converge mds répido: desde la primera iteracion, y a partir de la segunda no habrd gran
diferencia, mientras que el algoritmo US tarda hasta 10 iteraciones para empezar a converger, y a partir de

entonces la recuperacion de fase es mas precisa.

En esta corrida podriamos decir que todos los métodos son similares en cuanto a su desempefio, a excepcion
del algoritmo DCT. Se puede llegar a la conclusion de que esta discrepancia se debe a las condiciones geométricas
de frontera, pues esta es la tinica diferencia significativa en el algoritmo si se compara con FFT. De igual forma,

se compara el RMSE de los algoritmos iterativo y US, notando una ventaja en el desempefio de este tltimo

después de unas 10 iteraciones ([Figura[3.20).

03 Comparacién RMSE
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Figura 3.20. (FPBD). Comparacién de los errores RMSE respecto al niimero de itera-

ciones entre el algoritmo universal y el iterativo con DCT.
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Figura 3.21. (FPBD). (a) Comparacion del tiempo por iteraciéon y (b) el tiempo total

de computo entre el algoritmo universal y el iterativo.

En cuanto a la comparacion del tiempo por iteracion y el tiempo total entre iterDCT y US, se observan
resultados similares a los casos anteriores, ya que el tiempo de cdmputo para US sique quedando por debajo del
tiempo para iterDCT (Figura[3.21)). Se considera que el pico notable en el tiempo durante las primeras iteraciones
del método iterDCT puede atribuirse directamente a la region del dominio, asi como a las condiciones de frontera.

Las comparaciones se resumen en la[labla|3.8]
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Tabla 3.8. (FPBD) Tiempo de cémputo y RMSE

Método | Tiempo de cémputo (s) | RMSE en porcentaje de amplitud ( %)
FFT 0.046 0.0347
DCT 0.626 0.0112
iterDCT 0.125 0.0025
(SN 0.029 0.0001

En el caso de intuducir un frente de onda plano con borde suave (FPBS, el problema de valores
a la frontera es mds notorio en la recuperacion de fase con el método iterativo (Figura|3.23(c))), aunque también

se llegan a apreciar las desviaciones cerca de la frontera en la recuperacién de fase con los algoritmos FFT (ver

Figura|3.23(a)) y DCT (Figura|3.25(b)).
El RMSE del método iterativo es comparablemente mayor a los demas métodos [Figura[3.23[g)] sin embargo

(a) Intensidad en foco (b) Fase
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Figura 3.22. (FPBS). (a) Perfil de intensidad gaussiano, con valores pequernos en la

frontera, medido en el plano de enfoque. (b) Perfil de fase (3.4) de un frente de onda

plano con una pequeiia inclinacién respecto al eje axial.

este dispara su crecimiento cerca de las diez iteraciones, que comparado especificamente con el método US
([Figura[3:24) presenta una desventaja si lo que se quiere es optimizar este RMSE sin importar el nimero de
iteraciones. Por otra parte, si se queda dinicamente con las primeras siete u ocho iteraciones se tendria incluso una
ventaja de iterDCT sobre el US si lo que se quiere es llegar a un buen RMSE (cerca de 1 x 10~ en porcentaje

de amplitud) en menos iteraciones.

En el caso en que consideramos las iteraciones totales, también se observan las ventajas en el tiempo de
coémputo del algoritmo US (Figura[3.23)), y finalmente la comparacién de los RMSE por porcentaje de amplitud
entre los cuatro métodos en[Tabla[3.9] En este caso al tener valores pequefios de intensidad, se observa mds la

ventaja del método de solucion universal en el tiempo total de cémputo (tabla[3.9)).

Ademads de las simulaciones, se calcularon los coeficientes de Zernike en el apéndice |A] para observar
su consistencia al introducir perfiles de intensidad de borde suave o duro, y compararlos entre cada método
numérico. Se concluyd que el método universal (US) presenta una consistencia mds fiable en la recuperacion de

los coeficientes para cada frente de onda geométrico, especialmente en los correspondientes a aberraciones de
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Figura 3.23. (FPBS).(a), (b), (c), (d): Fases recuperadas con los distintos algoritmos.
(f), (g), (h), (i): Errores RMSE de los correspondientes métodos.
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Figura 3.24. (FPBS). Comparacién de los errores RMSE respecto al nimero de itera-

ciones, entre el algoritmo universal y el iterativo con DCT.
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Figura 3.25. (FPBD). (a) Comparacion del tiempo por iteracién y (b) el tiempo total

de computo entre el algoritmo universal y el iterativo.

tipo axial, mientras que el método iterativo (iterDCT) presenta problemas particulares en la consistencia de los

coeficientes del frente de onda plano y esférico.
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Tabla 3.9. (FPBS) Tiempo de cémputo y RMSE.

Método | Tiempo de cémputo (s) | RMSE en porcentaje de amplitud ( %)
FFT 0.018 0.0134
DCT 0.080 0.0003
iterDCT 0.121 0.0025
(SN 0.009 0.0011

3. Simulaciones
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4. Resumen de métodos.

Recapitulando hasta el momento, lo abordado para resolver la ETI con el objetivo de recuperar la fase de un
frente de onda es lo siguiente:

Se llegd a una solucién analitica por medio del método de la funcion de Green, cuya implementacion experimental
no es realizable debido a los problemas de frontera; posteriormente, esta solucion analitica se desarroll6 espec-
tralmente para asi obtener un algoritmo numérico al que llamamos método DCT, que introduce la Transformada
Discreta de Coseno. A esta soluciéon numérica se puede llegar con un método mas rapido que es utilizando la
Transformada rapida de Fourier (FFT) pero que, debido a la naturaleza de la transformada, requiere de condiciones
de frontera periddicas. Es importante destacar que ambos métodos solo son aplicables cuando el dominio de

integracion es rectangular, lo que restringe la aplicacion practica a aberturas rectangulares.

Como medio para introducir una mayor diversidad de dominios (aberturas de distintas formas) y considerar
otros tipos de valores de intensidad sobre la frontera en la recuperacién de fase, se introduce el método de DCT
iterativo. Sin embargo, las multiples iteraciones se enfrentan con problemas al dividir por cero si se introducen
valores de intensidad muy pequefios ( del orden de 1.62x ~'® en los casos de borde suave). Por tltimo, se analizé
el desempeiio del algoritmo universal (US), que aborda los problemas anteriores obteniendo aproximaciones con
un RMSE del orden de 1 x 10* en porcentaje de amplitud, tanto con valores de intensidad “normales” asi como

con valores cercanos a cero. En la[Tabla|3.10]se muestra un resumen de todas estas caracteristicas [21]]

Tabla 3.10. Tabla de comparacién sobre de los métodos de solucién de la E'TI imple-
mentados. La segunda columna resume las ventajas de cada uno, mientras que la tercer

columna incluye su principal inconveniente.

Método Caracteristicas

Funcién de Green Tedrica v/ No realizable

FFT Rapidav Implica condicionesde frontera
Fécil y reconstruccién regular v/ periddicas

DCT Rapidav/, Sélo dominios rectangulares
Considera condicionesde Neumann
inhomogéneasv

iterDCT Considera condicionesde Neumann Variasiteraciones.
inhomogéneasv Divisién por cero.
Aberturas arbitrariasv’

Soluci6n Universal Rapidav/' =

(us) Condicionesde Neumann Inhomogéneasv’

Aberturas arbitrariasv’
Intensidades pequefiasv’
Resuelve discrepancia de fasev’

5. Consideraciones adicionales

En principio, las herramientas presentadas hasta el momento proporcionan los recursos necesarios para desarrollar

una técnica efectiva de deteccion y medicidn de frentes de onda que emanan del ojo, la cudl se puede implementar
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en el campo de la optometria. En esencia, este sistema se fundamentard en el comportamiento de la luz al atravesar
el medio ocular tras reflejarse sobre la retina. En cuanto a la implementacion de esta técnica, habrd tres aspectos

importantes que se deben considerar para evaluar la calidad del sistema:
1. Tluminacién.
2. Sistema de deteccion.

3. Dispositivos.
lluminacioén. La eleccién de una iluminacién adecuada es esencial en sistemas de deteccién de frentes
de onda, ya que puede tener un impacto significativo en la precisién de las mediciones y en la comodidad del
paciente. Una iluminacidn deficiente puede introducir distorsiones en la imagen capturada: se pueden generar
reflejos no deseados en las estructuras oculares, como la cérnea o el cristalino. Ademads, las sombras en la retina
0 en otras estructuras pueden interferir con la medicién precisa de las aberraciones. Al mismo tiempo, es crucial

evitar causar dafio a la retina, asegurdndose de que el haz de luz no se enfoque en ella.

Por otra parte, es indispensable poder comparar resultados de diferentes pacientes y en diversas condiciones,
para lo que la iluminacién debe ser consistente, ya que un cambio en esta podria llevar a mediciones inconsistentes

y dificultar el seguimiento de la evoluciéon de las aberraciones 6pticas.

En resumen, una iluminacién controlada y uniforme es fundamental para garantizar resultados precisos y
confiables, asi como la comodidad del paciente en aplicaciones oftalmolégicas y optométricas. Por esto mismo, la
luz incidente deberd ser como en la mayoria de las técnicas de investigacion clinicas. Se usa comtinmente un laser
de espectro cercano al infrarrojo (NIR), frecuentemente He-Ne. Las razones por las que la radiacién infrarroja
es preferida involucran, en primera instancia, la seguridad y comodidad del paciente. El ojo no es sensible a la
radiacién infrarroja en el sentido que, ni la pupila ni el estado de acomodacién se ven afectados al recibir esta
interaccidn, por eso mismo, no se necesita de la dilatacién pupilar para trabajar con esta iluminacién. Por otra
parte, la retina tiene una reflectancia mucho mayor para la luz NIR que para el espectro visible, permitiendo asi
el reflejo del haz incidente y la formacién de la fuente puntual secundaria que serd origen de la onda saliente
aberrada para medirse.

Sistema de deteccion. En cuanto a la deteccion, se utiliza la técnica de onda saliente como se mencioné

antes, que es parte del método de doble pase, en el que el haz de luz se enfoca cerca de la fovea, causando la

D T T |
< haz incidente de

luz infrarroja

reflexién de regreso (Figura[3.26).

fuente secundaria de
ondas esférias

Figura 3.26. Esquema del Doble pase para iluminacién de la retina. El haz de luz se

enfoca cerca de la févea y nuevas ondas salientes son aberradas por el medio ocular.
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De esta forma, el panorama de la configuracién experimental se ve significativamente influenciado tanto por
los sensores de frente de onda convencionales como por las propuestas de Roddier [[13] .
En lo que respecta al sistema de iluminacidn, este seria practicamente el mismo de un sensor de Shack-Hartmann,

implementando el doble pase de un haz colimado, a través de un divisor de haz (B-S) hacia el fondo de ojo

(Figura|3.27).

Para el sistema de deteccidn, se necesitan al menos 2 planos de desenfoque para la obtencién del perfil de
intensidades; esto implica que se toman iméagenes del punto focal y de puntos cercanos y lejanos al mismo. Estas
imdgenes se utilizan para calcular cémo se distorsiona el frente de onda a medida que pasa a través del ojo del
paciente, tal como se mostraba en y asi poder calcular el perfil de la derivada axial de la intensidad,

que serd introducido al algoritmo computacional.

Lente dz
v B-S objetivo —
............. 1 e
— ke T "
4 I, -
H i
: f
<—>

Sistema colimador _' l_

Figura 3.27. Diseno experimental con el modelo de ojo propuesto para probar el método,
donde 'B-S’ es un divisor de haz (Beam Splitter en inglés), 11, Iy son los planos de
desenfoque, dz la distancia de desenfoque y f la distancia focal del lente objetivo, que
es la misma distancia a la que se encuentra el diafragma de apertura respecto del lente

objetivo.

Como se mencion6 con el sensor de curvatura de Roddier, este sistema tiene la ventaja de poder calibrar,
tanto el rango dindmico como la sensitividad, en cuestion de ajustar las distancias de desenfoque. Pues bien, el
rango dindmico se refiere a la gama de distorsiones de frente de onda que el sistema puede medir con precision,
mientras que la sensibilidad se relaciona con la capacidad del sistema para detectar cambios sutiles en el frente
de onda. Al ajustar las distancias de desenfoque, el sistema puede adaptarse para medir frente de onda en una
amplia variedad de condiciones oculares. Esto es importante, ya que diferentes pacientes pueden tener diferentes
niveles de aberraciones Opticas.

Dispositivos. Ademas de los ajustes dindmicos, también intervienen las caracteristicas del detector que se
use: su sensibilidad, el tamafio de los pixeles y la resolucion. Un detector mds sensible puede capturar frente de

onda mds débiles, lo que es especialmente relevante cuando se trata de medir aberraciones sutiles. Asimismo, el
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tamafio de los pixeles determina la resolucidn espacial del sistema. Pixeles mds pequefios permiten una mayor

resolucidn, lo que puede ser esencial para detectar detalles finos en el frente de onda y en la retina.

Por consiguiente, para elegir un sensor ideal, este deberia tener una alta resolucién, asi como una alta
sensibilidad a la luz. En este sentido, un sensor CMOS (Complementary Metal-Oxide-Semiconductor) que tenga
un tamaiio de pixel pequefo, seria una opcion viable, ya que estos sensores tienen una alta sensibilidad a la luz,

lo que permite capturar imagenes con poca luz y mejorar la calidad de la imagen.



Conclusiones

Al estudiar la propagacién de una onda en pruebas dpticas, se puede obtener informacion sobre su naturaleza
geométrica. En este contexto, se investigd un método que permite obtener detalles de un frente de onda a partir
de su fase mediante la resolucion de la Ecuacién de Transporte de Intensidad (ETI). Para esto, solo se requiere
medir empiricamente su distribucion de intensidad en distintos planos, incluyendo el plano de enfoque y al menos
uno ligeramente desenfocado. La informacién de la fase obtenida, proporciona una descripcién unificada del

frente de onda paraxial y de las aberraciones que sufre al atravesar un medio transparente.

Este método de recuperacién de fase permitird obtener el frente de onda aberrado de un sistema ocular con
gran precision, gracias a los algoritmos numéricos que se revisaron. Dentro de estos, se encontrd que el de la
llamada Solucién Universal, propuesto por Zhang et al. [26] fue el més destacado, pues cumple con todo lo que

se desea de un algoritmo que resuelva numéricamente la ETI:
1. Permite la reconstruccién de fase tomando en cuenta:
Aberturas arbitrarias
Distribucién de intensidad arbitraria (Valores pequefios de intensidad)
Discrepancias de fase.

2. Es estrictamente convergente y eficiente. Tiene tiempos de cdmputo eficientes en comparacién con los otros

métodos més usados como el método con DCT.
3. Considera condiciones de frontera inhomogéneas: Aberturas arbitrarias y distribucién de intensidad.

A pesar de las grandes ventajas de este algoritmo, es importante considerar que hay casos en los que el algoritmo
mads simple serd mds factible para obtener una solucidn; pues tal fue el caso del frente de onda plano, en el que
s6lo basté una aplicacidn de la Transformada Discreta de Coseno para que la recuperacion de fase fuera la mas
aproximada posible, mientras que a partir de 10 o més iteraciones del algoritmo universal, no se observaba mayor
diferencia. Por tanto, el algoritmo usado, dependera en parte de la precisién que se quiera obtener y también de la
complejidad del frente de onda a analizar. En particular, los frentes de onda que se consideran para este propdsito

deben propagarse de manera axial. Tomando en cuenta que en el contexto de la oftalmologia, en general, es
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aceptable un RMSE del orden de \/4, se puede considerar que el algoritmo iterativo con DCT arroja también
buenos resultados en la aproximacion del frente de onda (I.12). Sin embargo, aunque esta precision es suficiente
para la aplicacion en la evaluacion de la calidad dptica de la cornea, la lente intraocular y el ojo en general, vale
la pena considerar el algoritmo de Solucién Universal como una mejor alternativa para evaluar los frentes de
onda que puedan estar mds aberrados, lo que ocurriria en el caso de pacientes con queratocono o que han sido
sometidos a una cirugia laser recientemente, por poner algunos ejemplos; sobre todo tomando en cuenta que,
actualmente, en el drea médica se requiere que estos métodos puedan evaluar mayores distorsiones del frente
de onda con una mejor precision. Esta ventaja también se refleja en la consistencia de la recuperacién de los
coeficientes de Zernike, pues el hecho de que la aberracién no varia entre la introduccién de un borde suave o
un borde duro, sugiere que el método proporciona resultados consistentes y confiables independientemente de
las variaciones en el perfil de intensidades inicial. Del andlisis realizado sobre la Ecuacién de Transporte de
Intensidad (ETI) y sus soluciones numéricas, se puede concluir que es factible proporcionar un método alternativo
o complementario para la deteccién de aberraciones oculares mediante la recuperacién de fase por medio de un
sensor de frente de onda. El algoritmo Universal demostr6 ser la mejor aproximacién numérica, ya que recuperd
de manera fiable los coeficientes de Zernike del frente de onda aberrado como se muestra en[A] logrando ademds

un menor tiempo de cémputo total y un menor RMSE.

Asimismo, es importante destacar que un sensor de onda que implemente este sistema de recuperacién de
fase para describir el frente de onda aberrado presentaria ventajas sobre el tradicional sensor de frente de onda
Hartmann-Shack (H-S), tales como: el costo de la aparatologia; a diferencia del H-S, donde la sensitividad
es establecida por la distancia focal de las lentillas, en este caso, puede modificarse simplemente cambiando
la distancia de desenfoque; como se aprecié en las simulaciones, el tiempo de computo de los algoritmos
es relativamente corto (1 x 1072) ya que no se hace una integracién por centroide como serfa el caso del

Hartmann-Shack, y tomando en cuenta que el tinico dato de medicion introducido es el perfil de intensidades.
Finalmente, como perspectiva de futuro se considera que el trabajo debera centrarse en los siguientes aspectos:
1. Realizar mediciones en laboratorio utilizando un modelo de ojo para validar y calibrar el sensor de curvatura.

2. Extender las mediciones para incluir pacientes reales una vez que el sensor de curvatura haya sido calibrado.



Apéndice A

Recuperacion de

coeficientes de Zernike

En esta seccion se calcularon los coeficientes de Zernike, de los frentes de onda a partir de las fases recuperadas.

Los coeficientes de Zernike ¢]* son tales que la (I.12)) se cumple, considerando

Zm(r,0) = R (r)e™” (A.1)

m _ - _1\k (n_k)‘ n—2k
R (r) = (—1) k'(%“n' - k)‘(n%m‘ ay r . (A2)

B
Il
o

Para su calculo en MATLAB, se realiz6 un ajuste de minimos cuadrados para descomponer a la matriz de fase
en los primeros 15 polinomios de Zernike, devolviendo un arreglo de los coeficientes ¢’ que mejor describen a

dicha matriz.

A continuacion se presenta una tabla de coeficientes para cada frente de onda geométrico utilizado en la seccién
de simulaciones, en donde se indica el orden radial (n), el orden azimutal (m), los coeficientes correspondientes
a la fasa original introducida (¢), y los coeficientes correspondiantes a las fases recuperadas con cada método
(DCT, iterDCT, US), donde al mismo tiempo se compara, para cada uno de estos métodos, los casos con: perfil de
intensidad gausiano de borde duro (sufijo "BD”) y de borde suave (sufijo "BS”). Se desea comparar especialmente
los coeficientes obtenidos entre el caso de borde suave y borde duro con el fin de observar la consistencia de los
métodos respecto a cada caso, por lo que debajo de una tabla, se encuentran tres graficas de barras que hacen

esta comparacion visual.

Se comienza con los coeficientes de Zernike para el primer frente de onda aberrado (Tabla[A.T)). La compara-
cién gréfica entre el caso de borde duro y borde suave para el método DCT (Figura[A.T), muestra ademas el
valor de cada coeficiente de ¢, indicando en las etiquetas del eje horizontal el orden radial desde 1 hasta 4 en
la columna inferior, y orden el azimutal de —1 a —4 en la columna superior. De igual forma, el grafico de los

coeficientes para el método iterativo (Figura|A.2)) y para el algoritmo universal (Figura|A.3) en la recuperacién

de este frente de onda, se muestran debajo. Se puede observar una pronunciada discrepancia entre los casos BD y
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BS para los primeros dos métodos, sin embargo para el algoritmo US se encuentra una mayor consistencia, sobre

todo en los primeros cuatro érdenes, asi como en el dltimo.

En los coeficientes de Zernike para el frente de onda esférico ((TablaJAT)) se observa un comportamien-
to similar con el método DCT, pero con una coincidencia casi exacta en los indices (n,m) con valores
(2,-2),(2,2),(2,—2) y en casi todo el orden 4 radial salvo m = 4 (Figura[A.4).

En el caso de iterDCT, la comparacién de coeficientes ya no es tan pareja como antes entre ambos perfiles de

intensidad (FiguralA.5)); sin embargo, con el algoritmo US si se obtienen coincidencias muy notables en todos
los 6rdenes (Figura|A.6).

En el caso del frente de onda plano, los coeficientes registrados en la[TablaJA 3| vuelven a presentar discre-
pancias muy notables entre el BD y el BS; con DCT para todos los érdenes excepto en (2,2), (4, —4), (4,2)
y algo similar ocurre con iterDCT ((Figura]A:g)). Para el método US, por el contrario, el frente de
onda plano es quien mayor consistencia presenta en la recuperacion de los coeficientes de Zernike entre el borde

suave y el borde duro, y esta consistencia es graficamente notoria en la [Figura[A.9]
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Tabla A.1. Coeficientes de Zernike recuperados para el frente de onda aberrado (I.12)).

DCT iterDCT UsS

n|m [0 FABD | FABS | FABD | FABS | FABD | FABS
0| 0| 0.000 |-0.014 | 0.000 |-0.014 | -0.098 | -0.002 | -0.001
1|-1]-0.189 | -1.448 | -0.118 | -1.448 | -7.151 | -0.394 | -0.354
1|1 ]-0.066|-0.509 | -0.041 | -0.509 | -10.386 | -0.139 | -0.125
-2 1-0.001 | -0.007 | -0.001 | -0.007 | -0.264 | -0.001 | -0.001
0 | 0.001 | 0.384 | 0.002 | 0.384 | 0.629 | 0.007 | 0.003
2| 0.144 | 2.208 | 0.040 | 2.208 | -0.309 | 0.349 | 0.460
-3 1-0.002 | -0.104 | -0.027 | -0.104 | -1.070 | -0.014 | -0.064
-110.299 | 1.292 | 0.243 | 1.292 | 4.089 | 0.058 | 0.189
1| 0.106 | 0.484 | 0.085 | 0.484 | 5.788 | 0.022 | 0.068
0.002 | 0.065 | 0.010 | 0.065 | 0.787 | 0.006 | 0.024
-4 | 0.000 | -0.003 | -0.001 | -0.003 | 0.041 | 0.000 | 0.001
-2 1 0.001 | 0.003 | 0.001 | 0.003 | 0.275 | 0.000 | 0.000
0 | -0.001 | 0.043 | -0.003 | 0.043 | 0.294 | 0.003 | 0.001
2 1-0.286 | -3.492 | -0.121 | -3.492 | -0.396 | -0.118 | -0.155
4 | 0.000 |-0.5531-0.002|-0.553 | 0.188 | -0.001 | 0.000
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Coeficientes de Zernike para frente aberrado (DCT)
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Figura A.1. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda aberrado, y las fases recuperadas con el método DCT para el perfil

de intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde suave (BS).
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Coeficientes de Zernike para frente aberrado (iterDCT)
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Figura A.2. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda aberrado, y las fases recuperadas con el método DCT iterativo para

el perfil de intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde suave (BS).
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Figura A.3. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda aberrado, y las fases recuperadas con el método de Solucién Universal
(US) para el perfil de intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde
suave (BS).
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Tabla A.2. Coeficientes de Zernike recuperados para el frente de onda esférico.

DCT iterDCT US

n|m [0 FEBD | FEBS | FEBD | FEBS | FEBD | FEBS
0|0 0.614 | -0.016 | 0.000 | -0.028 | -1.852 | -0.029 | -0.027
1|-1]-0.010| 0.003 | 0.000 | 0.002 | 15.170 | 0.002 | 0.002
1| 1] 0.010 |-0.003 | 0.000 | -0.002 | -15.372 | -0.002 | -0.002
-2 1 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -2.167 | 0.000 | 0.000
0 |-0.647 | 0.506 | 0.042 | 0.220 | 20.036 | 0.224 | 0.214
2 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -0.283 | 0.000 | 0.000
-3 | 0.000 | 0.005 | 0.000 | 0.000 | 2.647 | 0.000 | 0.000
-1 0.001 |-0.011 | -0.001 | -0.003 | -5.862 | -0.003 | -0.003
1 |-0.001| 0.011 | 0.001 | 0.003 | 6.104 | 0.003 | 0.003
0.000 | 0.005 | 0.000 | 0.000 | 2.809 | 0.000 | 0.000
-4 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.024 | 0.000 | 0.000
-2 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.501 | 0.000 | 0.000
0 | -0.408 | -0.096 | -0.093 | -0.090 | -14.503 | -0.089 | -0.092
2 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.088 | 0.000 | 0.000
4 | -0.002 | -0.645 | -0.031 | -0.001 | 6.043 |-0.003 | 0.000
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Figura A.4. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda esférico, y las fases recuperadas con el método DCT para el perfil

de intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde suave (BS).
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Coeficientes de Zernike para frente esférico (iterDCT)
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Figura A.5. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda esférico, y las fases recuperadas con el método DCT iterativo para el

perfil de intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde suave (BS).
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Figura A.6. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda esférico, y las fases recuperadas con el método de Solucién Universal
(US) para el perfil de intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde
suave (BS).
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Tabla A.3. Coeficientes de Zernike recuperados para el frente de onda plano.

DCT iterDCT US

n|m [0 FEBD | FEBS | FEBD | FEBS | FEBD | FEBS
0| 0| 0.000 |-0.015]| 0.000 |-0.002 | 1.373 |-0.003 | -0.001
1]-11-0.095]-0.722 | -0.059 | -0.196 | -10.709 | -0.177 | -0.176
1|1]0.095 0722 | 0.059 | 0.196 | 10.706 | 0.177 | 0.176
-2 1-0.002 | -0.012 | -0.001 | -0.001 | 2.783 | -0.002 | -0.002
0 | 0.002 | 0.389 | 0.003 | 0.007 |-14.917 | 0.013 | 0.004
2 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | -0.001 | 0.000 | 0.000
-3 | 0.000 | -0.033 | -0.013 | -0.006 | 1.399 | -0.030 | -0.031
-1 0.148 | 0.624 | 0.121 | 0.028 | -5.861 | 0.093 | 0.093
1{-0.148 | -0.624 | -0.121 | -0.028 | 5.862 | -0.093 | -0.093
0.000 | -0.033 | -0.013 | -0.006 | 1.399 |-0.030 | -0.031
-4 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
-2 1 0.002 | 0.004 | 0.002 | 0.000 | -5.539 | 0.000 | 0.000
0 | -0.002 | 0.043 | -0.004 | 0.003 | 13.128 | 0.005 | 0.001
2 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.000 | 0.000
4 | 0.000 |-0.551-0.002 | -0.001 | -2.515 |-0.002 | 0.001
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Figura A.7. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda plano, y las fases recuperadas con el método DCT para el perfil de

intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde suave (BS).
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Figura A.8. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda plano, y las fases recuperadas con el método DCT iterativo para el

perfil de intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde suave (BS).
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Figura A.9. Comparacién de los coeficientes de Zernike para: la fase introducida (Phi)
del frente de onda plano, y las fases recuperadas con el método de Solucién Universal
(US) para el perfil de intensidad de borde duro (BD) y el perfil de intensidad de borde
suave (BS).

Resumiendo, se tienen comportamientos peculiares para los frentes de onda que podriamos llamar “més
sencillos”, pues en ellos la discrepancia de los coeficientes de Zernike es mds notoria en los algoritmos DCT
e iterDCT, que en el US como lo es el caso del frente de onda plano o el esférico. El algoritmo de Solucién
Universal es quien mantiene resultados mas consistentes entre el borde suave y borde duro, sobre todo en los

primeros 6rdenes de los coeficientes (1 y 2) que estdn mds relacionados a las perturbaciones azimutales.

En las graficas también se ilustran los coeficientes de Zernike relacionados con el perfil de fase original
introducido en cada simulacién, sin embargo no se considera relevante la comparacidn de éstos con los calculados
de las fases recuperadas, ya que en estos dltimos hay una propagacién de por medio y es esperado que estos

coeficientes cambien, al modificarse ligeramente el frente geométrico.
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