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RESUMEN 

En este trabajo se estudia una membrana viscoelástica que disipa energía cuando está inmersa 

en fluidos newtonianos o no newtonianos. Esta membrana crea oscilaciones en el flujo 

volumétrico y este, a su vez, induce orientación y cambios en la curvatura. La primera 

aproximación dentro de esta investigación es observar el efecto provocado por la disipación y la 

parte elástica de la membrana sobre la potencia disipada, es decir, la función de transferencia 

compleja, a partir de una ecuación constitutiva que describe la viscosidad y la elasticidad de una 

membrana orientada por el esfuerzo de una fuerza externa, en este caso, el campo eléctrico, dado 

por el gradiente negativo de un potencial eléctrico. Posteriormente, se utilizan los recursos de 

programación-simulación de Wolfram Mathematica para obtener una representación visual del 

comportamiento del sistema a distintos valores de frecuencia. 

 

 

Figura 1. Ilustra el sistema de estudio en este trabajo de investigación. El campo eléctrico producido por los 

fenómenos electrofisiológicos del cuerpo humano induce que la membrana se deforme hacia arriba y hacia abajo y 

forma un domo esférico, como el que se observa en el sistema. Los flujos volumétricos Q1 = Q2 y son generados 

por el movimiento de las fases líquidas viscoelásticas en el medio. 

Palabras clave: Ecuación de continuidad, Flexo-electricidad, Fluido newtoniano, Fluido no-

newtoniano, Flujo de Poiseuille, Función de transferencia compleja, Mecanismos disipativos, 

Membranas flexo-eléctricas, Modelo de Maxwell, Transformada de Fourier. 
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1.1 INTRODUCCIÓN 

 

Los fluidos complejos son sistemas que presentan las siete propiedades básicas de la reología 

como son: (I) Adelgazamiento al corte, (II) Engrosamiento al corte, (III) Tixotropía, (IV) 

Reopexía, (V) Primera diferencia de esfuerzos normales (VI) Segunda diferencia de esfuerzos 

normales y (VII) Flujo bandeado (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).  Los cristales líquidos 

son sistemas que presentan características de fluido complejos y estructurados y que presentan 

alineamiento y orientación por efecto del corte (Khadem y Rey 2019a, 2019b, 2021). Uno de 

los sistemas que puede ser tratado mediante las teorías de los cristales líquidos, son las 

membranas biológicas (Abou-Dakka et al. 2012).   

Las células ciliadas (CCE), ubicadas en el oído interno, desempeñan un papel crucial en la 

amplificación de la información sonora que transita a través del sistema auditivo externo e interno 

(Ramírez-Torres et al., 2024). La flexo-electricidad, aplicada a las membranas biológicas 

mediante un campo eléctrico impuesto, induce una flexión que las CCE utilizan para potenciar 

el sonido que se desplaza desde el oído externo al medio a través del complejo sistema auditivo 

(Wang et al., 2022, 2023; Herrera-Valencia y Rey, 2023). Además, la flexo-electricidad en las 

membranas timpánicas, resultado del acoplamiento electromecánico entre la curvatura promedio 

de la membrana y la polarización eléctrica macroscópica, es esencial para la fisiología auditiva 

(Herrera-Valencia y Rey 2014). En este proyecto-tesis se pretende incorporar los siguientes 

puntos importantes: 

a.  Modelo electro-reológico que describe el sistema de tres fases termodinámico 

consistente en dos líquidos viscoelásticos y una membrana sólida flexo-eléctrica. 

b. Proponer una variante del modelo Herrera-Valencia/Rey (Herrera-Valencia y Rey 

2023) para incorporar la viscosidad de la membrana. Esta, podría ser una medida de la 

resistencia que presenta al cambio de curvatura por efecto de la fuerza motriz (campo 

eléctrico). El modelo, nuevo se puede expresar mediante la siguiente ecuación analítica 

de relajación: 

𝜕𝜎

𝜕𝑡
= 𝐺 (1+𝜆𝑀

𝜕

𝜕𝑡
)

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
                         (1) 

En la Ec. (1) M [s] es un tiempo de relajación de la membrana, G [Pa] es el módulo elástico de 

corte y Vz/r [s-1]. 
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1.2 ANTECEDENTES 

1.2.1 Membranas flexo-eléctricas 

Remontándonos a Bird et al. (1987), se abordó el desafío de calcular la permeabilidad 

dinámica de sistemas compuestos por fases sólidas flexo-eléctricas inmersas en fases líquidas 

viscoelásticas tipo Maxwell. Este estudio pionero sentó las bases para comprender la 

interacción entre las propiedades eléctricas y mecánicas en materiales complejos.  

Posteriormente, con los trabajos de Harden et al. (2010), se reportó un avance significativo 

en la comprensión de la flexo-electricidad, con coeficientes flexo-eléctricos alcanzando 

valores de hasta 35 nC/m en cristales líquidos tipo banana, lo que representa un salto 

cualitativo en la aplicación de estos materiales en transductores mecánico-eléctricos. 

Avanzando en la línea del tiempo, Abou-Dakka et al. (2012) y Herrera-Valencia y Rey 

(2014), exploraron el potencial de las membranas flexo-eléctricas como sensores biológicos, 

destacando su relevancia en el campo de la materia suave. Esta línea de investigación ha 

demostrado como la flexo-electricidad en materia suave puede complementar y extender las 

aplicaciones tradiciones de los materiales piezoeléctricos, que típicamente acoplan la 

deformación con la polarización en materiales más rígidos como cristales y cerámicos. En este 

mismo año, se subrayó la importancia de la respuesta dinámica del sistema, influenciada por 

variables como la amplitud y la frecuencia de las curvas resonantes para el funcionamiento de 

las células ciliadas externas (CCE). La relevancia de este hallazgo radica en su aplicación 

potencial en el diseño de dispositivos biomiméticos y sistemas de detección de sonido. 

Continuando con Herrera-Valencia y Rey (2014), se exploró el espacio material definido 

por la inercia, la viscosidad y la elasticidad de la membrana, lo que permite una clasificación 

y caracterización detallada de la respuesta en frecuencia del sistema eléctrico-mecánico. Este 

enfoque metodológico proporciona una herramienta valiosa para el análisis de sistemas 

complejos donde la interacción entre diferentes propiedades físicas es fundamental. 

En el año 2018, Herrera-Valencia y Rey, examinaron el modelo reológico lineal y su 

contribución al entendimiento de los motores biológicos, como las células ciliadas externas. 

Se puso especial énfasis en la deformación de la membrana como un factor crítico en la entrega 
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de energía mecánica, a través de la electro-motilidad y su transformación en energía 

dependiente de la frecuencia. Este trabajo amplia nuestra comprensión de como las fuerzas 

mecánicas y eléctricas interactúan en sistemas biológicos y su importancia en la transducción 

de señales. (Herrera-Valencia y Rey, 2018). 

Finalmente, en 2023, Herrera-Valencia y Rey avanzaron en el análisis de cómo los procesos 

biológicos dependen de la inercia de las fases viscoelásticas y la interacción entre la 

elasticidad de la membrana y los líquidos electro-reológicos. Este estudio reciente destaca la 

complejidad de los sistemas y biológicos y la necesidad de un enfoque multidisciplinario para 

descifrar los mecanismos subyacentes que regulan la función de estructuras tan especializadas 

como las CCE. (Herrera-Valencia y Rey, 2023). 

 

 

 

Figura 2. Ilustra el efecto del campo eléctrico en las células ciliadas externas y su deformación por efecto del 

campo eléctrico. 

 

1.2.2 Campo Eléctrico. 

 

Para introducir la influencia del campo eléctrico en células ciliadas Raventós (2015), realizo 

un estudio en donde se detalla cómo los campos eléctricos pueden inducir oscilaciones en la 

membrana celular, lo que resulta en la activación de mecanismos de transducción de señales.  

Este fenómeno es crucial para entender la bioelectricidad y su influencia en la función celular. 

(Raventós, 2015). 

 

 

Curvatura
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Herrera-Valencia et al. en 2019, avanzaron en este campo con el estudio de los efectos 

mecano-eléctricos y flexo-eléctricos inducidos por el campo eléctrico E en membranas 

elásticas. Estas oscilaciones son capaces de desplazar las fases viscoelásticas, permitiendo la 

conversión de energía eléctrica a mecánica. Profundizando más en el tema, en los años 2014-

2023 se han enfocado en la comprensión de estos fenómenos, resaltando la importancia de la 

integración de los efectos flexo-eléctricos y mecánicos en la funcionalidad de las células 

ciliadas. Los aspectos cruciales de esta conversión son: 

1. La potencia liberada en el contacto de las fases viscoelásticas debido a la imposición de un 

campo eléctrico. 

2. La energía elástica almacenada en la membrana, que es un componente crítico para la 

funcionalidad del sistema. 

3. Las propiedades de las curvas resonantes, que incluyen la frecuencia de resonancia, el 

máximo valor en curvas resonantes y la anchura de estas, fundamentales para la 

caracterización y el diseño de dispositivos basados en estos principios. 

Estos avances proporcionan una base teórica sólida para futuras investigaciones y abren 

nuevas vías para el desarrollo de tecnologías emergentes en el campo de ingeniería biomédica 

y los materiales avanzados (Herrera-Valencia y Rey, 2023, 2018, 2014). 

1.3 HIPÓTESIS 

Si el efecto de introducir una componente oscilatoria en el campo eléctrico modifica el flujo 

volumétrico, entonces este será cuantificado a través de la función de transferencia compleja, y 

de los mecanismos: (I) inerciales, (II) solvente y (III) viscoelásticos.  

1.4 OBJETIVOS 

1.4.1 General. 

G: Estudiar la respuesta dinámica, disipativa y oscilatoria de una membrana flexo-eléctrica 

inmersa en fases newtonianas y no newtonianas en una geometría cilíndrica de radio r=a y 

longitud z=L. 
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1.4.2 Particulares. 

 

P.1. Mediante primeros principios, obtener un modelo lineal que describa la disipación viscosa 

de la membrana flexo-eléctrica, inmersa en fases newtonianas y no newtonianas en función 

de las propiedades materiales. 

P.2. Aplicar la transformada integral de Fourier con el fin de obtener una expresión analítica 

para la función de transferencia compleja, en donde la variable de entrada es el campo eléctrico 

y la de salida es el flujo volumétrico. 

P.3. Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las ecuaciones, 

obtener números adimensionales que describan los mecanismos físicos que gobiernan al 

sistema de estudio.  

P.4. Calcular la parte real, imaginaria y norma de la función de transferencia en función de las 

propiedades materiales y geométricas en el sistema.  

P.5. Deducir las condiciones materiales y de operabilidad para que el dispositivo muestre las 

curvas resonantes típicas y se comprendan o al menos se explique el complejo 

comportamiento de la amplificación acústica humana.  

 

1.5 DISTRIBUCIÓN DEL MATERIAL 

Este documento está organizado de la siguiente manera: 

Sección 1. 

Introducción al problema y los antecedentes de la permeabilidad dinámica en fluidos 

newtonianos y no newtonianos, en geometrías inelásticas y elásticas. 

Sección 2. 

Marco teórico donde se presentan los elementos básicos esenciales para entender esta 

investigación: (i) Flujo de Poiseuille en un tubo y (ii) Flujo de Poiseuille en una corona 

circular. 

Sección 3. 

Problema físico y el modelo constitutivo empleado junto con las restricciones matemáticas, 

físicas y biológicas del sistema de trabajo. 
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Sección 4. 

Modelado matemático y obtención de la función de transferencia del sistema de estudio. 

Sección 5. 

Predicciones variando los grupos adimensionales correspondientes y aplicación al sistema 

biológico de estudio. 

Sección 6. 

Conclusiones y trabajo futuro. 
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CAPÍTULO 2 

MARCO TEÓRICO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Página | 18  

 

2.1 MODELOS VISCOELÁSTICOS LINEALES 

2.1.1 Modelo de Maxwell. 

Este modelo describe a los fluidos viscoelásticos en el régimen de viscoelasticidad lineal, 

combina la deformación presente en el sólido de Hooke y la deformación del fluido 

newtoniano, por lo tanto, la deformación total es:  

𝜸 = 𝜸𝑽 + 𝜸𝑬 (2.1) 

La deformación viscosa expresada mediante la ecuación de fluido newtoniano y la del sólido 

de Hooke, toma la siguiente forma: 

𝝈 = 𝑮𝟎𝜸𝑬 (2.2) 

Donde:  

𝑮𝟎: Módulo elástico de corte. 

𝜸𝑬: Deformación elástica. 

 

Para obtener el modelo constitutivo de Maxwell se debe tomar la derivada temporal de la 

ecuación de deformación total (Ec. 2.1) y a su vez combinarla con las ecuaciones del fluido 

newtoniano y del sólido de Hooke:  

 

𝝈 + 𝝀𝟎
𝝏

𝝏𝒕
𝝈 = 𝟐𝜼𝟎𝑫 (2.3) 

Donde:  

𝝀𝟎: Tiempo de relajación de Maxwell. 

Cuando el tiempo de relajación tiene valor cero el sistema se reduce al comportamiento de un 

fluido newtoniano, mientras que, si presenta una rapidez de deformación baja, el sistema 

puede ser integrado con respecto a dicho valor (tiempo de deformación) y la ecuación se 

reduce al sólido de Hooke. 

Es importante recordar que las propiedades materiales que intervienen en este modelo pueden 

ser calculadas mediante pruebas de flujo oscilatorio y de flujo en estado estacionario (Calderas 

et. al, 2009; Bird, et. al, 1987). 
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2.2 ECUACIONES BÁSICAS PARA EL MODELADO MATEMÁTICO. 

2.2.1 Ecuación de Continuidad y Transporte. 

La dinámica no lineal de la membrana está determinada por ecuaciones de continuidad, 

transporte y un balance de fuerzas en la membrana. La primera de las ecuaciones que se 

describe es la ecuación de continuidad en el sistema de estudio: 

𝝏𝝆𝑳

𝝏𝒕
+ 𝛁 ∙ (𝝆𝑳𝑽) = 𝟎     (2.4) 

Para la fase viscoelástica se tiene lo siguiente: 

𝝏𝝆𝑹

𝝏𝒕
+ 𝛁 ∙ (𝝆𝑹𝑽) = 𝟎     (2.5) 

La ecuación de movimiento puede ser descrita para cada fase de la siguiente forma: 

𝝆𝑹 (
𝑫𝑽

𝑫𝒕
) = −𝛁𝒑 + 𝛁 ∙ 𝝈𝑹 + 𝝆𝑹𝒈                     (2.6) 

Por lo tanto, para la fase L: 

𝝆𝑳 (
𝑫𝑽

𝑫𝒕
) = −𝛁𝒑 + 𝛁 ∙ 𝝈𝑳 + 𝝆𝑳𝒈        (2.7) 

 

2.2.2 Ecuación Constitutiva Reológica. 

La reología y el flujo son descritos a través de la ecuación constitutiva reológica de Maxwell, 

por lo que se tiene lo siguiente: 

L Lλ η


+ =σ σ D             (2.8) 

Y 

R Rλ η


+ =σ σ D
                    (2.9) 

La derivada codeformacional tiene la forma: 

 TD

Dt



= −   + 
σ

σ V σ σ V
                           (2.10) 

En donde la derivada material del tensor de esfuerzos toma la forma: 

𝑫𝝈

𝑫𝒕
=

𝝏𝝈

𝝏𝒕
+ 𝑽 ∙ 𝛁𝝈                          (2.11) 
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Al sumar las expresiones obtenidas, tenemos la siguiente expresión analítica: 

                   (𝝆𝑳 + 𝝆𝑹) (
𝑫𝑽

𝑫𝒕
) = −(𝛁𝒑𝑹 + 𝛁𝒑𝑳) + 𝛁 ∙ (𝝈𝑹 + 𝝈𝑳) + (𝝆𝑹 + 𝝆𝑳)𝒈        (2.12) 

Al suponer la presencia de flujo cortante en la Ec. 2.15 se presenta la simplificación: 

𝑽 ∙ 𝛁𝑽 = 𝟎 

Por lo tanto, la ecuación de movimiento (Ec. 2.15) toma la forma:  

                  (𝝆𝑳 + 𝝆𝑹) (
𝝏𝑽

𝝏𝒕
) = −(𝛁𝒑𝑹 + 𝛁𝒑𝑳) + 𝛁 ∙ (𝝈𝑹 + 𝝈𝑳) + (𝝆𝑹 + 𝝆𝑳)𝒈  (2.13) 

En donde el gradiente de presión en la interfase se puede expresar como la suma de las 

contribuciones de la fase viscoelástica R y la L, respectivamente: 

𝛁𝒑(𝒕) = (𝛁𝒑(𝒕))
𝑹

+ (𝛁𝒑(𝒕))
𝑳

=
𝛁𝒑(𝒕)

𝑳
                            (2.14) 

2.2.3 Ecuación de Flujo Combinado de Poiseuille y Gravitacional. 

Para el desarrollo de la ecuación de flujo 

combinado de Poiseuille y Gravitacional se 

debe tomar en cuenta las siguientes 

consideraciones: 

a) Flujo incompresible: 

En donde:  

𝜌 = 𝜌𝑐𝑡𝑒 

b) Se trata de un fluido newtoniano 

c) Se encuentra en estado estacionario 

d) No presenta cambios de temperatura, es 

decir, un fluido isotérmico. 

e) La dirección de su flujo es en un solo 

sentido (unidireccional) (véase Figura 3), 

por lo tanto:  

𝑉 = [𝑉𝑥, 𝑉𝑦, 𝑉𝑧] = [0, 0, 𝑉𝑧] 

 

Figura 3. Representación esquemática de las direcciones de 

flujo en coordenadas cartesianas. El líquido newtoniano es 

deformado continua e irreversiblemente. 
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f) La divergencia de la velocidad es nula: 

∇ ∙ 𝑣 = 0 ; 

 

Por lo tanto, la velocidad en zeta no es función de esta, es decir:  

𝑉𝑧 ≠ 𝑓(𝑧) 

Cabe recalcar que la velocidad no depende del eje y, o z, ni del tiempo por ello se dice 

que: 

𝑉𝑧 ≈ 𝑉𝑧 (𝑥) 

De la función inicial:  

𝜌 (
𝐷𝑣

𝐷𝑡
) = −∇𝑝 + 𝜇∇2𝑢 + 𝜌𝑔 

La derivada material es aproximadamente igual a cero, por lo tanto: 

0 ≈ −∇𝑝 + 𝜇∇2𝑢 + 𝜌𝑔 

𝟎 ≈ − (
𝒅𝒑

𝒅𝒛
) + 𝝁 (

𝒅𝟐𝑽𝒛

𝒅𝒙𝟐 ) + 𝝆𝒈𝒙                                     (2.15)                                

Al reacomodar términos se obtiene: 

𝒅

𝒅𝒙
( 

𝒅𝑽𝒛

𝒅𝒙
) =  

𝟏

𝝁

𝒅

𝒅𝒛
(𝒑 − 𝝆𝒈𝒛)                                        (2.16) 

Si se incluye el término de presión modificada: 

𝑃 = 𝑝 − 𝜌𝑔𝑧 

Y al sustituir la Ec. (2.16) en la Ec. (2.15): 

𝒅

𝒅𝒙
( 

𝒅𝑽𝒛

𝒅𝒙
) =  

𝟏

𝝁

𝒅𝑷

𝒅𝒛
                                                  (2.17) 

Al resolver la Ec. (2.17) para Vz, se obtiene: 

𝑽𝒛 =  
𝟏

𝝁
(

𝒅𝑷

𝒅𝒛
)

𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄𝟏𝒙 + 𝒄𝟐                                       (2.18) 

Para resolver la Ec. (2.18) se toman en cuenta las siguientes condiciones de frontera para 

encontrar las constantes (c1 y c2): 
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𝐶. 1.     𝑉𝑧 (𝑥, +𝐵) = 𝑉0 

𝐶. 2.     𝑉𝑧 (𝑥, −𝐵) = 0 

 

Al resolver, obtenemos los siguientes valores para las constantes: 

𝒄𝟐 =
𝑽𝟎

𝟐
− (

𝒅𝑷

𝒅𝒛
) (

𝑩𝟐

𝟐𝝁
)                                                 (2.19) 

𝒄𝟏 =
𝑽𝟎

𝟐𝑩
                                                            (2.20) 

Al sustituir las Ec. (2.20) y (2.19) en (2.18): 

𝑽𝒛 =  (
𝒅𝑷

𝒅𝒛
)

𝟏

𝟐𝝁
(𝒙𝟐 − 𝑩𝟐) +

𝑽𝟎

𝟐
(

𝒙

𝑩
+ 𝟏)                               (2.21) 

Para encontrar el flujo másico se utiliza la ecuación: 

𝑸 = ∫ ∫ 𝑽𝒛(𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒚
𝒙=𝑩

𝒙=−𝑩

𝒘

𝟎
                                         (2.22) 

Resolviendo: 

𝑸 = [𝑽𝟎𝑩 −
𝟐𝑩𝟑

𝟑𝝁
(

𝒅𝑷

𝒅𝒛
)] 𝒘                                          (2.23) 

2.3 FISIOLOGÍA DEL OÍDO. 

La generación de sensaciones auditivas en el ser humano es un proceso completo que consta de 

tres etapas básicas: 

1. Captación y procesamiento mecánico de las ondas sonoras. 

2. Conversión de la señal acústica (mecánica) en impulsos nerviosos y transmisión de dichos 

impulsos hasta los centros sensoriales del cerebro. 

3. Procesamiento neural de la información codificada en forma de impulsos nerviosos. 

Dentro de estas etapas se pueden distinguir dos regiones del sistema auditivo: la región periférica 

y la región central. La función de la región periférica es conservar el carácter original de las ondas 

mecánicas para convertirlas en señales electroquímicas, mientras que la función de la región 

central es transformar estas señales electroquímicas en sensaciones (Sachs et.al, 2009; Messini 

et. al, 2002; Brownell et al., 2001; Oghalai et. al, 2000; Thornton & Abbas, 1980; Ehrenstein 

& Iwasa, 1996). 
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2.3.1 Funcionamiento de las células ciliadas externas (CCE). 

El funcionamiento de las células ciliadas externas es muy complejo ya que estas poseen una 

capacidad única de contracción-expansión la cual es la base de la electromotilidad (Abou-Dakka 

et al, 2012; Herrera-Valencia y Rey 2014, 2018, Ramírez-Torres et al, 2024). A continuación, 

se describe de forma general el proceso de activación de dicho concepto:  

a) El estímulo eléctrico viaja a través de la escala vestibular en forma de vibraciones 

mecánicas, excitando la membrana basilar, la cual vibra a una frecuencia de resonancia 

que se acopla con la frecuencia de las vibraciones mecánicas produciendo el efecto de 

resonancia. (Abou-Dakka et al, 2012). 

b) La membrana basilar oscila hacia arriba y abajo permitiendo que estas vibraciones 

muevan las células ciliadas externas, dándole cierto grado de inclinación a los 

estereocilios que se encuentran en su polo apical, dando lugar a la transducción mecano-

eléctrica. (Herrera-Valencia y Rey 2014). 

c) El efecto mecano-eléctrico abre los canales que permiten el paso de fluido rico en iones 

potasio (endolinfático), este fluido a su vez modifica el potencial eléctrico de la célula 

ciliada, lo cual resulta en una contracción de la membrana plasmática. (Ramírez-Torres 

et al, 2024). 

d) Finalmente, al regresar a su potencial de equilibrio la célula expande su membrana 

plasmática; estos cambios de curvatura inducen un flujo volumétrico debido a una 

potencia de energía liberada, la cual es una medida indirecta de la transducción 

electromecánica. (Herrera-Valencia et al, 2023, 2024). 
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CAPÍTULO 3 

PROBLEMA FÍSICO 
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3.1 RAZONAMIENTO 

En este capítulo se presenta la discusión entre el sistema físico y el modelado matemático de las 

ecuaciones de transporte. Para este caso, se utilizarán las ecuaciones que describen el 

comportamiento de los fluidos newtonianos y no newtonianos, en las cuales se involucra la 

relación del gradiente de velocidad y el esfuerzo de corte, así como la ecuación de continuidad 

para un sistema sin reacción química. Posteriormente, al obtener la expresión del gradiente de 

velocidad, y, por consecuente, el tensor de rapidez de deformación, se introducirán las series de 

Fourier para obtener la velocidad en términos de la variable radial y la frecuencia, ya que de esta 

forma se torna posible introducir esta información dentro de las Series de Bessel con el fin de 

calcular la ecuación que exprese el flujo volumétrico. 

 

3.2 ECUACIONES TEÓRICAS. 

En esta sección, se presentan las ecuaciones más importantes en el sistema. 

La primera de ellas es la ecuación de continuidad, la cual es un balance de masa sin reacción 

química. 

𝝏𝝆

𝝏𝒕
+ 𝜵 ⋅ 𝝆𝑽 = 𝟎                                            (3.1) 

La ecuación de movimiento para el sistema, o bien, la segunda ley de Newton aplicada a un 

medio continuo: 

𝝏𝝆𝑽

𝝏𝒕
= 𝜵 ⋅ 𝑻 + 𝒇𝑩                                             (3.2) 

Donde:  

𝑽: Vector velocidad. 

𝑻: Tensor de esfuerzos totales. 

𝒇𝑩: Fuerzas de bulto en el sistema. 

 

Para un mejor entendimiento, el tensor de esfuerzos totales toma la forma: 

𝑻 = −𝒑𝑰 + 𝝈                                                (3.3) 

Donde:  

𝑰: Matriz unitaria. 

𝒑: Escalar asociado a la presión en el sistema. 

𝝈: Tensor de esfuerzos viscosos y viscoelástico. 
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3.2.1 Fluido newtoniano. 

Se define la ecuación del fluido básico en fenómenos de transporte y reología, fluido 

newtoniano, ya que su comportamiento es fiel a la ley de Newton (Bird et al, 1987), donde el 

esfuerzo de corte es proporcional al gradiente de velocidad de corte: 

𝝈 =  2𝜇𝑫  (3.4) 

Y 

𝑫 =
𝟏

𝟐
(𝛁𝑽 + 𝛁𝑽𝑻)  (3.5) 

Donde:  

𝝈: Tensor de esfuerzos viscosos (Pa). 

𝜇: Viscosidad newtoniana (Pas). 

𝑫: Tensor de rapidez de deformación. 

𝛁𝑽: Gradiente de velocidad. 

𝑻: Transpuesta del tensor (Matriz 3x3). 

3.2.2 Fluido no newtoniano. 

En los fluidos no newtonianos, la rapidez de deformación no muestra una relación lineal entre 

el esfuerzo y la rapidez de deformación (Bird et. al., 1987), por lo cual, la viscosidad no es 

constante y va a depender de la rapidez con la que se aplique la deformación de la muestra, la 

temperatura, la presión, concentración, pH, entre otras variables (Bird et. al., 1987). Las 

ecuaciones involucradas en este tipo de fluido son las siguientes: 

𝝈 =  2𝜂(𝐼𝐼𝐷)𝑫  (3.6) 

Y  

𝜼(𝑰𝑰𝑫) =  √2(𝐷: 𝐷)  (3.7) 

 

 

 

 

 



Página | 27  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 4 

MODELADO MATEMÁTICO 
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4.1 ANÁLISIS DEL SISTEMA FÍSICO 

A continuación, se describen las características del sistema físico (ver Figura 4) estudiado para 

realizar el cálculo de la permeabilidad dinámica de un fluido viscoelástico lineal mediante la 

transformada de Fourier. 

 

 

Figura 4. Representación esquemática del sistema físico. El campo eléctrico entra por la parte izquierda del 

sistema y activa la membrana con el fin de que oscile a través de las dos fases líquidas. El flujo derecho e 

izquierdo es el mismo y la membrana perturba las fases líquidas viscoelásticas. 

4.1.1 Condiciones del sistema. 

a) Líquido newtoniano. 

b) Líquido incompresible: La densidad no depende de la posición ni del tiempo. 

c) Proceso en estado estacionario: La velocidad y la presión dependen del tiempo, i.e. 

(presión pulsátil). 

d) El fluido se deforma de manera continua e irreversible debido a un gradiente de 

presión pulsátil en la dirección axial. 

e) Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presión 

pulsátil y los mecanismos viscoelásticos lineales ya que el capilar (a<<L) se encuentra 

en posición horizontal. 

f) Existe simetría angular, es decir: 

𝜃𝜖[0, 2𝜋] 
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4.2 PROBLEMA FÍSICO Y ECUACIONES 

De las ecuaciones teóricas, antes mencionadas, se tiene que: 

𝝏𝝆

𝝏𝒕
+ 𝜵 ⋅ 𝝆𝑽 = 𝟎                                            (4.1) 

𝝏𝝆𝑽

𝝏𝒕
= 𝜵 ⋅ 𝑻 + 𝒇𝑩                                             (4.2) 

𝑻 = −𝒑𝑰 + 𝝈                                                (4.3) 

La ecuación constitutiva que se empleara para los datos del fluido es la siguiente: 

𝝈 = 𝝈𝟏 + 𝝈𝟐 + 𝝈𝟑                                           (4.4) 

Y cada una de las ecuaciones constitutivas, por lo que se tiene lo siguiente: 

𝝈𝟏 = 𝟐𝜼𝟏𝑫                                                    (4.5) 

𝝈𝟐 = 𝟐𝜼𝟐𝑫                                                    (4.6) 

𝝏𝝈

𝝏𝒕
= 𝑮 (𝟏 + 𝝀𝑩 (

𝝏

𝝏𝒕
)) 𝟐𝑫                                         (4.7) 

Al combinar las Ecs. (4.3-4.6) se obtiene una expresión para el modelo constitutivo que será 

punto de partida en los cálculos de este sistema: 

𝝈 = 𝟐𝑶𝜼(𝑫𝒕)𝑫                                                (4.8) 

Al sustituir y realizar el arreglo de las Ecs. (4.1-4.7), se obtiene el siguiente modelo lineal, el cual 

es una variante del modelo de Navier-Stokes: 

𝝆 (
𝝏𝑽

𝝏𝒕
+ 𝑽 ⋅ 𝜵𝑽) = −𝜵p + O𝜼(𝑫𝒕)𝜵𝟐𝑽 + 𝝆𝒈                         (4.9) 

Asumiendo que el sistema cuenta con un flujo cortante simple, se tiene lo siguiente: 

𝑽 ⋅ 𝜵𝑽 = 𝟎                                                   (4.10) 

Por lo que la Ec. (4.9) se simplifica a lo siguiente: 

𝝆 (
𝝏𝑽

𝝏𝒕
) = −𝜵p + O𝜼(𝑫𝒕)𝜵𝟐𝑽 + 𝝆𝒈                               (4.11) 
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Si asumimos que los mecanismos gravitacionales son despreciables con respecto a la inercia y 

mecanismos superficiales, se tiene los siguiente: 

𝑽 =
𝟏

𝝆
𝝏

𝝏𝒕
 - O𝜼(𝑫𝒕)𝜵𝟐

(−𝜵𝒑)                                      (4.12) 

Entonces, se tiene la siguiente expresión para la permeabilidad dinámica del sistema: 

𝑲 =
𝟏

𝝆
𝝏

𝝏𝒕
 - O𝜼(𝑫𝒕)𝜵𝟐

                                              (4.13) 

Suponiendo que la velocidad del fluido es la coordenada axial “z”, la dirección del gradiente de 

velocidad es en la coordenada radial r y el  es el eje neutro o de la vorticidad. Por lo tanto, el 

vector velocidad se representa como: 

𝑽 = (𝟎, 𝟎,Vz(r,t))                                            (4.14) 

El gradiente de velocidad se representa de forma matricial, tal que: 

𝜵𝑽 = (
𝟎 𝟎

𝝏Vz(r,t)

𝝏𝒓

𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

)                                        (4.15) 

Por lo que, al obtener la transpuesta del gradiente de velocidad la nueva forma matricial es: 

𝜵𝑽𝑻 = (

𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

𝝏Vz(r,t)

𝝏𝒓
𝟎 𝟎

)                                        (4.16) 

Al obtener el gradiente de velocidad y su transpuesta, se puede calcular el tensor rapidez de 

deformación de la siguiente forma: 

𝟐𝑫 = 𝜵𝑽 + 𝜵𝑽𝑻                                             (4.17) 

Obteniendo como resultado: 

𝟐𝑫 = (

𝟎 𝟎
𝝏Vz(r,t)

𝝏𝒓

𝟎 𝟎 𝟎
𝝏Vz(r,t)

𝝏𝒓
𝟎 𝟎

)                                   (4.18) 
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Posteriormente, se sustituyen las Ecs. (4.14-4.16) en la Ec. (4.12): 

𝑲 =
𝟏

𝝆
𝝏

𝝏𝒕
- O𝜼(𝑫𝒕)

𝟏

𝒓

𝝏

𝝏𝒓
𝒓

𝝏

𝝏𝒓

                                        (4.19) 

Al realizar la multiplicación del vectorial por el vector unitario la Ec. (4.11) toma la forma: 

                        Vz =𝑽 ⋅ 𝒆𝒛 =
𝟏

𝝆
𝝏

𝝏𝒕
 - O𝜼(𝑫𝒕)𝜵𝟐

(−𝜵𝒑 ⋅ 𝒆𝒛) =
𝟏

𝝆
𝝏

𝝏𝒕
 - O𝜼(𝑫𝒕)𝜵𝟐

(−𝜵𝒛𝒑)                 (4.20) 

 

4.3 SERIES DE FOURIER 

Para resolver la Ec. (4.19) se supone que las funciones son continuas y de clase C1 en un dominio 

abierto de R2, por lo que la transformada de Fourier toma la forma: 

                                                 𝐅(𝛚) =
𝟏

√𝟐𝛑
∫ 𝐟(𝐭)𝐞-iωtdt

∞

−∞
                                               (4.21) 

Al aplicar la transformada integral (Ec. 4.20) sobre las ecuaciones involucradas en la Ec. (4.19) 

se deduce una expresión analítica para la velocidad en términos de la variable radial “r” y la 

frecuencia. 

 

4.3.1 Condiciones del sistema. 

En este punto se utilizarán las siguientes condiciones de frontera obteniendo lo siguiente:  

Vz(r=a,t) = 𝟎                                  (4.22) 

Y la velocidad axial debe ser finita en r=0, por lo que: 

Vz(r=0,t) = 𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒂                                 (4.23) 

4.3.2 Flujo volumétrico. 

El flujo volumétrico en el sistema se puede calcular mediante la integral de superficie en el 

espacio de Fourier. 

𝑸(𝝎) = ∫ 𝑽 ⋅ 𝒅𝑺
𝑺

= ∫ ∫ Vz
𝒂

𝟎

𝟐𝝅

𝟎
(r,ω)rdrdθ                        (4.24) 
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Finalmente, se tiene la siguiente expresión analítica:  

𝑸(𝝎) = 𝟐πa𝟐 ∫ Vz(r,ω)
𝟏

𝟎
rdr                                  (4.25) 

A partir de la Ec. (4.20), se construye la permeabilidad dinámica en el sistema o función de 

transferencia compleja, dando lugar a: 

𝑸𝑽(𝝎)

𝑸𝑵(𝝎)
= 𝑻(𝝎) = 𝑹𝒆[𝑻(𝝎)] + iIm[𝑻(𝝎)]                        (4.26) 

Donde:  

𝑻(𝝎): Función de transferencia compleja. 

𝑸𝑽: Flujo viscoelástico. 

𝑸𝑵: Flujo newtoniano. 

La función de transferencia compleja tiene la siguiente estructura matemática: 

𝑸𝑵(𝝎) =
πR𝟑

𝟒
𝝋𝟎𝝈𝒘(𝝎)                                      (4.27) 

Por lo tanto: 

𝜯(𝝎)

𝝋𝟎
= 𝟖𝒊𝟐 𝑶 𝜱(iω)/𝝋𝟎

(Rβ(𝝎))
𝟐 ( 1- 2

𝑱𝟏(Rβ(𝝎))/Rβ(𝝎)

𝑱𝟎(Rβ(𝝎))
)                      (4.28) 

Donde:  

𝑶 𝜱: Función fluidez compleja dependiente de la frecuencia. 

β: Inverso de la longitud característica (Funciones de Bessel). 

El parámetro  proporciona la información reológica asociada a los procesos viscoelásticos 

en el sistema.  
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4.4 FLUJO DE POISEUILLE 

Se considera la Figura 5 como la representación esquemática del flujo de Poiseuille utilizado en 

este caso de estudio: 

 

Figura 5. Esquema del sistema estudiado para el cálculo del Flujo de Poiseuille. 

4.4.1 Condiciones del sistema. 

a) Flujo incompresible, por lo tanto: ρ = constante, no depende de la posición ni del tiempo. 

b) Fluido Newtoniano. 

c) Proceso en estado estacionario: La velocidad y la presión dependen del tiempo. 

d) No presenta cambios de temperatura, es decir, el sistema es isotérmico. 

e) Su flujo es unidireccional (véase Figura 5), se presenta lo siguiente:  

𝑽 = [𝑽𝒙, 𝑽𝒚, 𝑽𝒛] = [𝟎, 𝟎, 𝑽𝒛] 

f) La parte central de la membrana presenta un movimiento vertical (Arriba hacia abajo y 

viceversa). 

 

4.4.2 Desarrollo matemático del sistema. 

La máxima relación de flujos está dada por:  

𝑸 =  𝑸 (𝜵𝒛𝑷)                                                  (4.29) 

La fuerza motriz se representa con la siguiente expresión matemática: 

𝜵𝒛𝑷 =  
𝒅𝑷

𝒅𝒛
                                                      (4.30) 

 

( )zp t ( )Q t

r

z

a

L

 
=  

 

4πa dp
Q -

8μ dz
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El comportamiento de fluido Newtoniano se expresa: 

𝝈𝒛𝒓 = 𝝁
𝒅𝑽𝒛

𝒅𝒓
                                                (4.31) 

El flujo viscoelástico de Maxwell utiliza la siguiente ecuación: 

𝝈𝒛𝒓  +  𝝀𝟎
𝒅𝝈𝒛𝒓

𝒅𝒕
 =  𝝁

𝒅𝑽𝒛

𝒅𝒓
                                           (4.32) 

Por lo tanto, el flujo se determina mediante: 

𝑸 =  
𝝅𝒂𝟒

𝟖𝝁
 (𝜵𝒛𝑷)                                           (4.33) 

La velocidad está dada por la derivada material: 

𝑫𝝆

𝑫𝒕
+ 𝝆(𝜵 ∙ 𝒗) = 𝟎                                             (4.34) 

Si la derivada material es cero, el valor de la densidad toma el valor de cero, matemáticamente: 

𝑫𝝆

𝑫𝒕
= 𝟎          y          𝜌(∇ ∙ 𝑣) = 0;    respectivamente. 

Sin embargo, en este caso de estudio, la densidad adopta un valor distinto a cero, lo que 

conlleva a que: 

𝝆 ≠ 𝟎   𝒚   𝜵 ∙ 𝒗 = 𝟎                                             (4.35) 

Donde el gradiente de velocidad se representa como: 

𝟏

𝒓

𝒅

𝒅𝒓
(𝒓𝑽𝒓) +

𝟏

𝒓
(

𝒅𝑽𝜽

𝒅𝜽
) +

𝒅𝑽𝒛

𝒅𝒛
                                         (4.36) 

Tal como se mencionó en las condiciones del sistema, el movimiento es unidireccional, por 

lo que la velocidad en el eje z no depende de la función en z, tal que:  

𝑉𝑧 ≠ 𝑓(𝑧) 

Por lo que, al presentarse una geometría cilíndrica: 

𝑉𝑧 ≈ 𝑉𝑧(𝑟) 

Al analizar la derivada material, se deduce que: 

𝝆 
𝑫𝒗

𝑫𝒕
= − 𝜵 𝒑 + 𝝁𝜵𝟐𝒗 + 𝝆𝒈   {

  𝝆 
𝑫𝒗

𝑫𝒕
≈ 𝟎

 
𝝆𝒈 ≈ 𝟎

                        (4.37) 

Al saber que la velocidad es aproximadamente cero y se presenta en una distancia larga, se 

desprecia la fuerza de la densidad en la dirección g. Por lo que la ecuación toma la forma: 

𝟏

𝒓

𝒅

𝒅𝒓
(𝒓

𝒅𝑽𝒛

𝒅𝒓
) =

𝟏

𝝁

𝒅𝒑

𝒅𝒛
                                            (4.38) 
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Al resolver la integral para la velocidad en z, se obtiene: 

𝑽𝒛 =
𝟏

𝟒𝝁

𝒅𝒑

𝒅𝒛
𝒓𝟐 + 𝒄𝟏 𝒍𝒏 𝒓 + 𝒄𝟐                                   (4.39) 

Se presentan las siguientes condiciones de frontera para encontrar las constantes del resultado 

de la integral anterior: 

 C.F. 1. 𝑉𝑧(𝑟 = 𝑎) = 0 

C.F. 2. 𝑉𝑧(𝑟 = 0) = 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎 ;                     
𝑑𝑉𝑧

𝑑𝑟
|

  
 

 𝑟=0
 = 0  

Al resolver, los valores de las constantes son: 

𝑐1 = 0 

𝑐2 = −
1

 4𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑧
𝑎2 

Sustituyendo c1 y c2: 

𝑽𝒛 =
𝟏

𝟒𝝁

𝒅𝒑

𝒅𝒛
(𝒓𝟐 − 𝒂𝟐)                                         (4.40) 

Una vez encontrada la expresión para la velocidad en el eje z, se obtiene el flujo volumétrico 

con la ecuación: 

𝑸 = ∫ ∫ 𝑽𝒛(𝒓) ∗ 𝒓 𝒅𝒓𝒅𝜽
𝒂

𝟎

𝟐𝝅

𝟎
                                    (4.41) 

Al resolver la doble integral, finalmente obtenemos la expresión para el flujo volumétrico: 

𝑸 = −
𝒂𝟒

𝟖𝝁
𝝅 (

𝒅𝒑

𝒅𝒛
)                                    (4.42) 

 

4.5 SERIES DE BESSEL 

Para comenzar esta sección, en donde se utilizarán las series de Bessel, tenemos la siguiente 

ecuación: 

𝝆 
𝑫𝒗

𝑫𝒕
= − 𝜵 𝒑 + 𝜵𝝈 + 𝝆𝒈𝒈                                   (4.43) 

Al desarrollar la ecuación (4.43), obtenemos: 

𝝆 
𝝏𝑽𝒛(𝒓,𝒕)

𝝏𝒕
= −

𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝒕) + 𝝁

𝟏

𝒓

𝝏

𝝏𝒓
(𝒓

𝝏𝑽𝒛(𝒓,𝒕)

𝝏𝒓
)                             (4.44) 

Se utiliza el cambio al espacio de Fourier, en donde se involucra el parámetro de frecuencia: 

𝝏

𝝏𝒓
→ 𝒊𝝎 𝑽𝒛(𝒓, 𝒕) = 𝓥𝒛(𝒓, 𝝎)                                (4.45) 
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Donde:  

𝝎: Parámetro de frecuencia 

𝑷(𝒕) → 𝑷(𝝎)       𝝆
𝝏𝑽𝒛

𝝏𝒕
→ 𝝆𝒊𝝎𝓥𝒛(𝒓, 𝝎)                             (4.46) 

Por lo tanto, al sustituir las Ecs. (4.46 y 4.45) en la Ec. (.43): 

𝝆𝒊𝝎𝓥𝒛(𝒓, 𝝎) = −
𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎) + 𝝁

𝟏

𝒓

𝝏

𝝏𝒓
(𝒓

𝝏𝓥𝒛(𝒓,𝝎) 

𝝏𝒓
)                        (4.47) 

Al reacomodar y asignarle el valor de 𝑖2 a -1: 

𝟏

𝝁

𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎) =

𝟏

𝒓

𝝏

𝝏𝒓
(𝒓

𝝏𝓥𝒛(𝒓,𝝎) 

𝝏𝒓
) +

𝒊𝟑𝝆𝝎

𝝁
𝓥𝒛(𝒓, 𝝎)                        (4.48) 

Para entender las siguientes ecuaciones, es necesario cambiar los términos obtenidos a términos 

de operador fluidez. Cuando la viscosidad "𝜇" tiende a infinito, la fluidez "𝜑"  tiende a cero. Y 

cuando la fluidez  "𝜑" tiende a infinito, la viscosidad "𝜇" tiende a cero, se representa como: 

𝝁 → ∞   𝝋 → 𝟎 

𝝋 → ∞   𝝁 → 𝟎 

Por lo tanto, la viscosidad es inversamente proporcional a la fluidez: 

𝜑 =
1

𝜇
 

 

Entonces el operador fluidez es igual a: 

𝑶𝝋(𝒊𝝎) =
𝟏

𝑶𝝁(𝒊𝝎)
                                            (4.49) 

Al sustituir la expresión de la viscosidad en términos de fluidez en la Ec. (4.48), se usan los 

siguientes operadores: 

𝑶𝝋(𝒊𝝎)
𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎)                                 (4.50) 

Por lo tanto: 

𝑶𝝋(𝒊𝝎)
𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎) =

𝟏

𝒓

𝝏

𝝏𝒓
(𝒓

𝝏𝓥𝒛(𝒓,𝝎) 

𝝏𝒓
) +

𝒊𝟑𝝆𝝎

𝝁
𝓥𝒛(𝒓, 𝝎)                     (4.51) 

Para reducir términos, se insertan los siguientes conceptos: 

𝐴 = 𝑂𝜑(𝑖𝜔)
𝜕𝑃

𝜕𝑧
(𝜔)  ;  𝛽2 =

𝑖3𝜌𝜔

𝜇
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Por lo que: 

𝑨 =
𝝏

𝝏𝒓
(𝒓

𝝏𝓥𝒛(𝒓,𝝎) 

𝝏𝒓
) + 𝜷𝟐𝓥𝒛(𝒓, 𝝎)                                (4.52) 

Si se supone que A = 0: 

𝝏

𝝏𝒓
(𝒓

𝝏𝓥𝒛(𝒓,𝝎) 

𝝏𝒓
) + 𝜷𝟐𝓥𝒛(𝒓, 𝝎) = 𝟎                                (4.53) 

Con el fin de seguir el objetivo de reducción de términos se agrega el operador 𝛽 como 
𝛽

𝛽
 en 

donde hay “r”: 

𝜷𝟐𝒓𝟐 𝝏𝟐𝓥𝒛(𝒓,𝝎)

𝜷𝟐𝝏𝒓𝟐 + 𝜷𝒓
𝝏𝓥𝒛(𝒓,𝝎) 

𝜷𝝏𝒓
+ (𝒓𝟐𝜷𝟐 − 𝟎)𝓥𝒛(𝒓, 𝝎) = 𝟎              (4.54) 

De la misma forma, si 𝛽𝑟 = 𝑥 entonces: 

𝒙𝟐 𝝏𝟐𝓥𝒛(𝒓,𝝎)

𝜷𝟐𝝏𝒓𝟐 + 𝒙
𝝏𝓥𝒛(𝒓,𝝎) 

𝜷𝝏𝒓
+ (𝒙𝟐 − 𝟎)𝓥𝒛(𝒓, 𝝎) = 𝟎                   (4.55) 

Reescribiendo la Ec. (4.55) en términos de función, se tiene que: 

𝒙𝟐𝒚" + 𝒙𝒚′ + (𝒙𝟐 − 𝒏𝟐)𝒚 = 𝟎                                 (4.56) 

Una vez obtenida la forma de la función, se puede aplicar la serie de Bessel de la siguiente forma: 

 𝒚(𝒙) = 𝑪𝟏𝑱𝒏(𝒙) + 𝑪𝟐𝒀𝒏(𝒙)                                   (4.57) 

 

Dado que: 

               𝓥𝑮𝒆𝒏𝒆𝒓𝒂𝒍 = 𝓥𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈𝒆𝒏𝒆𝒂 + 𝓥𝑷𝒂𝒓𝒕𝒊𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓 

La solución de la parte homogénea toma la forma: 

𝓥𝑯𝒛(𝒓, 𝝎) = 𝑪𝟏𝑱𝟎(𝜷, 𝒓) + 𝑪𝟐𝒀𝟎(𝜷, 𝒓)                              (4.58) 

Mientras que la solución de la parte particular es: 

𝑶𝝋(𝒊𝝎)
𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎) =

𝟏

𝒓

𝝏

𝝏𝒓
(𝒓

𝝏𝑪 

𝝏𝒓
) + 𝜷𝟐𝑪 = 𝟎 + 𝜷𝟐𝑪                        (4.59) 

 

De acuerdo con la Ec. (4.59), el valor de la constante C es: 

𝑪 =
𝑶𝝋(𝒊𝝎)

𝜷𝟐

𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎)                                              (4.60) 

 



Página | 38  

 

Si el valor de C se expresa en términos de velocidad: 

𝓥𝑷𝒛(𝒓, 𝝎) = 𝑪  entonces  𝓥𝑷𝒛(𝒓, 𝝎) =
𝑶𝝋(𝒊𝝎)

𝜷𝟐

𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎)                    (4.61) 

Por lo tanto, la solución general es: 

𝓥𝑮𝒁 = 𝓥𝑯𝒁 + 𝓥𝑷𝒁 = 𝑪𝟏𝑱𝟎(𝜷, 𝒓) + 𝑪𝟐𝒀𝟎(𝜷, 𝒓) +
𝑶𝝋(𝒊𝝎)

𝜷𝟐

𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎)           (4.62) 

Al proponer las siguientes condiciones de frontera para encontrar 𝐶1 y 𝐶2: 

𝓥𝑮𝒁(𝒓 = 𝒂) = 𝟎 𝓥𝑮𝒁(𝒓 = 𝟎) = 𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒂 

Se obtiene que: 

𝑪𝟏 = −
𝑶𝝋(𝒊𝝎)

𝜷𝟐 𝑱𝟎(𝜷,𝒂)

𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎); 𝑪𝟐 = 𝟎 

Y al sustituir en la Ec. (4.62): 

𝓥𝑮𝒁 =
𝑶𝝋(𝒊𝝎)

𝜷𝟐

𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎) [𝟏 −

𝑱𝟎(𝜷,𝒓)

𝑱𝟎(𝜷,𝒂)
]                                 (4.63) 

Una vez determinada la ecuación para el cálculo de la velocidad en z, se saca el flujo volumétrico 

mediante la ecuación: 

𝑸 = ∫ ∫ 𝑽𝒛(𝒓) ∗ 𝒓 𝒅𝒓𝒅𝜽
𝟏

𝟎

𝟐𝝅

𝟎
                                     (4.64) 

 

 

Al resolver la doble integral, se observa que el flujo volumétrico se expresa como: 

𝑸 =
𝝅𝒂𝟒

𝟖

𝟖𝑶𝝋(𝒊𝝎)

 (𝜷)𝟐
(−

𝝏𝑷

𝝏𝒛
(𝝎)) 𝒊𝟐 [𝟏 − 𝟐

𝑱𝟏(𝜷)
𝜷⁄

𝑱𝟎(𝜷)
]                        (4.65) 

Recordando que: 𝑖2 = −1 
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CAPÍTULO 5 

SIMULACIÓN Y ANÁLISIS DE 

RESULTADOS 
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5.1 RESONANCIA EN FLUIDOS NEWTONIANOS 

 

Figura 6. Ilustra la respuesta real e imaginaria de la función de transferencia compleja en función de la frecuencia 

para el caso Newtoniano. 

En la Figura 6 se muestran las simulaciones realizadas en el programa de Mathematica licencia 

UNAM de la función de transferencia compleja para un líquido newtoniano. 

A frecuencias bajas, la parte real de la función de transferencia compleja (FTC) muestra un 

comportamiento constante e independiente de la frecuencia. A una frecuencia crítica, el sistema 

experimenta un comportamiento monótono decreciente hasta un segundo valor crítico, donde la 

FTC despliega una segunda meseta, en la que es independiente de la frecuencia. Este tipo de 

comportamientos son muy comunes en los procesos de relajación; por lo tanto, la parte real para 

el fluido newtoniano se puede modelar mediante mecanismos de relajación asociados a la 

variable de entrada (campo eléctrico) y variables de salida (flujo volumétrico). Por otra parte, la 

parte imaginaria muestra un comportamiento resonante tipo campana de Gauss, donde a bajas y 

moderadas frecuencias el sistema muestra un comportamiento monótono creciente hasta un valor 

máximo, el cual está dominado por un acoplamiento entre los mecanismos inerciales y viscosos 

del sistema. A una frecuencia mayor a la resonante, el sistema experimenta un comportamiento 

monótono decreciente y relaja hasta una segunda meseta que tiende asintóticamente a cero. 

Físicamente, la parte imaginaria de estas funciones de transferencia está asociada a los procesos 
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disipativos por efecto de la fricción entre las capas del fluido. Por último, la norma de la función 

de transferencia es la magnitud de la raíz cuadrada del cuadrado de los componentes (partes real 

e imaginaria) y esta nos da una medida de qué mecanismo domina la función de transferencia. 

En este caso, el mecanismo dominante es el proceso de relajación porque es muy parecido a la 

parte real de la función de transferencia compleja. A continuación, mencionamos los puntos más 

importantes de este sistema:  

a. El fluido newtoniano no presenta ningún mecanismo de tipo resonante y esto se debe analizar 

a través de la norma de la función de transferencia compleja.  

b. La resonancia de la parte imaginaria del fluido newtoniano es un efecto asociado a la 

disipación; por lo tanto, no se considera que exista resonancia debido a que no hay elasticidad en 

el sistema.  

c. Para que un sistema presente resonancia debe existir energía almacenada y, por lo tanto, 

elasticidad para que se recupere el sistema. En este punto, el fluido viscoelástico contendrá la 

física necesaria para describir una resonancia principal seguida de un tren de picos secundarios. 

 En particular, en este trabajo de tesis, se analiza la viscoelasticidad de la membrana, es decir, no 

solo la de los líquidos viscoelásticos sino también la disipación asociada al cambio en la 

curvatura. En la siguiente sección, analizaremos el fluido de Maxwell, pero a través del número 

de Deborah y de las propiedades materiales asociadas a este sistema. 
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5.2 RESONANCIA EN FLUIDOS VISCOELÁSTICOS 

 

Figura 7. Ilustra la parte real de transferencia compleja vs frecuencia para un fluido viscoelástico en función del 

número de Deborah. 

La Figura 7 muestra la respuesta de la parte real de la función de transferencia compleja en 

función de la frecuencia para diferentes valores del número de Deborah. Se observa que, en todos 

los casos, el sistema presenta una resonancia dominante seguida de un tren de resonancias. 

Es claro que, al aumentar el número de Deborah, el fluido presenta una disminución drástica en 

el máximo de la resonancia dominante. Esto se debe, principalmente, a que la parte elástica del 

material aumenta en comparación de las fuerzas inerciales. Nótese, que el efecto de los 

mecanismos elásticos induce que la resonancia dominante se obtenga a menores valores en la 

frecuencia, por lo que la elasticidad juega un papel negativo en el contexto del flujo resonante. 
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Figura 8. Ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja vs frecuencia para diferentes valores 

del número de Deborah. 

En la Figura 8 se observa que el sistema presenta las clásicas curvas discontinuas tipo dientes de 

sierra.  

Es importante resaltar que, como en la Figura 8, el efecto de la elasticidad del material disminuye 

la respuesta anti-resonante de la función de transferencia compleja. Nótese, que la parte 

imaginaria de estos sistemas siempre presenta resonancias; sin embargo, el fluido newtoniano 

solamente muestra un pico aislado como se observa en la Figura 7. Al incorporar la elasticidad, 

se observa que el fluido presenta varias curvas resonantes, lo que indica que la contribución del 

sólido de Hooke induce la respuesta resonante del material. 
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Figura 9. Ilustra la norma de la función de transferencia compleja vs frecuencia en función del número de 

Deborah. 

 

En la Figura 9, se representa la norma de la función de transferencia vs frecuencia para el modelo 

viscoelástico de Maxwell en función del número de Deborah. 

En la simulación realizada, se destaca una resonancia dominante que se manifiesta claramente 

en la gráfica, seguida por una serie de picos de menor magnitud a medida que la frecuencia 

incrementa. Este fenómeno es particularmente notable, ya que, al incrementar el número de 

Deborah, que representa la influencia de los mecanismos elásticos en comparación con los 

tiempos característicos del flujo, se observa una disminución significativa en el valor máximo 

alcanzado por la norma de la función de transferencia compleja. Dicho comportamiento es 

coherente con las observaciones previas y el análisis matemático detallado en la Figura 8. 

Es crucial resaltar que el comportamiento negativo observado en las simulaciones anteriores se 

asocia intrínsecamente con la elasticidad del material estudiado. Físicamente, este efecto puede 

interpretarse como un contraflujo, el cual podría ser el resultado de las oscilaciones en el 

gradiente de presión o en la variación del campo eléctrico aplicado. 
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5.3 EFECTO DE LA VISCOSIDAD EN LAS MEMBRANAS FLEXO-ELÉCTRICAS 

 

En esta sección se presenta el efecto de la viscosidad de la membrana en el modelo propuesto. 

La ecuación básica que se utiliza es un modelo basado en el de Hooke. i.e. de la forma: 

zrσ Gγ=      (5.1) 

Al calcular la derivada temporal de la ecuación de Hooke, se tiene la siguiente expresión 

analítica, por lo que: 

zrσ γ
G G γ

t t

 
= =

 
                        (5.2) 

Este modelo fue utilizado por Herrera-Valencia y Rey (2018; 2023). La contribución primaria de 

este trabajo es suponer la resistencia de la membrana al cambio de curvatura por lo que se 

modifica el modelo anterior, a la siguiente propuesta: 

zr
M

σ
G γ G 1 λ γ

t t

  
= = + 

  
    (5.3) 

Por lo que, en esta contribución la membrana es flexo-viscoelástica y la ecuación constitutiva 

que describe este fenómeno, es un modelo matemático que tiene la siguiente forma: 

zr
M

σ
G 1 λ γ

t t

  
= + 

  
    (5.4) 

En forma adimensional, la expresión anterior puede escribirse como: 

zr
M M

σ k
G 1 De γ 1 De γ

t t 1 k t

     
= + = +   

  −    
        (5.5) 

Es decir, al introducir el efecto de la viscosidad de la membrana, y utilizar las variables 

adimensionales previamente establecidas, y aplicando el formalismo de Fourier, se tiene lo 

siguiente: 

( )
( )

( )M

zr

1 De iωk
σ ω γ ω

1 k iω

+ 
=

−
                             (5.6) 
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La viscosidad compleja, tiene la forma: 

( )
( )

( )

( )zr Mσ ω 1 De iωk
η ω

1 k iωγ ω

+ 
= =

−
   (5.7) 

El módulo complejo tiene la forma: 

( ) ( )G ω = η ω iω      (5.8) 

Por lo que, para esta propuesta tiene la forma: 

( ) ( )( )M

k
G ω 1 De iω

1 k
= + 

−
    (5.9) 

En la ecuación anterior, k es la elasticidad de la membrana definida anteriormente. El número de 

Deborah DeM, se define como el cociente de dos tiempos característicos.  

M
M

λ

λ Tiempo de relajación membrana
De

Tiempo total viscoelástico 
= =


 

En particular, cuando DeM = 0, se replican los resultados obtenidos por otros investigadores 

(Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia et al. 2014, 2018, 2023). Las aportaciones de este trabajo 

se ven empatadas en la Figura 10. Es claro, que se tiene los siguientes puntos: 

a. El efecto de la viscosidad en la membrana es negativo, es decir la viscosidad en este 

contexto, disminuye la respuesta dinámica del sistema. 

b. El efecto de los mecanismos de relajación de la membrana con respecto a los mecanismos 

viscoelásticos de bulto, son cuantificados a través del número de Deborah. 

c. El efecto de la resonancia en estos sistemas se debe exclusivamente a los siguientes 

mecanismos acoplados: 

C.1 Asimetría en las fases viscoelásticas  << 1, i.e.,  = 10-4 

C.2 Viscosidad de bulto alta (Máxima disipación viscoelástica),  << 1, i.e.,  = 10-4 

C.3 Membrana deformable k <<1   

C.4 El número de Deborah debe ser muy pequeño en comparación con el tiempo total 

viscoelástico del fluido.  
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Figura 10. Ilustra la norma de la función de transferencia compleja vs frecuencia en función del número de 

Deborah de la Membrana DeM. Los otros números adimensionales son los mismo que en la Figura 9. 

La Figura 10 exhibe de manera gráfica la correlación entre la norma de la función de transferencia 

y la frecuencia dentro del contexto de un modelo viscoelástico de Maxwell, poniendo especial 

énfasis en el papel que juega el número de Deborah de la membrana. La simulación despliega un 

panorama donde, a pesar de que los demás grupos adimensionales se mantienen constantes tal 

como se presenta en la Figura 9, el comportamiento del sistema es uniformemente consistente en 

todos los escenarios analizados. En el extremo inferior del espectro de frecuencias, el sistema 

parece ser insensible, evidenciando una ausencia de respuesta dinámica notable. No obstante, al 

incrementar la frecuencia hasta cierto umbral, se desencadena un fenómeno resonante distintivo 

en una frecuencia crítica específica. Tras superar este punto crítico, la respuesta del sistema se 

atenúa de forma monótona, lo cual es seguido por una serie de curvas secundarias de menor 

intensidad. Estas últimas son generadas por las funciones de Bessel, cuyas características 

oscilatorias son las responsables de instigar el mencionado efecto resonante. 

El número de Deborah asociado a la membrana tiene una influencia directa y bidimensional sobre 

el fenómeno de la resonancia: 

a. Regula la intensidad del pico máximo observado en las curvas resonantes, actuando como 

un dial que ajusta la amplitud de la respuesta del sistema. 
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b. Determina desde una perspectiva matemática el valor del pico máximo, lo cual es una 

consecuencia directa de las propiedades combinadas de la membrana, que incluyen 

aspectos inerciales, viscoelásticos y visco-elasto-flexoeléctricos. 
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CAPÍTULO 6 

CONCLUSIONES 
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6.1 APORTACIÓN AL CONOCIMIENTO. 

 

En este trabajo se estudió una membrana viscoelástica que disipa y almacena energía cuando está 

inmersa en fluidos no newtonianos. La membrana está sujeta a la mitad de un capilar horizontal 

de longitud 2L. La mitad del capilar (0  z < L) está inmerso con un fluido viscoelástico de 

Maxwell y en la otra mitad (L < z < 2L) se encuentra el otro fluido. Cuando se aplica un campo 

eléctrico, la membrana se activa y empieza a oscilar de derecha a izquierda. La membrana 

transfiere el momento a los fluidos viscoelásticos y debido a las características de estos, la 

membrana disipa energía por efecto de la fricción. Un hecho importante, es que el cambio de la 

curvatura H, se visualiza por medio de un casquete esférico que se visualiza en la Figura 1. Si el 

casquete esférico se dibuja hacia la derecha, la curvatura es positiva, si es hacia la izquierda es 

negativo H < 0 y si H = 0, el radio de curvatura es infinito. Los objetivos primarios de este 

proyecto fueron los siguientes: 

a. Obtener una expresión analítica para describir el efecto del campo eléctrico y el flujo 

volumétrico en función de las propiedades del sistema. 

b. Proponer una modificación al modelo Herrera-Valencia /Rey con el fin de incluir los efectos 

viscosos y elásticos en la membrana. 

c. Obtener un número adimensional que cuantifique los procesos de relajación del sistema. 

d. Analizar el efecto de incorporar los mecanismos viscosos en la resonancia del sistema y 

cuantificar desde un punto de vista biológico su efecto. 

Para resolver los puntos (a-d) se utilizó el balance de masa sin reacción química, la ecuación de 

movimiento en su forma Lagrangiana (Segunda ley de Newton aplicada a un medio continuo), y 

el modelo reológico constitutivo propuesto en este trabajo. Este modelo se basa en un sistema 

mecánico en paralelo conformado por elementos de Maxwell (viscoelásticos) y la membrana 

como un elemento visco-plástico. Este modelo mejora el propuesto por Herrera/Valencia-Rey 

incorporando la viscosidad del sólido. Este término, se puede atribuir a una resistencia que 

presenta la membrana al cambio de curvatura, siendo que su estado inicial es el de curvatura cero. 

El modelo reológico es válido para bajas deformaciones, es decir no presenta primera ni segunda 

diferencia de esfuerzos normales. Por lo que, se puede reformular la ecuación de Navier-Stokes 
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con el fin de incluir los mecanismos viscoelásticos. La ecuación resultante contiene un operador 

viscosidad o fluidez que depende de la derivada parcial temporal y las propiedades materiales 

del sistema, como son: (I) Tiempos de relajación, (II) Tiempos de retardo, (III) Tiempos 

geométricos, (IV) Viscosidades y (V) Módulo de corte.  

Suponiendo flujo cortante simple, i.e., el campo de velocidades depende de las variables 

temporales t y de la coordenada radial r, se obtiene una ecuación diferencial parcial que describe 

los cambios espaciales y temporales en función de la fuerza motriz asociada al campo eléctrico. 

El modelo, satisface dos condiciones de frontera: (I) La velocidad en el centro es finita y (II) la 

velocidad en la pared es cero. La ecuación resultante se resuelve mediante las técnicas de la 

transformada de Fourier con el fin de pasar el espacio del tiempo a las frecuencias. El resultado 

es una ecuación diferencial de Bessel no homogénea que se resuelve en términos de las funciones 

especiales de la física matemática conocidas como funciones de Bessel de primera y segunda 

especie de orden cero, la cual contiene dos constantes que deben de ser determinadas con las 

condiciones de frontera. Una vez que se sustituyen las condiciones de frontera en la ecuación 

general y se determinan los valores de C1 y C2, se tiene el perfil de velocidades en función del 

operador fluidez y una función no homogénea que depende de un parámetro . Ese parámetro es 

el inverso de una longitud característica que depende de la inercia, propiedades viscoelásticas a 

través de la fluidez y en forma adimensional del número de Deborah.  

Al integrar el perfil de velocidades sobre una sección transversal de área, se obtiene una expresión 

para el flujo volumétrico en función de la fuerza motriz asociada al campo eléctrico. Mediante 

arreglos matemáticos, obtenemos que el flujo viscoelástico se puede expresar como el producto 

de una amplitud Newtoniana, una función de transferencia que depende de las propiedades 

reológica del sistema y del campo eléctrico complejo, i.e.,  

( ) ( ) ( )V 0 N 0 0Q t,ω =Q T β,ω E t,ω  

La función de transferencia T(,0) encapsula toda la física del sistema y depende de dos 

números adimensionales principales: (I) De y (II) DeM. El Deborah de la membrana depende de 

un cociente de dos tiempos característicos asociados a los mecanismos de relajación de la 

membrana y los viscoelásticos de los fluidos.  
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Un hecho importante, es que al tomar en cuenta la viscosidad de esta, la resonancia del sistema 

decrece por lo que, este hecho implicaría que la resistencia que presenta el sólido flexo-eléctrico 

al cambio de curvatura, tiene un efecto negativo en el contexto de la resonancia y amplificación 

del sonido. La pregunta que nos formulamos aquí,  ¿Puede haber una patología que induzca una 

disminución de la resonancia o aumente la viscosidad de la membrana lo cual cause una mayor 

resistencia a formar una curvatura?, Es importante resaltar que una medida de esta resistencia es 

el Deborah y que este puede depender de la concentración, del pH, y otras propiedades materiales.  

En este momento, bajo esta investigación original de licenciatura, es una pregunta abierta que 

debe ser contestada mediante más simulaciones y datos in vitro e in vivo de estas células.  

6.2 TRABAJO FUTURO. 

Al realizar la investigación de la respuesta dinámica, disipativa y oscilatoria de las membranas 

flexoeléctricas en distintos entornos, se formularon expresiones teóricas que constituyen la base 

para el progreso biotecnológico, enfocado en el desarrollo de soluciones auditivas innovadoras 

para personas con pérdida auditiva. Por lo tanto, en la línea natural de esta investigación se 

encuentran, pero no limitandose a, los siguientes puntos: 

a) Estudios experimentales a nivel laboratorio de los mecanismos de disipación y respuesta 

de las membranas que integran el sistema auditivo con el fin de contrastar los resultados 

teóricos. 

b) Simulaciones computacionales que permitan: evaluar los resultados de los estudios 

experimentales, desarrollar modelos virtuales de aplicación y posteriormente, 

proporcionar bases para la creación de prototipos para la solución del problema principal, 

dentro de los cuales se podrían incluir implantes cocleares mejorados, audífonos 

avanzados, dispositivos de asistencia auditiva no invasivos, etc. 

Finalmente, este proyecto representa una busqueda constante de conocimientos centrados en las 

áreas de fenomenos de transporte y reología de fluidos que proporcionen nueva información con 

el fin de apoyar a la solución de problematicas presentadas en la rama de bio-ingeniería. 
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GLOSARIO 

 

 Deformación:  Cambio de posición con respecto a otra. 

 Ecuación Constitutiva: Ecuación que relaciona las variables dinámicas en un sistema 

(Rapidez de deformación, esfuerzo, deformación). 

 Ecuación de continuidad: Ecuación diferencial parcial que representa la conservación de 

materia de un sistema físico. 

 Ecuación de movimiento: Segunda ley de Newton aplicada a un medio continuo. 

 Esfuerzo en pared: Dirección de fuerza aplicada y evaluada en el límite del sistema 

(pared). 

 Estado estacionario: Estado en el que ninguna propiedad dinámica del sistema depende 

del tiempo. 

 Fluido: Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una 

deformación continua e irreversible. 

 Flujo cortante: Flujo que aplica una fuerza tangencial al sistema que se deforma 

continua e irreversiblemente. 

 Flujo homogéneo: Es el flujo en el cual su posición no representa afectación en las 

propiedades del sistema. 

 Fluido incompresible: Fluido que tiene una densidad constante. 

 Fluido newtoniano: Fluido con viscosidad constante e independiente de la rapidez de 

deformación. 

 Fluido no-newtoniano: La viscosidad es una función de la rapidez de deformación. 

 Flujo oscilante: Flujo originado por una oscilación de un plato de forma periódica. 

 Flujo pulsátil: Flujo asociado a un gradiente de presión pulsátil representado por 

una función matemática estocástica. 

 Fluido viscoelástico: Es aquel fluido que tiene una contribución viscosa y otra elástica. 

 Flujo volumétrico: Volumen por unidad de tiempo. 

 Frecuencia: Frecuencia de movimiento, puede ser expresada en proporción al 

cambio de dirección o ángulo. 
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 Función estocástica:  Función probabilística que evoluciona en el tiempo. 

 

 Modelo constitutivo de 

Maxwell: 

Ecuación constitutiva que describe el comportamiento reológico 

de fluencia, relajación y recuperación de sistemas con 

comportamiento viscoelástico. 

 Rapidez de deformación: Rapidez con la que se deforma un sistema. 

 Tensor de esfuerzo: Matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en la cual se describe 

el estado de las fuerzas en un elemento de control. 

 Tiempo de relajación: Tiempo necesario para el sistema con el fin de alcanzar un estado 

de equilibrio después de un periodo de esfuerzo. 

 Tiempo de retardo: Tiempo que necesita el sistema para llegar a un equilibro después 

de ser sometido a un esfuerzo cortante. 

 Velocidad promedio: Velocidad axial promediada a través del área de flujo. 

 Viscoelasticidad lineal: Región a bajas deformaciones, en esta zona el fluido presenta 

respuestas viscosas y elásticas constantes. 

 Viscoelasticidad no lineal: Región a bajas deformaciones, en esta zona el fluido presenta 

respuestas viscosas y elásticas variables. 

 Viscosidad: Medida de la resistencia a fluir de un sistema. 
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