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Capı́tulo 1

Introducción

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones acopladas de Schrödinger



−i ∂∂tΨ1 = ∆Ψ1 +µ1|Ψ1|2Ψ1 + β|Ψ2|2Ψ1 para y ∈RN , t > 0,

−i ∂∂tΨ2 = ∆Ψ2 +µ2|Ψ2|2Ψ2 + β|Ψ1|2Ψ2 para y ∈RN , t > 0,

Ψj = Ψj(y, t) ∈C, j = 1,2,

Ψj(y, t)→ 0 cuando |y| → +∞, t > 0, j = 1,2,

(S)

donde µ1,µ2 son constates positivas, β es un constante de acoplamiento no nula

y la dimensión del espacio es N = 2,3.

El sistema (S), deriva de muchos problemas fı́sicos especialmente en ópti-

ca no lineal, ver por ejemplo [1–4]. Nos interesa encontrar soluciones de onda

solitaria al sistema (S), para ello separamos la variable temporal y espacial, y

suponemos que

Ψ1(x, t) =eiλ1tu(x) λ1 > 0,

Ψ2(x, t) =eiλ2tu(x)v(x) λ2 > 0,

1
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donde u(x) y v(x) son funciones real valuadas. Luego, el sistema (S) se transfor-

ma en un sistema elı́ptico acoplado dado por
∆u −λ1u +µ1u

3 + βv2u = 0 en R
N ,

∆v −λ2v +µ2v
3 + βu2v = 0 en R

N ,

u(x), v(x)→ 0 cuando |y| → +∞.

(1.0.1)

Una importante clase de soluciones al sistema (1.0.1) son los estados ligados, esto

es, soluciones (u,v) que satisfacen que

u(x), v(x) > 0 para todo x ∈RN . (1.0.2)

El problema (1.0.1) y (1.0.2) es ampliamente estudiado, por ejemplo, cuando

β > 0 y bajo varias suposiciones adicionales, en [5, 6] prueban la existencia de

soluciones de estado ligados y en [7] se prueba que las soluciones de (1.0.1),

(1.0.2) son radialmente simétricos. Cuando β < 0 yN = 2, se sabe que existe una

solución de estado ligado que es radialmente simétrica, ver [9].

En este trabajos, estudiaremos la existencia de soluciones no radiales al pro-

blema (1.0.1), (1.0.2) con β < 0, λ1 = λ2, y µ1 = µ2. Notemos que si (u,v) es una

solución del sistema (1.0.1), haciendo w(x) = cu(rx) y z(x) = cv(rx), con c =
√

µ1
λ1

,

y r = 1√
λ

, tenemos que el par (w,z) resuelve el sistema

∆w −w+w3 + β′z2w = 0 en R
N ,

∆z − z+ z3 + β′w2z = 0 en R
N ,

donde β′ = β
µ . Por lo que sin perder generalidad, nos enfocaremos en el estudio
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del siguiente problema.
∆u −u +u3 + βv2u = 0 en R

N ,

∆v − v + v3 + βu2v = 0 en R
N ,

u,v > 0 en R
N , u(y),v(y)→ 0 cuando |y| → +∞.

(1.0.3)

Se sabe que, para β > 0 suficientemente pequeño, existe una solución de energı́a

mı́nima del sistema (1.0.3), ver [14], y que, cuando β < 0, no hay soluciones de

energı́a mı́nima. Sin embargo, en el articulo [8], Juncheng Wei y Tobias Weth,

demostraron que, bajo ciertas acciones de subgrupos finitos de O(N ) actuando

en H
1(RN ), existen soluciónes de energı́a mı́nima en los subespacios invariantes

asociados al problema (1.0.3), demostrando ası́ que existen una infinidad de

soluciones no radiales. El objetivo de este trabajo es dar una prueba detallada

del Teorema 2.1.11 demostrado por Juncheng Wei y Tobias Weth en [8]. En el

articulo original de los autores, el Lema 2.1 y la Proposición 3.1 presentan una

imprecisión que nos hemos dado a la tarea de enmendar, siendo esto una de las

motivaciones para este trabajo.

Para el mejor entendimiento de la demostración del Teorema 2.1.11, en el

Capı́tulo 2, encontraremos la formulación variacional y el funcional de energı́a

del problema (1.0.3) en un espacio de Hilbert. Haciendo actuar un cierto sub-

grupo finito G de O(N ), restringiremos nuestra busqueda de soluciones no ra-

diales al sistema (1.0.3) en una variedad de Nehari de clase C2. Enunciaremos

un caso del principio variacional de Ekeland introducido en [15], para nuestros

fines referimos a las notas del curso de Metodos Variacionales impartido por

la Dra. Mónica Clapp, [10]. En este capı́tulo, también mencionaremos un lema

derivado del principio de concentración y compacidad de P.-L. Lions en [11].

Finalmente, daremos una estimación de energı́a en terminos de una solución al
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problema −∆ω+ω =ω3.

Dedicaremos la demostración de la Proposición 2.5.1 en el Capı́tulo 3. El

método que se sigue es superponer una solución radial del problema −∆ω+ω =

ω3 en los puntos fijos de un subgrupo finito de O(N ) para dar una estimación

por arriba del ı́nfimo del funcional de energia asociado. Después, mediante el

principio variacional de Ekeland y el principio de concentración-compacidad

de Lions, encontraremos una sucesión que converge al ı́nfimo del funcional de

energı́a y veremos que tal ı́nfimo es alcanzado. Finalmente, como una aplicación

del Teorema 2.1.11, construiremos una sucesión de subgrupos de O(N ) que nos

darán una infinidad de soluciones no radiales al problema (1.0.3).



Capı́tulo 2

Preliminares

Consideremos el sistema de ecuaciones elı́pticas
∆u −u +u3 + βv2u = 0 en R

N ,

∆v − v + v3 + βu2v = 0 en R
N ,

u,v > 0 en R
N , u(y),v(y)→ 0 cuando |y| → +∞.

(2.0.1)

paraN = 2,3 y β < 0. En este capı́tulo encontraremos la formulación variacional

de problema probaremos y mencionaremos los resultados necesarios para en

entendimiento completo de nuestro resultado principal.

2.1. Formulación variacional del problema

Definición 2.1.1. Una función (u,v) ∈
(
C2
(
R
N
))2 que satisface (2) se llama una

solución clásica del problema (2).

Sean ρ,ψ ∈ C∞c
(
R
N
)
. Multiplicando la primera ecuación por ρ y la segunda

5
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por ψ e integrando por partes obtenemos que

∫
R
N
∇u · ∇ρ+uρdx =

∫
R
N

(
u3 + βv2u

)
ρdx, (2.1.1)∫

R
N
∇v · ∇ · .ψ + vψdx =

∫
R
N

(
v3 + βu2v

)
ψdx. (2.1.2)

Para la formulación débil necesitamos que el lado izquierdo de (2.1.1) y (2.1.2)

tenga derivadas débiles y el espacio predilecto para esto es H
1
(
R
N
)
. Por otro

lado (2.1.1) y (2.1.2) nos sugiere que u,v ∈ L4
(
R
N
)
. En efecto, esto es cierto,

para N = 3, de los encajes de Sobolev tenemos que H
1
(
R
N
)
⊂ Lq

(
R
N
)

para

toda q ∈ [2,2∗] = [2,6] con inclusión continua. Mientras que para N = 2 se tiene

que H
1
(
R
N
)
⊂ Lq

(
R
N
)

para toda q ∈ [2,∞) tambien con inclusión continua.

Esto motiva a la siguiente definición.

Definición 2.1.2. Una función (u,v) ∈
(
H

1
(
R
N
))2 es una solución débil del pro-

blema (2) si (u,v) satisface (2.1.1) y (2.1.2) para toda (ρ,ψ) ∈
(
H

1
(
R
N
))2.

Consideremos el espacio de Hilbert H1
(
R
N
)

dotado con el producto escalar

⟨u,v⟩ =
∫
R
N

(∇u · ∇v +uv) dx,

que induce la norma ∥u∥ =
(∫

R
N |∇u|2 +u2dx

)1/2
. Para 1 ≤ p < ∞ y para u ∈

Lp
(
R
N
)

denotemos |u|p =
(∫

R
N |u|pdx

)1/p. Para (u,v) ∈ Lp
(
R
N
)
×Lq

(
R
N
)

con 1
p +

1
q = 1, denotemos (u,v)p,q =

∫
R
N uv dx <∞, que es una forma bilineal continua,

pues la desigualdad de Hölder nos asegura que |(u,v)p,q| ≤ |u|p|v|q. Para p = 2 = q

simplemente denotemos por (·, ·)2 = (·, ·)2,2. Note que si u,v ∈ L4
(
R
N
)

entonces

u2,uv ∈ L2
(
R
N
)

y u3 ∈ L4/3
(
R
N
)
. Denotaremos H =

(
H

1
(
R
N
))2 el cual es un

espacio de Hilbert con el producto escalar

⟨(u,v), (w,z)⟩
H

= ⟨u,w⟩+ ⟨v,z⟩. (2.1.3)
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Con estas notaciones vemos que (2.1.1) y (2.1.2) es equivalente a encontrar

(u,v) ∈H tal que

G[u,v](ρ,ψ) = 0 para toda (ρ,φ) ∈H, (2.1.4)

donde

G[u,v](ρ,ψ) := ⟨u,ρ⟩+⟨v,ψ⟩−
[(
u3,ρ

)
4/3,4 +

(
v3,ψ

)
4/3,4

]
−β
[(
v2,uρ

)
2 +
(
u2,vψ

)
2

]
.

(2.1.5)

Consideremos el funcional E : H→R dado por

E[u,v] =
1
2

(
∥u∥2 + ∥v∥2

)
− 1

4

(
|u|44 + |v|44

)
− β

2

(
u2,v2)

2 . (2.1.6)

A E se le llama el funcional de energı́a asociado al problema (2).

Proposición 2.1.3. E es de clase C2 y

E′[u,v](ρ,ψ) = G[u,v](ρ,ψ) para toda (u,v), (ρ,ψ) ∈H.

En consecuencia, (u,v) es solución débil al problema (2) si y sólo si (u,v) es un punto

crı́tico de E.

Demostración. Sean L,T ,K : H→R dados por

K(u,v) =
1
2
∥(u,v)∥2

H
=

1
2

(
∥u∥2 + ∥v∥2

)
, (2.1.7)

L(u,v) =
1
4

(
|u|44 + |v|44

)
, (2.1.8)

T (u,v) =(u2,v2)2, (2.1.9)

donde ∥·∥
H

es la norma inducida en H por el producto escalar (2.1.3). Mediante



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 8

un cálculo directo, tenemos que K es de clase C∞ y

K ′[u,v](ρ,ψ) = ⟨u,ρ⟩+ ⟨v,ψ⟩. (2.1.10)

Para L, encontremos sus derivadas parciales de orden 2 y verifiquemos que sean

continuas. Notamos que L[u,v] = L[v,u], es decir, L es simétrico. Tenemos que

L[(u + tρ,v)]−L[u,v]
t

=
1
4t

∫
R
N

[
4u3 · (tρ) + 6u2 · (tρ)2 + 4u · (tρ)3 + (tρ)4

]
dx.

Sea

ft(x) =
1
4t

[
4u3 · (tρ) + 6u2 · (tρ)2 + 4u · (tρ)3 + (tρ)4

]
(x),

el cual converge puntualmente a u3ρ cuando t→ 0. Para t ∈ (−1,1) tenemos que

|ft(x)| ≤ 1
4

[
4|u|3|ρ|+ 6|u|2|ρ|2 + 4|u||ρ|3 + |ρ|4

]
(x) =: g(x).

Como H
1
(
R
N
)
⊂ Lq

(
R
N
)
, para q ∈ [2,6], se sigue por la desigualdad de Hölder

que 0 ≤ g(x) ∈ L1
(
R
N
)
. Luego, por el Teorema de convergencia dominada, tene-

mos que

lı́m
t→0

L((u + tρ,v))−L(u,v)
t

= lı́m
t→0

∫
R
N
ft(x)dx =

∫
R
N
u3ρdx. =: φ(u,v)[ρ].

Claramente φ(u,v)[·] es lineal y

|φ(u,v)[ρ]| ≤ |u3|4/3||ρ|4 ≤ c|u|34∥ρ∥,

donde c > 0 es tal que |ρ|4 ≤ c∥ρ∥ para toda ρ ∈H1
(
R
N
)
. Por tanto, φ(u,v)[·] es

la primera derivada parcial de Gâteaux de L en la primera componente. Verifi-
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quemos la continuidad de φ : H1
(
R
N
)
→L

(
H

1
(
R
N
)
,R
)
, tenemos que

∣∣φ(u,v)[ρ]−φ(w,z)[ρ]
∣∣ =
∣∣∣∣∫

R
N

(
u3 −w3)ρdx∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∫

R
N

[
(u −w)3 + 3uw(u −w)

]
ρdx

∣∣∣∣
≤
∣∣(u −w)3∣∣

4/3

∣∣ρ∣∣4 + 3 |u|4 |w|4|u −w|4
∣∣ρ∣∣4

≤c4 (∥(u,v)− (w,z)∥3
H

+ 3∥(u,v)∥
H
∥(w,z)∥

H
∥(u,v)− (w,z)∥

H

)
· ∥ρ∥

H
1(RN ),

de donde vemos que φ es continua, por tanto L es parcialmente diferenciable

con respecto a la primera variable y ∂1L(u,v) = φ(u,v). Como L es simétrico, se

sigue que L es parcialmente diferenciable con respecto a la segunda variable y

∂2L(u,v) = ∂1L(v,u). Como φ es continua, se sigue que ∂1L y ∂2L son continuas.

Por tanto, L es de clase C1 y

L′(u,v)[ρ,ψ] =∂1L(u,v)[ρ] +∂1L(u,v)[ψ]

=
∫
R
N
u3ρdx+

∫
R
N
v3ψdx.

Ahora vemos que

∂1L(u + tψ,v)[ρ]−∂1L(u,v)[ρ]
t

=
1
t

∫ (
(u + tψ)3 −u3

)
ρdx

=
∫
R
N

(3u2ψ + 3tuψ2 + t2ψ3)ρdx

−−−−→
t→0

∫
R
N

3u2ψρdx =: τ(u,v)[ρ,ψ],

por convergencia dominada. Claramente τ(u,v)[·, ·] es bilineal y

∣∣τ(u,v)[ρ,ψ]
∣∣ ≤ 3 |u|24 |ρψ|2 ≤ 3|u|24|ρ|4|ψ|4 ≤ 3c4∥u∥2∥ρ∥∥ψ∥,
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de donde se sigue que τ(u,v)[·, ·] es continua. Ahora verifiquemos la continuidad

de τ(·, ·), tenemos que

∣∣(τ(u,v)− τ(w,z))[ρ,ψ]
∣∣ ≤ 3

∫
R
N

∣∣u2 −w2∣∣ |ρ||ψ|dx
≤ 3
∣∣u2 −w2∣∣

2 ||ρψ|2dx

≤ 3|(u +w)|4||u − v|4|ρ|4|ψ|4

≤ 3c4∥(u,v) + (w,z)∥
H
∥(u,v)− (w,z)∥

H
∥ρ∥∥ψ∥,

por lo que

∥τ(u,v)− τ(w,z)∥L(H,R) ≤ 3c4∥(u,v) + (w,z)∥
H
∥(u,v)− (w,z)∥

H
,

de donde concluimos que τ(·, ·) es continuo. En consecuencia ∂1L(u,v) es par-

cialmente diferenciable con respecto a la primera variable y ∂1(∂1L(u,v)) =

τ(u,v) es continuo. Como ∂2L(u,v) = ∂1L(v,u) se sigue que ∂2L tiene derivada

parcial continua en la segunda variable y ∂2(∂2L(u,v)) = ∂1(∂1(L(v,u)). Además,

como ∂1L(u,v) no depende de la segunda variable y ∂2L(u,v) tampoco de la pri-

mera variable, se sigue que ∂2(∂1L(u,v)) = ∂1(∂2L(u,v)) = 0. En total L tiene

derivadas parciales hasta orden 2 y ∂i∂jL , i, j = 1,2 son continuas. Por tanto, L

es de clase C2.

Ahora verifiquemos que T (u,v) =
(
u2,v2

)
2 es de clase C2. Notemos que

T (u + tρ,v)− T (u,v)
t

=
1
t

∫
R
N

(u + tρ)2 v2 −u2v2dx

=
∫
R
N

2uρv2 + tρ2v2dx

−−−−→
t→0

2
∫
R
N
v2uρdx := φT (u,v)[ρ],
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por el teorema de convergencia dominada. Claramente φT (u,v)[·] es lineal y

∣∣φT (u,v)[ρ]
∣∣ ≤ 2|v|24|u|4|ρ|4 ≤ 2∥(u,v)∥3

H
∥ρ∥, (2.1.11)

por lo que φT (u,v) ∈ L
(
H

1
(
R
N
)
,R
)

y T es Gâteaux diferenciable en la primera

variable. Veamos que φT (·, ·) sea continua. Tenemos que

∣∣(φT (u,v)−φT (w,z))[ρ]
∣∣ ≤2

∫
R
N

∣∣(v2u − z2w
)
ρ
∣∣ dx

≤2
∫
R
N

∣∣v2 − z2∣∣ |uρ|dx+ 2
∫
R
N

∣∣(u −w)ρ
∣∣ |z|2dx

≤2
∣∣v2 − z2∣∣

2

∣∣uρ∣∣2 + 2
∣∣(u −w)ρ

∣∣
2

∣∣z2∣∣
2

≤2
(
|v + z|4 |v − z|4 |u|4 + |z|24 |u −w|4

)∣∣ρ∣∣4
≤2c4 (∥(u,v) + (w,z)∥

H
∥(u,v)∥

H
+ ∥(w,z)∥2

H

)
∥(u,v)− (w,z)∥

H
∥ρ∥,

por lo que

∥φT (u,v)−φT (w,z)∥L(H1(RN ),R) ≤2c4 ({2∥(u,v)∥
H

+ ∥(u,v)− (w,z)∥
H

}
∥(u,v)∥

H
+

+ ∥(u,v)− (w,z)∥
H

+ ∥(u,v)∥
H

)
· ∥(u,v)− (w,z)∥

H
.

Ası́, fijando (u,v) ∈H y ϵ ∈ (0,1) podemos tomar

δ(ϵ) =
ϵ

(4c4 + 1)
{
∥(u,v)∥

H
+ 1
}2 ,

para tener que

∥φT (u,v)−φT (w,z)∥L(H1(RN ),R) < ϵ,

si ∥(u,v) − (w,z)∥
H
< δ(ϵ). En consecuencia T es diferenciable con respecto a la
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primera variable y ∂T L(u,v) = φT (u,v) es continua. Por simetrı́a, T tiene deriva-

da parcial continua con respecto a la segunda variable con ∂2T (u,v) = ∂1T (v,u).

Por ende, T es al menos de clase C1 y

T ′(u,v)[ρ,ψ] =∂1T (u,v)[ρ] +∂2T (u,v)[ψ]

=2
(∫

R
N
v2uρdx+

∫
R
N
u2vψdx

)
. (2.1.12)

Como ∂1T (u,v) es lineal con respecto a la primera variable, de (2.1.11) tenemos

que

∥∂1T (u,v)∥L(H1(RN ),R) ≤ 2
(
|v|24|ρ|4

)
.

Por tanto, ∂1T (u,v) tiene derivada parcial con

∂1 (∂1T (u,v))[ρ,ψ] = 2
∫
R
N
v2ψρdx.

Además,

∣∣∂2
1T (u,v)−∂2

1T (w,z)
∣∣ ≤2

∫
R
N

∣∣v2 − z2∣∣ ∣∣ψρ∣∣ dx
≤2 |v + z|4 |v − z|4

∣∣ψ∣∣4 ∣∣ρ∣∣4
≤2c4∥(u,v) + (w,z)∥

H
∥(u,v)− (w,z)∥

H
∥ρ∥∥ψ∥,

por lo que

∥∂2
1T (u,v)−∂2

1T (w,z)∥L(H,R) ≤ 2c4{2∥(u,v)∥
H

+ ∥(u,v)− (w,z)∥
H

}
∥(u,v)− (w,z)∥

H
.
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Ası́, fijando (u,v) y ϵ ∈ (0,1) podemos tomar

δ(ϵ) =
ϵ

(2c4 + 1)(2∥(u,v)∥
H

+ 1)

para obtener

∥∂2
1T (u,v)−∂2

1T (w,z)∥L(H,R) < ϵ.

Por tanto ∂2
1T (u,v) es continuo. Por simetrı́a, ∂2T (u,v) tiene derivada parcial

continua en la segunda variable con ∂2
2T (u,v) = ∂2

1T (v,u).

Ahora calculemos las derivadas parciales segundas cruzadas de T . Tenemos

que

∂1T (u,v + tψ)[ρ]−∂1T (u,v)[ρ]
t

=
2
t

∫
R
N

[
(v + tψ)2 − v2

]
uρdx

=4
∫
R
N
vuψρdx+ 2

∫
R
N
tψ2uρdx.

Como ψ2,uρ ∈ L2
(
R
N
)
, por desigualdad de Hölder, ψ2uρ ∈ L1

(
R
N
)
. Entonces,

por el Teorema de convergencia dominada tenemos que

lı́m
t→0

∂1T (u,v + tψ)[ρ]−∂1T (u,v)[ρ]
t

= 4
∫
R
N
vuψρdx =: φ2,T (u,v)[ρ,ψ].

Claramente, φ2,T (u,v)[·, ·] es lineal y

∣∣φ2,T (u,v)[ρ,ψ]
∣∣ ≤ 4c4∥u∥∥v∥∥ρ∥∥ψ∥

≤ 4c4∥(u,v)∥2
H
∥ρ∥∥ψ∥,
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de donde φ2,T (u,v)[·, ·] es continua. Además,

∣∣φ2,T (u,v)[ρ,ψ]−φ2,T (w,z)[ρ,ψ]
∣∣ ≤ 4

∫
R
N

∣∣(uv −wz)ρψ∣∣ dx
≤ 4
∫
R
N

∣∣(u −w)vρψ
∣∣ dx+ 4

∫
R
N

∣∣(v − z)wρψ∣∣ dx
≤ 4c4 (∥u −w∥∥v∥∥ρ∥∥ψ∥+ ∥v − z∥∥w∥∥ρ∥∥ψ∥)

≤ 4c2 (∥(u,v)∥
H

+ ∥(w,z)∥
H

)∥(u,v)− (w,z)∥
H
∥ρ∥∥ψ∥,

de donde vemos que φ2,T (·, ·) es continua en (u,v). De esta forma ∂2∂1T (·, ·) exis-

te y es continua. Similarmente, ∂1∂2T (·, ·) existe y es continua. Ası́, T tiene de-

rivadas parciales continuas hasta orden 2 y por tanto es de clase C2.

Finalmente, E = K − L− β
2T es de clase C2, y por cálculos anteriores se tiene

que

E′(u,v)[ρ,ψ] = G(u,v)[ρ,ψ].

De (2.1.4) se sigue que (u,v) ∈H es solución débil de (2) si y sólo si (u,v) es

punto crı́tico del funcional de energı́a (2.1.6).

De la Proposición 2.1.3, tenemos que todas las soluciones de (2) pertenecen

al conjunto de Nehari

N =
{

(u,v) ∈H : u,v ≥ 0,u,v , 0,∥u∥2 = |u|44 + β
(
u2,v2)

2 ,

∥v∥2 = |v|44 + β
(
u2,v2)

2

}
.

Definición 2.1.4. Un estado fundamental del problema (2) es una función (û, v̂) ∈

N que satisface que E[û, v̂] = c0, donde

c0 = ı́nf
(u,v)∈N

E[u,v].
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Como hemos mencionado, en [14] demostraron que, para β > 0 suficiente-

mente pequeño, c0 es alcanzado mientras que, para β < 0, no es alcanzado.

Para β > −1, (2) admite una solución de la forma

(u,v) =
1√

1 + β
(ω,ω),

donde ω ∈H1
(
R
N
)

es la única solución (salvo traslaciones) del problema

−∆ω+ω =ω3, ω > 0 en R
N ,

ω(0) = máxy∈RN ω(y), ω ∈H1
(
R
N
)
.

(2.1.13)

Sin embargo, estas soluciones no son estados fundamentales para −1 < β < 0.

Para β ≤ −1, (2) no admite ninguna solución con u = v ya que

u , v para toda (u,v) ∈ N . (2.1.14)

Probaremos que para cualquier β < 0, existen soluciones de estado fundamental

en espacios de funciones invariantes bajo la acción de ciertos subgrupos finitos

de O(N ).

Para enunciar nuestro teorema principal daremos un par de definiciones y

notaciones. Sea G un subgrupo finito de O(N ) y x ∈ RN . La G−órbita de x es el

conjunto Gx := {Ax : A ∈ G}, el conjunto fijo de x es Gx = {A ∈ G : Ax = x}, de-

notamos por |Gx|, |Gx| a la cardinalidad de Gx y Gx, respectivamente. Denotemos

por Fix(G) = {x ∈ RN : Gx = {x}}, que es un subespacio de R
N , y denotamos po

VG = Fix(G)⊥ al complemento ortogonal de Fix(G) en R
N . Finalmente, denota-

mos por ℓ(G) = mı́n{|Gy| : y ∈ VG \ {0}}.
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Definición 2.1.5. Una función f : RN →R es G-invariante si

f (Ax) = f (x) ∀A ∈ G, ∀x ∈RN .

Proposición 2.1.6. Sea A ∈O(N ).

(a) Si u ∈ Lp(RN ), entonces u ◦A ∈ Lp(RN ) y |u ◦A| = |u|p.

(b) Si u ∈H1
(
R
N
)
, entonces u ◦A ∈H1

(
R
N
)
,

∇(u ◦A) = A−1 ◦∇u ◦A,

y ∥u ◦A∥ = ∥u∥.

Demostración. Ver, por ejemplo, [10, Proposición 4.14.].

Definición 2.1.7. El espacio de G−puntos fijos de H
1
(
R
N
)

es

HG :=
{
u ∈H1

(
R
N
)

: u es G − invariante
}
.

Definición 2.1.8. Sea B ∈ O(N ), y sea G un subgrupo finito de O(N ). Decimos que

el par (B,G) es admisible si

(a) B pertenece al normalizador de G y B2 ∈ G.

(b) Bx = x para todo x ∈ Fix(G).

(c) Existe un punto x0 ∈ VG \ {0} tal que

(c1) |Gx0| = ℓ(G),

(c2) mı́nA∈G\Gx0 |x0 −Ax0| < 2mı́nA∈G |x0 −BAx0|.
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Observaciones 2.1.9. 1. La condición (c2) implica en particular que B < G.

2. GB = G ∪BG es un subgrupo de O(N ), gracias a la condición (a).

Consideremos la función ∗ : GB ×H→H definida por partes como

A ∗ (u,v) =


(
u ◦A−1,v ◦A−1

)
si A ∈ G,(

v ◦ (BA)−1,u ◦ (BC)−1
)

si A = BC, C ∈ G.
(2.1.15)

Proposición 2.1.10. La función ∗ es una acción de GB sobre H y el conjunto de

puntos ∗−invariantes está dado por

H ∗ :=
{

(u,v) ∈H : A ∗ (u,v) = (u,v) para todo A ∈ GB
}

=
{

(u,u ◦B) : u ∈HG
}
.

Demostración. Demostremos que I ∗(u,v) = (u,v) y que AC ∗(u,v) = A∗(C ∗(u,v))

para toda A,C ∈ GB, donde I es el elemento neutro de O(N ).

Sean (u,v) ∈H y A,C ∈ G. Como I ∈ G, por la definición de ∗, tenemos que

I ∗ (u,v) = (u ◦ I−1,v ◦ I−1) = (u,v), ya que I−1 = I e I(x) = x para toda x ∈ RN .

Tenemos por definición que

AC ∗ (u,v) = (u ◦ (AC)−1,v ◦ (AC)−1)

= (u ◦C−1 ◦A−1,v ◦C−1 ◦A−1)

= A ∗ (u ◦C−1,v ◦C−1)

= A ∗ (C ∗ (u,v)).

Como BGB−1 = G, existe D ∈ G tal que A = BDB−1, con lo que A(BC) = B(DC), de

esta forma

(A(BC)) ∗ (u,v) =(BDC) ∗ (u,v)

= B ∗ (DC ∗ (u,v)).
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Por otro lado

A ∗ (BC ∗ (u,v)) =A ∗
(
v ◦C−1 ◦B−1,u ◦C−1 ◦B−1)

=
(
v ◦C−1 ◦B−1 ◦A−1,u ◦C−1 ◦B−1 ◦A−1)

=
(
v ◦C−1 ◦B−1 ◦

(
BD−1B−1) ,u ◦C−1 ◦B−1 ◦

(
BD−1B−1))

=
(
v ◦C−1 ◦D−1B−1,u ◦C−1 ◦D−1B−1)

=B ∗ (DC ∗ (u,v)),

por tanto (A(BC)) ∗ (u,v) = A ∗ (BC ∗ (u,v)).

También, por definición se sigue que

((BC)A) ∗ (u,v) =(B(CA)) ∗ (u,v)

=
(
v ◦ (CA)−1 ◦B−1,u ◦ (CA)−1 ◦B−1)

=
(
v ◦A−1 ◦C−1 ◦B−1,u ◦A−1 ◦C−1 ◦B−1)

=BC ∗ (A ∗ (u,v)).

Para elementos de la forma BA,BC tenemos que BABC = B(BDB−1)BC = B2DC ∈

G, donde D ∈ G es tal que A = BDB−1, con lo que

((BA)(BC) ∗ (u,v)) =
(
u ◦ (BABC)−1,v ◦ (BABC)−1)

=
((
u ◦ (BC)−1) ◦ (BA)−1,

(
v ◦ (BC)−1) ◦ (BA)−1)

=(BA) ∗
(
v ◦ (BC)−1,u ◦ (BC)−1)

=BA ∗ (BC ∗ (u,v)).

Esto prueba que ∗ es una acción de GB sobre H.

Finalmente, caracterizaremos los elementos ∗−invariantes de H. Sea (u,v) ∈
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H tal que A ∗ (u,v) = (u,v) para toda A ∈ GB, de manera particular, para B ∈ GB,

tenemos que B ∗ (u,v) =
(
v ◦B−1,u ◦B−1

)
= (u,v), ası́ u = v ◦ B−1, de donde v =

u ◦ B. Como A ∗ (u,v) =
(
u ◦A−1,v ◦A−1

)
= (u,v) para toda A ∈ G ⊂ GB, se tiene

que u es G−invariante, por ende (u,v) = (u,u ◦B) con u ∈HG.

Sea (u,u ◦ B) tal que u ∈ HG, como B está en el grupo normal de G, para

A−1 ∈ G existe D ∈ G tal que BA−1 =DB, por lo que

A ∗ (u,u ◦B) =
(
u ◦A−1, (u ◦B) ◦A−1)

=
(
u,u ◦ (BA−1)

)
=(u,u ◦ (DB))

=(u,u ◦B),

y, por otro lado, tenemos que

(BA) ∗ (u,u ◦B) =
(
(u ◦B)(BA)−1,u ◦ (BA)−1)

=
(
u ◦
(
BA−1B−1) ,u ◦A−1B−1)

=
(
u ◦D,u ◦B−1)

=
(
u,u ◦ (B−2B)

)
=(u,u ◦B),

donde hemos ocupado nuevamente que BAB−1 = D y que B2 ∈ G. Esto prueba

que (u,u ◦B) es ∗−invariante.

Buscamos soluciones al problema (2) que sean ∗− invariantes, por lo an-

terior, el lugar adecuado para buscarlos es entre la intersección del espacio

∗−invariantes de (H1
(
R
N
)
)2 y el conjunto de Nehari. Definamos

N (B,G) :=
{
u ∈HG : (u,u ◦B) ∈ N

}
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y

c(B,G) = ı́nf
u∈N (B,G)

E(u,u ◦B). (2.1.16)

Nuestro resultado principal establece que lo siguiente.

Teorema 2.1.11. Sean N = 2,3, (B,G) un par admisible, y sea β < 0. Entonces,

N (B,G) es no vacı́o y c(B,G) se alcanza. Además, cada minimizador u ∈ N (B,G) de

(2) es una solución G−invariante de la forma (u,u ◦B) de (2.1.16) con u(x) > 0 para

todo x ∈RN .

Note que para β ≤ −1, u , v para toda (u,v) ∈ N . Por tanto, del Teorema

anterior deducimos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 2.1.12. Bajo las hipótesis del Teorema (2.1.11), para β ≤ −1, existe una

solución (u,u◦B) G−invariante de (2) con u , u◦B. Entonces u no es GB−invariante

y por ende no radial.

Ahora fijemos un par admisible (B,G), tenemos que HG ↪→H por medio de

iB(u) = (u,u ◦B) cuya imagen es el subespacio cerrado H ∗. La Proposición 2.1.6,

nos asegura que ∥iB(u)∥
H

= 21/2∥u∥.

Observación 2.1.13. Para u ∈H1
(
R
N
)

tenemos que

E(u,u ◦B) = ∥u∥2 − 1
2
|u|44 −

β
2
|u(u ◦B)|22

y si además (u,u ◦B) ∈ N , tenemos que

E(u,u ◦B) =
∥u∥2

2
.

Consideremos el funcional J : H1
(
R
N
)
→R, definido por J (u) = 1

2E(iB(u)),

de la observación anterior tenemos que

J (u) =
1
2
∥u∥2 − 1

4
|u|44 − βQ(u),
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donde Q : H1
(
R
N
)
→R está definido por

Q(u) =
1
4

∫
R
N
u2(x)u2(Bx)dx =

1
4
|u · (u ◦B)|22.

Proposición 2.1.14. (a) J ∈ C2(H1
(
R
N
)
,R) y

⟨∇J (u),v⟩ = ⟨u,v⟩−
∫
R
N
u3v dx−β

2

∫
R
N
u2(u◦B)v+(u◦B)2uv dx para toda v ∈H1

(
R
N
)
.

(2.1.17)

(b) Para y ∈ Fix(G) fijo, consideremos el mapeo ·̂ :HG→HG definido por û(x) =

u(x+ y). Entonces ·̂ está bien definido y es una isometrı́a. Además

J (û) =J (u),

(∇J )(û) = ̂∇J (u),

Es decir, J es invariante y ∇J es equivariante bajo la acción de ·̂.

Demostración. (a) Como iB es un operado lineal continuo, tenemos que derivada

de iB en u en dirección v, está dado por DiB(u)[v] = (v,v ◦ B). Por definición,

J = 1
2E ◦ iB e iB es de clase C∞ , se tiene que J es de clase C2. De la regla de la

cadena tenemos que

J ′(u)[v] =
1
2
E′(iB(u)) ◦DiB[v]

=
1
2
E′ ((u,u ◦B)) [(v,v ◦B)]

=
1
2
⟨u,v⟩+ 1

2
⟨u ◦B,v ◦B⟩ − 1

2

(∫
R
N
u3v dx −

∫
R
N

(u ◦B)3(v ◦B)dx
)

+

− β
2

∫
R
N

(u ◦B)2uv +u2u(◦B)(v ◦B)dx

=⟨u,v⟩ −
∫
R
N
u3v dx − β

2

∫
R
N

(u ◦B)2uv +u2u(◦B)(v ◦B)dx,
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de donde se sigue el resultado

(b) Sean u ∈ HG, y y ∈ Fix(G), entonces (û ◦A)(x) = u(Ax + y) = u(A(x + y)) =

u(x + y) = û(x) para toda A ∈ G, por lo que û ∈ HG, de donde el mapeo ·̂ está

bien definido y claramente

∥û∥ =∥u∥, (2.1.18)

|û|4 =|u|4, (2.1.19)

por lo que además ·̂ es una isometrı́a lineal.

Ahora, por la Definición 2.1.8(b), By = y y (û◦B)(x) = u(Bx+y) = u(B(x+y)) =

û ◦B(x), por lo que el par (û, û ◦B) ∈ (H1
(
R
N
)
)2 es ∗−invariante y

|û · (û ◦B)|2 = |û · (û ◦B)|2 = |u · (u ◦B)|2. (2.1.20)

De (2.1.18) -(2.1.20), se tiene que

J (û) = J (u). (2.1.21)

Para −y sea ṽ(x) = v(x − y), por (2.1.21), tenemos también que

J (ũ) = J (u) = J (û),

se sigue de la regla de la cadena que

(J ◦ (·̂ ))′(u)[ṽ] =J ′(û)[(D ·̂ )(u)[ṽ]]

=J ′(û)[̂̃v]

=J ′(û)[v].
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Nuevamente por (2.1.21), tenemos que

(J ◦ (·̂ ))′(u)[ṽ] =(J )′(u)[ṽ]

=J ′(u)[ṽ].

De la definición de ∇J (u) y haciendo el cambio de variable z = x − y en la

definición de ⟨·, ṽ⟩, tenemos que

J ′(u)[ṽ] = ⟨∇J (u), ṽ⟩ = ⟨ ̂∇J (u),v⟩,

por lo que

⟨(∇J )(û),v⟩ = J ′(û)[v] = J ′(u)[ṽ] = ⟨ ̂∇J (u),v⟩ para toda v ∈HG,

por ende (∇J )(û) = ̂∇J (u), como se querı́a.

Lema 2.1.15. Para u ∈HG, v ∈H1
(
R
N
)

tenemos que

⟨∇Q(u),v⟩ =
∫
R
N
u2(Bx)u(x)v(x)dx.

Demostración. Como Q = 1
2T (iB(u)), donde T está definido en (2.1.9), tenemos

que Q es de clase C2 y para u,v ∈H1
(
R
N
)

se sigue de la regla de la cadena que

⟨∇Q(u),v⟩ =
1
2

∫
R
N
u2(x))u(Bx)v(Bx) +u2(Bx)u(x)v(x)dx

=
1
2

∫
R
N

(u2(B−1x) +u2(Bx))u(x)v(x)dx.

Para u ∈ HG tenemos que u ◦ B = u ◦ B−1 ya que B2 ∈ G y u ◦A = u para toda
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A ∈ G, entonces concluimos que

⟨∇Q(u),v⟩ =
∫
R
N
u2(Bx)u(x)v(x)dx para u ∈HG,v ∈H1

(
R
N
)
. (2.1.22)

Corolario 2.1.16. Si u ∈ HG es un punto crı́tico no trivial y no negativo de J ,

entonces (u,u ◦B) es una solución de (2).

Demostración. Para v ∈H1
(
R
N
)

tenemos que, por el Lema 2.1.15,

0 =⟨∇J (u),v⟩

=⟨u,v⟩ −
∫
R
N
u3v dx − β⟨∇Q(u),v⟩

=⟨u,v⟩ −
∫
R
N
u3v dx − β

∫
R
N

(u ◦B)2uv dx.

Entonces u es una solución débil de la ecuación

−∆u +u = f , (2.1.23)

donde f = β(u ◦B)2u +u3, por la regularidad elı́ptica estándar, ver [16], u es en

efecto una solución clásica. Además, como u ≥ 0, se tiene que f ≥ 0, luego del

principio del máximo fuerte nos asegura que u > 0 en R
N , ver [16]. Ahora bien,

como B2 ∈ G, se sigue de (2.1.23) que u ◦B resuelve

−∆(u ◦B) + (u ◦B)− (u ◦B)3 = β(u ◦B2)2(u ◦B) = βu2(u ◦B).

Por lo que (u,u ◦B) es una solución clásica de (2).

Por el corolario anterior y el Lema 2.1.15 los puntos crı́ticos de J que están

en HG pertenecen al siguiente conjunto
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NG = {u ∈HG : u , 0, J ′(u)u = 0} = {u ∈HG : u , 0, ∥u∥2 = |u|44 + β|u · (u ◦B)|22}.

Notamos queN (B,G) = {u ∈ NG : u ≥ 0}. Necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.1.17. (a) |u|24 ≥ ∥u∥ ≥ γ para alguna constante γ > 0 (independiente de

β ≤ 0) y para todo u ∈ NG.

(b) NG ⊂ HG es una variedad cerrada de clase C2. Además NG es invariante bajo

la acción de ·̂ para toda y ∈ Fix(G).

(c) J (u) = ∥u∥2/4 > 0 para u ∈ NG y

ı́nf
u∈NG

J (u) > 0, (2.1.24)

por lo que J
∣∣
NG

es acotado inferiormente.

(d) Si u ∈HG \ {0} satisface que |u|44 > |β||u · (u ◦B)|22, entonces
√
t(u)u ∈ NG para

t(u) =
∥u∥2

|u|44 + β|u · (u ◦B)|22
> 0.

Demostración. (a) Para u ∈ NG tenemos que ∥u∥2 = |u|44 + β|u · (u ◦B)|22 ≤ |u|44, ya

que β < 0, y por los encajes de Sobolev, tenemos que ∥u∥2 ≤ |u|44 ≤ γ0∥u∥4 para

alguna γ0 > 0, por lo que |u|24 ≥ ∥u∥ ≥ γ para γ =
√
γ−1

0 .

(b) ClaramenteNG es cerrado en HG. Además,

NG = F −1(0),
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donde F :HG \ {0} →R está dada por

F (u) = ∥u∥2 − |u|44 − 4βQ(u) (2.1.25)

y de la prueba de la Proposición 2.1.14, tenemos que F es de clase C2. Más aún

0 ∈R es un valor regular de F ya que

⟨∇F (u),u⟩ = 2∥u∥2 − 4(|u|44 + β|u · (u ◦B)|22) = −2∥u∥2 , 0 u ∈ NG. (2.1.26)

En consecuencia, NG es una variedad cerrada de clase C2 de HG. El hecho que

NG es invariante bajo la acción de ·̂ para todo y ∈ Fix(G) se sigue de la Proposi-

ción 2.1.14.

(e) Es claro que v :=
√
t(u)u satisface que ∥v∥2 = t(u)∥u∥2 y, por otro lado,

|v|44 + β|v · (v ◦B)|22 =t(u)2(|u|44 + β|u · (u ◦B)|22)

=

(
∥u∥2

|u|44 + β|u · (u ◦B)|

)2

(|u|44 + β|u · (u ◦B)|22)

=t(u)∥u∥2,

por lo que v ∈ NG.

2.2. Principio variacional de Ekeland

SeanM una variedad de clase C2 en un espacio de HilbertH y J :H →R una

función de clase C2. Sean Ω ⊂ H un conjunto abierto y F : Ω→ R una función

de clase C2 tal queM = F−1(a) para un valor regular a de F. El campo gradiente
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de J sobreM se define como el campo vectorial ∇MJ :M→H dado por

∇MJ(u) := ∇J(u)− ⟨∇J(u),∇F(u)⟩
∥∇F(u)∥2

∇F(u).

La demostración de los siguientes resultados se puede ver a detalle en [10,

Sec.3.6]

Teorema 2.2.1. Sean M una subvariedad de clase C2 en un espacio de Hilbert H ,

J :H →R una función de clase C2 acotada inferiormente enM, v ∈M y ϵ,δ > 0. Si

J(v) ≤ ı́nf
M
J + ϵ,

entonces existe u ∈M tal que

J(u) ≤ ı́nf
M
J + 2ϵ, ∥∇MJ(u)∥ < 2ϵ

δ
, ∥u − v∥ < 2δ.

Corolario 2.2.2. Sea M una variedad de clase C2 en un espacio de Hilbert H , J :

H →R una función de clase C2 acotada inferiormente enM, vn ∈M tal que

J(vn)→ c := ı́nf
M
J.

Entonces existe un ∈M tales que

J(un)→ c ∇MJ(un)→ 0, ∥un − vn∥ → 0.

2.3. Principio de concentración-compacidad

Enunciaremos el siguiente reultado, que se debe a P.-L. Lions [11, Lema I.1],

sin incluir su demostración.
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Lema 2.3.1 (Lema de nulidad de Lions). Si (un) es una sucesión acotada enH1(RN )

y existe q ∈ [2,2∗) con 2∗ = 2N
N−2 si N ≥ 3 o bien q ∈ [2,∞) para N = 2, tal que

lı́m
n→∞

sup
y∈RN

∫
Br (y)
|un|q dx = 0 para alguna r > 0. (2.3.1)

Entonces un→ 0 fuertemente en Lα(RN ) para toda α ∈ (2,2∗) si N ≥ 3 y α ∈ (2,∞)

cuando N = 2.

El siguiente resultado será útil

Lema 2.3.2. Sea u ∈ L1(RN ), u , 0, entonces para toda r > 0 existe y ∈RN tal que

∫
Br (y)
|u|dx = sup

z∈RN

∫
Br (z)
|u|dx.

Demostración. Sea Qr : RN →R dado por

Qr(z) =
∫
Br (z)
|u|dx,

el cual está bien definido y |Qr(z)| ≤ |u|1. Veamos que Q es continuo. Sea ϵ > 0,

como u ∈ L1(RN ), existe δ = δ(ϵ) > 0 tal que si λ(B) < δ, donde λ es la medida

de Lebesgue en R
N ,entonces

∫
B |u|dx < ϵ/2. Para esta δ > 0, existe δ1 ∈ (0, r/2)

tal que, si |y − z| < δ1, entonces λ(Br(y) \ Br(z)) < δ/2. Por lo que, si |y − z| < δ1,

tenemos que
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|Qr(z)−Qr(y)| =

∣∣∣∣∣
∫
Br (y)
|u(x)|dy −

∫
Br (z)
|u(x)|dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
Br (y)\Br (z)

|u(x)|dx+
∫
Br (z)\Br (y)

−|u(x)|dx

∣∣∣∣∣
≤
∫
Br (y)\Br (z)

|u(x)|dx+
∫
Br (z)\Br (y)

|u(x)|dx < ϵ.

Como u , 0 existe z0 tal que γ := Qr(z0) > 0. Tambien, existe R > r tal que∫
R
N \BR(0) |u|dx < γ/2. Por lo que

Qr(z) < γ/2 para toda z ∈RN \BR+r(0). (2.3.2)

Por otro lado, como Q es continua y BR+r(0) es compacto, existe y ∈ BR+r(0) tal

que

sup
z∈BR+r (0)

Qr(z) =Qr(y). (2.3.3)

Combinando (2.3.2) y (2.3.3), obtenemos que

sup
z∈RN

Qr(z) =Qr(y).

Sea Ω ⊂R
N un subconjunto abierto y acotado, el Teorema de Relich-Kondra-

shov, nos afirma que la inclusión H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) es compacta para cada q ∈

[1,2∗), donde 2∗ = 2N
N−2 cuando 2 < N o bien p ∈ [1,∞) cuando N = 2. En nuestro

caso como N = 2,3 tenemos el siguiente resultado.
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Lema 2.3.3. Si un⇀u en H1(RN ) entonces existe una subsucesión (unk ) tal que

unk −→u en L
q
Loc(R

N ) para cada q ∈ [1,6),

unk (x) −→u(x) en casi todo punto x ∈RN .

Demostración. Ver, por ejemplo, [10, Lema 2.26].

Una consecuencia inmediata es lo siguiente: suponga que un ∈ H1(RN ) es

acotada. Por los encajes de Sobolev, tenemos que u2
n ,u

3
n ∈ L2(RN ) también son

acotadas, por lo que pasando a una subsucesión podemos suponer que



un⇀u ∈H1
(
R
N
)
,

u2
n⇀w ∈ L2(RN ),

u3
n⇀ z ∈ L2(RN ),

un −→ u ∈ Lqloc(RN ), q = 1,2,4,

un(x)→ u(x) c.t.p. x ∈RN

(2.3.4)

entonces w(x) = u2(x), z(x) = u3(x) en casi todo punto x ∈ R
N . En efecto, sea

wn ∈ L2(RN ) tal que converge débilmente a 0 y que converge puntualmente a

w ∈ L2(RN ) en casi todo punto. Veamos que w = 0 en casi todo punto. Como

w+ = máx{w,0},w− = máx{−w,0} ∈ L2(RN ) y son positivas tenemos que

∫
R
N
wnw

±dx =
∫
R
N
w±nw

±dx −→ 0 cuando n→∞,

por otro lado, por Lema de Fatou, tenemos que

0 = lı́minf
n→∞

∫
R
N
w±nw

±dx ≥
∫
R
N

lı́minf
n→∞

w±nw
±dx =

∫
R
N

(w±)2dx ≥ 0
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y, por ende, w(x) = 0 en casi todo punto x ∈RN .

2.4. Soluciones escalares para β > −1

Consideremos el problema

−∆ω+ω =ω3, ω > 0 en R
N ,

ω(0) = máxy∈RN ω(y), ω ∈H1
(
R
N
)
.

(2.4.1)

Se sabe bien, ver [12], que la única solución ω del problema (2.4.1) es una

función radial y radialmente decreciente que minimiza el cociente de Sobolev

del encaje H
1
(
R
N
)
↪→ L4(RN ), i.e.,

∥ω∥ =
∥ω∥2

|ω|24
= mı́n
u∈H1(RN )\{0}

∥u∥2

|u|24
. (2.4.2)

Se puede ver en [13], que existen constantes positivas b0,b1 tales que

lı́m
|y|→∞

|D iω(x)||x|
N−1

2 e|x| = bi , para i = 0,1, (2.4.3)

donde D0w = w y D1w = ∇w. Tenemos las siguientes estimaciones.

Lema 2.4.1. Cuando |y| →∞,

1
ω(y)

∫
R
N
ω3(x)ω(x − y)dx −→ bN > 0, (2.4.4)

donde bN =
∫
R
N ω3ex1 dx1, y x1 es la primer componente de x. Además, para 0 < δ <

1En el articulo original de los autores, la constante bN = aN
∫
R
N ω3 dx el cual presenta una

impresición. También, la identidad (2.15) no es valido en especial cuando x = 0,ver [8, Lema
2.1].
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2,
1

ω(δy)

∫
R
N
ω2(x)ω2(x − y)dx −→ 0, cuando |y| →∞. (2.4.5)

Demostración. Sean I(y) :=
∫
R
N ω3(x)ω(x − y)dx y G(y) :=

∫
R
N ω2(x)ω2(x − y)dx.

Notemos que I y G son radialmente simétricos. Sea A ∈O(N ), primero haciendo

un cambio de variable y luego usando que ω es radialmente simétrico tenemos

los siguientes cálculos;

I(y) =
∫
R
N
ω3(x)ω(x − y)dx

=
∫
R
N
ω3(A−1x)ω(A−1x −A−1z)|det(A−1)|dx z = Ay

=
∫
R
N
ω−3(x)ω(x − z)dx

=I(Ay).

Lo que prueba que I es radialmente simétrico y se puede argumentar simi-

larmente para G. Por lo que para probar las afirmaciones (2.4.4) y (2.4.5) es

suficiente considerar y = re1 con r > 0.

Para x ∈RN fijo tenemos que

|y| − |x − y| = |y|
2 − |x|+ 2x · y − |y|2

|y|+ |x − y|

=
2x · y

|y|
(

1 + |x−y||y|
) +

|x|
|y|+ |x − y|

−→ x · ξ si |y| →∞ y y/ |y| → ξ ∈ SN ,

y, para δ ∈ (0,2),

δ|y| − 2|x − y| =(δ2 − 4)|y|2 − 4|x|+ 8x · y
δ|y|+ 2|x − y|

−→ 0 cuando |y| →∞.
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Por (2.4.3), tenemos que

lı́m
r→∞

ω(x − re1)
ω(re1)

= lı́m
r→∞

b−1
0 r

N−1
2 erω(x − re1)

= lı́m
r→∞

(
|re1|
|x − re1|

)N−1
2

e|re1|−|x−re1|

=ex·e1 ,

y

lı́m
r→∞

ω2(x − re1)
ω(δre1)

= lı́m
r→∞

(
δ|re1|
|x − re1|2

)N−1
2

eδ|re1|−2|x−re1| = 0,

por lo que

gr(x) :=ω3(x)
ω(x − re1)
ω(re1)

−→ ω3(x)e−x1 , (2.4.6)

hr,δ(x) :=ω2(x)
ω2(x − re1)
ω(δre1)

−→ 0, (2.4.7)

puntualmente cuando r →∞ y δ ∈ (0,2). Nuevamente, por (2.4.3), existe R > 1

tal que

b0

2
≤ |y|

N−1
2 e|y|ω(y) ≤ b0 + 1 para toda y ∈RN \BR(0),

y vemos que

R−
N−1

2 e−R ≤mı́n{1, |y|−
N−1

2 }e−|y| ≤ 1 para toda y ∈ BR(0).
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Sea a = mı́ny∈BR(0)ω(y) > 0. Tenemos que ω(0) = máxr∈rnω(y), luego

amı́n{1, |y|−
N−1

2 }e−|y| ≤ω(y) ≤ω(0)R−
N−1

2 eRmı́n{1, |y|−
N−1

2 }e−|y| si |y| ≤ R.

Ası́, tomando c >máx{b0 + 1,ω(0)R
N−1

2 eR} tal que c−1 <mı́n{b0
2 , a}, tenemos que

c−1 mı́n{1, |y|−
N−1

2 }e−|y| ≤ω(y) ≤ cmı́n{1, |y|−
N−1

2 }e−|y| para toda y ∈RN . (2.4.8)

Sea |y| ≥ 1 y sea c̃ = c52(N−1)/2. Si |x| ≥ |y|/2, entonces

ω3(x)
ω(x − y)
ω(y)

≤cω3(x)ω(x − y)|y|
N−1

2 e|y|

≤c2ω3(x)|y|
N−1

2 e|y|−|x−y|

≤c5
(
|y|
|x|

)(N−1)/2

e−3|x|−|x−y|+|y|

≤c̃e−3|x|−|x−y|+|y|

≤c̃e−2|x|,

donde la última desigualdad se sigue de |y|− |x−y| ≤ |x|. Para |x| ≤ |y|/2, tenemos

que |y| ≤ |x − y|+ |x| ≤ |x − y|+ |y|/2, por lo que |y|/2 ≤ |x − y|, luego

ω3(x)
ω(x − y)
ω(y)

≤cω3(x)ω(x − y)|y|
N−1

2 e|y|

≤c2ω3(x)
(
|y|
|x − y|

)N−1
2

e|y|−|x−y|

≤c5
(
|y|
|x − y|

)(N−1)/2

e−3|x|−|x−y|+|y|

≤c̃e−2|x|.
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En consecuencia,

ω3(x)
ω(x − y)
ω(y)

≤ c̃e−2|x| para |y| ≥ 1 y para todo x ∈RN .

En particular, tenemos que 0 < gr(x) ≤ c̃e−2|x| ∈ L1(RN ) para toda r ≥ 1. Por

(2.4.6) y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos que

lı́m
r→∞

I(re1)/ω(re1) = lı́m
r→∞

∫
R
N
gr(x)dx =

∫
R
N
w3(x)ex1dx.

Esto demuestra (2.4.4). Ahora consideremos (2.4.5), usando (2.4.8) estimamos

para |y| ≥ 1/δ que

ω2(x)ω2(x − y)
ω(δy)

≤ c5(δ|y|)(N−1)/2e−2|x|−2|x−y|+δ|y|

≤ c5(δ|y|)(N−1)/2e−2|x|−(2+δ)|x−y|/2+δ|y|

≤ c5(δ|y|)(N−1)/2e−(2−δ)(|x|+|y|)/2

= fδ(y)e−(2−δ)|x|/2,

donde fδ(y) := c5(δ|y|)(N−1)/2e−(2−δ)|y|/2→ 0 cuando |y| →∞. De donde

0 ≤ 1
ω(δy)

∫
R
N
ω2(x)ω2(x − y)dx ≤ fδ(y)

∫
R
N
e−(2−δ)|x|/2dx→ 0 cuando |y| →∞.

Esto concluye la prueba.

2.5. Existencia de minimizadores

Sea

c̃ := ı́nf
u∈NG

J (u). (2.5.1)
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Proposición 2.5.1. (i) El numero c̃ se alcanza.

(ii) 2c̃ = c(B,G)2, y si u ∈ NG minimiza (2.5.1), entonces o bien (u,u ◦ B) o bien

(−u,−u ◦ B) es una solución de (2). En particular, o bien u ∈ N (B,G) o bien

−u ∈ N (B,G).

La prueba de la Proposición 2.5.1 la daremos en el Capitulo 3. El resto de

esta sección está dedicado a dar una estimación para el valor de c̃ en términos

de ∥ω∥, donde ω es la solución del problema (2.4.1).

Proposición 2.5.2. Se tiene que c̃ < k
4∥ω∥

2, donde k = ℓ(G) = |Gx0| y x0 está dado

por la Definición 2.1.8.

Demostración. Sea A1 = Id ∈ O(N ), y sean A2, ...,Ak ∈ G \ Gx0 es tal que Gx0 =

{A1x0, ...,Akx0}. Para i , j tenemos que existe ℓ ∈ {2, ..., k} tal que |Aix0 −Ajx0| =

|x0 −A−1
1 Ajx0| = |x0 −Aℓx0| por lo que

µ = mı́n
j,1
|x0 −Ajx0| = mı́n

i,j
|Aix0 −Ajx0| > 0. (2.5.2)

Dado de que B está en el normalizador de G , para cada i, j ∈ {1,2, ..., k}, existe

A = A(i, j) ∈ G tal que (A−1
i Aj)B = BA, ahora para esta A existe ℓ ∈ {1, ..., k} tal que

Ax0 = Aℓx0 por lo que |Aix0 −AjBx0| = |x0 −A−1
i AjBx0| = |x0 −BAℓx0|, de donde

se sigue que

ν = mı́n
j
|x0 −BAjx0| = mı́n

i,j
|Aix0 −AjBx0|. (2.5.3)

Por la Definición 2.1.8(c2) tenemos que µ < 2ν. Para r > 0 y j = 1, ..., k definimos

ω
j
r =ω(·−rAjx0), comoAGx0 = Gx0 para todaA ∈ G yω es radialmente simétrica,

se sigue que ur =
∑N

i=1ω
j
r ∈HG.

2En el articulo original de los autores, c̃ = c(B,G), el cual presenta una impresición. Siguien-
do la notación de ellos el funcional de energı́a restringido en HG es EG(u) = 1

2E(u,u ◦ B), ver
Observación 2.1.13.
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Para i , j, mediante el cambio de variable z = x − rAix0 tenemos que

∫
R
N

(ωir)
3ω

j
r dx =

∫
R
N

(ω(x − rAix0))3ω(x − rAjx0)dx

=
∫
R
N

(ω(z))3ω(z − r[Ajx0 −Aix0])dz.

Cuando r→∞, (2.4.4) implica que

dr :=
∑
i,j

∫
R
N

(ωir)
3ω

j
r dx = (bN + o(1))

∑
i,j

ω(r[Aix0 −Ajx0]),

luego de (2.5.2) , tenemos que cuando r→∞

(bN + o(1))(µr)−(N−1)/2e−µr ≤ dr ≤
k(k − 1)

2
(bN + o(1))(µr)−(N−1)/2e−µr .

Además, de (2.4.5) obtenemos que, para 1 ≤ i, j ≤ k y δ = µ
ν < 2, la estimación

∫
R
N

(ωir(x))2(ωjr(Bx))2dx =
∫
R
N

(ω(x − rAjx0))2(ω(Bx − rAjx0))2dx

=
∫
R
N

(ω(x − rAix0))2(ω(x − rB−1Ajx0))2dx

=
∫
R
N
ω2(z)ω2(z − r[B−1Ajx0 −Aix0])dz

= o(ω(δr[B−1Ajx0 −Aix0]))

= o(ω(δr[Ajx0 −BAix0]))

= o(ω(δr[x0 −BAℓx0]))

= o((δνr)−(N−1)/2e−δνr)

= o(dr) cuando r→∞, (2.5.4)
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y donde ℓ ∈ {1, ..., k} es tal que A−1
j BAix0 = BAℓx0. También tenemos que

∥ur∥2 =
k∑
i=1

⟨ωir ,ωir⟩+
∑
i,j

⟨ωir ,ω
j
r⟩

=k∥ω∥2 +
∑
i,j

∫
R
N

(∇ωir · ∇ω
j
r +ωirω

j
r)dx

=k∥ω∥2 +
∑
i,j

∫
R
N

(ωir)
3ω

j
rdx

=k∥ω∥+ dr , (2.5.5)

y

|ur |44 =
∫
R
N

 k∑
i=j

ω
j
r

4

dx ≥
k∑
j=1

∫
R
N

(ωjr)4dx+ 4
∑
i,j

∫
R
N

(ωir)
3ω

j
r dx

=k|ω|44 + 4dr

=k∥ω∥2 + 4dr . (2.5.6)

Además, de (2.5.4),

∫
R
N
u2
r (x)u2

r (Bx)dx =
∫
R
N

∑
i,j

ωir(x)ωjr(x)

∑
i,j

ωir(Bx)ωjr(Bx)

 dx

≤1
4

∫
R
N

∑
i,j

[(ωir)
2(x) + (ωjr)2(x)]

∑
i,j

[(ωir)
2(Bx) + (ωjr)2(Bx)]

 dx

=
1
4

∫
R
N

(
2k
∑
i

(ωir)
2(x)

)2k
∑
j

(ωjr)2(Bx)

 dx

=k2
∑
i,j

∫
R
N

(ωir)
2(x)(ωjr)2(Bx)dx

=o(dr).
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Sea

tr := t(ur) =
∥ur∥2

|ur |44 + β|ur(ur ◦B)|22
,

de tal forma que
√
trur ∈ NG por el Lema 2.1.17(e). Combinando (2.5.4), (2.5.5)

y (2.5.6), obtenemos que

J (
√
trur) =

1
4
∥
√
trur∥2

=
1
4

∥ur∥4

|u|44 + β|ur · (ur ◦B)|22

≤ 1
4

(k∥ω∥2 + dr)2

k∥ω∥2 + 4dr + o(dr)

=
k
4
∥ω∥2k∥ω∥

2 + 2dr + o(dr)
k∥ω∥2 + 4dr + o(dr)

,

por lo que c̃ ≤ J (
√
trUr) <

k
4∥ω∥

2 para r suficientemente grande.

Lema 2.5.3. Existe una sucesión (un)n ⊂ NG tal que J (un)→ c̃ y ∇J (un)→ 0 en

HG.

Demostración. Como NG es una variedad de clase C2, por el principio variacio-

nal de Ekeland, Corolario 2.2.2, existe una sucesión (un)n ⊂NG tal que J (un)→

c̃ y

o(1) = (∇NGJ )(un) = ∇J (un)−λn∇F (un) en HG, (2.5.7)

para una sucesión (λn)n ⊂ R, donde F está definido en (2.1.25). Como un ∈ NG,

(2.1.26), ∥un∥ ≥ γ > 0 donde γ está dado por (a) en el Lema 2.1.17, ⟨∇J un,un⟩ =

0, ⟨∇F (un),un⟩ = −2∥un∥2 y (2.5.7) implican que

o(1) = 2λn∥un∥2, (2.5.8)

por lo que λn→ 0 cuando n→∞. Luego, (2.5.7) nos da que ∇J (un)→ 0 cuando
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n→∞, como se querı́a.



Capı́tulo 3

Una infinidad de soluciones no

radiales

En este capı́tulo daremos una prueba rigurosa de la Proposición 2.5.1. A

grandes rasgos veremos que una sucesión minimizante de (2.5.1) contiene una

sucesión débilmente convergente en H
1
(
R
N
)

y mediante el Lema de no nulidad

de Lions, veremos que tal lı́mite débil minimiza (2.5.1).

Es importante remarcar que la dimensión del espacio R
N jugará un papel

fundamental ya que el funcional J deja de estar bien definido para N > 3, esto

se debe primordialmente a que 2∗ ≤ 4

3.1. Prueba de la Proposición 2.5.1

(i) Sea (un) ⊂ NG una sucesión dada por el Lema 2.5.3, y por el Lema 2.3.2

para cada n ∈N podemos tomar yn ∈RN tal que

∫
B1(yn)

u4
n dx = sup

y∈RN

∫
B1(y)

u4
n dx.

41
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Como R
N = Fix(G)⊕Fix(G)⊥, entonces para toda n ∈N, tenemos que yn = xn+y′n,

donde xn ∈ Fix(G) y y′n ∈ VG = Fix(G)⊥ y consideremos u′n = un(·+xn). ComoNG y

J son invariantes y ∇J es equivariante bajo la acción de ·̂ para todo y ∈ Fix(G),

la sucesión (u′n)n≥1 ⊂NG satisface que J (u′n)→ c̃, ∇J (u′n)→ 0 en HG y

∫
B1(y′n)

(u′n)4dx = sup
y∈RN

∫
B1(y)

(u′n)4dx,

por lo que podemos suponer que yn ∈ VG para toda n ∈N.

Recordemos que J (un) = ∥un∥2/4 y 0 < c̃ <∞, por lo que la sucesión (un)n ⊂

HG ⊂ H
1
(
R
N
)

es acotada y por el Lema 2.1.17(i), |un|24 ≥ γ > 0 para toda n,

luego por el Lema de nulidad de Lions 2.3.1 implica que

lı́minf
n→∞

∫
B1(yn)

|un|4dx > 0. (3.1.1)

Afirmamos que

(yn) es acotado. (3.1.2)

Supongamos que esto es falso. Pasando a una subsucesión podemos suponer

que |yn| → ∞ y yn/ |yn| → y ∈ SN , y como VG es cerrado tenemos que y ∈ VG \ {0}.

Al ser k = ℓ(G) ≤ |Gy|, existe A1, ...,Ak ∈ G tales que

Aiy , Ajy para toda i, j ∈ {1, ..., k} y i , j. (3.1.3)

Veamos que para n suficientemente grande y dado R > 0 las bolas de radio

R centradas en A1yn, ...,Akyn son disjuntas. En efecto, de (3.1.3), tenemos que

mı́n
i,j
|Aiy −Ajy| = 5δ > 0, donde δ es un número real positivo. Por continuidad, y
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el hecho de que |yn| →∞ podemos eligir m ∈N con la propiedad de que∣∣∣∣Aiy −Ai yn|yn|
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣y − yn|yn|

∣∣∣∣ < δ, |yn| >
R
δ

para toda n ≥m.

Para i , j vemos que las bolas abiertas Bδ(Aiy),Bδ(Ajy) de radio δ son disjuntas

ya que la distancia de sus centros es mayor que 5δ, precisamente

d(Bδ(Aiy),Bδ(Ajy)) = |Aiy −Ajy| − 2δ ≥ 3δ > 0.

Se sigue que

mı́n
i,j

∣∣Aiyn −Ajyn∣∣ ≥ 3δ|yn| > 3R para toda n ≥m.

De donde deducimos que

d(BR(Ajyn),BR(yn)) ≥ R para toda n ≥m, i , j.

Ası́ las bolas abiertas BR(Ajyn), para j = 1, ..., k, son disjuntas si n ≥ m. Consi-

deremos ûn = un(·+ yn), tenemos que ûn ∈H1
(
R
N
)

y ∥ûn∥ = ∥un∥, por lo que la

sucesión (ûn)n ⊂ H
1
(
R
N
)

es una sucesión acotada. Por (2.3.4), pasando a una

subsucesión, podemos suponer que



ûn⇀ û ∈H1
(
R
N
)
,

û2
n⇀u2 ∈ L2(RN ),

û3
n⇀u3 ∈ L2(RN ),

ûn→ û ∈ Lqloc(RN ), q = 1,2,4

ûn(x) −→ û(x) en casi todo punto.

(3.1.4)
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Como ûn|B1(0)→ û|B1(0) en L4(B1(0)) de (3.1.1) se tiene,

∫
B1(0)
|û|4dx =

∫
B1(0)

lı́m
n→∞
|ûn|4dx = lı́m

n→∞

∫
B1(0)
|ûn|4dx > 0. (3.1.5)

En consecuencia,

û , 0. (3.1.6)

Dado que ∇J (un)→ 0 en H
1
(
R
N
)
, y |⟨∇J (un), û(·−yn)⟩| ≤ ∥∇J (un)∥∥û∥ → 0,

se sigue que

⟨∇J (un), û(· − yn)⟩ = ⟨un, û(· − yn)⟩ −
∫
R
N
u3
nû(· − yn)dx − β⟨∇Q(un), û(· − yn)⟩

= ⟨ûn, û⟩ −
∫
R
N
û3
nû dx − β

∫
R
N
u2
n(Bx)un(x)û(x − yn)dx

= ⟨ûn, û⟩ −
∫
R
N
û3
nû dx+ |β|

∫
R
N
u2
n(Bx+ yn)ûn(x)û(x)dx

≥ ⟨ûn, û⟩ −
∫
R
N
û3
nû dx︸                      ︷︷                      ︸

A(n)

+|β|
∫
R
N
u2
n(Bx+ yn)(ûn(x)− û(x))û(x)dx︸                                            ︷︷                                            ︸

B(n)

,

donde

A(n) −→ ∥û∥2 − |û|44 cuando n→∞,

mientras que

|B(n)| ≤
(∫

R
N
u4
n(Bx+ yn)dx

)1/2(∫
R
N

(ûn(x)− û(x))2û2(x)dx
)1/2

≤C
(∫

R
N
û2
nû − 2ûnû

2 + û3 dx

)1/2

−→ 0 cuando n→∞.
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De esta forma

0 = lı́m
n→∞
⟨∇J (un), û(· − yn)⟩ ≥ lı́m

n→∞
A(n) + |β|B(n)| = ∥û∥2 − |û|44.

Concluimos entonces que 0 < ∥û∥2 ≤ |û|44. Recordemos que ω ∈ H
1
(
R
N
)

es la

solución del problema (2.4.1) que minimiza el cociente de Sobolev (2.4.2) del

encaje H
1
(
R
N
)
↪→ L4(RN ). En consecuencia

∥û∥2 ≥ ∥û∥
4

|û|44
≥ ∥ω∥

4

|ω|44
= ∥ω∥2.

La Proposición 2.5.2, nos afirma que ∥ω∥2 > 4c̃
k

por lo que podemos eligir R > 1

de tal forma que ∫
BR(0)

(
|∇û|2 + û2) dx > 4c̃

k
. (3.1.7)

Ahora, para n suficientemente grande tenemos que las bolas de radio R centra-

das en BR(Aiyn), i = 1, ..., k son disjuntas, por lo que

J (un) =
1
4
∥un∥2

≥1
4

k∑
j=1

∫
BR(Ajyn)

(
|∇un|2 +u2

n

)
dx

=
1
4

k∑
j=1

∫
AjBR(yn)

(
|∇un|2 +u2

n

)
dx

=
k
4

∫
BR(yn)

(
|∇un|2 +u2

n

)
dx (un ∈HG)

=
k
4

∫
BR(0)

(
|∇ûn|2 + û2

n

)
dx.

Como ûn⇀ û débilmente, y el operador lineal que mapea u 7→ u
∣∣
BR(0) es lineal
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y continuo de H
1
(
R
N
)

a H
1(BR(0)), (3.1.7) nos da que

lı́minf
n→∞

J (un) ≥ lı́minf
n→∞

k
4
∥ûn
∣∣
BR(0)∥

2

≥ ∥û
∣∣
BR(0)∥

2

=
k
4

∫
BR(0)

(
|∇û|2 + û2) dx > c̃,

lo que contradice el hecho de que (un)n es una sucesión minimizante de (2.5.1).

Esto prueba la afirmación (3.1.2).

Consecuentemente, podemos pasar a una subsucesión tal que
yn −→ y ∈ VG,

ûn := u(x+ yn) −→ û ∈H1
(
R
N
)
,más las propiedades (3.1.4)

un −→ u ∈H1
(
R
N
)

más las prodiedades (3.1.4).

(3.1.8)

Al ser HG un subespacio cerrado de H
1
(
R
N
)
, tenemos que u ∈ HG. Bajo las

condiciones (3.1.8), se tiene que

u , 0. (3.1.9)

En efecto, por (3.1.5), tenemos que

∫
B1(0)
|û|dx > 0.

Sea R > 2 tal que |y − yn| < R − 2 para toda n ∈N. Dado que un|B −→ u|BR(0) en

L1(BR(0)), dada ϵ > 0 existe δ1 > 0 tal que para toda A ∈ B(BR(y)) con λ(A) < δ1,

donde λ es la medida de Lebesgue en R
N , se tiene que

∫
A
|un|dx <

ϵ
2

para toda n ∈N.
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El hecho de que yn → y, nos garantiza que existe m ∈ N tal que λ((B1(y) \

B1(yn))∪ (B1(yn) \B1(y))) < δ1 para toda n ≥m, de donde∣∣∣∣∣
∫
B1(y)
|un|dx −

∫
B1(yn)

|un|dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
B1(y)\B1(yn)

|un|+
∫
B1(yn)\B1(y)

|un|dx

<ϵ para toda n ≥m.

Por lo que

∫
B1(y)
|u|dx = lı́m

n→∞

∫
B1(y)
|un|dx

= lı́m
n→∞

∫
B1(yn)

|un|dx

= lı́m
n→∞

∫
B1(0)
|ûn|dx

=
∫
B1(0)
|û|dx

> 0,

lo que prueba (3.1.9).

Ahora, afirmamos que, pasando a una subsucesión,

∇J (un)⇀ ∇J (u) en HG. (3.1.10)

Tenemos que

⟨∇J (un),v⟩ =⟨un,v⟩ − (u3
n ,v)L2(RN ) − β(u2

n ◦B,unv)L2(RN ).

Veamos que (u2
n ◦B)un ∈ L2(RN ) y que está uniformemente acotada. Sea α = 3/2,

α′ = α
α−1 = 3. Tenemos que 4α = 6, 2α′ = 6 y entonces |un ◦ B|4 ∈ Lα(RN ) y

|un|2 ∈ Lα
′
(RN ) con 1

α + 1
α′ = 1, luego por la desigualdad de Hölder tenemos que
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|(u2
n ◦B)un|2 ∈ L1(RN ) y

∫
R
N
|(u2

n ◦B)un|2dx =
∫
R
N
|un ◦B|4|un|2dx

≤
(∫

R
N
|un ◦B|6dx

)2/3(∫
R
N
|un|6dx

)1/3

=
(∫

R
N
|un|6dx

)2/3(∫
R
N
|un|6dx

)1/3

= |un|66

≤C,

lo que prueba que (u2
n ◦B)un está acotada en L2(RN ). En consecuencia, pasando

a una subsucesión, podemos añadir en (3.1.8) que

(u2
n ◦B)un⇀ (u2 ◦B)u en L2(RN ). (3.1.11)

De (3.1.8) y (3.1.11), se sigue que

⟨∇J (un),v⟩ =⟨un,v⟩ − (u3
n ,v)L2(RN ) − β((u2

n ◦B)un,v)L2(RN )

−−−−−→
n→∞

⟨u,v⟩ − (u3,v)L2(RN ) − β((u2 ◦B)u,v)L2(RN ) = ⟨∇J (u),v⟩,

lo que prueba (3.1.10). Finalmente, como ∇J (un) −−−−−→
n→∞

0 en H
1
(
R
N
)
, tenemos

0 ≤ ∥∇J (u)∥ ≤ lı́minf
n→0

∥∇J (un)∥ = 0.

Concluimos que u es un punto crı́tico de J , luego u ∈ NG. Además

J (u) =
1
4
∥u∥2 ≤ 1

4
lı́minf
n→0

∥un∥2 = lı́m
n→∞
J (un) = c̃
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por lo que u es un mı́nimo de (2.5.1). Ası́ que c̃ se alcanza y esto concluye la

prueba (i).

(ii) Si u ∈ NG es un mı́nimo para (2.5.1), entonces del teorema de los multi-

plicadores de Lagrange

0 = ∇NGJ (u) = ∇J (u)−λ∇F (u), (3.1.12)

para algún λ ∈R, ya queNG = F −1(0) es una variedad de clase C2. Por tanto, de

(2.1.26) tenemos que

0 = ⟨∇J (u),u⟩ −λ⟨∇F (u),u⟩ = −λF ′(u)u = −2λ∥u∥2,

lo que implica que λ = 0 y por ende∇J (u) = 0. Consideremos u+ = máx{u,0}, u− =

mı́n{u,0}, que claramente pertenecen a HG. Entonces,

0 = J ′(u)u±

= ∥u±∥2 − |u±|44 − βQ′(u)u±

= ∥u±∥2 − |u±|44 + |β|
∫
R
N
u2(Bx)u(x)u±(x)dx

≥ ∥u±∥2 − |u±|44 + |β|
∫
R
N

(
u±(Bx)

)2 (
u±(x)

)2
dx,

de donde

|u±|44 − |β||(u± ◦B)u±|22 ≥ ∥u±∥2.

Ahora, si suponemos que u cambia de signo, entonces u± . 0, 0 < ∥u±∥ < ∥u∥, y

del Lema 2.1.17(e) tenemos que

t(u±) =
∥u±∥2

|u±|44 + β|u± · (u± ◦B)|22
∈ (0,1],
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satisface que
√
t(u±)u± ∈ NG y

J
(√

t(u±)u+
)

=
t(u±)

4
∥u±∥2 ≤ 1

4
∥u±∥ < 1

4
∥u∥2 = J (u),

contradiciendo el supuesto de que u es un mı́nimo de (2.5.1). En consecuencia,

concluimos que u no cambia de signo. Finalmente, del Corolario 2.1.16 o bien

(u,u ◦ B) o bien (−u,−u ◦ B) es una solución de (2). Lo que completa la demos-

tración.

3.2. Aplicación

En este último capı́tulo daremos una aplicación directa del Teorema 2.5.1.

3.2.1. Simetrı́a poligonal en R
2

Fija k ∈N, k ≥ 2 sea θk = π
k . En R

2, consideremos la rotación Bk ∈ O(2) por

el angulo θk, cuya matriz de rotación está dada por

Bk =

cos(θk) −sin(θk)

sin(θk) cos(θk)

 .
Consideremos el subgrupo finito

Gk = {Id,B2
k ,B

4
k , ...,B

2k−2
k } ⊂ ⟨Bk⟩ = {Id,Bk ,B2

k , ...,B
2k−1
k } ≤O(2).

Verifiquemos que el par (Bk ,Gk) es un par admisible.

(a) Es claro que B está en el normalizador de Gk ya que BkB2j−2B−1 = B2j−2

para toda j ∈ 1,2, ..., k y B2 ∈ Gk.
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(b) Como k ≥ 2 tenemos que B2
k , Id por lo que B2

kx , x para toda x ∈ R2, ası́

Fix(Gk) = {0}, por lo que trivialmente B deja también fijo a los puntos fijos

de Gk.

(c) Para x ∈ R2 \ {0}, es claro que |Gkx| = ℓ(Gk) = k. Por simplicidad, tomemos

x0 = (1,0). Note que

|x −B2j−2
k x| = 2|x|sin

(
(j − 1)

π
k

)
> 0 para toda j = 2, ..., k.

ya que |x −B2j−2
k x| es la longitud del lado opuesto al ángulo (2j − 2)θk que

forma en el triangulo isósceles cuyos lados iguales miden ∥x∥ y vértices

0,x y B2j−2
k . Por tanto tenemos que

mı́n
A∈Gk\{Id}

|x −Ax| = 2|x|sin
(π
k

)
.

Similarmente, tenemos que

|x −BkB
2j−2
k x| = 2|x|sin

(
2j − 1

2
π
k

)
> 0 para toda j = 1,2, ..., k,

por lo que

mı́n
A∈G
|x −BAx| = 2|x|sin

( π
2k

)
> |x|sin

(π
k

)
,

ya que f (x) = 2sin(πx) − sin(2πx) = 2sin(πx)(1 − cos(πx)) > 0 en el intervalo

(0,1). Luego,

mı́n
A∈Gk\{Id}

|x −Ax| < 2mı́n
A∈Gk
|x −BAx|.

Por ende el par (B,Gk) es admisible.
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3.2.2. Simetrı́a poligonal en R
3

Sea k ∈N, k ≥ 1. Sea θk = π
k y Bk ∈O(3) la rotación por el ángulo θk alrededor

del eje z, cuya matriz de rotación está dada por

Bk =


cos(θk) −sin(θk) 0

sin(θk) cos(θk) 0

0 0 1

 .

Consideremos el subgrupo Gk = {Id,B2
k ,B

4
k , ...,B

2k−2
k }. Veamos que (Bk ,G) es un

par admisible;

(a) Nuevamente, como BB2j−2B−1 = B2j−2 para toda j = 2, ..., k, se sigue que Bk

está en el normalizador de Gk y B2
k ∈ Gk.

(b) Notamos que la rotación Bk mueve todos los puntos que no están sobre el

eje de giro z, es decir, Fix(Gk) = {(0,0,ξ) : ξ ∈R} y claramente

Bx = x para toda x ∈ Fix(Gk).

(c) Tenemos que VG = Fix(Gk) = {(x1,x2,0) : x1,x2 ∈ R}, del caso en R
2, tene-

mos

mı́n
A∈Gk\{Id}

|x −Ax| < 2mı́n
A∈G
|x −BAx|.

Por ende el par (Bk ,Gk) es admisible.

Concluimos este trabajo con la aplicación del Teorema 2.1.11.

Corolario 3.2.1. Para N = 2,3 y β ≤ 1 el sistema (2) admite una infinidad de solu-

ciones no radiales

Demostración. Para cada j ∈ N sea kj = 2j y consideremos el par admisible

(Bk ,Gk) dadas por de simetrı́as poligonales en R
2 y R

3 respectivamente, expues-



CAPÍTULO 3. UNA INFINIDAD DE SOLUCIONES NO RADIALES 53

tas anteriormente. Del Corolario 2.1.12, existe una solución (uj ,vj) al problema

(2) tal que u es Gkj -invariante y uj , uj ◦ Bkj . Como 2θkj+1
= θkj tenemos que

Bkj = B2
kj+1
∈ Gkj+1

, por lo que uj es Gkj -invariante pero no es Gkj+1
-invariantes y

por ende uj , uj+1, con lo que tenemos una cantidad numerable de soluciones

al problema (2).
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