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Capitulo 1

Introduccidon

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones acopladas de Schrédinger

¢

—i W = AW+ W P+ B, P W para py € RN, t>0,
—i2W) = AW, + 1| WP W, + Bl P W, para y € RN, >0,

‘P] :‘p]'(y,t) EC,j =1,2,

| Wj(y,t) > 0 cuando [y| - +oo, >0, j=1,2,

donde piq, 4, son constates positivas,  es un constante de acoplamiento no nula
y la dimensién del espacio es N = 2, 3.

El sistema (S), deriva de muchos problemas fisicos especialmente en 6pti-
ca no lineal, ver por ejemplo [1-4]. Nos interesa encontrar soluciones de onda
solitaria al sistema (S), para ello separamos la variable temporal y espacial, y

suponemos que

W (x,t) =eMu(x) Ay >0,

W, (x, 1) =2 u(x)v(x) Ay >0,
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donde u(x) y v(x) son funciones real valuadas. Luego, el sistema (&) se transfor-

ma en un sistema eliptico acoplado dado por

(

Au—u+puud+pv?u=0 en RY,

Av—/\2v+y2v3+ﬁu2v:0 en IRN, (101)

u(x), v(x) -0 cuando |y| — +o0.

Una importante clase de soluciones al sistema (1.0.1) son los estados ligados, esto

es, soluciones (u,v) que satisfacen que
u(x), v(x)>0 para todo x e RV, (1.0.2)

El problema (1.0.1) y (1.0.2) es ampliamente estudiado, por ejemplo, cuando
B > 0 y bajo varias suposiciones adicionales, en [5, 6] prueban la existencia de
soluciones de estado ligados y en [7] se prueba que las soluciones de (1.0.1),
(1.0.2) son radialmente simétricos. Cuando f <0y N = 2, se sabe que existe una
solucién de estado ligado que es radialmente simétrica, ver [9].

En este trabajos, estudiaremos la existencia de soluciones no radiales al pro-
blema (1.0.1), (1.0.2) con f <0, Ay = Ay, y 1 = 4. Notemos que si (u,v) es una
solucién del sistema (1.0.1), haciendo w(x) = cu(rx) y z(x) = cv(rx), con ¢ = \/’?—1,

yr= \/LX’ tenemos que el par (w, z) resuelve el sistema

Aw-w+wd+p'z2w=0 en RY,

Az—z+23+p'w?z=0 en RY,

donde g’ = % Por lo que sin perder generalidad, nos enfocaremos en el estudio
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del siguiente problema.

(
Au—u+u’+pv?u=0 en RY,

§ Av-v+v3+Bu?v=0 en RN, (1.0.3)

u,v>0 en RN, u(y),v(y)—0 cuando [y|— +co.

\

Se sabe que, para g > 0 suficientemente pequefio, existe una solucién de energia
minima del sistema (1.0.3), ver [14], y que, cuando f < 0, no hay soluciones de
energia minima. Sin embargo, en el articulo [8], Juncheng Wei y Tobias Weth,
demostraron que, bajo ciertas acciones de subgrupos finitos de O(N) actuando
en H!(IRY), existen soluciénes de energia minima en los subespacios invariantes
asociados al problema (1.0.3), demostrando asi que existen una infinidad de
soluciones no radiales. El objetivo de este trabajo es dar una prueba detallada
del Teorema 2.1.11 demostrado por Juncheng Wei y Tobias Weth en [8]. En el
articulo original de los autores, el Lema 2.1 y la Proposicién 3.1 presentan una
imprecision que nos hemos dado a la tarea de enmendar, siendo esto una de las
motivaciones para este trabajo.

Para el mejor entendimiento de la demostracién del Teorema 2.1.11, en el
Capitulo 2, encontraremos la formulacién variacional y el funcional de energia
del problema (1.0.3) en un espacio de Hilbert. Haciendo actuar un cierto sub-
grupo finito G de O(N), restringiremos nuestra busqueda de soluciones no ra-
diales al sistema (1.0.3) en una variedad de Nehari de clase C2. Enunciaremos
un caso del principio variacional de Ekeland introducido en [15], para nuestros
fines referimos a las notas del curso de Metodos Variacionales impartido por
la Dra. Ménica Clapp, [10]. En este capitulo, también mencionaremos un lema
derivado del principio de concentracién y compacidad de P.-L. Lions en [11].

Finalmente, daremos una estimacién de energia en terminos de una solucién al
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problema —Aw + @ = @°.

Dedicaremos la demostracién de la Proposicién 2.5.1 en el Capitulo 3. El
método que se sigue es superponer una solucién radial del problema ~-Aw+w =
w? en los puntos fijos de un subgrupo finito de O(N) para dar una estimacién
por arriba del infimo del funcional de energia asociado. Después, mediante el
principio variacional de Ekeland y el principio de concentracién-compacidad
de Lions, encontraremos una sucesién que converge al infimo del funcional de
energiay veremos que tal infimo es alcanzado. Finalmente, como una aplicacién
del Teorema 2.1.11, construiremos una sucesién de subgrupos de O(N) que nos

dardn una infinidad de soluciones no radiales al problema (1.0.3).
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Preliminares

Consideremos el sistema de ecuaciones elipticas

(
Au—u+u’+pv?u=0 en RY,

Av—-v+v3+pu’v =0 en RN, (2.0.1)

u,v>0 en RN, u(y),v(y)—0 cuando [y|— +co.
\

para N = 2,3y 8 <0. En este capitulo encontraremos la formulacién variacional
de problema probaremos y mencionaremos los resultados necesarios para en

entendimiento completo de nuestro resultado principal.

2.1. Formulacién variacional del problema

Definicion 2.1.1. Una funcion (u,v) € (C? (IRN))2 que satisface (2) se llama una

solucion cldsica del problema (2).

Sean p,y € C° (IRN). Multiplicando la primera ecuacién por p y la segunda
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por 1 e integrando por partes obtenemos que

/Vu-Vp+updx:/ (u® + pv?u) pdx, (2.1.1)
RN RN

/Vv-V-.glJ+vz,bdx:/ (v’ + pu®v) P dx. (2.1.2)
RN RN

Para la formulacién débil necesitamos que el lado izquierdo de (2.1.1) y (2.1.2)
tenga derivadas débiles y el espacio predilecto para esto es H! (IRN). Por otro
lado (2.1.1) y (2.1.2) nos sugiere que u,v € L* (RY). En efecto, esto es cierto,
para N = 3, de los encajes de Sobolev tenemos que H'! (RV) c L1 (R") para
toda g € [2,2*] = [2,6] con inclusién continua. Mientras que para N = 2 se tiene
que H! (IRN) c L1 (IRN) para toda g € [2,00) tambien con inclusién continua.

Esto motiva a la siguiente definicién.

Definicion 2.1.2. Una funcion (u,v) € (H! (IRN))2 es una solucién débil del pro-

blema (2) si (u,v) satisface (2.1.1) y (2.1.2) para toda (p,) € (IH1 (IRN))Z.

Consideremos el espacio de Hilbert TH! (IRN) dotado con el producto escalar
(u,v) = / (Vu-Vv+uv)dx,
RN

que induce la norma ||u|| = (fIRN |Vu|2+u2dx) Y2 Para 1 <p<ooyparauc
L? (RN) denotemos |ul, = (fpv lulPdx) YP Para (u,v) € LP (RV) L7 (RN) con llf'_
% =1, denotemos (u,v)p’q = flRN uvdx < oo, que es una forma bilineal continua,
pues la desigualdad de Hélder nos asegura que |(u#,v),, 4| < |ul,|v],. Parap=2=g¢
simplemente denotemos por (-,-), = (+,-),,2. Note que si u,v € L* (IRN) entonces
u?,uv € L? (RN) y u® € L¥3 (RV). Denotaremos H = (H! (IRN))2 el cual es un

espacio de Hilbert con el producto escalar

{(u,v), (w,2))y = (U, w)+ (v, 2). (2.1.3)
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Con estas notaciones vemos que (2.1.1) y (2.1.2) es equivalente a encontrar

(u,v) € H tal que
Glu,v](p,) =0 para toda (p,¢) € H, (2.1.4)
donde

Glu,v](p, ¥) == (u, p)+{v, P)— [(”3f9)4/3,4+ (V3f¢)4/3,4] -B [(Vz’up)z + (uz’v#’)z}'
(2.1.5)

Consideremos el funcional E : H — R dado por

N

Elu,v] = (u?,v?),. (2.1.6)

(lP + 011) = (Rl + 1012 -

NI>—‘

A E se le llama el funcional de energia asociado al problema (2).

Proposiciéon 2.1.3. E es de clase C* y

E'lu,v)(p,9) = G[u,v](p,9)  para toda (u,v),(p, 1) € H

En consecuencia, (u,v) es solucion débil al problema (2) si y sélo si (u,v) es un punto

critico de E.

Demostraciéon. Sean L, T,K : IH — IR dados por

K (1,0) = 0, 0); = 5 (el + 101P), (217)
i(u|4+|v|4> (2.1.8)
T(u,v) =(u?,v?),, (2.1.9)

donde ||-||ig es la norma inducida en H por el producto escalar (2.1.3). Mediante
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un calculo directo, tenemos que K es de clase C* 'y

K'lw,v](p, ) = (u, p) + (v, ). (2.1.10)

Para L, encontremos sus derivadas parciales de orden 2 y verifiquemos que sean

continuas. Notamos que L[u,v] = L[v, u], es decir, L es simétrico. Tenemos que

L{(u+tp,v " V)| - Llwv] _ 4%/11#” [4143 (tp) + 61 - (tp)” +4u - (tp)° + <tp)4] dax.

Sea

Fi0) = 5[4 1)+ 60 (1) + 4u-(20)° + (1p)*] (v,

el cual converge puntualmente a u3p cuando t — 0. Para t € (-1, 1) tenemos que

A< 5 [4uPlol+ 6luPlpl + alullol +p1*] () =: g(x).

Como H' (RN) c L7 (RN), para q € [2, 6], se sigue por la desigualdad de Holder
que 0 < g(x) e L! (IRN). Luego, por el Teorema de convergencia dominada, tene-

mos que

lim L((u+tp,v)) = L{u,v) = lim ft x)dx = / ulpdx. =: ¢(u,v)[p].
RN

t—0 t t—0

Claramente ¢(u,v)[-] es lineal y

[p(u,0)[p]l < [1|ysllpls < clulilioll,

donde ¢ > 0 es tal que |p|4 < c||p|| para toda p € H! (IRN). Por tanto, ¢(u,v)|[-] es

la primera derivada parcial de Gateaux de L en la primera componente. Verifi-
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quemos la continuidad de ¢ : H! (IRN) - L (IH1 (IRN) ,IR), tenemos que

bl lel - gtw ) =| [ (1w pdx

/ [(u—w)* + 3uw(u —w)] pdx
RN

< ‘(” _w)3|4/3 ‘9‘4 + 3 |uly lwlglu —wly ‘9‘4

<c* (0w, v) = (w, 2)l1gs + 3l (e, )l lll(w, DNl (1, v) = (w, 2)l 1)

'”P”H{l(]RN):

de donde vemos que ¢ es continua, por tanto L es parcialmente diferenciable
con respecto a la primera variable y d;L(u,v) = ¢(u,v). Como L es simétrico, se
sigue que L es parcialmente diferenciable con respecto a la segunda variable y
d,L(u,v) = d1L(v,u). Como ¢ es continua, se sigue que d;Ly d,L son continuas.

Por tanto, L es de clase C! y

L'(u,v)[p, ] =01 L(u,v)[p] + d1 L(u,v)[]

:/ u3pdx+/ v dx.
RN RN

Ahora vemos que

81L(u+tl,b;v)[(z]—alL(u,v)[P] _1/ ((u+t1,b)3—u3> 0dx
:/ (Bu® + 3tup? + t2p°)pdx
RN

— 3u21,l)pdx = 7(u,v)[p,P],

t—0 JRN

por convergencia dominada. Claramente 7(u,v)[-,-] es bilineal y

|e(u,v) o, ]| < 3lulzlowly < 3lulilolalpla < 3cHulPlollipll,
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de donde se sigue que 7(u,v)[-,-] es continua. Ahora verifiquemos la continuidad

de 7(-,-), tenemos que

|(z(1,v) = (w,2))[p, Y] < 3/ |u? —w?|lpllpldx

RN
<3 ‘uz—w2|2||p1,b|2dx

< 3|(u +w)lallu —vlalplalthls

< 3cH(u,v) + (w, 2)llmall (e, v) = (w, 2) NP,

por lo que

T (u,v) = T(w, 2)ll Ry < 3¢, v) + (w, 2llll (1, v) = (W, 2)llp,

de donde concluimos que 7(,-) es continuo. En consecuencia d{L(u,v) es par-
cialmente diferenciable con respecto a la primera variable y dy(d;L(u,v)) =
t(u,v) es continuo. Como d,L(u,v) = d;L(v, u) se sigue que d,L tiene derivada
parcial continua en la segunda variable y d,(d,L(u,v)) = d1(d1(L(v, u)). Ademas,
como dq L(u,v) no depende de la segunda variable y d,L(u,v) tampoco de la pri-
mera variable, se sigue que d,(d1L(u,v)) = d1(d>L(u,v)) = 0. En total L tiene
derivadas parciales hasta orden 2y d;d;L , i,j = 1,2 son continuas. Por tanto, L
es de clase C2.

Ahora verifiquemos que T(u,v) = (uz,v2)2 es de clase C?. Notemos que

T(u+tp,v)—T(u,v) :l/ (u+tp)2v2—u2v2dx
t t RN

:/ 2upv? +tp*v?dx
RN

N 2/IRN vzupdx = ¢r(u,v)pl,

t—0
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por el teorema de convergencia dominada. Claramente ¢7(u,v)[-] es lineal y

|pr(u,)[p]| < 2lvl3lulalpls < 21(w, v)lIllel, (2.1.11)

por lo que ¢r(u,v) € £L (H' (RV),R) y T es Gateaux diferenciable en la primera

variable. Veamos que ¢ (:,-) sea continua. Tenemos que

(P (u,v) = Ppr(w,2))[p]| S2/ |(v?u —z°w) p| dx

RN
SZ/IRN‘y2_z2‘|up|dx+2/]RN}(u—w)p‘|z|2dx
§2|v2—zz|2‘up‘2+2|(u—w)p‘2|zz|2
<2 [+ 2ly v - 2lyluly + 20 | - wly) o]

<2¢* (I, v) + (w, 2)lmll(, 2) s + (w, 2)llg7) (1, 0) = (w, 2)llgallpll,

por lo que

g (21, v) = pr(w, 2)l 2 () Ry <2¢* ({200, )l + 1121, v) = (w, 2l Fl 20, 0) e +

+ ||(u,v) - (w’ Z)HIH + ||(M,U)||IH) : ”(u!v) - (w, Z)”IH'

Asi, fijando (4,v) e Hy € € (0,1) podemos tomar

€
(4t + 1) {ll(w,v)llpg + 1}

para tener que

o7, v) = pr(w, 2)ll (1 (mV), R) < €

si ||(u,v) — (w,2)|lg < 0(€). En consecuencia T es diferenciable con respecto a la
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primera variable y drL(u,v) = ¢7(u,v) es continua. Por simetria, T tiene deriva-
da parcial continua con respecto a la segunda variable con d,T(u,v) = d; T (v, u).

Por ende, T es al menos de clase C! y

T'(u,v)[p, ] =1 T(w,v)[p]+ 92T (u,v)[¢)]

=2 (/ vzupdx+/ uzmpdx). (2.1.12)
RN RN

Como d;T(u,v) es lineal con respecto a la primera variable, de (2.1.11) tenemos

que

191 T 00, 9)l e vy < 2 (0 lpl).

Por tanto, d; T (u,v) tiene derivada parcial con

O T e p]=2 [ vppdx.
Ademas,

}afT(u,v)—H%T(w,zﬂ SZ/ |v2—22} |1,bp] dx
RN

2w +zlylv -zl 9], |p|,

<2¢4l(u,v) + (w, 2)llmll(, v) = (w, 2) Il NI,

por lo que

193 T (1, 0) = T (w, 2)ll ) < 2¢*{ 2011, 0) g + 1, ) = (w, 2l 1, 0) = (w, 2) e
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Asi, fijando (4,v) y € € (0,1) podemos tomar

€

)= e ) @I, ol + 1)

para obtener
103 (,v) = 91T (w, 2)ll i w) < €-

Por tanto 07T (u,v) es continuo. Por simetria, d,T(u,v) tiene derivada parcial
continua en la segunda variable con 93T (u,v) = 93T (v, u).
Ahora calculemos las derivadas parciales segundas cruzadas de T. Tenemos

que

01 T(u,v+ fll’)[(;] — o T(u,v)[p] :%/]RN [(v + 1)’ _vz} updx

:4/ vu¢pdx+2/ tpupdx.
RN RN

Como 2, up € L? (RY), por desigualdad de Holder, ?up € L' (RY). Entonces,

por el Teorema de convergencia dominada tenemos que

i T2 1))~ 01T )
t—

—4 [ vuppdr= goru eyl
IRN

Claramente, ¢, 7(u,v)[-,-] es lineal y

|ba,7(u,0)[p, ]| < 4cHullllvllllplpl
< 4cHi(w,v)liglle Nl
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de donde ¢, r(u,v)[-, -] es continua. Ademas,

[f21(00)lp )= g 2No,pl| <4 [ (=)o dx
< 4/]RN ](u—w)vpgb’ olx+4/IRN ‘(v—z)wpgb‘ dx

< 4c* (llu = wlllivllligl + v = zlliwlliplilpl)
< 4¢® ([1, v)llws + I w, 2)llgn) 1, v) = (w, 2) gl

de donde vemos que ¢, r(-,-) es continua en (u,v). De esta forma d,d, T (-,-) exis-
te y es continua. Similarmente, d;d,T(-,-) existe y es continua. Asi, T tiene de-
rivadas parciales continuas hasta orden 2 y por tanto es de clase C2.

Finalmente, E =K — L — gT es de clase C?, y por calculos anteriores se tiene
que

E'(u,v)[p, ] = G(u,v)[p, p].

De (2.1.4) se sigue que (u,v) € H es solucién débil de (2) si y sélo si (u,v) es
punto critico del funcional de energia (2.1.6).

]

De la Proposicién 2.1.3, tenemos que todas las soluciones de (2) pertenecen

al conjunto de Nehari

N = {(u,v) €H :u,v>0,u,v%0,|ull’=ulj+p (u>v?),,

2 4 2 .2
Il = i+ (u2,07), }.

Definicién 2.1.4. Un estado fundamental del problema (2) es una funcion (ii,7) €

N que satisface que E[1,7] = cq, donde

co= iInf E[u,v].
0 (u,v)eN [ ]
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Como hemos mencionado, en [14] demostraron que, para g > 0 suficiente-
mente pequeno, ¢, es alcanzado mientras que, para f§ <0, no es alcanzado.

Para f > -1, (2) admite una solucién de la forma

(u,v) = (w, w),

VTR

donde w € H! (IRN) es la inica solucidén (salvo traslaciones) del problema

“Aw+w = w3, w>0 en RN,

(2.1.13)
w(0) = maxyegy @(y), € H' (RY).

Sin embargo, estas soluciones no son estados fundamentales para -1 < § < 0.

Para f < -1, (2) no admite ninguna solucién con u = v ya que
u=v paratoda (u,v)eN. (2.1.14)

Probaremos que para cualquier < 0, existen soluciones de estado fundamental
en espacios de funciones invariantes bajo la accion de ciertos subgrupos finitos
de O(N).

Para enunciar nuestro teorema principal daremos un par de definiciones y
notaciones. Sea G un subgrupo finito de O(N) y x € RN, La G—é6rbita de x es el
conjunto Gx := {Ax : A€ G}, el conjunto fijode xes G* ={A e G : Ax =x}, de-
notamos por |Gx|,|G*| a la cardinalidad de Gx y G¥, respectivamente. Denotemos
por Fix(G) = {x € RN : Gx = {x}}, que es un subespacio de RY, y denotamos po
Vg = Fix(G)* al complemento ortogonal de Fix(G) en RN. Finalmente, denota-

mos por £(G) =min{|Gy| : y € Vg \{0}}.
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Definicién 2.1.5. Una funcion f : RN — R es G-invariante si
f(Ax)=f(x) VAeG VxeRV.

Proposicion 2.1.6. Sea A € O(N).
(a) SiueLP(RN), entoncesuoAeLP(RN)y|uoA|= |ul,

(b) SiueH! (RN), entonces uoAecH' (RV),
V(moA)=A"oVuoA,

v llu o All = lull

Demostracion. Ver, por ejemplo, [10, Proposicién 4.14.].

Definicién 2.1.7. El espacio de G—puntos fijos de H' (RV) es
HY :={ueH! (IRN> : uesG—invariante}.
Definicion 2.1.8. Sea B € O(N), y sea G un subgrupo finito de O(N). Decimos que
el par (B,G) es admisible si
(a) B pertenece al normalizador de G y B?eg.
(b) Bx = x para todo x € Fix(G).
(c) Existe un punto xo € Vg \ {0} tal que

(c1) |Gxol = €(G),

(c2) minpeg\gro X — Axgl < 2minyeglxg — BAxg|.
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Observaciones 2.1.9. 1. La condicion (c2) implica en particular que B ¢ G.

2. Gg =G UBG es un subgrupo de O(N), gracias a la condicioén (a).
Consideremos la funcién = : Gg x H — H definida por partes como
(HoA,voAl) si Aeg,
Ax(u,v) = (2.1.15)
(vo(BA) ™, uo(BC)™') si A=BC,C€g.
Proposiciéon 2.1.10. La funcién * es una accion de Gg sobre H y el conjunto de

puntos *—invariantes estd dado por
H*:={(u,v)eH : A*(u,v) = (u,v) para todo A€ Gy} ={(u,uoB) : ue Hg}.

Demostracion. Demostremos que I *(u,v) = (u,v)y que AC*(u,v) = A*(C*(u,v))
para toda A, C € Gg, donde I es el elemento neutro de O(N).

Sean (u,v) e Hy A,C € G. Como I € G, por la definicién de *, tenemos que
I#+(u,v)=(uol L,vol™)=(u,v), yaquel =1el(x)=x paratodax e RN,

Tenemos por definicién que

AC*(u,v) = (10 (AC) L, vo (AC)™Y)
=(uoCloAvoCloa™)
=Ax(uoClLvoC

=A% (C=*(u,v)).

Como BGB™! = G, existe D € G tal que A = BDB™!, con lo que A(BC) = B(DC), de

esta forma

(A(BC)) *(u,v) =(BDC) * (u,v)

=B=*(DC*(u,v)).
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Por otro lado

A*(BC*(u,v))=A*(voC ' oB ™, uoC'oB™)
=(voC'oB oA, uoC'oBoA™)
=(voC'oB o (BD'B),uoC'oB o (BD'B))
=(voCtoD'BuoCtoD'B™)

=B+ (DC *(u,v)),

por tanto (A(BC)) *(u,v) = A% (BC *(u,v)).

También, por definicién se sigue que

((BC)A) = (u,v) =(B(CA)) * (u,v)
=(vo(CA) ' oB L uo(CA) 0B ™)
=(voAloCloB L uoAoCloB™)
=BC * (A*(u,v)).

Para elementos de la forma BA, BC tenemos que BABC = B(BDB™')BC = B’DC ¢
G,donde D e Ges tal que A = BDB™!, con lo que

((BA)(BC)*(u,v)) = (uo(BABC)™,v o (BABC)™)
=((uo(BC)™)o(BA)™, (vo(BC) ™) o (BA)™)
=(BA)* (vo(BC) !, uo(BC)™)

=BA *(BC * (u,v)).

Esto prueba que * es una accién de Gg sobre H.

Finalmente, caracterizaremos los elementos *—invariantes de H. Sea (u,v) €
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H tal que A *(u,v) = (u,v) para toda A € Gg, de manera particular, para B € G,
tenemos que Bx(u,v) = (voB™,uoB™) = (u,v),asi u =vo B!, de donde v =
uoB. Como Ax(u,v) = (uoA™,v0A™") = (u,v) para toda A € G C G, se tiene
que u es G—invariante, por ende (u,v) = (4, u o B) con u € HY.

Sea (u,u o B) tal que u € HY, como B esté en el grupo normal de G, para

A~ € G existe D € G tal que BA™! = DB, por lo que

Ax(u,uo0B)=(u oA™!,(uoB) °A_1)
=(u,uo(BA™))
~(u,u o (DB))

=(u,u o B),
y, por otro lado, tenemos que

(BA)*(u,u0B)=((uoB)(BA) ™, uo(BA)™)

uo (BAT'B” ) uoA'B)

)=((
=
(uoD uoB” )
= (u,u o (B2B))

=(u,u o B),
donde hemos ocupado nuevamente que BAB™! = D y que B? € G. Esto prueba
que (u, u o B) es *—invariante. O

Buscamos soluciones al problema (2) que sean *— invariantes, por lo an-
terior, el lugar adecuado para buscarlos es entre la interseccién del espacio

+—invariantes de (H! (RV))? y el conjunto de Nehari. Definamos

N(B,G):= {ueHg : (u,uoB)e N}
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¢(B,G)= inf E(u,u o B). 2.1.16
(B.G)= inf E(wuoB (2.1.16)

Nuestro resultado principal establece que lo siguiente.

Teorema 2.1.11. Sean N = 2,3, (B,G) un par admisible, y sea p < 0. Entonces,
N (B,G) es no vacio y ¢(B,G) se alcanza. Ademas, cada minimizador u € N'(B,G) de
(2) es una solucion G—invariante de la forma (u,u o B) de (2.1.16) con u(x) > 0 para

todo x € RN,

Note que para B < -1, u # v para toda (u,v) € N. Por tanto, del Teorema

anterior deducimos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 2.1.12. Bajo las hipotesis del Teorema (2.1.11), para p < —1, existe una
solucion (u,u o B) G—invariante de (2) con u # u o B. Entonces u no es Gg—invariante

y por ende no radial.

Ahora fijemos un par admisible (B,G), tenemos que HY < HH por medio de
ig(u) = (4, u o B) cuya imagen es el subespacio cerrado H*. La Proposicién 2.1.6,

nos asegura que ||ig(u)|lg = 2V2||ul|.

Observacion 2.1.13. Para u € H' (RN) tenemos que

1
Bl 0 B) = ulP - Slulf - Llutu o BB
vy si ademas (u,u o B) € N, tenemos que

[lull®

E(u,uoB)= 5

Consideremos el funcional 7 : H! (IRN) — R, definido por J(u) = %E(iB(u)),

de la observacién anterior tenemos que

) = Sl ~ glul} - p()
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donde Q : H! (IRN) — R estéd definido por

Qu) = Z/IRN u?(x)u?(Bx)dx = %|u (1o B)|3.

Proposicion 2.1.14. (a) J € CZ(IH1 (IRN) ,R) v

(VI (u),v) = (u,v)—/ u%dx—ﬁ/ u?(uoB)v+(uoB)?uvdx para toda v e H! (IRN>.
RN 2 RN
(2.1.17)
(b) Para y € Fix(G) fijo, consideremos el mapeo ~: HY — HY definido por ii(x) =

u(x+7yp). Entonces ~ esta bien definido y es una isometria. Ademas

_—

(VI)() =VT (u),

Es decir, J es invariante y V.J es equivariante bajo la accion de ™.

Demostraciéon. (a) Como ig es un operado lineal continuo, tenemos que derivada
de ig en u en direcciéon v, esta dado por Dig(u)[v] = (v,v o B). Por definicién,
J = JEoipeipes de clase C™, se tiene que J es de clase C2. De la regla de la

cadena tenemos que

J'()[v) =5 lis(u)) o Digfo]
1

:EE’((u,u oB))[(v,v o B)]

:1<u,v>+1<uoB,voB>—1(/ u%dx—/ (uoB)3(1/oB)dx)+
2 2 2 IRN IRN

_E (uoB)zuv+u2u(oB)(voB)dx
2 IRN
B

=(u,v)— uwvdx -5 (1 0 B)2uv + u?u(oB)(v o B)dx,
RN 2 RN
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de donde se sigue el resultado
(b) Sean u € HY, y v € Fix(G), entonces (il 0 A)(x) = u(Ax + ) = u(A(x + 7)) =
u(x +v) = ii(x) para toda A € G, por lo que i € HY, de donde el mapeo ~ estd

bien definido y claramente

Nzl =[lull, (2.1.18)

|l/l\|4 :|14|4, (2119)

por lo que ademds ~ es una isometria lineal.
Ahora, por la Definicién 2.1.8(b), By =y y (o B)(x) = u(Bx+y) = u(B(x+p)) =

10 B(x), por lo que el par (ii, i o B) € (H! (RN))? es #~invariante y

|- (Lo By, =i (oB)y=|u-(uoB),. (2.1.20)
De (2.1.18) -(2.1.20), se tiene que

J () = T (u). (2.1.21)

se sigue de la regla de la cadena que

(T o () (w)w] =T (u)[(D™)(u)[v]]

=J'()[v]
=J'(u)[v].
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Nuevamente por (2.1.21), tenemos que

(T o () (w)[v] =(T) (u)[v]
=T (u)[v].

De la definicién de VJ(u) y haciendo el cambio de variable z = x —y en la

definicién de (-, v), tenemos que
T (w)[9] = (VT (u),9) = (VT (), v),
por lo que

(VI)(w),v)y =T (w)[v] =T (u)[v] = (V%),v) para toda v € HY,

_—

por ende (V.J)(u) = VJ (u), como se queria. [

Lema 2.1.15. Parau € HY, v € H! (RN) tenemos que

(VO(u),v) = /IR y u?(Bx)u(x)v(x)dx.

Demostracion. Como Q = %T(iB(u)), donde T esta definido en (2.1.9), tenemos

que Q es de clase C? y para u,v € H! (RV) se sigue de la regla de la cadena que

(VO(u),v) = %/]RN u?(x))u(Bx)v(Bx) + u*(Bx)u(x)v(x)dx

1

_ 1 2(p-1 2
= 2/]RN(u (B™"x) + u”(Bx))u(x)v(x)dx.

Para u € HY tenemos que uoB =1 oB™! ya que B>€ Gy uoA = u para toda
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A € G, entonces concluimos que
(VO(u),v) = / u?(Bx)u(x)v(x)dx para u € HY,veH! (IRN> . (2.1.22)
RN

]

Corolario 2.1.16. Si u € HY es un punto critico no trivial y no negativo de J,

entonces (u, u o B) es una solucion de (2).

Demostracion. Para v € H! (IRN) tenemos que, por el Lema 2.1.15,

0 :(Vj(u),V>
:(u,v)—/ wvdx - p(VQ(u),v)
IRN

=(u,v)— u3vdx—/3 (1 0 B)?uvdx.
RN RN
Entonces u es una solucién débil de la ecuacién
-Au+u=f, (2.1.23)

donde f = f(uo B)Zu +u3, por la regularidad eliptica estandar, ver [16], u es en
efecto una solucién clasica. Ademds, como u > 0, se tiene que f > 0, luego del
principio del méximo fuerte nos asegura que u >0 en RY, ver [16]. Ahora bien,

como B? € G, se sigue de (2.1.23) que u o B resuelve
~A(10B)+ (1 0B)— (1 0B)> = f(uoB?)?(1uoB) = pu’(u o B).

Por lo que (u,u o B) es una solucién clésica de (2). O

Por el corolario anterior y el Lema 2.1.15 los puntos criticos de J que estan

en HY pertenecen al siguiente conjunto
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Ng={ueHY :u=0, J(uu=0y={ueH : u=z0, |lull*=|ulj + plu-(uoB)3).

Notamos que NV (B,G) = {u € Ng : u > 0}. Necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.1.17. (a) |u|421 > ||lul| > y para alguna constante y > 0 (independiente de

B <0) vy para todo u € Ng.

(b) Ng C HS es una variedad cerrada de clase C?. Ademas N es invariante bajo

la accion de = para toda y € Fix(G).

(c) J(u)=llul*/4> 0 para u e Ng y

inf J(u)>0, (2.1.24)

MENg
por lo que j’Ng es acotado inferiormente.

(d) Siue HY\{0) satisface que |u|?L > |Bllu - (u o B)|3, entonces \/t(u)u € Ng para

oy - P

= > 0.
|u|i +pBlu-(uo B)|§

Demostracion. (a) Para u € Ng tenemos que ||ul|? = |ulj + lu - (u o B)|3 < |ul}, ya
que B < 0, y por los encajes de Sobolev, tenemos que ||u|*> < |u|i < 7/0||u||4 para
alguna y4 > 0, por lo que Iulﬁ > |lull > y para y =4/y5".

(b) Claramente N es cerrado en HY. Ademas,

Ng = FH0),



CAPITULO 2. PRELIMINARES 26

donde F : HY \ {0} — R est4 dada por
F(u) = [ull® = ul; - 4pQ(u) (2.1.25)

y de la prueba de la Proposicién 2.1.14, tenemos que F es de clase C2. Mas atin

0 € R es un valor regular de F ya que
(VF(u),uy=2lul® - 4(ulf + lu-(uoB)3) ==2|ull>20 ueNg (2.1.26)

En consecuencia, NV es una variedad cerrada de clase C? de HY. El hecho que
Ng es invariante bajo la accién de ~ para todo y € Fix(G) se sigue de la Proposi-
cién 2.1.14.

(e) Es claro que v := \/Mu satisface que ||v||> = t(u)||u||? y, por otro lado,

[vl3+ Blv - (v o B)I3 =t(u)*(|ul3 + lu - (u 0 B)I3)

) 2
:< o ) (Jul4+ Blu - (u 0 B)3)

|ulg + Blu - (u 0 B)|

=t(u)||ull?,

por lo que v € NVg. O

2.2. Principio variacional de Ekeland

Sean M una variedad de clase C? en un espacio de Hilbert Hy J : H — R una
funcién de clase C2. Sean Q) C H un conjunto abierto y F : Q — R una funcién

de clase C? tal que M = F~1(a) para un valor regular a de F. El campo gradiente
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de ] sobre M se define como el campo vectorial V] : M — H dado por

(V] (), VE(u)
IVEw)IP

Vad(u):=V](u) VF(u).

La demostracién de los siguientes resultados se puede ver a detalle en [10,

Sec.3.6]

Teorema 2.2.1. Sean M una subvariedad de clase C? en un espacio de Hilbert H,

J : H — R una funcion de clase C? acotada inferiormente en M, ve Mye, 0> 0. Si
J(v) <inf] +¢,
M

entonces existe u € M tal que

2
J(u) < inf] +2e, IVadd )l <5, e —vll < 26.

Corolario 2.2.2. Sea M una variedad de clase C* en un espacio de Hilbert H, ] :

H — R una funcion de clase C? acotada inferiormente en M, v,, € M tal que
J(v,) — c:=inf].
(v) = c:= in
Entonces existe u, € M tales que

](un) —C V./\/l](un) — 0, ”un_vnll — 0.

2.3. Principio de concentracion-compacidad

Enunciaremos el siguiente reultado, que se debe a P.-L. Lions [11, Lema I.1],

sin incluir su demostracion.
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Lema 2.3.1 (Lema de nulidad de Lions). Si (u,,) es una sucesiéon acotada en H'(RN)

y existe q € [2,2*) con 2* = I\%—I_\Iz si N >3 0 bien q € [2,00) para N = 2, tal que

lim sup / lu,|dx =0 para alguna r> 0. (2.3.1)
r(®)

n—o0 yeRN JB

Entonces u,, — 0 fuertemente en L*(RN) para toda e € (2,2*)si N >3y a € (2,0)

cuando N = 2.
El siguiente resultado sera util

Lema 2.3.2. Sea u € Ll(IRN), u = 0, entonces para toda r > 0 existe y € RN tal que

/ |u|dx = sup |u|dx.
B.(y) zeRN J B,(z)

Demostracion. Sea Q, : RN — R dado por

Q,(z) = / juld,
B,(2)

el cual esta bien definido y |Q,(z)| < |u|;. Veamos que Q es continuo. Sea € > 0,
como u € L'(RVN), existe 6 = 5(e) > 0 tal que si A(B) < 9, donde A es la medida
de Lebesgue en RY entonces [zluldx < €/2. Para esta 6 > 0, existe 6; € (0,7/2)
tal que, si [y — z| < 91, entonces A(B,(y) \ B,(z)) < 8/2. Por lo que, si [y —z| < 9y,

tenemos que
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1Q,(2)— Q,(9)] = /B iy~ [ utolds
v (2

:/ |u(x)|dx+/ —|u(x)|dx
B, (y)\B,(2) B, (2)\B,(v)

/ |u(x)|dx+/ lu(x)|dx < e.
B,(y)\B,(2) B, (2)\B,(y)

IA

Como u = 0 existe zj tal que ¥ := Q,(z9) > 0. Tambien, existe R > r tal que

f]RN\BR(o) |u|dx < y/2. Por lo que

Q,(z)<y/2 paratoda z€ RN \ Bg,,(0). (2.3.2)

Por otro lado, como Q es continua y Br,,(0) es compacto, existe y € Bg,,(0) tal

que

sup Q,(z) = Qr(y) (2.3.3)

ZEBR+r(0)

Combinando (2.3.2) y (2.3.3), obtenemos que

sup Qr(z) = Qr(y)

zeRN

]

Sea Q) ¢ RN un subconjunto abierto y acotado, el Teorema de Relich-Kondra-
shov, nos afirma que la inclusién Hg(Q) < L9(Q) es compacta para cada g €
[1,2%), donde 2* = 1\2]—1_\’2 cuando 2 < N o bien p € [1,00) cuando N = 2. En nuestro
caso como N = 2,3 tenemos el siguiente resultado.
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Lema 2.3.3. Si u, — u en H'(RY) entonces existe una subsucesion (ty,) tal que

u, —u en L

k

(RN) para cada q €[1,6),

Loc

Uy, (x) —u(x) en casitodo punto x € RN,

Demostracion. Ver, por ejemplo, [10, Lema 2.26]. O

Una consecuencia inmediata es lo siguiente: suponga que u, € H'(RN) es

acotada. Por los encajes de Sobolev, tenemos que u2,u> € L>(RN) también son

acotadas, por lo que pasando a una subsucesién podemos suponer que

(

\

u, =~ u € H' (RV),

u2 —weL*(RVN),

ud — ze L>(RN), (2.3.4)

n

u, —uell (RN), ¢=1,2,4,

loc

u,(x) = u(x) c.t.p.x RN

entonces w(x) = u?(x), z(x) = u>(x) en casi todo punto x € RN. En efecto, sea

w,, € L?>(RN) tal que converge débilmente a 0 y que converge puntualmente a

w € L>(RN) en casi todo punto. Veamos que w = 0 en casi todo punto. Como

w' = max{w, 0}, w~ = méax{-w, 0} € L>(RY) y son positivas tenemos que

/ wnwidx:/ wyw dx — 0 cuando n — oo,
RN RN

por otro lado, por Lema de Fatou, tenemos que

O:liminf/ w;—;widxz/ liminfwﬁwidx:/ (w*)?dx >0
n—00 IRN ]RN n—oo RN
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y, por ende, w(x) = 0 en casi todo punto x € RV.

2.4. Soluciones escalares para § > -1

Consideremos el problema

“Aw+w = w3, w>0 en RN,

(2.4.1)
w(0) = maxyegy @(y), € H' (RY).

Se sabe bien, ver [12], que la tnica solucién w del problema (2.4.1) es una
funcién radial y radialmente decreciente que minimiza el cociente de Sobolev

del encaje H! (RN) < L*(RV), i.e.,

llwl|? , [l
lwll = —F5 = min — (2.4.2)
lwly  weH(RV)\{o) [uly

Se puede ver en [13], que existen constantes positivas by, b, tales que

lim |Dia)(x)||x|¥el"| =b;, parai=0,1, (2.4.3)

[y|—00
donde D°w = w y D'w = Vw. Tenemos las siguientes estimaciones.
Lema 2.4.1. Cuando |y| — oo,

%P) /IRN @’ (x)w(x—p)dx — by >0, (2.4.4)

donde by = [pn w’e1 dx', y x; es la primer componente de x. Ademas, para 0 < 6 <

1En el articulo original de los autores, la constante by = ay f]RN w3dx el cual presenta una
impresicién. También, la identidad (2.15) no es valido en especial cuando x = 0,ver 8, Lema
2.1].
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2,

1 2 2
_— o (x)w(x—v)dx — 0, cuando — 0. 2.4.5
a1 o 00 v (2.45)

Demostracion. Sean 1(y) := [pny w3 (X)w(x - p)dx y G(v) := [pn 0?(x)0?(x — y)dx.
Notemos que I y G son radialmente simétricos. Sea A € O(N ), primero haciendo
un cambio de variable y luego usando que w es radialmente simétrico tenemos

los siguientes calculos;

Lo que prueba que I es radialmente simétrico y se puede argumentar simi-
larmente para G. Por lo que para probar las afirmaciones (2.4.4) y (2.4.5) es
suficiente considerar y = re; con r > 0.

Para x € R fijo tenemos que

y|? = x|+ 2x -y = [y|?
[y|+ |x — ]
2x-y |x|

= + —x
[x=yl +[x—
i (14551 -]

ly|—I|x—y| =

& si [yl >0y v/lyl —> &S,

y, para o € (0, 2),

(0% —4)|y|> — 4|x| + 8x -y
olyl+2lx -yl

oly| - 2|x—y| = — 0 cuando [y| — oo.
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Por (2.4.3), tenemos que

I w(x—rep) tim b x—rer)
r—oo (1)(7’61) r—00
N-1
=1 |1’€1| ’ e|rel|_|x_rel|
r—o00 |x — rell
:eX'E]
y
2 N-1
lim w = lim M 2 eé|rel|—2|x—r€1| -0
r—oo a)(érel) r—oo \ |x — rel|2 ’
por lo que
(x) .:w3(x)w(x— rei) W (x)e (2.4.6)
A w(rey) ’ e
hoal) i) T g (2.4.7)
r,0 . a)(érel) ’ =

puntualmente cuando r — oo y 0 € (0,2). Nuevamente, por (2.4.3), existe R > 1

tal que
—< |y|%e|y|w(})) <by+1 paratoda ye RN\ B(0),
y vemos que

R T eR< min{1,|y|_%}e_|y| <1 paratoday e Bg(0).
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Sea a = min, g, () w(y) > 0. Tenemos que w(0) = méx,¢,, w(y), luego

N-1 -1 R

amin{l,|y|_7}e_|3’| <w(y)<w(0)R™ Ze min{l,lyl_%}e_ly| si [y <R

N-1
Asi, tomando ¢ > max{by + 1,w(0)R 2 ek} tal que ¢! < min{%o,a}, tenemos que

¢ min{L Iyl 7 )

e W< w(y) < cmin{l, |y|_¥}e_|3’| para toda y e RN. (2.4.8)

Sea [y| > 1y sea & = ¢c>2WN=1/2_Sj |x| > |y|/2, entonces
w3(x wix-y) <cwd(x)w(x =) |¥e|}’|
(x) ©®) (X)w(x—p)ly

Sc2w3(x)|y|¥ elyl=h=yl

o\ V172
<5 <l) N E—

|x]

<geSl=lx=yl+ly]

Sée_2|x|,

donde la ultima desigualdad se sigue de |y|—|x—y| < |x|. Para |x| <|y|/2, tenemos

que |y| < |x — |+ |x| < |x —y|+|yl/2, por lo que |y]/2 < |x — ]|, luego

w3(x w(x-y) <caw’(x)w(x—7v)| |¥e|yI
(x) ©) (Yw(x-p)ly
N-1
<c*w’(x) (ﬂ) " elylbeesl
Ix -l
(N-1)/2
565( vl ) ETRm—
Ix -yl

<ée 2,
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En consecuencia,

w3(x)w(x—3/) 2|

ara |y|>1 ara todo x € RY.
o) P y YP

< cCe

En particular, tenemos que 0 < g,(x) < ée ?* e L'(RN) para toda r > 1. Por

(2.4.6) y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos que

lim I(re;)/w(re;) = lim g (x)dx = / w’(x)e"dx.
RN

r—00 r—co JRN

Esto demuestra (2.4.4). Ahora consideremos (2.4.5), usando (2.4.8) estimamos

para [y| > 1/6 que

a)z(x)a)z(x_y)
< P (S]y|)N-1)/2p=20xl=2lx=yl+olyl
w(6) ( 37)
C5(6|y|)(N_1)/2e—2|x|—(2+5)|x—yl/2+5|y|

&3 (S[y])N-1/2~ (20 Ixl+Iyhr2

_f() 2b|x|/2

donde fs(y) := (:5(6|y|)(N_1)/Ze_(z_‘s)b’l/2 — 0 cuando |y| — oo. De donde

/ a)2(x)a)2(x—y)dx éfa(y)/ e 2O24x 50 cuando ly| — o0.
RN RN

Esto concluye la prueba.

2.5. Existencia de minimizadores

Sea

¢:= inf J(u). (2.5.1)
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Proposicion 2.5.1. (i) El numero ¢ se alcanza.

(ii) 2¢ = ¢(B,G)?, y si u € Ng minimiza (2.5.1), entonces o bien (u,u o B) o bien
(—u,—u o B) es una solucion de (2). En particular, o bien u € N'(B,G) o bien

-u € N(B,G).

La prueba de la Proposicién 2.5.1 la daremos en el Capitulo 3. El resto de
esta seccion estd dedicado a dar una estimacién para el valor de ¢ en términos

de ||wl||, donde w es la solucién del problema (2.4.1).

Proposicién 2.5.2. Se tiene que ¢ < %Ilwllz, donde k = €(G) = |Gxy| v x esta dado

por la Definicion 2.1.8.

Demostracion. Sea Ay = Id € O(N), y sean A,,...,Ar € G\ G es tal que Gxy =
{A1x0,...,AkXo}. Para i # j tenemos que existe € € {2,..., k} tal que |A;xg — A;xo| =

lxo —A[lAJ-xol = |xg — Apxg| por lo que
yzlﬁilnlxo—A]-xol ZI'Iilii}llAiXO—A]‘X()l > 0. (252)

Dado de que B esta en el normalizador de G , para cada i, € {1, 2,..., k}, existe
A=A(i,j)e Gtal que (Az-_lA]-)B = BA, ahora para esta A existe £ € {1, ..., k} tal que
Axg = Agxg por lo que |A;xg — A;Bxg| = |xg —Al-_lAjon| = |xo — BAyxy|, de donde

se sigue que
v =min|xy — BA;jxg| = min|A;xo — A;jBxo|. (2.5.3)
J L]

Por la Definicién 2.1.8(c2) tenemos que y < 2v.Parar >0y j=1,..,k definimos

a)i = a)(-—rijO), como AGxy = Gx( paratoda A € Gy w es radialmente simétrica,

se sigue que u, = YN, w} € HY.

2En el articulo original de los autores, ¢ = ¢(B,G), el cual presenta una impresiciéon. Siguien-
do la notacién de ellos el funcional de energia restringido en HY es Eg(u) = %E(u,u o B), ver
Observacién 2.1.13.
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Para i # j, mediante el cambio de variable z = x — rA;x, tenemos que

/IRN(a);')%Mx - /]RN(a)(x—rAixO))3a)(x—rA]~x0)dx
:/ (w(z))3w(z—r[A]-x0—Aixo])dz
]RN

Cuando r — oo, (2.4.4) implica que

Z/ dx— (by +o(1 Zw r[Aixo = Ajxol),
RN

1#] 1¢]
luego de (2.5.2) , tenemos que cuando r — oo

k(k -

(by +o(1))(pr) N 12e71 < d, < D oy + (1)) gury N-1270,

Ademis, de (2.4.5) obtenemos que, para 1 <i,j<ky o= % < 2, la estimacién

R
z
£
iy
ad
o
§
™
=
i

x—rA;xg))*(w(Bx —rA;jxg))* dx

[B 1A XO A; Xo]

=
/ —rA;x0))* (w(x - rB_lijo))zdx
o

= o(w(dr[B™ Ajxg — Aixo)))
= o(w(6r[Ajxg — BA;xp]))

= o(w(0r[xg — BAsxp)))

_ 0((6vr)—(N—1)/Ze—6vr)

=o0(d,) cuando r — oo, (2.5.4)
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y donde £ € {1, ..., k} es tal que A]TIBAixO = BA/xy. También tenemos que

k
2 . . . ;
I, 1P =3¢k by + 3wl wh)
i=1

i#]

=k||w|* + Z/IRN(Va)£ -Va); + wia)i)dx

i#]

kol + 3 [ (@) aldx

i#]

k||| + d,, (2.5.5)

4
k k
4 _ ] J\4 i\3 ]
|ur|4_/]RN (;j wr) dejEﬂ /IRN(wr) dx+4 E./IRN(a)r) wrdx

i#]
_ 4

=k||wl||? + 4d,. (2.5.6)

Ademis, de (2.5.4),
/IR uP(x)u?(Bx)dx = /}R § (Zw;’(x)wl(x)) (%:w;(Bx)w{(Bx)> dx

i,j

S% /IRN (Z[(wi)z(x) + (w;)z(X)]) (Z[(wi)z(Bx) +(w})?(Bx)]

)dx
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Sea

[l
t,:=tu,)= ’
= i) |u,l5 + Bluy (14, 0 B)3

de tal forma que v/t,u, € Ng por el Lema 2.1.17(e). Combinando (2.5.4), (2.5.5)

y (2.5.6), obtenemos que

1
T(Wiu) = 31N

1 I 11
4{ul}+ Blu, - (u, o B)3
_1 (klwl?+d,)
T 4 kl|w||?+4d, +o(d,)
k 2k||w||2+2dr+0(dr)
Al o ad, 0(d,)
por lo que ¢ < J(Vt,U,) < %llwll2 para r suficientemente grande. ]

Lema 2.5.3. Existe una sucesion (u,), C Ng tal que J(u,) — ¢y VT (u,) — 0 en
HY.

Demostraciéon. Como N es una variedad de clase C?, por el principio variacio-

nal de Ekeland, Corolario 2.2.2, existe una sucesion (u,), C Ng tal que J (u,) —

cy
0(1) = (VnpJ)(uy) = VT () = A, VF (u,) en HY, (2.5.7)

para una sucesién (1,), C R, donde F esta definido en (2.1.25). Como u, € N,
(2.1.26), ||uy|| = ¥ > 0 donde y estd dado por (a) en el Lema 2.1.17, (VT u,, u,) =
0, (VF (uy), u,) = =2|lu,||* y (2.5.7) implican que

0(1) = 2, llu,lI?, (2.5.8)

por lo que A,, — 0 cuando n — oo. Luego, (2.5.7) nos da que V.J(u,,) — 0 cuando
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n — oo, como se queria.

40



Capitulo 3

Una infinidad de soluciones no

radiales

En este capitulo daremos una prueba rigurosa de la Proposicién 2.5.1. A
grandes rasgos veremos que una sucesiéon minimizante de (2.5.1) contiene una
sucesién débilmente convergente en H' (RY) y mediante el Lema de no nulidad
de Lions, veremos que tal limite débil minimiza (2.5.1).

Es importante remarcar que la dimensién del espacio RN jugara un papel
fundamental ya que el funcional J deja de estar bien definido para N > 3, esto

se debe primordialmente a que 2* < 4

3.1. Prueba de la Proposicion 2.5.1

(i) Sea (u,) C Ng una sucesion dada por el Lema 2.5.3, y por el Lema 2.3.2

para cada n € N podemos tomar y, € RN tal que

/ utdx = sup/ ugdx.
By (vn) yeRN J B1(y)

41
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Como RN = Fix(G)@®Fix(G)*, entonces para toda n € IN, tenemos que v, = x,,+7,,,
donde x,, € Fix(G) y v, € Vg = Fix(G)* y consideremos u;, = u,(-+x,,). Como Ny y
J son invariantes y V.J es equivariante bajo la accién de = para todo y € Fix(G),

la sucesion (u}),s; C N satisface que J(u,) — & VJ(u;) — 0en HY y

/ (u))*dx = sup/ (u))*dx,
By (y;) yeRN J By (p)

por lo que podemos suponer que v, € Vg para toda n € IN.
Recordemos que J (u,,) = |[u,]|>/4 y 0 < & < oo, por lo que la sucesioén (u,,), C
HY c H' (RN) es acotada y por el Lema 2.1.17(i), |u,|; > » > 0 para toda n,

luego por el Lema de nulidad de Lions 2.3.1 implica que

liminf |u,,|* dx > 0. (3.1.1)

H—0oo Bl(yn)

Afirmamos que

(v,,) es acotado. (3.1.2)

Supongamos que esto es falso. Pasando a una subsucesién podemos suponer
que [y, = ooy v,/[v,l — v € SV, y como V es cerrado tenemos que y € Vg \ {0}.

Al ser k = €(G) <|Gy|, existe Ay,..., A € G tales que
Ajy=Ajy paratoda i,j€{l,..k} y i#]. (3.1.3)

Veamos que para n suficientemente grande y dado R > 0 las bolas de radio
R centradas en A;y,,...,Axy, son disjuntas. En efecto, de (3.1.3), tenemos que

min|A;y—A;y| =50 >0, donde 6 es un namero real positivo. Por continuidad, y
i#]
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el hecho de que |y,| = oo podemos eligir m € IN con la propiedad de que

:'y_y—” <9, |yn|>§ para toda n > m.

Vn
Ajy—A; 2L
Y 9]

Tl

Para i = j vemos que las bolas abiertas Bs(A;y), Bs(A;jy) de radio o son disjuntas

ya que la distancia de sus centros es mayor que 59, precisamente
d(B5(A;y),Bs(Ajy)) =1A;y — Ajy| - 20 > 36 > 0.
Se sigue que
rrl1¢1]n |Aivn—Ajv,| = 36ly,l > 3R para toda n > m.
De donde deducimos que
d(Br(Ajyu), Br(¥)) = R paratoda n>m, i#j.

Asi las bolas abiertas Br(A;y,), para j = 1,..,k, son disjuntas si n > m. Consi-
deremos i, = u,(- +7,), tenemos que i, € H' (RN) y [|iL,,|| = [|u,||, por lo que la
sucesion (ii,), C H! (IRN) es una sucesion acotada. Por (2.3.4), pasando a una

subsucesién, podemos suponer que

(

i, —~u €H'(RV),

2 — u? e L*(RN),

o — u3 e L*(RN), (3.1.4)
i, »uell (RN), g=1,2,4

~

i,(x) — u(x) en casi todo punto.
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Como ii|p, (o) — ilp,(0) en L*(B1(0)) de (3.1.1) se tiene,

/ |a|4dx:/ lim |i1,|*dx = lim/ |i1,|*dx > 0. (3.1.5)
B1(0) By(0) "7 "= JB,(0)

En consecuencia,
uw=0. (3.1.6)

Dado que V.7 (u1,) — 0 en H' (RN), y (VT (1), (-~ y, N < IVT (w)lllll] = 0,

se sigue que

(VT (1) 8= = Gty 8= = [ =9, dx=BVO(w,), 7=,
= (i1, 1) — / wudx—p | ul(Bx)u,(x)i(x —yv,)dx
. / usﬁdx+|,8|/ 2(Bx+ 3,,)if, ()i (x) dx
><un,u) / u3ﬁdx+|/3|/ u2(Bx +v,)(il,(x) — (x))i(x) dx,

-~

-~

B(n)

donde

A(n) —> ||it]|> - |@]}  cuando 1 — oo,

mientras que

1/2 1/2
Boot< ([ utmvemax) ([ @007 8 m)

1/2
SC(/ u2u Zuu +u dx) — 0 cuando n — oo.
]RN
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De esta forma
0= lim (V.J (1), @(- = )} > lim A(n) +[B|B(m)| = [l7]|” - |y

Concluimos entonces que 0 < |[if]|* < |i]j. Recordemos que w € H! (RY) es la
solucién del problema (2.4.1) que minimiza el cociente de Sobolev (2.4.2) del

encaje [H! (IRN) < L*(IRN). En consecuencia

4 4
2o 1l el 2
7= 1 =llll”.
|u |4 |wly

4
La Proposicién 2.5.2, nos afirma que ||w]|> > i por lo que podemos eligir R > 1

k

de tal forma que
/ (IVal* + u?) dx > g. (3.1.7)
Br(0) k

Ahora, para n suficientemente grande tenemos que las bolas de radio R centra-

das en Bg(A;v,), i =1,..., k son disjuntas, por lo que

1
T (uy) =—|Iun||2
k

1
>— Vu,|* + dx
42/BR ()

1 k
- / (IVu,|* +u]) dx
4 j=1 Aj BR V)
k
:—/ (|Vun|2 +u ) dx (u, € HO°)
4 BR(yn)

A

/ (|V17n|:2 + LT,Z‘) dx.
Br(0)

Como i1, — U débilmente, y el operador lineal que mapea u — u B(0) &8 lineal
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y continuo de H! (IRN) a H!(Bg(0)), (3.1.7) nos da que

o ook 2
l1}£r_1)glfj(un) 2 h,{gg}fgﬂun\BR(mH
> i, o) I°

k 2~
= —/ (|Vu|2+u2) dx > ¢,
4 JBr(0)

lo que contradice el hecho de que (u,,),, es una sucesién minimizante de (2.5.1).
Esto prueba la afirmacién (3.1.2).

Consecuentemente, podemos pasar a una subsucesion tal que

;

Y — Y E VG,
il := u(x+y,) — u € H' (RV), mas las propiedades (3.1.4) (3.1.8)

u, — uecH! (IRN) mas las prodiedades (3.1.4).

\

Al ser HY un subespacio cerrado de H' (IRN), tenemos que u € HY. Bajo las
condiciones (3.1.8), se tiene que

u#0. (3.1.9)

En efecto, por (3.1.5), tenemos que

/ li]ldx > 0.
B1(0)

Sea R > 2 tal que [y —y,| < R -2 para toda n € IN. Dado que u,|g — ulg,(o) en
LY(Bg(0)), dada € > 0 existe 6; > 0 tal que para toda A € B(Bg(y)) con A(A) < &y,

donde ) es la medida de Lebesgue en RY, se tiene que

/ lu,|dx < % para toda n e N.
A
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El hecho de que y, — v, nos garantiza que existe m € IN tal que A((By(y) \
B1(v,)) U (B1(v,) \ B1())) < 61 para toda n > m, de donde

/ o1l x — / iyl
B1(y) B1(vy)

< / 4] + / 4] dx
B1(v)\B1(vy) B1(yu)\B1(v)

<e paratoda n>m.

Por lo que

/ luldx = lim/ |u,,|dx
B1(») =00 J By (v)

= lim |1, | dx
n—eo Bl(yn)

= lim |1z, dx

:/ || dx
B1(0)

> 0,

lo que prueba (3.1.9).

Ahora, afirmamos que, pasando a una subsucesion,
VT (u,) = VT (1) en HY. (3.1.10)
Tenemos que
(VT (), v) =(tt, v) = (145, V) 2rN) = P15 © B, 1ty ¥) 2Ny,

Veamos que (u2 o B)u, € L>(RN) y que esta uniformemente acotada. Sea a = 3/2,

a’ = -% = 3. Tenemos que 4a = 6, 2a’ = 6 y entonces |u, o B|* € LY(RN) y

|i,|? € L* (RN) con é + % =1, luego por la desigualdad de Holder tenemos que
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|(u 0 BJu,|* € L'(RY) y

/m (3 0 Byu,Pdx = /IR a0 Bl dx

2/3 1/3
< (/ |u,, o B|® dx) </ |u,,|® dx)
RN RN
2/3 1/3
= (/ Tk dx) (/ |u,,|® dx)
RN RN

6
= |un|6

<C,

lo que prueba que (u2 o B)u,, esta acotada en L?(RY). En consecuencia, pasando

a una subsucesion, podemos afiadir en (3.1.8) que
(u2 o B)u, — (u>oB)u en L*(RN). (3.1.11)
De (3.1.8) y (3.1.11), se sigue que

(VT (1), v) =y, v) = (5, v)12(wN) — P((147: 0 B)ity, v)2(gN)

—(u,v)— (u3,U)L2(1RN) —ﬂ((u2 o B)u,v)2rny = (VI (1),v),

n—o0

lo que prueba (3.1.10). Finalmente, como V.7 (1,) —— 0 en H! (RV), tenemos

n—-o00

0 < V.7 ()l < liminfl[VT (1) = .

Concluimos que u es un punto critico de J, luego u € Ng. Ademds

1 L. . ) g
T ()= Zllull® < g liminfllu, || = lim 7 (u,) = ¢
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por lo que u es un minimo de (2.5.1). Asi que ¢ se alcanza y esto concluye la
prueba (i).
(ii) Si u € Ng es un minimo para (2.5.1), entonces del teorema de los multi-

plicadores de Lagrange
0=V, J(u)=VT(u) = AVF(u), (3.1.12)

para algin A € R, ya que N = F~1(0) es una variedad de clase C. Por tanto, de

(2.1.26) tenemos que
0=(VT(u),uy— XVF(u),u)y=—-AF"(u)u =-2Mull?

lo que implica que A = 0y por ende V7 (1) = 0. Consideremos u™ = max{u, 0}, u~ =

min{u, 0}, que claramente pertenecen a H 9. Entonces,

0=J"(u)u*

= P = 1} - B ()
=l et 1) Bt (o) dx

> ||1,¢i||2 _ |1,¢J—f|j1L + |[))| /]RN (ui(BX))Z (ui(x))

2
dx,

de donde
|3 — Bl (u* o B)u*(3 > |Ju||*.

Ahora, si suponemos que u cambia de signo, entonces u* z 0, 0 < ||u*|| < ||ul], y
del Lema 2.1.17(e) tenemos que
“II?

[
tH(u*) =
(u?) |ui|3+ﬁ|ui-(uioB)|%

€(0,1],
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satisface que /t(u*)u* e Ngy

t(u*), . 1., 1
7 (it = U < e < P = 7w,

contradiciendo el supuesto de que u es un minimo de (2.5.1). En consecuencia,
concluimos que u no cambia de signo. Finalmente, del Corolario 2.1.16 o bien
(u,u o B) o bien (—u,—u o B) es una solucion de (2). Lo que completa la demos-

tracién.

3.2. Aplicacion

En este ultimo capitulo daremos una aplicacion directa del Teorema 2.5.1.

3.2.1. Simetria poligonal en R?
Fijak € N, k > 2 sea Oy = 7. En IR?, consideremos la rotacién By € O(2) por

el angulo 6y, cuya matriz de rotacién estd dada por

cos(0x) —sin(6y)
sin(6y) cos(6y)

By =
Consideremos el subgrupo finito
Gy = (Id, B3, B},.., B2y c(By) = {Id, By, BZ, ..., BZ* "1} < O(2).

Verifiquemos que el par (By, Gx) es un par admisible.

(a) Es claro que B esta en el normalizador de G; ya que ByB* B! = B%~?

paratodajel,2,..,ky B%e Gr.
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(b) Como k > 2 tenemos que Bf = Id por lo que Bfx # x para toda x € IR?, asi
Fix(Gy) = {0}, por lo que trivialmente B deja también fijo a los puntos fijos

de Qk.

(c) Para x € IR?\ {0}, es claro que |Gyx| = £(Gi) = k. Por simplicidad, tomemos
xo = (1,0). Note que

TC

Cp2i2 (o
x- B x|—2|x|sm<(] D2

> >0 paratoda j=2,..k.

ya que |x — Bij_le es la longitud del lado opuesto al 4ngulo (2] — 2)0x que
forma en el triangulo isdsceles cuyos lados iguales miden ||x|| y vértices

2i-2
0,xv B 7% Por tanto tenemos que
Y By q

min |x— Ax| = 2|x|sin (E) .
AeGi\{1d)} k

Similarmente, tenemos que

i 271
|x—BkBi] 2xl = 2|x|sin (JT%) >0 paratoda j=1,2,..k,
por lo que
T s
gie-3m4 -t (1) > s 3.
rzlelglx x| |x|sin % |x| sin p

ya que f(x) = 2sin(rmx) — sin(2mx) = 2sin(nx)(1 — cos(rtx)) > 0 en el intervalo
(0,1). Luego,

min |x—Ax| < 2min|x — BAx]|.
AeGi\{Id} AeGy

Por ende el par (B, ;) es admisible.
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3.2.2. Simetria poligonal en R’

Seak €N,k > 1.Sea 0 = Ty Bx € O(3) la rotacion por el angulo 6y alrededor

del eje z, cuya matriz de rotacién esta dada por

cos(By) —sin(B;) O
By = | sin(0;) cos(0x) O
0 0 1

Consideremos el subgrupo Gy = {Id, B,%, B4,...,B,%k_2}. Veamos que (Bg,G) es un

par admisible;

(a) Nuevamente, como BB%-2p~1 = B2j-2 paratoda j =2,...,k, se sigue que By

esta en el normalizador de Gy y B,% € Gy.

(b) Notamos que la rotaciéon By mueve todos los puntos que no estan sobre el

eje de giro z, es decir, Fix(Gx) ={(0,0,&) : & € R} y claramente

Bx =x para toda x € Fix(Gy).

(c) Tenemos que Vg = Fix(Gy) = {(x1,%;,0) : x1,x; € R}, del caso en R?, tene-
mos

min |x—Ax|<2min|x - BAx|.
AeG\{Id} Aeg

Por ende el par (B, Gi) es admisible.

Concluimos este trabajo con la aplicacién del Teorema 2.1.11.

Corolario 3.2.1. Para N = 2,3 y f <1 el sistema (2) admite una infinidad de solu-

ciones no radiales

Demostracion. Para cada j € IN sea k; = 2/ y consideremos el par admisible

By, Gi) dadas por de simetrias poligonales en R? vy R3 respectivamente, expues-
p polig y p p
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tas anteriormente. Del Corolario 2.1.12, existe una solucién (u;,v;) al problema

(2) tal que u es gkj—invariante y uj # ujo Bk].. Como 26,(].+1 = Qk]. tenemos que
_ 2 ) K . K .

By, = Bkj+1 € ij+1, por lo que u; es gk]. invariante pero no es ijﬂ invariantes y

por ende u; # uj,1, con lo que tenemos una cantidad numerable de soluciones

al problema (2). O
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