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Presentacion

En el siglo 19 Georg Cantor defini6 a los conjuntos bien ordenados como una
generalizacién natural de los conjuntos numerables. Existen conjuntos bien or-
denados llamados ndmeros ordinales, que pueden considerarse <candnicos> en
el sentido de que cualquier conjunto bien ordenado es isomorfo a un ordinal.

En la actualidad una de las formas en las que un estudiante de matematicas se
encuentra por primera vez con los ordinales es en la construccién de contrajem-
plos en un curso de topologia. Por ejemplo, la plancha de Tychonoff, que es un
ejemplo tipico de espacio topoldgico de Tychonoff que no es normal, se puede
construir como el producto [0,w;) X [0,w;] de intervalos de ordinales, donde wq
es el primer ordinal no numerable y el cual analizaremos en el segundo capitulo.

En este trabajo vamos a estudiar una aplicacién no tan conocida de conjuntos
de ordinales a la topologia, la cual serd el resultado mas importante de esta
tesis. Un conjunto estacionario es un subconjunto de un cardinal que interseca
a todos sus cerrados no acotados, estos conjuntos los analizamos a detalle en el
segundo capitulo. En el cuarto capitulo mostraremos que usando subconjuntos
estacionarios de wy se pueden construir dos espacios metrizables con la propiedad
de Baire cuyo producto no es de Baire; la propiedad de Baire la definiremos y
empezaremos a estudiar en el tercer capitulo.

La existencia de un producto de dos espacios de Baire que no fuera de Baire fue
demostrada por J. C. Oxtoby en 1961, si se asumia la hipétesis del continuo; sin
embargo, en 1976 Paul E. Cohen [COJ demostré que no era necesario asumir la
hipétesis del continuo para demostrar dicha existencia.

Ademaés de esto, en el ultimo capitulo hablaremos de una propiedad topolégica
mas fuerte que la propiedad de Baire. Dado un espacio, se define un juego en
el que de forma alternada dos jugadores, Alicia y Beto, escogen abiertos con
ciertas restricciones y al final de una cantidad numerable infinita de pasos se
tienen condiciones ganadoras para cada uno de los jugadores; en el caso de
que Beto tenga una estrategia ganadora, el espacio se denomina de Choquet.
Daremos la definicién de estos espacios y probaremos algunas propiedades de
ellos. En particular, nos interesa que todo espacio de Choquet es de Baire y que
el producto arbitrario de espacios de Choquet es de Choquet.
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Capitulo 1

Preliminares

Necesitamos varias nociones de teoria conjuntos para esta tesina. La mayoria de
estos conceptos los podemos encontrar en [HG]. Se mencionaran algunos aqui
por su relevancia para el tema. También necesitaremos preliminares de topologia
general, los cuales se pueden consultar en [EN] y [KE].

Notacién. El simbolo 4 denotara que se encontré una contradiccién.

Sean X un conjunto y P una propiedad cualquiera en X que empieza con el
cuantificador V, es decir: P: “Vz(Q(z))”. Si el conjunto X es vacio, entonces P
se cumple; de otra forma existiria un elemento de X en donde P no se cumple,
4. En este caso, decimos que P se cumple por vacuidad.

1.0.1. Definicién Sea X™ un conjunto. A los elementos z € X", conocidos
como n-adas, los denotaremos de la siguiente forma:

= (T0, L1y, Tp-1)-

1.1. Conjuntos ordenados

1.1.1. Definicién Sean X un conjunto y < una relacion del conjunto X.

a) Al par (X, <) le llamaremos conjunto estrictamente ordenado si cum-
ple las siguientes propiedades:

= Para cualquier x € X, x £ .
= Dados z,y,z € X se cumple que si z < y y y < z entonces = < z.

b) Dado un conjunto estrictamente ordenado (X, <), decimos que (X, <) es
un orden lineal si se cumple que < y o y < z para cualesquiera
z,y € X.



A cada una de estas propiedades se les conocen como antireflexiva y transitiva
respectivamente. Entonces un conjunto con una relacion antireflexiva y transi-
tiva le llamaremos conjunto estrictamente ordenado.

1.1.2. Definicién Sean X un conjunto y < un orden estricto de X. Definimos
otra relacién < de la siguiente forma:

Ve,ye X(z <y < (z<yVz=y))

Si cambiamos esta relacién por la que tenfa nuestro orden estricto, el par (X, <)
ahora serd un conjunto parcialmente ordenado.

1.1.3. Definicién Sean (X, <) un conjunto estrictamente ordenado y A C X,

= Si para cualesquiera z,y € X se cumple que z < y o y < x entonces
diremos que el orden es un orden lineal.

= Una cadena de X es cualquier subconjunto C' C X que tiene un orden
lineal dado por la relacion <.

= Siz € A cumple que < a para cualquier a € A diremos que = es el
elemento minimo de A y lo denotamos por £ = min A.

= A un z € A le llamaremos elemento maximal de A si para cualquier
a € A con z < a, sucede que = = a.

= Siz € X cumple que a < x para cualquier a € A diremos que x es una
cota superior de A.

= Siz es una cota superior de A y se cumple que x < y con y cualquier cota
superior de A, diremos que = es el supremo de A y lo denotamos como
sup A.

= Si x € X cumple que a < x para cualquier a € A diremos que x es una
cota superior estricta de A.

1.1.4. Definicién Sean (X, <) un orden lineal y A C X. El conjunto A es un
segmento inicial de X si para cualesquiera a € Ay ¢ € X tales que x < a
implica que x € A.

1.1.5. Definicién Sean (X, <) un orden lineal y z € X.

= Siexiste y € X tal que z = min{z € X : y < z}, entonces le llamaremos
a r sucesor inmediato de y

= Si x no es el min X y no es sucesor de ningun elemento, diremos que z es
un elemento limite.



1.1.6. Definicién Sea (X, <) un conjunto estrictamente ordenado. Si para cada
A C X no vacio existe min A, diremos que < es un buen orden.

Es cierto que cualquier conjunto bien ordenado es también un orden lineal. Para
ver esto, tomamos cualesquiera dos elementos z,y € X con x # y. Ahora, por
el buen orden de X, se cumple que A = {z,y} C X tiene un minimo. Por lo
tanto, se cumple que x < y o y < x, y el orden es lineal.

Algunos ejemplos sencillos de buenos 6rdenes son:
= El conjunto vacio con el orden vacio (0, ).
= El conjunto de los naturales (N, <).

El primer ejemplo es estrictamente ordenado por vacuidad y cumple ser un
buen orden igualmente por vacuidad. El segundo ejemplo es un buen orden por
el principio del buen orden de los naturales [HG| teorema 0.13].

1.1.7. Definicién Sea X un conjunto. Diremos que X es numerable si existe
una funcién f: X — N inyectiva.

1.1.8. Definicién Una sucesiéon numerable en un conjunto X es una funcién
de la forma f: N — X. Comunmente, esta sucesién se identificard con su imagen
de la siguiente manera: {a,,: n € N} C X, donde f(n) = ay,.

1.1.9. Definicién Una sucesién numerable es estrictamente creciente si se cum-
ple que:
VYm,n € N(im < n = oy, < ap).

1.1.10. Definicién Sean (X, <;) y (Y, <2) dos conjuntos bien ordenados. Di-
remos que los conjuntos bien ordenados son isomorfos si existe f: X — Y
biyectiva con la propiedad:

Vo,y € Xz <1y <= f(z) <2 f(y))

El siguiente resultado es conocido como el teorema de recursién de los
naturales.

1.1.11. Teorema Suponiendo que existe una funcién f: X - X y x € X,
entonces existe una tunica funcién g: N — X tal que:

= Vn € Ng(n+1) = f(g(n))]



1.2. Axioma de eleccién

El axioma de eleccién fue formulado por Ernst Zermelo en 1904 y este ayudd
a ordenar muchas ideas en la teoria de conjuntos. Aqui daremos una definicién
del axioma de eleccién y algunas equivalencias.

1.2.1. Axioma (Axioma de eleccién) A cualquier conjunto se le puede dar un
buen orden.

1.2.2. Lema (Kuratowski-Zorn) Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordena-
do. Si X # () y cualquier cadena de X estd acotada superiormente, entonces X
tiene un elemento maximal.

El axioma de eleccion y el lema de Kuratowski-Zorn son equivalentes bajo el res-
to de los axiomas ZF. Para la demostracién de esto, consultar [HGl, Proposicién
7.8]. Gracias a esta equivalencia, podriamos tomar el lema de Kuratowski-Zorn
como axioma en vez del de eleccién, sin embargo, tomaremos el de eleccién como
axioma y el lema de Kuratowski-Zorn como un resultado del axioma de eleccion.

1.3. Topologia

1.3.1. Definicién Llamaremos espacio topolégico al par (X, 7), donde X
es un conjunto y 7 una familia de subconjuntos de X que cumplen con las
siguientes propiedades:

s XeTylber.
= SiU; €7y U, €T, entonces Uy NU;y € 7.
= Si ACT,entonces JA € T.

A los elementos de 7 los llamaremos conjuntos abiertos.

1.3.2. Definicién Sean (X, 7) un espacio topoldgico y F' C X. Diremos que F
es cerrado si (X \ F) € 7.

1.3.3. Ejemplos
1. Sea X un conjunto.
= La topologia discreta en X es 7 = p(X).
» La topologia antidiscreta en X es 7 = {(), X }.

2. Sea X un conjunto no vacio. Entonces llamaremos a 7 = {4 C X: X \
A es finito} U {0} la topologia cofinita.



3. Sea X = R. Definimos a la topologia como: U € 7 si y sélo si para cualquier
x € U existe y € X con x < y tal que [x,y) C U. Este espacio es conocido
como la recta de Sorgenfrey.

1.3.4. Definicién Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces al
conjunto {U N A: U € 7} lo llamaremos topologia de subespacio de A.

1.3.5. Definicién Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X.

= La cerradura de A es el conjunto

A={zeX:VWUet(zelU = ANnU #£0)}.

» El interior de A es el conjunto A° ={zx € X: U er(zx €U C A)}.

= El conjunto de puntos de acumulacién de A es

A={reX:VUer(zelU = AnU\{z}) #0)}.

= Los elementos de A\ A’ son los puntos aislados de A.

1.3.6. Definicién Sean (X, 7) un espacio topoldgico y B C 7. Diremos que B
es base de 7 si para cualesquiera x € X y U € 7, con z € U, existe B € B tal
quex e BCU.

1.3.7. Definicién Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos. La topologia
producto en X X Y es la que tiene como base los rectangulos abiertos de la
siguiente forma: {U x V: U € 7.,V € 1y }.

1.3.8. Definicién Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos. Le llamaremos
la suma disjuntade X yY a X®Y = X x {0} UY x {1} y su topologia serén
todos los U C X @Y tales que:

{zreX: (z,00eUlerx vy
{yeY: {(y,1) eU} €1y.

1.3.9. Definicién Sean X un espacio topoldgico y A C X. Llamaremos al
subconjunto A denso si A = X.

1.3.10. Definicién Diremos que un espacio topologico X es separable si existe
A C X denso numerable.

1.3.11. Lema Dados X un espacio topolégico, D C X un denso y U € 7x, se
cumple que DNU =U.




Demostracion.

(C) Esta inclusién es inmediata pues DNU C U.

(D) Sea x € U, entonces dado V € 7x con z € V, se tiene que VNU # . Y
como VNU es abierto, se cumple que VNUND # (), por lotantoz € DNU. O

1.3.12. Definicién Sea (X,7) un espacio topolégico. Diremos que X es se-
gundo numerable si 7 tiene una base numerable.

1.3.13. Definicién Dado un espacio topolégico X, llamaremos G4 a la inter-
seccién numerable de conjuntos abiertos. Es decir,

G(;:ﬂ{Un:UnETyHEN}.
Ahora veamos cémo se pueden relacionar dos espacios topoldgicos.

1.3.14. Definicién Sea f: X — Y una funcién y B C Y. A la imagen inversa
de B la denotaremos como f* (B), es decir, f<(B) ={z € X: f(z) € B}.

1.3.15. Definicién Sean (X, 7) y (Y, 7’) dos espacios topoldgicos. Una funcién
f: X =Y tal que para cualquier V € 7/, f< (V) € 1; la llamaremos funcién
continua.

1.3.16. Ejemplos

1. Sea X un conjunto con la topologia discreta. Entonces cualquier funcién
f: X =Y, donde Y es cualquier espacio topoldgico, es continua.

2. Sea Y un conjunto con la topologia anti-discreta. Entonces cualquier fun-
cién f: X — Y, donde X es cualquier espacio topoldgico, es continua.

3. Sea X un conjunto con dos topologias definidas, 7 y 7. Entonces la funcién
identidad idx : (X,7) = (X, 7') es continua si y solo si 7 C 7'.

1.3.17. Definicién Sean X y Y dos espacios topolégicos. Una funcién continua
f: X =Y es llamada homeomorfismo si f es biyectiva y f~! es continua.

Diremos que dos espacios topolégicos X y Y son homeomorfos si existe un
homeomorfismo entre ellos. Y los denotaremos de la siguiente manera: X ~ Y.

1.3.18. Definicién Sean X y Y dos espacios topolégicos. Supongamos que X
posee una propiedad como espacio, llamaremos propiedad topoldgica a la
propiedad de X si cuando existe un homeomorfismo entre X y Y, entonces Y
también posee la misma propiedad.



1.3.19. Definicién Llamaremos a un espacio topolégico (X, 7) Hausdorff o
T>, si para cualesquiera x,y € X con x # y, existen Uy, Us € T tales que = € Uy,
yeUgyUlﬂng(D.

1.3.20. Ejemplos
1. Para cualquier conjunto X con la topologia discreta, X es T5.

2. La recta de Sorgenfrey es Ts.
Sea 7 la topologia de Sorgenfrey en R. Sean x,y € R y sin perdida de
generalidad, sea © < y. Entonces sean U = [z,y) y V = [y, y+1). Notemos
que U,Ver,quexelU,yeVyqueUNV =0.

1.3.21. Definicién Un espacio topolégico X es regular si para cualesquiera
AC X cerradoyxz € X\ A, existen U e 7x yV €7x talesque ACU,z €V
yUNV =0.

Si tomamos a un abierto U y un elemento z € U de un espacio regular X,
sabemos que existen V € 7x y W € 7x tales que z € V, X \U C Wy
VNW = 0. Entonces V C X \ W y debido a que X \ W es cerrado, sucede que
V C X \ W. De esta forma podemos probar la siguiente proposicién.

1.3.22. Proposicién Dados un espacio regular X, un abierto U C X y cual-
quier elemento z € U, existe V e 7x talquez e V. CV C U.

1.3.23. Definicién Sea X un espacio topoldgico. Llamaremos a la familia A
cubierta abierta de X si X =|JA y cualquier elemento de A es un conjunto
abierto de X.

1.3.24. Definicién Un espacio topolégico X es compacto si para cualquier
cubierta abierta A de X existe una subcubierta finita. Es decir: existe B C A
tal que B tiene una cantidad finita de elementos y |JB = X.

1.3.25. Teorema [EN| theorem 3.1.2] Sea X un espacio compacto. Dado un
cerrado A C X, A es compacto.

1.3.26. Definicién Una métrica en un conjunto X es una funcién : X x X —
R tal que:

(1) 0(z,y) =0siysolosiz=y.
() 6(x,y) = §(y, x) para cualesquiera z,y € X.
() 6(x,y) < d(z, z) + d(z,y) para cualesquiera z,y, z € X.



Al par (X, 0) lo llamaremos espacio métrico.

1.3.27. Ejemplos

1. En R"™ definimos la siguiente métrica:
§(z,y) = V(x1 —y1)2 + (2 — y2)2 + -+ + (¥n, — yn)? para cualesquiera
x,y € R™. Entonces (R", §) es un espacio métrico. Esta métrica es conocida
como la métrica euclideana.

2. Dado un conjunto X. Definimos a la métrica discreta de X de la si-
0, siz=y

guiente manera: 6(z,y) = .
1, siz#y.

1.3.28. Definicién Sea (X,d) un espacio métrico y sean z € X y r > 0.
Llamaremos bola abierta con centro en z y radio r al siguiente conjunto:
Bs(z,r) ={y € X: d(z,y) <r}.

1.3.29. Definicién Sea (X,d) un espacio métrico. Definimos como 75 a la
coleccién de U C X tales que para cualquier z € U, existe ¢ > 0 tal que
Bs(z,e) C U.

Es facil ver que la coleccién 75 de 1.31 define una topologia en el espacio y esta
topologia esta definida por la métrica. Por lo tanto, toda métrica define una
topologia.

El conocido teorema de Heine-Borel nos dice que dado A C R™, con n € N y
R™ con la topologia inducida por la métrica euclideana, A es compacto si y solo
si A es cerrado y acotado. De esta manera, notamos que el intervalo [0, 1] es
compacto y el conjunto Q no es compacto.

1.3.30. Definicién Dados un espacio métrico (X,d) y A = {x,: n € N} una
sucesion numerable en el espacio, diremos que A converge a un punto r € X
si para cualquier € > 0, existe N € N tal que si n € Ny n > N, entonces
O(zn,x) < e.

1.3.31. Definicién Sean (X,J) un espacio métrico y A = {x,,: n € N} una
sucesién numerable en X. Llamaremos a A una sucesién de Cauchy si para
cualquier ¢ > 0 existe n € N tal que §(z,,, z,) < € cuando n < m.

1.3.32. Definicién Sea (X,0) un espacio métrico. Llamaremos a este espacio
completo si toda sucesiéon de Cauchy en X converge a un punto en X.

1.3.33. Ejemplos



1. Cualquier espacio métrico discreto es completo.

Sea (X,d) un espacio métrico discreto. Ahora, sea A = {z,: n € N} C X
una sucesién de Cauchy en X. Entonces, para cualquier € > 0 existe n € N
tal que 0(xm, x,) < € cuando n < m. Si tomamos a £ = 1/2, tenemos que
existe n € N tal que 0(zy,, ) < 1/2 cuando n < m. Por como se definié
la métrica en X, esto nos da que §(z,, z,) = 0 cuando n < m. Por lo que
T, = T, para n < m. Por lo tanto, nuestra sucesién se vuelve constante
a partir de un n € N, lo que nos dice que A es convergente a un punto en
X.

2. El espacio R™ con la métrica definida en el ejemplo [1.3.27] es completo.
Para ver esta prueba favor de consultar los ejemplos de 4.3.7 de [ENJ.

1.3.34. Teorema [EN| theorem 4.3.11] Sea (X, §) un espacio métrico completo.
Si A C X es cerrado, entonces A es completo.

Veamos que la propiedad de ser completo no es una propiedad topoldgica. Sean

I+ = {(z,y) € R?: y > 0} el semiplano superior de R? y R2?, ambos con

la métrica definida en [1.3.27] Sabemos que R? es completo. Por otro lado, la
1

sucesién {(0,+): n € N} C II'" es una sucesién de Cauchy que no converge

a un punto en IIT. Por lo que IIT no es completo. Sin embargo, la funcién
f:R?2 — II* con f((z,y)) = ({z,e¥)); con la inversa f~1: II™ — R? tal que
1z, v)) = ((z,In(y))), es un homeomorfismo entre R? y 1.

1.4. El espacio DV

En teoria de conjuntos, todo objeto tiene que ser un conjunto. En particular, una
funcién también es un conjunto. A continuacién damos la definicién conjuntista
de funcién y algunas definiciones auxiliares.

1.4.1. Definicién Llamaremos funcién a un conjunto f si cumple que:
(1) Todos sus elementos son parejas ordenadas, es decir, f es una relacién.

() Si(z,y) € fy(x,z)€ f, entonces y = z.
Notacién. Si f es funcién y (z,y) € f, entonces f(x) = y.

1.4.2. Definicién Sea f una funcién.

= Al conjunto dom(f) = {z: existe y con (x,y) € f} le llamamos dominio
de f.

= Al conjunto im(f) = {y: existe  con (z,y) € f} le llamamos imagen de

1.



1.4.3. Definicién Para cualesquiera dos conjuntos X y Y definimos

YX = {f es funcién: dom(f) = X e im(f) C Y}.

Continuamos definiendo un espacio topoldgico que usaremos en nuestro teorema
principal.

1.4.4. Definicién Sea D cualquier conjunto con la topologia discreta. Consi-
deraremos al conjunto DY con la topologia producto.

1.4.5. Definicién Para todo n € N, la proyeccién de DY a la entrada n es la
funcién 7, : DY — D dada por m,(f) = f(n) para todo f € DV.

1.4.6. Definicion La topologia producto en D tiene como base los subconjun-
tos de la siguiente forma:

TnolUo] N7 [Un] N - Ny [Uk]

donde k € N, {ng,n1,...,nt} C Ny para cada m <k, U,, C D.

El producto numerable de espacios métricos es métrico [EN| theorem 4.2.2].
Debido a esto y a que cualquier espacio con la topologia discreta es métrico,
concluimos que DY es un espacio métrico.

A continuacién, daremos una base méas conveniente para el conjunto DY,

1.4.7. Definicién Al conjunto de todas las sucesiones finitas en D lo denota-

remos como D<N =] D"

1.4.8. Definicién Para cada s € D<N, sea (s) = {f € DY: s C f}.

Para ver que los conjuntos (s) son abiertos en DV, tomemos a un s € D<N y
analizamos dos casos que se pueden dar. El primer caso es que s € D°. Dado
que D° = {(}}, tenemos que s = ) por lo que (s) = {f € DN: ) C f} = DN el
cual es abierto por ser el espacio completo. Para el segundo caso, existe m € N
tal que m # 0y s € D™. Por lo tanto, (s) = (),_,, 75 {si} que es un abierto

N <m
béasico en D".

1.4.9. Lema El conjunto {(s): s € D<N} es una base para la topologia pro-
ducto de DY,

Demostracion. En el parrafo anterior ya probamos que cada conjunto de es-
ta coleccién es un abierto. Ahora falta probar que cada abierto es unién de
conjuntos de esta coleccion.
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Sea U C DN un abierto y f € U. Entonces existe k € N tal que f € 7} [Ag] N
m Al NNl [Ag—1] C U y A; C D para cualquier ¢ < k.

ni MNk—1

Como f € 7 [A;] para cualquier i < k, tenemos que f(n;) € A; para toda
i < k. Sean m = méx{n;: i < k} y s € D™ tal que s; = f(j) para toda
j <m.Entonces s C fy f € (s).

~—

Ahora sélo falta probar que (s) C U. Sea g € (s), entonces s C gy s; = g(j
para toda j < m. Sii < ky j = n;, tenemos que g(n;) = s,, = f(n;) € A;
g € 75, [A;] para toda i < k. Por lo tanto g € U y (s) C U.

0~

Para terminar, probaremos un lema técnico que usaremos mas adelante.

1.4.10. Lema Para cada n € N sea f, € D<N tal que si m < n, entonces
fm € fn. Entonces f = (J{fn: n € N} es una funcién con dom(f) = N e
im(f) C D.

Demostracion. Primero veamos que f es funcion, es decir, que cumple con la

definicién [L411

Para comprobar que f es una relaciéon tomemos a un a € f y comprobemos que
a es una pareja ordenada. Como a € f, existe m € N tal que a € f,, y dado que
fm es funcién, tenemos que a es una pareja ordenada.

Ahora, dados (z,y) € fy (z,2) € f,existenn € Ny k € Ntales que (z,y) € fr y
(x,z) € fi. Sin perdida de generalidad supongamos que n < k, entonces f, < f
y {x,y) € fr. Como fi es funcién, tenemos y = z. Con esta caracteristica de f
y que f es una relacién, tenemos que f es funcion.

Probaremos que dom(f) = N por doble contencién.

(C) Sea z € dom(f). Entonces existe y tal que (z,y) € f, por lo que existe
m € N con (z,y) € fmn. De esta forma tenemos que z € dom(f,,) y dado que
existe n € N tal que dom(f,,) = {0,1,...,n — 1}, tenemos que z < n. Por lo
tanto, x € N.

(D) Sea m € N. Tomando otros n € Ny k € N con n < k, tenemos que
fn € fr, por lo que dom(f,,) € dom(fx). Como son nimeros naturales, sucede
que dom(fy) < dom(fy) < ... < dom(f;) < .... Por lo tanto, existe ¢ € N tal
que m < dom(f;). Entonces m € dom(f;) y m € dom(f).

Finalmente probemos que im(f) C D. Entonces, sea y € im(f). Esto implica
que existe z € N tal que (z,y) € f por lo que existe n € N tal que (z,y) € f,.
Y dado que la im(f,,) C D, concluimos que y € D. O

11



Capitulo 2

El ordinal wq

2.1. Definicion de w; y sus propiedades basicas

Al conjunto de los ntimeros reales R, un ejemplo de un conjunto no numerable,
le podemos dar un buen orden gracias al axioma de eleccién. De esta forma
podemos encontrar el minimo segmento inicial en R que es no numerable.

A continuacién daremos una axiomatizacién de las propiedades de orden de este
segmento inicial, el ordinal wy.

2.1.1. Definicién Dados un conjunto bien ordenado (X, <)y A C X.Siz € X
es tal que cumple que a < x para cualquier a € A, diremos que x es cota
superior estricta de A.

2.1.2. Axioma Suponemos la existencia de un conjunto bien ordenado {(wy, <),
que cumple con las siguientes caracteristicas:

1. Cualquier conjunto numerable contenido en w; esta acotado estrictamente.

11. Todo segmento inicial propio de w; es numerable.
Notemos algunas de las propiedades de este conjunto ordenado.
2.1.3. Teorema Las siguientes propiedades se cumplen en el conjunto bien
ordenado (w1, <) que definimos en m

a) El conjunto wi no es numerable.

b) Todo elemento a € w; tiene un sucesor inmediato o + 1 € wy.
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Existe un segmento inicial de w; isomorfo a los naturales. Sin pérdida
de generalidad, tomaremos a este segmento inicial como los naturales, es
decir, supondremos que N C w;. Denotamos a w = minfw; \ N]

d) Si a € w; es limite, entonces existe {a, : n € N} C w; con las siguientes
propiedades:
1) La sucesién es estrictamente creciente.
2) El elemento limite « es el supremo de la sucesion.
e) Cualquier sucesién numerable en wy tiene un supremo.
Demostracion.
a) Por I tendriamos que existe a € wy, cota superior estricta de wy, es decir
adw, b
b) Sean o € w1 y A = {ay: n < w} tal que o, = a para cualquier n < w.

Dado que A es un conjunto numerable, sabemos por I que existe 5 € w
tal que aw < B por lo que € B = {vy € w1: a < 7}. Entonces, por el buen
orden tenemos que existe el min B que es precisamente el sucesor de a;, es
decir, min B = a + 1.

Sean # = minw; y f: w; — wi la funcién definida como f(B8) = 6+ 1
para todo 8 € wy; nétese que f esta bien definida por el inciso b). Gracias
al teorema de recursién, que se puede encontrar en [HGl teorema 0.2],
sabemos que existe una funcién ¢g: N — w; tal que g(0) =0y g(n+1) =
f(g(n)) = g(n) + 1 para todo n € N.

Ahora vamos a demostrar que dados m,n € N se cumple que

m<n < g(m) < g(n)

(=) Como m < n, existe k € N, con k # 0, tal que n = m + k. Cuando
k = 1 se cumple que g(m) < g(n) porque g(n) = g(m + 1) es el sucesor
de g(m). Suponemos entonces que k > 1y que g(m) < g(n — 1), que es
nuestra hipétesis de induccién; ahora, como g(n) es el sucesor de g(n — 1)
obtenemos por transitividad que g(m) < g(n) lo cual concluye la induccién
sobre k.

(<) Tenemos que g(m) < g(n) y hay que probar que m < n. Supongamos
lo contrario, que m < n, esto implicaria que n < m. Entonces, si m = n,
g(m) = g(n) lo cual es una contradiccién y si n < m obtendriamos que
g(n) < g(m) por el parrafo anterior, que igualmente es una contradiccion.
Por lo tanto, m < n.

Esto también prueba que g es inyectiva, ya que cualquier funcién estric-
tamente creciente es inyectiva. Por lo que tenemos que N es isomorfo a su
imagen en g.
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Para concluir con la prueba de este inciso falta demostrar que g[N] C wy
es un segmento inicial.

Sean 8 € g[N] y v € w; tales que v < 3, veamos que v € g[N]. Notemos
que como 3 pertenece a la imagen de g, existe m € N tal que g(m) = .
Por otro lado, si v = 6 entonces g(0) = v y 7 estd en la imagen de g,
entonces supongamos que vy # a y sea A={l € N: v < g(I)}.

Dado que m € A sabemos que existe el min A = n por el buen orden de
los naturales. Observemos que n # 0 pues 0 € A por lo que n = k+ 1 para
algin k € N. Entonces g(k) < 7y debe ser que g(k) = « pues de otra forma
existirfa un elemento de w; entre g(k) y su sucesor, g(k) < v < g(k+1), lo
cual es una contradiccién a la definicién de g(k+1). Por lo tanto v € g[N].

Con esto concluimos que g[N] C wy es un segmento inicial isomorfo a los
naturales.

d) Sean o € wy limite y B = {8 € wy: 8 < a}. Notemos que B es un
segmento inicial de wy y este es propio pues o ¢ B. Entonces, por II,
podemos darle una enumeracién a B = {8, : n < w}.

Ahora, sea ag = [y y recursivamente sean a,y1 = Bin) para n < w,
donde k(n) = min{k < w: (a, < Br) A (Bn < Bi)} la cual, estd bien
definida por b). Tomamos entonces a A = {a,: n < w}, el cual cumple
que au, < Qp41 para cualquier n < w, esto por la definicién de k(n); por
lo que A cumple 1).

Ahora, dado que A C B, tenemos que « es una cota superior estricta de
A. Si suponemos que existe S € w; una cota superior de A tal que 8 < «,
entonces § € B, por lo que existe m < w tal que 5, = Sy 8 < Qumt1-
Esto implica que 8 no es cota superior de A, 4. Por lo tanto, sup A = .

e) Sea A ={a,:n <w} Cuwi, por I, existe a € wy cota superior estricta de
A. Ahora, sea B C w; el conjunto de cotas superiores de A; como o € B
y por el buen orden de wq, existe min B = sup A.

O

2.1.4. Corolario De c) obtenemos que 0 € wyq, pues N es segmento inicial de
wp y 0 =minN.

2.1.5. Definicién Dado a € w;.

= Los segmentos iniciales de forma { € w;: 5 < a} los denotaremos como
[0, ).

» Al conjunto de cotas superiores de « lo denotamos como [, w1) C wy.

= Al conjunto de cotas superiores estrictas de « lo denotamos como (o, w1) C
wi.
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2.1.6. Teorema Cualesquiera dos conjuntos bien ordenados que cumplen las
propiedades de wy, son isomorfos.

Demostracion. Aplicando un conocido teorema de teoria de conjuntos [HG, teo-
rema 5.15], sabemos cualesquiera dos conjuntos bien ordenados cumplen que;
uno es isomorfo a un segmento inicial del otro o, son isomorfos entre si.

Por lo tanto, por I del axioma y a) del teorema solo puede pasar que
los conjuntos son isomorfos entre si. O

2.1.7. Corolario Para cualquier A C w; no numerable, A es isomorfo a w.

Demostracion. Sea A C wq tal que A es no numerable. Sabemos que A tiene un
buen orden al ser un subconjunto de wy.

Primero veamos que A cumple I.

Sea S C A un conjunto numerable. Como S C wy, sabemos por I que existe
a € wy cota superior estricta de S, por lo que S C [0,«). El conjunto [0, «)
es un segmento inicial propio de wy y por II sabemos que [0, @) es numerable.
Ahora, como A es no numerable, se cumple que A ¢ [0, «). Entonces, existe
B € wy tal que B € A\ [0,). Notemos que o < 8y S € A. Por lo tanto, 3 es
una cota superior estricta de S contenida en A.

Ahora probemos que A cumple II.

Sean vy € Ay B={¢ € A: {( <~}. Notemos que B segmento inicial propio de
Ay B=AnNJ0,7). Entonces, dado que [0,7) un segmento inicial propio de w1,
por II tenemos que B es numerable.

De esta forma vemos que A cumple las propiedades de wy y por el teorema

A es isomorfo a w;. O

2.1.8. Corolario Dado A C wj, A tiene exactamente una de las siguientes
caracteristicas:

= El conjunto A estd acotado y es numerable.

= El conjunto A no estd acotado y es biyectable con wy.
Demostracion. Si A es acotado, sea B C wy el subconjunto de cotas superiores
de A. El conjunto [0,min B) C w; es un segmento inicial propio de w; que
contiene a A y por II, A es numerable

Si A es no acotado, significa que A es no numerable y por el corolario A
es isomorfo a wj. O
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2.2. Conjuntos club y estacionarios

En este seccién empezaremos definiendo unos subconjuntos de w; conocidos
como clubs para poder definir a los conjuntos estacionarios. Los conjuntos es-
tacionarios y sus propiedades seran fundamentales en el siguiente capitulo. El
teorema principal a demostrar en este capitulo es conocido como el lema de
Fodor.

2.2.1. Definicién Sea C C wi, llamaremos a C' un club si tiene las siguientes
caracteristicas:

= Si A C C numerable y A # (), entonces sup A € C.

= Para cualquier o € wy, existe 8 € C tal que a < 5.

La primer caracteristica nos dice que los subconjuntos C' son cerrados con la
topologia de orden, la cual no estudiaremos aqui pues su definicién sale del tema
principal de esta tesis; mientras que la segunda caracteristica nos dice que C' no
estd acotado en wy. Y es por esto que estos conjuntos son llamados club “closed
unbounded” en inglés).

2.2.2. Ejemplos
a) wp es un club por b) y por e) del teorema [2.1.3]

b) A= {a € wi: a es limite} es un club

Sea B = {am,: m < w} C A, por e) del teorema [2.1.3] existe o = sup B.
Sia & A existe § € wy tal que a = 5+ 1. Entonces 8 no es cota superior
de B, por lo que existe n < w tal que 8 < a,. Pero a,, < «, asi que
ay, € (8, a]. Entonces o = a,, € A, 4. De esta forma a € A y esto prueba
que A es cerrado.

Ahora sea f € w. Consideramos a fg = 8y Bnt1 = Bn + 1 para cada
n < w, entonces &« = sup{f,: n < w} € Ay f < a. Esto prueba que A es
no acotado.

¢) El conjunto de sucesores A = {a+ 1: a € w1} C wy no es club.
Sea A, ={n+1:n<w} CA. ComosupA, =w¢& A, Ano es cerrado.

d) Para cualquier o € wyq, [@,w1) es un club.

Sea a € wj. Por e) del teorema tenemos que si A C [o,wq) es
numerable y A # 0, supA € w;. Sea a9 = minA. Como a < ag y
ap < sup A, tenemos que a < sup A. Entonces supA € [o,w1) vy 4 es
cerrado.

Por otro lado, dado que 8 € [, wy), por b) del teorema sabemos que
existe 8+ 1 € [o,w1). Asi, A no es acotado.
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e) Dado f: w; — wi, el subconjunto A = {a € wy: f[0,a) C [0,a)} es un
club.

= El subconjunto A es cerrado. Dado B C A numerable y B # (), sea
8 =supB € w;. Dado a € [0,5), como o < 3, existe v € B con
a < v. Como v € A, f[0,v) C [0,7) v f(a) € [0,7). Como v € B,
v < . Entonces, f(a) € [0,8) y por lo tanto f[0,3) C [0, 3).

= El subconjunto A no es acotado. Sean o € wy y 79 = a + 1. Da-
do que f[0,7) es numerable, existe v = sup f[0,7) € wi. Por
induccién, supongamos que v, € w; estd definido. Como f[0,~,)
es numerable, podemos definir a v,41 = sup f[0,7,). Asi, sea v =
sup {yn: n < w} € wy.

Dado S € [0,7), existe k < w tal que 8 € [0,7v). Como f(8) €
f10,7%) € [0,7%+1) C [0,7), tenemos que S € [0,7v). Por lo tanto
YEAya<7 <.

f) El conjunto w no es un club pues estd acotado.

2.2.3. Teorema Dada una familia de clubs A = {C),: n < w} su interseccién
A también es un club.

Demostracion. Sea A C [).A numerable, con A # (. Como la (A C C, para
toda n < w, entonces sup A € C,, para toda n < w. Asi, el sup A € [ A por lo
que [ A es cerrado.

Ahora, sea @ € wy. Vamos a encontrar v € [].A tal que a < 7.

Construiremos una sucesién en wy de manera recursiva, para que dicho subcon-
junto esté contenido en el subconjunto de la cotas superiores de a.

Sea ag = «. Suponiendo que tenemos definido oy € w; para algin k < w,
escogemos un «(n,k) € C, N [ag,wi) para cada n < w. Ahora sean Ay =
{a(n,k): n < w} C wy y agr1 = sup Ag. Notemos que ay41 estd bien definido
por e) del teorema [2.1.3

Hemos definido C = {a;: ] < w} C wi, una sucesién estrictamente creciente.
Entonces, sean 7 = sup C, el cual estd bien definido por €) de

Veamos que para cadan < w fija se cumple que el elemento v = sup{a(n, k): k <
w}. Sea B, = {a(n,k): k < w} C C, para cualquier n < w.

Primero, v es cota superior pues a(n,k) < ag11 y ary1 < 7y para cada k < w.
Segundo, v es la minima cota superior pues de lo contrario, existiria § € w;
cota superior de B,, tal que 8 < ~. Por lo tanto existe m < w tal que 8 < ay,
y como a,, < a(n,m+ 1), 8 no es cota superior, 4. Entonces para cada n < w,
vy=supB,, porloquey € C,. Asia<~yyyeNA O
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2.2.4. Corolario La interseccién de un conjunto A = {Cp,C;...,Cr_1} de
clubs para algin n < w, es un club.

Demostracion. Sean A = {Cy,C}...,C,_1} un conjunto de clubs finitos y B =
ConCin---NCpr1NCpy---NCp, N ... donde C,, = C,_1 para cualquier
m < w. Por el teorema B es un club y dado que B C (., Cr = A, la
interseccién [].A es un club. O

2.2.5. Ejemplos Si a € wy, entonces B = {f € wy1: o < B, 5 es limite} es un
club.

El conjunto B de [2:27] es la interseccién de dos de los clubs que dimos en los

ejemplos |2.z. N . or 1o que Or €l corolario |£2.4. este también es
jemplos B:22)b) y 222 d). Por lo que, por el corolario .24 bié

un club.

2.2.6. Definicién Le diremos a un conjunto S C w; estacionario si para
cualquier club C' C w; se cumple que C NS # 0.

Gracias al corolario [2:2:4)y a que todo club es distinto del vacio, cualquier club
es estacionario.

2.2.7. Teorema Dado S C w; un conjunto estacionario, existe una colecciéon
{Sq: @ € w1} de estacionarios ajenos a pares, con S, C S, para toda a € w;.

Demostracion. La siguiente familia la usaremos para probar nuestro teorema:
A={ACwi: S\ A no es estacionario}

Esta familia tiene las siguientes caracteristicas:
1. Cualquier elemento de A es biyectable con wy.
2. La interseccién numerable de elementos de A estd en A.

Es importante primero notar que A # () porque w; € A. Si no fuese asf
tendrfamos que S\ w; = 0 es estacionario lo cual es falso.

Ahora probaremos 1 y 2.

1. Probaremos esta afirmacién por contraposiciéon. Sea A C w; tal que A no
es biyectable con wy. Gracias al corolario [2.1.8] sabemos que existe o € wy
tal que A C [0,«). Dado C cualquier club contenido en wi, la interseccién
D = CNJa,w;) es un club por el corolario m Por lo que SN D # 0.

Tomando en cuenta la contencién [o,w1) C wi \ A, tenemos que SN D =
SN(CNJaw))cCnNSN(w \A) =CnN(S\ A). Entonces CN(S\ A) # 0.
Dado que C' es un club arbitrario de wy, S\ A es estacionario y A ¢ A.
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2. Sea {A,: n < w} C A. Dado n < w, sea C, un club de w; tal que C, N
(S\ A,) =0. Se cumple que C' =, Cy es un club por el teorema 2.10. Por
la construccién de C' tenemos que C' es ajeno a la unién de los S\ A,,. Como
Unzw S\ An = S\, <., An se cumple que CN(S\ ), <., An) = 0. Por lo tanto
ﬂn<w A” € A

Continuando con la demostracion, definiremos unos subconjuntos de w;. Pri-
mero, para cada v € wi, sea fy: [0,7) — w inyectiva. Ahora, dados n < w y
« € wi, definimos el siguiente conjunto:

Az ={yewi: (v € (@,w1)) A (fy(a) =n)}

La coleccién {AZ: o € w1 y n < w} se llama matriz de Ulam. Ahora probemos
que los elementos de U tienen las siguientes caracteristicas:

a) Dados n,q, 5 € w; tales que n < w y o # B, la intersecciéon A” N Af = 0.

b) Dado a € wy, el conjunto wy \ |, A% es numerable.

n<w

Suponiendo que no se cumple a), existe v € w; tal que f(a) = fy(B) lo cual,
por la inyectividad de f,, implica que o = 3, 4.

Para b) primero notemos que w; \ (a,wi) es numerable pues wy \ (a,wy) =
[0,a] = [0,a+ 1) el cual es un segmento inicial propio de w;. Entonces compro-
bamos b) demostrando que (J,,_,, An = (o, w1).

C) Sea f € (a,wy), entonces « esta en el dominio de fz. Sea m = fz(w), esto
implica que g € A7.

D) Cualquier elemento de J, _,,
Por lo tanto |, A% = (o, w1).

AT pertenece a (o, wy).

n<w

Si fijamos a a € wi, la interseccion (), _ (w1 \ A%) = w1 \ U, =, A es nu-
merable por b), por lo que ), _, (w1 \ A%) € A por 1). Ademds, por ser una
interseccién numerable, podemos decir que existe k < w tal que w; \ A% ¢ A
gracias a 2), lo que implica que SN A’; es estacionario.

Como el a que fijamos fue arbitrario, tenemos que para cada o € wy existe un
g(a) < w tal que SN Ag(a) es estacionario. Esto define una funcién g: w3 — w.

Entonces sea By = {a € wy: g(a) = k}. Es claro por lo que se dijo al principio
de este parrafo que (J,_, Br = w1.

Por lo tanto, existe m < w tal que B, es no numerable y el conjunto {S N
AT o € By} es un conjunto no numerable de estacionarios contenidos en S,
todos ajenos entre si por a).

O

2.2.8. Ejemplos Por el teorema [2.2.7, encontramos una coleccién de w; esta-
cionarios que no son clubs ya que son ajenos por pares.
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La interseccién no numerable de clubs puede ser vacia. Por ejemplo la inter-
seccion [,¢,, [a,w1) = (). Sin embargo, podemos definir algo parecido a la
interseccién no numerable que resulta ser un club.

2.2.9. Definicién Sea {C,: @ € w;} una coleccién de clubs de w;. La inter-
seccién diagonal de la coleccion se define de la siguiente manera:

Apew,Co ={acwr: V8 < a(a € Ch)}

2.2.10. Lema La interseccién diagonal de una coleccién {Cy,: o € wy} de clubs
es un club.

Demostracion. Sea C' = Ayew, Ca.

1. Primero veamos que C' es cerrado. Sea A C C numerable y A # ). Por e) del
teorema se cumple que A = sup A € wy. Tenemos que probar que A € C.
Entonces, sean 5 € [0,A) y Bg = AN (B, w1).

Afirmacion 1. Para cada 8 < A, sup Bg = .

Primero notamos que Bg # (). De no ser asi tendriamos que § = AN (B,w1) =
AN\ 0, ] asf que A C [0, 8]. Esto implica que S es cota superior de A y como
B < A, tenemos una .

Supongamos que existe n € w; tal que 7 es cota superior de Bg y n < A. Notamos
que A = (AN[0, B))U(AN(B,w1)) = (ANJ0, B])UBgs. Sea k € ANJ0, 5], entonces
k < B. Como B < 7, tenemos que k < 7. Por lo tanto, 1 es cota superior de
AN |0, ]. Entonces, n seria cota superior de A, 4. Por lo tanto sup Bg = A, lo
cual prueba la afirmacién 1.

Ahora, sea o € Bg. Notemos que o € C, porque Bg C A C C,y f < «. Esto
implica que o € Cg, por lo tanto Bg C Cj. Como Bg es numerable y sup Bg = A,
tenemos que A € Cg, pues Cg es un club. Esto ocurre para cualquier 8 € [0, A),
es decir: para todo 8 < A, A € Cg. Entonces A € C. Por lo tanto, C' es cerrado.

2. Ahora solo falta probar que C' es no acotado. Dado v € wy, hay que encontrar
v € C tal que v < v. Construiremos por recursién una sucesién de la siguiente
manera.

Sea v9 = 7. Dado n < w, supondremos por hipétesis de induccién que ya estén
construidos los 7; con i € [0,n]. Notemos que ({C¢: ¢ < 75} es un club, por
el teorema m Entonces podemos tomar a v,4+1 € (J{C¢: ¢ < v} tal que
Yn < Yn+1- Con esto concluimos la construccion de los v,.

Afirmacion 2. Para cualquier m < w se cumple que

{y:m <k} [ {Cc: ¢ < m}-
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Sea k = m, entonces m+ 1 < ky asi m < k — 1. Notemos que v, < Ve_1
pues la sucesién {y,: n < w} es creciente. Por lo tanto (\{C¢: ¢ < vk—1} C
(HCe: ¢ < vm} v € W{Ce: ¢ < yx—1} por construccién de los 7,. Y asi,
Y € ({C¢: ¢ < vm}. Esto prueba la afirmacién 2.

Sea v = sup{y,: n < w}.
Afirmacidn 3. Para cualquier | < w, v = sup{yx: | < k}.

Dado que la sucesién es creciente, tenemos que el supremo de la sucesién es
igual al supremo de cualquier cola de la sucesion. Lo cual prueba la afirmacién
3.

Finalmente comprobemos que dado k < v, v € C,;.. Como k < v, existe [ < w tal
que k < 7. Entonces, por la afirmacién 2 tenemos que {yz: | < k} C ({C¢: ¢ <
i}ty como k <y, (W{Cc: ¢ <} C Cy. Por lo tanto, {vx: | < k} C Cy. Ahora,
por la afirmacién 3, sabemos que v = sup{vx: ! < k} y dado que Cj, es cerrado,
vel,.

De esta forma concluimos que vy < v y que v € C. O

2.2.11. Definicién Dado S C wi, una funcién f: S — w; es regresiva si para
cualquier a € S con a # 0, f(a) < .

Finalmente llegamos al teorema mé&s importante sobre los estacionarios para
esta tesis, el lema de Fodor.

2.2.12. Teorema (Lema de Fodor) Sean S C w; un estacionario y f: S — wy
una funcién regresiva. Entonces existe 8 € w; tal que f< (3) es estacionario.

Demostracion. Probaremos este teorema por contradicciéon. Supongamos que
para cada « € wy, Ay = [ (a) no es estacionario. Entonces existe C,, C wy
club con C, N A, = 0. Ahora, sea C = A,cw, Co. Notemos que C es un club
por el lema [2.2.10} por lo que C' NS # (). Entonces, sea 8 € C N S. Dado
que f(B) < B, B € Cyg). Pero también 3 € f<(f(B)) = As(s). Por lo tanto
BeCrpNape, b

O
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Capitulo 3

Espacios de Baire

3.1. Definicién y propiedades basicas

Los espacios de Baire son una generalizacién natural de los espacios métricos
completos. También, el teorema de categoria de Baire es usado en varias apli-
caciones. Para mayor informacién, consultar la referencia [KE].

3.1.1. Definiciéon Sea X un espacio topolégico. El espacio X es de Baire si
para cualquier {U,: n < w} C X, donde U, es un abierto denso de X para toda
n < w, (J{Un: n < w} es denso.

La propiedad de ser un espacio de Baire es una propiedad topoldgica. A conti-
nuacién veremos dos ejemplos de espacios de Baire.

En el siguiente teorema usaremos que todo espacio compacto Hausdorff es re-
gular ([EN teorema 3.1.9]).

3.1.2. Teorema Los espacios compactos Hausdorff son espacios de Baire.

Demostracion. Sean X un espacio compacto Hausdorff y {U,,: n < w} C X una
coleccién de abiertos densos. Ahora tomemos a un U € 7x \ {#} y probemos que

interseca a ), Un-

Por la densidad de Uy, se cumple que Uy N U # () y por la proposicién
existe Vg € 7x \ {0} tal que Vo C UyNU pues este 1ltimo también es abierto. De
la misma manera, tomando a Uy, tenemos que Uy NVy # 0 y existe V1 € 7x \ {0}
tal que Vi C U1NVy. Podemos seguir recursivamente hasta obtener una coleccién
de abiertos no vacios {V,,: n < w} tales que Vo C UgNU y Vyy1 C Upi1 NVy
para todo n < w.
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Notemos que para cualquier n < w se cumple que V11 C V;,. Cuando una suce-
sién de conjuntos cumple esta propiedad se les conoce como conjuntos anidados.

Ahora notemos que los elementos de V = {V},: n < w} estdn igualmente anida-
dos, por lo que dado {ng,n1,...,nx} Cwcon k < w, ﬂmkw =V, # 0, donde
m = min{ng,n1,...,nx}. A esta propiedad de la coleccién V se le conoce como
propiedad de interseccién finita. En un espacio compacto, cualquier coleccion
de cerrados con la propiedad de la interseccién finita tiene interseccién no vacia
(ver [EN], 3.1.1]), por lo que se cumple que ), Vi # 0.

Finalmente, como (-, Vi C (N2, Un) NU y U era un abierto no vacio
arbitrario, concluimos que (), ~w Un es denso y por lo tanto, X un espacio de
Baire. U

Antes del siguiente teorema recordamos el siguiente hecho: dado un espacio
métrico (X, d), si r < s, sucede que Bs(x,r) C Bs(z,s) para cualquier z € X.

3.1.3. Teorema Los espacios métricos completos son de Baire.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico completo y {U,: n < w} C X
una coleccién de abiertos densos en topologia generada por la métrica. Ahora
tomemos a un U € 75 \ @ y probemos que interseca a ) U,, como lo hicimos
en la prueba del teorema 3.1.2.

n<w

Tomando a Uy, se cumple que Uy NU # (), por la densidad de Uy, y que Uy N U
es un abierto. Entonces, sean xg € Uy N U y Bs(xg,1r0) CE) N U, definimos a
By = Bs(xo,€0) donde eg = min{ry/2,1/2}. Notemos que By C Bs(zo,70)-

De manera similar, tomando a Uj, tenemos que Uy N By € 75 \ 0. Entonces,
sean 1 € Uy N By y Bs(x1,71) C Uy N By, y definimos a By = Bs(x1,€1) donde
€1 = min{ry/2,1/3}.

Siguiendo de manera recursiva, obtenemos una coleccién de abiertos basicos
{Bn:n < w}, donde B, = Bs(zn,€n) y €, = min{r,/2,1/(n + 2)}, tales que
By cUyNU y Bypy1 CUpq1 N B, para todo n < w.

Notemos que {z,,: m < w} es una sucesién numerable en X y probemos que
es una sucesién de Cauchy. Asi, dado € > 0, como lim; .., €¢; = 0, existe n < w
tal que €, < e. Entonces B, € Bs(zn,€) y como la subsucesién {zj: n =
k < w} C By, sucede que 6(zy, xx) < € cuando n < k. Por lo tanto la sucesién
{Zm: m < w} es una sucesién de Cauchy y, por la completitud de X, la sucesién
converge a un punto x € X.

Como vimos en el parrafo pasado, dado k < w, {z;m: k < m < w} C By. Por
lo que cualquier subsucesién de la sucesién {z,,: m < w} converge a x. Por lo
tanto x € B,,, para cualquier m <wy z € ﬂn<wBin C (ﬂer Un) NU; y como
U fue un abierto arbitrario, concluimos que (1, -, U, es denso y por lo tanto X
es un espacio de Baire. O
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El siguiente es un ejemplo de un espacio que no es de Baire.

3.1.4. Ejemplos El conjunto de niimeros racionales Q no es de Baire.

Demostracion. Tomemos a Q C R con la topologia de subespacio de R. Dado
g€ Q,sealU, =Q\ {¢}. Como Q es Hausdorft, los puntos son cerrados asi que
el conjunto U, es un abierto en Q.

Para ver que U, es denso hay que probar que 7(1 = Q. Para esto solo falta
probar que g € 7(1’ Sea V' € 1g tal que ¢ € V, entonces existen a,b € R tales
que ¢ € (a,b) N Q C V. Entonces (a,b) N U, # 0, que implica V N U, # 0.
Entonces ¢ € U, y U, = Q.

Ahora, sea U = {U;: ¢ € Q}. Como U es un conjunto numerable de abiertos
densos y (U = 0, tenemos que Q no es un espacio de Baire. O

Ahora notemos un par de propiedades de los espacios de Baire.

3.1.5. Lema Sean X un espacio de Baire y U C X un abierto. Entonces U es
un espacio de Baire.

Demostracion. Sea {U,: n < w} una coleccién de densos abiertos en U. No-
temos que entonces U, es abierto en X para todo n < w. Ahora, sea V C U

abierto no vacio en U, tenemos que probar que V interseca a ), _,, Un.

Dado k < w, tenemos que U C U, y U C Uy; por lo que, para cualquier n < w,
UnU(X\U) es denso abierto en X pues UU(X\U) € U,UX \U = U, U (X \ D).
Entonces (N, (U, U(X\TU)) = (N, Un) U (X \U) es denso en X.

Entonces, como V también es abierto en X, tenemos que

V() (U U(X\T)) #0

n<w

y como V C U, debe ser que V N (ﬂn<w Un) # ). Por lo tanto (1, Un es
denso en U y U es un espacio de Baire. O

3.1.6. Lema Sea X un espacio topoldgico. Si existe A C X tal que A es denso
y de Baire, entonces X es un espacio de Baire.

Demostracion. Sea {U,: n < w} C X una coleccién de abiertos densos.

Para cada n < w sea V,, = U, N A. Estos conjuntos son abiertos en A por
definicién y son no vacios por la densidad de A; ademads, por el lema son
densos en A pues A C V,, para cualquier n < w. De esta forma, tenemos que
< Vi €s denso en A.
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Debido al conocido hecho de que un denso dentro de un denso, es denso en todo el
espacio, tenemos que (), V,, es denso en X; y dado que (,,_,, Vi C (1,0, Uns
M~ Un es denso en X. O

3.1.7. Ejemplos Existe un espacio de Baire X con F' C X cerrado tal que F'
no es de Baire.

Demostracion. Sean IIt = {(z,y) €e R*: y > 0} y F = {(¢,0) € R*: ¢ € Q}.
Tomemos a X = IIT U F. Dado que IIT = {(z,y) € R2: y > 0}, tenemos que
It U F C II, por lo que ITT es denso de X.

Por otro lado, sabemos que R? es métrico completo y por el teorema R?
es de Baire. Como vimos al final de la seccién 1.3, R? ~ II*. Por lo tanto, IT+
es de Baire.

De esta forma, por el lema tenemos que X es un espacio de Baire. Ademas
F es un cerrado de X que no es de Baire pues F ~ Q. O

3.2. Productos de espacios de Baire

Existen propiedades que se preservan bajo productos, por ejemplo, la compa-
cidad se preserva bajo productos arbitrarios ([EN| teorema 3.2.4]). Mientras
que la propiedad de ser completamente metrizable se preserva bajo productos
numerables ([EN| teorema 4.3.12]).

Veamos un caso en el que la propiedad de espacio de Baire se preserva bajo el
producto de un par de conjuntos de Baire. Para la prueba del siguiente teorema,
usamos la sugerencia que aparece en el ejercicio 3.9.J.(c) de [EN].

Antes de esto notemos algo que usaremos en la prueba. La i-ésima proyeccion
m; de cualquier producto cartesiano manda abiertos en abiertos. Y esto es cierto
porque la i-ésima proyeccién de cualquier abierto basico del producto es un
abierto en la i-ésima entrada, lo cual es cierto por la forma de los abiertos
bésicos del producto cartesiano.

3.2.1. Teorema Dados dos espacios de Baire X y Y, el espacio X x Y con la
topologia producto es de Baire si uno de los dos espacios es segundo numerable.

Demostracion. Sea GG, un denso abierto de X x Y para toda n < w. Dado W
un abierto no vacio de X x Y, tenemos que probar que W N (ﬂn < Gn) # .

Sin perdida de generalidad, supongamos que Y es segundo numerable y sea B
una base numerable de Y.

Afirmacion 1. Dados n < wy B € B, la proyeccién mx[Gy, N (X x B)] es denso
abierto en X.
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Que Tx[G, N (X x B)] es abierto se obtiene de que G,, N (X X B) es abierto en
X x Y y de que la proyeccién en X manda abiertos en abiertos.

Para probar que 7x[G, N (X X B)] es denso, tomemos un U € 7x \ {0} v
probemos que mx[Gn, N (X x B)|NU # 0.

Como U x B € 7xxy \ {0} sucede que G,,N (U x B) # 0, asi que tomamos a un
(x,y) € GoN(UxB).Porlo que z € mx[G,N(UXB)] y como 7x[G,N(UxB)] C
mx|[Gn N (X x B)], z € nx[G, N (X x B)]NU. O

Sea D = ({nx[Gn, N (X X B)]: n < w,B € B}. Por la afirmacién 1, D es
interseccién de una cantidad numerable de densos abiertos. Como X es espacio
de Baire, D es denso.

Afirmacion 2. Dados x € Dy k < w, el conjunto H, , = {y € Y: (z,y) € G}
es denso abierto de Y.

Primero probemos que H, ;, es abierto en Y encontrando un abierto dentro de
H, . Empecemos tomando a un y € H,, entonces (z,y) € Gy y dado que
G, es abierto en la topologia producto, existe un abierto bésico U x V' con
(xz,y) € UxV C Gg. Ahora vamos a probar que V C H, . Sea z € V, entonces
(x,2) eUXxV CGyporlotanto z € Hyp y V C Hy .

Ahora solo falta probar que H, j es denso en Y. Como lo hemos hecho antes,
tomaremos un V' € 1y \ 0 y probaremos que V' N H, ) # 0.

Dado que V' es abierto, existe B € B tal que B C V' y como z € 7x[Gj N
(X x B)] tenemos que x € mx[Gr N (X x V’)]. Entonces existe y' € V tal que
(x,y) € Gy N (X xV')porloquey € Hyy y V' NH, # 0.0

Para concluir, como W es abierto en X x Y, existen U € 7x \ {0} y V €
7x \ {0} tales que W = U x V. Como D es denso en X, existe p € U N D.
Como {H,,: n < w} son densos abiertos en Y y Y es de Baire, existe ¢ €
VN (M=o Hp,n)- Dado que {p} x H,,, C G, para cualquier n < w, sucede que
{p} x Ny=w Hp,n C Ny, G- Por lo tanto (p,q) € W N (N2, Gn)-

O

Después de analizar un poco a los espacios de Baire, podriamos hacernos la
siguiente pregunta, jes el producto de dos espacios de Baire también de Baire?
La respuesta a esta pregunta es que no, este sera el teorema principal de la
tesina.

3.2.2. Teorema (P. E. Cohen) Existen espacios X, Y metrizables de Baire tales
que X X Y no es de Baire.

El teorema de Cohen y su demostracién original puede consultarse en [CO].
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Notemos que los espacios del teorema 3.2.2 no pueden ser segundo numerables
por el teorema 3.2.1 La prueba del teorema 3.2.2 sera la conclusion de este
capitulo. Nosotros daremos una prueba de Ken Kunnen y William G. Fleissner
[FK]. En el articulo [FL] viene un resumen de [FK]. También se consulté la
presentacién [AA].
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Capitulo 4

Dos espacios métricos de
Baire cuyo producto no es
de Baire

De forma andloga a la definiciéon definimos a B = wy con la topologia
producto, donde w; es discreto. Para esta parte, definiremos subespacios de B
usando conjuntos estacionarios. Se va a probar que existen dichos subespacios
que son espacios de Baire, cuyo producto no es de Baire. Al final de esta seccién
encontraremos la prueba del teorema la cual sera una consecuencia de un
par de proposiciones desarrolladas en esta misma seccion.

4.0.1. Definicién
a) Si ¢: w — wy, definimos a ¢* = sup{p(n): n < w}.
b) Si A C wy, definimos a A* = {¢ € B: ¢* € A}.

4.0.2. Ejemplos

= El conjunto wi = B. Dado que B es el conjunto de todas las sucesiones
numerables de wy, por 2.3.e) obtenemos la igualdad.

= El conjunto #* = (). Esto se cumple por vacuidad.

4.0.3. Definicién Sea f € w] donde n < w.

= Dado g € wi", donde m < w, definimos la concatenacién de f y g como:
fﬁg = <f07 .. '7fn717gO7' .. 7gm71> S w?+m C w]_<w~
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= Para ¢ € B, la concatenacién de f y ¢ es:

f/\d):<f07"'7fn—17¢0;"'3¢k7"'> GB'

4.0.4. Lema Si A C w; es no acotado, A* es denso en B.

Demostracion. Sea f = (fo, f1,-- -, fn—1) € wr* una sucesién finita de w;. Dado
que A es no acotado, existe a € A tal que méx{fo, f1,..., fn—1} < a. De esta
forma, definimos ¢ = f ™ {a,a,...) € B. Como ¢* = a, entonces ¢ € A* N (f).
Por lo tanto A* es denso en B. O

4.0.5. Proposicién Si A, B C w; son no acotados y ajenos, A* x B* no es de
Baire.

Demostracion. Para cada n < w, definimos a:

Dy = {{¢,9) € A" x B*: méx{¢(n),¢(n)} < min{¢",¢"}}
Afirmacién 1. D, es abierto en A* x B*.

Sea (¢,v) € D,. Dado que min {¢*, *} < ¢* y min {¢*,¢*} < ¢* tenemos que
existen k,l < w tales que max {p(n),v(n)} < ¢(k) y max {o(n),¥(n)} < ().
De esta forma, sean m = méx{n+ L,k+ 1,I+ 1}, f=¢ [my 9= [m.

Ast, (¢, ) € ({(f)NA*) x ({(g N B*) =U y como U es un abierto en A* x B*,
solo haria falta probar que U C D,, para comprobar que D,, es abierto.

Sea (8, A) € U, como (8, A) € (f) x {g), {(f) COy (g) CA Como 8(k) € (f)y
A(l) € (g), se cumple que (k) < 0* y A(l) < A*. Dado que max {6(n), A(n)} <
0(k) y méx {0(n), A\(n)} < A(l), obtenemos que méx {f(n), A\(n)} < min {6*, \*}.
Por lo tanto (6, \) € D,,. O

Afirmacion 2. D, es denso en A* x B*.

Para probar que D,, es denso, bastard probar que U N D,, # () para cualquier
abierto no vacio U. Podemos suponer que U = ((f) N A*) x ({g) N B*), donde
fewr gecwlymk <w. Entonces, sea (¢,9) € ((f) N A*) x ({(9) N B*) y
tomemos a p =mix{n+1,m} y a ¢ = max{n+ 1, k}.

SiX € {A, B}, definimos a{x = min {a € X: max {max(¢ [,), max(¢ [4)} < a},
que existe ya que X es no acotado. Entonces, scan o4 = (¢ [p) " (€4,84,...) €B

)
yop = l4) " (B,¢B,...) € B. Dado que (04)* =&a y (0B)* = B, tenemos
que (oa,08) € (UND,)y D, es denso. O

Ahora supongamos que existe un (9, \) € (), ., D

n<w N
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Notemos que 8(n) < max {#(n), A\(n)} y A(n) < max{0(n), A(n)} para cada n <
w. Por lo que (n) < min {6*, \*} y A(n) < min {6*, \*} para toda n < w. Esto
implica que 0* < min {0*, A\*} y A* < min {6*, \*}. Pero como min {6*, \*} < 6*
y min{6*, A*} < \* tenemos que 0* = min{6*, \*} = \* € AN B, 4. Por lo
tanto A* x B* no es de Baire.

O

4.0.6. Definicién Sea D C B un denso abierto. Una funcién 6: wi® — wy®

es D - compatible si para cualquier f € wy® se cumple que f C 6(f) v

) c{fHnD.

4.0.7. Lema Sea D C B un denso abierto. Existe 6: wy® — wi que es D -
compatible.

Demostracion. Consideremos un elemento f € w]’ para algin n < w. Sea U =
(f) N D, notemos que existe ¢ € U pues D es denso. Ademds U es abierto pues
D y {f) son abiertos, por lo que existe g € w¥ con k < w, tal que ¢ € (g) C U.
Notemos que g = ¢ [,. Ahora, sean m = méx{n,k} v §(f) = ¢ [,n. Entonces

Fco(f)=olmy (6(f)) clg) c{fHnD. N

4.0.8. Definicién Sea §: w* — w. Diremos que un vy € w; es punto fijo
de § si §[y<¥] C y<¥.

4.0.9. Proposicién Para cualquier §: w* — w, es un club el conjunto
Cs = {a € w1 : « es punto fijo de 6}.

Demostracion.

s El conjunto Cs es cerrado. Sea A C Cs numerable y A # (. Sea a =
sup A € wi. Si a € A, a € Cs, entonces supongamos que o ¢ A.

Sea f € a<“. Entonces f € o™ para algiin n < w, por lo que f =
<f(0)7f(1)77f(n_1)> €am.

Asi, existe 8 € A tal que méx {f(0), f(1),...,f(n—1)} < 8 < . Por lo
tanto f € 8<% y como S es punto fijo de §, §(f) € <% C a<“. Con esto
probamos que §[a<*] C a<“. Por lo tanto a € Cj.

= El conjunto Cs no esta acotado en wj.

Dado a € wy, sean A, = {mdx (6(f)): f € =¥} C w1 y h: w1 — wy la
funcién tal que h(a) = sup {méx (6(f)): f € a<¥} € wy. Como A, C wy
es numerable, h estd bien definida.
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Sea C = {a € wr: h[0,a) C [0,0)} N {a € wi: « es limite}. Como el
subconjunto C' es la interseccion de conjuntos como los de los ejemplos b

y e de[2:2.2] C es un club.
Si comprobamos que C' C Cs, probaremos que Cs no es acotado.

Sea ¢ € C. Para probar que ¢ € Cs, se debe cumplir que para cualquier
f e ¢ 6(f) € ¢<“. Entonces, sea m < w con f € ¢"™. Dado que ( es
limite, tenemos que v = max {f(k): k < m} < (.

Tomemos a € = v+ 1. Dado que ( es limite y v < (, tenemos que € < (' y
feew.

Notemos que méx (6(f)) < sup {méx {d(g): g € e<“}} = h(e). Dado que
€ < ¢, tenemos que h(e) < ¢. Por lo tanto 6(f) € (¥ y ¢ € Cs.

O

4.0.10. Proposicién Dado A C w; estacionario, A* es de Baire.

Demostracion. Sea D = {D),: n < w} una familia de densos abiertos en A*.
Vamos a probar que (YD NU # () con U cualquier abierto no vacio en A*.

Podemos suponer que U es un abierto basico en A*. Entonces, existe f € wy*
tal que U = (f) N A*, pues (f) es un abierto basico de B. Como f € wy“, existe
m < w tal que f € wi™.

Para cada n < w existe D,, un abierto en B tal que D/, = D,, N A*. Por el lema
tenemos que A* es denso en B, por lo que D!, es denso en B. Entonces,
como D!, C D,, D,, también es denso en B.

Gracias a que D, es denso abierto, D,, induce una funcién 6, : W — w® que
es D - compatible. Entonces, para cualquier g € wi, (8,,(g)) C (g) N D,,.

Por otro lado, sean C,, = {a € wy: « es punto fijo de §,,} para cadan < w y
C =,,<w Cn- Notemos que C' es un club.

Tomemos

v € (méx{f(n): n <m}+1,w)N{a €wr: aes limite} NC) N A.
Como ~ es limite, existe G = {v,: n < w} C w; tal que supG = .
Ahora, sea fo = f. Suponiendo que tenemos f € wy® para algin k < w,
definimos de manera inductiva fr11 = 0k (fr) " V-

Afirmacion 1. fr € fre1 para cualquier k < w.

Dado que dy es D - compatible, tenemos que fr C 6x(f) C fr+1-
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Afirmacidn 2. f € <% para cualquier k < w.

La funcién fo = f € v<%, ya que méx{f(n): n < m} < . Suponiendo que
fr € v<¥, como v es punto fijo de 0, dx(fx) € v<“. Y, dado que v < 7,
frev1 = 0k(fi) vk € =Y.

Sea ¢ = [y, fr- De las afirmaciones 1y 2, y el lema|1.4.10, ¢ es una funcién
tal que el dom(¢) =w y la im(¢) C [0,7). Entonces ¢ € v~ C B.

Primero veamos que ¢ € [, -, Dr N (f).

Sea k < w. Como 6x(fx) C fer1 C ¢, ¢ € (5x(fr)). Puesto que ) es D -
compatible, ¢ € Dy. Si k =0, fr = f. Més atin, como ¢ € (§o(fo)) v do es D -
compatible, tenemos que ¢ € (f). Por lo tanto, ¢ € (), .., Dx N (f).

Ahora veamos que ¢* = v € A y por lo tanto, ¢ € A*.

Como ¢ € v<¥, tenemos que ¢* < 7. Por otro lado, para cualquier k < w,

Vi € im(f+1). Por lo que v € im(¢) y dado que v =sup {yx: k < w}, v < ¢*.
Entonces ¢* = ~.

De esta forma concluimos que ¢ € (), DN (f)NA* = [, (DrNA*)N(f) =
ﬂDﬂUf.

O

Estamos listos para demostrar el teorema [3.2.2] el objetivo principal de este
trabajo.

Prueba del teoremal3.2.2. Sean Ay B estacionarios ajenos de w;. Notemos que
tanto A* como B* son subconjuntos del espacio métrico B, por lo tanto A* y B*
son espacios métricos. Mds atn, por la proposicién [1.0.10] A* y B* son espacios
de Baire. Y finalmente, por la proposicién [£.0.5] A* x B* no es de Baire. O

Ahora veamos un ejemplo de un espacio de Baire cuyo producto consigo mismo
ya no es espacio de Baire.

4.0.11. Ejemplos Existe un espacio métrico de Baire X tal que X2 no es de
Baire.

Sean X y Y, espacios métricos de Baire tales que X X Y no es de Baire. Consi-
deramos la suma ajena X @Y, que describimos a continuacién.

Dado cualquier espacio topolégico Z e i € {0, 1}, la proyeccion mo: Z x {i} = Z
es un homeomorfismo. Entonces, dado que X ~ X x {0}, Y =~ YV x {1} y
(X x{0}) N (Y x {1}) = 0, podemos suponer que X NY = (). De esta manera,
podemos definir a X &Y como la union X UY, donde U C X @Y es abierto si
y s6lo si U N X es abiertoen X y UNY es abierto en Y.
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Ahora demostremos que X @Y es de Baire. Sea {U,: n < w} C X @Y una
coleccién de abiertos densos. Dado n < w, U, N X y U, NY son abiertos densos,
por el lema en X y Y respectivamente. Como X y Y son espacios de
Baire, 1, (Un N X) y (,2,(UnNY) son densos en X y Y respectivamente.
Por lo tanto, (J{U,: n < w} esdensoen X @Y y X @Y es un espacio de Baire.

Notemos que, dado que X y Y son espacios métricos, la suma ajena X ®&Y
también es un espacio métrico [EN| theorem 4.2.1].

Usando el ejercicio [EN| Exercise 2.3.A], tenemos que:
(XpY)x (XaY)=XxX)UX xY)U¥ xX)U(Y xY)

entonces (X @ Y)? tiene al menos un subconjunto abierto que no es espacio de
Baire y por el lema (X @ Y)? no es espacio de Baire.

O

Observemos que la existencia de un espacio con las caracteristicas del ejem-
plo nos brinda otro ejemplo de espacio que es de Baire pero no es ni
métrico completo ni compacto Haudorff ya que estas dos ultimas propiedades
se preservan bajo productos numerables.
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Capitulo 5

Espacios definidos con
juegos

En este capitulo veremos el juego topoldgico de Choquet, con el cual podre-
mos crear nuevos espacios que también son espacios de Baire y cuyo producto
cartesiano mantiene su propiedad. La mayoria del contenido de este capitulo se
obtuvo de [KE].

5.1. Espacios de Choquet

5.1.1. Definicién Sea X un espacio topolédgico. El juego de Choquet en X,
que denotamos como Cx, es un juego de w turnos donde dos jugadores, que
llamaremos Alicia y Beto, deberdn escoger subconjuntos de X de la siguiente
manera;

= En el turno 0, Alicia debe tomar algin abierto no vacio Uy; después de
esto, Beto debe tomar un abierto no vacio Vy C Uy.

= En el turno n + 1, Alicia debe escoger un abierto no vacio U,41 C Vi;
después de esto, Beto debe escoger un abierto no vacio V41 C Up41.

Diremos que Beto gana el juego si se cumple que [ V,, # 0, de otra forma

el juego lo ganara Alicia.

n<w

Notemos que en el juego de Choquet se cumple que [, _,,
V,, C U, para cualquier n < w se tiene la contencién ﬂn<w
Como U, 41 C V,, entonces

ﬂUnC m Un:mUH—lC mvna

n<w 1<n<w T<w n<w

Un = (Ny<w Vn- Como
n 2 mn<w Vn
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y obtenemos la otra contencién (1, Un C -, Va-

5.1.2. Definicién Sea X un espacio topoldgico. Usando ideas similares a[I.4.7]
y definimos el &rbol de jugadas vilidas en Cxy como

T = {(Wo, .. .,Wn>2 n < w,W < TL(Wl €TXx \@),VZ < TL(WiJrl C Wl)}

5.1.3. Definicién Sean X un espacio topologico y T el arbol de jugadas vélidas
en Cx. Llamaremos la n-rama de 7" al conjunto 7" =T N 7%.

Notemos que la n-rama de T estd formada por sus elementos de longitud n.
Debido a esto y a que 7% = {0}, la O-rama es vacfa.

A continuacién veremos cémo describir una forma en la que cualquier jugador
del juego de Choquet puede asegurar la victoria del juego.

5.1.4. Definicién Sean X un espacio topolédgico, C'x el juego de Choquet y T'
un arbol de jugadas validas.

= Diremos que o; C T es una estrategia ganadora para Alicia si:
a) Existe Uy € 7x \ {0} tal que o9 NT" = {{Up)}

b) Dado n < w, si (Ug, Vo, ..., Un, Vi) € 01 NT?"F2 entonces existe un
tinico Un+1 € TX\{Q} tal que <U0a VO> ey Una Vn, Un+1> S 010T2n+3.

c) Dado n < w, si (Up, Vo,..., Vuo1,Upn) € o1 NT? L entonces se
cumple que para cualquier V;, € 7x \{0}, (Uo, Vo, - - -, Vt1,Un, Vi) €
g1 N T2n+2.

d) Si suponemos que existen U,, y V,, abiertos no vacios tales que
<U07 %a ceey Un, Vn> co1 N T2n+2

para toda n < w, entonces (N, U, = 0.

= Diremos que o2 C T es una estrategia ganadora para Beto si:
a) La interseccién oo NTT = T*.

b) Dado n < w, si (U, Vo, .-, Vu_1,Upn) € o2 NT?" 1 entonces existe
un tinico V;, € 7x \{0} tal que (Ug, Vo, ..., Vi1, Un, Vi) € aoNT?+2,

¢) Dado n < w, si (Ug, Vo, ..., Upn, Vp,) € 0o NT?"*2 entonces se cumple
que para cualquier U,1 € 7x \ {0}, (Uo, Vo, ..., Un, Vo, Uny1) €
g9 n T2n+3.

d) Si suponemos que existen U,, y V,, abiertos no vacios tales que
<U07 %a ey Una V;L> € 09 N T2n+2
Vi, # 0.

para toda n < w, entonces [, _,,

35



La definicion recién dada de estrategia ganadora para el juego de Choquet,
estd hecha de manera formal; sin embargo, cuando describamos una estrategia
ganadora después en este trabajo, lo haremos de una forma intuitiva que nos
dard una idea de cémo poder hacerla formalmente.

Cuando un subconjunto del arbol de jugadas validas en el juego de Choquet
cumple con las tres primeras caracteristicas de una estrategia ganadora para
Alicia o Beto, le llamaremos solamente estrategia para Alicia o Beto, respec-
tivamente.

Ahora vamos a ver un teorema sobre como el juego de Choquet nos puede
ayudar a determinar si un espacio es de Baire. Antes de llegar a este teorema
probaremos unos resultados preliminares que nos van a ayudar con la prueba
del teorema.

5.1.5. Definicién Una familia celular en un espacio topoldgico X es una co-
leccién de abiertos U tales que para cualesquiera U,V € U con U # V, implica
que UNV = 0.

5.1.6. Lema Sea X un espacio topoldgico y O € 7x \ {#}. Supongamos que
existe una funcién ¢: 7o \ {0} — 70 \ {0} tal que ¢(U) C U para cualquier U €
70 \ {0}. Entonces existe una familia V C 7o \ {0} tal que U = {¢(V): V € V}
es celular y [JU es denso en O.

Demostracion. Sea € el conjunto de todas las familias V de abiertos no vacios
de O tales que {¢(V): V € V} es celular. La inclusién estricta de conjuntos es
antisimétrica y transitiva asi que consideraremos el orden parcial de la inclusion
(no estricta) en €.

Usamos el lema de Kuratowski-Zorn para encontrar un elemento maximal de €.
Como O € 70 \ {0}, sucede que {O} € €, pues {¢(O)} es celular. Por lo tanto,
CH#0.

Ahora tomemos una cadena § C € y probemos que existe una cota superior en
¢ para §. Si F € §, tenemos que F C |JF. Si probamos que |JF € €, entonces
se seguird que |J§ es una cota superior de §.

Para probar que |J§F € €, tomemos a cualesquiera dos elementos U,V € |JF
tales que U # V y comprobemos que ¢(U) N ¢(V) = . Como U,V € 3T,
existen H,L € Fcon U € Hy V € K, y como § tiene un orden lineal sucede
que H C K o K C H. Asi que U y V pertenecen a la misma familia en §, es
decir, ¢(U) N (V) = 0.

Por lo tanto, por el axioma ¢ tiene un elemento maximal V tal que U =
{#(V): V €V} es celular.

Notemos que [JU es denso en O. De lo contrario, existe un W € 7o \ ) que no
interseca a algin elemento de U. Como ¢(W) C W, ¢(W) tampoco interseca
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a algin elemento de U. Entonces V U {IWW} es un elemento de € estrictamente
mayor que V, lo cual es una contradiccion a la maximalidad de V.

Por lo tanto, existe una familia V C 7o \ {0} tal que U = {¢p(V): V € V} es
celular y |JU es denso en O. O

5.1.7. Lema Sean X un espacio y U una familia de abiertos no vacios con U
denso. Supongamos que para cada U € U existe una familia Vy de abiertos
no vacios de U con |JVy denso en U. Sea V = |J{Vuy: U € U}. Entonces el
conjunto [JV es denso en X.

Demostracion. Sea W C X un abierto no vacio. Entonces, como (JU es denso,
W NnJU # 0 por lo que existe Uy € U tal que W N Uy # (). Dado que U Vy,
es denso en Uy, tenemos que W N |JVy, # 0; y como Vy, C V, se cumple que
wnoyy#0. O

5.1.8. Teorema (Oxtoby) Sea X un espacio topoldgico. El espacio X es espacio
de Baire si y solo si Alicia no tiene estrategia ganadora en el juego de Choquet.

Demostracion.

(@) Esta implicacién se va a probar por contrapuesta. Entonces, supongamos
que X no es de Baire y sea {D,,: n < w} una coleccién de abiertos densos en
X. Entonces, existe W € 7x \ 0 tal que W N, ., D, = 0. Ahora formemos
una estrategia ganadora para Alicia. Alicia elige a su primer abierto como W, es
decir, W = Uy. Dado n < w, suponemos que Beto eligié un abierto no vacio V,,
en el turno n, entonces Alicia escoge el abierto no vacio U, 11 = V,,ND,,. De esta
manera tenemos todos los turnos del juego y como (1, ., U, C -, DnNUs =
(0, Alicia gana el juego, por lo que formamos una estrategia ganadora para Alicia.

(=) Supongamos que X es de Baire y sea o una estrategia de Alicia en el juego
de Choquet. Veamos que ¢ no es una estrategia ganadora seleccionando un
p C o que va tener una jugada donde el inciso d) de la definicién de estrategia
ganadora de Alicia no se cumple.

Sea Up la primer jugada de Alicia. Seleccionamos a p recursivamente en cada
n-rama de o y al mismo tiempo construimos una familia celular U,, tal que U,
es densa en Uj.

Agregamos a (Up) € p. Sea ¢g: v, \ {0} — 7v, \ {0} la funcién que determi-
na la segunda jugada de Alicia segin la estrategia o; de manera més formal,
(Uo, V,¢0(V)) € o para cada abierto no vacio V' C Up. Por el lema existe
una familia V, de abiertos no vacios de Uy tal que Uy = {¢o(V): V € Vp} es
una familia celular y |JUy es denso en Uy. Para cada V € V), agregamos a
(Uo, V) € py (Up, V,¢0(V)) € p.

Supongamos que (Up, Vo,.. ., Un, Vi, Un+1) € py Uny1 € U, para algin

m < w. Sea ¢y, ., : Tu,.1 \10} = 70,,., \ {0} la funcién que determina la m +2
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jugada de Alicia segun la estrategia o; de manera méas formal,
<UO> %7 RS Uma Vm; Um+1> I/Va ¢UW(W)> €o

para cada abierto no vacio W C U,,11. Por el lema existe una familia
V(Up+1) de abiertos no vacios de Up1 tal que {¢y, ., (W): W € V(Up41)}
es una familia celular cuya unién es densa en U,,+1. Para cada W € V(U,,41),
agregamos a

Uoy- -y Uy Ven, U1, W) € p y
<UOa teey Uma Vm, Um+17 VV) ¢Um+l(W)> € p.

Finalmente, definimos
Upi1 = {oup(W): W e V(U),U € U,,}.

Por hipétesis de induccién, |JU, es densa en Up. Por el lema obtenemos
que (JUp 41 es densa en Up.

Esto concluye la seleccién de p C o y la construccién de las familias U, con
m < w.

Ahora, para cualquier n < w, sea W,, = [JU,,. Por ser una unién de abiertos, W,
es abierto en Uy para toda n < w. Asi, {W,,: n < w} es una coleccién numerable
de abiertos densos en Uy. Como X es un espacio de Baire, es cierto que Uy es

de Baire por el lema Por lo tanto, (,,_,, Wn # 0.

Sea x € [),,4, Wn. Como los elementos de U, son ajenos para toda n < w,
existe una sucesion de abiertos Uy, Vg, ..., Uy, V,, ... tal que

s (Uo, Vo, Un, Vi) € p, y
mx U, elU,

para cada n < w. Como p C o, 0 no es una estrategia ganadora para Alicia. [

5.1.9. Definicion Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es un espacio
de Choquet si Beto tiene una estrategia ganadora en Cx.

Si Beto tiene una estrategia ganadora en el juego de Choquet, Alicia no puede
tener una estrategia ganadora porque se contrapondria con la de Beto. Entonces,
por el teoremal[5.1.8] todo espacio de Choquet también es de Baire. Sin embargo,
no sucede que todo espacio de Baire también es de Choquet. Esto lo vemos mas
a detalle en la seccion 5.3.

La propiedad de ser un espacio de Choquet, es una propiedad topolégica, es de-
cir, se preserva bajo homeomorfismos. No daremos una prueba completa de esta
afirmacion en esta tesis pero si un esbozo. Si existen dos espacios topoldégicos
X y Y homeomorfos, con X espacio de Choquet, se puede formar un estrategia
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ganadora 7 en el arbol de jugadas validas Ty aplicando el homeomorfismo a la
estrategia ganadora ¢ C T'x de Beto. Es decir, si f: X — Y es un homeomor-
fismo, entonces

T ={{fWo], fW1], .., fIWi]): Wo, Wh,... ., W) €0} C Ty

es una estrategia ganadora para Beto en Y.

5.1.10. Teorema Los espacios compactos Hausdorff son de Choquet.

Demostracion. Sea X un espacio compacto Hausdorff. Para probar que X es un
espacio de Choquet vamos a formar una estrategia ganadora para Beto en Cx
y esto lo vamos a hacer de manera similar a la prueba del teorema (3.1.2

Sea Uy € 7x \ {0} la primer jugada de Alicia en el juego de Choquet. Por la
proposicién [1.3.22 existe Vy € 7x \ {0} con Vy C Up. Tomaremos a Vj como la

primer jugada de Beto en Cy.

Dado n < w, suponemos que Alicia eligié un abierto no vacio U, en el turno n,
entonces Beto elige un abierto no vacio V,, tal que V,, C U,. De esta manera
completamos todos los turnos del juego de Choquet.

Como la coleccién {V,,: n < w} tiene la propiedad de interseccién finita y X
es compacto, se cumple que (), V., # 0. Por lo que si demostramos que

Nizw Vo € Nyzw Vo demostrarfamos que X es espacio de Choquet.

Sabemos que (., Vat1 C (< Vo DPues Vi1 C V,, para cualquier n < w,

y como (2, Va C MNp<w Vg1, se cumple que (N, Vi C Nz Vo v X es
espacio de Choquet. O

5.1.11. Teorema Los espacios métricos completos son de Choquet.

Demostracion. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Para probar que X es
un espacio de Choquet vamos a formar una estrategia ganadora para Beto en
Cx y esto lo vamos a hacer de manera similar a la prueba del teorema [3.1.3

Sea Uy € 7x \ {0} la primer jugada de Alicia en el juego de Choquet. Como
vimos en la prueba del teorema [3.1.3} existe una bola abierta Vo = Bs(xo,70),
con 0 < rg, tal que Vy C Uy. Tomaremos a V; como la primer jugada de Beto.

Dado n < w, suponemos que Alicia eligié un abierto no vacio U, en el turno n,
entonces Beto elige una bola abierta no vacia V,, = Bs(xy,1,), tal que V,, C U,.
De esta manera completamos todos los turnos del juego de Choquet.

Tal y como probamos en la prueba del teorema [3.1.3] la sucesién {z,: n < w}
es una sucesién de Cauchy; por la completitud de X, la sucesién converge a un
punto x € X. Ajemés, como toda subsucesién {zp: n < k < w} C V,, tenemos

que x € (,_, Va-
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Finalmente, como (1,_,, Va C (), <., Vn, por el mismo argumento del final de

w
la prueba del teorema [5.1.10, tenemos que = € (1, ., Vo ¥y X es un espacio de
Choquet. O

5.1.12. Proposiciéon Existe un espacio X de Choquet que no es compacto
Hausdorff ni homeomorfo a un métrico completo.

Demostracion. Sea X = IIT U F como en el ejemplo

Como vimos en los preliminares, R? es un espacio métrico completo. Entonces,
por el teorema R? es un espacio de Choquet. Dado que R? =~ II*, como
vimos al final de la seccién 1.3 y que la propiedad de ser espacio de Choquet es
una propiedad topoldgica, IIT es un espacio de Choquet.

La estrategia ganadora de Beto en Cx consiste en que Beto interprete la primer
jugada de Alicia Uy como la interseccién U = Uy NIIT que igual es un abierto
en X. La cualidad de U} es que también es un abierto en II", donde Beto ya
tiene una estrategia ganadora.

De esta forma, sin importar cual abierto escoja Alicia en Cx, Beto tiene una
estrategia ganadora llevando el juego de Choquet en X al juego de Choquet en
IT*. Por lo tanto, X es de Choquet.

Notemos que por definicion, X es espacio métrico; sea d una métrica compatible
y veamos que no puede ser completa. Primero vamos a notar que (F,d | (F x
F)) no es métrico completo, para después concluir, por el teorema |1.3.34] que
(X, 6) no es métrico completo. Dado que F' =~ Q, que Q no es de Baire por el
ejemplo y que la propiedad de Baire es una propiedad topoldgica como
lo mencionamos en 3.1, F' no es un espacio de Baire. Y por el teorema |3.1.3]
(F,6 | (F x F)) no es métrico completo.

Finalmente veamos que X no es compacto Hausdorff. Como notamos en el
pérrafo anterior, I’ no es un espacio de Baire. Entonces, por el teorema [3.1.2] F'
no es compacto Hausdorff. Por lo tanto, por el teorema|l.3.25, X no es compacto.

O

5.2. Productos de espacios de Choquet

Como vimos en la seccion 3.2, existen propiedades de espacios topoldgicos que se
preservan bajo productos. Los espacios de Choquet, a diferencia de los espacios
de Baire, preservan su propiedad incluso en productos arbitrarios.

En esta secciéon probaremos que el producto de dos espacios de Choquet, es de
Choquet. Mientras que solo haremos un esbozo de la prueba para un producto
arbitrario de espacios de Choquet, pues es andloga a la prueba de el producto
de dos espacios de Choquet.
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5.2.1. Teorema Dados X y Y dos espacios de Choquet, el producto X x Y es
también un espacio de Choquet.

Demostracion. Sean X y Y dos espacios de Choquet. También sean Z = X XY,
o la estrategia ganadora de Beto en Cx y p la estrategia ganadora de Beto en

Cy.

Sea Wy € 7x \ {0} la primer jugada de Alicia en Cz. Como W es un abierto
no vacio en la topologia producto de Z, existe un abierto basico Uy x Vi C Wy
con Uy € 7x \ {0} y Vo € 7v \ {0}. Dado que (Up) € oy (Vy) € p, existen dos
abiertos no vacios unicos Uy y Vi, tales que (Ug,Ur) € oy (Vo, V1) € p. De esta
forma, Beto tomard como primer jugada a W, = U; x Vj en Cy.

Dado n < w, suponemos que Alicia eligié un abierto no vacio Ws,, en su turno
n. Como Wy, es un abierto no vacio en la topologia producto, existe un abierto
bésico Uz, X Vo, C Way, con Uz, € 7x \ {0} v Vo, € 7y \ {0}. Suponiendo
que (Uy, Uy, ..., Usp) € oy (Vo,Vi,...,Vap) € p, existen dos abiertos no vacios
Unicos Usp41 v Van41 tales que

<U0,U1,...,U2n,U2n+1> co y
<‘/07‘/1; . 'a‘/éna‘/Qn+1> € P

Entonces, la jugada n de Beto en Cyz serda Wa, 11 = Uspy1 X Vopy1. De esta
forma completamos todos los turnos del juego de Choquet en X.

Como o y p son estrategias ganadoras para Beto en C'x y Cy respectivamente,

sucede que [, -, Uzng1 # 0 ¥ <0 Vont1 # 0. Por lo tanto, (), -, Wans1 # 0
v Beto tiene una estrategia ganadora en C'z. Y asi, Z es espacio de Choquet. [

Si tenemos un espacio topolégico de un producto arbitrario de espacios de Cho-
quet, podemos encontrar un abierto béasico dentro de la primera jugada de Ali-
cia al igual que en la prueba del teorema La diferencia va a ser que estos
abiertos bésicos estaran formados por una cantidad finita de abiertos no vacios
distintos del espacio completo y las demas entradas compuestas por los espacios
completos. Como todos los espacios que tienen a estos abiertos son espacios de
Choquet podremos encontrar una primer jugada dentro de la estrategia gana-
dora de Beto en cada abierto no vacio distinto del espacio completo.

Las demés jugadas de Beto se definirian de manera analoga a la prueba del
teorema [5.2.1] con la diferencia de tener en cuenta lo que se acaba de decir de
la primer jugada de Beto. Que este juego formado por Beto es una estrategia
ganadora se puede probar de manera andloga al teorema pasado. Por lo tanto,
podemos enunciar el siguiente resultado.

5.2.2. Teorema El producto arbitrario de espacios de Choquet es de Choquet.
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5.3. Caracterizacién de los espacios de Choquet
separables metrizables

En esta seccion daremos un ejemplo de un subespacio de R que es espacio de
Baire pero no es de Choquet. Para esto, necesitamos analizar propiedades de los
espacios de Choquet que son separables y metrizables. Sin embargo, no haremos
todas las pruebas ya que muchas de estas requieren de herramientas que se salen
del objetivo de la tesis.

5.3.1. Definicién Un espacio topolégico X es completamente metrizable
si existe una métrica definida en el espacio que es completa.

5.3.2. Ejemplos
a) Todos los espacios métricos completos son completamente metrizables.

b) El conjunto IT* es completamente metrizable. Aunque con la métrica eu-
clideana sucede que II'" no es completo, podemos definir una métrica en
IIT que es completa.

Como vimos al final de la seccién 1.3, IIt es homeomorfo a R?. Suponiendo
que f es el homeomorfismo entre IIT y R?, la funcién 6: IIT xIIT — R con
5({z,y)) = |f(x) — f(y)|, es una métrica completa para para el semiplano
superior. Como R? es completamente metrizable, podemos deducir que la
propiedad de ser completamente metrizable es una propiedad topoldgica.

¢) Los racionales Q no son completamente metrizables. Como vimos en el
ejemplo Q no es de Baire. Entonces, como todo espacio completa-
mente metrizable es de Baire, tenemos que Q no es completamente metri-
zable.

5.3.3. Definicién Sea X un espacio topoldgico. Si X es completamente metri-
zable y separable, lo llamaremos espacio polaco.

5.3.4. Ejemplos

a) El conjunto R™, con n < w, es polaco; ya que Q™ C R™ es denso numerable
y R™ es completamente metrizable.

b) Aunque el conjunto de los racionales Q es separable, el conjunto Q no es
polaco pues no es completamente metrizable.

c¢) El espacio B del capitulo 4 es completamente metrizable [EN| exercise
4.3.B(c)], sin embargo, B no es separable.

Para ver que B no es separable tomemos cualquier conjunto numerable
F ={f, € B:n < w} C B. Si evaluamos a f,, en 0 para cada n < w,
obtenemos un conjunto numerable {f,(0): n < w} C wy, por lo que existe
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a € wi tal que f,(0) < « para toda n < w. Ahora, como s = (a) € w} C
W, (s) es una abierto bésico que no interseca a F. Por lo tanto, F' no es

denso.

Se sabe que los espacios polacos son universales para los espacios separable
y metrizable, es decir, que para todo espacio separable y metrizable se puede
encontrar un espacio polaco que lo contiene de manera densa. La prueba de esto
se sale de los objetivos de la tesis, asi que sélo citaremos la referencia.

5.3.5. Proposicién [KE, proposicién 3.3] Sea X un espacio topoldgico sepa-
rable y metrizable. Entonces X es subconjunto denso de un polaco.

Nos interesa un tipo de subconjunto de los reales muy particular que definimos
a continuacion.

5.3.6. Definicién El conjunto X C R es un conjunto de Bernstein si siempre
que C' C R sea un cerrado sin puntos aislados, sucede que CNX # )y C N

R\ X) #0.

Para probar la existencia de los conjuntos de Bernstein se necesitan herramientas
de cardinales y de recursién transfinita, las cuales salen del objetivo de esta tesis.
Por lo que mencionaremos el teorema de Bernstein que nos habla de la existencia
de un conjunto de Bernstein.

5.3.7. Teorema [HG| teorema 7 del apéndice B] El axioma de eleccién implica
que existe un conjunto de Bernstein.

5.3.8. Lema Sean {U,,: n < w} una coleccién de abiertos densos de Ry W C R
un abierto. Existe C C W N U,, cerrado y sin puntos aislados.

n<w

Demostracion. La construccion del conjunto C' sera similar a la construccion
tipica del conjunto de Cantor que estd en la prueba de [HG| proposicién 2.14].

Para empezar la construccion de C' vamos a construir una coleccién de intervalos
cerrados y acotados J; C R, donde s € {0,1}<%, los cuales tendrdn las siguientes
propiedades:

a) La longitud de Js es menor que 27" cuando s € {0,1}" y n < w.
b) Si s € {0,1}<% sucede que Js~¢ C Js, Js~1 C Js ¥ Js~0 N Js~1 = 0.
¢) El intervalo J, C Uy, cuando s € {0,1}" y n < w.
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Ahora, como Uy N W es un abierto no vacio, podemos encontrar un intervalo
cerrado Jy = [a,b] C Uy N W, con a < b, de la misma manera que lo hicimos en
la, prueba de Sin perdida de generalidad tendremos que b —a < 1.

Dados n < wy s € {0,1}", supongamos que tenemos construido a Js; con
las propiedades a y ¢. Como J2 N U, es un abierto no vacio, existe [as, bs] C
JSNU,41 tal que bs—as < 9= (n+1), Entonces, podemos encontrar dos intervalos
cerrados y acotados Js~g y Js~1 contenidos en [as, bs] que sean ajenos. De esta
forma, Js~¢ y Js~1 cumplen con los incisos a, b y c.

Para cada n < w diremos que C,, = Use{o,l}n Js. Notemos que C,, es una
union finita de 2™ intervalos cerrados, acotados y ajenos a pares. De esta forma,
definimos a C' = ,,_,, Cn. Como para cada n < w, C,, es compacto no vacio
ysin < m, Cp C C,, entonces por la propiedad de interseccion finita, C' es
un compacto no vacio (este argumento es andlogo al de la prueba del teorema
3.1.2)).

Por el inciso ¢, C,, C U,, para toda n < w. Por lo que C ¢ W N, _, Un.

Finalmente hace falta probar que el conjunto C' no tiene puntos aislados. Para
probar esto, tomemos a un elemento z € C'y O C C un abierto de C, tales que
x € O, y probemos que existe y € O tal que x # y.

Como O es abierto en C, existe V C R abierto en R con O = C NV. Ahora,
dado que V es abierto y x € V, sucede que (x — ¢,z +¢) C V para algtn € > 0;
y como € > 0, podemos encontrar un k < w tal que 27% < e.

Dado que z € C, es cierto que x € C, por lo que existe t € {0, 1}* tal que x € J;.
Asi, como la longitud de J; es menor que 27%, tenemos que J; C (z — €, 2 + €).
Entonces, Ji~0 C (x — e,z +¢€)y Ji~1 C (x — ¢,z +€) y x € J~; para algin
i € {0,1}. De esta forma, es suficiente probar que C' N Jy~ ;) # 0.

Sea D, = (J{Js: s € {0,1}*+1H" s 14 1= t7(1 — i)}. Notemos que D,, C
Chik+1 y que D, es una unién de intervalos cerrados y acotados para toda
n < w. Por lo tanto, D,, es compacto no vacio para toda n < w.

Definimos a D = (0, _,, D, y notemos que, al igual que C, D # () por la
propiedad de interseccién finita, ya que D,, C D, si n < m. Entonces, sea
y € D. Como D C Dy C Cry1 C Ji~(1—i), ¥ € Ji~(1—4)- Ademads, dado que
Cr+1 C Cpparatodal < k+1, tenemos que y € C. Por lo tanto, y € CNJy~(1_j)-
Esto prueba que y € O y y # x. O

Notemos que un conjunto de Bernstein X es denso en R. Sean U C R un abierto
no vacio y € U. Como U es abierto, existe € > 0 tal que (z — ¢,z +¢€) C U.
Ahora, como [z — (¢/2), z + (¢/2)] es un cerrado sin puntos aislados, sucede que
XN[x—(e/2),z+ (/2)] # 0. Y dado que [z — (¢/2), x4+ (¢/2)] C (z — €,z + €),
XNU#Dy X es denso.

5.3.9. Proposiciéon Todo conjunto de Bernstein es de Baire.
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Demostracion. Sean X C R un conjunto de Bernstein y {U,,: n < w} C X una
coleccién de abiertos densos en X. Sea W C X un abierto no vacio en X. Para
demostrar que X es de Baire, probemos que W N[ U, # 0.

Para cada n < w, sea V,; C R un abierto en R con V,, N X = U,,. Como X es
denso en R, U, es denso en R para cada n < w. Entonces, como U,, C V,,, V,
es denso en R para cada n < w.

n<w

Sea V' C R un abierto en R con VN X = W. Como V es abierto en R, existen
a,b € R, con a < b, tales que (a,b) C V.

Recordemos que (a,b) = R y notemos que {(a,b) NV,,: n < w} es una coleccién
de densos abiertos en (a,b). Por el lema5.3.8 existe C' C (1, _,(a, b))V}, cerrado
sin puntos aislados.

Sea p € X N C, entonces p € X N [, -, (a,b) NV,]. Dado que

Xn [ﬂ(a,b)ﬂvn

n<w

= [X N (a,b)]N [Xn M Va

n<w

y [XN(a,0)]N[X NN, Vo] CWNN

n<w n<w

Uy, se tiene que p € W[, L, Uy.
O

5.3.10. Definiciéon Sea X un espacio topoldgico. Si A C X cumple que A= 0,
diremos que A es denso en ninguna parte.

Gracias a las equivalencias X \ A = (X \ A)° y X \ A° = X \ A obtenemos que
X \ A es denso en X si A es denso en ninguna parte.

5.3.11. Ejemplos

a) El conjunto A = {1/n: n < w} C R es denso en ninguna parte. Como
A = AU{0} y no existen a,b € R, con a < b, tales que (a,b) C A,
entonces A = (.

b) Cualquier conjunto denso no es denso en ninguna parte.

5.3.12. Definicién Sea X un espacio topoldgico. Si A C X y A = J,,_,, An,
donde A,, es denso en ninguna parte para toda n < w, diremos que A es magro
en X. Al complemento de un conjunto magro, le diremos comagro.

5.3.13. Ejemplos
a) Todo denso en ninguna parte es magro.

b) El conjunto de los racionales Q es magro ya que es la unién numerable de
puntos en R y cada punto en R es denso en ninguna parte.
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¢) Un espacio de Baire no es magro.

Sean X un espacio con la propiedad de Baire. Si suponemos que X =
U~ Cn, donde Cy, es denso en ninguna parte para toda n < w, entonces
X \ C, es denso abierto en X para toda n < w. Ahora, como X es de
Baire, tenemos que (,,_, X \ C,, es denso en X; sin embargo, el conjunto

MNyp<w X \ C, € 0 porlo que N,_, X\ C,, =0, 4.

Finalmente, necesitaremos la siguiente caracterizacion de espacios de Choquet
como subespacios de los separables metrizables, que también se sale de los ob-
jetivos de la tesis.

5.3.14. Teorema [KE, theorem 8.17] Sea X separable y metrizable, y sea YV
un polaco tal que X C Y es denso. Entonces X es de Choquet si y solo si X es
comagro en Y.

5.3.15. Proposicion Un conjunto de Bernstein no es un espacio de Choquet.

Demostracion. Sea X un conjunto de Bernstein. Se puede deducir de la defi-
nicién de un conjunto de Bernstein que el complemento R \ X también es un
conjunto de Bernstein. Por lo que R\ X es de Baire.

Que R\ X sea de Baire implica que es no magro. Entonces, X es no comagro y
por el teorema [5.3.14] X no es de Choquet. O

Finalmente, por las proposiciones y [5.3.15] podemos concluir lo siguiente,
que nos da el ejemplo que buscdbamos en esta seccién.

5.3.16. Teorema Un conjunto de Bernstein es un espacio de Baire que no es
de Choquet.

5.3.17. Corolario Un conjunto de Bernstein es un espacio topolégico donde
ni Alicia ni Beto tienen una estrategia ganadora para el juego de Choquet.
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