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Resumen

En el presente trabajo se presenta de forma detallada el desarrollo matemaético para
realizar una prueba de pantallas nulas a superficies convexas rapidas sin simetria de re-
volucion. También se presenta una prueba hecha sobre una superficie convexa basada
en un polinomio de tercer grado, a la que se le denomina M1-CNC basada en polino-
mios de Zernike, y se presentan los resultados obtenidos en los capitulos finales.

El trabajo consta de cinco capitulos, en los que se introduce al tema, se desarrollan las
herramientas tedricas correspondientes y se presenta la prueba sobre la superficie M 1-
CNC. En el primer capitulo se hace una breve descripcion sobre la deflectometria y sus
aspectos mas relevantes que influyen en las diferentes técnicas,como lo son pantallas
nulas [1] o trazo de rayos experimentales (experimental ray tracing)[2], deflectometria
por trasmision [3] entre otros [4][5]. En el segundo capitulo se hace una pequeia intro-
duccidn a la prueba de pantallas nulas y se presenta el desarrollo matematico necesario
para la construccién de una pantalla nula para superficies convexas bicénicas y basadas
en polinomios de Zernike, ademds de las herramientas necesarias para la recuperacion
y medicion de la superficie, se propone ademds una superficie de ajuste para este tipo
de superficies.

En el capitulo tres se presenta el desarrollo de la prueba experimental realizada sobre la
superficie M1-CNC (Montaje del experimento y alineacién), mientras que en el cuarto
capitulo se presenta el analisis de los datos obtenidos en la prueba y finalmente en
el capitulo cinco se presentan las conclusiones, donde se obtuvieron valores RMS de
menos de 0.5mm sobre los puntos de reconstruccion de la superficie y valores pico
valle de cerca de 1.2mm.

VII






Contenido

1. Introduccion
Deflectometria. . . . . . . . . . . ..
Superficies . . . . . . . ..

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.

2.3.
2.4.
2.5.

2.6.

3.1.

4.1.

1.2.1.
1.2.2.
1.2.3.

Superficies Asféricas, Conicas de Revolucion y Biconicas
Superficies Polinomiales . . . . . .. ... ... .......
Superficies de FormaLibre . . . . . . . ... ... ... ...

Diseno de Pantallas Nulas

Método de Pantallas Nulas . . . . . .. ... ... ... .......
Disefio de la Pantalla Nula Cénica Para una Superficie Biconica

2.2.1.

Ciélculo de los Pardmetrosay b. . . . . . . ... ... ....

Disefio de un Cono ParalaPrueba . . . . . .. ... .. ... ....
Disefio de la Pantalla Nula Cénica Para una Superficie Zernike . . . .
Reconstruccién de la Superficie . . . . . . .. ...

2.5.1.

Calculodelas Normales . . . . . . . . . . . .. ... ....

Superficie Bajo Prueba M1-CNC . . . . . . ... ... ... .....

2.6.1.

Aproximacion de las Normales en la Superficie . . . . . . . .

Prueba Experimental y Resultados

Patrén de Referenciade la PantallaNula . . . . . . ... ... ....
3.2. Montaje Experimental . . . . .. .. ... ... . oL
3.3. CalculodelosCentroides . . . . . . . .. .. ... ... .......
3.4. Correccionde Distorsion . . . . . . . . .. ... oo

Analisis de Resultados

Simulaciones . . . . . . . . ... e
4.1.1. Traslacionen45° . . . . . . . . . .. ... . oo
4.1.2. TraslacionenelEjeY . ... .. .. ... ... ... ....
4.1.3. Rotaciénde-2°a2° . ... . . . .. ... ...
4.1.4. Escalamiento o Variacion Radial . . . . . . .. ... ... ..

00~ W N N =

11
12
17
19
23
28
30
33
40

41
41
42
45
46

IX



CONTENIDO

A. Algunos Programas

67




Indice de Figuras

I1.1.
1.2.
1.3.

1.4.
L.5.

1.6.

1.7.

2.1.

2.2.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

2.7.
2.8.

Reflexién difusa y especular sobre una superficie brillante. . . . . . .
Esquema general de deflectometria directa en (a) e inversa en (b). . . .
Problemas intrinsecos a la deflectometria, debidos a la naturaleza de
losrayos especulares. . . . . . .. .. .. Lo
Configuracion basica de una prueba de deflectometria.. . . . . . . ..
Mapas de elevacion de una esfera, un paraboloide de revolucién y una
superficie asférica, todas ellas con r = 1, a@; = 1 para la asfera. ..
Superficie asociada al polinomio de Zernike Zl_()4 = (120p'0 —252p8 +
168p® — 35p*) sin(4¢) a la derecha y su respectivo mapa de elevacién
alaizquierda. . . . . . . . ... L
Modelado 3D en el programa Blender [6] y ejemplo de una superficie
deBézier. . . . . . . ...

Diferentes formas de pantallas nulas con diversas configuraciones con-
venientes para evaluar distintos tipos de superficie. . . . ... .. ..
Variables involucradas en el disefio de una pantalla nula cénica con el
origen en el vértice de la superficie, vistas desde un plano a un dngulo
01, correspondiente a la coordenadade P;. . . . . . ... ... ...
Transformacién del conoaunplano . . . .. ... .. ... .....
Formacién de la imagen de un punto sobre la pantalla nula y posterior
enfoqueconunalente . . . . . .. ... ... ... ..
Representacion esquemadtica de los rayos de luz pasando dentro del
cono truncado de radio inferiors. . . . . . ... ..o
Disefio del cono para que una superficie convexa pueda ser contenida
por este, en lineas punteadas verdes, se aprecia un cono que no cumple
con las caracteristicas. . . . . . . ... ...
Comportamiento de x;(z,) (arriba), a(z,) (en medio) y b(z,) abajo. . .
Cono usado para la prueba, se muestra también el radio del cono usado
para la prueba experimental. . . . . ... .. ... L.

12

13

16

17

20

20
22

XI



INDICE DE FIGURAS

2.9.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.

2.14.
2.15.

3.1.

3.2

3.3.
3.4.

3.5.

3.6.
3.7.

3.8.

3.9.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4,

4.5.
4.6.

Diagrama de construccidn de una pantalla nula cénica para una super-
ficie de Zernike, vista desde un plano a un angulo ¢, perteneciente a

lacoordenadade P;. . . . . . . . . . . e 24
Ejemplo de un patrén de disefio y la pantalla nula generada sobre un

COMO. . © v v vt et e et e e e e e e e 28
Representacion de la regla del trapecio compuesta. . . . . . . .. .. 29
Aproximacion a las normales de la superficie. . . . .. ... ... .. 31
Diagrama del método iterativo . . . . . . .. . ... ... ... 34
Graéfica de la superficie bajo prueba M1-CNC. . . . . . ... ... .. 35
Comportamiento de g(b;) dependiendo del valor del coeficiente A. . . 38

Arreglo de puntos usado para construir la pantalla nula. Como las ecua-
ciones para construir una pantalla nula se dedujeron para cualquier
punto en el patrén, cada disco estd formado por un arreglo radial de

puntos de densidad uniforme. . . . . . .. ... ... L. 42
Arreglo experimental para la prueba, la superficie se encuentra inmersa
totalmente dentrodelcono. . . . . . .. ... ... L. 43
Pantalla nula usada para realizar laprueba. . . . . . . ... ... ... 44
Hoja de referencia para centrar el dispositivo en (a) y superficie de
pruebaen(b). . . . . . . ... 45
Imagen capturada por el CCD en (a) e imagen binarizada con los cen-
troides de cada manchaen(b). . . . . . . . ... ... ... ... .. 46
Tiposdedistorsién . . . . . . . . ... ... Lo 47
Arreglo cuadrado usado para corregir la distorsion en (a) y arreglo ex-
perimentalen(b). . . . . . .. .. ... L 48

Imagen capturada con un CCD de la malla de distorsion (a), proceso
de binarizacion de la imagen (b) y grafica del ajuste de la ecuacion (3.10). 49
Comparacion de los centroides obtenidos en la prueba y su correspon-
diente correccion de posicion hecha con el ajuste de distorsién. . . . . 50

Centroides tedricos sobre la CCD, con sus respectivos centroides ex-
perimentales. . . . . . .. ... 53
Los nodos més cercanos al nodo 1 son 2, 3,7, 8y 9, pero la conexion de
1 con 3y 7 no es tomada en cuenta porque 1 solo puede estar conectado

con los 2 nodos de radio similar mds cercanos. . . . . . ... .. ... 54
Caminos de integracion usados para reconstruir la superficie en rojo se

muestra el punto inicial de todos los caminos de integracién. . . . . . 55
Ajuste de los puntos Pg obtenidos con la integracion numérica a una

superficiecomoen 2.72. . . . . ... ... 56
Mapas de elevacion de la diferencia de sagita. . . . . . ... ... .. 57
Centroides desplazados 45° y sus respectivas diferencias estadisticas. . 59

XII



INDICE DE FIGURAS

4.7. Simulacién de desplazamientosenelejeY. . .. ... ... ... .. 60
4.8. Centroides simulados en (a), diferencia porcentual de A1 y A> en (b),
variaciones estadisticas de la superficie de disefio con la prueba en (c)
y la superficie de mejor ajusteen (d). . . . . . . ... ... 62
4.9. Centroides simulados en (a), variaciones porcentuales de A; y A2 en
(b), variaciones estadisticas de las diferencias entre la superficie de
disefio con la prueba en (¢) y la superficie de mejor ajuste en (d). . . . 64

XIII






Indice de Tablas

I1.1.
1.2.

2.1.

3.1.
3.2

4.1.

4.2.

4.3.
4.4.

4.5.

4.6.

Valores de las constantes conicas de las superficies de revolucion.
Se muestran algunos tipos de bases polinomiales ortogonales mas co-
nocidas. . . ... .

Datos de la superficie de Zernike M1. . . . . ... ... .. ... ..

Tabla de valores de los parametros de construccion de la pantalla nula.
Tabla con los valores de M7 y E al corregir la distorsién. . . . . . . .

Tabla que muestra los valores de la superficie recuperada con los des-
plazamientos en x, y, z y las inclinaciones o tilt y los valores corres-
pondientes a las constantes que multiplican a cada polinomio. . . . . .
Tabla con los valores estadisticos de la superficie recuperada respecto
alatedricaodedisefio. . . . . .. ... ... oL
Tabla de los valores estadisticos promedios. . . . . . . ... ... ..
Tabla con los valores estadisticos promedios de la superficie recupera-
daen la traslacién sobreeleje Y. . . . . . ... ... ... ... ...
Tabla con los valores estadisticos promedios de la superficie recupera-
da de las rotaciones de -2°a2°. . . . . . . ... ..o
Tabla con los valores estadisticos promedios de la superficie recupera-
darespecto alateéricaodediseno. . . ... .. ... ... .....

XV






Capitulo 1

Introducciéon

En la investigacion y desarrollo cientifico dentro del campo de la dptica, se desarro-
llan gran variedad de dispositivos Opticos para la industria destinados a aplicaciones
[7], en particular es de interés en este trabajo las superficies Opticas, pues son de gran
importancia en el desarrollo de dispositivos 6pticos de trasmision y reflexion de luz,
pues es sabido que distintas variantes de las superficies Opticas permiten disminuir
las aberraciones dpticas [8][9], asi como su desviacion en trayectorias necesarias para
los usos requeridos en aplicaciones como concentradores, espejos telescopicos, reso-
nadores Opticos, etcétera. [10], por consiguiente los medios para caracterizar dichas
superficies son de gran importancia en su fabricacion.

Existen gran variedad de pruebas Opticas, y algunas exhiben ventajas respecto de otras,
por un lado, estan las pruebas interferométricas [11] capaces de alcanzar un grado de
precision nanométrica, asi como las pruebas geométricas, como la prueba de Ron-
chi, muy popular para probar y medir espejos telescopicos [12][13], que aunque su
precision es menor a las interferométricas, esta se ve compensada por abarcar grandes
dimensiones, que con una prueba interferométrica no seria posible o resulta demasiado
costoso y complicado, ya que posiblemente se tengan que disefiar y fabricar superfi-
cies de referencia adicionales [11][14]. Entre todas las pruebas de optica existentes, el
campo de la deflectometria, es de nuestro principal interés, por lo que en este capitulo
se expondrdn en general sus caracteristicas mds importantes en una primera seccion,
posteriormente se explicard en una segunda seccion un poco acerca de las distintas su-
perficies que existen [14].




1. INTRODUCCION

1.1 Deflectometria

La deflectometria es una técnica que se aplica a superficies reflectantes que fue desa-
rrollada hace al menos 40 anos [4][5], a lo largo de ese tiempo han surgido diferen-
tes variantes, que han sido usados para resolver distintos problemas documentados en
multiples articulos de investigacion. [15][16] [17][18]

La deflectometria hace uso de la luz reflejada por una superficie lisa, la cual puede ser
dividida en la componente difusa, la cual es reflejada en gran cantidad de dngulos y la
componente especular (ver figura 1.1) que en principio es un rayo de luz perfectamente
colimado que obedece la ley de la reflexion [4].

En la construccion de superficies reflectantes de gran calidad con una reflexién prome-
dio de mas de 99 % [19], la predominancia del reflejo especular es el objetivo primor-
dial de su fabricacién, ademads de que se requiere un grado de incertidumbre muy bajo
por lo que el uso de pruebas Opticas que tengan un grado muy pequefio de incertidum-
bre (del orden de 4-6\) es de gran importancia en la medicién y fabricacion de estas
superficies, ya que son libres de contacto.

Vector

2 normal
&, A * 4, Reflexion
. Reflexion especular.

difusa

Angulo de
" reflexién

Angulo de
incidencia

Figura 1.1: Reflexion difusa y especular sobre una superficie brillante.

Cualquier imperfeccion en la superficie serd visible en una distorsion de la imagen re-
flejada o deformacion de la misma, donde las variaciones méas grandes son tipicamente
ocasionadas por un cambio rdpido en la curvatura de la superficie. La deflectometria
puede realizarse en general de la forma “directa” (ver figura 1.2(a)) conociendo la di-
reccion del rayo incidente y captando la reflexion especular en un sensor CCD (dispo-
sitivo de carga acoplada del inglés charge-coupled device) o CMOS (sensor de pixeles




1.1 Deflectometria

activos del inglés active pixel sensor), o de forma “inversa” desplegando lineas en una
pantalla que seran reflejadas por la superficie bajo prueba, y serdn captadas por el sen-
sor de la camara (ver figura 1.2(b)) en este caso se conocerdn la direccion del rayo
reflejado, pero la ley de la reflexion asegurara su equivalencia al método “directo” [4].

Area de sensor

@ @

Area de sensor

Pantalla
Laser

Superficie

(a) (b)

Figura 1.2: Esquema general de deflectometria directa en (a) e inversa en (b).

La misma ley de la reflexion determina la principal desventaja del método, una baja
sensibilidad a la posicion absoluta de una superficie, pues para un rayo capturado por
una camara existen multiples posiciones e inclinaciones consistentes con el mismo re-
sultado [20] como se muestra en la figura 1.3(a). Otro factor es que una variacién del
angulo a en la direccion de la normal de la superficie puede desviar al rayo reflejado
un dngulo 20 y ocasionar que se salga del area del sensor de la cdmara o demandar
sensores mds grandes, como se muestra en la figura 1.3(b) .

En términos simples se podria definir a la deflectormetria como el conjunto de técnicas
Opticas de medicion de superficies reflectantes que hacen uso de la componente espe-
cular de la luz reflejada para medir las mismas superficies, entendiéndose medir como
hallar la altura o sagita de la superficie.

La deflectometria hace uso de camaras con sensores CCD y CMOS (relativamente de
bajo costo) y también pantallas LCD (Liquid Crystal Display) o de cristal liquido de
alta resolucion en las cuales se desplegan patrones que suelen ser franjas perfectamente
conocidas (verticales o cosenoidales [1][21]).

La geometria basica de la deflectometria se muestra en la figura 1.4 en donde para un
rayo captado en O que proviene de M sobre la pantalla es reflejado por la superficie en
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Sensor

Lente Punto sobre la Sensor

Punto sobre la
pantalla

pantalla

Superficie

alternativa S’ )
Superficie

Superficie S deformada S

() (b)
Figura 1.3: Problemas intrinsecos a la deflectometria, debidos a la naturaleza de los rayos

especulares.

P siguiendo la ley de la reflexion:

n(P) =r(P)+i(P). (1.1)

donde n es el vector normal a la superficie reflectora, r y i son el vector director del

rayo reflejado y el rayo incidente respectivamente de un rayo de luz que incide en un
punto P sobre superficie.

Sensor

i(P)

Superficie §

Figura 1.4: Configuracién bésica de una prueba de deflectometria..

La ecuacién (1.1) no define inicamente una normal en el punto n(P) sobre la superfi-
cie, pues puede existir otro rayo en la posicion P’ donde el rayo captado por la cdmara
no sea alterado, entonces un gran conjunto de datos (imdgenes) capturados por el sen-
sor de la cadmara generard un campo volumétrico dado por estas normales, entonces el




1.2 Superficies

problema de reconstruccién se reduce a integrar el campo y encontrar una superficie
que en todos los puntos sea ortogonal al campo, lo cual no tiene una solucién sencilla
o trivial.

Existen diferentes técnicas de deflectometria, puede ser estdtica, con todas las com-
ponentes estaticas, de muestreo moviendo el patrén de referencia en la pantalla, o
de escaneo moviendo todas las componentes (términos acufiados y descritos en [4]).
En este trabajo se hard uso de la técnica conocida como pantallas nulas, en la que las
componentes permanecen estdticas, la ventaja que se tiene es que una vez que se ha
alineado el dispositivo experimental no hace falta mover las componentes, y la princi-
pal desventaja es que se tiene un limite de datos que se pueden recabar que depende
del area de la superficie y el tamaio del sensor. La razén por la que se escogié hacer
la prueba estética es por la rapidez que exhibe la superficie a probar como se mostrara
mas adelante.

Una parte esencial en las distintas técnicas de deflectometria es la superficie a probar,
principalmente su forma tedrica que serd estudiada en la siguiente seccion.

1.2 Superficies

Tanto la fabricaciéon como el disefio y prueba de superficies es importante en la in-
vestigacion tecnologica asi como en la industria, desde espejos telescopicos, lentes de
camaras, concentradores solares etc. [8][22] esto requiere de procesos elaborados, una
amplia gama de técnicas y algoritmos para su construccién y mitigaciéon de errores
acumulados [23][24], en una maquina CNC (control numérico computarizado) [25] o
mediante moldes o impresion 3D. La construccion de superficies abarca un gran cam-
po de conocimiento competente a la Ingenieria y no tanto a las pruebas 6pticas por lo
que nos limitaremos a describir la forma matemadtica de las superficies mds comunes,
usadas en dispositivos Opticos (superficies conicas y biconicas) [8][11], concentrado-
res de luz y de forma libre extendidos ampliamente en el disefio 6ptico [6].

1.2.1 Superficies Asféricas, Conicas de Revolucion y Biconicas

Las superficies no esféricas llamadas asféricas son superficies que estdn basadas en
esferas o superficies conicas de revolucion. Una esfera tiene un solo pardmetro que
define su forma, el radio de curvatura r, las superficies conicas tienen dos, su radio de
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curvatura en el vértice r y la constante de conicidad k, la cual es una funcién de su
excentricidad y esta varia segun la cOnica que se tenga como se muestra en la tabla
1.1. Hay superficies mds generales que pueden tener un niimero grande de pardmetros
que la definan [11], que serian los mismos de las superficies cOnicas mas términos
polinomiales usualmente asociados a desalineaciones y/o a deformaciones, en algunas
veces se les suele dar nombres de términos de los polinomios de Zernike, como lo son
el piston, inclinacion, astigmatismo, etc. Por otra parte, una superficie asférica (ver fi-
gura 1.5) rapida es aquella que tiene didmetro D grande en comparacion a la distancia
focal f, es decir, nimeros F pequeiios (F /# = f/D < 1). Su representacién matemati-
ca es la siguiente:

cS?
S) = Coénica de revolucion, 1.2a
() 1+ [1— (k+1)c282)1/2 (1.22)
CSZ n iy
S) = + Y a;8. Coénica mas polinomio, 1.2b
Z( ) 1+[1—(k+1)C2S2]1/2 Par l p ( )
donde c es la curvatura ¢ = 1/r, k = —e?® con e la excentricidad y § = (x2 +y?)1/2.

Tipo de Coénica Valor de la constante conica

Esfera k=0

Esferoide Oblato (Elipse que
gira sobre su eje menor) k>0

Esferoide Prolato (Elipse que

gira sobre su eje mayor) —-1<k<0
Hiperboloide k< —1
Paraboloide k=—1.

Tabla 1.1: Valores de las constantes cénicas de las superficies de revolucion.

Una superficie asférica puede reemplazar a varias superficies esféricas, y cierto tipo de
aberraciones pueden ser removidas o controladas cuando se utilizan solo superficies
asféricas [26].

Matematicamente, una superficie asférica de revolucion es generada rotando una curva
plana con simetria axial en torno a su eje. En particular, una superficie asférica con




1.2 Superficies

simetria rotacional generada por la rotacién de un arco cénico en torno a su eje.

Por otro lado, las superficies biconicas estan formadas por la “combinacion” de dos
cOnicas, no precisamente por la adicién directa de estas, sino mds bien por una suma
en cada una de sus partes representada por la ecuacion:

2 2
= CxX” +¢cyy (1.3)

Tty f1= (et D)3 = (ky + e2y?

donde ¢, ¢, son los radios de curvatura de dos conicas diferentes con k, vy k, sus res-
xs Ly x y
pectivas constantes conicas.

Esfera Paraboloide Asfera
0.8 0.5
06 &
g 0
O.4>_‘
02 -05
0 0
-0.5 0 0.5 -05 0 0.5 -0.5 0 0.5
X [mm] X [mm] X [mm]

Figura 1.5: Mapas de elevacion de una esfera, un paraboloide de revolucién y una super-

ficie asférica, todas ellas con r = 1, @; = 1 para la asfera.

1.2.2 Superficies Polinomiales

Las superficies polinomiales son como su nombre lo indica superficies que estan basa-
das en polinomios, los cuales pueden ser ortogonales en algin dominio definido o no
necesariamente ortogonales como la suma de monomios (ver figura 1.6), pudiendo ser
estos de cualquier tipo, incluyendo a las bases de polinomios ortonormales como son
los polinomios de Legendre, Hermite, Laguerre, Zernike, etcétera, estas bases polino-
miales tienen ventajas, pues se pueden generar por medio de formulas de recurrencia,
son ortogonales y resuelven problemas fisicos (ver tabla 1.2), en particular los poli-
nomios de Zernike tienen gran uso en el campo de la Optica [11] cuando se requiere

S =~ N W A
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evaluar del frente de onda asociado a un sistema 6ptico.
Cabe mencionar que dado que las superficies polinomiales tienen una representacion

mas compleja su construccion y posteriormente sus pruebas se complican, pues pueden
presentar varios puntos de inflexion cambiando de cOncavas a convexas varias veces.

Polinomio de Zernike Zl_o4

1 |
~ 0-5
E ~
50 g 0 0
N —_

-1 > -0.5

1 -

R 0 05 0 05
Y [mm] X [mm] X [mm]

Figura 1.6: Superficie asociada al polinomio de Zernike Zf04 = (120p'0 — 252p8 +

168p% — 35p*) sin(4¢) a la derecha y su respectivo mapa de elevacién a la izquierda.

1.2.3 Superficies de Forma Libre

Como se ha dicho antes, las superficies de forma libre (figura 1.7) en su definicién
mds préactica son superficies que no estdn basadas en una tnica expresion matemati-
ca analitica que las represente de forma general. Y en muchas otras ocasiones se les
denomina como superficies que no tienen simetria rotacional o traslacional continua
alrededor de los ejes [27].

El origen del disefio de superficies de forma libre surge de la necesidad prictica en cier-
tos sectores industriales, como la aerondutica y la automocion (Estudio de las mdquinas
que se desplazan por la accién de un motor y particularmente de los automéviles)[28],
lo que marcé el inicio de la descripcidon matematica de estas superficies. En la ac-
tualidad, el estudio y la representacion de estas superficies son de gran relevancia en
campos como la arquitectura [29], el escaneo 3D [30] y las técnicas de metrologia. A
menudo, su representacion no puede ser expresada mediante una unica férmula ma-
tematica, al igual que su disefio.




1.2 Superficies

Tipo de polinomios Notacion Formula de recurrencia
: : 5 (D) k) 2k
Zernike radial R Y20 (5 (555 p2k

nmeZ n>m=>0, p| <1

Zernike par z R cos(me)
Zernike impar z" R sin(me)
Legendre P, (x) ﬁ% [(x* — 1)1,
neZ%, x| <1
Hermite H,(x) (— 1)ex2 j—;e_xz ,
neeZ%, xeR
q
Laguerre L, (x) % e (x"e™)
neN;xeR

Tabla 1.2: Se muestran algunos tipos de bases polinomiales ortogonales mas conocidas.

(b)

(a)
Figura 1.7: Modelado 3D en el programa Blender [6] y ejemplo de una superficie de

Bézier.
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La mayoria de las técnicas de disefio de superficies de forma libre utilizan curvas co-
nocidas. Algunos de estos métodos son herramientas fundamentales en la creacion de
superficies de forma libre, y se encuentran en los programas de modelado paramétri-
co tridimensional, como se muestra en la figura 1.7(a), la mayoria de estas técnicas
son conocidas como CAD (del inglés computer-aided design) y vienen incluidas en
programas de disefio de modelado 3D como lo son AutoCAD, BricsCAD, LibreCAD,
SolidWorks, Blender, etcétera.

Las representaciones mds comunes de las superficies de forma libre incluyen las su-
perficies de Bézier, que son una generalizacion en tres dimensiones de las curvas del
mismo nombre [31], asi como las superficies B-Spline (basis spline) y las superficies
NURBS (Non Uniform Rational B-spline) [29].

En este y trabajo se presentara una prueba a superficies sin simetria de revolucion, en
particular se desarrollara la teoria para llevar a cabo una prueba de dptica geometrica
llamada pantallas nulas, a superficies biconicas y polinomiales en el capitulo 2 y se
probara una superficie polinomial en los capitulos 3 y 4 usando MATLAB para la
representacion de la superficie.

10



Capitulo 2

Diseno de Pantallas Nulas

El método de pantallas nulas desarrollado en el Instituto de Ciencias y Tecnologias
Aplicadas de la UNAM, es una prueba de defletometria que consiste en analizar la
imagen reflejada de un conjunto de manchas o lineas que se encuentran en la denomi-
nada pantalla nula por una superficie bajo prueba, conociendo previamente el resultado
de la imagen reflejada generado por una superficie de referencia [1][32][33]. Si ambas
imagenes son idénticas entonces las superficies lo seran de igual forma, si difieren en-
tonces las superficies bajo prueba como la de referencia diferirdn entre ellas, es decir
serd nula lo cual representa una ventaja respecto a la deflectometria bésica [14][34][35]

2.1 Método de Pantallas Nulas

La técnica usada para el diseio de una pantalla nula es mediante un trazo inverso de
rayos, haciendo uso de una superficie de referencia, de la cual se conoce su geometria
y forma a la perfeccion. Esta superficie de referencia se debe aproximar a la superficie
de prueba o bajo prueba. El trazo exacto de rayos inversos comienza con la ima-
gen reflejada que se quiere obtener de la superficie de referencia, este es un patrén
de lineas o manchas perfectamente bien conocido, usando la ley de la reflexién y un
punto comun por el que pasen todos los rayos (un diafragma), se puede encontrar el
rayo reflejado del que procede cada punto de la imagen, y su interseccion con el lugar
en el espacio en el que colocaremos nuestra pantalla nula, la cual puede tener distintas
geometrias dependiendo de la forma y geometria de la superficie bajo prueba [34][36].

En este trabajo se realiza una prueba a una superficie sin simetria de revolucion, basada
en una combinacion de polinomios de Zernike, usando pantallas nulas cénicas figura
2.1(b).

11



2. DISENO DE PANTALLAS NULAS

Pantalla Superficie 10 . \ - Superficie
g

Y [mm]
=
Y [mm]

=]y Ccp \
10 ..  Diafragma =",
/(_30_20-].0
X [mm] "-10 | 040
200 -607Y 7 [mndmm]

(a) Canal concavo (b) Superficie convexa

15 Pantalla Superﬁcie Diafragama

Digfragma 20 Pantalla
0

X [mm] 310 200 X [mm]
-15-60 Z[mm] 60

120
80
40" 7 [mm]

(¢) superfice convexa (d) Superficie concava

Figura 2.1: Diferentes formas de pantallas nulas con diversas configuraciones convenien-

tes para evaluar distintos tipos de superficie.

2.2 Diseno de la Pantalla Nula Conica Para una
Superficie Biconica

Una superficie biconica esta descrita por la ecuacion [11]
cux? + cyy2

1+ \/1 — Qccix? — Qycdy?

z (2.1)

concy = 1/ry, ¢y =1/rylas curvaturas en los ejes X y ¥, Qy = 1 +ky, Qy = 1 +k, con

12



2.2 Disefio de la Pantalla Nula Cénica Para una Superficie Bicénica

ky y ky sus respectivas constantes de conicidad en los ejes X y Y. Sir, =ryy ky =k,
se tiene la ecuacion 1.2a perteneciente a una conica de revolucion.

Superficie
asimétrica

>

Z

Figura 2.2: Variables involucradas en el disefio de una pantalla nula cénica con el origen
en el vértice de la superficie, vistas desde un plano a un angulo ¢;, correspondiente a la

coordenada de P;.

Para realizar el trazo de rayos inverso partimos por un rayo de luz que pasa por P
sobre el CCD y P; (diafragma), se interseca con la superficie bajo prueba en P, ver
figura 2.2, a este se le puede asociar la recta

Ly = {P|P =P, +11}, (2.2)
conI=(P;—P;)=—(x1,y1,—a). L; tiene por ecuaciones paramétricas
b
po_ Xy 2.3)
X1 Y1 a
de donde se puede encontrar a x e y como funcién de z:
x
x(@) = ~—(z+b), (2.42)
Vi
y(z) = —;(z +b). (2.4b)

13



2. DISENO DE PANTALLAS NULAS

Sustituyendo las ecuaciones (2.4) en (2.1) se puede obtener la coordenada z; de P, =
(x27y27Z2)'

~1-BbJ(Bb— 12~ (B+ B

2= B+% , (2.5)

donde N2 2
B=cx(;) te (;) , (2.62)
Y= 0:c? (%)2 + 0, (%)2 (2.6b)

Si se substituye z, en las ecuaciones (2.4) se puede obtener x; e y;.

Para encontrar las coordenadas del punto P53 que esta situado sobre la pantalla nula es
necesario tomar en cuenta la ecuacién del rayo que pasa por P, y tiene direccion R,
que esta dada por la recta

L, ={P|P =P, +1R}. (2.7)

El vector director R del rayo reflejado, puede ser hallado por la ley de la reflexién en
su forma vectorial, descrita por

NI

R:I—2N2

N, (2.8)

donde I es el vector incidente, N el vector normal a la superficie en el punto P, y N la
norma de N.

El vector N puede ser calculado a partir del operador gradiente aplicado a la superficie.
Al eliminar la raiz cuadrada y agrupar términos similares de la ecuacion (2.1) esta
puede ser llevada a la forma

F(x,y,2) = (Oxc2x* + chiyva)Z2 —2(ex® +eyy?)zt (e +e3?)? =0,  (2.9)
de donde la normal en un punto P, es el vector gradiente de F' evaluado en Ps.

oF OoF OF

N= VF(X27y27Z2) = (av ga a_Z

) (x2,¥2,22). (2.10)
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2.2 Disefio de la Pantalla Nula Cénica Para una Superficie Bicénica

Si N = (N, Ny, N;), el vector normal en P, entonces sus coordenadas son:

N, = 2[Qxc)zcxzz% —2cx020 + 2(cxx% + cyy%)cxxz], (2.11a)
Ny = 2[0yc33225 — 20yy222 + 2(cxx3 + ¢yy3)eyya, (2.11b)
N, = 2(Quc?x3 + chiy%) +2(ex3 4 ¢y3). (2.11¢)

Ahora pueden ser calculadas las coordenadas de R usando (2.8)[37][14].

Las ecuaciones paramétricas de L, estan dadas por:

X=X Y=Y -2

1= = ; (2.12)
Ry Ry Rz
entonces x e y pueden ser tomadas en funcién de z, obteniendo
x(z) =8(z—22) +x2, (2.13a)
¥(z) =M(z—22) + 2, (2.13b)

cond=R,/R,yn=R,/R..

La ecuacién de un cono paralelo al eje Z, como se muestra en la figura 2.2 con radio S
en el origen y una distancia 4 del vértice al origen, es,

S2
X4y = ﬁ(wh)z. (2.14)

Las coordenadas del punto P3 corresponden a la interseccién de L; con el cono. Sus-
tituyendo 2.13 en 2.14 se obtiene una ecuacion correspondiente a la interseccion, que
tiene como Unica variable libre z por lo que agrupando los términos que tengan la
misma potencia de z se puede llegar a

A1Z§—|—2BIZ3—|—C1 =0, (2.15)
donde
2,2 S
A =0"4+Nn" — A (2.16a)
S2
By = [x28+ym— (8> +1%)z2 — el (2.16b)

15



2. DISENO DE PANTALLAS NULAS

C) = (8 +1H)z3 +x3+y5 —222(x28 +yom) — 2. (2.16¢)

Entonces z3 tiene por solucion [37][38]

—B1£/BI —AC
(2.17)

3 =
Ay ’

donde el signo de la raiz cuadrada que tomaremos, dependera del valor de R, si R, <0
entonces se toma el valor negativo de la raiz, por el contarrio si R; > 0 se toma el valor
positivo, esto se deduce dado que el pardmetro ¢ > 0 y las soluciones de z3 siempre
deben estar del lado derecho del vértice del cono.

Si sustituimos z3 por z en 2.13 podemos obtener las coordenadas de x3 e y3, obteniendo
completamente las coordenadas de Ps.

Para poder convertir los puntos sobre el cono en un plano, para que de esta manera
se pueda imprimir en papel y realizar la prueba experimental, tomemos en cuenta la
figura 2.3. Se puede apreciar que la distancia del punto del vértice P, es equidistante a
cada punto de una circunferencia del cono, es decir, cumplen la ecuacién de la circun-
ferencia de radio r. El arco de circunferencia de radio

Figura 2.3: Transformacién del cono a un plano

r=1/(h+2z3)*+p?

16



2.2 Disefio de la Pantalla Nula Cénica Para una Superficie Bicénica

que proviene de una circunferencia sobre el cono de radio p mide

S
po=ra=a="9="9,

donde ¢ = arctan(ys/x3) y se ha tomado en cuenta la semejanza de los conos. Las
coordenadas sobre el plano seran, [37][38]

X = rcos(a), (2.182)

E=rsen(a). (2.18b)

2.2.1 Calculo de los Parametros a y b.

Remitiéndonos a la figura 2.4, tenemos que se hard uso de una lente para enfocar la
imagen capturada por el sensor. Para construir la pantalla nula necesitamos que se
cumpla la proporcién

a b+

- = —B, (2.19)

d D

la cual se obtiene de semejanza de tridngulos de las lineas punteadas en la figura 2.4.

Y
a
e ) b ,.* “_Superficie
: “ asi/métrica
o
Py \‘é\\%ﬁ p :

o=b+z

Figura 2.4: Formacién de la imagen de un punto sobre la pantalla nula y posterior enfoque

con una lente

17



2. DISENO DE PANTALLAS NULAS

como condicién para que las ecuaciones deducidas en la seccion 2.2, sean aplicables,
entonces despejando a b tenemos

Da
b= - B. (2.20)

De acuerdo con la figura 2.4 la superficie formara una imagen del punto P; (ubicado
en z,) en Pé ubicado a z; a la derecha del vértice, de acuerdo a la ecuacién de Gauss.

I 1 1

—4—=—, (2.21)

Zo i fs
donde f; es el foco de la superficie bicénica en uno de sus ejes y f; < 0, pues es
convexa, por lo que

%0 Js
i = . (2.22)
Zo— fs

Ademads, la lente de distancia focal f; enfocara a la imagen del punto P; ubicada a una
distancia z; a la derecha del vértice de la superficie, en una distancia a hacia la izquier-
da de la lente. La imagen de P3 estard a una distancia o = b + z;, por lo que usando la
ecuacion de las lentes delgadas tenemos:

1 1 1
-4 -=—. (2.23)
a o [

Sustituyendo la ecuacion(2.20) en (2.23) tenemos

1 1 1
-+t 55— = (2.24)
a % —B+z i
Tanto f;, D, d, f, z,, son variables que dependen de la superficie y del sensor y en caso
de z, de nuestra eleccion, por lo que pueden ser perfectamente conocidas al igual que

7 ¥ B, que dependen dnicamente de estas, entonces podemos despejar a de la ecuacion
(2.24). Si s = z; — B, entonces [35][34]

—s+ﬁ(§+1)i\/s2+f,2(§+1)2+2sf1(§—1)
25 '

a = (2.25)
Ahora se puede usar (2.20) para encontrar b, en resumen tenemos las ecuaciones para
encontrar los pardmetros a y b dado un didmetro fijo de la superficie D y un tamafio de
sensor d. El signo de la solucion para el parametro a debe cumplir que a > 0, para que
la imagen que se forme sea real y se pueda proyectar en el sensor, como s puede ser

18



2.3 Diseno de un Cono Para la Prueba

positivo o negativo dependiendo de la eleccién de z,. Si s > 0 la solucién de a que se
debe de tomar sera la que tenga la raiz positiva, puesto que el radicando cumplira con:

2
\/s2+f,2 (§+1) +2sﬁ(§—1)25 (2.262)
52+ f? Do 2+2sf b4 > f Do (2.26b)
'\d "\ d =T\ d ‘ '

Si se toma la raiz negativa a tendra valor negativo. Si s es negativo, ambos valores de
la solucién podrian tener valor positivo, entonces se tendréd que escoger la solucion que
se acerque mds al valor de f;. En ambos casos es recomendable en la medida de lo
posible escoger un valor de z, que nos proporcione un s > 0 para evitar confusiones.

2.3 Diseno de un Cono Para la Prueba

En la subseccién 2.2.1 se explica el método para obtener los pardmetros de construc-
cién de una pantalla nula a y b dados D y d los didmetros de la superficie y el sensor
respectivamente. En dicho desarrollo no se da por hecho que la geometria del cono,
permite el paso de los rayos especulares provenientes del reflejo de la superficie.

Para disefiar el cono que mejor se adapte a la prueba es necesario que se cumplan las
siguientes condiciones: que la cimara esté cerca del orificio pequefio del cono de radio
s, para que el propio cono no obstaculice la vision de la cimara a la superficie, que el
diametro de la superficie D sea el maximo y el didmetro d de la imagen capturada por
el sensor, debera ser menor que el didmetro del sensor dccp, para que toda la imagen
de la superficie pueda ser capturada. Para esto no nos importa que la superficie quede
dentro o fuera del cono.

Para esto se requiere que el tamafio de s debe ser de tamaio suficiente, para que pasen
todos los rayos reflejados por la superficie, esto se puede conseguir ficilmente acercan-
do la cdmara cerca del orificio del cono, pues para el radio maximo p,,,, de un patrén
de disefio para una pantalla nula se cumple (ver la figura 2.5)

Pmax _ @ = pp = blpmax
a by

Por lo que x — 0 conforme »; — 0, por lo que para un radio s bastara con acercarlo
a la camara para que puedan pasar todos los rayos de luz.

(2.27)
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lente by J

Pmax]

Ps

F 3

Figura 2.5: Representacién esquematica de los rayos de luz pasando dentro del cono trun-

cado de radio inferior s.

También se requiere que S; sea mayor que el didmetro de la superficie D /2, para que
la superficie pueda introducirse dentro del cono de ser necesario, y que S(B) < ps(B)
siendo P la sagita de la superficie, a fin de que la superficie pueda introducirse en todo
momento dentro del cono (figura 2.6).

h

—

Brmax

Figura 2.6: Disefio del cono para que una superficie convexa pueda ser contenida por este,

en lineas punteadas verdes, se aprecia un cono que no cumple con las caracteristicas.
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2.3 Diseno de un Cono Para la Prueba

El radio del cono usado para deducir las ecuaciones de la construccién de la pantalla
nula es el radio en z = 0 es decir S(0) = S, el cual es facil de deducir usando la
ecuacion de recta generatriz del cono, para un radio S; dado y una altura s; en Z
siendo:

So=—h (2.28)
se debe notar que i1 > h+ Bax, donde By es la altura de la superficie.

Otro aspecto a tomar en cuenta es que la imagen de la superficie debe ser captada en su
totalidad por el sensor de la cimara, por lo que esta debe estar a una distancia prudente
(lo bastante alejada), lo cual dependerd de la distancia focal de la lente f; y el tamafo
del sensor. De acuerdo con la subseccion 2.4 el parametro a depende de f;, z,, Dy d
(distancia focal de la lente, distancia de un punto objeto que serd reflejado por la su-
perficie cerca del vértice, didmetro de la superficie y didmetro del sensor o del patrén
de disefio), y b estd en funcion de a y la sagita maxima de la superficie. Para encontrar
las medidas que debe tener el cono que usaremos, es necesario ver como variaria a en
funcién de z,, con los demds parametros constantes (tomados de la tabla 3.1), asi como
la posicion de la imagen z; formada por la superficie (ver figura 2.7).

En la figura 2.7 se pede ver que a tiene un comportamiento asintotico al igual que z; y
b, y su valor cambia menos de 1 mm, no mds de 5 mm para x; y b, todo esto suponiendo
ademads que el radio de curvatura r, = 10.33 )y en el vértice de la superficie. Se puede
deducir entonces que para un valor de D y d dados, el valor de a y b tienen una co-
ta minima, por lo que la altura del cono 4 debe superar el valor maximo de b (h > b(0)).

Para disefiar el cono se propone entonces un valor de /4 entero en milimetros superior
a b(0), con un radio S superior a D = 50mm y h; > h+ Bax, para lo posterior se
propone usar las ecuaciones de la subseccion 2.4, en conjunto con 2.28 para construir
una pantalla nula para un patron de disefio. Posteriormente, al construir la pantalla nula
puede que los valores de la coordenada en Z del punto P3 sean positivos, lo que impli-
ca que la superficie quedara dentro del cono que se usaré para la prueba, por lo que se
debe escoger la altura del cono que pueda contener todos los puntos P3 (recordar que
el vértice de la superficie se coloca en el origen). Recordar que para todo valor de z
S(z) (el radio del cono en z) debe ser mayor que el radio de la superficie en z, a fin de
que el cono y la superficie no se intersequen.

Para este trabajo se usaron una lente con f; =16mm una superficie de con D = 50mm
y un sensor CCD de dccp = 4.605mm, y el cono disefiado se puede ver en 2.8.
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2. DISENO DE PANTALLAS NULAS

Posicion de la imagen formada por la superficie y la lente.
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Figura 2.7: Comportamiento de x;(z,) (arriba), a(z,) (en medio) y b(z,) abajo.
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Figura 2.8: Cono usado para la prueba, se muestra también el radio del cono usado para

la prueba experimental.
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2.4 Disefio de la Pantalla Nula Cénica Para una Superficie Zernike

2.4 Diseno de la Pantalla Nula Conica Para una
Superficie Zernike

Llamaremos superficie de Zernike a una superficie que sea una combinacién lineal de
los polinomios de Zernike, los cuales forman una base y son ortogonales dentro de
la circunferencia unitaria, nombrados asi en honor al fisico neerlandés Fritz Zernike
ganador del Premio Novel de fisica en 1953.[11][39]

Los polinomios de Zernike pueden definirse en términos de su paridad:

Z)' = R (p)cos(ma), (2.29)
si son pares y

Z," =R (p)sen(m9), (2.30)

si son impares, con n > m, ambos ndimeros enteros no negativos, p y ¢ son las coor-
denadas radial y angular respectivamente, con 0 < p < 1, R" es el polinomio radial
definido, como [11]

m 2 (=1 (n—k)! n—2k
R™(p) = , 2.31

=~

para (n—m) pary O si (n —m) es impar.

Aunque existen mds representaciones de los polinomios de Zernike la anterior es la
mas comun y conocida, esta representacion nos permite calcular dado la forma de re-
currencia de R!", poder encontrar una forma de recurrencia para la derivada de esta
misma, lo cual permitird encontrar las derivadas para hallar el vector normal a la su-
perficie de una forma mads rdpida, sobre todo si se programan. Las derivadas de los
polinomios de Zernike son las siguientes.

%Z,’j’(p, 0) = =R,/ (p)msen(m¢), (2.32)

L 7(p, ) = cos(m) =R () 233

dpnpvq)_cosmq)dpnpa ( )
si el polinomio es par y

d

d—¢ZJ "(p, 9) =Ry (p)mcos(m9), (2.34)
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d_m _ d o
@Zn (p7 q)) - SGH(m(i)) dpRn (p)a (235)
para los impares con
d v CDHn=20) (k) 5y
—R)(p) = i P " ) (2.36)
dp () ,;)k!(%—k)!(T—k)!p

siempre que n —m sea par y n — k > 1, de esta forma se evita que los monomios eleva-
dos a la potencia 0 sean tomados en cuenta con una potencia negativa.

El procedimiento para generar una pantalla nula para una superficie Zernike es en
general andlogo al descrito en la seccion 2.2[25][40] generar la pantalla nula de una
superficie biconica, ver Figura 2.9.

Superficie
de Zernike

Figura 2.9: Diagrama de construccion de una pantalla nula conica para una superficie de

Zernike, vista desde un plano a un dngulo ¢, perteneciente a la coordenada de P;.

Si se realiza el trazo exacto de rayos inverso, y tomando como referencia la figura 2.9
se tiene que la ecuacion de la recta con direccion del rayo incidente I = (p1,¢; + 7, a)
y que pasa por P; = (p1,01,21) en coordenadas cilindricas para un dngulo azimutal
dado ¢, es

2= Lo b (2.37)
P1
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2.4 Disefio de la Pantalla Nula Cénica Para una Superficie Zernike

El punto P, = (p2,02,22) serd la interseccion de la recta en (2.37) y la superficie de
Zernike, en un dngulo ¢, = ¢1 + 7, por lo que las coordenadas de P> corresponderédn a
la solucién de la ecuacion

;—“ —b=—Y ApenZ™(p,01+7), conm >0, (2.38)
1 n,m=0

donde el signo negativo de la suma es debido a la orientacion que tendra la superficie
en el arreglo como se aprecia en la figura 2.9.

Para un ¢ conocido solo tendremos que solucionar la ecuacién (2.38) para la coorde-
nada p, lo cual resulta dificil para polinomios de grado mayor a 2, por lo que en esta
ocasion la propuesta es resolver la ecuacion de forma numérica, en este caso usando el
método de Brent-Deker[41], cuyo algoritmo estd implementado en varias paqueterias
de software de computo cientifico y se basa en usar los métodos de secante y biseccion
segln convenga, dependiendo de que tan cerca se encuentre de la raiz.

Una vez encontrado p, (formalmente aproximado en matematicas), y dado que ¢, =
01 + 7, tememos que la coordenada en Z sera

Z Anﬂ:m p27 ¢2) (239)

n,m=0

Para hallar la direccion de R es necesario conocer la direccion del vector normal N en
el punto Ps.

N=-V| Y AwnZ"(p0)+z|. (2.40)

n,m=0
Si nombramos a la funcién de la superficie por simplicidad

Zi=— Y AuenZy"(p,9) —2=0.

n,m=0
En coordenadas cilindricas el vector gradiente de Z; (p, ¢, z) es[42]

azlA+1azlA Z; .

VZ, = —

(2.41)

simplificando

Zim Z:tm
VZ =— Z Anim — Z Aptm —13. (2.42)

n,m=0 an q)
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Aunque esta expresion final es en general complicada dado que se trata de derivar una
combinacion lineal de polinomios de Zernike que pueden ser pares o impares pode-
mos utilizar las ecuaciones de (2.32) a (2.36), para encontrar dichas derivadas de una
forma sistematizada en un programa computacional, aprovechando la linealidad de las
derivadas y la relaciones de recurrencia.

De esta forma es obtenido el vector gradiente y, por tanto, el vector normal a la super-
ficie N = (Np, Ny, N;), de forma mas especifica

0Z;m
No=—Y Apim 3 (2.43a)
n,m=0
1 oZ+m
Ny = —— A —2—. (2.43b)
\ pn,;‘;O 8 a¢
N,=—1. (2.43¢)

Encontrar la direccion de R en coordenadas cilindricas puede ser poco practico, por lo
que es conveniente una vez que se han calculado las derivadas pasar los vectores N y I
a coordenadas cartesianas, con las siguientes transformaciones[42]

p = cosGx+ sen 0y, (2.44a)
0 = —sen £ + cos 07, (2.44b)
=% (2.44c)

donde ¢ es el dngulo la coordenada sobre la superficie. De esta forma

I=—(x1,y1,—a) (2.45)
y
Ny = Npcosd —Nysen, (2.46a)
Ny = Npsen¢+ Ny cos o, (2.46b)
N, =N,. (2.46¢)

Con los vectores I'y N en coordenadas cartesianas, podemos encontrar R con la ecua-
cién (2.8), las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P, y tiene
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direccion R son esencialmente las ecuaciones en (2.13), por lo que las coordenadas del
punto Pz = (x3,y3, z3) sobre el cono estdn dadas por las ecuaciones (2.17) para z3 y
(2.8) para el par ordenado (x3,y3).

Para calcular los pardmetros de construccién a y b, se supone que la parte més cercana
al vértice de la superficie de Zernike se aproxima a una esfera, entonces calculando el
radio de curvatura en el vértice de la superficie se podran usar las ecuaciones obtenidas
en la subseccion 2.2.1.

Para calcular el radio de curvatura en el vértice de la superficie, empezamos escogiendo
una curva plana, de preferencia en ¢ =0 o0 ¢ = /2 con el fin de trabajar solo con los
polinomios pares o impares, dado esto se puede encontrar el radio de curvatura con la
siguiente ecuacion [43]

c= 2.47
& (2.47)
dp?
donde z se ha despejado como funcién de p de la ecuacion de la superficie:
2p)=— Y AwnZy"(p,0), (2.48)

n,m=0

para¢ =0y 3.

Para este trabajo sé probo una superficie de Zernike que estd basada en combinacion
lineal de los polinomios Zg yZy 3, quedando como

AZ) +As 3257 —z=0. (2.49)

Finalmente, la pantalla nula puede ser construida partiendo del patrén de disefio y
teniendo todos los parametros del cono y la superficie, en la figura 2.10(b) se muestra
un ejemplo de la pantalla nula correspondiente al patrén de disefno en 2.10(a), se puede
ver que las manchas en la pantalla nula tiene distintas dimensiones y forma, esto es
debido en un principio al cambio de curvatura en la superficie y la geometria propia de
la pantalla nula, que en este caso es un cono.
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Pantalla Nula
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Figura 2.10: Ejemplo de un patrén de disefio y la pantalla nula generada sobre un cono.

2.5 Reconstruccion de la Superficie

Para la topografia de la superficie con la imagen capturada en el sensor, es necesario
calcular los centroides de todas las manchas, lo cual se describe en el capitulo 3, por
ahora supondremos para el desarrollo siguiente que se cuentan con los centroides de
cada mancha.[37][38]

Para empezar recordemos que una superficie puede ser representada como f(x, y, z) =
0 y su vector normal en un punto estd dado por el vector gradiente de la superficie en
dicho punto. Para una curva parametrizada

r(x(z), y(t), z(z)) (2.50)
con ¢ el pardmetro, derivando
df(r() _ g, dr@) _
T—Vf o =0. (2.51)

Sustituyendo N = Vf y r(t), tenemos de acuerdo con la ecuacion de la deflectometria

que
N-dr(r) = Nudx + Nydy + N,dz =0 (2.52)
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y despejando a dz tenemos la “Ecuacién de la forma de la superficie”[44]

dz=—| —dx+—=d 2.53

‘ <Nz B A ) | (239
al integrar a lo largo de una trayectoria C, obtenemos
N. N

—z0=— [ | —dx+2dy). 2.54

7—20 /C(Nz X+Nz y) (2.54)

Con la ecuacion (2.54) es posible encontrar la sagita de la superficie conociendo las
normales y los cambios en x y y.

Como es imposible en la practica conocer todas las normales, ademas que con el con-
junto de centroides solo se pueden formar trayectorias discretas, es necesario deducir
una ecuacion equivalente a la ecuacion (2.54) para trayectorias discretas, una forma es
aplicar la "regla del trapecio compuesta”[45] a cada una de las variables de integracion.

La regla del trapecio compuesta se basa en aproximar una integral definida por medio
de n trapecios, como se muestra en la figura 2.11, de tal forma que al calcular las areas
de los trapecios se obtiene que una integral definida queda aproximada por

A

Y

Xo X1 Xp X3 X4 X5 X X7 X

Figura 2.11: Representacion de la regla del trapecio compuesta.

(Xk+1 — Xk)

[ v Y ) + ) 2.55)
k=0

Aplicando la regla a cada una de las variables tenemos que la ecuacion (2.54) en su
forma discreta es
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n—-1 : .
zn—zozz<%+% A%+<z;_y+1;y_> Vi ase
j z Zj Zj+1
donde n es el numero de puntos sobre la trayectoria de integracion, Ny;, Ny, y N;; son
las componentes del vector normal, Ax; = (xj11 —x;), Ayj = (yj+1 —»;) los respectivos
tamafos de paso para realizar la integral en x y y, donde el subindice j hace referencia
a la posicion j-ésima del punto en la trayectoria sobre la superficie.

2.5.1 Calculo de las Normales

Para calcular las normales de la ecuacion (2.8), se puede notar que el vector normal es
proporcional a la diferencia de los vectores I y R, por lo que se puede afirmar que un
vector normal unitario N es [34]

I-R

Recordemos que la ecuacion (2.8) estd deducida para un trazo de rayos inverso, pero
una vez que se ha capturado la imagen del reflejo de la pantalla nula sobre la superficie
con un sensor y son calculados los centroides de las manchas, es necesario referirse a
los rayos de tal modo que se entienda que se refiere al trazo de rayos como se produ-
cirfan en la realidad.

Definamos el vector r, como el vector del rayo incidente que va de un punto sobre la
pantalla nula a la superficie y r; como el vector del rayo reflejado que va de la superficie
e interseca al sensor, entonces la ecuacidn anterior toma la forma:[34][35]

r.—r;

N= (2.58)

r,—r|

Es preciso mencionar que al llevar a cabo la prueba solo se conoce, la posicion del
diafragma Py, la posicion de cualquier punto P, sobre la pantalla nula, los puntos de
los centroides P, capturados en el sensor, con estos se puede calcular la direccion de
r,, pero no se conocen la direccion de r; y la posicién de un punto sobre la superficie
P, donde se intersecan los rayos incidente y reflejado.

En particular nos interesa calcular las coordenadas de todos los puntos sobre la super-
ficie que generan un punto P, sobre el sensor usando la ecuacion (2.56), para esto se
tiene que realizar una aproximacion de las normales, se calcula entonces el vector r, y
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2.5 Reconstruccién de la Superficie

se encuentra la ecuacién de la recta que representa al rayo reflejado, conociendo esta
recta se puede aproximar la coordenada sobre la superficie simplemente intersecandola
con una superficie de referencia y encontrar una aproximacion de r; y el vector normal
N,., donde el subindice r hace referencia a que se ha usado la ecuacién de una superficie
de referencia ver figura 2.12. El vector unitario r, o< P; — P, donde P, = (x¢,y.,—a—D)
y P; = (0,0,—b), puede ser representado como:

(xC7yC’a) (2.59)

Va2 +yi+a?

r, =

P
P
>
s VA
P
Sensor : \\ Superficie de
CCD/CMOS Referencia
I . Fy i Superficie
) a B b " de Prueba

Figura 2.12: Aproximacién a las normales de la superficie.

El vector r, se puede conocer perfectamente, y la ecuacion de un rayo reflejado seria
andlogo a la ecuacién (2.4) como sigue:

x(z) = —%(z +b), (2.60a)
y(z) = —%(Hb)- (2.60b)

La ecuacidn de referencia puede es conocida perfectamente y es recomendable que sea
la ecuacién de disefio de la pantalla nula y/o la ecuacién de disefio de la superficie. Si
la superficie de referencia es f(x, y, z), la ecuacién que se debe de resolver para encon-
trar los puntos sobre la superficie, Py = (xy, ys, Z5) corresponderian a las soluciones de
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sustituir las ecuaciones (2.60) en f obteniendo

f(x(z),¥(z),z) =0.

Con lo que se obtendria la coordenada z; y usando las ecuaciones (2.60), se obtendrian
los valores de x; y ys.

(2.61)

Con esta aproximacion a cualquier punto Py sobre la superficie se puede aproximar el
vector r; o< P, — P; con P, = (x,, ¥p, 2p) las coordenadas del centroide en la pantalla
nula, como

(xs —Xp,Ys — Yp, a)

VX2 +yi+z2

Usando la ecuacién (2.58) se obtiene una aproximacion al vector normal [34][35] N,,
la cual puede ser usada para aproximar la sagita de la superficie usando la ecuacién
(2.56) y usando nuevamente las ecuaciones (2.60) sé puede hallar todas las coordena-
das del reflejo del centroide en la superficie, a las que se designan como Py;.

(2.62)

r,=

A la nube de puntos Py se les ajustard una funcidn, esta funcién debe corresponder
a la superficie de referencia pero con ligeros cambios, por lo que se propone que en
esta nueva funcién f,(x, yz) sea la funcién f rotada azimutalmente o alrededor del eje
Z y trasladada en sus tres coordenadas, esto lo conseguimos facilmente aplicando las
matrices de rotacion y traslacion.

Para esto supongamos que existe un sistema O’ el cual esta trasladado y rotado en el
eje Z respecto a un sistema O entonces la transformacion que nos permitiria pasar las
coordenadas del sistema O al sistema O’ es [46]

/

X 1 0 0 —xg cos® sen® 0 O X
/
y]1 [0 1 0 —y —sen® cos® 0 O y
Z1 |0 0 1 —z 0 0 10 z |’ (2.63)
1 000 1 0 0 1 1
x xcos 0+ ysend — x
I — —
y/ ycosO —xsenB — yg (2.64)
z Z—20
1 1

En las deducciones anteriores se han usado matrices de 4 x 4 con el fin de que la matriz
de traslacion sea una transformacion lineal y la composicion de la rotacion y traslacion
se reduzca a multiplicar las matrices asociadas a cada transformacion. Ademaés de la
rotacion y traslacion se propone usar un plano o dos términos lineales en X y Y sobre
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la coordenada z a fin de modelar las desviaciones en los ejes X y Y. Dicho plano se le
seria de la forma Tx + Tyy donde a cada término T se le denomina tilt que viene del
inglés que significa ‘inclinacion’. Por lo que la transformacién completa queda como

x xcos0+ysen6 —xp
y' | = | ycos® —xsenb—yy | . (2.65)
4 z—z20+ Tx+ Ty

Si suponemos que en el sistema O’ la superficie f no estd rotada y trasladada, entonces
en general en el sistema O la superficie esta rotada y trasladada. La superficie en O
correspondera a sustituir a las coordenadas primadas en la funcién f,

&y d)=o. (2.66)
Sustituyendo cada término para encontrar la funcion de la superficie en O se obtiene
f(xcos®+ysen® —xg, ycos® —xsen® —yo, z— 20+ Tx + T,y) =0 (2.67)

a esta nueva funcion en el sistema O le llamaremos f, y serd nuestra funcion de ajuste
para la nube de puntos encontrada a partir de las normales N,.

La funcién f,(x, y, z) serd entonces una representacion matematica de la superficie ba-
jo prueba en el sistema O, esta superficie f, es una mejor aproximacion a la superficie
real, que f en el sistema O por lo que si se quiere tener una mejor topografia de la
superficie se puede volver a repetir el proceso anterior, calcular una normal de referen-
cia N, usando como superficie de referencia a f,, y realizar todo el proceso, descrito
anteriormente. Se puede realizar el proceso de forma iterada [35][38] hasta encontrar
una superficie f,; que sus pardmetros diverjan en menor medida de la anterior f,. Para
una mejor explicacion de como funciona el método iterativo se explica en el diagrama
de la figura 2.13.

2.6 Superficie Bajo Prueba M1-CNC

En este trabajo se pretende mejorar el método de pantallas nulas para evaluar superfi-
cies convexas sin simetria de revolucion, por lo que se presenta la evaluacion de una
superficie de Zernike denominada M1-CNC, la cual fue fabricada en una CNC (Con-
trol Numérico Computarizado) y facilitada por el Laboratorio de Instrumentacién y
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Usar la superficie de disefio f
para aproximar los puntos P.

Aproximar las normales N,

para cada punto F.

Aproximacion de la superficie mediante la
integracién numérica de las normales N,

y célculo de los puntos en la superficie Py;.

Ajuste de la nube de puntos P de la
superficie a una funcién f,.

Se comparan los pardmetros de f, y se

I Calcular P, usando f,. |

Iterqcion

revisa que cumplan con un criterio
de convergencia.

Si se cumple el criterio de
convergencia se elige a f, como
representacion de la superficie.

Si no cumplen el
criterio de convergencia el
proceso se repite usando a f;.

Figura 2.13: Diagrama del método iterativo

Metrologia Optica (LIMO). La superficie es una combinacién lineal de los polinomios
{ZS, Zy 3} que tiene por ecuacién [25][47]

2(p,0) = —A2Z3 +A3 373,

(2.68)

La representacion explicita como funciéonde p y ¢ es

2(p, ) = —A20(2p* — 1)+ A3_3p’ sen(39).

(2.69)
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Superficie M1-CNC
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Figura 2.14: Grifica de la superficie bajo prueba M1-CNC.

Esta superficie cumple con los requerimientos deseados para realizar la prueba; ser
una superficie convexa, no poseer simetria de revolucidn y ser una superficie rapida
(cambia su curvatura muy rdpido respecto a su didmetro o f/# < 1 con # el didmetro
de la superficie).

Usando las ecuaciones (2.43) se pueden encontrar sus derivadas y con las ecuaciones
en (2.46) se pueden encontrar sus valores correspondientes en coordenadas cartesia-
nas. Los valores de los coeficientes estdn dados en la tabla 2.1.

Parametro Valor
Diametro 50mm
Ao 2.420%1072
Az 3 -1.0476x1073

Tabla 2.1: Datos de la superficie de Zernike M1.

La pantalla nula para la superficie M1 se reduce a seguir los pasos descritos en la sec-
cién 2.4, pero un problema mas complicado surge cuando se quiere aplicar el método
iterativo, pues una traslacion de un vector en coordenadas cilindricas es mas compli-
cado que en un sistema rectangular, por lo que para este paso se propone transformar
la ecuacioén (2.69) a coordenadas cartesianas, tomando que

p? =x> 47, (2.70a)
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p>sen(30) = p°[sendcos(20) + sen(20) cos ]

= p>[2cos? psend + sen o cos’ ¢ — sen> ¢, (2.70b)
X =pcosd (2.70¢)
y
y=psend (2.704d)
se obtiene [25]:
2(x,y) = —A2y® + Aox® + A1y + 340y — Ay, (2.71)

donde A] = A20 y A2 = A3_3.

Si aplicamos la transformacién de la ecuacion (2.65) para encontrar la superficie de
ajuste f, descrita en la seccidn anterior se obtiene un polinomio de la forma

2(x,y) = Ax> + By’ + Cx’y+ Dxy* + Ex* + Fy* + Gxy+Hx+ 1y +J. (2.72)

Donde cada uno de estos coeficientes dependen del dngulo de rotacién 0, del vector
de traslacién (xo, yo, z0) y de los términos de tilt T, 7y. Si designamos a a; = cos0 'y
a» = sen 0, entonces se simplificaria la dependencia de cada uno de los coeficientes del
polinomio respecto al angulo y la rotacion, como se muestra a continuacion:

A=Aya3—3atay), (2.73a)

B=Ay(—ad} +3a3ay), (2.73b)

C =34y(—dda) +a; —2d3ay), (2.73¢)

D =3Ay(+atay — a3+ 2d3ay), (2.73d)

E = 3A;(yoa3 + 2xparaz — yoad) + 241, (2.73¢)

F =3A5(yoat — 2xoaias — yoa3) + 241, (2.73f)

G = 6Asxq(a3 — a}) — 2yoaraz (2.73g)

H = 3A;[y3az +x0(2yoar — xoaz)] +4A1 (yoas — xoay) + T, (2.73h)
I =3A;[x0(2y0as +xoa;) — y(z)al] —4A 1 (yoar +xoa1) + Ty, (2.731)

J = Axyp + A1 (0§ +¥§) — 3A0xyo — A1 + 20 (2.73))
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2.6 Superficie Bajo Prueba M1-CNC

Una vez hecho el ajuste y obtenido los valores de los coeficientes del polinomio (2.72)
mediante las ecuaciones (2.73) es posible obtener los valores de ay, az, xo, yo, 20, A1,
Ay, T, y Ty, lo cual no es trivial y requiere de la aplicacion de distintos métodos para
encontrar cada una de las incégnitas. Empecemos por las ecuaciones (2.73a) y (2.73b)
definiendo las nuevas incégnitas

by = /Ay,
by = v/ Az,

de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A =b3—3b3bs, (2.74a)
B=—b3 +3b3by, (2.74b)
despejando by de (2.74a)
b A
by =+ 2 —— 2.75
1 3 30, (2.75)
y sustituyendo en (2.74b) se tiene
3
b A b A\?
3| 2———(2—=——] =B. 2.76
2\ 3 3b, (3 3b2) (2.76)

Esta altima ecuacion no es posible resolverla por un método analitico, por lo que se re-
quiere usar un método numérico, para lo que proponemos usar nuevamente el método
de Brent-Deker[41]. Para encontrar el valor correcto de b, es preciso hacer las siguien-
tes observaciones: b; serd negativo, pues a; = cos0 y se espera que las rotaciones
azimutales sean pequeias, entonces 0 < 1y a; > 0, por otro lado, la constante A, de-
bera tener el mismo signo que la constante A; del disefio, para que a un polinomio par

. /3 .
se le reste uno impar, entonces Az/ serd negativo y b; < 0.

Para aplicar el algoritmo de Brent-Deker es necesario que el dominio y la imagen de
la funcion sean reales en el intervalo en el que se buscan sus raices. En el caso de la
ecuacion (2.76) la reescribimos como

g(b2) =B 2.77)

entonces la funcion g(b;,) tendrd una imagen imaginaria cuando el radicando de la raiz

sea negativo, por lo tanto,
b} A
0<-2<_—.
3 3bh
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2. DISENO DE PANTALLAS NULAS

Como b% >0siA>0,entonces b, >0,y
0<by<A

entonces b, debe estar en el intervalo (0, S/Z), para que la imagen de g sea imaginaria.
Como b, debe poder tomar valores alrededor de cero, que sean pequeios pues depende
de sen0 y < 1, el intervalo en que se debe buscar la raiz de (2.76) es en un intervalo
negativo como se muestra en la figura 2.15, andlogamente, si A < 0 entonces b, pro-
porcionard una imagen imaginaria de g(b,) en (— E/W , 0) y la solucién de la ecuacién
(2.76) se debe buscar en el lado positivo de las abscisas ver figura 2.15.

A>0 A<0
0.5 : 0.5 -
w0 Wm0
0.5 0.5
0.5 0 VA 05 05 —VIAl 0 0.5
b, b,

Figura 2.15: Comportamiento de g(b,) dependiendo del valor del coeficiente A.

Ahora con lo anterior es posible encontrar b y posteriormente b1, con ambos es posible
encontrar a ay y A, para ello notemos que

by b
VA =—"=2 (2.78)

ai  ay
Dado que a; = cos0 y a» = sin0 se cumple la ecuacion

at+a3=1. (2.79)

Despejando a a, de (2.78) y sustituyendo en (2.79), se llega a

ag = (2.80)
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2.6 Superficie Bajo Prueba M1-CNC

entonces

3
A2:<[ﬂ> (2.81)
ai
g b
2
-2 2.82
= (2.82)

Para encontrar A basta sumar (2.73e) y (2.73e) para llegar a

Al = # (2.83)

Conociendo A; se puede tomar la ecuacion (2.73g) y ya sea (2.73e) o (2.73e) para
encontrar xp y yo, en este caso se presenta la solucién usando (2.73e) y (2.73g), con la
cual se forma el sistema de ecuaciones:

iy (@ —ah) (w0 _ (555"
22 = G (2.84)
(a3 —aj) —2a1a Yo 54
que tiene por solucion
X0\ 1 —4a1a2(E—2A1)—(a%—a%)G (2 85)
Yo —6As[4araz(a3 — a3)?] 2a1a,G —2(a5 — a3)(E — 24) ‘

Ahora es demasiado simple encontrar los valores de T, T, y zo, despejando de las
ecuaciones (2.73h), (2.731) y (2.73j) respectivamente, y sustituyendo los valores de
ap,az,A1,A2,x0y yo en cada una de las ecuaciones respectivas, obteniendo las repre-
sentaciones explicitas como:

T, = H — 3Ax[y3az +xo0(2y0a1 — xo0a2)] — 4A1 (yoaz — xoay), (2.86a)
Ty, =1 —3Az[x0(2yoaz +xoar) —y(z)al] +4A1(yoar +xoay), (2.86b)
20 =J — A2y — A1 (x5 +¥5) + 3A2x5y0 + Ay (2.86¢)

Ahora serfa posible encontrar los valores de tilt y los descentramientos (xo, y0z0), los
valores de la rotacién y las constantes que multiplican a los polinomios A1 y A».
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2. DISENO DE PANTALLAS NULAS

2.6.1 Aproximacion de las Normales en la Superficie

Como ya se dijo en la seccion 2.5.1 para aproximar las normales, es necesario aproxi-
mar los puntos sobre la superficie intersecando las ecuaciones (2.60) con la ecuacién
de la superficie de referencia f y en cada iteracion con la superficie ajustada a la nube
de puntos f,, esto se puede lograr por métodos numéricos o por mediante una solu-
cion analitica si el problema lo permite, en el caso de la superficie M1-CNC es posible
deducir una solucién analitica de la interseccion de las ecuaciones de la recta del rayo
reflejado (2.60) con la superficie de ajuste (2.72), obteniendo:

82> + (308 + )22 + (30?84 2be + L — 1)z + (B’ + e +bL+J) =0,  (2.87)

donde solo se ha sustituido las ecuaciones de la recta en la ecuacién de la superficie de
ajuste y agrupado los términos respecto a las potencia de z con

& = AP® + By’ + Cp>y+ DBy, (2.88a)
e = ER*+ FY’ + GPy, (2.88b)
{=HB+I, (2.88¢)
y X
B=-=5, (2.89a)
a
y= ¢ (2.89b)
a

Se pueden encontrar las raices del polinomio en la ecuacion (2.87) de forma analitica
simplemente aplicando el método de Cardano [48] y eligiendo la raiz que este més
proxima al rango de sagitas de la superficie que esperamos encontrar.

Esta seccion se tienen todos los elementos tedricos necesarios para construir una pan-
talla nula para una superficie convexa sin simetria de revolucién y su posterior re-
construccion y recuperacion de la forma de la superficie bajo prueba. En el siguiente
capitulo se describira el desarrollo experimental de la prueba usando la superficie M 1-
CNC como superficie bajo prueba.
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Capitulo 3

Prueba Experimental y Resultados

En este capitulo se describird el montaje del dispositivo experimental, asi como los
resultados obtenidos y algunos aspectos importantes del tratamiento de la imagen cap-
turada con el sensor, como lo son la correccion de distorsion y la binarizacion de la
imagen.

3.1 Patron de Referencia de la Pantalla Nula

El patron de disefio de la pantalla nula es un arreglo, que consta de 492 discos aco-
modados de forma radial en doce circunferencias de radios diferentes, de forma que
la densidad de discos sea uniforme, cada disco tiene un diametro de 0.04mm, como
se muestra en la figura 3.1. El patrén de disefio tiene dos ejes de simetria ortogonales,
que permiten una alineacion mds rapida del arreglo experimental, y el radio de la cir-
cunferencia mas pequefa es r; = 0.1mm y el de la circunferencia mas grande es de
rp = 1.65mm. La forma en que se disefi6 el patrén es la siguiente:

1. Se toma cada arco de circunferencia de 0 a w/2 y se divide entre la distancia que
existe entre los radios de dos circunferencias contiguas, en este caso un doceavo
de (I’z — I )

2. Este numero x dado por la division se redondea al entero més cercano n. Cada
circunferencia es entonces dividida entre 47, para conocer la separacion angular
de cada centro del disco, que sera de 7/2n.

De esta forma se podré asegurar que la distancia que existe entre 2 puntos en una cir-
cunferencia del patrén de discos estd proxima a la distancia que existe entre 2 radios
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3. PRUEBA EXPERIMENTAL Y RESULTADOS

de dos circunferencias contiguas, y que los puntos estaran esparcidos con una densidad
proxima a una densidad uniforme.

Patron de diseno

]
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.
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=
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Figura 3.1: Arreglo de puntos usado para construir la pantalla nula. Como las ecuaciones
para construir una pantalla nula se dedujeron para cualquier punto en el patrén, cada disco

esta formado por un arreglo radial de puntos de densidad uniforme.

3.2 Montaje Experimental

Se usé una camara EO-18112 de Edmund Optics con 18.1 MP( Mega Pixeles) de re-
solucion y un tamafio de pixel de 1.25 x 1.25um con un sensor de dispositivo de carga
acoplada (en inglés charge-coupled device) conocido también como CCD. Dadas las

dimensiones del pixel, cada disco captado durante la prueba en teoria contiene cerca
de 800 pixeles.

Tomando en cuenta la tabla 3.1 se puede construir el dispositivo experimental para
llevar a cabo la prueba de la superficie, como se muestra en la figura 3.2 y la pantalla
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3.2 Montaje Experimental

nula que se muestra en la figura 3.3 usando el procedimiento descrito en la seccion 2.4
. En adicidn se usaron para realizar la prueba una mesa de elevacion, una base

Parametro Simbolo Valor
Radio del cono S 25.24mm
Altura del cono h 280.11mm
Foco de la lente fi 16mm
Radio de curvatura de la superficie r 10.33mm
Diametro de la superficie D 50mm
Diametro del patrén de disefio d 3.34mm
Distancia lente-imagen a 17.332mm
Distancia lente-superficie b 203.15mm

Tabla 3.1: Tabla de valores de los pardmetros de construccion de la pantalla nula.

.

o
Mesa de ;
elevacion 4 : Platina (67 .

' rotacion

——centrar el dispositivo’

Figura 3.2: Arreglo experimental para la prueba, la superficie se encuentra inmersa total-

mente dentro del cono.

o platina XYZ y otra de rotacion en 3 angulos diferentes para alinear la camara y
un cono de ABS (acrilonitrilo butadieno estireno) impreso en una impresora 3D pre-
viamente disefiado con las dimensiones idoneas de acuerdo con el Apéndice 2.3 para
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3. PRUEBA EXPERIMENTAL Y RESULTADOS

llevar a cabo la prueba, que servird para sostener la pantalla nula cénica impresa en
papel, el cono fue cubierto con tiras led para proporcionar una mayor iluminacion a la
imagen reflejada.

Pantalla nula

350.0 -

325.0 -

300.0 A

275.0 -

250.0 A

E[mm]

225.0 -

200.0 A

175.0 -

150.0 -

T

-100.0 -75.0 -50.0 -25.0 0.0 25.0 50.0 75.0  100.0
x[mm]

Figura 3.3: Pantalla nula usada para realizar la prueba.

La superficie de prueba, como ya se explicd, es una combinacién lineal de dos poli-
nomios de Zernike y ademds se disefid un arreglo de circulos concéntricos y ejes de
referencia para una alineacion mds facil y rdpida de los dispositivos respecto al eje
optico de la lente, como se ve en la figura 3.4(a).
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3.3 Calculo de los Centroides

(a) (b)

Figura 3.4: Hoja de referencia para centrar el dispositivo en (a) y superficie de prueba en

(b).

3.3 Calculo de los Centroides

Una vez construido el dispositivo experimental, la imagen del reflejada por la superfi-
cie de los puntos que conforman las manchas negras en la pantalla nula fue capturada
en el CCD, la imagen fue tomada en escala de grises para agilizar el tratamiento futuro,
ver figura 3.5(a). Posteriormente se realizé sobre esta un proceso de binarizacion, para
contrastar los pixeles que forman parte del reflejo de las manchas de los que no, como
se muestra en la figura 3.5(b).

El proceso de binarizacion se realizd por secciones, las cuales son declaradas ma-
nualmente, usando la herramienta umbral del programa GIMP (programa de edicién
de imagenes digitales), posteriormente se usa un programa realizado en Matlab para
discriminar las manchas de pixeles que no provengan de la pantalla nula (ver Apéndi-
ce A), usando como pardmetro discriminador el tamafio de la mancha. Finalmente el
mismo programa de Matlab calcula el centroide de cada mancha de pixeles usando la
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3. PRUEBA EXPERIMENTAL Y RESULTADOS

expresion para el centro geométrico de un objeto 2D que es

1
rcm:ZZriJ, (31)

L,j
donde L corresponde al niimero total de pixeles en cada mancha y r; ; a la posicion de
cada pixel, e i, j hace referencia precisamente a la posicién que tiene cada pixel en la
columna i y la fila j.

(a) (b)

Figura 3.5: Imagen capturada por el CCD en (a) e imagen binarizada con los centroides

de cada mancha en (b).

3.4 Correccion de Distorsion

De todas las aberraciones Opticas de la lente, la distorsion es la que mas influird en
nuestros resultados, ya que la distorsion movera la posicion del centroide de una man-
cha alejandola del eje Optico o acercandola, dependiendo del tipo de distorsion que
genere la lente 3.6.

Existen varios modelos para describir la distorsién en lentes, en este trabajo se limitara
a usar un modelo polinomial de tercer grado para describir la distorsion [44].

El modelo que usaremos establece que para una lente que presenta distorsion la dis-
tancia de un punto imagen al eje 6ptico p,, queda descrita por:

pa = pi+Ep, (3.2)
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3.4 Correccion de Distorsion

(a) Barril (b) Sin distorsion (c) Corsé

Figura 3.6: Tipos de distorsién

donde p; es la distancia ideal para una lente sin distorsién del punto imagen, E es el
coeficiente de distorsion y p, es la distancia del punto objeto al eje Optico.

La relacion de la amplificacion transversal con las distancias del eje dptico hacia el
punto imagen y el punto objeto es

Pi
Mr = —. (3.3)
T 0,

Despejando p; y sustituyéndola en (3.2), tenemos
Pa(Po) = Mrpo+Ep;. (3:4)

Se puede obtener una expresion similar para p, como funcién de p,, proponiendo que
la regla de correspondencia sea:

Po(Pa) =Apg+Bpa+Cp). (3.5)

Si se sustituye (3.5) en (3.4) y se agrupan términos semejantes,

Pa = AMrpa+BM,p + (CMr +A’E)ps. (3.6)
de donde se obtiene que
1
A=— 3.7
My (3.7)
B=0 (3.8)
Y E
C=——. (3.9)
My
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3. PRUEBA EXPERIMENTAL Y RESULTADOS

Si se sustituye A, By C en (3.5) se tiene

Pa  E 5
=———pPy 3.10
Po MT M;‘« pd ( )
Con esta ultima ecuacion es posible corregir la distorsién de una lente ajustando los
valores que provengan de una imagen con distorsion p; a los valores de la imagen de
la cual provienen p,, de esta forma es posible encontrar la amplificacion transversal
Mr y el coeficiente de Distorsion E.

Para corregir la distorsion de la lente usada en el dispositivo experimental, previamente
antes de realizar la prueba se enfocé la lente con el diafragma abierto totalmente a una
distancia de 208mm a la cual se estim6 que se formarian la imagen de los centroides
de las discos mas proximos al eje Optico, por la superficie de prueba, posteriormente se
captur6 una imagen de un arreglo de discos acomodados sobre los vértices de una malla
cuadrada como se muestra en la figura 3.7, donde cada vértice tiene una separacion de
Smm y cada disco un radio de 0.4mm.

Malla de Distorsion

ooooooooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooooooooo
-------------------------

ooooooooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooooooooo

-------------------------
ooooooooooooooooooooooooo
ooooooooooooooooooooooooo

(a) (b)

Figura 3.7: Arreglo cuadrado usado para corregir la distorsién en (a) y arreglo experimen-

tal en (b).

Una imagen de la malla cuadrada es capturada con la camara, posteriormente es bi-
narizada y se calcula el centroide de cada mancha. Con la ecuacién (3.10) y los datos
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3.4 Correccion de Distorsion

de los centroides tanto de los discos en la malla cuadrada como de la imagen de esta,
se realiza un ajuste por minimos cuadrados usando la funcién nlinfit de Matlab y son
encontrados los valores de M7 y E, el proceso es representado en la figura 3.8.

(a) (b)
Ajuste de distorsion
= : ,
g 40
Q
1=
2
<30
©
o
3
=
5
o
= 101
o
Q Funcion de ajuste
B ol ® datos
~ I

0 1 2 3
Radio del centroide con distorsion [mm]

(c)

Figura 3.8: Imagen capturada con un CCD de la malla de distorsién (a), proceso de bina-

rizacion de la imagen (b) y grafica del ajuste de la ecuacién (3.10).

Los valores de la amplitud transversal y el coeficiente de distorsion son presentados en
la tabla 3.2, y la correccion de la posicion de los centroides de la figura 3.5(a) capturada
en la prueba se presentan en la figura 3.9.
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3. PRUEBA EXPERIMENTAL Y RESULTADOS

Parametro Simbolo Valor
Amplitud transversal M7t 0.078205
Coeficiente de distorsion E —7.6356 x 1077 [mm 2]

Tabla 3.2: Tabla con los valores de My y E al corregir la distorsion.

Correccion de la distorsion en los centroides

1.5 C T T .l‘ . : .l. v ' 'I T T ]

«" . .. - Puntoscorregidos

. . e e Puntos con distorsion

1 [ . * ) ) : 0 .o T

7 DI
E0F e e 1

>_‘ 0. ® o o o o o ° o ° o e ° o o o .o : : : : :
05+ R P I AT I ]
-1r °. o T e .. . . .
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

X [mm]

Figura 3.9: Comparacién de los centroides obtenidos en la prueba y su correspondiente

correccion de posicién hecha con el ajuste de distorsion.

En la figura 3.9 se aprecia que el ajuste por distorsion, para la lente usada durante la
prueba, tiene un grado de distorsion muy pequefio, esto mismo se puede ver en el valor
de E en la tabla 3.2, el cual es relativamente pequefio.

Con la correccién a la distorsion de la imagen capturada por el CCD durante la prueba
se concluye este Capitulo, el cual estuvo centrado en el montaje experimental y la
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obtencion de los datos arrojados por la prueba, en el Capitulo 4 se presenta el anélisis
y tratamiento de los datos y resultados obtenidos en este Capitulo.
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Capitulo 4

Analisis de Resultados

Una vez que se obtuvieron las posiciones de los centroides en la CCD, corregidas, se
realiz6 la integracién numérica, por lo que se definieron los caminos de integracion.
Primero se ordenan los centroides capturados por la CCD en una lista, de tal forma
que correspondan con los centroides de disefio, para que pueda existir una relacion
de correspondencia con los centroides de las “manchas”de la pantalla nula de los que
provienen (figura 4.1).

Centroides de teoricos y experimentales
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Figura 4.1: Centroides tedricos sobre la CCD, con sus respectivos centroides experimen-

tales.
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Para definir los caminos de integracion se estudia la grafica de centroides como un
“grafo” o “grafica”, relativo a la rama de la teoria de graficas, designando cada par
ordenado P. = (x.,y.) del centroide como un nodo o arista y la distancia (medida en
la métrica euclidiana) que existe entre este con los 5 nodos (centroides) mas cercanos
como sus aristas, que lo unen a estos 5 nodos o vértices. De esta forma cada nodo
estd conectado con los cinco nodos mds cercanos, siempre que solo los 2 nodos mas
cercanos con un radio similar se encuentren contenidos dentro de estos 5 nodos mas
cercanos, asi cada nodo solo tendra dos conexiones con nodos de radio similar, los
cuales serdn los 2 nodos o centroides que estén adyacentes a este ver figura 4.2.

Creacion del Grafo

03} J
02t | y
O 1 I o ° A g
4 3
— 14 +
g 0 _5 ol % . . ¥
—
0.1 F» *.8
6 7 ° . - °
02F
03 F . )

0 01 02 03 04 05 06 07
X [mm]

Figura 4.2: Los nodos mas cercanos al nodo 1 son 2, 3, 7, 8 y 9, pero la conexion de 1
con 3y 7 no es tomada en cuenta porque 1 solo puede estar conectado con los 2 nodos de

radio similar mas cercanos. .

Finalmente, una vez que se ha construido el grafo (para esto hace uso de la funcion
graph de Matlab) se calcula el camino mas corto C; de cada uno de los centroides o
nodos al primero, el cual es tomado como el mds cercano al origen y al eje X, dicho
célculo se hace empleado la funcidn shortestpathtree de Matlab el cual usa los algorit-
mos de Dijkstra y Bellman—Ford [49]. Cada camino C; es un conjunto ordenado de los
nodos, el cual representa un camino para realizar la integral numérica. Los caminos C;
se muestran graficamente en la figura 4.3 aunque ciertamente estos caminos se definie-
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ron para los puntos sobre la CCD es facil trasladarlos a los puntos P calculados sobre
la superficie, siempre que exista una relacion de correspondencia entre ellos.

Caminos de integracion
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Figura 4.3: Caminos de integracién usados para reconstruir la superficie en rojo se mues-

tra el punto inicial de todos los caminos de integracion.

El método iterativo que emplea a la integraciéon numérica de la ecuacién (2.56), el
ajuste de la superficie a la ecuacion (2.72), fue realizado y se obtuvieron los valores
que describen a la superficie bajo prueba como se muestran en la tabla 4.1, los valo-
res recuperados de las constantes Aj y A, difieren de los tedricos o de disenio 0.48 %
y 6.14 % respectivamente. Una representacion grafica del ajuste de la superficie a la
nube de puntos se muestra en la figura 4.4. El criterio de convergencia usado fue que
los valores obtenidos de A; y A no sobrepasaran el 1% y 2 % respectivamente de la
iteracion anterior, se escogio el resultado de la iteracion 3 que es el que mas proximo
a los valores tedricos y el primero en aparecer.

Los valores estadisticos de las diferencias entre la superficie recuperada de los puntos
Py, respecto a la superficie de disefio, se pueden observar en la tabla 4.2, en donde se
hace distincion entre la superficie de mejor ajuste y la forma recuperada con la integral
numérica, la misma comparacion puede verse graficamente en los mapas de nivel de
la figura 4.5, donde como es de esperarse la mayoria de los puntos se encuentra cerca
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

Xo[mm] yo[mm] zo[mm] T; T, Ay A

0.0559 0.0902 0.1324 0.0000 -0.0227 2.43152 —1.1119x 1073

Tabla 4.1: Tabla que muestra los valores de la superficie recuperada con los desplazamien-
tos en x, y, z y las inclinaciones o tilt y los valores correspondientes a las constantes que

multiplican a cada polinomio.

Superficie ajustada

Y [mm] X [mm]

Figura 4.4: Ajuste de los puntos Ps obtenidos con la integracién numérica a una superficie

como en 2.72.

del valor £RMS. El valor de la desviacion estandar (S7 D) se calcul6 respecto al valor
RMS, de acuerdo con

1 N
GsTp = \/ﬁ Y (Jxil — xrwms)?, 4.1
i=1

1 N
XRMS = NZx?. 4.2)
i=1

En esta version de la desviacion estandar se busca ver cuanto se alejan los valores de
muestra respecto al valor RMS o media cuadratica, es por eso que se usa el valor abso-

donde
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luto de cada muestra y el valor de RM S en lugar del promedio.

RMSmm] % STDmm] % PV[mm] %
Superficie Ajustada  0.1967 053  0.1800 052 13685 3.71
Integral Numérica 0.2738 074 02155 0.70 1.5832 4.30

Tabla 4.2: Tabla con los valores estadisticos de la superficie recuperada respecto a la

tedrica o de disefo.

Diferencias superficie de disefio vs prueba Diferencias superficie ajustada vs disefio

20 20
0.8 0.4
10 0.6 10 0.2
g 0.4 = 0
£ 0 02 =0 0.2
> ' > '
-10 0 -10 -0.4
0.2 -0.6
220 -20
-20 0 20 -20 0 20
X [mm] X [mm)]

(a) (b)

Figura 4.5: Mapas de elevacion de la diferencia de sagita.

Como se puede ver las diferencias que existen en ambos casos, en la integral y la su-
perficie ajustada respecto a la superficie de disefio no difieren en mds de un 1% en
el valor RMS y un 5% para el valor pico valle, pero en los valores de las constantes
A1 y A, obtenidos, se puede apreciar una diferencia notable en le caso de A, donde el
valor recuperado sobrepasa al valor tedrico por mas de un 6 %, estos valores difieren
al menos en un 4 % de los valores reportados en una prueba similar hecha a la misma
superficie en [25].

La diferencias en RMS, PV halladas en este trabajo y las reportadas en [25] podrian
deberse a la superficie ajustada, pues en dicho trabajo se ajustaron los primeros 15 po-
linomios de Zernike a la nube de puntos obtenida, mientras que en este trabajo solo se
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

ajustaron 9 parametros incluidos los valores de A; y A;, también de forma intuitiva se
puede pensar que debido a que la superficie es muy rapida (cambia su curvatura muy
réapido respecto a su didmetro o f/# < 1 con # el didmetro de la superficie) un pequefio
desvio de los centroides en el CCD, puede ocasionar una variacion alta relativa al valor
real en la sagita de la superficie recuperada, tanto en la superficie mejor ajustada y la
nube de puntos recuperada con la integral numérica. Por las observaciones anteriores
se propuso realizar algunas simulaciones, descentrando los centroides tedricos sobre
el CCD para verificar y observar como varian su valor RMS, STD PV, respecto al tipo
de descentramiento realizado.

4.1 Simulaciones

Se realizaron cuatro simulaciones diferentes, dos donde se trasladan los centroides
respecto del eje Optico en el eje Y y a 45°, una tercera donde los centroides son ro-
tados respecto al eje Optico en £2° y una ultima donde son escalados, es decir son
desplazados en direccion radial. A todas estas transformaciones se les sumé un pe-
queiio desplazamiento aleatorio en los ejes X e Y, de un 5 % de la diferencia pico-valle
(PV, = 0.0799mm) que existe entre los centroides sobre la CCD obtenidos experimen-
talmente y su par tedrico.

4.1.1 Traslacion en 45°

La traslacion en 45° se llevo a cabo en un bucle de 50 simulaciones desplazando cada
centroide pasos iguales en un rango de 4+2-1/2PV, en la direccién radial. Los resulta-
dos se muestran en la figura 4.6 y en la tabla 4.3.

RMSImm] % PV[mm] %
Superficie ajustada  0.0855  0.23  0.6105 1.66
Integral numérica 0.1789 049 1.4879 4.04

Tabla 4.3: Tabla de los valores estadisticos promedios.
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4.1 Simulaciones

Centroides trasladados a 45°

' 400000, ‘ ' ' Variaciones porcentuales de A; y A,
S | - A
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diferencia en sagita de la prueba
vs la superficie tedrica
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(c) (d

Figura 4.6: Centroides desplazados 45° y sus respectivas diferencias estadisticas.

Se puede apreciar que los valores estadisticos (RMS 'y PV') de las simulaciones respec-
to a las variaciones exhiben un comportamiento de valle alcanzando un valor minimo
cuando estdn cerca de 0, por otro lado, se observa que tanto los valores estadisticos
como de A; y Aj alcanzan valores del orden de los obtenidos experimentalmente, en
particular A> que sobrepasan el 5% de diferencia respecto del valor tedrico (figura
4.6(b)). Se puede concluir entonces que un desplazamiento de los centroides en esta
direccion puede afectar severamente los calculos de Ay y Aj.

Se puede apreciar en la tabla 4.3 y las figuras 4.6(c) y 4.6(d) que el valor RMS y PV
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

de la integral casi duplica a los de la superficie ajustada.

4.1.2 Traslacion en el Eje Y

Las simulaciones de la traslacion en el eje Y de los centroides se realizaron en el rango
de £2-1/2py, para 50 puntos igualmente espaciados, para un total de 50 simulaciones,

los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.7 y la tabla 4.4.

Centroides trasladados en Y
." ' : :.:. Ei E.: ' Variaciones porcentuales de A » A 5
i ¢
1 .....'.l...:.. .: A
S ) S !
—_ 0
£ | T 5 4 A
£ ool I 2
= §800080000)000 =
S YOOI 9
PO .I'O..'l= ' o
RN OTHHH 82
-1 00 0 e 005000
ST &
'a}: HHE
A A LI E Y] A A 0 —
2 -1 0 1 2 -0.05 0 0.05
X [mm] Traslacion [mm]
(a) (b)
.Variaci'ones esta.ldisticas dela Variaciones estadisticas de la diferencia
dlferenclla en sagfl.tz.l dte !a .prueba en sagita de la superficie
15 vs la superficie terica s ajustada vs tebrica
£l —RMS =) RMS
E PV A PV
5 2
[}
9§ 0.5 g 0.5
0 0
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Traslacion en Y [mm] Traslacion [mm]
(c) (d)

Figura 4.7: Simulacién de desplazamientos en el eje Y.
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4.1 Simulaciones

RMSImm] % PV[mm] %
Superficie ajustada  0.0875 0.24 0.6267 1.70
Integral numérica 0.1158 0.31 0.8619 2.34

Tabla 4.4: Tabla con los valores estadisticos promedios de la superficie recuperada en la

traslacién sobre el eje Y.

Se puede apreciar que las diferencias del valor de A, respecto a su valor tedrico son
mayores a un 4 % para las traslaciones maximas y que los valores estadisticos son simi-
lares para la superficie ajustada y la sagita de los puntos recuperada con la integracion
numérica en las graficas 4.7(c), 4.7(d) y los promedios mostrados en la tabla 4.4.

La traslacion en el eje Y fue escogida especialmente sobre la del eje X dado que en la
figura 4.1 se aprecia un ligero desplazamiento de los centroides experimentales en el
eje Y, podemos observar que los resultados obtenidos en la prueba experimental en las
tablas 4.1y 4.2 que sus valores tanto de los parametros A1 y A;, asi como las diferencias
en sagita RMSy PV se aproximan a los simulados con desplazamiento en el eje Y. Para
ambos casos (experimental y simulacién) la desviacion de A; ronda alrededor del 6 %
y los valores PV sobrepasan Imm para los casos con mayor desplazamiento.

4.1.3 Rotacion de -2° a 2°

Se simul6 una ligera rotacion de los centroides tedricos en un rango de £2°, igual que
en los casos anteriores se tomaron 50 dngulos igualmente espaciados dentro del rango
escogido, los resultados de las variaciones de las constantes A y A, asi como los pro-
medios del RMS y PV son mostrados en la tabla 4.5 y la figura 4.8.

RMSImm] % PV[mm] %
Superficie ajustada ~ 0.0204  0.05 0.0839  0.22
Integral numérica 0.0994  0.27 0.7948 2.15

Tabla 4.5: Tabla con los valores estadisticos promedios de la superficie recuperada de las

rotaciones de -2° a 2°.

Se puede apreciar que las variaciones porcentuales de A; y A, (figura 4.8(b)) respecto
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

a sus valores tedricos son menores que en los casos anteriores para el caso de A, mien-
tras que para el caso de A1 estos aumentan respecto a los casos anteriores, también en
la tabla 4.5 se muestran los valores porcentuales mas pequenos que en los dos casos
simulados con anterioridad, en los valores de la desviacién de RMS como en el PV,
tanto para la integral numérica como para la superficie ajustada estos no superan mas
del 0.5 % para el RMS y no més del 1.5% parael PV.

Centroides rotados + 2°

Variaciones porcentuales de A (YA

2
1.5
1 L
X
el 5
E o0
Q
>~ 5
-
&
1t A
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X [mm] Rotacion [°]
(@ (b)

Variaciones estadisticas de la diferencia Variaciones estadisticas de la diferencia
en sagita de la prueba simulada vs  en sagita de la simulacion de la superficie

la superficie tedrica ajustada vs tedrica
E‘ 1.2F —RMS €0,3 —RMS|]
g PV g PV
g 202
Q Q
5 0.6 5
& £0.1
a | | a |
-0.05 0 0.05 -0.05 0 0.05
Rotacion [rad] Rotacion [rad]
(© (d

Figura 4.8: Centroides simulados en (a), diferencia porcentual de A; y A, en (b), varia-
ciones estadisticas de la superficie de disefio con la prueba en (c) y la superficie de mejor

ajuste en (d).
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4.1 Simulaciones

Se puede apreciar tanto en la grafica 4.8(b) y 4.8(d) que a diferencia de los casos an-
teriormente simulados, el comportamiento de A, y PV de la superficie ajustada, no
muestra un comportamiento descendente claro conforme se aproximan las rotaciones
a 0°, tampoco cuando se ha superado, como en los casos anteriores. Ademds se puede
apreciar que para el caso cuando el dngulo es 0° la diferencia de A, respecto a su valor
tedrico no es el minimo, esto puede deberse a las pequefias variaciones hechas aleato-
riamente en cada centroide, ademads de su variacion angular. Se concluye entonces que
una rotacion serd el caso que influiria menos en los resultados obtenidos, a pesar de
exhibir un comportamiento mas aleatorio que el de los casos anteriores.

4.1.4 Escalamiento o Variacion Radial

Finalmente, se realizé una simulacién desplazando cada centroide radialmente en un
rango de =PV, obteniendo desplazamientos totalmente simétricos, como en los casos
anteriores se tomaron un total de 50 puntos igualmente espaciados dentro del rango de
desplazamiento, los resultados se muestran en la figura 4.9 y la tabla 4.6.

RMSImm] % PV[mm] %
Superficie ajustada  0.4756 1.29  1.5075 4.09
Integral numérica 0.6194 1.68 1.7838 4.84

Tabla 4.6: Tabla con los valores estadisticos promedios de la superficie recuperada res-

pecto a la tedrica o de disefio.

Se puede apreciar que este caso exhibe una mayor desviacion porcentual para A; y
A superando en ambos casos el 5% en los extremos. También se puede apreciar este
mismo comportamiento para los valores RMS 'y PV [figuras 4.9(c), 4.9(d)], superando
Imm y 3mm respectivamente en ambos casos en los valores extremos.

Se puede concluir que este es el caso en que se tendria un mayor error al recuperar la
superficie, en caso de que se presentara en una prueba experimental.

Con los resultados obtenidos en los cuatro casos simulados, se puede apreciar que la
prueba experimental estd dentro de los resultados obtenidos con las simulaciones, pues
si bien no presenta un caso en concreto, se puede observar en la figura 4.1 que presenta
mds de uno de estos.
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Y [mm]
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Figura 4.9: Centroides simulados en (a), variaciones porcentuales de A; y A en (b), va-

riaciones estadisticas de las diferencias entre la superficie de disefio con la prueba en (c) y

la superficie de mejor ajuste en (d).
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Conclusiones

Se desarrolld y se explico de forma general la teoria de las pantallas nulas conicas para
superficies biconicas, las cuales no presentan simetria de revolucidn y para superficies
que que son combinacién lineal de polinomios de Zernike, se realiz6 la prueba de una
superficie de Zernike (M1-CNC) por el método de pantallas nulas.

Se propuso un procedimiento para evaluar superficies convexas una vez que es captu-
rada la imagen en un CCD o el plano detector, donde se expone una transformacion
para ajustar los desalineamientos debidos al mal posicionamiento de la superficie, en
caso de que esté desplazada o presente rotacion.

Para la prueba realizada sobre la superficie M1, ademds de obtener una representacion
tedrica de la superficie, también se obtuvo una representacion discreta de los puntos
sobre la superficie, los cuales no necesariamente deben de estar contenidos en una su-
perficie recuperada experimentalmente.

En el caso de la superficie tedrica encontrada en la prueba, los pardmetros de esta di-
fierenen 0.48% y 6.14 % (A1 y A, respectivamente) de los pardmetros con los que fue
disenada la superficie, mismos que se usaron para construir la pantalla nula, en tanto
que las diferencias de sagita de la superficie ajusta y la tedrica difieren en 0.53 % en el
valor RMS y un 3.71 % en el valor PV, aunque estos resultados difieren de los repor-
tados en [25] de un 0.36 % para el RMS y 0.66 % de PV, se explica por la cantidad de
parametros ajustados en ambas pruebas, que fueron 9 en este trabajo y 15 en el caso
del texto citado. Para los valores obtenidos con la integral numérica se obtuvieron va-
lores RMS de 0.74 % y PV de 4.3 % en la diferencia de sagita respecto la superficie de
disefio M1.

Se puede apreciar que en las simulaciones una variacion en la rotacion o el desplaza-
miento radial de los centroides en el CCD, que se pueden asociar a errores de alineacion
y colocacién de la superficie afectan severamente los resultados obtenidos durante la
prueba, se aprecia como el parametro A, es mas susceptible a estos desplazamientos.
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

Los desplazamientos de los centroides pueden ser originados, por desalineaciones en
la superficie, en la camara y/o en la pantalla nula, ademés de deformaciones propias de
la superficie.

Como trabajo futuro se propone desarrollar un procedimiento que permita cuantificar y
reducir los errores asociados con los desalineamientos de la pantalla, ademas de contar
con una superficie conica construida con mayor presicion para llevar a cabo la prueba,
dado que en el cono donde fue colocada la pantalla nula eran visibles algunas imper-
fecciones intrinsecas a la manufactura del cono, lo cual produce errores al probar una
superficie rapida.

También se propone desarrollar y revisar el proceso de convergencia en el método ite-
rativo, pues se observo la aparicion de multiples valores convergentes en un conjunto
de 100 iteraciones, los cuales se alejaban demasiado de los valores tedricos presentado
una sagita de la superficie de no mas de 15mm.
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Apéndice A

Algunos Programas

PROGRAMA QUE GENERA EL PATRON DE DISENO

i function [X,Y,Nump] = Uniforme_redondeo_sim(ri,rs,n,c)

Y uncion que genera el patron circular uniforme round simetrico

Yfuncion que genera el patron circular uniforme por secciones

4Yar i Yri radio inferior
s9a s 9os radio superior
% % numero de radios

%

queremos al 0 como centro puede tener valor 0

o 1
s ro=linspace(ri,rs,n);
9 Y%theta=zeros(1,n);
o L=ceil ((pi/2)*ro./(ro(1,2)—ro(1,1)));
I Ytheta(1,1)=pi/(2%L);
2> theta=(pi/2)./L;

Yo L=ceil ((pi/2)«ro(1,1)/(ro(1,2)—ro(1,1)));
s % theta(1,1)=pi/(2%L);

6 % theta=(pi/2)./round(Lxro./ri);

7 m=ceil (2xpi/theta(l,n));

s t=zeros(n,m);

o for j=1:1:m

bo for i=1:1:n
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A. ALGUNOS PROGRAMAS

b1 if (j—1)=theta(l,i)<2«pi

b2 t(i,j)= (j—D)xtheta(l,i);

b3 elseif (j—1I1)xtheta(l,i)>=2«pi

ba t(i,j)=NaN;

bs end

b6 end

7 end

bs%

po  [Th,R]=meshgrid(t(n,:) ,ro); % generamos una matriz con

los radios
bo x=R.xcos(t); % generamos las coordenadas
Bt y=R.xsin(t);
> X=reshape(x’,nsm,1);

53 Y=reshape(y’,nxm,1);

b X = X(Tisnan (X)) ;
is Y = Y(Tisnan(Y));
B if c==

57 X=[0;X];

BS Y=[0;Y];

o end

v Nump=size (X);

mend

PROGRAMA QUE GENERA LOS POLINOMIOS DE ZERNIKE Y SUS DERIVA-
DAS

I 9d'uncion que evalua un polinomio de zernike, dado +/—n,m y regresa
un vector

Yeon sus coeficientes y evalua el valor que le meten

function [C,E,CD,ED,Znm,DZnmro,DZnmp,R,DR]=polzernike (n,m, pariedad)

49 matris de coeficiente , matriz de exponentes, coef de derivada, exp
de derivada , zernike, funcion R ]

sdpolzerknik (indice n , subindice m, pariedad )

H=zeros (1,n+1);
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%Generamos los coeficientes y exponetes con la formula de recursion

sif round(n-m)/2—(n—-m)/2==

9 nmn=(n—-m) /2;

0 nm=(n+m) /2;

ifor k=0:1:((n—-m)/2)

2 C(k+1)=((—1)"k=«factorial (n—k))/(factorial (k)xfactorial (nm—k) =
factorial (nmn—-k));

13 E(k+1)=n—2xk;

1end

end

cdgeneramos los coeficeintes y exponentes de la derivada de R

1CD=E.«C; CD=CD(~(CD==0));

1ED=(E—1);ED=ED (" (ED<0)) ;

9

w%Generamos una funcion de los polinomios radiales

pR=@(ro) O;

pfor i=0:1:nmn

b3 R=@(ro ) R(ro)+C(i+1l)*ro."(E(i+1));

pend

psHGeneramos una funcion derivada de los polinomios radiales

pefml,nl]=size (CD) ;

rDR=@(ro) O;

pfor i=1:1:nl

bo DR=@(ro) DR(ro)+CD(i)=*ro."(ED(i));

peend

pi%Generamos la funcion del polinomio de Zernike

w%Generamos una funcion derivada de Z respecto a ro

wHGeneramos una funcion derivada de Z respecto a phi ’'p’

pif pariedad ==

Bs Znm=@(ro ,p) R(ro).xcos(mxp);
6 DZnmro=@(ro ,p) DR(ro).*cos(m*p);
B7 DZnmp=@(ro ,p) —m#R(ro) . sin (mxp);

pselseif pariedad ==
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A. ALGUNOS PROGRAMAS

Bo Znm=@(ro ,p) R(ro).=sin (m«p);

ho DZnmro=@(ro ,p) DR(ro).*sin (m*p);
b DZnmp=@(ro ,p) m«R(ro).%cos(m#p);
wend

PROGRAMA QUE REALIZA UNA INTEGRAL NUMERICA DE LINEA SOBRE
UN CONJUNTO DE PUNTOS DISCRETOS

1 % funcion que realiza la integracion numerica, recibiendo los
caminos de integracion

Y%y las normales, y los puntos sobre la superficie

function [xsi,ysi,zsi]=integral_num_camino (Xs,Ys,Zs,Nx,Ny,Nz,TR,a,b,
Xo,Yo)

94 Xs,Ys,Zs)= puntos sobre la superficie, (Nx,Ny,Nz)=vector normal,Tr
, tupla

sdque contiene los vectores de los caminos de integracion y Xo y Yo
son los

&Ivalores de X e Y en la CCD

717 ,ms]=size (Xs);

sif ms ==

9 Xs=Xs’; Ys=Ys’; Zs=7s’;

end

i[7,mn] = size (Nx);

A4f mn ==

3 Nx=Nx’; Ny=Ny’; Nz=Nz’;

end

si7,mo] = size (Xo);

if mo ==

7 Xo=Xo0’; Yo=Yo’;

end

9

o[ " ,m]=size (Xs);

rmx=TR; ny=TR; dx=TR; dy=TR;

pfor i=2:1:m
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b3 [T, N]=size (TR{i});
ba for j = 1:1:N-1

s nx{i}(j)=(Nx(TR{i}(j))/Nz(TR{i}(j))+Nx(TR{i }(j+1))/Nz(TR{i }(
J+1D)) s

po dx{i}(j)=(Xs(TR{i }(j+1))-Xs(TR{i }(j)))/2;

b ny{i}(j)=(Ny(TR{i}(j))/Nz(TR{i}(j))+Ny(TR{i}(j+1))/Nz(TR{i }(
J+D)):

ps dy{i}(j)=(Ys(TR{i}(j+1))=Ys(TR{i }(j)))/2;

b end

end

pi%netemos la suma.de la integracion numerica.
bzs=7Zs(1)=xones (1 ,m);

Ja=zeros (1,m);

pfor 1=2:1:m

BS [T, N]=size (TR{i});

B6 for j=1:1:N-1

v zs(id=zs (1) —((x{i FG ) #dx{i () +ay {i FG ) #dy{i}(j)):
B8 end

end

w 9Recalculamos los valores de las coordenadas del punto sobre la
superficie

s 9%con el valor de la sagita Zs calculado

2

ixsi=(—(Xo./a).x(zs+b));

mysi=(—(Yo./a).%(zs+b));

hsZS1=2S ;
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