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Introduccion

En las dltimas décadas, el crecimiento acelerado de las ciudades ha generado diversos
problemas urbanos, tales como la congestion vehicular, la falta de espacios piiblicos y
la desigualdad en la distribucién de recursos, entre otros. Estos problemas tienen un
impacto significativo en la calidad de vida de los habitantes y son una preocupacion
para los gobiernos locales y las comunidades.

La planificacion urbana es un campo interdisciplinario que aborda los desafios
complejos que enfrentan las ciudades en el siglo XXI. Desde la congestion del trafico
hasta la falta de espacios verdes, los urbanistas se enfrentan a un conjunto cada vez
mas diverso de problemas urbanos que requieren soluciones innovadoras.

El urbanismo nace en la Revolucion industrial [13], sin embargo tras la Segunda
Guerra Mundial [2], la creciente urbanizacion en todo el mundo generd una necesidad
cada vez mayor de planificacion y gestion eficaz de las ciudades, las cuales se enfrentaban
a problemas como la congestion del trafico, la contaminacion, la falta de espacios verdes
y la desigualdad en la distribucion de servicios urbanos. En los afios 70 [12] [9] [10],
varios académicos comenzaron a aplicar la teoria de graficas en el anélisis de problemas
urbanos especificos.

Fue entonces que matemaéticos, cientificos sociales y urbanistas comenzaron a buscar
nuevas herramientas para modelar y analizar los problemas urbanos. La teorfa de gréaficas
se destac6 como una herramienta especialmente valiosa debido a su capacidad para
representar objetos y relaciones entre ellos de manera visual y matematica.

Actualmente, en México, la construccion desmedida de unidades habitacionales y
zonas residenciales dentro y fuera de las principales ciudades del pais, ha provocado a lo
largo de los anos graves problemas, principalmente ecologicos, tales como el desborda-
miento de rios, la pérdida de zonas agricolas y forestales, emisiones desproporcionadas

de gases de efecto invernadero, y escasez del agua. Ademas ese crecimiento desmedido
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INTRODUCCION v

va de la mano con la creaciéon de barrios pobres, con personas en condiciones de vida
insalubres, en zonas de riesgo, hacinadas, sin seguridad de tenencia de sus viviendas y
de la tierra, asi como con mayores disparidades, desigualdades y discriminacion [15].

En este contexto, la teoria de graficas es una herramienta ttil para el modelado
y analisis de situaciones complejas, utilizando una serie de conceptos y técnicas para
la modelaciéon de problemas en forma de graficas, donde los vértices representan los
elementos del problema y las aristas representan las relaciones entre ellos.

La aplicacion de la teoria de gréaficas en el urbanismo se ha expandido y ha evolucio-
nado para abordar una amplia gama de problemas urbanos, incluyendo la planificacion
de rutas de bicicletas, la optimizacion de redes de energia y agua y la identificacion de
zonas de alta densidad de tréfico.

El objetivo principal de esta tesis es mostrar como la teoria de graficas puede
ser utilizada para solucionar problemas de urbanismo. A través de casos de estudio
concretos, se mostrara como esta herramienta puede ser aplicada para la optimizacion
de rutas de transporte publico, la planificaciéon de redes de parques y espacios verdes,
la identificacion de zonas de alta densidad de trafico y la distribucion equitativa de
recursos urbanos.

El presente trabajo se divide en 4 capitulos que abarcan desde los conceptos basicos
de la teoria de graficas hasta su aplicaciéon en problemas especificos de urbanismo.
Abordando temas y probleméticas actuales, se espera que esta tesis sea de utilidad para
urbanistas, matematicos y profesionales interesados en el desarrollo de ciudades mas

sostenibles, accesibles y equitativas.
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Capitulo 1

Definiciones y resultados previos

1.1. Graficas y graficas simples

Esta seccion esté basada en la referencia |7].

Definicién 1.1.1. El conjunto (VQG) tal que sus elementos son de la forma {v;,v;} con
v; ¥ vj vértices distintos de Vi (para simplificar la notacion serd escrito como v;v;).El
conjunto (*¢) tal que sus elementos son de la forma {v;} con v; vértice de Vg (para
simplificar la notacion sera escrito como v;v;).

Una grifica G es una terna G = (Vg, Ag,?¢), en la cual Vg # @ es el conjunto de

Va

B ) es la funcion

vértices, Ag ajeno a Vi es el conjunto de aristas y g : Ag — (VQG) U (
de incidencia.

Definicion 1.1.2. El orden de G es ng = |V| (cantidad de vértices) y el tamano de G

es mg = |Ag| (cantidad de aristas).

Ejemplo 1.1.1. Consideremos a la grafica G tal que Ag = {a1,a9,a3,a4} v Vi =
{v1,v9,v3,04}, la regla de correspondencia para ¥ es ¥(a;) = vive, P(az) = vyvs,

¢(a3) = Ugly, ¢(a4) = U1V4.

FIGurA 1.1: Gréafica G
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El orden de G es ng = |Vg| =4 y el tamatio es mg = |Ag| = 4.

Definicion 1.1.3. Sean a,b € Ag y v; € Vg, si ¥(a) = v;v; entonces decimos que a es

un lazo (en v;). Si ¢(a) = ¢ (b) entonces decimos que a y b son multiaristas.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos una ligera modificacion de la grafica del Ejemplo 1.1.1,
sea GG la grafica tal que Ag = {a1,a9,a3,a4,as5,a6} v Vo = {v1,v9,v3,v4}, la regla de
correspondencia es ¥(ay) = vivy, P(az) = v1vs, P(az) = vavs, P(as) = V104, P(as) =

v1v1, P(ag) = v1va.

FIGURA 1.2: Grafica G

La grafica GG tiene un lazo en el vértice v; y dos multiaristas entre los vértices vy y

vg; el orden de G es ng = |Vg| = 4 y el tamano es mg = |Ag| = 6.

Definiciéon 1.1.4. Una grafica G es simple si no tiene lazos ni multiaristas.

Si G es simple, entonces podemos escribir a G como (V, A) donde A C (‘2/), el cual es
un conjunto tal que sus elementos son de la forma {v;,v;} con v; y v; vértices de V. La
funcion de incidencia es inyectiva (no hay multiaristas) y cada arista se corresponde con
un subconjunto de exactamente dos vértices bajo la funcién incidencia (no hay lazos).

Un ejemplo de una grafica simple es el Ejemplo 1.1.1.

Definiciéon 1.1.5. Sea G = (Vg, Ag, ¥¢) una gréafica, supongamos que enumeramos a
los vértices de G como Vi = {v1,...,v,}, la matriz de adyacencia de G, Mg = (a;5), es
la matriz de n x n entradas a;;, donde a;; es la cantidad de aristas que unen a v; con v,

es decir, a;; = [{a € Ag : ¥(a) = vv;}].

Ejemplo 1.1.3. A continuacién se muestran las matrices de adyacencia de los ejemplos
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1.1.1 y 1.1.2 respectivamente:

Ul Uy Uz Uy U1 Uy U3 Uy
(o 0111 U1 1 211
() 10 01 Uy 2 0 01
U3 1000 U3 1 000
Uy 1100 Uy 1100
Matriz del ejemplo 1.1.1 Matriz del ejemplo 1.1.2

Definicion 1.1.6. Sean G = (Vi, Ag, V) y H = (Vi, Ag, ¥g) graficas, decimos que H
es subgrifica de G (H < G) siy solosi Vg C Vg, Ay C Ag, y ¥y es la restriccion de vg

a Ap, es decir, ¥y (a) = Yg(a) para toda a € Ay, en simbolos escribimos Yy = ¥g|a,,-

Definicion 1.1.7. Sea H < G, si Vg = Vg, entonces decimos que H es subgrdfica

generadora.

Ejemplo 1.1.4. Sean GG una grafica y H una subgrafica generadora de G tal que
VG = VH - {U1,02,03,04,7}5,U6}, |AG| =11 y |AH| = 57

Ya(ar) = Yu(bi) = vivg Va(az) = vivs Ve (as) = vivg

Ye(as) = vivs Yalas) = Yu(be) = vive Ya(as) = vavs

Va(ar) = vave velas) = Y (bs) = v3vs Ya(ag) = ¢ (ba) = vsvs
Ya(a) = vsve va(an) = ¥u(bs) = vsve

(a) Grafica G (B) Subgrafica H

FiGura 1.3

Definicion 1.1.8. Sea G = (Vg, Ag, ) una graficay V' C Vi un subconjunto no vacio,

definimos al conjunto de aristas inducido por V', como A[V'] = {a € Ag: ¥g(a) € (‘;/)}
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y a la subgrifica inducida por V', como G[V'] = (V', A[V'], Ya|apn).

Definicion 1.1.9. Sea G = (Vg, Ag, ¥g) una grafica y A’ C A, definimos al conjunto
de vértices inducido por A', como V[A] = {v € Vg : vw = Yg(a) para alguna a €
A"y para algin w € Vi — {v}} v a la subgrdfica inducida por A’, como G[A'] =
(VAT A el ar).

Definicién 1.1.10. La gréfica (simple) completa de orden n es la gréafica simple
K, = (Vk,,Ak,) conn = |V |y Ak, = {uv: u,v € Vi, } tal que u # v. Esta grafica

tiene a todas las aristas posibles para una grafica simple de orden n.

Ejemplo 1.1.5. Ejemplos de gréaficas Ky, K3y Kjy.

(a) Ko (8) K3 (c) Ki

FiGURA 1.4: Ejemplos de graficas completas

Definicion 1.1.11. El grado de un vértice v en una grafica G, se define como deg(v) =
H{a € Ag: Yg(a) =vw pa. w € Vg —{v} yanoeslazo }|+2 [{a € Ag: a es un lazo
de v}|, es decir, deg(v) es la cantidad de aristas de G en las que incide v contando a los

lazos doblemente.

Ejemplo 1.1.6. En la grafica G del Ejemplo 1.1.4 los grados de los vértices son:

deg(vi) =5 deg(va) =3 deg(vs) =5 deg(vy) =2 deg(vs) =3  deg(vs) =4

Definiciéon 1.1.12. Dada una grafica, definimos a dg = min{gs(v): v € Vg} v a

Ag = méx{gg(v): v € Vg}.

Ejemplo 1.1.7. En la grafica G del Ejemplo 1.1.4.

5o = 2 Ag=5
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1.2. Caminos, arboles y conexidad

Esta seccion esté basada en la referencia [7].

Definicion 1.2.1. En una grafica G, un camino de longitud k es una sucesion
C = (UOa ap, V1,01, ..., V-1, k-1, Uk)

en la que se alternan vértices y aristas de G, tal que ¥ (a;) = v;_1v; para toda i con
1 <7 < k. En este caso decimos que C' es un camino entre vy y v, 0 un vgvg—camino

de longitud k.

Ejemplo 1.2.1. Podemos considerar a la grafica H del Ejemplo 1.1.4 como el camino

Ch

F1GURA 1.5: grafica H

Cl == (U27 b17 U1, 627 Vg, b57 Us, b47 V3, b37 1)4)

Definicién 1.2.2. Un paseo o recorrido es un camino que no repite aristas. Una

trayectoria es un camino que no repite vértices (y por ende tampoco repite aristas).

Definiciéon 1.2.3. Sean v,u € Vg; decimos que u y v estan conectados si existe un

uv—camino en G.

Proposiciéon 1.2.4. Sea ~, la relacion en Vi tal que u ~, v si y s6lo si u y v estan

conectados, entonces ~, es de equivalencia.

Demostracion. Para todo v € Vg, el camino trivial C' = (v) es un vv—camino (de

longitud cero), por lo que v ~. v. Si u ~, v, existe un uv—camino C, entonces u y v
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estan conectados, por lo que también existe un vu—camino C’, entonces v ~, u. Si
UV~ U Y U~ w, entonces existe un vu—camino C'y un uw—camino C’, entonces u,
vy w estan conectados, entonces también existe un vw—camino, lo que implica que

U~ W. ]

Definicion 1.2.5. Sea {Vi, V5, ..., V,,} la particion de Vi inducida por ~., es decir, u
y v estan en el mismo conjunto V; si y solo si u ~, v. Las subgréficas G[Vi],..., G[V,]
son las componentes conexas de la grafica G.Al nimero de componentes conexas de G
lo denotamos por wg u w(G).

Decimos que la grafica G es conexa cuando sélo tiene una componente conexa (w(G) = 1),

en otro caso decimos que es inconexa (w(G) > 2).

Definiciéon 1.2.6. La distancia entre dos vértices u,v € Vg se define como

min{k € N: existe un uv—camino de longitud k} si G es conexa
da(u,v) =
oo si G es inconexa (no hay uv—caminos en G)

Un wv—camino de longitud dg(u,v) es llamado una geodésica, o uv—geodésica o un

camino minimo de G.

Definicion 1.2.7. Un camino cerrado es un uv—camino en el que u = v. Un camino
cerrado de longitud al menos 3, en el que la Gnica repeticion de vértices es la que ocurre

en los extremos, es un ciclo. Si la longitud de dicho camino es k, lo llamamos un k—ciclo.

FIiGURA 1.6

Ejemplo 1.2.2. El camino Cy = (vy, v, vy, U5, Vg, U3, v1) de la Figura 1.6 es cerrado y
tiene longitud 6, sin embargo no es un ciclo. El camino Cy = (vy, vg, v2,v1) es cerrado y

es un 3—ciclo.
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Definicion 1.2.8. Una grafica G es un arbol si es conexa y no tiene ciclos.

Ejemplo 1.2.3.

O

(A) es arbol (B) no es arbol
Figura 1.7
Teorema 1.2.9. Si GG es un arbol, entonces mg = ng — 1.

Definicion 1.2.10. Sea G = (V, Ag, ¢¢) una gréfica, definimos a G —a como la grafica
tal que para alguna a € Ag se tiene que a ¢ G — a.

Decimos que a € Ag es arista de corte de G si w(G — a) > w(G).

Ejemplo 1.2.4.

ay es arista de corte ya que w(G —ay) =2 >1=w(G)

pero as no es arista de corte puesto que w(G —az) =1 % 1 = w(G)

Ficura 1.8

Definicién 1.2.11. Sea GG una grafica conexa, una subgrafica H < G es llamada un

arbol generador, si es una subgrafica generadora y ademaés es un arbol.
Proposicion 1.2.12. Toda gréfica conexa G tiene un arbol generador.

Demostracion. Sean GG una grafica conexa y H < GG una subgrafica generadora de G tal
que toda arista a € Vi sea de corte, entonces H — a es inconexa para toda a € A(H),
ademas H no tiene ciclos, ya que de tenerlo se tendria una arista b € A(H) tal que

H — b es conexa, lo que contradice la construccion de H, entonces como es subgrafica
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generadora de una grafica conexa, también es conexa y por ende es un arbol (Definicion

1.2.8). Por lo tanto es un arbol generador. ]

1.3. Graficas dirigidas

Esta seccion esté basada en las referencias [4] y [3].

Definicién 1.3.1. Una grifica dirigida (o simplemente digrifica) G es una terna
G = (Vg, Fg,¢c), en la cual Vi # @ es el conjunto de vértices, F; ajeno a Vg es el
conjunto de flechas y la funcion de incidencia ¢g que asocia a cada flecha de G un par
ordenado de vértices de G (no necesariamente distintos).

Si a es una flecha y u y v son vértices tales que ¢g(f) = (u,v), entonces decimos que a
une a u con v, o bien, u es la cola de a y v es la cabeza. También se dice que la flecha

(u,v) inicia en u 'y termina en v.

Observacion 1.3.2. Cuando se habla de una sola digrafica, para fines practicos,

podemos expresarla como G = (V, F, ¢).

Ejemplo 1.3.1. Consideremos a la digrafica G tal que Fg = {f1, fo, f3, fa} v V& =

{v1,v9,v3, 04}, la regla de correspondencia para ¢ es ¢(f1) = (va,v1), ¢(f2) = (vs,v1),

¢(fs) = (v2,v4), &(f1) = (vi, va).
Otro ejemplo es la digréﬁca H tal que FH = {gla927937g4vg5} Yy VH = {u17 U2, U3,U4},

la regla de correspondencia para ¢ es ¢(g1) = (ug, usa), ¢(g2) = (u1,us), ¢(g3) = (ug, us),
¢(94) = (U17U3)7 ¢(95) = (U27U3)-

@ J1 \1}2 U1J 92 @

Ja 94
gr
f2 [ s 3
() ) (——(x
(a) Digrafica G (B) Digrafica H

FIiGURrA 1.9
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Definicion 1.3.3. Sea G = (V, F, ¢) una digrafica, decimos que una flecha incide desde
v € V si ésta inicia en v. Del mismo modo decimos que una flecha incide hacia v € V

si ésta termina en v.

Definicién 1.3.4. Sea G = (V, F, ¢) una digréfica, definimos lo siguiente:
Ni(w)y={veV —-u:vueF}, Ng(v)={weV —u: wv € F}

Tal que los conjuntos N (v), Ng(v) y Ne(v) = N (v) U Ng(v), se les conoce como

ex-vecindario, in-vecindario y vecindario de v.

Definiciéon 1.3.5. Sea G = (V, F, ¢) una digrafica, definimos lo siguiente

a) El in-grado (d;(v)) de un vértice es el ntimero de flechas que inciden hacia dicho

vértice.

b) El ez-grado (d5(v)) de un vértice es el ntmero de flechas que inciden desde dicho

vértice.

Definiciéon 1.3.6. Sea G = (V, F') una digrafica, el grado (dg(v)) de un vértice es la

suma del in-grado y el ex-grado, es decir, el nimero de flechas con un extremo en v
da(v) = dg(v) + d&(v)

Ejemplo 1.3.2. Sea G la digrafica siguiente:

() C

Ficura 1.10
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Los in-grados, ex-grados y grados de cada vértice son los siguientes:

dg(v1) = 2 dt(v)) = 1 de(v1) = 3
dg(vs) = 0 dt(vs) = 2 de(vs) = 2
dg(vs) = 0 dt(vs) = 1 de(vs) = 1
dg(vg) = 2 dt(vg) = 0 dg(vg) = 2

Definiciéon 1.3.7. Sean G = (V, F, ¢) una digrafica, {f,g} C F y v; € V. Si ¢(f) =
(v, v;), decimos que f es un lazo. Si ¢(f) = ¢(g), con f # g, decimos que f y g son

multifiechas.

Definicion 1.3.8. Una digrafica G que permite multiflechas pero no lazos, se le conoce
como multidigrafica. Y si no permite multiflechas ni lazos, se le conoce como digrdafica

simple.

Definicion 1.3.9. Sea G = (V, F, ¢) una digréfica, supongamos que enumeramos a los
vértices de G como V' = {vy, v, ...,v,}. La matriz de adyacencia de G, es la matriz de
n x n entradas a,j, donde a;; es la cantidad de flechas que inician en v; y terminan en

vj, con v;,v; € V.

Ejemplo 1.3.3. A continuaciéon veremos las matrices de adyacencia de cada una de las

digraficas del ejemplo 1.3.1.

f1 Up VU2 U3 U4
@ @ (o 0 0 1\
1 1

(%1
f> o, V2 00
Vs 1000
(vs) (v) v \ 0000 )
(a) Digrafica G (B) Matriz de la digrafica G

Ficura 1.11
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Up Uz U3 Uy
Uy ( 01 10 \
Ug 0010
Us 0 0 01

g \0100/

(a) Digrafica H (B) Matriz de la digrafica H

FIiGura 1.12

Definiciéon 1.3.10. En una digrafica G = (V, F, ¢) un camino dirigido de longitud k es

una sucesion

C = (v1, f1,v2, fo, .. -, Uk—1, fo—1, Uk, fir Vkt1)

en la que se alternan vértices v; y flechas f; de G, de tal manera que la flecha f; inicia
en v; y termina en v, 1, para cada j € {1,2,...,k}.
Un camino dirigido que inicia en v y termina en v, con u,v € V, es llamado un

uv—camino dirigido .

Ejemplo 1.3.4. Sea G la siguiente digrafica:

U1 h Vg
O <

fo /s fa

Ficura 1.13

Algunos caminos dirigidos que se tienen son los siguientes:

C) = (03,f2>?11,f47v4) Cy = (Uz,flﬂh) C3 = (027f3704)

Definicion 1.3.11. Una digrafica G es un drbol dirigido es una orientacion de un arbol

(Definicion 1.2.8).
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Definicion 1.3.12. Una arborescencia G = (V, F, ¢) es un arbol dirigido, es decir,
una digrafica conexa que no posee algin uv—camino dirigido tal que u = v, en el cual
todos los vértices tendran in-grado igual a la unidad, a excepcion de uno, la raiz de la
arborescencia, la cual es un vértice s € V tal que para toda x € V y = # s se tiene que

da(z) =1y dg(s) =0.

Ejemplo 1.3.5. Sean G = (Vg, Fg,vq¢) y H = (Vy, Fy,vy) las digraficas siguientes:

(A) Digrafica G (B) Digrafica H

Ficura 1.14

La digrafica H es una arborescencia, sin embargo GG no lo es, ya que tiene un vértice

con in-grado dos.

Definiciéon 1.3.13. Una digrdfica ponderada (o digrdfica con pesos) es una terna
G = (V,F,WW),donde V = {vy, v, ...,v;} es el conjunto de vértices, F = { f1, fo, ..., fu}
es el conjunto de flechas, ajeno a V., y W = {wy,ws,...,w,} con w; € R, es el conjunto
de pesos asociados a cada flecha. W se puede representar como una funciéon de asignacion

de pesos w : FF — R, de modo que para cualquier flecha f € F' su peso es w(f) € R.

Observacion 1.3.14. Se puede expresar a la digréafica con pesos G = (V, F, W) como

G = (V,F,w), con w la funcion de asignacion de pesos.

Observacion 1.3.15. También podemos hablar de graficas simples con pesos en las
aristas, a éstas se les puede expresar como la terna G = (V, A, w), con V el conjunto de
los vértices, A el conjunto de aristas y w la funcién de asignacion de pesos a cada una

de las aristas de la gréfica.

Ejemplo 1.3.6. Sea G = (V, F, ¢) una digrafica tal que F' = {fi, fao, f3, fo, [s} y V =

{ur, ug, uz, uak, y fi = (us, ua), fo = (u1,u2), f3 = (ug,u2), fo = (w1, u3), fs = (ug, u3).
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f2

FiGura 1.15

Ahora asignamos los siguientes pesos a cada flecha: w(f;) = 3, w(f2) =2, w(fs) = 5,

w(f1) =4y w(fs) = 1. Obteniendo a la digrafica con pesos H = (V, F, W).

FiGura 1.16

Observacion 1.3.16. Siempre que se hable de longitud de un camino de una digréfica
ponderada, nos referimos a la suma de los pesos asociados a las flechas que conforman

ese camino.

Definiciéon 1.3.17. Sea G = (V, F, W) una digréfica con pesos, que no posee pesos
negativos, de lo contrario esta definicién carece de sentido. Definimos la distancia de u

hacia v para u,v € V', denotada por d(u,v), como lo siguiente :

» d(u,v) =k, donde k es la longitud de un camino dirigido de peso minimo de u a

v, cuando existe al menos un uv—camino dirigido.
» Cuando no existe un uwv—camino dirigido se tiene que d(u,v) = oo.
Por lo tanto, la funciéon cumple con la desigualdad del triangulo,
» d(z,2) <d(x,y)+ d(y, z) para toda tripleta de vértices z,y, z.

Observacion 1.3.18. Notese que no siempre d(u,v) = d(v, u).
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Ejemplo 1.3.7. Sea G la digrafica siguiente:

FiGura 1.17

La distancia entre cada par de vértices es la siguiente:

d(u,v) =2 dlv,u) =00 d(w,u) =1

dlu,w) =00 dv,w)=00 d(w,v)=3

Definiciéon 1.3.19. Sea G = (V,F,W) una digréafica con pesos, supongamos que
enumeramos a los vértices de G como V' = {vy,...,v,}. La matriz de distancias de G
es la matriz de n x n con entradas a;;, donde a;; es la distancia de v; hacia v}, es decir,

a;; = {d(vi,v;) | v;,v; € V}. La matriz de distancias (D) estan dada por:

0 cuando i =j
A5 = § 00 cuando ¢ # j y no existe un v;v; — camino dirigido

d(v;,v;) cuando i # j y existe un w;v; — camino dirigido

Definiciéon 1.3.20. Sea G = (V, F, W) una digrafica con pesos tal que V' = {vy,...,v,},

llamamos matriz de pesos de G a la matriz de orden n X n, con entradas w;;, donde
0 cuando i =7
wij = Q w(v;,v;) cuando 1 #j y (v;,v;) € F
oo cuando i # j y (v;,v;) ¢ F
Observaciéon 1.3.21. En los casos en los que la matriz tenga demasiados elementos,

para no causar confusion y que no sea tan cansado de ver se cambiara la notaciéon de oo

por -.

Ejemplo 1.3.8. Sea G = (V, F, W) la digrafica con pesos siguiente:
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Las matrices de distancia y pesos, D y W respectivamente, son las siguientes:

V1 Uy U3 Uy V1 Uy U3 Uy
U1 0 5 2 3 U1 0 oo 2 o
D=y, 2 0 4 5 W= 2 0 oo o
U3 5 3 0 1 U3 oo 3 0 1
Uy 6 4 8 0 Uy oo 4 oo 0
Matriz de distancias de G Matriz de pesos de G

1.4. Algoritmos

1.4.1. Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra [3|, concebido en 1956, y publicado por Edsger Dijkstra en
1959, encuentra la distancia desde un vértice s en una digrafica con pesos, al resto de

los vértices.

Algoritmo 1.4.1. Sea G = (V, F,w) una digrafica con pesos (G = (V, A, w) una grafica
con pesos) de n vértices, el algoritmo de Digkstra tiene como finalidad encontrar la
distancia desde un vértice s a cualquier otro vértice.

Para el desarrollo del algoritmo, el conjunto de vértices V' sera partido en los conjuntos
Py @Q. Ademés un parametro d, es asignado a cada vértice v € V. Inicialmente todos
los vértices estan en (). En el proceso los vértices alcanzables desde s se moveran de @)
a P. Cuando un vértice v esté en @ el parametro 4, es cota superior de d(s,v), es decir,
dp > d(s,v); finalmente cuando v se mueve a P §, = d(s,v). Una descripcion formal del

algoritmo es la siguiente:
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Entrada. Una digréfica con pesos G = (V, F,w), tal que w(f) > 0 (w(a) > 0)
para toda f € F'.

Salida. El parametro ¢, tal que para todo v € V., §, = d(s,v).
Los pasos a seguir son los siguientes:
1. Establecer P =0, Q =V, 6, =0y 0, := oo para todov € V — s.
2. Si () es no vacio hagase lo siguiente:

Encuentra un vértice v € @ tal que d, = min{d,: v € Q}.
Establecer Q .= Q — v, P = P Uw.

0y = min{d,, d, + w(v,u)} para cada u € Q N N (v) (Definicion 1.3.4).
3. FIN si Q = (), de lo contrario regresar al paso 2.

Para probar la efectividad del algoritmo de Dijkstra es suficiente probar la siguiente

proposicion.

Proposicion 1.4.2. En cualquier iteracion durante la ejecucion del algoritmo, tenemos

que
1. Para todo v € P, 6, = d(s,v).

2. Para todo u € @, 9, es la distancia de s a u de la subdigrafica de G inducida por
P Uu.

Demostracion. Bastara probar que para todo v € P §, = d(s,v), ya que 2 es la
consecuencia de 1. Se probara por contradiccion,

Notese que cuando anadimos v a P, §, no ha cambiado y debera ser d(s, u).

P.D. 5, =d(s,u).

Sean G = (V, F,w) la digrafica con pesos, P = () y @ = V. Supongamos que 1 no
funciona para P’ = P U v, es decir, v es el ultimo vértice anadido a P’, lo que significa
que

0y > d(s,v) (1.1)
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Sea C' el camino de peso minimo de s a v en G. Como 9§, > d(s,v), C' debe contener al
menos un vértice de Q' = Q — v. Sea u € C' el primer vértice que no esta en Py como

u lo tomamos de Q' u # v. Por la desigualdad del triangulo

d(s,u) <d(s,v)+d(v,u) = d(s,u) <d(s,v) (1.2)

Ademas, como es valido para Py @ que 0, > d(s,z) parax € Py u € () — v tenemos

que

Oy = d(s,u) (1.3)
De (1,1),(1,2) y (1,3) tenemos que

0y = d(s,u) <d(s,v) <, = 0, <9, Contradicciéon

Se llega a una contradiccion por la eleccion de v. Por lo tanto 6, = d(s,v) para todo

v e P. L]

Ejemplo 1.4.1. Sea G la siguiente digrafica con pesos:

Se desea encontrar la arborescencia de caminos minimos desde el vértice v,. Para ello se
utilizara el algoritmo de Dijkstra.

Paso 1.Sea P=0y Q =V y 6,, = o0 para todo v € V — v,.
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Paso 2. Como () no es vacio,
Encontramos un vértice vy tal que d,, = 0 = min{d,: u € Q}.

Sea Qo =Q —vsy Pp = PUuw,, y como Qo N N (vs) = {vy, 09,03}

0y, = min{oo,0+ 5} =5, d,, = min{oo,0+4} =4, J,, = min{oo,0+ 4.5} =4.5

Paso 3. Qy # 0, se va al paso 2.
Paso 2. Como )y no es vacio,
Encontramos un vértice v tal que d,, =4 = min{d,: v € Qo}.

Sea Q1 = Qo —v2y Py = Py Uy, y como Q1 N NT(v2) = {vy, vs, v6}

0y, = min{oo,4+4} =8, §,, = min{oo,4 +3} =7, 0,, = min{co,4+ 7.5} = 11.5
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11.5

Paso 3. (), # 0, se va al paso 2.
Paso 2. Como ()7 no es vacio,
Encontramos un vértice vz tal que d,, = 4.5 = min{d,: u € Q1}.

Sea Qg = Q1 —v3y P = Py Uvs, y como Q2QN+(U3):{U5}

dps = min{7,4.5+3} =7

11.5

Paso 3. Q, # (), se va al paso 2.
Paso 2. Como ()5 no es vacio,
Encontramos un vértice v; tal que d,, =5 = min{d,: u € Qs}.

Sea Q3 = Q2 —v1 'y P3 =P, Uv;, y como Q3ﬂN+(U1) = {U4,U6}

8,, = min{8,5+ 3.5} =8, d,, = min{11.5,5+ 5.5} = 10.5

19
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10.5

4.5

Paso 3. Q3 # 0, se va al paso 2.
Paso 2. Como (3 no es vacio,
Encontramos un vértice vy tal que d,, =7 = min{d,: u € Q3}.

Sea Q1= Q3 —vsy Py = P3;Uuvs, y como Qs N NT(vs) = {vg}

8, = min{10.5,7 + 3.5} = 10.5

10.5

Paso 3. Q4 # 0, se va al paso 2.
Paso 2. Como ()4 no es vacio,
Encontramos un vértice vy tal que d,, = 8 = min{d,: u € Q4}.

Sea Qs = Qq — vy y Ps = PyUuy, y como Qs N NT(vy) = {we}

8, = min{10.5,8 + 4.5} = 10.5



CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS PREVIOS 21

10.5

4.5

Paso 3. Q5 # 0, se va al paso 2.
Paso 2. Como )5 no es vacio,
Encontramos un vértice vg tal que d,, = 10.5 = min{d,: v € Qs}.

Sea Qs = Q5 —vg y Ps = Ps Uug, y como Qg N Nt (vg) =0

10.5

4.5

Paso 3.P; =V y Qs = 0, FIN. La arborescencia de caminos minimos desde el vértice

v, es la siguiente:
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1.4.2. Algoritmo de Floyd-Warshall

El algoritmo de Floyd-Warshall, desarrollado por Robert Floyd y Stephen Warshall

en 1962, encuentra la distancia entre cada par de vértices de la digréfica.

Definicién 1.4.3. [16] La matriz S de sucesores nos ofrece un historial de los vértices

por los cuales tendremos el camino més corto. Estd dada inicialmente por:

1 2 n

1 1 2 n

S=sj;= 2 1 2 ... n
n 1 2 n

Definicion 1.4.4. [8] Sea G = (V, F, W) una digrafica con pesos de n vértices con
V = {vy,...,v,}, la cual no contiene ciclos negativos, es decir, no contiene caminos
cuyo peso sea negativo.

Utilizararemos una matriz Wy, la cual es la matriz de pesos (definicion 1.3.20), y una

matriz Sp, la cual es la matriz de sucesores (definicion 1.4.3). Los pasos son los siguientes:
1. Tomar k=1
2. Resaltar la fila y columna de v, € V. Estos valores no seran afectados

3. Para cualesquiera vértices v; y v;, tales que v; # vi y vj # vy

sl wj, + wi; < w;;  entonces:

» reemplazar la fila v; y columna v; de la matriz W, es decir, w;;, con w;, +wy;

» reemplazar la fila v; y la columna v; de la matriz Sy, por el valor de la fila v;

y la columna vy, es decir s;; por s;.
Ahora se tienen nuevas matrices de peso y de sucesores, W y Si. respectivamente.
4. Parar si k = n, de lo contrario sea k = k 4+ 1 y repita desde el paso 2.

Para probar la efectividad del algoritmo de Floyd-Warshall es suficiente probar que

Wi = D, con D la matriz de distancias. Se demostrara por induccién sobre k.
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Demostracion. Sea G = (V, F, W) una digrafica con pesos de k vértices, la cual no
contiene ciclos negativos.
Notese que si w;j € Wi ¥ wij, wir, wi; € Wi_1 entonces

wi; = min{wg;, wig—1 + wi_1;} @

Caso base: notemos que al inicio del algoritmo, es decir, cuando k = 0 tenemos que la
matriz Wy contiene los pesos entre cada par de vértices. Entonces w;; es el peso de la
flecha (i, 7).

Hipdotesis de induccion: supongamos que W es efectiva para toda [ < k.

Paso inductivo: denotemos a C;; como un camino minimo de v; a v; con ¢,j €
{1,2,...,k — 1}. C}; no contiene a k por lo que el peso de Cj; es el peso del ca-
mino minimo, es decir la distancia de v; a v;, es decir, d(v;,v;) = w;; con w;; € Wi_;.

Si Cj; no contiene a k, entonces C; es la unién de dos caminos Cy, y Cij, de v; a vy, y
de vi, a v; respectivamente.

Entonces Cj; es un camino minimo de v; a vy, con i,k € {1,2,...,k — 1}, y Cy; es
un camino minimo de v a v; con k,j € {1,2,...,k — 1}. Por lo que por hipdtesis de
induccion tenemos que d(v;, vg) = Wik—1 con wig—1 € Wi_1, y que d(vy, v;) = wy_1; con

wWi—1; € Wi_1. Por lo tanto

wij = d(vi,v;) < d(vi, vp) + d(vg, V) = Wi + We—1j

Wij < Wig—1 + Wr—1j

Entonces como el algoritmo es recursivo como se ve en (1), al considerar a ambos y
tomar el minimo de estos se tiene que Wj, es efectiva, y a su vez Wy, = D, donde D es

la matriz de distancias.
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Ejemplo 1.4.2. Sea G la siguiente multidigrafica con pesos en las flechas:

o))

Recordando la Definicion 1.3.20 hacemos la matriz de pesos de G, la cual sera Wy, la

matriz inicial:

vy | Ve | U3 | U4

v ] 0 oo | 4 | 0
Wo=]wv,| 210 |1]o0
v3 oo oo | 0] 3

vyloo| 5| 210

Para encontrar el camino minimo entre todo par de vértices, aplicamos el algoritmo de

Floyd-Warshall.
Las matrices Wy y Sp:

V1 | Vo | V3 | Vg U | U2 | U3 | U4

v | 0 |00 | 4 | o0 vy | 1| 2] 3] 4

vo | 2 | 0| 1| o0 vg | 1 | 2] 31| 4

vg | oo |oco| 0| 3 vg | 1 | 2|3 |4

vg oo | 5| 210 ve | 1| 2] 31| 4
Wo So

Paso 1: tomamos k£ = 1.

Paso 2: Resaltamos la fila y columna de v;.
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vy | Vo | U3 | U4 V1 | Vo | U3 | Uy

vi| 0 |oo| 4 | o0 vi| 1|23 4

vl 2| 0] 1] o0 vl 1| 2134

vg|loo|oo| 0] 3 v | 1| 23| 4

vylo@ | 5|20 vyl L] 23 |4
D, S

Paso 3: Para todos los vértices v; # v1 y v; # v1 vemos si:

wi1+w1j<wij 2#17 j7é1

Wo1 + wWig =2+ 00 £ 0 = wo
Wa1 + W13 :2+47é1:w23

Wo1 + Wiy =2 + 00 £ 00 = Wy

W31 + Wig =00 + 00 £ 00 = Wsa
w3y +wiz =00 +4 £ 0 = ws3

w31 + Wiy =00 + 00 £ 3 = Wy

Wyy + Wig =00 + 00 £ 5 = Wyo
Wy1 + W13 :OO+4{2:U)43

U)41+U)14:OO+OO§<0:’LU44

Como no hubo cambios, se tienen que W7 = Wy y 57 = Ss.

Paso 4: k = 1 # n = 4, entonces tomamos &k = k + 1 = 2 y repetir desde el pa-
so 2.

Paso 2: Resaltamos la fila y columna de wvs.
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vy | Uy | V3 | Uy v | U9 | vs | vy

vi| 0 oo | 4 | oo v | 11234

va| 2 0|1 o0 vl 1l|2|3)|4

vg|oo|oo| 0] 3 vg | 1 | 23| 4

valoo| B | 210 w1234
W S

Paso 3: Para todos los vértices v; # vg y v; # v2 vemos si:

wi2+w2j<wij 2#27 j;éQ

Wi + wa =00+ 2 £ 0 =wy
U)12+U}23:OO+1§<4:U)13

Wig + Way =00 + 00 £ 00 = Wy

W3g + Wop =00 + 2 £ 00 = w3
W3g + Wez =00 + 1 £ 0 = ws3

w32+w24:m+007é3:w34

Wy2 + Wop =2+ 5 < 00 = Wy
w42+w23:5+17(2:w43

'LU42—|—U)24:5+OO¢O:'LU44

Reemplazamos en donde si se cumple la desigualdad (e):

» wyy de la matriz Wy con wys + wo = 2+ 5 = 7; s41 de la matriz Sy, por syo.

Las matrices resultantes seran W3 y S3.
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W3 S 3

Paso 4: k = 2 # n = 4, entonces tomamos k = k + 1 = 3 y repetir desde el pa-
so 2.

Paso 2: Resaltamos la fila y columna de vs.

W3 S 3

Paso 3: Para todos los vértices v; # v3 y v; # v3 vemos si:

Wiz + W35 < W i#£3, JF#3

w1z + w3 =4+ 00 £ 0 =wyy
w1z + wzz =4 + 00 £ 00 = wia
o wiz+wa =4+ 3 < 00=wy
Wz + w3 =00 + 1 £ 2 = wq
Wo3 + w3g =00 + 1 £ 0 = way
o Woz + w3y =14+ 3 < 00 =1wyy
Wy + w3 =24+ 00 £ 7 =wy
Wyz + W3z =24 00 £ 5 = wys

Wyz + w3q =3+ 2 £ 0= wy
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Reemplazamos en donde si se cumple la desigualdad (e):

= wyy de la matriz W3 con w3z + w3y = 4+ 3 = 7; s14 de la matriz Sz, por el valor

de S13.

= woy de la matriz W3 con wez + w3y = 1 + 3 = 4; soq de la matriz Ss, por el valor

de S$923.

Las matrices resultantes seran Wy y Sj.

Sy

Paso 4: k = 3 # n = 4, entonces tomamos k = k + 1 = 4 y repetir desde el pa-
so 2.

Paso 2: Resaltamos la fila y la columna de vy.

W4 S, 4

Paso 3: Para todos los vértices v; # v4 y vj # v4 vemos si:

Wig + Wa5 < Wij i#£4, jF#4

Wiy +wy =7+7£0=wy

o Wiyt Wy =T+ 5 <00 =wp

Wiy +wag =7+ 2 £ 4= w3
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Wog + Wy =4+ 7 £ 2 =wy
Wag + Wag =4+ 5 £ 0 = way

Wog +wyz =4+ 2 £ 1 = wo

W3y + Wy =3+ 7 < 00 = way
W3g + Wy =3 + 5 < 00 = W3

w34+w43:3+2§(0:w33

Reemplazamos en donde si se cumple la desigualdad (e):

= wio de la matriz Wy con wiy + wye = 7+ 5 = 12; s12 de la matriz Sy, por el valor

de S14.-

= ws3; de la matriz Wy con wsy + wy = 7+ 3 = 10; s31 de la matriz Sy, por el valor

de S34.-

= w3y de la matriz Wy con wsy + wye = 5 + 3 = 8; s30 de la matriz Sy, por el valor

de S34.-

Las matrices resultantes seran Wy y S;.

V1 | Uy | V3 | Uy U1 | V2 | U3 | U4
vy | 0 |12 4 | 7 vy | 1| 3] 3|3
vp| 210 1] 4 vo | 1| 2] 3|3
vs |10 8 | O [ 3 vs | 4 14|34
vy | 7| D120 v | 22|34

1" Sy

Paso 4: k =4 = n, fin.
Tenemos como resultado a las matrices finales Wy, la cual es la matriz de distancias D

(definicion 1.3.19), y Sy, la matriz final de sucesores (definicion 1.4.3).
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V1 | Uy | V3 | U4 U1 | V2 | U3 | U4

v | 0 [12] 4| 7 vy | 1|3 |33

v | 2 0|14 vp | 1| 2|33

vg |10 8 | 0| 3 vs | 4| 4|34

v | 7T D51 2|0 vy | 2| 2|34
D Sy

Si deseamos conocer:

» el camino minimo entre los vértices vy v vy, por D la distancia minima a recorrer

es de 4 unidades, y por Sy el camino a seguir serfa:
a) nos fijamos en la fila del vértice origen, es decir vy, y la columna del vértice
destino, es decir vy, la cual nos indica que el sucesor de vy es v3.
b) ahora nos fijamos en la fila vs, el cual es el vértice sucesor de vy, y la columna

del vértice destino, es decir vy, la cual nos indica que el sucesor de v3 es vy.

Entonces como ya llegamos a vy, el cual es el vértice destino, el camino minimo es:

C= (Ug, (112, 03)7 U3, (U3> U4>a U4)

» el camino minimo entre los vértices vs y vy, por Dy la distancia minima a recorrer

es de 10 unidades, y por Sy el camino a seguir serfa:
a) nos fijamos en la fila del vértice origen, es decir vs, y la columna del vértice
destino, es decir v, la cual nos indica que el sucesor de v3 es vy.

b) ahora nos fijamos en la fila vy, el cual es el sucesor de v, y la columna del

vértice destino, es decir vy, la cual nos indica que el sucesor de vy es vs.

c¢) ahora nos fijamos en la fila vy, el cual es el vértice sucesor de vy, y la columna

del vértice destino, es decir vy, la cual nos indica que el sucesor de v, es v;.

Entonces como ya llegamos a vy, el cual es el vértice destino, el camino es:

C = (vs, (v3,v4), V4, (V4,V2), Vo, (V2,v1), V1)
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Observacion 1.4.5. Una instancia distinta del algoritmo de Floyd-Warshall la cual no
considera a la matriz de sucesores, es la siguiente:

Utilizar una matriz Wy[i][j]. Inicialmente Wy[i][j] = W, la cual es la matriz de pesos
(definicion 1.5.9.).

Los pasos a seguir son los siguientes:
1. Tomar k=1

2. Se calcula para cada ¢ # k y j # k, aplicando:

Wi ld][7] = min{Wi_1[i][j], We_1[d][k] + Wi [E][j]} Vi#j

3. Parar si k = n, de lo contrario sea k = k + 1 y repita desde el paso 2.

Esta variante da pie, de una forma més sencilla, al desarrollo de un programa en el
ambiente Python, el cual hara que el tiempo invertido en el calculo de cada una de
las iteraciones sera menor que el necesario para la primera variante del algoritmo de

Floyd-Warshall.

Ejemplo 1.4.3. Retomaremos el problema del Ejemplo 1.4.2, para visualizar que ésta
concluye en un nimero menor de pasos.

Sea GG la multidigrafica siguiente con pesos en las flechas:

o)1)

Vs V4

Utilizaremos una matriz Wy[d][;j], inicialmente Wjy[i][j] = W, la cual es, recordando la

definicion 1.2.6, la matriz de pesos de la digrafica G. Entonces tenemos que:
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V1 | U2 | U3 | Uy

vi| 0 |oco| 4

00
Wolillg) = v | 2 | 0 | 1 | 00
3
0

v3 | oo | oo | 0

vg oo | 5| 2

Para encontrar el camino minimo entre todo par de vértices, aplicamos ésta variante
del algoritmo de Floyd-Warshall.
Paso 1: tomamos k = 1.

Paso 2: Se calcula para cada i # 1y j # 1, aplicando:

Wili][j] = min{Wold][j], Wo[i) [k] + Wolk][j]} Vi#j

W1(2[3] = min{Wo[2][3], Wo[2][1] + Wo[1][3]} = min{1,2 + 4} = 1
W1 [2][4] = min{Wo[2][4], Wo[2][1] + Wo[1][4]} = min{co,2 + 00} = oo
WA [3][2] = min{Wy[3][2], W, [3][1] + Wo[1][2]} = min{oo, 00 + oo} = oo
W1 [3][4] = min{Wo[3][4], Wo[3][1] + Wo[1][4]} min{3, 00 + o0} = 3

W1 [4][2] = min{Wo[4][2], Wo[4][1] + Wo[1][2]} = min{5, 00 + 00} = 5
W1 [4)[3] = min{Wo[4][3], Wo[4][1] + Wo[1][3]} = min{2, oo + 4} = 2

La matriz Wy[i][j] es la siguiente (resaltados en color naranja si fueron modificados de

la matriz anterior):

UV | U2 | U3 | Uy

vi| 0 |oco| 4

v3 | oo | oo | 0

0.
Wililjl =] v | 2] 0|1 |
3
0

veloo| 5| 2

Paso 3: k =1# 4 =n, entonces sea k =1+ 1 =2 y se repite desde el paso 2.

Paso 2: Se calcula para cada i # 2 y j # 2, aplicando:

Walil[j] = min{W1[i][j], W1 [} [k] + WAlk][j]} Vi# )
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Wa1][3] = min{Wi[1][3], Wi[1][2] + W1[2)[3]} = min{4, 00 + 1} = 4
W, [1)[4] = min{W3[1)[4], Wi [1][2] + W3 [2)[4]} = min{oo, 00 + oo} = oo
Wa[3][1] = min{ Wi [3][1], Wa[3][2] + W2 [2][1]} min{oo, 0o + 2} = oo
Wa[3][4] = min{ W, [3][4], W1[3][2] + Wi[2][4]} mn{3, 00 + o0} = 3
Wa4][1] = min{ W [4][1], Wi[4][2] + W1 [2][1]} min{oo, 5 + 2} = 7
Wa4][3] = min{Wi[4][3], Wi[4][2] + W1[2)[3]} min{2,5 + 1} = 2

La matriz W5[i|[j] es la siguiente (resaltados en color naranja si fueron modificados de

la matriz anterior):

Uy | V2 | V3 | U4

vy | 0 | o0

Wolillf] =] va | 2 | O

00

00
3
0

N | D=

v3 | 00 | 00
715

Uy

Paso 3: k =2 # 4 = n, entonces sea k = 2+ 1 = 3 y se repite desde el paso 2.
Paso 2: Se calcula para cada i # 3 y j # 3, aplicando:

Wili][j] = min{Wali][j], Wa[i][k] + Walk][j]} Vi#j

1][2] = min{W5[1][2], W5[1][3] + W>[3][2]} = min{oo,4 + o0} = 0
1][4] = min{W5[1][4], W5[1][3] + W>[3][4]} = min{oco, 4+ 3} =7
9)[1] = min{Ws[2)[1], Wa[2][3] + Wa[3][1]} = min{2,1 + co} = 2
2][4] = min{W;[2][4], W>[2][3] + W>[3][4]} = min{oo,1+ 3} =4
41[3] + WL 3|[1]} = min{7,2 4+ 0} =7

4][2] = min{W,[4][2], W>[2][3] + W2[3][2]} = min{5,1 4+ c0} =5

La matriz Wj[i][j] es la siguiente (resaltados en color naranja si fueron modificados de

la matriz anterior):
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UV | V2 | Vs | U4

vi| 0 |oco| 4

7
Wil =|w, | 20| 1]4
3
0

v3 | oo | oo | O
5

2

V4 7

Paso 3: k =3 # 4 = n, entonces sea k = 3+ 1 = 4 y se repite desde el paso 2.
Paso 2: Se calcula para cada i # 4 y j # 4, aplicando:

Wali][j] = min{Wsld][j], Ws[i][k] + W5[K][j]} Vi#j

Wal1][2] = min{Ws[1][2], Wa[1][4] + W3[4][2]} = min{oo, 7+ 5} = 12
Wa[1][3] = min{Ws[1][3], Wa[1][4] + W3 [4][3]} = min{4,7 + 2} = 4
Wal2)[1] = min{Ws[2][1], Ws[2][4] + W5[4][1]} = min{2, 4 + 7} = 2
Wa[2[3] = min{W3[2][3], Ws[2][4] + W3 [4][3]} = min{1,4 + 2} = 1
Wa[3][1] = min{Ws[3][1], Ws[3][4] + W3[4][1]} = min{oo,3 + 7} = 10
Wa[3)[2] = min{Ws[3][2], Ws[3][4] + W3[4][2]} = min{oo,3 + 5} = 8

La matriz Wy[i][j] es la siguiente (resaltados en color naranja si fueron modificados de

la matriz anterior):

v1 | V2 | U3 | U4

vy | 0 124 |7

Wililll7] = | vy | 2 | 0 | 1| 4
vs f100 8 | 0 | 3

v | 7T 151210

Paso 3: k =4 = n, fin.
Tenemos como resultado la matriz Wy[i][j], la cual es la matriz de distancias D (definicion

1.3.19), ademas de que coincide con el resultado obtenido anteriormente.



Capitulo 2

Ruta de autobuses

2.1. Conceptos

Definicion 2.1.1. [14] Sea G una grafica conexa, denotamos a el maximo namero de
arboles de expansion ajenos por aristas como o(G), también conocido por el nimero de
empaquetamiento de arboles de expansion (EAE, en inglés ST P, spanning tree packing

number).

Definicion 2.1.2. Una particion de un conjunto A es una coleccién de subconjuntos

de A, digamos A;, As, ..., A,, que satisfacen lo siguiente:

= La uniéon de todos los subconjuntos es igual al conjunto dado.
AJUAU...UA, =A
= Todos los subconjuntos son ajenos entre si.
ANA =0 i#j5 Vije{l,2,....n}
= Ningtn subconjunto es vacio.
Ao YVie{l,2,...,n}

Definicion 2.1.3. Dada una particion P de V(G), denotamos por Ap(G) al conjunto

de aquellas aristas de G que unen vértices pertenecientes a diferentes elementos de P.

35
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Teorema 2.1.4 (Nash-Williams, Tutte). [14] Una grafica conexa G, tiene al menos k
arboles de expansion ajenos por aristas si y solo si, para cada particion P de V(G) en

r = | P| partes, hay al menos k(r — 1) aristas entre las partes, es decir,
|Ap(G)| > k(r — 1) para toda particion P de V(G)

Ejemplo 2.1.1. Tomaria demasiado tiempo considerar todas las particiones de V (G),
para poder obtener una cota superior para k, asi que tomamos dos particiones particulares
que son muy significativas, puesto que sirven para recalcar que entre mayor sea nuestra
particion nos otorga més informacién de como es k:

Sea G = (V(G), A(@)) la grafica de la Figura 2.1, sea P una particion de V(G) =
{v1,v9,v3, 04, U5, 06}, tal que se generen los subconjuntos Vi (G) = {vy,vs,v3}, Vo(G) =

{vs} y V5(G) = {wvs,v6}. La grafica G es la siguiente:

Co——) ()

a7 Q4
g
Ficura 2.1

Como Ap(G) = {ay, as, ag, as}, entonces |Ap(G)| = 4. Por lo tanto; dado que

Ap(G)| = k(r—1) = 4> k(3—1)
4
(3-1)

k< =2 = Lk<2

Asi, el maximo namero de arboles de expansion es a lo mas 2.
Ahora tomando la particion P = {{v;},{va}, {vs}, {va}, {vs}, {vs}}, retomando el ejem-

plo anterior:

r=IPl=6  |Ap@)| =7
4@ _ 1 7

=-1 ©6-1 5
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Entonces como k es entero, o(G) = 1, es decir, el méximo nimero de arboles de

expansion ajenos por aristas de la gréfica es 1.

Observacion 2.1.5. Notemos que la aproximacion mas cercana al valor de k, se obtiene
cuando se toma |P| = |V(G)|, ya que con esta condicién obtenemos la cota superior

para k.

2.2. Planteamiento del problema

En una ciudad existe un ntimero de companias de autobuses que quieren cubrir el
servicio de transporte, a través de diferentes estaciones, de tal manera que en cada
ruta los pasajeros puedan llegar desde cada una de las estaciones hasta cualquier otra
aunque no sea de manera directa. Sin embargo, la administracion vial no permitira que
dos companias operen sobre un mismo tramo de camino. ;Cudl es el méximo nimero

de companias que puede admitir la administracion vial?

2.3. Modelacién matematica del problema

Problema 2.3.1. La Secretaria de Comunicaciones y Tranportes (SCT) realiza un
proyecto integral de mejoramiento de vias, cambio de durmientes y de balasto de la
linea 14 del metro de la Ciudad de México, comprende un total de 7 estaciones, las
cuales durante un periodo no mayor a 9 meses estaran fuera de servicio.

Dado que la movilidad no se detiene, la SCT ofrecera rutas de transporte colectivo.
Se necesitan establecer una o varias rutas de transporte, que comuniquen las 7 estaciones

de la linea 14, de tal manera que dos rutas distintas no usen una misma calle.

Cada ruta de autobuses produce una subgrafica, la cual debera incluir a todos los
vértices y debe ser conexa, de tal manera que cada pasajero pueda viajar desde un
punto a otro a través de dicha ruta. Entonces el problema se reduce a descomponer la

grafica en en el maximo nimero de arboles de expansion ajenos por aristas.

Este problema se modelara utilizando teoria de graficas de la siguiente manera:

Sea G la grafica, tal que dibujemos un vértice por cada una de las 7 estaciones de la
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linea 14 ({vy1, va, vs, V4, Vs, Vg, V7}), y tres vértices mas por los 3 puntos ({A, B, C}),
que fueron clasificados como de mayor concurrencia. Dibujemos aristas de color negro
en representacion de conexiones directas por caminos terrdneos, y aristas de color rojo,
en representacion de conexiones directas por caminos subterrédneos. Esta convencién
de colores se usa porque al tratarse de un problema real, la subgrafica de los caminos
terraneos (sin considerar variaciones de elevacion como puentes) y subterraneos es plana,
aunque un camino terrdneo con un subterraneo se pueden intersecar en un punto que

no es vértice de la grafica. La grafica G es la siguiente:

Soluciéon 2.3.2. Tenemos 7 estaciones, tres puntos de alta concurrencia, 26 caminos,
un total de 10 vértices y 26 aristas. Cada compania de autobuses necesita una ruta
que la conecte con cada estacion, considerando que cada compania debe tomar una
ruta distinta. Necesitamos dividir a la grafica G en el maximo niimero de arboles de

expansion ajenos por aristas.

Por la observacion 2.1.5 tomamos |P| = |V(G)| = 10, es decir, P = {{v1 },{va}, {vs}, {va},
{vs}, {ve}, {vr}, {A}, {B},{C}}, entonces Ap(G) = A(G) = |Ap(G)| = 26, por lo

tanto:

_ 4@ _ 26 2

FET) To—n T 9
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Por lo tanto el entero que se aproxima mejor al valor de k es 2, asi 0(G) = 2. Entonces
cada subgrafica de cada ruta de autobuses debe de tener (por el Teorema 1.2.9) 9 aristas,
por lo que a lo mas se tendran 2 rutas, tales que no compartan caminos. La siguiente es
una asignacion correcta para cada una de las dos posibles rutas de autobuses, de las

cuales pueden ser recorridas parcial o totalmente por una o mas unidades:

FIGura 2.2: Ruta 1

Ficgura 2.3: Ruta 2
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Problema 2.3.3. La Secretaria de Turismo y Cultura del estado de Morelos desea
establecer rutas turisticas para promocionar la belleza del estado, cada ruta turistica
tendra que recorrer un total de 9 municipios, y se planea que para que se tenga una
vista distinta durante el recorrido de un pueblo a otro, y una apreciacion desde distintas
perspectivas se planea que las rutas sean distintas. Por lo tanto, los encargados se dan
a la tarea de encontrar el maximo nimero de rutas turisticas que van a circular por el
estado.

Los municipios son los siguientes:

1. Totolapan 2. Tlayacapan 3. Atlatlahucan
4. Tepoztlan 5. Yautepec 6. Cuautla
7. Villa de Ayala 8. Yecapixtla 9. Tetela del Volcan

Para construir la grafica GG, la cual es una representacion fiel a la distribucion geogréfica
de los municipios, ponemos los vértices {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, en representacion de cada
uno de los municipios, aristas en color negro son caminos de asfalto y las aristas en
color azul representan conexiones directas en globo aerostatico, teniendo un total de 24

aristas. La grafica G es la siguiente:

FIiGURrA 2.4

Soluciéon 2.3.4. Se tienen 9 municipios y 24 caminos, es decir, tenemos 9 vértices y 24
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aristas. Cada ruta turistica debe de tener una ruta que la conecte con cada municipio,
considerando que cada ruta turistica debe tomar un camino distinto. Necesitamos divi-

dir a la grafica G en el maximo nimero de arboles de expansion ajenos por aristas (o(G)).

Por la observacion 2.1.5 tomamos |P| = |[V(G)| = 9, es decir, P = {{1},{2}, {3}, {4}, {5},
{6},{7}}, entonces Ap(G) = A(G) = |Ap(G)| = 24. Por lo tanto, como

r=|P|l=9 |Ap(G)| =24

Ap(G) 4 2
P oh Teon s S

Entonces el entero que se aproxima mejor al valor de k es 3, lo que implica que o(G) = 3.
Por lo que a lo més se tendran 3 rutas, tales que cualesquiera dos de ellas no comparten

caminos.

La siguiente es una asignaciéon correcta para cada una de las tres posibles rutas turisticas,

las cuales pueden ser recorridas parcial o totalmente por una o més unidades:

FiGUuraA 2.5: Ruta 1
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FiGura 2.6: Ruta 2

FIGura 2.7: Ruta 3

Teniendo asi tres rutas con la caracteristica de que en la Ruta 3 el recorrido se hace

mayoritariamente en globo aerostatico.



Capitulo 3

Ubicacién de servicios de emergencia

3.1. Conceptos

Definicion 3.1.1. [6] Sean G una grafica y v un vértice de G, entonces la excentricidad
del vértice v es la distancia maxima desde v hasta cualquier vértice de la grafica. Se

denota como e(v) = max{d(v,u) : u € Vg}.

Ejemplo 3.1.1. Sea G la grafica siguiente:

FiGura 3.1

La excentricidad del vértice vy,

e(v) = méx{d(vy, va), d(vy, v3), d(v1,v4), d(v1,v5)}
=méax{2,1,3,3} =3

Definicion 3.1.2. [6] El didmetro de G es la excentricidad maxima entre los vértices de

G, por lo tanto didmetro(G) = méx{e(v) : v € Vi } y lo denotaremos como diam(G).

Ejemplo 3.1.2. Sea G la grafica siguiente:

43
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V2 U3

FIGURA 3.2

El diametro de G,

diam(G) = méx{e(v1), e(va), e(vs), e(vy), €(vs), €(vs), €(v7) }

=max{3,3,2,3,4,4,3} =4

Definicion 3.1.3. [6] El radio de G es la excentricidad minima entre los vértices de G,

por lo tanto radio(G) = min{e(v) : v € Vg } y lo denotaremos como rad(G).

Ejemplo 3.1.3. Retomando el ejemplo 3.1.2, el radio de G,

rad(G) = min{e(vy), e(va), e(v3), e(vy), e(vs), e(vg), e(vr) }
= min{3,3,2,3,4,4,3} =2

Definicion 3.1.4. [6] Sea G una grafica y v € Vg, si e(v) = rad(G), entonces v es un
punto central de G. Con esto podemos definir al centro como el conjunto de vértices de

excentricidad igual al radio (puntos centrales), y lo denotamos como cen(G) = {v €

Ve i e(v) =rad(G)}.
Ejemplo 3.1.4. Del ejemplo 3.1.2,
md(G) =2, 6(1}1) =3, 6(’(}2) =3, 6(1}3) =2,

e(vy) =3, e(vs) =4, e(vg) =4, e(vy) =3
= cen(G) ={v € Vi : e(v) = rad(G)} = {vs}
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Ejemplo 3.1.5. Sea G la grafica siguiente:

() ()

Ve

N

FiGura 3.3

rad(G) = min{e(vy), e(va), e(vs3), e(vy), e(vs), e(vg), e(vr) }
=min{4,3,2,4,3,2,3} =2
e(va) =2y e(ve) =2

= cen(G) = {va, v}

Definicion 3.1.5. Sea G = (Vg, F) una digrafica, una grifica subyacente H de G, es
una grafica tal que Vg = Vp y entre cualquier par de vértices u,v € Vg, si la digrafica
D tiene una flecha (u,v) o una flecha (v, u), la grafica H no dirigida subyacente incluye

una arista {v,w}.

Definicion 3.1.6. [1] Una digrafica G es coneza si su grafica subyacente lo es, de lo
contrario es no conezxa. Una digrafica D = (V| F') es fuertemente coneza si para cada

u,v € V existe un wv-camino dirigido y un vu—camino dirigido.
Ejemplo 3.1.6.

Q O O O

N\
digrafica no conexa digréafica conexa digrafica fuertemente conexa
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3.2. Planteamiento del problema

A medida que la poblacién de una ciudad crece surgen las primeras necesidades, salud y
la seguridad. La necesidad de un hospital o centro de salud es imperativa, asi como de
estaciones de policia o bomberos, dados los costos de construccion y mantenimiento, se
preveé que se encuentren en el lugar mas accesible desde cualquier punto.

Encontrar el centro, mediante el uso de la teoria de gréficas, es beneficioso para los
problemas de ubicacién de centros de salud o estaciones de policia o bomberos, donde

el objetivo es eliminar la distancia en el peor de los casos.

3.3. Modelacién matematica del problema

Problema 3.3.1. En el estado de Jalisco, uno de los principales estados en produccion
pecuaria, dada la creciente preocupacion de los ganaderos locales por las posibles
enfermedades, principalmente en el ganado bovino, ademas de las posibles repercusiones
que se generarian a partir de la pérdida del ganado, no solo de los ganaderos, sino del
gobierno estatal.

La Secretaria de Agricultura y Desarrollo Rural (SADER) y el gobierno del estado
de Jalisco, planean la construccién de un hospital veterinario y un centro de deteccion y
control de enfermedades pecuarias. Considerando que la ubicacién del hospital debe
ser tal que el personal pueda llegar de manera opourtuna a cada centro de produccion

pecuaria.

Se busca la ubicacion del hospital veterinario, de manera que la distancia desde y hacia
cualquiera de los centros de produccién pecuario de la region sea la menor. Entonces

el problema se reduce a encontrar los puntos centrales de la grafica asociada al problema.

Este problema se modelara utilizando la teoria de graficas de la siguiente manera:
Sea (G la gréfica, tal que dibujemos un vértice por cada una de los 12 centros de pro-
duccion pecuaria y aristas en representacion de conexiones directas. La grafica es la

siguiente:
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FIiGURrA 3.4

Solucién 3.3.2. Se tienen 12 centros de produccion pecuaria y 25 caminos, es decir, 12
vértices y 25 aristas. Considerando que solo se construira un hospital veterinario, éste
debera estar en un vértice central. Necesitamos encontrar el centro de la grafica G.

Calculamos las excentricidades de cada vértice de G (figura 3.4)

° 6<U1) - méX{d(Ula 1}2)7 d(Ul, U3)7 d(Ul, U4)7 d(Ul, U5)7 d('Ul, UG)? d(’Uh U7)7 d(”l? US)?
d(Ul, Ug), d<U17 UlO)a d('Ul, Ull)a d(vl7 1)12)}
— max{1,2,3,3,1,2,1,2,1,2,2} = 3

— 6(’01) =3
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o e(ve) = max{d(vy, v1), d(va, v3), d(va, vyg), d(vVa, v5), d(va, V), d(ve, v7), d(ve, vs),
d(va,v9), d(ve, v10), d(va, v11), d(ve, v12) }
— méx{1,1,3,3,1,2,2,3,2,3,3} = 3
— e(v2) =3
o e(v3) = max{d(vs,vy1),d(vs, v2), d(vs, vg), d(vs, v5), d(v3, V), d(vs, v7), d(vs, Vs),
d(vs3,v9), d(v3,v10), d(vs, v11), d(vs, v12) }
— méx{2,1,2,2,1,1,3,2,2,3,3} = 3
— e(v3) =3
o e(vy) = max{d(vy, v1), d(vs, v2), d(vy, v3), d(vVy, v5), d(Vy, V6), d(vy, v7), d(vy, Vs),
d(vg,v9), d(vg, v10), d(vyg, v11), d(vg, v12) }
=méax{3,3,2,1,2,1,4,2,3,3,2} =4
— e(vy) =4
o ¢(vs) = max{d(vs,vy),d(vs, v2), d(vs, v3), d(v5, v4), d(v5, V), d(v5, v7), d(v5, Vs),
d(vs,vg), d(vs, v10), d(vs, v11), d(vs, v12) }
=méax{3,3,2,1,2,1,3,2,2,2,2} =3
— e(vs) =3
o ¢(vg) = max{d(vs,v1), d(vs, v2), d(vs, v3), d(vs, V1), d(vs, v5), d(vs, v7), d(vg, Vs),
d(ve, v9), d(ve, v10), d(ve, v11), d(ve, V12) }
=max{1,1,1,2,2,1,2,2,1,2,2} =2
—  e(vg) =2
o ¢(vr) = max{d(vs,v1), d(vy, v2), d(v7, v3), d(v7, v4), d(v7, v5), d(v7, V), d(v7, Vs),
d(v7,v9), d(vr,v10), d(v7,v11), d(v7,v12) }
=max{2,2,1,1,1,1,3,1,2,3,2} =3
— e(v7) =3
o c(vg) = max{d(vs,vy),d(vs,vs), d(vs, v3), d(vs, v4), d(vs,v5), d(vs, vg), d(vs, V7),
d(vs, vg), d(vs, v10), d(vs, v11), d(vs, v12) }
=max{1,2,3,4,3,2,3,3,2,1,2} =4

— e(vg) =3
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o ¢(vg) = max{d(vg,v1),d(vg, v2), d(vg, v3), d(vg, v4), d(ve, v5), d(ve, V), d(vg, v7),
d(vg,vg), d(vg, v10), d(vg, v11), d(vg, v12) }
= mix{3,3,2,2,2,2,1,3,1,2,2} = 3
= ¢(vg) =3
o ¢(v1) = max{d(vip, v1), d(v10, V2), d(v10, v3), d(V10, V4), d(V10, V5), d(V10, Vs), d(v10, V7),
d(v10, vs), d(v10, Vo), d(v10, V11 ), d(V10,V12) }
— méx{1,2,2,3,2,1,2,2,1,1,1} = 3
= e(vy0) =3
o ¢(v1) = méx{d(vi1,v1), d(v11,v2), d(v11, v3), d(v11,v4), d(V11,v5), d(v11, V6), d(v11, V7),
d(v11,vg), d(v11,v9), d(v11, v10), d(v11,v12) }
— méx{2,3,3,3,2,2,3,1,2,1,1} = 3
= e(v11) =3
o ¢(v12) = max{d(via, v1), d(v12,v2), d(v12, v3), d(V12, v4), d(V12, V5), d(V12, V6), d(v12, V7),
d(v1g,vg), d(v12,v9), d(v12, v10), d(v12,v11) }
— méx{2,3,3,2,1,2,2,2,2,1,1} = 3

— 6('1112) =3

El radio de G (rad(G)):

rad(G) = min{e(vy), e(v2), e(vs), e(vs), e(vs), e(vs), e(v7), e(vs), e(vg), e(v10), e(v11), e(vi2) }

= min{3,3,3,4,3,2,3,4,3,3,3,3} =2

Ahora el centro de G, (cen(Q)):

e(vg) =2 y rad(G) =2

= cen(G) ={v € Vg : e(v) = rad(G)} = {vs}

Por lo tanto, el centro de la grafica G es {vg}. Por lo que el lugar 6ptimo para establecer
el hospital veterinario, asi como el centro de detecciéon y control de enfermedades
pecuarias, es el vértice vg.

La siguiente grafica es la representacion de la ubicacion deseada, vg de color rojo:
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Ficura 3.5
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Problema 3.3.3. En una poblacién rural ha crecido el descontento de los habitantes,
dado que el centro de salud méas cercano se encuentra a mas de una hora en auto. Por
lo que con la consigna del gobierno federal, del acceso efectivo, universal y gratuito a la
salud, el ayuntamiento local tiene la primera tarea, de determinar la ubicacion del centro
de salud, tal que desde cualquier punto de la ciudad se tenga una minima distancia, para
que asi el personal médico pueda responder a las necesidades de la poblaciéon de manera
oportuna y eficaz. La ubicacidon a escoger se espera que esté en la carretera federal,
para facilitar futuras expansiones, facil acceso desde otras comunidades y traslados de

emergencia.

Este problema se modelara utilizando la teoria de gréficas de la siguiente manera:
Sea G la grafica tal que se dibuja un vértice por cada intersecciéon de caminos y aristas
en representacion de conexiones directas (aristas de color negro en representacion de
caminos y aristas de color rojo en representacion de la carretera federal). La grafica es

la siguiente:

El problema se reduce a encontrar los puntos centrales de la grafica, y de ellos escoger
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sblo los que estén en la carretera federal.

Solucion 3.3.4. Se tienen un total de 18 intersecciones y 23 caminos, es decir, 18
vértices y 23 aristas. La ubicacion del centro de salud debera estar en un vértice central.
Necesitamos encontrar el centro de la grafica G (cen(G)).

Calculamos las excentricidades de cada vértice:

o e(vy) = max{d(vy,ve),d(vy,v3),d(v1,vy4), d(v1,v5), d(v1,v6), d(v1,v7), d(v1, Vs),
d(vy,v9),d(vy, v10), d(v1,v11), d(v1,v12), d(v1, v13), d(v1, v14),
d(vy,v15), d(v1, v16), d(v1, v17), d(v1, v18) }

= méx{2,7,1,2,6,3,2,3,4,5,3,4,5,4,6,6} = 7
= e(vn) =7

o e(ve) = max{d(vy, v1), d(va, v3), d(va, vy4), d(vVa, v5), d(vVa, V), d(ve, v7), d(ve, vs),
d(va,v9), d(ve, v19), d(va, v11), d(v2, V12), d(va, v13), d(ve, V14),
d(v2, v15), d(v2, v16), d(v2, v17), d(v2, v18) }

=max{2,7,1,2,6,3,2,3,4,5,3,4,5,4,6,6} =7
— e(v) =7

o e(v3) = max{d(vs,v1),d(v3, v2),d(vs,vy),d(v3,v5), d(v3,v6), d(v3, v7), d(v3, V8),
d(vs3,v9),d(vs, v10), d(vs, v11), d(v3, V12), d(v3, v13), d(v3, V14),
d(vs,v15), d(vs, v1g), d(vs, v17), d(v3, v18) }

= méx{7,7,6,5,1,4,5,2,4,3,3,5,4,4,6,5,5} = 7
= e(v3) =7

o e(vg) = max{d(vy,v1),d(vy, v2),d(vy,v3),d(vg,v5), d(v4,6), d(vy, v7), d(V4, V8),
d(vg,v9), d(vg, v10), d(vyg, v11), d(V4, V12), d(vg, v13), d(vy, V14),
d(vg,v15), d(vy, v16), d(v4, v17), d(V4, V18) }

=max{1,1,6,1,5,2,1,4,2,3,4,2,3,4,3,5,5} =6
— e(vg) =6

o e(vs) = max{d(vs,v1),d(vs, v2),d(vs, v3), d(v5, v4), d(v5, V6), d(vs, v7), d(vs, Vs),

d(vs, v9), d(vs, v10), d(vs, v11), d(vs, V12), d(vs, v13), d(vVs, V14),

d(UE), U15), d(U57 UlG)» d(%; 017)7 d@s; 018)}
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=max{2,2,5,1,4,1,2,3,1,2,3,2,3,3,4,4,4} =5
= e(vs) =5
o e(vg) = max{d(vs,v1), d(vs, v2), d(vs, v3), d(vs, v4), d(vs, v5), d(ve, v7), d(vg, Vg),
d(ve, v9), d(ve, v10), d(ve, v11), d(vs, V12), d(ve, v13), d(vg, V14),
d(ve, v15), d(ve, v16), d(ve, V17), d(Ve, v18) }
= max{6,6,1,5,4,3,4,1,3,2,2,4,3,3,5,4,4} =6
= e(vg) =6
o e(v7) = max{d(vs,v1), d(vy, v2), d(v7, v3), d(v7, v4), d(v7, v5), d(v7, V), d(v7, Vg),
d(v7,v9),d(v7, v10), d(v7,v11), d(v7, v12), d(v7, v13), d(v7, V14),
d(v7,v15), d(v7, v16), d(v7, v17), d(v7, v18) }
— méx{3,3,4,2,1,3,2,2,1,1,2,2,2,2,3,3,3} = 4
= e(v;) =4
o e(vg) = max{d(vs,vy),d(vs, v2),d(vs, v3), d(vs, v4), d(vs, v5), d(vs, V), d(vs, v7),
d(vs,vg), d(vs, v10), d(vs, v11), d(vs, V12), d(vs, v13), d(vs, V14),
d(vs, v15), d(vs, v1g), d(vs, v17), d(vs, v18) }
= mix{2,2,5,1,2,4,2,3,1,2,3,1,2,3,2,4,4} = 5
= e(vg) =5
o e(vg) = max{d(vg,v1), d(vg, v2), d(vg, v3), d(vg, vy4), d(ve, v5), d(ve, V), d(ve, v7),
d(vg, v3), d(vg, v10), d(ve, V11), d(vg, V12), d(vg, v13), d(vg, V14),
d(vg, v15), d(vg, v16), d(v9, v17), d(vg, v18) }
=max{5,5,2,4,3,1,2,3,2,1,1,3,2,2,4,3,3} =5
= e(vg) =5
o e(v19) = méx{d(vip, v1), d(v10,v2), d(v10, v3), d(v10, V4), d(V10, V5), d(V10, V6), d(V10, V7),
d(v19,vg), d(v10,vg), d(v10, v11), d(V10, V12), d(V10, V13), d(V10, V14),
d(v10,v15), d(v10, v16), d(V10, V17), d(V10, V18) }
=méax{3,3,4,2,1,3,1,1,2,1,2,1,2,2,2,3,3} =4
— e(vy) =4
o ¢(v11) = méax{d(vi1,v1), d(v11,v2), d(v11, v3), d(v11,v4), d(V11,05), d(v11, V6), d(v11, V7),

d(vn, Us), d(Un, Ug), d(vn, 010), d(vn, 012), d(Un, U13), d(Un, U14)7
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d(v11,v15), d(v11, v16), d(v11, v17), d(v11, v18) }
=max{4,4,3,3,2,2,1,2,1,1,1,2,1,1,3,2,2} =4
— e(vyy) =4
o e(v12) = méx{d(via, v1), d(v12,v2), d(v12, v3), d(v12, V4), d(V12,V5), d(V12, V6), d(v12, V7)),
d(v12,vg), d(v12,v9), d(v12, V10), d(V12, V11), d(v12, V13), d(V12, V14),
d(vl% U15), d(Um U16), d(vn, U17), d(U12, UlS)}
= méax{5,5,3,4,3,2,2,3,1,2,1,3,2,2,4,3,3} =5
— e(v2) =5
o ¢(v13) = max{d(vi3,v1), d(v13,v2), d(v13, v3), d(v13, v4), d(V13,V5), d(v13, V6), d(v13, V7),
d(v13,vg), d(v13,v9), d(v13, v10), d(v13, V11), d(v13, V12), d(V13, V14),
d(v13,v15), d(v13, v16), d(V13, V17), d(v13, v18) }
=max{3,3,5,2,2,4,2,1,3,1,2,3,1,3,1,4,4} =5
= e(viz) =5
o e(v1y) = méx{d(vig, v1), d(v14,v2), d(v14, V3), d(V14, V4), d(V14,V5), d(V14, Vg), d(V14, V7),
d(U14, Us), d(U14, Ug), d(U14, Ulo), d(U14, Un), d(U14, 012)7 d(U14; 013)7
d(v14,v15), d(v14, V16), d(V14, V17), d(V14, V18) }
=max{4,4,4,3,3,3,2,2,2,2,1,2,1,2,2,3,3} =4
— e(vy) =4
o e(v15) = méax{d(vis,v1), d(v15,v2), d(v15, v3), d(v15, V4), d(V15, V5), d(V15, V6), d(V15, U7),
d(v15,vg), d(v15,v9), d(v15, V10), d(V15, V11), d(V15, V12), d(V15, V13),
d(v15,v14), d(v15,v16), d(V15, V17), d(V15, V18) }
= méax{5,5,4,4,3,3,2,3,2,2,1,2,3,2,4,1,1} =5
— e(v) =5
o ¢(v1g) = méax{d(vig, v1), d(v16, V), d(v16, v3), d(V16, V4), d(V16, V5), d(V16, V6), d(V1g, U7),
d(vi6,v8), d(vi6, v9), d(v16, V10), d(v16, V11), d(V16, V12), d(V16, V13),
d(vi6,v14), d(v16, V15), d(v16, V17), d(V16, V18) }
= méax{4,4,6,3,3,5,3,2,4,2,3,4,1,2,5,5} =6
— e(v) =6

L 6(017) = méX{d(Un,Ul),d(vmU2)7d(U17,U3),d(UmU4),d(”m05),65(?117,1’6)@(0177?}7),
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d(v17,vg), d(vi7,v9), d(v17, v10), d(V17, V11), d(v17, V12), d(V17, V13),
d(vi7,v14), d(vi7,v15), d(v17, v16), d(v17, v18) }

= max{6,6,5,5,4,4,3,4,3,3,2,3,4,3,4,2} =6

— e(vy7) =6
o e(v13) = max{d(vis, v1), d(v1s,v2), d(v1s, v3), d(v1s, v4), d(v18, V5), d(v18, V6), d(v1s, U7),

d(v1s,v8), d(v1s, v9), d(v1g, v10), d(v1s, V11), d(vig, v12), d(v1s, V13),
d(v1s, U14)7 d(U187 U15), d<U187 UlG); d(U18, Ul?)}

= max{6,6,5,5,4,4,3,4,3,3,2,3,4,3,4,2} =6

— e(vig) =6

El radio de G (rad(G)):

rad(G) = min{e(vy), e(va), e(vs), e(vs), e(vs), e(vg), e(vr), e(vs), e(vy), e(v1g), e(v11), €(v12),
e(vi3), e(v1a), e(v15), e(vi6), e(v17), e(vis) }

=min{7,7,7,6,5,6,4,5,5,4,4,5,5,4,5,6,6,6} =4

Ahora el centro de G, (cen(G)):

e(vy) = e(vio) = e(v11) = e(vig) =4 y rad(G) =4

= cen(G) ={v € Vg : e(v) = rad(G)} = {vr, v10, v11, V14 }

Por lo tanto, el centro de la grafica G es {vr,v19,v11, v14}. Por lo que el lugar 6ptimo
para la construcciéon del centro de salud, considerando que esté cerca de la carretera
federal, es en el vértice viy 0 v11.

Las siguientes graficas son la representacion de las dos opciones de la ubicacion del

centro de salud, v¢ de color rojo y vy; de color verde:
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Opcioén 1:

Opcioén 2:

Ficura 3.7
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3.4. Planteamiento del problema

Encontrar el centro, mediante el uso de la teoria de gréficas, es beneficioso para los
problemas de ubicaciéon de servicios de emergencia, donde el objetivo es eliminar la
distancia en el peor de los casos.

Sin embargo se tomaran en cuenta casos no tan particulares (como los vistos en esta
seccion), tal es el caso en el que se considere tiempo, distancia o ciertas condiciones que
el terreno pueda tener; abriendo asi el paso a problemas mas apegados a la realidad.
Se modelaran casos pequenios con un desarrollo a detalle para lograr asi un buen
entendimiento del problemas, asi como también se modelaran casos mas complejos, que

para su solucién se plantearan algoritmos para resolverlos de manera mas rapida.

3.5. Modelacién matematica del problema

Problema 3.5.1. Se desea establecer un centro veterinario, en los principales ranchos
ovinocultores en el municipio de Atlacomulco, Estado de México, dadas las recientes
preocupaciones acerca de la calidad de la carne y las posibles nuevas enfermedades
ovinas, han decidido, de la mano con el gobierno estatal, construir un centro veterinario.
Para ello se han dado a la tarea de decidir que rancho albergara las instalaciones de

éste centro, tal que desde cualquier otro rancho se tenga una minima distancia.

Este problema se modelard utilizando la teoria de gréaficas de la siguiente manera:
sea GG la multidigrafica tal que se dibuja un vértice por cada rancho, flechas en repre-
sentacion de conexiones directas entre algunos pares de ranchos, y pesos en las flechas
en representacion de las distancias entre cada conexion directa, en razon 10 kilémetros

igual a 1. La multidigrafica es la siguiente:
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El problema se reduce a encontrar la distancia entre cada par de puntos, y los puntos

centrales de la multidigrafica.

Solucién 3.5.2. Se tienen un total de 7 ranchos y 13 caminos, si consideramos ambas

direcciones de cada conexién directa. Para encontrar las distancias entre cada par

de puntos de la multidigrafica usaremos el algoritmo de Floyd-Warshall. Recordan-

do la definicién 1.3.20, hacemos la matriz de pesos de G, la cual sera Wy, la matriz inicial:

V1 | V2 | V3 | Vg | Vs | Vg | U7
vy | O (105 [10] - | - | -
vp |l 910 | -] - 18| -1]-
W, — vs| - | - 106 ]-|-1]15
v | 9| - -101]-161]-
vs | - | 8 | - -1 0] - -
ve| - | -|-1|-1-10]7
v | - | - 18] - [ 8]-10
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Las matrices Wy y Sp:

Wo

Iteracion 1: Las matrices Wy y Si:

Wy

Iteracion 2: Las matrices Wy y So:

So

S1
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Iteracion 3: Las matrices W3 y Ss:

60
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Iteracion 6: Las matrices Wy y Sg:

We It 6

Iteracion 7: Las matrices Wy y S7:

W7 57
Tenemos como resultado a las matrices finales Wy, la cual es la matriz de distancias D,

y Sy la matriz final de sucesores.

15125 0 | 6 |23]12|15
9 (191410 |21] 6 |13

3212312228150 | 7
25116115121 8 |27] O
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Ahora necesitamos encontrar el centro de la multidigréfica.

Calculamos las excentricidades de cada vértice:

e(vy) = max{d(vy, va),d(vy, v3),d(v1,v4),d(vy, v5), d(vy, v6), d(v1, v7) }
= mix{10,5, 10,18, 16,20} = 20

e(vy) =20

e(vy) = méax{d(ve, v1),d(ve, v3), d(ve, v4), d(ve, vs), d(va, vg), d(v2, v7) }
— méx{9, 14, 19, 8, 25,29} = 29

e(vy) =29

e(vs3) = méax{d(vs, v1),d(vs, va), d(vs,vy), d(v3,v5), d(v3,v6), d(v3,V7) }
= max{15,25,6,23,12,15} = 25

e(vs) =25

e(vy) = méx{d(vy, v1),d(vyg,v2), d(vyg,v3), d(vyg, v5), d(vg,v6), d(vg, v7) }
= méx{9,19,14,21,6,13} = 21

e(vy) =21

e(vs) = max{d(vs,vy1), d(vs, vs), d(vs, v3), d(vs, v4), d(vs,vg), d(vs,v7) }
= max{17,8,22,27,33,37} = 37

e(vs) = 37

e(vg) = méax{d(vg, v1), d(vg, v2), d(ve, v3), d(ve, v4), d(ve, vs5), d(vs, v7) }
= max{32,23,22,28,15,7} = 32

e(vg) = 32

e(vr) = méx{d(vy, v1), d(v7,v2), d(vr, v3), d(v7, v4), d(v7, v5), d(v7, v6) }
= max{25, 16, 15, 21, 8,27} = 27

e(vy) =27

El radio de G, (definicion 3.1.3):

rad(G) = min{e(vy), e(va), e(vs), e(vs), e(vs), e(ve), e(vr)}
= min{20, 29, 25,21, 37,32,27} = 20

62
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Ahora el centro de G:

e(vy) =20y rad(G) = 20
= cen(G) ={veV:elw) =rad(G)} = {v}

Solucion: Por lo tanto, el centro de G es {v;}, por lo que el lugar 6ptimo para la

construccién del centro veterinario es en el vértice v;.

Ademaés veremos la ruta mas corta desde el vértice v; a los demas vértices. Si nos
fijamos en el primer rengléon de la matriz Wy, veremos la distancia del vértice v; a los

otros vértices de G.

V1 | V2 | U3 | Vg | U5 | Vg | Uy

v | 0 (10| 5 10| 18|16 |20

Y también el primer renglén de la matriz Sy, veremos los vértices que forman el camino

de peso minimo.

Uy | Vg | U3 | Vg | U5 | Vg | UT

v | 1|2 34243

Por lo que la arborescencia desde el vértice v; es la siguiente:

y )
(——®
v v v
1 5 \-?y 7
)
oy

Problema 3.5.3. En ciudad de Juérez, Chihuahua, derivado de los altos indices de

inmigrantes que han llegado, se desea establecer un centro de abastecimiento de recursos
para las fuerzas de seguridad. Para ello se han dado a la tarea de decidir en que estacion
de policia seré en la que éste centro sera construido, tal que desde cualquier otra estacion

de policia se tenga una minima distancia.
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Este problema se modelara utilizando la teoria de gréficas de la siguiente manera:

sea (G la multidigrafica, tal que se dibuja un vértice por cada estaciéon de policia, ya

sea municipal, estatal o federal, flechas en representacion de conexiones directas entre

algunos pares de estaciones, y pesos en las flechas en representacion de el tiempo

promedio recorrido entre cada conexion directa, el cual es el tiempo en minutos entre

cada estacion segin datos de Google maps. La multidigrafica es la siguiente:

@

30

)

N

12
0
29
Vo | | U7
2
11
32 4118 9118
6
24
22

7

)

()

C

8
12

;j,.
A

2
20
4

@

Las estaciones planteadas son las siguientes:

= v1: Estacion de Policia Distrito Delicias, 32130, C. 16 de Septiembre 247, Bellavista,
Cd Juarez, Chih.

= vy Direccién de la Policia Estatal Unica, Eje Vial Juan Gabriel 1360, Condesa de
Alamos San Lorenzo, 32340 Cd Juarez, Chih.

= v3: Secretaria de Seguridad Publica Municipal Distrito Universidad, Pedro N.
Gracia 2160 Partido N, Diaz, 32575 Cd Juarez, Chih.

s v4: Policia Federal, Nuevo Hip6édromo, 32685 Cd Juéarez, Chih.
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vs: Policia Federal, Aeropuerto Internacional Abraham Gonzélez, Cd Juarez, Chih.

= vg: Estacion de Policia Distrito Sur, Av, C. Valle del Cedro 578, Morelos 111, 32574
Cd Juérez, Chih.

= v;: Policia Municipal Distrito Oriente, Rio Amacuzac s/n, Las Arcadas, 32563 Cd
Juarez, Chih.

= vg: Estacion de Policia Distrito Valle, Iturbide 802, Maria Isabel, 32560 Cd Juarez,
Chih.

El problema se reduce a encontrar los puntos centrales de la multidigrafica, los cuales
nos permitiran resolver el problema, y ademas podremos encontrar el tiempo minimo

de una estacion a otra, asi como la ruta a seguir.

Soluciéon 3.5.4. Se tienen un total de 8 vértices y 22 flechas, si consideramos ambas
direcciones de cada conexién directa. Para encontrar las distancias entre cada par
de puntos de la multidigrafica, usaremos el algoritmo de Floyd-Warshall. Recordan-

do la Definicién 1.3.20 hacemos la matriz de pesos de G, la cual serd Wy, la matriz inicial.

vy | vy | vz | vy | V5 | Ve | U7 | Vg
vp | O |12 - |32 - | - | - | -
ve |10 0 [ 8| - | - 1| -129] -
vs | - | 41024 - |[14] - | -

Wo=|wv, |30]| - |16] 0 | 4 | - - -
vs | - | - | - | 7T 10 [22] - | -
ve | - | - [20] - 120 0 | 9 |11
vr | - |26 - - |- | 8|07
vg | - - - - - 1121 8 10
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=

Las matrices Wy y Sp:

So

Wo

Iteracion 1: Las matrices Wy y Si:

S1

Wy
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Iteracion 2: Las matrices Wy y So:

W2 S, 2
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Iteracion 4: Las matrices Wy y Sy:

68

W5 S, 5
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Iteracion 6: Las matrices Wy y Sg:

WG S 6

Iteracion 7: Las matrices Wy y S7:




CAPITULO 3. UBICACION DE SERVICIOS DE EMERGENCIA 70

Iteracion 8: Las matrices Wy y Sg:

v | Ve | Vs | Vg | Vs | Vs | U7 vy | Uy | V3 | vy | Vs | Vg | VT
vy | 0 [ 1212032363441 vy | 12124432
vy |10 0 | 8 | 3236|2229 vp| 1| 233|437
vg [ 14| 4 | 0 |24 28|14 |23 vs| 22|34 ,4]6/|6
vy |30 (120116 0 | 4 26135 vy | 1| 313|145 |56
vs |37 [ 27123 7 | 0 |22]31 vs | 41414145166
ve |34 (2412027120 0 | 9 ve | 3| 3|3 |5 |H|[6 7T
vy |36 (262835128 8 | 0 v 212166667

Wg S 8

Tenemos como resultado a las matrices finales Wy, la cual es la matriz de distan-

cias, y Sy la matriz final de sucesores.

0 |12 ]20|32|36 |34 |41 |45

1010 | 8[132]36(22]29]33
1414 0| 24|28|14]23|25
30120116 0 | 4 |26|35]|37
37127123 7|0 [22]31)33
3412412027120 0| 9 |11
361262835288 | 0|7

4413413213932 (12| 8 | 0

N N | W =N
N (DN W W N NN
S| W =W W W |
DO | O W
< 30 =10 B2 S 2 B S 2 O IS I N
S| || O W W
NN N |olo|o ||
O | GO | O | O | O | O | O | O

Wy

S

Ahora necesitamos encontrar el centro de la multidigrafica.

Calculamos las excentricidades de cada vértice:

® 6(’01) == méX{d('Ul, 02)7 d(vla ,03)7 d(vl, U4)7 d(vla 1)5)7 d(vh vﬁ)a d(vh '1}7), d(vla /US)}
— méx{12,20,32, 36, 34,41, 45} = 45
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— e(v)) =45
o ¢c(vy) = max{d(ve,vy1), d(ve, v3), d(va, vy), d(ve, v5), d(v2, v6), d(va, v7), d(ve, v8) }
= max{10, 8,32, 36, 22,29, 33} = 36
= e(vy) = 36
o ¢(v3) = max{d(vs,v1),d(vs, ve),d(vs,vy), d(v3,v5), d(v3, V5), d(v3, v7), d(V3, V8) }
= méx{14, 4,24, 28, 14, 23,25} = 28
= e(v3) =28
o e(vy) = max{d(vy,v1),d(vy, V), d(vy,v3), d(vs,v5), d(v4, Vg), d(v4, v7), d(v4, v8)}
= max{30, 20, 16,4, 26, 35,37} = 37
= e(vg) =37
o c(vs) = méx{d(vs,v1),d(vs, v2),d(vs,v3), d(vs, v4), d(vs, v6), d(vs, v7), d(vs5,v8)}
— méx{37,27,23,7,22,31,33} = 37
= e(vs) =37
o c(vg) = max{d(vg,v1),d(ve, v2), d(vs, v3), d(ve, v4), d(vs, s), d(ve, v7), d(ve, v8)}
= max{34, 24, 20,27,20,9,11} = 34
— e(vg) =45
o ¢(v7) = max{d(vr,v1),d(vr,ve),d(v7,v3), d(v7,v4), d(v7,v5), d(v7, V), d(v7, v8) }
= max{36, 26, 28, 35,28,8,7} = 36
= e(v7) = 36
o ¢(vg) = max{d(vs,v1),d(vs,ve),d(vs,v3), d(vs, vs), d(vs, v5), d(vs, vg), d(vs, v7)}
— max{44, 34,32, 39,32, 12,8} = 44

= e(vg) =44

El radio de G, (definicion 3.1.3):

rad(G) = min{e(v1), e(v2), e(v3), e(va), e(vs), e(vs), e(vr), e(vs) }
= min{45, 36, 28,37, 37,34, 36,44} = 28



CAPITULO 3. UBICACION DE SERVICIOS DE EMERGENCIA 72

Ahora el centro de G:

e(vs) =28 y rad(G) =28
= cen(G) ={v eV :elv) =rad(G)} = {vs}

Solucion: Por lo tanto, el centro de G es {vs}, por lo que el lugar 6ptimo para la
construccion del centro de abastecimiento de recursos es el vértice vs, y el tiempo de

respuesta maximo desde éste vértice es de 28 minutos.

Ademas veremos la ruta més corta desde el vértive vs a los demés vértices. Al fi-
jarnos en el tercer renglén de la matriz Wy, veremos el menor tiempo del vértice v3 a

los otros vértices de G.

V1 | Vg | V3 | Vg | U5 | Vg | U7 | Ug

vg | 14| 4 | 0 [ 24| 28|14 |23 |25

Y también gracias a la matriz Sy, veremos los vértices que forman el camino de peso

minimo (menor tiempo). Por lo que la arborescencia (definicion 1.3.12) desde el vértice

@10
\@@

11

vs es la siguiente:

FIiGURA 3.8



CAPITULO 3. UBICACION DE SERVICIOS DE EMERGENCIA 73

3.6. Desarrollo del codigo (Python)

Ya sabemos como funciona el algoritmo de Floyd-Warshall, sin embargo, el proceso inclu-
so para digraficas pequenas, tal es el caso del Ejemplo 3.4.1., es muy tardado. Es por ello

que se desarrollaré un c6digo para resolver de forma sencilla el problema inicial planteado.

La plataforma en la que serd desarrollado el programa es Jupyter Notebook, la cual
es una aplicacion web para crear documentos computacionales; en ésta encontramos

distintas bibliotecas tutiles en ciencia de datos.

Para desarrollar el programa usaremos la biblioteca NetworkX, la cual sirve para
el estudio de graficas y analisis de redes, misma que nos ofrece diversas herramientas
para el desarrollo de problemas en los que tengamos gréaficas grandes, por ejemplo,
graficas que representen una colonia, en la que cada interseccion de dos o mas calles es
un vértice, y cada calle es una arista, o una red de abastecimiento de agua en los que

cada toma de agua sea un vértice, y las conexiones entre cada toma las aristas.

3.6.1. Construccién de graficas, digraficas y multidigraficas con

pesos

Coédigo 3.6.1. Iniciaremos planteando la siguiente grafica simple:

Antes de comenzar, anadimos la biblioteca NetworkX,
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[1]: import networkx as nx

Establecemos al conjunto de vértices V', y al conjunto de aristas A,

[2]:|v= {1,2,3,4,5,6}

[3]: A=[(1,2),(3,4),(5,6),(2,6),(5,3),(5,2),(1,6)]

Ahora definamos a G la grafica que queremos construir, y anadamos a los vértices y

aristas,

[4]: G=nx.Graph()
[5]: G.add_nodes_from(V)

[6]: G.add_edges_from(A)

Para ver la grafica escribimos lo siguiente (el renglon 7 solo sirve para que los vértices
estén fijos, de tal manera que visualmente sea lo mismo que la grafica planteada, y
no es necesario agregarlos para el correcto funcionamiento del programa). El comando
nx.draw sirve para dibujar la grafica, se abre un paréntesis y se especifica la grafica a
dibujar, en éste caso G, el comando de pos se refiere a la posicion de los vértices, y
el comando with labels se refiere a si agregar (True) o no (False) las etiquetas de los

vértices.

[7]:|pos = {1:[0,4], 2:[4,4], 3:[7,0], 4:[4,-4], 5:[0,-4], 6:[-3,0]}

[8]: nx.draw(G, pos=pos, with_labels=True)
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Codigo 3.6.2. Ahora pasamos a la construccion de una grafica dirigida, partiremos de

la siguiente digrafica:

U1 (%)

Us Uy

Anadimos la biblioteca de NetworkX,

[1]:  import networkx as nx

Establecemos al conjunto de vértices V', y al conjunto de flechas F,

(4]:|v= {1,2,3,4,5,6}

[5]:|F=[(2,1),(3,4),(,6),(1,5),(2,4),(2,5),(3,2),(4,5),(1,6)]

Definimos a la digrafica G y anadamos los vértices y flechas,
[6]: G=nx.DiGraph()
[7]: G.add_nodes_from(V)

[8]: G.add_edges_from(F)

El comando node_ size sirve para definir el tamafo de los vértices, y el comando arrowsize
sirve para definir el tamano de las puntas de las flechas. Para ver la grafica escribimos

lo siguiente

[9]: pos = {1:[0,4], 2:[4,4], 3:[7,0], 4:[4,-4], 5:[0,-4], 6:[-3,0]}

[10]: nx.draw(G, pos=pos, with_labels=True, node_size=1000, arrowsize=25)
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Codigo 3.6.3. Ahora pasamos a una multidigréafica, partiendo de la siguiente multidi-

grafica,

Anadimos la biblioteca NetworkX,

[1]: | import networkx as nx

Establecemos al conjunto de vértices V', y al conjunto de flechas F',

[2]:|v= {1,2,3,4,5,6}
[3]: F= [(6,1),(6,5),(6,3),(1,2),(2,1),(5,4),(5,4),(2,3),(4,3)]

Definimos a la multidigrafica G’y anadamos los vértices y flechas (al anadir las flechas

aparecerd un rengléon que nos sefalaré si se repite alguna flecha).



[4] :

[5]:

[6]:

[6]:

[7]:

[8l:

[9]:
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G=nx.MultiDiGraph()
G.add_nodes_from(V)
G.add_edges_from(F)

(o, o, o, 0, 0, 0, 1, 0, 0]

La cantidad de veces que se repite cada arista se puede ver si escribimos lo siguiente
(en donde los primeros dos valores corresponden a la flecha y el tercero a las veces que

se repite)

print (G.edges)

(1, 2, 00, (2, 1, 0), (2, 3, 0), (4, 3, 0), (5, 4, 0), (5, 4, 1),
6, 1, 00, (6, 5, 0), (6, 3, 0)]

Para ver la grafica escribimos lo siguiente

pos = {1:[0,4], 2:[4,4], 3:[7,0], 4:[4,-4], 5:[0,-4], 6:[-3,0]}

nx.draw(G, pos=pos, with_labels=True, node_size=1000, arrowsize=25)

® —

Codigo 3.6.4. Ahora veremos el codigo para una digrafica con pesos (mismo que si se

tiene una multidigrafica con pesos), partiendo de la siguiente



[1]:

[2]:

[3]:

[4] :

[5]:

[6]:

[7]:

[8]:
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Anadimos la biblioteca de NetworkX,

import networkx as nx

Establecemos al conjunto de vértices V', y al conjunto de flechas F',

v= {1,2,3,4,5,6}

F= [(6,1,6),(6,5,10),(6,3,12),(1,2,4),(5,4,5),(2,3,6),(4,3,9)]
Definimos a la digrafica G y anadimos los vértices y flechas,
G=nx.DiGraph()

G.add_nodes_from(V)

G.add_weighted_edges_from(F)

Definimos el peso (weight) de las flechas,

weight=nx.get_edge_attributes(G, 'weight')

Para ver la grafica escribimos lo siguiente, el texto que aparece al escribir el inciso 9,

nos menciona los datos de cada flecha

pos={1:[0,4], 2:[4,4], 3:[7,0], 4:[4,-4], 5:[0,-4], 6:[-3,0]}
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[9]: nx.draw(G, pos=pos, with_labels=True, node_size=1000, arrowsize=25)

nx.draw_networkx_edge_labels(G, pos, edge_labels= weight)

[9]: {1, 2): Text(2.0, 4.0, '4'),
(2, 3): Text(5.5, 2.0, '6'),
(4, 3): Text(5.5, -2.0, '9"),
(6, 4): Text(2.0, -4.0, '5'),
(6, 1): Text(-1.5, 2.0, '6'),
(6, 5): Text(-1.5, -2.0, '10'),
(6, 3): Text(2.0, 0.0, '12")}

12

3.6.2. Puntos centrales de la digrafica

El codigo para encontrar los puntos centrales de la digrafica presenta una condicién
particular, la cual es que la digrafica sea fuertemente conexa, tal condicion surge del
proceso para encontrar la excentricidad de cada vértice, la cual depende de la distancia,

la cual a su vez depende de la existencia de un camino dirigido.

Cddigo 3.6.5. Tomando la siguiente multidigrafica con pesos, obtendremos el centro

con la ayuda de NetworkX,



[1]:

[2]:

[3]:

[4]:

[5]:

[6]:

[6]:
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4
6 6
s ()
(4 U3
10 9

——()
Escribimos a la multidigrafica igual que en el codigo 3.6.4, y quitamos la parte de la

representacion ya que no es necesaria,

import networkx as nx
v={1,2,3,4,5,6}

F= [(6,1,6),(6,5,10),(3,6,12),(1,2,5),(2,1,4),(5,4,11),
(2,3,6),(4,3,9)]

G=nx.DiGraph()
G.add_nodes_from(V)

G.add_weighted_edges_from(F)

weight=nx.get_edge_attributes(G, 'weight')

Ahora verifiquemos que la multidigrafica es fuertemente conexa, ésto para corroborar
que cada par de vértices estan conectados, lo cual también nos asegura que no se tendran

distancias infinitas, en caso de ser fuertemente conexa saldra True, de lo contrario False.

nx.is_strongly_connected(G)

True

Para obtener el centro de la multidigrafica, si se tienen graficas con peso en las flechas o



[7]:

[7]:

[8]:

[8]:

[9]:

[9]:

[10]:

[10]:

[11]:

[11]:

[12]:

[12]:
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aristas se escribe barycenter, en el caso contrario se escribe center. Para ello el paquete
de NetworkX corre el algoritmo de Dijkstra para cada vértice, una muestra del calculo
hecho para cada vértice, utilizando el comando shortest path_length (colocando en
el espacio source el vértice de origen y el método para encontrar el camino de peso

minimo, en éste caso el algoritmo de Dijkstra (1.4.1), es el siguiente:

nx.shortest_path_length(G, source=1, weight='weight',

method='dijkstra')
{1: 0, 2: 5, 3: 11, 6: 23, 5: 33, 4: 44}

nx.shortest_path_length(G, source=2, weight='weight',

method='dijkstra')
{2: 0, 1: 4, 3: 6, 6: 18, 5: 28, 4: 39}

nx.shortest_path_length(G, source=3, weight='weight',

method='dijkstra')
{3: 0, 6: 12, 1: 18, 5: 22, 2: 23, 4: 33}

nx.shortest_path_length(G, source=4, weight='weight',

method='dijkstra')
{4: 0, 3: 9, 6: 21, 1: 27, 5: 31, 2: 32}

nx.shortest_path_length(G, source=5, weight='weight',

method="'dijkstra')
{56: 0, 4: 11, 3: 20, 6: 32, 1: 38, 2: 43}

nx.shortest_path_length(G, source=6, weight='weight',

method='dijkstra')

{6: 0, 1: 6, 5: 10, 2: 11, 3: 17, 4: 21}

Podemos apreciar que obtendremos las distancias desde el vértice origen (source), hacia

cada vértice de la multidigrafica, ordenadas de menor a mayor.
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Y por ultimo el comando para obtener el centro

[13]: nx.barycenter (G, weight='weight')
[13]: [6]

Y obtendremos el resultado, el cual en éste caso es el vértice 6.

Ejemplo 3.6.1. A continuacion se probara el codigo en un problema previamente hecho,
el problema 3.5.3. Escribimos el codigo, el cual se quitara la parte para la representacion

grafica ya que solo buscamos el centro,

[1]: | import networkx as nx
[21: v={1,2,3,4,5,6,7,8}

[3]: F= [(1,2,12),(2,1,10),
(1,4,32),(4,1,30),
(2,3,8),(,2,4),
(2,7,29),(7,2,26),
(3,4,24),(4,3,16),
3,6,14),(6,3,20),
(4,5,4),(5,4,7),
(5,6,22),(6,5,20),
(6,7,9),(7,6,8),
(6,8,11),(8,6,12),
(7,8,7),(8,7,8),

[4]: G=nx.DiGraph()
G.add_nodes_from(V)

G.add_weighted_edges_from(F)

[5]: weight=nx.get_edge_attributes(G, 'weight')

Se verifica la informacion de la multidigrafica, asi como se verifica que ésta sea fuerte-

mente conexa
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[6]: | print(nx.info(G))

Name:

Type: DiGraph

Number of nodes: 8

Number of edges: 22

Average in degree: 2.7500
Average out degree: 2.7500

[7]: nx.is_strongly_connected(G)
[7]: True

Y por ultimo obteniendo el mismo resultado que en el problema 3.5.3,

[8]: nx.barycenter(G, weight='weight')
[8]: [3]

el cual es el vértice vz, ademés se obtiene en el caso del problema 3.5.3 el tiempo minimo

a recorrer si escribimos lo siguiente,

[9]: nx.shortest_path_length(G, source=3, weight='weight',

method="'dijkstra')

[9]: {3: 0, 2: 4, 6: 14, 1: 14, 7: 23, 4: 24, 8: 25, 5: 28}

3.6.3. Arborescencia: digrafica de caminos minimos

Por ultimo buscamos la arborescencia generada desde los puntos centrales de la digrafica,
para ello nos guiaremos del Codigo 3.6.5. Gracias a la arborescencia obtenemos los

caminos minimos desde los puntos centrales de la digrafica
Codigo 3.6.6. Teniendo en cuenta los datos de la digrafica,

[1]: | import networkx as nx

(2]:|v={1,2,3,4,5,6}



[3]:

[4]:

[5]:

[6]:

[6]:

[7]:

[7]:

[8]:

[9]:

[10]:
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F= [(6,1,6),(6,5,10),(3,6,12),(1,2,5),(2,1,4),(5,4,11),
(2)3,6),(4,3,9)]

G=nx.DiGraph()
G.add_nodes_from(V)

G.add_weighted_edges_from(F)
weight=nx.get_edge_attributes(G, 'weight')
nx.is_strongly_connected(G)

True

nx.barycenter (G, weight='weight')

(6]

Ahora escribimos lo siguiente para obtener todos los caminos minimos desde el vértice

6, asi como las longitudes de cada uno de éstos,

pl = nx.shortest_path(G, source=6, weight="weight")
longitud = nx.shortest_path_length(G, source=6, weight="weight")

print("Todos los caminos minimos desde 6:", pl)

print("Longitud de los caminos minimos: ", longitud)

Todos los caminos minimos desde 6:

{6: [6]1, 1: [6, 11, 5: [6, 5], 2: [6, 1, 2], 4: [6, 5, 4],
3: [6, 1, 2, 3]}

Longitud de los caminos minimos:

{6: 0, 1: 6, 5: 10, 2: 11, 3: 17, 4: 21}

Obteniendo asi la arborescencia, la cual es la siguiente:
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(——

Para concluir con éste capitulo se planteara un problema relacionado al gas natural en
México, utilizando datos del libro: El Gas Natural, y su geografia industrial en México.

[11]

Problema 3.6.1. En 2011 México ocup6 el lugar nimero 11 en el consumo internacio-
nal de gas natural; aproximadamente 60 % del valor agregado industrial de México se

origina a empresas que usan gas natural para sus procesos de transformacion productivos.

La creciente demanda de gas natural destinado principalmente a la generacion de
energia eléctrica y el consumo industrial, ha provocado presiones al SNG (Sistema
Nacional de Gasoductos) llevando algunos tramos del mismo a un punto de saturacion
con capacidades disponibles menores al 10 %. En noviembre del 2011 la Secretaria de
Energia present6 el estado en el que se encontraba el SNG por regiones de entrega; en
el cual el SNG se divide en 5 regiones.

Nos enfocaremos en la region Noreste, ya que ésta es de suma importancia para la
industria nacional. Es una regiéon productora e importadora de gas natural desde Estados
Unidos, abastece a otras regiones del pais; aqui en 2011 se genero el 17,85 % del PIB

nacional, asi como el 20,11 % de la inversion total de la industria.

En la region Noreste, los principales municipios consumidores de gas natural para
la industria, la comprenden los municipios de Chihuahua, Torre6n, Ramos Arizpe,
Monclova, Monterrey, San Nicolas de los Garza, Apodaca, Reynosa, Altamira y Ciudad

Madero, de los cuales Monterrey es el principal consumidor a nivel nacional y San
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Nicolas de los Garza el tercero; éstos 10 municipios aportan el 79,77 % del consumo de

la region.

La Secretaria de Energia busca construir un centro de control y monitoreo de los
gasoductos en los estados de la region Noreste, los cuales son Chihuahua, Durango,
Coahuila de Zaragoza, Nuevo Leon y Tamaulipas. Ademés de que se contara con un
equipo especializado en la contencion de desastres naturales (como danos estructurales
producidos por el movimiento sismico) o provocados, que surjan de la distribucion del
gas natural, es por ello que se espera que la zona de construcccion esté en un punto tal

que desde cualquier otro (zona industrial), la distancia de atencion sea la minima posible.

Los datos de las zonas industriales a considerar son los siguientes, ordenadas por
estado, municipio y localidad, asi como el consumo 2008 — 2011 de GN (gas natural) en

MMpecd (millones de pies ctibicos diarios) :

Estado Municipio Localidad Consumo
de GN
Chihuahua Ahumada Miguel Ahumada 0,006
Chihuahua Aldama Juan Aldama 1,000
Chihuahua Allende Valle Ignacio de Allende 0,010
Chihuahua Camargo Santa Rosalia de Camargo | 0,261
Chihuahua Cuahutémoc Cuahutémoc 7,222
Chihuahua Chihuahua Chihuahua 14,831
Chihuahua Delicias Delicias 1,763
Chihuahua Jiménez José Mariano Jiménez 0,220
Chihuahua Juarez Juarez 6,911
Chihuahua Rosales Santa Cruz Rosales 0,014
Chihuahua Saucillo Saucillo 0,234
Chihuahua Santa Isabel Santa Isabel 0,005
Coahuila Castanos Castanos 0,106
Coahuila Francisco I. Madero Francisco I. Madero 0,054
Coahuila General Cepeda General Cepeda 0,009
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Coahuila
Coahuila
Coahuila
Coahuila
Coahuila
Coahuila
Coahuila
Coahuila
Durango
Durango
Durango
Durango
Durango
Durango
Durango
Nuevo Leon
Nuevo Ledn
Nuevo Leon
Nuevo Leon
Nuevo Leodn
Nuevo Leoén
Nuevo Leoén
Nuevo Leon
Nuevo Lebdn
Nuevo Leon
Nuevo Leon
Nuevo Leodn
Tamaulipas
Tamaulipas

Tamaulipas

Tamaulipas

Matamoros
Monclova

Parras

Piedras Negras
Ramos Arizpe

San Pedro

Sierra Mojada
Torreom

Cuencamé

Durango

Gomez Palacio
Lerdo

Mapimi

Penon Blanco
Tlahualilo

Apodaca

Caderyta de Jiménez
China

San Pedro Garza Garcia
General Bravo
General Escobedo
Mina

Monterrey

Pesqueria

San Nicolés de los Garza
Hidalgo

Santa Catarina
Abasolo

Aldama

Altamira

Ciudad Madero

San Antonio del Coyote
Monclova

Parras

Piedras Negras

Ramos Arizpe

San Pedro

Laguna del Rey
Torreon

Cuencamé

Durango

Gomez Palacio

Lerdo

Ceballos

Penon Blanco
Tlahualilo de Zaragoza
Apodaca

Caderyta de Jiménez
China

San Pedro Garza Garcia
General Bravo

Cd. General Escobedo
Mina

Monterrey

Pesqueria

San Nicolés de los Garza
Hidalgo

Santa Catarina
Abasolo

Aldama

Altamira

Ciudad Madero

0,428

23,431
2,655

0,933

12,130
0,451

0,439
34,161
0,044

4,109

8,771

0,690

0,086

0,007

0,015

8,378

8,553

0,068

6,638

0,025

2,222

0,020

91,428
2,410

60,166
0,126

7,832

0,019

0,041

29,658
8,300
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Tamaulipas | Matamoros Matamoros 7,892
Tamaulipas | Nuevo Laredo Nuevo Laredo 0,826
Tamaulipas | Reynosa Reynosa 9,078
Tamaulipas | San Fernando San Fernando 0,053
Tamaulipas | Soto La Marina Soto la Marina 0,019
Tamaulipas | Tampico Tampico 0,990

CUADRO 3.1: Zona industrial region Noreste

Ademas se planea que la construccion esté en una zona cuyo consumo de gas natural
sea mayor o igual a 5 MMpcd.

Este problema se modelara utilizando la teoria de graficas de la siguiente manera:

» Para fines précticos se considera una grafica simple G = (V, A), es decir que se

cumple que d(a, b) = d(b, a) para todo a,b € V.

= Se considera un vértice por localidad en la que se encuentre una zona industrial,

cada vértice se estableceré en el lugar que cumpla con los siguientes criterios:

1. Estar en un municipio de la zona industrial Noreste.
2. Estar cerca del paso de gasoducto.

3. Estar cerca de una zona o parque industrial, se buscara la més importante
siguiendo los datos del libro: El Gas Natural, y su geografia industrial en
Meéxico. [11]

Las direcciones de las zonas o parques industriales, siguiendo los datos de

sus ramas principales de consumo, estan en la tabla 3.2.

= No se consideran todas las aristas entre cada par vértices, si no que se procurara
seguir la ruta de los gasoductos mostrada en en el mapa 4.16 (los cuales se
encuentran en el capitulo 5. Figuras y mapas), sean éstos privados o del estado;

as{ como la ruta de la carretera federal.
= Los datos se tomaran de Google maps.

» Se usard una escala a razon de 10km = 1 u (unidad).
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A cada municipio se le asignara un nimero, siguiendo los datos de la tabla 3.1, asi como

también se darén las direcciones de las zonas o parques industriales:

Municipio Zona o parque industrial

1. Ahumada Agroquimicos Santa Rita S.A. DE C.V,
32840 Villa Ahumada, Chih.

2. Aldama Parque Industrial Aldama, Carmen Serdén
#81, Francisco Villa, 32900 Juan Aldama,
Chih.

3. Allende La Alegria Grupo Agroempresarial, Hidalgo
S/N, La Corderena, 33920 Valle de Ignacio
Allende, Chih.

4. Camargo Parque Industrial El Soldado, Ben Pérez #7,
Santa Rosalia, 33759 Santa Rosalia, Chih.

5. Cuahutémoc CASTMETAL FWF de México, Avenida
Rio Tutuaca S/N,, Cuauhtémoc, Parque In-
dustrial Xalostoc

6. Chihuahua Complejo Industrial Chihuahua

7. Delicias ALPURA Delicias, Av Plutarco Elias Ca-
lles #700, Primero de Mayo, 33088 Delicias,
Chih.

8. Jiménez Thedal Internacional SA de CV, Division
del Nte. #10, Obrera, 33980 José Mariano
Jiménez, Chih.

9. Juarez Parque Industrial Omega, Omega, 32410 Cd
Juérez, Chih.

10. | Rosales Santa Cruz de Rosales, 33120 Chih.

11. | Saucillo Agroindustrial Fernandez, Av. 3a y Quinta,
Altavista, 33620 Saucillo, Chih.

12. | Santa Isabel Vinedo El Molino Don Tomés, 33270 Santa
Isabel, Chih.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

Castanos

Francisco I. Madero

General Cepeda

Matamoros

Monclova

Parras

Piedras Negras

Ramos Arizpe

San Pedro

Sierra Mojada

Torre6n

Cuencamé

Durango

Fasemex, Carretera 57 Km 178, California,
25870 Castanos, Coah.

Zona Industrial, 27908 Francisco I. Madero,
Coah.

General Cepeda, 25950 Coah.

Laguna Industrial Park, Carr. Torre6n - Ma-
tamoros km. 13.5, Sin Nombre de Col 2,
27440 Matamoros, Coah.

Parque industrial de Monclova, Lib. Lic. Car-
los Salinas de Gortari s/n, 25815 Monclova,
Coah.

Desarrollo Industrial Cactus Valley Parras,
16 de Septiembre S/N, Zona Industrial,
27989 Parras de la Fuente, Coah.
Hendrickson Spring México, Ave. Rassini
#801, Colonia Nicolas Bravo, 26030 Piedras
Negras, Coah.

VYNMSA Ramos Arizpe Industrial Park,
Industrial Park, Carretera antigua Saltillo-
Monclova km 11 VYNMSA, Sector II, 25908
Ramos Arizpe, Coah.

Wrangler San Pedro, Sin Nombre de Col 2,
San Pedro, Coah.

Quimica del Rey, Laguna del Rey, Coah.
Parque Industrial las Américas, 27278, To-
rreén, Coah.

Minerales de Avino (MIASA), Carretera
Cuencamé-Torreon Km.2, 35800 Cuencamé,
Dgo.

Ciudad Industrial, 34208 Durango, Dgo.

90
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

Gomez Palacio

Lerdo

Mapimi

Pefion Blanco

Tlahualilo

Apodaca

Caderyta de Jiménez

China

San Pedro Garza Garcia

General Bravo

General Escobedo

Mina

Parque Industrial Lagunero, 35078, Gomez
Palacio, Dgo.

Siete leguas, Blvd. del Tecnologico, Placido
Domingo, 35159 Cd Lerdo, Dgo.

Planta incubadora Citra, 35236 Mapimi,
Dgo.

34743 Penoén Blanco, Dgo.

OMJC Planta Tlahualilo, Chihuahua 110,
Ceceda, Las Colonias, 35290 Tlahualilo de
Zaragoza, Dgo.

Parque Industrial Apodaca, 66603, Av. Par-
que Industrial Monterrey 13, Monterrey,
66603 Cd Apodaca, N.L.

Refineria Cadereyta, Carr. Libre Monterrey
- Reynosa Km. 36.5, Sin Nombre de Col 3,
67488 Cadereyta Jiménez, N.L.

Industrias Manufactureras De Tamaulipas,
S.A . De C.V., Arroyo Las Lajas 102, Col.
Vista Hermosa, 67050 China, N.L.

IFM efector S de RL de CV, Ave. Arq. Pe-
dro Ramirez Vazquez 200-4 Planta Baja,
Col. Valle Oriente, 66269, San Pedro Garza
Garcia, N.L.

Bravo Beef Master, 67000 Gral Bravo, N.L.
Divisiones de papel Escobedo, C. Zuazua
312, Lazaro Cardenas, 66053 Cd Gral Esco-
bedo, N.L.

Triturados Mina Sa de Cv, Calle sin nombre,

65100 Mina, N.L.
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Monterrey

Pesqueria

San Nicolés de los Garza

Hidalgo

Santa Catarina

Abasolo

Aldama

Altamira

Ciudad Madero

Matamoros

Nuevo Laredo

Reynosa

Owens ilinois ( Vidriera Monterrey Vimosa),
Magallanes 517, Trevino, 64570 Monterrey,
N.L.

Centro Industrial Ternium, Carr. Santa Ma-
ria La Florena Km 15, Rancho La Joya, Eji-
do La Victoria, 66650 Pesqueria, N.L.
Parque Industrial Barragan, 66425, San Ni-
colés de los Garza, N.L.

CEMEX, Planta Cemento Hidalgo, Galea-
na 300 Sur; Zona Centro, Hidalgo, Cédigo
Postal 65600, Nuevo Leén, México
Industrias Vago De México, S.A. de C.V.
Miguel Hidalgo y Costilla 743-A, La Fama,
66100 Santa Catarina, N.L.

Semillas y Granos de Abasolo, SA de CV,
Abasolo, KM 1, 87760 Abasolo, Tamps.
Aldama, 89670 Tamps.

Altamira Servicios de Infraestructura S.A.
de C.V., Ave Desarrollo Textil No. 3000 Eji-
do Santa Amalia, 89602 Altamira, Tamps.
Refineria PEMEX (Av. Alvaro Obregén), Av.
Alvaro Obregén No.3014, Emilio Carranza,
89530 Cd Madero, Tamps.

Parque Industrial del Norte, 87316 Heroica
Matamoros, Tamps.

Parque Industrial FINSA Nuevo Laredo,
Finsa Industrial Park, 88275 Nuevo Lare-
do, Tamps.

Parque Industrial Reynosa, 88757 Reynosa,
Tamps.
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50. | San Fernando Cooperativa de consumo agropecuario loma
de santa cruz S.C.L. de C.V., Victoria km
170-7, 87600 San Fernando, Tamps.

51. | Soto La Marina Empacadora Ganadera de Tamaulipas, Esta-
cion Manuel - Matamoros Km 144.5, 87670
Soto la Marina, Tamps.

52. | Tampico Lacteos De Tamaulipas S.A. De C.V., Agus-
tin de Iturbide 1210, Zona Centro, 89137

Tampico, Tamps.

CUADRO 3.2: Numeracion de localidades

Los mapas de los municipios con su respectiva numeracion se pueden apreciar en los
Mapas 4.17, 4.18, 4.19, 4.20 y 4.21.
Las aristas a considerar son las siguientes, con su respectivo peso (w(a;) con a; € Ay

w(a;) =1=10 km):

a; | Ruta # w(a;)
a; | Juarez-Ahumada (9,1) 13
as | Ahumada-Chihuahua (1,6) | 17.7
az | Chihuahua-Aldama (6,2) 4
as | Chihuahua-Cuahutémoc (6,5) | 11.5
as | Chihuahua-Santa Isabel (6,12) | 5.9
ag | Chihuahua-Rosales (6,10) | 10.5
a7 | Aldama-Rosales (2,10) | 104
as | Aldama-Camargo (2,4) | 18.1
ag | Aldama-Saucillo (2,11) | 134
ajp | Aldama-Delicias (2,7) | 11.2
a;; | Cuahutémoc-Santa Isabel (5,12) | 5.8
a2 | Rosales-Delicias (10,7) | 1.4
a3 | Rosales-Saucillo (10,11) | 3.6
ays4 | Saucillo-Camargo (11,4) | 5.2
a5 | Saucillo-Allende (11,3) | 17.1
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ag | Delicias-Allende (7,3) 19

a7 | Camargo-Sierra Mojada (4,22) | 24.9
a;g | Camargo-Allende (4,3) | 12.3
a9 | Camargo-Jiménez (4,8) 7

aso | Allende-Jiménez (3,8) 5.8
as | Jiménez-Sierra Mojada (8,22) | 17.9
as | Jiménez-Mapimi (8,28) | 21.2
ass | Sierra Mojada-Tlahualillo (22,30) | 19.7
azs | Sierra Mojada-Francisco I. Madero (22,14) | 17

ags | Mapimi-Tlahualillo (28,30) | 8.6
aszs | Mapimi-Lerdo (28,27) | 5.5
as; | Mapimi-Gomez Palacio (28,26) | 5.7
ass | Tlahualillo-Francisco I. Madero (30,14) | 5.5
azy | Tlahualillo-Goémez Palacio (30,26) | 7.5
aszo | Durango-Penén Blanco (25,29) | 13.2
as; | Durango-Cuencamé (25,24)| 14

ase | Penion Blanco-Cuencamé (29,24)| 5

ass | Cuencamé-Lerdo (24,27) | 9.6
ass | Cuencamé-Torreon (24,23) | 12.3
ass | Lerdo-Gomez Palacio (27,26) | 1.1
ass | Lerdo-Torreén (27,23) | 2.3
as; | Torreon-Matamoros (23,16) | 0.8
ass | Torreon-Gomez Palacio (23,26)| 14
asg | Francisco I. Madero-San Pedro (14,21)| 34
aso | San Pedro-Parras (21,18) | 12.4
ayq; | Parras-Ramos Arizpe (18,20) | 14.7
asy | Parras-General Cepeda (18,15)| 8.3
as3 | General Cepeda-Ramos Arizpe (15,20) | 6.8
ass | Ramos Arizpe-Castanos (20,13) | 17.4
ass | Castanos-Monclova (13,17)| 2.2
ass | Monclova-Piedras Negras (17,19) | 23.6
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ays7 | Piedras Negras-Nuevo Laredo (19,48) | 18.8
ass | Castanos-Mina (13,37)| 14

as9 | Mina-Hidalgo (37,41) | 0.8
aso | Ramos Arizpe-Santa Catarina (20,42) | 7

as; | Santa Catarina-Mina (42,37)| 8

aso | General Escobedo-Mina (36,37) | 3.4
as3 | Santa Catarina-San Pedro Garza Garcia (42,34)| 14
asy | San Pedro Garza Garcia-Monterrey (34,38) | 0.9
ass | Monterrey-San Nicolas de los Garza (38,40) | 1.2
asg | Monterrey-General Escobedo (38,36) | 1.5
as7 | General Escobedo-Apodaca (36,31) | 2.1
ass | Monterrey-Cadereyta de Jiménez (38,32) | 4.3
aso | San Nicolas de los Garza-Apodaca (40,31) | 1.8
ago | Apodaca-Pesqueria (31,39)| 2.9
ag1 | Pesqueria-Cadereyta de Jiménez (39,32) | 3

agz | Cadereyta de Jiménez-China (32,33)| 7.9
ag3 | General Bravo-Reynosa (35,49) | 10.3
ags | Reynosa-Matamoros (49,47)| 7.9
ags | Reynosa-China (49,33) | 11.8
ags | Reynosa-San Fernando (49,50) | 15.1
ag7 | China-San Fernando (33,50) | 20.2
ags | San Fernando-Abasolo (50,43) | 10.1
agy | San Fernando-Soto la Marina (50,51) | 13.2
azo | Abasolo-Soto la Marina (43,51)| 5

ar; | Soto la Marina-Aldama (51,44) | 11

arz | Aldama-Altamira (44,45) | 8.7
ars | Altamira-Tampico (45,52) | 3.4
azy | Altamira-Ciudad Madero (45,46) | 3.2
azs | Tampico-Ciudad Madero (52,46) | 0.8

CUADRO 3.3: Distancias

Ahora nos fijamos en las columnas # y w(a;), las cuales seran las que escribiremos en el
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[2]:
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[4]:

[5]:
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codigo (el cual se basara en los codigos 3.6.4, 3.6.5 y 3.6.6).

Solucion: Agregamos el codigo de la misma manera, sélo cambiamos el apartado

de DiGraph por Graph, ya que tenemos una grafica simple.

import networkx as nx

v={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,
26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,
49,50,51,52}

A= [(9,1,13),(1,6,17.7),(6,2,4),(6,5,11.5),(6,12,5.9),
(6,10,10.5),(2,10,10.4),(2,4,18.1),(2,11,13.4),(2,7,11.2),
(5,12,5.8),(10,7,1.4),(10,11,3.6),(11,4,5.2),(11,3,17.1),
(7,3,19),(4,22,24.9),(4,3,12.3),(4,8,7),(3,8,5.8),(8,22,17.9),
(8,28,21.2),(22,30,19.7),(22,14,17),(28,30,8.6) , (28,27,5.5),
(28,26,5.7),(30,14,5.5),(30,26,7.5),(25,29,13.2),(25,24,14),
(29,24,5),(24,27,9.6),(24,23,12.3),(27,26,1.1),(27,23,2.3),
(23,16,0.8),(23,26,1.4),(14,21,3.4),(21,18,12.4),(18,20,14.7),
(18,15,8.3),(15,20,6.8),(20,13,17.4),(13,17,2.2),(17,19,23.6),
(19,48,18.8),(13,37,14),(37,41,0.8),(20,42,7), (42,37,8) ,(36,37,3.4),
(42,34,1.4),(34,38,0.9),(38,40,1.2),(38,36,1.5),(36,31,2.1),
(38,32,4.3),(40,31,1.8),(31,39,2.9),(39,32,3),(32,33,7.9),
(35,49,10.3),(49,47,7.9),(49,33,11.8),(49,50,15.1), (33,50,20.2) ,
(50,43,10.1),(50,51,13.2),(43,51,5), (51,44,11),(44,45,8.7),
(45,52,3.4),(45,46,3.2),(52,46,0.8)]

G=nx.Graph()
G.add_nodes_from(V)

G.add_weighted_edges_from(A)

weight=nx.get_edge_attributes(G, 'weight')

Verificamos que los datos sean correctos,



[6]:

[7]:

[7]:

[9]:

[10]:

[11]:

CAPITULO 3. UBICACION DE SERVICIOS DE EMERGENCIA 97

print (nx.info(G))
Name:
Type: Graph

Number of nodes: 52
Number of edges: 75
Average degree: 2.8846

nx.barycenter (G, weight='weight')

[20]

Obteniendo que el centro de la grafica es el vértice 20, es decir, el municipio de Ramos
Arizpe, ubicado en el estado de Coahuila de Zaragoza, con un consumo de 12.130
MMpcd, el cual cumple con la condicién de un consumo mayor o igual a 5 MMpcd. Por
lo tanto el lugar 6ptimo para la construccion del centro de control y monitoreo de los
gasoductos es en el municipio de Ramos Arizpe, Coahuila de Zaragoza. A continuacion

se mostraréan todos los caminos minimos desde Ramos Arizpe y su respectiva longitud.

pl = nx.shortest_path(G, source=20, weight="weight")
longitud = nx.shortest_path_length(G, source=20, weight="weight")

print("Todos los caminos minimos desde Ramos Arizpe: ", pl)

print("Longitud de los caminos minimos: ", longitud)

Todos los caminos minimos desde Ramos Arizpe: {

20: [20],

18: [20, 18],
15: [20, 15],
13:[20, 13],
42: [20, 42],

37: [20, 42, 34, 38, 36, 37],
34: [20, 42, 34],

38: [20, 42, 34, 38],

40: [20, 42, 34, 38, 40],
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36:
32:
31:
39:

33

41:
21:
17:
19:
49:

50

14:
22:
30:
35:
47
28:
26:
43:
51:

48

27:
23:

8:

24 :

16
4.

25:
29:
44 .

3:

45:

(20,
(20,
(20,
(20,

42, 34,
42, 34,
42, 34,
42, 34,

38, 361,

38, 321,

38, 40, 31],

38, 40, 31, 39],

: [20, 42, 34, 38, 32, 33],

(20,
(20,
(20,
(20,
(20,

42, 34,
18, 21]

13, 171,

13, 17,
42, 34,

38, 36, 37, 41],

191,
38, 32, 33, 49],

: [20, 42, 34, 38, 32, 33, 501],

(20,
(20,
(20,
(20,
(20,
(20,
(20,
(20,
(20,

18, 21,
18, 21,
18, 21,
42, 34,
42, 34,
18, 21,
18, 21,
42, 34,
42, 34,

14],

14, 22],

14, 30],

38, 32, 33, 49, 358],
38, 32, 33, 49, 47],
14, 30, 28],

14, 30, 26],

38, 32, 33, 50, 43],
38, 32, 33, 50, 51],

: [20, 13, 17, 19, 48],

(20, 18, 21, 14, 30, 26, 27],
(20, 18, 21, 14, 30,26, 23],

(20, 18, 21, 14, 22, 8],

[20, 18, 21, 14, 30, 26, 27, 24],

: [20, 18, 21, 14, 30, 26, 23, 16],

(20, 18, 21, 14, 22, 4],

[20, 18, 21, 14, 30, 26, 27, 24, 25],
[20, 18, 21, 14, 30, 26, 27, 24, 29],
[20, 42, 34, 38, 32, 33, 50, 51, 44],

(20, 18, 21, 14, 22, 8, 3],

(20, 42, 34, 38, 32, 33, 50, 51, 44, 45],
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11:
7:
2:
52:

[20, 18, 21, 14, 22, 4, 117,

(20, 18, 21, 14,22, 4, 11, 10, 7],
(20, 18, 21, 14, 22, 4, 2],

[20, 42, 34, 38, 32, 33,

50, 51, 44, 45, 52],

46:
10:
6:
1:
5:
12:
9:

Longitud de los caminos minimos:

20:
42:
38:
36:
32:
18:
39:
17:
21:
49:
47
19:
35:
27:
16:
43:
51:
48:
44

(20, 42, 34, 38, 32, 33, 50, 51, 44, 45, 46],

(20, 18, 21, 14, 22, 4, 11, 10],

(20, 18, 21, 14, 22, 4, 11, 10, 6],

(20, 18, 21, 14, 22, 4, 11, 10, 6, 1],
(20, 18, 21, 14, 22, 4, 11, 10, 6, 5],
[20, 18, 21, 14, 22, 4, 11, 10, 6, 12],
[20, 18, 21, 14, 22, 4, 11, 10, 6, 1, 9]}

0,
7,

9.3,

10.
13.
14.
15.
19.
27.
33.
41.
43.
43.
44,
45.
51.
54.
62.
65.

8,
600000000000001,
7,
200000000000001,
599999999999998,
1,
3,
199999999999996,
2,
599999999999994,
6,
699999999999996,
800000000000004,
900000000000006,
0,
9,

15:
34:
40:
31:
37:
41:
13:
33:
14:
30:
50:
26:
28:
23:
22:
24:
29:

25:

6.8,

8.4,

10.5,

12.3,
14.200000000000001,
15.000000000000002,
17.

-

21.

-

30.

-

36.

-

41.

-

43.
44 .

-

44 .

-

47.

-

54.

-

N N OO OO o N O oo O oW

-

59.

: 65.4,

68.2,
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3: 71.2, 4: 72.4,

45: 74.60000000000001, 11: 77.60000000000001,
46: 77.80000000000001, 52: 78.00000000000001,
10: 81.2, 7: 82.60000000000001,
2: 90.5, 6: 91.7,

12: 97.60000000000001, 5: 103.2,

1: 109.4, 9: 122.4}

Observacion 3.6.7. Algunas longitudes y caminos podrian verse reducidos si se anaden

aristas ajenas a las que inicialmente se plantearon.



Capitulo 4

Mejor ruta dada las condiciones del

terreno

4.1. Planteamiento del problema

Caminar, andar en bicicleta, en auto o en autobis, son algunas de las actividades que
se realizan dia a dia en las principales ciudades de México, por lo que en cada caso
siempre se preveé la ruta més corta, sin embargo estas rutas casi nunca consideran la
ruta en funcién del terreno o condiciones del camino. Por lo que se buscari obtener
la mejor ruta considerando las condiciones del terreno, ya sea para decidir que ruta
escoger para un recorrido turistico, la ruta 6ptima para el cableado eléctrico entre un

par de municipios, o el trazado de carreteras o vias férreas.

4.2. Modelacién matematica del problema

Problema 4.2.1. Una compania de servcios de paqueteria busca bajar los costos de
transporte entre sus dos principales bodegas (representadas por los vértices vy y vy de
la figura 4.1), para ello se han dado a la tarea de encontrar la ruta que reduzca sus

costos de transporte de una manera eficiente.

Se tendré una grafica simple, representando las longitudes de las conexiones directas, se
modelara utilizando la teoria de graficas, de tal manera que los vértices representen las

dos bodegas (v; y vg) y los demas seran puntos de interés, las aristas las conexiones

101
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directas, y los pesos en las aristas la distancia en kilometros, en razéon 10 km = 1. Asi
como también una tabla en las que se especificara el tipo de terreno (ciudad, carretera
o mixto) de cada conexiéon directa. Ademés se hard una comparativa de costos de
transporte, considerando los datos de la Comision Nacional para el Uso Eficiente de la
Energia [5]; consideraremos las siguientes condiciones para determinar el costo total de

la nueva ruta:

= Se considerara al vehiculo Sprinter Cargo Van Mercedes Benz, el cual es uno de los
més usados en las empresas de paqueteria, el cual tiene los siguientes rendimientos

de diesel (promedio de rendimiento de los 6 modelos existentes [5]):
e 10.9 km/1 en ciudad

e 14.1 km/1 en carretera

e 12.1 km/] mixto
= Se establecera un gasto por litro de diesel de $23.5 MXN;

= Se considerara que la empresa de paqueteria cuenta con una flotilla de 60 vehiculos,
mismos que hacen dos recorridos completos (ida y vuelta) cada uno entre ambas
bodegas, de los cuales alguno tendré solo uno de los siguientes inconvenientes,
mismos que no afectaran a todos los vehiculos (se especificara la frecuencia de

tales inconvenientes):

e 1 de cada 20: vehiculo con mantenimiento deficiente aumenta el consumo de

combustible en 30 %;

e 1 de cada 10: una presién incorrecta en las llantas aumenta el consumo de

combustible en 5 %;

A continuacion la grafica con pesos G = (V, A, w):
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G\ 15N 1T 4
J N N

23 21 22
GQ\ 21 65\ 12 KUED
/) N o
34 15 14

N
v U U
’ 19 \OJ 13 ’

Ficura 4.1

/)
N

A continuacién se especificara el tipo de terreno de cada una de las aristas de la grafica

G=(V,Aw),

A w(a;) | Tipo de terreno
(v1,v4) 15 Mixto
(v1, v2) 23 Carretera
(vyg, v7) 17 Mixto
(vy, v5) 21 Ciudad
(v7, v8) 22 Mixto
(vg,v5) 21 Ciudad
(vg, v3) 34 Carretera
(vs, vg) 12 Ciudad
(vs, V) 15 Ciudad
(vs, v9) 14 Mixto
(vs, vg) 19 Carretera
(vg, vg) 18 Carretera

Ahora para considerar las condiciones del terreno se dividira el peso de las aristas por
el rendimiento de diesel, es decir, se obtendré el consumo de diesel de cada conexién

directa en razon 10 L= 1, la cual se obtiene con la siguiente ecuacion:

w(a;) _kTm_k:m-L_L
rendimiento de diesel kTm o -
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La grafica a considerar es la siguiente:

g 124 N 140 /0

1 4
1.63 1.93I 1.82
1.93 1.1
Vo Us Ug
241 1.38 1.16
) v v
1 O/ 121
FIGURA 4.2

Solucién 4.2.2. Ahora podemos reducir el problema a encontrar el camino de peso
minimo del vértice v; al vy, para ello utilizaremos el algoritmo de Dijkstra (1.4.1).

Paso 1. Sea P=0y Q =V y 0, = oo para todov € V — v;.

0 00 00
@ 1.24 - 1.40 "
J N o
1.63 1.93 1.82

D103 AN 11 AN
kS

9.41 1.38 1.16
) @ ©
v U U
’ 135 \J 127 ’
o0 O 0
Ficura 4.3

Paso 2. Como ) no es vacio,

Encontramos un vértice v; tal que d,, = 0 = min{d,: v € Q}.
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Sea Qo =Q —v1y Py =P Uwy, y como QyNNT(v1) = {va,v4}

dy, = min{oo, 0+ 1.63} = 1.63,

dy, = min{oo,0+ 1.24} =1.24

0 1.24 00
1.24 m 1.40 /)
(% () (%
Q N o
1.63 1.93 1.82
N 193 N\ L1/
1.63 ( v2 v : vg ) 00
(J N o
241 1.38 1.16
O
v v v
1 O 1o
00 00 00
FiGura 4.4

Paso 3. Qg # 0, se va al paso 2.
Paso 2. Como (g no es vacio,
Encontramos un vértice vy tal que 6,, = 1.24 = min{d,: u € Qo }.

Sea Q1 = Qo —v4y PL=FyUuvy, y como (1 N N+(U4) = {U57U7}

dys = min{oo, 1.24 + 1.93} = 3.17,

0y, = min{oo, 1.24 + 1.40} = 2.64
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0 1.24 2.64
124 7\ 140
U1 (o U7
J _/ N
1.63 1.93 1.82
1933'17 1.1
= @O~
241 1.38 1.16
0 (o) (o
v (¥ U
VAR Y AR AN
o0 o0 o0
FiGura 4.5

Paso 3. ), # 0, se va al paso 2.

Paso 2. Como ()1 no es vacio,

Encontramos un vértice vy tal que d,, = 1.63 = min{d,: v € Q1}.

Sea Qs = Q1 — vy y Py = PLUwy, y como Qa N Nt (vy) = {v3,v5}

8,, = min{oo, 1.63 + 2.41} = 4.04,

8,, = min{3.17,1.63 + 1.93} = 3.17

0 1.24 2.64
124 /7N 140
v v U
WV N N\
1.63 1.93 1.82
1933'17 1.1
s @@ @ -
92.41 1.38 1.16
N (o (o
v U v
13 O 121 O
4.04 00 00

FIGURA 4.6
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Paso 3. Q, # 0, se va al paso 2.
Paso 2. Como ()5 no es vacio,
Encontramos un vértice v7 tal que d,, = 2.64 = min{d,: u € Qs}.

Sea Q3 = Q2 —v7y Py = P, Uwz, y como Q3 N Nt (v7) = {vs}

dys = min{oo,2.64 + 1.82} = 4.46

0 1.24 2.64
1.24 /7 140
U1 V4 (Vrd
O N4 G
1.63 1.93 1.82
R 933'17f N L1 o
1.63 ( V2 Us : vs ) 4.46
<J N \)
2.41 1.38 1.16
0 (o) (o
v U, U
13 O 1 O
4.04 o0 o0

FiGura 4.7

Paso 3. Q3 # (), se va al paso 2.
Paso 2. Como ()3 no es vacio,
Encontramos un vértice vs tal que 6,, = 3.17 = min{d,: u € Qs}.

Sea Q1 = Q3 —vsy Py = P3Uvs, y como Qs N NT(vs) = {vg, vs}

dve = min{oo, 3.17 + 1.38} = 4.55,

8 = min{4.46,3.17 + 1.1} = 4.27
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0 1.24 2.64
124 /7 140
(%1 Uy U7
O N o
1.63 1.93 1.82
1933'17 1.1
163 (D)2 (@) @) 127
2.41 1.38 1.16
D )
U, U U
’ 135 \OJ 127 ’
4.04 4.55 oo
FIGURA 4.8

Paso 3. Q4 # 0, se va al paso 2.

Paso 2. Como ()4 no es vacio,

Encontramos un vértice vz tal que d,, = 4.04 = min{d,: u € Q4}.

Sea Q5 = Q4 —v3y Ps = Py Uws, y como Q5 N N (v3) = {vg}

8,y = min{4.55,4.04 + 1.35} = 4.55

0 1.24 2.64
1.24 f\ 1.40

U1 V4 U7
O N o
1.63 1.93 1.82

3.17
\ 1.93 f\ 1.1 f
1.63 UQJ \UU \Ug 4.27

2.41 1.38 1.16

O 0 (o

v U U

13 O 1o O
4.04 4.55 o0

FiGURA 4.9
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Paso 3. Q5 # 0, se va al paso 2.
Paso 2. Como )5 no es vacio,
Encontramos un vértice vg tal que d,, = 4.27 = min{d,: u € Qs}.

Sea Qg = Q5 —vs y Ps = Ps Uwvg, y como Qg N N (vs) = {vg}

dyy = min{oo,4.27 + 1.16} = 5.43

0 1.24 2.64
124 /7N 1.40
U1 V4 (Vrd
O N4 N
1.63 1.93 1.82
1 933'17 1.1
L3 ()18 (@)L (@) wor
2.41 1.38 1.16
0 0 (o
v U, U
13 O 1 O
4.04 4.55 5.43
Ficura 4.10

Paso 3. Qg # (), se va al paso 2.
Paso 2. Como ()¢ no es vacio,
Encontramos un vértice vg tal que 6,, = 4.55 = min{d,: u € Qs}.

Sea Q7 = Qs —vs ¥y Pr = Ps Uvg, y como Q7 N N (vg) = {vg}

8., = min{5.43,4.55 + 1.27} = 5.43
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0 1.24 2.64
124 /7 140
V1 V4 (4
() N4 N
1.63 1.93 1.82
1933'17 1.1
53 @5 @) @) 4
2.41 1.38 1.16
N N (o
v U U
’ 135 \J 127 ’
4.04 4.55 5.43

Paso 3. Q7 # 0, se va al paso 2.

Paso 2. Como ()7 no es vacio,

FiGura 4.11

Encontramos un vértice vg tal que d,, = 5.43 = min{d,: u € Q7}.

Sea Qs = Q7 — v y Py = P; Uy, y como Qs N Nt (vg) =0

0 1.24 2.64
1.24 m 1.40
U1 V4 U7
Q N o
1.63 1.93 1.82
R 933'17f N L1 o
1.63 ( V2 . Us - vg ) 4.27
(J N \)
2.41 1.38 1.16
) 0 (o
v ) )
13 O 121 O
4.04 4.55 5.43
FIiGURA 4.12

Paso 3.Ps =V y Qs = 0, FIN.

Solucion
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Entonces el camino de mejor rendimiento desde el vértice vy al vértice vy, es el siguiente:

C= {Ula (Ula 114)»1)4, (U47U5)7U57 (05, Us), Vg, (Us,Ug),Ug}

y su peso es de 5.43. Por ende, se tiene un consumo total de 54.3 L de diesel. Por lo
tanto como cada vehiculo hace dos recorridos (ida y vuelta), el consumo de diesel de
cada vehiculo es de 108.6 L. Ademaés se tiene que tres vehiculos tienen un aumento del

30 % y otros seis un aumento del 5%, entonces el consumo es el siguiente:

r = 108.6

9lx +3-1.32 46 1.05x = 61.20 = 6646.32

Entonces tenemos un consumo total de 6646.32 L de diesel, a un precio de $23.5 MXN
por litro, se tiene un gasto de diesel de $156, 188.52 MXN.

Problema 4.2.3. La Secretaria de Cultura busca realzar la belleza y diversidad de tres
localidades mayas del estado de Quintana Roo, debido a esto se planea la remodelacion
de una exhacienda abandonada, la cual se convertira en un centro cultural y recreativo.
Para la logistica de los transportes de cada localidad a la exhacienda, se planea que se

considere el terreno de la ruta, por seguridad de los habitantes.

Se tendra una grafica simple, representando las longitudes de las conexiones directas,
se modelara utilizando la teoria de gréficas, de tal manera que los vértices representen
las localidades (A, By C), la exhacienda (H) y los demas seran puntos de interés, las
aristas las conexiones directas, y los pesos en las aristas la distancia en metros, a razéon
100m =1. Asi como también se especificara, en un tabla, los riesgos y la condicicién de

cada conexién directa.

A continuacion la grafica con pesos G = (V, A,w) (definicion 1.3.15), la cual fue

dividida en tres graficas para una mejor visualizacion:



CAPITULO 4. MEJOR RUTA DADA LAS CONDICIONES DEL TERRENO 112

FIGURA 4.14: Gréafica de la localidad B y las conexiones directas a la exhacienda H
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F1GURA 4.15: Grafica de la localidad C y las conexiones directas a la exhacienda H

A continuacion se especificaran los riesgos, asi como la tabla de el tipo de terreno de
cada una de las aristas de la grafica G = (V, A, w). Se asignara un multiplicador por

cada uno de los riesgos, ya que a mayor riesgo el costo aumenta:

= Riesgo de pinchar una llanta debido a baches o elementos punzocortantes en el

camino:

e Camino de terraceria (CT), multiplicar por 1.5;

e Camino de adoquin o asfalto (CA), multiplicar por 1.1.
= Riesgo de fracturas o deslaves en el camino debido a las lluvias:

e Camino de terraceria (CT), multiplicar por 2.5;
e Camino de adoquin o asfalto (CA), multiplicar por 1.5;

e Si el camino esté cerca de un acantilado o montana (CM), multiplicar por 5.

A w(a;) | Tipo de terreno | CM Nuevo valor w*(a;)
(A, ) 3 oT No 3.1.5.2.5=11.25
(A, v3) 4 CT No 4.15-25=15
(A, vs) 4 CA No 4-1.1-1.5=6.6
(1, 2) 4 CT Si 4-15-25-5=75
(1, v4) 4 CA No 4-11-15=66
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(va, H) 8 CA No 8-1.1-1.5=13.2
(vs, v4) 4 CT No 4-15-25=15

(vs, vs) 2 CT Si 2.1.5.25-5=375
(v4, V6) 3 CT Si 3.-1.5-2.5-5=156.25
(va, H) 6 CA No 6-1.1-1.5=19.9

(vs, V) 3 CA No 3-1.1-1.5=4.95
(vs, H) 8 CT No 4-1.5-2.5=30

(B, v7) 5 CA No 5-1.1-1.5=28.25

(B, vg) 4 CA No 4-11-1.5=6.6

(v, vg) 2 CT St 2-1.5-25-5=375
(v7, v10) 4 CA No 4-11-1.5=6.6

(vs, vg) 3 CT No 3.1.5.25=11.25
(v, v11) 5 CA Si 5.1.1-1.5-5=41.25
(vg, v10) 2 CT No 2.15.-25=175

(v, v11) 3 CT No 3.15-2.5=11.25
(v10, H) 3 CT No 3.15-2.5=1125
(v11,H) 3 CA No 3.1.1-1.5=4.95
(H,v12) 7 CA No 7.-1.1-1.5=11.55
(H,v13) 9 CA No 9.1.1-1.5=14.85
(H,v14) 7 CT No 7-15-2.5=26.25
(v12, V15) 5 CT Si 5.-1.5-2.5.-5=093.75
(v13, v15) 4 CT No 4.15-25=15

(v13, V1) 2 CT No 2.1.5.-25="175

(14, V16) 3 CT No 3.1.5-25=11.25
(v13,C) 9 CT No 9.1.5-2.5=233.75
(v15,C) 6 CT No 6-1.5-2.5=225
(v16,C) 7 CA No 7-1.1-1.5=1155

114

Notese que al tomar en cuenta la calidad del terreno, se pueden cambiar demasiado los

valores, es por ello que es necesario considerarlo al trazar la ruta 6ptima.
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Ahora utilizaremos el programa de NetworkX para encontrar la solucién de aplicar el
algoritmo de Dijkstra, como se vi6 en el codigo 3.6.5, para encontrar el camino que

represente un riesgo menor de las localidades (A, By C) a la exhacienda (#).

Solucién 4.2.4. Agregamos el codigo de la misma manera, sélo cambiamos el apartado

de Digraph por Graph, ya que tenemos una grafica simple.

import networkx as nx
v= {'A','B','C','H',1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16}

A=[('A',1,11.25),('A',3,15),('A',5,6.6),(1,2,75),(1,4,6.6),
(2,'H',13.2),(3,4,15),(3,5,37.5),(4,6,56.25),(4,'H',9.9),
(6,6,4.95),(6,'H',30),('B',7,8.25),('B',8,6.6),(7,9,37.5),
(7,10,6.6),(8,9,11.25),(8,11,41.25),(9,10,7.5),(9,11,11.25),
(10,'H',11.25),(11,'H',4.95),('H',12,11.65),('H',13,14.85),
('H',14,26.25),(12,15,93.75),(13,15,15),(13,16,7.5),(14,16,11.25),
(13,'C',33.75),(15,'C',22.5),(16,'C',11.55)]

G=nx.Graph()
G.add_nodes_from(V)

G.add_weighted_edges_from(A)
weight=nx.get_edge_attributes(G, 'weight')

print (nx.info(G))

Graph with 20 nodes and 32 edges

sl=nx.shortest_path(G, source='A', target='H', weight='weight',
method='dijkstra')
s2=nx.shortest_path(G, source='B', target='H', weight='weight',
method="'dijkstra')
s3=nx.shortest_path(G, source='C', target='H', weight='weight',

method="'dijkstra')

print ("Rutas de riesgo minimo: ", s1,s2,s3)
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Rutas de riesgo minimo:
['A', 1, 4, 'H']

['B', 7, 10, 'H']

['c', 16, 13, 'H']

11 = nx.shortest_path_length(G, source='A', target='H',
weight='weight')
12 = nx.shortest_path_length(G, source='B', target='H',
weight='weight')
13 = nx.shortest_path_length(G, source='C', target='H',

weight='weight')

print("Riesgo de cada ruta: ", 11,12,13)

Riesgo de cada ruta:
27.75
26.1
33.9

De tal modo que obtenemos las rutas de menor riesgo entre cada localidad y la exhaceinda,

la cual serd un centro cultural, ademés veremos la distancia de cada camino:

A— vy — vy — H

w( A, v1) + w(vy,vg) +w(vg, H) = 13 = 1300 m
B— v —vi9o — H

w(B,v7) + w(vy, v19) + w(vi, H) = 12 = 1200 m
C—vig—v1i3—H

U)(C,’Um) + U)(’Ulﬁ,l}lg) + U)(’Ulg,H) =18 = 1800 m



Conclusiones

Esta tesis tiene como objetivo mostrar que utilizando la teoria de grdficas podemos
encontrar una soluciéon 6ptima a diversos problemas de trafico y logistica, tales como la
asignacion de rutas de transporte, ubicaciones 6ptimas de construcciéon para centros de

emergencia y planeacion de ruta mas corta.

A través de la aplicacion de la teoria de graficas, se encontr6 la solucion mas eficiente a
los problemas abordabos, la cual incluye una base profunda y clara de conceptos, un
analisis detallado del problema, y un cédigo ttil que permite resolver cualquier problema

simliar agregando los datos correspondientes.

Para corroborar la soluciéon se planteraron problemas reales, enfocados a diversos
espacios urbanos, desde la logistica de pequenas comunidades en Quintana Roo, hasta la

logistica en caso de emergenica para la red de gas natural de la regiéon Noreste de México.
Esta investigacion arroja una nueva realidad, la gran importancia de la aplicacion

de las matematicas, en particular de la teoria de graficas, para la solucién 6ptima de

problemas urbanos.
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Figuras y mapas

Cada uno de los mapas presentados en ésta seccion, y utilizados en el problema 3.6.1,
fueron aportados por el Mtro. Jordy Micheli Thirién, quien es uno de los autores del
libro: El gas Natural y su geografia industrial en México [11]; las modificaciones a la
numeracion de los mapas fueron hechas con aprobacion de los autores, ademés dicha

numeracion coincide con la vista en los Cuadros 3.1 y 3.2 del problema ya mencionado.

Regién Noreste:
Municipios consumidores de gas natural para la Industria

F1GURA 4.16: Region Noreste
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Chihuahua

FIGURA 4.17: Region Noreste: mapa 1

SIMBOLOGIA
Nivel de consumo de gas
0 Alto (15 - 94.13) Medio Bajo (1 - 4.99)
Medio Alto (5 - 14.99) Bajo (0 - 0.99)
Ductos
A) Chihuahua - CD. Juérez D) Reynosa - Chihuahua
B) Terminal de Avalos - Celulosa Anahuac E) La laguna - Petroquimica Camargo

C) El Penon - CFE Delicias F') Escalon - Quimica del Rey
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F1GUurA 4.18: Region Noreste: mapa 2

SIMBOLOGIA

Nivel de consumo de gas

= Alto (15 - 94.13) Medio Bajo (1 - 4.99)

© Medio Alto (5 - 14.99) Bajo (0 - 0.99)

Ductos

A) Reynosa - Chihuahua C) Chéavez - Gomez Palacio

B) Chévez - Durango D) Paila -Parras
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FiGurA 4.19: Region Noreste: mapa 3

SIMBOLOGIA

Nivel de consumo de gas

 Alto (15 - 94.13) Medio Bajo (1 - 4.99)
Medio Alto (5 - 14.99) Bajo (0 - 0.99)

Ductos

A)) Pandura - Estacion 6 (Laredo) B) Escobedo - Castanos
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I 32
Coahuila \"”‘\
:' Nuevo Leon
FIGURA 4.20: Region Noreste: mapa 4
SIMBOLOGIA
Nivel de consumo de gas
Alto (15 - 94.13) Medio Bajo (1 - 4.99)
Medio Alto (5 - 14.99) Bajo (0 - 0.99)
Ductos
A) Sta. Catarina - CFE San Jer6nimo D) Apodaca - EST. Medicion 13
B) Reynosa - Chihuahua E) Pesqueria - Cadereyta

C) Sta. Rosa - EST. Medicion 13
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\ Nuevo Leon

_____

San Luis Potosi

FiGUurA 4.21: Region Noreste: mapa 5

SIMBOLOGIA
Nivel de consumo de gas
0 Alto (15 - 94.13) Medio Bajo (1 - 4.99)
Medio Alto (5 - 14.99) Bajo (0 - 0.99)
Ductos
A) Miguel Aleméan - Reynosa D)Reynosa - Chihuahua
B) Arguelles - MDR Bravo E) Reynosa - Matamoros
C) EST 19 - Arguelles F') Cactus - San Fernando - Los Ramones

G) Lomas del Real - CFE Colinas
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