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MATEMÁTICAS, A.C.
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ca de grupos.
Quiero agradecer a las siguientes instancias por el apoyo recibido: al Consejo Nacional de
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ayudante de profesor.
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5.3.3. 3-variedades de Seifert fibrado con orbidad base plana . . . . . . . . 64

5.4. El caso Sol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.5. Resumen de los cálculos de la Fk-dimensión geométrica de las piezas JSJ . 75

5.6. Demostración de los teoremas principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.6.1. La Fk-dimensión geométrica de una 3-variedad prima . . . . . . . . 77

5.6.2. La Fk-dimensión geométrica de una 3-variedad orientable . . . . . . 78



Resumen

En el presente escrito se presentan algunos art́ıculos desarrollados durante el doctorado.
Dado un grupo G y un entero n ≥ 0, consideramos la familia Fn de todos los subgrupos
virtualmente abelianos de G de rango a lo mas n. En esta tesis estudiamos los espacios
clasificantes para la familia Fn para diversas colecciones de grupos como a continuación
se describe:

Se expone un trabajo realizado en colaboración con el Dr. Luis Jorge Sánchez Sal-
daña [44], en concreto, para todo n ≥ 2, se calcula expĺıcitamente la dimensión
mı́nima para el espacio clasificante para la familia Fn para grupos fundamentales
de 3-variedades orientables, cerradas y conexas.

También se presentan resultados obtenidos por el autor en [43], a saber, se demuestra
que para cada n ≥ 2, la cohomoloǵıa de Bredon, con respecto de la familia Fn, de
un grupo abeliano libre con Rango k > n no es trivial en la dimensión k + n; esto
responde una pregunta de Corob Cook, Moreno, Nucinkis y Pasini [17, Question 2.7].
Como una aplicación, se calcula expĺıcitamente la dimensión mı́nima de un espacio
clasificante para la familia Fn para grupos de trenzas, grupos de Artin de ángulo
recto y gráficas de grupos cuyos grupos vértices son grupos abelianos finitamente
generados, para todo n ≥ 2.

Finalmente, también se muestra un trabajo realizado en colaboración con la Dra.
Rita Jiménez Rolland [33], en el cual damos una cota superior para la dimensión
virtualmente ćıclica de grupos polilibres. Como una aplicación mostramos que los
grupos de Artin pares de tipo FC y grupos de trenzas de superficies admiten espacios
clasificantes respecto de la familia F1 de dimensión finita.



Introducción

Fijemos un grupo G discreto. Un modelo X para el espacio clasificante BG es un complejo
CW cuyo grupo fundamental π1(X, x0) es G y todos sus grupos de homotoṕıa superiores
son triviales. Definimos la dimensión geométrica gd(G) como el mı́nimo entero n tal que
existe un modelo para BG de dimensión n, y si tal n no existe entonces la dimensión
geométrica es infinita.

El espacio clasificante BG es importante porque por ejemplo, clasifica G-haces principales,
ver [54]. Un modelo concreto de BG nos permite calcular la cohomoloǵıa y homoloǵıa de
G. Estas son algunas razones del porque el espacio clasificante y la dimensión geométrica
han sido estudiado ampliamente.

La dimensión geométrica tiene su contraparte algebraica, la dimensión cohomológica
cd(G), la cual en la categoŕıa de ZG-módulos se puede definir como el mı́nimo entero
n tal que existe una resolución proyectiva P• del módulo trivial Z de longitud n, y si
tal n no existe entonces la dimensión cohomológica es infinita. Sean G un grupo virtual-
mente libre de torsión y H un subgrupo de ı́ndice finito de G libre de torsión, definimos
la dimensión cohomológica virtual, vcd(G), como la dimensión cohomológica de H. Un
resultado de Serre muestra que esta definición no depende del subgrupo (ver por ejemplo
[13, Chapter VIII.11.]).

La dimensión cohomológica y geométrica están relacionados mediante las siguientes des-
igualdades

cd(G) ≤ gd(G) ≤ máx{3, cd(G)},

ver por ejemplo [13, Proposition 2.2 y Theorem 7.1]. Una pregunta abierta, conocida como
la conjetura de Eilenberg-Ganea es la siguiente: ¿si cd(G) = 2 entonces gd(G) = 2?

Dado un modelo X para BG tenemos que G actúa libremente en el cubriente universal
X̃ de X, es decir, los grupos de isotroṕıa son triviales, y además X̃ es contráctil. Esta
observación permite considerar la noción de espacios clasificantes para familias como una
generalización del espacio clasificante.

Sea G un grupo, una colección de subgrupos F de G es una familia si es no vaćıa, es
cerrado bajo conjugación y tomar subgrupos. Fijemos un grupo G y una familia F de
subgrupos de G. Un G-CW-complejo X es un modelo para el espacio clasificante EFG,
si cualquier grupo de isotroṕıa de X pertenece a la familia F y el conjunto de puntos
fijos XH es contráctil siempre que H pertenezca a F . Se puede demostrar que siempre
existe un modelo para EFG, más aún cualesquiera dos modelos son G-homotópicamente
equivalentes.
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Históricamente, los espacios clasificantes para familias tomaron relevancia, especialmente
para las familias F IN y V CYC, que consisten de todos los subgrupos finitos y todos los
subgrupos virtualmente ćıclicos de G, respectivamente. Esta relevancia se debe a que
estos espacios aparecen en los enunciados de las conjeturas de isomorfismo de Farrell-
Jones y Baum-Connes (ver, por ejemplo, [50]). Los espacios clasificantes surgen en otros
contextos. Se pueden usar para definir la cohomoloǵıa relativa de Adamson (ver por
ejemplo [3, Corollary 4.27]). Se pueden utilizar para calcular la complejidad topológica
de un grupo (ver por ejemplo [45]). Por las razones anteriores es importante construir
modelos para EFG concretos y minimales en el sentido de dimensión y/o del número de
células.

Similar al caso clásico se puede definir la dimensión cohomológica para familias. En 1967
Glen E. Bredon introduce la categoŕıa de módulos de Bredon en [11] [12].

Dado un grupo G y F una familia de subgrupos de G. La categoŕıa de órbitas OFG es
la categoŕıa cuyos objetos son G-espacios homogéneos G/H con H ∈ F y los morfismos
son G-funciones. La categoŕıa de F-módulos de Bredon es la categoŕıa cuyos objetos
son funtores contravariantes M : OFG → Ab de la categoŕıa de órbitas a la categoŕıa
de grupos abelianos, y los morfismos son transformaciones naturales f : M → N . Esta
es una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos. El F -módulo de Bredon constante
ZF : OFG → Ab está definido en objetos como ZF(G/H) = Z y en morfismos como
ZF(φ) = idZ.

Lo anterior nos permite definir la dimensión cohomológica con respecto a una familia F ,
denotada por cdF(G), en términos de resoluciones proyectivas del módulo de Bredon ZF .
Wolfgang Lück y David Meintrup demuestran en [49, Theorem 0.1] que el Teorema de
Eilenberg-Ganea se generaliza para familias. Como una consecuencia tenemos que

cdF(G) ≤ gdF(G) ≤ máx{3, cdF(G)}.

Existen contraejemplos para la conjetura de Eilenberg-Ganea para familias. Por ejemplo,
para la familia de subgrupos finitos Noel Brady, Ian J. Leary y Brita E. A. Nucinkis
demuestran en [10] que existe un grupo de Coxeter de ángulo rectoW tal que cdF IN (W ) =
2 y gdF IN (W ) = 3. Para otros ejemplos ver [62].

Uno puede generalizar naturalmente las familias F IN y V CYC como sigue. Sea n ≥ 0 un
número natural fijo. Se dice que un grupo es virtualmente Zn si contiene un subgrupo de
ı́ndice finito isomorfo a Zn. Definimos la familia

Fn = {H ≤ G | H es virtualmente Zr para algún 0 ≤ r ≤ n}.

Notemos que las familias F IN y V CYC coinciden con las familias F0 y F1 respectivamente.

Los espacios claficantes EFnG han sido estudiados recientemente por varios autores, por
ejemplo:

En [17] en el 2018 se demostró que para un grupo abeliano libre de rango n se tiene
que gdFk

(G) ≤ n+ k.

En [56] en el 2019 se generalizó el resultado anterior a grupos poli-Z.
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En [46, Proposición A.] en el 2018 se demostró que gdF2
(Zn) = n + 2 para todo

n > 2.

En [61] en el 2021 se de demostró el siguiente teorema.

Teorema. Sea G un grupo que actúa propiamente mediante isometŕıas semisimples
en un espacio CAT(0) propio de dimensión topológica n. Supongamos además que
G satisface la condición (C). Entonces, para todo 0 ≤ r ≤ n, se tiene que

cdFr(G) ≤ n+ r + 1.

Además se generalizó el resultado de [17] para grupos virtualmente abelianos.

Sea S una superficie orientable, compacta y conexa, posiblemente con un número
finito de punturas. Denotemos por Mcg(S) el mapping class group de S. En [34] en
el 2023 se demostró el siguiente teorema.

Teorema. Sea S una superficie orientable, compacta y conexa, posiblemente con un
número finito de punturas. Supongamos que S tiene caracteŕıstica de Euler negativa.
Entonces, para todo n ∈ N, tenemos que

gdFn
(Mcg(S)) ≤ vcd(Mcg(S)) + n.

Otros trabajos que también estudiaron estas familias Fn son [30, 62].

El objetivo principal de esta tesis es estudiar espacios clasificantes para las familias Fn,
para grupos fundamentales de 3-variedades orientables, RAAGs, grupos de trenzas, grupos
polilibres, y algunos grupos fundamentales de gráficas de grupos.

La distribución de este escrito está ordenado como sigue:

Caṕıtulo 1: Se introduce la categoŕıa de módulos de Bredon, la cual es una categoŕıa abe-
liana con suficientes proyectivos. Lo anterior nos permite definir la dimensión cohomológi-
ca para familias en términos de resoluciones proyectivas. Posteriormente se introduce los
espacios clasificantes para familias y algunas construcciones de coproductos amalgamados
(push-outs) de espacios clasificantes los cuales se utilizaran en los caṕıtulos posteriores.

Caṕıtulo 2: En este caṕıtulo se introducen las nociones básicas de la teoŕıa de Bass-
Serre, tales como gráficas de grupos, el grupo fundamental de una gráfica de grupos, el
árbol de Bass-Serre. En particular se demuestra el siguiente teorema que se utilizará en
los caṕıtulos 3 y 5.

Teorema (L.A.-Sánchez Saldaña, 2022). Sea Y un gráfica de grupos con grupo funda-
mental G finitamente generado y árbol de Bass-Serre T . Supongamos que la acción de G
en T es aciĺındrica. Entonces, para todo k ≥ 1 tenemos:

máx{gdFk∩Gv
(Gv), gdFk∩Ge

(Ge) | v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )} ≤ gdFk
(G)

y
gdFk

(G) ≤ máx{2, gdFk∩Gv
(Gv), gdFk∩Ge

(Ge) + 1 | v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )}
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Caṕıtulo 3: Corob Cook, Moreno, Nucinkis y Pasini en [17] demuestran que gdFk
(Zn) ≤

n+k para todo 0 ≤ k < n, ellos preguntan si esta cota superior es óptima en [17, Question
2.7]. En [43] respond́ı afirmativamente esta pregunta. En este caṕıtulo se presentan los
resultados obtenidos en dicho trabajo:

Teorema (L.A., 2023). Sea k, n ∈ N tal que 0 ≤ k < n. Sea G un grupo virtualmente
Zn. Entonces gdFk

(G) = cdFk
(G) = n+ k.

Como una aplicación del teorema anterior se calcula expĺıcitamente la Fn-dimensión
geométrica de grupos de trenzas, grupos de Artin de ángulo recto y gráficas de grupos
con grupos vértices virtualmente abelianos, para todo n ≥ 1.

Teorema (L.A., 2023). Sea k, n ∈ N tal que 0 ≤ k < n−1 y G o bien el grupo de trenzas
completo Bn o el grupo de trenzas puro Pn. Entonces

gdFk
(G) = cdFk

(G) = vcd(G) + k = n+ k − 1.

Teorema (L.A., 2023). Sea AΓ un grupo de Artin de ángulo recto. Entonces para 0 ≤
k < cd(AΓ) se cumple gdFk

(AΓ) = cdFk
(AΓ) = dim(SΓ) + k = cd(AΓ) + k.

Caṕıtulo 4: En colaboración con la Dra. Rita Jiménez Rolland en [33] dimos una cota
superior para la dimensión virtualmente ćıclica de un grupo polilibre. En este caṕıtulo se
presentan dichos resultados:

Teorema (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Sea G un grupo normalmente polilibre de lon-
gitud n ∈ N.

a) La dimensión geométrica gd(G) = gdF0
(G) esta acotado superiormente por n. Además,

si G es normalmente poli-f.g.-libre, entonces gd(G) = n.

b) Si G es normalmente polilibre, entonces la dimensión virtualmente ćıclica satisface la
siguiente desigualdad

gdF1
(G) ≤ 3(n− 1) + 2.

El argumento utilizado para demostrar el teorema es por inducción sobre la longitud del
grupo polilibre. Además se necesitó demostrar el siguiente resultado.

Teorema (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Sea G un grupo tal que gdF0
(G) = 1, entonces

gdF1
(G) ≤ 2. Además, si G es no virtualmente ćıclico y tiene un elemento de orden

infinito, entonces gdF1
(G) = 2.

Como una aplicación del teorema anterior se obtiene que para un grupo virtualmente
libre no virtualmente ćıclico G se satisface gdF1

(G) = 2, esto nos permitió demostrar lo
siguiente.

Proposición (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Considere una sucesión exacta corta de gru-
pos

1 → F → G→ Z → 1

tal que F es un grupo libre. Entonces
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a) La dimensión geométrica satisface gd(G) ≤ 2, y se da la igualdad si el grupo G no es
libre.

b) La dimensión geométrica virtualmente ćıclica satisface 2 ≤ gdF1
(G) ≤ 3.

Caṕıtulo 5: En el 2019 en [35] se calculó expĺıcitamente la dimensión geométrica de
grupos de 3-variedades orientables con respecto de la familia F1. Como una generaliza-
ción natural, calculamos en trabajo conjunto con el Dr. Luis Jorge Sánchez Saldaña la
dimensión geométrica de grupos de 3-variedades con respecto de las familias Fk para todo
k ≥ 2 [44]. En este caṕıtulo se presenta dichos resultados obtenidos:

Teorema (L.A.-Sánchez Saldaña, 2022). Sea M una 3-variedad conexa, cerrada y orien-
tada. Sean P1, P2, . . . , Pr las piezas de la descomposición prima de M . Denotemos G =
π1(M,x0) y Gi = π1(Pi, xi). Entonces, para todo k ≥ 2,

gdFk
(G) =


0 si M = RP 3#RP 3,

2 si r ≥ 2, Gi ∈ Fk para todo 1 ≤ i ≤ r,

y G es no virtualmente ćıclico,

máx{gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} en otro caso.

Además

Gi ∈ F2 si y sólo si Pi es modelada en S3 o S2 × E o Pi = RP 3#RP 3.

Gi ∈ F3 si y sólo si Gi ∈ F2 o Gi es modelada en E3.

Dada la descomposición prima de una 3-variedad M , el teorema anterior nos dice que
para conocer expĺıcitamente la dimensión geométrica gdFk

(G) del grupo fundamental de
una 3-variedad, necesitamos calcular la dimensión geométrica gdFk

de las piezas primas
de M . La dimensión geométrica gdFk

del grupo fundamental de una 3-variedad prima es
la siguiente.

Teorema (L.A.-Sánchez Saldaña, 2022). Sea M una 3-variedad prima conexa, cerrada
y orientada. Sean N1, N2, . . . , Nr las piezas de la descomposición JSJ de M . Denotemos
G = π1(M,x0) y Gi = π1(Ni, xi). Si k ≥ 2, entonces

gdFk
(G) =

{
2 si M es modelada en Sol,

máx{gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} en otro caso.

Este teorema nos dice que para conocer expĺıcitamente la dimensión geométrica del grupo
fundamental de una pieza prima, necesitamos calcular la dimensión geométrica de las pie-
zas de su descomposición JSJ. Estas dimensiones geométricas se calculan expĺıcitamente
en el caṕıtulo y se listan en la siguiente tabla.
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Tipo de variedad N gdF2
(π1(N, x0)) gdFk

(π1(N, x0)) con k ≥ 3
Hiperbólica con frontera
vaćıa

3 3

Hiperbólica con frontera
no vaćıa

3 3

Seifert fibrado con base
orbidad B que es o bien
mala o modelada en S2

0 0

Seifert fibrado con base
orbidad B modelada en
H2, y frontera vaćıa o no
vaćıa

2 2

Seifert fibrado modelada
en E3 con frontera no
vaćıa y base orbidad B
modelada en E2

5 0

Seifert fibrado modelada
en Nil con frontera vaćıa
y base orbidad B mode-
lada en E2

3 3

Seifert fibrado con fron-
tera no vaćıa y base orbi-
dad B modelada en E2

0 0

Tabla 1: Fk-dimensión geométrica de las piezas JSJ.

En conclusión, esta tesis contribuyó al estudio de los espacios clasificantes EFk
G para

algunas colecciones de grupos. En el cálculo de la Fk-dimensión geométrica de grupos
fundamentales de 3-variedades se utilizó el Teorema de descomposición prima y JSJ,
aśı como la geometrización de Thurston. Varias de las herramientas utilizadas tienen su
análogo para 3-variedades no orientables y 3-orbidades orientables, por lo que se podŕıa
calcular la Fk-dimensión geométrica utilizando la misma estrategia, este será un trabajo
a futuro, de particular importancia es construir modelos expĺıcitos para EF0G y EF1G
ya que potencialmente se podŕıan usar para calcular la K-teoŕıa topológica y K-teoŕıa
algebraica respectivamente.

En el el cálculo de la Fk-dimensión geométrica de Zn se utilizó que Zn es abeliano, y que
todo subgrupo esta contenido en uno maximal, por lo que estas técnicas no podŕıan usarse
para un grupo poli-Z en general.



Caṕıtulo 1

Dimensión cohomológica y
geométrica para familias

1.1. La categoŕıa de F-módulos de Bredon

El objetivo de esta sección es definir la categoŕıa abeliana de F -módulos de Bredon, la cual
es una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos, y como una consecuencia podemos
hacer álgebra homológica.

1.1.1. Familias de subgrupos

Definición 1.1.1. Sea G un grupo. Decimos que una colección F de subgrupos de G es
una familia si es no vaćıa, es cerrada bajo conjugación y tomar subgrupos.

Ejemplos 1.1.2. Dado un grupo G podemos definir las siguientes familias de subgrupos
de G:

1) La familia Tr que consiste sólo del subgrupo trivial {1}.

2) La familia F IN que consiste de todos los subgrupos finitos de G.

3) La familia V CYC que consiste de todos los subgrupos virtualmente ćıclicos de G.

4) La familia ALL que consiste de todos los subgrupos de G.

5) Un grupo se dice que es virtualmente Zn si contiene un subgrupo isomorfo a Zn de
ı́ndice finito. Sea n ∈ N fijo. Definimos la familia

Fn = {H ≤ G | H es virtualmente Zr para algún 0 ≤ r ≤ n} .

Notemos que las familias F IN y V CYC coinciden con las familias F0 y F1 respectiva-
mente.

6) Sean F una familia de subgrupos de G y H un subgrupo de G. Definimos la familia
F ∩H como la colección de todos los subgrupos de H que pertenecen a F .
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1.1.2. La categoŕıa de F-módulos de Bredon

Definición 1.1.3 (Categoŕıa de órbitas). Sea F una familia de subgrupos de G. Entonces
la categoŕıa de órbitas OFG es la siguiente categoŕıa pequeña. Los objetos de OFG son
G-espacios homogeneos G/H con H ∈ F y los morfismos de OFG son G-funciones.

Vamos a denotar el conjunto de todas las G-funciones de G/H en G/K por [G/H,G/K]G.

El material de esta sección es obtenido de [26, Chapter 1.] En el resto de este caṕıtulo
fijamos un grupo G y una familia F de G.

Definición 1.1.4 (Categoŕıa de F -módulos de Bredon). Definimos la categoŕıa de F-
módulos de Bredon, como la categoŕıa que tiene por objetos funtores contravariantes
OFG → Ab de la categoŕıa de orbitas OFG a la categoŕıa de grupos abelianos Ab, y
tiene como morfismos transformaciones naturales.

Un objeto de la categoŕıa de F -módulos de Bredon lo llamaremos F -módulo de Bredon
o OFG-módulo.

Sean M y N dos F -módulos de Bredon. Un morfismo f : M → N es una transformación
natural del funtor M al funtor N . El morfismo f es monomorfismo, epimorfismo o iso-
morfismo si para todo H ∈ F el morfismo fG/H : M(G/H) → N(G/H) es monomorfismo,
epimorfismo o isomorfismo respectivamente.

Ejemplos 1.1.5. Ejemplos de módulos de Bredon:

a) Sea A un grupo abeliano, el F-módulo constante AF es el funtor constante AF : OFG→
Ab dado por: AF(G/H) = A y A(ψ) = id para cualquier objeto G/H y morfismo ψ.

b) Sea K un subgrupo fijo de G. Construimos el F-módulo de Bredon Z[?, G/K]G co-
mo sigue: dado un objeto G/H de la categoŕıa de órbitas OFG le asignamos el grupo
abeliano libre Z[G/H,G/K]G con base [G/H,G/K]G. Si φ : G/H → G/L es un mor-
fismo de OFG, entonces φ : Z[G/L,G/K]G → Z[G/H,G/K]G es el único homomor-
fismo de grupos abelianos que env́ıa cada elemento de la base f ∈ Z[G/L,G/K]G a
f ◦ φ ∈ Z[G/H,G/K]G.

Cuando F es la familia trivial, se puede demostrar que la categoŕıa de F -módulos de
Bredon es equivalente a la categoŕıa de ZG-módulos, ver por ejemplo [26, pág. 13].

F-Módulos de Bredon libres

Definición 1.1.6. Un F-conjunto ∆ = (∆, φ) es un par que consiste de un conjunto
∆ y una función φ : ∆ → F . Para H ∈ F denotamos por ∆H la pre-imagen φ−1({H})
y es llamado el H-componente del F-conjunto ∆. Un morfismo f : (∆, φ) → (∆′, φ′)
de F-conjuntos es una función f : ∆ → ∆′ de conjuntos tal que el siguiente diagrama
conmuta:

∆ ∆′

F

f

φ φ′
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Definición 1.1.7. Sea M un F-módulo de Bredon. Un F-conjunto (∆, φ) es una base
para M si:

a) Para todo H ∈ F , ∆H ⊂M(G/H);

b)
⊕
x∈∆

Z[?, G/φ(x)]G =M.

Definición 1.1.8. Decimos que un F-módulo de Bredon es libre si tiene una base.

Teorema 1.1.9. Todos los F-módulos de Bredon libres son de la forma⊕
x∈∆

Z[?, G/φ(x)]G

donde ∆ = (∆, φ) es un F-conjunto.

Demostración. Ver [26, Proposición1.18.].

1.1.3. Dimensión cohomológica para familias

Igual que el caso clásico vamos a definir la dimensión cohomológica para familias en
términos de resoluciones proyectivas.

Resoluciones proyectivas

Definición 1.1.10. Un F-módulo de Bredon P es proyectivo si, para cualquier epimor-
fismo g : M → N y cualquier morfismo f : P → N existe un morfismo s : P →M tal que
el siguiente diagrama conmuta

P

M N 0.

s
f

g

Proposición 1.1.11. Todo F-módulo de Bredon libre es proyectivo.

Demostración. Un F -módulo de Bredon P es proyectivo si y sólo si existe un F -módulo
de Bredon Q tal que P ⊕Q es libre [26, Proposición 1.23.]. Se sigue que todo F -módulo
Bredon libre es proyectivo.

Definición 1.1.12. Sea M un F-módulo de Bredon. Una resolución proyectiva P• de M
es una sucesión {Pn}n∈N de F-módulos proyectivos y morfismos {dn : Pn → Pn−1}n∈N tal
que ker(dn) = im(dn+1) para todo n ∈ N. Representamos esta resolución como

· · · → Pn
dn→ Pn−1

dn−1→ · · · d2→ P1
d1→ P0

d0→M → 0.

Teorema 1.1.13. Todo F-módulo de Bredon tiene una resolución proyectiva.
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Demostración. Ver [26, pág. 11, parrafo 4].

Definición 1.1.14. SeanM un F-módulo de Bredon y P• una resolución proyetiva deM .
Definimos la longitud de P• como el mı́nimo entero n tal que, para todo m > n, Pm = 0.
Si tal n existe, si no P• tiene longitud infinita.

1.1.4. Dimensión cohomológica v́ıa resoluciones proyectivas

Vamos a estar interesados en resoluciones proyectivas del siguiente F -módulo de Bredon.

Definición 1.1.15. Definimos el F-módulo de Bredon constante ZF : OFG→ Ab definido
en objetos por ZF(G/H) = Z y en morfismos por ZF(φ) = idZ.

Definición 1.1.16 (Dimensión cohomológica para familias). Sea G un grupo y F una
familia de subgrupos de G, definimos la dimensión cohomológica de G respecto de la
familia F como

cdF(G)=mı́n { n ∈ N : existe una resolución proyectiva de F-módulos de Bredon de
longitud n para el F-módulo ZF }.

1.1.5. Homoloǵıa y cohomoloǵıa de Bredon

Para definir la homoloǵıa de Bredon, necesitamos definir el producto tensorial de un F -
módulo de Bredon M : OFG→ Ab y un funtor covariante N : OFG→ Ab.

Definición 1.1.17. Sean M : OFG → Ab un F-módulo de Bredon y N : OFG → Ab un
funtor covariante. Definimos el producto tensorial M ⊗N de M Y N como el F-módulo
de Bredon definido en objetos por (M ⊗N)(G/H) =M(G/H)⊗N(G/H), y definido en
morfismos por φ : G/H → G/K 7→ M(φ)⊗N(φ).

Definición 1.1.18 (Homoloǵıa de Bredon). Sean P• resolución proyectiva del F-módulo
de Bredon ZF representada por

· · · → Pn
dn→ Pn−1

dn−1→ · · · d2→ P1
d1→ P0 → ZF → 0,

y M : OFG → Ab un funtor covariante. Consideremos el siguiente complejos de cadenas
P• ⊗M

· · · → Pn ⊗M → Pn−1 ⊗M → · · · → P1 ⊗M → P0 ⊗M → ZF ⊗M → 0. (1.1)

Definimos la homoloǵıa de Bredon de G con coeficientes enM como HF
n (G,M) = Hn(P•⊗

M).

Definición 1.1.19. Sean M y N F-módulos de Bredon. Definimos hom(M,N) como el
conjunto de todos los morfismos de F-módulos de Bredon M → N .
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Definición 1.1.20 (Cohomoloǵıa de Bredon). Sean P• resolución proyectiva del F-módu-
lo de Bredon ZF representada por

· · · → Pn
dn→ Pn−1

dn−1→ · · · d2→ P1
d1→ 0,

M un F-módulo de Bredon. Consideremos el siguiente complejo de cadenas

0 → hom(ZF ,M) → hom(P0,M) → hom(P1,M) → · · · → hom(Pn,M) → · · ·

Definimos la cohomoloǵıa de Bredon de G con coeficientes en M como Hn
F(G,M) =

Hn(hom(P•,M)).

1.2. Espacios clasificantes para familias

En esta sección vamos a definir espacios clasificantes para familias. Para ello primero
vamos a definir la noción de un G-CW-complejo, posteriormente veremos como un modelo
del espacio clasificante induce una resolución proyectiva del F -módulo de Bredon ZF .

1.2.1. G-CW-complejos

Antes de definir espacios clasificantes para familias necesitamos ver la noción de G-CW-
complejo.

Definición 1.2.1. Sea G un grupo actuando en un espacio X. Decimos que X admite
una estructura de G-CW-complejo si existen:

1. Una filtración de G-subespacios X(0) ⊂ X(1) ⊂ · · · ⊂ X(n) · · · ⊂
⋃
k

X(k) = X.

Donde X(0) es el conjunto discreto
∐
k

G/Hk con Hk un subgrupo de G;

2. El espacio X tiene la topoloǵıa coĺımite con respecto a esta filtración, es decir, un
subconjunto U ⊆ X es un cerrado en X si y sólo si U ∩ X(n) es cerrado en X(n)

para todo n ∈ N;

3. Para todo n > 1, el subespacio X(n) se construye a partir de X(n−1) adjuntando
n-células de forma equivariante, es decir, existe un G-coproducto amalgamado

∐
k

G/Hk × Sn−1 X(n−1)

∐
k

G/Hk ×Dn X(n)

i

∐
qk

∐
Qk

La acción de G en Dn y Sn es trivial. El G-espacio X(n) se llama el n-esqueleto de X.
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1.2.2. Complejo de cadenas inducido por un G-CW-complejo

Sea X un G-CW complejo. Denotamos por ∆n el conjunto de todas las células de dimen-
sión n, y [G/H,∆n]G el conjunto de todas las G-funciones de G/H en ∆n. Notemos que
∆n es un G-conjunto. En la categoŕıa de F -módulos de Bredon, vamos a construir un
complejo de cadenas inducido por X

· · · → Cn(X)
dn→ Cn−1(X)

dn−1→ · · · d2→ C1(X)
d1→ C0(X)

ϵ→ ZF → 0

como sigue: definimos los F -módulos de Bredon de nuestro complejo de cadenas como

Cn(X) = Z[?,∆n]G

donde Z[?,∆n] : OFG→ Ab es el F -módulo de Bredon, definido en objetos como Z[?,∆n](G/H) =
Z[G/H,∆n]G el grupo abeliano libre con base [G/H,∆n]G. Definido en morfismos como: si
φ : G/H → G/K es una G-función, entonces definimos φ∗ : Z[G/K,∆n]G → Z[G/H,∆n]G
como el único morfismo definido en la base por f 7→ f ◦ φ.

Antes de definir los diferenciales del complejo de cadenas hagamos la siguiente observación,

Observación 1.2.2. Cn(X)(G/H) = Cn(X
H) donde Cn(X

H) denota el n-enésimo vérti-
ce del complejo de cadena celular de XH . En efecto

Cn(X)(G/H) = Z[G/H,∆n]G

= Z[∆H
n ]

= Hn(X
H
n , X

H
n−1)

= Cn(X
H).

(1.2)

Para cada n ≥ 1 definimos el morfismo dn : Cn(X) → Cn−1(X) de F -módulos de Bre-
don como sigue: si φ : G/H → G/K es una G-función, entonces obtenemos el siguiente
diagrama

Cn(X)(G/K) Cn(X)(G/H)

Cn−1(X)(G/K) Cn−1(X)(G/H)

dn,K

φ∗

φ∗

dn,H

donde dn,K y dn,H son las diferenciales del complejo de cadenas celular de XK y XH

respectivamente (por la Observación 1.2.2). De hecho el diagrama conmuta; el morfismo
φ∗ es inducido por la función XH → XK que env́ıa x ∈ XK a gx ∈ XH ; esta última
función induce un morfismo de complejo de cadenas celular C•(X

K) → C•(X
H) que

es natural [29, pág. 111], es decir, el diagrama conmuta. Por lo tanto podemos definir
dn(G/H) = dn,H para todo H ∈ F .
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Proposición 1.2.3. La sucesión

· · · → Cn(X)
dn→ Cn−1(X)

dn−1→ · · · d2→ C1(X)
d1→ C0(X)

ϵ→ ZF → 0

es un complejo de cadenas, donde ϵ es el morfismo de aumentación definido por ϵH : C0(X
H) →

Z que env́ıa cualquier 0-célula del CW-complejo XH a 1.

Demostración. Tenemos que mostrar que dn ◦ dn−1 = 0, para ello basta mostrar que la
siguiente sucesión es un complejo de cadenas

· · · → Cn(X)(G/H)
dn,H→ Cn−1(X)(G/H)

dn−1,H→ · · ·
d2,H→ C1(X)(G/H)

d1,H→ C0(X)(G/H)
ϵ→ ZF(G/H) → 0

para todo H ∈ F .

La sucesión anterior corresponde al complejo de cadena celular aumentado de XH por
construción, por lo tanto dn,H ◦ dn−1,H = 0.

Lema 1.2.4. Sea X un G-CW-complejo. Si XH es contráctil para todo H ∈ F , entonces
el complejo de cadenas aumentado C∗

•(X)

· · · → Cn(X)
dn→ Cn−1(X)

dn−1→ · · · d2→ C1(X)
d1→ C0(X)

ϵ→ ZF → 0

es exacto.

Demostración. Por observación 1.2.2 el complejo de cadenas C∗
•(X) es exacto si y sólo si

el complejo de cadenas celular C•(X
H) es exacto para todo H ∈ F .

El espacio XH es contráctil, aśı XH tiene el mismo tipo de homotoṕıa que un punto, luego
el complejo de cadenas celular C•(X

H) es exacto.

1.2.3. Espacios clasificantes para familias

Definición 1.2.5 (Espacio clasificante para familias). Sea G un grupo y sea F una fami-
lia. Un G-CW complejo X es un espacio clasificante de G para la familia F , o un modelo
para EFG, si satisface las siguientes condiciones:

a) Para todo x ∈ X, el grupo de isotroṕıa Gx pertenece a la familia F ;

b) Si Y es un G-CW-complejo tal que, para todo y ∈ Y los grupos de isotroṕıa Gy per-
tenecen a la familia F . Entonces existe una G-función f : Y → X que es única hasta
G-homotoṕıa.

Teorema 1.2.6. [47, Theorem 1.9.]. Sea G un grupo y F una familia de G. Entonces
existe un modelo para EFG.

La siguiente caracterización de espacios calsificantes será útil, [47, Theorem 1.9.].
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Teorema 1.2.7 (Caracterización de espacios clasificantes para familias). Sea G un grupo
discreto y sea F una familia de subgrupos de G. Un G-CW-complejo X es un modelo para
EFG si y sólo si las siguientes condiciones se satisfacen:

a) Para todo x ∈ X, el grupo de isotroṕıa Gx pertenece a la familia F ;

b) Para todo H ∈ F , XH = {x ∈ X : hx = x ∀h ∈ H} es no vaćıo y contráctil.

Ejemplos 1.2.8. Ejemplos de espacios clasificantes para familias.

1. Sean G un grupo y Tr la familia trivial de G. Sea X un modelo para el espacio
clasificante BG, entonces el cubriente universal X̃ de X es un modelo para ETrG.

2. Sean G un grupo y F una familia de G tal que G ∈ F , entonces el espacio de un
punto {∗} es un modelo para EFG.

3. R es un modelo para EF0 Z⋊Z2.

4. Sea Fn el grupo libre en n-generadores, entonces (la realización geométrica de) su
gráfica de Cayley es un modelo para EF0Fn.

Definición 1.2.9. Definimos la dimensión de un espacio G-CW-complejo X conexo como
el máximo entero n tal que existe una célula de X de dimensión n.

Definición 1.2.10 (Dimensión geométrica para familias). Sea G un grupo y F una familia
de G. Definimos la dimensión geométrica gdF G de G respecto de la familia F como la
mı́nima n tal que existe un modelo para el espacio clasificante EFG de dimensión n.

Ejemplos 1.2.11. Ejemplos de dimensión geométrica

1. gdF(G) = 0 si y sólo si G ∈ F .

2. Stallings[67] y Swan[69] caracterizan a los grupos libres como sigue:
gd(G) = 1 si y sólo si G es libre y no trivial.

La siguiente proposición nos ayudará a dar cotas inferiores de la F -dimensión geométrica.

Proposición 1.2.12. Sean G un grupo y H ≤ G, entonces gdF∩H(H) ≤ gdF(G) para
cualquier familia F de G

Demostración. Se sigue del hecho de que un modelo X para EFG es también un modelo
para EF∩HH donde la acción esta dada por restricción.

1.3. El teorema de Eilenberg-Ganea para familias

Análogo al caso clásico tenemos el siguiente teorema de Eilenberg-Ganea para familias
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Teorema 1.3.1 (El teorema de Eilenberg-Ganea para familias). Sean G un grupo y F
cualquier familia de subgrupos, entonces

cdF(G) ≤ gdF(G) ≤ máx{3, cdF(G)}.

En particular si cdF(G) ≥ 3, entonces cdF(G) = gdF(G).

Demostración. La primera desigualdad se demuestra igual que el caso clásico. Sea X un
modelo del espacio clasificante EFG de dimensión n = gdF(G). Vamos a demostrar que
el complejo de cadenas aumentado C∗

•(X) inducido por X (ver Proposición 1.2.3) nos da
una resolución proyectiva del módulo de Bredon ZF . Por [26, Proposition 2.9] para todo
n ≥ k ≥ 1, el módulo de Bredon Ck(X) es un módulo de Bredon libre. Por definición de
EFG el conjunto de puntos fijos XH es contráctil para todo H ∈ F , luego por Lema 1.2.4
el complejo de cadenas aumentado C∗

•(X) es exacto.

Ahora notemos que Ck(X) = 0 para todo k ≥ n + 1. En efecto por observación 1.2.2
Cn(G/H) = Cn(X

H) para todo H ∈ F . Por otra parte XH es un espacio CW-complejo
de dimensión ≤ n, luego Ck(X

H) = 0 para todo k ≥ n + 1. Aśı Ck(X) = 0 para todo
k ≥ n+ 1.

Por lo tanto obtuvimos una resolución proyectiva de ZF de longitud n. Luego por la
definición de dimensión cohomológica para familias obtenemos cdF G ≤ gdF G.

La segunda desigualdad se demuestra en [49, Theorem 0.1].

1.3.1. Dimensión cohomológica v́ıa cohomoloǵıa

Igual que en el caso clásico, la dimensión cohomológica se puede definir en términos de la
cohomoloǵıa de Bredon.

Definición 1.3.2 (Cohomoloǵıa de Bredon de EFG). Sea X un modelo para EFG y M
un F-módulo de Bredon. Sea C∗

•(X) la resolución de ZF inducido por X. Definimos la
cohomoloǵıa de Bredon Hn(G,M) de X con coeficientes en M como la homoloǵıa del
complejo de cadenas hom(C∗

•(X),M).

Proposición 1.3.3. Siguiendo la notación de Definición 1.3.2 anterior tenemos que la
cohomoloǵıa de Bredon Hn(G,M) de X con coeficientes en M es la misma que Hn

F(G,M)
definida en Definición 1.1.20

Demostración. El complejo de cadenas aumentado C∗
•(X) inducido por X es una re-

solución proyectiva del módulo de Bredon ZF como se mostró en la demostración de
Teorema 1.3.1. La proposición se sigue de que la definición de la cohomoloǵıa de Bredon
no depende de la resolución proyectiva.

Proposición 1.3.4 (Caracterización de la dimensión cohomológica para familias). [56,
Corollary 3.5] Sean G un grupo discreto y F una familia de subgrupos de G, entonces

cdF(G) = sup{n ∈ N | ∃M ∈Mod−OFG : Hn
F(G,M) ̸= 0}
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1.4. Construcciones de coproductos amalgamados

1.4.1. La construcción de Lück-Weiermann

Una forma de construir modelos para espacios clasificantes EFG es hacerlo a partir de
otros ya conocidos. En lo que sigue vamos a describir la construcción de Lück-Weiermann
[51, Theorem 2.3] el cual nos permitirá construir de manera inductiva EFnG.

Definición 1.4.1. Sean G un grupo, y familias anidadas F ⊆ G. Se dice que una relación
de equivalencia ∼ en G − F es fuerte si satisface las siguientes condiciones

a) Si H,K ∈ G − F con H ⊆ K, entonces H ∼ K;

b) Si H,K ∈ G − F y g ∈ G, entonces H ∼ K si y sólo si gHg−1 ∼ gKg−1.

Definición 1.4.2. Sean G un grupo y L,K subgrupos de G. Decimos que L y K son
conmensurables si L ∩K tiene ı́ndice finito en L y en K.

Ejemplos 1.4.3. Ejemplos de relaciones de equivalencia fuertes

1. Sean k ≥ 0 y G un grupo. Consideremos las familias anidadas Fk ⊆ Fk+1 de
G, definamos una relación de equivalencia ∼ en Fk+1 − Fk como sigue: H,K ∈
Fk+1 − Fk están relacionados si y sólo si H,K son conmensurables, i.e., H ∩ K
tiene ı́ndice finito en ambos H y K. Esta relación es fuerte, en efecto, verifiquemos
las condiciones, demostremos primero la condición a), sean H,K ∈ Fk+1 − Fk con
H ≤ K, como H y K son virtualmente Zk+1 se sigue que H tiene ı́ndice finito en
K, y como H = H ∩K la condición se sigue.

Finalmente verifiquemos la condición b), H,K ∈ G − F y g ∈ G, tenemos que
demostrar H ∼ K si y sólo si gHg−1 ∼ gKg−1. Consideremos el automorfismo
φ : G → G dado por conjugación por g. Por definición H,K ∈ Fk+1 − Fk estan
relacionados si y sólo si H ∩ K tiene ı́ndice finito en ambos H y K si y sólo si
φ(H ∩K) tiene ı́ndice finito en ambos φ(H) y φ(K), esto termina la demostración
de esta condición.

Definición 1.4.4. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y F una familia de subgrupos
de G. Definimos la familia F ∩H de H como todos los subgrupos de H que pertenecen a
F . Podemos completar la familia F ∩H para obtener una familia F ∩H de G, es decir,
F ∩H es la intersección de todas las familias que contienen a F ∩H.

Observación 1.4.5. Siguiendo la notación de Definición 1.4.4 notemos que:

Si H = G entonces F ∩H = F .

Si H es un subgrupo normal de G, entonces F ∩H = F ∩H.

Definición 1.4.6. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Definimos el conmensurador
de H en G como el subgrupo

NG[H] := {g ∈ G | gHg−1 es conmensurable con H}.
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Sea G un grupo, H un subgrupo de G y n ≥ 0. Consideremos las siguientes familias
anidadas de G, Fn ∩H ⊆ Fn+1 ∩H, sea ∼ la relación de equivalencia en Fn+1 ∩H −
Fn ∩H dada por conmensurabilidad. Es fácil comprobar que esta es una relación de
equivalencia fuerte.

Introducimos la siguiente notación:

Denotamos por (Fn+1 ∩H − Fn ∩H)/ ∼ las clases de equivalencia en Fn+1 ∩H −
Fn ∩H. Sea L ∈ (Fn+1 ∩H −Fn ∩H) denotamos por [L] su clase de equivalencia.

Sea [L] ∈ (Fn+1 ∩H − Fn ∩H)/ ∼, definimos la siguiente familia de subgrupos de
NG[L]

(Fn+1 ∩H)[L] = {K ⊆ NG[L] | K ∈ (Fn+1 ∩H−Fn ∩H), [K] = [L]}∪(Fn ∩H∩NG[L]).

Teorema 1.4.7. [51, Theorem 2.3] Sea G un grupo, H un subgrupo de G y n ≥ 0. Con-
sideremos las siguientes familias anidadas de G, Fn ∩H ⊆ Fn+1 ∩H, sea ∼ la relación
de equivalencia dada por la conmensurabilidad en Fn+1 ∩H −Fn ∩H. Sea I un conjunto
completo de representantes de las clases de conjugación en (Fn+1 ∩H−Fn ∩H)/ ∼. Eli-
jamos arbitrarios NG[L]-CW-modelos para E(Fn∩H)∩NG[L]NG[L] y E(Fn+1∩H)[L]NG[L], y un
G-CW-modelo arbitrario para EFn∩HG. Consideremos el siguiente G-coproducto amalga-
mado

⊔
[L]∈I

G×NG[L] E(Fn∩H)∩NG[L]NG[L] EFn∩HG

⊔
[L]∈I

G×NG[L] E(Fn+1∩H)[L]NG[L] X

⊔
[L]∈I

idG ×NG[L] f[L]

i

tal que f[L] es una G-función celular para cada [L] ∈ I y o bien (1) i es una inclusión de
G-CW-complejos , o (2) tal que cada función f[L] es una inclusión de G-CW complejos
para cada [L] ∈ I e i es una G-función celular. Entonces, X es un modelo para EFn+1∩HG.

Observación 1.4.8. Las condiciones en Teorema 1.4.7 no son restrictivas. Por ejemplo,
para satisfacer la condición (2), podemos usar el teorema de aproximación celular equiva-
riante para asumir que los funciones i y f[L] sean funciones celulares para todo [L] ∈ I,
y para hacer que la función f[L] sea una inclusión para cada [L] ∈ I, podemos reemplazar
los espacios por los mapping cylinders. Ver [51, Remark 2.5].

Siguiendo la notación de Teorema 1.4.7 tenemos

Corolario 1.4.9. gdFn+1∩H(G) ≤ máx{gdFn∩H(G) + 1, gd(Fn+1∩H)[L](NG[L]) | L ∈ I}.
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1.4.2. Sucesión de Mayer-Vietoris

Siguiendo la notación de Teorema 1.4.7, por [21, Proposition 7.1] [51] tenemos la siguiente
sucesión exacta larga

· · · → Hn(X/G) →

(∏
L∈I

Hn(E(Fn+1∩H)[L]NG[L]/NG[H])

)
⊕Hn(EFn∩HG/G) →∏

L∈I

Hn(E(Fn∩H)∩NG[L]NG[L]/NG[L]) → Hn+1(X/G) → · · ·

1.4.3. Espacio clasificante para la unión de dos familias

Proposición 1.4.10. [19, Lemma 4.4] Sean G un grupo y dos familias de subgrupos F ,
G de G. Elijamos arbitrarios G-CW-complejos modelos para EF , EG y EF∩G. Entonces el
siguiente G-coproducto amalgamado homotópico

EF∩GG //

��

EFG

��

EGG // X

nos da un modelo X para EF∪GG.

Con la notación de Proposición 1.4.10 tenemos

Corolario 1.4.11. gdG∪F(G) ≤ máx{gdF(G), gdG(G), gdG∩F(G) + 1}.

1.4.4. Familias anidadas

Proposición 1.4.12. [51, Proposition 5.1 (i)] Sea G un grupo y sean F y G dos familias
de subgrupos tales que F ⊆ G. Supongamos que para todo H ∈ G tenemos gdF∩H(H) ≤ d.
Entonces, gdF(G) ≤ gdG(G) + d.

Proposición 1.4.13. Sea G un grupo. Sean F y G familias de subgrupos de G tales que
F ⊆ G. Si X es un modelo para EGG, entonces

gdF(G) ≤ máx{gdF∩Gσ
(Gσ) + dim(σ) | σ es una célula de X}.

Observación 1.4.14. Los resultados presentados en Corolario 1.4.9, Corolario 1.4.11, y
Proposición 1.4.12 tienen contrapartes cohomológicas. Más precisamente, si reemplazamos
gdF por cdF , todos los resultados análogos son ciertos, ver por ejemplo [61, Observación
2.9].

1.4.5. Variantes de la construcción de Lück-Weiermann

Definición 1.4.15. Sea G un grupo finitamente generado, y F ⊂ F ′ un par de familias de
subgrupos de G. Decimos que una colección A = {Aα}α∈I de subgrupos de G es adaptada
al par (F ,F ′) si las siguientes condiciones se cumple:
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a) Para todo A,B ∈ A, o bien A = B o A ∩B ∈ F ;

b) A es cerrado bajo conjugación;

c) Cualquier A ∈ A es autonormalizado, es decir, NG(A) = A;

d) Para todo A ∈ F ′ \ F , existe B ∈ A tal que A ≤ B.

Teorema 1.4.16. [42, P. 302] Sea F ⊂ F ′ familias de subgrupos de G. Asumimos que
la colección A = {Aα}α∈I es adaptada al par (F ,F ′). Sea H un conjunto completo de re-
presentantes de clases de conjugación en A, y consideremos el G-coproducto amalgamado
celular

⊔
H∈H

G×H EFH EFG

⊔
H∈H

G×H EF ′H X

f

g

φ

h

(1.3)

tal que o bien (1) f sea la unión disjunta de H-funciones celulares, y g sea una inclusión
de G-CW-complejos, o (2) h sea la unión disjunta de inclusiones de H-CW-complejos, y
g sea una G-función celular. Entonces X es un modelo para EF ′G.

Lema 1.4.17. Sea G un grupo discreto finitamente generado, sea F ⊂ F ′ ⊂ F ′′ tres fami-
lias anidadas de subgrupos de G. Sea A una colección adaptada al par (F ,F ′′). Entonces
A es una familia adaptada al par (F ,F ′) y (F ′,F ′′)

Demostración. Primero mostremos que A es una familia adaptada al par (F ,F ′).

1) Sean A,B ∈ A, porque A es adaptada al par (F ,F ′′) tenemos que A = B o A∩B ∈ F .
Aśı la primera condición se cumple.

2) Porque A es adaptada al par (F ,F ′′) es cerrada bajo conjugación por definición, luego
la segunda condición se cumple.

3) Por la misma razón la tercera condición se cumple.

4) Sea A ∈ F ′ \F , notemos que F ′ \F ⊂ F ′′ \F porque F ′ ⊂ F ′′), entonces A ∈ F ′′ \F .
A es adaptada al par (F ,F ′′) por hipótesis luego la cuarta condición se cumple.

Por lo tanto A es una familia adaptada al par (F ,F ′). Para el otro par procedemos de
forma análoga.
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Lema 1.4.18. Sea φ : G→ G0 un morfismo de grupos discretos sobreyectivo, sea F ⊆ F ′

un par de familias de subgrupos de G0, y sea A = {Aα}α∈I una colección adaptada al par
(F ,F ′). Entonces Ã = {φ−1(Aα)}α∈I es una colección adapada al par (F̃ , F̃ ′) de familias
de subgrupos de G.

Demostración. Verifiquemos que Ã cumple con las condiciones 1.4.15

1) Sean φ−1(A), φ−1(B) ∈ Ã. Por hipótesis A es adaptada al par (F ,F ′), entonces por la
propiedad 1) 1.4.15 A = B o A∩B ∈ F , luego φ−1(A) = φ−1(B) o φ−1(A)∩φ−1(B) ∈
F̃ pues φ−1(A ∩B) = φ−1(A) ∩ φ−1(B);

2) Sean H ∈ Ã y g ∈ G, supongamos que H = φ−1(A). A es una colección adaptada, en-
tonces φ(g)Aφ(g)−1 ∈ A, notemos que φ−1(φ(g)Aφ(g)−1) = gφ−1(A)g−1 = gHg−1 ∈
Ã.

3) Sea φ−1(K) ∈ A. Porque A es una colección adaptada tenemos NG0(K) = K. Para
mostrar que K es autonormalizado basta mostrar que φ−1(NG0(K)) = NG(φ

−1(K))
por la ecuación anterior.

G ∈ NG(φ
−1(K)) ⇔ Gφ−1(K)G−1 = φ−1(K) ⇔ φ(G)Kφ(G)−1 = K ⇔ G ∈ φ−1(NG0(K))

por lo tanto tenemos que φ−1(K) es autonormalizado.

4) Sea φ−1(A) ∈ F̃ ′ \ F̃ . A ∈ A entonces existe B ∈ A tal que A ≤ B, se sigue que
φ−1(A) ≤ φ−1(B).

Teorema 1.4.19. [35, Theorem 4.5.]Sea F una familia de subgrupos de un grupo discreto
finamente generado G. Sea φ : G → G0 un morfismo sobreyectivo. Sea F0 ⊆ F ′

0 un par
de familias anidadas de subgrupos de G0 satisfaciendo F̃0 ⊆ F ⊆ F̃ ′

0, y sea A = {Aα}α∈I
una colección adaptada al par F0 ⊆ F ′

0. Sea H un conjunto completo de representantes de
las clases de conjugación en Ã = {φ−1(Aα)}α∈I , y considere el siguientes G-coproducto
amalgamado celular

⊔
H̃∈H

G×H̃ EF0H EF0G0

⊔
H∈H

G×H̃ EFH̃ X

f

g

φ

h
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Entonces X es un modelo para EFG. En el G-coproducto amalgamado anterior requerimos
que obien (1) f sea la unión disjunta de H-funciones celulares, y g sea una inclusión de
G-CW-complejos, o (2) h sea la unión disjunta de inclusiones de H-CW-complejos, y g
sea una función G-función celular

Demostración. El morfismo φ hace que EF0G0 = EF̃0
G y EF0H = EF̃0

H̃ donde la acción
esta dada por gx = φ(g)x donde g ∈ G y x ∈ EF0G0 . De Lemma1.4.17 y Lemma1.4.5
tenemos que Ã es una colección adaptada a al para (F̃0,F), entonces podemos aplicar
el Teorema 1.4.16 para ver que el G-coproducto amalgamado anterior nos da un modelo
para EFG.

Observación 1.4.20. Las condiciones (1) y (2) que aparecen en Teorema 1.4.16 y Teo-
rema 1.4.19, no son restricciones y se pueden satisfacer utilizando el construcción de
mapping cylinder y el teorema de aproximación celular equivariante.



Caṕıtulo 2

Fk-dimensión de grupos
fundamentales de gráficas de grupos

El objetivo de este caṕıtulo es aproximar la Fk-dimensión geométrica de grupos funda-
mentales de gráficas de grupos. Al final de este caṕıtulo se demostrará el Teorema 2.4.3
que se utilizará en los caṕıtulos 3 y 5.

Para demostrar el resultado principal utilizaremos la teoŕıa de Bass-Serre, la cual se
introduce en la siguiente sección.

2.1. Básicos de teoŕıa de Bass-Serre

Un grupo libre se puede caracterizar como sigue: Un grupo es libre si y sólo si actúa en
árbol libremente. Una pregunta natural es saber que sucede si relajamos la condición de
actuar libremente ¿qué tipos de grupos pueden aparecer? Una respuesta a estas cuestiones
es la teoŕıa de Bass-Serre.

En esta sección vamos a definir la noción de una gráfica de grupos, posteriormente vamos
a definir el grupo fundamental de una gráfica de grupos. Finalizaremos con un resultado
fundamental de la teoŕıa de Bass-Serre que nos dice que el grupo fundamental de una
gráfica de grupos actúa en un árbol con cociente igual a la gráfica de grupos inicial.

Gráficas en el sentido de Serre y su realización geométrica

Definición 2.1.1 (Definición de gráfica en el sentido de Serre). Una gráfica Y consiste
de un conjunto de vértices V (Y ), un conjunto de aristas E(Y ) y dos funciones

E(Y ) → V (Y )× V (Y ), y 7→ (o(y), t(y))

y
E(Y ) → E(Y ), y 7→ ȳ

que satisface la siguiente condición: para cada y ∈ Y tenemos ¯̄y = y, ȳ ̸= y, y o(y) = t(ȳ).

En la definición anterior o(y) denota el punto inicial de y y t(y) denota el vértice terminal
de y. ȳ es la arista inversa de y.
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Definición 2.1.2. Sean X, Y gráficas. Una función φ : X → Y es de gráficas si env́ıa
aristas en aristas y vértices en vértices.

Definición 2.1.3. Sea T un árbol. Un automorfismo de T es una función de gráficas
φ : T → T tal que existe una función de gráficas ψ : T → T que cumple con φψ = id y
ψφ = id. El conjunto de todos los automorfismos de T lo denotamos por Aut(T ), notemos
que Aut(T ) es un grupo con la composición de funciones.

Definición 2.1.4 (Gráfica orientada). Sea Y una gráfica. Una orientación de la gráfica
Y es un subconjunto X+ de E(Y ) tal que E(Y ) es la unión disjunta de X+ y X̄+. Si
elegimos una orientación de Y decimos que la gráfica esta orientada.

Definición 2.1.5 (Realización geométrica de una gráfica). Sea Y una gráfica, definimos la
realización geométrica de Y como el siguiente espacio cociente: tomemos la unión disjunta
V (Y )

⊔
(E(Y )×I) donde V (Y ) y E(Y ) tienen la topoloǵıa discreta. Definimos la relación

de equivalencia en V (Y )
⊔
(E(Y )× I) generada por: para cada y ∈ E(Y ) y s ∈ I, (y, s) ∼

(ȳ, 1− s) , (y, 0) ∼ o(y) = t(ȳ) y (y, 1) ∼ t(y) = o(ȳ).

Figura 2.1:

Definición 2.1.6. Sea X la gráfica 2.2 con la orientación natural.

Figura 2.2:

Un camino de longitud n en una gráfica Y es un morfismo γ : X → Y . Un lazo γ en Y
es un camino tal que su punto inicial es igual a su punto final.

Definición 2.1.7 (Dominio fundamental). Sea G un grupo actuando en una gráfica X.
Un dominio fundamental de X/G es una subgráfica Y de X tal que Y → X/G es un
isomorfismo.

Observación 2.1.8. El dominio fundamental puede no existir, por ejemplo si considera-
mos a X = R con la estructura de gráfica canónica, y Z actuando por traslaciones.

Gráficas de grupos y sus grupos fundamentales
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Definición 2.1.9 (Gráfica de grupos). Una gráfica de grupos (G, Y ) consiste de los si-
guientes datos:

1. Una gráfica Y .

2. Una colección de grupos G que consiste de

a) Para cada vértice v un grupo Gv.

b) Para cada arista y un grupo Gy con la propiedad que Gy = Gȳ.

3. Para cada arista y un morfismo inyectivo φy : Gy → Gt(y), a 7→ ay.

Observación 2.1.10. Note que no pedimos que la gráfica de grupos este orientada.

Gráfica de espacios

Definición 2.1.11 (Gráfica de espacios). Una gráfica de espacios (X , Y ) consiste de los
siguientes datos:

1. Una gráfica Y .

2. Una colección de espacios X que consiste de

a) Para cada vértice v un espacio Xv.

b) Para cada arista y un espacio Xy con la propiedad que Xy = Xȳ.

3. Para cada arista y un morfismo inyectivo φy : Xy → Xt(y).

De forma análoga a Definición 2.1.5 podemos definir la realización geométrica de una
gráfica de espacios (X , Y ): tomamos la unión disjunta {Xv}v∈V (Y )

⊔
{Xy× I}y∈E(Y ). Defi-

nimos la relación de equivalencia en {Xv}v∈V (Y )

⊔
{Xy×I}y∈E(Y ) generada por: para cada

y ∈ E(Y ) y s ∈ I, (x, s) ∈ (Xy, s) ∼ (x, 1− s) ∈ (Xȳ, 1− s) , (x, 0) ∈ (Xy, 0) ∼ φȳ(x) ∈
Xt(ȳ)=o(y) y (x, 1) ∈ (Xy, 1) ∼ φy(x) ∈ Xt(y)=o(ȳ).

Definición 2.1.12 (Grupo fundamental de una gráfica de grupos). Dado una gráfica de
grupos (G, Y ) podemos asociarle la siguiente gráfica de espacios: La gráfica subyacente
es Y , para cada s ∈ V (Y ) ∪ E(Y ) tomamos un modelo Xs para BGs, notemos que los
monomorfismos φy : Gy → Gt(y) inducen monomorfismos φy : Xy → Xt(y). Definimos el
grupo fundamental π1(G, Y ) de la gráfica de grupos (G, Y ) como el grupo fundamental de
la realización geométrica de la gráfica de espacios asociado.

Ejemplos 2.1.13. Calculando el grupo fundamental de una gráfica de grupos

1. Si la gráfica de grupos es la que se muestra en la Figura 2.3, entonces usando
el teorema de Seifert–Van Kampen el grupo fundamental es π1(Y ) = π1(X, x0) =
Gv1 ∗Ge Gv2.
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Figura 2.3:

2. En general si tenemos un árbol de grupos (G, T ) entonces el grupo fundamental es

ĺım(Gv) = ⟨
⊔

v ∈ V (T )

Sv |
⊔

v ∈ V (T )

Rv

⊔
y ∈ A(T )

Ry⟩

donde Gv = ⟨Sv | Rv⟩ y Ry = {ay = ay | a ∈ Gy}. Note que si T no es un árbol
esto no es cierto en general.

El árbol de Bass-Serre

Definición 2.1.14. Sea G un grupo actuando en una gráfica Y . Una inversión consiste
de un elemento g en G y una arista y de Y tal que gy = ȳ.

Teorema 2.1.15 (El árbol de Bass-Serre). Sea (G, Y ) una gráfica conexa de grupos.
Entonces existe un árbol X̃ = X̃(G, Y ) en el que G = π1(G, Y ) actúa sin inversiones,
un morfismo p : X̃ → Y que induce un isomorfismo X̃/G ∼= Y. Además existen secciones
V (Y ) → V (X̃) P 7→ P̃ y A(Y ) → A(X̃) y 7→ ỹ. El árbol X̃ = X̃(G, Y ) se le llama el
árbol de Bass-Serre de Y .

Teorema 2.1.16. [66, Corollary 3, p.65] Sea G un grupo finitamente generado. Si cada
uno de sus elementos tiene un puntos fijo, entonces G tiene un punto fijo.

2.2. Grupos actuando en árboles

Árboles como espacios métricos

Definición 2.2.1. Sea T un árbol. Una geodésica entre dos puntos x1 y x2 de T es un
camino de longitud mı́nima que une x1 y x2.

Proposición 2.2.2. [66, p.18, Proposition 8] Sean P y Q dos vértices en un árbol T .
Existe exactamente un geodésica entre P y Q, y es un camino inyectivo.

Lema 2.2.3. Sean T un árbol y s un automorfismo de T . Si α es una geodésica, entonces
sα es una geodésica.

Demostración. Notemos que basta mostrar que la afirmación es cierta para geodésicas
de longitud finita, porque una ĺınea geodésica se puede ver como un ĺımite directo de
caminos de longitud finita. Sea entonces γ un camino de longitud n, denotemos este camino
por γ = (v0, v1, . . . , vn) = (γ(0), γ(1), . . . , γ(n)). Sea β la geodésica entre s(v0) y s(vn),
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denotemos β como (s(v0), y1, . . . , s(vn)). Vamos a mostrar que sγ = (s(v0), . . . , s(vn)) =
(s(v0), y1, . . . , s(vn)) = β por inducción sobre i. Si i = 0, se sigue de la definición de sγ
que coinciden en el punto inicial de β. Vamos a mostrar s(vk) = yk. Supongamos que
s(vi) = yi para todo i < k. Supongamos que s(vk) ̸= yk. Notemos que sγ se restringe
a un camino entre yk−1 y s(vn). Podemos usar el hecho de que T no tiene lazos, para
concluir que sγ no es un camino inyectivo, es decir, existen i, j tal que s(vi) = s(vj).
Pero esto último no puede pasar porque s es inyectivo. Luego s(vk) = yk. Concluimos que
sγ = β.

Proposición 2.2.4. [66, Proposition 24]Sea T un árbol. Supongamos que el automorfismo
s de T no tiene puntos fijos. Definimos l(s) = ı́nf

p∈V (T )
d(p, sp) y K = {p ∈ V (T )|d(p, sp) =

l(s)}

1. K es el conjunto de vértices de una ĺınea geodésica.

2. s induce una traslación de K de longitud l(s).

3. Si un vértice p de T esta a distancia n de K, entonces d(q, sq) = l(s) + 2n.

Definición 2.2.5. Sea X un espacio topológico y G un grupo actuando en X. Decimos
que la acción es cocompacta si el espacio de orbitas X/G es compacto.

Proposición 2.2.6. [66, Proposition 25] Sea s un automorfismo de un árbol T . Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) s no tiene puntos fijos.

b) s actúa co-compactamente en una geodésica.

Definición 2.2.7. Sea s un automorfismo de T . Decimos que s es eĺıptico si tiene un
punto fijo, si s actúa en una linea geodésica de manera cocompacta decimos que es hi-
perbólico.

Grupos actuando en árboles

Lema 2.2.8. Sea T un árbol y G un grupo actuando en T sin inversiones. Sea H un
subgrupo de G tal que el conjunto de puntos fijos TH = {x ∈ T | hx = x ∀h ∈ H} es no
vaćıo, entonces TH es un subárbol de T .

Demostración. Veamos que TH es arco-conexo. Sean x1, x2 ∈ TH , entonces existe una
única geodésica α ⊂ T que une x1 y x2. Sea g ∈ H, por el Lema 2.2.3 gα es una geodésica
que une x1 y x2, por la unicidad de la geodésica obtenemos que gα = α, entonces α ⊂ TH ,
aśı TH es arco-conexo. Concluimos que TH es un subgráfica conexa de T , luego TH es un
subárbol de T .

Teorema 2.2.9. Sea T un árbol y G un grupo actuando en T sin inversiones. Entonces
el árbol T es un modelo para EIsoG(T )G, donde IsoG(T ) es la familia {H ≤ G | H ≤
Gx para algún x ∈ T}.



2.3 Grupos virtualmente abelianos actuado en árboles 27

Demostración. a) El árbol T es un G-CW-complejo. El árbol T tiene una estructura
CW-complejo natural: las 0-células son los vértices de T y las aristas de T son las
1-células. Ahora veamos que T es un G-CW-complejo. La acción de G en T es celular
porque la acción es por automorfismos de T . Si g ∈ G fija una célula entonces la fija
puntualmente. En efecto, esta afirmación se cumple trivialmente para las 0-células. Sea
e1 una 1-célula tal que ge1 = e1 para algún g ∈ G, entonces los vértices de e1 quedan
fijos porque G actúa en T sin inversiones, luego g fija puntualmente a e1.

b) Si H ∈ IsoG(T ) entonces T
H es no vaćıo y contráctil, y si K ̸∈ IsoG(T ) entonces T

H es
vaćıo. En efecto, dado que H ∈ IsoG(T ) entonces H ⊂ Gx para algún x ∈ T . Se sigue
que TH es no vaćıo porque al menos contiene a x. Por el Lema 2.2.8 TH es un árbol
y, por lo tanto contráctil. Por último si H ̸∈ IsoG(T ), entonces T

H tiene que ser vaćıo
de lo contrario existiŕıa un x ∈ T tal que Gx = H y como consecuencia H ∈ IsoG(T )
lo cual seŕıa una contradicción.

2.3. Grupos virtualmente abelianos actuado en árbo-

les

Lema 2.3.1. [24, Lemma 1.1] [27, Lemma 1.4] Sea H un grupo virtualmente Zn actuando
en un árbol T . Entonces pasa exactamente uno de los siguientes:

a) H fija un vértice de T .

b) H actúa co-compactamente en una única ĺınea geodésica γ de T .

La siguiente definición de aciĺındricidad aparece en [22], el cual fue una generalización de
[65].

Definición 2.3.2. Sea G un grupo actuando en un árbol T . Decimos que la acción es
aciĺındrica si existe un entero k tal que, para cualquier camino γ de longitud k en el árbol
de Bass-Serre T de Y , el estabilizador de γ es finito.

Definición 2.3.3. Definimos el grupo diedral infinito D∞ como el producto semidirecto
Z⋊Z2.

Teorema 2.3.4 (Teorema de clasificación de grupos virtualmente ćıclicos). [64, Theorem
5.12.] Sea G un grupo virtualmente ćıclico, entonces o G es finito, o G se suprayecta a
D∞ con kernel finito o G se suprayecta a Z con kernel finito.

Lema 2.3.5. Sea γ una ĺınea geodésica en un árbol T . Entonces el grupo de automorfismos
Aut(γ) es isomorfo a D∞.

Demostración. La ĺınea geodésica γ es isomorfo como gráfica a la ĺınea real R con su
estructura de gráficas canónica. Luego basta mostrar que el subgrupo discreto H de Iso(R)
que preserva la estructura de gráficas anterior es isomorfo aD∞. Recordemos que cualquier
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elemento de Iso(R) es de la forma ±x + b donde b ∈ R. Entonces todo elemento de H
es de la forma ±x + n con n ∈ Z. Notemos ahora que H esta generado por r(x) = −x
y t(x) = x + 1. Podemos dar un morfismo φ : H → Z⋊Z2 definido en generadores por
r → (1, 0), s→ (0, 1). Se puede verificar que φ es un isomorfismo.

Lema 2.3.6. Los subgrupos de D∞ son o bien finitos, o isomorfos a Z o a D∞.

Demostración. El grupo D∞ = Z⋊Z2 induce la siguiente sucesión exacta corta

1 → Z → Z⋊Z2
ψ−→ Z2 → 1.

Sea L un subgrupo de D∞, a partir de la sucesión anterior tenemos la siguiente sucesión
exacta corta

1 → Z∩L→ L→ ψ(L) → 1.

Ahora bien, ψ(L) es el grupo trivial o Z2. Se sigue de la sucesión exacta corta anterior
que L es finito o isomorfo a Z o a D∞.

Lema 2.3.7. Sea Y una gráfica de grupos con grupo fundamental G, y árbol de Bass-
Serre T . Supongamos que la acción de G en T es aciĺındrica, entonces el estabilizador de
cualquier ĺınea geodésica en T es virtualmente ćıclico.

Demostración. Sea G una ĺınea geodésica de T . Denotemos por FixG(γ) el conjunto de
todos los elementos de G que fijan puntualmente a γ, y StabG(γ) el conjunto de todos los
elementos de G que fijan a γ como conjunto. De Lema 2.3.5 y Lema 2.3.6 se sigue que
tenemos la siguiente sucesión exacta corta

1 → FixG(γ) → StabG(γ) → D → 1

donde D o bien es finito, isomorfo a Z o a D∞. Por hipótesis Y es aciĺındrica, luego
FixG(γ) es finito porque γ contiene caminos de longitud arbitraria. Se sigue de la sucesión
exacta anterior y de Teorema 2.3.4 que StabG(γ) es virtualmente ćıclico.

Lema 2.3.8. Sea Y una gráfica de grupos con grupo fundamental G, y árbol de Bass-
Serre T . Supongamos que la acción de G en T es aciĺındrica, entonces todo subgrupo
virtualmente Zn de G con n ≥ 2 fija un vértice de T .

Demostración. Sea H un subgrupo virtualmente Zn de G con n ≥ 2, entonces por el
Lema 2.3.1 pasa exactamente uno de los siguientes: o bien H fija un vértice de T o
actúa co-compactamente en una única geodésica γ de T . Supongamos que H actúa co-
compactamente en una única geodésica γ de T .

Sea L un subgrupo de H isomorfo a Zn con n ≥ 2 y de ı́ndice finito, este grupo exis-
te porque H es virtualmente Zn. Notemos que L actúa por restricción en γ, es decir,
tenemos un morfismo L

φ−→ Aut(γ) cuya imagen contiene un subgrupo de traslaciones
por el Lema 2.3.5. Por el Lema 2.3.6 la imagen φ(L) o bien es isomorfo al grupo ćıclico
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Z o al grupo dihédrico infinito D∞. Pero φ(L) no puede isomorfo a D∞, de lo contra-
rio (L/ ker(φ)) ∼= D∞ no seria nilpotente, porque D∞ no es nilpotente. El morfismo

L
φ−→ Aut(γ) induce la siguiente sucesión exacta corta

1 → ker(φ) → L→ φ(L) → 1

Sea Fix(γ) el subgrupo de H que fija puntualmente a γ. Notemos que Fix(γ) contiene a
ker(φ). Como φ(L) es isomorfo a Z, la sucesión anterior lo podemos escribir como:

1 → ker(φ) → L→ Z → 1

Usando que la sucesión exacta corta anterior se escinde y que L es isomorfo a Zn con
n ≥ 2, obtenemos que ker(φ) es un subgrupo infinito de L, esto tiene como consecuencia
que Fix(γ) ⊃ ker(φ) sea un subgrupo infinito y por ende cualquier subcamino de γ de
longitud arbitraria tiene estabilizador infinito, lo cual contradice que Y sea aciĺındrica.
Por lo tanto, H fija un vértice de T .

2.4. La Fk-dimensión de grupos fundamentales de gráfi-

ca de grupos

Definición 2.4.1. Sea Y una gráfica de grupos con grupo fundamental G y árbol de Bass-
Serre T . Decimos que un elemento g ∈ G es hiperbólico (resp. eĺıptico) si su acción en T
es hiperbólico (resp. eĺıptico).

Teorema 2.4.2. [44, Theorem 6.3] Sea Y una gráfica de grupos con grupo fundamental
G y árbol de Bass-Serre T . Consideremos la colección A de todas las geodésicas de T tal
que admiten una acción co-compacta de un subgrupo virtualmente Z de G. Entonces el
siguiente coproducto amalgamado homotópico

⊔
γ∈A

γ

��

// T

��⊔
γ∈A

{∗} // T̃

(2.1)

da un modelo T̃ para EIsoG(T̃ )G donde IsoG(T̃ ) es la familia {H ≤ G | H ≤ Gx para algún x ∈
T̃}, es decir, coneando las geodésicas de A en T obtenemos un modelo para EIsoG(T̃ )G.

Además, si suponemos que la acción G = π1(Y ) en T es aciĺındrica, entonces la familia

IsoG(T̃ ) contiene la familia Fn de G con n ≥ 0.

Demostración. a) El espacio T̃ es un G-CW-complejo. El espacio T̃ tiene una estructura
de complejo simplicial natural: El árbol T tiene una estructura simplicial donde los
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0-simplejos son los vértices de T y los 1-simplejos son las aristas de T . Al conear una
geodésica γ ∈ A agregamos un único 0-simplejo ∗γ que corresponde al vértice del cono,
un 1-simplejo [∗γ, v] por cada vértice v de γ, y un 2-simplejo [∗γ, v, w] por cada arista

[v, w] de γ. De esta manera obtenemos una estructura simplicial de T̃ que en particular

es una estructura de CW-complejo de T̃ .

Definimos una acción de G en T̃ como sigue: Como G actúa celularmente en T , vamos
a extender esta acción a todo T̃ . Sea x ∈ T̃ \ T entonces x pertenece al cono de una
geodésica α ∈ A, luego x pertenece a un 2-simplejo que corresponde a una arista [v, w]
de α. Si x es el vértice del cono, definimos gx como el vértice del cono de la geodésica
gα, si no es aśı, entonces x pertenece al segmento que une el punto cónico con un
punto s ∈ [v, w], definimos gx como el único punto que le corresponde en el segmento
que une el punto cónico ∗gα con gs ∈ [gv, gw] ⊂ gα.

b) Veamos que si H ∈ IsoG(T̃ ) entonces T̃H es no vaćıo y contráctil, y si H ̸∈ IsoG(T̃ )

entonces T̃H es vaćıo. En efecto, sea H ∈ IsoG(T̃ ), entonces H ≤ Gx para algún x ∈ T̃ ,

se sigue que T̃H es no vaćıo porque al menos contiene a x. Ahora mostremos que T̃H

es contráctil. Tenemos dos casos x ∈ T o x ∈ T̃ \ T . En el primer caso tenemos por el

Lema 2.2.8 que TH es un sub-árbol de T . Luego T̃H se obtiene de TH coneando unas
geodésicas, entonces el espacio T̃H tiene como retracto por deformación a TH , pero TH

es contráctil por ser un árbol, se sigue que T̃H es contráctil. En el segundo caso tenemos
que x ∈ T̃ \ T pertenece al cono de una geodésica digamos γ, aśı x = ∗γ o x ̸= ∗γ.
Si x no es el vértice del cono, entonces Gx = Gs con s ∈ γ, porque Gx = Gs ∩ G∗γ

y Gs ⊂ G∗γ , se sigue que T̃H es contraible por lo discutido en el caso que x ∈ T . Si
x = ∗γ, entonces el subgrupo H de G∗γ tiene un elemento hiperbólico o no. Si H tiene

un elemento hiperbólico, entonces T̃H = ∗γ, esto es aśı porque s actúa en una única
geodésica. Si H no tiene elementos hiperbólicos, entonces H tiene un punto fijo x ∈ T ,
por consiguiente K ≤ Gx con x ∈ T , luego por lo discutido anteriormente T̃K es no
vaćıo y contráctil.

Si H ̸∈ IsoG(T̃ ) entonces T̃
H es vaćıo de lo contrario existiŕıa un y ∈ T̃ tal que H ≤ Gy,

aśı H ∈ IsoG(T̃ ) lo cual seŕıa una contradicción.

c) La familia Fn de G está contenida en IsoG(T̃ ). En efecto, seaH ∈ Fn entonces podemos
tener tres casos: H es finito, H es virtualmente Z o H es virtualmente Zk con k ≥ 2.
Si H es finito, entonces tiene un punto fijo t ∈ T porque un grupo finito siempre tiene
un punto fijo en un árbol, luego H ≤ Gt y aśı H ∈ IsoG(T̃ ). Si T es virtualmente Z
entonces por el Lema 2.3.1 H fija un vértice de T o actúa co-compactamente en una
única geodésica γH . En el caso que H fije un vértice de T , se sigue que H ∈ IsoG(T̃ )
por el mismo argumento que el caso finito, en el otro caso, tenemos por construcción
de T̃ que el grupo de isotroṕıa del punto cónico de γH contiene a H, se sigue que
H ∈ IsoG(T̃ ). Por último si H es virtualmente Zk con k ≥ 2 tenemos por el Lema 2.3.8

que H tiene un punto fijo s ∈ T , luego H ≤ Gs, aśı H ∈ IsoG(T̃ ).

Teorema 2.4.3. Sea Y una gráfica de grupos con grupo fundamental G finitamente ge-
nerado y árbol de Bass-Serre T . Supongamos que la acción de G en T es aciĺındrica.
Entonces, para todo k ≥ 1 tenemos:
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máx{gdFk∩Gv
(Gv), gdFk∩Ge

(Ge) | v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )} ≤ gdFk
(G)

y
gdFk

(G) ≤ máx{2, gdFk∩Gv
(Gv), gdFk∩Ge

(Ge) + 1 | v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )}

Demostración. Para cada s ∈ V (Y )∪E(Y ) tenemos que Gs es un subgrupo de G, por lo
tanto la primera desigualdad se cumple. Ahora demostremos la segunda desigualdad. La
acción de G en T es aciĺındrica, entonces podemos usar Teorema 2.4.2 para obtener un
espacio bidimensional T̃ que se obtiene de T al ’conear’ algunas geodésicas a T , ver Figu-
ra 2.4 , el espacio T̃ es un modelo para EIsoG(T̃ )G y Fk ⊆ IsoG(T̃ ). Por Proposición 1.4.13

Figura 2.4: Promoviendo T a T̃ .

tenemos

gdFk
(G) ≤ máx{gdFk∩Gσ

(Gσ) + dim(σ) | σ es una celda de T̃}.

Sea σ una celda de T̃ , calculamos gdFk∩Gσ
(Gσ) + dim(σ).

Si σ es una 0-célula, tenemos dos casos: σ ∈ T o σ ∈ T̃ − T . En el primer caso
tenemos Gσ = Gv para algún v ∈ V (Y ), en el segundo caso tenemos que Gσ es
virtualmente ćıclico, entonces gdFk∩Gσ

(Gσ) + dim(σ) = gdFk∩Gv
(Gv) o 0.

Si σ es una 1-célula, tenemos dos casos: σ ∈ T o σ tiene un vértice en T̃ − T . En
el primer caso tenemos Gσ = Ge para algún e ∈ E(Y ), en el otro caso tenemos que
Gσ es virtualmente ćıclico, entonces gdFk∩Gσ

(Gσ) + dim(σ) = gdFk∩Ge
(Ge) + 1 o 1.

Si σ es una 2-célula, entonces σ tiene un vértice en T̃ − T , por lo que Gσ es virtual-
mente ćıclico. Entonces, gdFk∩Gσ

(Gσ) + dim(σ) = 2.

Por lo tanto, hemos demostrado que gdFk
(G) ≤ máx{2, gdFk∩Gv

(Gv), gdFk∩Ge
(Ge) + 1 |

v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )}, lo cual completa la demostración del teorema.



Caṕıtulo 3

Fk-dimensión geométrica de RAAGs,
grupos de trenzas y gráficas de
grupos abelianos

Corob Cook, Moreno, Nucinkis y Pasini en [17] demuestran que gdFk
(Zn) ≤ n + k para

todo 0 ≤ k < n, ellos preguntan si esta cota superior es óptima en [17, Question 2.7]

Pregunta 3.0.1. [17, Question 2.7] ¿Para 0 ≤ k < n, es gdFk
(Zn) = n+ k?

En [43] respond́ı de forma afirmativa esta pregunta. Para k = 1, esto fue demostrado en
[51, Teorema 5.13] y para k = 2 en [46, Proposición A.]. Como una aplicación, proporcio-
namos cotas inferiores para la Fk-dimensión geométrica de grupos virtualmente abelianos,
grupos de trenzas y grupos de Artin de ángulo recto (RAAGs). Lo anterior es gracia a
que se conoce en la literatura que todos estos grupos tienen un subgrupo isomomorfo a
un grupo abeliano libre de rango la vcd del grupo correspondiente. Combinando estas
cotas inferiores con resultados previamente conocidos en la literatura, demostraremos que
son óptimos. En el caso de los RAAGs se tuvo que mejorar la cota superior para calcular
expĺıcitamente la Fk-dimensión geométrica. También demostraremos que la Fk-dimensión
geométrica es igual a la Fk-dimensión cohomológica en todos estos casos.

En lo que sigue se enuncian los resultados que se demostrarán en este caṕıtulo.

La Fk-dimensión de grupos virtualmente abelianos.

Teorema 3.0.2. Sea k, n ∈ N tal que 0 ≤ k < n. Sea G un grupo virtualmente Zn.
Entonces gdFk

(G) = cdFk
(G) = n+ k.

Para k = 1, el Teorema 3.0.2 fue demostrado en [51, Theorem 5.13]. Para k = 2, un caso
particular fue demostrado en [46, Proposition A.], espećıficamente gdF2

(Zk) = k+2 para
todo k ≥ 3. Como un corolario de Teorema 3.0.2 tenemos

Corolario 3.0.3. Sea n ≥ 1 y sea G un grupo que tiene un subgrupo virtualmente Zn.
Entonces para todo 0 ≤ k < n tenemos que gdFk

(G) ≥ n+ k y cdFk
(G) ≥ n+ k.

La Fk-dimensión geométrica de grupos de trenzas.



33

Existen varias formas de definir el grupo de trenzas (completo) Bn en n hebras. Para
nuestros propósitos, la siguiente definición es conveniente. Sea Dn el disco cerrado con n
punturas. Definimos el grupo de trenzas Bn en n hebras como las clases de isotoṕıa de
difeomorfismos que preservan la orientación de Dn y que se restringen a la identidad en
la frontera ∂Dn. En la literatura, este grupo es conocido como el mapping class group de
Dn. Definimos el grupo de trenzas puro, Pn, como el subgrupo de ı́ndice finito de Bn que
consiste de todos los elementos que fijan puntualmente las punturas.
Es bien conocido que gdF0

(Bn) = n − 1, ver por ejemplo [28]. En [34, Teorema 1.4], se
demostró que gdFk

(Bn) ≤ n + k − 1 para todo k ∈ N. Utilizando Corolario 3.0.3 y [25,
Proposición 3.7], se demuestra que esta cota superior es óptima.

Teorema 3.0.4. Sea k, n ∈ N tal que 0 ≤ k < n−1 y G o bien el grupo de trenzas completo
Bn o el grupo de trenzas puro Pn. Entonces gdFk

(G) = cdFk
(G) = vcd(G)+k = n+k−1.

La Fk -dimensión geométrica de los grupos de Artin de ángulo recto.

Sea Γ una gráfica simple finita, es decir, una gráfica finita sin lazos ni múltiples aristas
entre vértices. Definimos el grupo de Artin de ángulo recto (RAAG) AΓ como el grupo
generado por los vértices de Γ con todas las relaciones de la forma vw = wv siempre que
v y w estén unidos por una arista.

Sea AΓ un RAAG. Es bien sabido que AΓ es un grupo CAT(0), de hecho, AΓ actúa en el cu-
briente universal S̃Γ de su CW-complejo de Salvetti SΓ, ver Sección 4.2. En [61] se demostró
que cdFk

(AΓ) ≤ dim(SΓ)+k+1. Siguiendo la demostración de [61, Demostración del Teo-
rema 3.1] y usando [30, Proposición 7.3], podemos mostrar que cdFk

(AΓ) ≤ dim(SΓ) + k
en Teorema 3.3.5. Además, utilizando Corolario 3.0.3 y Observación 3.3.1, podemos de-
mostrar que esta cota superior es óptima.

Teorema 3.0.5. Sea AΓ un grupo de Artin de ángulo recto. Entonces para 0 ≤ k < cd(AΓ)
se cumple gdFk

(AΓ) = cdFk
(AΓ) = dim(SΓ) + k = cd(AΓ) + k.

Este cálculo de la Fk-dimensión geométrica de un RAAG AΓ es expĺıcito porque la di-
mensión del CW-complejo de Salvetti SΓ es el máximo de los naturales n tales que hay
una subgráfica completa Γ′ de Γ con |V (Γ′)| = n (ver Lema 3.3.4).

Usando Corolario 3.0.3 podemos dar una cota inferior para la Fk-dimensión geométrica
del grupo de automorfismos externos Out(AΓ) de algunos RAAGs AΓ.

Proposición 3.0.6. Sea n ≥ 2. Sea Fn el grupo libre en n generadores. Entonces

gdFk
(Out(Fn)) ≥ 2n+ k − 3

para todo 0 ≤ k < 2n− 3.

Proposición 3.0.7. Sea Ad el grupo de Artin de ángulo recto dado por una cadena de d
diamantes (ver Figura 3.1). Entonces gdFk

(Out(Ad)) ≥ 4d+k−1 para todo 0 ≤ k < 4d−1.

La Fk-dimensión geométrica de gráficas de grupos abelianos finitamente gene-
rados.
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Figura 3.1: Cadena de d diamantes

Proposición 3.0.8. Sea Y una gráfica finita de grupos tal que para cada v ∈ V (Y )
el grupo Gv es virtualmente abeliano infinito finitamente generado, con Rango(Ge) <
Rango(Gv). Supongamos que la descomposición de G = π1(Y ) es aciĺındrica. Sea m =
máx{Rango(Gv) | v ∈ V (Y )}. Entonces para 1 ≤ k < m tenemos que gdFk

(G) = m+ k.

Corolario 3.0.9. Sea Y una gráfica finita de grupos tal que para cada v ∈ V (Y ) el grupo
Gv es virtualmente abeliano infinito finitamente generado, y para cada e ∈ E(Y ) el grupo
Ge es finito. Sea m = máx{Rango(Gv) | v ∈ V (Y )}. Entonces para 1 ≤ k < m tenemos
que gdFk

(G) = m+ k.

La distribución de este caṕıtulo es como sigue: en la sección 3.1 se calcula la
Fk-dimensión geométrica de grupos virtualmente abelianos. Posteriormente se presenta
algunas aplicaciones de Teorema 3.0.2 por ejemplo en la sección 3.2 se calcula la Fk-
dimensión geométrica de grupos de trenzas, en la sección 3.3 se calcula la Fk-dimensión
geométrica de grupos de Artin de ángulo recto, en la sección 3.4 se calcula la Fk-dimensión
geométrica de gráfica de grupos con grupos vértices virtualmente abelianos.

3.1. Fk-dimensión de grupos virtualmente abelianos

El objetivo de esta sección es demostrar Teorema 3.0.2. Sea G un grupo virtualmente
Zn. Por [61, Proposición 1.3], Teorema 1.3.1 y dado que la dimensión cohomológica F es
monótona, tenemos para todo 0 ≤ k < n las siguientes desigualdades

n+ k ≥ gdFk
(G) ≥ cdFk

(G) ≥ cdFk∩Zn(Zn).

Por lo tanto, para demostrar Teorema 3.0.2, es suficiente mostrar que cdFk∩Zn(Zn) ≥ n+k
para 0 ≤ k < n. En Teorema 3.1.6, demostramos esta desigualdad. Para demostrar Teo-
rema 3.1.6 necesitamos Lema 3.1.1, la sucesión de Mayer-Vietoris, Lema 3.1.5, y Corola-
rio 3.1.3.

Lema 3.1.1. Sean k, t, n ∈ N tal que 0 ≤ k < t ≤ n. Sea H un subgrupo de Zn de Rango
t, entonces gdFk∩H(Z

n) ≤ n+ k.

Demostración. La demostración es por inducción en k. Sea G = Zn. Para k = 0 tenemos
gdF0∩H(G) = gd(G) = n. Supongamos que la desigualdad es cierta para todo k < m.
Demostraremos que la desigualdad es cierta para k = m. Sea ∼ la relación de equivalencia
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en Fm ∩H −Fm−1 ∩H definida por conmensurabilidad, y sea I un conjunto completo de
representantes de las clases en (Fm∩H−Fm−1∩H)/ ∼. Por Corolario 1.4.9 tenemos que

gdFm∩H(G) ≤ máx{gdFm−1∩H(G) + 1, gd(Fm∩H)[L](G) | L ∈ I}
≤ máx{n+m, gd(Fm∩H)[L](G) | L ∈ I}

entonces demostrar que gdFm∩H(G) ≤ n +m es suficiente mostrar que gd(Fm∩H)[L](G) ≤
n+m para todo L ∈ I. Sea L ∈ I. Podemos escribir la familia

(Fm ∩H)[L] = {K ≤ G | K ∈ Fm ∩H −Fm−1 ∩H,K ∼ L} ∪ (Fm−1 ∩H)

como la unión de dos familias (Fm∩H)[L] = G∪(Fm−1∩H) donde G es la familia generada
por {K ≤ G | K ∈ Fm ∩H −Fm−1 ∩H, [K] = [L]}. Por Corolario 1.4.11 tenemos

gd(Fm∩H)[L](G) ≤ máx{gdFm−1∩H(G), gdG∩(Fm−1∩H)(G) + 1, gdG(G)}
≤ máx{n+m− 1, gdG∩(Fm−1∩H)(G) + 1, gdG(G)}, por hipótesis de inducción.

Vamos a demostrar las siguientes desigualdades

a) gdG(G) ≤ n−m,

b) gdG∩(Fm−1∩H)(G) ≤ n+m− 1

y como consecuencia tendŕıamos que gdFm∩H[L](G) ≤ n + m. Primero demostraremos
el inciso a). Notemos que un modelo para EF0(G/L) es un modelo para EGG v́ıa la
acción dada por la proyección G → G/L. Dado que G/L es virtualmente Zn−m por [61,
Proposition 1.3], tenemos gdF0

(G/L) ≤ n−m.

Ahora demostraremos el inciso b). Aplicando Proposición 1.4.12 a la inclusión de las
familias G ∩ (Fm−1 ∩H) ⊂ G obtenemos

gdG∩(Fm−1∩H)(G) ≤ gdG(G) + d

para algún d tal que para cualquier K ∈ G se cumpla que gdG∩(Fm−1∩H)∩K(K) ≤ d. Dado
que ya mostramos que gdG(G) ≤ n −m, nuestra siguiente tarea es mostrar que d puede
elegirse igual a 2m− 1.

Recordemos que cualquier K ∈ G es virtualmente Zt para algún 0 ≤ t ≤ m. Dividamos
nuestra demostración en dos casos. Primero supongamos que K ∈ G es virtualmente Zt
para algún 0 ≤ t ≤ m−1. Por lo tanto, K pertenece a Fm−1∩H, se sigue que K pertenece
a G ∩ (Fm−1 ∩H) y concluimos que gd(G∩(Fm−1∩H))∩K(K) = 0. Ahora supongamos K ∈ G
es virtualmente Zm. Afirmamos que (G ∩ (Fm−1 ∩ H)) ∩ K = Fm−1 ∩ K. La inclusión
(G ∩ (Fm−1 ∩ H)) ∩ K ⊂ Fm−1 ∩ K es clara ya que Fm−1 ∩ H ⊂ Fm−1. Para la otra
inclusión, sea M ∈ Fm−1 ∩K. Dado que K ≤ H obtenemos que Fm−1 ∩K ⊆ Fm−1 ∩H
y como consecuencia M ∈ Fm−1 ∩ H. Por otro lado, M ≤ K ∈ G, por lo tanto M ∈
(G ∩ (Fm−1 ∩H)) ∩K. Esto demuestra la afirmación. Concluimos que

gd(G∩(Fm−1∩H))∩K(K) = gdFm−1∩K(K) ≤ m+m− 1 = 2m− 1

donde la desigualdad se sigue de [61, Proposition 1.3].
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La siguiente proposición es una pequeña generalización de [17, Lemma 2.3].

Proposición 3.1.2. Sea H un subgrupo de Zn que es maximal en Ft − Ft−1. Entonces,
para todo 0 ≤ k ≤ t se cumplen que todo elemento L ∈ (Fk∩H−Fk−1∩H) esta contenido
en único elemento maximal M ∈ (Fk −Fk−1) y M ≤ H.

Demostración. Tenemos dos casos Rango(H) = n o Rango(H) < n. En el primer caso
tenemos por la maximalidad de H que H = Zn, y Fk ∩ H = Fk. Sea L ∈ (Fk − Fk−1),
consideremos la siguiente sucesión exacta corta

1 → L→ Zn p−→ Zn /L→ 1

puesto que Rango(Zn) = Rango(L) + Rango(Zn /L) y por el teorema de clasificación de
grupos abelianos finitamente generados tenemos que Zn /L es isomorfo a Zn−k⊕F donde
F es la parte de torsión. Entonces es claro que p−1(F ) es el único subgrupo maximal de
Zn de rango k que contiene a L.

Supongamos que Rango(H) = t < n. Sea L ∈ Fk ∩H − Fk−1 ∩H, en particular L ∈ Fk

entonces L está contenido en un único maximal M ∈ Fk−Fk−1. Afirmamos que M ≤ H.
Notemos que MH es virtualmente Zt

[HM : H] = [M :M ∩H] ≤ [M : L] <∞,

la maximalidad deH implica queH =MH. Esto finaliza la demostración de la afirmación.
Ahora es fácil ver que M ∈ Fk ∩H−Fk−1∩H es el único maximal en Fk ∩H−Fk−1∩H
que contiene L. De hecho, supongamos que hay otro N ∈ Fk ∩ H − Fk−1 ∩ H que es
maximal y contiene L. Entonces tenemos

[NM : N ] = [M :M ∩N ] ≤ [M : L] <∞

lo cual implica que NM ∈ H ∩ Fk. Esto contradice la maximalidad de N .

Corolario 3.1.3. Sea H un subgrupo de Zn que es maximal en Ft−Ft−1. Entonces, para
todo 0 ≤ k ≤ t se cumplen las siguientes afirmaciones

a) Cada L ∈ (Fk ∩ H − Fk−1 ∩ H) está contenido en un único elemento maximal M ∈
(Fk ∩H −Fk−1 ∩H).

b) Sea S ∈ (Fk∩H−Fk−1∩H) un elemento maximal, entonces S es maximal en Fk−Fk−1.

Lema 3.1.4. Sean n, t ∈ N tal que 0 ≤ t < n. Sea L un subgrupo de Zn que es maximal en
Ft−Ft−1. Sea SUB(L) la familia de todos los subgrupos de L. Entonces, gdSUB(L)(Zn) ≤
n− t.

Demostración. Un modelo para EF0(Zn/L) es un modelo para ESUB(L)Zn v́ıa la acción
dada por la proyección Zn → Zn/L. Dado que Zn/L = Zn−t, un modelo para EF0(Zn/L)
es Rn−t con la acción dada por traslación.
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Lema 3.1.5. Sean p, t, n ∈ N tal que 0 ≤ k ≤ p < t ≤ n. Sea H un subgrupo de Zn que es
maximal en Ft−Ft−1, y sea S maximal en Fp∩H−Fp−1∩H (nótese que S es un subgrupo
de H). Entonces, podemos escoger un modelo X de EFk∩S Z

n con dim(X) ≤ n+ k, y un
modelo Y de EFk∩H Zn con dim(Y ) ≤ n+ k tal que tenemos una inclusión X ↪−→ Y .

Demostración. La demostración es por inducción en k. Sea G = Zn. Para k = 0 tenemos
EF0∩SG = EG y EF0∩HG = EG. Un modelo para EG es Rn, por lo que la afirmación
se sigue. Suponiendo que la afirmación es válida para todo k < m, vamos a demostrar
que también es cierta para k = m, es decir, mostraremos que existe un modelo X de
EFm∩S Zn con dim(X) ≤ n+m, y un modelo Y de EFm∩H Zn con dim(Y ) ≤ n+m tal que
tenemos una inclusión X ↪−→ Y . Sea ∼ la relación de equivalencia en Fm ∩H −Fm−1 ∩H
definida por conmensurabilidad. Sea I1 un conjunto completo de representantes de clases
de subgrupos en (Fm∩H−Fm−1∩H)/ ∼. Por Corolario 3.1.3, estos representantes pueden
ser elegidos maximales dentro de sus clases de comensuración. Aplicando Teorema 1.4.7 y
Observación 1.4.5, el siguiente G-coproducto amalgamado homotópico nos da un modelo
X1 para EFm∩HG ⊔

L∈I1

EFm−1∩HG EFm−1∩HG

⊔
L∈I1

E(Fm∩H)[L]G X1

(3.1)

Para L ∈ I1, por la maximalidad de L en su clase de conmensuración podemos escribir la
familia

(Fm ∩H)[L] = {K ≤ G | K ∈ Fm ∩H −Fm−1 ∩H,K ∼ L} ∪ (Fm−1 ∩H)

como la unión de dos familias

(Fm ∩H)[L] = SUB(L) ∪ (Fm−1 ∩H),

donde SUB(L) es la familia generada por todos los subgrupos de L.

Por otro lado, sea ∼ la relación de equivalencia en Fm ∩ S − Fm−1 ∩ S definida por la
conmensuración. Sea I2 un conjunto completo de representantes de las clases de subgrupos
en (Fm ∩ S − Fm−1 ∩ S)/ ∼. Por la Corolario 3.1.3, estos representantes pueden elegirse
maximales dentro de sus clases de conmensuración. Por Teorema 1.4.7 el siguiente G-
coproducto amalgamado homotópico nos da un modelo X2 para EFm∩SG.
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⊔
L∈I2

EFm−1∩SG EFm−1∩SG

⊔
L∈I2

ESUB(L)∪(Fm−1∩S)G X2

(3.2)

Sea T ∈ I2. Afirmamos que un modelo para ESUB(T )∪(Fm−1∩H)G es también un modelo
para ESUB(L)∪(Fm−1∩H)G para todo L ∈ I1. Sea L ∈ I1. Notemos que T y L son subgrupos
maximales deH, entoncesH = L⊕N1 yH = T⊕N2. Podemos construir un automorfismo
de H, σ : L ⊕ N1 → T ⊕ N2, que env́ıa L a T de manera isomorfa. Puesto que H es
maximal en G podemos descomponer G como G = H⊕R. Por lo tanto podemos extender
el automorfismo σ a un automorfismo de G, σ̂ : L⊕N1 ⊕R → T ⊕N2 ⊕R, que env́ıa L a
T de manera isomorfa y preserva el subgrupo H. Se sigue que ESUB(T )∪(Fm−1∩H)G es un
modelo para ESUB(L)∪(Fm−1∩H)G v́ıa la acción dada por el automorfismo σ̂.

De Corolario 3.1.3 se deduce que I1 = I2 ⊔ (I1 − I2). Por lo tanto, podemos reemplazar
los G-coproductos amalgamados homotópicos en Ecuación (3.1) y Ecuación (3.2) con las
siguientes G-coproductos amalgamados homotópicos.

(⊔
L∈I2

EFm−1∩HG

)⊔( ⊔
L∈I1−I2

EFm−1∩HG

)
EFm−1∩HG

(⊔
L∈I2

ESUB(T )∪(Fm−1∩H)G

)⊔( ⊔
L∈I1−I2

ESUB(T )∪(Fm−1∩H)G

)
X1

(3.3)⊔
L∈I2

EFm−1∩SG EFm−1∩SG

⊔
L∈I2

ESUB(T )∪(Fm−1∩S)G X2

(3.4)

Por hipótesis de inducción existe un modelo X de EFm−1∩SG con dim(X) ≤ n +m − 1,
y un modelo Y de EFm−1∩HG con dim(Y ) ≤ n + m − 1, tal que tenemos una inclu-
sión X ↪−→ Y . Por los G-coproductos amalgamados en Ecuación (3.3) y Ecuación (3.4),
para demostrar que existe una inclusión EFm∩S ↪−→ EFm∩H es suficiente demostrar que
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hay una inclusión ESUB(T )∪(Fm−1∩S)G ↪−→ ESUB(T )∪(Fm−1∩H)G. Por Proposición 1.4.10 los
siguientes G-coproductos amalgamados nos dan un modelo para ESUB(T )∪(Fm−1∩S)G y
ESUB(T )∪(Fm−1∩H)G respectivamente.

ESUB(T )∩(Fm−1∩S)G //

��

EFm−1∩SG

��

ESUB(T )G // Y2

ESUB(T )∩(Fm−1∩H)G //

��

EFm−1∩HG

��

ESUB(T )G // Y1

(3.5)

Notemos que SUB(T ) ∩ (Fm−1 ∩ S) = Fm−1 ∩ T = SUB(T ) ∩ (Fm−1 ∩ H). Se sigue
de estos G-coproductos amalgamados que tenemos una inclusión ESUB(T )∪(Fm−1∩S)G ↪−→
ESUB(T )∪(Fm−1∩H)G.

Finalmente mostraremos que dim(X1) ≤ n +m y dim(X2) ≤ n +m. De Ecuación (3.3)
se sigue

dim(X1) ≤ máx{gdFm−1∩H(G), gdFm−1∩H(G) + 1, gdSUB(T )∪(Fm−1∩H)(G)}
≤ máx{n+m, gdSUB(T )∪(Fm−1∩H)(G)}, por hipótesis de inducción

Entonces demostrar que dim(X1) ≤ n+m es suficiente mostrar que gdSUB(T )∪(Fm−1∩H)(G) ≤
n+m. Por Ecuación (3.5) y dado que SUB(T ) ∩ (Fm−1 ∩H) = Fm−1 ∩ T tenemos que

gdSUB(T )∪(Fm−1∩H)(G) ≤ dim(Y1)

≤ máx{gdFm−1∩H(G), gdSUB(T )∩(Fm−1∩H)(G) + 1, gdSUB(T )(G)}
= máx{gdFm−1∩H(G), gdFm−1∩T (G) + 1, gdSUB(T )(G)}
≤ máx{n+m− 1, n+m,n−m}, By Lema 3.1.1 and Lema 3.1.4

= n+m.

Teorema 3.1.6 (La cota inferior). Sea k, t, n ∈ N tal que 0 ≤ k < t ≤ n. Sea H un
subgrupo de Zn que es maximal en Ft −Ft−1, entonces H

n+k
Fk∩H(Z

n;Z) ̸= 0.

Demostración. Sea G = Zn. La demostración es por doble inducción sobre (t, k). La
afirmación es cierta para todo (t, 0) ∈ N× {0}. Sea H un subgrupo de G que es maximal
en Ft −Ft−1, entonces

Hn+0
F0∩H(G;Z) = Hn

F0
(G;Z) = Hn(G;Z) = Z .

Supongamos que la afirmación es verdadera para todo (t, s) ∈ N × {0, 1, . . . , k − 1},
demostraremos que la afirmación es verdadera para (t, k), es decir, Hn+k

Fk∩H(G;Z) ̸= 0. Sea
∼ la relación de equivalencia en Fk∩H−Fk−1∩H definida por conmensuración. Sea I un
conjunto completo de representantes de clases de subgrupos en (Fk∩H−Fk−1∩H)/ ∼. Por
Corolario 3.1.3 estos representantes pueden ser elegidos maximales dentro de sus clases
de conmensuración. Por Teorema 1.4.7 y Observación 1.4.5 el siguiente G-coproducto
amalgamado homotópico nos da un modelo X para EFk∩HG.
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⊔
L∈I

EFk−1∩HG EFk−1∩HG

⊔
L∈I

E(Fk∩H)[L]G X

⊔
L∈I

fL

⊔
L∈I

id

(3.6)

Para L ∈ I, por la maximalidad de L en su clase de conmensuración podemos escribir la
familia

(Fk ∩H)[L] = {K ≤ G | K ∈ Fk ∩H −Fk−1 ∩H,K ∼ L} ∪ (Fk−1 ∩H)

como la unión de dos familias

(Fk ∩H)[L] = SUB(L) ∪ (Fk−1 ∩H),

donde SUB(L) es la familia generada por todos los subgrupos de L.

Sea S ∈ I. Afirmamos que un modelo para ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G es también un modelo para
ESUB(L)∪(Fk−1∩H)G para todo L ∈ I. Sea L ∈ I. Puesto que S y L son maximales en
H tenemos que H = S ⊕ N1 y H = L ⊕ N2 luego podemos construir un automorfismo
σ : L ⊕ N2 → S ⊕ N1 que env́ıa L a S de manera isomorfa. Puesto que H es maximal
en G, podemos descomponer a G como una suma directa G = H ⊕ R. Ahora podemos
extender σ a un automorfismo de G, σ̂ : L⊕N1 ⊕R → S ⊕N2 ⊕H ⊕R, que env́ıa L a S
de manera isomorfa y preserva H por construcción.

Se sigue que ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G es un modelo para ESUB(L)∪(Fk−1∩H)G v́ıa la acción dada
por el automorfismo σ̂. Por lo tanto, podemos reemplazar el G-coproducto amalgamado
homotópico en Ecuación (3.6) por el siguiente G-coproducto amalgamado homotópico.

⊔
L∈I

EFk−1∩HG EFk−1∩HG

⊔
L∈I

ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G X

⊔
L∈I

fS

⊔
L∈I

id

(3.7)

Por Proposición 1.4.10 el siguiente G-coproducto amalgamado homotópico nos da un
modelo Y para ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G.
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ESUB(S)∩(Fk−1∩H)G EFk−1∩HG

ESUB(S)G Y

g

h

ψ

(3.8)

Notemos que SUB(S) ∩ (Fk−1 ∩H) = Fk−1 ∩ S. Por Lema 3.1.5, la función g puede ser
tomado como una inclusión, entonces por [71, Theorem 1.1] el G-coproducto amalgamado
homotópico puede ser tomado como un G-coproducto amalgamado. Se sigue que

gdSUB(S)∪(Fk−1∩H)(G) ≤ dim(Y )

= máx{gdSUB(S)(G), gdFk−1∩S(G), gdFk−1∩H(G)}
= máx{n− k, n+ k − 1, n+ k − 1}, by Lema 3.1.1 and Lema 3.1.4

= n+ k − 1

(3.9)

Aplicando Mayer-Vietoris al G-coproducto amalgamado en Ecuación (3.7), usando Ecua-
ción (3.9) y Lema 3.1.1, tenemos la siguiente sucesión exacta larga

· · · →

(∏
L∈I

Hn+k−1(ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G/G)

)
⊕Hn+k−1(EFk−1∩HG/G)

φ−→∏
L∈I

Hn+k−1(EFk−1∩HG/G) →Hn+k(X/G) → 0

Entonces demostrar que Hn+k
Fk∩H(G;Z) = Hn+k(X/G) ̸= 0 es suficiente mostrar que φ es

no sobreyectiva. Por Ecuación (3.7) tenemos φ = (
∏

L∈I1 f
∗
S) − ∆, donde ∆ es el encaje

diagonal. Primero, demostraremos que f ∗
S es no sobreyectiva.

Aplicando Mayer-Vietoris al G-coproducto amalgamado en Ecuación (3.8) tenemos la
siguiente sucesión exacta larga

· · · → Hn+k−1(ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G/G)
h∗⊕ψ∗
−−−−→ Hn+k−1(ESUB(S)G/G)⊕Hn+k−1(EFk−1∩HG/G) →

Hn+k−1(EFk−1∩SG/G) → 0

Puesto que gdSUB(S)(G) ≤ n−k y dado que existe precisamente unaG-función EFk−1∩HG→
ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G hasta G-homotoṕıa podemos reducir la sucesión a

· · · → Hn+k−1(ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G/G)
f∗S−→ Hn+k−1(EFk−1∩HG/G) →
Hn+k−1(EFk−1∩SG/G) → 0

Por hipótesis S es maximal en Fk∩H−Fk−1∩H, entonces por Corolario 3.1.3 a) tenemos
que S es maximal en Fk−Fk−1, por hipótesis de inducción tenemos queHn+k−1(EFk−1∩SG/G) ̸=
0, por lo tanto f ∗

S es no sobreyectiva.
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Finalmente veremos que φ es no sobreyectiva. De hecho, sea bK /∈ Im(f ∗
S), para algún

K ∈ I, entonces (0, 0, · · · , bK , · · · , 0) /∈ Im(φ). Supongamos que no es el caso , i.e. existe

(
∏
L∈I

aL, c) ∈

(∏
L∈I

Hn+k−1(ESUB(S)∪(Fk−1∩H)G/G)

)
⊕Hn+k−1(EFk−1∩HG/G)

tal que (0, 0, · · · , bK , · · · , 0) = φ((
∏

L∈I aL, c)) =
∏

L∈I f
∗
S(aL) − ∆(c) = (f ∗

S(aL) − c)L∈I .
Entonces f ∗

S(aL) = c para L ̸= K y f ∗
S(aK)− c = bK , se sigue que

bK = f ∗
S(aK)− f ∗

S(aL) = f ∗
S(aK − aL),

entonces bK ∈ Im(f ∗
S) y esto es una contradicción.

3.2. La Fk-dimensión de grupos de trenzas

Como una primera aplicación del Teorema 3.0.2, calculamos la Fk-dimensión geométrica
de grupo del grupo de trenzas completo Bn y el grupo de trenzas puro Bn.

Teorema 3.2.1. Sean k, n ∈ N tal que 0 ≤ k < n − 1 y G o bien el grupo de trenzas
completo Bn o el grupo de trenzas puro Pn. Entonces gdFk

(G) = cdFk
(G) = vcd(G)+k =

n+ k − 1.

Demostración. Es suficiente demostrar las siguientes desigualdades

n+ k − 1 ≥ gdFk
(G) ≥ cdFk

(G) ≥ n+ k − 1.

En [34, Teorema 1.4] se demostró que gdFk
(Bn) ≤ vcd(Bn) + k para todo 0 ≤ k < n− 1.

Dado que Pn tiene ı́ndice finito en Bn, también tenemos gdFk
(Pn) ≤ vcd(Pn) + k para

todos 0 ≤ k < n − 1. Por otro lado, es bien conocido que gdF0
(Bn) = n − 1, ver por

ejemplo [28]. Esto demuestra la primera desigualdad. La segunda desigualdad se sigue
por Teorema 1.3.1.

En [25, Proposición 3.7], se muestra que Pn tiene un subgrupo isomorfo a Zn−1. Por
lo tanto, por la monotońıa de la Fk-dimensión geométrica y Corolario 3.0.3, tenemos
gdFk

(Bn) ≥ gdFk
(Pn) ≥ n + k − 1 para todos 0 ≤ k < n − 1. Esto demuestra la última

desigualdad.

Para k = 1 este teorema fue demostrado en [25].

3.3. La Fk-dimensión de RAAGs y sus grupos de au-

tomorfismos exteriores

En esta subsección, calcularemos la Fn-dimensión geométrica de grupos de Artin de ángulo
recto (RAAG) y daremos una cota inferior para la Fn-dimensión geométrica del grupo de
automorfismos exteriores de algunos RAAGs.
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Recordemos algunas nociones básicas sobre RAAGs, para más detalles ver por ejemplo
[15]. Sea Γ una gráfica simple finita, es decir, una gráfica finita sin lazos ni múltiples
aristas entre vértices. Definimos el grupo de Artin de ángulo recto (RAAG) AΓ como el
grupo generado por los vértices de Γ con todas las relaciones de la forma vw = wv siempre
que v y w estén unidos por una arista.

El complejo Salvetti

Para la construcción del complejo Salvetti seguiremos [15, Subsección 3.6]. Sea AΓ un
RAAG, su complejo Salvetti SΓ es un complejo CW que se puede construir de la siguiente
manera:

El S
(1)
Γ esqueleto se construye de la siguiente manera: tomamos un punto x0, y para

cada v ∈ V (Γ), añadimos una 1-célula I = [0, 1] identificando los extremos de I a

x0. Entonces, el S
(1)
Γ esqueleto es una cuña de ćırculos.

El S
(2)
Γ esqueleto se construye de la siguiente manera. Para cada arista de Γ añadimos

una 2-célula I × I a S
(1)
Γ por la frontera ∂(I × I) como svsws

−1
v s−1

w .

En general, el S
(n)
Γ esqueleto se construye de la siguiente manera. Para cada subgráfi-

ca completa Γ′ de Γ con |V (Γ′)| = n añadimos una n-célula In al esqueleto S
(n−1)
Γ

utilizando los generadores V (Γ′).

Observación 3.3.1. Notemos que por la construcción del complejo Salvetti SΓ, su grupo
fundamental es AΓ. Además, SΓ tiene encajado un toro de dimensión dim(SΓ), lo cual se
deduce de su construcción. Por lo tanto, el grupo fundamental π1(SΓ, x0) = AΓ tiene un
subgrupo que es isomorfo a Zdim(SΓ).

Teorema 3.3.2. [15, Theorem 3.6] El cubriente universal del complejo de Salvetti, S̃Γ,
es un complejo cubular CAT(0). En particular, SΓ en un espacio K(AΓ, 1).

Corolario 3.3.3. Sea G un RAAG. Entonces G es libre de torsión.

Lema 3.3.4. Sea AΓ un RAAG entonces gd(AΓ) = cd(AΓ) = dim(SΓ). Además

cd(AΓ) = máx{n ∈ N | existe una subgráfica completa Γ′ de Γ con |V (Γ′)| = n}.

Demostración. Es suficiente demostrar las siguientes desigualdades

dim(SΓ) ≥ gd(AΓ) ≥ cd(AΓ) ≥ dim(SΓ).

La primera desigualdad se deduce de Teorema 3.3.2. La segunda desigualdad se deduce
de Teorema 1.3.1. Por [15, Subsección 3.7], Hdim(SΓ)(SΓ) = Hdim(SΓ)(AΓ) es un grupo
abeliano libre generado por cada dim(SΓ)-célula. De aqúı se sigue la tercera desigualdad.

Por la construcción del complejo Salvetti SΓ, tenemos que

dim(SΓ) = máx{n ∈ N | existe una subgráfica completa Γ′ de Γ con |V (Γ′)| = n}.

Dado que cd(AΓ) = dim(SΓ), la afirmación se sigue.
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Sea G un grupo de Artin de ángulo recto. En [61, Corolario 1.2], se demostró que
cdFk

(G) ≤ cd(G) + k + 1 para todo 0 ≤ k < cd(G). Sin embargo, siguiendo su de-
mostración en [61, Prueba del Teorema 3.1] y utilizando [30, Proposición 7.3], podemos
demostrar que cdFk

(G) ≤ cd(G) + k para todo 0 ≤ k < cd(G). En [61] y [30, Proposición
7.3], trabajan con la Fk-dimensión cohomológica en lugar de la Fk-dimensión geométrica,
esa es la razón por la que el siguiente Teorema 3.3.5 se enuncia en términos de la dimensión
cohomológica Fk.

Teorema 3.3.5. Sea G un RAAG. Entonces cdFk
(G) ≤ cd(G) + k para todo k ∈ N.

Demostración. La demostración es por inducción sobre k. Para k = 0 se sigue de Le-
ma 3.3.4. Supongamos que la desigualdad es verdadera para todo k < m. Demostraremos
la desigualdad para k = m. Sea ∼ la relación de equivalencia en Fm −Fm−1 definida por
conmensuración, y sea I un conjunto completo de representantes de clases de conjuga-
ción en (Fm − Fm−1)/ ∼. Entonces, por la versión cohomológica de Corolario 1.4.9 (ver
Observación 1.4.14) tenemos

cdFm(G) ≤ máx{cdFm−1(G) + 1, cdFm[L](NG[L]) | L ∈ I}
≤ {cd(G) +m, cdFm[L](NG[L]) | L ∈ I}

Entonces demostrar que cdFm(G) ≤ cd(G)+m es suficiente demostrar que cdFm[L](NG[L]) ≤
cd(G) +m para todo L ∈ I. Sea L ∈ I, podemos escribir la familia

Fm[L] = {K ≤ NG[L] | K ∈ Fm −Fm−1, K ∼ L} ∪ (Fm−1 ∩NG[L])

como la unión de dos familias Fm[L] = G ∪ (Fm−1 ∩ NG[L]) donde G es la familia ge-
nerada por {K ≤ NG[L] | K ∈ Fm − Fm−1, K ∼ L}. Por la versión cohomológica de
Corolario 1.4.11 (ver Observación 1.4.14) obtenemos

cdFm[L](NG[L]) ≤ máx{cdG(NG[L]), cdFm−1∩NG[L](NG[L]), cdG∩Fm−1(NG[L]) + 1}
≤ máx{cdG(NG[L]), cd(G) +m− 1, cdG∩Fm−1(NG[L]) + 1}

Vamos a demostrar las siguientes desigualdades

1. cdG(NG[L]) ≤ cd(G)−m

2. cdG∩Fm−1(NG[L]) ≤ cd(G) +m− 1

Como una consecuencia tendŕıamos cdFm[L](NG[L]) ≤ cd(G)+m. Procedemos a demostrar
el inciso (1). Definimos la familia F = {K ≤ NG[L] | [K : K ∩ L] < ∞}. Afirmamos que
F = G. Para mostrar que G ⊆ F notemos que

{K ≤ NG[L] | K ∈ Fm −Fm−1, K ∼ L} ⊆ {K ≤ NG[L] | [K : K ∩ L] <∞} = F

como por definición G es la familia mas pequeña que contiene {K ≤ NG[L] | K ∈ Fm −
Fm−1, K ∼ L} se sigue que G ⊆ F . Ahora demostremos la otra inlusión F ⊆ G. Sea
S ∈ F , entonces [S : S ∩ L] < ∞, notemos que [LS : L] = [S : S ∩ L] < ∞ se sigue que
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LS es comensurable con L, y como una consecuencia S ≤ LS ∈ G, en particular se sigue
que S ∈ G. Esto demuestra la afirmación.

Puesto que demostramos que G = F se sigue de [30, Proposition 7.3] cdG(NG[L]) ≤
cd(G)−m. Aplicando la versión cohomológica de Proposición 1.4.12 (ver Observación 1.4.14)
a la inclusión de familias (G ∩ Fm − 1) ⊂ G obtenemos

cdG∩Fm−1(G) ≤ cdG(G) + d

para algún d tal que para cualquier K ∈ G se tiene cdG∩Fm−1∩K(K) ≤ d. Puesto que ya
demostramos gdG(NG(L)) ≤ cd(G) −m, nuestra siguiente tarea es mostrar que d puede
ser elegido igual a 2m− 1.

Recordemos que cualquier K ∈ G es virtualmente Zt para algún 0 ≤ t ≤ m. Vamos
a dividir la demostración en dos casos. Primero asumamos K ∈ G es virtualmente Zt
para algún 0 ≤ t ≤ m − 1. entonces K es elemento de Fm−1, se sigue que K es un
elemento de G ∩ Fm−1 y concluimos que cd(G∩Fm−1∩K(K) = 0. Ahora asumamos que
K ∈ G es virtualmente Zm. Afirmamos que (G ∩ Fm−1) ∩ K = Fm−1 ∩ K. La inclusión
(G ∩ Fm−1) ∩ K ⊂ Fm−1 ∩ K es evidente. Para la otra inclusión, sea M ∈ Fm−1 ∩ K.
Puesto que M ≤ K ∈ G, por lo tanto M ∈ (G ∩Fm−1)∩K. Esto termina la demostración
de la afirmación.

Concluimos que

cd(G∩Fm−1)∩K(K) = cdFm−1∩K(K) ≤ m+m− 1 = 2m− 1

donde la desigualdad se sigue de [61, Proposition 1.3].

Teorema 3.3.6. Sea G un RAAG. Entonces para 0 ≤ k < cd(G) tenemos cdFk
(G) =

cd(G) + k.

Demostración. Por Teorema 3.3.5 tenemos que cdFk
(G) ≤ cd(G) + k. Por otro lado, por

Lema 3.3.4G tiene un subgrupo isomorfo a Zcd(G), la afirmación se sigue de Corolario 3.0.3.

Teorema 3.3.7. Sea G un RAAG. Entonces para 0 ≤ k < cd(G) tenemos que gdFk
(G) =

cdFk
(G).

Demostración. Si k = 0 la afirmación se sigue de Lema 3.3.4. Supongamos que k ≥ 1,
por hipótesis cd(G) ≥ 2. Por Teorema 3.3.6 tenemos que cdFk

(G) ≥ 3, entonces por
Teorema 1.3.1, gdFk

(G) = cdFk
(G).

Fijemos un grupo de Artin de ángulo recto AΓ, denotamos por Aut(AΓ) al grupo de
automorfismos de AΓ y por Inn(AΓ) al subgrupo que consiste de los automorfismos in-
ternos. El grupo de automorfismos externos de AΓ se define como el cociente Out(AΓ) =
Aut(AΓ)/ Inn(AΓ). Si S ⊆ V (Γ), entonces el subgrupo H generado por S se llama subgru-
po especial de AΓ. Se puede demostrar que, de hecho, H es el grupo de Artin de ángulo
recto AS asociado al subgráfica completa inducido por S en Γ.



3.4 La Fk-dimensión geométrica de gráficas de grupos abelianos
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Sea Fn el grupo libre en n generadores. El grupo Fn puede ser visto como el RAAG
asociado a la gráfica que tiene n vértices y no tiene aristas. En [18] se demostró que
vcd(Out(Fn)) = 2n − 3 para n ≥ 2 y que Out(Fn) tiene un subgrupo isomorfo a
Zvcd(Out(Fn)). Por Corolario 3.0.3 obtenemos la siguiente proposición:

Proposición 3.3.8. Sea n ≥ 2. Sea Fn el grupo libre en n generadores. Entonces

gdFk
(Out(Fn)) ≥ 2n+ k − 3

para todo 0 ≤ k < 2n− 3.

Sea Ad el grupo de Artin de ángulo recto dado por una cadena de d diamantes. En [20,
Proposition 6.5] se demostró que vcd(Out(Ad)) = 4d− 1 y que Out(Ad) tiene un subgru-
po isomorfo a Zvcd(Out(Ad)). Como consecuencia de Corolario 3.0.3, tenemos la siguiente
proposición:

Proposición 3.3.9. Sea Ad el grupo de Artin de ángulo recto dado por una cadena de d
diamantes. Entonces gdFk

(Out(Ad)) ≥ 4d+ k − 1 para todo 0 ≤ k < 4d− 1.

3.4. La Fk-dimensión geométrica de gráficas de gru-

pos abelianos finitamente generados.

Proposición 3.4.1. Sea Y una gráfica finita de grupos tal que para cada v ∈ V (Y )
el grupo Gv es virtualmente abeliano infinito finitamente generado, con Rango(Ge) <
Rango(Gv). Supongamos que la descomposición de G = π1(Y ) es aciĺındrica. Sea m =
máx{Rango(Gv) | v ∈ V (Y )}. Entonces para 1 ≤ k < m tenemos que gdFk

(G) = m+ k.

Demostración. La descomposición de G es aciĺındrica, entonces por Teorema 2.4.3 tene-
mos

gdFk
(G) ≥ máx{gdFk∩Gv

(Gv), gdFk∩Ge
(Ge) | v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )}

≥ máx{Rango(Gv) + k,Rango(Ge) + k | v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )},Corolario 3.0.3

= máx{Rango(Gv) + k | v ∈ V (Y )},Rango(Ge) ≤ Rango(Gv)

= m+ k.

También por Teorema 2.4.3 tenemos que

gdFk
(G) ≤ máx{2, gdFk∩Gv

(Gv), gdFk∩Ge
(Ge) + 1 | v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )}

= máx{2,Rango(Gv) + k,Rango(Ge) + k + 1 | v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )}
= máx{Rango(Gv) + k | v ∈ V (Y )},Rango(Ge) < Rango(Gv) y k ≥ 1

= m+ k,

la primera igualdad es por Teorema 3.0.2.

Corolario 3.4.2. Sea Y una gráfica finita de grupos tal que para cada v ∈ V (Y ) el grupo
Gv es virtualmente abeliano infinito finitamente generado, y para cada e ∈ E(Y ) el grupo
Ge es finito. Sea m = máx{Rango(Gv) | v ∈ V (Y )}. Entonces para 1 ≤ k < m tenemos
que gdFk

(G) = m+ k.



Caṕıtulo 4

Dimensión virtualmente ćıclica de
grupos polilibres

En este caṕıtulo se presenta un trabajo realizado en colaboración con la Dra. Rita Jiménez
Rolland [33]. En éste damos una cota superior para la dimensión virtualmente ćıclica de
grupos normalmente polilibres, para enunciar el teorema introducimos algunas definicio-
nes.

Un grupo G se llama polilibre si existe una filtración finita de G por subgrupos

1 = G0 < G1 < · · · < Gn−1 < Gn = G

tal que Gi es normal en Gi+1, y el cociente Gi+1/Gi es un grupo libre, para 0 ≤ i ≤ n− 1.
Si tenemos que cada Gi es normal en G, decimos que G es normalmente polilibre. Si hay
una filtración tal que los grupos libres Gi+1/Gi son de rango finito, decimos que G es poli-
f.g.-libre. Definimos la longitud de G como el mı́nimo n ∈ N tal que existe una filtración
como la anterior.

En la literatura, hay varios ejemplos de grupos polilibres y normalmente polilibres:

Los grupos poli-Z son un caso particular de grupos polilibres, y sus dimensiones
virtualmente ćıclica fueron expĺıcitamente calculados en [51, Section 5].

En [32, Theorem 1.3] muestran que el grupo fundamental de un gráfica finita cuyos
grupos vértices y aristas son grupos libres finitamente generados es normalmente
polilibre.

Los grupos de trenzas puras de superficies con frontera no vaćıa [2].

Los grupos de Artin pares de tipo FC son normalmente polilibres [9, Teorema 3.18],
[72, Theorem A]. Es una pregunta abierta [6, Question 2] si todos los grupos de Artin
son virtualmente polilibres.

Los grupos polilibres satisfacen la Conjetura de Baum–Connes con coeficientes [14, Re-
mark 2] la conjetura de Farrell-Jones [14, Theorem A], véase también [2], [7, Theorem
1.1], [38, Theorem 2.3.7].
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Notación: En la literatura es común denotar a gdF0
y gdF1

como gd y gd respectivamente.

En este caṕıtulo se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 4.0.1. Sea G un grupo polilibre de longitud n ∈ N.

a) La dimensión geométrica gd(G) = gd(G) esta acotado superiormente por n. Además,
si G es normalmente poli-f.g.-libre, entonces gd(G) = n.

b) Si G es normalmente polilibre, entonces la dimensión virtualmente ćıclica satisface la
siguiente desigualdad

gd(G) ≤ 3(n− 1) + 2.

El argumento utilizado para demostrar el teorema anterior es por inducción sobre la
longitud del grupo polilibre. Y además se necesitó demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.0.2 (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Sea G un grupo tal que gd(G) = 1, en-
tonces gd(G) ≤ 2. Además, si G es no virtualmente ćıclico y tiene un elemento de orden

infinito, entonces gd(G) = 2.

Notemos que todo grupo libre F no virtualmente ćıclico satisface las hipótesis del Teore-
ma 4.0.2 anterior, por lo tanto gd(F ) = 2. Para grupos libres finitamente generados este

resultado ya se conoćıa ver por ejemplo [39]. Pero existen grupos que no son virtualmente
libres y satisfacen las hipótesis del teorema anterior, por ejemplo si tomamos un grupo
finito Q no trivial y tomamos el producto libre Γ = Q∗(Q×Q)∗(Q×Q×Q) · · · , el grupo
Γ se puede ver como el grupo fundamental de una gráfica de grupos en donde los grupos
aritas son triviales y los grupos vértices son los correspondientes productos directos de Q.
Está gráfica no tiene una cota uniforme en la cardinalidad de los grupos vértices, luego
por [64, Theorem 7.3] no es un grupo virtualmente libre, no es finitamente generado, y
satisface las hipótesis del Teorema 4.0.2 anterior.

4.0.1. Básicos de grupos normalmente polilibres

Definición 4.0.3 (Grupo polilibre). Un grupo discreto G se llama polilibre si existe una
filtración finita de G por subgrupos 1 = G0 < G1 < · · · < Gn−1 < Gn = G tal que Gi es
normal en Gi+1, y el cociente Gi+1/Gi es un grupo libre. Definimos la longitud de G como

mı́n{n ∈ N | existe una filtración de G de longitud n}.

Proposición 4.0.4. Algunas propiedades de los grupos polilibres

a) Todo grupo polilibre es libre de torsión.

b) Sea G un grupo polilibre de longitud n, y H un subgrupo de G. Entonces H es un grupo
polilibre de longitud ≤ n.

c) Sea 1 → K → G
p−→ H → 1 una sucesión exacta corta de grupos tal que K y H son

grupos polilibres, entonces G es un grupo polilibre.
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Demostración. Demostremos el inciso a). La demostración es por inducción sobre la lon-
gitud del grupo polilibre. Si la longitud es 1 tenemos que el grupo es libre y la afirmación
se sigue. Supongamos que la afirmación es cierta para todos los grupos polilibres de lon-
gitud menor o igual que k − 1. Sea G un grupo polilibre de longitud k, es decir, existe
una filtración por subgrupos 1 = G0 < G1 < · · · < Gk−1 < Gk = G tal que Gi es normal
en Gi+1, y el cociente Gi+1/Gi es un grupo libre. Consideremos la sucesión exacta corta
1 → Gk−1 → G → G/Gk−1 → 1 por hipótesis de inducción Gk−1 es libre de torsión,
también G/Gk−1 es libre de torsión por ser un grupo libre. Concluimos de la sucesión
exacta corta anterior que G es un grupo libre de torsión.

Demostremos el inciso b). Sea G un grupo polilibre de longitud n, es decir, existe una
filtración por subgrupos 1 = G0 < G1 < · · · < Gn−1 < Gn = G tal que Gi es normal en
Gi+1, y el cociente Gi+1/Gi es un grupo libre. Notemos que la filtración anterior induce una
filtración del subgrupo H de G: 1 = G0 ∩H < G1 ∩H < · · · < Gn−1 ∩H < Gn ∩H = H
afirmamos que esta filtración cumple con lo requerido. Podemos restringir la sucesión
exacta corta 1 → Gi → Gi+1 → Gi+1/Gi → 1 a Gi+1 ∩ H para obtener la siguiente
sucesión 1 → Gi ∩H → Gi+1 ∩H → Q → 1 donde Q es un subgrupo libre de Gi+1/Gi,
se sigue la sucesión exacta corta anterior que (Gi+1 ∩H)/(Gi ∩H) es un grupo libre.

Demostremos el inciso c). Como K y H son grupos polilibres tenemos que existen filtra-
ciones por subgrupos 1 = K0 < K1 < · · · < Kn−1 < Kn = K y 1 = H0 < H1 < · · · <
Hm−1 < Hm = H tal que Ki es normal en Ki+1 ( Hi es normal en Hi+1), y el cociente
Ki+1/Ki es un grupo libre (el cociente Hi+1/Hi es un grupo libre). Se puede verificar que
la siguiente filtración cumple con lo requerido: 1 = K0 < K1 < · · · < Kn−1 < p−1(H0) <
p−1(H1) < · · · < p−1(Hm−1) < p−1(Hm) = G.

Observación 4.0.5. En general, el cociente de grupos polilibres no es polilibre. Por ejem-
plo el cociente de Z por 2Z es Z2.

Definición 4.0.6 (Grupo normalmente polilibre). Un grupo discreto G se llama normal-
mente polilibre si existe una filtración finita de G por subgrupos 1 = G0 < G1 < · · · <
Gn−1 < Gn = G tal que Gi es normal en G, y el cociente Gi+1/Gi es un grupo libre.

4.0.2. Dimensión geométrica de grupos polilibres

Proposición 4.0.7. Si G es un grupo polilibre de longitud n, entonces gd(G) ≤ n.
Además, si G es normalmente polilibre y los grupos cocientes son grupos libres finita-
mente generados, entonces gd(G) = n.

Demostración. La demostración es por inducción sobre la longitud n del grupo. Si n = 1,
entoncesG es un grupo libre no trivial, entonces gd(G) = 1. Supongamos que la afirmación
es cierta para todo n ≤ k − 1. Sea G un grupo polilibre de longitud k. Entonces, existe
una filtración de G por subgrupos 1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gk−1 ≤ Gk = G tal que Gi+1/Gi

es un grupo libre para 0 ≤ i ≤ k − 1. Consideremos la siguiente secesión exacta corta

1 → Gk−1 → G→ G/Gk−1 → 1.

Dado que G/Gk−1 es un grupo libre, tenemos por [47, Teorema 5.15] que

gd(G) ≤ gd(Gk−1) + gd(G/Gk−1) ≤ (k − 1) + 1 = k,
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la segunda desigualdad se sigue por la hipótesis de inducción y el hecho de que la dimensión
geométrica de un grupo libre es 1.

Observamos que gd(G) ≥ cd(G) ≥ hdQ(G) ≥ hdQ(G).

SiG es un grupo normalmente polilibre y los grupos cocientes son grupos libres finitamente
generados, en [53, Teorema 16] se demostró que hdQ(G) = n, esto termina la demostración.

4.0.3. Dimensión virtualmente ćıclica de grupos polilibres

Teorema 4.0.8. Sea G un grupo tal que gd(G) = 1, entonces gd(G) ≤ 2. Además, si G

es no virtualmente ćıclico y contiene un elemento de orden infinito, entonces gd(G) = 2.

Demostración. Dado que gd(G) = 1, tenemos que existe un árbol T que es un modelo
para EG. Vamos a promover T a un modelo para EG coneando algunas geodésicas en T .

Afirmamos que el estabilizador StabG(γ) de cualquier ĺınea geodésica γ en T es virtual-
mente ćıclico. De hecho, ya que StabG(γ) actúa mediante automorfismos simpliciales en γ,
tenemos un morfismo φ : StabG(γ) → Aut(γ) = D∞. Luego tenemos la siguiente sucesión
exacta corta

1 → ker(φ) → StabG(γ)
φ−→ D → 1.

Dado que ker(φ) fija puntualmente los vértices de γ y T es un modelo para EG, tenemos
que ker(φ) es finito. Por otro lado,D∞ es virtualmente ćıclico, por lo queD es virtualmente
ćıclico. De ello se deduce que StabG(γ) es virtualmente ćıclico.

Dado que T es un modelo para EG, cualquier subgrupo virtualmente ćıclico infinito de
G debe actuar co-compactamente en una única ĺınea geodésica de T ver por ejemplo
Lema 2.3.1. Consideremos la colección A de todas las geodésicas de T que admiten una
acción co-compacta de un subgrupo infinito virtualmente ćıclico de G. Consideramos el
espacio T̂ dado por el siguiente G-coproducto amalgamado homotópico:⊔

γ∈A

γ

��

// T

��⊔
γ∈A

{∗γ} // T̂

Si H ≤ G actúa co-compactamente sobre la ĺınea geodésica γ de T y g ∈ G, entonces
gHg−1 actúa co-compactamente en gγ. Se deduce que tanto

⊔
γ∈A γ como

⊔
γ∈A{∗γ} son

G-CW-complejos , y por lo tanto, el espacio T̂ es un G-CW-complejo de dimensión 2.

Afirmamos que T̂ es un modelo para EG, para esto necesitamos verificar lo siguiente:

a) Para todo x ∈ T̂ el grupo isotroṕıa Gx ∈ V CYC.
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b) El conjunto de puntos fijos T̂H = {x ∈ T̂ | hx = x, para todo h ∈ H} es contráctil
siempre que H pertenezca a V CYC.

El inciso a) es por construcción. De hecho, tenemos dos casos: x ∈ T o x ∈ T̂ − T . En el
primer caso, tenemos que Gx es finito, en el segundo, Gx es virtualmente ćıclico.

Verificamos el inciso b). Si H ∈ V CYC, por Lema 2.3.1 todo grupo virtualmente ćıclico
actuando sobre un árbol fija un vértice o actúa co-compactamente sobre una única ĺınea
geodésica. Dado que H actúa en el árbol T por restricción, se deduce que H fija un vértice
de T o actúa co-compactamente en una única ĺınea geodésica. En el primer caso, tenemos
que H es finito porque T es un modelo para EG, esto implica que TH es un subárbol
no vaćıo de T , y por lo tanto, T̂H se obtiene de TH posiblemente coneando algunos
segmentos geodésicos, entonces T̂H es contráctil. En el segundo caso, tenemos que H
actúa co-compactamente en una única ĺınea geodésica γ en T , entonces γ ∈ A y ∗γ ∈ T̂H .

Nótese que para todo x ∈ T̂ −
⊔
γ∈A{∗γ} tiene Gx finito, entonces T̂H ⊆

⋃
γ∈A{∗γ}. Por

la unicidad de γ concluimos que T̂H = {∗γ}.

Vamos a demostrar ahora la segunda parte del teorema. Supongamos que G no es vir-
tualmente ćıclico y contiene un elemento de orden infinito h ∈ G. El subgrupo ćıclico
generado por h actúa de manera co-compacta en una única ĺınea geodésica γ de T . Dado
que el estabilizador de cualquier ĺınea geodésica en T es virtualmente ćıclico y G no lo es,
implica, que existe un elemento g ∈ G que no esta en StabG(γ). Notemos que el subgrupo
H generado por h y g no es virtualmente ćıclico. De lo contrario H actuaŕıa en una ĺınea
geodésica β de T , en particular los subgrupos ćıclicos generados por h y g, actúan en β.
La unicidad de γ implica que β = γ, entonces g estabiliza γ lo cual es una contradicción.
Por [44, Lemma 2.2] tenemos que 2 ≤ gd(H) ≤ gd(G).

Corolario 4.0.9. Sea G un grupo virtualmente libre y no virtualmente ćıclico. Entonces
gd(G) = 2.

Demostración. Por [23, Teorema 3.2], se tiene que G es el grupo fundamental de una
gráfica de grupos con grupos vértices finitos, lo anterior implica que el árbol de Bass-Serre
asociado a G es un modelo para EF0G, y como consecuencia gd(G) = 1. De Teorema 4.0.8,
concluimos que gd(G) = 2.

La siguiente definición fue introducida por W. Lück [48, Condition 4.1].

Definición 4.0.10. Decimos que un grupo G satisface la condición (C) si para todo
g, h ∈ G con |h| = ∞ y k, l ∈ Z tenemos que ghkg−1 = hl implica que |k| = |l|.

Lema 4.0.11. [48, Lemma 4.4] Sea n un entero. Suponga que G satisface la condición
(C). Supongamos que gd(G) ≤ n y para cada subgrupo ćıclico infinito H de G tenemos
que gd(WG(H)) ≤ n. Entonces gd(G) ≤ n+ 1.

Lema 4.0.12. Consideremos una sucesión exacta corta de grupos

1 → F → G→ Z → 1

donde F es un grupo libre. Entonces el grupo G satisface la condición (C).
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Demostración. Consideremos el automorfismo φ : F → F tal que G ∼= F ⋊φ Z.

Sea (x, a), (y, b) ∈ F ⋊φ Z con |(x, a)| = ∞ y k, l ∈ Z tales que

(y, b)(x, a)k(y, b)−1 = (x, a)l.

Entonces b+ ka− b = la; si a ̸= 0, se sigue que k = l.

Ahora supongamos que a = 0 y x ̸= eF . Entonces tenemos que

(y, b)(xk, 0)(y, b)−1 = (xl, 0),

lo que implica que yφb(xk)y−1 = xl en F . En otras palabras,

cy ◦ φb(xk) = xl, (4.1)

donde cy : F → F es el automorfismo de F dado por la conjugación por y.

Es bien conocido que en un grupo libre todo subgrupo virtualmente ćıclico C está conte-
nido en un único subgrupo virtualmente ćıclico maximal Cmax. Consideremos el subgrupo
ćıclico infinito C = ⟨x⟩ de F . De Ecuación (4.1), tenemos que el automorfismo cy ◦φb de F
manda el subgrupo ⟨xk⟩ de C en el subgrupo ⟨xl⟩ de C, entonces Cmax se mapea de mane-
ra isomorfa a Cmax. Por lo tanto, cy ◦φb|Cmax es un automorfismo del grupo ćıclico infinito
Cmax y por ende cy◦φb|Cmax = ±IdCmax . Se sigue que x

l = cy◦φb(xk) = ±IdCmax(x
k) = x±k,

entonces |k| = |l|.

Proposición 4.0.13 (L.A.-Jiménez Rolland, 2023). Considere una sucesión exacta corta
de grupos

1 → F → G→ Z → 1

tal que F es un grupo libre. Entonces

a) La dimensión geométrica satisface gd(G) ≤ 2, y se da la igualdad si el grupo G no es
libre.

b) La dimensión geométrica virtualmente ćıclica satisface 2 ≤ gd(G) ≤ 3.

Demostración. Si G es un grupo libre, la afirmación se deduce de Corolario 4.0.9. Ahora
supongamos que G no es un grupo libre.

Primero veamos el inciso a). Por Proposición 4.0.7 tenemos gd(G) ≤ 2. Por otro lado, si
G es no trivial y no libre, entonces cd(G) ̸= 0 y por Stallings-Swan (ver, por ejemplo,
[23, Teorema 3.5]) tenemos cd(G) ̸= 1. Por lo tanto, 2 ≥ gd(G) ≥ cd(G) ≥ 2, entonces
cd(G) = gd(G) = 2.

Veamos ahora inciso b). Para la cota inferior notemos que si F = Z, entonces G es isomorfo
a Z2 o Z⋊Z en cualquier caso tenemos por Teorema 3.0.2 que gd(G) = 3. Si F es no

ćıclico, tenemos por Corolario 4.0.9 que 2 = gd(F ) ≤ gd(G).

Ahora vamos a mostrar que gd(G) ≤ 3. Por Lema 4.0.12 el grupo G = F ⋊ Z satisface

la condición (C). Luego, por Lema 4.0.11 y el inciso a), es suficiente demostrar que para
todo subgrupo ćıclico H de G = F ⋊ Z, se cumple que gd(WG(H)) ≤ 2. Tenemos dos



53

casos: i) p(H) = 0 o ii) p(H) ̸= 0. De la sucesión exacta corta 1 → F → G
p−→ Z → 1,

obtenemos la siguiente sucesión exacta corta:

1 → F ∩NG(H) → NG(H) → Q→ 1 (4.2)

donde Q es un subgrupo de Z.

En el caso i), tenemos que H ⊆ F . Dado que F es un grupo libre, tenemos que F ∩
NG(H) = NF (H) es un subgrupo ćıclico. Luego, de Ecuación (4.2) obtenemos queWG(H)
es virtualmente ćıclico:

1 → (F ∩NG(H))/H → WG(H) → Q→ 1.

En el caso ii), si p(H) ̸= 0, deducimos de Ecuación (4.2) que WG(H) es un grupo virtual-
mente libre:

1 → F ∩NG(H) → WG(H) → Q/p(H) → 1.

Estamos listos para demostrar el resultado principal.

Teorema 4.0.14. Sea G un grupo normalmente polilibre de longitud n. Entonces

gd(G) ≤ 3(n− 1) + 2.

Demostración. La demostración es por inducción sobre n.

Si n = 1, la afirmación se sigue de Corolario 4.0.9. Supongamos que la afirmación es válida
para todos n ≤ k − 1, demostramos que la desigualdad es válida para n = k.

Dado que G es un grupo normalmente polilibre de longitud k, existe una filtración de G
por subgrupos 1 = G0 < G1 < · · · < Gk−1 < Gk = G tal que Gi es normal en G, y el
cociente Gi+1/Gi es un grupo libre. Consideremos la siguiente sucesión exacta corta:

1 → G1 → G
p−→ G/G1 → 1.

Notemos que G/G1 es un grupo normalmente polilibre de longitud ≤ k−1. Consideramos
la familia pull-back p∗(G) de subgrupos virtualmente ćıclicos G de G/G1, es decir, la
familia generada por

{p−1(L) : L es un subgrupo virtualmente ćıclico de G/G1}

Notemos que un modelo X de EG(G/G1) es un modelo de Ep∗(G)G a través de la acción
dada por la proyección p. Además, notemos que V CYC ⊆ p∗(G), entonces por Proposi-
ción 1.4.12 tenemos:

gd(G) ≤ gdG(G/G1) + máx{gdV CYC∩p−1(L)(p
−1(L)) : L es un subgrupo virt. ćıclico de G/G1}

(4.3)
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Para todo L subgrupo virtualmente ćıclico de G/G1 mostraremos que

gdV CYC∩p−1(L)(p
−1(L)) ≤ 3.

Consideremos la sucesión exacta corta:

1 → G1 → p−1(L) → L→ 1 (4.4)

Si L = 1, entonces p−1(L) ∼= G1 es un grupo libre, se sigue de Corolario 4.0.9 que
gdV CYC∩p−1(L)(p

−1(L)) = 2. Si L ̸= 1, L es un subgrupo ćıclico infinito porque G/G1 es
libre de torsión. Dado que G1 es un grupo libre, por Ecuación (4.4) y Proposición 4.0.13
tenemos gdV CYC∩p−1(L)(p

−1(L)) ≤ 3.

De Ecuación (4.3), tenemos que gd(G) ≤ gdG(G/G1) + 3. Por la hipótesis de inducción,

se sigue que gd(G) ≤ 3(k − 1) + 2.



Caṕıtulo 5

La Fk-dimensión geométrica de
grupos de 3-variedades orientables

En el 2019 en [35] se calculó expĺıcitamente la F1-dimensión geométrica de grupos fun-
damentales de 3-variedades orientables. Como una generalización natural, calculamos en
trabajo conjunto con el Dr. Luis Jorge Sánchez Saldaña, la Fk-dimensión geométrica de
grupos fundamentales de 3-variedades, para todo k ≥ 2 en [44]. Este trabajo se presenta
en este caṕıtulo.

Para poder enunciar nuestro primer resultado, necesitamos recordar algunas definiciones
de 3-variedades. En la tesis vamos a asumir que todas las 3-variedades son orientables a
menos que se diga expĺıcitamente lo contrario. Decimos que una 3-variedadM es prima, si
siempre que M sea homeomorfa a una suma conexa de 3-variedades N1#N2 implica que
uno de los factores Ni es homeomorfo a S3. Es bien sabido que toda 3-variedad cerrada
admite una descomposición prima, ver Teorema 5.1.3.

Teorema 5.0.1 (L.A.-Sánchez Saldaña, 2022). Sea M una 3-variedad conexa, cerrada y
orientada. Sean P1, P2, . . . , Pr las piezas de la descomposición prima de M . Denotemos
G = π1(M,x0) y Gi = π1(Pi, xi). Entonces, para todo k ≥ 2,

gdFk
(G) =


0 si M = RP 3#RP 3,

2 si r ≥ 2, Gi ∈ Fk para todo 1 ≤ i ≤ r,

y G es no virtualmente ćıclico,

máx{gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} en otro caso.

Además

Gi ∈ F2 si y sólo si Pi es modelada en S3 o S2 × E o Pi = RP 3#RP 3.

Gi ∈ F3 si y sólo si Gi ∈ F2 o Gi es modelada en E3.

Dada la descomposición prima de una 3-variedad M , el teorema anterior nos dice que
para conocer expĺıcitamente la Fk-dimensión geométrica gdFk

(G) del grupo fundamental
de una 3-variedad, necesitamos calcular la Fk-dimensión geométrica gdFk

de las piezas
primas de M .
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En una 3-variedad prima cerrada podemos encontrar una colección de toros tal que al
cortar atravez de estos toros las piezas que nos quedan son o bien hiperbólicas o Seifert
fibrado, este resultado es conocido como descomposición JSJ, ver Teorema 5.1.9. La Fk-
dimensión geométrica gdFk

del grupo fundamental de una 3-variedad prima es la siguiente.

Teorema 5.0.2 (L.A.-Sánchez Saldaña, 2022). Sea M una 3-variedad prima conexa,
cerrada y orientada. Sean N1, N2, . . . , Nr las piezas de la descomposición JSJ de M . De-
notemos G = π1(M,x0) y Gi = π1(Ni, xi). Si k ≥ 2, entonces

gdFk
(G) =

{
2 si M es modelada en Sol,

máx{gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} en otro caso.

Este teorema nos dice que para conocer expĺıcitamente la dimensión geométrica del grupo
fundamental de una pieza prima, necesitamos calcular la dimensión geométrica de las
piezas de su descomposición JSJ, el cual mostramos en la siguiente tabla.

Tipo de variedad N gdF2
(π1(N, x0)) gdFk

(π1(N, x0)) con k ≥ 3
Hiperbólica con fron-
tera vaćıa

3 3

Hiperbólica con fron-
tera no vaćıa

3 3

Seifert fibrado con ba-
se orbidad B que es o
bien mala o modelada
en S2

0 0

Seifert fibrado con ba-
se orbidad B modela-
da en H2, y frontera
vaćıa o no vaćıa

2 2

Seifert fibrado mode-
lada en E3 con fronte-
ra no vaćıa y base or-
bidad B modelada en
E2

5 0

Seifert fibrado mode-
lada en Nil con fron-
tera vaćıa y base orbi-
dad B modelada en E2

3 3

Seifert fibrado con
frontera no vaćıa y
base orbidad B mode-
lada en E2

0 0

Tabla 5.1: Fk-dimensión geométrica de las piezas JSJ.

Los teoremas anteriores, Teorema 5.0.1 y Teorema 5.0.2 junto con la Tabla 5.1 se calcula
expĺıcitamente la Fk-dimensión geométrica de grupos de 3-variedades con respecto de la
familia Fk para todo k ≥ 2.
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La distribución de este caṕıtulo es como sigue: en la sección 5.1 se revisan algunas
nociones y resultados de 3-variedades tales como la noción de 3-variedades de Seifert, el
teorema de descomposición prima y JSJ. En la sección 5.1 se calcula expĺıcitamente la
Fk-dimensión geométrica de las piezas JSJ. En la sección 5.6 se demuestra los teoremas
principales.

5.1. Básicos de 3-variedades

El objetivo de esta sección es recordar algunos resultados de 3-variedades orientables que
vamos a necesitar en las siguientes secciones, para más detalles ver [63] y [5]. En toda
la tesis vamos a asumir que todas las 3-variedades son orientables a menos que se diga
expĺıcitamente lo contrario.

Descomposición prima

Es bien sabido que toda superficie conexa, compacta, orientable y sin frontera es o bien
la esfera, un toro o una suma conexa de toros. Con este resultado en mente es natural
preguntarse si toda 3-variedad se puede ver como una suma conexa de variedades más
“sencillas”. Esta pregunta tiene una respuesta afirmativa.

Definición 5.1.1 (Suma conexa de 3-variedades). Sean M y N dos 3-variedades. Elimi-
nemos el interior una 3-bola a cada 3-variedad M − Int(B1), N − Int(B2) y tomemos un
homeomorfismo φ : ∂B1 → ∂B2. La suma conexa M#N de M y N , se define como el es-
pacio cociente que se obtiene de la unión disjunta M−Int(B1)

⊔
N−Int(B2) identificando

x ∈ ∂B1 con φ(x). Si M y N están orientadas, requerimos que φ cambie la orientación
con respecto a la orientación inducida a ∂B1 y ∂B2.

Definición 5.1.2. Decimos que una 3-variedad M es prima, si siempre que M sea ho-
meomorfa a una suma conexa de 3-variedades N1#N2 implica que uno de los factores Ni

es homeomorfo a S3.

El siguiente teorema de descomposición prima es debido a Kneser (existencia) [40] y
Milnor (unicidad) [55].

Teorema 5.1.3 (Teorema de Descomposición Prima). Sea M una 3-variedad conexa,
orientable y cerrada. Entonces M se puede ver como una suma conexa de variedades
primas M = P1# · · ·#Pn. Además, esta descomposición es única salvo el orden y homeo-
morfismo.

El teorema anterior nos dice que para estudiar una 3-variedad, podemos empezar por
estudiar sus piezas primas, pero estas piezas primas podŕıan ser todav́ıa complicadas. En-
tonces, la pregunta natural es si estas piezas primas se pueden descomponer en piezas más
“sencillas”. Esta pregunta tiene una respuesta afirmativa y se conoce como descomposición
JSJ.

Antes de enunciar la descomposición JSJ necesitamos definir una variedad de Seifert
fibrado.
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3-variedades de Seifert fibrado

Definición 5.1.4. Sea D2 = {x ∈ R2 | |x| ≤ 1}. Consideremos el espacio I × D2

identifiquemos las tapas {0}×D2 y {1}×D2 mediante el automorfismo φ(x) = x exp 2πixp
q

de D2, donde p y q son coprimos. El espacio cociente T (p, q) se llama un toro fibrado. Si
φ es la identidad obtenemos el toro fibrado trivial S1 ×D2.

Definición 5.1.5. Una 3-variedadM es de Seifert fibrado si se puede ver como una unión

disjunta de ćırculos (como conjunto) llamadas fibrasM =
⊔
α∈A

S1
α tal que cada ćırculo tiene

una vecindad homeomorfa a un toro sólido fibrado. Una fibra de M se dice que es regular
si tiene una vecindad tubular homemorfa a un toro solido fibrado trivial, la fibra se dice
que es singular en otro caso.

Observación 5.1.6. Un toro fibrado no trivial T (p, q) tiene a lo más una fibra singular,
a saber, la fibra “central”. Se sigue que en una 3-variedad de Seifert fibrado las fibras
singulares son aisladas.

Ejemplos 5.1.7. Ejemplos de 3-variedades de Seifert fibrado

1) T 3 = T 2 × S1 =
⊔
x∈T 2

{x} × S1.

2) Si Σ es una superficie, entonces Σ× S1 es una 3-variedad de Seifert fibrado.

3) Un haz fibrado de la forma:

S1 E

Σ

i

p

Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado. Dada una descomposición de M en ćırculos, se
puede colapsar cada ćırculo a un punto, al hacer esto lo que nos queda es una 2-orbidad B,
llamamos a B la base deM , ver [63, Section 3]. Tal orbidad B tiene su grupo fundamental
orbifold πorb1 (B), que no necesariamente es el grupo fundamental del espacio topológico
subyacente, pero está relacionado con el grupo fundamental de M a través del siguiente
lema.

Lema 5.1.8. [63, lema 3.2] Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado con base orbidad B.
Sea G el grupo fundamental de M . Entonces existe una sucesión exacta corta

1 → K → G→ πorb1 (B) → 1

donde K denota el subgrupo ćıclico de G generado por una fibra regular. El grupo K es
infinito excepto en los casos donde M es cubierto por S3.

Una 2-orbidad B es exactamente de uno de los siguientes tipos, dependiendo de la es-
tructura de su cubriente orbifold universal: malo, esférico, hiperbólico o plano. En esta
tesis, dividiremos el cálculo de la Fk-dimensión geométrica de una variedad de Seifert M
dependiendo del tipo de su base orbidad B.
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Descomposición JSJ

Después del trabajo de Perelman [59] [60] y Thurston [70] el teorema de descomposición
JSJ debido a Jaco-Shalen[31] y Johannson [36], se puede formular como sigue.

Teorema 5.1.9 (Teorema de descomposición JSJ, Jaco-Shalen-Johannson, Perelman).
Sea M una 3-variedad prima, cerrada y orientada. Entonces existe una colección T ⊂
M de toros incompresibles, es decir, propiamente encajada con haz normal trivial y π1-
inyectivo tal que cada componente de M \T es o bien hiperbólica o una variedad de Seifert
fibrado. Una tal colección es única hasta isotoṕıa.

Una herramienta que podemos utilizar al estudiar 3-variedades es la geometŕıa diferen-
cial. A continuación introducimos la noción de geometŕıa, para poder enunciar el Teore-
ma 5.1.13 que nos caracteriza las 3-variedades de Seifert fibrado con su geometŕıa.

Definición 5.1.10. Una n-variedad Riemanniana M es una variedad suave con una
métrica Riemanniana. Si el grupo de isometŕıas Iso(M) actúa transitivamente en M ,
entonces decimos queM es homogénea. SiM tiene un cociente con volumen finito decimos
que M es unimodular.

Definición 5.1.11. Una geometŕıa es una variedad RiemannianaM simplemente-conexa,
homogénea y unimodular.

Ejemplos de geometŕıas son las siguientes:

Euclidiana En,

Hiperbólica Hn,

Esférica Sn.

Definición 5.1.12. Decimos que una variedad N admite una estructura geométrica, si
existe una geometŕıa M y un subgrupo Γ de Iso(M) que actúa libremente en M tal que
M/Γ es difeomorfo a N .

Por el teorema de uniformización las superficies compactas admiten las siguientes geo-
metŕıas: S2, E2, H2, ver por ejemplo [68], [57, Theorem 1.1.1]. Thurston mostró que exis-
ten 8 geometŕıas posibles para 3-variedades: Hiperbólica H3, Euclidiana E3, Esférica S3,

Sol, Nil, S2 × E, H2 × E, S̃L2(R). Ver por ejemplo [63, Theorem 5.1].

El siguiente teorema nos dice el tipo de geometŕıa que puede admitir una 3-variedad de
Seifert fibrado.

Teorema 5.1.13. Sea M una 3-variedad compacta con frontera vaćıa o atoroidal. Asu-
mimos que M ̸= S1×D2, M ̸= S1×S1×I, y que M no es el I-haz torcido sobre la botella
de Klein. Entonces M es Seifert fibrado si y sólo si M admite una geometŕıa modelada

en uno de las siguientes geometŕıas: S3, E3, S2 × R, H2 × R, S̃L2(R) o Nil

Para una demostración ver [63, Thoerem 5.3] y [5, Theorem 1.17].
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Dimensión virtualmente abeliana de las piezas JSJ

Sea N una 3-variedad prima. Utilizando el Teorema de descomposición JSJ podemos
encontrar una colección de toros {Ti} en N tal que N \ ⨿Ti las piezas que nos quedan
son o bien 3-variedades hiperbólicas o 3-variedades de Seifert fibrado. En las siguientes
subsecciones el objetivo es calcular la dimensión geométrica del grupo fundamental de una
3-variedad hiperbólica y una 3-variedad de Seifer fibrado. En la última sección mostramos
una tabla de los cálculos obtenidos.

5.2. El caso hiperbólico

En esta sección, calculamos la F2-dimensión geométrica de las variedades hiperbólicas con
o sin frontera.

Teorema 5.2.1. Sea M una 3-variedad hiperbólica de volumen finito (posiblemente con
frontera) y G = π1(M,x0). Entonces gdF2

(G) = 3.

Demostración. Tenemos dos casos dependiendo de si la frontera de M es vaćıa o no.
Primero, supongamos que M no tiene frontera. De [63, Corolario 4.6], sabemos que G no
puede tener un subgrupo isomorfo a Z2, y por lo tanto F1 = Fk para todo k ≥ 1. Aśı, por
[35, Proposición 6.1], gdF1

(G) = 3, y el resultado se sigue.

Ahora supongamos que M tiene frontera no vaćıa. Destacamos dos observaciones:

1. La primera es que G es libre de torsión. De hecho, como M es hiperbólica y en
particular asférica, entonces el cubriente universal H3 de M es un modelo para EG,
y por lo tanto G tiene dimensión cohomológica finita. De [13, Corolario 2.5] se sigue
que G debe ser libre de torsión.

2. La segunda observación es que todo subgrupo virtualmente ćıclico infinito de G es
isomorfo a Z. Esto se sigue de la primera observación y de la clasificación de grupos
virtualmente ćıclicos, ver por ejemplo [37, Proposición 4].

Consideremos la colección B de subgrupos de G que consiste de:

Todos los conjugados de los grupos fundamentales de las cúspides deM . Todos estos
grupos son isomorfos a Z2, ya que cada cúspide es homeomorfa al producto de un
toro y un intervalo.

Todos los subgrupos virtualmente ćıclicos infinitos maximales que no son subconju-
gados al grupo fundamental de una cúspide. Todos estos grupos son isomorfos a Z
por la observación (2) anterior.

Observemos que G es hiperbólico relativo a la colección dada por los grupos fundamentales
de las cúspides de M , ver por ejemplo [58, Example I, p.4]. Por [41, Theorem 2.6], la
colección B es adaptada a (F0,F1). Afirmamos que B es adaptada a (F0,F2). Verifiquemos
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cada una de las condiciones en Definición 1.4.15 para B y F0 ⊆ F2. Las condiciones b) y
c) se siguen directamente de la demostración de Lafont y Ortiz, ya que no dependen de
las familias, sino solo de la colección B. La condición a) también sigue directamente de la
demostración de Lafont y Ortiz, ya que tal condición solo depende de la pequeña familia
F0. Para la condición d), notamos que Lafont y Ortiz verificaron que todo subgrupo ćıclico
virtualmente infinito de G está contenido en un elemento de B, aśı que solo tenemos que
verificar que todo subgrupo virtualmente Z2 de G está contenido en un elemento de B. De
hecho, si H es un subgrupo virtualmente Z2 de G, entonces H no contiene un subgrupo
isomorfo a un grupo libre en dos generadores. Por lo tanto, por la alternativa de Tits para
grupos relativamente hiperbólicos, ver por ejemplo [8, Remark 3.5], H es subconjugado
al grupo fundamental de una cúspide.

Ahora estamos listos para usar Teorema 1.4.16 y Observación 1.4.20 para construir un mo-
delo para EF2G. Sea H una colección de representantes de las clases de conjugación en B,
entonces el espacio X definido por el G-coproducto amalgamado dado por Teorema 1.4.16:

⊔
H∈HG×H EH EG

⊔
H∈HG×H EF2H X

f

g

h

(5.1)

nos da un modelo para EF2G.

Afirmamos que X puede ser elegido de dimensión de 3. Observemos que, por Observa-
ción 1.4.20, la dimensión de X es

máx{dim(EH) + 1, dim(EG), dim(EF2 H)}.

Hemos visto que H es isomorfo a Z o Z2, por lo tanto, EH tiene un modelo de dimensión
1 o 2, y en ambos casos hay un modelo para EF2 H de dimensión 0. Esto prueba nuestra
afirmación. Como consecuencia, gdF2

(G) ≤ 3.

Ahora vamos a mostrar que gdF2
(G) ≥ 3. Es bien conocido que gdF2

(G) ≥ cdF2(G), por
lo tanto, es suficiente mostrar que cdF2(G) ≥ 3. Para demostrar esta última desigualdad,
probaremos que H3

F2
(G;Z) ̸= 0. Aplicando Mayer-Vietoris a (5.1) obtenemos la siguiente

sucesión exacta larga

· · · → H3
F2
(G;Z) → H3(G;Z)⊕

⊕
H∈H

H3
F2
(H;Z) →

⊕
H∈H

H3(H;Z) → · · · (5.2)

Dado que existe un modelo de dimensión 0 para EF2 H para todo H ∈ H, entonces

H3
F2
(H;Z) = 0, lo que implica que

⊕
H∈H

H3
F2
(H;Z) = 0. Por [52, Teorema 1.1.7], existe

un complejo de dimensión 2, X ⊆ M , tal que X tiene el mismo tipo de homotoṕıa que
M . Por lo tanto, el cubriente universal X̃ de X es un modelo para EG. Concluimos que
H3(G;Z) = H3(M ;Z) = H3(X;Z) = 0. Como consecuencia de (5.2) y las observaciones
en el párrafo anterior, obtenemos la siguiente sucesión exacta:

· · · → H2(G;Z) φ−→
⊕

H∈H H∼=Z2

H2(H;Z) → H3
F2
(G;Z) → 0
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Vamos a describir la función φ de manera más expĺıcita. Recordemos que esta función está
inducido por la única función H-equivariante

⊔
H∈H,H∼=Z2 EH → EG considerando EG

como un H-complejo celular por restricción, ver Observación 1.4.20. Para dar una descrip-
ción concreta de esta inclusión, tomamos como modelo para EG del cubriente universal Ñ
de la parte ”gruesa”N de M , es decir, cortamos todas las cúspides de M . Dado que cada
subgrupo Z2 en H es el grupo fundamental de una cúspide, corresponden a los grupos
fundamentales de los componentes conexos de la frontera de N . Por lo tanto, la función⊔
H∈H,H∼=Z2 G ×H EH → EG puede identificarse con la inclusión p−1(∂N) → Ñ , donde

p : Ñ → N es la función de cubriente universal. Por otro lado, tenemos los isomorfismos
naturales H2(G;Z) ∼= H2(EG/G;Z) = H2(N ;Z) y H2(H;Z) ∼= H2(EH/H;Z), ver por
ejemplo [4, Example 4.3]. En conclusión, φ puede identificarse con el mapa inducido en
cohomoloǵıa de Bredon por la inclusión ∂N ↪→ N .

Para demostrar que H3
F2
(G;Z) ̸= 0, es suficiente mostrar que la función φ no es sobreyec-

tivo. Utilizando la suseción exacta larga del par (N, ∂N):

· · · → H2(N, ∂N) → H2(N)
φ−→ H2(∂N) → H3(N, ∂N) → 0

podemos ver que φ no es sobreyectivo si y sólo si H3(N, ∂N) ̸= 0. Por la dualidad de
Poincaré, H3(N, ∂N) ∼= H0(N) = Z. Por lo tanto, φ no es sobreyectivo. Esto completa la
demostracción.

5.3. Caso Seifert fibrado

5.3.1. 3-variedades de Seifert fibrado con orbidad base mala o
aesférica

Teorema 5.3.1. [35, Proposition 5.1] Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado con or-
bidad base B y grupo fundamental G. Asumimos que B es o bien una orbidad mala, o
una orbidad buena modelada en S2. Entonces G es virtualmente ćıclico, en particular
gdFn

(G) = 0 para todo n ≥ 1.

5.3.2. 3-variedades de Seifert fibrado con orbidad base hiperbóli-
ca

Teorema 5.3.2. Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado (cerrada o con frontera no
vaćıa) con orbidad base B y grupo fundamental G. Asumimos que B es modelada en H2,
entonces gdF2

(G) = 2.

Demostración. Primero vamos a mostrar que gdF2
(G) ≤ 2, para ello vamos a construir

un modelo para EF2G de dimensión 2 utilizando Teorema 1.4.19. Por Lema 5.1.8 tenemos
una sucesión exacta corta de grupos

1 → K → G
φ−→ G0 → 1 (5.3)
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donde G0 = πorb1 (B) el grupo fundamental orbidad de B y K es un subgrupo ćıclico
infinito de G, generado por una fibra regular. Sea

F ′
n = {H < G0 : H es virtualmenteZr para algún r = 0, 1, . . . , n}.

Notemos que F ′
2 = F ′

1, se sigue del hecho de que G0 no puede tener un subgrupo isomorfo
a Z2 porque G0 es un grupo Fuchsiano. Por [41, Theorem 2.6] la colección A = {H < G0 :
H es virtualmente Z maximal en F ′

1 \ F ′
0} es adaptada al par (F ′

0,F ′
1) .

Consideremos las familias jaladas F̃ ′
0 y F̃ ′

1 generadas por {φ−1(L) : L ∈ F ′
0} y {φ−1(L) :

L ∈ F ′
1} respectivamente. Notemos que F̃ ′

0 ⊂ F2 ⊂ F̃ ′
1, la primera contención es por

inspección, demostremos la segunda contención: Sea L ∈ F2, tenemos tres opciones L
es finito, L es virtualmente Z o L es virtualmente Z2. Si L es virtualmente Z2, entonces
existe un subgrupo L′ < L de ı́ndice finito isomorfo a Z2, notemos que φ(L′) es un
subgrupo ćıclico de G0 que tiene ı́ndice finito en φ(L), aśı φ(L) ∈ F ′

1. Concluimos que
φ−1(φ(L)) ∈ F̃ ′

1 y contiene a L. Los otros casos se procede de manera análoga. Sea H un
conjunto completo de representantes de clases de conjugación en A∗ = {φ−1(H) : H ∈ A}.
Entonces por el Teorema 1.4.19 tenemos que el siguiente G-coproducto amalgamado da
un modelo X para EF2G

∐
H̃∈HG×H̃ EF0H

��

// EF0G0

��∐
H̃∈HG×H̃ EF2H̃ // X

Verifiquemos que X tiene dimensión 2. Para ello calculemos las dimensiones de los vértices
del G-coproducto amalgamado. Veamos que dimensión tiene EF0H. Puesto que H ∈ A
tenemos que H es virtualmente Z, aśı un modelo para EF0H es R para todo H̃ ∈ H.
Por [47, Theorem 4.6] un modelo para EF0G0 es H2. Por último mostremos que H̃ es
virtualmente Z2 para todo H̃ ∈ H, y en consecuencia el espacio de un punto es un modelo
para EF2H̃ para todo H̃ ∈ H. Sea H̃ ∈ H, por definición deH, H̃ ∈ A∗, luego H̃ = φ−1(S)
para algún S ∈ A. S es virtualmente Z, es decir, existe un subgrupo T < S tal que T es
isomorfo a Z y de ı́ndice finito en S. Entonces de 5.3 tenemos la siguiente sucesión exacta

1 → K → φ−1(T ) → T → 1 (5.4)

esta sucesión exacta 5.4 es equivalente a la siguiente sucesión exacta que se escinde

1 → Z → φ−1(T ) → Z → 1

aśı φ−1(T ) es isomorfo a Z⋊Z el cual es virtualmente Z2. φ−1(T ) es de ı́ndice finito en
H̃. Se sigue que H̃ es virtualmente Z2. Observando las dimensiones del G-coproducto
amalgamado concluimos que X es de dimensión 2.

Ahora vamos a mostrar que gdF2
(G) ̸= 0, 1. En [26, Proposition 3.19. y Proposition 3.20,

p. 49 ] se demuestra que gdF2
(G) = 0 si y sólo si G ∈ F2, entonces para mostrar que

gdF2
(G) ̸= 0 basta ver que G no es virtualmente Z2. Procedemos por contradicción,

supongamos que G es virtualmente Z2, i.e, existe un subgrupo L < G isomorfo a Z2

y de ı́ndice finito. Observemos que φ(L) es un subgrupo ćıclico de G0 de ı́ndice finito,
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pero G0 = πorb1 (B) no es virtualmente ćıclico porque la orbidad B esta cubierta por una
superficie Sg de genero por lo menos 2, luego G0 contiene a π1(Sg), aśı G0 no puede ser
virtualmente ćıclico. Por lo tanto G no es virtualmente Z2.

Ahora veamos que gdF2
(G) ̸= 1. Procedemos por contradicción, supongamos que existe un

modelo X para EF2G de dimensión 1. Notemos que X es un árbol y que cada elemento
g ∈ G tiene un punto fijo pues X⟨g⟩ ̸= ∅. Por Teorema 2.1.16 XG ̸= ∅ lo cual es una
contradicción porque G no es un elemento de F2.

5.3.3. 3-variedades de Seifert fibrado con orbidad base plana

El objetivo de esta subsección es demostrar los siguientes teoremas.

Teorema 5.3.3. Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado, cerrada (sin frontera) con base
orbidad B y grupo fundamental G. Supongamos que B está modelada en E2. Entonces,
M está modelada en E3 o está modelada en Nil. Además,

a) Si M está modelada en E3, entonces gdF2
(G) = 5.

b) Si M está modelada en Nil, entonces gdF2
(G) = 3.

Teorema 5.3.4. Sea M una 3-variedad compacta de Seifert fibrado, con base orbidad B
y grupo fundamental G. Supongamos que B está modelada en E2 y M tiene frontera no
vaćıa. Entonces, M es difeomorfa a T 2 × I o al I-haz torcido sobre la botella de Klein.
En particular, gdFk

(G) = 0 para todo k ≥ 2.

Antes de demostrar los teoremas anteriores necesitamos algunos resultados previos.

Clasificación de elementos de GL2(Z)

Teorema 5.3.5. Una matriz A ∈ GL2(Z) satisface una y sólo una de las siguientes
condiciones:

a) Tiene orden finito. En este caso decimos que A es una matriz eĺıptica.

b) Es conjugada a una matriz triangular de la forma(
1 s
0 1

)
(5.5)

para algún s ̸= 0. En este caso decimos que A es parabólica.

c) No es eĺıptica y no deja fijo ningún subgrupo ćıclico de Z2. En este caso decimos que
A es hiperbólica.

Más aún, A ∈ GL2(Z) es eĺıptica (resp. parabólica, hiperbólica) si y sólo si Ar es eĺıptica
(resp. parabólica, hiperbólica) para todo r ≥ 1.
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Teorema 5.3.6. Sea M una 3-variedad con grupo fundamental isomorfo a G = Z2⋊φ Z
donde φ : Z → Aut(Z2) = GL2(Z). Entonces:

a) Si φ(1) = A es eĺıptica, entonces gdF2
(G) = 5.

b) Si φ(1) = A es parabólica, entonces gdF2
(G) = 3.

c) Si φ(1) = A es hiperbólica, entonces gdF2
(G) = 2.

Para demostrar el Teorema 5.3.6 necesitaremos los siguientes lemas que enunciamos y
demostramos a continuación.

Lema 5.3.7. Sea G = Z2⋊φ Z con φ(1) = A un elemento parabólico en GL2(Z). Entonces

a) La matriz A fija un subgrupo ćıclico infinito de Z2. Además el subgrupo ćıclico infinito
maximal fijado por A es normal en G y G/N es igual a Z2 o a Z⋊Z.

b) Consideremos el homomorfismo π : G → G/N . La familia jalada F̃ ′
1 de la familia F ′

1

es igual a la familia F2

Demostración. Demostremos el inciso a). Por Teorema 5.3.5 la matriz φ(1) = A es con-
jugada a una matriz de la forma 5.5, luego podemos elegir una base B de Z2 tal que la
transformación asociada a A en esta base B se vea de la forma 5.5. Aśı podemos suponer
que A es de la forma 5.5 y fija un subgrupo ćıclico infinito. Sea N el subgrupo ćıclico
infinito maximal de Z2 fijado por A. Notemos que N es un subgrupo del centro de G. En

efecto, sea (

(
x
y

)
, w) en Z2⋊φ Z

(

(
a
0

)
, 0)(

(
x
y

)
, w) =(

(
a
0

)
A0

(
x
y

)
, w)

=(

(
a+ x
y

)
, w).

por otro lado

(

(
x
y

)
, w)(

(
a
0

)
, 0) =(

(
x
y

)
Aw
(
a
0

)
, w)

=(

(
x+ a
y

)
, w).

Se sigue que N es normal en G. Observemos que G/N = (Z2 /N) ⋊ Z es isomorfo a Z2

o a Z⋊Z. Ahora demostremos el inciso b). Primero mostremos F̃ ′
1 es esta contenido en

F2. Recordemos que la familia F̃ ′
1 esta generada por {π−1(L) : L ∈ F ′

1}, luego basta ver
que la contención es cierta para el conjunto generador. Sea S ∈ F ′

1 entonces tenemos
dos opciones S es finito o S es virtualmente Z. Supongamos primero que S es finito, el
grupo trivial 1 es de ı́ndice finito en S, en consecuencia N es de ı́ndice finito en π−1(S),
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aśı π−1(S) es virtualmente Z. Ahora supongamos que S es virtualmente Z, i.e, existe un
subgrupo L < S tal que L es isomorfo a Z y de ı́ndice finito. Tenemos una sucesión exacta

1 → N → π−1(L) → L→ 1 (5.6)

esta sucesión exacta es equivalente a la siguiente sucesión exacta que se escinde

1 → Z → π−1(L) → Z → 1 (5.7)

aśı π−1(L) es isomorfo a Z2 o a Z⋊Z, en cualquier caso π−1(L) es virtualmente Z2. Puesto
que π−1(L) es de ı́ndice finito en π−1(S), concluimos que π−1(S) es virtualmente Z2.

Ahora mostremos que F2 esta contenido en F̃ ′
1. Sea L ∈ F2, tenemos tres opciones L

es finito, L es virtualmente Z o L es virtualmente Z2. Si L es finito entonces π(L) es
finito, pero L/N es libre de torsión se sigue que π(L) es trivial. Aśı L < π(S) para todo
S ∈ F ′

1. Ahora supongamos que L es virtualmente Z, i.e, existe un subgrupo K de L
isomorfo a Z y de ı́ndice finito. Observemos que π(K) es abeliano, y como L/N es libre de
torsión tenemos que π(K) es trivial o ćıclico infinito. Se sigue que π(L) es virtualmente
Z o trivial, en cualquier caso π(L) ∈ F ′

1. Concluimos que π−1(π(L)) ∈ F̃ ′
1 y contiene

a L. Por último supongamos que L es virtualmente Z2, es decir, existe un subgrupo
T < L tal que T es isomorfo a Z2 y de ı́ndice finito. Notemos que T ∩ ker(π) ̸= 1 de lo
contrario G tendŕıa un subgrupo isomorfo a Z3, en efecto, recordemos que el subgrupo
ćıclico infinito N = kerπ esta en el centro de G, luego un generador h de N conmuta con
los generadores de T digamos α y β, aśı el subgrupo generado por h, α, β es isomorfo a
Z3. En consecuencia gdF1

G ≥ 4, pero en [35, Proposition 5.4. ] muestran que gdF1
G = 3

por lo que encontramos una contradicción. Observemos que el subgrupo π(T ) de G/N es
abeliano, usando el hecho que L/N es libre de torsión y T∩ker(π) ̸= 1 tenemos que π(T ) es
un subgrupo ćıclico infinito. Ahora, el subgrupo π(T ) es de ı́ndice finito en π(L), aśı π(L)
es virtualmente Z, luego π(L) ∈ F ′

1. Concluimos que L es un subgrupo de π−1(π(L)) ∈ F̃ ′
1

y en consecuencia L ∈ F̃ ′
1.

Lema 5.3.8. Sea G = Z2⋊φ Z con φ(1) = A un elemento hiperbólico en GL2(Z). Sea H
el subgrupo Z2⋊{0} de G. Entonces

a) Todos los subgrupos de G isomorfos a Z2 son subgrupos de H. En particular, la familia
F2 de G es la siguiente unión F2 = F1∪SUB(H) donde SUB(H) es la familia de todo
los subgrupos de H.

b) Sea C un subgrupo ćıclico infinito de G, entonces

NG(C) ∼=

{
Z si C ̸≤ H

Z2 si C ≤ H

Demostración. Demostremos el inciso a). Procedemos por contradicción, supongamos que
existe L un subgrupo de G isomorfo a Z2 que no es subgrupo de H. De la sucesión exacta
corta

1 → Z2 → G
ψ−→ Z → 1 (5.8)
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obtenemos la siguiente sucesión exacta corta

1 → L ∩ Z2 → L→ ψ(L) → 1 (5.9)

Puesto que L no es subgrupo de H = kerψ, tenemos que ψ(L) es no trivial, aśı ψ(L) =
⟨rZ⟩ con r ̸= 0. Como L es isomorfo a Z2 tenemos que L ∩ Z2 es isomorfo a Z. Por
lo anterior y de 5.9 tenemos que L = Z×⟨rZ⟩, en consecuencia Ar (φ(1) = A) fija un
subgrupo ćıclico infinito de Z2, aśı Ar no es hiperbólico lo cual es una contradicción al
Teorema 5.3.5.

Ahora demostremos la igualdad F2 = F1 ∪ SUB(H). Por inspección F1 ∪ SUB(H) ⊂ F2.
Entonces sólo resta probar que F2 ⊂ F1 ∪ SUB(H). Sea L ∈ F2 entonces tenemos dos
casos L es virtualmente ćıclico o L es virtualmente Z2. Supongamos primero que L es
virtualmente ćıclico, aśı L ∈ F1 y en particular L ∈ F1∪SUB(H). Por último supongamos
que L es virtualmente Z2. De la sucesión exacta corta

1 → Z2 → G
ψ−→ Z → 1 (5.10)

obtenemos la siguiente sucesión exacta corta

1 → L ∩ Z2 → L→ ψ(L) → 1 (5.11)

como L es virtualmente Z2 y H contiene todos los subgrupos de G isomorfos a Z2 tenemos
que L ∩ Z2 es isomorfo a Z2. Aśı la sucesión anterior la podemos escribir como

1 → Z2 → L→ ψ(L) → 1 (5.12)

Vamos a mostrar que ψ(L) = 0. Por contradicción, supongamos que ψ(L) ̸= 0, entonces
ψ(L) = ⟨mZ⟩ con m ̸= 0. De la sucesión exacta 5.12 tenemos que L = Z2⋊⟨mZ⟩, lo
cual es una contradicción porque L es virtualmente Z2. Por lo tanto ψ(L) = 0. Aśı L es
isomorfo a Z2, luego L ∈ SUB(H) en particular L ∈ F1∪SUB(H) que es lo que queŕıamos
mostrar.

Demostremos el inciso b). Primero supongamos que C ̸≤ H, entonces los elementos de C

son de la forma (

(
0
0

)
, l). Sea (

(
x
y

)
, w) ∈ NG(C), luego

(

(
x
y

)
, w)(0, l)(

(
x
y

)
, w)−1 =(

(
x
y

)
, w)(

(
0
0

)
, l)(A−l

(
−x
−y

)
,−w)

=(

(
x
y

)
, w)(

(
0
0

)
+ Al(A−l

(
−x
−y

)
), l − w)

=(

(
x
y

)
, w)(A0

(
−x
−y

)
, l − w)

=(

(
x
y

)
+ Aw

(
−x
−y

)
, l)

Se sigue que Aw
(
−x
−y

)
=

(
−x
−y

)
, por hipótesis A es hiperbólico, luego por el Teorema 5.3.5

Aw es hiperbólico, aśı

(
−x
−y

)
=

(
0
0

)
. De lo anterior concluimos que NG(C) ∼= Z.
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Ahora supongamos que C ≤ H. De la sucesión exacta corta

1 → Z2 → G
ψ−→ Z → 1 (5.13)

tenemos la siguiente sucesión exacta

1 → NG(C) ∩ Z2 → NG(C) → ψ(NG(C)) → 1 (5.14)

por hipótesis C ≤ H, entonces NG(C) contieneH, luego la sucesión anterior es equivalente
a la siguiente sucesión

1 → Z2 → NG(C) → ψ(NG(C)) → 1 (5.15)

Vamos a mostrar que ψ(NG(C)) = 0, para ello basta mostrar que NG(C) no contiene

elementos de la forma (

(
0
0

)
, l), en efecto, supongamos que c = ⟨(

(
x
y

)
, 0)⟩, luego

(

(
0
0

)
, l)(

(
x
y

)
, 0)(

(
0
0

)
, l)−1 =(

(
0
0

)
, l)(

(
x
y

)
, 0)(A−l

(
0
0

)
,−l)

=(

(
0
0

)
, l)(

(
x
y

)
+ A0

(
0
0

)
,−l)

=(

(
0
0

)
, l)(

(
x
y

)
,−l)

=(Al
(
x
y

)
, 0)

Aśı Al
(
x
y

)
= δ

(
x
y

)
, pero esto no puede pasar porque Al es hiperbólico. Aśı ψ(NG(C)) =

0. Concluimos de la sucesión 5.15 que NG(C) ∼= Z2.

Demostración del Teorema 5.3.6. Para el inciso a) notemos que G es virtualmente Z3. En
efecto, por hipótesis A es eĺıptica, luego tiene orden finito. Sea n el orden de A, entonces
el subgrupo ⟨nZ⟩ de Z actúa de manera trivial en Z2, luego Z2×⟨nZ⟩ es un subgrupo de
Z2⋊φ Z isomorfo a Z3 de ı́ndice finito. Ahora la afirmación se sigue de Teorema 3.0.2.

Ahora demostremos el inciso b). Primero mostremos que gdF2
(G) ≤ 3. Para ello vamos

a mostrar un modelo de EF2G de dimensión 3. Por el Lema 5.3.7 inciso a) φ(1) = A
fija un subgrupo ćıclico infinito maximal y G/N = (Z2 /N) ⋊ Z es isomorfo a Z2 o a
Z⋊Z, en ambos casos G/N es 2-cristalográfico, luego por el [16] existe un modelo Y
3-dimensional para EF ′

1
(G/N) donde F ′

1 es la familia de subgrupos virtualmente ćıclicos

de G/N . Por el Lema 5.3.7 inciso b) la familia jalada F̃ ′
1 de la familia F ′

1 es igual a la
familia F2, entonces Y también es un modelo para EF2G mediante la acción inducida por
el morfismo π : G→ G/N .

Por último vamos a demostrar la otra desigualdad gdF2
(G) ≥ 3, para ello vamos a mostrar

que H3
F2
(G,Z) ̸= 0, en efecto, sea Y el modelo para EF2G que construimos anteriormente,

entonces
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H3
F2
(G,Z) = H3(Y/G,Z)

= H3(Y/(G/N),Z)

En [16, p.8 proof Theorem 1.1] demuestran que este último grupo es no cero.

Demostremos el inciso c). Primero vamos a mostrar que gdF2
(G) ≤ 2, para ello construi-

remos un modelo para EF2G de dimensión 2. Sea H el subgrupo Z2⋊{0} < G. Por el
Lema 5.3.8 inciso a) la familia F2 de G es la unión F2 = F1∪SUB(H) donde SUB(H) es la
familia de todo los subgrupos de H. Aśı por Proposición 1.4.10 el siguiente G-coproducto
amalgamado da un modelo para EF2G

EF1(H)G

g

��

f
// EF1G

��

ESUB(H)G // X

(5.16)

donde F1(H) = SUB(H) ∩ F1. Aqúı las funciones g, f son G-funciones dadas por las
inclusiones F1(H) ⊆ F1 y F1(H) ⊆ SUB(H). Afirmamos que bajo ciertas elecciones X es
de dimensión 2. Primero vamos a dar una idea de la construcción. Primero, observemos
que H es un subgrupo normal de G, E(G/N) = E Z = R es un modelo para ESUB(H)G,
véase por ejemplo la demostración del Corolario 2.10 en [51]. A continuación, mostraremos
que existe un modelo tridimensional Y para EF1G tal que:

(1) Y es la unión de dos G-subcomplejos Y1 y Y2.

(2) Toda 3-célula en Y pertenece a Y2.

(3) Y2 es modelo para EF1(H)G.

(4) La función f es la inclusión Y2 → Y .

Dado que f es una inclusión, entonces el G-coproducto amalgamado homotópico (5.16)
puede ser reemplazado por G-coproducto amalgamado, véase por ejemplo [71, Teore-
ma 1.1]. Es decir, tomamos X = Y ∪g R = Y ⊔R/ ∼, donde identificamos x ∼ g(x) para
todo x ∈ Y2. Por (1)-(4), podemos ver que cada 3-célula de Y está siendo colapsada a
un espacio de dimensión 1 mediante g, por lo que obtenemos que X es un complejo de
dimensión menor o igual a 2. De la construcción expĺıcita concluimos de hecho que X es
de dimensión 2.

Construyamos Y , Y1 y Y2. Dado que G es un grupo poli-Z sin torsión, por [51, Lema 5.15
y Teorema 2.3] obtenemos un modelo Y para EF1G mediante el siguiente G-coproducto
amalgamado ⊔

C∈I

G×NG(C) ENG(C)

��

// EG

��⊔
C∈I

G×NG(C) EWG(C) // Y

(5.17)
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donde I es un conjunto de representantes de clases de conmensuración en F1 −F0. Para
construir el mencionado G-coproducto amalgamado utilizamos una construcción análoga
a la descrita en Observación 1.4.20, es decir, reemplazamos EG con el mapping cylinder
de la función horizontal superior.

Por Lema 5.3.8 parte b), el conjunto I es la unión disjunta de I1 = {C ∈ I|NG(C) ∼=
Z} = {C ∈ I|C ̸≤ Z2⋊{0}} y I2 = {C ∈ I|NG(C) ∼= Z2} = {C ∈ I|C ≤ Z2⋊{0}}. Por
lo tanto, el G-coproducto amalgamado (5.17) se puede escribir como

(⊔
C∈I1

G×NG(C) ENG(C)

)⊔(⊔
C∈I2

G×NG(C) ENG(C)

)

��

// EG

��

(⊔
C∈I1

G×NG(C) EWG(C)

)⊔(⊔
C∈I2

G×NG(C) EWG(C)

)
// Y

(5.18)

Definimos Y1 y Y2 v́ıa los siguientesG-coproductos amalgamados⊔
C∈I1

G×NG(C) ENG(C)

��

// EG

��⊔
C∈I1

G×NG(C) EWG(C) // Y1

⊔
C∈I2

G×NG(C) ENG(C)

��

// EG

��⊔
C∈I2

G×NG(C) EWG(C) // Y2

Claramente Y = Y1 ∪ Y2, y Y1 ∩ Y2 = EG. Puesto que F1(H) es la familia de todos los
subgrupos virtualmente ćıclicos de H y I2 es el conjunto de representantes de las clases
de conmensuración de subgrupos ćıclicos infinitos en H, podemos usar [51, Lema 5.15 y
Teorema 2.3] para demostrar que Y2 es un modelo para EF1(H)G.

Observamos lo siguiente:

i) Si C ∈ I1 entonces un modelo para ENG(C) ∼= EZ es R. Por lo tanto, el cilindro
asociado a ENG(C) ∼= EZ contribuye a EF1G con un subespacio de dimensión 2.

ii) Si C ∈ I2 entonces un modelo para ENG(C) ∼= EZ2 es R2. Aśı, el cilindro asociado
a ENG(C) contribuye a EF1G con un subespacio de dimensión 3.

iii) Por [51, Teorema 5.13], EG tiene un modelo de dimensión 3.

Como consecuencia de las observaciones anteriores, concluimos que toda 3-célula de Y
pertenece a Y2. Esto concluye la construcción de un modelo bidimensional para EF2Γ.

Ahora vamos a mostrar que gdF2
(G) ̸= 0, 1. En [26, Proposition 3.19. y Proposition 3.20,

p. 49 ] se demuestra que gdF2
(G) = 0 si y sólo si G ∈ F2, pero como G no es virtualmente

Z2 tenemos que gdF2
(G) ̸= 0.



5.3 Caso Seifert fibrado 71

Ahora veamos que gdF2
(G) ̸= 1. Procedemos por contradicción, supongamos que existe

un modelo X para EF2G de dimensión 1. Notemos que X es un árbol y que cada elemento
G ∈ G tiene un punto fijo pues X⟨G⟩ ̸= ∅. Por Teorema 2.1.16 XG ̸= ∅ lo cual es una
contradicción porque G no es un elemento de F2.

Teorema 5.3.9. Sea M una 3-variedad de Seifert fibrado cerrada (sin frontera) con
orbidad base B y grupo fundamental G. Supongamos que B es modelada en E2. Entonces
M está modelada en E3 o está modelada en Nil. Además,

a) Si M es modelada en E3, entonces gdF2
(G) = 5.

b) Si M es modelada en Nil, entonces gdF2
(G) = 3.

Demostración. Por [63, Theorem 5.3] M es modelada en E3 o en Nil. Si estamos en el
inciso a), tenemos que G es 3-cristalográfico, aśı G es virtualmente Z3. Ahora la afirmación
se sigue de Teorema 3.0.2.

Para el inciso b), tenemos por [1, Section 12] que G es virtualmente Z2⋊φ Z con φ(1) = A
una matriz parabólica, entonces por Teorema 5.3.6 inciso b) tenemos que gdF2

(G) ≥ 3.
Sólo resta mostrar que gdF2

(G) ≤ 3. Por [63, p. 467] tenemos una sucesión exacta corta
central

1 → Z → G
p−→ B → 1 (5.19)

donde B es virtualmente Z2. Sea G la familia de subgrupos virtualmente ćıclicos de B,
consideremos la familia pull-back p∗(G), es decir, p∗(G) es la familia generada por {p−1(L) |
L ∈ G}. Notemos que F2 ⊆ p∗(G) esto viene del hecho de que todo subgrupo Z2 de G
intersecta no trivialmente a ker(p). Aplicando Proposición 1.4.12 a las familias F2 ⊆ p∗(G)
obtenemos que

gdF2
(G) ≤ gdp∗(G)(G) + máx{gdF2

(p−1(L)) | L ∈ G}. (5.20)

Notemos que un modelo para EGB es un modelo para Ep∗(G)G v́ıa la proyección p, como
una consecuencia obtenemos que gdp∗(G)(G) ≤ gdG(B) = 3. Por Ecuación (5.20) resta
mostrar que gdF2

(p−1(L)) = 0 para todo L ∈ G.

Sea L ∈ G, entonces p−1(L) es o bien virtualmente ćıclico o virtualmente Z2, en cualquier
caso tenemos que gdF2

(p−1(L)) = 0. Por lo tanto gdF2
(G) ≤ 3.

Teorema 5.3.10. Sea M una 3-variedad de Seifert de volumen finito, con frontera no
vaćıa, con orbidad base B y grupo fundamental G. Supongamos que B es modelada en
E2. Entonces M es difeomorfo a T 2 × I o al I-haz torcido sobre la botella de Klein. Más
aún, gdF2

(G) = 0.

Demostración. Por [57, Theorem 1.2.2] M esta modelada en E3, Nil o bien M es difeo-
morfo a T 2 × I o al I-haz torcido sobre la botella de Klein.

La 3-variedad M no puede ser modelada en E3 y Nil. Esto es aśı porque en [57, p. 60,
párrafo 2 y último párrafo] se muestra que una 3-variedad de volumen finito modelada
en E3 o Nil debe ser compacta, por lo tanto Int(M) no puede ser modelada en E3 o Nil
porque es una 3-variedad abierta.
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De lo anterior concluimos queM es difeomorfo a T 2×I o al I-haz torcido sobre la botella
de Klein.

Los grupos fundamentales de T 2 × I y del I-haz torcido sobre la botella de Klein son
isomorfos a Z2 y Z⋊φ Z respectivamente. En los dos casos la familia F2 de G contiene G,
por lo tanto gdF2

(G) = 0.

5.4. El caso Sol

En esta sección calculamos la F2-dimensión geométrica de las 3-variedades modeladas en
Sol. Este cálculo es relevante en el enunciado y demostración de Teorema 5.6.5.

Proposición 5.4.1. Sea M una 3-variedad cerrada y conexa modelada en Sol con grupo
fundamental G. Entonces gdF2

(G) = 2.

Para demostrar Proposición 5.4.1, necesitamos el siguiente lema. Sea K el grupo funda-
mental de la botella de Klein.

Lema 5.4.2. Sean K1 y K2 copias de K, y sea A el subgrupo Z2 de ı́ndice dos de K.
Suponga que φ : A → A es un isomorfismo hiperbólico. Considere G = K1 ∗A K2 el
producto amalgamado asociado a φ. Entonces

a) F2 = F1 ∪ F(K1, K2), donde F(K1, K2) es la familia más pequeña de G que contiene
K1 y K2.

b) Sea C un subgrupo ćıclico infinito de G entonces

NG(C) ∼=

{
es virtualmente Z2 si |C ∩ A| = ∞
es virtualmente Z en otro caso.

Demostración. a) Demostremos la inclusión F2 ⊆ F1 ∪ F(K1, K2). Sea S ∈ F2 entonces
S es virtualmente ćıclico o virtualmente Z2. Si S es virtualmente ćıclico, por definición
S ∈ F1 ⊆ F1 ∪ F(K1, K2). Ahora, supongamos que S es virtualmente Z2. Tenemos la
siguiente sucesión exacta corta:

1 → A→ G
ψ−→ D∞ → 1

Sea L el subgrupo isomorfo a Z de D∞ de ı́ndice 2. Entonces el subgrupo G′ = ψ−1(L) ∼=
A⋊φ L ≤ G también es de ı́ndice 2. Se deduce que G′ ∩ S tiene ı́ndice finito en S. Dado
que S ≤ G es virtualmente Z2, entonces G′ ∩ S ≤ G′ también es virtualmente Z2. Por
Lema 5.3.8, G′ ∩ S ≤ A. Por lo tanto, en la siguiente sucesión exacta corta:

1 → A ∩ S → S → ψ(S) → 1

tenemos que ψ(S) es finito. Si pensamos en D∞ como el producto libre de dos grupos
ćıclicos de orden dos, podemos ver fácilmente que todo subgrupo finito de D∞ es trivial o
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un conjugado de uno de los factores libres. Se deduce que S es subconjugado a K1 o K2.
La otra inclusión F1 ∪ F(K1, K2) ⊆ F2 es clara.

b) Primero supongamos que |C∩A| = ∞. Si C y C ′ son subgrupos ćıclicos conmensurables
de G, entonces NG(C) = NG(C

′), ver [51, Lemma 5.15], por lo que podemos suponer que
C ≤ A. Entonces, por Lema 5.3.8, NG(C) ∩ G′ es isomorfo a Z2. Ahora, G′ es de ı́ndice
2 en G, entonces [NG(C) : NG(C) ∩ G′] ≤ 2. Se deduce que NG(C) es virtualmente Z2.
Ahora supongamos que |C ∩A| <∞, entonces C ∩A es trivial porque A no tiene torsión.
Por Lema 5.3.8, tenemos que NG(C)∩G′ es isomorfo a Z. Ahora, G′ es de ı́ndice 2 en G,
entonces [NG(C) : NG(C) ∩G′] ≤ 2. Se deduce que NG(C) es virtualmente Z.

Proof of Proposición 5.4.1. En [5, Teorema 1.8.2, p.17] demuestran que si M está mode-
lado en Sol, entonces o bien M es el mapping torus de (T 2, A) con A Anosov, o M es un
doble de K×̃I, el I-haz torcido sobre la botella de Klein. En el primer caso, tenemos que
G = Z2⋊ψ Z con ψ(1) = A hiperbólico. Por Teorema 5.3.6 parte c), gdF2

(G) = 2.

Supongamos ahora que M es un doble de K×̃I. En este caso, por el teorema de Seifert-
Van Kampen, G = K1 ∗Z2 K2 donde K1 y K2 son copias del grupo fundamental de la
botella de Klein K, y Z2 está encajado en Ki como un subgrupo de ı́ndice 2. Sea H el
subgrupo Z2 de ı́ndice dos de K. En la demostración de Lema 5.4.2 demostramos que
G contiene un subgrupo de ı́ndice 2 isomorfo a Z2⋊φ Z con φ : H → H un isomorfismo
hiperbólico. Se sigue, de nuestro caso previo, que gdF2

(G) ≥ gdF2
(Z2⋊φ Z) = 2. Resta por

demostrar que gdF2
(G) ≤ 2, para esto construimos un modelo para EF2G de dimensión

2. La construcción de dicho modelo sigue la misma estrategia que en la demostración de
Teorema 5.3.6 c). Incluimos los detalles por completitud.

Por Lema 5.4.2, F2 = F1 ∪ F(K1, K2), donde F(K1, K2) es la familia más pequeña
de G que contiene K1 y K2. Entonces, por [19, Lemma 4.4] el siguiente G-coproducto
amalgamado homotópico proporciona un modelo para EF2G

EF1(K1,K2)G

g

��

f
// EF1G

��

EF(K1,K2)G // X

(5.21)

donde F1(K1, K2) = F(K1, K2) ∩ F1. Afirmamos que, con las elecciones adecuadas, X
es 2-dimensional. Primero daremos la idea de la construcción. Notemos que H es un
subgrupo normal de G, y G/H ∼= Z2 ∗Z2. Sea F(Z2,Z2) la familia más pequeña de
Z2 ∗Z2 que contiene ambos factores Z2, y notemos que F(K1, K2) coincide con la familia
más pequeña de G que contiene todas las preimágenes de elementos en F(Z2,Z2) bajo la
proyección G → Z2 ∗Z2. Recordemos que Z2 ∗Z2 actúa en R por isometŕıas simpliciales,
de hecho, el primer factor actúa como una reflexión a través de 0, y el segundo factor
como una reflexión a través de 1/2, y con esta acción EF(Z2,Z2)(Z2 ∗ Z2) = R. Ahora es
fácil verificar que EF(Z2,Z2)(G/H) = EF(Z2,Z2)(Z2∗Z2) = R es un modelo para EF(K1,K2)G.

A continuación, demostraremos que existe un modelo tridimensional Y para EF1G tal que

(1) Y es la unión de dos G-subcomplejos: Y1 y Y2.
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(2) cada 3-célula en Y pertenece a Y2.

(3) Y2 es un modelo para EF1(K1,K2)G.

(4) La función f es la inclusión Y2 → Y .

Dado que f es una inclusión, entonces el G-coproducto amalgamado homotópico (5.21)
puede ser reemplazado por un G-coproducto amalgamado honesto, ver por ejemplo [71,
Teorema 1.1]. Es decir, tomamos X = Y ∪g R = Y ⊔R/ ∼, donde identificamos x ∼ g(x)
para todo x ∈ Y2. Por (1)-(4), podemos ver que cada 3-célula de Y se colapsa en un
espacio de dimensión 1 a través de g, por lo tanto, obtenemos que X es un complejo
de dimensión menor o igual a 2. Por la construcción expĺıcita concluimos que X es de
dimensión 2. Construyamos Y , Y1 y Y2. Dado que G es un grupo libre de torsión-libre
y virtualmente poli-Z (contiene un subgrupo de ı́ndice dos isomorfo a Z2⋊Z), por [51,
Lemma 5.15 y Teorema 2.3] obtenemos un modelo Y para EF1G a través del siguiente
G-coproducto amalgamado ⊔

C∈I

G×NG(C) ENG(C)

��

// EG

��⊔
C∈I

G×NG(C) EWG(C) // Y

(5.22)

donde I es un conjunto de representantes de clases de conmensuración en F1 − F0. Para
construir el G-coproducto amalgamado mencionado, usamos una construcción análoga a
la descrita en Observación 1.4.20, es decir, reemplazamos EG con el cilindro de mapeo de
la flecha horizontal superior.

Dado que I es un conjunto de representantes de clases de conmensuración, podemos asu-
mir que cada C ∈ I es un subgrupo del subgrupo de ı́ndice dos Z2⋊Z de G. Ahora por Le-
ma 5.4.2 b) tenemos que I es la unión disjunta de I1 = {C ∈ I |NG(C) es virtualmente Z} =
{C ∈ I |C ̸≤ H} y I2 = {C ∈ I |NG(C) es virtualmente Z2} = {C ∈ I |C ≤ H}. Entonces
el G-coproducto amalgamado (5.22) se puede escribir como

(⊔
C∈I1

G×NG(C) ENG(C)

)⊔(⊔
C∈I2

G×NG(C) ENG(C)

)

��

// EG

��

(⊔
C∈I1

G×NG(C) EWG(C)

)⊔(⊔
C∈I2

G×NG(C) EWG(C)

)
// Y

(5.23)

Definamos Y1 y Y2 a través de los siguientes G-coproductos amalgamados
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⊔
C∈I1

G×NG(C) ENG(C)

��

// EG

��⊔
C∈I1

G×NG(C) EWG(C) // Y1

⊔
C∈I2

G×NG(C) ENG(C)

��

// EG

��⊔
C∈I2

G×NG(C) EWG(C) // Y2

Usamos la construcción de cilindro descrita en Observación 1.4.20 para construir todos los
coproductos amalgamados anteriores anteriores. Claramente Y = Y1∪Y2, y Y1∩Y2 = EG.
Dado que F1(K1, K2) es la familia más pequeña de G que contiene los subgrupos ćıclicos
virtuales de K1 y K2, una aplicación directa de [51, Lemma 5.15 y Teorema 2.3] lleva al
hecho de que Y2 es un modelo para EF1(K1,K2)G.

Observamos lo siguiente:

i) Si C ∈ I1, entonces NG(C) es virtualmente Z, y por tanto por [51, Teorema 5.13]
ENG(C) tiene un modelo 1-dimensional. Por lo tanto, el cilindro asociado a ENG(C)
contribuye a EF1G con un subespacio de dimensión 2.

ii) Si C ∈ I2, entonces NG(C) es un grupo virtualmente Z2 libre de torsión, por lo
tanto por [51, Teorema 5.13] ENG(C) tiene un modelo 2-dimensional. Por lo tanto,
el cilindro asociado a ENG(C) contribuye a EF1G con un subespacio de dimensión
3.

iii) Por [51, Teorema 5.13] EG tiene un modelo de dimensión 3.

Como consecuencia de las observaciones anteriores, concluimos que cada 3-célula de Y
pertenece a Y2. Esto concluye la construcción de un modelo 2-dimensional para EF2G.

5.5. Resumen de los cálculos de la Fk-dimensión geométri-

ca de las piezas JSJ

En la siguiente tabla resumimos los cálculos de la dimensión geométrica de las piezas que
nos quedan al aplicarle la descomposición JSJ a una 3-variedad prima P .
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Tipo de pieza N Analizado en gdF2
(π1(N, x0))

Pieza hiperbólica con frontera
vaćıa

Teorema 5.2.1 3

Pieza hiperbólica con frontera
no vaćıa

Teorema 5.2.1 3

Pieza Seifert fibrado con orbi-
dad base B mala o modelada
en S2

Teorema 5.3.1 0

Pieza Seifert fibrado cerrada
con orbidad base B modelada
en H2 con o sin frontera

Teorema 5.3.2 2

Pieza Seifert fibrado cerrada
con orbidad base B modelada
en E2, y pieza modelada en E3

Teorema 5.3.9 5

Pieza Seifert fibrado cerrada
con orbidad base B modelada
en E2, y pieza modelada en Nil

Teorema 5.3.9 3

Pieza Seifert fibrado de vo-
lumen finito, con frontera no
vaćıa, con orbidad base B mo-
delada en E2

Teorema 5.3.10 0

Tabla 5.2: Resumen de los cálculos de la dimensión F2 de las piezas JSJ.

5.6. Demostración de los teoremas principales

Antes de demostrar los teoremas principales necesitamos algunos resultados.

Proposición 5.6.1. Sea G el grupo fundamental de una 3-variedad M que es o bien hi-
perbólica, Seifert fibrada posiblemente con frontera no vaćıa, o modelada en Sol. Entonces

(a) Si M no está modelada en E3, entonces F2 = Fk para todo k ≥ 3. En particular,
gdF2

(G) = gdFk
(G) para todo k ≥ 3.

(b) Si M está modelada en E3, entonces F3 = Fk para todo k ≥ 4. Además, gdFk
(G) = 0

para todo k ≥ 3.

Demostración. Por [46, Proposición A], gdF2
(Z3) = 5. Como consecuencia, si G contiene

un subgrupo isomorfo a Z3, entonces gdF2
(G) ≥ 5. Por la segunda columna de Cuadro 5.2

y Proposición 5.4.1 concluimos que G no contiene un subgrupo Z3 a menos que M esté
modelada en E3. Esto demuestra el primer inciso. El segundo inciso se sigue al notar que
si M está modelada en E3, entonces G es virtualmente Z3.

Teorema 5.6.2. [35, Proposición 8.2] Sea M una 3-variedad prima, cerrada, orientada
y conexa que no es geométrica. Sea Y la gráfica de grupos asociado a su descomposición
JSJ mı́nima. Sea G = π1(Y ) y T el árbol de Bass-Serre asociado. Entonces la acción de
G = π1(Y ) en T es aciĺındrica.
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Corolario 5.6.3. Sea G el grupo fundamental de una 3-variedad M . Sea H un subgrupo
Zn de G, entonces n ≤ 3. Además, G contiene un subgrupo Z3 si y sólo si una de las
piezas primas de M está modelada en E3.

Demostración. Sea n ≥ 2. Sea G = G1 ∗ · · · ∗ Gr la descomposición de G asociada a
la descomposición prima de M , y sea H ≤ G un subgrupo Zn de G. Entonces por el
teorema del subgrupo de Kurosh, sin pérdida de generalidad, H es un subgrupo de G1.
A continuación, miramos el gráfica de grupos Y dado por la descomposición JSJ de G1,
en particular, los grupos de vértices de Y son los grupos fundamentales de las piezas JSJ
de G1 y los grupos aristas son isomorfos a los grupos fundamentales de los toros en la
descomposición JSJ. Entonces por Teorema 5.6.2 la acción G1 = π1(Y ) en su árbol de
Bass-Serre es aciĺındrica, y por Lema 2.3.7, H fija un vértice del árbol de Bass-Serre de
Y , por lo que H está conjugado a un subgrupo del grupo fundamental de una pieza JSJ
N de G1. Por Proposición 5.6.1 concluimos que n ≤ 3. Más aún, si asumimos que n = 3,
por Proposición 5.6.1 tal pieza debe estar modelada en E3. Por otro lado, cada variedad
modelada en E3 tiene frontera vaćıa, aśı que N es una pieza prima de G. Finalmente, si
M tiene una pieza prima modelada en E3 es claro que G contiene un subgrupo Z3.

5.6.1. La Fk-dimensión geométrica de una 3-variedad prima

Proposición 5.6.4. Sea M una 3-variedad prima que es no geométrica, conexa, cerrada
y orientada. Sean N1, N2, . . . , Nr con r ≥ 1, las piezas de la descomposición JSJ de M .
Denotemos G = π1(M,x0) y Gi = π1(Ni, xi). Si k ≥ 2, entonces

máx{gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} ≤ gdFk

(G) ≤ máx{2, gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r}.

Demostración. Sea Y la gráfica de grupos asociada a la descomposición JSJ de M con
árbol de Bass-Serre T . Por [35, Proposition 8.2] la acción de π1(Y ) = π1(M,x0) = G en
T es aciĺındrica. Entonces por Teorema 2.4.3 tenemos las siguientes desigualdades

máx{gdFk∩Gi
(Gi), gdFk∩Z2(Z2) | 1 ≤ i ≤ r} ≤ gdFk

(G)

y
gdFk

(G) ≤ máx{2, gdFk∩Gi
(Gi), gdFk∩Z2(Z2) + 1 | 1 ≤ i ≤ r}

Simplificando obtenemos

máx{gdFk∩Gi
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} ≤ gdFk

(G)

y
gdFk

(G) ≤ máx{2, gdFk∩Gi
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r}

Teorema 5.6.5 (Dimensión virtualmente abeliana de una 3-variedad prima). Sea M una
3-variedad prima que es conexa, cerrada y orientada. Sean N1, N2, . . . , Nr con r ≥ 1,
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las piezas de la descomposición minimal JSJ de M . Denotemos G = π1(M,x0) y Gi =
π1(Ni, xi). Si k ≥ 2, entonces

gdFk
(G) =

{
2 si M está modelada en Sol,

máx{gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} en otro caso.

Demostración. Si la descomposición JSJ mı́nima de M tiene solo una pieza, entonces la
variedad no puede ser modelada en Sol, ya que dichas variedades no son ni Seifert ni
hiperbólicas. Por lo tanto, si M tiene solo una pieza JSJ, el teorema se sigue. De ahora en
adelante, supongamos que la descomposición JSJ mı́nima de M tiene más de una pieza.
Tenemos dos casos: M es geométrica o no. Si M no es geométrica, afirmamos que

gdFk
(Γ) = máx{gdFk

(Γi) | 1 ≤ i ≤ r}.

Por Proposición 5.6.4 es suficiente ver que hay una pieza Ni en la descomposición JSJ
mı́nima deM tal que gdFk

(Γi) ≥ 2. Por definición, las piezas en la descomposición JSJ de
M son o bien hiperbólicas con frontera o Seifert fibradas con frontera. Si la descomposición
JSJ de M tiene una pieza hiperbólica o una fibra Seifert con orbidad base B modelada
en H2, entonces hemos terminado, ya que por la Tabla 5.1 los grupos fundamentales de
estas piezas tienen gdFk

igual a 3 y 2 respectivamente. Resta ver qué pasa si solo tenemos
piezas de Seifert fibrado con base orbidad B modelada en E2. Por Teorema 5.3.10 estas
piezas son o bien difeomorfas a T 2 × I o a un I-haz torcido sobre la botella de Klein. Si
tenemos una pieza del tipo T 2 × I, entonces la descomposición JSJ mı́nima de M tendŕıa
solo una pieza, de lo contrario, contradeciŕıamos la minimalidad de la descomposición JSJ.
Entonces M seŕıa el mapping torus de un autodifeomorfismo de T 2 y, por [5, Teorema
1.10.1., p.23],M seŕıa geométrica. Dado que estamos en el caso no geométrico descartamos
esta posibilidad. Por último, vemos qué pasa si solo tenemos piezas homeomorfas a un I-
haz torcido sobre la botella de Klein. Note que estas piezas solo tienen una componente de
frontera, por lo tanto, solo podemos tener dos de estas piezas unidas por un difeomorfismo
entre sus fronteras. En [5, p.19, último párrafo] muestran que M es geométrico, y una vez
más descartamos esta posibilidad.

Supongamos ahora que M es geométrica con al menos dos piezas JSJ. Note que M no
es hiperbólico, de lo contrario, la descomposición JSJ de M tendŕıa solo una pieza. Si M
está modelado en Sol el teorema se sigue de Proposición 5.4.1. Finalmente, si M no es
hiperbólica ni modelada en Sol, entonces por [5, Teorema 1.8.1, p.17]M es Seifert fibrado.
Pero esto no puede suceder ya que esto implica que tenemos solo una pieza JSJ.

5.6.2. La Fk-dimensión geométrica de una 3-variedad orientable

Teorema 5.6.6. Sea M una 3-variedad, conexa, cerrada y orientada. Sean P1, P2, . . . , Pr
con r ≥ 1, las piezas de la descomposición prima de M . Denotemos G = π1(M,x0) y
Gi = π1(Pi, xi). Si k ≥ 2, entonces

máx{gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} ≤ gdFk

(G) ≤ máx{2, gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r}.
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Demostración. Sea Y la gráfica de grupos asociada a la descomposición prima de M y
árbol de Bass-Serre T . La acción de π1(Y ) = π1(M,x0) = G en T es aciĺındrica. Entonces
por Teorema 2.4.3 tenemos

máx{gdFk∩Gi
(Gi), gdFk∩e(e) | 1 ≤ i ≤ r} ≤ gdFk

(G)

y
gdFk

(G) ≤ máx{2, gdFk∩Gi
(Gi), gdFk∩e(e) + 1 | 1 ≤ i ≤ r}

Simplificando obtenemos

máx{gdFk∩Gi
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} ≤ gdFk

(G)

y
gdFk

(G) ≤ máx{2, gdFk∩Gi
(Gi)} | 1 ≤ i ≤ r}

Lema 5.6.7. Sea G = H1 ∗ · · · ∗ Hk con k ≥ 2 y Hi ̸= 1 para todo i. Entonces pasa
exactamente uno de los siguientes casos:

a) G es isomorfo a D∞ con k = 2 y H1, H2 isomorfos a Z2 o

b) G contiene un subgrupo libre no ćıclico.

Demostración. Podemos asociar como G = H1 ∗ (H2 ∗ · · · ∗ Hk). Por [5, Lemma 1.11.2,
p.24] este producto libre contiene un subgrupo libre no ćıclico a menos que los factores
sean isomorfos a Z2. Por hipótesis Hi ̸= 1 para todo i, entonces H2 ∗ · · · ∗Hk es isomorfo
a Z2 si y sólo si tiene un factor el cual es isomorfo a Z2. Por lo tanto los factores de
G = H1 ∗ (H2 ∗ · · · ∗Hk) son isomorfos a Z2 si y sólo si k = 2 y H1, H2 sean isomorfos a
Z2.

Teorema 5.6.8. Sea M una 3-variedad conexa, cerrada y orientada. Sean P1, P2, . . . , Pr
con r ≥ 1, las piezas de la descomposición prima de M . Denotemos G = π1(M) y Gi =
π1(Pi). Entonces

gdF2
(G) =


0 si G ∼= D∞ o finito,

2 si r ≥ 2 y Pi es Seifert esférica para todo i,

y G no es virtualmente ćıclico,

máx{gdF2
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} en otro caso.

Demostración. Si sólo tenemos una pieza, la afirmación se sigue.

Supongamos que tenemos más de una pieza. Entonces el grupo fundamental de M se
ve como G = π1(P1) ∗ π1(P2) ∗ · · · ∗ π1(Pr) con r ≥ 2. Por el Lema 5.6.7 tenemos dos
casos: el grupo G es isomorfo a D∞ con r = 2 y π1(P1), π1(P2) son isomorfos a Z2 o G
contiene un subgrupo libre no ćıclico. Supongamos primero que G es isomorfo a D∞ con
r = 2 y π1(P1), π1(P2) son isomorfos a Z2, entonces gdF2

(G) = 0 y estamos en el primer
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caso del teorema. Ahora supongamos que G contiene un subgrupo libre no ćıclico, por el
Corolario 4.0.9 tenemos que gdF2

(G) ≥ 2.

De ahora en adelante supongamos que G contiene un subgrupo libre no ćıclico. Tenemos
dos casos a considerar: o todas las piezas son Seifert fibrado con orbidad base B modelada
en S2 o no. Veamos que pasa en el primer caso. Por la tabla 5.2 gdF2

(Gi) = 0 para todo
i, luego por Teorema 5.6.6 tenemos que gdF2

(G) ≤ 2 y estamos en el segundo caso
del teorema. Supongamos que existe una pieza Ps que no es Seifert fibrado con base B
modelada en S2. Vamos a mostrar que gdF2

(Gs) ≥ 2, luego por Teorema 5.6.6 tenemos que
gdF2

(G) = máx{gdF2
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} y estamos en el tercer caso del teorema. Tenemos

dos casos: Ps es geométrica o no. Primero supongamos que Ps es no geométrica. En la
demostración del Teorema 5.6.5 mostramos que gdF2

(Gs) ≥ 2. Veamos el caso cuando Ps
es geométrica. Si Ps es hiperbólica, entonces de Teorema 5.2.1 tenemos que gdF2

(Gs) = 3.
Si Ps esta modelada en Sol, entonces por el Teorema 5.6.5 tenemos que gdF2

(Gs) = 2. Si
Ps no es hiperbólica o modelada en Sol, por [5, Theorem 1.8.1, p.17] Ps es Seifert fibrado
sin frontera. Por la tabla 5.2 tenemos que gdF2

(Gs) ≥ 2.

Teorema 5.6.9. Sea M una 3-variedad conexa, cerrada y orientada. Sean P1, P2, . . . , Pr
con r ≥ 1, las piezas de la descomposición prima de M . Denotemos G = π1(M) y Gi =
π1(Pi). Si k ≥ 3

gdFk
(G) =


0 si G ∼= D∞ o finito,

2 si r ≥ 2 y Pi es euclideana o Seifert esférica ∀ i,
y G no es virtualmente ćıclico,

máx{gdFk
(Gi) | 1 ≤ i ≤ r} en otro caso.

La demostración se sigue en las mimas lineas como en el teorema anterior.

Teorema 5.6.10. SeaM una 3-variedad conexa, cerrada y orientada. Sean P1, P2, . . . , Pk
con k ≥ 1, las piezas de la descomposición prima de M . Denotemos G = π1(M) y Gi =
π1(Pi). Entonces, G contiene un subgrupo virtualmente Z3 si y sólo si la descomposición
prima de M contiene una pieza prima modelada en E3.

Demostración. Supongamos primero que la descomposición prima de M contiene una
pieza prima Nl que esta modelada en E3, entonces Gl es cristalográfico y aśı Gl es vir-
tualmente Z3. Pero G = G1 ∗ · · · ∗Gk, se sigue que G contiene un subgrupo virtualmente
Z3. Veamos la otra dirección, es decir, supongamos que G contiene un subgrupo H vir-
tualmente Z3. Sea L un subgrupo de H isomorfo a Z3 y l1, l2, l3 los generadores de L.
Sabemos que G se descompone como el producto libre G = G1 ∗ · · · ∗ Gk, se sigue que
l1, l2, l3 necesariamente pertenecen al mismo factor digamos Gs. Acabamos de mostrar que
Gs contiene un subgrupo isomorfo a Z3, luego gdF2

(G) ≥ 5. Se sigue de Teorema 5.6.5 y
Cuadro 5.2 que la descomposición JSJ de Ps contiene una pieza modelada en E3.
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[34] R. Jiménez Rolland, P. L. León Álvarez, and L. J. Sánchez Saldaña. Commensurators of abelian
subgroups and the virtually abelian dimension of mapping class groups. J. Pure Appl. Algebra,
228(6):Paper No. 107566, 2024.

[35] K. Joecken, J.-F. Lafont, and L. J. Sánchez Saldaña. Virtually cyclic dimension for 3-manifold
groups. Groups, Geometry, and Dynamics, 2019.

[36] K. Johannson. Homotopy equivalences of 3-manifolds with boundaries, volume 761 of Lecture Notes
in Mathematics. Springer, Berlin, 1979.

[37] D. Juan-Pineda and I. J. Leary. On classifying spaces for the family of virtually cyclic subgroups.
In Recent developments in algebraic topology, volume 407 of Contemp. Math., pages 135–145. Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 2006.

[38] D. Juan-Pineda and L. J. Sánchez Saldaña. The K and L theoretic Farrell-Jones isomorphism
conjecture for braid groups. In Topology and geometric group theory, volume 184 of Springer Proc.
Math. Stat., pages 33–43. Springer, [Cham], 2016.

[39] Daniel Juan-Pineda and Ian J. Leary. On classifying spaces for the family of virtually cyclic sub-
groups. In Recent developments in algebraic topology, volume 407 of Contemp. Math., pages 135–145.
Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2006.
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[42] J.-F. Lafont and I. J. Ortiz. Lower algebraic K-theory of hyperbolic 3-simplex reflection groups.
Comment. Math. Helv., 84(2):297–337, 2009.
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