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NOMENCLATURA

Simbolos
Z Longitud [m]
z Coordenada axial
P Presion [Pa]
Po Presion en z=0 [Pa]
Q Flujo volumétrico [m®/s]
Qv Flujo volumétrico visco-elastico [m3/s]
On Flujo volumétrico newtoniano [m®/s]
G Elasticidad de la membrana
a Longitud del radio del capilar [m]
E(t) Campo eléctrico [N/C]
r Coordenada radial
\ Velocidad [m/s]
V; Componente axial del vector velocidad [m/s]
Cf Constante flexo-eléctrica [Coulomb]
t Tiempo [s]
R(w) Funcion de transferencia compleja
De NUmero de Deborah

Letras griegas

Numero imaginario

5 Elasticidad

] Viscosidad [Pa s]

p Densidad del fluido [m®/s]

A Tiempo de relajacion de Maxwell [s]

Ai Tiempo de relajacion de la sustancia [S]



v Tiempo caracteristico del proceso de deformacion al que se ve

sometido una determinada sustancia [s]

pE Viscosidad de bulto

n Elasticidad total de bulto
IL. Memoria

De(t) Potencial eléctrico [Joules]
3 Factor geométrico [m?]
0 Frecuencia

Oy Operador viscosidad

O Operador fluidez

Y Rapidez de deformacion
p? Parametro beta

Go Esfuerzo en la pared [Pa]

Vector, diatica y tensores

c Tensor de esfuerzos viscosos y visco-elasticos
o1z Componente rz del tensor de esfuerzos [Pa]
T Tensor de esfuerzos total

| Matriz unitaria
D Tensor rapidez de deformacion [1/s]
Aceleracion de la gravedad [m?%/s]

Otros simbolos

v Operador gradiente m?

V- Operador divergencia m™



GLOSARIO

Células ciliadas externas:

Ayudan a amplificar las vibraciones sonoras que entran en el oido interno desde el oido

medio.

Diagrama material 3D:

Diagrama en donde son representados los nimeros adimensionales.
Ecuacion constitutiva

Ecuacion que describe la relacién dindmica de un sistema (Esfuerzo, deformacion y

rapidez de deformacion)

Ecuacion de continuidad

Ecuacion diferencial parcial que describe la conservacion de la materia.
Ecuacion de movimiento

Ecuacion que dicta la 2da ley de Newton con aplicacion a un medio continuo.
Estado estacionario

Estado en donde las variables son independiente del tiempo.

Fluido bioldgico

Todo aquel fluido que segrega un ser humano.

Fluido newtoniano

Es aquel fluido que no importa la rapidez con la que sea deformado, su viscosidad

permanece constante.

Fluido visco-eléstico:

Fluido que contiene componentes viscosas (disipativas) y elasticas (almacenamiento).
Flujo volumétrico:
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Volumen de fluido que pasa a través de un area determinada en un tiempo determinado.
Funcion de transferencia compleja:

Relacion entre una variable de entrada y una de salida en un sistema dinamico.
Membrana flexo-eléctrica:

Membrana que tiene la capacidad de cambiar su curvatura por efecto de un agente

externo, especificamente un campo eléctrico.
Modelo de Maxwell:

Modelo donde se aplica una ecuacion constitutiva que describe un sistema visco-

elastico a bajas rapideces de deformacion, es decir, visco-elasticidad lineal.
Motilidad:

Habilidad de moverse espontanea e independientemente.

Reologia:

Ciencia que estudia la forma en que fluyen y se deforman los materiales en respuesta

a fuerzas o tensiones aplicadas.

Tensor de esfuerzos:

Matriz simétrica de 3x3 con 9 elementos que describe un elemento de control.
Tiempo de relajacion

Periodo de tiempo que tarda un sistema en llegar a un estado de equilibrio.
Viscosidad:

Resistencia que opone un material a fluir.
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RESUMEN

En el presente trabajo se analizan las células ciliadas externas (CCE) que son las
responsables de amplificar el sonido mediante un modelo electro-mecanico de una membrana
flexo-eléctrica circular inmersa entre dos fases viscoelasticas sometidas por un campo eléctrico
de amplitud y frecuencia particular. La flexo-electricidad que tienen las membranas timpanicas
es un efecto de acoplamiento electromecanico entre la curvatura promedio de la membranay la
polarizacion eléctrica que es fundamental para la audicion. La flexo-electricidad aplicada a las
membranas utiliza un campo eléctrico impuesto para crear flexion entre ellas, la cual es utilizada
por las CCE. Para modelar este fenémeno, se utiliza el concepto de permeabilidad dindmica y
funcién de transferencia compleja. Dicho modelo se basa en la ecuacion que describe la
respuesta mecanica y oscilatoria aplicada a una membrana flexo-eléctrica, asi como al flujo
volumétrico producido por dicha oscilacion de la membrana entre las fases viscoelasticas del
sistema, donde se hace uso del modelo de Maxwell el cual puede ser interpretado como un

resorte (Ley de Hooke) conectado en serie a un piston (Ley de viscosidad de Newton).

Palabras claves: Flexo-electricidad, Modelo de Maxwell, Modelo Electro-reolégico,

Electromotilidad, Células Ciliadas Externas, Visco-elasticidad.
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1.1 Introduccion

Este proyecto, versa en el estudio de la flexo-electricidad de las células ciliadas externas (CCE), se
encuentran en el oido interno y son las causantes de amplificar la informacion que proviene del
sonido que pasa por el sistema auditivo externo e interno respectivamente (Rey 2006; 2008). La
flexo-electricidad, es la capacidad que tiene un sistema de cambiar su curvatura promedio por efecto
de una fuente externa, esta fuente externa es por lo regular un campo eléctrico externo (Wang et al.
2022). Las CCE utilizan un concepto llamado flexo-electricidad que es la capacidad que tiene un
sistema fisico de cambiar su curvatura por efecto de un agente externo, especificamente un campo
eléctrico (fuerza por unidad de carga, Petrov 2001; Rey 2007). Patel y Meyer (1987) estudiaron la
flexo-electricidad desde el punto de vista de la Optica y teoria electromagnética en cristales liquidos

colestéricos.

En particular, la flexo-electricidad aplicada a las membranas biologicas, utiliza un campo eléctrico
impuesto para crear flexion entre ellas, la cual es utilizada por las células ciliadas externas (CCE)
ubicadas en el oido interno (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia y Rey 2014).

Por otra parte, la flexo-electricidad en las membranas timpéanicas, es un efecto del acoplamiento
electromecanico entre la curvatura promedio de la membrana y la polarizacion eléctrica
macroscopica que es esencial para la fisiologia de la audicion (Petrov 2001). En el regimen lineal
el modelo membrano-dindmico que describe la evolucion de la curvatura promedio en funcion del
campo eléctrico aplicado, es de segundo orden en las derivadas temporales de la curvatura
promedio y del campo eléctrico y bajo ciertas transformaciones algebraicas, se mapea en modelos
tipo Burgers de la mecéanica de sélidos (Herrera-Valencia y Rey 2023). La respuesta dindmica del
sistema es tipica de un oscilador armdnico forzado y puede mostrar curvas resonantes en la
potencia total (Abou-Dakka et al. 2012). La amplitud, la frecuencia y la anchura de las curvas
resonantes en la potencia son de relevancia para el funcionamiento de las células ciliadas externas
(CCE), las cuales dependen de la inercia que proviene de las fases viscoelasticas y la relacion entre
la elasticidad de la membrana y la de los liquidos en contacto (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-
Valencia y Rey 2014, 2023).

El modelo electro-reoldgico no lineal y las aportaciones de este trabajo, contribuyen a la busqueda
constante en el entendimiento de los motores bioldgicos conocidos como células ciliadas externas,

especialmente en el papel fundamental de la deformacién de la membrana en la entrega de energia
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mecanica, a través de electro-motilidad y su conversion en energia dependiente de la frecuencia
(Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia y Rey 2014, 2023).

El objetivo de este proyecto es deducir una funcién de transferencia que estd muy relacionada a la
permeabilidad dindmica de un sistema que consiste en una fase solida flexo-eléctrica dos fases
liquidas visco-elasticas (Abou-Dakka et al. 2012). La permeabilidad dinamica es un objeto
matematico que depende de la frecuencia, y que relaciona una variable de salida con una de entrada

en el espacio matematico de Fourier (Collepardo-Guevara y Corvera Poiré 2007; Flores et al. 2016).

Para activar la membrana flexo eléctrica se aplica un campo eléctrico y las membranas oscilan en

torno a una posicion de equilibrio (Herrera-Valencia et al. 2014, 2018, 2013)

nm curvature

Figura 1. llustra el efecto del campo eléctrico en las células ciliadas externas y su deformacion por
efecto del campo eléctrico.

1.2 Estado del arte

1.2.1 Membranas flexo-eléctricas con enfoque a celulas ciliadas externas

El funcionamiento de las células ciliadas externas (CCE) en el oido interno implica
oscilaciones de curvatura periodicas impulsadas por campos eléctricos en membranas elasticas el
cual provoca un flujo a los fluidos visco-elasticos en respuesta al campo eléctrico aplicado en la
membrana, a este fendmeno se le conoce como flexo-electricidad (Petrov 2001, 2006). La funcion
clave en las CCE es la amplificacion del sonido en presencia de un medio visco-elastico, por lo
tanto, se obtiene una respuesta de frecuencia de las membranas flexo-eléctricas incrustadas en

medios visco-elasticos debido a un campo E(t) oscilante (Abou-Dakka et al 2012; Herrera-Valencia
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y Rey 2014, 2018, 2023). Al imponer un campo eléctrico fluctuante E(t), la membrana oscila y
desplaza los fluidos visco-elasticos incompresibles superiores e inferiores (Herrera-Valencia y Rey
2014).

Fikus y Pawlowski (1989) centraron sus investigaciones en modelos electro-reolégicos basados en
andlisis de flujo lento y los verificaron experimentalmente. Hawkins y Lovett (2004) analizaron
problemas auditivos con modelos matematicos y el énfasis de sus trabajos se centraron en la genética
del sistema auditivo y la sensibilidad de estos modelos a las propiedades materiales. Raphael et al.
(2000) estudiaron la electro-motilidad que esta asociada a sistemas biolégicos que cambian su
estado de reposo, por efecto de un campo eléctrico. Para esta investigacion, ellos propusieron un
modelo que describe el cambio de curvatura para las células ciliadas externas. Brownell (1985)
estudio el efecto de corriente en la polarizacion y la despolarizacion de las células ciliadas externas
en mamiferos. Sachs et al. (2009) estudiaron el sistema auditivo en diversos sistemas biologicos con
modelos mecénicos, eléctricos y una combinacion de estos (electro-mecénicos). Oghalai et al.
(2000) estudiaron el efecto de la diferencia de potencial eléctrico en el plasmay la movilidad en las
células ciliadas externas.

Finalmente, y a pesar de todos los intentos tedricos y experimentales para describir el
comportamiento del sistema auditivo, no existen modelos o son escasos que describan las
propiedades viscoelasticas de los fluidos intracelulares y extracelulares de las células ciliadas
externas. Precisamente, este proyecto propone un modelo electro-reoldgico que describe las células
ciliadas externas oscilando en fluidos complejos viscoelasticos lineales.

Este proyecto versa en los siguientes puntos importantes:

A) Proponer un modelo electro-reoldgico que describa el movimiento resonante de las membranas
flexo-eléctricas en medios viscoelasticos.

B) Mediante la transformada de Fourier, obtener una funcidn de transferencia que describa la
relacion entre el campo eléctrico (variable de entrada) y el flujo volumétrico (variable de
salida).

C) Analizar la sensibilidad que presenta el sistema a las propiedades materiales
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1.3 Hipotesis

Si el efecto del introducir un campo eléctrico en el sistema se modifica el flujo volumétrico,
entonces esta serd cuantifica a través de la funcion de transferencia compleja y los mecanismos

inerciales, solvente y viscoelasticos.

1.4 Objetivos

General

Estudiar la respuesta dindmica oscilatoria lineal de una membrana flexo-eléctrica inmersa entre dos

fases viscoelasticas en una geometria cilindrica de radio r = a y longitud z = 2L.
Particular

P.1 Obtener un modelo lineal que describa la curvatura o el flujo volumétrico sobre la membrana
flexo-eléctrica, inmersa en fases viscoelasticas en funcion de las propiedades materiales y
geométricas.

P.2 Aplicar el formalismo de Fourier con el fin de obtener una expresion analitica para la funcion
de transferencia compleja, en donde la variable de entrada es el campo eléctrico y la de salida es
el flujo volumétrico.

P.3. Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las ecuaciones y que
se obtengan grupos adimensionales que describan los mecanismos fisicos que gobiernan al sistema
de estudio.

P.4. Calcular la parte real e imaginaria y norma de la funcion de transferencia en funcion de los

numeros adimensionales.

P.5 Deducir las condiciones materiales y de operabilidad para que el dispositivo muestre las curvas

resonantes tipicas y pueda aplicarse a entender el complejo comportamiento de oido.
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CAPITULO II

SISTEMA FISICO Y MODELADO
MATEMATICO
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2.1 Sistema fisico

El sistema fisico puede describirse como el modelo propuesto por Rey (2008), que versa
del estudio del comportamiento de las celulas ciliadas externas que son expuestas a un campo
eléctrico y que tienen como objetivo modelar la dindmica de estos sistemas bioldgicos Abou-
Dakka et al. (2012). Para ello, se utiliza un capilar de longitud z =2 L, y radio r =a. Donde la
parte superior del capilar [L, 2L] esta llena con una fase liquida viscoelastica {p1,n1}, al igual que
la parte inferior del capilar [0, L] esta llena con otra fase liquida viscoelastica {p2,n2} Herrera-
Valencia y Rey (2014). Los subindices (1y 2) estan referidos a la parte superior (1) e inferior (2)
respectivamente. En medio del capilar, i.e., (z = L), se adhiere una membrana flexo-eléctrica
circular, es decir una membrana que por efecto de un campo eléctrico se deforma en forma de
domo esférico y oscila en torno a una posicion de equilibrio (Rey 2008, Abou-Dakka et al. 2012;
Herrera-Valencia y Rey 2014, 2018, 2023).

Para la descripcidn de este sistema se toman las siguientes suposiciones:

a) Liquido no newtoniano viscoelastico lineal, i.e. el modelo es valido para rapideces de

deformacion pequeiias.
b) Liquido incompresible: La densidad no depende de la posicion ni del tiempo

c) Proceso en estado no estacionario: La velocidad, la presion y campo eléctrico dependen

del tiempo.

d) No existe gradiente de presion en la direccién axial, por lo tanto, no existe una fuerza

que deforme continua e irreversiblemente el sistema.

e) El campo eléctrico, activa la membrana flexo-eléctrica y la membrana cambia su
curvatura formando un casquete esférico a la derecha y regresa formando un casquete
esférico a la izquierda. Este movimiento genera un flujo volumétrico Qs en la parte superior
y un flujo volumétrico Qi de tal manera, que el cambio en el flujo volumétrico en el sistema
es cero, i.e. AQ = Qs -Qi = 0.

f) Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto a los eléctricos y a los

viscoelasticos.
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g) Elflujoy la reologia del sistema pueden ser descritos mediante el modelo viscoelastico

de Maxwell, i.e., las deformaciones en el fluido son bajas (viscoelasticidad lineal).

h) Simetria cilindrica, i.e. no existe dependencia de ningun atributo o variable dinamica con

el angulo.

2.2 Modelado matematico

p(z=0)=p, e
Left flud
£(1)
ﬁ
0, () A
|
z=0

Figura 2. llustra el sistema geomeétrico del sistema. EI campo eléctrico, activa la membrana flexo-
eléctrica y esta produce un flujo volumétrico en la parte de la derecha y en la parte izquierda de tal
manera, que la contribucidn total es cero.

En la Fig. 2 el campo eléctrico producido por los fendmenos electrofisiolégicos del cuerpo
humano, induce que la membrana se deforme hacia arriba y hacia abajo y forme un domo esférico,
como el que se observa en el sistema. Los flujos volumétricos de las dos fases viscosas con
viscosidades {n1, n2} son generados por el movimiento de las fases liquidas viscoelastica en el
medio y también por una diferencia de presiones en la parte superior e inferior. La rapidez de
evolucién de la curvatura de la membrana induce un flujo volumétrico. Suponemos que el campo
eléctrico aplicado deforma la membrana en forma de domo esférico de alturah y radior =ay crea
una oscilacion entre las fases visco-elasticas (Rey 2008; Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia
y Rey 2014).
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2.3 Ecuaciones tedricas

En esta seccion, se presentan las ecuaciones mas importantes en el sistema. La dinamica no-lineal
de la membrana esta determinada por ecuaciones de continuidad, transporte y de un balance de fuerzas
en la membrana (Bird et al. 2002). La primera de ellas es la ecuacion de continuidad la cual, es un

balance de masa sin reaccion quimica para la primera fase 1:

d1
=+ pV =0 (1)

De la misma manera para la otra fase viscoelastica 2 (Bird et al. 2002):

%+V-pr=O (2)

La ecuacion de movimiento para el sistema, que es basicamente la segunda ley de newton aplicada a un

medio continuo (Bird et al. 2002):

WV _ g,

o =~V T+pg ©3)
EnlaEc. (3) Vesel vector velocidad V' y T es el tensor de esfuerzos total. El tensor de esfuerzos totales,
toma la forma (Bird et al. 2002):

T=-pl+ o—pVeV 4)

En donde | es la matriz unitaria, p es un escalar asociado a la presion en el sistema y o es el tensor de
esfuerzos viscosos y viscoelastico. La ecuacion de movimiento puede ser descrita para cada fase (ty b)

en la siguiente forma:
apVv

> =V (=pl+ 0)+pg (5)
Deduciendo:
a(,‘%/:v-(—pl)+v-a+pg (6)

De tal manera que:
2L =Vp-1—pV-1+V-0+pg @)
De la Ec. (7) se tiene que pV - I = 0. Entonces para cada fase (1y 2):
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apVv

atsz-I+V-U+pg (8)

2.3.1 Ecuacion constitutiva reologica del sistema

La reologia y el flujo, son descritos a través de la ecuacion constitutiva reoldgica de Maxwell
para las dos fases liquidas (Bird et al. 1987):

d av,
Orz + A4 ot Orz =M1 a_rz (9)

av,

a
Orz + 42 ao-rz =Nz or (10)
Y para la membrana:

00 7 _ avg

— =26 (11)

Donde G es la elasticidad de la membrana y oVz/cr es la rapidez de deformacion. La Ec. (9) puede ser

escrita en terminos de un operador viscosidad, el cual es una extension del modelo Newtoniano:

m_0Vz:_ g 9,9 12

Orz = s OnGGD %r (12)
a G A1

O (5) =25 = =25 (13)
ot 1+/115 1+AIE

Para el segundo fluido, se tiene una expresion analoga para el operador de Maxwell, por lo que:

2 v, a.av,
Orz = . = Onz(a)? (14)

1+AZ% or

O\ _ M2 _ Gk
On2 (57) = T = 1% (15)
29t 25t

Para la membrana, se tiene una expresion similar:

_ 10V, _
Orz = Gﬁ?? - 0173(
t

2,3V,
at’ or

(16)
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Donde:

o (2) - @

S:|m|m

Sumando las contribuciones de las ecuaciones reoldgicas en un sistema mecanico en paralelo, se tiene
la siguiente expresion matematica:

Oz = O(rz)1 + O(rz)2 + O(rz)3 (18)

Al combinar la Ecs. (12-17) y sustituirla en la Ec. (18), se tiene la expresion general para el modelo

reolégico que describe el modelo reoldgico

6 = O, (%) "’al (19)

En donde el operador fluidez O, (d/ct) tiene la siguiente estructura matematica

d d?
0 (a ) _ G+ (2U+GZ77)E+HA(G+2G)W
n

a_

(20)

d d? a3
a+2,1?+171?
O en terminos del inverso del operador viscosidad, la Ec. (20) puede ser expresada como:

d d2 a3

o (2) = PR TR T 21

Q at - d d2 ( )
G+ (Zn +GZU)E+HA(G+EG)W

En donde se han definido las siguientes variables dimensionales:

Xn =11+ (22)
M=2,1, (23)
Y =G +G; (24)

La primera de estas, es la viscosidad total de bulto de las fases liquidas, la segunda es la interaccion
entre los tiempos de relajacién del sistema y finamente la elasticidad total de bulto. El siguiente punto
es proponer la ecuacion de momento para los dos fluidos y la membrana flexo-eléctrica, i.e., se tiene la

siguiente expresion generalizada, para una membrana flexo-eléctrica inmersa

av 7]
(o1 + p2) 5 = =(Vp1+Vp2) + O, () V2V + (o1 + p2)g (25)
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La Ec. (25) puede ser escrita como:

av a
5p2=—Vp +0, () V2V +Ipg (26)

En donde Xp es la densidad total de los dos fluidos. Tomando la componente z de la Ec. (26), se tiene
la siguiente ecuacion diferencial analitica que describe la aceleracion instantanea del fluido debido al
gradiente de presion y los mecanismos viscoelasticos en el sistema. Es importante, destacar, que los
mecanismos de presion se hacen idénticos a los eléctricos de tal manera que, se tiene la siguiente
expresion:

p(t)=p, +C; IDe(t) (27)

En la Ec. (27) po (Pascales Pa) es la presion en z = 0, ¢t es una constante flexo-eléctrica (Coulomb),
I=8/a’(m?) y el de(t) es el potencial eléctrico (Energia = Joules). En coordenadas cilindricas se
reescribe la componente z de la ecuacion de movimiento Ec. (25) y se tiene la siguiente expresion
analitica:

ava(rt)

vzt _ _ 9\yp2y — _ 9\ p2
2p T2 = —vp + 0, (5) V2V = —cf Wde(t) + O, (5) V2V (28)

En la Ec. (28) el término po,Vz es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleracion

instantanea en el sistema.

2.3.2 Series de Fourier

Para resolver la Ec. (28), se supone que las funciones son continuas y de clase C* en un dominio

abierto de R?, por lo que la transformada de Fourier, toma la forma:

Flo) = 2= 7, f)e ™ dt (29)

Al aplicar la transformada integral (Ec. 29) sobre la Ec. (28) se deduce una expresion analitica para la

velocidad en terminos de la variable radial r y la frecuencia . En donde la derivada parcial, se puede

i , . . d .
sustituir por el producto entre el nimero i por la frecuencia: priad (22

24



% (r,t) =iwV,(r,w) (30)

De la misma manera:

f ,6(De(t) f ,6<De(w) (31)
Por lo que:

10 pliw)V, ~00e(w)
Tar( (T w)) 0y (iw) (T w) - Cf‘ az O(D( w) (32)
Quitamos el signo negativo con el numero imaginario i> = —1 , quedando:
iaar (r— (1, a))) + pitw0q(iw)Vz(r,w) = f,,(')(De(w) Og(iw) (33)

Para resolver la Ec. (33) se propone agrupar las siguientes variables caracteristicas en un funcion que
denominamos Beta. Esta, es una relacion entre la inercia de las fases liquidas, la densidad total de los
fluidos y el operador fluidez para el modelo reologico propuesto por Herrera-Valencia y Rey (2023),

y deducido en la presente investigacion a nivel de licenciatura:
B? = pidw0gy(iw) (34)

Reescribiendo la Ec. (33), se tiene la siguiente expresion analitica que describe la velocidad con la que
la membrana flexoelectrica transfiere el momento a las fases liquidas y queda definida mediante una

ecuacion diferencial de Bessel no homogenea:

L2 (r 21,0, 0) + B0 0) = f 3225 04 (i) (35)

ror

La Ec. (34), puede ser resescrita de la siguiente manera:

L L0 4 2y 0)] + B (rw) = of T2 04 (i) (36)
Finalmente:
T L 22V, ) + B, 0) = of T 0(i0) (37)
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2.3.3 Perfil de velocidades

Para resolver la Ec. (37) se propone que la solucion general se puede descomponer en términos
de una solucién homogénea y particular.
Vz(r,0) = Vzy(r,0) + Vzp(r,0) (38)

A) Ecuacion diferencial homogénea

La solucion de la ecuacion diferencial homogénea de la velocidad en el espacio de Fourier, se tiene lo

siguiente:
2%V,(rw) . 18
TZ“’+;5VZ(7",w)+BZVZ(r,w) =0 (39)

Multiplicando por r? se tiene la ecuacion diferencial del modelo de Bessel:

2 02V,(r,w)
or?

+ r%VZ(r, w) + r2p*V,(r,w) = 0 (40)

La Ec. (40) es paramétrica de Bessel y para resolverla se propone el siguiente cambio de variable x =
Br. Reacomodando a la forma de Bessel:

(Br)?

0%V, (r,w)
a(Br)?

+ Br =V, (r, @) + [(B1)? — 0]V, (r, ) = 0 (41)

La solucion homogénea de la ecuacion diferencial Ec. (41) esta dada por la expresion:
V,(x) = CiJo(x) + (Yo (%) (42)

Por lo tanto, la solucién homogénea es:
Vzan= Clo(Br) + C2Yo (Br) (43)

En las Ecs. (42) y (43) {Jo, Yo} son las funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden cero

respectivamente.

B) Solucién particular

La solucidn particular para el problema de la Ec. (37) se puede expresar como:
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Vzp(r,m) = A; A €R (44)

Al sustituir la Ec. (44) en la Ec. (37) obtenemos:

B2A = cf T2 04 (i) (45)

por lo tanto, A esta determinada por:

~0D .
A= chﬁ,f—(ng) 0o (i) (46)

La solucién general de la Ec. (37) en términos de la coordenada radial r, se puede expresar como:

V,(r, @) = CiJo(Br) + C;Yo(Br) + ijaf;zeéi’)

Og(iw) (47)

El cual representa el perfil de velocidades en el sistema. Para calcular las constantes C1 y C2, aplicamos

las condiciones de frontera que seran explicadas en la siguiente seccion.

2.3.4 Condiciones de frontera

La primer condicion de frontera es de no deslizamiento en las paredes, i.e., se tiene la velocidad
en la interfase entre el solido y el fluido es cero, por lo que:
CF.1:Vz(r=a0) =0 (48)

Aplicando la primera condicion de frontera en la Ec. (47) se tiene la siguiente expresion algebraica

0= Cufo(Ba) + CYo(Ba) + cf T2

Og(iw) (49)

Y la velocidad axial debe ser finitaen r =0, por lo que:
C.F.2: Vz(r=0,0) = finita (50)

Aplicamos C.F.2:

finita = C1Jo(BO) + C,Yo(BO) + cf F "’;fj;‘z")
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La Ec. (51) presenta una inconsistencia fisica debido a que en r =0, la funcién de Bessel de segunda
especie diverge en cero, i.e., C,Y,(B0) = —oo, por lo que se obtiene que: finita = —o !! ERROR.
Matematicamente es correcto, pero fisicamente no existen velocidades infinitas, para evitar esto, se debe
de hacer C, = 0. Con esta eleccion, el termino que que contiene la funcidn de Bessel de segunda especie

desaparece del perfil de velocidades. Despejamos C; Yy sustituimos C, en C.F.1

dde(w)

0 = Cujo(Ba) + ¢f 37552 00 (i) (52)
Asi que,
~dPe(w)
cf F——0¢(iw)
— 2oz
G =" ®3)

Sustituimos C, en la Ec. (47):

Cf:6®e(w) o(i®)

%87 z
V,(r,w) = —ﬁ] "’(ﬁa)

Jo(Br) + cf 72022 0 (i) (54)

Arreglando la Ec. (54):

_ ¢ ~0%e(w) ~0Pe(w)
Vi(r,) = —cf 32522 0(i00) () Jo(Ba) + f T2 O (i) (55)
Y obtenemos el perfil de velocidades particular:
- w0) = (1 — LoBr)) 9%e(w)
V,(r,0) = cf 00 (i) 75 (1 = 255) 5 (56)

Esta expresion nos permite obtener el perfil de velocidades en funcién de los pardmetros materiales del
liquido, la fuerza motriz que deforma continua e irreversiblemente el fluido asociado al gradiente de
presion en la direccion axial. Notese, que el perfil de velocidades esta determinado por un cociente de

funciones de Bessel, lo que podria inducir efectos resonantes en el sistema.
2.3.5 Flujo volumétrico

El flujo volumétrico en el sistema, se puede calcular mediante la integral de superficie en el

espacio de Fourier.
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Q(w) = fSV .dS = f02n foaVz (r,0)rdrd0

Sustituimos V,(r, w) Ec (56) en Q ec. (57) obtenemos:
_— 2 1 Jo(Br) D
Q = cf F0e(iw) [ [ [E(l - %)] rr dg 222

Resolviendo la primera integral:
2 ~ . 1 Jo(Br) oD
fon [Cf"OCD(lw)E(l p10: )] do e(w)

Jo(Ba)
Deducimos:
~frutonz (1 " a0
Finalmente:
=9|25T=2n—0=2n

Realizamos la segunda integral:

foa V,(r, w)rdr

Cambiamos los limtes de integracion:

a’ 01 V,(r, w)rdr

Quedando:
Q = 2ma? Ole(r, w)rdr

Resolviendo:

1 90 Jo(Br)
Q = 2ma?cf 300(iw) 222 [ [(1 - L2)]
Obtenemos:
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Q = 2ma’cf F0g(iw) ~ 6d>e(w)f [( %)] rdr

Donde:
Q = 2ma’cf qu)(La)) L 6(I>e(a))f [(rdr - h(—lﬁa))] follo(ﬁr)

Resolviendo la integral:

190 1
Q = 2ma’cf 00 (iw) 5 52 (5 1 -

Jo(Ba) f01]0 (Br) rdr

Resolviendo:

1 0de(w)
0z

18

Q = 2ma’cf qu)(lw) [i m (1[7,3) fo ) Jo(Br)(B) rdr(B)

Nos queda:

Q= 2ra? chO@( ) 1 6(De(a))

[1 1
2 B%jy(pa)

If Jo(Br) rar

Del cambio de varible X = fr tenemos:

1 0Pe(w) (1

dz [2 ﬁzj (B ) IBIO(x) xdx

Q = 2na® CfJOq;(la))

De la propiedad de Bessel:
[ xJoG)xdx = x]; (x)

Por lo tanto nos queda:

1 aq)e(w)[
9z 2 B?Jo (B )

Q(w) = 2ma’cf 00 (i) 7z I Goxlf

Aplicando limites de integracion:

[Il(x)x] = [1(B)B] = 111(0)0] = [J1(B)B]
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Resolviendo:

1 a@e(w) 1 _J1(BB ]

Q(w) = 2ma? cf I0g(iw e [2 52),(8a)

Simplificando:

Q(w) = 2ma®cf F04(iw)

16%@%__h®]
2 B]o(ﬁa)

Simplificando:

1 6<I)e(w) [1-2 J1(B) L)

Q(w) = 2ma®cf F04(iw e 3o (Ba)

Simplificando

1 6<De(a)) J1(B)

Simplificando:

Q) = cf T0g(iw) 5220 1y _ 5 1B

(Ba)? oz BJo(Ba)
Simplificando:
I P PN Ge)) . J1(B)  9%e(w)
Q@) = (—¢f F00 (i) TP O (i) ) [1 = 272 5] 7202

Simplificando:

_ dDe(w) ma*(-1)8 J1(B)
Q(w)—( ¢f 0o 9z  8(ap)? “stapz Ooli®w ))[ 2[31 (ﬂa)]

Finalmente, se tiene la siguiente expresion analitiuca:

0(@) = (59 Reiw) (- 12252 g)

1 6(De(a))

La funcion de transferencia R(w) tiene la siguiente forma:

J1(B)
[ -2 (Ba) l

R(iw) = Og(iw) )

(a l)’)2
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2.3.6 Funcion de transferencia compleja

A partir de las Ecs. (81) y (82), se construye la funcion de transferencia compleja en el sistema
de estudio:
R(iw) = Re[R(iw)] + IIm[R(iw)] = Og (iw)f(iw) (83)

En donde R(w) es la funcion de transferencia compleja, la cual puede ser descrita como una respuesta
entre la variable de entrada y de salida del sistema de estudio. Es importante resaltar que la funcion de

transferencia R(w) es el producto entre el operador fluidez y la funcion de dispersion.
LB

. __ 8i? _ (Ba)
fiw) = Zo7 ll 2 Jo(Ba)l (84)

En la Ec. (84) B es el inverso de una longitud caracteristica en donde viven las funciones de Bessel. El
flujo volumétrico viscoelastico es un multiplo del flujo volumétrico Newtoniano. Ese multiplo es la

funcién de trasnferencia compleja que depende de las propiedades viscoelasticas en el sistema.

2.3.7 Parametro Beta

Este parametro contiene la informacion reoldgica asociada a los procesos viscoelasticos en el
sistema. Para un fluido no-newtoniano viscoelastico lineal, la fluidez caracteristica ¢c =1/no Yy el tiempo
caracteristico del sistema tc es el tiempo unimodal de Maxwell, i.e. tc = Ao. Por lo que el parametro 3

tiene la forma:

B(w) = i%,/DeO(p(ia))w (85)

En la Eq. (85) De es el nimero de Deborah, (nombre que procede del antiguo testamento, segun la cual
“Las montaias fluirian delante del Sefior”). Es un pardmetro utilizado para caracterizar o clasificar
las sustancias de acuerdo a su comportamiento elastico/viscoso/viscoelastico.

Este nimero de define como el cociente de dos tiempos caracteristicos:
ti
De = ™ (86)

Donde tv es un tiempo caracteristico del proceso de deformacion al que se ve sometido una determinada

sustancia y ti es un tiempo de relajacion de dicha sustancia; el tiempo de relajacion es infinito para un
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solido de Hooke y cero para un fluido de Newton. De acuerdo al valor del nimero de Débora todas las
sustancias pueden ser clasificadas:

De<1 Comportamiento viscoso

De>1 Comportamiento elastico.

De~1 Comportamiento visco-elastico.

2.3.8 Variables y grupos adimensionales

En esta seccidn se presentaran las variables adimensionales y escalaremos las ecuaciones para
encontrar las variables que describen la fisica del sistema. Esto tiene por objeto, que aparezcan grupos
adimensionales que describan la fisica del sistema. Las variables escaladas seran las coordenadas

radiales y axial; el operador fluidez y el pardmetro beta.

A) Operador fluidez Adimensional:

Partimos del operador viscosidad que generaliza a cualquier fluido Newtoniano o Viscoelastico lineal:

G+ (Zy+GZy)5: +n,1(G+zG)
0, = % = " — dfz (87)

d
dt+zldt2+n)‘dt3

En el espacio de Fourier:

G+ (Zp+GIp) (iw)+13(G+2¢) (iw)?

077 (w) - (lw)+Z)(iw)2+1Ty (iw)3 (88)
Escalando la Ec. (88) con variables caracteristicas, se tiene la siguiente expresion analitica
G+ ():T,+G):,,)(LE’1‘°) n’l —2(G+36)(iZ3w)?
077 ((1)) (iZ)o) EA(LZAw)Z Iy (iZ)w)3 (89)
I I oI '2,12 23
La Ec. (89) puede ser escrita como:
(£n+ El) *( 2

077 — EG EAE (l ) (la) ) (90)

262 lw*+({w*)2+11,* (La) )3

Finalmente, la Ec. (90) puede expresarse en la siguiente forma analitica:
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G+ +6)(iw)+113(G+1) (iw)?
On(la)) _ +(Zp+6) (@) +113(G+1)(iw) (91)

iw+(iw)?+M, (iw)3

El operador viscosidad adimensional describe la reologia del sistema, es decir, la interaccion de las fases
liquidas viscoelasticas y la membrana flexo-eléctrica. Este operador contiene tres numeros
adimensionales asociados:

1. La memoria del fluido (I1;")

2. Laviscosidad total de las fases (2, ")

3. Laelasticidad de la Membrana (G*)

B) Parametro Beta

Multiplicamos el pardmetro Beta (85) por la longitud caracteristica radial “a” y se tiene lo siguiente:

B = pa (92)

Finalmente, el pardmetro Beta se puede expresar como la raiz cuadrada del Deborah, la frecuencia y el
operador fluidez, el cual es el inverso del operador viscosidad. La Ec. (93) es completamente general,
y puede expresarse en términos de cualquier operador lineal o fraccional, es decir en el regimen de

viscoelasticidad lineal:

B* = \/i3De2a)*O$(iw*) (93)

Tabla 1. Numeros adimensionales y su escalamiento

NUmero adimensional Escalamiento
I [T, =IT/2,*
(0] 2/1(1)
G G
2
B pa
z, 2y
2326
0, 0,
2326
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A A
2
A Ay
2
r r
a
7 Z
L

Tabla 2. Acotaciones de los nimeros adimensionales

Los numeros adimensionales quedan acotados de la siguiente manera:

NUmero adimensional Acotacién
G 1 _ 1—-m
G* m
z, <2, <1
De A
Ay

*Nota: Donde m es un cambio de variable para acotar el valor de la elasticidad de la membrana de 0 a
1.

2.4 Diagrama material 3D

Los nameros adimensionales pueden ser representados mediante diagramas 3D

como el que se muestra a continuacion:
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Vi:
=051, =1/4m=1

AV
H:En=1;I0, =;m=10" In=1LI, =10"m=1

Figura 3. Diagrama material conformado por los niUmeros adimensionales.
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CAPITULO 111

SIMULACIONES Y ANALISIS DE
RESULTADOS.
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En esta seccion se presentardn las simulaciones y resultados numéricos con los ndmeros

adimensionales.

3.1 Funcion de transferencia compleja: parte real

Fluido viscoelastico: Maxwell

T ! ! |
..... De =

50r
5 De=0.5
Z
D40 De = 0.1
[R8)
e
Z
< 30¢
a7
F.
m
[
207
O
Q
=
e 10+

07 MeememsasmsenaemsasssmasassassssssssssssE=SBEEEZlaa-- ; Wil Paz’ ittt “4.::; L

Ml | | | | Ll |
0.01 0.10 1 10 100 1000
FRECUENCIA

Figura 4: llustra la parte real de la FTC VS Frecuencia para diferentes valores del nimero de

Deborah.

En la Fig. 4 se muestra la simulacion de FCT VS Frecuencia para diferentes valores del namero de

Deborah. Los valores numéricos que se emplearon en la simulacion corresponden a una membrana

deformable, asimetria en las fases liquidas visco-elésticas es decir, que un liquido es muy

viscoelastico y otro débilmente visco-elastico. La viscosidad total es el valor maximo

correspondiente a una disipacion maxima.
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Matematicamente, es claro, que a bajas frecuencias el sistema no presenta respuesta o es
independiente de la frecuencia del proceso. Sin embargo, para una frecuencia critica resonante, el
sistema presenta un pico dominante, seguido de un tren de picos menores secundarios. A frecuencias
altas, la respuesta es independiente de la frecuencia del proceso.

Fisicamente, el pico resonante dominante es una combinacion de los mecanismos Viscosos,
elasticos, inerciales, flexo-eléctricos y dispersivos de la membrana embebida en las fases
viscoelasticas. Este dispositivo es claramente un detector de resonancias naturales y despliega su
respuesta en funcién de las propiedades materiales. Nétese, que el efecto del nimero de Deborah
es modificar la respuesta resonante. Si el fluido es viscoelastico, se presenta una respuesta mayor
que en el caso de un fluido inelastico (newtoniano).

Bioldgicamente, la membrana inmersa en las fases viscoelasticas es una muestra del ensayo que
nos permitird cuantificar si el sistema auditivo de una persona se encuentra dafiado por algun
agente externo. Una persona sana, presentaria una curva resonante dominante como la que se
despliega en la simulacion roja, mientras que, una persona con dafios auditivos presentaria
simulaciones como las que se muestras en color negro y azul es decir, que las membranas no
detectan los campos eléctricos. Es claro que, se necesitan mayor investigacion y datos

experimentales que cuantifiquen esto.
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3.2 Funcion de transferencia compleja: parte imaginaria

Fluido viscoelastico: Maxwell
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Figura 5: llustra la parte imaginaria de la FTC VS Frecuencia para diferentes valores del nimero

de Deborah.

En la Fig. 5 se muestra la simulacién computacional en el programa Mathematica (Licencia UNAM)

de la parte imaginaria de la FCT VS Frecuencia para diferentes valores del nimero de

Deborah. Los valores numéricos que se emplearon para la simulacion corresponden a los de la Fig.4

La parte imaginaria contribuye a los procesos de disipacion del sistema, es decir, que durante el

proceso la energia se disipa y se desperdicia, por lo tanto, las resonancias no llegan a su punto

maximo.

40



Matematicamente, a bajas frecuencias el sistema no presenta respuesta o es independiente de la
frecuencia del proceso. Sin embargo, para frecuencias determinadas, el sistema decrece hasta un
valor minimo anti resonante. Para un valor mayor a la frecuencia anti resonante, se observa una
discontinuidad de salto en la funcién matematica seguida de un valor maximo resonante. Notese
que, para valores mayores en la frecuencia adimensional resonante, se observa un tren de picos
resonantes y anti-resonantes los cuales son de menor magnitud y se desvanecen cuando la
frecuencia aumenta. Es importante resaltar, que este tipo de comportamientos se conocen como
diagramas tipo “dientes de sierra” y son caracteristicos en las series de Fourier complejas en
ingenieria eléctrica. Por Gltimo, este tipo de discontinuidades han sido observadas en la parte
imaginaria de sistemas eléctricos, bioldgicos y médicos por lo que, su comportamiento esta
asociado a los mecanismos o fuerzas macroscopicas viscoelasticas.

Fisicamente la contribucidn anti-resonante puede interpretarse como un perfil de velocidades que
se invierte debido a los mecanismos acoplados, viscoelasticos-inerciales, memoria, flexo-
eléctricos del sistema de estudio. Se observa, que el efecto del nimero de Deborah es modificar la
respuesta resonante.

Biol6gicamente, este caso se representa la respuesta resonante y anti-resonante de la membrana
viscoelastica inmersa entre las dos fases. Es claro que, se necesita mayor investigacion y datos

experimentales que cuantifiquen esto.
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3.3 Funcion de transferencia compleja: norma

Fluido viscoelastico: Maxwell
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Figura 6: llustra la norma de la FTC VS Frecuencia para diferentes valores del numero de

Deborah.

En la Fig. 5 se muestra la simulacion de la norma de la FCT VS Frecuencia para diferentes valores

del nimero de Deborah. La norma se refiere a la contribucion de la parte real e imaginaria de

nuestro sistema de estudio. Los valores numéricos que se emplearon en la simulacién corresponden

a una membrana deformable, asimétrica en las fases liquidas viscoelasticas, es decir, que un liquido

es muy viscoelastico y otro débilmente viscoelastico.
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Matematicamente, se observa que a bajas frecuencias el sistema no presenta respuesta alguna o
es independiente de la frecuencia del proceso. Sin embargo, para una frecuencia critica resonante,
el sistema presenta un pico dominante, seguido de un tren de picos menores secundarios. A
frecuencias altas, la respuesta es independiente de la frecuencia del proceso.

Fisicamente, el pico resonante dominante es una combinacion de los mecanismos Viscosos,
elasticos, inerciales, flexo-eléctricos y dispersivos de la membrana inmersa las fases viscoelasticas.
Notese que se observa un dominio de la parte real, ya que prevalece el pico de resonancia maxima
seguida de la secuencia de picos menores como se observa en la Fig. 4.

Es importante decir que la funcion del nimero de Deborah es modificar la respuesta resonante. Si
el fluido es viscoelastico, se presenta una respuesta mayor que en el caso de un fluido inelastico
(newtoniano).

Biologicamente, prevalece la parte real de igual manera.

3.4 Propiedades en el diagrama material 3D

Finalmente, se estima una aproximacion de las condiciones materiales del sistema de estudio

con valores aproximados de los nimeros adimensionales.

Cabe recalcar que para que la membrana inmersa pueda captar el campo eléctrico se deben tener
condiciones materiales especificas aproximadas para que se presenten estas resonancias con las
cuales una persona sana puede captar el sonido. (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia y Rey
2014)

Estas propiedades materiales son:
a) Memoria del fluido IT;. : simetria baja (visco-elasticidad alta y baja)

b) Elasticidad de la membrana m: Baja elasticidad en la membrana, es decir, la
membrana inmersa entre las fases debe ser facilmente deformable y poco rigida para

poder lograr la flexion.

C) Viscosidad n: Alta viscosidad en ambas fases (la suma de las dos es casi 1)
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Figura 7. Diagrama material en donde se localiza en punto de mayor resonancia.

En la Fig. 7, el punto rojo indica el lugar donde se encuentra nuestras propiedades deseadas en

nuestro sistema de estudio en el diagrama material 3D.
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CAPITULO IV

CONLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO.
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4.1 Perspectivas de la investigacion

En este trabajo se utiliz6 el concepto de flexo-electricidad en cristales liquidos con aplicacion
a las células ciliadas externas. Para modelar este fendmeno se utilizé un capilar con dos fases
viscoelasticas y una membrana flexo-eléctrica adherida en el centro del capilar a la cual se le aplic
un campo eléctrico de baja amplitud, lo que provoca que se forme un domo inferior y superior lo
cual, induce un flujo volumétrico debido a la diferencia de presiones entre la parte superior e
inferior de la membrana demostrado (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia Rey 2014). A
partir de un balance mecéanico y la ecuacion de forma de la membrana y suponiendo que las fases
son viscoelasticas se deduce una ecuacion que describe el cambio de la curvatura promedio en
funcién del campo eléctrico aplicado y las propiedades materiales (viscoelasticas, elésticas y flexo-
eléctricas del sistema; Herrera-Valencia y Rey 2014).
Matematicamente el modelo describe una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden en la
curvatura promedio la cual se puede interpretar como una clase de oscilador armonico forzado, este
modelo contiene una contribucion inercial asociado a la segunda derivada de la curvatura con
respecto al tiempo, una primera derivada asociada con la disipacion y el termino constante

relacionado con la elasticidad de la membrana Herrera-Valencia y Rey 2018, 2023).

Se obtuvieron dos contribuciones de la funcion de transferencia compleja, la parte real que
corresponde a los mecanismos de relajacion y la parte imaginaria que se refiere a los procesos de
disipacion. Y la tercera que es la norma, la cual es una contribucion de la parte real e imaginaria e

donde predominan los mecanismos de la parte real (Wang et al. 2023).

Se obtuvieron tres nimeros adimensionales (£n, ITy, k), relacionados a la simetria de las
fases viscoelasticas, la viscosidad total de bulto y el radio elastico, en donde los limites
matematicos de estos nimeros adimensionales, generan un espacio material de seis posibles modos
(Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia y Rey 2014, 2018, 2023). Geométricamente, este espacio
puede ser representado por un espacio prismatico 3D. Las coordenadas de este espacio son la
viscosidad de Bulto, la elasticidad de la membrana y la memoria asociada al producto de los
tiempos de relajacion respectivamente. Estos modos representan cualquier punto material en

nuestro sistema.
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4.2 Contribucion al conocimiento universal

A)

B)

C)

Se deduce un modelo electro-reoldgico que describa los cambios en la curvatura en funcion del
campo eléctrico aplicado y las propiedades viscoelasticas del medio y elasticas de la membrana
flexo-eléctricas. (Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia y Rey 2014)

Se presenta una metodologia general en el régimen de viscoelasticidad lineal, con el fin de
incorporar diferentes mecanismos a través de las ecuaciones constitutivas.

Se obtiene soluciones analiticas, para el flujo volumétrico como funcién del tiempo y las
propiedades del medio (fases viscoelasticas y membrana elastica). (Rey 2008; Abou-Dakka et
al. 2012; Herrera-Valencia y Rey 2014)

Con base en el analisis adimensional, se obtiene las condiciones para las cuales, se obtienen las
curvas resonantes en donde el sistema trabaja como un amplificador de tipo biolégico. Estas
condiciones son:

La primera de estas condiciones es el contraste en las fases viscoelasticas (asimetria de las fases),
una de las fases es muy viscoelastica y la otra débilmente viscoelastica. (Rey 2008, Abou-Dakka
et al. 2012; Herrera-Valencia y Rey 2014, 2018, 2023)

La segunda es que la viscosidad de bulto debe ser muy grande es decir cercana a uno. Esto
significa que la fase superior e inferior tiene la maxima viscosidad posible. (Rey 2008, Abou-
Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia y Rey 2014, 2018, 2023)

La tercera es que la elasticidad de la membrana es muy pequefia con respecto a la elasticidad de
bulto de las fases viscoelasticas. (Rey 2008, Abou-Dakka et al. 2012; Herrera-Valencia y Rey
2014, 2018, 2023)

Todos los resultados obtenidos en la presente investigacion, son analiticos y pueden ser punto

de partida para resultados numeéricos en el régimen de viscoelasticidad no lineal.

4.3 Trabajo futuro

Finalmente, este trabajo se puede continuar de una manera natural implementando los siguientes

puntos importantes:
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A) Considerar modelos sofisticados de fluidos complejos con propiedades materiales y mecanismos

diferentes.
B) Disefios experimentales.

C) Simulaciones computacionales en COMSOL MULTIPHYSICS, Dinamica molecular,
OPENFOAM, etc.
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