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Capítulo

1
Introducción

1.1 Antecedentes y motivación

1.1.1 Desarrollo Histórico

El modelo cosmológico térmico conjeturado por Lemaître desde los

1930’s y desarrollado por Gamow en los 1940’s, describe a la evolución cósmica

en base a la Teoría de la Relatividad General, que predice una singularidad

de curvatura inicial (el “Big Bang Caliente”)1. La fuente de campo de materia

energía de ese Universo temprano es un plasma primordial sumamente denso

y caliente compuesto por múltiples gases de especies de partículas elementales

en equilibrio térmico, el cual por la expansión cósmica se enfría y se diluye,
1Los fundamentos y el desarrollo de la cosmología se encuentran descritos extensamente

en diversas libros de texto especializados, por ejemplo [6, 7, 8, 9].
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pasando por varias transiciones de fase caracterizadas por interacciones y sus

procesos de creación y destrucción de partículas elementales asociadas. La in-

teracción que caracteriza a cada etapa sucede a un rango de temperaturas

(o energías) específico, de modo que al disminuir la temperatura por deba-

jo de este rango la interacción cesa (el “freeze out”) y el gas específico de

la partícula elemental asociada se desacopla del plasma primordial, evolucio-

nando de modo que el gas desacoplado correspondiente conserva su tensor de

momento–energía y número de partículas.

Esta evolución térmica es consistente con fuentes de campo descritas

por el modelo estándar de partículas elementales. Explica exitosamente varios

procesos, como por ejemplo el desacople de los neutrinos y la nucleosíntesis. La

era radiativa sucede después a más bajas energías, cuando el plasma primor-

dial conserva el número de partículas y está formado ya solo por nucleones,

electrones y fotones, interactuando mediante varios procesos radiativos, como

las dispersiones de Compton y Thomson. A continuación, se forman átomos

neutros de elementos ligeros (hidrógeno, helio, litio y berilio) que finalmente se

desacoplan de los fotones, con lo que termina la era “dominada por radiación”

e inicia la era “dominada por materia”.

En 1965 Penzias y Wilson [10] detectan el remanente que la expansión

cósmica ha enfriado del plasma primordial, ya formado únicamente por un

gas de fotones que hoy conocemos como la radiación cósmica de fondo (CMB

por sus siglas en inglés). En el presente, el CMB se comporta casi como un

cuerpo negro a 2.72 grados Kelvin y su temperatura es casi isotrópica. Penzias

y Wilson nunca sospecharon que el estudio de las pequeñas anisotropías de
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temperatura del orden de 10−5 en el CMB llegarían a ser tan importantes en

el entendimiento de la dinámica cósmica.

Hasta los años setenta del siglo XX se suponía que los componentes

fundamentales de materia–energía cósmica eran únicamente las partículas del

modelo estándar, la materia visible, i.e. ya sea detectable mediante interaccio-

nes electromagnéticas y los neutrinos. Sin embargo, surge la necesidad de su-

poner la existencia de un componente extra en el inventario de materia–energía

cósmica: la materia oscura [6], que siente la gravedad pero no interactúa (o

interactúa en forma muy débil) con la materia visible. El inferir la presencia

de este componente nuevo se debe inicialmente a la falta de ajuste entre el

campo gravitacional asociado a la distribución de materia visible en el espec-

tro electromagnético (estrellas y gas: hidrógeno y helio) en galaxias vecinas y

sus velocidades de rotación. El suponer a los neutrinos como materia oscura

es muy problemático, ya que éstos son fermiones de masa muy pequeña que

evolucionan a velocidades relativistas (free streaming), por lo que tardarían

demasiado tiempo (más que la edad del Universo) en formar estructuras por

aglomeración gravitacional. La llamada materia oscura bariónica: objetos as-

trofísicos de baja luminosodad (Massive Halo Compact Objects, MACHO’S)

no tiene suficiente abundancia como para explicar las curvas de rotación ga-

lácticas. Por lo tanto, actualmente la explicación más socorrida de la materia

oscura son los WIMPS (Weakly Interacting Massive Particles), es decir, un gas

de partículas elementales masivas que no pertenecen al modelo estándar, que

se deben haber desacoplado del plasma primordial en eras muy tempranas.

Se han propuesto modelos de varios tipos de partículas: fermiones y bosones,

ligeras (materia oscura caliente), masivas (materia oscura fría) e intermedias
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(materia oscura tibia). El consenso dominante en la comunidad de cosmólogos

actualmente favorece a la materia oscura fría: CDM (Cold Dark Matter), la

cual se describe como un gas no–colisional y no-relativista que se aglomera en

halos alrededor de las estructuras galácticas.

La suposición de la existencia de la CDM no solo atiende al ajuste

de las curvas de rotación de estrellas en galaxias, también es necesaria para

ajustar mediciones de lentes gravitacionales (sobre todo en cúmulos de ga-

laxias) y explicar el proceso de formación de estructura [11], el cual se suele

estudiar mediante simulaciones numéricas de n cuerpos basadas en interacción

de la gravedad newtoniana (dado que sucede a velocidades no–relativistas).

Si suponemos a la Teoría de la Relatividad General como la teoría de gra-

vedad válida y vigente (y la gravedad newtoniana como su límite de campo

débil), no sería posible reproducir las estructuras observadas si solo hubiera

partículas del modelo estándar (materia visible y neutrinos). Del ajuste a las

observaciones mencionadas, se infiere que la materia oscura es entre 10 y 20

veces más abundante que la materia visible.

Hasta fines de los 1990’s se suponía un Universo en expansión desace-

lerada, dominado por CDM, con materia visible y neutrinos en menor abun-

dancia. Sin embargo, observaciones a mayor distancia utilizando supernovas

de tipo Ia, que son hasta ahora las velas estándar distantes más confiables [12],

sugieren que el Universo se expande en forma acelerada [13, 14]. Estos efectos

de aceleración cósmica requieren una componente que compense la tasa de

densidad crítica total del Universo [6, 15]. Sin embargo, la única manera en

que se puede diseñar esta componente en la cosmología estándar, y a su vez
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obtener el fenómeno de expansión acelerada, es a través de un fluido asociado

con un parámetro de su ecuación de estado “w = p/ρ” negativa, con p la

presión isotrópica y ρ la densidad de masa-energía. En partícula w debe ser

menor a −1/3 para obtener la expansión acelerada del Universo. Dado que

este tipo de fluidos no se ha observado en la naturaleza, se han explorado dos

posibilidades: la primera, que este fenómeno sea consecuencia de la constante

cosmológica, Λ, con su respectivo parámetro de su ecuación de estado w = −1,

tal como la descripción en el modelo Λ Cold Dark Matter (ΛCDM). Sin em-

bargo, el identificar a la energía oscura con Λ es problemático. La energía

cuántica de vacío se comporta como un fluido que obedece la misma ecuación

de estado de Λ, pero como fuente de campo su masa–energía difiere de la de

Λ por 120 órdenes de magnitud [16]. La segunda posibilidad es la siguiente:

dadas las observaciones actuales se ha sugerido que la energía oscura posea

una ecuación de estado dinámica, es decir, w(z) donde z es el corrimiento al

rojo cosmológico [15, 17]. Sin embargo, aunque se han explorado y constre-

ñido diversos modelos cosmológicos en ambos escenarios, el problema de la

degeneración de estos no se ha resuelto [15, 18]. Por lo mismo, una tercera

posibilidad sería la exploración de efectos de expansión acelerada en teorías

modificadas y extendidas de la gravitación [15, 19, 20].

1.1.2 La cosmología de precisión y formación de estructura

A partir de la enorme disponibilidad de resultados observacionales,

la cosmología ha pasado de ser una ciencia con falta de datos a ser una ciencia

impulsada por los datos, i.e. la “cosmología de precisión”. Contamos ahora
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con una gran cantidad de observaciones cosmológicas independientes de gran

precisión, logradas por ejemplo mediante satélites como el COBE y poste-

riormente BOOMERANG, MAX-IMA, WMAP y PLANCK. Estas últimas

observaciones, basadas en las anisotropías del CMB, han sido contrastadas

con otras observaciones (lentes gravitacionales, dinámica de cúmulos y super-

cúmulos de galaxias, oscilaciones acústicas de los bariones (BAO), espectro

de potencias, etc.) [6]. Uno de los éxitos más espectaculares de la cosmología

contemporánea es el hecho de que este conjunto de observaciones distintas e

independientes sugieren que la dinámica cósmica se ajusta a una descripción

del Universo que a gran escala (comparable al radio de Hubble) se aproxima a

un modelo Friedman–Lemaître–Robertson–Walker (FLRW) homogéneo e iso-

trópico, espacialmente plano, cuya fuente de materia–energía está dominada

por la CDM y energía oscura modelada por Λ. Se conoce a este como el modelo

ΛCDM (Λ más CDM), en el cual la materia–energía total se reparte en energía

oscura (modelada como Λ) contribuyendo aproximadamente con 2/3 partes,

la CDM con un 30%, mientras que los demás componentes de materia visible

(bariones, electrones, fotones) y neutrinos contribuyendo con un 5% del total.

Sin embargo, aunque el modelo ΛCDM ha seguido proporcionando el mejor

ajuste a la gran cantidad de datos obtenidos, éste depende de la existencia

de un “sector oscuro” (materia y energía oscuras) cuyas propiedades físicas

fundamentales se desconocen y cuyas supuestas partículas e interacciones aso-

ciadas teóricamente han sido (a la fecha) imposible de verificar y/o detectar

en forma observacional o experimental.

La perfecta homogeneidad e isotropía de los modelos FLRW (inclu-

yendo el modelo ΛCDM) es solo una aproximación a escalas comparables al
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radio de Hubble. Para describir estructuras cósmicas a diferentes escalas se

supone un modelo de formación de estructura basado en la aglomeración gra-

vitacional de fluctuaciones de densidad y velocidad de diversas escalas en un

fondo cosmológico ΛCDM. Las fluctuaciones de la CDM de todas las escalas

inician como pequeñas perturbaciones sobre este fondo homogéneo en tiempos

de Universo temprano, creciendo a partir de la era de dominio de la materia

con el fondo cosmológico que se expande, pero en forma desacelerada a menor

velocidad por la aglomeración gravitacional, para posteriormente colapsar en

tiempos proporcionales a su masa y escala característica, terminando en la

formación de las estructuras estables que se observan [21].

Al inicio del proceso de colapso, reseñado anteriormente, las estruc-

turas de todas las escalas se pueden describir como perturbaciones lineales

respecto al fondo cosmológico, conforme este se expande, el colapso pasa a

fases no lineales dependiendo de la escala de las fluctuaciones. Las fluctuacio-

nes cuya escala inicial era comparable al radio de Hubble se han expandido

hasta ser actualmente grandes estructuras de CDM del orden de cientos de

megaparsecs (Mpc): supercúmulos de galaxias, que están aún en fase lineal de

colapso respecto al fondo, por lo que su dinámica se estudia por perturbacio-

nes lineales sobre un fondo ΛCDM. Hay varios formalismos equivalentes de

perturbaciones cosmológicas respecto a un fondo FLRW, destacando el forma-

lismo de Bardeen [22] basado en perturbaciones invariantes de norma sobre

la métrica y el tensor de momento–energía. Otro formalismo es el basado en

cantidades covariantes definidas por un campo de 4–velocidades, desarrollado

por Ellis y Bruni [23].
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Siguiendo el modelo descrito en el que los tiempos de colapso son

proporcionales a la escala de las fluctuaciones, aquellas que eran inicialmente

menores al radio de Hubble han evolucionado hasta constituir actualmente es-

tructuras menores, del orden de 10 Mpc o menos, correspondientes a galaxias y

cúmulos de galaxias. Estas fluctuaciones también iniciaron como perturbacio-

nes lineales de CDM en un fondo ΛCDM, pero rápidamente pasaron al régimen

de colapso no–lineal cuya dinámica no puede ser descrita por perturbaciones

lineales. En la presente era cósmica estas estructuras están “virializadas”, es

decir, han alcanzado un estado estacionario en el que el colapso es frenado

por un conjunto de fenómenos dinámicos colectivos de alta complejidad co-

nocido como “virialización”. Tomando en cuenta que a diferentes escalas las

fluctuaciones iniciales evolucionan a diferentes tiempos de colapso y viriali-

zación, típicamente a velocidades no–relativistas, la formación de estructura

se estudia utilizando perturbaciones lineales relativistas para fluctuaciones a

gran escala, mientras que los efectos no-lineales y la virialización se estudian

con modelos basados en gravitación newtoniana, los cuales pueden ser analí-

ticos [21], aproximados [24] o simulaciones numéricas de n cuerpos [25]. En

particular, estas simulaciones han logrado reproducir en forma relativamen-

te satisfactoria la estructura de CDM (la “cosmic web”) inferida a partir de

sondeos galácticos, formada por filamentos y paredes que rodean a zonas de

baja densidad (“voids”). La materia visible coalece en torno a los pozos po-

tenciales de CDM definidos por los filamentos, paredes y “voids”. De hecho,

considerando a la materia visible como “trazadores” (“tracers”) de la CDM,

es posible contrastar la distribución de CDM obtenida mediante simulaciones

numéricas con los sondeos galácticos a gran escala [26, 27].
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1.1.3 Problemas abiertos

Es evidente que la dinámica de fluctuaciones a escalas comparables al

radio de Hubble (un horizonte cosmológico) debe ser estudiada mediante per-

turbaciones sobre un fondo ΛCDM basadas en la Relatividad General. Aunque

muchos cosmólogos y astrofísicos suponen que toda dinámica sub–horizonte

puede ser estudiada con métodos newtonianos, es importante ponderar riguro-

samente si verdaderamente es posible excluir la utilización de métodos y téc-

nicas de Relatividad General también en estas escalas. Aunque la gravitación

newtoniana es una excelente aproximación en escalas estrictamente galácticas

(menos de 10 Mpc [28] aunque la escala sigue siendoun tema abierto de in-

vestigación), las observaciones y simulaciones numéricas ya están explorando

y sondeando escalas de súpercúmulos cada vez mayores (cientos de Mpc) que

representan fracciones significativas del radio de Hubble. Esto sugiere la ne-

cesidad de explorar la existencia de efectos debidos a correcciones relativistas

no despreciables, las cuales deben ser incorporadas mediante Relatividad Ge-

neral para llevar a cabo un estudio consistente de la dinámica [29]. También,

a estas escalas no es posible suponer como despreciable el efecto dinámico de

la energía oscura (ya sea modelada por Λ o por modelos dinámicos de energía

oscura). Mientras que la CDM y los bariones pueden ser fácilmente incorpora-

dos a un tratamiento newtoniano, ya sea como fluidos o como simulaciones de

partículas, la energía oscura necesariamente requiere una dinámica relativista

[30].

Por otro lado, las estructuras cósmicas a diversas escalas no son co-

móviles con el marco de referencia del fondo ΛCDM, que se identifica con el
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marco de referencia del CMB. Esto implica la existencia de velocidades pecu-

liares de las estructuras de CDM entre si y de ellas con respecto al CMB [31].

Estas velocidades peculiares son observables y se caracterizan por ser mucho

menores a la velocidad de la luz (hasta 3000 km/s), lo cual justifica utilizar a la

gravitación newtoniana como buena aproximación para estudiar su dinámica

[32]. Sin embargo, puede haber efectos relativistas al tratar la superposición

de velocidades peculiares no–relativistas en escalas que no son despreciables

respecto al horizonte de Hubble. Las velocidades peculiares a gran escala han

sido reportadas por diversas fuentes [33, 34, 35]. Estos movimientos peculiares

han sido predichos como consecuencia directa del incremento en la anisotropía

y la inhomogeneidad del universo a escalas menores al radio de Hubble. La

dependencia en escalas y la magnitud de estas velocidades es un tema abierto

aún en discusión.

El estudio de las velocidades peculiares utilizando la teoría de la Re-

latividad General (en vez de gravedad newtoniana) es de suma importancia,

ya que implica estudiar a diferentes familias de observadores con diferentes 4–

velocidades, lo cual introduce flujos no–triviales de momento y energía entre

estas que redefinen densidades y presiones asociadas al tensor de momento–

energía de cada familia [24]. Asimismo, las familias de observadores evolu-

cionan a lo largo de campos de 4–velocidades diferentes, lo cual define a un

flujo de Hubble distinto caracterizado por las cantidades cinemáticas asocia-

das a la 4–velocidad de cada familia de observadores (expansión, 4–aceleración,

“shear”, vorticidad),
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El ejemplo más sencillo de efectos debido a observadores no–comóviles

es la velocidad peculiar de nuestro flujo de Hubble local respecto al marco de

referencia del CMB, el cual se manifiesta en el enorme dipolo observado en la

temperatura de la radiación del CMB. En particular, podemos definir el marco

del CMB, o marco cósmico en reposo, como aquel en el que el dipolo del CMB

se hace nulo [36, 37]. Junto con modelos relativistas que consideran velocida-

des peculiares no–relativistas debido a observadores no–comóviles [38], existen

modelos no–perturbativos basados en soluciones exactas (un tanto idealiza-

das) de las ecuaciones de Einstein que consideran observadores no–comóviles

en completa generalidad (modelos inclinados o “tilted”) [39, 40]. Comenta-

mos más adelante como estudiar este tipo de observadores en el contexto de

soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.

Uno de los problemas actuales abiertos en cosmología surgen del he-

cho de que mediciones precisas independientes revelan una discrepancia del

9 % en el valor de la expansión cósmica actual H0, a lo cual se le conoce

como la tensión del parámetro de Hubble. Estos valores surgen de la esti-

mación local [41] H0 = 74,03 ± 1,42 km (secMpc)−1, basada en velocidades

de recesión de objetos (velas estándar) relativamente cercanos (desde esttre-

llas cefeidas hasta supernovas tipo IA) a nosotros, mientras que la estimación

con los datos de Planck, y la basada en las oscilaciones acústicas de los ba-

riones (BAO) que asume la dinámica del modelo ΛCDM, arroja el valor de

[42] H0 = 67,4 ± 0,5 km (sec Mpc)−1. Uno de los intentos por explicar esta

tensión [43] toma en cuenta el potencial gravitatorio local en la posición del

observador, así como efectos de inhomogeneidad local, en particular una baja

densidad local. Los autores recalcan que únicamente se logra aliviar parcial-
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mente la tensión y que posiblemente podría cuantificarse el resto de la tensión

haciendo un mejor análisis del efecto de las inhomogeneidades locales sobre la

tasa de expansión. Otra de las posibles explicaciones que se han dado es que

existen errores sistemáticos en las mediciones.

Al ser H0 una cantidad cinemática, la tensión sobre su valor obtenido

mediante diferentes observaciones podría ser explicada, al menos parcialmen-

te, por diferencia de los flujos de Hubble entre observadores no–comóviles.

Verificar esta posibilidad es complicado, ya que debe tomar en consideración

la complejidad de velocidades peculiares relativas entre diversas estructuras,

por ejemplo, la velocidad de caída de nuestro grupo de galaxias en el súper

cúmulo de Virgo respecto al CMB, y las velocidades de otros súpercúmulos

respecto a este último [44]. Ha habido varios artículos que han abordado la

tensión de H0 utilizando las ecuaciones dinámicas de la Relatividad General.

El estudio numérico de [45], que incorpora la evolución localmente inhomogé-

nea de bariones y CDM en un fondo ΛCDM, intentó explicar la tensión de H0

comparando el valor de esta cantidad obtenido por un observador dado con

respecto al flujo de Hubble de una vecindad local y con respecto a observado-

res ubicados a una fracción significativa del horizonte de Hubble. El resultado

fue negativo, la diferencia de valores de H0 queda por debajo de la tensión

observada.

Sin embargo, el trabajo mencionado anteriormente [45] solo examinó

el efecto de la inhomogeneidad y anisotropía de densidades definidas en forma

un tanto arbitraria, asumiendo (erróneamente) que los bariones y la CDM

son comóviles entre si. Como intento por incorporar los efectos de velocidades
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peculiares entre bariones y CDM, Delgado, Hidalgo y Sussman [46] examina-

ron la evolución de estas fuentes en marcos no–comoviles en un “void” con

simetría esférica (lo cual es una aproximación, ya que las simulaciones mues-

tran que los voids son esferoidales). Al evaluar H0 para cada congruencia bajo

suposiciones lo más realistas posibles, este modelo simplificado (“toy model”)

obtiene diferencias del orden de magnitud correspondientes al 10% observa-

do en la tensión de H0. Este resultado indica que el considerar congruencias

no comóviles de observadores en el marco de la Relatividad General puede

llevar a resultados interesantes, incluso si las velocidades peculiares no son

relativistas.

La diferencia entre valores locales de cantidades observacionales y

sus valores en el fondo ΛCDM cuando se supone un flujo de Hubble basado en

una modelación más realista de las estructuras requiere calcular las geodésicas

nulas y los corrimientos al rojo entre diversos observadores. Esto representa

un problema técnicamente complicado, incluso en simetría esférica cuando se

consideran observadores que no están ubicados en el centro de simetría. Este

caso fue atendido por [47] utilizando definiciones covariantes de los paráme-

tros cinemáticos que definen al flujo de Hubble, por lo que proporciona la

metodología a seguir para generalizar estos cálculos más allá de la simetría

esférica y para observadores no–comóviles.

Vale la pena mencionar los trabajos de Tsagas sobre la influencia de

las velocidades peculiares en la interpretación de las observaciones cosmoló-

gicas [48, 49, 50] (ver referencias citadas en dichos artículos). Tsagas supone

dos congruencias no–comóviles, a las que estudia usando el formalismo de
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perturbaciones lineales relativista y covariante (formalismo de Ellis, Bruni y

Dunsby), con el objeto de obtener los efectos de las velocidades peculiares

sobre cantidades observables en cada congruencia, en particular el parámetro

de desaceleración q, el cual debe ser negativo en un universo en expansión

acelerada. Tsagas muestra que es posible, bajo ciertas condiciones, obtener

un parámetro de desaceleración q̃ < 0 en nuestro sistema de referencia (no

comóvil al flujo de Hubble del CMB), aún cuando se obtenga q > 0 en el

flujo de Hubble del CMB. También vale la pena mencionar a los trabajos de

Buchert [51], que desarrolla un formalismo Lagrangiano completamente con-

sistente con la Relatividad General que considera dos marcos de referencia, el

lagrangiano y el euleriano, el primero representaría el marco comóvil, mientras

que el euleriano representa como ve un observador la evolución del universo

en un marco no comóvil.

La gran complejidad de las ecuaciones de Einstein sugiere favorecer

el uso de métodos numéricos para resolverlas, sin embargo la aplicación a

cosmología de estos métodos está aún en una etapa inicial muy preliminar

[45, 52, 53, 54, 55, 56]. Las soluciones analíticas y semi–analíticas de Einstein

proporcionan modelos altamente idealizados, los cuales son herramientas muy

útiles para obtener descripciones aproximadas y asintóticas, de estructuras

cósmicas en un fondo ΛCDM, e incluso para probar la eficacia de códigos

numéricos.

Tomando en cuenta que la CDM es concebida como un gas no–

colisional de partículas no–relativistas, es una buena aproximación describirla

con un tensor de momento–energía de polvo para estructuras a escalas cós-
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micas no–virializadas (aún en caída hacia el fondo cosmológico FLRW). Las

soluciones exactas más simples que proporcionan esta descripción de polvo

son los modelos esféricamente simétricos Lemaître–Tolman–Bondi (LTB) (ver

reseña amplia en [24, 57, 58]). Estos modelos fueron utilizados en el esfuerzo

(que resulto fallido) de explicar la aceleración cósmica sin recurrir a la ener-

gía oscura (o Λ, por lo que su fondo cosmológico era un FLRW con Λ = 0),

sino como un efecto de la inhomogeneidad a gran escala al calcular cantidades

observables en el análisis y ajuste de los datos observacionales. Los modelos

trabajados fueron conocidos como “Big Void models”, ya que suponían nues-

tra ubicación cerca del centro de un gigantesco void esférico de 1 Gpc. Estos

modelos difícilmente podían ajustar al conjunto enorme de observaciones dis-

ponibles, en particular la cuasi isotropía del CMB.

Al ser la simetría esférica demasiado idealizada y limitante, la fami-

lia de soluciones exactas derivada por Szekeres en 1975 [57, 58] proporciona

más grados de libertad para aplicaciones en cosmología, ya que no admiten,

en general, isometrías. Estas soliciones se subdividen en dos clases (clases I

y II) y cada clase en tres subclases (cuasi–esféricas, cuasi–planas y cuasi–

hiperbólicas, dependiendo de sus límites simétricos). Los modelos de Szekeres

más adecuados a aplicaciones cosmológicas son los cuasi–esféricos de clase I,

los cuales han sido utilizados ampliamente para intentar remediar las limita-

ciones de los modelos LTB, por ejemplo los models “Big Void” mencionados

anteriormente [59]. Mientras que los modelos esféricos LTB presentan una des-

cripción monopolar de masa–energía, los modelos de Szekeres cuasi–esféricos

de clase I presentan la superposición de un monopolo y un dipolo [57]. Mien-

tras que los modelos esféricos LTB solo permiten estudiar la evolución de una
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estructura cósmica en un fondo cosmológico FLRW, los modelos de Szekeres

permiten estudiar la evolución conjunta de dos o más estructuras: un monopo-

lo central (sobre–densidad o void) junto a una estructura elongada tipo pared

(“pancake”) correspondiente al dipolo. En varios trabajos, Sussman, Delgado

e Hidalgo [60, 61] estudiaron la posibilidad de describir estructuras multipola-

res superponiendo varios de estos dipolos locales en posiciones relativamente

arbitrarias en un fondo ΛCDM. Esta superposición logra una descripción de

malla gruesa adecuada a nuestra cosmografía en escalas de 100 Mpc [62] por

lo que tiene un gran potencial de aplicación en la modelación de estructuras

de CDM a estas escalas.

Evidentemente, hay otras soluciones exactas de las ecuaciones de

Einstein que son potencialmente útiles en cosmología aparte de los modelos

LTB y Szekeres cuasi–esféricos de clase I (cuya fuente es polvo). Destacan entre

estas soluciones los modelos de Szekeres de clase II y los cuasi–planos y cuasi–

hiperbólicos de clase I. Además, están las soluciones de Coley–McMannus

[63, 64] y las soluciones shear–free [65] (ver reseña sobre todas estas solucio-

nes en [58]). El potencial de aplicación cosmológica de estas soluciones no ha

sido completamente explorado. En particular, las fuentes que caracterizan a

estas soluciones siempre han sido descritas en un marco comóvil, por lo que

es un problema abierto examinar a los modelos que resulten en términos de

mezclas de fluidos no–comóviles o explorando la posibilidad de que pudieran

admitir (incluso en forma perturbativa) fuentes asociadas a modos vectoria-

les (campos magnéticos) o tensoriales (ondas gravitacionales). Dichos modelos

podrán ser idealizados, pero como tales pueden ser útiles para sondear pro-

piedades asintóticas o probar códigos numéricos, aparte de su interés teórico
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como re–interpretaciones novedosas de soluciones exactas de las ecuaciones de

Einstein y como herramientas teóricas que pudieran servir al intentar encon-

trar soluciones exactas en otras teorías métricas de gravedad.

Por otro lado, desde el enfoque del Universo local, existen una gran

variedad de propuestas de energía oscura para explicar la expansión cósmica

acelerada bajo el marco de la Relatividad General y considerando perturba-

ciones cosmológicas invariantes de norma en un fondo Friedmann-Lemaître-

Robertson-Walker (FLRW).

Este comportamiento acelerado puede obtenerse, de manera están-

dar, por medio de una constante cosmológica positiva Λ, un fluido oscuro con

presión negativa, campos escalares o modificaciones de la Relatividad General,

entre otras [20, 66]. Bajo esta última idea, extensiones de Gravedad Telepara-

lela (TG) [67, 68] han sido consideradas para explicar la aceleración cósmica,

y más aún, aliviar las tensiones cosmológicas, a partir de la geometría de la

misma teoría, i.e. sin necesidad de evocar un fluido oscuro o Λ [69]. Más aún,

TG ofrece varias propuestas cosmológicas que han obtenido restricciones sobre

los parámetros libres usando los datos actuales [70, 71, 72].

TG es una teoría geométrica de la gravedad que utiliza la torsión

para la descripción de la gravedad a diferencia de RG en la que se utiliza la

curvatura. Esto significa que la torsión sustituye a la conexión Levi-Civita por

su conexión análoga de Weitzenböck. El nombre teleparalelismo o paralelismo

distante proviene de la geometría de los vectores en el espacio-tiempo geo-

métricamente descrito por la conexión de Weitzenböck [73]. La torsión puede
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alterar la dirección de estos vectores en el espacio-tiempo geométrico [74]. TG

es también una teoría de norma del grupo de traslaciones [75]. Esto significa

que el campo gravitatorio puede ser representado por un potencial traslacional

que aparece en la parte no trivial del campo tétrado, i.e. mantiene la torsión

distinta de cero. De acuerdo a estas ideas se ha mostrado que es posible des-

cribir una dinámica de aceleración cósmica sin introducir un fluido oscuro

[67].

1.1.4 El Principio Cosmológico

El llamado “Principio Cosmológico” es uno de los ejes rectores de

la cosmología hoy en día. Éste1 asegura que el Universo es estadísticamente

homogéneo e isotrópico a grandes escalas [6, 76, 77]. La escala usualmente se

considera [78, 79, 80] mayor a 100Mpc, aunque esto sigue siendo un tema de

debate en la comunidad [77, 78, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90]. Es-

te principio tiene implicaciones sobre el modelo que se utiliza para estudiar

el Universo, en el marco de la teoría de Relatividad General, este principio

conlleva modelar el Universo con una métrica Robertson–Walker y sus pertur-

baciones asociadas. Esto ha llevado a desarrollar el llamado “modelo ΛCDM”,

uno de los mayores éxitos en la rama, ya que sus predicciones logran ajustarse

a las observaciones con una gran precisión. Sin embargo, a pesar de ser un

modelo que ha sido aceptado ampliamente por la comunidad, existen diver-

sos problemas de naturaleza teórica–observacional, como hemos comentado

previamente, que podrían provenir del mismo Principio Cosmológico [86, 81].
1Mayor detalle en Sec. 2.1.
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Esto a llevado a diversos grupos de investigación a proponer que exista un

debate sobre la validez del “Principio Cosmológico” [81, 82, 86, 84].

En [78] se muestra que al analizar el dipolo en la distribución angular

de una muestra de quasares, éste tiene una dirección similar a aquél dipolo

del CMB, atribuido al movimiento peculiar de nuestra galaxia, pero con una

amplitud mayor. Los resultados que obtienen muestran que exclusivamente

interpretar este dipolo debido a efectos cinemáticos está en conflicto con el

modelo estándar de la cosmología, este resultado es consistente con un par de

estudios más recientes [91] en el que se estudia la alineación de un grupo grande

de quasares y [82] en el que además muestran que las anomalías de la magnitud

del dipolo son independientes del método estadístico usado para su análisis.

Posteriormente en [81] se hace un análisis conjunto de catálogos de radio

galaxias y quasars para determinar concordancia con el principio cosmológico

a partir de su distribución. Nuevamente la interpretación cinemática del dipolo

de la anisotropía en la distribución de las galaxias sugiere la existencia de

anisotropías intrínsecas a las posiciones de los elementos del catálogo, una

sobredensidad de galaxias y quasares a grandes escalas y una dirección de

48◦ de diferencia entre el dipolo del CMB y el dipolo de esta distribución,

en desacuerdo con el principio cosmológico. En el apéndice de este artículo

se encuentran más resultados que discrepan con el Principio Cosmológico,

entre ellos el valor de los dipolos del catálogo del proyecto “TIFR GMRT Sky

Survey” (TGSS) [92] y del catálogo de núcleos de galaxias activos AllWISE

[93].
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Los estudios de los dipolos en catálogos no son la única evidencia de

una discrepancia con el Principio Cosmológico. En [83] se muestra la existencia

de una estructura con forma anular ubicada a una distancia mayor a 370Mpc

y con un diámetro de 1720Mpc, el tamaño de esta estructura es mayor a los

150Mpc esperados en un objeto de esta naturaleza, de igual forma en [94] se

analiza la existencia de un objeto en forma de arco (GA), encontrado a partir

del espectro de quasares. En este caso la sobredensidad del GA excede el valor

de sobredensidad estimado para objetos a la distancia que se encuentra ∼ 340

Mpc, con un tamaño de 1Gpc. Otros ejemplos de estructuras a gran escala

que muestran posibles discrepancias con el modelo cosmológico son la gran

pared de Hercules-Corona Borealis [95, 96, 97], el “Large Quasar Group” que

excede la escala de homogeneidad del Principio Cosmológico [98], el agujero

local (“Local Hole”) [99] una subdensidad significante en el Universo local que

podría resolver la tensión de la constante de Hubble [100].

La discusión de la homogeneidad e isotropía no es nueva [84, 87, 88,

89], sin embargo los constantes descubrimientos de estucturas y catálogos que

no pueden explicarse a partir del modelo estándar de la cosmología ha llevado

a proponer modelos a partir de métricas inhomogéneas y anisotrópicas [58, 59,

85, 86] como alternativas al modelo estándar de la cosmología. La discusión,

si bien sigue vigente, es un tema que no se aborda en muchos artículos.



Capítulo

2
Modelos cosmológicos

2.1 El modelo estándar de la cosmología

La teoría de la Relatividad General es hoy en día la teoría física más

exitosa para describir el universo a gran escala. En dicha teoría se asume que

el espacio-tiempo es una variedad Lorentziana de cuatro dimensiones con una

métrica gab que es solución a las ecuaciones de Einstein1

Gab = 8πTab , (2.1)

donde Tab es el tensor de energía-momento y Gab es el tensor de Einstein. El

tensor de Einstein se define como

Gab = Rab −
1
2Rgab,

1A lo largo del texto consideramos unidades geométricas (c = G = 1).



22 2. Modelos cosmológicos

con Rab el tensor de Ricci y R el escalar de Ricci, ambos relacionados con

la curvatura intrínseca de la variedad. Por otro lado, el tensor de energía

momento Tab es un tensor simétrico que depende de los campos de materia, sus

derivadas covariantes y la métrica. Además cumple las siguientes propiedades

[101]

1. Tab se anula en un conjunto abierto U si y sólo si todos los campos de

materia se anulan en U ,

2. Tab obedece la ecuación

T ab;b = 0, (2.2)

siendo esta una ecuación de conservación local1, y el lado izquierdo de las

ecuaciones de campo se cumple por las identidades de Bianchi. Entonces te-

nemos que la materia determina la curvatura espacio-temporal, mientras que

ésta determina el movimiento y distribución de la materia.

Sin embargo, esto no es suficiente para poder determinar un modelo

que pueda describir el Universo a gran escala. Es necesario tener predicciones

teóricas que coincidan con los datos observacionales y con la física conocida

[24, 102, 103]. Es por ello que es necesario distinguir la clase de soluciones que

aseguran ser físicamente plausibles. Es por ello que se requieren las siguientes

definiciones.

Dada una variedad (M , gab) 4-dimensional Lorentziana, se define

una congruencia de curvas temporales C a, llamadas las lineas de universo

de los observadores fundamentales (WFO’s). El campo vectorial tangente a
1Sin embargo, de las ecuaciones de campo es evidente que Tab está acoplado a gab.
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las WFO’s es llamado el campo de cuatro velocidad. En ocasiones es conve-

niente adaptar las coordenadas a los WFO’s asumiendo que cada WFO está

parametrizado como

x0 = x0(τ), xi = const., (2.3)

y que cada WFO está etiquetado por uno y sólo uno conjunto de valores cons-

tantes de xi. A estas coordenadas se les conoce como coordenadas comóviles.

De acuerdo a [24] existen cuatro características esenciales para definir

un modelo cosmológico:

1. Un espacio-tiempo, el cual es descrito por medio de una variedad Loren-

tziana con una conexión libre de tosión. La métrica de dicha variedad

está completamente determinada por las ecuaciones de campo y condi-

ciones de frontera.

2. Una descripción de la materia y la radiación, a partir de los modelos

apropiados que determinen sus propiedades físicas localmente. Esto se

logra a partir de un tensor de energía-momento.

3. Una familia de observadores fundamentales definidos de manera unívoca,

i.e. tal que cada punto p ∈M pertenezca a una y solamente una WFO

[104], cuyo movimiento represente el movimiento promedio de la materia

en el Universo. Estos movimientos deben coincidir con las observaciones.

4. Un conjunto de observaciones relacionales que se sigan de la geometría

y las interacciones entre la materia y la radiación en ella.

Por ende [24]:
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Un modelo cosmológico consiste en un espacio-tiempo con un con-

tenido de materia y radiación bien definido y físicamente realista,

además de una familia unívocamente definida de observadores fun-

damentales cuyas líneas de mundo se expanden alejándose unas de

otras en algún dominio del universo, lo que da lugar a un conjunto

bien definido de predicciones observacionales para dicho dominio.1

Al día de hoy, las observaciones indican que en el Universo la radia-

ción cósmica de fondo es aproximadamente homogénea e isotrópica [42, 105].

Asimismo, la distribución de fuentes de radio [106], sondeos de velocidades pe-

culiares y corrimientos al rojo [107, 108, 79, 109], el fondo de rayos X [110, 111],

el bosque Lyman-α [112, 113], mediciones de los modos transversales y radiales

de las oscilaciones acústicas bariónicas [114], entre otras [115, 84, 82] proveen

fuerte evidencia de la validez del llamado Principio Cosmológico [87, 102]: El

Universo es espacialmente homógeneo e isotrópico2. Decimos que un espacio-

tiempo es espacialmente homogéneo [116] si existe una familia uniparamétrica

de hipersuperficies espaciales que folían el espacio-tiempo, Σt, tal que para

cada t y para cada p, q ∈ Σt existe una isometría de la métrica del espacio-

tiempo, gab, que lleva p en q. Por otro lado, se entiende que un espacio-tiempo

es espacialmente isotrópico [116] si en cada punto existe una congruencia de

curvas temporales con vectores tangentes denotados por ua, que llenan el es-

pacio tiempo y satisfacen la siguiente propiedad. Dado cualquier punto p y

cualesquiera dos vectores tangentes espaciales sa1, sa2 ∈ Vp, i.e. vectores en p

1Usualmente se agrega como suposición que (M , gab) es solución a las ecuaciones de

Einstein y asintóticamente tiende a un modelo FLRW.
2De manera precisa sería en un sentido estadístico [87].
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ortogonales a ua, existe una isometría de gab que deja p y ua en p fijos pero

rota sa1 en sa2. Esto implica que en un universo isotrópico es imposible construir

un vector tangente ortogonal a ua que sea geométricamente preferencial.

Los espacio-tiempos espacialmente homogéneos e isotrópicos son los

universos FLRW, descritos por la métrica Robertson-Walker

ds2 = −dt2 + a2(t) (dx2 + dy2 + dz2)
f̃ 2

, f̃ = 1 + k̃[x2 + y2 + z2]
4 , (2.4)

donde a(t) es el factor de escala y k̃ = 0,±1, que representa la curvatura

normalizada de las superficies de tiempo constante. Para k = 0, las hiper-

superficies son homeomorfas a R3, para k = 1 son homeomorfas a S3 y para

k = −1, las hipersuperficies de tiempo constante son homeomorfas a H3 [117].

Estos modelos únicamente admiten como fuente un fluido perfecto, cuyo ten-

sor de energía–momento es T ab = (ρ̃ + Λ)ũaũb + (p̃ − Λ)h̃ab con ũa = ua y

h̃ab = g̃ab + uaub, que lleva a las siguientes ecuaciones de campo

κ

3 (ρ̃+ Λ) = ȧ2

a2 + k̃

a2 , κ(p̃− Λ) = −2ä
a
− ȧ2

a2 −
k̃

3a2 , Θ̃ = 3ȧ
a

(2.5)

donde la única cantidad cinemática distinta de cero es el escalar de la ex-

pansión. (AGHREGAR QUE SE CONOCEN COMO LAS ECS DE FRIED-

MANN)

De la Ec. (2.5) se tiene que el factor de escala experimenta una des-

aceleración salvo en el caso de que exista una presión negativa o una constante

cosmológica que actúe en contra de ésta. La constante cosmológica Λ ha teni-

do una interpretación de “energía oscura”, a la cual se le asocia una ecuación

de estado wΛ = −1. Es conveniente expresar cada componentes de energía

en términos de un parámetro de densidad relativos a la densidad crítica (la
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densidad requerida para que el Universo sea plano dado un valor del escalar

de Hubble H = ȧ/a). Para una componente ρi de masa–energía1, se tiene que

Ωi = ρi
ρc

= κρi
3H2 .

De esta forma, la primera ecuación de Friedmann se puede reescribir como

∑
i

Ωi = 1.

Actualmente el modelo que mejor ajusta a las observaciones a gran escala es el

modelo de concordancia, o “ΛCDM”. Éste es un modelo FLRW espacialmen-

te plano cuyas fuentes son energía oscura (Λ), materia oscura no relativista

sin presión (CDM), radiación y materia estándar (SM). Los parámetros de

densidad en el presente correspondientes a estas componentes son ΩΛ ≈ 0,7,

ΩCDM ≈ 0,25, Ωr ≈ 10−5,ΩSM ≈ 0,05. Este modelo ha servido como el modelo

de fondo para obtener predicciones, analizar datos observacionales y a partir

de teoría de perturbaciones obtener la historia térmica del Universo [6, 24, 21].

Este modelo ha sido extremadamente exitoso en poner fuertes cotas a los pa-

rámetros libres de la teoría y dar explicación a varios fenómenos físicos como

son el CMB y sus efectos asociados, la expansión acelerada del Universo, etc.

Sin embargo, como se mencionó en el Cap. 1, aún existen diversos problemas

abiertos, de índole teórico–observacional como son la naturaleza de la energía

oscura y las tensiones en cosmología.

Las propiedades necesarias y suficientes para que un espacio–tiempo

dado sea FLRW son, [58]
1También se considera la constante cosmológica y el término de curvatura espacial.
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1. La métrica obedece las ecuaciones de Einstein cuya fuente es el tensor

de energía momento de un fluido perfecto.

2. El campo de velocidades del fluido perfecto tiene “shear” nulo, acelera-

ción y vorticidad.

Estas propiedades resultan importantes al considerar “límites FLRW” en algún

espacio–tiempo de interés cosmológico, que puede ser un límite geométrico o

un límite en el espacio de parámetros del modelo.

2.2 Modelos inhomogéneos y anisotrópicos

Como se mencionó en el Cap. 1, a pesar del gran éxito que ha tenido el

modelo ΛCDM, existe evidencia de que el Principio Cosmológico podría no ser

correcto [77] y por ende esto llevará a la necesidad de formular nuevos modelos

que pueden ser consistentes con un nuevo Principio Cosmológico. Siendo que

la Relatividad General es la teoría de Gravitación más exitosa al momento, lo

natural sería explorar las soluciones existentes que pudieran servir de modelos

cosmológicos dejando a un lado la homogeneidad y/o la isotropía.

2.2.1 Fluidos imperfectos

Dado un campo de 4–velocidades, la forma más general del tensor de

energía momento está dada por

T ab = (ρ+ Λ)uaub + (p− Λ)hab + πab + 2q(aub), (2.6)
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donde

ρ+ Λ = uaubT
ab, p− Λ = 1

3habT
ab,

πab = T 〈ab〉 =
[
h(a
c h

b)
d −

1
3h

abhcd

]
T cd, qa = −ubTab

con hab = uaub + gab el operador de proyección, ρ, p, πab, qa son la densidad

de masa energía, la presión isotrópica, el tensor espacial sin traza de presión

anisotrópica, el vector espacial de flujo de energía y Λ es la constante cosmo-

lógica.

Se refiere al tensor de energía–momento Ec. (2.6) como aquel que

describe un “fluido imperfecto” siendo que los términos πab, qa usualmente se

identifican con estrés disipativo, viscosidad y conducción de calor, en sistemas

térmicos e hidrodinámicos (ejemplos en [58]). Sin embargo, esta interpreta-

ción no es adecuada para fuentes cósmicas con interacción de largo alcance

dominadas por la gravedad: la CDM se describe mejor a grandes escalas como

polvo, una descripción también aplicable a los bariones cuya energía interna y

efectos térmicos disipativos son también despreciables en estas escalas [118].

Una interpretación más adecuada para los términos de “fluido im-

perfecto” πab, qa en un contexto cosmológico se sigue de interpretar los flujos

de 4–momento con velocidades peculiares asociadas con una 4–velocidad no

comóvil con respecto a un marco comóvil. En particular, podemos asumir

una 4–velocidad comóvil a un fondo ΛCDM background para el marco del

CMB, con la CDM y los bariones evolucionando a lo largo de un campo de

4–velocidades que no es comóvil con respecto a este marco.
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Para analizar esta conexión entre los tensores de energía momento

con distintos marcos, consideramos dos congruencias generales de observadores

espacio–temporales con distintas 4–velocidades ua y ûa. Escogemos ua como

una 4-velocidad comóvil, la 4–velocidad no comóvil ûa se obtiene como una

generalización del boost de Relatividad Especial

ûa = γ(ua + va), γ = 1√
1− vava

(2.7)

donde va es el vector de velocidad peculiar tipo espacial medido por el obser-

vador ua y vaua = 0. Siguiendo [119] y asumiendo que el tensor de energía–

momento para el marco no–comóvil tiene la forma general Ec. (2.6), las rela-

ciones entre las cantidades dinámicas entre los tensores de energía–momento

comóvil y no–comóvil están dadas por

ρ = ρ̂+ Λ+ 2γq̂ava +
{
γ2vava(ρ̂+ p̂) + Π̂abvavb

}
, (2.8)

p = p̂− Λ+ 2
3 γq̂

ava + 1
3
{
γ2vava(ρ̂+ p̂) + Π̂abvavb

}
(2.9)

qa = q̂a + (ρ̂+ p̂)va +
{

(γ − 1)q̂a − γq̂bvbûa + γ2vbvb(ρ̂+ p̂)va (2.10)

+Π̂abvb − Π̂abvbvcûa
}

(2.11)

Πab = Π̂ab +
{
γ2(ρ̂+ p̂)v〈avb〉 − 2u(aΠ̂b)cvc + Π̂cdvcvdûaûb (2.12)

−1
3Π̂

cdvcvdĥ
ab − 2γq̂cvcu(avb) + 2γv〈aq̂b〉

}
, (2.13)

así como en [119], escribimos los términos no–lineales en va en “brackets”. Nó-

tese que las presiones isotrópicas y anisotrópicas están asociadas con términos

que son no–lineales (al menos de orden cuadrático) en va.
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2.2.2 Condiciones de emparejamiento

Dados cualesquiera dos espacio-tiempos, siempre es posible construir

un espacio-tiempo a partir de ellos. Presentamos ahora las condiciones de

emparejamiento1 entre dos espacio–tiempos genéricos, posteriormente utiliza-

remos las condiciones para elaborar un modelo cosmológico [1, 2].

Sean M+ y M− dos variedades con fronteras Σ+ y Σ−, respectiva-

mente. Sea ψ : Σ+ → Σ− un difeomorfismo, identificamos los puntos de ambas

fronteras y denotamos ambas fronteras por Σ.

Primera condición de emparejamiento

Consideramos el espacio-tiempo como la unión disjunta de dos va-

riedades lorentzianas con frontera M+ y M−, cada una de las cuales tiene

definida una métrica que es una solución a las ecuaciones de Einstein g+ y g−,

respectivamente. Supondremos que existe un difeomorfismo C3 entre ambas

fronteras, por lo que en adelante denotaremos ambas fronteras por Σ a menos

que se indique lo contrario. Clarke y Dray, [120], demostraron que,

“if a spacetime is constructed by identifying the boundaries of

two spacetimes in such a way that the intrinsic metrics on the

boundaries agree (and have a constant signature) then there exists

a unique choice of a C1 atlas in which the (four-dimensional) metric

of the spacetime is continuous.”
1En inglés conocidas como “matching conditions” o “junction conditions”
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Como señalan Mars y Senovilla [121], la suposición de una signatura constan-

te es superflua. Por lo tanto, suponemos que g es un tensor continuo en una

hipersuperficie, esto se llama la primera “junction condition”. Si se supone

que g es discontinuo a través de la hipersuperficie, entonces los símbolos de

Christoffel contienen términos proporcionales a un producto de distribuciones

que está mal definido, por lo que la suposición de continuidad de la métrica

a través de Σ también puede deducirse de este argumento. La primera con-

dición de emparejamiento también se conoce como las “preliminary junction

conditions” en la literatura.

Podemos descomponer el tensor métrico como

g = θ · g+ + (1− θ) · g−,

donde θ es la función de Heaviside, y a partir de nuestra hipótesis tiene una

distribución asociada que sería

g = θ · g+ + (1− θ) · g−,

donde f denota la distribución asociada a la función f .

Definimos ahora los coeficientes de conexión asociados a la métrica

en la variedad. Denotamos por Γ+α
βγ los símbolos de Christoffel asociados

a g+ y definidos en M+ ∪ Σ, y Γ−αβγ los símbolos de Christoffel asociados

a la métrica definida en M− ∪ Σ, g−. Denotamos por Γαβγ los símbolos de

Christoffel asociados a la métrica distributiva g
¯
. Por comodidad en la notación
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denotamos (1− θ) = θ̃. Así obtenemos

Γαβγ =1
2g

αλ
(
g
λβ,γ

+ g
λγ,β
− g

βγ,λ

)
=1

2
(
gαλ+θ + gαλ−θ̃

)
(gλβ,γθ + gλγ,βθ − gβγ,λθ

+ gλβ,γ θ̃ + gλγ,β θ̃ − gβγ,λ θ̃)

=Γ+α
βγ θ + Γ−αβγ (1− θ).

En consecuencia

Γαβγ = Γ+α
βγ θ + Γ−αβγ (1− θ). (2.14)

De este modo, ahora conocemos los símbolos de Christoffel como distribu-

ciones, por lo que definimos los coeficientes de la conexión como funciones

definidas en la variedad de forma natural,

Γαβγ = Γ+α
βγ θ + Γ−αβγ (1− θ).

Nótese que esta definición produce las distribuciones de Christoffel necesarias.

Dada la relación entre el tensor de Riemann y los símbolos de Chris-

toffel, calculamos el tensor de Riemann,

Rα
βγµ = Γαβµ,γ − Γαβγ,µ + Γαγρ Γ

ρ
βµ − Γαµρ Γ

ρ
βγ

y trataremos esta relación en un sentido distributivo. Es directo calcular que

Γαβµ,γ = Γ+α
βµ,γ · θ + Γ−αβµ,γ · θ̃ + δ · nγ[Γαβµ ],

con nγ la forma normal a la hipersuperficie.
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Como hemos definido las funciones Γαβµ , tenemos que las distribu-

ciones Γαβµ están asociadas a estas funciones y por tanto el producto ΓαγρΓ
ρ
βµ

está bien definido ya que es la distribución asociada Γαγρ Γ
ρ
βµ . A partir de estos

hechos, obtenemos el tensor de Riemann distribucional que tiene la siguiente

expresión

Rα
βγµ = R+α

βγµ · θ +Rα
βγµ · θ̃ + δ · nγ[Γαβµ ]− δ · nµ[Γαβγ ]. (2.15)

El término del lado derecho de la ecuación proporcional a δ se llama la parte

singular del tensor de Riemann.

Segunda condición de emparejamiento

Ahora buscamos las condiciones para evitar la parte singular del

tensor de Riemann. Como se supusimos que la métrica es continua a través de

Σ, cualquier discontinuidad de la derivada debe estar en la dirección normal

a la hipersuperficie, es decir

[gαβ,γ] = cαβnγ, (2.16)

donde cαβ es un campo tensorial. Con el salto de la primera derivada ordina-

ria de la métrica en un sistema coordenado podemos calcular el salto de los

símbolos de Christoffel. De la Ec. (2.16) se obtiene [nα;β] = −[Γ ραβ ]nρ y un

cálculo directo arroja que el término singular de la distribución de Riemann

es en realidad un campo tensorial Rα
βµν que tiene la siguiente expresión

Rα
βµν = 1

2(−nα[Kβν ]nµ + nα[Kβµ]nν − nβ[Kα
µ ]nν + nβ[Kα

ν ]nµ).
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Contrayendo Rρ
µρν = Rµν obtenemos la llamada parte singular de la distri-

bución de Ricci, i.e.

Rµν = R+
µνθ +R−µν(1− θ) + δRµν ,

donde la fórmula explícita para la parte singular es

Rµν = −[Kµν ]− [Kρ
ρ ]nµnν .

La parte singular del tensor de Ricci se anula si y sólo si el salto de la segunda

forma fundamental se anula, y por tanto si y sólo si la parte singular de la

distribución de Riemann lo hace. Contrayendo una vez más

R = R+θ +R−(1− θ) + δR ,

donde R = −2[Kµ
µ ]. Por tanto la distribución de Einstein se define a trozos

como

Gµν := Rµν −
1
2gµνR = G+

µνθ +G−µν(1− θ) + δGµν , (2.17)

donde la parte singular es

Gµν = Rµν −
1
2gµνR = −[Kµν ]− [Kρ

ρ ]nµnν −
1
2gµν(−2[Kρ

ρ ])

= −[Kµν ] + [Kρ
ρ ](gµν − nµnν) = −[Kµν ] + hµν [Kρ

ρ ], (2.18)

que es tangente a Σ. Como nuestra suposición inicial era que ambas métricas

son soluciones enM+ yM−, respectivamente, podemos definir un tensor de

energía–momento

T µν := T+
µνθ + T−µν(1− θ) + δTµν . (2.19)

que es una solución de las ecuaciones de campo en un sentido distribucional.

La parte singular del tensor de energía-momento se interpreta como el tensor



2.2. Modelos inhomogéneos y anisotrópicos 35

de energía–momento superficial de una capa superficial o capa fina. Como el

tensor de energía-momento superficial es tangente a Σ podemos hacer una

descomposición

T µν = T abeµae
ν
b,

para llegar a la expresión

Tab = −[Kab] + [K]hab. (2.20)

De esta expresión es inmediato que, para eliminar el término singular de las

distribuciones de curvatura es suficiente que [Kab ] = 0. Esto se conoce como

la segunda condición de emparejamiento u ocasionalmente como las “junction

conditions”, siendo que se asume la primera para obtener la segunda. Las

condiciones de emparejamiento también se conocen como las condiciones de

Darmois en la literatura (CITAS DARMOIS).

2.2.3 Modelos inhomogéneos como perturbaciones exactas

Como se mencionó previamente, las inhomogeneidades y anisotropías

del Universo, así como los efectos físicos que estas generan, se estudian por

medio de teoría de perturbaciones. En estas teoría uno escoge un espacio-

tiempo realM y un espacio-tiempo fiduciario o idealizado M̄ , y uno entiende

una correspondencia uno a uno entre los puntos deM con los puntos de M̄ ,

a lo que uno llama una norma. Sin embargo, uno tiene libertad de escoger

esta norma haciendo cambios mediante difeomorfismos que permite la teoría

de la Relatividad General, esto trae consigo como hacer la teoría invariante de

norma, ya que sólo así tendrá sentido físico. Hoy en día existen diversas teorías
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de perturbaciones que son invariantes de norma, siendo la teoría estándar la

formulada por Bardeen [22]. Esta teoría conlleva emplear perturbaciones sobre

el tensor métrico y el tensor de energía-momento, y que las perturbaciones sean

invariantes de norma ya que son las únicas que tienen un significado físico.

En [23] Ellis y Bruni desarrollan un formalismo de perturbaciones

covariante, basado en las ecuaciones 1+3 equivalentes a las ecuaciones de

Einstein Ecs. (2.21)-(2.34). Este formalismo no parte de suponer una for-

ma perturbativa de la métrica, sino de las cantidades covariantes asociadas

al campo de 4–velocidades: los parámetros cinemáticos, tensores eléctrico y

magnético de Weyl y los parámetros del tensor de momento–energía. La in-

variancia de norma de las perturbaciones y la equivalencia con el formalismo

basado en la métrica de Bardeen se sigue del hecho de que todas las pertur-

baciones se anulan en el espacio-tiempo FLRW de fondo [122]. El formalismo

de Ellis y Bruni hace que sea notaria la relación entre modelos cosmológicos

y sobre todo cómo modelos cosmológicos de los que hablaremos más adelante

son perturbaciones exactas de un fondo FLRW. A continuación, describiremos

brevemente el formalismo de Ellis y Bruni [23]. Tomaremos una foliación co-

variante 1 + 3 con respecto a ua, esto fija una elección de tiempo y espacio, y

utilizaremos las ecuaciones 1+3 dadas en términos de cantidades covariantes y

que son equivalentes a las ecuaciones de Einstein [24]. Estas son las ecuaciones
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de evolución (derivadas paralelas a ua):

ρ̇+ (ρ+ p)Θ + ∇̄aqa = −2u̇aqa − σabπab, (2.21)

Θ̇ + 1
3Θ

2 + 4πG(ρ+ 3p)− ∇̄au̇a = −σabσab + 2ωaωa + u̇au̇
a, (2.22)

q̇<a> + 4
3Θqa + (ρ+ p)u̇a + ∇̄ap+ ∇̄bπab = −σabqb + ηabcω

bqc − u̇bπab, (2.23)

ω̇<a> + 2
3Θωa + 1

2curl u̇a = σabω
b, (2.24)

σ̇<ab> + 2
3Θσab + Eab − 4πGπab − ∇̄<au̇b> = −σc<aσ c

b> − ω<aωb> + u̇<au̇b>,

(2.25)

Ė<ab> + ΘEab − curl Hab + 4πG
[
(ρ+ p)σab + π̇<ab> + 1

4Θπab + ∇̄<aqb>

]
= −8πGu̇<aqb> + 2u̇cηcd(aH

d
b) + 3σc<aE c

b> − ωcηcd(aE
d

b)

−4πG
(
σc<aπb>c − ωcηcd(aπ

d
b)

)
, (2.26)

Ḣ<ab> + ΘHab + curl Eab − 4πGcurl πab = 3σc<aH c
b> − ωcηcd(aH

d
b)

−2u̇cηcd(aE
d

b) + 4πG
(
σc(aηb)cdq

d − 3ω<aqb>
)
. (2.27)

Estas ecuaciones contienen la evolucuión temporal de los fluidos, así

como de las hipersuperficies ortogonales al vector ua. Las Ecs. (2.21), (2.22),

(2.23) son las ecuaciones de balance de energía, la ecuación de Raychaudhu-

ri y la ecuación de balance de momento, respectivamente. Mientras que las

Ecs. (2.24), (2.25) representan la propagación de la vorticidad y el “shear” las

Ecs. (2.26), (2.27) representan la propagación de los campos gravitacionales.

Nótese que en todo caso, la propagación de los campos, así como la evolución

de las cantidades dinámicas, dependen unos de otros, tal y como en forma

original de las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, estas ecuaciones no son

del todo equivalentes a las ecuaciones de Einstein, resta agregar los vínculos
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transversales que involucran derivadas “espaciales” (ortogonales a ua),

∇a
ωa = u̇aωa, (2.28)

∇b
σab − curl ωa −

2
3∇aΘ + 8πGqa = −2ηabcωbu̇c, (2.29)

curl σab +∇<aωb> −Hab = −2u̇<aωb>, (2.30)

∇b
Eab + 4πG

3
(
∇b
πab − 2∇aρ+ θqa

)
= ηabcσ

b
dH

cd − 3Habω
b + 4πG(σab + 3ηabcωc)qb, (2.31)

∇b
Hab + 4πG [curl qa − 2(ρ+ p)ωa]

= 3Eabωb − ηabcσbdEcd − 4πG
(
ηabcσ

b
dπ

cd + πabω
b
)
, (2.32)

R3 <ab> = Eab + 4πGπab −
1
3Θ(σab + ωab) + σc<aσ

c
b> + ωc<aω

c
b> − 2σc[aσ c

b]

(2.33)

R3 = 16πGρ− 2
3Θ

2 + σabσ
ab − ωaωa. (2.34)

En estas ecuaciones, Eab y Hab son las partes eléctrica y magnética del ten-

sor de Weyl, 3R es el escalar de Ricci asociado a las hipersuperficies orto-

gonales a ua1, y los operadores diferenciales son ˙ = ua∇a, ∇a = h f
c ∇f ,

curl Sab = ηcd(a∇
c
S d
b) , ηabc = ηabcdu

d.Dichas ecuaciones provienen de las iden-

tidades de bianchi, la ecuación de Gauss, así como las ecuaciones de evolución.

De Ec. (2.34) tenemos una generalización de las ecuaciones de Friedmann, apli-

cable a cualquier espacio-tiempo.

Notemos que el sistema de ecuaciones anterior es equivalente a las

ecuaciones de Einstein y es aplicable para cualquier espacio-tiempo, incluso
1Esto tiene sentido cuando la vorticidad es idénticamente cero.
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aquellos en los que se considere un campo de 4–velocidades ua que carezca de

significado físico.

En el caso de un modelo FLRW, éstos son soluciones del subconjunto

de las ecuaciones 1+3 dados por las ecuaciones de evolución

ρ̇cm + (ρcm + pcm)Θcm = 0, (2.35)

Θ̇cm + 1
3Θ

2
cm + 4πG(ρcm + 3pcm) = 0, (2.36)

(2.37)

y los vínculos transversales

−2
3∇aΘcm = 0, (2.38)

∇aρcm = 0 (2.39)

R3 <ab> = 0 (2.40)

R3 = 16πGρcm −
2
3Θ

2
cm. (2.41)

Comparando las Ecs. (2.35)-(2.41) con Ecs. (2.21)-(2.34), nos permite

ver que aquellos términos adicionales en un modelo cosmológico distinto a

FLRW se pueden tratar como términos perturbativos en un fondo FLRW.

Siendo que no existen consideraciones para despreciar términos, a esto nos

referiremos en lo subsecuente como que un cierto modelo es una perturbación

exacta de una solución FLRW. De manera más concreta, Podemos definir

perturbaciones sobre las variables a trabajar en un fondo tipo FLRW1, i.e. ρ =

ρcm + δρ, Θ = Θcm + δΘ, etc. Como los modelos FLRW son soluciones exactas

a las Ecs. (2.21)-(2.34), al sustituir en el sistema, este se torna una sistema de
1O cualquier otra solución exacta.
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ecuaciones sobre las perturbaciones δρ, δΘ, etc, que contiene coeficientes que

dependen de la solución de fondo (en este caso soluciones FLRW). De esta

manera tenemos una perturbación exacta sobre un fondo FLRW. La cuestión

de la invarianza de norma se trata a partir del formalismo de Ellis-Bruni

[24]. Posteriormente se puede reducir el sistema resultante a un sistema lineal

sobre las perturbaciones suponiendo que δρ/ρcm � 1, δΘ/Θcm � 1 se comple

para todas las variables. Asimismo, todas las variables que se anulan para las

modelos FLRW: u̇a, σab, ωab, Hab son tratadas también en forma perturbativa,

ignorando términos cuadráticos.

2.3 Modelos S3 en V2

En general los modelos cosmológicos carecen de vectores de Killing,

y por tanto carecen de simetrías. Es importante ver casos de modelos con

simetrías más generales de los cuales se obtener casos particulares, como lo es

el modelo FLRW. Un caso interesante1 son los modelos de S3 en V2 [123, 104],

estos son espacio-tiempos que admiten un grupo 3-dimensional de isometrías

con órbitas 2-dimensionales (simetrías esférica, plana e hiperbólica). Es posible

mostrar [123] que una variedad Riemanniana Vq que admite un grupo Gr, con

r = q(q + 1)/2 será un espacio de curvatura constante, como es en nuestro

caso. Los siguientes teoremas [123] son importantes para este tipo de espacios:

Teorema 1. Un espacio Riemanniano es de curvatura constante si y sólo si

admite (localmente) un grupo Gr de movimientos con r = 1
2n(n+ 1).

1En esta sección seguimos de cerca la exposición de [123, 24, 58].
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Teorema 2. Si un grupo Gr de movimientos de r = 1
2d(d + 1), (d > 1),

parámetros tiene órbitas de dimensión d, las órbitas admiten superficies orto-

gonales.

Teorema 3. Un espacio Riemanniano Vn (n ≥ 3) es de curvatura constante

si y sólo si admite (localmente) un grupo de sólo si admite (localmente) un

grupo Gr de movimientos con r = 1
2n(n+ 1).

La constante de curvatura K, de estos espacios está relacionada al

tensor de Riemann por medio de la siguiente ecuación

K = Rabcdv
awbvcwd

(gacgbd − gadgbc)vawbvcwd
, (2.42)

para cualesquiera vectores v, w. Es posible mostrar que estas variedades, Vn,

son conformalmente planas, Ca
bcd . Por lo mismo, siempre se puede encontrar

una transformación que lleve a la métrica de este espacio a la forma

dσ2 = dxadxa(
1 + 1

4Kxbx
b
)2 . (2.43)

Por el Teo. 2 las órbitas V2 admiten superficies ortogonales en V4 y

una transformación de coordenadas sobre los espacios ortogonales a las órbitas

permite llevar la métrica espacio-temporal a la forma

ds2 = − exp(2α)dt2 + exp(2β)dz2 + Y 2f(dx2 + dy2), (2.44)

donde α, β son funciones de r, t y f = 1
1+ 1

4K(x2+y2) . Mediante un cambio de

coordenadas es posible llevar esta métrica la forma

ds2 = − exp(2α)dt2 + exp(2β)dz2 + Ỹ (t, r)(dθ2 + Σ(θ,K)dφ2), (2.45)
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donde Σ = θ, sin θ, sinh θ. La deducción es análoga al caso de las soluciones

FLRW [117]. La existencia de grupos de mayor dimensión Sr, r > 3, o incluso

un grupo general Gp, impone restricciones sobre las funciones libres α, β. Las

componentes no nulas del tensor de Einstein son

Gt
z =

(
Yz,t − αzYt − βtYz

Y
− 1

2
YzYt
Y 2

)
e−2α, (2.46)

Gz
t =

(
−Yz,t − αzYt − βtYz

Y
+ 1

2
YzYt
Y 2

)
e−2β, (2.47)

Gz
z =

(
αtYt − Yt,t

Y
+ 1

4
Y 2
t

Y 2

)
e−2α +

(
αzYz
Y

+ 1
4
Y 2
z

Y 2

)
e−2β − K

Y
, (2.48)

Gx
x =

(
−β2

t + βtαt − βt,t + Ytαt + 2Y 2
t Y − Yt,t − βtYt

2Y

)
e−2α

+
(
α2
z − βzαz + αz,z + Yzαz − 2Y 2

z Y + Yz,z − βzYz
2Y

)
e−2β,(2.49)

Gy
y =

(
−β2

t + βtαt − βt,t + Ytαt + 2Y 2
t Y − Yt,t − βtYt

2Y

)
e−2α

+
(
α2
z − βzαz + αz,z + Yzαz − 2Y 2

z Y + Yz,z − βzYz
2Y

)
e−2β,(2.50)

Gt
t = −

(
Y +
t 4βtYt
4Y 2

)
e−2α −

(
Y +
z 4βzYz − 4Yz,z

4Y 2

)
e−2β − K

Y
, (2.51)

donde consideramos αi = ∂iα.

A partir de un análisis del tensor de Riemann se propone una ”función

de masa”,

m(t, z) = 1
2 exp(β) (K − Y,aY ,a) , (2.52)
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que a partir de las identidades de Bianchi [124] se muestra que cumple las

propiedades

mz = 1
2Y

2
(
YtG

t
z − YzGt

t

)
, (2.53)

mt = 1
2Y

2 (βzGz
t − YtGz

z) . (2.54)

A partir de las Ecs. (2.53)-(2.54) es posible concluir que la función de masa

es una integral de dos combinaciones de las ecuaciones de Einstein [124] y por

tanto Ecs. (2.53)-(2.54) son equivalentes a dos de las ecuaciones de Einstein.

Es importante notar que en este tipo de espacios tendremos una va-

riedad cuya topología local estará determinada en parte por el la topología

del grupo y/o simetrías que se consideren. Dos subcasos de interés en la cos-

mología han sido la simetría esférica y plana. La simetría esférica ha sido una

de las suposiciones esenciales en la cosmología de fondo, siendo que el modelo

base es una solución FLRW [6]. Asimismo, los primeros modelos teóricos de

formación de estructura y colapso gravitacional [125, 126, 127] están basados

en modelos esféricamente simétricos. Por otro lado, los modelos con simetría

planar han sido útiles para modelar las paredes de dominio [128, 129, 130].

Existen dos maneras de establecer la simetría esférica y planar, por

medio de vectores de Killing [116] o mediante el uso de grupos [123], procede-

mos al último.

Definición 1. Se dice que un espacio-tiempo V4 es esféricamente (planarmen-

te) simétrico si admite un grupo G3IX (G3V II0) de movimientos que actúen

sobre 2-superficies S2 y si los campos no-métricos heredan la misma simetría.
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Resulta que [123] la presencia de un grupoG3 en V2 implica la existen-

cia de un grupo de isotropía I1. En este caso las órbitas S2 tendrán curvatura

positiva (K > 0)1 para el caso de simetría esférica y constante de curvatura

nula (K = 0) para simetría planar. Para simetría esférica los espacios S2 son

homeomorfos a la 2-esfera unitaria S2, mientras que en simetría planar son

homeomorfos a R2. Las formas más comunes de la métrica para estas simetrías

son:

ds2 = −e2αdt2 + e2βdz2 + Y 2(dθ2 + sin2 θdφ2), (2.55)

ds2 = −e2αdt2 + e2βdz2 + Y 2(dx2 + dy2), (2.56)

donde Ec. (2.55) corresponde a simetría esférica y Ec. (2.56).

2.3.1 Modelos Inhomogéneos esféricamente simétricos

Uno de los casos más directos en buscar una solución a las ecuaciones

de campo es dejar a un lado la suposición de homogeneidad y mantenerse en

un espacio-tiempo esféricamente simétrico. A partir de ello podemos obtener

la métrica Lemaître-Tolman-Bondi (LTB). Esta métrica puede obtenerse de

diversas maneras [57], seguimos una de las más directas.

Considerando coordenadas comóviles, el elemento de línea de un

espacio-tiempo esféricamente simétrico [101] toma la forma

ds2 = −N2dt2 +B2dr2 + Y 2dΩ2, (2.57)
1Es posible hacer un reescalamiento de tal forma que K sea unitario.
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con N = N(t, r), B = B(t, r), e Y = Y (t, r). Considerando polvo y una

constante cosmológica

Tab = (ρ+ Λ)uaub, (2.58)

con ua es el vector de 4-velocidad, se tiene de las ecuaciones de campo

κ(ρ+ Λ) = 2BN2Yr,r − 2N2YrBr − 2B2YtBt

B3N2Y
+ N2Y 2

r −B2Y 2
t −N2B2

B2N2Y 2 ,(2.59)

0 = 2NBYr,t − 2NBtYr − 2BNrYt, (2.60)

−κΛ = 2N2NrYr − 2B2NYt,t + 2B2NtYt
B2N3Y

+ N2Y 2
r −B2Y 2

t −N2B2

B2N2Y 2 ,(2.61)

−κΛ = BNr,r −NrBR

B3N
− NtBt −NBt,t

BN3

+
BN3Yr,r −N3YrBr +BN2NrYr −B3N

(
Yt,t − YtBt

B

)
+B3NtYt

B3N3Y
.

(2.62)

Siendo que el fluido se mueve de manera geodésica, su aceleración es nula y

por tanto se puede reescalar la coordenada temporal,

ub∇bu
a = N ′

NB2 = 0, ⇒ N ′ = 0. (2.63)

En lo sucesivo consideramos N = 1. Por tanto, Ec. (2.60) se puede reescribir

como (
Yr
B

)
,t

= 0. (2.64)

Existen dos casos para esta ecuación, aquellos con Yr = 0, los son modelos

tipo Kantowski-Sachs [58]. En el caso Yr 6= 0 obtenemos

B = Yr
1 + F

, (2.65)

con F = F (r). Nótese la similitud con la métrica Ec. (2.44). Los modelos LTB

están descritos por la métrica, en coordenadas comóviles:

ds2 = −dt2 + Yr
1 + F

dr2 + Y 2dΩ2. (2.66)
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Es común que se escriba F = −K(r). En los modelos LTB existe un fondo

FLRW natural, definido en el espacio de parámetros por la elección de las

funciones libres [58]

Y = ra(τ), κ = kr2, M = H2
0ΩM0r

3

2 , (2.67)

donde a(τ) es el factor de escala en tiempo conforme para espacio-tiempos

FLRW, Ωm0 = Ωm(τ)τ=τ0 es el parámetro de densidad evaluado al día de hoy

y τ0 es el tiempo actual definido por a(τ0) = 1. H0 = Hτ=τ0 = ȧ(τ)/a(τ)τ=τ0 es

el parámetro de Hubble y k es la constante de curvatura de las hipersuperficies

espaciales ortogonales a ua. De esta forma, Ec. (4.21) en el límite FLRW

Ec. (2.67) se lee
ȧ2

H2
0a

2 = H2

H2
0

= ΩM0

a3 + Ωk,0
a2 , (2.68)

con Ωk,0 la densidad de curvatura espacial.

Estas soluciones LTB son las soluciones exactas más sencillas que

proporcionan una descripción tipo polvo [58, 57] cuya métrica también admite

soluciones no triviales con presión isotrópica e anisotrópica distinta de cero

[131]. Los modelos LTB han tenido diversos usos, como los modelos Big Void,

que consistían en suponer nuestra ubicación cerca del centro de un gigantesco

vacío esférico de 1 Gpc. Por ello, estos modelos sirvieron para intentar explicar

la aceleración cósmica a través del efecto de la inhomogeneidad a gran escala

[132]. Siendo que estas soluciones pueden concebirse como perturbaciones no

lineales exactas de un fondo FLRW1 [131, 133], las soluciones LTB han sido

muy útiles como modelos de juguete para estudiar la formación de estructuras
1Reduciéndose en el régimen lineal a perturbaciones cosmológicas estándar en la norma

comóvil isócrona.



2.3. Modelos S3 en V2 47

[127, 125, 134, 126]. Además, se ha mostrado [135] que es posible tener modelos

cerrados en expansión perpetua en soluciones LTB con constante cosmológica.

2.3.2 Modelos de Szekeres

Las soluciones de Szekeres1 [58] se obtienen a partir de una métrica

que en algunas coordenadas, las cuales se asumen comóviles (ua = δat ), es de

la forma

ds2 = −dt2 + e2αdw2 + e2β(dx2 + dy2), (2.69)

con α y β funciones de las cuatro coordenadas t, xi. Dicha forma se establece

para buscar una métrica no idealizada que generalice a las soluciones LTB

y Eardley-Liang-Sachs, conocidas al momento de encontrar esta familia de

soluciones [136, 137].

Este tipo de métricas se separan en dos clases: Modelos de clase I

β,w 6= 0, denotados como Szekeres–I, y modelos de clase II, en lo sucesivo

Szekeres–II, β,w = 0. Ambas clases de soluciones no admiten (en general)

grupos de isometría, cada clase se subdivide en tres subclases: cuasi-esférica,

cuasi-plana y cuasi-hiperbólica, en función de la solución simétrica límite que

tengan la cual admite un grupo de tres vectores de Killing actuando sobre

órbitas bidimensionales (simetría esférica, plana y pseudo-esférica). En ambas

clases las 2–superficies dadas por t y w constante tienen curvatura constante

que puede ser cero (k = 0, f = 1), positiva (k = 1) o negativa (k = −1)

respectivamente.
1También conocidas como la familia de soluciones Szekeres-Szafron.
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Los modelos cuasi-esféricos de Szekeres de clase I (Szekeres-I) con

una fuente de polvo (con Λ nulo y no nulo) han sido considerados como los

más adecuados para aplicaciones cosmológicas y, por lo tanto, han sido am-

pliamente utilizados como modelos de estructuras cósmicas que generalizan

los populares modelos de Lemaître–Tolman–Bondi (LTB) (un sub-caso par-

ticular esféricamente simétrico). Los modelos de Szekeres con una fuente de

polvo (clase I y II) introducen en todos los escalares covariantes un grado de

libertad extra en forma de dipolo (véase la discusión detallada en [57, 58]). En

el caso de los modelos cuasi-esféricos de clase I este dipolo se superpone al mo-

nopolo de simetría esférica [57], permitiendo así la construcción de modelos

de más de una estructura en un fondo FLRW, típicamente una sobredensi-

dad o “void” central, rodeado por estructuras alargadas parecidas a paredes

o “pancakes” esferoidales (ya sean sobredensidades o vacíos) marcados por

la orientación del dipolo, todo lo cual proporciona una aproximación mucho

mejor a las estructuras cósmicas [59]. En particular, es posible elaborar redes

de estructuras colocadas en lugares elegidos como parte del establecimiento

de condiciones iniciales [133] que pueden proporcionar una buena descripción

de grano grueso de nuestra cosmografía a escalas de 100 Mpc.

Mientras que un fondo FLRW surge de manera natural en Szekeres-I,

el límite FLRW de los modelos Szekeres-II es mucho más complejo, siendo un

límite homogéneo más natural los modelos Kantowski–Sachs. Así, en contraste

con el uso generalizado de los modelos Szekeres–I, los modelos Szekeres–II

no han recibido mucha atención en los estudios teóricos de los efectos de

la inhomogeneidad o en las aplicaciones cosmológicas. Los artículos conocidos

implican su tratamiento como perturbaciones exactas del polvo para calcular el
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factor de crecimiento [138, 139, 140], la autoconsistencia de la termodinámica

de los fluidos perfectos [141, 142] y, más recientemente, Delgado y Buchert

han utilizado los modelos de polvo de Szekeres–II como casos espaciales de

prueba para probar un formalismo que permita obtener una generalización

relativista de la aproximación de Zeldovich en términos de promediación del

espacio–tiempo [143].

Modelos Szekeres-II

La métrica que caracteriza a las soluciones Szekeres–II es

ds2 = −dt2 + S2(t)
[
X2dw2 + dx2 + dy2

f 2

]
, f = 1 + k[x2 + y2]

4 , (2.70)

donde X = X(t, xi) con xi = w, x, y. Esta métrica identifica una tétrada

ortogonal canónica ea(α) tal que gabea(α)e
b
(β) = η(α)(β):

ea(0) = δa0 , ea(w) = 1
SX

δaw, ea(x) = f

S
δax, ea(y) = f

S
δay , (2.71)

y éstas soluciones son compatibles con un tensor de energía momento general

en un marco comóvil (ua = ea(0) = δa0):

T ab = (ρ+ Λ)uaub + (p− Λ)hab + πab + 2q(aub). (2.72)

donde la densidad de energía, las presiones isotrópicas y anisotrópicas, y los

flujos de energía, ρ, p, πab = [h(a
c h

b)
d − 1

3h
abhcd]T cd y qa = ubT ab (con hab =

uaub+gab), dependen en general de las cuatro coordenadas t, xi. Las ecuaciones
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de campo no nulas Gab = κT ab con κ = 8πG/c4 son

κρ = κρ̄− f 2(X,yy +X,xx)
S2X

+ 2ṠẊ
SX

, κρ̄ = 3Ṡ2

S2 + 3k
S2 − 3κΛ, (2.73)

κp = κp̄+ 1
3
f 2(X,yy +X,xx)

S2X
− 2

3
SẌ + 3ṠẊ

SX
, κp̄ = −2S̈

S
− Ṡ2

S2 −
k

3S2 + Λ,

(2.74)

κπxx = 1
3
f 4(2X,yy −X,xx)

S4X
− 1

2
f 3k(xX,x − yX,y)

S4X
− 1

3
f 2(S2Ẍ + 3SṠẊ − kX)

S4X
,

(2.75)

κπyy = −1
3
f 4(X,yy − 2X,xx)

S4X
+ 1

2
f 3k(xX,x − yX,y)

S4X
− 1

3
f 2(S2Ẍ + 3SṠẊ − kX)

S4X
,

(2.76)

κπww = −1
3
f 2(X,yy +X,xx)

S4X3 − 2
3

k

S4X2 + 2
3
SẌ + 3ṠẊ
S3X3 , (2.77)

κπxy = −
f 3 (fX),xy

S4X
, (2.78)

κqx = f 2Ẋ,x

S2X
, (2.79)

κqy = f 2Ẋ,y

S2X
. (2.80)

donde Ȧ = uaA,a para toda función A. En un marco comóvil los parámetros

cinemáticos no nulos son el escalar de expansión Θ = ∇̄au
a y el tensor de

shear σab = ∇̃(au;b) − (Θ/3)hab dados por

Θ = Ẋ

X
+ 3Ṡ

S
, σab = σ ξab , σ = − Ẋ

3X , (2.81)

donde ξab = hab − 3δawδwb = diag[0,−2, 1, 1] y los operadores de derivada espa-

ciales son ∇̃au
a = hbau

a
;b y ∇̃(au;b) = hc(ah

d
b)uc;d.

Para poder cuantificar la evolución anisotrópica de observadores co-

móviles calculamos la expresión del tensor de expansión Θab = ∇̄aub y sus tres

eigenvalores Θab = λ(i)δ
a
b :

λ(1) = Θzz = Ṡ

S
+ Ẋ

X
, λ(2) = λ(3) = Θxx = Θyy = Ṡ

S
, (2.82)
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de tal forma que la anisotropía cinemática se puede identificar del hecho que la

expansión local para observadores fundamentales a lo largo de las direcciones

principales λ(2) = λ(3), sobre ea(x) y ea(y) son distintas de λ(1) a lo largo de

ea(w). Otro indicador de la anisitropía proviene de la tasa de cambio local del

corrimiento al rojo z sobre un segmento geodésico nulo [24]

dz

z
=
[1
3Θ + σabk

akb
]
dϑ, (2.83)

donde ka es un vector nulo parametrizado por el parámetro afín ϑ. Los corri-

mientos al rojo de observaciones locales estarán distribuidos isotrópicamente

solamente si σab = 0 (o Ẋ = 0). Sin embargo, dado que hay grados de libertad

adicionales, el reto es restringir la anisotropía inherente de los modelos a las

cotas establecidas por las observaciones.

En un marco comóvil las soluciones Szekeres–I son tipo Petrov D

con tensor magnético de Weyl idénticamente cero, mientras que las soluciones

Szekeres tipo-II con qa 6= 0 son tipo Petrov I, mientras que aquellas solutions

con qa = 0 son tipo Petrov D. Por tanto, los modelos de clase II en toda gene-

ralidad se convierten en buenos candidatos para describir una mayor variedad

de fuentes. Creemos que estos modelos tienen un buen potencial de aplicación

inexplorado en cosmología.

La ecuación de balance de momento ∇bT
ab = 0 está dada por

ρ̇+ (ρ+ p)Θ + σabπ
ab + ∇̃aq

a = 0, (2.84)

hbaq̇b + 4
3Θqa + ∇̃bπ

ab + σabq
b + ∇̃ap = 0, (2.85)

mientras que la ecuación de Raychaudhuri y las restricciones que definen el

flujo de energía, qa, y los tensores eléctrico y magnético de Weyl, the electric,
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magnetic Weyl tensor Eab, Hab son

Θ̇ = −Θ
2

3 −
κ

2 [ρ+ 3(p− Λ)]− σabσab, (2.86)

κqa = 2
3∇̃aΘ + ∇̃bσ

ab, Hab = curlσab, (2.87)

Eab = Θ3 σab − σc〈aσ
c
b〉 −

κ

2πab −
(3)R〈ab〉, (2.88)

donde (3)R〈ab〉 es el tensor de Ricci espacialmente simétrico y sin traza de

las hipersuperficies ortogonales a ua (t constante), q̇b = uc∇cqb y curlσ =

ηcd(a∇̃cσdb) con ηabc = ηabcdu
d para la forma de volumen de Levi–Civita volume

ηabcd = −√−g εabcd con εabcd el tensor unitario totalmente antisimétrico.

La compatibilidad de los modelos de Szekeres–II con un tensor de

energía–momento más general abre la posibilidad de describir una mayor va-

riedad de fuentes de materia–energía, como fluidos disipativos y mezclas de

fluidos con velocidades peculiares no–comóviles, así como mezclas de fluidos

con campos escalares y magnéticos u ondas gravitacionales. Además de la

atractiva posibilidad de estos grados de libertad adicionales, mostramos en la

Sec. 3.1 que las funciones libres en su subclase cuasi–plana permiten un em-

parejamiento suave con cualquier modelo espacialmente plano homogéneo e

isótropo que pueda ser descrito por la métrica de Robertson–Walker: Los mo-

delos FLRW y también los espacios-tiempo de Sitter, anti-Sitter y Minkowski.

Aparte de tener aplicaciones cosmológicas, estas configuraciones pueden servir

para sondear y experimentar con formalismos teóricos, como el promediar y

el efecto de la “backreaction” de las inhomogeneidades locales en la evolución

de observaciones cósmicas [144].



Capítulo

3
Uso de modelos cosmológicos
inhomogéneos

Como mencionamos en el capítulo anterior, los modelos de Szekeres-

I han sido utilizados en la literatura [59, 127, 133, 138, 139, 140, 143] y han

logrado reproducir estructuras cosmológicas de manera exitosa. Sin embargo,

los modelos Szekeres-II han sido poco estudiados, siendo que el modelo que

incluye un tensor de energía-momento general conlleva un término de flujo de

energía. Típicamente, se asocia a estos flujos con viscosidades y conducción

de calor en sistemas térmicos fuera de equilibrio (ver ejemplos en [58]). Sin

embargo, este tipo de interpretación no es útil como aplicación potencial en

modelas la dinámica de fuentes cosmológicas, ya que la CDM es descrita por

un gas no–colisional cuya descripcón realista es como polvo y los efectos disi-

pativos en los bariones a escala cósmica son despreciables a tiempos cósmicos
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actuales (por lo que también pueden ser descritos como polvo). Sin embar-

go, una reinterpretación de la solución en términos de velocidades perculiares

permite una interpretación física útil para el uso de estos modelos.

3.1 Modelos “pancake”

3.1.1 Un modelo cosmológico Szekeres-II con límite FLRW

Aceptando el Principio Cosmológico cosmológico como válido, es ne-

cesario considerar un “límite FLRW” en nuestro modelo, Sec. 2.1. Los modelos

Szekeres-II tienen únicamente un límite en el espacio de parámtros eligiendo

adecuadamente las funciones libres. Es por ellos que utilizamos las condicio-

nes de empalme Sec. 2.2.2 para poder realizar un espacio-tiempo a partir de

soluciones FLRW y Szekeres-II. A continuación seguimos la presentación de

[1]. Esta clase nueva de modelos de juguete está basada en modelos Szekeres–

II pero considerando un tensor de energía–momento completamente general,

que admite gradientes de presión no–triviales, estrés anisotrópicos y flujos de

energía.

Considerando que t es el tiempo propio común a los observadores

fundamentales en los modelos FLRW y Szekeres-II, es interesante considerar

de Ecs. (2.4),(2.70), una identificación entre el factor de escala FLRW, la

densidad y la presión a(t), ρ̂, p̂ en Ec. (2.5) vs. la función métrica de Szekeres-
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II S(t) y la parte puramente temporal de la densidad y la presión ρ̄, p̄ en las

ecuaciones de campo Ecs. (4.76)–(2.74).

Las condiciones de Darmois para un empalme suave entre los dos

espacios–tiempos (M(+), g(+)) y (M(−), g(−)), como un Szekeres-II y FLRW

descritos por Ecs. (2.70), (2.4), a lo largo de una hipersuperficie de empalme

Σ(xα) = 0, son la continuidad de la primera y segunda formas fundamentales

en Σ [121, 145] Sec. 2.2.2.

Dada la identificación de coordenadas (t, xi) y tétradas ortonormales

en Ecs. (2.4), (2.70), elegimos como Σ = 0 la ecuación w−w0 = 0 donde w0 es

una constante arbitraria. Tenemos entonces na = e(w)
a = S X δwa y la métrica

inducida γab está parametrizada por las coordenadas xα = [t, w0, x, y] con w0

un valor fijo arbitrario de w, eligiendo (+) y (−) como Szekeres-II y FLRW

tenemos

γαβ = ea(α)e
b
(β)g

(±)
ab , γ

(+)
tt = γ

(−)
tt = −1, γ(+)

xx = γ(+)
yy = S2

f 2 ,

γ(−)
xx = γ(−)

yy = a2

f̂ 2(w0)
.

(3.1)

Las componentes de la segunda forma fundamental (curvatura extrínseca de

Σ) son

K
(+)
wt =

(
XṠ + ẊS

)(+)
, K(+)

wx = (SX,x)(+) , K(+)
wy = (SX,y)(+) , (3.2)

K
(−)
wt = ȧ. (3.3)

La combinación de Ec. (3.1) y Ecs. (3.2)–(3.3) implica que todas las derivadas

de X a lo largo de la dirección de los vectores tangentes a Σ deben anularse
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en w = w0:

X(+) = 1, (X,x)(+) = (X,y)(+) = (Ẋ)(+) = (Ẍ)(+) = 0, (3.4)

S(t) = a(t), k = k̂ = 0 ⇒ f = f̂ = 1, (3.5)

de tal forma que el empalme en Σ dado por w = w0 solamente es posible

entre un modelo Szekeres-II cuasi–plano y un modelo FLRW espacialmente

plano. Estas condiciones de empalme también requieren [121] la continuidad

de T ab nb = T zz n
z/(SX):

κ(p̄− Λ) = −2S̈
S
− Ṡ2

S2 = −2ä
a
− ȧ2

a2 = κ(p̂− Λ) (3.6)

de modo que S(t) debe satisfacer las mismas ecuaciones de evolución que

el factor de escala a(t) para un modelo FLRW espacialmente plano (k̂ = 0)

Ec. (2.5), que identifica plenamente la densidad y la presión FLRW ρ̂, p̂ con las

partes puramente dependientes del tiempo, ρ̄, p̄, de la densidad y la presión del

Szekeres-II cuasi–plano (k = 0) Ecs. (4.76)–(2.74). Obsérvese que Ecs. (3.1)–

(3.5) se cumplen en w = w0. Las condiciones Ecs. (3.1)–(3.5) también implican

continuidad de ρ, p, πab, qa en Σ (el lado derecho de Ecs. (2.75)-(2.80) se anulan

en Σ).

En función de los parámetros libres que dependen de w, el empalme

entre los modelos Szekeres-II cuasi-planos y los espacio–tiempos FLRW espa-

cialmente planos que hemos descrito puede realizarse a lo largo de un número

arbitrario de hipersuperficies marcadas por la constante w. Los parámetros

libres de X en cada región de Szekeres-II tendrían que cumplir Ecs. (3.4) en

dos valores fijos de w (o pares de éstos). La configuración “pancake” que re-

sulta es una colección de regiones Szekeres-II que se pegan suavemente a un
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espacio–tiempo FLRW dado. Obsérvese que Ecs. (3.3)–(3.5) implica que todas

las regiones de Szekeres–II deben coincidir con el mismo modelo FLRW, que

actúa como fondo, mientras que las regiones Szekeres–II pueden caracterizar-

se por cualquier fuente en la que los parámetros libres puedan establecerse

para cumplir las condiciones de empalme Ecs. (3.4)–(3.5). Los empalmes de

este tipo descritos anteriormente pueden realizarse en un número arbitrario de

hipersuperficies, lo que conduce a configuraciones compuestas por una serie

de secciones de Szekeres–II (posiblemente diferentes) separadas por regiones

del mismo modelo FLRW (o Minkowski o de Sitter o anti de Sitter), pro-

porcionando así un fondo isótropo y homogéneo que no se creía posible para

estos modelos. Se trata de una especie de configuraciones de “pancakes” que

pueden considerarse como análogos casi planos (no son espacialmente planos)

a los modelos de “queso suizo” esféricamente simétricos [24] o a las versiones

de universos “lattice” [143, 146, 147]. Este tipo de configuraciones propor-

cionan modelos de juguete para sondear los efectos de las inhomogeneidades

cosmológicas.

3.1.2 Soluciones particulares y ejemplos

Dada una suposición sobre las fuentes, no es posible saber si la fun-

ción X puede satisfacer Ecs. (3.1)–(3.5) en un w = w0 arbitrario sin tener una

solución, analítica o numérica, de las ecuaciones de campo. Sin embargo, se

puede obtener más información para un caso particular importante: si f = 1

y las componentes πxy de la presión anisotrópica en la ecuación Ec. (2.78) se

anulan en todo punto del espacio–tiempo, tenemos X,xy = 0 cuya solución
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general es

X = F (t, w) + Φ(t, w, x) + Ψ(t, w, y), , (3.7)

donde F, Φ y Ψ son completamente arbitrarias. Una manera simple de hacer

Ec. (3.7) compatible con un empalme con FLRW en w = w0 es asumir que

Φ, Ψ son separables de varias formas, por ejemplo:

X = F (t, w) +
n∑
j=1

Nj(t, w)φA(w, x) +Qj(t, w)ψj(z, y), , (3.8)

de tal froma que (dada una solución para una fuente específica, satisfacer

Ecs. (3.1)–(3.3) puede lograrse (por ejemplo) exigiendo las condiciones de

frontera F (t, w0) = 1 y φj(x,w0) = ψj(y, w0) = 0. Insertando Ec. (3.8) en

Ecs. (4.76)–(2.80) podemos identificar varios casos particulares de interés físi-

co:

• Cero flujo de energía (qa = 0) con presión anisotrópica no nula (πab 6= 0):

Ṅj(t, w) = Q̇j(t, w) = 0 para todo j, que lleva a la forma

X = F (t, w) +
n∑
j=1

φ̄j(w, x) + ψ̄j(w, y), (3.9)

donde φ̄j(w, x) = φj(w, x)Nj(w) y ψ̄j(w, y) = ψj(w, y)Qj(w).

• Cero presión anisotrópica (πab = 0) flujo de energía no nulo (qa 6= 0).

Estas soluciones se siguen de Ec. (3.8) con:

Ṅj = 0, Qj = Q1 = Q(t, w), X = F + A+QB, (3.10)

φ̄j = A(w, x, y) = α0(w) + α1(w)x+ α2(w)y + α3(w)(x2 + y2), (3.11)

ψ̄j = B(w, x, y) = β0(w) + β1(w)x+ β2(w)y + β3(w)(x2 + y2), (3.12)
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mientras que F y Q deben satisfacer las ecuaciones diferenciales lineales

acopladas

F̈ + 3Ṡ
S
Ḟ − 2(β3Q+ α3)

S2 = 0, (3.13)

Q̈+ 3Ṡ
S
Q̇ = 0 ⇒ Q = c1(w) + c0(w)

∫ dt

S3 (3.14)

A partir de Ecs. (3.10)–(3.14) se obtiene que p = p̄(t) con k = 0 en

Ec. (2.74) pero ρ = ρ(t, xi). El caso particular de polvo (p = p̄(t) =

0) es la solución encontrada por Goode [148] (aunque Goode supuso

que c1 = 0, c0 = const. y Q = Q(t)). Nótese que X tiene la forma de

un monopolo con dos dipolos independientes superpuestos, A(w, x, y) y

B(w, x, y), volviéndose un solo dipolo A(w, x, y) en el subcaso del fluido

perfecto (qa = 0 y por ende Q = 0).

• Fluido perfecto: Ecs. (3.10)–(3.13) con Q̇ = 0, lo que lleva a que Ec. (3.14)

sea redundante y X = F + A. En general, las soluciones de fluido per-

fecto están caracterizadas por p̄ = p̄(t) 6= 0 con ρ = ρ(t, xi), algunas

de estas soluciones tienen una interpretación termodinámica matemáti-

camente consistente [141, 142]. Las soluciones de polvo examinadas en

[138, 139, 140] se siguen fijando p = p̄(t) = 0 en Ec. (2.74).

Al ser una ecuación diferencial parcial lineal de segundo orden, es evidente que

una solución de Ec. (3.13) tendrá la forma F = ϕ+(w)F+(t, w)+ϕ−(w)F−(t, w)

con ϕ±(w) constantes de integración. Por tanto, en todos los casos resumidos

anteriormente los parámetros libres que dependen de w pueden fijarse de mo-

do que Ecs. (3.1)–(3.5) se mantengan en un w = w0 arbitrario y S(t) pueda
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identificarse con el factor de escala a(t) de un espacio–tiempo FLRW dado.

A partir de estas soluciones se puede discutir el llamado “límite

FLRW” de estos modelos. Krasinski en [58] presenta los modelos Szekeres–

II con una fuente de fluido perfecto a partir del siguiente elemento de línea

ds2 = −dt2 + e2αdw2 + e2β(dx2 + dy2), (3.15)

donde eβ = eνS(t), eα = λ(t, w)+S(t)Σ(x, y, w), y λ una función determinada

por una ecuación diferencial. De la forma de las funciones métricas que se han

obtenido y de aquellas en [58] es directo que λ(t, w) = S(t)F (t, w), mientras

que Σ = Aeν . Por tanto, la condición mencionada en [58] al final de la sección

2.1.1, la forma de estas funciones contiene la subfamilia FLRW, sin embargo

ésta se obtiene mediante la elección de funciones F constante. No existe un

límite natural FLRW, citando [58]

the FLRW limit results unnaturally in this subfamily: the additio-

nal symmetries of the FLRW models appear from nowhere.

Vale la pena mencionar que el límite FLRW es un límite en el espacio de

parámetros y no un límite en la variedad o una extensión de la variedad

misma.

A partir de estas soluciones podemos examinar múltiples configu-

raciones entre regiones Szekeres–II y FLRW, estos ejemplos son tomados de

[1].
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Polvo en Szekeres-II y ΛCDM

Al considerar polvo sin flujo de energía, p = Q = 0, en Ecs. (3.10)-

(3.12) podemos hacer un empalme con secciones de un modelo ΛCDM. La

ecuación de Friedmann correspondiente Ec. (2.5) (con k̂ = 0) y su ecuación

asociada Ec. (3.13) tienen como soluciones

S(t) = λ1 sinh2/3 (λ2 τ) , H̄ ≡ H̄

H̄0
= Ṡ/S

H̄0
= 2λ2H̄0

3 coth (λ2 τ) , (3.16)

F (t, w) = ϕ1(w) + ϕ2(w)F1(τ) + 2α3(w)
λ2

1
F2(τ), , (3.17)

F1(τ) = −τ − 1
3λ2

[
2coth

(3
2λ2τ

)
+ ln

(
coth(3

2λ2τ)− 1
coth(3

2λ2τ) + 1

)]
, (3.18)

F2(τ) =,
∫ ∫

sinh2/3(λ2 τ)dτ
sinh2(λ2 τ)

dτ , (3.19)

donde τ = H̄0t, λ1 = (Ωm0 /ΩΛ0 )1/3 y λ2 =
√
ΩΛ0 , con H̄0 el factor de Hubble al

día de hoy y Ωm0 = κρ0/(3H̄2
0 ), ΩΛ0 = κΛ/(3H̄2

0 ).

Haciendo multiples empalmes a lo largo de una familia de hipersu-

perficies marcadas por n valores distintos, fijos y arbitrarios de w = wγ0 con

γ = 1 . . . n, podemos hacer una configuración de multiples “pancakes” com-

puestos por modelos Szekeres-II con polvo y modelos ΛCDM, véase Fig. 3.1.

Una posible solución para cumplir las condiciones de empalme Ecs. (3.1)–(3.5)

es asumir que

S(t) = a(t), ϕ1(wγ0 ) = 1, ϕ2(wγ0 ) = α3(wγ0 ) = 0, (3.20)

se cumple para todo wγ0 . De Ecs. (4.76), (2.81) y (3.11) la densidad normali-

zada adimensional y el escalar de Hubble para las regiones Szekeres–II regions
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Szekeres II

FLRW FLRWFLRW

Szekeres II Szekeres II

w

x

y

x

yy

x

wj wj+1 wj+2 wj+3 wj+4

Figura 3.1: Empalmes de diferentes regiones de Szekeres–II con un espacio–

tiempo FLRW. La figura muestra una hipersuperficie t constante, con dos regio-

nes de Szekeres II situadas entre valores fijos de la coordenada w en los rangos

wj+1 < w < wj+2, wj+3 < w < wj+4 y las regiones FLRW que ocupan el rango

restante de w. La curva x = y = 0 para w arbitrario (el eje w) es una geodésica

y un vector de Killing de la 3–métrica.

son

Ω̂ ≡ κρ

3H̄2
0

= Ω̄+ 1
F + A

[
2H̄
3H̄0

∂F

∂τ
− 4α3

S2

]
, (3.21)

Ĥ ≡ Θ

3H̄0
= H̄ + 1

3(F + A)
∂F

∂τ
,

σ

H̄0
= − 1

3(F + A)
∂F

∂τ
, (3.22)

donde A, S y F están dadas por Ec. (3.11) y Ecs. (3.16)–(3.25), mientras que

Ω̄ ≡ κρ̄

3H̄2
0

= Ω
m
0
S3 + ΩΛ0 , H̄ ≡ ȧ/a

H̄2
0

=
√
Ω̄, (3.23)

son la densidad adimensional y el escalar de Hubble de las regiones ΛCDM.
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Polvo en un fondo de Sitter

Procediendo como en la sección anterior, mediante ρ̂ = k = 0 en

Ec. (4.76) y como el empalme requiere S(t) = a(t) tenemos ρ̄ = k̄ = 0 en

Ec. (2.5). Las correspondientes funciones S y F y parámetros de las regiones

de Sitter son

S(τ) = S0 exp (λ2 τ) , H̄ = λ2, Ω̄ = λ2
2 = ΩΛ0 , (3.24)

F = ϕ1(w)− ϕ2(w)
3λ2

exp (−3λ2 τ)− 2α3(w)
λ2

2
exp (−2λ2 τ) , (3.25)

con H̄, τ y λ2 como se definieron previamente y S0 = S(τ0). La densidad de

energía adimensional está dada por

Ω̂ = ΩΛ0

1 + 2
3

(4S2
0 − 6)α3 exp(−2

√
ΩΛ0 τ) + S2

0Ω
Λ
0ϕ2 exp(−3

√
ΩΛ0 τ)

S2
0 [F (τ, w) + A(w, x, y)]

 ,
(3.26)

con F y A dadas por Ec. (3.25) y Ec. (3.11), y se ha sustituido λ2
2 = ΩΛ0 . A

manera de analizar propiedades de este modelo, fijamos los parámetros libres

S0 = ϕ1 = 1, α1 = α2 = ϕ2 = 0, de lo que se obtiene

Ω̂ = ΩΛ0
(1 + α0 + α3r

2)ΩΛ0 e2
√
ΩΛ0τ − 10

3 α3

(1 + α0 + α3r2)ΩΛ0 e2
√
ΩΛ0τ − 2α3

, (3.27)

donde ΩΛ0 (el cual se puede elegir de forma que sea el mismo valor que en

el de un modelo ΛCDM), r2 = x2 + y2 (siendo que existe una simetría axial

con r = 0 el eje de simetría, usamos coordenadas polares) y se eligen las

funciones α0(w), α3(w) de forma que se cumplan las condiciones de empalme

con el espacio-tiempo de de Sitter (ver más adelante). Los límites asintóticos

de Ec. (3.27) son

Ω̂→ ΩΛ0 τ →∞ y r →∞, Ω̂→ 5
3Ω

Λ
0 τ → −∞, (3.28)
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esto implica que existen dos ramas con densidad de polvo positiva separa-

das por una singularidad y una región con densidad negativa en la región de

Szekeres–II. La singularidad de curvatura está determinada por un cero en el

denominador de Ec. (3.27). Sin embargo, el cero del numerador está ubicado

en el futuro de la singularidad como se puede observar en la Fig. 3.2. Como

resultado, el numerador es negativo para τ poco después de la singularidad,

designando una región cercana a ella con densidad negativa donde se produce

Ω̂→ −∞. A medida que τ aumenta, Ω̂ se vuelve positivo y finalmente alcanza

el límite asintótico representado en Ec. (3.28) (véase Fig. 3.2b). A medida que

se acerca la singularidad y el límite asintótico en el pasado infinito se repre-

senta en Ec. (3.28), Ω̂ es positivo en el pasado de la singularidad y aumenta

hasta Ω̂→∞.

A medida que w se acerca a la interfaz de empalme con de Sitter (que

no tiene singularidad), se puede ver en Fig. 3.2a cómo el lugar geométrico de

la singularidad se curva hacia el pasado infinito.

Así como con Szekeres–II y ΛCDM, se puede crear una configuración

múltiple de “pancakes” de n empalmes suaves entre polvo de Szekeres–II y

de Sitter a lo largo de w = wγ0 arbitrarios con γ = 1...n. La densidad de

polvo es Ec. (3.27), el escalar de expansión es Ec. (3.22) con S, F dados por

Ecs. (3.24)–(3.25), A dado por Ec. (3.11) y Ωm0 = 0 y ΩΛ0 = λ2
2. Como la

derivada Ḟ no tiene efecto sobre las funciones libres α3(w), ϕ1(w), ϕ2(w), es

obvio que (3.20) son suficientes para cumplir Ecs. (3.1)–(3.5) en todo wγ0 .

Es importante recalcar que la conexión entre el modelo Szekeres–II

y un fondo ΛCDM que estamos considerando está basado en realizar empal-
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τ

w = 
p/2

w = 
p/2

(a) (b)

Figura 3.2: Densidad normalizada Ω̂ para polvo empalmado con de Sitter. El

panel (a) muestra Ω̂ a lo largo del eje r = 0 para el plano [w, τ ]. Una singularidad

de curvatura y una región con Ω̂ < 0 separan las dos zonas con Ω̂ > 0. El panel

(b) muestra la evolución de Ω̂ en el tiempo para r = 0 y varios valores fijos

de w (la curva gruesa representa w = π/2). Obsérvese cómo los observadores

comóviles alcanzan Ω̂± → ∞. Las gráficas se hicieron utilizando las funciones

libres α3 = sin2w y α0 = sin4w.
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mes suaves entre regiones Szekeres-II regions con métrica Ec. (3.30) y regiones

ΛCDM cuya métrica es Ec. (2.4) como se ha discutido en Sec. 3.1 [1] e ilus-

trado por Fig. 3.3, con los parámetros de las regiones Szekeres-II restringidos

únicamente por las condiciones de empalme Ecs. (3.4)-(3.5). Este es un en-

foque completamente distinto a tener un límite FLRW por una sucesión de

modelos Szekeres–II cuyos parámetros tengan como límite un espacio–tiempo

FLRW para la extensión completa de la variedad Sec. 3.1.

3.2 Secciones Szekeres–II con flujo de energía co-

mo campo de velocidades peculiares no comóviles

Usando estas configuraciones ”pancakes” es posible crear regiones

Szekeres–II y FLRW suavemente empalmadas con un fluido no perfecto. A

continuación seguimos de cerca el trabajo que efectuamos en [2].

Consideramos como fuente de las regiones Szekeres-II Ec. (2.70), el

caso particular de Ec. (2.6) con p = πab = 0 que generaliza a Λ > 0 la solución

exacta encontrada por Goode [149]

Tab = (ρ+ Λ)uaub − Λhab + 2q(aub), (3.29)

Para poder hacer el empalme, consideramos en lo sucesivo el subcaso cuasi-

plano k = 0 de Ec. (2.70)

ds2 = −dt2 + S2(t)[X2dw2 + dr2 + r2dφ2], (3.30)

donde efectuamos un cambio de coordenadas y r, φ son coordenadas cilíndricas

definidas por x = r cosφ, y = r sinφ. En estas coordenadas, la densidad de
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energía ρ y el vector de flujo de energía qa = qrδ
r
a + qφδ

φ
a están dados por

κ(ρ+ Λ) = 3Ṡ2

S2 −
X,rr + rX,r − r2X,φφ

r2S2X
+ 2ṠẊ

SX
, (3.31)

κqr = Ẋ,r

S2X
, qφ = Ẋ,φ

r2S2X
, (3.32)

mientras que las funciones métricas X,Q,AB satisfacen

X = A(r, φ, w) +B(r, φ, w)Q(t, w) + F (t, w), (3.33)

Q = c1(w) + c0(w)
∫ dt

S3 , (3.34)

A = α3(w)r2 + α2(w)r cosφ+ α1(w)r sinφ+ α0(w),

(3.35)

B = β3(w)r2 + β2(w)r cosφ+ β1(w)r sinφ+ β0(w),

(3.36)

y las funciones S(t) y F (t, w) cumplen Ecs. (3.13)-(3.14). Nótese que es la mis-

ma forma que en Ecs.(3.10)-(3.12). La principal ventaja de usar coordenadas

cilíndricas es tratar con una coordenada acotada 0 ≤ φ ≤ 2π y que marcan

a la clase de observadores privilegiados de un modo sencillo a lo largo de la

curva r = 0 (t, w constante) parametrizada por w (o x = y = 0), que es una

geodésica y una curva integral de un vector de Killing de los marcos en reposo.

La simetría axial se sigue de fijar α2 = α1 = β1 = β2 = 0 en Ecs. (3.35)–(3.36),

que hace a X independiente de φ.

3.2.1 Materia oscura no comóvil

Dado que una fuente de “polvo conductor de calor” térmicamente di-

sipativo no es apropiada para un modelo cosmológico de tiempo tardío [118],
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proponemos una interpretación totalmente diferente para Ec. (2.6) como mate-

ria oscura fría (CDM) sin movimiento en la que qa ya no es un vector conductor

de calor, sino un flujo de energía proporcional a la velocidad peculiar de una

fuente de polvo con constante cosmológica T̂ ab = (ρ̂+Λ) ûaûb−Λhab donde la

4-velocidad ûa está relacionada con la 4-velocidad sin movimiento ua = ea(0) al

“boost” generalizado Ec. (2.7), donde va será la velocidad peculiar de la CDM

asociada con ûa con respecto al marco del CMB de un fondo ΛCDM asociado

con ua. De Ecs. (2.8)–(2.13) en Sec. 2.2.1, el tensor de energía momento para

este polvo no comóvil referido a ua toma la forma Ec. (2.6) con

ρ = γ2ρ̂+ Λ, p = −Λ+ 1
3 v

avaγ
2ρ̂, (3.37)

qa = γ2 ρ̂va, πab = γ2ρ v〈avb〉, (3.38)

donde ρ, qa son lineales y p, πab son cuadráticos en va. Siendo que las velo-

cidades peculiares inferidas de las estructuras a gran escala con respecto al

marco del CMB son claramente no relativistas [150, 151, 152], podemos des-

preciar todos los términos cuadráticos y de mayor orden en va, de tal forma

que γ ∼ 1 + O(v2), p ∼ O(v2) y πab ∼ O(v2), lo que lleva a la aproximación

de primer orden (en va) del tensor de energía–momento

T ab = (ρ+ Λ)uaub − Λhab + 2ρ v(aub), (3.39)

que podemos identificar con Ec. (3.29) mediante qa ≈ ρ̂ va y ρ ≈ ρ̂ (dado que

γ ≈ 1). Este tensor de energía–momento en un marco comóvil puede pensarse

como una aproximación a un tensor realista dado por

T ab = (ρcmb + ρ+ Λ)uaub + (pcmb − Λ)hab + 2ρ v(aub),

pcmb = ρcmb

3 , ρ = ρcdm + ρb, (3.40)
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donde la radiación comóvil (CMB) y las densidades bariónicas no comóvi-

les: ρcmb y ρb pueden despreciarse en comparación con la densidad de CDM

no comóvil CDM y Λ (i.e. ρcmb + ρ ≈ ρCDM). Esta interpretación del tensor

de energía-momento proporciona un fuerte vínculo físico y empírico con los

modelos cosmológicos.

Para complementar la comprensión del flujo de energía como CDM

no comóvil, resulta útil el escalar de Hubble para la 4-velocidad no comóvil

Θ̂ = ĥab û
b

;a con ûa definido por Ec. (2.7). La siguiente relación [49] se obtiene

en el régimen lineal de velocidades peculiares vava/c2 � 1.

Θ̂ = Θ + ϑ, ϑ = ĥbav
a

;b, (3.41)

donde ĥab = gab + ûaûb ≈ hab y va = qa/ρ (a orden lineal).

3.2.2 Variables dinámicas

Para tratar con variables adimensionales, normalizamos las variables

dinámicas con respecto a la densidad crítica actual 8πG/(3H2
0c

4), donde H0

es la constante de Hubble actual. Como antes Sec. 3.1 la densidad de energía

puede expresarse como la suma de una densidad ΛCDM puramente depen-

diente del tiempo (una solución de Ec. (3.14)) y un término dependiente de

todas las coordenadas que puede concebirse como una fluctuación exacta sobre
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este fondo homogéneo (véase la discusión detallada en Sec. 3.2.6).

Ωρ ≡ 8πρ
3H2

0
= Ω̄ρ + δΩ, (3.42)

Ω̄ρ = Ω
m
0
S3 + ΩΛ0 , ΩΛ0 = 8πΛ

3H2
0
, (3.43)

δΩ = 8π [X,φφ − rX,r − r2X,rr]
3H2

0r
2S2X

− 2S,τX,τ

3SX ,

(3.44)

donde la hat representa valores asociados al fondo homogéneo FLRW, y S es

la solución analítica de 3.14

S(τ) =
(
Ωm0
ΩΛ0

)1/3

sinh
2
3

(3
2

√
ΩΛ0 τ

)
, (3.45)

con τ = H0t el tiempo adimensional y Ωm0 el factor Omega asociado con la

CDM (despreciando la contribución bariónica). Considerando primer orden en

va/c, el campo de velocidades peculiares qa = ρ va se obtiene de las ecuaciones

de campo, con qa = qrδ
r
a + qφδ

φ
a y qw = 0:

Ωqr ≡ 8πqr
3H2

0
= Xr,τ

3H2
0S

2X
⇒ vr = Ωqr

Ωρ
(3.46)

Ωqφ ≡ 8πqφ
3H2

0
= Xφ,τ

3H2
0r

2S2X
⇒ vφ = rΩ

qφ

Ωρ
. (3.47)

Para investigar la inhomogeneidad y anisotropía de los modelos Szekeres–II,

analizamos los contrastes de la densidad normalizada Ωρ y el escalar de Hubble

con respecto a sus valores ΛCDM,

∆Ωρ = Ωρ(τ, r, w, φ)− Ω̄ρ(τ)
Ω̄ρ(τ)

= δΩ

Ω̄ρ(τ)
, (3.48)

∆H = H (τ, r, w, φ)− H̄ (τ)
H̄ (τ)

= δH

H̄ (τ)
, (3.49)

donde (de Ec. (2.81))

H = Θ

3H0
, H̄ = S,τ

S
, δH = X,τ

3X , (3.50)
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Cabe señalar que las variables δΩ y δH son fluctuaciones covariantes (véase

Sec. 3.2.6) relacionadas a los tensores eléctrico de Weyl y de “shear” (Eab y

σab).

δΩ = Ω̄ρ∆Ωρ = −ξ
abEab
3H2

0
, δH = H̄∆H = −ξ

abσab
6H0

,

(3.51)

donde ξab = ea(w)e
b
(w) − 3hab. Por otro lado, las velocidades peculiares están

relacionadas al tensor magnético de Weyl Hab

ηabcv
c = 2Hab

3ΩρH2
0
, (3.52)

donde ηabc = −√−gεabcdud es la forma de volumen completamente antisimétri-

ca de Levi-Civita. Las variables δΩ, δH y va determinan la inhomogeneidad y

anisotropía de las regiones Szekeres–II de forma independiente de coordenadas

mediante Ecs. (3.51)–(3.52). En realidad, estos valores obedecen a ecuaciones

de evolución que se simplifican a perturbaciones covariantes del polvo en nor-

ma comóvil en el límite lineal, más detalles en Sec. 3.2.6.

Aunque consideremos que las velocidades peculiares sean no relati-

vistas, vava � 1, esto no indica que sus derivadas sean despreciables, por

lo que debemos explorar condiciones sobre las derivadas. Considerando dos

observadores ua y ûa, se relacionan a partir de Ec. (2.7),

ûa = γ(ua + va)

donde,

γ = 1√
1− vava

, (3.53)

uav
a = 0. (3.54)
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Considerando que,

vava << 1, (3.55)

se tiene que γ ≈ 1. Note que esto no implica que γ,a ≈ 0.

Además, se tienen el tensor de energía–momento relativo a los obser-

vadores se escribe de la siguiente forma:

Tab = ρuaub + 2q(aub) (3.56)

T̂ab = ρ̂ûaûb (3.57)

Para encontrar las condiciones a primer orden, se pueden igualar

ambos tensores de energía momento y sustituir Ec. (2.7) en las 4–velocidades

del tensor tildado como se muestra a continuación:

Tab = T̂ab, (3.58)

ρuaub + 2q(aub) = ρ̂ûaûb. (3.59)

Sustituyendo,

ρuaub + 2q(aub) = ρ̂γ2(ua + va)(ub + vb) (3.60)

ρuaub + 2q(aub) = ρ̂γ2(uaub + 2v(aub) + vavb) (3.61)

Ahora, buscamos un escalar que nos relacione cantidades en ambos

sistemas de referencia, para ello hacemos Tabuaub = T̂abû
aûb, quedando así con

una función escalar.

Siendo que qa y ua son ortogonales qaua = 0, y debido a Ec. (3.54),

la expresión se simplifica a:
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ρuaubu
aub = γ2ρ̂uaubu

aub. (3.62)

De Ec. (3.53) sabemos que γ ≈ 1 y al ser ua y ûa cuadrivelocidades,

uνu
ν = −1. Por lo tanto, se obtiene que la condición a primer orden es:

ρ = ρ̂. (3.63)

Para la segunda condición a primer orden, se puede hacer Tabub = T̂abû
b

para que la contracción nos dé un vector. Utilizando Ec. (3.54) nuevamente y

uνu
ν = −1 se obtiene que:

ρua − qa = γ2ρ̂ua − ρ̂γ2va. (3.64)

Como γ ≈ 1 y de Ec. (3.63) se obtiene que la segunda condición de

primer orden es:

qa = ρva (3.65)

Para encontrar las condiciones de segundo orden, asumimos que cada tensor

de energía-momento se conserva por separado, tal que:

T ab;b − T̂ ab;b = 0. (3.66)

Tenemos además que

qa;b = ρ̂;bγ
2va + 2ρ̂γγ;bv

a + ρ̂γ2va;b. (3.67)

ρ;b = ρ̂;bγ
2 + 2ρ̂γγ;b. (3.68)
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Sustituyendo Ec. (3.56) en T ab;b = 0 y Ec. (3.57) en T̂ ab;b = 0 se tiene

ρ;bu
aub + ρua;bu

b + ρuaub;b + qa;bu
b + qaub;b + ua;bq

b + uaqb;b = 0, (3.69)

ρ̂γ2(ua;bu
b + uaub;b + va;bu

b + vaub;b + ua;bv
b + uavb;b + (vavb);b)

+(ρ̂;bγ
2 + 2ρ̂γγ;b)(uaub + vaub + uavb + vavb) = 0. (3.70)

Restando Ec. (3.69) y Ec. (3.70),

(ρ;b − ρ̂;bγ
2 − 2ρ̂γγ;b)uaub + (ρ− ρ̂γ2)(uaub;b + ua;bu

b) + (qa − γ2ρ̂va)ub;b

(qa;b − ρ̂γ2va;b − ρ̂;bγ
2va − 2ρ̂γγ;bv

a)ub + (qb;b − γ2ρ̂vb;b − ρ̂;bγ
2vb + 2ρ̂γγ;bv

b)ua

+(qb − ρ̂γ2vb)ua;b + ρ̂γ2(vavb);b + (ρ̂;bγ
2 + 2ρ̂γγ;b)vavb = 0

(3.71)

Sustituyendo Ec. (3.67) y Ec. (3.68):

(ρ− ρ̂γ2)(uaub;b + ua;bu
b) + (qa − γ2ρ̂va)ub;b

+(qb − ρ̂γ2vb)ua;b + ρ̂γ2(vavb);b + (ρ̂;bγ
2 + 2ρ̂γγ;b)vavb = 0. (3.72)

Sustituyendo las condiciones a primer orden Ecs. (3.63), (3.65) en Ec. (3.72)

se obtiene que:

ρ̂γ2(vavb);b + (ρ̂;bγ
2 + 2ρ̂γγ;b)vavb = 0. (3.73)

Despreciando términos cuadráticos en va y considerando ρ̂ 6= 0,

ρ̂γ2(vavb);b = 0 (3.74)

Esto indica que (vavb);b = 0, lo cual se cumple para vava << 1 y vava constan-

te, para que coincida con nuestra premisa original vava � 1. Como resultado,
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Figura 3.3: Evolución temporal de una única región Szekeres-II suavemente

empalmada entre dos regiones asintóticas ΛCDM (métricas Ec. (3.30) y Ec. (2.4)

con coordenadas fijas r, φ). La región Szekeres-II se extiende en el rango w1 <

w < w2 entre las hipersuperficies de empalme w1 = 0 y w2 = 2π/ν0. Nótese

como la 4-velocidad ûa del CDM se inclina en el área Szekeres-II en comparación

con la 4-velocidad comóvil ua, la cual es común a ambas regiones ΛCDM y el

marco CMB.

nuestros requisitos de compatibilidad son

ρu(avb) = u(aqb), (3.75)

(vavb);b = 0. (3.76)

Con estas consideraciones, la conservación de la energía uaT ab;b es proporcional

a (H0/c)3, que justifica nuestra aproximación.

3.2.3 Construyendo el modelo

Mientras que las configuraciones descritas en la Sec. 3.1 permiten

múltiples regiones Szekeres-II que pueden ser diferentes siempre y cuando

se cumplan las Ecs.(3.4)–(3.5), consideraremos el caso de una única región
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Szekeres-II que se extiende a lo largo de un rango continuo de w, empalmada

con un fondo ΛCDM a lo largo de hipersuperficies temporales marcadas por

los valores mínimo y máximo de w en este rango. Este diseño se muestra esque-

máticamente en la Fig. 3.3. Para cumplir con Ecs. (3.4)–(3.5), deben fijarse

adecuadamente los parámetros libres de las funciones métricas Ecs. (3.33)–

(3.36) que describen la región Szekeres-II. Estas restricciones se detallan a

continuación:

Los parámetros α en Ec. (3.35) α0(w) = cos2(ν0w), mientras que el resto de

las funciones libres, αi, se eligen de la forma Ci sin2(νiw). Esto implica

que las interfaces de empalme se encuentran en w = w1 = 0 y w =

w2 = 2π/ν0, mientras que las constantes arbitrarias Ci deben cumplir

0 < Ci < 1 para satisfacer las condiciones de empalme Ecs.(3.4)–(3.5).

Suponemos que νi ≥ 2H0/c las secciones Szekeres-II se extienden muy

por debajo del radio de Hubble actual, aunque esta escala de longitud

siempre puede modificarse.

Para los parámetros β en Ec. (3.36) las condiciones de compatibilidad y

vav
a � 1 requieren β2

i � 1 y βiβj � 1 con i, j = 0, 1, 2, 3, por tanto es-

tas funciones libres deben tener la forma βi(w) = εiϕi(w), con ϕi(w) fun-

ciones acotadas y las constantes εi cumpliendo εiεj � 1 y satisfaciendo

Ecs. (3.5)–(3.4). En particular, consideramos la elección φi = sin2(νiw).

En la forma analítica Ec. (3.45) de S(τ) para las zonas ΛCDM, el tiempo

cósmico actual se define por S(τ0) = 1, lo que resulta en τ0 = 0,9662.

Elegimos los valores Ωm0 = 0,3 y ΩΛ0 = 0,7 de forma que al día de hoy

Ω̄0 = 1. Las velocidades peculiares al día de hoy en Ecs. (3.46)–(3.47),
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así como los contrastes de densidad y escalar de Hubble en Ecs. (3.48)–

(3.49) son

∆
Ωρ
0 = δΩ0 , ∆H0 = δH0 , (3.77)

vr0 = [vr]0 = Ωqr0 , vφ0 = [vφ]0 = rΩ
qφ
0 . (3.78)

La función F se obtiene como solución numérica de Ec. (3.13), cuyas condicio-

nes iniciales están dadas por F,τ (τ0, w) = 0 y F (τ0, w) = ε0ϕ0(w), donde

elegimos a ε0 como una constante que satisface 0 < ε0 < 1, mientras que

ϕ0(w) es una función sinusoidal que cumple con la forma que se especi-

fica en los parámetros de β discutidos previamente. Elegimos el tiempo

cósmico actual como condiciones iniciales simplemente por comodidad,

ya que pueden elegirse en cualquier τ fijo. Siendo que Ec. (3.13) es una

ecuación diferencial lineal de segundo orden, su solución general debe

ser de la forma F = ϕ+(w)F+(τ, w) +ϕ−(w)F−(τ, w), garantizando que

las condiciones iniciales F (τ, wi) = F,τ (τ, wi) = 0 siempre se cumplan

para valores fijos de w = wi en cualquier valor de τ .

Nótese que X tiene una dependencia débil con la coordenada angular φ, por

lo que podemos obtener una noción robusta de todas las cantidades en un án-

gulo representativo. Después de algunos ensayos, seleccionamos los siguientes

números para los parámetros constantes: ε1 = 0,7, ε2, ε3 = Cc1 = Cc0 = 0,001

y νi = 2H0/c. El resto de las constantes de Ci se eligieron como números

aleatorios, por lo que 0 < Ci < 1, y los ensayos numéricos muestran una

dependencia muy débil en estos números. En general, los valores numéricos

para las constantes εi, Cci y las formas de las funciones ci deben probarse
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Figura 3.4: Contraste de densidad en el tiempo cósmico actual para una región

Szekeres-II empalmada con un fondo ΛCDM. Los paneles muestran δΩ0 dada por

Ec. (3.77). En panel (a) se muestra como función de r̄ = cr/H0 y φ = π/4 fi-

jos, para w = 0, π/3, 2π/3, 14π/15, representados respectivamente por curvas

sólidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel (b) muestra el contraste

como función de w̄ = cw/H0 y φ = π/4 fijos, para r̄ = 0, 1/3, 2/3, 1, represen-

tados respectivamente por curvas sólidas, punteadas, discontinuas y punteadas.

Panel (c) muestra el contraste como en función de φ y r̄ = 0, 5 y valores fi-

jos w = 0, π/3, 2π/3, 14π/15, respectivamente representados por curvas sólidas,

punteadas, discontinuas y punteadas.

para evitar “shell crossings”, y para obtener velocidades peculiares con mag-

nitudes que coincidan con el rango de valores de velocidades peculiares para

estructuras a gran escala encontradas en la literatura.

3.2.4 Valores a tiempo actual de las variables dinámicas

Todas las gráficas de las Figs. 3.4-3.7 corresponden a τ0 = H0 t0,

fijado en el tiempo actual S(τ0) = 1. Las cantidades graficadas se muestran

como funciones de w y r normalizadas por la longitud de Hubble. Como se
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Figura 3.5: Contrastes del escalar de Hubble en el tiempo cósmico actual para

una región Szekeres–II empalmada con un fondo ΛCDM. Los paneles muestran

δH0 dada por Ec. (3.77). En panel (a) se muestra como función de r̄ = cr/H0

y φ = π/4 fijos, para w = 0, π/3, 2π/3, 14π/15, representados respectivamente

por curvas sólidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel (b) en muestra el

contraste como función de w̄ = cw/H0 y φ = π/4 fijos, para r̄ = 0, 1/3, 2/3, 1,

representados respectivamente por curvas sólidas, punteadas, discontinuas y

punteadas. Panel (c) muestra el contraste como en función de φ y r̄ = 0, 5 y

valores fijos w = 0, π/3, 2π/3, 14π/15, respectivamente representados por curvas

sólidas, punteadas, discontinuas y punteadas.
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(a) (b)

r

Figura 3.6: Diferencia entre el escalar de Hubble en los marcos comóvil y no-

comóvil en la región de Szekeres–II. Los paneles muestran DH0 = Ĥ0−H0 dado

por Ec. (3.79) (véase también Ec. (3.41)). Panel (a) se muestra como función de

r̄ = cr/H0 y φ = π/4 fijos, para w = 0, π/3, 2π/3, 14π/15, representados respec-

tivamente por curvas sólidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel (b)

en muestra como función de w̄ = cw/H0 y φ = π/4 fijos, para r̄ = 0, 1/3, 2/3, 1,

representados respectivamente por curvas sólidas, punteadas, discontinuas y

punteadas. Obsérvese en el panel (b) que DH0 = 0 ya que la región coincide

con el fondo ΛCDM.
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Figura 3.7: Velocidades peculiares radiales en el tiempo cósmico actual para

una región Szekeres–II empalmada con un fondo ΛCDM. Los paneles muestran

vr dada por Ec. (3.46). Panel (a) se muestra como función de r̄ = cr/H0 y

φ = π/4 fijos, para w = 0, π/3, 2π/3, 14π/15, representados respectivamente por

curvas sólidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel (b) muestra como

función de w̄ = cw/H0 y φ = π/4 fijos, para r̄ = 0, 1/3, 2/3, 1, representados

respectivamente por curvas sólidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel

(c) muestra como función de φ y r̄ = 0, 5 y valores fijos w = 0, π/3, 2π/3, 14π/15,

respectivamente representados por curvas sólidas, punteadas, discontinuas y

punteadas.
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(a) (b)
r r
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0 dH0

Figura 3.8: Perfiles de los contrastes de densidad y escalar de Hubble en dife-

rentes tiempos cósmicos. Las curvas sólida, punteada, discontinua y punteada

denotan respectivamente z = 0, 0, 5, 1, 2. Todas las cantidades trazadas se mues-

tran como funciones de r̄ = cr/H0 para valores fijos de w = π/3. Los paneles

(a) y (b) muestran respectivamente ∆Ωρ y ∆H dados por Ecs. (3.48)–(3.49).

(a) (b)

r

Figura 3.9: Evolución de la velocidad peculiar radial vr. Panel (a) muestra el

perfil de vr para w constante y z = 0, 1, 2, 3 (curvas sólida, punteada, disconti-

nua y punteada). Panel (b): evolución de vr en función de z a r = 0, 1/3, 2/3, 1

(curvas sólida, discontinua punteada y discontinua punteada).
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r

Figura 3.10: La diferencia entre los escalares de Hubble comóvil y no co-

móvil DH = Ĥ − H (véase Ec. (3.79)) en distintos tiempos cósmicos. Las

curvas sólida, punteada, discontinua y discontinua denotan respectivamente

z = 0, 0, 5, 1, 2. Todas las cantidades graficadas se muestran como funciones

de r̄ = cr/H0 para valores fijos de w = π/3.

ha mencionado anteriormente, w = 0 y w = π denotan las hipersuperficies

de empalme entre la región de Szekeres II y la región del fondo ΛCDM. La

región de Szekeres II cubre el rango 0 ≤ w ≤ π, con bordes separados por una

distancia comóvil igual a 1.5 veces el radio de Hubble de la región en S(τ0).

Las hipersuperficies de empalme representadas en Fig. 3.3 como lí-

neas verticales corresponden a w = w1 = 0 y w = w2 = π en los paneles (b)

de las Figs. 3.4-3.7 con el fondo ΛCDM que se extiende para w = w1 < 0

y w = w2 > π. La línea roja horizontal representa el nivel de contraste cero

correspondiente al fondo ΛCDM.

Fig.3.4 ilustra el perfil del contraste de densidad del día de hoy actual

δΩ0 dado por Ec. (3.77) como función r(panel (a)) y w (panel (b)) normalizado
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por la longitud de Hubble y φ (panel (c)). Los paneles revelan un contraste

de densidad de valores similares δΩ0 ∼ 0,4 en relación con el fondo de ΛCDM

en las direcciones r y w con una muy ligera dependencia en φ. A pesar de

que las regiones de Szekere-II parecen ser homogéneas e isótropas para todos

los observadores, estos gráficos demuestran una variación local relativamente

pequeña del contraste de densidad local de δΩ0 . Los parámetros libres pueden

ajustarse para proporcionar la variación de escala deseada para el contraste

de densidad.

Fig. 3.5 describe los perfiles del contraste de corriente para el esca-

lar de Hubble δH0 , como función de r (para w, φ constantes) y w (para r, φ

constantes) y φ (con r, w constantes). De forma similar al contraste de den-

sidad, el contraste escalar de Hubble muestra pequeñas variaciones locales en

diferentes direcciones y una débil dependencia angular, lo que permite una

descripción más precisa de un grado deseado de homogeneidad y anisotropía.

La Fig. 3.6 ilustra la diferencia entre los valores actuales del escalar de Hubble

en un marco comóvil (H′) y el no comóvil (Ĥ0):

DH0 ≡ Ĥ0 −H0 = ϑ0

3H0
= [ĥabvb ;a]0

3H0
, (3.79)

esta aproximación es aplicable a va ∼ O(v/c) de modo que ĥab ≈ hab a orden

O (v/c). Los paneles a y b muestran Ec. (3.79) como función de r (w,φ cons-

tantes) y w (r, φ constantes) (La dependencia del ángulo φ es similar a la que

se muestra en los paneles (c) de las Figs. 3.4-3.5, por lo que se omite). Ambos

paneles indican que DH0 ∼ 10−4, un valor consistente con va ∼ O(v/c), lo

cual es compatible con las condiciones de consistencia y por debajo del 10 %

asociado con la tensión de H0 [100].
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La Fig. 3.7 muestra la velocidad radial al día de hoy vr0 = [vr]0 dada

por Ec. (3.78) como función de actual de la densidad y del escalar de Hubble.

La velocidad viene dada como función de las variables r̄ (con w, φ constantes),

w (con r, φ constantes) y φ (con r, w constantes). Los valores numéricos están

en fracciones de c, y se espera que la magnitud de la velocidad esté en el

rango de |vr| < 800 km/s. Las velocidades radiales son similares en ambas

direcciones y tienen muy poca dependencia angular. En la Fig. 3.8 observamos

como cambian con el tiempo los perfiles radial de los contrastes de densidad y

del escalar de Hubble, Ecs. (3.48)–(3.49). Los dos contrastes adoptan formas

casi constantes que van disminuyendo desde z = 2 hasta alcanzar sus valores

actuales.

3.2.5 Modelos de pancake como indicadores de formación de

estructura

Tras una cuidadosa selección de parámetros, podemos obtener con-

figuraciones libres de “shell crossings” al menos dentro de los límites del ho-

rizonte de Hubble. Sin embargo, algunas combinaciones de parámetros dan

lugar a velocidades peculiares que divergen aún sin “shell crossings”. Estas

divergencias indican el límite de la capacidad del modelo CDM para describir

el polvo. Por tanto, limitamos los parámetros del modelo a |vr| < 0,01c. Este

es un rango razonable para la validez de la formación de estructuras que impli-

can condiciones no-relativistas, de tal forma que los puntos del espacio-tiempo

donde esta cota se viole, pueda asociarse como el inicio de la virialización, cuya

descripción está más allá de las capacidades de estos modelos.
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Tras realizar pruebas numéricas, pudimos determinar cómo configu-

rar la libertad para controlar el posicionamiento del lugar que indica el inicio

de los “shell crossings” (así como las distintas velocidades peculiares), en ubi-

caciones espaciales y tiempos cósmicos especificos, medidos por valores de

corrimiento al rojo en la región de ΛCDM. Utilizando la misma selección de

parámetros que en Sec. 3.2.3, pudimos identificar libertad de en la elección de

las constantes numéricas para caracterizar escenarios de formación de estruc-

turas en los que la virialización se produce a valores de corrimiento al rojo

compatibles con las observaciones [6], por ejemplo, con |vr| → 0,1c a z ≈ 3.

Teniendo en cuenta los valores de corrimiento al rojo de la región ΛCDM da-

dos por S(t) = 1/(1 + z), en Fig. 3.9 representamos vr en función de r y z. Es

importante observar que la velocidad aumenta a medida que aumenta z.

Mostramos cómo las velocidades peculiares pueden superar el valor

límite, |vr| < 0,01c, para z < 3 trazando la evolución temporal para vr en

la Fig. 3.9. En el panel (a), mostramos el perfil de vr en función de r (w

constante). Para z = 0, 1, 2, 3. Vemos que la velocidad límite de 0, 01c se

alcanza en z = 3, lo que denota el punto en el que comienza la virialización.

Del mismo modo, en el panel (b), vemos el perfil de vr como función de z con

valores constantes de w para diferentes valores de r. De nuevo, el punto donde

comienza la virialización es z = 3.

Por último, en la Fig. 3.10, observamos la diferencia temporal entre

los valores escalares de Hubble correspondientes para el marco comóvil y no

comóvil, definida en Ec. (3.79) DH = Ĥ −H . Esta diferencia sigue siendo

relativamente pequeña, lo que es coherente con las condiciones de compatibi-
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lidad descritas anteriormente. Sin embargo, a partir de z = 3, esta diferencia

comienza a aumentar, lo que indica que se alcanzan los límites de aplicabilidad

de una aproximación no relativista de las velocidades peculiares relacionadas

con los dos marcos. Sin embargo, se puede argumentar que el punto en el que

estos modelos pierden validez es el punto en el que comienza la virialización.

Basándonos en el lugar donde ocurre el “shell crossing” mostrado

en Fig. 3.9, podemos estimar la masa aproximadamente conservada para la

estructura a virializar de la siguiente manera: Tomando la densidad de energía

de Ec. (3.31) y Ecs. (3.42)–(3.44) para X y S dados por Ec. (3.33) y Ec. (3.45),

con F y Q obtenidos como soluciones numéricas de las Ecs. (3.13)–(3.14), en

el momento de la virialización z = 3, podemos calcular la masa conservada

usando la integral de volumen apropiada:

∫
ρ(zi, r, θ, w)

√
h d3x ∼ 1015 M�, (3.80)

evaluado a un corrimiento al rojo inicial constante (zi = 3), es decir, a un

tiempo constante correspondiente al desplazamiento al rojo calculado para la

región ΛCDM, y verificamos que vr = 0,1c a lo largo del dominio de inte-

gración. La masa en reposo resultante corresponde aproximadamente con un

cúmulo de galaxias cuya virialización inicial se produce a z = 3.

3.2.6 Perturbaciones exactas en un fondo FLRW

Los ejemplos de varios empalmes entre regiones Szekeres–II y FLRW

que hemos proporcionado ilustran diversas inhomogeneidades localizadas en

un fondo homogéneo e isótropo definido por estos empalmes (en lugar de por
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una sucesión de modelos que convergen a la geometría FLRW). En consecuen-

cia, estas configuraciones pueden considerarse perturbaciones precisas en estos

fondos. Examinando las cantidades cinemáticas y de curvatura, podemos ex-

presar este concepto en términos covariantes rigurosos. Los tensores eléctrico

y magnético de Weyl para los casos discutidos en la Sec. 3.1.2 vienen dadas

por

Ea
b = E ξab , E = 1

6ξabE
ab = −κ6 (ρ− ρ̄) , Hab = κ

2ηabcq
c, (3.81)

donde ξab es el mismo tensor sin traza como en el tensor de “shear” Ec. (2.81),

ηabc = ηabcdu
d, ηabcd es el tensor de Levi-Civita y κρ̄ = 3Ṡ2/S2 = 3ȧ2/a2 es

la densidad de energía FLRW. Como resultado (y utilizando la Ec. (2.81)),

podemos expresar la densidad adimensional, el escalar de Hubble y las ve-

locidades peculiares de las regiones Szekeres–II como perturbaciones exactas

sobre los parámetros FLRW dados en términos de los valores propios de los

tensores eléctrico y magnético de Weyl y el tensor de “shear”.

Ω̂ = Ω̄+ δΩ, δΩ = −ξabE
ab

3H̄2
0
, Ĥ = H̄ + δH , δH = −ξabσ

ab

6H̄0
, (3.82)

⇒ Eab = −1
2δ
Ω H̄2

0 ξab, σab = −δH H̄0 ξab, (3.83)

Hab = 3
2Ω̂ H̄

2
0 ηabcv

c = 3
2
(
Ω̄+ δΩ

)
H̄2

0 ηabcv
c, Ω̂aq ≡

κ qa

3H̄2
0

= Ω̂ va =
(
Ω̄+ δΩ

)
va,

(3.84)

donde ξab se definió en Ec. (2.81), los parámetros FLRW Ω̄ y H̄ son:

Ω̄ = Ω
m
0
a3 + ΩΛ0 (ΛCDM), ΩΛ0 (de Sitter). 4

9τ 2 (Einstein de Sitter),

con H̄ =
√
Ω en todos los casos. Las ecuaciones Ecs. (3.82)–(3.83) vinculan

la densidad y el escalar de Hubble de las regiones Szekeres-II con el tensor
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de “shear” y el tensor eléctrico de Weyl, a pesar de que previamente se han

declarado como valores FLRW de fondo y variables adicionales que dependen

de todas las coordenadas en Ecs. (3.21)–(3.22), (3.27)eqhatOM.

Las hipersuperficies espaciales de w constante en Szekeres-II no son

espacialmente planas, a pesar de la planitud espacial del fondo FLRW. Esto

se debe a que el escalar de Ricci de las hipersuperficies ortogonales a ua en

general no es cero. Como resultado, la curvatura espacial se convierte en una

perturbación exacta que se anula en la hipersuperficie correspondiente. Escrita

en términos de las variables de Ec. (3.82), la perturbación de curvatura espacial

es

δK ≡
(3)R
6H̄2

0
= δΩ − 2H̄ δH = α3 +Qβ3

3H̄2
0 S

2X
, (3.85)

donde la relación entre δK y el resto de las perturbaciones se siguen de la

restricción Hamiltoniana (3)R = 2κρ− (2/3)Θ + σabσ
ab.

Considerando el vector de velocidades peculiares va, es la única per-

turbación lineal aproximada, véase Sec. 3.2.1, siendo que estamos asumiendo

vava � 1 y se desprecian términos no lineales para identificar qa = ρva. Es-

tas velocidades peculiares están ausentes en los ejemplos de la Sec. 3.1.2 que

consideran polvo comóvil para los cuales la solución de Szekeres–II es de ti-

po Petrov D y por tanto Hab = 0. Siendo que se cumplen las condiciones de

empalme Ecs. (3.2)–(3.5), se garantiza que las perturbaciones exactas y va se

anulan en las hipersuperficies de interfaz con las secciones FLRW.

δΩ, δH pueden enternderse como perturbaciones covariantes exactas

(y va como una perturbación lineal covariante) en un fondo FLRW caracte-

rizado por Ω̄ = H̄ 2 (con H = 2/(3τ)) al expresarse rigurosamente a través
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de sus ecuaciones de evolución obtenidas de Ecs. (2.84)-(2.85) y Ec. (2.86).

Siendo que δΩ, δH y va están directamente relacionadas a los tensores eléctrico

y magnético de Weyl, y el tensor de “shear”, tenemos (a primer orden en va)

δH,τ = −2H̄ δH − 3[δH ]2 − 1
2δ
Ω, (3.86)

δΩ,τ = −3(H̄ + δH ) δΩ − Ω̄δH + Ω̄
(
vx̂X,x̂

X
+ vŷX,ŷ

X

)
− (Ω̄+ δΩ)(vx̂,x̂ + vŷ,ŷ),

(3.87)

vx̂,τ = vx̂
[
vx̂,x̂ + vŷ,ŷ − 2H̄

]
, vŷ,τ = vŷ

[
vx̂,x̂ + vŷ,ŷ − 2H̄

]
, (3.88)

donde x̂ = H̄0 x y ŷ = H̄0 y y donde usamos la restricción ∇̂bE
b
a− κ/3[hbaρ,b +

qa + (3/2)σabqb] = 0 a primer orden en qa = ρva llegamos a las Ecs. (3.87)–

(3.88). El caso del polvo comóvil en los dos ejemplos examinados antes (ΛCDM

y fondos de Sitter) en Sec. 3.1.2, se deduce de Ecs. (3.86)–(3.88) fijando va = 0.

Para este caso es interesante combinar Ecs. (3.86)–(3.87) en una ecuación no

lineal de segundo orden para la perturbación de densidad.

δΩ,ττ − 3(H̄ + δH )δΩ,τ + 3
2[δΩ]2 + 3

2

[
Ω̄+ 4

(
H̄ + 3

2δ
H
)
δH
]
δΩ

+ 6Ω̄
(
H̄ + 3

2δ
H
)
δH = 0, (3.89)

que se convierte en el límite lineal

δΩ,ττ − 3H̄ δΩ,τ + 9
2Ω̄δ

Ω − 3Ω̄δK = 0, (3.90)

donde usamos Ec. (3.85). Esta ecuación lineal es equivalente a la perturba-

ción lineal del polvo en la norma comóvil con la excepción del último término

correspondiente a la corrección de curvatura δK . La razón por la que no te-

nemos la corrección lineal de polvo habitual es porque el fondo FLRW puede

definirse mediante un empalme en lugar de una secuencia de modelos conver-

gentes a la geometría FLRW. Para el caso comóvil Q = 0, tenemos la forma
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funcional de δK en Ec. (3.85), tenemos δK = 0 sólo si elegimos modelos tales

que α3(w) = 0 (el coeficiente de los términos cuadráticos x2 + y2 en el dipolo

de Szekeres–II en Ec. (3.11)). En [143] (ver Apéndice C de la referencia) se

muestra que el que este coeficiente se anule, es una condición necesaria para

el límite FLRW del espacio de parámetros.





Capítulo

4
Uso de modelos inhomogéneos en
Gravedad modificada

El uso de modelos inhomogéneos no está limitado a RG. En la últi-

ma década, la cosmología ha mejorado gracias a un gran número de nuevos

sondeos observacionales, cuyos métodos para tratarlos siguen siendo un reto,

no sólo debido a la naturaleza fundamental de la energía oscura, sino también

a las persistentes tensiones entre los valores medidos/inferidos de H0, fσ8
1, y

las anomalías en las observaciones del Universo temprano. Hay una serie de

propuestas de energía oscura en el lado del universo local que pueden utilizar-

se para explicar la aceleración cósmica de la expansión en el marco de la RG,

al tiempo que se consideran fluctuaciones cosmológicas invariantes de norma

sobre un fondo FLRW. Este comportamiento acelerado puede obtenerse como
1La tasa de crecimiento de las estructuras cósmicas.
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resultado estándar, por ejemplo, asumiendo una constante cosmológica positi-

va Λ, fluidos oscuros con presión negativa o campos escalares, o modificaciones

y/o extensiones de la RG. Por ejemplo, véase [20, 66]. Incorporar modelos in-

homogéneos en gravedad modificada y/o extendida sirven como alternativas

a los modelos que existen en RG, teniendo nuevas implicaciones y descripcio-

nes físicas. En este capítulo discutimos dos casos en los que hemos trabajado

recientemente [3].

4.1 Modelos de gravedad modificada y extendida

El teorema de Lovelock [153, 20, 154, 155] establece las condiciones

para construir una teoría métrica de gravedad. El teorema de Lovelock se

puede enunciar de la siguiente forma [20]

Teorema 4. The only possible second-order Euler-Lagrange ex-

pression obtainable in a four dimensional space from a scalar den-

sity of the form L = L (gµν , ∂λ) is

Eµν = α
√
−g

[
Rµν −

1
2gµνR

]
+ λ
√
−ggµν , (4.1)

where α and λ are constants, and Rµν and R are the Ricci tensor

and scalar curvature, respectively.

Si buscamos una teoría cuyas ecuaciones de campo difieran de aquella

de RG debemos alterar alguna suposición de este teorema:
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• Grado mayor a dos en diferenciablidad, en este rubro las teorías f(R)

son son ejemplos de teorías ampliamente estudiadas y trabajadas en la

literatura [156, 157, 158].

• Trabajar en una variedad de dimensión mayor a cuatro, en las cuales

podemos destacar las teorías DGP [159, 160, 161].

• Añadir campos adicionales al tensor métrico, como por ejemplo teorías

de Brans–Dicke [162, 163], las teorías de Horndeski [164, 165, 166], cam-

pos escalares mínimamente y fuertemente acoplados [167, 168, 169, 170].

• Considerar teorías no locales1, que explican fenómenos como la energía

oscura sin invocar una componente de materia–energía extra [20, 172,

173].

El alterar una de estas suposiciones dará lugar a una teoría de gra-

vedad modificada. Hoy en día existen una gran variedad de estas teorías que

han buscado resolver alguno de los diversos problemas a los que se enfrenta la

cosmología Sec. 1.1.3.

Sin embargo, existe una posibilidad adicional que es considerar una

descripción alternativa de la gravedad que no esté basada en una descripción

de curvatura del espacio–tiempo, a este tipo de teorías se les conoce como

teorías extendidas de la gravedad. Una de las razones principales para buscar

extensiones de la RG es el hecho de que al día de hoy no se tiene una teoría

cuántica de la gravedad, el requerir que exista una torsión no nula permite la
1Esto viene de considerar teorías que no provengan de un principio de mínima acción

[20, 171]
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existencia de campos de norma (“gauge”) [172, 174] y por ende facilita una

construcción de una teoría de gravedad cuántica [174, 175, 176, 177, 178]. Bajo

estas perspectivas, las teorías de Gravedad Teleparalela (TG) se han propuesto

como una posible explicación para la expansión acelerada del universo, así

como para reducir las tensiones en las observaciones, todo ello apoyado por la

estructura geométrica de la teoría, evitando así la necesidad de invocar fluidos

exóticos o el concepto de Λ. Además, la TG ofrece una serie de propuestas

cosmológicas viables que han demostrado tener límites ajustados basados en

las observaciones existentes [70, 71, 72].

Por otro lado, en 2021 se propuso una nueva teoría de Gravedad

en [179]. Esta teoría es una versión generalizada de la Relatividad General,

teniendo en cuenta un tensor de rango 3 llamado en la literatura el tensor

de “Cotton”. En [180] se demuestra que el efecto de la materia oscura sobre

las curvas de rotación galáctica puede deberse en su lugar a la curvatura del

espacio-tiempo. Una de las características clave de esta teoría, ahora denomi-

nada “Cotton Gravity” o “CG”, es que se trata de una teoría exacta de tercer

orden a partir de los tensores de Einstein y de energía momento de RG, lo

que significa que todas las soluciones exactas de la RG son también soluciones

exactas de esta teoría. La solución análoga a la solución de Schwarzschild de

la RG se obtiene con un término adicional que puede actuar como energía

oscura, es una función libre adicional que surge como a partir de la integra-

ción de estas ecuaciones de tercer orden. Esta función libre ha dado lugar

a una posible explicación de las aceleraciones observadas de la nave espacial

Pioneer[181].
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4.2 Gravedad Teleparalela

La teoría de Gravedad Teleparalela1 (TG) es una teoría geométrica

de la gravedad basada en el Teorema de Noether, es decir, TG es una teoría

de norma para el grupo de traslaciones. Por lo mismo, se conserva si y sólo si

la lagrangiana se conserva cuando se aplican traslaciones del espacio-tiempo

al grupo de traslaciones. La TG es una teoría geométrica en la que el campo

gravitacional está mediado por la torsión y no por la curvatura, por lo que

requiere que las componentes de la 2-forma de curvatura se anulen2 En este

caso, el campo dinámico es la tétrada. La tétrada se relaciona con el potencial

de norma para el grupo de traslaciones del grupo de traslaciones geométricas,

[182]. La tétrada, eAµ y la métrica gµν están relacionadas por:

gµν = ηABe
A
µe
B
ν . (4.2)

Se deduce que la métrica permanece constante bajo transformaciones

locales de Lorentz cuando la tétrada se transforma mediante

eAµ → eBµΛ(x)AB .

Debido al hecho de que varias tétradas relacionadas por transforma-

ciones locales de Lorentz dan como resultado la misma métrica, la geometría

de TG debe ser invariante local de Lorentz [183]. Este requisito da como con-

secuencia un grado de libertad extra puramente inercial llamado conexión de
1En inglés Teleparallel Gravity.
2Por tanto el transporte paralelo será independiente del camino, y así los vectores per-

manezcan paralelos bajo esta conexión. De ahí proviene el nombre Teleparallel Gravity.
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espín ωABµ, que es una 1-forma que asume valores en el álgebra de Lie del

grupo de Lorentz [183]. En este contexto, TG consiste en una configuración

geométrica que incluye una variedadM , una tétrada e = {eA}3
A=0 y una cone-

xión de espín ω = {ωAB}3
A,B=0 [68]. Una vez dada una carta de coordenadas

{xµ} sobre la variedadM del espaciotiempo y una segunda carta {xA} sobre el

espacio de Minkowski como haz fibrado sobre M , podemos escribir la tétrada

y la conexión de espín, respectivamente como eA = eAµdx
µ y ωAB = ωABµdx

µ

[183, 68].

En TG, la conexión lineal sobre M ya no es la conexión Levi-Civita

sino la conexión Weitzenböck definida por sus coeficientes Γ σνµ de la forma

Γ σνµ := E σ
A ∂µe

A
ν + E σ

A ωABµe
B
ν , (4.3)

donde eAµ es el campo de la tétrada, E σ
A el campo de la tétrada transpuesta

definido por E µ
A eAν = δµν . Esta conexión es tal que la curvatura del espacio-

tiempo es nula. Los índices griegos se refieren a las coordenadas espacio-

temporales, mientras que las letras latinas mayúsculas representan los índices

del espacio tangente. La condición de que las componentes de la 2-forma de

curvatura se anulen idénticamente sólo puede lograrse mediante una conexión

de espín puramente inercial [184, 68].

ωABµ = Λ−1(x)AC∂µΛ(x)CB. (4.4)

La conexión de espín según Ec. (4.4) puede elegirse para satisfacer

la norma de Weitzenböck si se realiza una transformación local de Lorentz,

ya que es una conexión de espín cero en cualquier marco local de Lorentz, y

entonces la tétrada se convierte en su único campo fundamental. Este enfoque
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se denomina formalismo de la tétrada pura[185, 174], que rompe la invarianza

local de Lorentz en la teoría, y puede llevarnos a una elección razonable del

campo de la tétrada en extensiones de la teoría. Este problema se llama la

elección de buenas y malas tétradas [186, 187, 188].

La acción en las teorías de la relatividad general tiene un caso di-

recto que es equivalente a GR, que se denomina equivalente teleparalelo a la

relatividad general, o TEGR. El Lagrangiano de la acción es −T + B1, y la

variación de la acción con respecto al campo de la tétrada da como resulta-

do una equivalencia completa con las ecuaciones dinámicas de la RG [189].

Cuando la acción se eleva a su extensión f(T,B), resulta en

S =
∫
d4x

[
1

16πf(T,B) +L m

]
e, (4.5)

donde e representa el determinante de la tétrada, e = det(eAµ) = √−g, L m

es el Lagrangiano de la materia, y f = (T,B) es una función de los escalares

de torsión y frontera T y B, respectivamente, definidos por

T := S σρ
α Tασρ, B := 2

e
∂µ

(
eT ν µ

ν

)
, (4.6)

donde el superpotencial y el tensor de torsión están dados por

S σρ
α = 1

2(T σρ
α + T ρσα − T σρα − 2T λσλδρα + 2T λρλδσα), (4.7)

Tασρ := 2Γα[ρσ]. (4.8)

Esta generalización de la teoría provee una clase más extensa de

modelos y además puede recuperar las teorías f(R̊) si la dependencia funcional
1Siendo que la restricción de que no haya curvatura resulta en la relación R+T−B = 0,

con R el escalar de Ricci [174].
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toma la forma f(T,B) = f(−T + B). Variando la Ec. (4.5) con respecto al

campo tétrado resulta en las ecuaciones de campo de la teoría [174]

E µ
A �̊fB − E ν

A ∇̊µ∇̊νfB + 1
2BfBE

µ
A − ∂ν(fB + fT )S µν

A − 1
e
fT∂ν(eS µν

A )

+fTTBνAS
νµ

B − fTωBAνS
νµ

B − 1
2fE

µ
A = 8πGΘ µ

A ,

(4.9)

donde �̊ = ∇̊δ∇̊δ, Θ µ
A , es el tensor de energía-momento y, fT y fB se refieren

a la derivada de f con respecto al escalar de torsión y el término de frontera,

respectivamente.

Adicionalmente, la variación de la acción Ec. (4.5) con respecto a

la conexión de espin, resulta en el requerimiento adicional de que la parte

antisimétrica de las ecuaciones de campo se anulen1. Por ende, un “buen par

de tétrada-conexión de espin” satisface la parte simétrica de las ecuaciones de

campo Ec. (4.9), y tiene como restricción adicional que la parte anitisimétrica

se anule [174, 190].

4.2.1 Tétradas buenas

Cuando trabajamos con extensiones de TEGR, debemos resolver si-

multáneamente la parte simétrica y antisimétrica de las ecuaciones de campo

Ec. (4.9) para encontrar así un buen par de tétrada-conexión de espín. No

es viable dar una receta general para encontrar una conexión de espín dada
1La parte antisimétrica se debe considerar en ambos índices del espacio tangente o del

espacio-tiempo, lo cual implica una contracción por eAµ o E µ
A
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una tétrada, siendo que ambos son campos independientes. Sin embargo, bajo

ciertas simetrías [68] es posible encontrar un par de tétrada-conexión de espín

que heredan al tensor de torsión las simetrías requeridas, aún en la norma de

Weitzenböck.

Veamos ahora como estas ideas se traducen al caso esféricamente

simétrico. Bajo las ideas de la geometría de Cartan, podemos pensar a una

simetría como la acción de un grupo ϕ : G ×M → M de un grupo de Lie G

tal que ϕ∗ug = g y ϕ∗uΓ = Γ para todo u ∈ G, con g la métrica inducida de la

tétrada (4.2) y Γ es la conexión inducida de la tétrada y la conexión de espín

Ec. (4.3).

Por ende, si existe un homeomorfismo local de un grupo de Lie una

geometría teleparalela es invariante bajo ϕ Λ : G×M → SO(1, 3) que satisface

ciertas condiciones, entonces una geometría teleparalela seerá invariante bajo

ϕ. Estas condiciones se traducen en derivadas de Lie al trabajar con simetrás

infinitesimales

(LXξe)Aµ = −λAξBeBµ , (LXξω)ABµ = Dµλ
A
ξB, (4.10)

con Dµλ
A
ξB = ∂µλ

A
ξB + ωACµλ

C
ξB − ωCBµλ

A
ξC , λ el homeomorfismo local del

álgebra de Lie definido en términos de derivadas de Λ. Las condiciones de

simetría Ec. (4.10), bajo transformaciones locales de Lorentz a la norma de

Weitzenböck, se transforman a

(LXξe′)Aµ = −λ′AξBeBµ , 0 ≡ (LXξω′)ABµ = ∂µλ
′A
ξB. (4.11)

Por tanto, el homeomorfismo del grupo local de Lie Λ′u y el homeomorfismo
del álgebra local de Lie λ′ξ no dependen del punto de la variedad, y por tanto
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el homeomorfismo del grupo de Lie no es local sino global. Entonces, para po-
der encontrar una tétrada que sea compatible con la norma de Weitzenböck,
debemos elegir un homeomorfismo global y resolver la condición de simetría
Ec. (4.10) para la tétrada. Para un espacio-tiempo esféricamente simétrico, se
tiene que la tétrada SO(3) más general compatible con la norma de Weitzen-
böck es

(eAµ) =



C1 C2 0 0

C3 sin θ cosφ C4 sin θ cosφ C5 cos θ cosφ− C6 sinφ − sin θ(C5 sinφ+ C6 cos θ cosφ)

C3 sin θ sinφ C4 sin θ sinφ C5 cos θ sinφ+ C6 cosφ sin θ(C5 cosφ− C6 cos θ sinφ)

C3 cos θ C4 cos θ −C5 sin θ C6 sin2 θ


,

(4.12)

y las componentes no-nulas de la métrica inducida serán gtt = C2
3 − C2

1 ,

grr = C2
4−C2

2 , gtr = grt = C3C4−C1C2 , gθθ = C2
5 +C2

6 y gφφ = gθθ sin2 θ. Para

un espacio-tiempo esféricamente simétrico general, las únicas componentes no

diagonales de las ecuaciones de campo que no se anulan son las componentes tr

y θφ y por tanto deben resolverse de manera simultánea con la parte simétrica

de las ecuaciones de campo [68, 174]. Escogiendo C1 = 1, C2 = C3 = C6 = 0 ,

C4 = Yr√
1−κ y C5 = Y en Ec. (4.12) recuperamos la métrica LTB Ec. (2.66) y

por tanto, la tétrada LTB compatible con la norma de Weitzenböck es

(eAµ)LTB =



1 0 0 0

0 Yr√
1−κ sin θ cosφ Y cos θ cosφ −Y sin θ sinφ

0 Yr√
1−κ sin θ sinφ Y cos θ sinφ Y sin θ cosφ

0 Yr√
1−κ cos θ −Y sin θ 0


. (4.13)

Ésta será el campo tétrado general que consideraremos en nuestro estudio.
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Aunque trabajaremos en la norma de Weitzenböck, vale la pena se-

ñalar que podemos trabajar con una tétrada diagonal y una conexión de espín

no nula. Para ello, podemos realizar una transformación local de la tétrada,

así como de la conexión de espín, aplicando la Ec. (4.4), con ΛAC(x), la misma

transformación local aplicada a la tétrada para hacerla así diagonal.

Una de las ventajas de trabajar con una tétrada diagonal es que no

necesitamos utilizar la norma de Weitzenböck, el precio a pagar será utilizar

una conexión de espín no nula. Siendo que las ecuaciones de campo son inva-

riantes bajo transformaciones locales de Lorentz, es una cuestión de elección

trabajar o no con la norma de Weitzenböck.

De acuerdo con los conceptos anteriores, en [3] examinamos la com-

patibilidad entre TG y los modelos LTB. Aunque existe mucha literatura sobre

modelos LTB en RG, sólo unos pocos se centran en soluciones no homogéneas

para teorías TG, como por ejemplo para analizar la posibilidad de describir

la dinámica de la energía oscura de un modo que no incluya una constante

cosmológica, o para estudiar el problema de la localización de energía y mo-

mento en la teoría [191]. El objetivo principal de [3] fué estudiar cómo las

conocidas propiedades de las soluciones LTB se ven afectadas por la contri-

bución de la torsión como fuerza en TG. Nos referiremos a cantidades con

o sin círculo blanco cuyos valores se calculan utilizando la conexión Levi-

Civita/Weitzenböck. La signatura utilizada será (−,+,+,+). A continuación

discutimos los detalles de [3].
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4.3 De la solución de Schwarzschild a las solucio-

nes LTB: el enfoque de RG

Siendo que TG es invariante ante difeomorfismos y que una tétrada

que esté asociada a la métrica de Schwarzschild [189], será solución a las ecua-

ciones de campo, procedemos a mostrar que podemos obtener una solución

tipo LTB en TG.

Partimos de la métrica de Schwarzschild en coordenadas estándar

(estáticas)

ds2 = −
(

1− 2M0

r

)
dt2 +

(
1− 2M0

r

)−1
dr2 + r2dΩ2, (4.14)

donde M0 = GMs/c
2 y dΩ2 ≡ dθ2 + sin2 θdφ2. Es solución exacta de Gab = 0.

Evaluamos las geodésicas temporales radiales (dΩ = 0) a través del lagran-

giano:

L (r, ṫ, ṙ) = −1 = −
(

1− 2M0

r

)
ṫ2 +

(
1− 2M0

r

)−1
ṙ2, (4.15)

donde ḟ es df/dτ (con τ el tiempo propio). Como ∂L /∂t = 0 se conserva la

energía de cada geodésica:

d

dτ

∂L
∂ṫ

= d

dτ

[
−2

(
1− 2M0

r

)
ṫ
]

= 0 ⇒ ṫ = − E0/2
1− 2M0/r

, (4.16)

Combinando (4.15) y (4.16) obtenemos

ṙ2 = 2M0

r
− κ, ṫ =

√
1− κ

1− 2M0/r
, E ≡ E2

0
4 − 1, (4.17)

Podemos usar (4.17) para construir un sistema de coordenadas (τ, χ) para

Schwarzschild en base a las lineas de universo de los observadores siguiendo
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geodésicas radiales, donde τ es el tiempo propio y χ distingue a una geodésica

de otra (variable continua). Como cada geodésica en el plano (τ, χ) tiene una

energía de amarre −κ distinta, entonces tenemos κ = κ(χ) y r = r(τ, χ), t =

t(τ, χ). La transformación de coordenadas (t, r)→ (τ, χ) es

dt =
[
∂t

∂τ

]
χ

dτ +
[
∂t

∂χ

]
τ

dχ =
√

1− κ
1− 2M0/r

dτ +
[
∂t

∂χ

]
τ

dχ, (4.18)

dr =
[
∂r

∂τ

]
χ

dτ +
[
∂r

∂χ

]
τ

dχ =
√

2M0

r
− κ dτ +

[
∂r

∂χ

]
τ

dχ, (4.19)

sustituyendo (4.18)–(4.19) en (4.14), eliminando el termino cruzado propor-

cional a dτ dχ se obtiene la métrica de Schwarzschild en la forma

ds2 = −dτ 2 + r′2

1− κ dχ
2 + r2 dΩ2, (4.20)

donde κ = κ(χ) y r′ ≡ [∂r/∂χ]τ , mientras que r(τ, χ) se determina resolviendo

ṙ2 = 2M0

r
− κ ⇒ τ − τB(χ) =

∫ r

r̄=0

√
r̄dr̄√

2M0 − κ(χ) r̄
, (4.21)

donde τB(χ) es una “constante” de integración que marca el valor de τ cuan-

do r = 0 (las geodésicas caen hacia o emergen de la singularidad en valores

distintos de τ para cada χ). En estas coordenadas se ve que el radio de Sch-

warzschild rs = 2M0 es regular (observadores cruzan el horizonte de eventos a

tiempos propios finitos). Las coordenadas de Lemaître son el caso particular

E = 0 y las de Novikov son el caso E < 0 que describe a observadores ligados

que emergen de r = 0 llegan a un r = 2M0/E máximo (distinto para cada

χ) y caen hacia r = 0. Las coordenadas de Novikov cubren toda la extensión

analítica máxima dada por las coordenadas de Kruskal-Szekeres.

En la métrica de Schwarzschild dada por (4.84)–(4.21) tenemos tres

parámetros libres: dos funciones E(χ), τB(χ) y una constante arbitraria M0
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(masa puntual de Schwarzschild). Toda masa puntual se puede representar

como la integral de una distribución

M0 =
∫
ρ d3x, ρ = M0δ

3(0). (4.22)

Sustituir la densidad distribucional por una continua es equivalente a sustituir

M0 → M = M(χ), (4.23)

Si hacemos la sustitución (4.23) en (4.84)–(4.21) y sustituimos en las ecuacio-

nes de Einstein Gab = 8πTab obtenemos

8πT 00 = 2M ′

r2 r′
, (4.24)

pero la 4-velocidad de los observadores en las geodésicas en las coordenadas

(τ, χ) es ua = [dxa/dτ ]χ = δaτ , por lo tanto (4.24) puede escribirse como

T ab = ρ ua ub = ρ δaτ δ
b
τ , 8πρ = 2M ′

r2 r′
, ua = δaτ , (4.25)

Y entonces la métrica (4.84)–(4.21) conM0 → M(χ) es una solución exacta de

las ecuaciones de Einstein cuya fuente es polvo con densidad (4.25). Estas son

las soluciones de Lemaître–Tolman–Bondi (modelos LTB). La masa efectiva

es

2M = 8π
∫
ρ r2 r′ dχ (4.26)

por lo que el límite Schwarzschild corresponde a una densidad distribucional

en el que toda la masa efectiva se concentra en un punto: ρ → M0δ(0).

La métrica LTB Ec. (4.84) usualmente se escribe de forma Ec. (2.66)

con R obedeciendo la ecuación de evolución

Ṙ2 = 2M
R
−K − Λ3R

2, (4.27)

para el caso con constante cosmológica.
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4.4 De la solución de Schwarzschild a las solucio-

nes LTB solutions: el enfoque Teleparalelo

Con la elección de la tétrada Ec. (4.13) y considerando una fuente

de polvo Θµν = ρuµuν , con ρ la densidad de materia–energía, las componentes

diagonales de las ecuaciones de campo Ec. (4.9) son:

f − BfB +
(
κ′

Y ′2
+

2(1− κ)Y ′′

Y ′3
−

4
√

1− κ
Y ′Y

)
f

′
B +
(

2Ẏ ′

Y ′
+

4Ẏ
Y

)
ḟB + 4

1− κ−
√

1− κ
Y ′Y

f
′
T

+2
(

2(1− κ−
√

1− κ− Ẏ 2)
Y 2

−
4Ẏ ′Ẏ + κ′

Y ′Y

)
fT +

2(−1 + κ)
Y ′2

f
′′
B = 16πρ, (4.28)(

Ÿ Y ′2 + Ẏ ′Ẏ Y ′

(1− κ)Y
+

(Ẏ 2 − (1− κ))
√

1− κ + 1− κ))Y ′2

(1− κ)
3
2 Y 2

)
fT +

Y ′

Y
f

′
B +

Ẏ Y ′2

(1− κ)Y
ḟT +

(BfB − f − 2f̈B)Y ′2

4(1− κ)
= 0, (4.29)(√

1− κY
Y ′

−
(
Y ′′(1− κ)

Y ′3
+

κ′

2Y ′2

)
Y

2
)
f

′
B +
(
Ÿ ′Y 2

Y ′
+
(
Ÿ +

6Ẏ ′Ẏ + κ′

2Y ′

)
Y + Ẏ

2 + 2
√

1− κ + κ− 2
)
fT

+
(
√

1− κ− (1− κ)Y
Y ′

f
′
T +
(
Ẏ ′Y 2

Y ′
+ Ẏ Y

)
ḟT +

(
1− κ
Y ′2

f
′′
B − f̈B +

1
2

(BfB − f)
)
Y

2 = 0. (4.30)

La única componente no nula de la parte antisimétrica de las ecuaciones de

campo está dada por

((
√

1− κ− 1)Y ′(ḟB + ḟT )− Ẏ
√

1− κ(f ′B + f ′T )
Y
√

1− κ
= 0. (4.31)

Nótese que ḟT = −ḟB y f ′T = −f ′B son soluciones, que implican f(T,B) =

f(T − B) − T + B = f(R) + TEGR. A manera de obtener una solución no

trivial, debemos resolver Ec. (4.31) con una elección genérica de f(T,B), que

será nuestro punto inicial para el análisis subsecuente.
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4.4.1 Una solución LTB exacta en gravedad f(T,B): el pro-

cedimiento genérico

Para obtener una solución analítica cerrada consideramos el subcaso

espacialmente plano κ = 0, k es proporcional al escalar de Ricci tridimensional

de rebanadas de τ constante. De acuerdo con esto, la Ec. (4.31) es

Ẏ (f ′B + f ′T )
Y

= 0, (4.32)

y las ecuaciones de campo Ecs. (4.28)-(4.30) toman la siguiente forma(
Y ′′

Y ′3 −
2

Y ′Y

)
f ′
B +

(
Ẏ ′

Y ′ + 2Ẏ
Y

)
ḟT −

(
4Ẏ Ẏ ′Y ′′

Y ′Y
+ 2Ẏ 2

Y 2

)
fT −

1
2 (BfB − f)− f ′′

B

Y ′2 = 8πρ,

(4.33)
2Y ′

Y
f ′
B + 2Ẏ Y ′2

Y
ḟT + 2

(
Ÿ Y ′2 + Ẏ Ẏ ′Y ′

Y
+ Ẏ 2Y ′2

Y 2

)
fT +

(
1
2 (BfB − f)− f̈B

)
Y ′2 = 0,

(4.34)(
− Y

′′

Y ′3 + 1
Y ′Y

)
f ′
B +

(
Ÿ ′

Y ′ +
(
Ÿ

Y 2 + 3Ẏ Ẏ ′

Y ′Y 2

)
+ Ẏ 2

Y 2

)
ḟT +

(
Ẏ ′

Y ′ + Ẏ

Y

)
ḟT

+
(

1
2 (BfB − f)− f̈B + f ′′

B

Y ′2

)
= 0.

(4.35)

Las soluciones a las Ecs. (4.32)-(4.33) se limitan a la elección de la

función f y sus parámetros libres, sin restringir de manera adicional la forma

funcional de la función radial Y .

La función f debe elegirse en función del problema físico a considerar

y de los datos observacionales. Hay dos escenarios físicos que pueden tenerse en

cuenta con esta geometría LTB: la formación de estructura local y la expansión

acelerada del Universo [132, 127] en particular estaremos interesados en tratar
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la tensión de H0, siendo que consideramos un escenario de Universo tardío que

coincide con el flujo de Hubble. La métrica LTB se ha utilizado ampliamente

en RG para cubrir estos fenómenos porque es una perturbación exacta de

la métrica FLRW [134]. Se han construido varios modelos de juguete para

estudiar la formación de estructuras locales y la aceleración local [132, 127]. La

formación de estructuras locales depende de las perturbaciones de la materia y

del colapso gravitatorio. En este caso, usualmente el efecto de la energía oscura

se desprecia y por ende consideraremos la aceleración cósmica por separado.

En lo sucesivo restringimos nuestro estudio a funcionales específicos f(T,B),

mostrando una receta genérica para resolver las Ecs. (4.28)-(4.31), la elección

de dicho funcional se basará en suposiciones físicamente razonables.

Para empezar, esbozamos la fórmula general que debe utilizarse con

cualquier funcional f para la geometría LTB. Todas las presiones son nulas

cuando se tiene en cuenta una fuente de polvo, aunque esto puede ampliarse

para incluir fuentes de fluido perfecto. Por lo tanto, Ecs. (4.34)-(4.35) deben

ser iguales, y así, restándolas impondrá más restricciones en la forma de una

ecuación diferencial parcial (EDP). Utilizando regla en cadena, podemos es-

cribir todas las derivadas temporales y radiales del funcional f en derivadas

con respecto a T o B, respectivamente, lo que dará lugar a dos EDP’s para

Y . Resolver cualquiera de estas EDP es difícil, sin embargo, introducimos un

ansatz basado en una solución GR, y, teniendo en cuenta que, según la dis-

cusión anterior Sec. 4.84, la solución de Schwarzschild para la geometría LTB

es también una solución para las ecuaciones de campo f(T,B), y por tanto

consideraremos ahora una geometría LTB basada en dicho ansatz.
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Cualquier funcional f analítico en (T,B) = (0, 0) puede expanderse

en una serie de potencias

f(T,B) =
∑
i

αiT i + βiB
i +

∑
j

γijT
iBj

 , (4.36)

con αi, βi, γij, constantes. Por este motivo, los funcionales de series de potencia

pueden utilizarse como aproximación a cualquier ley general. Para encontrar

un límite natural para TEGR, es útil considerar el valor de α1 = −1, ya

que el al fijar el resto de las constantes αi, βi, γij da lugar al Lagrangiano

de TEGR. Además, el término lineal del término de frontera puede omitirse,

ya que no afecta a la dinámica. Como deseamos encontrar una solución que

pueda modelar la formación de estructuras y explicar la aceleración cósmica

tardía, empleamos funcionales (por ejemplo, el funcional de ley de potencia) y

(el funcional mixto de ley de potencia) que han demostrado ser eficaces para

obtener la aceleración cósmica tardía, sin invocar una constante cosmológica

[71].

4.4.2 Formación de estructura

Las métricas LTB se han utilizado ampliamente como modelos de

juguete para explicar la formación de estructuras [127, 192, 193]. Por lo tanto,

estamos interesados en analizar la compatibilidad de la geometría LTB dentro

de TG. En particular, estudiaremos las posibles soluciones LTB que denotan

escenarios de formación de estructuras donde los efectos del flujo cósmico

acelerado son despreciables.
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Ley de potencias

El funcional f(T,B) de ley de potencias es

f(T,B) = −T + αTm + βBn, (4.37)

con α, β, n,m constantes por determinar con condiciones iniciales o de frontera

en las ecuaciones de campo. Es posible reducir al caso TEGR cuando los

valores anteriores son n = 1, α = 0, β = 1. Sin embargo, los términos lineales

de frontera de los valores anteriores no afectan a las ecuaciones de campo,

por lo que β puede ser un parámetro libre. Además, es común suponer que

n 6= 1 tiene modificaciones sobre la gravedad. Para analizar este caso, hay

que resolver las ecuaciones de campo Ecs. (4.9), la parte antisimétrica de la

ecuación de campo Ec. (4.32) así como Ecs. (4.33)-(4.35). Utilizando regla en

cadena, se pueden transformar las derivadas temporales de fT y fB, Ec. (4.32),

en una EDP a resolver

m(m− 1)βBm−2
(

1
2
∂

∂r

(
Ÿ ′

Y ′

)
Y 3 + 2 ∂

∂r

(
Ẏ ′Ẏ

Y ′

)
Y 2 + ∂

∂r

(
Ÿ Y

)
Y − 2 ∂

∂r

(
Ẏ Y

)
Y ′
)

+n(n− 1)αTm−2
(
∂

∂r

(
Ẏ ′Ẏ

Y ′

)
Y 2 − Ẏ 2Y ′

)
= 0.

(4.38)

Obsérvese que las elecciones n = 1 con m = 0 o m = 1 dan una

solución exacta, ya que son el caso TEGR. Como se describió anteriormente

queremos tener un término de frontera no lineal, por lo tanto tenemos que re-

solver la EDP para Y en el paréntesis. Siguiendo nuestra discusión de Sec. 4.3,

puesto que el espacio-tiempo de Schwarzschild es una solución en TG, intro-

ducimos el siguiente ansatz

Ẏ 2 = 2M
Y l

, (4.39)
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con M = M(r) y l una constante a determinar. Ec. (4.39) no da lugar a

una expansión acelerada a menos de que l < 0. Aún cuando las soluciones no

admitan valores negativos para l, siempre puede introducirse un ansatz que

admite expansión acelerada. Lidiaremos con este caso en Sec. 4.4.3.

Con este ansatz Ec. (4.39) el escalar de torsión y el término de fron-

tera serán, respectivamente

T = −4(M(l − 1)Y ′ −M ′Y )
Y ′Y l+2 , (4.40)

B = −1
2(l − 4)T. (4.41)

Para obtener el comportamiento causado por el término de frontera, necesita-

mos l = 4. Alternativamente, podemos utilizar l = 4 para reducir la ecuación

de gravedad f(T ). En este caso, la Ec. (4.39) devuelve una solución cerrada

para la función radial Y ,

Y =
(
3
√

2M(τ − τB(r))
) 1

3 , (4.42)

donde la constante de integración τB, es como se describe en Sec. 4.3, y esta

forma de Y resuelve Ec. (4.32). Para cada uno de los parámetros libres, n, m,

y l, resolver la Ec. (4.32) sin tener en cuenta la Ecs. (4.34)-(4.35) no garantiza

una solución exacta consistente.

Para nuestro ansatz elegido y l = 4, ambas Ecs. (4.34)-(4.35) son

equivalentes. Este procedimiento también es aplicable para un fluido perfecto,

ya que el lado derecho de las Ecs. (4.34)-(4.35) son proporcionales a la presión

isotrópica. Por último, l = 4 satisface la Ec. (4.32) sin imponer ninguna res-

tricción adicional en las variables Y,M . Con estas consideraciones Ec. (4.33)
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es

8πρ = 1
(M ′Y − 3MY ′)3

 1
Y ′

162Y ′4M4

Y 6 + 2M ′4

Y 2 −
4nα

(
n− 1

2

)
(M ′Y − 3MY ′)3+n

Y 6nY ′n−1


−216M ′Y ′2M3

Y 5 + 108M ′2Y ′M2

Y 4 − 24M ′3M
Y 3

)
,

(4.43)

que pondrá restricciones adicionales para tener una densidad de masa–energía

para cada n, por ejemplo en los casos particulares n = 1, 2, 3 tenemos la

siguiente forma para ρ:

8πρ = 2M ′

Y ′Y 5 −
6M
Y 6 , (4.44)

8πρ = 2M ′

Y ′Y 5 −
6M
Y 6 −

24αM ′2

Y ′2Y 10 + 144αMM ′

Y ′Y 11 − 216αM2

Y 12 , (4.45)

8πρ = 2M ′

Y ′Y 5 −
6M
Y 6 −

160αM ′3

Y ′3Y 15 + O
( 1
Y 16

)
. (4.46)

Es importante observar que la forma cerrada de la Ec. (4.42) permite obtener

una densidad masa-energía continua y regular, ya que todos los valores r en

los que Y = 0 son continuos. Como resultado, obtenemos un único centro de

simetría (expresado como r = 0) como punto fijo del grupo SO(3). En RG

existen modelos LTB sin ningún centro de simetría y con dos centros de sime-

tría, [194]. Sin embargo, la presencia de uno o dos centros de simetría puede

alterar algunos de nuestros resultados como se ha observado en las soluciones

LTB en gravedad f(R) [195]. Las soluciones LTB con tales características de-

ben estudiarse más a fondo. Sin embargo, cabe señalar que el valor de l = 4

debe afectar necesariamente a la formación de la estructura, ya que el ansatz

de la Ec. (4.39) da lugar a una ecuación de Friedmann en un límite apropiado,

como se demuestra en la Sec. 2.3.1.
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Es necesario considerar el caso específico en el que l 6= 4 y así tener un

término de frontera. Para resolver la Ec. (4.38) debemos considerar selecciones

específicas de los parámetros de la función libre de f . Hemos elegido el caso

particular de α = 0 porque, como indican en [71], considerar un término de

frontera de naturaleza al menos cuadrática reproducirá múltiples condiciones

cosmológicas, incluyendo la aceleración cósmica. Como resultado, podemos

resolver
(

1
2
∂

∂r

(
Ÿ ′

Y ′

)
Y 3 + 2 ∂

∂r

(
Ẏ ′Ẏ

Y ′

)
Y 2 + ∂

∂r

(
Ÿ Y

)
Y − 2 ∂

∂r

(
Ẏ Y

)
Y ′
)

= 0.

(4.47)

Como ya se ha dicho, introducimos un ansatz, Ec. (4.39), que proporciona

como única l = 1. Además, al restar las Ecs. (4.34)-(4.35), no restringe el

valor de m. Sin embargo, fija la constante de integración, τB a cero, la cual es

la solución FLRW [57].

Ley de potencias mixta

El funcional en este caso es

f(T,B) = f0T
mBn. (4.48)

Como se ha descrito en el caso anterior, utilizamos (4.32), el ansatz (4.39) y al

restar las Ecs. (4.34),(4.35). Esta última combinada con la Ec. (4.39) da tres

posibles restricciones para los parámetros n,m: n+m = 1, (l− 4)n− 2m = 0,

n = 2m
2 . A partir de este análisis, sólo n+m = 1 proporciona una constante l

sin producir restricciones adicionales sobre la función radial Y o la función de

masa M . Por lo tanto, consideraremos esta restricción para nuestro estudio.
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La Ec. (4.32) da l = 1 o l = 4 y no se imponen restricciones adicionales

sobre f0, pero como observamos en el apartado anterior, el caso l = 4 implica

que no hay término de frontera obteniéndose una solución de vacío. Con estas

restricciones sobre los parámetros libres podemos deducir la siguiente ecuación

para la densidad de masa-energía utilizando l = 1, por lo que la Ec. (4.33)

puede reescribirse como

8πρ = −3m2nnf0M
′

Y ′Y 2 . (4.49)

Nótese que masa–energía positiva implica

M ′f0

Y ′
≤ 0. (4.50)

Ec. (4.39) tiene la misma solución que en RG

Y =
(9

2M(τ − τB(r))2
) 1

3
, (4.51)

lo que a su vez implica que la densidad masa-energía Ec. (4.49) tiene un

comportamiento continuo para todo r. Como se ha descrito en el caso anterior,

esta solución no modifica la ley de Hubble, que es el caso l 6= 1.

Es posible que con la elección del funcional (4.48) no se recobre un

límite TEGR, por ello hacemos el siguiente mapeo

f(T,B) 7→ f̃(T,B) = −T + f(T,B), (4.52)

y así tenemos directamente un límite TEGR natural. Nuevamente restamos las

Ecs. (4.34), (4.35), para obtener las mismas restricciones sobre los parámetros

n,m,, es decir: n + m = 1, (l − 4)n − 2m = 0, n = 2m
2 . Ninguna de estas

restricciones dan lugar a un l que no impone nuevas condiciones sobre la



116 4. Uso de modelos inhomogéneos en Gravedad modificada

función radial Y . Por otro lado, las restricciones tienen como solución l = 4,

y solamente el caso n+m = 0 tiene como solución adicional l = 1. Por ende,

este es el único caso que lidia con un término de frontera no nulo. Bajo estos

argumentos, Ec. (4.33) toma la forma

8πρ = 2M ′

Y 2Y ′
− 3m2nnf0M

′

Y ′Y 2 . (4.53)

Nótese que tenemos el término usual de RG

8πρ = 2M ′

Y 2Y ′
, (4.54)

más un término adicional que proviene del término de potencias mixto que

obtuvimos sin el mapeo para tener el límite TEGR. El término de masa es

M = 4π
∫
ρ

(
1− 3−m2n−1

nf0

)
Y 2Y ′dr, (4.55)

que produce un defecto de masa conparado con el término de RG siempre que

f0 > 0, tal y como en teorías f(R) [195]. El que la masa sea definida positiva

debe analizarse caso por caso.

4.4.3 Expansión cósmica acelerada

Debido al hecho de que la aceleración cosmológica propuesta no es

proporcionada por los ansätze antes mencionados Sec. 4.4.2, es posible utilizar

uno diferente para representar la geometría LTB con una Constante Cosmo-

lógica

Ẏ 2 = 2M
Y l

+ LY p, (4.56)

donde l, p son constantes a determinar y L es un parámetro libre que depende

del tiempo L = L(τ). Este ansatz está inspirado en la solución de RG con una
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constante cosmológica, en cuyo caso la ecuación de evolución de la función

radial Y es

Ẏ 2 = 2M
Y

+ Λ3 Y
2. (4.57)

En este caso, podemos reconstruir el escenario de RG utilizando nuestro an-

satz sugerido bajo las condiciones de l = 1, p = 2, yL = 1. Dado que estos

parámetros son distintos de los que se tienen en cuenta en la Sec. 4.4.2, resulta

apropiado seleccionar un conjunto específico de parámetros con el fin de eva-

luar la consistencia de este ansatz dentro de la geometría LTB. Sin embargo,

todavía es posible analizar el comportamiento del término de torsión y del

término de frontera, que, en el caso específico de l = 1 son:

T = 4M ′

Y ′Y 2 + 2(p+ 1)LY p+ 3
2

Y
7
2

, (4.58)

B = L

(LY p+1 + 2M)2

(
(p+ 4)(p+ 1)Y 3pL2 + 4(p+ 4)(p+ 1)M

(
MY p−2 + LY 2p−1

)
+6M ′(4MY p−1 + 4M2Y −2 + LY 2p)

Y ′

)
+ L̇

(LY p+1 + 2M)
5
2

((1
2(p+ 4)L2Y 3p

−LM
′Y 2p

Y ′

)
Y

3
2 +

(
3(p+ 3)LMY 2p − 2MM ′Y p

Y ′

)
Y

1
2 + 4

(
p+ 5

2

)
M2Y p− 1

2

)
.

(4.59)

De acuerdo a los estudios observacionales más recientes [42], se sabe que

la constante cosmológica Λ tiene un valor pequeño. Sin embargo, en el caso

especial en el que quisiéramos considerar que nuestra variable libre L es similar

a la constante cosmológica tiempo actual, se puede demostrar que el término B

sigue siendo muy dependiente de este parámetro. Sin embargo, puesto que se

espera que el valor sea pequeño, y tenemos una serie de otras variables como

la masa y la función radial Y , los efectos de este tipo de comportamiento

de la constante cosmológica sólo se observarán a orden no lineal, lo cual es

consistente con el trabajo en [71].
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4.5 Gravedad Cotton

Una teoría de gravedad modificada basada en las ecuaciones de Max-

well en el vacío, que puede entenderse como una divergencia de curvatura

lineal, se introdujo recientemente en [179]. Al considerar una variedad Loren-

tziana con una conexión Levi-Civita, es posible expresar una combinación de

términos de curvatura para obtener el siguiente tensor de rango 4

Gabcd : = Rabcd −
1
6 (gacgbd − gbcgad)R, (4.60)

con Rabcd el tensor de Riemann, gab el tensor métrico y R el escalar de Ricci.

Usando el mismo razonamiento, en el artículo previamente mencionado se

identifica un “tensor de energía–momento” asociado con Ec. (4.60)

T abcd : = 1
2(gacT bd − gbcT ad − gadT bc + gbdT ac)

−1
6(gacgbd − gbcgad)T . (4.61)

Tomando la traza de (4.60)-(4.61) se obtienen las siguientes relaciones

gcdGacbd = Rab −
1
2gabR = Gab, (4.62)

gcdTacbd = Tab, (4.63)

que dan lugar a las ecuaciones de la teoría CG

Cabc = 16π∇dT
d
abc , (4.64)

donde

Cabc = ∇dG
d
abc, (4.65)

es el llamado tensor de “Cotton” [196, 123, 197]. Nótese que en este caso se

altera la condición de segundo orden en la diferenciabilidad de las ecuaciones
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de campo y por tanto se tiene una teoría modificada de la gravedad. Es intere-

sante notar que todas las soluciones exactas de RG también son soluciones a

esta teoría. Sin embargo, al ser una teoría de orden mayor, permite una gama

mucho más amplia de soluciones no encontradas en RG. Es directo probar que

[197]

∇eG
e
abc = Cabc ∝ ∇eC

e
abc , (4.66)

donde Cabcd es el tensor de Weyl. Siendo que el tensor de Weyl se anula para

todos los espacio-tiempos conformalmente planos, Ec. (4.66) implica que el

tensor de Cotton será idénticamente cero para estos espacio-tiempos. Por lo

tanto, para esta clase de espacio-tiempos, que incluyen aquellos descritos por

la métrica de Robertson-Walker Ec. (2.4), la Ec. (4.66) se reduce a un caso

trivial cero sin proporcionar ecuaciones dinámicas. En consecuencia, todos los

modelos FLRW son soluciones triviales a las ecuaciones de campo CG, inde-

pendientemente de su fuente de materia-energía.

De las Ecs. (4.62)-(4.63) se tiene que las ecuaciones de conservación

∇bG
ab = 0, (4.67)

∇bT
ab = 0, (4.68)

están contenidas en Ec. (4.64). Dado que la ecuación de campo es de tercer

orden e incluye las derivadas de Gab y Tab, puede considerarse como un tipo de

derivada covariante de las ecuaciones de campo de Einstein. Sin embargo, esto

también significa que la teoría no es igual a la RG en el sentido mencionado

en [198], siendo que no puede obtenerse por medio de un difeomorfismo.
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Además, recientemente se ha mostrado [199] que las ecuaciones de

campo de CG pueden interpretarse como añadir un tensor adicional a las

ecuaciones de campo de Einstein,

Gab = Tab +Cab − gabC c
c , (4.69)

donde Cab es un tensor de Codazzi, es decir un tensor simétrico que cumple

la propiedad ∇bCac = ∇cCab, que es equivalente a las ecuaciones de CG. En

el caso particular de CG este tensor de Codazzi está dado por

Cab = Rab − 8πTab − gab
R− 16πT

6 , (4.70)

y las ecuaciones de CG están dadas por1

∇bCac = ∇cCab. (4.71)

Es evidente que el tensor de Codazzi relaciona la curvatura y la masa del

espacio-tiempo. Esta forma de las ecuaciones de campo CG indica que, en

general, las soluciones CG pueden diferir de sus soluciones RG, por ejemplo,

al permitir fuentes de fluidos imperfectos. Nótese de (4.70) que al considerar

una solución de RG Gab = κTab, se tiene que

Cab = Rab − κTab − 1
6gab(R− 2κT ) (4.72)

= Gab − κTab, (4.73)

= 0, (4.74)

donde se usó Gab = Rab − 1
2gabR y que en RG R = −κT . Esto justifica la

aseveración de que toda solución de RG es solución de CG.
1En [199] existe un error tipográfico ∇bCac = ∇aCbc pero así no se recuperan las

ecuaciones de campo.
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El tensor Ec. (4.61) que provee la fuente en Ec. (4.64) puede ser

construido del tensor de energía–momento general de GR Sec. 2.2.1 [24]

T ab = (ρ+ p)ua ub + pgab + 2q(aub) + πab. (4.75)

Esto permite considerar fluidos generales mediante la construcción de un ten-

sor Tabcd de esta manera. Sin embargo, aún no se ha determinado si este tensor

construido reproduce o no la descripción y propiedades físicas de T ab. Por lo

tanto, es necesario un análisis exhaustivo de su interpretación geométrica y

física para construir modelos cosmológicos válidos directamente a partir de

Tabcd.

Es relativamente sencillo [24] obtener expresiones para la modifica-

ción de la densidad de energá, las presiones isótropas (y anisótropas) y el flujo

de energía bajo la presencia del tensor adicional en [199] considerando el lado

derecho de Ec. (4.69):

ρ̃ = ρ+Cabuaub +C c
c , (4.76)

q̃a = qa − hacCcbub, (4.77)

p̃ = p+ 1
3h

abCab −C c
c , (4.78)

π̃ab = πab +
(
h c

(a h
d

b) − habhcd/3
)
Ccd. (4.79)

Es directo de Ec. (4.70) que las Ecs. (4.76)-(4.79) resultan ser las mismas

que aquellas en RG siendo que cualesquiera contribuciones adicionales que no

esten presentes en RG se cancelarán. Mostraremos esto explícitamente para

la métrica LTB en Sec. 4.5.1. Este argumento, en conjunto con la ecuación de

campo Ec. (4.71), indica que CG puede considerarse como una derivada de

las ecuaciones de campo de Einstein, como se ha mencionado anteriormente.
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4.5.1 Una solución tipo Lemaître–Tolman–Bondi en CG

La primera solución exacta en CG es una solución de vacío con una

métrica tipo Schwarzschild en las coordenadas usuales de Schwarzschild [179].

El elemento de línea para esta solución es

ds2 = −eν(Y )dt2 + e−ν(Y )dY 2 + Y 2(dθ2 + sin2 θdφ2), (4.80)

donde

− eν(Y ) = 1− 2M
Y
− Λ3 Y

2 + γ̃Y, (4.81)

y M es la masa de Schwarzschild mass, Λ es la constante cosmológica, que se

da de forma natural en esta teoría, a diferencia de la RG, y γ es otra constante

de integración que no tiene equivalente en la RG. La constante de integración

se produce cuando imponemos al CG las mismas condiciones que dan lugar a

la solución de Schwarzschild en la RG (estaticidad, simetría esférica y vacío).

Si fijamos γ = 0, obtenemos la solución de Schwarzschild. El signo de γ es

indeterminado, pero puede ser negativo, por lo que tendrá geodésicas distintas

de su homóloga en GR, cuyos efectos se han identificado con las aceleraciones

observadas [179, 181].

Demostraremos que es posible obtener una solución inhomogénea en

CG. Como la teoría es invariante bajo difeomorfismos, podemos utilizar la Ec.

(4.80) para expresar una métrica de Schwarschild en CG, mediante la misma

transformación de coordenadas que en Sec. 4.3,

dt =
√

1− κ
eν(Y ) dτ +

[
∂t

∂r

]
τ

dr, (4.82)

dY = =
√

1− eν(Y ) −K dτ +
[
∂Y

∂r

]
τ

dr. (4.83)
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La cual lleva el elemento de línea Ec. (4.80) a la forma

ds2 = −dτ 2 + Y ′2

1−K dr2 + Y 2 (dθ2 + sin2 θdφ2), (4.84)

donde Y es una función que obedece

Ẏ 2 = 2M0

Y
+ Λ3 Y

2 − γ̃Y −K, (4.85)

donde K = K(r) denota la energía conservada para cada geodésica radial

(denotada por r). Hasta ahora, seguimos en el análogo de la solución tipo

Schwarzschild en un sistema de coordeandas comóvil con las geodésicas radia-

les.

Ahora pasaremos del análogo de Schwarzschild en CG a una nueva

solución de polvo en CG que es análoga a LTB en GR. Siguiendo el mismo

razonamiento que en GR al considerar una masa variable M0 → M(r), es

decir, una densidad continua, y también consideramos γ̃ → γ(r), esto lleva la

Ec. (4.85) a la forma

Ẏ 2 = 2M
Y
−K + Λ3 Y

2 + γ(r)Y, (4.86)

que usaremos como un ansatz y veremos la consistencia con las ecuaciones de

campo de CG.

Considerando una fuente de polvo

T ab = ρ ua ub, (4.87)

las ecuaciones de balance de momento energía dan

ρ̇ = −ρ
(

2 Ẏ
Y

+ Ẏ ′

Y ′

)
. (4.88)
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Introduciendo (4.88) en las ecuaciones de campo Ec. (4.64), las componentes

independientes son

κρ′ +
(
Ẏ 2 +K − 2Y Ÿ

) Y ′
Y 3 + 2Ÿ ′

Y
+ 2Y Ÿ ′′ − 2Ẏ ′′Ẏ − 2Ẏ ′2 −K

2Y Y ′

+
(
K ′ + 2Ẏ ′Ẏ − 2Ÿ

) Y ′′

2Y Y ′2 = 0,

(4.89)

κρ

(
Y ′2Ẏ

Y
− Ẏ ′Y ′

)
+
(
Y 2 ...
Y
′ + 2Y (Ÿ ′Ẏ − Ÿ Ẏ ′)− 2Ẏ 2Ẏ ′ −K ′Ẏ

) Y ′
Y 2

−Ẏ ′Ÿ ′ +
(
Ẏ 3 +KẎ − Y 2 ...

Y
) Y ′2
Y 3 + F ′Ẏ ′ + 2Ẏ ′2Ẏ

2Y = 0.

(4.90)

Considerando el ansatz Ec. (4.86), las Ecs. (4.89)-(4.90) toman la forma

κρ′ + (M ′Y ′Y ′′ −M ′′) 2Y ′
Y 2 + 4M ′

Y 3 = 0, (4.91)

κρ = 2M ′

Y ′Y 2 . (4.92)

Ec. (4.91) se integra a Ec. (4.92), de lo que tenemos una solución consistente

a las ecuaciones de campo CG.

Finalmente, como se mencionó previamente, uno puede considerar

un tensor de energía momento general, lo cual no es posible en RG. Las
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Ecs. (4.76)-(4.79) se reducen a

ρ̃ = 2Yt,rYt +Kr

YrY
+ Y 2

t +K

K2 , (4.93)

q̃a = 0, (4.94)

p̃ = −2
3
Yr,t,t
Yr
− 1

3
4Yt,tYr + 2Yr,tYt +Kr

Y Yr
− 1

3
Y 2
t +K

Y 2 ,

(4.95)

Π̃rr = 2
3
Yr,t,t
Yr

+ 1
3
−2Yt,tYr + 2Yr,tYt +Kr

Y Yr
− 2

3
Y 2
t +K

Y 2 ,

(4.96)

Π̃θθ = −1
3
Yr,t,t
Yr

+ 1
6

2Yt,tYr − 2Yr,tYt −Kr

Y Yr
+ 1

3
Y 2
t +K

Y 2 ,

(4.97)

Π̃φφ = Π̃θθ. (4.98)

Como se mencionó en la Sec. 4.5, obtenemos las mismas ecuaciones,

Ecs. (4.93)-(4.98) que en RG, siendo que los términos de curvatura eliminan

las contribuciones adicionales.

4.5.2 El límite FLRW a través de LTB en CG

Veamos ahora el límite del FLRW del modelo tipo LTB obtenido

anteriormente Ecs. (4.84),(4.86). Seguiremos los mismos pasos que en RG [57].

En nuestro caso, tenemos una función adicional, γLTB(r). Debemos introducir

esta función en una forma funcional de modo que obtengamos una ecuación

que sea independiente de r, y obtengamos un límite FLRW correcto: De la
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Ec.(4.86), la forma funcional de las funciones libres es (módulo una constante):

Y = ra(t), K = kr2, M = H2
0ΩM0r

3

2 , γLTB = Ωγ0H
2
0r,

(4.99)

donde H0 y ΩM0 son los parámetros de hubble y densidad de materia al día

de hoy, respectivamente, a(t) es el factor de escala FLRW, k es la constante

de curvatura de los marcos en reposo ortogonales a ua y Ωγ0 es una constante

a determinar. Con esta elección de funciones, Ec. (4.85) toma la forma tipo

Friedmann
ȧ2

H2
0a

2 = H2

H2
0

= ΩM0

a3 + Ωk,0
a2 + Ωγ0

a
+ Λ

3H2
0
. (4.100)

Comparando con la ecuación de Friedmann en RG

H2

H2
0

=
∑
i

Ωi,0a
−3(1+wi) = ΩM0

a3 + Ωk,0
a2 + ΩΛ,0, (4.101)

podemos verificar que la función γLTB puede modelar un fluido de quintaesen-

cia con parámetro de ecuación de estado w = 2/3 [200].

Esta solución tipo FLRW Ec. (4.100) se obtuvo como un caso especial

de una solución inhomogénea. Sin embargo, como se mencionó anteriormente,

las ecuaciones dinámicas FLRW en CG no se derivan directamente de las

ecuaciones de campo.

La constante de integración ΩΓ0 está presente en la Ec. (4.100), ya

que las ecuaciones de campo CG son un tipo de derivadas lineales de las

ecuaciones de campo de Einstein. El término ΩΓ0 tiene diversos efectos, entre

ellos un cambio en la masa de Misner-Sharpe, que aumenta con un valor

positivo de Ω, un cambio en la Ley de Hubble, como se ilustra en la Fig. 4.1,

y una expansión perpetua independientemente del signo de la curvatura. Ya
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se ha demostrado que este comportamiento físico es posible en el caso de los

modelos LTB en RG [135], y también es posible en CG. Este comportamiento

físico se debe a la combinación de la constante cosmológica y el término γ, ya

que ambas provocan una expansión acelerada.

Figura 4.1: La ley de Hubble cambia debido a la aceleración causada por

la constante de CG γ. Estos valores se determinaron inspirados en el modelo

cosmológico estándar.





Capítulo

5
Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos mostrado como las soluciones exactas

a las ecuaciones de Einstein son útiles tanto en aplicaciones en Cosmología y

en modelos de Gravedad Modificada. En el Cap. 2 hemos discutido amplia-

mente la necesidad de este tipo de soluciones en el análisis de los fundamentos

de cada de teoría de Gravedad, así como el plantear modelos de juguete pa-

ra analizar el posible impacto de las inhomogeneidades e anisotropías en la

Cosmología, sin introducir modelos perturbativos del modelo estándar de la

Cosmología.

En el Cap. 3 comenzamos presentando una nueva aproximación a

los modelos Szekeres-II, que se han considerado inadecuados para describir la

evolución de las inhomogeneidades cosmológicas en un fondo homogéneo [58].

Hemos ideado configuraciones tipo “pancake” construidas empalmando suave-
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mente regiones Szekeres–II cuasi–planas con cualquier cosmología compatible

con una métrica Robertson–Walker espacialmente plana: Modelos FLRW, pe-

ro también de Sitter, anti de Sitter y espaciostiempos de Minkowski (sección

3.1.1). Como 2.3.2se muestra en Sec. 2.3.2, los modelos Szekeres–II son (en

general) Petrov tipo I y por lo tanto son compatibles con una amplia variedad

de fuentes, incluyendo mezclas de fluidos y campos escalares y con fuentes

que requieren modos vectoriales y tensoriales, tales como campos magnéticos

y ondas gravitacionales.

Las construcciones “pancake” resultantes descritas anteriormente per-

miten la descripción de un número numerable arbitrario de inhomogeneidades

localizadas que evolucionan juntas, inmersas en una cosmología homogénea e

isótropa a la que se empalman suavemente. En Sec. 3.1.2 proporcionamos tres

sencillos ejemplos de juguete para ilustrar las configuraciones de "pancakes":

Regiones de polvo Szekeres–II en fondos ΛCDM y de Sitter, así como regiones

de polvo no comóvil en un fondo de Einstein de Sitter. En la Sec. 3.2.6, se

muestra que los valores propios de los tensores eléctrico de Weyl y de “shear”,

respectivamente, constituyen la parte no homogénea de la densidad y del es-

calar de Hubble, mientras que las velocidades peculiares están directamente

relacionadas con el tensor de Weyl magnético. Dado que estas partes inhomo-

géneas se anulan en las zonas de empalme FLRW o de Sitter, las inhomoge-

neidades Szekeres–II pueden considerarse rigurosamente como perturbaciones

covariantes exactas sobre el fondo definido por estos empalmes.

Merece la pena relacionar las construcciones “pancake” que hemos

ideado y discutido aquí con los modelos de redes periódicas presentados por
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Delgado y Buchert en [143], también basados en empalmes similares pero

que sólo implican regiones de polvo comóvil en Szekeres-II y espacio–tiempos

FLRW de polvo (sólo consideraron el modelo de Einstein de Sitter ya que asu-

mieron Λ = 0). Estos autores consideraron los modelos de polvo Szekeres-II

para probar un formalismo que desarrollaron para generar una generalización

relativista totalmente general de la aproximación newtoniana de Zeldovich.

Como muestran, la coincidencia suave con las regiones FLRW es una condición

necesaria y suficiente para la existencia de “dominios de homogeneidad” para

los que la “backreaction” (en los formalismos de promediación de Buchert)

desaparece idénticamente. Dado que las construcciones de “panqueques” que

hemos introducido en este artículo son más generales que el simple polvo como-

ving con Λ = 0, permitiendo una amplia variedad de fuentes y regiones FLRW

y no restringidas a tener una distribución de red periódica, sin duda merece la

pena profundizar en los resultados de [143]. Aunque estos modelos son inhe-

rentemente inhomogéneos y anisótropos, dada su riqueza de parámetros libres

el reto consiste en acomodar su inhomogeneidad y anisotropía para ajustarse

a las restricciones observacionales. Por último, la posibilidad de describir la

dinámica de mezclas de fluidos con campos escalares, campos magnéticos y on-

das gravitacionales inmersos en espacios-tiempo de Sitter o anti-Sitter, como

branas de 4 dimensiones, conduce a aplicaciones potenciales de los modelos

Szekeres-II al modelado del universo temprano, incluyendo escenarios infla-

cionarios, recalentamiento y teoría cuántica de campos semiclásica. Merece la

pena estudiar estas posibles aplicaciones en futuros trabajos.

Con la esperanza de motivar una mayor exploración de estas configu-

raciones, trabajamos en un modelo de juguete menos idealizadas que implican
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velocidades peculiares realistas y un fondo ΛCDM [2] Sec. 3.2. Encontramos

una atractiva interpretación física para los modelos Szekeres-II considerados

como modelos que describen CDM y energía oscura modelados como un tér-

mino Λ con la novedad de incorporar velocidades peculiares va = qa/ρ para

una fuente CDM no comóvil, todo ello en el contexto de los “modelos de pan-

cakes” de inhomogeneidades cosmológicas descritas por regiones de soluciones

Szekeres-II empalmadas previamente con un fondo ΛCDM Sec. 3 [1]. También

hemos proporcionado una visión complementaria a trabajos anteriores que

analizan los efectos de fuentes cosmológicas (por ejemplo bariones y CDM)

que evolucionan a lo largo de diferentes marcos de 4 velocidades [46]).

Para ilustrar los efectos de la inhomogeneidad local y la anisotropía

aportada por los modelos comparamos sus variables dinámicas con sus valores

en el fondo ΛCDM. Para ello, consideramos una configuración formada por

una única región Szekeres–II que se extiende 1.5 veces el radio de Hubble en la

dirección w, suavemente empalmada con un fondo ΛCDM en ambos extremos.

Obtuvimos (véanse las figuras 3.4, 3.5) mediante integración numérica de las

ecuaciones de campo los contrastes temporales cósmicos actuales respecto a

este fondo de la densidad y el escalar de Hubble (δΩρ0 y δH0 de (3.77)), también

en diferentes tiempos cósmicos (véase la figura 3.8). En todas las cantidades

la variación con respecto a la coordenada angular fue muy débil, identificando

así una anisotropía basada en diferencias a lo largo de (esencialmente) dos

direcciones: r y w (como se sugiere al observar la métrica (2.70) en coordenadas

rectangulares x, y en lugar de r, φ).
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Las figuras 3.4 y 3.5 revelan los valores actuales en tiempo cósmi-

co de los contrastes de densidad y escalar de Hubble dentro de la región de

Szekeres–II, que varían respectivamente de cero a valores máximos de 0,4 y 0,1

aproximadamente siguiendo el mismo patrón a lo largo de ambas direcciones

r y w. Probamos varias combinaciones de condiciones iniciales y encontramos

aproximadamente los mismos patrones de variación con diferentes valores má-

ximos, indicando así una desviación relativamente leve de la isotropía local

que puede controlarse mediante elecciones adecuadas de parámetros libres al

menos en escalas hasta el radio de Hubble.

La figura 3.5 revela que el contraste del escalar de Hubble, δH0 , exhibe

fluctuaciones con respecto al valor de fondo, H0, del mismo orden de magni-

tud ∼ 10 % asociado con la “tensión de H0”. Sin embargo, las velocidades

peculiares tienen un efecto insignificante sobre δH0 , que difiere en ∼ 0,01 %

cuando se calcula para el modelo Szekeres–II con los mismos parámetros sin

estas velocidades (vr = vφ = 0). Este hecho concuerda con las observaciones

que indican que las velocidades peculiares proporcionan fluctuaciones de co-

mo mucho 0,1 % a la tensión de H0, [201]. Creemos que se trata de resultados

interesantes que deberían examinarse en un contexto observacional.

El comportamiento de la velocidad peculiar radial actual vr0 = [vr]0

se muestra en la figura 3.7. Obsérvese cómo vr0 desaparece en r = 0 y aumen-

ta aproximadamente de forma lineal con r para todo w dentro de la región

Szekeres–II, mientras que en la dirección w toma valores mayores a medida

que r aumenta (desapareciendo tal como exigen las condiciones de unión en

los valores w que marcan la interfaz de coincidencia). Este patrón ilustra cómo
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r = 0 para w variables denota el lugar de coordenadas de los observadores

privilegiados, análogo a los observadores a lo largo del centro de simetría de la

simetría esférica. Sin embargo, no se trata de un mero efecto de coordenadas,

ya que la curva a lo largo de r = 0 parametrizada por w es una geodésica es-

pacial y un vector de Killing de las hipersuperficies ortogonales a la velocidad

4–comoving (véase [1] y Sec. 3.1.1).

Encontramos elecciones de parámetros libres que conducen a una

evolución libre de cruces de capas con velocidades peculiares que permanecen

en el régimen no relativista |vr|0 < 0,01c al menos en escalas del orden del

radio de Hubble en las direcciones principales r y w. Sin embargo, también

encontramos combinaciones de parámetros libres que conducen a cruces de

cáscara alrededor de z = 3, con velocidades peculiares que crecen e incluso di-

vergen, identificando así estos puntos espaciotemporales como marcadores del

inicio de la virialización cuando un modelo basado en una descripción de polvo

de CDM deja de ser válido. Estimamos una masa CDM de ∼ 1015 (MASAS

SOLARES) contenida en una región asociada a estos cruces de envolturas que

puede identificarse con un gran cúmulo galáctico.

Reconocemos plenamente las limitaciones de los modelos que hemos

estudiado en este trabajo: son básicamente modelos de juguete de inhomo-

geneidades en un fondo ΛCDM que sólo son válidos en las escalas y tiempos

cósmicos en los que CDM puede modelarse como polvo. La novedad de nuestro

enfoque (con respecto al uso previo de los modelos de Szekeres en este con-

texto) es que consideramos la clase Szekeres–II y que CDM no está comoving

con el marco asociado con el CMB y el fondo ΛCDM. Evidentemente, estos
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modelos de juguete no pueden describir un proceso altamente complejo co-

mo la virialización, pero podemos suponer que los cruces de cáscara (que son

una característica genérica) pueden marcar el límite de validez de los modelos

debido al inicio de este proceso.

No obstante, creemos que estos modelos de juguete tienen un valioso

potencial para aplicaciones cosmológicas: en primer lugar, permiten estudiar

las velocidades peculiares no relativistas observadas en el marco de una so-

lución exacta de la Relatividad General, contribuyendo así potencialmente

a mejorar nuestra comprensión del papel de las velocidades peculiares en la

dinámica cósmica, no sólo a escalas locales de subhorizonte profundo, sino

incluso a escalas comparables al horizonte de Hubble. Asimismo, una mejor

comprensión de la dinámica de las velocidades peculiares y los flujos de Hubble

desde diferentes congruencias de observadores puede contribuir a abordar la

tensión H0. Por último, los modelos pueden servir como solución exacta para

probar códigos numéricos en el campo emergente de la cosmología relativista

numérica.

Por otro lado, hemos mostrado la posibilidad de tener campos escala-

res inhomogéneos en un fondo Szekeres–II, tanto en el caso cuasi–plano como

en el caso en el que la constante de curvatura k 6= 0. A pesar de que la solu-

ción exacta que encontramos haya sido para un campo escalar sin presiones

anisotrópicas, hemos mostrado que es posible obtener una solución numérica

para el caso general. Utilizando un “modelo de pancakes”, el estudio de cam-

pos escalares en un espacio–tiempo Szekeres–II proveé un modelo de juguete

para poder estudiar inflación y un escenario de recalentamiento, es necesario
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un mayor estudio de este modelo. Sin embargo, la posibilidad de poder hacer

un empalme con el modelo ΛCDM permite poder obtener correcciones a las

predichas por el modelo estándar de la cosmología y así acotar parámetros

libres en la teoría.

Como se discutió en Sec. 4.1 los modelos inhomogéneos son útiles

para probar los fundamentos de teorías modificadas de gravedad. En particular

podemos analizar la posibilidad de tener modelos inhomogéneos que puedan

resolver alguno de los problemas actuales en Cosmología, Cap. 1. Es por ello

que analizamos el comportamiento físico de soluciones exactas en dos modelos

de gravedad, uno de ellos la teoría de Gravedad Teleparalela y el otro, una

teoría reciente denominada “Cotton Gravity”.

En Sec. 4.2 estudiamos los efectos de teorías de gravedad basados en

la torsión, concretamente la gravedad f(T,B), con T el escalar de torsión y B

el término de frontera de la teoría, en los modelos de polvo LTB esféricamente

simétricos, que es una solución exacta simple que proporciona una descripción

de polvo de la materia oscura fría.

Comenzamos discutiendo la solución de Schwarzschild y su relación

con la métrica LTB, que provee una comprobación de consistencia para pro-

bar las soluciones en las teorías f(T,B) y como ansatz para las ecuaciones

diferenciales parciales resultantes. En primer lugar, discutimos brevemente

los principios de TG, para poder analizar la tétrada esféricamente simétrica

más general, que recupera la métrica LTB en GR. En dicho análisis, la sime-

tría SO(3) es compatible con el gauge Weitzenböck como consecuencia de una

elección adecuada de los parámetros y además se demostró que la componente
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tr de la parte antisimétrica de las ecuaciones de campo no se anula, por lo que

las componentes simétricas y no simétricas de las ecuaciones deben resolverse

simultáneamente con el fin de proporcionar la comprobación de consistencia

para las soluciones a probar en teorías f(T,B).

Como estamos interesados en escenarios cosmológicos viables, redu-

jimos nuestro análisis al caso espacialmente plano y consideramos un par de

funcionales f(T,B), versiones modificadas de los modelos de Ley de Potencia

(4.37) y Ley de Potencia Mixta (4.48), que han demostrado tener éxito en la

reproducción de escenarios cosmológicos como la aceleración cósmica tardía

sin aludir a una constante cosmológica y que resuelven la tensión H0.

El interés por estudiar modelos no homogéneos en TG es que pueden

construirse modelos de juguete, permitiendo analizar la formación de estructu-

ras y la expansión cosmológica acelerada en esquemas locales. Para investigar

esto, se propuso un ansatz Ẏ 2 = 2M
Y l
, que se basa en la solución clásica de Sch-

warzschild, y se encontró que la elección del parámetro l = 4 era una solución

que recuperaba la gravedad con una forma cerrada para la función radial de

Y . Esta solución también proporciona una ecuación continua y regular para

las densidades de masa–energía en términos de la función radial Y y los pará-

metros libres para la funcional f(T,B). Sin embargo, esto modifica la ecuación

de Friedmann e impone restricciones especiales para reproducir una formación

de estructura factible basada en observaciones. En particular, el caso l = 4

puede resolverse para α = 01, véase Sec. 4.4.2, y l = 1 lo que se reduce al

modelo FLRW. Para el modelo de ley de potencia mixta, f(T,B) = f0T
mBn,

1Recordando que en este caso α se obtiene de la definición del funcional f(T,B) =

−T + αTm + βBn.
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con el mismo ansatz para la función Y que en el caso de ley de potencias.

Consideramos los valores n+m = 1, (l− 4)n− 2m = 0 y n = 2m
2 , siendo que

éstos resuelven el sistema de ecuaciones, véase detalle en Sec. 4.4.2. Solamen-

te la primera opción proporciona una l constante sin imponer restricciones

adicionales sobre Y o M .

Además, identificamos dos posibles soluciones para los casos de l = 1

y l = 4. Sin embargo, el caso de l = 4 da lugar a una solución de vacío debido

a que se anula el término de frontera. El caso de l = 1 no altera la ley de

Hubble y, por tanto, da lugar a la solución estándar de la función radial Y .

Cabe destacar que todas las restricciones incluyen l = 4 como solución, y

sólo n + m = 1 incluye el caso l = 1. En este caso, la densidad de masa–

energía se expresa en términos de la densidad de masa–energía de GR, más

un término adicional. Este término adicional resulta en un defecto de masa en

comparación con GR cuando f0 > 0. Como extensión de nuestro análisis, cada

parámetro puede ser restringido por las observaciones actuales, cuyo estudio

se reportará en un futuro próximo.

Como hemos enfatizado a lo largo de este trabajo, los modelos in-

homogéneos pueden servir para poner a prueba los fundamentos de la teoría

y analizar fenomenológicamente las consecuencias de la misma. Continuando

con modelos LTB presentamos en Cap. 4 la primera solución exacta e inhomo-

génea en una teoría de Gravedad modificada de reciente creación, denominada

Cotton Gravity. Mostramos que esta teoría es inconsistente como una gene-

ralización de la RG, siendo que la solución de fondo en cosmología (Modelos

FLRW) no se puede obtener directamente a partir de las ecuaciones de cam-
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po de la teoría. Sin embargo, de la solución que obtenemos mostramos que

una solución tipo FLRW que incluye una constante de integración adicional

que muede modelarse como un fluido de quintaesencia con un parámetro de

ecuación de estado w = 2/3. El que aparezca esta constante de integración

adicional no es ninguna sorpresa siendo que las ecuaciones de campo pueden

considerarse como combinaciones de los tensores de energía–momento y de

Einstein, por tanto dos constantes de integración adicionales aparecerán en la

teoría, γ, Λ. Además mostramos un procedimiento genérico a partir del cual se

pueden obtener más soluciones exactas para esta teoría a partir de soluciones

exactas a las ecuaciones de Einstein.

Como se discutió previamente, las ecuaciones de CG en general ad-

mitirán una clase de soluciones más amplia que aquellas de RG. Por ejemplo,

podríamos considerar flujos de energía en una métrica LTB, sin embargo és-

tos serán puramente consecuencia de la geometría del espacio–tiempo como

se mostró en la Sec. 4.5.





Apéndice

A
Análisis de modelos cosmológicos
usando redes neuronales

A fin de abordar algunos de los problemas del modelo ΛCDM, existen

varias propuestas, como el modelo de energía oscura dinámica [202], modelos

que mostramos y discutimos previamente Cap. 2-3 [1, 3], así como modelos de

gravedad modificada Cap. 4 [20]. Sin embargo, el gran número de soluciones

propuestas [203] de diferente naturaleza y problemas intrínsecos, así como

la precisión y los errores sistemáticos en los datos, dificultan el análisis de

todas estas propuestas disponibles. Es por ello que el Aprendizaje Automático

“Machine Learning” (ML) y las Redes Neuronales “Neural Networks” (NNs)

se han convertido en una poderosa herramienta para el análisis de conjuntos de

datos en cosmología [204, 205]. La potente capacidad de predicción de las NNs,

combinada con el eficiente costo computacional de estas arquitecturas [206,
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207] han demostrado proveer predicciones precisas. Sin embargo, la cantidad

limitada de datos cosmológicos da lugar a un problema fundamental para el

análisis y la predicción de datos, ya que estas NN necesitan varios miles de

puntos de datos para lograr la convergencia [183].

A.1 Redes Neuronales Recurrentes para cosmolo-

gías de energía oscura

Las “Redes Neuronales Artificiales” (ANN) son un modelo de ML

que han demostrado ser potentes herramientas para analizar una gran canti-

dad de datos y proporcionar predicciones precisas [204, 205]. Las NN están

compuestas por nodos en los que los datos se procesan mediante cálculos, es-

tos nodos se conocen como neuronas o unidades [208]. Se pueden apilar varias

capas de unidades para formar lo que se conoce como “Deep Learning”, que

permite resolver tareas complejas [209]. Esta arquitectura está formada por

una capa de entrada, una o varias capas ocultas y una capa de salida. En una

ANN, las neuronas de una capa están totalmente conectadas a las neuronas

de las capas anteriores. Dos casos particulares de ANN son las redes neuro-

nales recurrentes (RNN) y las redes neuronales convolucionales (CNN) [210].

Las CNN están diseñadas para trabajar con entradas [211, 212] estructuradas

en cuadrícula, como las imágenes, pero también tienen éxito en muchas otras

tareas, como el reconocimiento de voz y el procesamiento del lenguaje natural.

Mientras tanto, las RNN trabajan con datos secuenciales, en este caso cada

entrada está influida por las entradas anteriores [213, 214]. En una RNN, exis-
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te una correspondencia uno a uno entre las capas de la red y las posiciones

en la secuencia. La característica clave de la RNN es que la salida de la capa

oculta en un paso t se utiliza como entrada en el paso t+1. Dado que la salida

en un paso de tiempo t es una función de todas las entradas de los pasos de

tiempo anteriores, se dice que la RNN tiene una forma de “memoria”. Las

RNN se han aplicado con éxito al reconocimiento de la escritura a mano y del

habla, a las predicciones de series temporales y a su reciente uso en aplicacio-

nes cosmológicas [206, 207], por lo que en lo sucesivo consideraremos las RNN.

Las neuronas tienen números como entradas y salidas. Cada entrada

x tiene asociado un peso aleatorio w:

z = w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn (A.1)

De Ec. (A.1) es claro que os datos de entrada forman matrices Xi, los pesos

forman más matrices Wi, por lo que podemos escribir el producto de estas

matrices como [215]

Zi+1 = W T
i Xi. (A.2)

Para obtener la salida se utiliza una función de activación no lineal φ que

modula y hereda un comportamiento no lineal al valor de Zi, y asigna valores

para la siguiente capa. Este proceso se denomina propagación hacia delante

(“Forward propagation”) y se repite hasta llegar a la última capa. Por lo tanto,

las capas siguientes adoptan los valores

Xi+1 = φ(Zi+1). (A.3)

Se pueden utilizar distintas opciones de funciones de activación para simu-

lar diferentes modelos de aprendizaje automático, y su elección es una parte
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crucial de la construcción de redes neuronales, ya que las no linealidades que

incorporan las funciones de activación son de distinta naturaleza. El uso de

funciones diferenciables como funciones de activación presenta una ventaja,

ya que para el ajuste de los pesos se puede utilizar un método de optimi-

zación llamado “Gradient Descent” [216], que, como su nombre indica, hace

uso de las derivadas para ajustar los parámetros de la red con el fin de mini-

mizar la pérdida. Algunos ejemplos de funciones de activación diferenciables

son la tangente hiperbólica (tanh(z)), la función Unidad Lineal Rectificada:

ReLU(z) = máx(0, z), la unidad lineal exponencial (ELU), la ELU Escalada

(SELU) [210]. Por ejemplo, para predecir la probabilidad de una clase binaria,

es habitual utilizar la función sigmoidea:

σ(z) = 1
1 + e−z

. (A.4)

La función ReLU es continua pero no diferenciable en z = 0 y su derivada es 0

para z < 0. Esta función ha sustituido en gran medida a la función sigmoidea

en las ANN debido a la facilidad en el entrenamiento, tiene la ventaja de ser

rápida de calcular. Además, el hecho de que no tenga un valor de salida má-

ximo ayuda a reducir algunos problemas durante el método de optimización.

Se ha demostrado que la función ELU supera a ReLU, reduciendo el tiempo

de entrenamiento y obteniendo mejores resultados en el conjunto de pruebas.

Su definición es

ELUα(z) =


α(ez − 1) z < 0

z z ≥ 0

El SELU es una variante escalada de la función de activación ELU. Esta fun-

ción puede realizar la auto-normalización bajo ciertas condiciones, y superar
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a otras funciones de activación. Su definición es:

SELU(z) = λ


α(ez − 1) z < 0

z z ≥ 0

La tangente hiperbólica es continua, diferenciable, y su valor de salida oscila

entre −1 y 1, en comparación con la sigmoidea que oscila entre 0 y 1. Se

relacionan mediante la fórmula tanh(z) = 2σ(2z) − 1. El mayor gradiente

respecto a la sigmoide hace que sea más fácil de entrenar.

En la última capa de las ANN, el valor de las neuronas se evalúa

mediante una métrica llamada función de pérdida (o simplemente pérdida),

que mide la diferencia entre la predicción de la ANN y el valor real. Un ejemplo

de función de pérdida es el error cuadrático medio (ECM):

MSE = 1
n

n∑
i

(Yi − Y ′i )2, (A.5)

donde Y ′i es el valor esperado, y Yi es la predicción. La pérdida se minimiza

mediante un algoritmo de optimización. A continuación, los valores de los

pesos se ajustan con el método denominado retropropagación (CITA). La

parte de una NN que conserva algún estado a lo largo de los pasos temporales

se denomina célula (o celda) de memoria. Las capas ocultas pueden utilizar

una función de activación.

La elección del optimizador es otro hiperparámetro. Entrenar una

red neuronal profunda muy grande puede ser extremadamente lento. Se pue-

de aumentar la velocidad utilizando un optimizador más rápido que Gradient

Descent. Algunos de los algoritmos de optimización más populares son la op-

timización de momento, el Gradiente Acelerado de Nesterov, AdaGrad, RMS-

Prop, Adam, etc. La optimización de momento trata con gradientes previos:
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en cada iteración, resta el gradiente local del vector de momento m (multipli-

cado por la tasa de aprendizaje µ), y actualiza los pesos añadiendo este vector

de momento. Para simular algún tipo de mecanismo de fricción y evitar que

el impulso crezca demasiado, el algoritmo introduce un nuevo hiperparáme-

tro β, llamado impulso, que debe establecerse entre 0 (alta fricción) y 1 (sin

fricción). Un valor típico de momentum es 0,9. Esta técnica permite acelerar

el entrenamiento. La idea básica es dar mayor preferencia a las direcciones

coherentes sobre los pasos múltiples. Esto permite utilizar pasos más grandes

en la dirección correcta de aprendizaje. El algoritmo RMSProp evita el riesgo

de ir demasiado rápido en el proceso de aprendizaje y no converger nunca al

óptimo global. Esto se consigue acumulando sólo los gradientes de las itera-

ciones más recientes. Era el algoritmo de optimización preferido de muchos

investigadores hasta que salió a la luz la optimización Adam. Adam significa

estimación adaptativa de momentos, y combina las ideas de la optimización

de momentos y RMSProp: como la optimización de momentos, realiza un se-

guimiento de una media exponencialmente decreciente de gradientes pasados;

y como RMSProp, realiza un seguimiento de una media exponencialmente de-

creciente de gradientes pasados al cuadrado. Adam es un algoritmo de tasa de

aprendizaje adaptativo que requiere un menor ajuste de sus hiperparámetros.

Este algoritmo es muy popular porque incorpora la mayoría de las ventajas

de otros algoritmos, y a menudo supera a los otros métodos.

Las RNN utilizan la retropropagación, por lo que tienen problemas

como el gradiente evanescente (y explosivo) y la dependencia a largo plazo.

Como resultado, se han propuesto algunas variantes de la red neuronal recu-

rrente, como la memoria a corto plazo de larga duración (LSTM) y la unidad
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recurrente controlada (GRU). La LSTM resuelve los problemas anteriores in-

troduciendo un mecanismo llamado compuertas, que guarda la información

y olvida lo que no es importante para el aprendizaje. Básicamente, utiliza el

estado de una célula como una especie de memoria a largo plazo que retiene

una parte de la información de estados anteriores mediante una combinación

de operaciones parciales de “olvido” e “incremento” de los estados anteriores

de la célula. La red neuronal resultante es capaz de modelar dependencias

de largo alcance en los datos. Por estas razones, éste es el tipo de RNN más

utilizado. Los modelos bidireccionales utilizan información del pasado y del

futuro de un paso temporal específico, empleando estados ocultos separados

para las direcciones hacia delante y hacia atrás, que suelen proporcionar un

mejor rendimiento. La GRU se considera una simplificación de la LSTM, pe-

ro tiene dos puertas y utiliza un estado oculto para transferir información.

La LSTM controla directamente la cantidad de información que cambia en el

estado oculto utilizando puertas de olvido y salida independientes. Por otro

lado, una GRU utiliza una única puerta de reinicio para lograr el mismo ob-

jetivo. Sin embargo, la idea básica de la GRU es similar a la de una LSTM,

en términos de cómo reinicia parcialmente los estados ocultos.

A.2 Redes Neuronales Recurrentes para el análisis

de cosmologías de energía oscura

Un problema a estudiar con las RNN es que tan bien ajustan los mo-

delos de energía oscura a los datos observacionales y la posibilidad de obtener
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datos generados por estas redes RNN a partir de ese ajuste. A continuación

damos una breve reseña de los modelos de energía oscura dinámica.

A.2.1 Cosmologías de energía oscura

Siendo que el problema de la naturaleza de la energía oscura aún

es un tema abierto, una manera estándar de estudiar a la energía oscura es

introducir una parametrización de la ecuación de estado de la energía oscura

[17, 217, 18]. Mediante esta ecuación se puede estudiar el comportamiento de

la energía oscura en un modelo FLRW, las cuales se encuentran en términos

del corrimiento al rojo, i.e.

pDE = w(z)ρDE. (A.6)

Existen muchas propuestas de parametrizaciones en la literatura [17].

En nuestro caso analizaremos dos de ellas, para ello utilizamos las ecuaciones

de Friedmann y Raychaudhuri:

E(z)2 =
(
H(z)
H0

)2

= 8π
3 (ρm + ρDE)[Ω0m(1 + z)3 + Ω0(DE)f(z)]

ä

a
= −H

2

2 [Ωm + ΩDE(1 + 3w)]

donde H es el parámetro de Hubble, y el subíndice 0 indica valores evaluados

al día de hoy.

Utilizando la ecuación de la densidad de energía oscura

ρDE(z) = ρ0(DE)f(z)
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donde

f(z) = exp
(

3
∫ z

0

1 + w(z′)
1 + z′

dz′
)
.

Por tanto, modelar w(z) puede dar una descripción del parámtro de Hubble.

A.2.2 Cosmologías de energía oscura dinámica

• Parametrización Lambda Cold Dark Matter ΛCDM. Usamos este mode-

lo como referencia. Tiene un parámetro independiente Ωm, y está dado

por:

E(z)2 = Ωm(1 + z)3 + (1− Ωm)

donde consideramos w = −1. Como se mencionó en el Cap. 2, el modelo

ΛCDM es el modelo estándar de la cosmología, usaremos este modelo

como base para comparar con el resto de los modelos.

• Parametrización “Redshift” Lineal: La ecuación de estado de la energía

oscura es

w(z) = w0 − w1z,

y por tanto obtenemos

E(z)2 = Ωm(1 + z)3 + (1− Ωm)(1 + z)3(1+w0+w1)e−3w1z.

Esta ecuación de estado es una primera aproximación a una serie de

Taylor, sin embargo es claro que tiene divergencias para z → ∞ que

deben tomarse en cuenta al generalizar esta ecuación de estado.
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• Parametrización Chevallier-Polarski-Linder (CPL). En este caso tene-

mos la ecuación de estado:

w(z) = w0 + z

1 + z
w1, (A.7)

y la evolución en este caso es

E(z)2 = Ωm(1 + z)3 + (1− Ωm)(1 + z)3(1+w0)(1 + z2)3w1/2. (A.8)

En este caso, se tiene una mejor aproximación en una serie tipo Taylor,

ya que se toma en cuenta el comportamiento divergente de la parame-

trización “Redshift” lineal al hacer la expansión no sobre el corrimiento

al rojo, sino sobre el factor de escala a(z) = z/1 + z. Esta ecuación de

estado ha sido popular en los análisis de datos cosmológicos por su buen

ajuste [17, 218, 219], sin embargo tiene un comportamiento divergente

a tiempos futuros z = −1.

• Parametrización Barboza-Alcaniz (BA): La ecuación de estado es

w(z) = w0 + z(1 + z)
1 + z2 w1, (A.9)

y la evolución del modelo es

E(z)2 = Ωm(1 + z)3 + (1− Ωm)(1 + z)3(1+w0)(1 + z2)3w1/2. (A.10)

En este caso, la parametrización de BA carece de la divergencia encontrada en

los modelos CPL. Al igual que en la parametrización CPL, BA es consistente

con las observaciones [218, 220, 221].
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A.2.3 Usando redes neuronales para en modelos de energía

oscura

La metodología que hemos propuesto es construir una RNN variando

cada uno de los hiperparámetros, mostrados en la Tabla A.1, esto lleva a dos

arquitecturas. Además se utilizó como función de activación tanh, como fun-

ción de pérdida error cuadrático medio y “Adam” como optimizador. Estos

parámetros fueron escogidos basándonos en la literatura [207] y probando dife-

rentes elecciones que pueden reproducir los vecindarios de confianza obtenidos

por los datos de Pantheon [222] a 1-σ.

Arquitectura Neuronas Tamaño del lote Épocas Dropout

Iteraciones Caminantes Aleatorios Tasas de convergencia Bins de una muestra

1 200 5 100 0.7

2 200 10 150 0.7

Tabla A.1: Elección de los hiperparámetros en ambas arquitecturas y su aso-

ciación con el lenguage de procesamiento Bayesiano en cosmología.

Los hiperparámetros de las RNN pueden identificarse con elementos

n el análisis Bayesiano usual en cosmología (Los fundamentos y el desarrollo

del análisis Bayesiano en cosmología se encuentran descritos extensamente

en diversos textos especializados, por ejemplo [223, 224, 225]). Las neuronas

pueden verse como iteraciones, siendo que la cantidad de las neuronas es las

veces que los datos serán procesados a través de la red neuronal. Las épocas

pueden relacionarse con las tasas de convergencia siendo que es el análogo al
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criterio de Gelman-Rubin [223, 224, 225]. El tamaño de la muestra (“Batch

size”) está relacionado con el número de caminantes aleatorios, siendo que una

elección menos fina del tamaño de lote dará lugar a un resultado menos preciso.

Finalmente el “dropout” puede asociarse con los “Bins” de una muestra siendo

que el “dropout” es una elección de la cantidad de nodos entre capas delanteras

y traseras para evitar una sobreestimación.

Por esto mismo, el proceso de entrenamiento de las RNN’s puede

pensarse como una alternativa a el análisis Bayesiano en programas como em-

cee [226] o Montepython [227]. La ventaja prncipal de las RNN sobre estos

programas es el tiempo de procesamiento de las RNN’s, el cual es varios ór-

denes de magnitud menor para la cantidad de datos utilizados. Sin embargo,

cabe destacar que la cantidad de datos utilizados, 1048, es de un orden mucho

menor a lo que usualmente se usa en análisis con RNN [228, 229, 230] los cua-

les se hacen con conjuntos de datos del orden de, al menos, 100 mil datos. La

cantidad de datos tendrá un impacto en los resultados obtenidos y la elección

de los hiperparámetros. Cambiando de base de datos a Pantheon+ [231, 232],

la cual cuenta con 1701 datos compuestos por 1550 supernovas Sne Ia, los

hiperparámetros usados Sec. A.2.3 no dan lugar a un vecindario de confianza

que coincida a 1 − σ con aquél de los datos de Pantheon+. Los cambios que

deberán efectuarse es un trabajo en curso que se reportará a futuro.

En entrenamiento supervisado, dos conjuntos de datos deben ser con-

siderados, un conjunto de entrenamiento y un conjunto de validación. En nues-

tro caso, para cada arquitectura los datos constan de el corrimiento al rojo

(z) y la magnitud aparente (mB) de la muestra de Pantheon que consiste en
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1048 SNe-Ia [222]. Dividimos el conjunto total de datos en un conjunto de

entrenamiento que consiste de 80 % de la muestra, elegida al azar, además

de los primeros y últimos diez corrimientos al rojo y su correspondiente mB,

siendo que esta elección probó ser exitosa para proporcionar los vecindarios

de confianza correctos para el modelo de concordancia Fig. A.2, siendo que la

densidad de puntos en los corrimientos al rojo mayores es considerablemente

más baja, el no incluirlos llevaba a un aprendizaje incorrecto que devolvía

una ley de Hubble con una densidad de materia no física. Por otro lado, en

el conjunto de validación también se fijan los primeros y últimos diez datos

junto con el 20 % restante de la muestra. Una vez que el entrenamiento de las

RNN ha sido completado, obtenemos una predicción del corrimiento al rojo y

su correspondiente mB que consiste de 2000 puntos.

DISCUSION DE LA CANTIDAD DE DATOS

A.3 Comparando las predicciones de la RNN con

cosmologías de energía oscura

Una vez que se obtuvieron los datos predichos por la RNN, obtuvimos

los vecindarios de confianza para ambas arquitecturas y para el conjunto de

datos de Pantheon. El ajuste se hace minimizando la función

χ2
SN =

∑
ij

X iC−1
ij X

j, (A.11)

donde Cij es la matriz de covarianza de los datos de Pantheon, ~X es el vector

de los parámetros libres del modelo. En nuestro caso, ese vector está dado por
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Datos de entrenamiento

Algoritmo de aprendizaje

Modelo

Datos de validación

Precisión

Predicciones

Paso 1: Entrenamiento

Paso 2: Validación

Figura A.1: Proceso de obtener datos predichos por una RNN.
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el módulo de distancia de la muestra de Pantheon

µ(zi,Ωm,0, H0, w0, w1) = 5 log10

[
(1 + z)

∫ z

0
E−1(u,Ωm, H0, w0, w1)du

]
+ 25,

(A.12)

haciendo así a nuestro vector

X i = µ(zi,Ωm,0, H0, w0, w1)− µobs(zi) (A.13)

La minimización se efectuó con la paquetería Scipy1 en un programa

de Python y posteriormente se utilizó un algoritmo de método de Montecarlo

basado en cadenas de Markov, emcee2 [226]. En todos los casos se utilizaron

30000 pasos y 32 caminantes aleatorios, de lo cual se descartaron 700 pasos con

un thin de 200 y se escogieron “priors planos” cuyos valores fueron obtenidos

de la minimización en Scipy y éstos se encuentran en la Tab. A.2.

Modelo w0 w1 H0 Ωm,0

ΛCDM -13 0 73.63 0.30

CPL -1.04 0.04 73.76 0.29

BA -1.08 -0.65 73.59 0.36

Tabla A.2: Priors planos utlizados en emcee.

Mediante este ajuste obtuvimos una concordancia de 1-σ entre los

vecindarios de confianza obtenidas por ambas arquitecturas y las del conjunto

de datos Pantheon, Fig. A.2. Obsérvese que los errores de las predicciones son

mucho mayores que los obtenidos a partir del conjunto de datos original. Sin
1https://scipy.org/
2https://emcee.readthedocs.io/

https://scipy.org/
https://emcee.readthedocs.io/
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embargo, como se puede ver en la Fig. A.4 hay una diferencia de 0,05 % de

diferencia entre el modelo teórico y el predicho en el rango de corrimiento al

rojo analizado.

Figura A.2: Vecindarios de confianza para el modelo LCDM utilizando los

datos predichos a través de la RNN y el conjunto de datos Pantheon.

Para mostrar la viabilidad cosmológica de dichas arquitecturas, ana-

lizamos dos parametrizaciones diferentes de la Ecuación de Estado (EoS), un
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modelo CPL Ec. (A.7) y un modelo BA Ec. (A.9). Como se muestra en la

Fig. A.4 tanto para CPL como para BA las diferencias entre las magnitudes

aparentes obtenidas a partir de las predicciones de la RNN y los modelos teóri-

cos. Como puede observarse en todos los casos, las discrepancias son inferiores

a 0,2 % para los corrimientos al rojo considerados. Se obtuvieron resultados

similares para la Arquitectura 2, Fig. A.5.

Figura A.3: Vecindarios de confianza para los modelos BA y CPL para los

datos predichos por la RNN y el conjunto de datos de Pantheon.
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Figura A.4: Comparación de la magnitud aparente (mB) predicha por la RNN

con la magnitud aparente obtenida de los modelos teóricos para la arquitectura

1.

Figura A.5: Comparación de la magnitud aparente (mB) predicha por la RNN

con la magnitud aparente obtenida de los modelos teóricos para la arquitectura

2.
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