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Capitulo

Introduccion

1.1 Antecedentes y motivacion

1.1.1 Desarrollo Historico

El modelo cosmoldgico térmico conjeturado por Lemaitre desde los
1930’s y desarrollado por Gamow en los 1940’s, describe a la evolucién cosmica
en base a la Teoria de la Relatividad General, que predice una singularidad
de curvatura inicial (el “Big Bang Caliente”)'. La fuente de campo de materia
energia de ese Universo temprano es un plasma primordial sumamente denso
y caliente compuesto por multiples gases de especies de particulas elementales

en equilibrio térmico, el cual por la expansion césmica se enfria y se diluye,

1Los fundamentos y el desarrollo de la cosmologia se encuentran descritos extensamente

en diversas libros de texto especializados, por ejemplo [6, 7, 8, 9].
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pasando por varias transiciones de fase caracterizadas por interacciones y sus
procesos de creacion y destruccion de particulas elementales asociadas. La in-
teraccion que caracteriza a cada etapa sucede a un rango de temperaturas
(o energias) especifico, de modo que al disminuir la temperatura por deba-
jo de este rango la interaccion cesa (el “freeze out”) y el gas especifico de
la particula elemental asociada se desacopla del plasma primordial, evolucio-
nando de modo que el gas desacoplado correspondiente conserva su tensor de

momento—energia y nimero de particulas.

Esta evolucion térmica es consistente con fuentes de campo descritas
por el modelo estandar de particulas elementales. Explica exitosamente varios
procesos, como por ejemplo el desacople de los neutrinos y la nucleosintesis. La
era radiativa sucede después a mas bajas energias, cuando el plasma primor-
dial conserva el nimero de particulas y estd formado ya solo por nucleones,
electrones y fotones, interactuando mediante varios procesos radiativos, como
las dispersiones de Compton y Thomson. A continuacién, se forman atomos
neutros de elementos ligeros (hidrogeno, helio, litio y berilio) que finalmente se
desacoplan de los fotones, con lo que termina la era “dominada por radiacién”

e inicia la era “dominada por materia”.

En 1965 Penzias y Wilson [10] detectan el remanente que la expansion
cosmica ha enfriado del plasma primordial, ya formado tnicamente por un
gas de fotones que hoy conocemos como la radiacién césmica de fondo (CMB
por sus siglas en inglés). En el presente, el CMB se comporta casi como un
cuerpo negro a 2.72 grados Kelvin y su temperatura es casi isotrépica. Penzias

y Wilson nunca sospecharon que el estudio de las pequenas anisotropias de
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temperatura del orden de 107 en el CMB llegarian a ser tan importantes en

el entendimiento de la dindmica cdsmica.

Hasta los anos setenta del siglo XX se suponia que los componentes
fundamentales de materia—energia cosmica eran tinicamente las particulas del
modelo estandar, la materia visible, 7.e. ya sea detectable mediante interaccio-
nes electromagnéticas y los neutrinos. Sin embargo, surge la necesidad de su-
poner la existencia de un componente extra en el inventario de materia—energia
cosmica: la materia oscura [6], que siente la gravedad pero no interactiia (o
interactia en forma muy débil) con la materia visible. El inferir la presencia
de este componente nuevo se debe inicialmente a la falta de ajuste entre el
campo gravitacional asociado a la distribucion de materia visible en el espec-
tro electromagnético (estrellas y gas: hidrégeno y helio) en galaxias vecinas y
sus velocidades de rotacion. El suponer a los neutrinos como materia oscura
es muy problematico, ya que éstos son fermiones de masa muy pequeiia que
evolucionan a velocidades relativistas (free streaming), por lo que tardarian
demasiado tiempo (més que la edad del Universo) en formar estructuras por
aglomeracion gravitacional. La llamada materia oscura baridnica: objetos as-
trofisicos de baja luminosodad (Massive Halo Compact Objects, MACHO’S)
no tiene suficiente abundancia como para explicar las curvas de rotaciéon ga-
lacticas. Por lo tanto, actualmente la explicacién mas socorrida de la materia
oscura son los WIMPS (Weakly Interacting Massive Particles), es decir, un gas
de particulas elementales masivas que no pertenecen al modelo estandar, que
se deben haber desacoplado del plasma primordial en eras muy tempranas.
Se han propuesto modelos de varios tipos de particulas: fermiones y bosones,

ligeras (materia oscura caliente), masivas (materia oscura fria) e intermedias
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(materia oscura tibia). El consenso dominante en la comunidad de cosmélogos
actualmente favorece a la materia oscura fria: CDM (Cold Dark Matter), la
cual se describe como un gas no—colisional y no-relativista que se aglomera en

halos alrededor de las estructuras galacticas.

La suposicion de la existencia de la CDM no solo atiende al ajuste
de las curvas de rotacion de estrellas en galaxias, también es necesaria para
ajustar mediciones de lentes gravitacionales (sobre todo en ctmulos de ga-
laxias) y explicar el proceso de formacién de estructura [11], el cual se suele
estudiar mediante simulaciones numéricas de n cuerpos basadas en interaccion
de la gravedad newtoniana (dado que sucede a velocidades no-relativistas).
Si suponemos a la Teoria de la Relatividad General como la teoria de gra-
vedad vélida y vigente (y la gravedad newtoniana como su limite de campo
débil), no seria posible reproducir las estructuras observadas si solo hubiera
particulas del modelo estdndar (materia visible y neutrinos). Del ajuste a las
observaciones mencionadas, se infiere que la materia oscura es entre 10 y 20

veces mas abundante que la materia visible.

Hasta fines de los 1990’s se suponia un Universo en expansion desace-
lerada, dominado por CDM, con materia visible y neutrinos en menor abun-
dancia. Sin embargo, observaciones a mayor distancia utilizando supernovas
de tipo Ia, que son hasta ahora las velas estandar distantes mas confiables [12],
sugieren que el Universo se expande en forma acelerada [13, 14]. Estos efectos
de aceleracion césmica requieren una componente que compense la tasa de
densidad critica total del Universo [6, 15]. Sin embargo, la tinica manera en

que se puede disenar esta componente en la cosmologia estandar, y a su vez
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obtener el fenémeno de expansion acelerada, es a través de un fluido asociado
con un parametro de su ecuaciéon de estado “w = p/p” negativa, con p la
presion isotrépica y p la densidad de masa-energia. En particula w debe ser
menor a —1/3 para obtener la expansién acelerada del Universo. Dado que
este tipo de fluidos no se ha observado en la naturaleza, se han explorado dos
posibilidades: la primera, que este fendmeno sea consecuencia de la constante
cosmoldgica, A, con su respectivo parametro de su ecuaciéon de estado w = —1,
tal como la descripcién en el modelo A Cold Dark Matter (ACDM). Sin em-
bargo, el identificar a la energia oscura con A es probleméatico. La energia
cuantica de vacio se comporta como un fluido que obedece la misma ecuaciéon
de estado de A, pero como fuente de campo su masa—energia difiere de la de
A por 120 6rdenes de magnitud [16]. La segunda posibilidad es la siguiente:
dadas las observaciones actuales se ha sugerido que la energia oscura posea
una ecuacion de estado dindmica, es decir, w(z) donde z es el corrimiento al
rojo cosmolégico [15, 17]. Sin embargo, aunque se han explorado y constre-
nido diversos modelos cosmolégicos en ambos escenarios, el problema de la
degeneracién de estos no se ha resuelto [15, 18]. Por lo mismo, una tercera
posibilidad seria la exploracién de efectos de expansion acelerada en teorias

modificadas y extendidas de la gravitacién [15, 19, 20].

1.1.2 La cosmologia de precisiéon y formaciéon de estructura

A partir de la enorme disponibilidad de resultados observacionales,
la cosmologia ha pasado de ser una ciencia con falta de datos a ser una ciencia

impulsada por los datos, i.e. la “cosmologia de precision”. Contamos ahora
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con una gran cantidad de observaciones cosmoldgicas independientes de gran
precision, logradas por ejemplo mediante satélites como el COBE y poste-
riormente BOOMERANG, MAX-IMA, WMAP y PLANCK. Estas tltimas
observaciones, basadas en las anisotropias del CMB, han sido contrastadas
con otras observaciones (lentes gravitacionales, dindmica de cimulos y super-
ciamulos de galaxias, oscilaciones acusticas de los bariones (BAO), espectro
de potencias, etc.) [6]. Uno de los éxitos més espectaculares de la cosmologia
contemporanea es el hecho de que este conjunto de observaciones distintas e
independientes sugieren que la dindmica césmica se ajusta a una descripcion
del Universo que a gran escala (comparable al radio de Hubble) se aproxima a
un modelo Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) homogéneo e iso-
trépico, espacialmente plano, cuya fuente de materia—energia estd dominada
por la CDM y energia oscura modelada por A. Se conoce a este como el modelo
ACDM (A mas CDM), en el cual la materia—energia total se reparte en energia
oscura (modelada como A) contribuyendo aproximadamente con 2/3 partes,
la CDM con un 30 %, mientras que los demés componentes de materia visible
(bariones, electrones, fotones) y neutrinos contribuyendo con un 5% del total.
Sin embargo, aunque el modelo ACDM ha seguido proporcionando el mejor
ajuste a la gran cantidad de datos obtenidos, éste depende de la existencia
de un “sector oscuro” (materia y energia oscuras) cuyas propiedades fisicas
fundamentales se desconocen y cuyas supuestas particulas e interacciones aso-
ciadas tedricamente han sido (a la fecha) imposible de verificar y/o detectar

en forma observacional o experimental.

La perfecta homogeneidad e isotropia de los modelos FLRW (inclu-

yendo el modelo ACDM) es solo una aproximacién a escalas comparables al
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radio de Hubble. Para describir estructuras césmicas a diferentes escalas se
supone un modelo de formacién de estructura basado en la aglomeracion gra-
vitacional de fluctuaciones de densidad y velocidad de diversas escalas en un
fondo cosmolégico ACDM. Las fluctuaciones de la CDM de todas las escalas
inician como pequenas perturbaciones sobre este fondo homogéneo en tiempos
de Universo temprano, creciendo a partir de la era de dominio de la materia
con el fondo cosmoldgico que se expande, pero en forma desacelerada a menor
velocidad por la aglomeracion gravitacional, para posteriormente colapsar en
tiempos proporcionales a su masa y escala caracteristica, terminando en la

formacién de las estructuras estables que se observan [21].

Al inicio del proceso de colapso, resenado anteriormente, las estruc-
turas de todas las escalas se pueden describir como perturbaciones lineales
respecto al fondo cosmolégico, conforme este se expande, el colapso pasa a
fases no lineales dependiendo de la escala de las fluctuaciones. Las fluctuacio-
nes cuya escala inicial era comparable al radio de Hubble se han expandido
hasta ser actualmente grandes estructuras de CDM del orden de cientos de
megaparsecs (Mpc): supercimulos de galaxias, que estdn aun en fase lineal de
colapso respecto al fondo, por lo que su dindmica se estudia por perturbacio-
nes lineales sobre un fondo ACDM. Hay varios formalismos equivalentes de
perturbaciones cosmolégicas respecto a un fondo FLRW, destacando el forma-
lismo de Bardeen [22] basado en perturbaciones invariantes de norma sobre
la métrica y el tensor de momento—energia. Otro formalismo es el basado en
cantidades covariantes definidas por un campo de 4-velocidades, desarrollado

por Ellis y Bruni [23].
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Siguiendo el modelo descrito en el que los tiempos de colapso son
proporcionales a la escala de las fluctuaciones, aquellas que eran inicialmente
menores al radio de Hubble han evolucionado hasta constituir actualmente es-
tructuras menores, del orden de 10 Mpc o menos, correspondientes a galaxias y
cumulos de galaxias. Estas fluctuaciones también iniciaron como perturbacio-
nes lineales de CDM en un fondo ACDM, pero rapidamente pasaron al régimen
de colapso no-lineal cuya dindamica no puede ser descrita por perturbaciones
lineales. En la presente era césmica estas estructuras estan “virializadas”, es
decir, han alcanzado un estado estacionario en el que el colapso es frenado
por un conjunto de fenémenos dinamicos colectivos de alta complejidad co-
nocido como “virializacion”. Tomando en cuenta que a diferentes escalas las
fluctuaciones iniciales evolucionan a diferentes tiempos de colapso y viriali-
zacion, tipicamente a velocidades no-relativistas, la formacion de estructura
se estudia utilizando perturbaciones lineales relativistas para fluctuaciones a
gran escala, mientras que los efectos no-lineales y la virializacion se estudian
con modelos basados en gravitacion newtoniana, los cuales pueden ser anali-
ticos [21], aproximados [24] o simulaciones numéricas de n cuerpos [25]. En
particular, estas simulaciones han logrado reproducir en forma relativamen-
te satisfactoria la estructura de CDM (la “cosmic web”) inferida a partir de
sondeos galacticos, formada por filamentos y paredes que rodean a zonas de
baja densidad (“voids”). La materia visible coalece en torno a los pozos po-
tenciales de CDM definidos por los filamentos, paredes y “voids”. De hecho,
considerando a la materia visible como “trazadores” (“tracers”) de la CDM,
es posible contrastar la distribucion de CDM obtenida mediante simulaciones

numéricas con los sondeos galdcticos a gran escala [26, 27].
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1.1.3 Problemas abiertos

Es evidente que la dindmica de fluctuaciones a escalas comparables al
radio de Hubble (un horizonte cosmolégico) debe ser estudiada mediante per-
turbaciones sobre un fondo ACDM basadas en la Relatividad General. Aunque
muchos cosmélogos y astrofisicos suponen que toda dindmica sub—horizonte
puede ser estudiada con métodos newtonianos, es importante ponderar riguro-
samente si verdaderamente es posible excluir la utilizacion de métodos y téc-
nicas de Relatividad General también en estas escalas. Aunque la gravitacion
newtoniana es una excelente aproximacion en escalas estrictamente galacticas
(menos de 10 Mpc [28] aunque la escala sigue siendoun tema abierto de in-
vestigacion), las observaciones y simulaciones numéricas ya estan explorando
y sondeando escalas de stiperctimulos cada vez mayores (cientos de Mpc) que
representan fracciones significativas del radio de Hubble. Esto sugiere la ne-
cesidad de explorar la existencia de efectos debidos a correcciones relativistas
no despreciables, las cuales deben ser incorporadas mediante Relatividad Ge-
neral para llevar a cabo un estudio consistente de la dindmica [29]. También,
a estas escalas no es posible suponer como despreciable el efecto dindmico de
la energia oscura (ya sea modelada por A o por modelos dindmicos de energia
oscura). Mientras que la CDM y los bariones pueden ser facilmente incorpora-
dos a un tratamiento newtoniano, ya sea como fluidos o como simulaciones de
particulas, la energia oscura necesariamente requiere una dinamica relativista

[30].

Por otro lado, las estructuras cosmicas a diversas escalas no son co-

moviles con el marco de referencia del fondo ACDM, que se identifica con el
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marco de referencia del CMB. Esto implica la existencia de velocidades pecu-
liares de las estructuras de CDM entre si y de ellas con respecto al CMB [31].
Estas velocidades peculiares son observables y se caracterizan por ser mucho
menores a la velocidad de la luz (hasta 3000 km/s), lo cual justifica utilizar a la
gravitaciéon newtoniana como buena aproximaciéon para estudiar su dinamica
[32]. Sin embargo, puede haber efectos relativistas al tratar la superposicién
de velocidades peculiares no—relativistas en escalas que no son despreciables
respecto al horizonte de Hubble. Las velocidades peculiares a gran escala han
sido reportadas por diversas fuentes [33, 34, 35]. Estos movimientos peculiares
han sido predichos como consecuencia directa del incremento en la anisotropia
y la inhomogeneidad del universo a escalas menores al radio de Hubble. La
dependencia en escalas y la magnitud de estas velocidades es un tema abierto

aun en discusién.

El estudio de las velocidades peculiares utilizando la teoria de la Re-
latividad General (en vez de gravedad newtoniana) es de suma importancia,
ya que implica estudiar a diferentes familias de observadores con diferentes 4—
velocidades, lo cual introduce flujos no—triviales de momento y energia entre
estas que redefinen densidades y presiones asociadas al tensor de momento—
energia de cada familia [24]. Asimismo, las familias de observadores evolu-
cionan a lo largo de campos de 4-velocidades diferentes, lo cual define a un
flujo de Hubble distinto caracterizado por las cantidades cinematicas asocia-
das a la 4—velocidad de cada familia de observadores (expansiéon, 4-aceleracion,

“shear”; vorticidad),
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El ejemplo mas sencillo de efectos debido a observadores no—coméviles
es la velocidad peculiar de nuestro flujo de Hubble local respecto al marco de
referencia del CMB, el cual se manifiesta en el enorme dipolo observado en la
temperatura de la radiacion del CMB. En particular, podemos definir el marco
del CMB, o marco césmico en reposo, como aquel en el que el dipolo del CMB
se hace nulo [36, 37]. Junto con modelos relativistas que consideran velocida-
des peculiares no-relativistas debido a observadores no—coméviles [38], existen
modelos no—perturbativos basados en soluciones exactas (un tanto idealiza-
das) de las ecuaciones de Einstein que consideran observadores no—coméviles
en completa generalidad (modelos inclinados o “tilted”) [39, 40]. Comenta-
mos mas adelante como estudiar este tipo de observadores en el contexto de

soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.

Uno de los problemas actuales abiertos en cosmologia surgen del he-
cho de que mediciones precisas independientes revelan una discrepancia del
9% en el valor de la expansion césmica actual Hy, a lo cual se le conoce
como la tension del parametro de Hubble. Estos valores surgen de la esti-
macion local [41] Hy = 74,03 £ 1,42km (sec Mpc)_l, basada en velocidades
de recesién de objetos (velas estdndar) relativamente cercanos (desde esttre-
llas cefeidas hasta supernovas tipo [A) a nosotros, mientras que la estimacion
con los datos de Planck, y la basada en las oscilaciones acusticas de los ba-
riones (BAO) que asume la dindmica del modelo ACDM, arroja el valor de
[42] Hy = 67,4 + 0,5km (sec Mpc) . Uno de los intentos por explicar esta
tensién [43] toma en cuenta el potencial gravitatorio local en la posicion del
observador, asi como efectos de inhomogeneidad local, en particular una baja

densidad local. Los autores recalcan que tnicamente se logra aliviar parcial-
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mente la tension y que posiblemente podria cuantificarse el resto de la tension
haciendo un mejor anélisis del efecto de las inhomogeneidades locales sobre la
tasa de expansion. Otra de las posibles explicaciones que se han dado es que

existen errores sistemaéaticos en las mediciones.

Al ser Hy una cantidad cinematica, la tensién sobre su valor obtenido
mediante diferentes observaciones podria ser explicada, al menos parcialmen-
te, por diferencia de los flujos de Hubble entre observadores no—coméviles.
Verificar esta posibilidad es complicado, ya que debe tomar en consideracion
la complejidad de velocidades peculiares relativas entre diversas estructuras,
por ejemplo, la velocidad de caida de nuestro grupo de galaxias en el stiper
cumulo de Virgo respecto al CMB, y las velocidades de otros stiperciimulos
respecto a este ultimo [44]. Ha habido varios articulos que han abordado la
tension de H, utilizando las ecuaciones dinamicas de la Relatividad General.
El estudio numérico de [45], que incorpora la evolucién localmente inhomogé-
nea de bariones y CDM en un fondo ACDM, intentd explicar la tensién de H,
comparando el valor de esta cantidad obtenido por un observador dado con
respecto al flujo de Hubble de una vecindad local y con respecto a observado-
res ubicados a una fraccién significativa del horizonte de Hubble. El resultado
fue negativo, la diferencia de valores de Hy queda por debajo de la tension

observada.

Sin embargo, el trabajo mencionado anteriormente [45] solo examiné
el efecto de la inhomogeneidad y anisotropia de densidades definidas en forma
un tanto arbitraria, asumiendo (erréneamente) que los bariones y la CDM

son comoviles entre si. Como intento por incorporar los efectos de velocidades
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peculiares entre bariones y CDM, Delgado, Hidalgo y Sussman [46] examina-
ron la evolucién de estas fuentes en marcos no—comoviles en un “void” con
simetria esférica (lo cual es una aproximacién, ya que las simulaciones mues-
tran que los voids son esferoidales). Al evaluar Hj para cada congruencia bajo
suposiciones lo més realistas posibles, este modelo simplificado (“toy model”)
obtiene diferencias del orden de magnitud correspondientes al 10 % observa-
do en la tension de Hy. Este resultado indica que el considerar congruencias
no comoviles de observadores en el marco de la Relatividad General puede
llevar a resultados interesantes, incluso si las velocidades peculiares no son

relativistas.

La diferencia entre valores locales de cantidades observacionales y
sus valores en el fondo ACDM cuando se supone un flujo de Hubble basado en
una modelacion mas realista de las estructuras requiere calcular las geodésicas
nulas y los corrimientos al rojo entre diversos observadores. Esto representa
un problema técnicamente complicado, incluso en simetria esférica cuando se
consideran observadores que no estan ubicados en el centro de simetria. Este
caso fue atendido por [47] utilizando definiciones covariantes de los pardme-
tros cinematicos que definen al flujo de Hubble, por lo que proporciona la
metodologia a seguir para generalizar estos calculos mas alla de la simetria

esférica y para observadores no—comoviles.

Vale la pena mencionar los trabajos de Tsagas sobre la influencia de
las velocidades peculiares en la interpretacion de las observaciones cosmolo-
gicas [48, 49, 50] (ver referencias citadas en dichos articulos). Tsagas supone

dos congruencias no—coméviles, a las que estudia usando el formalismo de
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perturbaciones lineales relativista y covariante (formalismo de Ellis, Bruni y
Dunsby), con el objeto de obtener los efectos de las velocidades peculiares
sobre cantidades observables en cada congruencia, en particular el parametro
de desaceleracion ¢, el cual debe ser negativo en un universo en expansion
acelerada. Tsagas muestra que es posible, bajo ciertas condiciones, obtener
un parametro de desaceleraciéon ¢ < 0 en nuestro sistema de referencia (no
comdvil al flujo de Hubble del CMB), atin cuando se obtenga ¢ > 0 en el
flujo de Hubble del CMB. También vale la pena mencionar a los trabajos de
Buchert [51], que desarrolla un formalismo Lagrangiano completamente con-
sistente con la Relatividad General que considera dos marcos de referencia, el
lagrangiano y el euleriano, el primero representaria el marco comdévil, mientras
que el euleriano representa como ve un observador la evoluciéon del universo

en un marco no comovil.

La gran complejidad de las ecuaciones de Einstein sugiere favorecer
el uso de métodos numéricos para resolverlas, sin embargo la aplicacion a
cosmologia de estos métodos estd aun en una etapa inicial muy preliminar
[45, 52, 53, 54, 55, 56]. Las soluciones analiticas y semi-analiticas de Einstein
proporcionan modelos altamente idealizados, los cuales son herramientas muy
utiles para obtener descripciones aproximadas y asintoticas, de estructuras
cHésmicas en un fondo ACDM, e incluso para probar la eficacia de codigos

numéricos.

Tomando en cuenta que la CDM es concebida como un gas no-
colisional de particulas no-relativistas, es una buena aproximacion describirla

con un tensor de momento—energia de polvo para estructuras a escalas cos-
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micas no-virializadas (atin en caida hacia el fondo cosmolégico FLRW). Las
soluciones exactas mas simples que proporcionan esta descripcion de polvo
son los modelos esféricamente simétricos Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) (ver
resena amplia en [24, 57, 58]). Estos modelos fueron utilizados en el esfuerzo
(que resulto fallido) de explicar la aceleracién césmica sin recurrir a la ener-
gia oscura (o A, por lo que su fondo cosmolégico era un FLRW con A = 0),
sino como un efecto de la inhomogeneidad a gran escala al calcular cantidades
observables en el andlisis y ajuste de los datos observacionales. Los modelos
trabajados fueron conocidos como “Big Void models”, ya que suponian nues-
tra ubicacién cerca del centro de un gigantesco void esférico de 1 Gpc. Estos
modelos dificilmente podian ajustar al conjunto enorme de observaciones dis-

ponibles, en particular la cuasi isotropia del CMB.

Al ser la simetria esférica demasiado idealizada y limitante, la fami-
lia de soluciones exactas derivada por Szekeres en 1975 [57, 58] proporciona
mas grados de libertad para aplicaciones en cosmologia, ya que no admiten,
en general, isometrias. Estas soliciones se subdividen en dos clases (clases I
y II) y cada clase en tres subclases (cuasi-esféricas, cuasi-planas y cuasi—
hiperbdlicas, dependiendo de sus limites simétricos). Los modelos de Szekeres
mas adecuados a aplicaciones cosmoldgicas son los cuasi—esféricos de clase I,
los cuales han sido utilizados ampliamente para intentar remediar las limita-
ciones de los modelos LTB, por ejemplo los models “Big Void” mencionados
anteriormente [59]. Mientras que los modelos esféricos LTB presentan una des-
cripcion monopolar de masa—energia, los modelos de Szekeres cuasi—esféricos
de clase I presentan la superposicién de un monopolo y un dipolo [57]. Mien-

tras que los modelos esféricos LTB solo permiten estudiar la evoluciéon de una
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estructura césmica en un fondo cosmolégico FLRW, los modelos de Szekeres
permiten estudiar la evolucién conjunta de dos o més estructuras: un monopo-
lo central (sobre-densidad o void) junto a una estructura elongada tipo pared
(“pancake”) correspondiente al dipolo. En varios trabajos, Sussman, Delgado
e Hidalgo [60, 61] estudiaron la posibilidad de describir estructuras multipola-
res superponiendo varios de estos dipolos locales en posiciones relativamente
arbitrarias en un fondo ACDM. Esta superposicién logra una descripcion de
malla gruesa adecuada a nuestra cosmografia en escalas de 100 Mpc [62] por
lo que tiene un gran potencial de aplicacién en la modelacién de estructuras

de CDM a estas escalas.

Evidentemente, hay otras soluciones exactas de las ecuaciones de
Einstein que son potencialmente tutiles en cosmologia aparte de los modelos
LTB y Szekeres cuasi—esféricos de clase I (cuya fuente es polvo). Destacan entre
estas soluciones los modelos de Szekeres de clase II y los cuasi—planos y cuasi—
hiperbdlicos de clase I. Ademas, estan las soluciones de Coley—McMannus
(63, 64] y las soluciones shear—free [65] (ver resena sobre todas estas solucio-
nes en [58]). El potencial de aplicacién cosmolégica de estas soluciones no ha
sido completamente explorado. En particular, las fuentes que caracterizan a
estas soluciones siempre han sido descritas en un marco comdévil, por lo que
es un problema abierto examinar a los modelos que resulten en términos de
mezclas de fluidos no—coméviles o explorando la posibilidad de que pudieran
admitir (incluso en forma perturbativa) fuentes asociadas a modos vectoria-
les (campos magnéticos) o tensoriales (ondas gravitacionales). Dichos modelos
podran ser idealizados, pero como tales pueden ser ttiles para sondear pro-

piedades asintoticas o probar codigos numeéricos, aparte de su interés tedrico



1.1. Antecedentes y motivacién 17

como re—interpretaciones novedosas de soluciones exactas de las ecuaciones de
Einstein y como herramientas tedricas que pudieran servir al intentar encon-

trar soluciones exactas en otras teorias métricas de gravedad.

Por otro lado, desde el enfoque del Universo local, existen una gran
variedad de propuestas de energia oscura para explicar la expansién cosmica
acelerada bajo el marco de la Relatividad General y considerando perturba-

ciones cosmoldgicas invariantes de norma en un fondo Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker (FLRW).

Este comportamiento acelerado puede obtenerse, de manera estan-
dar, por medio de una constante cosmolégica positiva A, un fluido oscuro con
presion negativa, campos escalares o modificaciones de la Relatividad General,
entre otras [20, 66]. Bajo esta tltima idea, extensiones de Gravedad Telepara-
lela (TG) [67, 68] han sido consideradas para explicar la aceleracion césmica,
y mas aun, aliviar las tensiones cosmoldgicas, a partir de la geometria de la
misma teoria, i.e. sin necesidad de evocar un fluido oscuro o A [69]. Mas ain,
TG ofrece varias propuestas cosmolégicas que han obtenido restricciones sobre

los pardmetros libres usando los datos actuales [70, 71, 72].

TG es una teoria geométrica de la gravedad que utiliza la torsion
para la descripcion de la gravedad a diferencia de RG en la que se utiliza la
curvatura. Esto significa que la torsién sustituye a la conexion Levi-Civita por
su conexion analoga de Weitzenbock. El nombre teleparalelismo o paralelismo
distante proviene de la geometria de los vectores en el espacio-tiempo geo-

métricamente descrito por la conexién de Weitzenbock [73]. La torsién puede
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alterar la direccién de estos vectores en el espacio-tiempo geométrico [74]. TG
es también una teoria de norma del grupo de traslaciones [75]. Esto significa
que el campo gravitatorio puede ser representado por un potencial traslacional
que aparece en la parte no trivial del campo tétrado, i.e. mantiene la torsion
distinta de cero. De acuerdo a estas ideas se ha mostrado que es posible des-
cribir una dindmica de aceleracién cosmica sin introducir un fluido oscuro

67).

1.1.4 EIl Principio Cosmolégico

El llamado “Principio Cosmolégico” es uno de los ejes rectores de
la cosmologia hoy en dia. Este' asegura que el Universo es estadisticamente
homogéneo e isotropico a grandes escalas [6, 76, 77]. La escala usualmente se
considera [78, 79, 80] mayor a 100Mpc, aunque esto sigue siendo un tema de
debate en la comunidad [77, 78, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90|. Es-
te principio tiene implicaciones sobre el modelo que se utiliza para estudiar
el Universo, en el marco de la teoria de Relatividad General, este principio
conlleva modelar el Universo con una métrica Robertson—Walker y sus pertur-
baciones asociadas. Esto ha llevado a desarrollar el llamado “modelo ACDM”,
uno de los mayores éxitos en la rama, ya que sus predicciones logran ajustarse
a las observaciones con una gran precision. Sin embargo, a pesar de ser un
modelo que ha sido aceptado ampliamente por la comunidad, existen diver-
sos problemas de naturaleza tedérica—observacional, como hemos comentado

previamente, que podrian provenir del mismo Principio Cosmolégico [86, 81].

!Mayor detalle en Sec. 2.1.
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Esto a llevado a diversos grupos de investigaciéon a proponer que exista un

debate sobre la validez del “Principio Cosmol6gico” [81, 82, 86, 84].

En [78] se muestra que al analizar el dipolo en la distribucién angular
de una muestra de quasares, éste tiene una direcciéon similar a aquél dipolo
del CMB, atribuido al movimiento peculiar de nuestra galaxia, pero con una
amplitud mayor. Los resultados que obtienen muestran que exclusivamente
interpretar este dipolo debido a efectos cineméaticos estd en conflicto con el
modelo estandar de la cosmologia, este resultado es consistente con un par de
estudios mas recientes [91] en el que se estudia la alineacién de un grupo grande
de quasares y [82] en el que ademés muestran que las anomalias de la magnitud
del dipolo son independientes del método estadistico usado para su analisis.
Posteriormente en [81] se hace un andlisis conjunto de catdlogos de radio
galaxias y quasars para determinar concordancia con el principio cosmolégico
a partir de su distribucién. Nuevamente la interpretacién cinematica del dipolo
de la anisotropia en la distribucion de las galaxias sugiere la existencia de
anisotropias intrinsecas a las posiciones de los elementos del catdlogo, una
sobredensidad de galaxias y quasares a grandes escalas y una direccién de
48° de diferencia entre el dipolo del CMB y el dipolo de esta distribucion,
en desacuerdo con el principio cosmologico. En el apéndice de este articulo
se encuentran mas resultados que discrepan con el Principio Cosmologico,
entre ellos el valor de los dipolos del catalogo del proyecto “TIFR GMRT Sky
Survey” (TGSS) [92] y del catélogo de niicleos de galaxias activos AIWISE
[93].
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Los estudios de los dipolos en catdlogos no son la tinica evidencia de
una discrepancia con el Principio Cosmolégico. En [83] se muestra la existencia
de una estructura con forma anular ubicada a una distancia mayor a 370Mpc
y con un didmetro de 1720Mpc, el tamano de esta estructura es mayor a los
150Mpc esperados en un objeto de esta naturaleza, de igual forma en [94] se
analiza la existencia de un objeto en forma de arco (GA), encontrado a partir
del espectro de quasares. En este caso la sobredensidad del GA excede el valor
de sobredensidad estimado para objetos a la distancia que se encuentra ~ 340
Mpec, con un tamano de 1Gpc. Otros ejemplos de estructuras a gran escala
que muestran posibles discrepancias con el modelo cosmoldgico son la gran
pared de Hercules-Corona Borealis [95, 96, 97|, el “Large Quasar Group” que
excede la escala de homogeneidad del Principio Cosmoldgico [98], el agujero
local (“Local Hole”) [99] una subdensidad significante en el Universo local que

podria resolver la tensién de la constante de Hubble [100].

La discusién de la homogeneidad e isotropia no es nueva [84, 87, 88,
89], sin embargo los constantes descubrimientos de estucturas y catalogos que
no pueden explicarse a partir del modelo estandar de la cosmologia ha llevado
a proponer modelos a partir de métricas inhomogéneas y anisotropicas [58, 59,
85, 86] como alternativas al modelo estdandar de la cosmologia. La discusién,

si bien sigue vigente, es un tema que no se aborda en muchos articulos.



Capitulo

Modelos cosmologicos

2.1 El modelo estandar de la cosmologia

La teoria de la Relatividad General es hoy en dia la teoria fisica mas
exitosa para describir el universo a gran escala. En dicha teoria se asume que
el espacio-tiempo es una variedad Lorentziana de cuatro dimensiones con una

métrica g, que es solucién a las ecuaciones de Einstein®
Gy = 81T, , (2.1)

donde T, es el tensor de energia-momento y GG, es el tensor de Einstein. El

tensor de Einstein se define como

1
Gab = Rab - iRgalw

LA lo largo del texto consideramos unidades geométricas (¢ = G = 1).
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con R, el tensor de Ricci y R el escalar de Ricci, ambos relacionados con
la curvatura intrinseca de la variedad. Por otro lado, el tensor de energia
momento 7, es un tensor simétrico que depende de los campos de materia, sus

derivadas covariantes y la métrica. Ademas cumple las siguientes propiedades

[101]

1. T,, se anula en un conjunto abierto U si y sdélo si todos los campos de

materia se anulan en U,

2. T, obedece la ecuacion

T, =0, (2.2)

siendo esta una ecuacién de conservacién local', y el lado izquierdo de las
ecuaciones de campo se cumple por las identidades de Bianchi. Entonces te-
nemos que la materia determina la curvatura espacio-temporal, mientras que

ésta determina el movimiento y distribucion de la materia.

Sin embargo, esto no es suficiente para poder determinar un modelo
que pueda describir el Universo a gran escala. Es necesario tener predicciones
tedricas que coincidan con los datos observacionales y con la fisica conocida
[24, 102, 103]. Es por ello que es necesario distinguir la clase de soluciones que
aseguran ser fisicamente plausibles. Es por ello que se requieren las siguientes

definiciones.

una vari W) 4-dimension rentzian n

Dada una variedad (., 4-dimensional Lorentziana, se define
: “ . .

una congruencia de curvas temporales €¢, llamadas las lineas de universo

de los observadores fundamentales (WFQO’s). El campo vectorial tangente a

1Sin embargo, de las ecuaciones de campo es evidente que Ty, esté acoplado a gap.
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las WFO’s es llamado el campo de cuatro velocidad. En ocasiones es conve-
niente adaptar las coordenadas a los WFO’s asumiendo que cada WFO estéa
parametrizado como

2" =2%7), ' = const., (2.3)

y que cada WFO esta etiquetado por uno y sé6lo uno conjunto de valores cons-

tantes de x'. A estas coordenadas se les conoce como coordenadas coméviles.

De acuerdo a [24] existen cuatro caracteristicas esenciales para definir

un modelo cosmologico:

1. Un espacio-tiempo, el cual es descrito por medio de una variedad Loren-
tziana con una conexion libre de tosion. La métrica de dicha variedad
estd completamente determinada por las ecuaciones de campo y condi-

ciones de frontera.

2. Una descripciéon de la materia y la radiacién, a partir de los modelos
apropiados que determinen sus propiedades fisicas localmente. Esto se

logra a partir de un tensor de energia-momento.

3. Una familia de observadores fundamentales definidos de manera univoca,
i.e. tal que cada punto p € . pertenezca a una y solamente una WFO
[104], cuyo movimiento represente el movimiento promedio de la materia

en el Universo. Estos movimientos deben coincidir con las observaciones.

4. Un conjunto de observaciones relacionales que se sigan de la geometria

y las interacciones entre la materia y la radiacién en ella.

Por ende [24]:
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Un modelo cosmoldgico consiste en un espacio-tiempo con un con-
tenido de materia y radiacion bien definido y fisicamente realista,
ademas de una familia univocamente definida de observadores fun-
damentales cuyas lineas de mundo se expanden alejandose unas de
otras en algin dominio del universo, lo que da lugar a un conjunto

bien definido de predicciones observacionales para dicho dominio.?

Al dia de hoy, las observaciones indican que en el Universo la radia-
cién césmica de fondo es aproximadamente homogénea e isotrépica [42, 105].
Asimismo, la distribucién de fuentes de radio [106], sondeos de velocidades pe-
culiares y corrimientos al rojo [107, 108, 79, 109], el fondo de rayos X [110, 111],
el bosque Lyman-« [112, 113], mediciones de los modos transversales y radiales
de las oscilaciones actsticas bariénicas [114], entre otras [115, 84, 82] proveen
fuerte evidencia de la validez del llamado Principio Cosmoldgico [87, 102]: El
Universo es espacialmente homégeneo e isotrépico®. Decimos que un espacio-
tiempo es espacialmente homogéneo [116] si existe una familia uniparamétrica
de hipersuperficies espaciales que folian el espacio-tiempo, X;, tal que para
cada t y para cada p,q € X; existe una isometria de la métrica del espacio-
tiempo, gap, que lleva p en g. Por otro lado, se entiende que un espacio-tiempo
es espacialmente isotrépico [116] si en cada punto existe una congruencia de
curvas temporales con vectores tangentes denotados por u®, que llenan el es-
pacio tiempo y satisfacen la siguiente propiedad. Dado cualquier punto p y

cualesquiera dos vectores tangentes espaciales s{,s5 € V), i.e. vectores en p

1Usualmente se agrega como suposicién que (A, g.p) es solucion a las ecuaciones de

Einstein y asintéticamente tiende a un modelo FLRW.

2De manera precisa serfa en un sentido estadistico [87].
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ortogonales a u®, existe una isometria de g,, que deja p y u® en p fijos pero
rota s§ en s5. Esto implica que en un universo isotropico es imposible construir

un vector tangente ortogonal a u® que sea geométricamente preferencial.

Los espacio-tiempos espacialmente homogéneos e isotropicos son los

universos FLRW, descritos por la métrica Robertson-Walker

a?(t) (da? + dy* + dz?) < klz? + y? + 27
f“2 ) f = 1 + 4 )

donde a(t) es el factor de escala y k = 0,£1, que representa la curvatura

ds®> = —dt® +

(2.4)

normalizada de las superficies de tiempo constante. Para k& = 0, las hiper-
superficies son homeomorfas a R3, para k = 1 son homeomorfas a S* y para
k = —1, las hipersuperficies de tiempo constante son homeomorfas a H? [117].
Estos modelos iinicamente admiten como fuente un fluido perfecto, cuyo ten-

sor de energia-momento es T% = (p + A)ata’ + (p — A)h® con @® = u®

y
het = g% 4+ uub, que lleva a las siguientes ecuaciones de campo
K a* k 26 &k . 3a
—(p+AN)=—=+— p—AN)=——— — — — O=— (25
SP+A) =5+ 5 w4 e Rt — (25

donde la tnica cantidad cinemaéatica distinta de cero es el escalar de la ex-
pansion. (AGHREGAR QUE SE CONOCEN COMO LAS ECS DE FRIED-
MANN)

De la Ec. (2.5) se tiene que el factor de escala experimenta una des-
aceleracion salvo en el caso de que exista una presion negativa o una constante
cosmoldgica que actiie en contra de ésta. La constante cosmoldgica A ha teni-
do una interpretacion de “energia oscura”, a la cual se le asocia una ecuacion
de estado wy = —1. Es conveniente expresar cada componentes de energia

en términos de un pardmetro de densidad relativos a la densidad critica (la
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densidad requerida para que el Universo sea plano dado un valor del escalar

de Hubble H = a/a). Para una componente p; de masa—energial, se tiene que

_ Pi _ Epi

Q; = .
pe 3H?

De esta forma, la primera ecuaciéon de Friedmann se puede reescribir como

Actualmente el modelo que mejor ajusta a las observaciones a gran escala es el
modelo de concordancia, o “ACDM”. Este es un modelo FLRW espacialmen-
te plano cuyas fuentes son energia oscura (A), materia oscura no relativista
sin presién (CDM), radiacién y materia estandar (SM). Los pardametros de
densidad en el presente correspondientes a estas componentes son Q) = 0,7,
Qcpu ~ 0,25, Q. ~ 107° Qg2 ~ 0,05. Este modelo ha servido como el modelo
de fondo para obtener predicciones, analizar datos observacionales y a partir
de teoria de perturbaciones obtener la historia térmica del Universo [6, 24, 21].
Este modelo ha sido extremadamente exitoso en poner fuertes cotas a los pa-
rametros libres de la teoria y dar explicacién a varios fenémenos fisicos como
son el CMB y sus efectos asociados, la expansion acelerada del Universo, etc.
Sin embargo, como se menciond en el Cap. 1, atin existen diversos problemas
abiertos, de indole tedrico—observacional como son la naturaleza de la energia

oscura y las tensiones en cosmologia.

Las propiedades necesarias y suficientes para que un espacio—tiempo

dado sea FLRW son, [58]

ITambién se considera la constante cosmolégica y el término de curvatura espacial.
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1. La métrica obedece las ecuaciones de Einstein cuya fuente es el tensor

de energia momento de un fluido perfecto.

2. El campo de velocidades del fluido perfecto tiene “shear” nulo, acelera-

cién y vorticidad.

Estas propiedades resultan importantes al considerar “limites FLRW” en algtin
espacio—tiempo de interés cosmologico, que puede ser un limite geométrico o

un limite en el espacio de parametros del modelo.

2.2 Modelos inhomogéneos y anisotrépicos

Como se menciond en el Cap. 1, a pesar del gran éxito que ha tenido el
modelo ACDM, existe evidencia de que el Principio Cosmolégico podria no ser
correcto [77] y por ende esto llevard a la necesidad de formular nuevos modelos
que pueden ser consistentes con un nuevo Principio Cosmoldgico. Siendo que
la Relatividad General es la teoria de Gravitaciéon més exitosa al momento, lo
natural seria explorar las soluciones existentes que pudieran servir de modelos

cosmoldgicos dejando a un lado la homogeneidad y/o la isotropia.

2.2.1 Fluidos imperfectos

Dado un campo de 4—velocidades, la forma mas general del tensor de

energia momento esta dada por

T% = (p+ Auu® + (p — A)R® + 7% + 2¢u?), (2.6)
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donde

1
pHA = uuT® p—A= ghabTaba

1
7Tab — T(ab) — hgahg) . ghabhcd TCd, G = _ubTab

con h® = uub + ¢® el operador de proyeccion, p, p, 7, ¢® son la densidad
de masa energia, la presion isotropica, el tensor espacial sin traza de presion
anisotropica, el vector espacial de flujo de energia y A es la constante cosmo-

logica.

Se refiere al tensor de energia—momento Ec. (2.6) como aquel que
describe un “fluido imperfecto” siendo que los términos 7, ¢® usualmente se
identifican con estrés disipativo, viscosidad y conduccién de calor, en sistemas
térmicos e hidrodindmicos (ejemplos en [58]). Sin embargo, esta interpreta-
ciéon no es adecuada para fuentes cosmicas con interaccion de largo alcance
dominadas por la gravedad: la CDM se describe mejor a grandes escalas como
polvo, una descripcién también aplicable a los bariones cuya energia interna y

efectos térmicos disipativos son también despreciables en estas escalas [118].

Una interpretacion mas adecuada para los términos de “fluido im-
perfecto” 7%, ¢ en un contexto cosmoldgico se sigue de interpretar los flujos
de 4-momento con velocidades peculiares asociadas con una 4—velocidad no
comodvil con respecto a un marco comovil. En particular, podemos asumir
una 4-velocidad comoévil a un fondo ACDM background para el marco del
CMB, con la CDM vy los bariones evolucionando a lo largo de un campo de

4—velocidades que no es comovil con respecto a este marco.
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Para analizar esta conexién entre los tensores de energia momento
con distintos marcos, consideramos dos congruencias generales de observadores
espacio—temporales con distintas 4-velocidades u® y u*. Escogemos u® como
una 4-velocidad comovil, la 4—velocidad no comévil 4* se obtiene como una

generalizacion del boost de Relatividad Especial

1
7= A1 — v

donde v* es el vector de velocidad peculiar tipo espacial medido por el obser-

a0 = y(u* +v?), (2.7)

vador u® y v®u, = 0. Siguiendo [119] y asumiendo que el tensor de energia—
momento para el marco no-comévil tiene la forma general Ec. (2.6), las rela-
ciones entre las cantidades dindmicas entre los tensores de energia—momento

comévil y no—comévil estan dadas por

p = p+A+2v7"v, + {v%“va(ﬁ +p) + ﬁ“bvavb} : (2.8)
A 2 AQ 1 2. .a A A Frab
p = p—A+§7q va+§{fyv'ua(p+p)+l'[ Uavb} (2.9)

= @+ (AP + (7 = DE — 1dwi® + 225+ p” (2.10)

+11%y,, — ﬁabvbvcﬂa} (2.11)

ne = M+ {72(,5 + p)ol? — 201, + % 0%0° (2.12)
1~ ~

—gl'ICdevdh“b — 2vGCvulwt) + 2fyv<“(jb>} , (2.13)

asi como en [119], escribimos los términos no-lineales en v* en “brackets”. No6-
tese que las presiones isotropicas y anisotropicas estan asociadas con términos

que son no-lineales (al menos de orden cuadratico) en v®.
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2.2.2 Condiciones de emparejamiento

Dados cualesquiera dos espacio-tiempos, siempre es posible construir
un espacio-tiempo a partir de ellos. Presentamos ahora las condiciones de
emparejamiento’ entre dos espacio-tiempos genéricos, posteriormente utiliza-

remos las condiciones para elaborar un modelo cosmoldgico [1, 2].

Sean A1 y .#~ dos variedades con fronteras LT y X7, respectiva-
mente. Sea ¢ : ¥ — ¥~ un difeomorfismo, identificamos los puntos de ambas

fronteras y denotamos ambas fronteras por .

Primera condicion de emparejamiento

Consideramos el espacio-tiempo como la unién disjunta de dos va-
riedades lorentzianas con frontera A+ y .4 ~, cada una de las cuales tiene
definida una métrica que es una solucion a las ecuaciones de Einstein gt y g~
respectivamente. Supondremos que existe un difeomorfismo C® entre ambas
fronteras, por lo que en adelante denotaremos ambas fronteras por X a menos

que se indique lo contrario. Clarke y Dray, [120], demostraron que,

“if a spacetime is constructed by identifying the boundaries of
two spacetimes in such a way that the intrinsic metrics on the
boundaries agree (and have a constant signature) then there exists
a unique choice of a C! atlas in which the (four-dimensional) metric

of the spacetime is continuous.”

'En inglés conocidas como “matching conditions” o “junction conditions”
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Como senalan Mars y Senovilla [121], la suposicién de una signatura constan-
te es superflua. Por lo tanto, suponemos que g es un tensor continuo en una
hipersuperficie, esto se llama la primera “junction condition”. Si se supone
que g es discontinuo a través de la hipersuperficie, entonces los simbolos de
Christoffel contienen términos proporcionales a un producto de distribuciones
que esta mal definido, por lo que la suposiciéon de continuidad de la métrica
a través de T también puede deducirse de este argumento. La primera con-
diciéon de emparejamiento también se conoce como las “preliminary junction

conditions” en la literatura.

Podemos descomponer el tensor métrico como
g=0-g"+(1-0)-g,

donde 0 es la funcién de Heaviside, y a partir de nuestra hipotesis tiene una

distribucion asociada que seria

g=0-g"+(1-0)-9,

donde f denota la distribucién asociada a la funcion f.

Definimos ahora los coeficientes de conexion asociados a la métrica
en la variedad. Denotamos por me los simbolos de Christoffel asociados
a g* y definidos en .£* U X, y I, los simbolos de Christoffel asociados
a la métrica definida en £~ U X, g~. Denotamos por I%5. los simbolos de

Christoffel asociados a la métrica distributiva g Por comodidad en la notacién
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denotamos (1 — 0) = . Asi obtenemos

L, :;M (935 8305 = 85,0)
:; (920 + g°*0)
(92,8 + 9y 580 — 9,00
+ a0+ Gry 58 — 9y 00)

_1rtao —«
En consecuencia

De este modo, ahora conocemos los simbolos de Christoffel como distribu-
ciones, por lo que definimos los coeficientes de la conexiéon como funciones

definidas en la variedad de forma natural,
_rt -
Notese que esta definicién produce las distribuciones de Christoffel necesarias.

Dada la relacion entre el tensor de Riemann y los simbolos de Chris-

toffel, calculamos el tensor de Riemann,

« _ T e’ le} p [’ p
R Bw_rﬂlm _Fﬁwt +F”/prﬁu _FMPF/B’Y

y trataremos esta relacién en un sentido distributivo. Es directo calcular que

r

« o —a N a
—Buﬁ_r 04T 'Q+5'n’Y[F6u]’

Buyy Buyy

con n, la forma normal a la hipersuperficie.
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Como hemos definido las funciones '’ , tenemos que las distribu-
ciones EO‘B“ estan asociadas a estas funciones y por tanto el producto Eo‘v pE’) B
estd bien definido ya que es la distribucién asociada I'”, | I’ 5 - A partir de estos
hechos, obtenemos el tensor de Riemann distribucional que tiene la siguiente

expresion

R, =Ry  -0+R% ,-0+0 n,[[%,]—6 n,T%] (2.15)

By

El término del lado derecho de la ecuacién proporcional a ¢ se llama la parte

singular del tensor de Riemann.

Segunda condiciéon de emparejamiento

Ahora buscamos las condiciones para evitar la parte singular del
tensor de Riemann. Como se supusimos que la métrica es continua a través de
%, cualquier discontinuidad de la derivada debe estar en la direccién normal

a la hipersuperficie, es decir

[gaﬁ,’y] = Caﬁnw (216)

donde ¢, es un campo tensorial. Con el salto de la primera derivada ordina-
ria de la métrica en un sistema coordenado podemos calcular el salto de los
simbolos de Christoffel. De la Ec. (2.16) se obtiene [n,5] = —[I",5]n, y un
calculo directo arroja que el término singular de la distribucién de Riemann

es en realidad un campo tensorial £, que tiene la siguiente expresion

a 1 a a a a
3 Buv — 5(_71 [K/BV]nli +n [Kﬂu]nv - nﬂ[K ,u]nV + TZ@[K V}nﬂv)'
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Contrayendo #7,,, = &, obtenemos la llamada parte singular de la distri-

bucién de Ricci, i.e.
R, = R:VQ + R, (L—0)+ 6%,
donde la féormula explicita para la parte singular es
Ry = —[ K] — [Kpp]”unv-

La parte singular del tensor de Ricci se anula si y so6lo si el salto de la segunda
forma fundamental se anula, y por tanto si y sélo si la parte singular de la

distribucion de Riemann lo hace. Contrayendo una vez més

R=R'9+R (1-0)+ 0%,

donde # = —2[K" |. Por tanto la distribucién de Einstein se define a trozos

Cco1mo

na

Gy = Ry~ y0uB =GO+ Gl 0) +69,  (217)
donde la parte singular es
1 1
Gy = B — 508 = K] = (K7, I, = 3 (<217,
= —[Ku] + K2 (g = nun) = = [Kuw] + hyu [K7,], (2.18)

que es tangente a X. Como nuestra suposicion inicial era que ambas métricas
son soluciones en A ' y .#~, respectivamente, podemos definir un tensor de

energia—momento
T, = T,I,Q +T,,(1—0) + 0T (2.19)

que es una solucion de las ecuaciones de campo en un sentido distribucional.

La parte singular del tensor de energia-momento se interpreta como el tensor
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de energia—momento superficial de una capa superficial o capa fina. Como el
tensor de energia-momento superficial es tangente a % podemos hacer una
descomposicion

T = 9“be“ae”b,

para llegar a la expresion
Ty = —[Kaw + [Khap. (2.20)

De esta expresion es inmediato que, para eliminar el término singular de las
distribuciones de curvatura es suficiente que [K ] = 0. Esto se conoce como
la sequnda condicion de emparejamiento u ocasionalmente como las “junction
conditions”, siendo que se asume la primera para obtener la segunda. Las

condiciones de emparejamiento también se conocen como las condiciones de

Darmois en la literatura (CITAS DARMOIS).

2.2.3 Modelos inhomogéneos como perturbaciones exactas

Como se menciond previamente, las inhomogeneidades y anisotropias
del Universo, asi como los efectos fisicos que estas generan, se estudian por
medio de teoria de perturbaciones. En estas teoria uno escoge un espacio-
tiempo real 4 y un espacio-tiempo fiduciario o idealizado .4, y uno entiende
una correspondencia uno a uno entre los puntos de .# con los puntos de .,
a lo que uno llama una norma. Sin embargo, uno tiene libertad de escoger
esta norma haciendo cambios mediante difeomorfismos que permite la teoria
de la Relatividad General, esto trae consigo como hacer la teoria invariante de

norma, ya que solo asi tendra sentido fisico. Hoy en dia existen diversas teorias
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de perturbaciones que son invariantes de norma, siendo la teoria estandar la
formulada por Bardeen [22]. Esta teoria conlleva emplear perturbaciones sobre
el tensor métrico y el tensor de energia-momento, y que las perturbaciones sean

invariantes de norma ya que son las tnicas que tienen un significado fisico.

En [23] Ellis y Bruni desarrollan un formalismo de perturbaciones
covariante, basado en las ecuaciones 143 equivalentes a las ecuaciones de
Einstein Ecs. (2.21)-(2.34). Este formalismo no parte de suponer una for-
ma perturbativa de la métrica, sino de las cantidades covariantes asociadas
al campo de 4—velocidades: los parametros cinematicos, tensores eléctrico y
magnético de Weyl y los parametros del tensor de momento—energia. La in-
variancia de norma de las perturbaciones y la equivalencia con el formalismo
basado en la métrica de Bardeen se sigue del hecho de que todas las pertur-
baciones se anulan en el espacio-tiempo FLRW de fondo [122]. El formalismo
de Ellis y Bruni hace que sea notaria la relaciéon entre modelos cosmologicos
y sobre todo como modelos cosmologicos de los que hablaremos més adelante
son perturbaciones exactas de un fondo FLRW. A continuaciéon, describiremos
brevemente el formalismo de Ellis y Bruni [23]. Tomaremos una foliacién co-
variante 1 + 3 con respecto a u®, esto fija una elecciéon de tiempo y espacio, y
utilizaremos las ecuaciones 1+3 dadas en términos de cantidades covariantes y

que son equivalentes a las ecuaciones de Einstein [24]. Estas son las ecuaciones
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de evolucion (derivadas paralelas a u®):

p+ (p+p)0 + Vg, = —2i°q, — 0me, (2.21)
e+ ;@2 +47G(p + 3p) — Vg = —040" + 2w,w® + 1,1%, (2.22)
(<a> + ;lGQa +(p+ P)ita + Vap + VTab = —0a0" + Nabew"q" — @' 7ap, (2.23)
Weas> + g@wa + ;curl Uy = O’ (2.24)
O<ab> + ge%b + Eap — 47GTap — Voallps = —0pca0s’ — Wealps + Ucqllps

(2.25)

. 1 _
E<ab> + @Eab — curl Hab + ArG [(P + p)aab + 7:r<0Lb> + Z@ﬂ-ab + V<aqb>

= _87TGu<aQb> + 2uc770d(aHb)d + 300<al2b>C - wcncd(aEb)d
—47G (O'C<a7Tb>c - wcncd(awb)d) , (2.26)

H<ab> +O©Hy + curl By, — 4nGeurl my, = 30ccq Hys© — wcncd(aHb)d

_Qucncd(aEb)d +4nG (Uc(anb)cdqd - 3W<aQb>) . (2.27)

Estas ecuaciones contienen la evolucuion temporal de los fluidos, asi
como de las hipersuperficies ortogonales al vector u®. Las Ecs. (2.21), (2.22),
(2.23) son las ecuaciones de balance de energia, la ecuacion de Raychaudhu-
ri y la ecuacion de balance de momento, respectivamente. Mientras que las
Ecs. (2.24), (2.25) representan la propagacion de la vorticidad y el “shear” las
Ecs. (2.26), (2.27) representan la propagacion de los campos gravitacionales.
Notese que en todo caso, la propagacion de los campos, asi como la evolucion
de las cantidades dindmicas, dependen unos de otros, tal y como en forma
original de las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, estas ecuaciones no son

del todo equivalentes a las ecuaciones de Einstein, resta agregar los vinculos
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transversales que involucran derivadas “espaciales” (ortogonales a u®),

VW = 1wa, (2.28)
vbaab — curl w, — gva@ + 871Gy = —2napew’U, (2.29)
curl o4 + Veqwss — Hop = =20 qwhs, (2.30)
V' Eu + 47;G (vbﬂ-ab —2Vp + 9%)

= Nape0’y H — 3H oy + 471G (00 + 3napew) ¢, (2.31)

V' H,y + 47G [curl ¢, — 2(p + p)wa)

= 3E3W" — Napeo’y B — 47 G (nabcadeCd + Wabwb) : (2.32)
Ry = Bap + 4nGre — ;e(aab + Wab) + Occa0hs + WecaWps” — 20¢[a0y)°

(2.33)
*R = 167Gp — 392 + 0™ — waw®, (2.34)

En estas ecuaciones, F,, vy Hy son las partes eléctrica y magnética del ten-
sor de Weyl, 3R es el escalar de Ricci asociado a las hipersuperficies orto-
gonales a u®!, y los operadores diferenciales son ~ = u*V,, V, = hJVy,
curl Sy, = ncd(ﬁcsb)d, Nave = Naveqt?.Dichas ecuaciones provienen de las iden-
tidades de bianchi, la ecuacion de Gauss, asi como las ecuaciones de evolucion.
De Ec. (2.34) tenemos una generalizacién de las ecuaciones de Friedmann, apli-

cable a cualquier espacio-tiempo.

Notemos que el sistema de ecuaciones anterior es equivalente a las

ecuaciones de Einstein y es aplicable para cualquier espacio-tiempo, incluso

IEsto tiene sentido cuando la vorticidad es idénticamente cero.
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aquellos en los que se considere un campo de 4—velocidades u® que carezca de

significado fisico.

En el caso de un modelo FLRW, éstos son soluciones del subconjunto

de las ecuaciones 143 dados por las ecuaciones de evolucion

Pem + (Pem + Per )@ = 0, (2.35)

O + ;)efm + 4TG(Pem + 3Pem) = 0, (2.36)

(2.37)
y los vinculos transversales
2

—5Vi®u = 0, (2.38)

VP = 0 (2.39)

"Ry = 0 (2.40)

R = 167G e — gefm. (2.41)

Comparando las Ecs. (2.35)-(2.41) con Ecs. (2.21)-(2.34), nos permite
ver que aquellos términos adicionales en un modelo cosmolégico distinto a
FLRW se pueden tratar como términos perturbativos en un fondo FLRW.
Siendo que no existen consideraciones para despreciar términos, a esto nos
referiremos en lo subsecuente como que un cierto modelo es una perturbacion
exacta de una solucion FLRW. De manera ma&s concreta, Podemos definir
perturbaciones sobre las variables a trabajar en un fondo tipo FLRW!, i.e. p =
Pem +0p, © = 0O, + 00, etc. Como los modelos FLRW son soluciones exactas

a las Ecs. (2.21)-(2.34), al sustituir en el sistema, este se torna una sistema de

1O cualquier otra solucién exacta.
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ecuaciones sobre las perturbaciones dp, 6O, etc, que contiene coeficientes que
dependen de la solucién de fondo (en este caso soluciones FLRW). De esta
manera tenemos una perturbacion exacta sobre un fondo FLRW. La cuestion
de la invarianza de norma se trata a partir del formalismo de Ellis-Bruni
[24]. Posteriormente se puede reducir el sistema resultante a un sistema lineal
sobre las perturbaciones suponiendo que dp/p.. < 1,00/0,, < 1 se comple
para todas las variables. Asimismo, todas las variables que se anulan para las
modelos FLRW: 1, 04, Wy, Hgap son tratadas también en forma perturbativa,

ignorando términos cuadraticos.

2.3 Modelos S° en V,

En general los modelos cosmoldgicos carecen de vectores de Killing,
y por tanto carecen de simetrias. Es importante ver casos de modelos con
simetrias mas generales de los cuales se obtener casos particulares, como lo es
el modelo FLRW. Un caso interesante’ son los modelos de S3 en V5 [123, 104],
estos son espacio-tiempos que admiten un grupo 3-dimensional de isometrias
con Orbitas 2-dimensionales (simetrias esférica, plana e hiperbdlica). Es posible
mostrar [123] que una variedad Riemanniana V, que admite un grupo G,, con
r = q(q + 1)/2 serd un espacio de curvatura constante, como es en nuestro

caso. Los siguientes teoremas [123] son importantes para este tipo de espacios:

Teorema 1. Un espacio Riemanniano es de curvatura constante si y solo si

admite (localmente) un grupo G, de movimientos con r = sn(n +1).

'En esta seccién seguimos de cerca la exposicién de [123, 24, 58].
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Teorema 2. Si un grupo G, de movimientos de r = id(d + 1), (d > 1),
pardmetros tiene orbitas de dimension d, las orbitas admiten superficies orto-

gonales.

Teorema 3. Un espacio Riemanniano V,, (n > 3) es de curvatura constante
si y solo si admite (localmente) un grupo de solo si admite (localmente) un

grupo G, de movimientos con r = %n(n +1).

La constante de curvatura K, de estos espacios esta relacionada al
tensor de Riemann por medio de la siguiente ecuacion

Rapeqvwbvuw?

K= ’
(gacgbd - gadgbc)v“wbvcwd

(2.42)

para cualesquiera vectores v, w. Es posible mostrar que estas variedades, V,,
son conformalmente planas, C%_;. Por lo mismo, siempre se puede encontrar
una transformacién que lleve a la métrica de este espacio a la forma

dz®dzx,

do? = 5
(1 + iKmbxb)

(2.43)

Por el Teo. 2 las érbitas V5 admiten superficies ortogonales en Vj y
una transformacion de coordenadas sobre los espacios ortogonales a las 6rbitas

permite llevar la métrica espacio-temporal a la forma

ds® = —exp(2a)dt® + exp(23)dz* + Y2 f(da® + dy?), (2.44)

1

TR Mediante un cambio de

donde a, 8 son funciones de r;ty f =

coordenadas es posible llevar esta métrica la forma

d5” = — exp(2a)df? + exp(28)d=" + ¥ (t,7) (d6” + B(0, K)d¢?),  (2.45)
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donde ¥ = #,sin 6, sinh f. La deduccién es andloga al caso de las soluciones
FLRW [117]. La existencia de grupos de mayor dimensién S,., r > 3, o incluso
un grupo general GG, impone restricciones sobre las funciones libres «, 3. Las

componentes no nulas del tensor de Einstein son

Yo, —aY,—BY, 1YY,
t z,t z4t tiz z4t —2a
G P ( % - 5 V2 ) (& y (246)
. Yo—aYi—BY. | IVY)
G = <_ t Yt —+ 2 Y2t> e, (2.47)
0¥, =Yy YR\ . faY. 1V2\ L. K
S e L S — = (24
o < vy Taye)¢ Ty taye)e T Ty 249
Y, 2Y2Y - Y., — BY,
G, = <_6t2 + Bray — Bri + e+ 2y b = b t) e
’ 2Y
Y; z 2Y2Y szz - ZY;
+ (042 - 5Zaz + Q2 + a = 2; : ﬂ ) 6_2’87(2.49)

Y;O&t + 2}/;2}/ - Y:i,t - BtY;E> e—2a

ny = <_Bt2 + Brog — Biy + G

Yo, —2Y2Y +Y,, — .Y,
+{a? = oo + s + =2 Y 4 Yep —BYa) (2.50)
' 2Y
Y48, Y H4B,Y, — 4Y, K
t - t tLt —2a z ztz 2,2 —2p
Gt = — <4)/2> e — ( 4Y2 ) e — ?7 (251)

donde consideramos «; = 0;c.

A partir de un analisis del tensor de Riemann se propone una "funcién

de masa”,

m(t, 2) = 5 exp(8) (K — Y7 ), (2.52)
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que a partir de las identidades de Bianchi [124] se muestra que cumple las

propiedades

1
m, = Y (vG", - v.G"), (2.53)

1
my; = §Y2(6szt—Ythz). (2.54)

A partir de las Ecs. (2.53)-(2.54) es posible concluir que la funciéon de masa
es una integral de dos combinaciones de las ecuaciones de Einstein [124] y por

tanto Ecs. (2.53)-(2.54) son equivalentes a dos de las ecuaciones de Einstein.

Es importante notar que en este tipo de espacios tendremos una va-
riedad cuya topologia local estara determinada en parte por el la topologia
del grupo y/o simetrias que se consideren. Dos subcasos de interés en la cos-
mologia han sido la simetria esférica y plana. La simetria esférica ha sido una
de las suposiciones esenciales en la cosmologia de fondo, siendo que el modelo
base es una solucion FLRW [6]. Asimismo, los primeros modelos tedricos de
formacion de estructura y colapso gravitacional [125, 126, 127] estan basados
en modelos esféricamente simétricos. Por otro lado, los modelos con simetria

planar han sido utiles para modelar las paredes de dominio [128, 129, 130].

Existen dos maneras de establecer la simetria esférica y planar, por
medio de vectores de Killing [116] o mediante el uso de grupos [123], procede-

mos al ultimo.

Definicién 1. Se dice que un espacio-tiempo Vy es esféricamente (planarmen-
te) simétrico si admite un grupo GsIX (G3VIly) de movimientos que actien

sobre 2-superficies Sy y si los campos no-métricos heredan la misma simetria.
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Resulta que [123] la presencia de un grupo G's en V5 implica la existen-
cia de un grupo de isotropia I;. En este caso las érbitas S; tendran curvatura
positiva (K > 0)! para el caso de simetria esférica y constante de curvatura
nula (K = 0) para simetria planar. Para simetria esférica los espacios Sy son
homeomorfos a la 2-esfera unitaria S?, mientras que en simetria planar son
homeomorfos a R?. Las formas més comunes de la métrica para estas simetrias

Son:

ds® = —e*dt® + e20dz® + Y*(d6® + sin? 0d¢?), (2.55)

ds? = —e22dt2 + 625d22 + YZ(dQZQ + dy2>7 (256)

donde Ec. (2.55) corresponde a simetria esférica y Ec. (2.56).

2.3.1 Modelos Inhomogéneos esféricamente simétricos

Uno de los casos mas directos en buscar una solucion a las ecuaciones
de campo es dejar a un lado la suposicion de homogeneidad y mantenerse en
un espacio-tiempo esféricamente simétrico. A partir de ello podemos obtener
la métrica Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB). Esta métrica puede obtenerse de

diversas maneras [57], seguimos una de las mas directas.

Considerando coordenadas coméviles, el elemento de linea de un

espacio-tiempo esféricamente simétrico [101] toma la forma

ds* = —N%dt* + B*dr® + Y?dQ?, (2.57)

'Es posible hacer un reescalamiento de tal forma que K sea unitario.
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con N = N(t,r), B = B(t,r), e Y = Y(t,r). Considerando polvo y una
constante cosmoldgica

T = (p+ Nuguy, (2.58)

con u® es el vector de 4-velocidad, se tiene de las ecuaciones de campo

2BN?Y,, — 2N?Y,B, — 2B?Y,B; ~ N?Y? — B?Y;> — N*B?

wlptA) = BiN?Y " payz (25
0 = 2NBY,,—2NB,Y, — 2BN,Y,, (2.60)
A = APNY 2BNY 4 2BINY, NPV BRYE-N'BE
—kN = .
B2N3Y B2N2Y? :
A _ BN -N.Bp NB-NB,
T BN BN?
BN®Y,, — N*V,B, + BNN,Y, — BN (Y,, — %) + B*NY,
" B3N3Y '

(2.62)

Siendo que el fluido se mueve de manera geodésica, su aceleracién es nula y

por tanto se puede reescalar la coordenada temporal,

N’
b a __ _ _
uwVyu® = NBZ 0, = N =0 (2.63)

En lo sucesivo consideramos N = 1. Por tanto, Ec. (2.60) se puede reescribir

CcOomo

(};),t — 0. (2.64)

Existen dos casos para esta ecuacion, aquellos con Y, = 0, los son modelos
tipo Kantowski-Sachs [58]. En el caso Y, # 0 obtenemos

Y,

=" 2.
14 F’ (2.65)

con F' = F(r). Nétese la similitud con la métrica Ec. (2.44). Los modelos LTB

estan descritos por la métrica, en coordenadas coméviles:

Y,
ds® = —dt* + . +T Fdﬂ + Y2dQ2. (2.66)
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Es comin que se escriba ' = —K(r). En los modelos LTB existe un fondo
FLRW natural, definido en el espacio de parametros por la eleccion de las

funciones libres [58]

HSQM()TB

Y =ra(t), k=kr* M= 5 ,

(2.67)

donde a(7) es el factor de escala en tiempo conforme para espacio-tiempos
FLRW, Q.0 = Qn(7),=r, es el parametro de densidad evaluado al dia de hoy
y To es el tiempo actual definido por a(m) = 1. Hy = Hr—ry = a(7)/a(T)r=r, €8
el parametro de Hubble y k es la constante de curvatura de las hipersuperficies
espaciales ortogonales a u®. De esta forma, Ec. (4.21) en el limite FLRW
Ec. (2.67) se lee

a? :H2:QM0+Q;€70 (2.68)

H2a> HZ a3 a?’

con Qy la densidad de curvatura espacial.

Estas soluciones LTB son las soluciones exactas mas sencillas que
proporcionan una descripcién tipo polvo [58, 57] cuya métrica también admite
soluciones no triviales con presion isotropica e anisotrépica distinta de cero
[131]. Los modelos LTB han tenido diversos usos, como los modelos Big Void,
que consistian en suponer nuestra ubicacién cerca del centro de un gigantesco
vacio esférico de 1 Gpe. Por ello, estos modelos sirvieron para intentar explicar
la aceleracion cosmica a través del efecto de la inhomogeneidad a gran escala
[132]. Siendo que estas soluciones pueden concebirse como perturbaciones no
lineales exactas de un fondo FLRW! [131, 133], las soluciones LTB han sido

muy utiles como modelos de juguete para estudiar la formacion de estructuras

'Reduciéndose en el régimen lineal a perturbaciones cosmolégicas estdndar en la norma

comovil isécrona.
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(127,125, 134, 126]. Ademas, se ha mostrado [135] que es posible tener modelos

cerrados en expansion perpetua en soluciones LTB con constante cosmologica.

2.3.2 Modelos de Szekeres

Las soluciones de Szekeres' [58] se obtienen a partir de una métrica
que en algunas coordenadas, las cuales se asumen coméviles (u® = §f), es de

la forma

d82 —_ _dt2 + 62adw2 + 62/B(dx2 + d/yQ)’ (269)

con « y 3 funciones de las cuatro coordenadas t, z°. Dicha forma se establece
para buscar una métrica no idealizada que generalice a las soluciones LTB
y Eardley-Liang-Sachs, conocidas al momento de encontrar esta familia de

soluciones [136, 137].

Este tipo de métricas se separan en dos clases: Modelos de clase 1
Bw # 0, denotados como Szekeres—I, y modelos de clase II, en lo sucesivo
Szekeres-1I, B, = 0. Ambas clases de soluciones no admiten (en general)
grupos de isometria, cada clase se subdivide en tres subclases: cuasi-esférica,
cuasi-plana y cuasi-hiperbdlica, en funcién de la soluciéon simétrica limite que
tengan la cual admite un grupo de tres vectores de Killing actuando sobre
érbitas bidimensionales (simetria esférica, plana y pseudo-esférica). En ambas
clases las 2—superficies dadas por t y w constante tienen curvatura constante
que puede ser cero (k = 0, f = 1), positiva (k = 1) o negativa (k = —1)

respectivamente.

ITambién conocidas como la familia de soluciones Szekeres-Szafron.
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Los modelos cuasi-esféricos de Szekeres de clase I (Szekeres-I) con
una fuente de polvo (con A nulo y no nulo) han sido considerados como los
mas adecuados para aplicaciones cosmologicas y, por lo tanto, han sido am-
pliamente utilizados como modelos de estructuras césmicas que generalizan
los populares modelos de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) (un sub-caso par-
ticular esféricamente simétrico). Los modelos de Szekeres con una fuente de
polvo (clase I y IT) introducen en todos los escalares covariantes un grado de
libertad extra en forma de dipolo (véase la discusién detallada en [57, 58]). En
el caso de los modelos cuasi-esféricos de clase I este dipolo se superpone al mo-
nopolo de simetria esférica [57], permitiendo asi la construccién de modelos
de mas de una estructura en un fondo FLRW, tipicamente una sobredensi-
dad o “void” central, rodeado por estructuras alargadas parecidas a paredes
o “pancakes” esferoidales (ya sean sobredensidades o vacios) marcados por
la orientacion del dipolo, todo lo cual proporciona una aproximacién mucho
mejor a las estructuras césmicas [59]. En particular, es posible elaborar redes
de estructuras colocadas en lugares elegidos como parte del establecimiento
de condiciones iniciales [133] que pueden proporcionar una buena descripcién

de grano grueso de nuestra cosmografia a escalas de 100 Mpc.

Mientras que un fondo FLRW surge de manera natural en Szekeres-I,
el limite FLRW de los modelos Szekeres-II es mucho mas complejo, siendo un
limite homogéneo mas natural los modelos Kantowski—Sachs. Asi, en contraste
con el uso generalizado de los modelos Szekeres—I, los modelos Szekeres—II
no han recibido mucha atencién en los estudios teéricos de los efectos de
la inhomogeneidad o en las aplicaciones cosmoldgicas. Los articulos conocidos

implican su tratamiento como perturbaciones exactas del polvo para calcular el
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factor de crecimiento [138, 139, 140], la autoconsistencia de la termodindmica
de los fluidos perfectos [141, 142] y, méas recientemente, Delgado y Buchert
han utilizado los modelos de polvo de Szekeres—II como casos espaciales de
prueba para probar un formalismo que permita obtener una generalizacién
relativista de la aproximacién de Zeldovich en términos de promediacion del

espacio-tiempo [143].

Modelos Szekeres-1I

La métrica que caracteriza a las soluciones Szekeres—II es

dz? + dy?
f? 7

klz? + y?]

ds® = —dt* + S*(t) | X?dw?® + 1 )

F=1+ (2.70)

donde X = X(t,2%) con ' = w,z,y. Esta métrica identifica una tétrada

ortogonal canonica e”,) tal que gabe“(a)eb(ﬁ) = N(a)(8):

a a a 1 a a f a a f a
e(O) == (507 e(w) = 575w, e(x) = §5$7 e(y) = g(sy, (271)

y éstas soluciones son compatibles con un tensor de energia momento general

A7y a __ a J— ay.
en un marco comévil (u® = e = 4g):

T% = (p+ A)uu® + (p — A)h® + 7% + 2¢\%u?. (2.72)

donde la densidad de energia, las presiones isotropicas y anisotropicas, y los
flujos de energia, p, p, T = [hg“hg) — thPhe|T* y ¢* = uPT¢ (con h =

u®u’+g?), dependen en general de las cuatro coordenadas ¢, 2. Las ecuaciones
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de campo no nulas G* = kT con k = 87G/c* son

Xy + Xae) | 29X 382 3k
= hKp = ’ ’ =~y T o5 — 3KA 2.
Kp = Kp 2y + o Kp="or T 5 3KA, (2.73)
1A Xy o+ Xae) 2SX 435X 25 8?7k
—= — 2 2 —_ — = —-— — — — _— A
PP T ey 37 s5x 0 T g T e 3eh
(2.74)
e LFU2Xyy = X)L PR@X, —yX,) 1K 4 395X — kX)
3 51X 2 S1X 3 Six ’
(2.75)
o LKy —2Xa) | 1PRX, —yX,)  1fA(SPK +355X — kX)
3 S1X 2 S1X 3 Six )
(2.76)
12Xy +Xow) 2 k25X 439X
= - = 2.
" DS 351x% "3 Sx3 (2.77)
. (X)),
T = —Tny (2.78)
X f2X,.”L’
kq" = $x (2.79)
X,
wg' = oo (2.80)

donde A = u*A , para toda funciéon A. En un marco comévil los pardmetros
cineméticos no nulos son el escalar de expansién ® = V,u® y el tensor de
shear o, = @(au;b) — (©/3)hqa, dados por
X 38 . . X
@:X—F?, szafb, 02—37, (281)
donde & = h{ — 30% 0 = diag|0, —2,1, 1] y los operadores de derivada espa-

ciales son @au“ = hgu“ by @(au;b) = h’{ahgl)uc;d.

Para poder cuantificar la evoluciéon anisotrépica de observadores co-
moviles calculamos la expresion del tensor de expansion ©,, = V,uy, y sus tres

eigenvalores ©f = A;)dy:

S

N v
ekt

Aoy = €7 =

z

+
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de tal forma que la anisotropia cinematica se puede identificar del hecho que la
expansion local para observadores fundamentales a lo largo de las direcciones
principales A2y = A(z), sobre €l ¥ €y son distintas de A1) a lo largo de
€lw)- Otro indicador de la anisitropia proviene de la tasa de cambio local del

corrimiento al rojo z sobre un segmento geodésico nulo [24]
d 1
&z _ [3@ + aabk“kb] do, (2.83)
z

donde k% es un vector nulo parametrizado por el parametro afin v. Los corri-
mientos al rojo de observaciones locales estaran distribuidos isotropicamente
solamente si g, = 0 (0 X = 0). Sin embargo, dado que hay grados de libertad
adicionales, el reto es restringir la anisotropia inherente de los modelos a las

cotas establecidas por las observaciones.

En un marco comoévil las soluciones Szekeres—I son tipo Petrov D
con tensor magnético de Weyl idénticamente cero, mientras que las soluciones
Szekeres tipo-1I con g, # 0 son tipo Petrov I, mientras que aquellas solutions
con g, = 0 son tipo Petrov D. Por tanto, los modelos de clase II en toda gene-
ralidad se convierten en buenos candidatos para describir una mayor variedad
de fuentes. Creemos que estos modelos tienen un buen potencial de aplicacion

inexplorado en cosmologia.

La ecuacién de balance de momento V,7% = 0 estd dada por

p+(p+p)© +0um™ + Vag* =0, (2.84)

4 - -
hZCjb + gGQa + vb7Tab + Uabqb + Vap - O’ (285>

mientras que la ecuacion de Raychaudhuri y las restricciones que definen el

flujo de energia, q,, y los tensores eléctrico y magnético de Weyl, the electric,
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magnetic Weyl tensor F,;, H,, son

. e? «x
0= —? - §[p + 3(]) - A)] - Uabaaba (286>
2 -
K(y = §vm@ + Vo, H,, = curl o, (2.87)
S K
Eab = gaab - Uc(aa§> B 571—116 - (3)‘%<ab>7 (288>

donde (3)%<ab> es el tensor de Ricci espacialmente simétrico y sin traza de

las hipersuperficies ortogonales a u® (¢t constante), ¢, = uV.q, y curlo =

ncd(avcagl) CON Nape = Napeqt® para la forma de volumen de Levi-Civita volume

Nabed = —+/—Y €abed CON €Eqpeq €l tensor unitario totalmente antisimétrico.

La compatibilidad de los modelos de Szekeres—II con un tensor de
energia—momento méas general abre la posibilidad de describir una mayor va-
riedad de fuentes de materia—energia, como fluidos disipativos y mezclas de
fluidos con velocidades peculiares no—coméviles, asi como mezclas de fluidos
con campos escalares y magnéticos u ondas gravitacionales. Ademas de la
atractiva posibilidad de estos grados de libertad adicionales, mostramos en la
Sec. 3.1 que las funciones libres en su subclase cuasi—plana permiten un em-
parejamiento suave con cualquier modelo espacialmente plano homogéneo e
isotropo que pueda ser descrito por la métrica de Robertson—Walker: Los mo-
delos FLRW y también los espacios-tiempo de Sitter, anti-Sitter y Minkowski.
Aparte de tener aplicaciones cosmoldgicas, estas configuraciones pueden servir
para sondear y experimentar con formalismos tedricos, como el promediar y
el efecto de la “backreaction” de las inhomogeneidades locales en la evolucion

de observaciones césmicas [144].



Capitulo

Uso de modelos cosmologicos

inhomogéneos

Como mencionamos en el capitulo anterior, los modelos de Szekeres-
I han sido utilizados en la literatura [59, 127, 133, 138, 139, 140, 143] y han
logrado reproducir estructuras cosmolégicas de manera exitosa. Sin embargo,
los modelos Szekeres-I1 han sido poco estudiados, siendo que el modelo que
incluye un tensor de energia-momento general conlleva un término de flujo de
energia. Tipicamente, se asocia a estos flujos con viscosidades y conduccion
de calor en sistemas térmicos fuera de equilibrio (ver ejemplos en [58]). Sin
embargo, este tipo de interpretaciéon no es ttil como aplicacién potencial en
modelas la dindmica de fuentes cosmologicas, ya que la CDM es descrita por
un gas no—colisional cuya descripcon realista es como polvo y los efectos disi-

pativos en los bariones a escala césmica son despreciables a tiempos cdésmicos
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actuales (por lo que también pueden ser descritos como polvo). Sin embar-
go, una reinterpretacion de la solucién en términos de velocidades perculiares

permite una interpretacién fisica 1til para el uso de estos modelos.

3.1 Modelos “pancake”

3.1.1 Un modelo cosmolégico Szekeres-Il con limite FLRW

Aceptando el Principio Cosmoldgico cosmolégico como vélido, es ne-
cesario considerar un “limite FLRW?” en nuestro modelo, Sec. 2.1. Los modelos
Szekeres-II tienen tnicamente un limite en el espacio de paramtros eligiendo
adecuadamente las funciones libres. Es por ellos que utilizamos las condicio-
nes de empalme Sec. 2.2.2 para poder realizar un espacio-tiempo a partir de
soluciones FLRW y Szekeres-II. A continuacién seguimos la presentacion de
[1]. Esta clase nueva de modelos de juguete esté basada en modelos Szekeres—
IT pero considerando un tensor de energia—momento completamente general,
que admite gradientes de presion no—triviales, estrés anisotropicos y flujos de

energia.

Considerando que t es el tiempo propio comin a los observadores
fundamentales en los modelos FLRW y Szekeres-11, es interesante considerar
de Ecs. (2.4),(2.70), una identificacién entre el factor de escala FLRW, la

densidad y la presién a(t), p, p en Ec. (2.5) vs. la funcién métrica de Szekeres-
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IT S(t) y la parte puramente temporal de la densidad y la presién p, p en las

ecuaciones de campo Ecs. (4.76)—(2.74).

Las condiciones de Darmois para un empalme suave entre los dos
espacios-tiempos (A 4y, 9(+)) ¥ (A, g(-y), como un Szekeres-II y FLRW
descritos por Ecs. (2.70), (2.4), a lo largo de una hipersuperficie de empalme
% (z*) = 0, son la continuidad de la primera y segunda formas fundamentales

en X [121, 145] Sec. 2.2.2.

Dada la identificacién de coordenadas (¢, x*) y tétradas ortonormales
en Ecs. (2.4), (2.70), elegimos como X = 0 la ecuacion w —wy = 0 donde wy es
una constante arbitraria. Tenemos entonces n, = e{*) = S X §% y la métrica
inducida 7, estd parametrizada por las coordenadas x® = [t, wq, z,y| con wy

un valor fijo arbitrario de w, eligiendo (+) y (—) como Szekeres-1I y FLRW

tenemos
b () () S?
YaB = 6?a)€(,8)gab s Y =T = —1 %(;x) = ’Y@(,Z) = F?
2
-) - _ ¢
’ya:x - r)/yy f2 (wo)

(3.1)

Las componentes de la segunda forma fundamental (curvatura extrinseca de

%) son

KD _(X5+XS) . KGD =(5X,)P, KS) =(8Sx,)", (3.2

KS) =a  (3.3)

La combinacién de Ec. (3.1) y Ecs. (3.2)—(3.3) implica que todas las derivadas

de X a lo largo de la direccion de los vectores tangentes a % deben anularse
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X® =1, (X)) =(X,)" = X)) = )" =0, (3.4)

St)=at), k=k=0 = f=f=1, (3.5)

de tal forma que el empalme en ¥ dado por w = wy solamente es posible
entre un modelo Szekeres-II cuasi-plano y un modelo FLRW espacialmente
plano. Estas condiciones de empalme también requieren [121] la continuidad

de T%n® =T n*/(SX):

WA =~ == L = k(p— ) (3.6)

de modo que S(t) debe satisfacer las mismas ecuaciones de evoluciéon que
el factor de escala a(t) para un modelo FLRW espacialmente plano (k = 0)
Ec. (2.5), que identifica plenamente la densidad y la presion FLRW p, p con las
partes puramente dependientes del tiempo, p, p, de la densidad y la presion del
Szekeres-11 cuasi-plano (k = 0) Ecs. (4.76)—(2.74). Obsérvese que Ecs. (3.1)-
(3.5) se cumplen en w = wy. Las condiciones Ecs. (3.1)—(3.5) también implican
continuidad de p, p, 7, g, en 2 (el lado derecho de Ecs. (2.75)-(2.80) se anulan

en ).

En funcién de los pardametros libres que dependen de w, el empalme
entre los modelos Szekeres-II cuasi-planos y los espacio—tiempos FLRW espa-
cialmente planos que hemos descrito puede realizarse a lo largo de un ntimero
arbitrario de hipersuperficies marcadas por la constante w. Los parametros
libres de X en cada regién de Szekeres-II tendrian que cumplir Ecs. (3.4) en
dos valores fijos de w (o pares de éstos). La configuracién “pancake” que re-

sulta es una coleccion de regiones Szekeres-1I que se pegan suavemente a un
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espacio—tiempo FLRW dado. Obsérvese que Ecs. (3.3)—(3.5) implica que todas
las regiones de Szekeres—II deben coincidir con el mismo modelo FLRW, que
actiia como fondo, mientras que las regiones Szekeres—II pueden caracterizar-
se por cualquier fuente en la que los parametros libres puedan establecerse
para cumplir las condiciones de empalme Ecs. (3.4)-(3.5). Los empalmes de
este tipo descritos anteriormente pueden realizarse en un ntimero arbitrario de
hipersuperficies, lo que conduce a configuraciones compuestas por una serie
de secciones de Szekeres-II (posiblemente diferentes) separadas por regiones
del mismo modelo FLRW (o Minkowski o de Sitter o anti de Sitter), pro-
porcionando asi un fondo isétropo y homogéneo que no se creia posible para
estos modelos. Se trata de una especie de configuraciones de “pancakes” que
pueden considerarse como andlogos casi planos (no son espacialmente planos)
a los modelos de “queso suizo” esféricamente simétricos [24] o a las versiones
de universos “lattice” [143, 146, 147]. Este tipo de configuraciones propor-
cionan modelos de juguete para sondear los efectos de las inhomogeneidades

cosmoldgicas.

3.1.2 Soluciones particulares y ejemplos

Dada una suposicién sobre las fuentes, no es posible saber si la fun-
cién X puede satisfacer Ecs. (3.1)—(3.5) en un w = wy arbitrario sin tener una
solucion, analitica o numérica, de las ecuaciones de campo. Sin embargo, se
puede obtener més informaciéon para un caso particular importante: si f =1
y las componentes 7Y de la presion anisotrépica en la ecuacién Ec. (2.78) se

anulan en todo punto del espacio-tiempo, tenemos X ,, = 0 cuya soluciéon
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general es

X =F(t,w)+®(t,w,z) +¥(t,w,y),, (3.7)

donde F, ® y ¥ son completamente arbitrarias. Una manera simple de hacer
Ec. (3.7) compatible con un empalme con FLRW en w = wy es asumir que
&, ¥ son separables de varias formas, por ejemplo:

X = F(t> w) + Z Nj(t’ w)qu(wv l‘) + Qj(tv w)wj(za y)v ) (38)

j=1

de tal froma que (dada una solucién para una fuente especifica, satisfacer
Ecs. (3.1)—(3.3) puede lograrse (por ejemplo) exigiendo las condiciones de
frontera F'(t,wo) = 1y ¢;(z,wo) = ¥;(y, wp) = 0. Insertando Ec. (3.8) en

Ecs. (4.76)—(2.80) podemos identificar varios casos particulares de interés fisi-

CO:

 Cero flujo de energia (¢, = 0) con presién anisotrépica no nula (mg, # 0):

Nj(t,w) = Qj(t,w) = 0 para todo j, que lleva a la forma

X = Fltu) + 3 6w, 2) + 3w, 0), (3.9)

donde qgj(w,x) = ¢;(w, ) Nj(w) y ¥j(w,y) = ¥;(w,y)Q,;(w).

« Cero presién anisotrépica (my, = 0) flujo de energia no nulo (g, # 0).

Estas soluciones se siguen de Ec. (3.8) con:

N;=0, Q=Q =Q(t,w), X=F+A+QB, (3.10)

;= A(w, ,y) = ag(w) + an(w)z + az(w)y + as(w)(2* +3*), (3.11)

U = B(w, z,y) = fo(w) + fi(w)x + a(w)y + Bs(w)(z® + ¢?), (3.12)
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mientras que F'y () deben satisfacer las ecuaciones diferenciales lineales

acopladas

35 . 2(B:Q+ as)

| e - SRS (3.13)
. 39 . d
G+75Q=0 = Q=a(w) +cw) sz (3.14)

A partir de Ecs. (3.10)—(3.14) se obtiene que p = p(t) con k = 0 en
Ec. (2.74) pero p = p(t,z"). El caso particular de polvo (p = p(t) =
0) es la solucién encontrada por Goode [148] (aunque Goode supuso
que ¢; = 0,¢9 = const. y Q = Q(t)). Nbtese que X tiene la forma de
un monopolo con dos dipolos independientes superpuestos, A(w,z,y) y
B(w, x,y), volviéndose un solo dipolo A(w, z,y) en el subcaso del fluido

perfecto (g, = 0 y por ende @ = 0).

« Fluido perfecto: Ecs. (3.10)-(3.13) con @ = 0, lo que lleva a que Ec. (3.14)
sea redundante y X = F + A. En general, las soluciones de fluido per-
fecto estan caracterizadas por p = p(t) # 0 con p = p(t,z"), algunas
de estas soluciones tienen una interpretacion termodinamica matemati-
camente consistente [141, 142]. Las soluciones de polvo examinadas en

[138, 139, 140] se siguen fijando p = p(t) = 0 en Ec. (2.74).

Al ser una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden, es evidente que
una solucién de Ec. (3.13) tendra la forma F' = ¢ (w) Fy (t, w)+o_(w) F_(t, w)
con ¢4 (w) constantes de integraciéon. Por tanto, en todos los casos resumidos
anteriormente los parametros libres que dependen de w pueden fijarse de mo-

do que Ecs. (3.1)—(3.5) se mantengan en un w = wy arbitrario y S(¢) pueda
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identificarse con el factor de escala a(t) de un espacio-tiempo FLRW dado.

A partir de estas soluciones se puede discutir el llamado “limite
FLRW?” de estos modelos. Krasinski en [58] presenta los modelos Szekeres—

IT con una fuente de fluido perfecto a partir del siguiente elemento de linea
ds? = —dt* + e**dw? + * (da® + dy?), (3.15)

donde e = e S(t), e* = \(t,w)+S(t)Z(z,y,w), y A una funcién determinada
por una ecuacion diferencial. De la forma de las funciones métricas que se han
obtenido y de aquellas en [58] es directo que (¢, w) = S(¢)F(t,w), mientras
que X = Ae”. Por tanto, la condicién mencionada en [58] al final de la seccién
2.1.1, la forma de estas funciones contiene la subfamilia FLRW, sin embargo

ésta se obtiene mediante la eleccion de funciones F' constante. No existe un

limite natural FLRW, citando [58]

the FLRW limit results unnaturally in this subfamily: the additio-

nal symmetries of the FLRW models appear from nowhere.

Vale la pena mencionar que el limite FLRW es un limite en el espacio de
parametros y no un limite en la variedad o una extension de la variedad

misma.

A partir de estas soluciones podemos examinar multiples configu-

raciones entre regiones Szekeres—II y FLRW, estos ejemplos son tomados de

[1].
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Polvo en Szekeres-1l y ACDM

Al considerar polvo sin flujo de energia, p = @ = 0, en Ecs. (3.10)-
(3.12) podemos hacer un empalme con secciones de un modelo ACDM. La
ecuacién de Friedmann correspondiente Ec. (2.5) (con k = 0) y su ecuacién

asociada Ec. (3.13) tienen como soluciones

S(t) = M sinh®® (\o7), = IZ) _ "Z f _ ZAZHO coth (A7), (3.16)
2@3( )

F(t,w) = p1(w) + po(w) Fi(7) + Fy(r

)5
1 th( )\
Fi(r)=—-1—— [2COth (2/\27> +1In (CO 27) >] (3.18)
dr

(3.17)

coth( )\27— )+ 1
/ 81nh2/3()\2 T)dT
sinh?*(\y 7)

Fy(7) =, , (3.19)

donde 7 = Hyt, \; = (Q/Q))/3 v Ny = \/Q), con Hy el factor de Hubble al

dia de hoy y QI = kpo/(3HZ), Q) = kA/(3H2).

Haciendo multiples empalmes a lo largo de una familia de hipersu-
perficies marcadas por n valores distintos, fijos y arbitrarios de w = wg con
v = 1...n, podemos hacer una configuraciéon de multiples “pancakes” com-
puestos por modelos Szekeres-II con polvo y modelos ACDM, véase Fig. 3.1.
Una posible solucién para cumplir las condiciones de empalme Ecs. (3.1)-(3.5)

es asumir que

S(t) =a(t),  ei(wg) =1, a(wg) = as(wg) =0, (3.20)

se cumple para todo wg. De Ecs. (4.76), (2.81) y (3.11) la densidad normali-

zada adimensional y el escalar de Hubble para las regiones Szekeres—II regions
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Szekeres
FLRW FLRW FLRW

Aky Ay A\y

% .
/4 A0

X X

Szekeres I Szekeres I

Wi Wit Wit Witz Wiy

Figura 3.1: Empalmes de diferentes regiones de Szekeres—II con un espacio—
tiempo FLRW. La figura muestra una hipersuperficie ¢ constante, con dos regio-
nes de Szekeres I situadas entre valores fijos de la coordenada w en los rangos
wis1 < w < Wjye, witsz < w < wjq4 y las regiones FLRW que ocupan el rango
restante de w. La curva x = y = 0 para w arbitrario (el eje w) es una geodésica

y un vector de Killing de la 3-métrica.

Son
N K - 1 2H OF 4oy
=L _qy_— | =227 8 3.21
3H? +F+Al3HOaT 521’ (3:21)
N C) _ 1 OF o 1 oOF
A= = — = 3.22
3H, * 3(F+A)or’ Hy 3(F+A)or (322)

donde A, S'y F estan dadas por Ec. (3.11) y Ecs. (3.16)—(3.25), mientras que

a= 7 - g #=U_\a (3.23)
0

son la densidad adimensional y el escalar de Hubble de las regiones ACDM.
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Polvo en un fondo de Sitter

0 en

Procediendo como en la secciéon anterior, mediante p = k
Ec. (4.76) y como el empalme requiere S(t) = a(t) tenemos p = k = 0 en
Ec. (2.5). Las correspondientes funciones S y F'y pardmetros de las regiones

de Sitter son

S(r)=Soexp (A7), A =DX, Q=) =0Q, (3.24)

F = o (w) — @;&f) exp (—3\s 7) — 2agéw)

exp (—2X2 7), (3.25)

con H, 7y Ay como se definieron previamente y Sy = S(). La densidad de

energia adimensional esta dada por

2 (452 — 6)az exp(—21/Q47) + S22 exp(—34/Q4T)
3 S§ [F(r,w) + A(w, z,y)] ’
(3.26)

Q=001+

con F'y A dadas por Ec. (3.25) y Ec. (3.11), y se ha sustituido A3 = Q3. A
manera de analizar propiedades de este modelo, fijamos los parametros libres
So=¢1 =1, a1 = as = py = 0, de lo que se obtiene

A

a4 ag+ asr?)2p VAT Fag
Q= b

(1+ ag + azr?)Q) 2V % _ 2003

, (3.27)

donde Q) (el cual se puede elegir de forma que sea el mismo valor que en
el de un modelo ACDM), r? = z? + y? (siendo que existe una simetria axial
con 7 = 0 el eje de simetria, usamos coordenadas polares) y se eligen las
funciones ag(w), az(w) de forma que se cumplan las condiciones de empalme
con el espacio-tiempo de de Sitter (ver mas adelante). Los limites asintéticos

de Ec. (3.27) son

N A 5)
Q—Q) 700y r— o0, Qégﬂg‘ T — —00, (3.28)
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esto implica que existen dos ramas con densidad de polvo positiva separa-
das por una singularidad y una regién con densidad negativa en la region de
Szekeres—II. La singularidad de curvatura esta determinada por un cero en el
denominador de Ec. (3.27). Sin embargo, el cero del numerador estd ubicado
en el futuro de la singularidad como se puede observar en la Fig. 3.2. Como
resultado, el numerador es negativo para 7 poco después de la singularidad,
designando una regién cercana a ella con densidad negativa donde se produce
Q0 — —o0. A medida que 7 aumenta,  se vuelve positivo y finalmente alcanza
el limite asintético representado en Ec. (3.28) (véase Fig. 3.2b). A medida que
se acerca la singularidad y el limite asintotico en el pasado infinito se repre-
senta en Ec. (3.28), Q) es positivo en el pasado de la singularidad y aumenta

hasta £ — co.

A medida que w se acerca a la interfaz de empalme con de Sitter (que
no tiene singularidad), se puede ver en Fig. 3.2a cémo el lugar geométrico de

la singularidad se curva hacia el pasado infinito.

Asi como con Szekeres—11 y ACDM, se puede crear una configuracién
multiple de “pancakes” de n empalmes suaves entre polvo de Szekeres—II y
de Sitter a lo largo de w = w{ arbitrarios con v = 1...n. La densidad de
polvo es Ec. (3.27), el escalar de expansién es Ec. (3.22) con S, F' dados por
Ecs. (3.24)—(3.25), A dado por Ec. (3.11) y Q' = 0y Q) = M. Como la
derivada F' no tiene efecto sobre las funciones libres as(w), ¢1(w), p2(w), es

obvio que (3.20) son suficientes para cumplir Ecs. (3.1)—(3.5) en todo wy.

Es importante recalcar que la conexion entre el modelo Szekeres—II

y un fondo ACDM que estamos considerando esta basado en realizar empal-
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0.57

0--————-——

-0.5

Figura 3.2: Densidad normalizada  para polvo empalmado con de Sitter. El
panel (a) muestra Q a lo largo del eje r = 0 para el plano [w, 7]. Una singularidad
de curvatura y una regién con € < 0 separan las dos zonas con £ > 0. El panel
(b) muestra la evolucién de Q en el tiempo para r = 0 y varios valores fijos
de w (la curva gruesa representa w = m/2). Obsérvese cémo los observadores
comoviles alcanzan Q4+ — oo. Las graficas se hicieron utilizando las funciones

libres a3 = sin?w y ag = sin* w.
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mes suaves entre regiones Szekeres-I1 regions con métrica Ec. (3.30) y regiones
ACDM cuya métrica es Ec. (2.4) como se ha discutido en Sec. 3.1 [1] e ilus-
trado por Fig. 3.3, con los pardametros de las regiones Szekeres-II restringidos
tnicamente por las condiciones de empalme Ecs. (3.4)-(3.5). Este es un en-
foque completamente distinto a tener un limite FLRW por una sucesion de
modelos Szekeres—II cuyos parametros tengan como limite un espacio—tiempo

FLRW para la extensién completa de la variedad Sec. 3.1.

3.2 Secciones Szekeres—Il con flujo de energia co-
mo campo de velocidades peculiares no comoviles

Usando estas configuraciones "pancakes” es posible crear regiones
Szekeres—II y FLRW suavemente empalmadas con un fluido no perfecto. A

continuaciéon seguimos de cerca el trabajo que efectuamos en [2].

Consideramos como fuente de las regiones Szekeres-1I Ec. (2.70), el
caso particular de Ec. (2.6) con p = my, = 0 que generaliza a A > 0 la solucién

exacta encontrada por Goode [149]
Top = (p + Auguy — Ay + 2q(aus), (3.29)

Para poder hacer el empalme, consideramos en lo sucesivo el subcaso cuasi-

plano k£ = 0 de Ec. (2.70)
ds® = —dt* + S*(t)[ X *dw? + dr® + r’d¢?], (3.30)

donde efectuamos un cambio de coordenadas y r, ¢ son coordenadas cilindricas

definidas por x = rcos¢, y = rsin ¢. En estas coordenadas, la densidad de
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energia p y el vector de flujo de energia q, = ¢.0" 4+ ¢40¢ estan dados por

352 Xﬂar + TXW — 7”2X7¢¢ QSX

kK(p+A) = o2 YR + X (3.31)
. (3.32)
mientras que las funciones métricas X, (), AB satisfacen

X = A(r,¢,w)+ B(r,¢,w)Q(t,w) + F(t,w), (3.33)
= ¢ (w)+ c(w) gé, (3.34)

= az(w)r® + az(w)rcos ¢ + a; (w)rsin ¢ + ap(w),
(3.35)

B = B3(w)r® 4 Ba(w)rcos ¢ + Bi(w)rsin ¢ + Bo(w),
(3.36)

y las funciones S(t) y F'(t,w) cumplen Ecs. (3.13)-(3.14). Nétese que es la mis-
ma forma que en Ecs.(3.10)-(3.12). La principal ventaja de usar coordenadas
cilindricas es tratar con una coordenada acotada 0 < ¢ < 27 y que marcan
a la clase de observadores privilegiados de un modo sencillo a lo largo de la
curva r = 0 (t, w constante) parametrizada por w (o z = y = 0), que es una
geodésica y una curva integral de un vector de Killing de los marcos en reposo.
La simetria axial se sigue de fijar ap = oy = 81 = 5 = 0 en Ecs. (3.35)—(3.36),

que hace a X independiente de ¢.

3.2.1 Materia oscura no comavil

Dado que una fuente de “polvo conductor de calor” térmicamente di-

sipativo no es apropiada para un modelo cosmolégico de tiempo tardio [118],
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proponemos una interpretacion totalmente diferente para Ec. (2.6) como mate-
ria oscura fria (CDM) sin movimiento en la que ¢* ya no es un vector conductor
de calor, sino un flujo de energia proporcional a la velocidad peculiar de una
fuente de polvo con constante cosmolégica 79 = (p+A) 0%0° — Ahgy, donde la
4-velocidad 4® esta relacionada con la 4-velocidad sin movimiento u* = e(o) al
“boost” generalizado Ec. (2.7), donde v® serd la velocidad peculiar de la CDM
asociada con 4 con respecto al marco del CMB de un fondo ACDM asociado
con u®. De Ecs. (2.8)—(2.13) en Sec. 2.2.1, el tensor de energia momento para

este polvo no comévil referido a u® toma la forma Ec. (2.6) con

1
P = fVQpA + A7 p= —A+ § Uava72ﬁ7 (337>
¢ = Pt 7 =qpul%?, (3.38)

donde p, ¢* son lineales y p, 7@ son cuadraticos en v®. Siendo que las velo-
cidades peculiares inferidas de las estructuras a gran escala con respecto al
marco del CMB son claramente no relativistas [150, 151, 152], podemos des-
preciar todos los términos cuadraticos y de mayor orden en v, de tal forma
que ¥ ~ 1+ O0?), p ~ O?) y ma ~ O(v?), lo que lleva a la aproximacion

de primer orden (en v*) del tensor de energia—momento
T% = (p+ A) u®u’® — AR + 2p v @Y, (3.39)

que podemos identificar con Ec. (3.29) mediante ¢® ~ pv® y p ~ p (dado que
v~ 1). Este tensor de energia—momento en un marco comévil puede pensarse

como una aproximacion a un tensor realista dado por

Tab — (pcmb + p+ A) uaub + (pcmb . A) hab + 2pv(“ub),

pcmb = pc?r)nb7 p - pcdm + pb7 (34())
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donde la radiacién comévil (CMB) y las densidades bariénicas no comévi-
les: pemy ¥ p» pueden despreciarse en comparacion con la densidad de CDM
no comovil CDM y A (i.e. pom, + p = pepu). Esta interpretacion del tensor
de energia-momento proporciona un fuerte vinculo fisico y empirico con los

modelos cosmologicos.

Para complementar la comprension del flujo de energia como CDM
no comévil, resulta 1til el escalar de Hubble para la 4-velocidad no comévil
© = hgab ., con 4 definido por Ec. (2.7). La siguiente relacién [49] se obtiene

en el régimen lineal de velocidades peculiares v,v®/c? < 1.

6=0+9, 9="hv"y,, (3.41)

)

donde Ay, = Gab + Ually = hgp y v* = q%/p (a orden lineal).

3.2.2 Variables dinamicas

Para tratar con variables adimensionales, normalizamos las variables
dindmicas con respecto a la densidad critica actual 87G/(3HZc*), donde Hy
es la constante de Hubble actual. Como antes Sec. 3.1 la densidad de energia
puede expresarse como la suma de una densidad ACDM puramente depen-
diente del tiempo (una solucién de Ec. (3.14)) y un término dependiente de

todas las coordenadas que puede concebirse como una fluctuacion exacta sobre
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este fondo homogéneo (véase la discusion detallada en Sec. 3.2.6).

8mp

QF = Sz QF + 6%, (3.42)
0
- Qp' A A STA
QP — ? ‘I‘ QO’ QO — 37}-[3, (343)
59— 8T (X pp —r X, —1?X,]  25,.X,
B 3HZr252X 35X
(3.44)

donde la hat representa valores asociados al fondo homogéneo FLRW, y S es

la solucién analitica de 3.14

S(r) = <Q%> sinh3 (2\/937> , (3.45)

con 7 = Hyt el tiempo adimensional y Q' el factor Omega asociado con la
CDM (despreciando la contribucién bariénica). Considerando primer orden en
va/¢, €l campo de velocidades peculiares g, = p v, se obtiene de las ecuaciones

de campo, con g, = ¢,0" + 02 ¥ ¢, = 0:

qr — 87TQ7‘ _ XT,T Qe
{2 =@ T o3mEetx 7 UrT W (3.46)
87 X ¢
99 —= STd¢ __ @, _

Para investigar la inhomogeneidad y anisotropia de los modelos Szekeres-II,
analizamos los contrastes de la densidad normalizada €2, y el escalar de Hubble
con respecto a sus valores ACDM,

Qp(,]_’ r,w, ¢) _ QP(T) (59

A% — = = = 3.48
Qe () Qe(r)’ 245
o FC
A (T, wi¢) A1) _ 0 ’ (3.49)
F(T) F(7)
donde (de Ec. (2.81))
@ > S,T H X7T
o= ot e (3.50)
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Cabe senalar que las variables 6% y §7 son fluctuaciones covariantes (véase

Sec. 3.2.6) relacionadas a los tensores eléctrico de Weyl y de “shear” (E,, y
O'ab).

_gabEab (5% _ %A% _ _gabo-ab

6% =QF A% =
3HZ ' 6Hy '

(3.51)

donde £ = e?w)e’(’w) — 3h%. Por otro lado, las velocidades peculiares estdn

relacionadas al tensor magnético de Weyl H?

e 2Ha (3.52)
abcV™ = S5 7790 .
Tebel’ = 300, HZ
donde 1gpe = —+/—geapeae? es la forma de volumen completamente antisimétri-

ca de Levi-Civita. Las variables 62, 6% y v® determinan la inhomogeneidad y
anisotropia de las regiones Szekeres—II de forma independiente de coordenadas
mediante Ecs. (3.51)—(3.52). En realidad, estos valores obedecen a ecuaciones
de evolucién que se simplifican a perturbaciones covariantes del polvo en nor-

ma comoévil en el limite lineal, més detalles en Sec. 3.2.6.

Aunque consideremos que las velocidades peculiares sean no relati-
vistas, v,v* < 1, esto no indica que sus derivadas sean despreciables, por
lo que debemos explorar condiciones sobre las derivadas. Considerando dos

observadores u® y 4%, se relacionan a partir de Ec. (2.7),
= y(u®* +v?)
donde,

= — 3.53
,Y /1 _ /Uava’ ( )

uv® = 0. (3.54)
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Considerando que,

v, << 1, (3.55)

se tiene que v =~ 1. Note que esto no implica que v, ~ 0.

Ademas, se tienen el tensor de energia—momento relativo a los obser-

vadores se escribe de la siguiente forma:

Top = puqp + 2q(aup) (3.56)
Ty = pliatiy (3.57)

Para encontrar las condiciones a primer orden, se pueden igualar
ambos tensores de energia momento y sustituir Ec. (2.7) en las 4—velocidades

del tensor tildado como se muestra a continuacion:

A

Tap = Tap, (3.58)
PUqUy + 2q(qUp) = PliaTs. (3.59)
Sustituyendo,
PUaty + 2q(ty) = Py (e + o) (up + vp) (3.60)
Py + 2q(qUp) = Py (uqup + 20(qUp) + VaUp) (3.61)

Ahora, buscamos un escalar que nos relacione cantidades en ambos
sistemas de referencia, para ello hacemos Tyu®u’ = T,,1%°, quedando asi con

una funcién escalar.

Siendo que ¢* y u® son ortogonales g,u® = 0, y debido a Ec. (3.54),

la expresion se simplifica a:
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pugtpuu’ = v pugupuu’. (3.62)

De Ec. (3.53) sabemos que v ~ 1 y al ser u® y 4° cuadrivelocidades,

u,u” = —1. Por lo tanto, se obtiene que la condicién a primer orden es:
p=p. (3.63)
Para la segunda condicién a primer orden, se puede hacer Tu’ = T,,0°

para que la contraccién nos dé un vector. Utilizando Ec. (3.54) nuevamente y

u,u”’ = —1 se obtiene que:

Plq — Qo = V2 PUa — PV Vq. (3.64)

Como v ~ 1 y de Ec. (3.63) se obtiene que la segunda condicién de

primer orden es:

Ga = PVa (3.65)

Para encontrar las condiciones de segundo orden, asumimos que cada tensor

de energia-momento se conserva por separado, tal que:

T, — T, = 0. (3.66)

)

Tenemos ademas que
0% = P v + 20770 + Y% (3.67)

P = Py + 2PV (3.68)
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Sustituyendo Ec. (3.56) en 7% =0y Ec. (3.57) en T“b;b = 0 se tiene
pouu’ + putyu’ + putn’, + ¢’ + q*uby + uyg” +ue’y, =0, (3.69)
PY° (ulyu’ + utuly + vou” + v’y + ut o 4’y + (v0),)
+(py* + 2077) (uu® + vub + w0’ 4+ v"?) = 0. (3.70)
Restando Ec. (3.69) y Ec. (3.70),
(p;b - ﬁ;b72 - 2ﬁ77;b)uaub + (/) - ﬁ72>(uaub;b + ua;bub) + (qa - 72ﬁva>ub;b
(4% — PY°0%, = Py v® = 200" u” + (¢ — ¥° 0% — Py 0" + 2pyy0”)u

+(q" = pYo")uly, + P () + (Py + 20770 00" = 0

(3.71)
Sustituyendo Ec. (3.67) y Ec. (3.68):
(p - ﬁ'yz)(uaub;b + ua;bub) + (qa - 72ﬁva)ub;b
+H(g" = pr?o")uty + oy (0"0") + (P + 207 7)v™” = 0. (3.72)

Sustituyendo las condiciones a primer orden Ecs. (3.63), (3.65) en Ec. (3.72)

se obtiene que:
P (W 0") i + (P + 207700 0" = 0. (3.73)

Despreciando términos cuadraticos en v* y considerando p # 0,

() = 0 (3.74)

Esto indica que (v*0°),, = 0, lo cual se cumple para vv, << 1y v%v, constan-

te, para que coincida con nuestra premisa original v%v, < 1. Como resultado
) )
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ol I _________ [\ _______ I?‘f‘ ________

ACDM Sz-11 ACDM
region regio region

Figura 3.3: Evolucién temporal de una tnica regiéon Szekeres-II suavemente
empalmada entre dos regiones asintéticas ACDM (métricas Ec. (3.30) y Ec. (2.4)
con coordenadas fijas r, ¢). La regién Szekeres-1I se extiende en el rango w; <
w < wy entre las hipersuperficies de empalme w; = 0 y wy = 27/1p. Notese
como la 4-velocidad 4® del CDM se inclina en el area Szekeres-11 en comparaciéon
con la 4-velocidad comévil u?, la cual es comiin a ambas regiones ACDM y el

marco CMB.
nuestros requisitos de compatibilidad son

PU@VY) = U(adb), (3.75)

(v"’), = 0. (3.76)

Con estas consideraciones, la conservacién de la energfa u, 7%, es proporcional

a (Hy/c)?, que justifica nuestra aproximacion.

3.2.3 Construyendo el modelo

Mientras que las configuraciones descritas en la Sec. 3.1 permiten
multiples regiones Szekeres-II que pueden ser diferentes siempre y cuando

se cumplan las Ecs.(3.4)—(3.5), consideraremos el caso de una tnica regién
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Szekeres-I1 que se extiende a lo largo de un rango continuo de w, empalmada
con un fondo ACDM a lo largo de hipersuperficies temporales marcadas por
los valores minimo y maximo de w en este rango. Este disefio se muestra esque-
maticamente en la Fig. 3.3. Para cumplir con Ecs. (3.4)-(3.5), deben fijarse
adecuadamente los parametros libres de las funciones métricas Ecs. (3.33)—
(3.36) que describen la regién Szekeres-1I. Estas restricciones se detallan a

continuacion:

Los pardmetros a en Ec. (3.35) agp(w) = cos?(vyw), mientras que el resto de
las funciones libres, a;, se eligen de la forma %; sin?(v;w). Esto implica
que las interfaces de empalme se encuentran en w = w; = 0y w =
wy = 27 /1y, mientras que las constantes arbitrarias 6; deben cumplir
0 < %6; < 1 para satisfacer las condiciones de empalme Ecs.(3.4)—(3.5).
Suponemos que v; > 2H,/c las secciones Szekeres-1I se extienden muy
por debajo del radio de Hubble actual, aunque esta escala de longitud

siempre puede modificarse.

Para los pardmetros 5 en Ec. (3.36) las condiciones de compatibilidad y
v,v* < 1 requieren 32 < 1y 3;8; < 1 con i,j =0,1,2,3, por tanto es-
tas funciones libres deben tener la forma §;(w) = €;¢;(w), con ;(w) fun-
ciones acotadas y las constantes ¢; cumpliendo €;¢; < 1 y satisfaciendo

Ecs. (3.5)-(3.4). En particular, consideramos la eleccién ¢; = sin®(v;w).

En la forma analitica Ec. (3.45) de S(7) para las zonas ACDM, el tiempo
cosmico actual se define por S(79) = 1, lo que resulta en 7 = 0,9662.
Elegimos los valores Q" = 0,3 y Q) = 0,7 de forma que al dfa de hoy

Qo = 1. Las velocidades peculiares al dia de hoy en Ecs. (3.46)—(3.47),
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asi como los contrastes de densidad y escalar de Hubble en Ecs. (3.48)—

(3.49) son

AY = &, AY =0, (3.77)

v = [v],=Qf, Vg0 = [Vg)y = rQe. (3.78)

La funcién F' se obtiene como soluciéon numérica de Ec. (3.13), cuyas condicio-
nes iniciales estan dadas por F (7o, w) = 0y F(79,w) = €ppo(w), donde
elegimos a €y como una constante que satisface 0 < ¢y < 1, mientras que
@o(w) es una funcién sinusoidal que cumple con la forma que se especi-
fica en los parametros de [ discutidos previamente. Elegimos el tiempo
cosmico actual como condiciones iniciales simplemente por comodidad,
ya que pueden elegirse en cualquier 7 fijo. Siendo que Ec. (3.13) es una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden, su solucion general debe
ser de la forma F' = ¢ (w)Fy (1, w) + ¢_(w)F_(7,w), garantizando que
las condiciones iniciales F'(7,w;) = F.(7,w;) = 0 siempre se cumplan

para valores fijos de w = w; en cualquier valor de 7.

Notese que X tiene una dependencia débil con la coordenada angular ¢, por
lo que podemos obtener una nocién robusta de todas las cantidades en un an-
gulo representativo. Después de algunos ensayos, seleccionamos los siguientes
numeros para los pardmetros constantes: €; = 0,7, €9, €3 = 6., = 6, = 0,001
y v; = 2Hy/c. El resto de las constantes de %; se eligieron como ntmeros
aleatorios, por lo que 0 < %; < 1, y los ensayos numéricos muestran una
dependencia muy débil en estos nimeros. En general, los valores numéricos

para las constantes €;, 6., y las formas de las funciones ¢; deben probarse
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Figura 3.4: Contraste de densidad en el tiempo césmico actual para una regién

Szekeres-IT empalmada con un fondo ACDM. Los paneles muestran 6 dada por

Ec. (3.77). En panel (a) se muestra como funciéon de 7 = c¢r/Hy y ¢ = w/4 fi-

jos, para w = 0,7/3,2m/3,147/15, representados respectivamente por curvas

sélidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel (b) muestra el contraste

como funcién de w = cw/Hy y ¢ = 7 /4 fijos, para 7 = 0,1/3,2/3,1, represen-

tados respectivamente por curvas sélidas, punteadas, discontinuas y punteadas.

Panel (c¢) muestra el contraste como en funcién de ¢ y 7 = 0,5 y valores fi-

jos w = 0,m/3,27/3, 147 /15, respectivamente representados por curvas sélidas,

punteadas, discontinuas y punteadas.

para evitar “shell crossings”, y para obtener velocidades peculiares con mag-

nitudes que coincidan con el rango de valores de velocidades peculiares para

estructuras a gran escala encontradas en la literatura.

3.2.4 Valores a tiempo actual de las variables dinamicas

Todas las graficas de las Figs. 3.4-3.7 corresponden a 1 = Hjto,

fijado en el tiempo actual S(m) = 1. Las cantidades graficadas se muestran

como funciones de w y r normalizadas por la longitud de Hubble. Como se
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Figura 3.5: Contrastes del escalar de Hubble en el tiempo césmico actual para

una regién Szekeres—II empalmada con un fondo ACDM. Los paneles muestran

6% dada por Ec. (3.77). En panel (a) se muestra como funcién de 7 = cr/H

y ¢ = /4 fijos, para w = 0,7/3,27/3,147/15, representados respectivamente

por curvas sélidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel (b) en muestra el

contraste como funcién de w = cw/Hy y ¢ = 7 /4 fijos, para 7 = 0,1/3,2/3,1,

representados respectivamente por curvas sélidas, punteadas, discontinuas y

punteadas. Panel (c) muestra el contraste como en funcién de ¢ y 7 = 0,5 y

valores fijos w = 0,7/3, 27/3, 147 /15, respectivamente representados por curvas

sélidas, punteadas, discontinuas y punteadas.
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Figura 3.6: Diferencia entre el escalar de Hubble en los marcos comévil y no-
comévil en la region de Szekeres—II. Los paneles muestran D¢ = Hy— 7 dado
por Ec. (3.79) (véase también Ec. (3.41)). Panel (a) se muestra como funcién de
r=cr/Hyy ¢ = w/4 fijos, para w = 0,7/3,27/3, 147 /15, representados respec-
tivamente por curvas sélidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel (b)
en muestra como funcién de w = cw/Hy y ¢ = w/4 fijos, para 7 = 0,1/3,2/3,1,
representados respectivamente por curvas sélidas, punteadas, discontinuas y
punteadas. Obsérvese en el panel (b) que D = 0 ya que la regién coincide

con el fondo ACDM.
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Figura 3.7: Velocidades peculiares radiales en el tiempo césmico actual para
una regién Szekeres—II empalmada con un fondo ACDM. Los paneles muestran
v, dada por Ec. (3.46). Panel (a) se muestra como funcién de ¥ = cr/Hy y
¢ = m/4 fijos, para w = 0,7/3,27/3, 147 /15, representados respectivamente por
curvas sélidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel (b) muestra como
funciéon de w = cw/Hy y ¢ = w/4 fijos, para 7 = 0,1/3,2/3, 1, representados
respectivamente por curvas sélidas, punteadas, discontinuas y punteadas. Panel
(¢) muestra como funcién de ¢ y 7 = 0,5 y valores fijos w = 0,7/3,27/3, 147 /15,
respectivamente representados por curvas sélidas, punteadas, discontinuas y

punteadas.
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Figura 3.8: Perfiles de los contrastes de densidad y escalar de Hubble en dife-

rentes tiempos cosmicos. Las curvas sélida, punteada, discontinua y punteada

denotan respectivamente z = 0,0, 5, 1, 2. Todas las cantidades trazadas se mues-

tran como funciones de 7 = cr/Hj para valores fijos de w = 7/3. Los paneles

a)y muestran respectivamente A’ y A ados por Ecs. (3.48)—(3.49).
b Q@ 7 dad E 3.48)—(3.49
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Figura 3.9: Evolucién de la velocidad peculiar radial v,.. Panel (a) muestra el
perfil de v, para w constante y z = 0,1, 2,3 (curvas sélida, punteada, disconti-
nua y punteada). Panel (b): evolucién de v, en funcién de z a r =0,1/3,2/3,1

(curvas sélida, discontinua punteada y discontinua punteada).
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Figura 3.10: La diferencia entre los escalares de Hubble comévil y no co-
mévil DA = # — # (véase Ec. (3.79)) en distintos tiempos césmicos. Las
curvas sélida, punteada, discontinua y discontinua denotan respectivamente
z = 0,0,5,1,2. Todas las cantidades graficadas se muestran como funciones

de 7 = cr/Hy para valores fijos de w = 7/3.

ha mencionado anteriormente, w = 0 y w = 7 denotan las hipersuperficies
de empalme entre la regiéon de Szekeres Il y la region del fondo ACDM. La
region de Szekeres II cubre el rango 0 < w < 7, con bordes separados por una

distancia comévil igual a 1.5 veces el radio de Hubble de la regién en S(7).

Las hipersuperficies de empalme representadas en Fig. 3.3 como li-
neas verticales corresponden a w = w; = 0y w = we = 7 en los paneles (b)
de las Figs. 3.4-3.7 con el fondo ACDM que se extiende para w = w; < 0
y w = we > 7. La linea roja horizontal representa el nivel de contraste cero

correspondiente al fondo ACDM.

Fig.3.4 ilustra el perfil del contraste de densidad del dia de hoy actual

65t dado por Ec. (3.77) como funcién r(panel (a)) y w (panel (b)) normalizado
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por la longitud de Hubble y ¢ (panel (c)). Los paneles revelan un contraste
de densidad de valores similares 05 ~ 0,4 en relacién con el fondo de ACDM
en las direcciones r y w con una muy ligera dependencia en ¢. A pesar de
que las regiones de Szekere-II parecen ser homogéneas e isétropas para todos
los observadores, estos graficos demuestran una variacion local relativamente
pequenia del contraste de densidad local de §f}. Los pardmetros libres pueden
ajustarse para proporcionar la variacién de escala deseada para el contraste

de densidad.

Fig. 3.5 describe los perfiles del contraste de corriente para el esca-
lar de Hubble 6, como funcién de r (para w, ¢ constantes) y w (para r, ¢
constantes) y ¢ (con r,w constantes). De forma similar al contraste de den-
sidad, el contraste escalar de Hubble muestra pequenas variaciones locales en
diferentes direcciones y una débil dependencia angular, lo que permite una
descripciéon mas precisa de un grado deseado de homogeneidad y anisotropia.
La Fig. 3.6 ilustra la diferencia entre los valores actuales del escalar de Hubble

en un marco comévil (8) y el no comévil (Hy):

D% = 3{00 —_ % = 190 = [Agvb ;a]07 (379)
3H, 3H,

esta aproximaciéon es aplicable a v* ~ O(v/c) de modo que fz,‘j ~ h{ a orden
O(v/c). Los paneles a y b muestran Ec. (3.79) como funcién de r (w,¢ cons-
tantes) y w (r, ¢ constantes) (La dependencia del angulo ¢ es similar a la que
se muestra en los paneles (c) de las Figs. 3.4-3.5, por lo que se omite). Ambos
paneles indican que D% ~ 107*, un valor consistente con v* ~ O(v/c), lo
cual es compatible con las condiciones de consistencia y por debajo del 10 %

asociado con la tensién de Hy [100].
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La Fig. 3.7 muestra la velocidad radial al dia de hoy v, = [v,], dada
por Ec. (3.78) como funcion de actual de la densidad y del escalar de Hubble.
La velocidad viene dada como funcién de las variables 7 (con w, ¢ constantes),
w (con r, ¢ constantes) y ¢ (con r,w constantes). Los valores numéricos estan
en fracciones de ¢, y se espera que la magnitud de la velocidad esté en el
rango de |v,| < 800 km/s. Las velocidades radiales son similares en ambas
direcciones y tienen muy poca dependencia angular. En la Fig. 3.8 observamos
como cambian con el tiempo los perfiles radial de los contrastes de densidad y
del escalar de Hubble, Ecs. (3.48)—(3.49). Los dos contrastes adoptan formas
casi constantes que van disminuyendo desde z = 2 hasta alcanzar sus valores

actuales.

3.2.5 Modelos de pancake como indicadores de formacion de

estructura

Tras una cuidadosa selecciéon de parametros, podemos obtener con-
figuraciones libres de “shell crossings” al menos dentro de los limites del ho-
rizonte de Hubble. Sin embargo, algunas combinaciones de pardmetros dan
lugar a velocidades peculiares que divergen atn sin “shell crossings”. Estas
divergencias indican el limite de la capacidad del modelo CDM para describir
el polvo. Por tanto, limitamos los pardmetros del modelo a |v,| < 0,01c. Este
es un rango razonable para la validez de la formacion de estructuras que impli-
can condiciones no-relativistas, de tal forma que los puntos del espacio-tiempo
donde esta cota se viole, pueda asociarse como el inicio de la virializacion, cuya

descripcion esta mas alla de las capacidades de estos modelos.
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Tras realizar pruebas numéricas, pudimos determinar como configu-
rar la libertad para controlar el posicionamiento del lugar que indica el inicio
de los “shell crossings” (asi como las distintas velocidades peculiares), en ubi-
caciones espaciales y tiempos césmicos especificos, medidos por valores de
corrimiento al rojo en la regiéon de ACDM. Utilizando la misma selecciéon de
parametros que en Sec. 3.2.3, pudimos identificar libertad de en la eleccion de
las constantes numéricas para caracterizar escenarios de formacién de estruc-
turas en los que la virializacién se produce a valores de corrimiento al rojo
compatibles con las observaciones [6], por ejemplo, con |v.| — 0,1c a z = 3.
Teniendo en cuenta los valores de corrimiento al rojo de la regién ACDM da-
dos por S(t) = 1/(1+ z), en Fig. 3.9 representamos v, en funciéon de r y z. Es

importante observar que la velocidad aumenta a medida que aumenta z.

Mostramos como las velocidades peculiares pueden superar el valor
limite, |v.| < 0,01c, para z < 3 trazando la evolucién temporal para v, en
la Fig. 3.9. En el panel (a), mostramos el perfil de v, en funcién de r (w
constante). Para z = 0,1,2,3. Vemos que la velocidad limite de 0,01c se
alcanza en z = 3, lo que denota el punto en el que comienza la virializacién.
Del mismo modo, en el panel (b), vemos el perfil de v, como funcién de z con
valores constantes de w para diferentes valores de r. De nuevo, el punto donde

comienza la virializacién es z = 3.

Por ultimo, en la Fig. 3.10, observamos la diferencia temporal entre
los valores escalares de Hubble correspondientes para el marco comovil y no
comévil, definida en Ec. (3.79) D# = # — #. Esta diferencia sigue siendo

relativamente pequena, lo que es coherente con las condiciones de compatibi-
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lidad descritas anteriormente. Sin embargo, a partir de z = 3, esta diferencia
comienza a aumentar, lo que indica que se alcanzan los limites de aplicabilidad
de una aproximacion no relativista de las velocidades peculiares relacionadas
con los dos marcos. Sin embargo, se puede argumentar que el punto en el que

estos modelos pierden validez es el punto en el que comienza la virializacion.

Basandonos en el lugar donde ocurre el “shell crossing” mostrado
en Fig. 3.9, podemos estimar la masa aproximadamente conservada para la
estructura a virializar de la siguiente manera: Tomando la densidad de energia
de Ec. (3.31) y Ecs. (3.42)—(3.44) para X y S dados por Ec. (3.33) y Ec. (3.45),
con F'y @ obtenidos como soluciones numéricas de las Ecs. (3.13)—(3.14), en
el momento de la virializaciéon z = 3, podemos calcular la masa conservada

usando la integral de volumen apropiada:
/p(zi, r, 0, w)Vh d*z ~ 10" Mo, (3.80)

evaluado a un corrimiento al rojo inicial constante (z; = 3), es decir, a un
tiempo constante correspondiente al desplazamiento al rojo calculado para la
region ACDM, y verificamos que v, = 0,1¢ a lo largo del dominio de inte-
gracién. La masa en reposo resultante corresponde aproximadamente con un

cumulo de galaxias cuya virializacion inicial se produce a z = 3.

3.2.6 Perturbaciones exactas en un fondo FLRW

Los ejemplos de varios empalmes entre regiones Szekeres—II y FLRW
que hemos proporcionado ilustran diversas inhomogeneidades localizadas en

un fondo homogéneo e isétropo definido por estos empalmes (en lugar de por



88 3. Uso de modelos cosmolégicos inhomogéneos

una sucesiéon de modelos que convergen a la geometria FLRW). En consecuen-
cia, estas configuraciones pueden considerarse perturbaciones precisas en estos
fondos. Examinando las cantidades cinematicas y de curvatura, podemos ex-
presar este concepto en términos covariantes rigurosos. Los tensores eléctrico
y magnético de Weyl para los casos discutidos en la Sec. 3.1.2 vienen dadas

por

1 K _ K .
El()l = gfltyla & = éfabEab = _g (p - p) ; Hab = §nabcq ) (381>

donde & es el mismo tensor sin traza como en el tensor de “shear” Ec. (2.81),
Nave = Nabed’, Navea € €l tensor de Levi-Civita y kp = 352/52 = 3a*/a® es
la densidad de energia FLRW. Como resultado (y utilizando la Ec. (2.81)),
podemos expresar la densidad adimensional, el escalar de Hubble y las ve-
locidades peculiares de las regiones Szekeres—II como perturbaciones exactas
sobre los pardmetros FLRW dados en términos de los valores propios de los

tensores eléctrico y magnético de Weyl y el tensor de “shear”.

~ — a FEab “ _ " ab
QO = Q+6% 5o = Sk . =+, 5 — _Sa? , (3.82)
302 6H,
1 . - _
= Eab = _559 Hg éaba Oab = _5% HO £ab7 (383)
34 [72 c 3 /= r72 c Na /iqa A .a A a
Hy = SOH nae’ =3 (2+6a) Hnaner®, Q= 3 00" = (€2 +da) v,

donde &, se defini6 en Ec. (2.81), los parametros FLRW Q y . son:

ik

- 4
Q= P Q) (ACDM), € (de Sitter). — (Einstein de Sitter),

972

con # = \/Q en todos los casos. Las ecuaciones Ecs. (3.82)(3.83) vinculan

la densidad y el escalar de Hubble de las regiones Szekeres-II con el tensor
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de “shear” y el tensor eléctrico de Weyl, a pesar de que previamente se han
declarado como valores FLRW de fondo y variables adicionales que dependen

de todas las coordenadas en Ecs. (3.21)-(3.22), (3.27)eqhatOM.

Las hipersuperficies espaciales de w constante en Szekeres-II no son
espacialmente planas, a pesar de la planitud espacial del fondo FLRW. Esto
se debe a que el escalar de Ricci de las hipersuperficies ortogonales a u® en
general no es cero. Como resultado, la curvatura espacial se convierte en una
perturbacion exacta que se anula en la hipersuperficie correspondiente. Escrita
en términos de las variables de Ec. (3.82), la perturbacién de curvatura espacial
es

5K 3 g B

2 _ 50 _oypsr — Q0%
62 SHZS? X

(3.85)

donde la relacién entre 6% y el resto de las perturbaciones se siguen de la

restriccién Hamiltoniana @)% = 2kp — (2/3)© + 0440%.

Considerando el vector de velocidades peculiares v®, es la tinica per-
turbacion lineal aproximada, véase Sec. 3.2.1, siendo que estamos asumiendo
vy, < 1y se desprecian términos no lineales para identificar ¢* = pv®. Es-
tas velocidades peculiares estan ausentes en los ejemplos de la Sec. 3.1.2 que
consideran polvo comoévil para los cuales la solucion de Szekeres—II es de ti-
po Petrov D y por tanto H,, = 0. Siendo que se cumplen las condiciones de
empalme Ecs. (3.2)—(3.5), se garantiza que las perturbaciones exactas y v* se

anulan en las hipersuperficies de interfaz con las secciones FLRW.

da, 0 pueden enternderse como perturbaciones covariantes exactas
(y v* como una perturbacion lineal covariante) en un fondo FLRW caracte-

rizado por Q = 2 (con s = 2/(37)) al expresarse rigurosamente a través
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de sus ecuaciones de evolucién obtenidas de Ecs. (2.84)-(2.85) y Ec. (2.86).
Siendo que 6%, 67 y v® estdn directamente relacionadas a los tensores eléctrico

y magnético de Weyl, y el tensor de “shear”, tenemos (a primer orden en v®)

_ 1

0% = =267 —3[67) - 55“, (3.86)
_ _ _ (vt X . D' _ R X

02 = (R +67)02— Q6" + Q ot L) Q6 (0% + 0,
3 X X ) Y

(3.87)

vio= o [vﬁ + vyy — 23{”} : vl =’ [vz + vyy — 23@} : (3.88)

donde 2 = Hyz y § = Hyy y donde usamos la restriccion V,E? — k/3[hbp, +
Ga + (3/2)0wq’] = 0 a primer orden en q, = pv, llegamos a las Ecs. (3.87)—
(3.88). El caso del polvo comévil en los dos ejemplos examinados antes (ACDM
y fondos de Sitter) en Sec. 3.1.2, se deduce de Ecs. (3.86)—(3.88) fijando v* = 0.
Para este caso es interesante combinar Ecs. (3.86)—(3.87) en una ecuacién no

lineal de segundo orden para la perturbacién de densidad.

5 3 +07)% + ‘;’[59]2 + z {Q 14 (% + 25”) 5”} 5
/3
+ 6Q (% + 25”) 5§ =0, (3.89)

que se convierte en el limite lineal
_ 9_ _
87, — 35 + 5059 —3Q0% =0, (3.90)

donde usamos Ec. (3.85). Esta ecuacion lineal es equivalente a la perturba-
cion lineal del polvo en la norma comovil con la excepcion del tltimo término
correspondiente a la correccién de curvatura % . La razén por la que no te-
nemos la correccién lineal de polvo habitual es porque el fondo FLRW puede
definirse mediante un empalme en lugar de una secuencia de modelos conver-

gentes a la geometria FLRW. Para el caso comovil () = 0, tenemos la forma
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funcional de §” en Ec. (3.85), tenemos 6 = 0 sélo si elegimos modelos tales
que az(w) = 0 (el coeficiente de los términos cuadraticos 2 + y? en el dipolo
de Szekeres-II en Ec. (3.11)). En [143] (ver Apéndice C de la referencia) se
muestra que el que este coeficiente se anule, es una condicién necesaria para

el limite FLRW del espacio de pardmetros.






Capitulo

Uso de modelos inhomogéneos en

Gravedad modificada

El uso de modelos inhomogéneos no esta limitado a RG. En la lti-
ma década, la cosmologia ha mejorado gracias a un gran ntimero de nuevos
sondeos observacionales, cuyos métodos para tratarlos siguen siendo un reto,
no sélo debido a la naturaleza fundamental de la energia oscura, sino también
a las persistentes tensiones entre los valores medidos/inferidos de Hy, fog!, y
las anomalias en las observaciones del Universo temprano. Hay una serie de
propuestas de energia oscura en el lado del universo local que pueden utilizar-
se para explicar la aceleracién céosmica de la expansion en el marco de la RG,
al tiempo que se consideran fluctuaciones cosmoldgicas invariantes de norma

sobre un fondo FLRW. Este comportamiento acelerado puede obtenerse como

1La tasa de crecimiento de las estructuras césmicas.
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resultado estandar, por ejemplo, asumiendo una constante cosmolégica positi-
va A, fluidos oscuros con presion negativa o campos escalares, o modificaciones
y/o extensiones de la RG. Por ejemplo, véase [20, 66]. Incorporar modelos in-
homogéneos en gravedad modificada y/o extendida sirven como alternativas
a los modelos que existen en RG, teniendo nuevas implicaciones y descripcio-
nes fisicas. En este capitulo discutimos dos casos en los que hemos trabajado

recientemente [3].

4.1 Modelos de gravedad modificada y extendida

El teorema de Lovelock [153, 20, 154, 155] establece las condiciones
para construir una teoria métrica de gravedad. El teorema de Lovelock se

puede enunciar de la siguiente forma [20)]

Teorema 4. The only possible second-order Fuler-Lagrange ez-
pression obtainable in a four dimensional space from a scalar den-

sity of the form & = £ (gu,0\) is

1
E/W =y —g |:R;W - 2gWR] + >\\/ —9Yuv; (41>

where o and A are constants, and R, and R are the Ricci tensor

and scalar curvature, respectively.

Si buscamos una teoria cuyas ecuaciones de campo difieran de aquella

de RG debemos alterar alguna suposicién de este teorema:
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« Grado mayor a dos en diferenciablidad, en este rubro las teorfas f(R)

son son ejemplos de teorias ampliamente estudiadas y trabajadas en la

literatura [156, 157, 158].

o Trabajar en una variedad de dimensién mayor a cuatro, en las cuales

podemos destacar las teorfas DGP [159, 160, 161].

o Anadir campos adicionales al tensor métrico, como por ejemplo teorias
de Brans—Dicke [162, 163], las teorias de Horndeski [164, 165, 166], cam-

pos escalares minimamente y fuertemente acoplados [167, 168, 169, 170].

« Considerar teorfas no locales', que explican fenémenos como la energia

oscura sin invocar una componente de materia—energia extra [20, 172,

173].

El alterar una de estas suposiciones dara lugar a una teoria de gra-
vedad modificada. Hoy en dia existen una gran variedad de estas teorias que
han buscado resolver alguno de los diversos problemas a los que se enfrenta la

cosmologia Sec. 1.1.3.

Sin embargo, existe una posibilidad adicional que es considerar una
descripcion alternativa de la gravedad que no esté basada en una descripcion
de curvatura del espacio—tiempo, a este tipo de teorias se les conoce como
teorias extendidas de la gravedad. Una de las razones principales para buscar
extensiones de la RG es el hecho de que al dia de hoy no se tiene una teoria

cuantica de la gravedad, el requerir que exista una torsiéon no nula permite la

'Esto viene de considerar teorias que no provengan de un principio de minima accién

20, 171]
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existencia de campos de norma (“gauge”) [172, 174] y por ende facilita una
construccién de una teoria de gravedad cudntica [174, 175, 176, 177, 178]. Bajo
estas perspectivas, las teorias de Gravedad Teleparalela (TG) se han propuesto
como una posible explicacion para la expansion acelerada del universo, asi
como para reducir las tensiones en las observaciones, todo ello apoyado por la
estructura geométrica de la teoria, evitando asi la necesidad de invocar fluidos
exoticos o el concepto de A. Ademads, la TG ofrece una serie de propuestas
cosmologicas viables que han demostrado tener limites ajustados basados en

las observaciones existentes [70, 71, 72].

Por otro lado, en 2021 se propuso una nueva teoria de Gravedad
en [179]. Esta teorfa es una version generalizada de la Relatividad General,
teniendo en cuenta un tensor de rango 3 llamado en la literatura el tensor
de “Cotton”. En [180] se demuestra que el efecto de la materia oscura sobre
las curvas de rotacién galactica puede deberse en su lugar a la curvatura del
espacio-tiempo. Una de las caracteristicas clave de esta teoria, ahora denomi-
nada “Cotton Gravity” o “CG”, es que se trata de una teoria exacta de tercer
orden a partir de los tensores de Einstein y de energia momento de RG, lo
que significa que todas las soluciones exactas de la RG son también soluciones
exactas de esta teoria. La solucién andloga a la soluciéon de Schwarzschild de
la RG se obtiene con un término adicional que puede actuar como energia
oscura, es una funcion libre adicional que surge como a partir de la integra-
ciéon de estas ecuaciones de tercer orden. Esta funcién libre ha dado lugar
a una posible explicacion de las aceleraciones observadas de la nave espacial

Pioneer[181].
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4.2 Gravedad Teleparalela

La teorfa de Gravedad Teleparalela! (TG) es una teorfa geométrica
de la gravedad basada en el Teorema de Noether, es decir, TG es una teoria
de norma para el grupo de traslaciones. Por lo mismo, se conserva si y sélo si
la lagrangiana se conserva cuando se aplican traslaciones del espacio-tiempo
al grupo de traslaciones. La TG es una teoria geométrica en la que el campo
gravitacional estd mediado por la torsién y no por la curvatura, por lo que
requiere que las componentes de la 2-forma de curvatura se anulen? En este
caso, el campo dinamico es la tétrada. La tétrada se relaciona con el potencial
de norma para el grupo de traslaciones del grupo de traslaciones geométricas,

[182]. La tétrada, eAM y la métrica g,, estan relacionadas por:

G = nABeAueBV. (4.2)

Se deduce que la métrica permanece constante bajo transformaciones

locales de Lorentz cuando la tétrada se transforma mediante

A B A

e, = e AX)g.
Debido al hecho de que varias tétradas relacionadas por transforma-
ciones locales de Lorentz dan como resultado la misma métrica, la geometria
de TG debe ser invariante local de Lorentz [183]. Este requisito da como con-

secuencia un grado de libertad extra puramente inercial llamado conexion de

'En inglés Teleparallel Gravity.

2Por tanto el transporte paralelo serd independiente del camino, y asi los vectores per-

manezcan paralelos bajo esta conexién. De ahi proviene el nombre Teleparallel Gravity.
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espin wAB#, que es una l-forma que asume valores en el algebra de Lie del
grupo de Lorentz [183]. En este contexto, TG consiste en una configuracién
geométrica que incluye una variedad M, una tétrada e = {e}%_, y una cone-
xién de espin w = {wp}% 5_, [68]. Una vez dada una carta de coordenadas
{2} sobre la variedad M del espaciotiempo y una segunda carta {z} sobre el
espacio de Minkowski como haz fibrado sobre M, podemos escribir la tétrada

A

y la conexiéon de espin, respectivamente como e” = eAMd:c“ y wh = wAB#dx“

183, 68].

En TG, la conexién lineal sobre M ya no es la conexion Levi-Civita

sino la conexion Weitzenbock definida por sus coeficientes I'?,, de la forma

]‘—‘O—I/,LL = EAaﬁueAV + EAUWABHBB (43)

v

donde eA” es el campo de la tétrada, E,7 el campo de la tétrada transpuesta
definido por E e, = §*. Esta conexion es tal que la curvatura del espacio-
tiempo es nula. Los indices griegos se refieren a las coordenadas espacio-
temporales, mientras que las letras latinas mayusculas representan los indices
del espacio tangente. La condicién de que las componentes de la 2-forma de
curvatura se anulen idénticamente sélo puede lograrse mediante una conexion

de espin puramente inercial [184, 68].

W = A (%) 00 (%) p. (4.4)

La conexién de espin segiin Ec. (4.4) puede elegirse para satisfacer
la norma de Weitzenbock si se realiza una transformacion local de Lorentz,
ya que es una conexion de espin cero en cualquier marco local de Lorentz, y

entonces la tétrada se convierte en su tinico campo fundamental. Este enfoque
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se denomina formalismo de la tétrada pura[185, 174], que rompe la invarianza
local de Lorentz en la teoria, y puede llevarnos a una eleccién razonable del
campo de la tétrada en extensiones de la teoria. Este problema se llama la

eleccion de buenas y malas tétradas [186, 187, 188].

La accién en las teorias de la relatividad general tiene un caso di-
recto que es equivalente a GR, que se denomina equivalente teleparalelo a la
relatividad general, o TEGR. El Lagrangiano de la accién es —T + B!, y la
variacion de la accion con respecto al campo de la tétrada da como resulta-
do una equivalencia completa con las ecuaciones dindmicas de la RG [189].

Cuando la accién se eleva a su extensién f(7, B), resulta en
7 = /d4 lfTB)+$ (4.5)

donde e representa el determinante de la tétrada, e = det(eA#) =\/—g, L
es el Lagrangiano de la materia, y f = (7T, B) es una funcién de los escalares

de torsion y frontera T' y B, respectivamente, definidos por
. oprpo . 2 v op
T:=5,°"T%, B:= ;au eT”, ", (4.6)
donde el superpotencial y el tensor de torsion estan dados por

1
S0 = S(LL7P + 19, = T7, = 2198, + 2787, (4.7)

a

Tao_p = 21—‘&[’00_}. (48)

Esta generalizacion de la teoria provee una clase mas extensa de

modelos y ademas puede recuperar las teorias f (R) si la dependencia funcional

1Siendo que la restriccién de que no haya curvatura resulta en la relacién R+7 —B = 0,

con R el escalar de Ricci [174].
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toma la forma f(7T,B) = f(—T + B). Variando la Ec. (4.5) con respecto al

campo tétrado resulta en las ecuaciones de campo de la teoria [174]

. . 1 1 3}

E)f'Ofp — E,\"V"V, fp + EBfBEA# —0u(fB + fr)S4" — ng&,(eSA“ )
1

+frT8 085" — frw®,, Sg™ — ifEAM = 81GO ",

(4.9)

donde &1 = V'Vy, © A, es el tensor de energia-momento y, fr vy fg se refieren
a la derivada de f con respecto al escalar de torsion y el término de frontera,

respectivamente.

Adicionalmente, la variacion de la acciéon Ec. (4.5) con respecto a
la conexién de espin, resulta en el requerimiento adicional de que la parte
antisimétrica de las ecuaciones de campo se anulen'. Por ende, un “buen par
de tétrada-conexion de espin” satisface la parte simétrica de las ecuaciones de
campo Ec. (4.9), y tiene como restriccion adicional que la parte anitisimétrica

se anule [174, 190].

4.2.1 Tétradas buenas

Cuando trabajamos con extensiones de TEGR, debemos resolver si-
multdneamente la parte simétrica y antisimétrica de las ecuaciones de campo
Ec. (4.9) para encontrar asi un buen par de tétrada-conexiéon de espin. No

es viable dar una receta general para encontrar una conexion de espin dada

'La parte antisimétrica se debe considerar en ambos indices del espacio tangente o del

. .. . . ., A I
espacio-tiempo, lo cual implica una contracciéon por e w0 Ey



4.2. Gravedad Teleparalela 101

una tétrada, siendo que ambos son campos independientes. Sin embargo, bajo
ciertas simetrias [68] es posible encontrar un par de tétrada-conexién de espin
que heredan al tensor de torsion las simetrias requeridas, aun en la norma de

Weitzenbock.

Veamos ahora como estas ideas se traducen al caso esféricamente
simétrico. Bajo las ideas de la geometria de Cartan, podemos pensar a una
simetria como la accién de un grupo ¢ : G x M — M de un grupo de Lie G
tal que ¢ig =gy p:I' =T para todo u € GG, con g la métrica inducida de la
tétrada (4.2) y T es la conexién inducida de la tétrada y la conexién de espin

Ec. (4.3).

Por ende, si existe un homeomorfismo local de un grupo de Lie una
geometria teleparalela es invariante bajo ¢ A : Gx M — SO(1, 3) que satisface
ciertas condiciones, entonces una geometria teleparalela seerd invariante bajo
©. Estas condiciones se traducen en derivadas de Lie al trabajar con simetras

infinitesimales
(Lx.e)y = —Nigel, (£Lx.w)p, =DuXNig, (4.10)

con DMAéB = @A‘gB + w’g#)\%B - w%ﬂ)\é(], A el homeomorfismo local del
algebra de Lie definido en términos de derivadas de A. Las condiciones de
simetria Ec. (4.10), bajo transformaciones locales de Lorentz a la norma de

Weitzenbock, se transforman a
(Lx€)h = —Nigell, 0= (Lxw) g, = 0uN(p (4.11)

Por tanto, el homeomorfismo del grupo local de Lie A!, y el homeomorfismo

del algebra local de Lie )\’5 no dependen del punto de la variedad, y por tanto
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el homeomorfismo del grupo de Lie no es local sino global. Entonces, para po-
der encontrar una tétrada que sea compatible con la norma de Weitzenbock,
debemos elegir un homeomorfismo global y resolver la condiciéon de simetria
Ec. (4.10) para la tétrada. Para un espacio-tiempo esféricamente simétrico, se

tiene que la tétrada SO(3) més general compatible con la norma de Weitzen-

bock es

Ch Cs 0 0

( s ) Cssinfcos¢p Cysinfcos¢d Cscosbcosep — Cgsing  —sinf(Cs sin ¢ + Cg cos 0 cos ¢)
e,) =
Cssinfsing Cysinfsing Cscosfsing + Cgcosg  sin(Cs cos  — Cg cos 0sin )

Cs3cost Cycost —(C5sin 6 Cg sin? 0
(4.12)
y las componentes no-nulas de la métrica inducida serdn g;; = C3 — C? |
Grr = Cf —0227 Gr = gre = C3Cy —C1Cy , ggg = 05?‘1‘062 Y Geop = oo sin? §. Para
un espacio-tiempo esféricamente simétrico general, las tinicas componentes no
diagonales de las ecuaciones de campo que no se anulan son las componentes tr
y 8¢ y por tanto deben resolverse de manera simultanea con la parte simétrica

de las ecuaciones de campo [68, 174]. Escogiendo C; =1, Co =C3=Cs =0,

Cy= \/11% y Cs =Y en Ec. (4.12) recuperamos la métrica LTB Ec. (2.66) y

por tanto, la tétrada LTB compatible con la norma de Weitzenbock es

1 0 0 0
0 —X_sinfcos¢ Y cosfcos¢ —Y sinfsing
(e*y)urs = - (4.13)
0 V%sin@singb Y cosfsing Y sinfcos ¢
0 \/% cos —Y siné 0

Esta sera el campo tétrado general que consideraremos en nuestro estudio.
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Aunque trabajaremos en la norma de Weitzenbock, vale la pena se-
nalar que podemos trabajar con una tétrada diagonal y una conexion de espin
no nula. Para ello, podemos realizar una transformacion local de la tétrada,
asf como de la conexién de espin, aplicando la Ec. (4.4), con A%, (x), la misma

transformacién local aplicada a la tétrada para hacerla asi diagonal.

Una de las ventajas de trabajar con una tétrada diagonal es que no
necesitamos utilizar la norma de Weitzenbock, el precio a pagar sera utilizar
una conexién de espin no nula. Siendo que las ecuaciones de campo son inva-
riantes bajo transformaciones locales de Lorentz, es una cuestién de eleccion

trabajar o no con la norma de Weitzenbock.

De acuerdo con los conceptos anteriores, en [3] examinamos la com-
patibilidad entre TG y los modelos LTB. Aunque existe mucha literatura sobre
modelos LTB en RG, sélo unos pocos se centran en soluciones no homogéneas
para teorias TG, como por ejemplo para analizar la posibilidad de describir
la dindmica de la energia oscura de un modo que no incluya una constante
cosmoldgica, o para estudiar el problema de la localizacion de energia y mo-
mento en la teorfa [191]. El objetivo principal de [3] fué estudiar como las
conocidas propiedades de las soluciones LTB se ven afectadas por la contri-
bucién de la torsién como fuerza en TG. Nos referiremos a cantidades con
o sin circulo blanco cuyos valores se calculan utilizando la conexion Levi-
Civita/Weitzenbock. La signatura utilizada serd (—, +,+, +). A continuacion

discutimos los detalles de [3].
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4.3 De la solucion de Schwarzschild a las solucio-

nes LTB: el enfoque de RG

Siendo que TG es invariante ante difeomorfismos y que una tétrada
que esté asociada a la métrica de Schwarzschild [189], serd solucién a las ecua-

ciones de campo, procedemos a mostrar que podemos obtener una soluciéon

tipo LTB en TG.

Partimos de la métrica de Schwarzschild en coordenadas estdndar
(estéticas)

1
ast =~ (1- 2M°> i+ (1- QMO) a1 r2dQ?, (4.14)
T r

donde My = GM,/c? vy dQ? = df* + sin? d¢>. Es solucién exacta de G® = 0.
Evaluamos las geodésicas temporales radiales (d2 = 0) a través del lagran-

giano:

: 2Mp\ 2Mo\
.,%(r,t,f’):—l:—(l—o) %+ <1—0> P2, (4.15)
T T

donde f es df /dr (con T el tiempo propio). Como d£/dt = 0 se conserva la

energia de cada geodésica:

oY d M, - . Eo/2
= T 9(1= tl = = —— L 4.1
dr Ot dr { ( r ) ] 0 = 1—2My/r’ (4.16)
Combinando (4.15) y (4.16) obtenemos
2M, , vV1—k E?
.9 0 _ 0
= — t=———, bF=—7-1 4.1
" r & 1—2M,y/r’ 4 ’ (4.17)

Podemos usar (4.17) para construir un sistema de coordenadas (7, x) para

Schwarzschild en base a las lineas de universo de los observadores siguiendo



4.3. De la solucion de Schwarzschild a las soluciones LTB: el enfoque de R@

geodésicas radiales, donde 7 es el tiempo propio y x distingue a una geodésica
de otra (variable continua). Como cada geodésica en el plano (7, x) tiene una
energia de amarre —x distinta, entonces tenemos k = k(x) y r =r(7,x), t =

t(r, x). La transformacion de coordenadas (t,7) — (7, x) es

ot ot V1—k ot
= (3] o [ o e [ e o
dr = ﬁ dr + g dx = 27MO—/<od7'—|— g dx, (4.19)
or N x| . r x| .

sustituyendo (4.18)—(4.19) en (4.14), eliminando el termino cruzado propor-

cional a d71 dy se obtiene la métrica de Schwarzschild en la forma

12

dx? + r* dQ?, (4.20)

ds* = —dr* + L
11—k

donde k = k(x) y 1’ = [0r/0x],, mientras que r(7, x) se determina resolviendo

2 _ 2Mo

— K = T—T(X):/r Vrdr

donde 75(x) es una “constante” de integracién que marca el valor de T cuan-

(4.21)

do r = 0 (las geodésicas caen hacia o emergen de la singularidad en valores
distintos de 7 para cada x). En estas coordenadas se ve que el radio de Sch-
warzschild ry = 2Mj es regular (observadores cruzan el horizonte de eventos a
tiempos propios finitos). Las coordenadas de Lemaitre son el caso particular
E =0y las de Novikov son el caso F < 0 que describe a observadores ligados
que emergen de r = 0 llegan a un r = 2M,/F méximo (distinto para cada
X) v caen hacia r = 0. Las coordenadas de Novikov cubren toda la extensién

analitica maxima dada por las coordenadas de Kruskal-Szekeres.

En la métrica de Schwarzschild dada por (4.84)—(4.21) tenemos tres

pardmetros libres: dos funciones E(x), 7(x) y una constante arbitraria M,
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(masa puntual de Schwarzschild). Toda masa puntual se puede representar

como la integral de una distribuciéon
A@:/ﬁﬁ% p = My5*(0). (4.22)
Sustituir la densidad distribucional por una continua es equivalente a sustituir
My — M= M(x), (4.23)

Si hacemos la sustituciéon (4.23) en (4.84)—(4.21) y sustituimos en las ecuacio-

nes de Einstein G, = 87T, obtenemos

2M'

Y
7“2 r!

8rT% = (4.24)

pero la 4-velocidad de los observadores en las geodésicas en las coordenadas

(7,x) es u® = [dx®/dr], = &%, por lo tanto (4.24) puede escribirse como

2M'
ab __ a,b __ a ¢b _
T = puu’ = pdtd,, 87rp—r2—

ot u =0y, (4.25)
Y entonces la métrica (4.84)—(4.21) con My — M(x) es una solucion exacta de
las ecuaciones de Einstein cuya fuente es polvo con densidad (4.25). Estas son
las soluciones de Lemaitre-Tolman-Bondi (modelos LTB). La masa efectiva
es

2M = 87?/,07“2 rdx (4.26)
por lo que el limite Schwarzschild corresponde a una densidad distribucional

en el que toda la masa efectiva se concentra en un punto: p — Myd(0).

La métrica LTB Ec. (4.84) usualmente se escribe de forma Ec. (2.66)

con R obedeciendo la ecuacién de evolucién

: A
RP=" _K—-—_R? 4.97
- 31 (4.27)

para el caso con constante cosmologica.
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4.4 De la soluciéon de Schwarzschild a las solucio-
nes LTB solutions: el enfoque Teleparalelo

Con la eleccién de la tétrada Ec. (4.13) y considerando una fuente
de polvo ©,,, = pu,u,, con p la densidad de materia—energia, las componentes

diagonales de las ecuaciones de campo Ec. (4.9) son:

1-k—=—V1-k ,

K 21 —r)Y"  4yT—kr)\ 2y’ a4y .
f_BfB+(Y/2 v7s - vy g+ v +7 fB+4 Y fr
21—k —VI—r—-Y?2) 4Y'Vv 4+« 2(=1+4k) ,
Py ( e - T+ = /B = 16mp,  (4.28)
VY2 4Y'VY (Y21 —-r)VI—r+1— k)Y’ Y’ yy”? Bfp — f —2fp)Y"®
f 20V ) PRGN fr4 BIB DT Z2IBYE g
(1-r)Y (17K)§Y2 Y (1—-r)Y 4(1 — k)

VI—rY Y (1 - k) &' v'y? . 6Y'Y + K .
( T st 3y v?) g+ 5tV Y+Y242y/1-k+r—2]fr

(VIi—r—(1-— n)Yf,T N (Y’Y2
Y/ I

. . 1-x . 1 2
+ VY ) fr+ (gt — Fe+ 5 Bia - D) ¥Y? = 0. (430

La tnica componente no nula de la parte antisimétrica de las ecuaciones de

campo esta dada por

(VI=r =1)Y'(f5 + fr) =Y VI = &(f5 + f7)

= 0. 4.31
YV1—k ( )
Nétese que fr = —fg v fr = —fl son soluciones, que implican f(T, B) =

f(I' — B)—T+ B = f(R) + TEGR. A manera de obtener una solucién no
trivial, debemos resolver Ec. (4.31) con una elecciéon genérica de f(T, B), que

serd nuestro punto inicial para el andlisis subsecuente.



108 4. Uso de modelos inhomogéneos en Gravedad modificada

4.4.1 Una solucion LTB exacta en gravedad f(7, B): el pro-

cedimiento genérico

Para obtener una solucién analitica cerrada consideramos el subcaso
espacialmente plano k = 0, k es proporcional al escalar de Ricci tridimensional

de rebanadas de 7 constante. De acuerdo con esto, la Ec. (4.31) es

Y(fs+ 1) _
% =0, (4.32)

y las ecuaciones de campo Ecs. (4.28)-(4.30) toman la siguiente forma

Y Y/ Y YY/Y// Y2 7
( 2 >fB+< e )fT <4 42 )fT 5 (Bfs— 1) =5 =8,

YR Y'Y Yy’ Y'Y
(4.33)
2y’ 21/1//2 . YY2+YY'Y' Y?Y’2 1 .
fB fr 2( % + )fT (2(BfB—f)—fB)Y/2 =0,
(4.34)

Yy” 1 Yy’ Y 3yy’ y?2 Y Y\ .
(37 o+ (5 + (7 o) 3 £+ (47
+<2(BfB—f) fB+Y,2> =0.
(4.35)

Las soluciones a las Ecs. (4.32)-(4.33) se limitan a la eleccién de la
funcién f y sus parametros libres, sin restringir de manera adicional la forma

funcional de la funcién radial Y.

La funciéon f debe elegirse en funcion del problema fisico a considerar
y de los datos observacionales. Hay dos escenarios fisicos que pueden tenerse en
cuenta con esta geometria LTB: la formacién de estructura local y la expansion

acelerada del Universo [132, 127] en particular estaremos interesados en tratar
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la tension de Hy, siendo que consideramos un escenario de Universo tardio que
coincide con el flujo de Hubble. La métrica LTB se ha utilizado ampliamente
en RG para cubrir estos fendmenos porque es una perturbacién exacta de
la métrica FLRW [134]. Se han construido varios modelos de juguete para
estudiar la formacion de estructuras locales y la aceleracién local [132, 127]. La
formacién de estructuras locales depende de las perturbaciones de la materia y
del colapso gravitatorio. En este caso, usualmente el efecto de la energia oscura
se desprecia y por ende consideraremos la aceleraciéon cosmica por separado.
En lo sucesivo restringimos nuestro estudio a funcionales especificos f(T, B),
mostrando una receta genérica para resolver las Ecs. (4.28)-(4.31), la eleccién

de dicho funcional se basara en suposiciones fisicamente razonables.

Para empezar, esbozamos la formula general que debe utilizarse con
cualquier funcional f para la geometria LTB. Todas las presiones son nulas
cuando se tiene en cuenta una fuente de polvo, aunque esto puede ampliarse
para incluir fuentes de fluido perfecto. Por lo tanto, Ecs. (4.34)-(4.35) deben
ser iguales, y asi, restandolas impondra mas restricciones en la forma de una
ecuaciéon diferencial parcial (EDP). Utilizando regla en cadena, podemos es-
cribir todas las derivadas temporales y radiales del funcional f en derivadas
con respecto a T' o B, respectivamente, lo que dara lugar a dos EDP’s para
Y. Resolver cualquiera de estas EDP es dificil, sin embargo, introducimos un
ansatz basado en una solucion GR, y, teniendo en cuenta que, segin la dis-
cusion anterior Sec. 4.84, la solucién de Schwarzschild para la geometria LTB
es también una solucién para las ecuaciones de campo f(7, B), y por tanto

consideraremos ahora una geometria LTB basada en dicho ansatz.
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Cualquier funcional f analitico en (T, B) = (0,0) puede expanderse
en una serie de potencias

f(T,B)=Y" (aiTi + BB+ %jT"BJ) : (4.36)
i J
con «;, i, Vij, constantes. Por este motivo, los funcionales de series de potencia
pueden utilizarse como aproximacion a cualquier ley general. Para encontrar
un limite natural para TEGR, es til considerar el valor de a; = —1, ya
que el al fijar el resto de las constantes o, 3;,7;; da lugar al Lagrangiano
de TEGR. Ademaés, el término lineal del término de frontera puede omitirse,
ya que no afecta a la dindmica. Como deseamos encontrar una soluciéon que
pueda modelar la formacién de estructuras y explicar la aceleracién césmica
tardia, empleamos funcionales (por ejemplo, el funcional de ley de potencia) y

(el funcional mixto de ley de potencia) que han demostrado ser eficaces para

obtener la aceleracién cosmica tardia, sin invocar una constante cosmologica

71).

4.4.2 Formacion de estructura

Las métricas LTB se han utilizado ampliamente como modelos de
juguete para explicar la formacién de estructuras [127, 192, 193]. Por lo tanto,
estamos interesados en analizar la compatibilidad de la geometria LTB dentro
de TG. En particular, estudiaremos las posibles soluciones LTB que denotan
escenarios de formacién de estructuras donde los efectos del flujo codsmico

acelerado son despreciables.
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Ley de potencias

El funcional f(T, B) de ley de potencias es
f(T,B) = =T + aT™ + BB", (4.37)

con «, (3, n, m constantes por determinar con condiciones iniciales o de frontera
en las ecuaciones de campo. Es posible reducir al caso TEGR cuando los
valores anteriores son n = 1, = 0,8 = 1. Sin embargo, los términos lineales
de frontera de los valores anteriores no afectan a las ecuaciones de campo,
por lo que 8 puede ser un parametro libre. Ademas, es comun suponer que
n # 1 tiene modificaciones sobre la gravedad. Para analizar este caso, hay
que resolver las ecuaciones de campo Ecs. (4.9), la parte antisimétrica de la
ecuacién de campo Ec. (4.32) asi como Ecs. (4.33)-(4.35). Utilizando regla en
cadena, se pueden transformar las derivadas temporales de fry fg, Ec. (4.32),

en una EDP a resolver
Cvapme2 (1O (YN s 0 (YYYn O e 00 (o) v
m(m —1)3B (287« G | Vg (5 | Y g (VY)Y —25 (VY)Y

e
+n(n —1)aT™ 2 (88 (g) YZ - YQY’> = 0.
r

(4.38)

Obsérvese que las elecciones n = 1 con m = 0 o m = 1 dan una
solucién exacta, ya que son el caso TEGR. Como se describié anteriormente
queremos tener un término de frontera no lineal, por lo tanto tenemos que re-
solver la EDP para Y en el paréntesis. Siguiendo nuestra discusién de Sec. 4.3,
puesto que el espacio-tiempo de Schwarzschild es una solucién en TG, intro-
ducimos el siguiente ansatz

2M
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con M = M(r) y [ una constante a determinar. Ec. (4.39) no da lugar a
una expansion acelerada a menos de que [ < 0. Atin cuando las soluciones no
admitan valores negativos para [, siempre puede introducirse un ansatz que

admite expansion acelerada. Lidiaremos con este caso en Sec. 4.4.3.

Con este ansatz Ec. (4.39) el escalar de torsién y el término de fron-

tera seran, respectivamente

AM(I-1)Y' —M'Y)
- Yy i+2 ’ (4.40)

(1—4)T. (4.41)

T

-
Para obtener el comportamiento causado por el término de frontera, necesita-
mos [ = 4. Alternativamente, podemos utilizar [ = 4 para reducir la ecuacién

de gravedad f(T'). En este caso, la Ec. (4.39) devuelve una solucién cerrada

para la funcion radial Y,

=

Y = (3vV2M(r - 75(r)))* (4.42)

donde la constante de integraciéon 7z, es como se describe en Sec. 4.3, y esta
forma de Y resuelve Ec. (4.32). Para cada uno de los pardmetros libres, n, m,
y [, resolver la Ec. (4.32) sin tener en cuenta la Ecs. (4.34)-(4.35) no garantiza

una solucién exacta consistente.

Para nuestro ansatz elegido y | = 4, ambas Ecs. (4.34)-(4.35) son
equivalentes. Este procedimiento también es aplicable para un fluido perfecto,
ya que el lado derecho de las Ecs. (4.34)-(4.35) son proporcionales a la presién
isotropica. Por ultimo, [ = 4 satisface la Ec. (4.32) sin imponer ninguna res-

triccion adicional en las variables Y, M. Con estas consideraciones Ec. (4.33)
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1 1 (162y7at ont Aha(n—3) (MY = 3MY7)3n
ST = Y — 3y \ v yo T yz yony -1

206M'Y2M3  108M2Y'M?  24M"3M
B Y5 + y4 - y3 ’

(4.43)
que pondra restricciones adicionales para tener una densidad de masa—energia
para cada n, por ejemplo en los casos particulares n = 1,2,3 tenemos la

siguiente forma para p:

oM’ 6M
oM’ 6M  24aM™  144daMM’' ~ 216aM?
8p = Y'Y5 Y6 yrylo + viyu oy o (4.45)
2M’  6M  160aM” 1
Smp = Y'Y5  y6  yByl o (Ylﬁ) : (4.46)

Es importante observar que la forma cerrada de la Ec. (4.42) permite obtener
una densidad masa-energia continua y regular, ya que todos los valores r en
los que Y = 0 son continuos. Como resultado, obtenemos un tnico centro de
simetria (expresado como r = 0) como punto fijo del grupo SO(3). En RG
existen modelos L'TB sin ningin centro de simetria y con dos centros de sime-
tria, [194]. Sin embargo, la presencia de uno o dos centros de simetria puede
alterar algunos de nuestros resultados como se ha observado en las soluciones
LTB en gravedad f(R) [195]. Las soluciones LTB con tales caracteristicas de-
ben estudiarse mas a fondo. Sin embargo, cabe senalar que el valor de [ = 4
debe afectar necesariamente a la formacion de la estructura, ya que el ansatz
de la Ec. (4.39) da lugar a una ecuacién de Friedmann en un limite apropiado,

como se demuestra en la Sec. 2.3.1.
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Es necesario considerar el caso especifico en el que [ # 4 y asi tener un
término de frontera. Para resolver la Ec. (4.38) debemos considerar selecciones
especificas de los parametros de la funcion libre de f. Hemos elegido el caso
particular de @ = 0 porque, como indican en [71], considerar un término de
frontera de naturaleza al menos cuadratica reproducira multiples condiciones

cosmolodgicas, incluyendo la aceleracion césmica. Como resultado, podemos

resolver
1o (V) a0 (VTN o 0 9 (i)
(m(yx)y”&«(v)y+ar(YY)Y‘2aT(YY>Y>—O'

(4.47)
Como ya se ha dicho, introducimos un ansatz, Ec. (4.39), que proporciona
como Unica | = 1. Ademés, al restar las Ecs. (4.34)-(4.35), no restringe el

valor de m. Sin embargo, fija la constante de integraciéon, 7z a cero, la cual es

la solucién FLRW [57].

Ley de potencias mixta

El funcional en este caso es
f(I,B) = fyTTB". (4.48)

Como se ha descrito en el caso anterior, utilizamos (4.32), el ansatz (4.39) y al
restar las Ecs. (4.34),(4.35). Esta tltima combinada con la Ec. (4.39) da tres
posibles restricciones para los pardmetros n,m: n+m =1, (I—4)n—2m = 0,
n =2%. A partir de este analisis, s6lo n+m = 1 proporciona una constante
sin producir restricciones adicionales sobre la funcién radial Y o la funcién de

masa M. Por lo tanto, consideraremos esta restricciéon para nuestro estudio.
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La Ec. (4.32) dal =10 = 4 y no se imponen restricciones adicionales
sobre fy, pero como observamos en el apartado anterior, el caso [ = 4 implica
que no hay término de frontera obteniéndose una soluciéon de vacio. Con estas
restricciones sobre los pardmetros libres podemos deducir la siguiente ecuacion
para la densidad de masa-energia utilizando | = 1, por lo que la Ec. (4.33)

puede reescribirse como

3mony fo M’

8mp = — vy (4.49)
Notese que masa—energia positiva implica
Aif 0 <o. (4.50)
Ec. (4.39) tiene la misma solucién que en RG
v = (GMe - )7 (4.51)

lo que a su vez implica que la densidad masa-energia Ec. (4.49) tiene un
comportamiento continuo para todo r. Como se ha descrito en el caso anterior,

esta solucién no modifica la ley de Hubble, que es el caso [ # 1.

Es posible que con la eleccién del funcional (4.48) no se recobre un

limite TEGR, por ello hacemos el siguiente mapeo
f(T,B) = f(T,B) = =T + f(T, B), (4.52)

y asi tenemos directamente un limite TEGR natural. Nuevamente restamos las
Ecs. (4.34), (4.35), para obtener las mismas restricciones sobre los pardmetros
n,m,, es decir: n +m = 1, (I —4)n — 2m = 0, n = 2% . Ninguna de estas

restricciones dan lugar a un [ que no impone nuevas condiciones sobre la
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funcién radial Y. Por otro lado, las restricciones tienen como solucion [ = 4,
y solamente el caso n +m = 0 tiene como solucién adicional [ = 1. Por ende,
este es el tinico caso que lidia con un término de frontera no nulo. Bajo estos
argumentos, Ec. (4.33) toma la forma

oM’ 3monp fy M’

8mp = vy vyr (4.53)
Noétese que tenemos el término usual de RG
2M'

mas un término adicional que proviene del término de potencias mixto que

obtuvimos sin el mapeo para tener el limite TEGR. El término de masa es

3—m2n—1
M = 4x / P (1 - ) Y2Y'dr, (4.55)
nfo

que produce un defecto de masa conparado con el término de RG siempre que
fo > 0, tal y como en teorias f(R) [195]. El que la masa sea definida positiva

debe analizarse caso por caso.

4.4.3 Expansion césmica acelerada

Debido al hecho de que la aceleraciéon cosmoldgica propuesta no es
proporcionada por los ansétze antes mencionados Sec. 4.4.2, es posible utilizar
uno diferente para representar la geometria LTB con una Constante Cosmo-
logica

_2M

Y2 = 57 LY (4.56)

donde [, p son constantes a determinar y L es un pardmetro libre que depende

del tiempo L = L(7). Este ansatz estd inspirado en la solucién de RG con una
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constante cosmoldgica, en cuyo caso la ecuacion de evolucion de la funcion

radial Y es

. oM A
Y2="" 4+ V2 4.
v 3 (4.57)

En este caso, podemos reconstruir el escenario de RG utilizando nuestro an-
satz sugerido bajo las condiciones de [ = 1,p = 2,yL = 1. Dado que estos
parametros son distintos de los que se tienen en cuenta en la Sec. 4.4.2, resulta
apropiado seleccionar un conjunto especifico de parametros con el fin de eva-
luar la consistencia de este ansatz dentro de la geometria LTB. Sin embargo,
todavia es posible analizar el comportamiento del término de torsién y del

término de frontera, que, en el caso especifico de [ = 1 son:

AM' 2(p+1)LYPts

r= 4.58
yv:t T 1 (4.58)
- L 312 p—2 2p—1
B= (LYP1 1 20M)2 ((p+4)(P+1)Y L? +4(p+4)(p+1 M(MY L LY )
6M'(AMYP~1 + 4M2Y 2 4 LY? )
+ o / M)+ 5 <(p+4 )L?Y®P
Y (LW+1 +2M)z \\2
LMY s OMM'YP
| Yi+ (3(p+3)LMY2p ) (p )M2 yr3) .
Y’ v
(4.59)

De acuerdo a los estudios observacionales més recientes [42], se sabe que
la constante cosmoldgica A tiene un valor pequeno. Sin embargo, en el caso
especial en el que quisiéramos considerar que nuestra variable libre L es similar
a la constante cosmologica tiempo actual, se puede demostrar que el término B
sigue siendo muy dependiente de este parametro. Sin embargo, puesto que se
espera que el valor sea pequefio, y tenemos una serie de otras variables como
la masa y la funcion radial Y, los efectos de este tipo de comportamiento
de la constante cosmolégica sélo se observaran a orden no lineal, lo cual es

consistente con el trabajo en [71].
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4.5 Gravedad Cotton

Una teoria de gravedad modificada basada en las ecuaciones de Max-
well en el vacio, que puede entenderse como una divergencia de curvatura
lineal, se introdujo recientemente en [179]. Al considerar una variedad Loren-
tziana con una conexion Levi-Civita, es posible expresar una combinacion de

términos de curvatura para obtener el siguiente tensor de rango 4

1
Gabcd L= Rabcd - 6 (gacgbd - gchad) Ra (460>

con Rup.q €l tensor de Riemann, g4, el tensor métrico y R el escalar de Ricci.
Usando el mismo razonamiento, en el articulo previamente mencionado se

identifica un “tensor de energia-momento” asociado con Ec. (4.60)

abc 1 ac crpa a C ac
de: — 5(9 de_ngd_ngb +gde )
1 ac C _a
—5(9"g" = g"g")T. (4.61)

Tomando la traza de (4.60)-(4.61) se obtienen las siguientes relaciones

1
ngGacbd = Rab - igabR = Gab, (462)

9 Tucba = Tap, (4.63)
que dan lugar a las ecuaciones de la teoria CG

Cope = 167V T (4.64)

abc )

donde

Cupe = VaG* (4.65)

aber

es el llamado tensor de “Cotton” [196, 123, 197]. Nétese que en este caso se

altera la condicion de segundo orden en la diferenciabilidad de las ecuaciones
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de campo y por tanto se tiene una teoria modificada de la gravedad. Es intere-
sante notar que todas las soluciones exactas de RG también son soluciones a
esta teorfa. Sin embargo, al ser una teoria de orden mayor, permite una gama
mucho mas amplia de soluciones no encontradas en RG. Es directo probar que
[197]

V.G, = Cape x V.C* (4.66)

abc abe

donde Cipeq es el tensor de Weyl. Siendo que el tensor de Weyl se anula para
todos los espacio-tiempos conformalmente planos, Ec. (4.66) implica que el
tensor de Cotton sera idénticamente cero para estos espacio-tiempos. Por lo
tanto, para esta clase de espacio-tiempos, que incluyen aquellos descritos por
la métrica de Robertson-Walker Ec. (2.4), la Ec. (4.66) se reduce a un caso
trivial cero sin proporcionar ecuaciones dindmicas. En consecuencia, todos los
modelos FLRW son soluciones triviales a las ecuaciones de campo CG, inde-

pendientemente de su fuente de materia-energia.

De las Ecs. (4.62)-(4.63) se tiene que las ecuaciones de conservacion

VG = 0, (4.67)

V)T = 0, (4.68)

estan contenidas en Ec. (4.64). Dado que la ecuacion de campo es de tercer
orden e incluye las derivadas de Gy y Ty, puede considerarse como un tipo de
derivada covariante de las ecuaciones de campo de Einstein. Sin embargo, esto
también significa que la teoria no es igual a la RG en el sentido mencionado

en [198], siendo que no puede obtenerse por medio de un difeomorfismo.
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Ademads, recientemente se ha mostrado [199] que las ecuaciones de
campo de CG pueden interpretarse como anadir un tensor adicional a las

ecuaciones de campo de Einstein,
Gab = Tab + Gab — gab(gcca (469>

donde %6,;, es un tensor de Codazzi, es decir un tensor simétrico que cumple
la propiedad V%6,. = V.%w, que es equivalente a las ecuaciones de CG. En

el caso particular de CG este tensor de Codazzi esta dado por

R —167T
cgab = Rab - 87TTab - gabTﬂa (47())
y las ecuaciones de CG estdn dadas por?
Vi Coc = VeCap- (4.71)

Es evidente que el tensor de Codazzi relaciona la curvatura y la masa del
espacio-tiempo. Esta forma de las ecuaciones de campo CG indica que, en
general, las soluciones CG pueden diferir de sus soluciones RG, por ejemplo,
al permitir fuentes de fluidos imperfectos. Nétese de (4.70) que al considerar

una solucion de RG G, = kT, se tiene que

C = Rop — kKTop — %gab(R —2kT) (4.72)
== Gab - IiTab, (473)
=0, (4.74)

donde se usé Gy, = Rap — %gabR y que en RG R = —kT. Esto justifica la

aseveracion de que toda solucion de RG es solucion de CG.

'En [199] existe un error tipografico Vy6ac = Vo%se pero asi no se recuperan las

ecuaciones de campo.
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El tensor Ec. (4.61) que provee la fuente en Ec. (4.64) puede ser

construido del tensor de energia—momento general de GR Sec. 2.2.1 [24]
T% = (p + p) u® ub 4 pg® + 2¢""u? 4 7. (4.75)

Esto permite considerar fluidos generales mediante la construcciéon de un ten-
sor T,p.q de esta manera. Sin embargo, atin no se ha determinado si este tensor
construido reproduce o no la descripcién y propiedades fisicas de T%. Por lo
tanto, es necesario un analisis exhaustivo de su interpretacion geométrica y
fisica para construir modelos cosmoldgicos validos directamente a partir de

Tabcd .

Es relativamente sencillo [24] obtener expresiones para la modifica-
ci6én de la densidad de energd, las presiones isétropas (y anisétropas) y el flujo
de energia bajo la presencia del tensor adicional en [199] considerando el lado

derecho de Ec. (4.69):

p=p+ Gupu'u’ + 6, (4.76)
§* = q" — h*Cu’, (4.77)
P=pt Sh G~ %5 (4.78)
Tab = Tap + (h’(ach’b)d - hathd/3) Gea- (4.79)

Es directo de Ec. (4.70) que las Ecs. (4.76)-(4.79) resultan ser las mismas
que aquellas en RG siendo que cualesquiera contribuciones adicionales que no
esten presentes en RG se cancelaran. Mostraremos esto explicitamente para
la métrica LTB en Sec. 4.5.1. Este argumento, en conjunto con la ecuacién de
campo Ec. (4.71), indica que CG puede considerarse como una derivada de

las ecuaciones de campo de Einstein, como se ha mencionado anteriormente.
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4.5.1 Una solucién tipo Lemaitre—Tolman—Bondi en CG

La primera soluciéon exacta en CG es una solucién de vacio con una
métrica tipo Schwarzschild en las coordenadas usuales de Schwarzschild [179).

El elemento de linea para esta solucién es

ds® = —e'Mdt? + eV dy? 4 Y2(d6? + sin® 0dg?), (4.80)
donde
2M A
_v(Y) —1— _ 7}/2 Y. 4.81
e v 3y TY (4.81)

y M es la masa de Schwarzschild mass, A es la constante cosmoldgica, que se
da de forma natural en esta teoria, a diferencia de la RG, y v es otra constante
de integracién que no tiene equivalente en la RG. La constante de integracion
se produce cuando imponemos al CG las mismas condiciones que dan lugar a
la solucién de Schwarzschild en la RG (estaticidad, simetria esférica y vacio).
Si fijamos v = 0, obtenemos la soluciéon de Schwarzschild. El signo de 7 es
indeterminado, pero puede ser negativo, por lo que tendra geodésicas distintas
de su homologa en GR, cuyos efectos se han identificado con las aceleraciones

observadas [179, 181].

Demostraremos que es posible obtener una soluciéon inhomogénea en
CG. Como la teoria es invariante bajo difeomorfismos, podemos utilizar la Ec.
(4.80) para expresar una métrica de Schwarschild en CG, mediante la misma

transformacién de coordenadas que en Sec. 4.3,

Vies oo lat] dr,

ev(Y) or

dt = (4.82)

Y
T



4.5. Gravedad Cotton 123

La cual lleva el elemento de linea Ec. (4.80) a la forma

12

Y
ds* = —dr? + T dr* +Y? (df* + sin” d¢?), (4.84)

donde Y es una funciéon que obedece

2My A
=201 2y? 5y — K, (4.85)

y2
Y 3

donde K = K(r) denota la energia conservada para cada geodésica radial
(denotada por r). Hasta ahora, seguimos en el andlogo de la solucién tipo
Schwarzschild en un sistema de coordeandas comévil con las geodésicas radia-

les.

Ahora pasaremos del analogo de Schwarzschild en CG a una nueva
soluciéon de polvo en CG que es analoga a LTB en GR. Siguiendo el mismo
razonamiento que en GR al considerar una masa variable My — M(r), es
decir, una densidad continua, y también consideramos 5 — 7(r), esto lleva la

Ec. (4.85) a la forma

. 2M A

que usaremos como un ansatz y veremos la consistencia con las ecuaciones de

campo de CG.

Considerando una fuente de polvo
T = pu®ub, (4.87)
las ecuaciones de balance de momento energia dan

. Yy Y
p = —p <2Y + Y’) : (4.88)
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Introduciendo (4.88) en las ecuaciones de campo Ec. (4.64), las componentes

independientes son

Y’ 2y’ 2YY/ —2Y"Y —2Y? K

" (YP+ K -2YY)
wp' + (V24 )t 5t vy
o N 24
/ / —
+ (K 4 2VY -2V ) o = 0,
(4.89)
YV ) ¢ (v v (7Y - 9V - 2y - k)
Kp v + Y +2Y( - ) — - V2
i : Y2 FY 4 2YRY
AV 3 2 —
YV (V4 KY - VY) oo b = 0.
(4.90)

Considerando el ansatz Ec. (4.86), las Ecs. (4.89)-(4.90) toman la forma

2Y"  4AM’
K/pl+ (Mlyly// _ MI/) Y2 + Y3 = 0, (491)
2M’
Kp = Tipa (4.92)

Ec. (4.91) se integra a Ec. (4.92), de lo que tenemos una solucion consistente

a las ecuaciones de campo CG.

Finalmente, como se mencion6 previamente, uno puede considerar

un tensor de energia momento general, lo cual no es posible en RG. Las
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Ecs. (4.76)-(4.79) se reducen a
2
p QY’*?; ke b K+2K , (4.93)
q* 0, (4.94)
_ 2Y, 0 14YY, +2Y, Y, + K, 1 Vi+ K
P= 73y, 73 YY, T3 yr
(4.95)
i 2V 122V, 42V Y+ K, 2YP+ K
" 3Y, 3 YY, 3 Y2 7
(4.96)
1, 1Yo 12V, -2V Y - K, 1Y7P 4+ K7
3Y, 6 YY, 3 Y2
(4.97)
My Tlgy. (4.98)

Como se mencioné en la Sec. 4.5, obtenemos las mismas ecuaciones,

Ecs. (4.93)-(4.98) que en RG, siendo que los términos de curvatura eliminan

las contribuciones adicionales.

4.5.2 El limite FLRW a través de LTB en CG

Veamos ahora el limite del FLRW del modelo tipo LTB obtenido

anteriormente Ecs. (4.84),(4.86). Seguiremos los mismos pasos que en RG [57].

En nuestro caso, tenemos una funcién adicional, yrg(r). Debemos introducir

esta funcién en una forma funcional de modo que obtengamos una ecuacién

que sea independiente de r, y obtengamos un limite FLRW correcto: De la
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Ec.(4.86), la forma funcional de las funciones libres es (m6dulo una constante):

HSQMOT’S

Y =ra(t), K =kr*, M = 5

2
, it = Q40 HT,

(4.99)

donde Hy v Q0 son los parametros de hubble y densidad de materia al dia
de hoy, respectivamente, a(t) es el factor de escala FLRW, k es la constante
de curvatura de los marcos en reposo ortogonales a u® y €2, es una constante

a determinar. Con esta eleccién de funciones, Ec. (4.85) toma la forma tipo

Friedmann
a? H?  Qupo Qo Q.9 A
e ) ) 4.100
H2a?> H} ad * a? * a  3HZ ( )
Comparando con la ecuacién de Friedmann en RG
o2 304w _ 2o | S
Fg = Z Qipa ( i) = a?’ + a2 + QA,Oa (410]‘>

podemos verificar que la funcién 1, rg puede modelar un fluido de quintaesen-

cia con parametro de ecuacién de estado w = 2/3 [200].

Esta solucién tipo FLRW Ec. (4.100) se obtuvo como un caso especial
de una soluciéon inhomogénea. Sin embargo, como se mencioné anteriormente,
las ecuaciones dindmicas FLRW en CG no se derivan directamente de las

ecuaciones de campo.

La constante de integracién Qrq esta presente en la Ec. (4.100), ya
que las ecuaciones de campo CG son un tipo de derivadas lineales de las
ecuaciones de campo de Einstein. El término Qrq tiene diversos efectos, entre
ellos un cambio en la masa de Misner-Sharpe, que aumenta con un valor
positivo de €, un cambio en la Ley de Hubble, como se ilustra en la Fig. 4.1,

y una expansion perpetua independientemente del signo de la curvatura. Ya
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se ha demostrado que este comportamiento fisico es posible en el caso de los
modelos LTB en RG [135], y también es posible en CG. Este comportamiento

fisico se debe a la combinacién de la constante cosmoldgica y el término v, ya

que ambas provocan una expansion acelerada.

1.2

1.0

0.8

= 0.6

0.4

0.2

0.0

Figura 4.1: La ley de Hubble cambia debido a la aceleracién causada por

la constante de CG ~. Estos valores se determinaron inspirados en el modelo

— Qn=03,0,=07,0,=0
—— Qp=0.3,0,=03,Q,=04
— On=0.3,0,=0,0,=07
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cosmolégico estandar.
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Capitulo

Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos mostrado como las soluciones exactas
a las ecuaciones de Einstein son tutiles tanto en aplicaciones en Cosmologia y
en modelos de Gravedad Modificada. En el Cap. 2 hemos discutido amplia-
mente la necesidad de este tipo de soluciones en el analisis de los fundamentos
de cada de teoria de Gravedad, asi como el plantear modelos de juguete pa-
ra analizar el posible impacto de las inhomogeneidades e anisotropias en la
Cosmologia, sin introducir modelos perturbativos del modelo estandar de la

Cosmologia.

En el Cap. 3 comenzamos presentando una nueva aproximacion a
los modelos Szekeres-11, que se han considerado inadecuados para describir la
evolucion de las inhomogeneidades cosmoldgicas en un fondo homogéneo [58].

Hemos ideado configuraciones tipo “pancake” construidas empalmando suave-
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mente regiones Szekeres—II cuasi—planas con cualquier cosmologia compatible
con una métrica Robertson—Walker espacialmente plana: Modelos FLRW, pe-
ro también de Sitter, anti de Sitter y espaciostiempos de Minkowski (seccién
3.1.1). Como 2.3.2se muestra en Sec. 2.3.2, los modelos Szekeres—II son (en
general) Petrov tipo I y por lo tanto son compatibles con una amplia variedad
de fuentes, incluyendo mezclas de fluidos y campos escalares y con fuentes
que requieren modos vectoriales y tensoriales, tales como campos magnéticos

y ondas gravitacionales.

Las construcciones “pancake” resultantes descritas anteriormente per-
miten la descripcion de un niimero numerable arbitrario de inhomogeneidades
localizadas que evolucionan juntas, inmersas en una cosmologia homogénea e
isotropa a la que se empalman suavemente. En Sec. 3.1.2 proporcionamos tres
sencillos ejemplos de juguete para ilustrar las configuraciones de "pancakes":
Regiones de polvo Szekeres—II en fondos ACDM y de Sitter, asi como regiones
de polvo no comévil en un fondo de Einstein de Sitter. En la Sec. 3.2.6, se
muestra que los valores propios de los tensores eléctrico de Weyl y de “shear”,
respectivamente, constituyen la parte no homogénea de la densidad y del es-
calar de Hubble, mientras que las velocidades peculiares estan directamente
relacionadas con el tensor de Weyl magnético. Dado que estas partes inhomo-
géneas se anulan en las zonas de empalme FLRW o de Sitter, las inhomoge-
neidades Szekeres—II pueden considerarse rigurosamente como perturbaciones

covariantes exactas sobre el fondo definido por estos empalmes.

Merece la pena relacionar las construcciones “pancake” que hemos

ideado y discutido aqui con los modelos de redes periddicas presentados por
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Delgado y Buchert en [143], también basados en empalmes similares pero
que solo implican regiones de polvo comévil en Szekeres-11 y espacio-tiempos
FLRW de polvo (sélo consideraron el modelo de Einstein de Sitter ya que asu-
mieron A = 0). Estos autores consideraron los modelos de polvo Szekeres-11
para probar un formalismo que desarrollaron para generar una generalizacion
relativista totalmente general de la aproximacién newtoniana de Zeldovich.
Como muestran, la coincidencia suave con las regiones FLRW es una condicién
necesaria y suficiente para la existencia de “dominios de homogeneidad” para
los que la “backreaction” (en los formalismos de promediacién de Buchert)
desaparece idénticamente. Dado que las construcciones de “panqueques” que
hemos introducido en este articulo son mas generales que el simple polvo como-
ving con A = 0, permitiendo una amplia variedad de fuentes y regiones FLRW
y no restringidas a tener una distribucion de red periddica, sin duda merece la
pena profundizar en los resultados de [143]. Aunque estos modelos son inhe-
rentemente inhomogéneos y anisétropos, dada su riqueza de parametros libres
el reto consiste en acomodar su inhomogeneidad y anisotropia para ajustarse
a las restricciones observacionales. Por tltimo, la posibilidad de describir la
dindmica de mezclas de fluidos con campos escalares, campos magnéticos y on-
das gravitacionales inmersos en espacios-tiempo de Sitter o anti-Sitter, como
branas de 4 dimensiones, conduce a aplicaciones potenciales de los modelos
Szekeres-11 al modelado del universo temprano, incluyendo escenarios infla-
cionarios, recalentamiento y teoria cuantica de campos semiclasica. Merece la

pena estudiar estas posibles aplicaciones en futuros trabajos.

Con la esperanza de motivar una mayor exploracién de estas configu-

raciones, trabajamos en un modelo de juguete menos idealizadas que implican
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velocidades peculiares realistas y un fondo ACDM [2] Sec. 3.2. Encontramos
una atractiva interpretacion fisica para los modelos Szekeres-1I considerados
como modelos que describen CDM y energia oscura modelados como un tér-
mino A con la novedad de incorporar velocidades peculiares v* = ¢%/p para
una fuente CDM no comovil, todo ello en el contexto de los “modelos de pan-
cakes” de inhomogeneidades cosmoldgicas descritas por regiones de soluciones
Szekeres-1T empalmadas previamente con un fondo ACDM Sec. 3 [1]. También
hemos proporcionado una vision complementaria a trabajos anteriores que
analizan los efectos de fuentes cosmoldgicas (por ejemplo bariones y CDM)

que evolucionan a lo largo de diferentes marcos de 4 velocidades [46]).

Para ilustrar los efectos de la inhomogeneidad local y la anisotropia
aportada por los modelos comparamos sus variables dinamicas con sus valores
en el fondo ACDM. Para ello, consideramos una configuracién formada por
una unica regiéon Szekeres—II que se extiende 1.5 veces el radio de Hubble en la
direccién w, suavemente empalmada con un fondo ACDM en ambos extremos.
Obtuvimos (véanse las figuras 3.4, 3.5) mediante integracién numérica de las
ecuaciones de campo los contrastes temporales cosmicos actuales respecto a
este fondo de la densidad y el escalar de Hubble (557 y 62¢ de (3.77)), también
en diferentes tiempos césmicos (véase la figura 3.8). En todas las cantidades
la variacion con respecto a la coordenada angular fue muy débil, identificando
asi una anisotropia basada en diferencias a lo largo de (esencialmente) dos
direcciones: 7 y w (como se sugiere al observar la métrica (2.70) en coordenadas

rectangulares x,y en lugar de r, ¢).
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Las figuras 3.4 y 3.5 revelan los valores actuales en tiempo cosmi-
co de los contrastes de densidad y escalar de Hubble dentro de la regién de
Szekeres—II, que varian respectivamente de cero a valores maximos de 0,4 y 0,1
aproximadamente siguiendo el mismo patron a lo largo de ambas direcciones
r y w. Probamos varias combinaciones de condiciones iniciales y encontramos
aproximadamente los mismos patrones de variaciéon con diferentes valores ma-
ximos, indicando asi una desviacion relativamente leve de la isotropia local
que puede controlarse mediante elecciones adecuadas de parametros libres al

menos en escalas hasta el radio de Hubble.

La figura 3.5 revela que el contraste del escalar de Hubble, ¢, exhibe
fluctuaciones con respecto al valor de fondo, Hy, del mismo orden de magni-
tud ~ 10% asociado con la “tensién de H,”. Sin embargo, las velocidades
peculiares tienen un efecto insignificante sobre §7¢, que difiere en ~ 0,01 %
cuando se calcula para el modelo Szekeres—II con los mismos parametros sin
estas velocidades (v" = v? = (). Este hecho concuerda con las observaciones
que indican que las velocidades peculiares proporcionan fluctuaciones de co-
mo mucho 0,1 % a la tensién de Hy, [201]. Creemos que se trata de resultados

interesantes que deberian examinarse en un contexto observacional.

El comportamiento de la velocidad peculiar radial actual v,g = [v]o
se muestra en la figura 3.7. Obsérvese cémo v, desaparece en r = () y aumen-
ta aproximadamente de forma lineal con r para todo w dentro de la regién
Szekeres—II, mientras que en la direccion w toma valores mayores a medida
que r aumenta (desapareciendo tal como exigen las condiciones de unién en

los valores w que marcan la interfaz de coincidencia). Este patron ilustra cémo



134 5. Conclusiones

r = 0 para w variables denota el lugar de coordenadas de los observadores
privilegiados, analogo a los observadores a lo largo del centro de simetria de la
simetria esférica. Sin embargo, no se trata de un mero efecto de coordenadas,
ya que la curva a lo largo de r = 0 parametrizada por w es una geodésica es-
pacial y un vector de Killing de las hipersuperficies ortogonales a la velocidad

4-comoving (véase [1] y Sec. 3.1.1).

Encontramos elecciones de parametros libres que conducen a una
evolucion libre de cruces de capas con velocidades peculiares que permanecen
en el régimen no relativista |v.|o < 0,01c al menos en escalas del orden del
radio de Hubble en las direcciones principales » y w. Sin embargo, también
encontramos combinaciones de parametros libres que conducen a cruces de
cascara alrededor de z = 3, con velocidades peculiares que crecen e incluso di-
vergen, identificando asi estos puntos espaciotemporales como marcadores del
inicio de la virializacion cuando un modelo basado en una descripcion de polvo
de CDM deja de ser valido. Estimamos una masa CDM de ~ 10'® (MASAS
SOLARES) contenida en una regién asociada a estos cruces de envolturas que

puede identificarse con un gran cimulo galactico.

Reconocemos plenamente las limitaciones de los modelos que hemos
estudiado en este trabajo: son basicamente modelos de juguete de inhomo-
geneidades en un fondo ACDM que sélo son validos en las escalas y tiempos
césmicos en los que CDM puede modelarse como polvo. La novedad de nuestro
enfoque (con respecto al uso previo de los modelos de Szekeres en este con-
texto) es que consideramos la clase Szekeres—I1 y que CDM no estd comoving

con el marco asociado con el CMB y el fondo ACDM. Evidentemente, estos
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modelos de juguete no pueden describir un proceso altamente complejo co-
mo la virializacién, pero podemos suponer que los cruces de cdscara (que son
una caracteristica genérica) pueden marcar el limite de validez de los modelos

debido al inicio de este proceso.

No obstante, creemos que estos modelos de juguete tienen un valioso
potencial para aplicaciones cosmologicas: en primer lugar, permiten estudiar
las velocidades peculiares no relativistas observadas en el marco de una so-
lucion exacta de la Relatividad General, contribuyendo asi potencialmente
a mejorar nuestra comprension del papel de las velocidades peculiares en la
dindmica cosmica, no sélo a escalas locales de subhorizonte profundo, sino
incluso a escalas comparables al horizonte de Hubble. Asimismo, una mejor
comprension de la dindmica de las velocidades peculiares y los flujos de Hubble
desde diferentes congruencias de observadores puede contribuir a abordar la
tension H. Por ultimo, los modelos pueden servir como solucion exacta para
probar cédigos numéricos en el campo emergente de la cosmologia relativista

numeérica.

Por otro lado, hemos mostrado la posibilidad de tener campos escala-
res inhomogéneos en un fondo Szekeres—II, tanto en el caso cuasi—plano como
en el caso en el que la constante de curvatura k£ # 0. A pesar de que la solu-
cién exacta que encontramos haya sido para un campo escalar sin presiones
anisotropicas, hemos mostrado que es posible obtener una solucion numérica
para el caso general. Utilizando un “modelo de pancakes”, el estudio de cam-
pos escalares en un espacio—tiempo Szekeres—II proveé un modelo de juguete

para poder estudiar inflacién y un escenario de recalentamiento, es necesario
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un mayor estudio de este modelo. Sin embargo, la posibilidad de poder hacer
un empalme con el modelo ACDM permite poder obtener correcciones a las
predichas por el modelo estandar de la cosmologia y asi acotar pardametros

libres en la teoria.

Como se discutié en Sec. 4.1 los modelos inhomogéneos son ttiles
para probar los fundamentos de teorias modificadas de gravedad. En particular
podemos analizar la posibilidad de tener modelos inhomogéneos que puedan
resolver alguno de los problemas actuales en Cosmologia, Cap. 1. Es por ello
que analizamos el comportamiento fisico de soluciones exactas en dos modelos
de gravedad, uno de ellos la teoria de Gravedad Teleparalela y el otro, una

teoria reciente denominada “Cotton Gravity”.

En Sec. 4.2 estudiamos los efectos de teorias de gravedad basados en
la torsi6n, concretamente la gravedad f(7', B), con T el escalar de torsion y B
el término de frontera de la teoria, en los modelos de polvo LTB esféricamente
simétricos, que es una solucion exacta simple que proporciona una descripcion

de polvo de la materia oscura fria.

Comenzamos discutiendo la soluciéon de Schwarzschild y su relacién
con la métrica LTB, que provee una comprobacion de consistencia para pro-
bar las soluciones en las teorias f(7, B) y como ansatz para las ecuaciones
diferenciales parciales resultantes. En primer lugar, discutimos brevemente
los principios de TG, para poder analizar la tétrada esféricamente simétrica
mas general, que recupera la métrica LTB en GR. En dicho analisis, la sime-
tria SO(3) es compatible con el gauge Weitzenbock como consecuencia de una

eleccion adecuada de los parametros y ademas se demostré que la componente
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tr de la parte antisimétrica de las ecuaciones de campo no se anula, por lo que
las componentes simétricas y no simétricas de las ecuaciones deben resolverse
simultaneamente con el fin de proporcionar la comprobacién de consistencia

para las soluciones a probar en teorias f(7, B).

Como estamos interesados en escenarios cosmologicos viables, redu-
jimos nuestro analisis al caso espacialmente plano y consideramos un par de
funcionales f(7, B), versiones modificadas de los modelos de Ley de Potencia
(4.37) y Ley de Potencia Mixta (4.48), que han demostrado tener éxito en la
reproducciéon de escenarios cosmoldgicos como la aceleracién coésmica tardia

sin aludir a una constante cosmoldgica y que resuelven la tension H,.

El interés por estudiar modelos no homogéneos en TG es que pueden
construirse modelos de juguete, permitiendo analizar la formacién de estructu-

ras y la expansion cosmoldgica acelerada en esquemas locales. Para investigar

2M

57> que se basa en la solucién clasica de Sch-

esto, se propuso un ansatz Y2 =
warzschild, y se encontré que la eleccién del pardmetro [ = 4 era una solucién
que recuperaba la gravedad con una forma cerrada para la funcion radial de
Y. Esta soluciéon también proporciona una ecuaciéon continua y regular para
las densidades de masa—energia en términos de la funcién radial Y y los para-
metros libres para la funcional f(7', B). Sin embargo, esto modifica la ecuacién
de Friedmann e impone restricciones especiales para reproducir una formacion
de estructura factible basada en observaciones. En particular, el caso | = 4

puede resolverse para o = 0!, véase Sec. 4.4.2, y | = 1 lo que se reduce al

modelo FLRW. Para el modelo de ley de potencia mixta, f(T, B) = foT™B",

'Recordando que en este caso a se obtiene de la definicién del funcional f(T,B) =

~T + aT™ + BB™.
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con el mismo ansatz para la funcion Y que en el caso de ley de potencias.
Consideramos los valores n +m =1, (I —4)n — 2m =0 y n = 2%, siendo que
éstos resuelven el sistema de ecuaciones, véase detalle en Sec. 4.4.2. Solamen-
te la primera opcién proporciona una [ constante sin imponer restricciones

adicionales sobre Y o M.

Ademas, identificamos dos posibles soluciones para los casos de [ = 1
y [ = 4. Sin embargo, el caso de | = 4 da lugar a una solucién de vacio debido
a que se anula el término de frontera. El caso de [ = 1 no altera la ley de
Hubble y, por tanto, da lugar a la solucién estdandar de la funcién radial Y.
Cabe destacar que todas las restricciones incluyen [ = 4 como solucion, y
s6lo n +m = 1 incluye el caso [ = 1. En este caso, la densidad de masa—
energia se expresa en términos de la densidad de masa—energia de GR, més
un término adicional. Este término adicional resulta en un defecto de masa en
comparacion con GR cuando fy > 0. Como extension de nuestro analisis, cada
parametro puede ser restringido por las observaciones actuales, cuyo estudio

se reportara en un futuro proximo.

Como hemos enfatizado a lo largo de este trabajo, los modelos in-
homogéneos pueden servir para poner a prueba los fundamentos de la teoria
y analizar fenomenolégicamente las consecuencias de la misma. Continuando
con modelos LTB presentamos en Cap. 4 la primera solucién exacta e inhomo-
génea en una teoria de Gravedad modificada de reciente creacién, denominada
Cotton Gravity. Mostramos que esta teoria es inconsistente como una gene-
ralizacién de la RG, siendo que la solucion de fondo en cosmologia (Modelos

FLRW) no se puede obtener directamente a partir de las ecuaciones de cam-
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po de la teoria. Sin embargo, de la soluciéon que obtenemos mostramos que
una solucion tipo FLRW que incluye una constante de integracion adicional
que muede modelarse como un fluido de quintaesencia con un parametro de
ecuaciéon de estado w = 2/3. El que aparezca esta constante de integracién
adicional no es ninguna sorpresa siendo que las ecuaciones de campo pueden
considerarse como combinaciones de los tensores de energia—momento y de
Einstein, por tanto dos constantes de integracién adicionales apareceran en la
teoria, v, A. Ademéas mostramos un procedimiento genérico a partir del cual se
pueden obtener mas soluciones exactas para esta teoria a partir de soluciones

exactas a las ecuaciones de Einstein.

Como se discutié previamente, las ecuaciones de CG en general ad-
mitirdn una clase de soluciones mas amplia que aquellas de RG. Por ejemplo,
podriamos considerar flujos de energia en una métrica LTB, sin embargo és-
tos serdn puramente consecuencia de la geometria del espacio—tiempo como

se mostro en la Sec. 4.5.






Apéndice

Analisis de modelos cosmologicos

usando redes neuronales

A fin de abordar algunos de los problemas del modelo ACDM, existen
varias propuestas, como el modelo de energia oscura dindmica [202], modelos
que mostramos y discutimos previamente Cap. 2-3 [1, 3], asi como modelos de
gravedad modificada Cap. 4 [20]. Sin embargo, el gran ntimero de soluciones
propuestas [203] de diferente naturaleza y problemas intrinsecos, asi como
la precision y los errores sistematicos en los datos, dificultan el analisis de
todas estas propuestas disponibles. Es por ello que el Aprendizaje Automatico
“Machine Learning” (ML) y las Redes Neuronales “Neural Networks” (NNs)
se han convertido en una poderosa herramienta para el analisis de conjuntos de
datos en cosmologia [204, 205]. La potente capacidad de prediccion de las NNs,

combinada con el eficiente costo computacional de estas arquitecturas [206,
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207] han demostrado proveer predicciones precisas. Sin embargo, la cantidad
limitada de datos cosmoldgicos da lugar a un problema fundamental para el
analisis y la prediccion de datos, ya que estas NN necesitan varios miles de

puntos de datos para lograr la convergencia [183].

A.1 Redes Neuronales Recurrentes para cosmolo-
gias de energia oscura

Las “Redes Neuronales Artificiales” (ANN) son un modelo de ML
que han demostrado ser potentes herramientas para analizar una gran canti-
dad de datos y proporcionar predicciones precisas [204, 205]. Las NN estén
compuestas por nodos en los que los datos se procesan mediante calculos, es-
tos nodos se conocen como neuronas o unidades [208]. Se pueden apilar varias
capas de unidades para formar lo que se conoce como “Deep Learning”, que
permite resolver tareas complejas [209]. Esta arquitectura estd formada por
una capa de entrada, una o varias capas ocultas y una capa de salida. En una
ANN, las neuronas de una capa estan totalmente conectadas a las neuronas
de las capas anteriores. Dos casos particulares de ANN son las redes neuro-
nales recurrentes (RNN) y las redes neuronales convolucionales (CNN) [210].
Las CNN estan disenadas para trabajar con entradas [211, 212] estructuradas
en cuadricula, como las imagenes, pero también tienen éxito en muchas otras
tareas, como el reconocimiento de voz y el procesamiento del lenguaje natural.
Mientras tanto, las RNN trabajan con datos secuenciales, en este caso cada

entrada estd influida por las entradas anteriores [213, 214]. En una RNN; exis-
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te una correspondencia uno a uno entre las capas de la red y las posiciones
en la secuencia. La caracteristica clave de la RNN es que la salida de la capa
oculta en un paso t se utiliza como entrada en el paso t+ 1. Dado que la salida
en un paso de tiempo t es una funciéon de todas las entradas de los pasos de
tiempo anteriores, se dice que la RNN tiene una forma de “memoria” Las
RNN se han aplicado con éxito al reconocimiento de la escritura a mano y del
habla, a las predicciones de series temporales y a su reciente uso en aplicacio-

nes cosmoldgicas [206, 207], por lo que en lo sucesivo consideraremos las RNN.

Las neuronas tienen nimeros como entradas y salidas. Cada entrada

x tiene asociado un peso aleatorio w:
2= wWix] + WwaTg + - - - + Wy, (A.1)

De Ec. (A.1) es claro que os datos de entrada forman matrices X;, los pesos
forman méas matrices W;, por lo que podemos escribir el producto de estas
matrices como [215]

Zi1 = WX, (A.2)
Para obtener la salida se utiliza una funciéon de activacién no lineal ¢ que
modula y hereda un comportamiento no lineal al valor de Z;, y asigna valores
para la siguiente capa. Este proceso se denomina propagacion hacia delante
(“Forward propagation”) y se repite hasta llegar a la tltima capa. Por lo tanto,

las capas siguientes adoptan los valores
Xiy1 = ¢(Zisa). (A.3)

Se pueden utilizar distintas opciones de funciones de activacién para simu-

lar diferentes modelos de aprendizaje automatico, y su eleccién es una parte
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crucial de la construccion de redes neuronales, ya que las no linealidades que
incorporan las funciones de activacion son de distinta naturaleza. El uso de
funciones diferenciables como funciones de activacién presenta una ventaja,
ya que para el ajuste de los pesos se puede utilizar un método de optimi-
zacion llamado “Gradient Descent” [216], que, como su nombre indica, hace
uso de las derivadas para ajustar los parametros de la red con el fin de mini-
mizar la pérdida. Algunos ejemplos de funciones de activacién diferenciables
son la tangente hiperbédlica (tanh(z)), la funcion Unidad Lineal Rectificada:
ReLU(z) = méax(0, z), la unidad lineal exponencial (ELU), la ELU Escalada
(SELU) [210]. Por ejemplo, para predecir la probabilidad de una clase binaria,

es habitual utilizar la funcién sigmoidea:

o(z) = : (A.4)

La funciéon ReLU es continua pero no diferenciable en z = 0 y su derivada es 0
para z < 0. Esta funciéon ha sustituido en gran medida a la funcién sigmoidea
en las ANN debido a la facilidad en el entrenamiento, tiene la ventaja de ser
rapida de calcular. Ademas, el hecho de que no tenga un valor de salida ma-
ximo ayuda a reducir algunos problemas durante el método de optimizacion.
Se ha demostrado que la funcion ELU supera a ReLU, reduciendo el tiempo
de entrenamiento y obteniendo mejores resultados en el conjunto de pruebas.

Su definicion es

ae*—1) z2<0
ELU,(2) =

z z>0
El SELU es una variante escalada de la funcién de activacion ELU. Esta fun-

ciéon puede realizar la auto-normalizacion bajo ciertas condiciones, y superar
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a otras funciones de activacién. Su definicién es:

ale* —1) 2<0
SELU(z) = A

z z>0
La tangente hiperbélica es continua, diferenciable, y su valor de salida oscila
entre —1 y 1, en comparacion con la sigmoidea que oscila entre 0 y 1. Se
relacionan mediante la férmula tanh(z) = 20(2z) — 1. El mayor gradiente

respecto a la sigmoide hace que sea mas facil de entrenar.

En la ultima capa de las ANN, el valor de las neuronas se evalua
mediante una métrica llamada funciéon de pérdida (o simplemente pérdida),
que mide la diferencia entre la prediccion de la ANN y el valor real. Un ejemplo
de funcién de pérdida es el error cuadratico medio (ECM):

1 n
MSE = — > (V; - Y/)?, (A.5)
n

7

donde Y/ es el valor esperado, y Y; es la prediccién. La pérdida se minimiza
mediante un algoritmo de optimizacién. A continuacion, los valores de los
pesos se ajustan con el método denominado retropropagacién (CITA). La
parte de una NN que conserva algin estado a lo largo de los pasos temporales
se denomina célula (o celda) de memoria. Las capas ocultas pueden utilizar

una funcién de activaciéon.

La elecciéon del optimizador es otro hiperparametro. Entrenar una
red neuronal profunda muy grande puede ser extremadamente lento. Se pue-
de aumentar la velocidad utilizando un optimizador mas rapido que Gradient
Descent. Algunos de los algoritmos de optimizacion mas populares son la op-
timizacion de momento, el Gradiente Acelerado de Nesterov, AdaGrad, RMS-

Prop, Adam, etc. La optimizacién de momento trata con gradientes previos:
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en cada iteracion, resta el gradiente local del vector de momento m (multipli-
cado por la tasa de aprendizaje i), y actualiza los pesos anadiendo este vector
de momento. Para simular algin tipo de mecanismo de friccion y evitar que
el impulso crezca demasiado, el algoritmo introduce un nuevo hiperparame-
tro /3, llamado impulso, que debe establecerse entre 0 (alta friccion) y 1 (sin
friccién). Un valor tipico de momentum es 0,9. Esta técnica permite acelerar
el entrenamiento. La idea bésica es dar mayor preferencia a las direcciones
coherentes sobre los pasos miltiples. Esto permite utilizar pasos més grandes
en la direccién correcta de aprendizaje. El algoritmo RMSProp evita el riesgo
de ir demasiado rapido en el proceso de aprendizaje y no converger nunca al
6ptimo global. Esto se consigue acumulando sélo los gradientes de las itera-
ciones mas recientes. Era el algoritmo de optimizacién preferido de muchos
investigadores hasta que sali6 a la luz la optimizacion Adam. Adam significa
estimacion adaptativa de momentos, y combina las ideas de la optimizacion
de momentos y RMSProp: como la optimizaciéon de momentos, realiza un se-
guimiento de una media exponencialmente decreciente de gradientes pasados;
y como RMSProp, realiza un seguimiento de una media exponencialmente de-
creciente de gradientes pasados al cuadrado. Adam es un algoritmo de tasa de
aprendizaje adaptativo que requiere un menor ajuste de sus hiperparametros.
Este algoritmo es muy popular porque incorpora la mayoria de las ventajas

de otros algoritmos, y a menudo supera a los otros métodos.

Las RNN utilizan la retropropagacion, por lo que tienen problemas
como el gradiente evanescente (y explosivo) y la dependencia a largo plazo.
Como resultado, se han propuesto algunas variantes de la red neuronal recu-

rrente, como la memoria a corto plazo de larga duracion (LSTM) y la unidad
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recurrente controlada (GRU). La LSTM resuelve los problemas anteriores in-
troduciendo un mecanismo llamado compuertas, que guarda la informacion
y olvida lo que no es importante para el aprendizaje. Basicamente, utiliza el
estado de una célula como una especie de memoria a largo plazo que retiene
una parte de la informacién de estados anteriores mediante una combinacion
de operaciones parciales de “olvido” e “incremento” de los estados anteriores
de la célula. La red neuronal resultante es capaz de modelar dependencias
de largo alcance en los datos. Por estas razones, éste es el tipo de RNN mas
utilizado. Los modelos bidireccionales utilizan informacién del pasado y del
futuro de un paso temporal especifico, empleando estados ocultos separados
para las direcciones hacia delante y hacia atras, que suelen proporcionar un
mejor rendimiento. La GRU se considera una simplificacion de la LSTM, pe-
ro tiene dos puertas y utiliza un estado oculto para transferir informacion.
La LSTM controla directamente la cantidad de informacién que cambia en el
estado oculto utilizando puertas de olvido y salida independientes. Por otro
lado, una GRU utiliza una tnica puerta de reinicio para lograr el mismo ob-
jetivo. Sin embargo, la idea béasica de la GRU es similar a la de una LSTM,

en términos de cémo reinicia parcialmente los estados ocultos.

A.2 Redes Neuronales Recurrentes para el analisis

de cosmologias de energia oscura

Un problema a estudiar con las RNN es que tan bien ajustan los mo-

delos de energia oscura a los datos observacionales y la posibilidad de obtener
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datos generados por estas redes RNN a partir de ese ajuste. A continuacién

damos una breve resena de los modelos de energia oscura dinamica.

A.2.1 Cosmologias de energia oscura

Siendo que el problema de la naturaleza de la energia oscura ain
es un tema abierto, una manera estdndar de estudiar a la energia oscura es
introducir una parametrizacion de la ecuacion de estado de la energia oscura
[17, 217, 18]. Mediante esta ecuacién se puede estudiar el comportamiento de
la energia oscura en un modelo FLRW, las cuales se encuentran en términos

del corrimiento al rojo, i.e.

ppr = w(z)ppE- (A.6)

Existen muchas propuestas de parametrizaciones en la literatura [17].
En nuestro caso analizaremos dos de ellas, para ello utilizamos las ecuaciones

de Friedmann y Raychaudhuri:

B = (T2) = 5 om + om0 + o 1)

2

a H
—=—1Q,,+Q 1
u 5 [ + DE( —I—Sw)]

donde H es el parametro de Hubble, y el subindice 0 indica valores evaluados

al dia de hoy.

Utilizando la ecuacién de la densidad de energia oscura

poe(2) = pomEe) f(2)
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donde

£(2) = exp (3 /O ) HMdz’) .

1+ 2

Por tanto, modelar w(z) puede dar una descripcién del paramtro de Hubble.

A.2.2 Cosmologias de energia oscura dinamica

o Parametrizacion Lambda Cold Dark Matter ACDM. Usamos este mode-
lo como referencia. Tiene un parametro independiente Q,,, y esta dado

por:
E(2)?=Qn(l+2)°+ (1 Q)

donde consideramos w = —1. Como se mencion6 en el Cap. 2, el modelo
ACDM es el modelo estandar de la cosmologia, usaremos este modelo

como base para comparar con el resto de los modelos.

o Parametrizacion “Redshift” Lineal: La ecuacion de estado de la energia

oscura es
w(z) = wy — w2,
y por tanto obtenemos
E(2)% = Qum(1 + 2)% 4+ (1 — Q) (1 + 2)3Hwotwn)g=dunz,

Esta ecuacion de estado es una primera aproximacién a una serie de
Taylor, sin embargo es claro que tiene divergencias para z — 0o que

deben tomarse en cuenta al generalizar esta ecuacion de estado.
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« Parametrizacién Chevallier-Polarski-Linder (CPL). En este caso tene-

mos la ecuacién de estado:

z
w(z) = wo + PRt (A.7)

y la evoluciéon en este caso es
E(2)? = Qu(1 + 2)® + (1 = Q) (1 + 2)30Fw0)(1 4 223w/ (AR)

En este caso, se tiene una mejor aproximacion en una serie tipo Taylor,
ya que se toma en cuenta el comportamiento divergente de la parame-
trizacion “Redshift” lineal al hacer la expansién no sobre el corrimiento
al rojo, sino sobre el factor de escala a(z) = z/1 + z. Esta ecuacién de
estado ha sido popular en los andlisis de datos cosmolégicos por su buen
ajuste [17, 218, 219], sin embargo tiene un comportamiento divergente

a tiempos futuros z = —1.

« Parametrizacion Barboza-Alcaniz (BA): La ecuacién de estado es

z(1+ z)

1r 22 Wy, (A9>

w(z) = wo +

y la evolucion del modelo es
E(2)? = Q1+ 2)° + (1 — Q) (1 + 2)30Fw0) (1 4 22)3w/2 (A 10)
En este caso, la parametrizaciéon de BA carece de la divergencia encontrada en

los modelos CPL. Al igual que en la parametrizacién CPL, BA es consistente

con las observaciones [218, 220, 221].
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A.2.3 Usando redes neuronales para en modelos de energia

oscura

La metodologia que hemos propuesto es construir una RNN variando
cada uno de los hiperparametros, mostrados en la Tabla A.1, esto lleva a dos
arquitecturas. Ademas se utilizé6 como funcién de activacién tanh, como fun-
cién de pérdida error cuadratico medio y “Adam” como optimizador. Estos
pardametros fueron escogidos basandonos en la literatura [207] y probando dife-
rentes elecciones que pueden reproducir los vecindarios de confianza obtenidos

por los datos de Pantheon [222] a 1-0.

Arquitectura Neuronas Tamaio del lote Epocas Dropout
Iteraciones Caminantes Aleatorios Tasas de convergencia Bins de una muestra
1 200 ) 100 0.7
2 200 10 150 0.7

Tabla A.1: Elecciéon de los hiperparametros en ambas arquitecturas y su aso-

ciacién con el lenguage de procesamiento Bayesiano en cosmologia.

Los hiperparametros de las RNN pueden identificarse con elementos
n el andlisis Bayesiano usual en cosmologia (Los fundamentos y el desarrollo
del andlisis Bayesiano en cosmologia se encuentran descritos extensamente
en diversos textos especializados, por ejemplo [223, 224, 225]). Las neuronas
pueden verse como iteraciones, siendo que la cantidad de las neuronas es las
veces que los datos seran procesados a través de la red neuronal. Las épocas

pueden relacionarse con las tasas de convergencia siendo que es el andlogo al
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criterio de Gelman-Rubin [223, 224, 225]. El tamano de la muestra (“Batch
size”) esta relacionado con el nimero de caminantes aleatorios, siendo que una
eleccién menos fina del tamano de lote dara lugar a un resultado menos preciso.
Finalmente el “dropout” puede asociarse con los “Bins” de una muestra siendo
que el “dropout” es una eleccion de la cantidad de nodos entre capas delanteras

y traseras para evitar una sobreestimacion.

Por esto mismo, el proceso de entrenamiento de las RNN’s puede
pensarse como una alternativa a el analisis Bayesiano en programas como em-
cee [226] o Montepython [227]. La ventaja prncipal de las RNN sobre estos
programas es el tiempo de procesamiento de las RNN’s; el cual es varios or-
denes de magnitud menor para la cantidad de datos utilizados. Sin embargo,
cabe destacar que la cantidad de datos utilizados, 1048, es de un orden mucho
menor a lo que usualmente se usa en andlisis con RNN [228, 229, 230] los cua-
les se hacen con conjuntos de datos del orden de, al menos, 100 mil datos. La
cantidad de datos tendra un impacto en los resultados obtenidos y la eleccion
de los hiperpardmetros. Cambiando de base de datos a Pantheon+ [231, 232],
la cual cuenta con 1701 datos compuestos por 1550 supernovas Sne la, los
hiperparametros usados Sec. A.2.3 no dan lugar a un vecindario de confianza
que coincida a 1 — o con aquél de los datos de Pantheon+. Los cambios que

deberan efectuarse es un trabajo en curso que se reportara a futuro.

En entrenamiento supervisado, dos conjuntos de datos deben ser con-
siderados, un conjunto de entrenamiento y un conjunto de validacién. En nues-
tro caso, para cada arquitectura los datos constan de el corrimiento al rojo

(z) y la magnitud aparente (mpg) de la muestra de Pantheon que consiste en
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1048 SNe-Ia [222]. Dividimos el conjunto total de datos en un conjunto de
entrenamiento que consiste de 80 % de la muestra, elegida al azar, ademés
de los primeros y tltimos diez corrimientos al rojo y su correspondiente mp,
siendo que esta eleccion probo ser exitosa para proporcionar los vecindarios
de confianza correctos para el modelo de concordancia Fig. A.2, siendo que la
densidad de puntos en los corrimientos al rojo mayores es considerablemente
mas baja, el no incluirlos llevaba a un aprendizaje incorrecto que devolvia
una ley de Hubble con una densidad de materia no fisica. Por otro lado, en
el conjunto de validacion también se fijan los primeros y tltimos diez datos
junto con el 20 % restante de la muestra. Una vez que el entrenamiento de las
RNN ha sido completado, obtenemos una prediccion del corrimiento al rojo y

su correspondiente mp que consiste de 2000 puntos.

DISCUSION DE LA CANTIDAD DE DATOS

A.3 Comparando las predicciones de la RNN con
cosmologias de energia oscura

Una vez que se obtuvieron los datos predichos por la RNN, obtuvimos
los vecindarios de confianza para ambas arquitecturas y para el conjunto de
datos de Pantheon. El ajuste se hace minimizando la funcién

Xon = X'C; X7, (A.11)
]
donde Cj; es la matriz de covarianza de los datos de Pantheon, X es el vector

de los parametros libres del modelo. En nuestro caso, ese vector esta dado por
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‘ Datos de entrenamiento

Paso 1: Entrenamiento

/ Algoritmo de aprendizaje /

Modelo

Datos de validacion

Paso 2: Validacién

Precision

Predicciones

Figura A.1: Proceso de obtener datos predichos por una RNN.
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el mdédulo de distancia de la muestra de Pantheon

M(Zia Qm,07 H07w07w1) = 51OglO |:(1 + Z)/ E_l(u7 Qm7 H07w07w1)du + 25)
0
(A.12)

haciendo asi a nuestro vector

X' = pu(2i, Qun0, Ho, wo, w1) — Hons(2i) (A.13)

La minimizacién se efectué con la paqueteria Scipy! en un programa
de Python y posteriormente se utiliz6 un algoritmo de método de Montecarlo
basado en cadenas de Markov, emcee? [226]. En todos los casos se utilizaron
30000 pasos y 32 caminantes aleatorios, de lo cual se descartaron 700 pasos con
un thin de 200 y se escogieron “priors planos” cuyos valores fueron obtenidos

de la minimizacién en Scipy y éstos se encuentran en la Tab. A.2.

Modelo wo wi Hy Qm 0

ACDM  -13 0 73.63 0.30
CPL -1.04 0.04 73.76 0.29
BA  -1.08 -0.65 73.59 0.36

Tabla A.2: Priors planos utlizados en emcee.

Mediante este ajuste obtuvimos una concordancia de 1-0 entre los
vecindarios de confianza obtenidas por ambas arquitecturas y las del conjunto
de datos Pantheon, Fig. A.2. Obsérvese que los errores de las predicciones son

mucho mayores que los obtenidos a partir del conjunto de datos original. Sin

"https://scipy.org/
’https://emcee.readthedocs.io/
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embargo, como se puede ver en la Fig. A.4 hay una diferencia de 0,05 % de
diferencia entre el modelo tedrico y el predicho en el rango de corrimiento al

rojo analizado.

I Pantheon
I Architecture 1
Bl Architecture 2

0351

0301

Qu

73 74 75 0.25 0.30 0.35

Figura A.2: Vecindarios de confianza para el modelo LCDM utilizando los

datos predichos a través de la RNN y el conjunto de datos Pantheon.

Para mostrar la viabilidad cosmologica de dichas arquitecturas, ana-

lizamos dos parametrizaciones diferentes de la Ecuacion de Estado (EoS), un
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modelo CPL Ec. (A.7) y un modelo BA Ec. (A.9). Como se muestra en la
Fig. A.4 tanto para CPL como para BA las diferencias entre las magnitudes
aparentes obtenidas a partir de las predicciones de la RNN y los modelos teéri-
cos. Como puede observarse en todos los casos, las discrepancias son inferiores
a 0,2% para los corrimientos al rojo considerados. Se obtuvieron resultados

similares para la Arquitectura 2, Fig. A.5.

Il CPL Pantheon
Il BA Pantheon
Il CPL Architecture 1
Hl BA Architecture 1

0.4

0.2r

-14 -12 -10 -08 -06 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 0.2 0.3 0.4
Wo Wy QO

Figura A.3: Vecindarios de confianza para los modelos BA y CPL para los

datos predichos por la RNN y el conjunto de datos de Pantheon.
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Arquitectura 1 vs EOS
100.050% A
£ 100.000%
&
g
£ 99.950%
g —— ACDM
— CPL
99.900% A — BA
99.850% A
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura A.4: Comparacién de la magnitud aparente (mp) predicha por la RNN

con la magnitud aparente obtenida de los modelos teéricos para la arquitectura

1.

Arquitectura 2 vs EOS

— ACDM
100.100% A —— CPL
— BA
§ 100.050% -
5
g
£ 100.000% -
99.950% 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura A.5: Comparacién de la magnitud aparente (mp) predicha por la RNN

con la magnitud aparente obtenida de los modelos tedricos para la arquitectura

2.
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