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Introduccion

En el campo de las ciencias de la computacion, existe un importante pero dificil
problema: estimar el costo de un arbol. El problema consiste en tener un arbol
donde a cada vértice tiene asociado un costo; el costo del arbol se calcula como
la suma de los costos de cada vértice. Si se logra encontrar una solucién eficiente
para este problema, se tendria un gran impacto en el andlisis de la complejidad
computacional.

Un enfoque inicial para resolver este problema consiste en generar trayectorias
aleatorias a través del drbol, lo cual fue propuesto por Knuth. Sin embargo, co-
mo Knuth y otros investigadores sefialaron, este estimador puede tener una gran
variacion y volverse ineficiente al subestimar el costo del drbol.

Recientemente, se ha propuesto un nuevo algoritmo llamado: método de enume-
racion estocdstica desarrollado por Rubinstein y su equipo. Los autores han de-
mostrado mediante pruebas numéricas que este algoritmo sencillo puede ser muy
eficiente para resolver problemas especificos de conteo, como contar el nimero de
asignaciones de satisfaccion (satisfiability) o el nimero de emparejamientos per-
fectos en gréficas bipartitas, sin embargo, una de sus aplicaciones mas destacadas
se encuentra en el campo de la confiabilidad de redes.

El objetivo principal de este trabajo es presentar métodos de conteo de arboles,
centrdndonos especialmente en el andlisis del método de enumeracion estocdstica,
y demostrar que este método produce una significativa reduccion en la varianza
en comparacion con el estimador de Knuth. Ademas, se mostrard como funciona
el método de enumeracion y se explorardn aplicaciones practicas.

La estructura del documento es la siguiente: en el primer capitulo, se presenta una
rama de las matemadticas llamada teorfa de graficas. Aqui se explicard qué es un
arbol y cudl es el problema asociado a calcular su costo. También se abordardn

IX



X Introduccion

conceptos clave, como qué es una trayectoria y qué es una grafica bipartita, los
cuales serdn utilizados en los capitulos siguientes. En resumen, este capitulo es
una base fundamental para entender el resto del documento.

En el segundo capitulo, se exploran conceptos esenciales para comprender el pro-
blema de conteo de arboles. Se introduce el concepto de complejidad computacio-
nal y se explican algunas estructuras de datos. Se pone un enfoque especial en los
arboles, detallando la estructura de datos asociada a ellos, la cual nos permitira
abordar el cdlculo del costo de un arbol. También se presentan otras estructuras de
datos que serdan empleadas en los métodos de conteo de arboles. En resumen, este
capitulo proporciona las bases técnicas necesarias para el estudio y desarrollo de
los métodos de conteo de arboles.

En el tercer capitulo, se presentan las herramientas probabilisticas necesarias para
analizar algoritmos aleatorios. Estas herramientas seran especialmente ttiles para
entender y analizar dos algoritmos en particular: el algoritmo de Knuth y el mé-
todo de enumeracion estocdstica. Con este enfoque, se podrd comprender como
funcionan estos algoritmos y cdmo afecta la aleatoriedad en sus resultados.

En el cuarto capitulo, se examinan métodos para resolver el problema de calcular
el costo de un arbol. Se presta especial atencion al algoritmo de Knuth, destacando
sus limitaciones, y al método de enumeracion estocdstica, resaltando cémo mejora
el algoritmo de Knuth. De esta manera, podremos comprender las fortalezas y de-
bilidades de cada método, y apreciar cémo el enfoque de enumeracion estocdstica
ofrece una mejora significativa sobre el algoritmo de Knuth.

En el quinto capitulo, se muestran diversas aplicaciones del problema de conteo
de arboles. Se presentan ejemplos practicos de como utilizar el método de enume-
racion estocdstica para abordar estos problemas. En concreto, se exploran cuatro
situaciones: el conteo de trayectorias, el conteo de emparejamientos en graficas
bipartitas, el problema de satisfaccion (satisfiability problem) y la confiabilidad
en redes. Estos ejemplos ayudaran a entender como el método de enumeracion
estocéstica puede ser empleado para resolver diferentes problemas.



Capitulo 1

Teoria de graficas

La teoria de graficas es una rama de las matemdticas que estudia las relaciones
entre objetos. En lugar de enfocarse en los objetos en si mismos, la teoria de gra-
ficas se centra en cdmo esos objetos estan conectados entre si, esta teoria analiza
patrones, estructuras y propiedades que surgen de estas conexiones.

Ademads de su utilidad préctica, la teoria de graficas también tiene profundas im-
plicaciones tedricas y se encuentra en la interseccion de diversas disciplinas como
las matematicas, las ciencias de computacion y la fisica.

El objetivo de este capitulo es presentar una breve introduccién a teoria de grafi-
cas, el tema es muy amplio y si se quiere profundizar se recomienda consultar [6]
y [8], mismos en los que estd basado el material que se presenta en este capitu-
lo.

1.1. Definiciones basicas

Definicion 1.1 Una grdfica G consiste en un conjunto finito y no vacio V de ob-
Jjetos llamados vértices, asi como de un conjunto E de pares de dos elementos
pertenecientes a 'V, conocidos como aristas. Cada arista establece una conexion
entre dos vértices distintos, y se garantiza que no exista mds de una arista conec-
tando un mismo par de vértices.

La notacién G es por la palabra gréfica, el término V es por la palabra vértice y la
notacién E es debido al término en inglés, edges, que significa aristas.
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Ejemplo 1.1 Consideremos la grifica G con conjunto de vértices V = {a,b,c,d}
y conjuntos de aristas E = {{a,b},{a,c},{c,d}}. Véase la Figura 1.1. Dada una
gréfica, es posible darle una representacion geométrica de la siguiente manera: A
cada vértice de G se le asocia un nodo o punto, y se dibuja un segmento de recta
o curva entre dos nodos si los vértices asociados a dichos nodos pertenecen a una
arista en G.

Figura 1.1: Representacion geométrica de una grafica G.

Los vértices también son llamados nodos o puntos, mientras que las aristas tam-
bién son llamadas lineas, vinculos o enlaces. Para indicar que una grifica G tiene
un conjunto de vértices V y un conjunto de aristas E, se escribe G = (V,E). Para
enfatizar que ambos conjuntos pertenecen a la gréfica G se escribe V(G) y E(G),
respectivamente. Cada arista {u, v} perteneciente a G es usualmente denotada co-
mo uv o vu.

Los siguientes conceptos son importantes en la teoria de gréficas.

Definicion 1.2 Sea G una grdfica. Se define el orden de G como el niimero de
vértices. El tamaiio de G como el niimero de aristas. Los niimeros enteros n 'y m
denotan el orden y tamaiio de la grdfica en cuestion, si se estd trabajando con dos
o mds grdficas es usual usar la notacion ng y mg.

Definicion 1.3 Sea G una grdfica. Sean u y v dos vértices cualesquiera pertene-
cientes a V(G) y sean a 'y b dos aristas cualesquiera pertenecientes a E(G).

1. Dos vértices u'y v son adyacentes si uv € E(G).
2. Dos aristas a 'y b son adyacentes si a'y b tienen un vértice en comiin.

3. Una arista a y un vértice u son incidentes si u es un vértice perteneciente a
la arista a.
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Definicion 1.4 Sea G una grdfica, v en V(G) y S un subconjunto de V(G).

1. El conjunto de vecinos de v, denotado por N(v) o Ng(v), se define como
{weV(G):vweE(G)}.

2. El conjunto de vecinos de S, denotado por N(S) o Ng(S), se define como
{weV(G):suec E(G) paraalgins € S }.

La notacion N hace referencia al término en inglés neighborhood que significa
vecindad. En este trabajo, para referirse a la cardinalidad de algin conjunto A, se
usa el simbolo [A].

Definicion 1.5 Sea G una grdfica, v en V(G) y S un subconjunto de V(G).
1. El grado de un vértice v, denotado por 8(v) o 8¢(v), se define como |N(v)|.

2. El grado mdximo de G, denotado por A(G), se define como
max{s(v) :ve V(G)}.

3. El grado minimo de G, denotado por 6(G), se define como
min{é(v) :ve V(G)}.

Teorema 1.1 En toda grdfica G,

m=Y &)
veV(G)

Demostracion: Sea e € E(G), e es de la forma e = {uw} con u,w € V(G). Al
considerar & (w) se cuenta la arista e, y lo mismo si se considera & (u), puesto que
6(u) y 6(w) son sumandos de ¥,y () 6(v) y dado que e es una arista arbitraria,
se sigue que cada arista se cuenta dos veces, de lo cual se concluye que 2m =

Yoev(c) 0 (v). L

Corolario 1.1 Toda grdfica G tiene un niimero par de vértices con grado impar.

Demostracion: Sea X; = {v € V(G) : &(v)espar} vy
X, ={veV(G):(v)esimpar}.

Dado que
2m = ( )5(\/): Z o(u)+ Z o(w)
G

veV ucX weXo
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Y 6(u) =2,

ueX

para algun k en N.
Despejando el término },,cx, §(w), se tiene que

Y 8(w)=2m—2k=2(m—k).

weXy

La expresion anterior implica que Y,,cx, 6(w) es un niimero par, puesto que los
sumandos son impares y la suma total es par. Se sigue que debe existir un nimero
par de sumandos. Por lo tanto, |X>| es par. [

Definicion 1.6 Sea G una grdfica. Una grdfica G' es subgrdfica de G si
1. V(G') CV(G)
2. E(G") CE(G).

Definicion 1.7 Sea A C V(G). Una subgrdfica inducida por A se obtiene al con-
siderar todos los vértices en A 'y a las aristas de G que son incidentes con ellos. A
tal subgrdfica se le denota por G|A].

Definicion 1.8 Dos grdficas G y H son isomorfas si existe una funcion biyectiva
¢ :V(G) — V(H) que preserva las adyacencias, es decir

uv € E(G) siy solosi ¢(u)p(v) € E(H).

A la funcion @ se le conoce como isomorfismo.

Ejemplo 1.2 En la Figura 1.2 se muestra un ejemplo de un isomorfismo entre
dos gréficas. La Gréfica G consiste de los vértices U,V,W,Z y la grafica H cons-
ta de los vértices A,B,C,D. El isomorfismo consta de la funcién ¢ : V(G) —
V(H) dado por (U) =B,9(V) =A,9(W) =C,9(Z) = D. Puede observarse que
conserva las adyacencias ya que UV € E(G),o(U)p(V) =BA € E(H); VW €
E(G),p(V)p(W)=AC€EH);WZe€ E(G),p(W)p(Z)=CD € E(H).
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Figura 1.2: Representacion geométrica de un isomorfismo entre dos graficas.

1.2. Caminos y trayectorias

En teoria de gréficas, los caminos y trayectorias son conceptos fundamentales que
permiten analizar como se conectan los nodos. Los caminos y trayectorias son
esenciales para comprender y resolver problemas complejos en sistemas interco-
nectados como la optimizacién de trayectorias.

Definicion 1.9 Dada una grdfica G, un camino es una sucesion de vértices
(vi,va,...,v;), en donde viviy € E(G) para todo i € {1,2,...,1—1}. Siv) =,
entonces el camino es cerrado. En un camino algunos vértices pueden aparecer
repetidos en la sucesion.

Ejemplo 1.3 Considere una grifica G con V(G) = {vi,v,v3},
E(G) = {vivz2,v2v3}. Las siguientes sucesiones son ejemplos de caminos,
(vi,v2,v3), (vi,v2,v1,v2), (v1). Se observa que se pueden repetir vértices, o in-
clusive se puede tener un camino que solo contiene un vértice. °

Definicion 1.10 Un paseo es un camino que no repite aristas. Una trayectoria es
un camino que no repite vértices.

Un paseo al igual que una trayectoria es un camino. Una trayectoria al no repetir
vértices implica que no repite aristas, por lo cual, toda trayectoria es un paseo.

Si el camino, paseo o trayectoria empieza en u y termina en v se dice que es un
camino uv, un paseo uv, una trayectoria uv, segun sea el caso.

Teorema 1.2 Si u y v son dos vértices distintos de G, entonces todo camino uv
contiene una trayectoria uv.
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Demostracion: Sea C = (u = xg,x1,...,X = v) un camino uv, si C no repi-
te vértices se sigue el resultado. Suponiendo que C contiene al menos un vérti-
ce que se repite. Sea x; el vértice que se repite, es decir existe para i # j con
0 <i< j<k, x; =xj. Para no tener vértices repetidos se ajusta el camino qui-
tando el segmento x;;1,...,x;. De esta forma se obtiene un nuevo camino uv que
repite menos vértices. Este proceso se repite cuantas veces sea necesario para que
el camino uv no repita vértices, y asi obtener una trayectoria uv. [ ]

Definicion 1.11 Un ciclo es una camino cerrado en el que todos los vértices son
distintos a excepcion del vértice inicial y el vértice final y tiene longitud al menos
3.

Definicion 1.12 La longitud de un camino C es el niimero de aristas que tiene
dicho camino. De forma andloga se define la longitud de un paseo y la longitud
de una trayectoria, y la longitud de un ciclo.

Definicion 1.13 La longitud del ciclo mds pequeiio de la grdfica se llama cuello.
Si la grdfica no contiene ciclos, se dice que la grdfica es aciclica, y que su cuello
es infinito.

Una vez conocido el concepto de longitud se puede introducir la definicion de
distancia.

Definicion 1.14 La distancia entre dos vértices u 'y v, es la trayectoria de menor
longitud. Si dicha trayectoria no existe entonces la distancia es infinito. Dicha
distancia entre u'y v se denota como d(u,v).

Esta distancia d(u,v), es una distancia en el sentido matemadtico y se demuestra
en el siguiente teorema.

Teorema 1.3 Dada una grdfica G, se cumplen las siguientes propiedades:
1. d(u,v) >0, para todo u,v en V(G). Ademds d(u,v) =0 si 'y solo si u = v.
2. d(u,v) =d(v,u), para todo u,v en V(G).

3. d(u,w)+d(w,v) >d(u,v), para todo u,v,w € V(G).
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Demostracion: La primera propiedad se sigue de la definicion de distancia en-
tre vértices, ya que esta siempre es mayor o igual a cero y solo es igual a cero si
una trayectoria tiene longitud cero, esto es, si el vértice inicial es igual al vértice
final.

Por definicién de d(u,v), se tiene la trayectoria de menor longitud entre u y v,
que también es la minima trayectoria entre v y u, de lo cual se cumple la segunda
propiedad.

Consideremos la trayectoria de menor longitud entre u y w llamandole #; y la tra-
yectoria de menor longitud entre w y v llamandole #,. Consideremos la trayectoria
que resulta de concatenar las trayectorias t1,7, esta es una trayectoria entre u, V.
Por definicion de d(u,v), la trayectoria 71, es mayor o igual que d(u,v), de lo
cual, d(u,w)+d(w,v) > d(u,v) y se cumple la propiedad 3. [ |

Definicion 1.15 El didmetro de una grdfica es la distancia mdxima entre cual-
quier par de vértices de la grdfica.
1.3. Graficas conexas
Las graficas conexas son de gran importancia ya que representan sistemas o re-
des completamente conectadas. Las graficas conexas son ampliamente utilizadas

en diversas aplicaciones, como redes de comunicacién, sistemas de transporte,
andlisis de redes sociales, distribucion de energia, entre otros.

Definiciéon 1.16 Una grafica G es conexa si para todo par de vértices uy v de G,
existe una trayectoria uv. En otro caso se dice que G es inconexa.

Lema 1.1 Toda grdfica conexa tiene al menos n— 1 aristas.

Puede consultar la demostracion del lema anterior en [8].

Definicion 1.17 Si H es una subgrdfica de G, decimos que H es una componente
conexa de G si H no estd contenida en ninguna subgrdfica conexa de G con mds
Vértices o mds aristas que H.

Las graficas son susceptibles a operaciones como eliminar un vértice o arista pro-
duciendo nuevas gréficas.
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Definicion 1.18 Si G = (V,E) es una grdfica, entonces la grdfica
G\ {e} = (V,E\ {e}), donde E \ {e} representa la exclusion de la arista e del
conjunto de aristas original.

Definicion 1.19 Si G = (V,E) es una grdfica, entonces la grdfica
G\ {v} = (V\{vHLE\{(vu) |u € V}), donde V \ {v} representa la exclusion
del vértice v del conjunto de vértices original, y E\ {(vu) | u € V} implica la
eliminacion de todas las aristas adyacentes a v.

Una vez se cuenta con estos conceptos se pueden dar las siguientes dos definicio-
nes.

Definicion 1.20 Dada una grdfica conexa G, se dice que e € E(G) es un puente
si la grdfica G\ {e} no es conexa.

Teorema 1.4 Sean G una grdfica conexa. La arista e es un puente de G si 'y solo
si e no pertenece a ningtin ciclo de G.

Puede consultar la demostracion del teorema anterior en [8].

Definicion 1.21 Dada una grdfica conexa G, se dice que v € V(G) es un vértice
de corte si la grdfica G\ {v} no es conexa.

1.4. Graficas bipartitas y apareamientos

Las graficas bipartitas proporcionan una forma efectiva de modelar y represen-
tar relaciones entre dos conjuntos de elementos. Son ampliamente utilizados en
problemas de asignacién, como asignar parejas en citas o designar tareas a traba-
jadores.

Definicion 1.22 Una grdfica G es bipartita si existen dos conjuntos A y B, sub-
conjuntos de los vértices de G, tal que:

1. AUB=V(G).
2. ANB=0.

3. Siuv € E(G), entoncesu € Ayv € B.
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Es importante sefialar que los conjuntos A y B no son necesariamente Ginicos y que
algtin conjunto A 6 B puede ser vacio. Debido a esto se tiene que una grafica que
tiene un solo vértice es bipartita.

De la condicién 3 se sigue que en las graficas inducidas por los conjuntos A 'y B
no existen aristas.

Teorema 1.5 Una grdfica G es bipartita si y solo si G no contiene ciclos de lon-
gitud impar.

Demostracion:

=]

Sea G una gréfica bipartita, con A y B subconjuntos de V(G) tal que cumplen
con la Definicién 1.22. Sea C = (vy,vy,...,v,v1) un ciclo en G. Sin pérdida de
generalidad v| € A, de lo cual v, € B, y asi sucesivamente. Note que v, € B, puesto
que v vk es una arista. El vértice v; j € {1,2,...,k} pertenecerd a B siy solosi j es

par. Por lo tanto, k es un nimero par, y entonces la longitud del ciclo es par.

<]

Sea G una gréfica que no tiene ciclos de longitud impar. La grafica G serd bipartita
si y solo si cada componente conexa lo es, entonces consideraremos a G conexa.
Sea u un vértice de G. Se define los conjuntos A y B de la siguiente forma:

A={veV(G):d(u,v) es impar.}, B=V(G)\A.

Dados los conjuntos A y B no puede existir una arista e entre elementos ya sea de
A o B debido a que si existiera e, con e = wz se tendria un ciclo de longitud impar,
ya que:

a) Siw € Ay z € A entonces consideremos el camino cerrado a = (u,...,w,z,...u)
donde (u,...,w)y (z,...,u) tienen distancia minima. Note que al considerar dos
caminos con longitud impar y una arista el camino cerrado a tiene longitud im-
par.

Del camino cerrado a eliminamos las aristas que estén repetidas, es decir las aris-
tas que comparten los caminos (u,...,w) y (z,...,u). Al eliminar las aristas com-
partidas del camino a se tienen n — 2k aristas, donde n es el nimero de aristas en
el camino a, y k es el nimero de aristas compartidas, 0 < k < n.

Observe que al eliminar aristas compartidas de este camino cerrado se forman
ciclos.
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Teniendo en cuenta que n es impar, entonces n — 2k es impar, por lo cual al me-
nos uno de los ciclos que se generaron tendrd longitud impar, contradiciendo la
hipotesis.

b) Si w pertenece al conjunto By z al conjunto B, consideremos el ciclo (u, ..., w,u),
donde (u,...,w) tiene la distancia minima. Dado que la distancia d(u,w) es par,
se genera un ciclo de longitud impar, lo que conduce a una contradiccion.

Note que ANB =0y que AUB es el conjunto de todos los vértices en la compo-
nente conexa.

De lo anterior se puede comprobar que A y B cumplen con la Definicién 1.22, por
lo tanto, G es bipartita. [ ]

Definicion 1.23 Dado una grdfica G = (V,E), una descomposicion de vértices es
una particion V = {Vy,Va,...,Vi} de los vértices de G en conjuntos disjuntos, es
decir, ViNV; = 0 para i # j, tal que para cada par de vértices distintos u'y v en
Vi, la arista uv no estd en E.

Definicion 1.24 Se dice que una grdfica bipartita G con descomposicion A, B es
completa si todo vértice en A es adyacente a todo vértice en B. Si |A| =ny |B| =m
se denota a G como K, .

En teoria de gréficas, los apareamientos se refieren a conjuntos de aristas en una
grifica que no comparten vértices en comun. Es decir, en un apareamiento, nin-
gln par de aristas comparte un extremo. Los apareamientos pueden ser de interés
en diversos contextos, como en la asignacién de tareas o la resolucién de proble-
mas de emparejamiento, como el emparejamiento maximo o el emparejamiento
perfecto.

Definicion 1.25 Sea G una grdfica, un apareamiento M en G es un conjunto de
aristas no adyacentes entre si. Un vértice estd apareado si es incidente con una
arista en el apareamiento. Un emparejamiento perfecto es aquel que cubre todos
los vértices de la grdfica.

Ejemplo 1.4 En la Figura 1.3 se muestra una grafica que tiene seis vértices eti-
quetados como A,B,C,D,E y F. Las aristas se dibujan entre los vértices corres-
pondientes. El emparejamiento perfecto se muestra en color rojo y consiste en las
aristas AD, BE y CF. Este emparejamiento se denota como (A—D,B—E,C—F).
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Este emparejamiento es perfecto porque cada uno de los vértices de la gréfica esta
cubierto por una arista del apareamiento, es decir, no hay vértices sin aparear.

Figura 1.3: Apareamiento perfecto en color rojo, (A-D, B-E, C-F).

1.5. Graficas y matrices

Existen varias formas de representar una gréfica, anteriormente se menciond la
representacion geométrica. Una nueva forma de representar graficas es a través
de matrices, lo cual es muy ttil ya que permite establecer una conexion entre la
teoria de graficas y el dlgebra lineal.

Matriz de adyacencia

En la matriz de adyacencia cada renglén y columna corresponden a un vértice.
Esta matriz refleja la conectividad entre los vértices de la grafica. Si en una entrada
de la matriz aparece un "1", significa que hay una arista que conecta los vértices
correspondientes del renglon y de la columna. Si aparece un 0, significa que no hay
arista entre estos vértices. Lo anterior se plasma en la siguiente definicion.

Definicion 1.26 Sea G = (V,E) una grdfica con V = {vy,vy,...,v,}. La matriz
de adyacencia asociada a la grdfica G es una matriz cuadrada de n X n, denotada
por A(G), en donde el elemento (i, j) es

1 sivyv; € E(G),

a,-j =
0 en otro caso.
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Ejemplo 1.5 Sea G una grificaconV = {A,B,C}y E = {AC,AB,CB}. La matriz
de adyacencia de G es la matriz A(G).

A B C

A0 1 1

A(G) = B |1 01

C |1 10

En la Figura 1.4 se muestra la representacion geométrica de G.

Figura 1.4: Gréfica asociada a la matriz de adyacencia A(G).

La matriz de adyacencia es simétrica, lo que significa que cuando hay una arista
entre los vértices i y j, esto se refleja en la matriz con valores en las posiciones a;;
ya ji-

Esta matriz se puede utilizar para contar el nimero total de aristas de un vértice,
sumando todos los valores del renglén o columna correspondiente a este vértice.
De igual forma se puede obtener el nimero total de aristas de toda la grafica
sumando sobre todos los renglones, o en su caso sobre todas las columnas. Estas

son algunas de las utilidades de este tipo de gréfica, en el Capitulo 2 se vera que
esta matriz es util para representar una grafica como estructura de dato.

Teorema 1.6 Si G una grdfica y su matriz de adyacencia es A(G), entonces el
niimero de caminos, de longitud { entre los vértices v; y v; es la entrada a;; de la
matriz (A(G))", donde (A(G))! representa la matriz de adyacencia de G multipli-
cada { veces.

Para demostrar el teorema anterior se requieren herramientas de dlgebra lineal,
y se recomienda consultar [2]. La utilidad de dicho teorema en este trabajo es
mostrar la fuerte conexion entre la teoria de graficas y el dlgebra lineal. Una con-
secuencia inmediata es el siguiente corolario.
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Corolario 1.2 Sea G una grdfica conexa con matriz de adyacencia A(G). La dis-
tancia entre dos vértices v; y vj de G es el menor entero { tal que la entrada a;; de
la matriz (A(G)) es diferente de cero.

Matriz de incidencia

La matriz de incidencia se puede entender como una matriz donde cada renglén
corresponde a un vértice y en ese renglon aparece un "1" en aquellas aristas que
involucran dicho vértice.

Definicion 1.27 Sea G una grdfica con V(G) = {vi,va,...,vin} y
E(G) ={ey,ea,...,es}. La matriz de incidencia C(G) es una matriz de n X m, en
donde la entrada (i, j) estd dada por:

1 siv;incide con la arista e;.
Cii =
/ 0 en otro caso.

Ejemplo 1.6 Sea G una grificaconV = {A,B,C}, E = {e; = AC,e; = AB,e3 =
CB}. La matriz de incidencia de G es la matriz

el e e3
ATl 10
CG= 5 lo1 1
c |1 o1

La matriz de incidencia ocupa un espacio proporcional a n X m, con n el nimero
de vértices y m el nimero de aristas. Este espacio puede ser mds eficiente que el
espacio utilizado por la matriz de adyacencia en graficas grandes o dispersas, ya
que solo se almacenan las conexiones entre vértices y aristas.

El grado de un vértice se puede determinar contando el nimero de aristas inciden-
tes a ese vértice en la matriz de incidencia. Esto se logra sumando los elementos
del renglon correspondiente al vértice. Igualmente, algunos algoritmos utilizan la
informacién contenida en la matriz de incidencia para bajar sus tiempos de ejecu-
cion.
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1.6. Arboles

Los érboles son esenciales en teoria de gréficas debido a su estructura, propieda-
des y su amplia aplicabilidad en diversas areas. Proporcionan una forma efectiva
de organizar y representar datos, relaciones entre elementos, y permiten una ma-
nipulacién y busqueda eficiente de informacion.

Definicion 1.28 Un drbol es una grdfica conexa y sin ciclos.

Ejemplo 1.7 En la Figura 1.5 se muestra el ejemplo de un arbol 7 donde
V(T)={a,b,c,d} y E(G) = {ab,ac,ad}. La notacién T hace referencia al tér-
mino en inglés tree que significa arbol.

Figura 1.5: Representacion geométrica de un drbol 7'.

Definicion 1.29 Un bosque es una grdfica sin ciclos. A las grdficas sin ciclos se
les llama aciclicas.

Se puede notar que todo drbol es un bosque y que las componentes conexas de un
bosque son drboles.

Teorema 1.7 Si G es un drbol no trivial (\V(G)|1>1), entonces G tiene al menos
dos vértices de grado uno.

Demostracion: Sea P = (vy,...,v;) una trayectoria de longitud maxima.
Comprobaremos que los vértices vy y v, son de grado 1.

Suponiendo que el grado de v es diferente de 1, entonces existe un vértice w dis-
tinto de v;_1 tal que vyw estd en E(G).
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Siw ¢ {vi,...,v}, entonces PU (vg,w) es una trayectoria de longitud &k + 1, con-
tradiciendo asi que P sea de longitud médxima.
Si w € V(P), entonces w = v; para algin i € {1,2,...,k— 2} entonces (w =

Vi,Vitls---5Vk) U (vg,w), es un ciclo en G, lo cual no es posible ya que G es un
arbol. Por lo tanto, v, tiene grado 1. De forma andloga se demuestra que v; tiene
grado 1. [ ]

Definicion 1.30 A los vértices de un drbol que tienen grado 1 se les llama hojas.

Existen diversas formas de caracterizar arboles. A continuacién se presentan al-
gunas de ellas.

Teorema 1.8 Sea T un drbol, de orden n y tamaiio m. Los siguientes enunciados
son equivalentes :

1. T es un drbol.

2. T esconexoym=n— 1.

3. T no contiene ciclosym =n — 1.
4

. Existe una uinica trayectoria que une a cualesquiera dos vértices de T.

Demostracion:

(D= 2]

Por induccién. Caso base.

Sin =1 se tiene la grafica trivial, y se cumple que es conexoym=0=1—-1=
n—1.

Hipdtesis de induccion.

Suponga cierto el resultado para todo drbol con k-vértices, con k € N.

Paso inductivo.

Sea e =uv con u,v € V(T), e € E(T). Considere T \ {e} la cual es una grifica
inconexa ya que si fuera conexa implicaria que existe una trayectoriauven T \ {e}
y si la unimos con e, obtenemos un ciclo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
T\ {e} es inconexa, y de hecho tiene 2 componentes conexas pues 7' es conexa
y solo se quitd una arista. Sean 77,7, dichas componentes conexas. Aplicando la
hipétesis de induccidn se tiene

E(T)| = [V(T1)[ -1,
E(D)| = [V(T2)| - 1.
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Note que E(T) = E(T;) UE(T;) U{e}, por lo cual,

|E(T)|=|E(T)|+ |E(T2)| + 1
V()| -1+ |V(Th)|—1+1
V(T)|+|V(T2)| -1

=n—1.

2= 3]

Por contradiccidn, consideremos que 7' tiene un ciclo y llamémoslo C. Al eliminar
una arista de dicho ciclo C, la gréfica resultante ain es conexa por el Teorema 1.4.
No obstante, la nueva grafica tiene n — 2 aristas por el Teorema 1.1. Sin embar-
g0, esto genera una contradiccién. En consecuencia, se concluye que 7 no puede
contener ciclos, y por lo tantom =n— 1.

3)= @]

Por contradicciéon. Si existe mds de una trayectoria entre dos vértices,
Ty ={vi,...w}, To = {v1,...v} con T} # T, entonces la unién de 7; con T,
aun cuando compartan vértices forma un ciclo, contradiciendo una hipétesis.

Si no existe ninguna trayectoria entre algin par de vértices entonces 7 no es
conexa, lo que implica que al menos hay k& componentes conexas, k > 1 , pe-
ro T no tiene ciclos, por lo cual cada componente conexo es un arbol. Entonces
n—1=m=Y% m; =YY% (nz — 1) =n—k, donde cada T; es una compo-
nente conexa de 7'y nz;,m7; son el orden y tamafo de T;, respectivamente. De
lo anterior, k = 1. Teniendo asi una contradiccion. Por lo tanto, existe una unica
trayectoria que une a cualesquiera dos vértices de 7.

@ =]

Del hecho de que exista una trayectoria entre cualquiera dos vértices de T se sigue
que la gréfica es conexa, y de que sea Unica se sigue que no tiene ciclos, ya que
si tuviera, implicaria que existen por lo menos dos trayectorias diferentes entre un
par de vértices. De lo anterior se concluye que 7" es un arbol. ]

Arboles generadores

Definicion 1.31 Un drbol generador de una grdfica G es una subgrdfica aciclica
y conexa que contiene todos los vértices de G.

Se puede notar que el drbol generador no necesariamente es Uinico.
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Teorema 1.9 Toda grdfica conexa contiene al menos un drbol generador.

Demostracion: Si G no contiene ciclos, entonces G es un arbol y este es gene-
rador.

Si G contiene algtn ciclo ¢ = (vy,...,v,v1) considere T; como la grafica G sin la
arista v vy, se sigue teniendo que para cada par de vértices existe una trayectoria,
ademds V (T) = V(G). Repitiendo este proceso para cada ciclo existente, se llega
a un punto donde para alguna i € N, la grafica T; no tiene ciclos y es conexa, por
lo tanto, T; es un drbol, tal que V(7;) = V(C). De lo anterior se concluye que la
gréfica G tiene un arbol generador.

Arboles con costos

Definicion 1.32 Se dice que una grdfica G es ponderada si a cada arista e € E(G)
se le asocia un niimero c(e) al cual se le conoce como costo o peso de la arista

Definicion 1.33 Un drbol generador de peso minimo es aquel drbol generador
donde la suma de los pesos de las aristas es la mds pequeiia posible. A un drbol
generador de peso minimo se le conoce como drbol optimo.

El problema de encontrar el arbol 6ptimo en una gréfica se puede resolver uti-
lizando el Algoritmo de Kruskal o el Algoritmo de Prim, dos de los algoritmos
mas conocidos en teorfa de graficas. Se pueden consultar estos resultado en [6] 6

[8].

Definicion 1.34 Sea T un drbol tal que para v € V(T) se tiene asociado un costo
o0 peso no negativo ¢(v), El costo del drbol denotado por Costo(T) estd dado por

Costo(T) = Z c(v).

vev

Ejemplo 1.8 Considere el drbol que se tiene en la Figura 1.6, los costos de los
vértices son: cinco, dos, tres, dos, uno, cero, uno, cero y uno. El costo total del
arbol es quince. Observe que se permiten costos igual a cero y que dos vértices
pueden tener el mismo costo.
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Figura 1.6: Arbol con costo total igual a 15.

Muchos problemas de conteo se pueden reformular en términos de calcular el cos-
to de arboles. En el Capitulo 5 se mostrardn ejemplos y se resolveran problemas
de costos de arboles.

1.7. Graficas dirigidas

Se puede entender una gréfica dirigida o también llamada digrifica, como una
gréifica en la que las aristas tienen direcciones. En las gréficas dirigidas si se tiene
una arista que conecte al vértice u con el vértice v, no necesarimente existird una
arista que conecte v con u. Esto se expresa mejor en la siguiente definicion.

Definicion 1.35 Una grafica dirigida consiste en un conjunto finito y no vacio V
de vértices, y un conjunto E de pares ordenados de dos elementos contenidos en
V llamadas aristas.

Ejemplo 1.9 Sea G una digrifica con V(G) = {a,b,c}, 'y
E(G)={(a,b),(b,c),(c,a)}. Larepresentacién geométrica de esta grafica se pue-
de ver en la Figura 1.7. Usualmente la aristas se denotan igual que como en una
gréfica simple, es decir la arista (a,b) se denota como ab, debido a que esto puede
conllevar a confusiones otra notacidon que se suele ocupar para denotar la arista

(a,b) es ab.
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C

Figura 1.7: Ejemplo de una grafica dirigida.

La mayoria de las definiciones anteriormente mencionadas para gréaficas simples
son aplicables a gréficas dirigidas. Para profundizar en el tema se recomienda
consultar [1].

El concepto de gréfica dirigida tiene un papel muy importante ya que existen
multiples situaciones que se pueden modelar con esta estructura, y ademds se
preservan muchas caracteristicas de una grafica simple.
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Glosario

A continuacion se presentan los conceptos clave explorados en este capitulo sobre
teorfa de graficas. Estos términos fundamentales proporcionan una comprension
s6lida de los elementos esenciales de la teoria de graficas y muchos seran utili-
zados en los siguientes capitulos en especial cuando se vean las aplicaciones del
método de enumeracion estocdstica.

G Una gréafica G.

V(G) Vértices de la grafica G.

E(G) Aristas de la grifica G.

Ng(v) Vecinos del vértice v.

Ng(S) Vecinos del conjunto S.

oG (v) Grado de un vértice.

A(G) Grado maximo de la gréfica.

0(G) Grado minimo de la gréfica.

ng Orden de la gréfica G.

mg Tamafio de la grafica G.

Ky m Grifica bipartita completa, con descomposicién |A| = n, |B| = m.
(A—D,B—C) Indica un apareamiento.

d(u,v) Distancia entre vértices.

G\ {e} Operacion que elimina la arista e de la grafica.
G\ {v} Operacidn que elimina el vértice v de la grifica.
A(G) Matriz de adyacencia asociada a la gréfica G.

B(G) Matriz de incidencia asociada a la grafica G.



Capitulo 2

Estructura de datos

Uno de los objetivos en la programacién de computadoras es hacer cédigos efi-
cientes. Se busca, ademads, crear codigos faciles de comprender y modificar. Para
esto es util analizar el problema y ver las operaciones que se deben ejecutar, ade-
mads analizar si hay requerimientos extras. Para todo lo anterior es til tener una
estructura de datos adecuada.

Las estructuras de datos son un tema extenso en el drea de las ciencias de la
computacion, tanto de forma tedrica como practica. Hay libros enteros dedica-
dos sélo al estudio de este tema. Al lector interesado en el tema se le recomienda
consultar [5]. En este capitulo se presentan las estructuras de datos necesarias para
implementar de manera adecuada los algoritmos de conteo de arboles. El material
de este capitulo estd basado en [4], [7] y [16].

Definicion 2.1 Un tipo de dato es la especificacion del conjunto de valores que
puede tomar una variable y de las operaciones que pueden efectuarse sobre estos
valores.

Definicion 2.2 Un tipo de dato abstracto es un modelo con operaciones definidas
pero sin especificar su implementacion.

Definicion 2.3 Una estructura de dato es una implementacion de un tipo de dato
abstracto.

Es fundamental entender que no existe una estructura de datos sin defectos que
sea adecuada para aplicar en todas las situaciones. Dependiendo de los problemas

21
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que se busquen resolver y las prioridades que se tengan conllevard a elegir una es-
tructura sobre otra. Por ejemplo, en este capitulo se muestran diferentes opciones
para implementar una grafica, cada una con sus propias cualidades.

2.1. Complejidad computacional

Una parte fundamental de las ciencias de la computacion es el andlisis de algorit-
mos. Un algoritmo es una secuencia de pasos bien definidos y no ambiguos que
se utilizan para resolver un problema o llevar a cabo una tarea especifica.

Los datos de entrada son la informacién que se utiliza como punto de partida para
un algoritmo. Estos datos pueden ser variables, constantes, estructuras de datos,
colecciones o cualquier otro tipo de informacién necesaria para el algoritmo. Por
otro lado, los datos de salida en un algoritmo son los resultados generados después
de aplicar el algoritmo a los datos de entrada. Cuando se habla de una entrada de
tamano n, se refiere a la cantidad de elementos que componen los datos de entrada
del algoritmo, por ejemplo, puede representar la cantidad de elementos en una
lista o arreglo, el nimero de vértices en una grafica o la longitud de una cadena de
caracteres.

Existen diversas técnicas para resolver un mismo problema, es decir, existen va-
rios algoritmos que se pueden implementar que dan la solucidn correcta a un pro-
blema. Sin embargo, se tiene que tener en cuenta dos factores muy importantes:
el tiempo y espacio de ejecucion. De poco puede servir resolver un problema si el
tiempo en el que se soluciona es demasiado grande. El espacio es otro tema a tener
en cuenta, a pesar de que las computadoras cada vez aumentan mds su capacidad,
no dejan de ser un objeto fisico, por lo que un algoritmo que tome mucho espacio
puede no ser viable.

Por lo general, existe una negociacion entre optimizar espacio y tiempo, es decir,
si se mejora el tiempo, se pierde en espacio y viceversa. Sin embargo, dependiendo
del problema, se debe enfocar en mejorar mds uno que el otro. En la mayoria de los
casos, lo que se busca mejorar es el tiempo de ejecucion. Esta seccion se centrard
en el estudio de tiempos de ejecucidn, aunque como se verd es facil extender esta
nocioén a espacios de ejecucion.
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Modelo RAM

Un modelo de computadora para estudiar tiempos de ejecucion es la asi llamada
computadora RAM por sus siglas en inglés Random Access Machine. Este mode-
lo no debe confundirse con la memoria RAM, Random Access Memory de una
computadora.

En el modelo RAM:

= Cada operacion simple toma exactamente una unidad de tiempo. La suma,
resta, multiplicacion y divisidn sobre nimeros reales, al igual que asignar o
comparar variables son consideradas operaciones simples.

= Ciclos y subrutinas no son consideradas operaciones simples. Estas son
composiciones de varias operaciones simples. El tiempo que tarda en correr
los ciclos o subrutinas depende del nimero de iteraciones o de la naturaleza
propia de la subrutina.

= Cada acceso a memoria toma exactamente una unidad de tiempo. Aun mas,
se tiene acceso a tanta memoria como Se necesite.

Observe que el modelo RAM es un concepto tedrico. Este modelo no considera
los componentes especificos de una computadora ni los tipos de datos que un
lenguaje de programaciéon pueda manejar. Esta caracteristica permite enfocarse
por completo en el andlisis del algoritmo.

Se usard el modelo RAM para medir el tiempo de ejecucion contando las unidades
de tiempo que tarda el algoritmo en ejecutarse. Aunque pueda parecer simple, este
modelo es muy util ya que permite comparar algoritmos de manera precisa.

Mejor, peor y caso promedio

Aunque el modelo RAM nos dice cuantas unidades de tiempo tarda en ejecutarse
un algoritmo, para entender qué tan bueno o malo es un algoritmo dado, se deben
conocer los mejores y peores casos.

Peor caso

El peor caso de un algoritmo se refiere a la situacion en la cual el algoritmo re-
quiere la maxima cantidad de tiempo posible para ejecutarse en comparacion con
cualquier otra instancia del programa con una entrada de tamaiio n.
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En otras palabras, es la entrada que provoca el rendimiento mds deficiente del
algoritmo en términos de tiempo.

Mejor caso

El mejo caso de un algoritmo se refiere a la situacion en la cual el algoritmo
requiere la menor cantidad de tiempo posible para ejecutarse en comparacién con
cualquier otra instancia del programa con una entrada de tamaiio n.

Caso promedio

El caso promedio de un algoritmo se refiere al escenario en el cual se evalia el
rendimiento del algoritmo considerando todas las posibles entradas de tamafio n
y calculando el tiempo de ejecucién promedio. A diferencia del peor caso, que
se enfoca en la entrada que maximiza el tiempo de ejecucion, el caso promedio
proporciona una visién mds realista del rendimiento del algoritmo.

Definicion 2.4 La complejidad temporal de un algoritmo, denotada como T (n),
se define como el niimero de operaciones realizadas por el algoritmo en funcion
del tamaiio de los datos de entrada n.

Notaciones asintoticas

El peor caso generalmente es el mas util para medir la eficacia de un algoritmo,
ya que, como su nombre lo indica, nos proporciona un panorama de lo peor que
podria pasar.

Uno de los problemas de trabajar contando unidades de tiempo es que se requie-
re ser demasiado preciso. Contar el nimero exacto de instrucciones RAM puede
variar para cada persona debido a pequefias diferencias, como el considerar o no
una asignacion. Sin embargo, en términos generales las complejidades deben ser
las mismas o al menos muy parecidas.

Las notaciones asintéticas ignoran la diferencia que se produce al multiplicar
constantes. Por ejemplo las funciones f(n) = ny g(n) = 2n son idénticas ante
las notaciones asintdticas. A continuacion se presentan definiciones formales de
tres de estas notaciones.

Definicion 2.5 Notaciones asintdticas.
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v f(n) € O(g(n)) significa que la expresion f(n) puede acotarse superior-
mente por la expresion c - g(n), es decir f(n) < c-g(n), para n suficiente-
mente grande, en donde c es una constante.

w f(n) € Q(g(n)) significa que la expresion f(n) puede acotarse inferiormen-
te por la expresion c - g(n), es decir f(n) > c-g(n), para n suficientemente
grande, en donde c es una constante.

» f(n) € ©(g(n)) significa que la expresion f(n) puede acotarse superior-
mente por la expresion cy - g(n), e inferiormente por la expresion c; - g(n),
es decir c1-g(n) < f(n) < ¢y - g(n), para n suficientemente grande, con c)
y ¢3 constantes.

Las notaciones asintéticas son una herramienta para comparar la eficiencia de los
algoritmos ya que ignora los detalles y se enfoca en el panorama completo. Existen
otras notaciones asintdticas, sin embargo, las tres presentadas anteriormente son
las mds utilizadas en el cdlculo de complejidades. Usualmente se hace el abuso de
notacion f(n) = O(g(n)) que significa f(n) € O(g(n)), con el fin de simplificar
este enfoque.

La complejidad temporal nos ayuda a comprender como el tiempo de ejecucion de
un algoritmo aumenta a medida que se procesan conjuntos de datos mds grandes.
Usualmente, se representa mediante la notacién O(f(n)), y se dice que el algorit-
mo tiene una complejidad temporal f(n). Esta notacién nos permite estimar cémo
crece el tiempo de ejecucion en funcién del tamaiio de los datos de entrada, lo que
nos ayuda a evaluar la eficiencia del algoritmo para distintos escenarios.

2.2. Pilasy colas

Las pilas y las colas son conjuntos dindmicos, es decir, conjuntos donde la can-
tidad de elementos puede variar durante la ejecucion del algoritmo. Ademas,
las operaciones eliminar e insertar un elemento del conjunto estdn preespecifi-
cadas.

Pilas

En una pila, el elemento eliminado del conjunto es el més reciente insertado. Co-
munmente esto es llamado LIFO, por sus siglas en inglés Last In, First Out. En-
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tonces, en este conjunto debe existir un orden para que siempre se cumpla esta
condicion.

Las pilas son féciles de implementar y muy eficientes. Sus usos son variados y
van desde evaluadores de expresiones hasta la administracion de trabajos.
Las operaciones insertar y borrar elementos usualmente son llamadas push y pop.

= Push(x,s): Insertar el elemento x en el tope de la pila s.

= Pop(s): Elimina el elemento en el tope de la pila s. Tiene como dato de
salida el elemento eliminado.

Ejemplo 2.1 Considere una pila a la que se le insertan los siguientes nimeros,
uno, dos, tres y cuatro. Si se quiere ejecutar la operacion eliminar, el elemento
eliminado serd el nimero cuatro, ya que fue el ultimo elemento que se inserto.
Si se quiere insertar algtin elemento, serd insertado en el tope de la pila, asi este
elemento serd el primero en ser eliminado si se vuelve a ejecutar la operacion
eliminar. En la figura 2.1 se muestra una representacion visual de este ejemplo.

Figura 2.1: Funcionamiento de una pila.

Las pilas pueden soportar mds operaciones como comprobar si la pila estd vacia,
o devolver el ultimo elemento insertado, etc. implementarlas o no depende del
contexto donde se este trabajando, Sin embargo, las operaciones push y pop son
indispensables al momento de implementar una pila.
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Colas

En una cola, el elemento eliminado del conjunto es el mas antiguo insertado. Al
igual que en las pilas, en el conjunto debe existir un orden para que siempre se
cumpla esta condicion.

Las operaciones insertar y borrar elementos usualmente son llamadas Enqueue y
Dequeue.

» Enqueue(x,q): Inserta el elemento x en la cola g.

» Dequeue(q): Borra el dltimo elemento insertado en la cola ¢. Tiene como
dato de salida el elemento eliminado.

Ejemplo 2.2 Considere una cola a la que se le insertan los siguientes nimeros,
uno, dos, tres y cuatro. Si se quiere ejecutar la operacién eliminar, el elemento
eliminado serd el nimero uno, ya que fue el primer elemento que se inserto. Si se
quiere insertar algin elemento, serd insertado en el tope de la cola, asi para poder
eliminar este elemento, se tendrd que eliminar todos los elementos que fueron
insertados antes. En la figura 2.2 se muestra una representacion visual de este

ejemplo.

—_— N | W

\

Figura 2.2: Ejemplo del funcionamiento de una cola.

De nueva cuenta, las colas pueden soportar mds operaciones pero éstas dependen
del problema que se esté resolviendo.
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2.3. Graficas

Hay algoritmos que utilizan graficas para resolver ciertos problemas. Por lo tanto,
es util tener una manera de representar las caracteristicas y propiedades de estas
graficas en una estructura de datos. Como se mencioné en este capitulo, la forma
de implementacion dependeré del problema que esté siendo resuelto.

Implementaciones de una grafica

Existen diversas formas de implementar una grafica. A continuacién se enlistan
algunas de ellas.

Lista de aristas

Se tienen todas las aristas de una gréfica en una lista. Por ejemplo, sea ey, es, ..., ex
las aristas de una gréifica G. Entonces la implementacion de la grafica mediante
lista de aristas consiste en tener una lista que contenga las aristas ey, e, ..., ex.

Dependiendo de si es dirigida o no, serd necesario o no tener las parejas simétricas.
Esta implementacion es util cuando la gréfica tiene relativamente pocas aristas
en comparacion con el nimero de vértices, almacenar solo las aristas existentes
puede ahorrar mucho espacio en memoria y hacer que las operaciones sean mas
eficientes.

Matriz de adyacencia

Debido a que en la mayoria de lenguajes de programacion es facil implementar
una matriz, se puede recurrir a la Definicién 1.5 en el Capitulo 1, donde se esta-
blece que cada grafica tiene asociada una matriz. Un punto importante es que en
la mayoria de los lenguajes el consultar el valor de una entrada de la matriz toma
tiempo constante. Por lo cual, en esta estructura, el conocer si una arista pertenece
a la gréfica toma tiempo constante, es decir, sin importar el tamafio de la matriz
esta operacion siempre se ejecuta en la mismas unidades de tiempo.

Lista de adyacencias

La implementacion consiste en que para cada vértice se tiene una lista de los no-
dos con los que esté conectado.

Con base en [16], la lista de adyacencias es la implementacién que menor com-
plejidad temporal tiene para la mayoria de problemas.
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2.4. Arboles

Al igual que pasa con las gréficas, es muy util tener una forma de representar
arboles en la computadora. Como un arbol es una grifica, podemos utilizar la
implementacién de graficas. Sin embargo, en computacion los arboles se suelen
entender como estructuras donde se distingue a un nodo llamado raiz, y suelen
representarse de arriba a abajo empezando por la raiz, sin perder las caracteris-
ticas que los hacen arboles, es por eso que es ttil tener una estructura de datos
particular.

Se utilizara la palabra nodo en lugar de vértice cuando se hable de un drbol como
estructura de dato.

Arboles binarios
Definicion 2.6 Los drboles binarios son grdficas conexas sin ciclos donde todos

los nodos tienen a lo mds grado 3.

La Definicion 2.6 es correcta y muestra que, efectivamente, los drboles binarios
son un tipo de gréfica, sin embargo, no ayuda mucho a la implementacién, por lo
cual, se utilizara una nueva definicion.

Definicion 2.7 Un nodo de un drbol binario es:
» El nodo vacio.
» Un nodo padre, un nodo hijo izquierdo o un nodo hijo derecho.

Para cualquier par de nodos a,b, se tiene que a es el nodo padre de b si y solo si
b es el nodo hijo izquierdo o nodo hijo derecho de a.

Definicion 2.8 Los drboles binarios cuentan con un nodo especial que se llama
raiz y cumplen que:

» FEl drbol no tiene elementos si y solo si el nodo raiz es vacio.
» Si la raiz es distinta del vacio, entonces no tiene padre.

» Todo elemento del drbol estd en un nodo v tal que existe una secuencia
inica de nodos vo,v1,...,vp =V, donde vq es la raiz del drbol y v; es el
nodo padre de viyy coni={1,....k—1}.
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Definicion 2.9 Un nodo se considera una hoja en un drbol si no tiene nodos hijos.

En la Figura 2.3 se muestra un ejemplo de un arbol binario. El elemento A es el
nodo raiz, el elemento B es el nodo hijo izquierdo de A mientras que el elemento
C es el nodo hijo derecho de A, y tiene como nodo hijo izquierdo al elemento F'.
Los nodos D, E y F son hojas del arbol.

Figura 2.3: Ejemplo de un arbol binario.

Definicion 2.10 Un subdrbol con raiz en v de un drbol T es un drbol formado
por el nodo v de T y todos sus descendientes en T.

La definicién anterior enfatiza que todo lo que es descendiente de un nodo es un
arbol también, y es un subconjunto de un arbol mds grande. El subarbol con raiz
en v se denota por 7;. Esta definicioén es vélida para cualquier tipo de arbol que
cuente con un nodo raiz.

A continuacion, se presentan conceptos bdsicos sobre drboles como estructura de
datos. Estos conceptos serdn ttiles més adelante cuando se aborde la teoria y las
aplicaciones del tema central de la tesis.

Definicion 2.11 Sea v un nodo de un drbol binario. La altura del nodo se denota
por h(v) y se define de la siguiente manera recursiva:

» Sivesuna hoja, h(v) := 0.
» Siv;y vy son los hijos de v, entonces h(v) := 1+ max{h(v;),h(vq)}.

La altura del drbol es la altura de la raiz.

Definicion 2.12 Sea v un nodo de un drbol binario. La profundidad del nodo se
denota por d(v) y se define de la siguiente manera recursiva:

w Siveslaraiz, entonces d(v) := 0.
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» Si p es el padre de v, entonces d(v) :=1+d(p).

Definicion 2.13 El i-ésimo nivel de profundidad en un drbol binario T, donde
0 <i < h(T) son todos los nodos tales que d(v) = i. La profundidad de un drbol
es la cantidad de niveles de profundidad que éste posee.

Si se estd hablando de un édrbol, usualmente, se utiliza el término, nivel i, para
referirse al nivel de profundidad i del arbol.

Arboles con k descendientes

Una generalizacion de los drboles binarios son los arboles con k descendientes,
donde cada nodo tiene a lo mds k subarboles en lugar de dos, esto se plasma en la
siguiente definicion.

Definicion 2.14 Un drbol con k descendientes es un drbol con una raiz donde
cada nodo no tiene mds de k hijos.

Las propiedades se extienden directamente de las de un drbol binario. Se afiaden
definiciones propias de drboles con k descendientes, éstas serdn ttiles en proximos
algoritmos que se presentardn mds adelante.

Definicion 2.15 Un drbol con k descendientes completo es un tipo especial de
drbol en el que cada nodo, excepto los del peniiltimo nivel, tiene exactamente k
hijos (estd completo). En el iiltimo nivel, los nodos pueden tener menos de k hijos,
pero se deben colocar lo mds a la izquierda posible.

Definicion 2.16 Un drbol con k descendientes perfecto es un drbol con k descen-
dientes en donde la profundidad de las hojas es la misma.

Recorridos

Un recorrido se usa para explorar todos los nodos de un arbol, existen varias for-
mas de hacerlo, pero debe cumplir que todos los nodos deben ser visitados solo
una vez. A continuacion se presentan dos de los recorridos més conocidos.
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Algoritmo BFS

El algoritmo llamado busqueda por amplitud, o BFS por sus siglas en inglés
Breadth-First Search, es un recorrido donde los nodos se visitan por niveles. En
el Algoritmo 2.4 se proporciona el pseudocédigo del algoritmo BFS.

Algoritmo 1: Bisqueda por amplitud

Entrada Un édrbol 7' con raiz u.

Salida Lista V de todos los nodos del 4rbol.
V—(); //Inicializar la lista de nodos
0+« (u); //Inicializar la cola
mientras |Q| > 0 hacer
veQ0(1); //Tomar el Gltimo elemento de la cola
Q<+ Q(2:end); //Eliminar el ultimo elemento de la cola
si v €V entonces

V<« (V,v); //Agregar v a la lista de nodos visitados

para w € N(v) hacer

LQ<—(Q,W); //Agregar todos los vecinos de v a la
cla

devolver V

Figura 2.4: Algoritmo BFS.

Ejemplo 2.3 En la Figura 2.5 se proporciona un ejemplo de la manera en la que el
algoritmo BFS visita lo nodos de un drbol, empezando en el nodo raiz A, después
visitando losnodos B, C, D, E, E, G, H, I.

Figura 2.5: Ejemplo de recorrido BFS.
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Algoritmo DFS

El algoritmo llamado busqueda por profundidad, o DFS por sus siglas en inglés
Depth-First Search, es un recorrido donde, como su nombre lo indica, se visitan
los nodos con base en la profundidad. En la Figura 2.6 se proporciona el pseudo-
cddigo del algoritmo DFS.

Algoritmo 2: Bisqueda por profundidad

1 Entrada Un érbol T con raiz u.

2 Salida Lista V' de todos los nodos del drbol.

3V+—(); //Inicializar la lista de nodos

4 S (u); //Inicializar la pila

s mientras |S| > 0 hacer

6 | v« S(end); //Tomar el dltimo elemento de la pila

7 | S« S(l:end—1); //Eliminar el dltimo elemento de la
pila

8 si v ¢ V entonces

9 V<« (V,v); //Agregar v a la lista de nodos visitados

10 para w € N(v) hacer

1 L S« (S,w); //Agregar todos los vecinos de v a la

pila

12 devolver V

Figura 2.6: Algoritmo DFS.

Ejemplo 2.4 En la Figura 2.7 se proporciona un ejemplo de la forma como el
algoritmo DFS visita lo nodos del drbol, empezando en el nodo raiz A, después
visitando los nodos C, H, G, E B, E, I, D.
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Figura 2.7: Ejemplo de recorrido DFS.

Arboles balanceados

Uno de los problemas que surgen en un arbol, es la posibilidad de que cada nodo
solo tenga un hijo, de esta forma un 4rbol se degenera a una lista. Lo ideal seria
que todos las hojas del arbol tuvieran la misma profundidad, por lo cual surge una
nueva definicion.

Definicion 2.17 Un drbol T es k balanceado si y solo si para todo nodo del drbol
T se cumple que la distancia mdxima del nodo a una de sus hojas es a lo mds k
veces la distancia minima del nodo a alguna de sus hojas. Con k una constante

fija.

Ejemplo 2.5 En el drbol que se presenta en la Figura 2.8 es 3 balanceado, ya que
la distancia del nodo A al nodo B es uno, mientras que la distancia del nodo A al
nodo [ es tres.
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Figura 2.8: Arbol 3 balanceado.

Mientras mds se reduzca k, la mayoria de los algoritmos para drboles reducen
su complejidad temporal. Los drboles balanceados se suelen ocupar sobretodo en
arboles binarios de bisqueda, la cual es otra estructura de arbol. Existen estructu-
ras especificas para balancear arboles binarios de busqueda, como lo son arboles
rojinegros y arboles AVL. Puede consultarse mds informacién en [7].

2.5. Algoritmos aleatorios

La mayoria del disefio de algoritmos se centra en abordar el peor escenario po-
sible, pero en muchos problemas, este peor caso puede tener una complejidad
temporal muy alta, llegando a ser exponencial o similar. Por esta razén, se han
desarrollado algoritmos aleatorios, donde un mal rendimiento se debe mds a una
mala suerte con los nimeros aleatorios generados, en lugar de tener datos de entra-
da adversos. Es decir, en lugar de enfrentar siempre el peor caso, estos algoritmos
utilizan aleatoriedad para lograr un mejor rendimiento promedio.

Definicion 2.18 Un algoritmo aleatorio es aquel en el que la salida no depende
inicamente de los datos de entrada, sino que también se ve influenciada por la
generacion de niimeros aleatorios.

En otras palabras, en lugar de producir siempre el mismo resultado para un con-
junto de datos dado, un algoritmo aleatorio puede dar resultados diferentes cada
vez que se ejecuta debido a la influencia de los niimeros aleatorios generados du-
rante su funcionamiento. Esto puede hacer que el algoritmo sea més flexible y qtil
para ciertos problemas.
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Definicion 2.19 La exactitud (correctness) de un algoritmo se refiere a su ca-
pacidad para obtener la respuesta correcta en todas las situaciones vdlidas del
problema que estd disefiado para resolver.

En resumen, el algoritmo es considerado correcto si siempre entrega la respuesta
adecuada cuando se le presentan datos o situaciones validas para el problema en
cuestion.

Definicion 2.20 Un algoritmo eficiente es aquel que resuelve un problema en un
tiempo de ejecucion razonable y utiliza recursos computacionales de manera op-
tima.

Un buen tiempo de ejecucioén depende del problema que se esta resolviendo, pero
en general, se considera que un buen tiempo de ejecucién es aquel que crece de
forma manejable a medida que el tamafio del problema aumenta, es decir, que su
complejidad temporal es a lo mds polinomial.

Los algoritmos aleatorios se suelen clasificar en dos tipos, estos dependen de la
garantia de obtener el resultado correcto y de la eficiencia.

= Algoritmos Las Vegas

Este tipo de algoritmos aleatorios aseguran que siempre el resultado sea
correcto, y usualmente pero no siempre sea eficiente. Un ejemplo de esta
variabilidad se encuentra en una version de quicksort, un algoritmo de or-
denamiento. En este caso, se introduce un reajuste aleatorio en la entrada
inicial. A pesar de la naturaleza aleatoria, el algoritmo siempre devuelve la
coleccion ordenada. No obstante, en algunas ocasiones lo hara en compleji-
dad temporal O(nlogn) y en otras en O(n?).

= Algoritmos Monte Carlo
Los algoritmos Monte Carlo son eficientes, y usualmente pero no siempre
proporcionan una respuesta correcta o al menos lo suficientemente cercana
a ésta. Un ejemplo de este tipo de algoritmo es bootstrap el cual se basa
en muestras para estimar una cantidad de interés, sin embargo, en algunas
ocasiones la estimacion no serd adecuada.

Se puede encontrar mds informacion del algoritmo quicksort en [7], y del algorit-
mo bootstrap en [10].
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Para analizar algoritmos aleatorios es indispensable hacerlo a través de la teo-
ria de la probabilidad. Este enfoque permite establecer los resultados de manera
rigurosa.
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Capitulo 3

Probabilidad

Se pueden agrupar los experimentos en dos tipos: deterministas y aleatorios. Los
experimentos deterministas, como su nombre indica, tienen resultados predefini-
dos, es decir, desde el principio se conoce el resultado y, sin importar cuédntas
veces se repitan, siempre se obtendrd el mismo resultado. Por otro lado, los ex-
perimentos aleatorios son aquellos en los que no se puede predecir el resultado
desde el principio. Un ejemplo tipico es lanzar una moneda, donde no se puede
prever el resultado.

La probabilidad es una herramienta matemadtica que nos permite estudiar fenome-
nos aleatorios. En este capitulo, presentaremos los conceptos bésicos de la teoria
de probabilidad, los cuales serdn fundamentales para analizar algoritmos que in-
volucran aleatoriedad. La informacién de este capitulo se basa en las referencias
[13] y [14], donde se encuentran ampliamente desarrollados estos temas.

Definicion 3.1 El espacio muestral se define como el conjunto de todos los posi-
bles resultados de un experimento y se denota por Q). A un resultado en particular
se le denota por ®.

Inicialmente, se entenderd como evento a cualquier subconjunto del espacio mues-
tral; posteriormente, se dard una definicion mds precisa. La probabilidad de un
evento A se denota por P(A).

39
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3.1. Axiomas de probabilidad

A continuacion se presentan los axiomas que fueron establecidos por Andrey Ni-
kolaevich Kolmogorov, matemadtico ruso.

Definicion 3.2 Axiomas de probabilidad

1. Para cualquier evento A,
P(A) > 0.

2. P(Q) = 1.

3. Sean A1,A; ... eventos ajenos dos a dos. Entonces
P <UA,-> =) PA).
i=1 i=1

Un axioma es una proposicion o declaraciéon que se acepta como verdadera, sir-
viendo como punto de partida o fundamento para construir una teoria matemaética,
en este caso la teoria de la probabilidad.

En los axiomas de probabilidad no se menciona la manera de calcular probabili-
dades solo las reglas que ésta debe cumplir.

Definicion 3.3 Una medida de probabilidad es cualquier funcion P definida so-
bre una coleccion de eventos que cumple con los axiomas de probabilidad.

Propiedades

A continuacién se presentan algunas propiedades que se derivan de los axiomas
de probabilidad.

Proposicion 3.1 Sean A y B dos eventos. Se cumplen las siguientes propiedades.

1. P(0)=0.
2. Sea Ay,A»,...,A, una coleccion finita de eventos ajenos dos a dos. Enton-
ces

P (OA,-) - fiP(Ai).
i=1 1=
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3. Sea A€ el complemento del conjunto A. Entonces P(A€) = 1 — P(A).
4. Si A C B entonces P(A) < P(B).

5. 0<PA) < 1.

6. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

3.2. Sigma Algebras

Una sigma dlgebra denotada por o¢-dlgebra, proporciona una estructura precisa
para definir lo que constituye un evento y como asignarles probabilidades, garan-
tizando consistencia en los célculos de probabilidad.

Definicion 3.4 Una coleccion F de subconjuntos de un espacio muestral es una
O-dlgebra si cumple:
1. Qe 7.

2. Si A € .F entonces A€ € .F.

3. SiAy,Ay,... € .F entonces UAk € Z.
k=1

A los elementos de F se les llama eventos.

Es importante destacar que no todos los elementos o subconjuntos del espacio
muestral son eventos; solamente aquellos que pertenecen a la o-dlgebra asociada
al espacio muestral son llamados eventos.

Con lo anterior se puede definir un espacio de probabilidad que es la estructura
que se ocupa para modelar y estudiar fenémenos aleatorios.

Definicion 3.5 Un espacio de probabilidad es una terna (Q,.% ,P), en donde Q
es un conjunto que representa el espacio muestral, F es una o-dlgebra de sub-
conjuntos de Q) y P es una medida de probabilidad.

Sigma algebra de Borel

Una o-dlgebra importante es la sigma algebra de Borel, donde se parte de los
nimeros reales como espacio muestral. Existen diversas formas de definir esta
sigma algebra, a continuacion se presenta una de las mas comunes.



42 CAPITULO 3. PROBABILIDAD

Definicion 3.6 La o-dlgebra de Borel de R se define como la minima G-dlgebra
de subconjuntos de R que contiene a todos los intervalos de la forma (—oo,x|. La
o-dlgebra de Borel se denota como A (R), es decir,

B(R) = 0c{(—o0,x] : x € R}.

La definicion anterior hace referencia a que si existe .# una o-dlgebra que con-
tiene a la coleccion {(—eo,x] : x € R}, entonces ZA(R) C .#. A los elementos en
A(R) se les suele llamar borelianos o conjuntos borel medibles.

3.3. Probabilidad condicional

La probabilidad condicional es una medida de probabilidad que se calcula cuando
se tiene informacion adicional o conocimiento previo sobre un evento. Se puede
entender como la probabilidad de que ocurra un evento A, dado que otro evento B
ya ha ocurrido.

Definicion 3.7 Sean A y B dos eventos con P(B) > 0. La probabilidad de A dado
B, denotada por P(A|B), se define como

P(ANB)

PAIB) = 55

Definicion 3.8 Sea Q el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio.
Una coleccion de eventos {B1,Ba,...,By} es una particion finita de Q si cumple:
1. Bi#0, parai=1,2,...n.
2. BINB;#0, con i#j.

La probabilidad condicional, en muchos casos, permite realizar cdlculos mas sen-
cillos en situaciones donde se tiene informacion adicional sobre el sistema o even-
to en estudio. Para prueba de esto, estan los dos siguientes teoremas.

Teorema 3.1 (Teorema de probabilidad total) Si B,B,,...,B, es una particion
de Q tal que P(B;) # 0 con i = 1,2,...n, entonces para cualquier evento A se
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cumple que:

B

P(A) = Y P(A|B)P(B)).

1

~.

Si se tiene un evento B tal que 0 < P(B) < 1. Entonces el teorema de probabilidad
total se puede expresar de la siguiente manera:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B°).

El teorema de probabilidad total es importante porque permite calcular la probabi-
lidad de un evento A, incluso si no conocemos directamente P(A), al descomponer
el espacio en eventos mds manejables cuyas probabilidades si conocemos (los B;).
En muchos casos, es mas facil calcular las probabilidades condicionales P(A|B;)
y las probabilidades de los eventos B; que obtener directamente la probabilidad de
A.

Teorema 3.2 (Teorema de Bayes) Sea B1,B;,...B, una particion de ) tal que
P(B;) #0coni=1,2,...n. Sea A tal que P(A) > 0. Se cumple que

P(A|B;)P(B;)
" | P(A|B))P(Bi)’

P(Bj|A) =
conj=1,2,...,n.

Si la particién de €2 consta de dos elementos B y B¢, el teorema de Bayes adquiere

la forma
P(A|B)P(B)

(A[B)P(B) + P(A|B)P(B°)’

P(BIA) = 5

El teorema de Bayes es especialmente ttil cuando se desea actualizar una proba-
bilidad a medida que se obtienen nuevos datos o informacion. Puede consultarse
mas detalles en [14].

3.4. Independencia de eventos

La independencia hace referencia a que la ocurrencia de un evento no afecta la
probabilidad que ocurra otro evento. En caso contrario se tendria que los eventos
dependen el uno del otro.
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Definicion 3.9 Sean A, B dos eventos, A y B son independientes si
P(ANB)=P(A)P(B).

Definicion 3.10 Sean B|,B,,...B, eventos, estos son independientes si se cum-
plen las siguientes condiciones:

P(B;NBj) = P(B;)P(B;)coni#j, ij=12..,n

P(BiﬂBjﬂBk) :P(Bi)P(Bj>P(Bk) con i#j#*k, i,jk=12,...n.

P(BiN---NB,) =P(B;)---P(By).

Definicion 3.11 Una coleccion infinita de eventos es independiente si cualquier
subconjunto finito de esta coleccion lo es.

3.5. Variables aleatorias

A partir de esta seccién consideraremos que se tiene un espacio de probabilidad
(Q,.7,P).

Una variable aleatoria es una funcién que asigna un valor numérico a cada resul-
tado posible de un experimento aleatorio. Lo anterior se plasma en la siguiente
definicion.

Definicion 3.12 Una variable aleatoria es una transformacion X : 2 — R tal que,
para cualquier niimero real x, se tiene que

{weQ:X(w) <x}eZF.
De este punto en adelante, para A un boreliano de R, se usara la notacién (X € A),
para referirse conjunto de elementos @ del espacio muestral €2 tales que, al apli-

carles la funcién X toman un valor dentro del conjunto A, esto es,

XecA)={oecN:X(w) cA}.
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Variables aleatorias discretas y continuas

Dependiendo de los posible valores que toma una variable aleatoria se clasificara
ésta como discreta o continua. Existen variables aleatorias que no son ni discre-
tas ni continuas; sin embargo, por simplicidad, solo se trabajard con estos dos
tipos.

Una variable aleatoria discreta toma valores en un conjunto discreto, es decir un
conjunto finito o numerable. Como ejemplo, si una variable aleatoria toma valores
en los nimeros naturales, ésta serd discreta, pues aunque los nimeros naturales no
son finitos, si son un conjunto numerable.

Cuando se vea el concepto de funcion de distribucion se definird lo que es una
variable aleatoria continua. Por el momento se considerard una variable aleatoria
continua si toma valores en algtn intervalo (a,b) C R.

3.6. Funciones de probabilidad y distribucion

De manera intuitiva se puede entender a la funcién de probabilidad como una
funcién que asigna probabilidades a los diferentes valores que puede tomar una
variable aleatoria.

Definicion 3.13 Sea X una variable aleatoria discreta con valores xy,x1,---. La

funcion de probabilidad denotada por f(x) : R — R es

P(X =x) six=xp,X],...
0 en otro caso.

Definicion 3.14 Sea X una variable aleatoria continua. Sea f(x) : R — R una
funcion integrable y no negativa. Se dice que f es la funcion de densidad de X si
para cualquier intervalo [a,b] de R se cumple:

P(X € [a,b]) = / ? fd.

La funcién de distribucién evaluada en un valor x € R es la probabilidad de que la
variable aleatoria tome un valor menor o igual que x.
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Definicion 3.15 Sea X una variable aleatoria cualquiera. La funcion de distribu-
cion de X, denotada por F (x) : R — R, se define como

F(x) =P(X <x).

La funcién de distribucion de X se denota por Fx (x), pero se omitird el subindice
cuando no exista riesgo de confusion.

Una vez que se tiene el concepto de funcion de distribucién se puede dar una
definicién mas acertada acerca de las variables aleatorias continuas.

Definicion 3.16 Una variable aleatoria X es continua si su funcion de distribu-
cion F (x) es una funcién continua.

3.7. Independencia de variables aleatorias

El concepto de independencia en eventos se puede extender a independencia de
variables aleatorias.

Definicion 3.17 Sean X y Y dos variables aleatorias definidas en el mismo es-
pacio de probabilidad. Las variables aleatorias X,Y son independientes si los
eventos (X < x)y (Y <y) son independientes para cualesquiera valores de x,y,
es decir si se cumple la igualdad

P[(X <x)N(Y <y)]=PX <x)P(Y <y).

Observe que P[(X <x)N (Y <y)] =P(X <x,Y <y). A esto se le llama funcién
de distribucién conjunta, la cual estd evaluada en (x,y) y se suele denotar como
Fx y(x,y), asi tenemos que dos variables aleatorias son independientes si

Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y).

3.8. Esperanza

La esperanza es uno de los conceptos mds importantes en probabilidad. La espe-
ranza de X se denota por E(X) y estd definida de la siguiente manera.
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Definicion 3.18 Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabili-
dad f(x). La esperanza de X se define como

E(X) =) xf(x).

Es importante mencionar que la suma de los valores absolutos de los sumandos
debe converger para que la esperanza exista.

Definicion 3.19 Sea X una variable aleatoria continua con funcion de probabili-
dad f(x), la esperanza de X se define como

E(X)= /ixf(x)dx.

Igualmente, la integral tiene que ser absolutamente convergente para que la es-
peranza exista.

En otras palabras, la esperanza de X se puede entender de manera intuitiva como
un promedio ponderado de los posibles valores que X puede tomar, siendo cada
valor ponderado por la probabilidad de que X lo asuma.

Proposicion 3.2 (Propiedades de la esperanza) Sean X y Y dos variables alea-
torias con esperanza finita 'y ¢ una constante. Se cumple que

1. E(c)=0.

2. E(cX)=cE(X).

3. Si X >0 entonces E(X) > 0.
4. EX+Y)=EX)+E(Y).
5

. Si X,Y son independientes y tienen esperanza finita, entonces

E(XY) = E(X)E(Y).

Las siguientes dos proposiciones son conocidas como la ley de estadistico incons-
ciente. Consiste en expresar el valor esperado de una funcion g(X) de una variable
aleatoria X en términos de la funcién g y de la distribucién de probabilidad de
X.
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Proposicion 3.3 (Ley del estadistico inconsciente) Sea X una variable aleatoria
discreta 'y g : R — R una funcion tal que g(X) es una variable aleatoria con
esperanza finita. Se cumple que

E[g(X)] =} g(x) fx ().

Proposicion 3.4 (Ley del estadistico inconsciente) Sea X una variable aleatoria
continua y g : R — R una funcion tal que g(X) es una variable aleatoria con
esperanza finita. Se cumple que,

[}

Elg(X)) = [ g() ().

La esperanza condicional es un concepto avanzado en la teoria de probabilidad,
en este trabajo solo se presentaran los conceptos basicos, para mds informacion se
puede consultar [14].

Definicion 3.20 Sea X una variable aleatoria con esperanza finita. La esperanza
condicional de X dado Y, denotada por E(X|Y), se define como aquella funcion
deY que cuando Y =y es igual a

(ZxP(X =x|Y =y),
X

si X y Y son variables aleatorias discretas.
E(X|Y =y) =

/foY(Xb’)dxa

si X,Y tiene funcién de probabilidad conjunta f.

donde

_ fy) flxy)
fX|Y(X|)’) = [ f(x,y)dx N fr(y) .

Un resultado importante es la ley de la esperanza total, también llamada propiedad
de torre. La ley de la esperanza total es ttil cuando se quiere calcular el valor
esperado de una variable aleatoria, y se cuenta con informacién adicional sobre
otra variable con el mismo espacio de probabilidad.

Teorema 3.3 (Ley de la esperanza total) Sea X una variable aleatoria con espe-
ranza finita y una variable aleatoria Y con el mismo espacio de probabilidad que
X, se cumple que

E(X) = E(E(X]Y)).
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3.9. Varianza

La varianza es una medida importante ya que proporciona informacién sobre la
distribucion y la dispersion de los datos. La varianza de X se denota por Var(X).

Definicién 3.21 Sea X una variable aleatoria, Var(X) = E*(X — E(X)).

Si X es una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad f(x). La va-
rianza de X se calcula como

Var(X) = ¥ (x — E(X))2f(x).

X

Cuando la suma es convergente.

Si X una variable aleatoria continua con funcién de probabilidad f(x). La varianza
de X se calcula como

Var(X) = / (x— E(X))2f(x)dx.
Cuando la integral es convergente.

Proposicion 3.5 (Propiedades de la varianza) Sean X y Y dos variables aleato-
rias con varianza finita y sea ¢ una constante. Entonces

1. Var(X) > 0.

2. Var(c) =

3. Var(cX) = czVar(X)

4. Var(X +c¢) = Var(X).

5. Var(X) = E(X?) — E*(X).

Al igual que con la esperanza condicional, se puede definir la varianza condicio-

nal. Igualmente, la varianza condicional es un concepto avanzado en la teorfa de
probabilidad, para mds detalles se puede consultar [14].

Definicion 3.22 Sea X una variable aleatoria con esperanza finita. La varianza
condicional de una variable aleatoria X dada una variable aleatoria Y se denota
por Var(X|Y) y se calcula de la siguiente manera:

Var(X[Y) = E[(X — E(X[Y))*|Y]
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La varianza condicional tiene un resultado muy importante; el cual es la ley de la
varianza total.

Teorema 3.4 (Ley de la varianza total). Sea X una variable aleatoria con va-
rianza finita, sea Y una variable aleatoria en el mismo espacio de probabilidad
que X, se cumple que

Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var(E[X|Y]).

3.10. Covarianza

Asi como el valor esperado y la varianza de una sola variable aleatoria nos propor-
cionan informacion sobre esa variable aleatoria, la covarianza entre dos variables
aleatorias nos brinda informacidn sobre la relacion entre las variables aleatorias.
La covarianza entre X y Y se denota por Cov(X,Y).

Definicion 3.23 La covarianza entre dos variables aleatorias X y Y con esperan-
za finita, se define como

Cov(X,Y) = E[(X —E(X))(Y — E(Y))].

De la definicion anterior se tiene que cuando X y Y son variables aleatorias dis-
cretas, la covarianza se calcula como

LY (= EX) = E(X)f().

En el caso donde se tienen ambas variables aleatorias continuas, la covarianza
tiene la siguiente expresion

Covi(x. V)= [ [ (= ECO) 0~ E(W)f(x.y)dxdy.
Proposicion 3.6 (Propiedades de la covarianza) Sean X ,X1,X;,Y variables alea-
torias con varianza finita y ¢ una constante. Entonces

1. Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y).
2. Cov(X,Y) = Cov(Y,X).
3. Cov(X,X) = Var(X)
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ov(X,c) =Cov(c,X)=0.

Cov(cX,Y) =Cov(X,cY) =cCov(X,Y).
Cov(X +¢,Y) =Cov(X,Y +¢) =Cov(X,Y).
Cov(X; +X,Y) =Cov(X;,Y) + Cov(X2,Y).
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y).

Si X y Y son independientes entonces Cov(X,Y) =

51

0.

La propiedad 2 hace ver que la covarianza es simétrica. Por su parte, las propieda-
des 4 y 6 muestran que la covarianza es una funcién lineal en cada variable.

3.11.

Dos distribuciones de probabilidad

En esta seccion se veran dos distribuciones discretas que son muy sencillas pero
a la vez de mucha utilidad. Igualmente, estas distribuciones se utilizaran mas ade-
lante en las aplicaciones de los métodos de conteo. Existen muchas distribuciones
mas, si se desean revisar otras distribuciones se recomienda consultar [13].

Distribucion uniforme discreta

Una variable aleatoria X tiene una distribucion uniforme discreta si su funcidon de
probabilidad es

0 en otro caso.

I/n six=x1,x2,...,%n,
-] n

De lo anterior se sigue que:

-Var —%zn:

Esta distribucion se utiliza cuando los posibles resultados del fenémeno aleatorio
tienen la misma posibilidad de ocurrir.
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Distribucion Bernoulli

Un ensayo Bernoulli, en honor al matematico suizo Jacob Bernoulli, es un ex-
perimento donde s6lo hay dos opciones, usualmente éxito y fracaso, cuyas pro-
babilidades son p y ¢ = 1 — p, donde p € [0,1]. Una variable aleatoria X tiene
distribuciéon Bernoulli si su funcién de probabilidad es

I—p six=0,
fx)=9p six=1,
0 en otro caso.

De lo anterior se sigue que:
= E(X)=p.
= Var(X) = p(1—p).

Aunque la distribucién es sencilla es ampliamente utilizada. Por ejemplo, en un
fenémeno aleatorio uno siempre puede preguntarse por la ocurrencia o no de un
evento. Esto genera una distribucién Bernoulli.



Capitulo 4

Meétodos de conteo en arboles

En el Capitulo 1 se mostr6 el problema de calcular el costo de un arbol, sin em-
bargo, no se proporciond una manera de resolver el problema. El objetivo de este
capitulo es mostrar algunos algoritmos que permiten solucionar el problema. La
informacion de este capitulo estd basada en [15] y [17] .

4.1. Algoritmos deterministas

Un algoritmo determinista es aquel que, al recibir una entrada especifica, siempre
producird el mismo resultado. En el contexto de calcular el costo total de un arbol,
esto significa que un algoritmo determinista siempre dard como resultado el costo
exacto del arbol.

En esta seccidn, se presentan dos algoritmos deterministas que se basan en los re-
corridos de drboles que se han visto en el Capitulo 2, pero con la diferencia de que
también consideran el costo asociado a cada vértice. Las Figuras 4.1 y 4.2 mues-
tran los algoritmos BFS y DFS para el conteo de arboles, respectivamente.

53
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Algoritmo 3: BFS para conteo en drboles.

1 Entrada Un arbol 7' con raiz u.

2 Salida Entero C con el costo total del arbol.

3V+—(); //Inicializar la lista de vértices

4 Q< (u); //Inicializar la fila

sC+0; //Inicializar el costo

¢ mientras |Q| > 0 hacer

7 | v+Q(1); //Tomar el dltimo elemento de la fila

8 Q<+ Q(2:end); //Eliminar el Gltimo elemento de la fila

9 si v €V entonces

10 C+C+C(»v); //Afladir el costo de v

1 V< (V,v); //Agregar v a la lista de vértices
visitados

12 para w € N(v) hacer

13 LQ%(Q,W); //Agregar todos los vecinos de v a la

fila

14 devolver C

Figura 4.1: Algoritmo BFS para conteo de drboles.

La primera modificacion del algoritmo BFS para contar drboles, en comparacion
con el recorrido BFS regular, consiste en afiadir una variable para guardar el costo.
La segunda modificacion ocurre en la linea 10 del pseudocddigo, véase Figura 4.2,
donde para cada nodo visitado v, se suma su costo a la variable C, que representa
el costo total. Estas modificaciones se aplican de manera andloga en el algoritmo
DFS para el conteo de drboles.

Ademads de los algoritmos mencionados anteriormente, hay otras opciones deter-
ministas para resolver el problema de calcular el costo de un drbol. Por ejemplo,
hay diferentes tipos de recorridos que, al igual que los recorridos BFS y DFS,
pueden ser ajustados para obtener el costo total del arbol. Si desea obtener més
informacién sobre estos algoritmos, puede consultar [16].
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Algoritmo 4: DFS para conteo en drboles.

Entrada Un édrbol T con raiz u.
Salida Entero C con el costo total del arbol.
V+—(0); //Inicializar la lista de vértices
S < (u); //Inicializar la pila
C+0; //Inicializar el costo
mientras |S| > 0 hacer
v+ S(end) ; //Tomar el dltimo elemento de la pila
S+ S(l:end—1); //Eliminar el Gltimo elemento de la
pila
si v € V entonces
C+—C+C(>); //Afiadir el costo de v
V< (V,v); //Agregar v a la lista de vértices
visitados
para w € N(v) hacer
S« (S,w); //Agregar todos los vecinos de v a la
L pila
devolver C.

Figura 4.2: Algoritmo DFS para conteo de arboles.

4.2. Algoritmo de Knuth

A continuacién, se presentan algunas definiciones y un andlisis que ayudard a
deducir el algoritmo de Knuth.

Analisis previo

Sea un T arbol con profundidad n. En este arbol, se elige el nodo v, del nivel ¢ que
tiene la mayor cantidad de nodos hijos, donde 0 < ¢ < n. En decir, si u; es un nodo
en el nivel ¢, entonces el nimero de hijos de u; no supera al nimero de hijos de
Vt.

Para construir el arbol extendido 7’ de costo cero a partir de T, se agrega un
conjunto de nodos con costo cero a T para asegurar que todos los nodos en el
nivel ¢ tengan la misma cantidad de hijos que el nodo v;.
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En otras palabras, el drbol extendido T’ de costo cero es simplemente el drbol
original 7" al cual se le afiaden los nodos con costo cero, para igualar la cantidad
de hijos en cada nivel.

De la definicién anterior, se sigue que cada trayectoria de la raiz a una hoja tiene
una longitud de n. Véase que el costo del drbol extendido T’ sigue siendo igual
que el costo de 7', ya que solo se afiaden nodos con costo cero. A partir de este mo-
mento, en esta subseccion se considerard que se trabajara con un arbol extendido.

Ejemplo 4.1 En la Figura 4.3 se muestra un ejemplo de un arbol extendido 7’
con respecto a un drbol 7. Para construir el drbol 7, solo fue necesario agregar
un nodo adicional, para asegurar que todos los nodos de un nivel dado tengan la
misma cantidad de hijos.

© (5
(2) ©) (2) (2) (3) ©
o v o oo O O Vo o O

(a) Arbol T. (b) Arbol T’ extendido.

Figura 4.3: Extension de un drbol 7.

Considere V; el conjunto de todos los nodos en el -ésimo nivel del arbol extendi-
do. Por ejemplo, Vj solo tiene un nodo, el cual es la raiz del arbol, y V), tiene todas
las hojas del arbol.

Definicion 4.1 Para cadat =0,1,...,n se define una densidad g, en el conjunto
24, de todos las trayectorias X; = (xo,X1,. .., X;) desde la raiz hasta el nivel t.
Especificamente,

1 1 1

809 = Sy 80 Sun) D)

Donde &(x) se refiere al grado del vértice x.
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La densidad anterior, efectivamente es una funcién de probabilidad y esto se de-
mostrard mas adelante.

La expresion Z c(x;) representa la suma de los costos asociados a los vértices
X €L
situados exclusivamente en el nivel 7, tomando en cuenta todas las trayectorias

desde la raiz hasta dicho nivel. La expresion Z c(v) significa sumar los costos de
veV;
todos los nodos que se encuentran en el nivel 7.

Tomando en consideracion estas expresiones se tiene el siguiente lema.

Lema 4.1 Sea T un drbol y t un nivel de profundidad. Se cumple que

Y, clu)= ), c(v),

Y€ veVy

donde si u es un vértice, c(u) es el costo del vértice u.

Demostracion: Sea v € V;, existe una tnica trayectoria que empieza en la raiz
y termina en el vértice v, esto se debe a las propiedades a la Definicion 2.8 del
Capitulo 2. De igual forma, para cada trayectoria X, € 2, X; termina en un sélo
vértice x; € V;. Por lo tanto, a cada vértice en el nivel ¢ se le asocia una Unica
trayectoria que inicia en la raiz. De lo anterior, se sigue que

Z clx) = Z c(v).

X € veV;

Lema 4.2 La funcion g; es de probabilidad.

Demostracion: Para probar esto hace falta ver que, g;(xX;) > 0 parax, € Z; y
Yrea;8(X) =1

Para probar que g;(x;) > 0 para X; € 2;, observe que 6 (x;) > 0 para 0 <i <t, por

lo que
1 1 1

%) =500y 50 3G 1)

Para probar que Yz 4 8/(X;) = 1, observe que al estar trabajando con un 4r-
bol extendido se tiene que cada trayectoria X; € Z; tiene la misma densidad,

> 0.
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. 1 .« .. 1 18 1
5t} St 3G, También, note que se tienen exactamente
0(xp)-O(x1)---6(x;—1) nodos en el nivel ¢. De lo anterior, se concluye que

,Z 8:1(x1) = (8(x0) - 6 (x1) -~ 8(x1—1)) (6(10) . 5();—1) 5(3;—1)) N

Teorema 4.1 Sea T un drbol. El estimador Y, c(X;)D(X;) es insesgado para el
costo del drbol.

Demostracion: El costo total de los vértices en el nivel de profundidad ¢ puede
ser expresado como,

c(X)
gz()_(t)

Y= Y ﬂgt@):l@g{

v, ey &%) } =Eg, [c(X:)D(X1)],

por lo que ¢(X;)D(X;) es un estimador insesgado del costo en el nivel de profun-
didad ¢, y se sigue que la suma sobre todos los niveles es un estimador del costo
total del arbol. Por lo tanto. Y7, c¢(X;)D(X;) es un estimador insesgado del costo
total del arbol. ]

Algoritmo de Knuth

En la Figura 4.4 se muestra el algoritmo de Knuth que se deriva del anélisis ante-
rior.
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Algoritmo 5: Algoritmo de Knuth

Entrada Arbol T con raiz u.

Salida Estimador C del costo total de 7.
D+ 1; //Representa el valor D(X)
X<—u; //Representa el nodo seleccionado en cada
iteracidn
C+c(u); //Representa el valor C(X)
mientras |S(X)| > 0 hacer
D+ |S(X)|D; //Estima el valor D(X;)
X < sucesor uniformemente elegido en S(X);
C«+C+c(X)D; //Estima el costo del nivel r y lo aflade

al costo total

devolver C

Figura 4.4: Pseudocddigo del algoritmo de Knuth.

La expresion |S(X)| en el algoritmo de Knuth hace referencia a la cardinalidad de

los sucesores del nodo X.

La salida del algoritmo de Knuth es:

C =C(Xo) + |S(Xo)| - C(X1) + |S(Xo)| - [S(X1)[- C(X2) + -
+18(Xo)|---IS(xc)[ - C(Xe).

Donde 7 < h, con h la altura del arbol 7. En el algoritmo, el arbol al que se le
estimard su costo no es necesariamente un arbol extendido, por eso T < h. La

expresion X;, i =0, ...,n hace referencia al nodo X en la iteracion i.

Ejemplo 4.2 Considere el drbol que se muestra en la Figura 4.5. El objetivo es
calcular el costo total del arbol el cual es quince. Los valores C, D, hacen referen-
cia a los mismos valores que en el algoritmo de Knuth. En gris se muestran los

nodos utilizados para estimar el costo total del arbol.



60 CAPITULO 4. METODOS DE CONTEO EN ARBOLES

Figura 4.5: Arbol con costo total igual a 15.

En el primer paso se tiene la raiz, D = 1, y el costo C = 5. Se tienen tres posibles
nodos sucesores, entonces, se actualiza el valor D = (3)(1) = 3, suponga que se
elige el vértice con costo 3, entonces, el costo se actualiza, C =5+ (3)(3) = 14.

El vértice con costo 3, tiene un sucesor, entonces, se actualiza el valor D = 1(3) =
3. Se elige el vértice con costo 1. El costo se actualiza, C = 14+ (1)(3) = 17.

Ahora estamos en el vértice con costo 1, éste no tiene sucesores, por lo cual, el
algoritmo da un costo estimado de 17. El costo estimado difiere en 2 del costo
total del arbol. °

Limitaciones

El algoritmo de Knuth hace una estimacion del nimero total de nodos en cada
nivel del drbol. Luego, utiliza esta informacion para estimar el costo asociado a
cada nivel del arbol. Finalmente, suma los costos de todos los niveles para obtener
el costo total del arbol. En resumen, el algoritmo de Knuth utiliza estimaciones
para calcular el costo completo del arbol considerando la distribucién de nodos
en cada nivel. Por lo cual, el algoritmo de Knuth es efectivo si los costos estan
distribuidos a lo largo del arbol.

Si se tiene un drbol con poca simetria el algoritmo tiene muy poca eficacia. Un
ejemplo extremo es el llamado arbol Hairbrush, que es un término en inglés que
significa cepillo de cabello, el drbol es llamado asi debido a su forma, véase la
Figura 4.6. Este es un rbol binario con profundidad n, tiene un nodo raiz y cada
nodo derecho tiene dos nodos hijos, desde la raiz hasta el pentltimo nivel del
arbol. Suponga que todos los vértices tienen un costo cero a excepcion del nodo
derecho en el tltimo nivel de profundidad.
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N
N
N
N
N
\/D\

Figura 4.6: Representacion del arbol Hairbrush.

El algoritmo de Knuth encuentra el vértice de costo 1, con probabilidad % y con
D = C = 2". En el resto de casos el algoritmo termina con un costo estimado de
cero.

La esperanza y varianza del costo en este drbol son las siguientes:

1
Var(C) = ?(2”)2_ 1=2"—1.

Por lo que, aunque el estimador es insesgado la varianza crece de forma exponen-
cial en relacién con la profundidad del arbol.

4.3. Método de Enumeracion estocastica

El método de enumeracidn estocdstica es una generalizacién del algoritmo de
Knuth, donde se simulan multiples recorridos en el arbol al mismo tiempo. En
lugar de depender de una sola trayectoria, este método calcula el costo de cada
nivel promediando los costos de todas las trayectorias simuladas. Esto resulta en
una estimacioén mds precisa del costo total del drbol, ya que toma en cuenta varias
posibles rutas en lugar de basarse en una sola.

Hipernodos, hiperhijos y costos

Al generalizar el algoritmo Knuth también se generalizan conceptos los cuales se
presentan en las siguientes definiciones.
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Considere un arbol 7, con V el conjunto de nodos y E el conjunto de aristas.
La raiz del arbol se denota como v,, y para cualquier nodo v que pertenezca al
conjunto V, el subarbol con v como raiz se denota por T,,.

Definicion 4.2 Sean {v|,vs,...v,} CV nodos del drbol.
Un hipernodo es la coleccion v = {vy,va,...,v,} de distintos nodos en el mismo
nivel de profundidad de cardinalidad |v| = r. El costo del hipernodo se define

c(v) = Z c(v).

vey

Ejemplo 4.3 En la Figura 4.7 en color gris se muestran los nodos vy, vy, vy, es-
tos representan a un posible hipernodo en el primer nivel del arbol. El costo del
hipernodo sera la suma de los costos de los nodos, vy, v, va. °

Definicion 4.3 Sea v un hipernodo. El conjunto de sucesores de v se define como

S@) = Sv).

vey
Definicion 4.4 Sea v un hipernodo y considere B> 1, B € N, los hiperhijos dados
por la funcion H, se definen de la siguiente manera:
H) = {E(V_)} - si \S(f)\ <B
{ww C S(»v),|w| =B} si|S(V)|>B.

Definicion 4.5 Para cada hipernodo v, se define el bosque de drboles con raiz en

Y como
=T.

vey

Ejemplo 4.4 EnlaFigura4.7 el bosque correspondiente al hipernodo V.= {vy,vp,v4}
€s TV:{TVUT;/Q?TV;;}- .

Definicion 4.6 Sea Ty el bosque de drboles con raiz en v, se define el conjunto de
vértices al nivel m como

m veces
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Donde S (v) = 7.

Definicion 4.7 Para cada bosque con raiz en el hipernodo v se define su costo
total como,

Costo(Ty) = ZCosto(Tv). 4.1)

vey

Figura 4.7: Ejemplo de hipernodos.

Una vez que se cuenta con estos conceptos se puede presentar el método de enu-
meracion estocdstica. El cual se muestra en la Figura 4.8.
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Algoritmo

Algoritmo 6: Método de enumeracion estocdstica

Entrada Un bosque Ty con raiz en el hipernodo V y un presupuesto
B>1.

Salida Estimador |v|Csg del costo total del bosque Ty.
K<+ 0; //Representa las iteraciones
D+ 1; //Representa el valor D(X;)
Xp+V; //Representa los nodos seleccionados en la
iteraciém k
Csg < ¢(X0)/|Xol ; //Representa el valor C(X;)

mientras |S(X;)| > 0 hacer

X1 < sucesor (Hiperhijo) uniformemente elegido en H(X});

Dy % ; //Estima el total de nodos en el nivel ¢

D+ DD, //Estima el valor D(X;)

Csg ¢ Csg + (%) D; //Estima el valor D(X,)C(X,) y lo
afiade al costo

k< k+1;

devolver |v|Csg

Figura 4.8: Pseudocddigo del algoritmo de enumeracion estocdstica.

El valor B hace referencia al termino en inglés budget, que significa presupuesto.
Comparando el Algoritmo de enumeracion estocdstica con el algoritmo de Knuth,
la primera diferencia que se encuentra son los datos de entrada del algoritmo,
mientras que en el algoritmo de Knuth se inicia con un solo vértice, el cual es
la raiz del arbol, el método de enumeracion estocdstica es mas flexible y permite
iniciar con multiples vértices, esto se mantiene en cada paso del algoritmo.

Al considerar B = 1 todos los hiperhijos tienen cardinalidad igual a 1, de lo cual,
se obtiene el estimador propuesto en el algoritmo de Knuth, es por esto que se
considera al método de enumeracidn estocdstica como una extension del algoritmo
de Knuth.

De manera similar al algorimto de Knuth, la salida del método de enumeracién
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estocastica es:

_c(IXo)| | [SXo)| e(Xy) | [S(IXo])| [S(X1)] c(X2)

Csg =
"X Xo [Xi| T Xo|  Xi| Xy
S(X; c(X
v [ I S eXe)
0<j<t—1 |XJ| |X<|
C(Xo) C(Xl) C(Xz) C(X1—>
= + Dy +D\ 7+ + D1
Xo| X[ Xy X

donde 7 < A, con A la altura del arbol T'.

Ejemplo 4.5 Considere el arbol que se muestra en la Figura 4.9. El objetivo es
calcular el costo total del arbol el cual es quince. Se considerard B = 2. Los va-
lores C, D hacen referencia a los mismos valores en el método de enumeracién
estocéstica. En gris se muestran los nodos utilizados para estimar el costo total del
arbol.

Figura 4.9: Arbol con costo total igual a 15.

En el primer paso se tiene la raiz, D = 1 y C = 5. Se tienen tres posibles nodos
sucesores, entonces se actualiza el valor D = 3(1) = 3. Suponga que se eligen los
vértices con costo dos, entonces, el costo estimado, C =5/1+(3)(4/2) = 11.

Los vértices con costo 2, tiene ambos dos sucesores, entonces, se actualiza el valor
D= (4/2)(3) = 6. Se elige un vértice con costo 1 y un vértice con costo 0, el costo
estimado se actualiza, C=5/1+(3)(4/2)+(6)(1/2) =11+ (6)(1/2) = 14.

Ahora estamos en el ultimo nivel del arbol, por lo tanto, no hay sucesores. El
algoritmo da un costo estimado de 14, el cual difiere en 1 del costo real del rbol.
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Analisis

En esta subseccion se presenta un andlisis matematico del por qué el estimador es
insesgado, ademads se presenta su varianza y se muestra que si se escoge un valor
de B adecuado el estimador tiene varianza cero.

Preliminares

Antes de analizar el método de enumeracion estocdstica se probard unos enun-
ciados que se ocupardn para demostrar que la salida del método de enumeracion
estocéstica produce un estimador insesgado del costo del drbol.

Lema 4.3 (Suma de k-subconjuntos) Sea A = {r,...,r,} un conjunto de esca-
lares. Se define el conjunto:

J={RIRCA,R|=u}, u=1,....n.

Para el cual se cumple que

PV (I

U ReTrer j=1

Demostracion: Existen exactamente (Zj) subconjuntos en los cuales cada r;
aparece, con j = 1,...,n. Entonces,

Lrr=u(i)En

U RETreR

I
Sl—= SlI= S|=
—~
<
~
|
S | S
|\_/
<
~
\\

<”>
rij.
Z J
U 1<j<n
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Teorema 4.2 (Formula deformada de la covarianza). La covarianza muestral
definida como

1 n

Z — Hy),

i=1

Con Y

3 |

donde
1 & 1 &
.uxz—zxi, Hyz—zyi-
= n=

se puede expresar como
1 — n
Cov(X,Y) = = Z Z —yj)-

Demostracion: Desarrollando la expresion de la covarianza

1 [ n n n n
COV(X,Y) =— iny,' — Z)Ci,uy - Z)’i.ux - Z .ux.uy]
i=1 i=1 i=1 i=1

1 n n n
=- in)’i —Hy in — Hx ZyiJr”leHy]

i=1 i=1 i=1

1 ix'y._(x1+...+xn)(y1+...+yn)
- i

n i—1 n
Ot )t )
n n
LGt ) Ot )
n n
1] X1+ X +.+
_ 2 [Z)Ci)’i (x1 n) (1 Yn)
n i—1 n
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Por otro lado, observe que

1 = n
2 Z Z xi—x;)(vi = yj)
_:1 =i
1 n—1 [ n
== Z XiYi — Z XiYj— Z YiXj+ Z XjYj
i =it j=it+l Jj=i+1 J=it1
1 (n—17T ]
== (n_lxzyz Xi Z Yji—JYi Z Xj+ Z Xjyj
n Li=1 | Jj=i+1 Jj=i+1 Jj=i+1
1
I;[("—1)(X1y1)—xl(y2+~-yn)—y1(x2+~--+xn)+X2y2+~--+xnyn]
1
+;[("—2)()62)’2)—XZ(}’3+---yn)—Y2(x3+---+xn)+x3y3+---+xnyn]

+ % [(n—(n— 1)) (tn—1Yn—1) = Xn—1(Yn) = Yn—1(%n) + XnYn] -

Ignorando el término — 2 . Para cada i se tiene n — 1 veces la expresion x;y; ya que se
tiene n — i en la expresion (n —i)(x;y;) y aparece i — 1 veces antes en la expresién
Xiy1+...+xpyn+--+Xxi—1yi—1 + ... +Xnyn , lo que da un total de n — 1 veces.
Por su parte se tiene que cada x; se multiplica con cada y; para i # j , ya que
en la expresion x; Z;f:i +1Yj> se estd multiplicando x; con y; para i < j pero en
la expresion yj(xo + ... +xp) + - +yi—1(xi + ... +x,) el valor de x; ya se ha
multiplicado con los valores y; para i > j, de lo anterior se tiene que

— n 1 [ n n n
Z Y @ —-vj) =3 Y (n—=1) () — Y x Yy +Zxk)’k]
i=1 j=it+1 k=1 k=1 k=1 k=1
1 [ n n n
— 2" Z (k) — Zxk Z)’k]
| k=1 k=1 k=1

Se concluye que
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Dado que la varianza de una variable aleatoria se puede considerar como la cova-
rianza entre esa variable y ella misma, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.1 Si X es una variable aleatoria uniforme discreta sobre el conjunto
de n niimeros {xy, ..., x,}, entonces

n
Z —x]

1"
Var = —2

HMI

Demostracion: La varianza de X se puede expresar como:

M=

Var(X) = Cov(X,X) = % (o — M) (X — L),

I
—_

i

usando el teorema anterior, se tiene que

l:1

:IH

Una vez dadas las definiciones y lemas necesarios se puede probar los teoremas
de la siguiente subseccion.

Esperanza y varianza del costo en el método de enumeracion estocastica

Teorema 4.3 (Estimador insesgado) Si |v|Csg(T5) es el estimador del método de
enumeracion estocdstica para el bosque Ty, con Vv un hipernodo Yy
H(S(¥)) ={w1,...,w4} su conjunto de hiperhijos con cardinalidad d. Entonces

E(Csp(1y)) = 00T 42)



70 CAPITULO 4. METODOS DE CONTEO EN ARBOLES

Demostracion: Por la estructura recursiva de la salida del método de enumera-
cion estocdstica , se tiene que

Cse(Ty) = % + |S’§)|CSE(TW), 4.3)

donde W es un hiperhijo de V seleccionado de manera aleatoria con probabili-
dad uniforme de H(S(V)). Para mostrar este resultado se procedera por induc-
cion.

Caso base. Si =0,

E(Cse(Ty)) =E (@ +BO -o)

vl
c(¥)
¥l
ZVEV C(V)
vl
_ Costo(Ty)
vl
Hipotesis de induccion. Suponga cierto el resultado para alturas 0,1,...,7—1.

Paso inductivo. Usando la ecuacion (4.3) se obtiene que

E(Csg(T (g |V\ CSE(TW))
|:’ ‘V_| | (dIZdE Csg (Tw])>>
<j<
) S0 (1 g Cowolfy)
=N (dlg,zgd ™ )

Donde la dltima igualdad es debido a la hipétesis de induccion.

Se tienen los siguientes dos casos:
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1. |S(V)| < B. Aqui se tiene, H(S(V)) = {w1}, |[S(V)| = |Wi| y d = 1, por lo

tanto,
c(v) | 5] ( 1 Costo(ij)> _ c(¥) , IS(3)| Costo( T,
V| vl \d, 5, ™ V| V] Wi
_ ¢(V) +Costo(Ty, )
B V]
Costo(Ty)

2. |S(V)| > B. En este caso hay un conjunto de posibles hipernodos que se-
rén escogidos aleatoriamente con probabilidades uniformes de H(S(V)). Se
tiene que
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y para j =0...d, se tiene que |W;| = B. Asi que

¢(¥) , IS() (1 COS‘[O(TW].)>

vl vl \d, 5, ™
™) IS® (1SN  Costo(Ty))
-+ 558 X5 )
OIS GIN NG Ywew,; Costo(Ty,)
a8, )
e IS®| (15N " (°5) Luesw) Costo(T,)
TV < B ) S| @4
e IsmI( 1
=N \seLE ”T“)
_e(¥)  IS)]| ( Costo(Tys))
T ( ) )
_ ¢(V) + Costo(Ty())
¥
:Costo(Tv)
v

Donde 4.4 se sigue del Lema 4.3, sustituyendo

S(v
|S(V)| =n, Costo(Ty,;) =rjparal <j<n, u=B, d= <| |(VT)|>

Si para el arbol T con raiz vy se define Vo = {vo}, entonces el bosque Ty, es
precisamente el &rbol 7'y como consecuencia del Teorema 4.3 se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 4.2 (Estimador insesgado del costo) Si T es un drbol con raiz v, en-
tonces el método de enumeracion estocdstica devuelve un estimador insesgado
del costo total del drbol, esto es,

E(Csg(T5,)) = Costo(T).
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A continuacién se presenta una expresion recursiva para la varianza del estimador
del método de enumeracién estocdstica.

Teorema 4.4 Si v es un hipernodo y H(S(v)) = {w1,..., Wy} su conjunto de hi-
perhijos, entonces

<|s|<v|>|>2
Var(Csg(Ty)) ==———— Y Var(Csg(Ty,)) (4.5)
1<j<d
S 2
<‘ \(Vv\)‘> Costo(T;)  Costo(Ty;) 2
+— i J )
dSea\ Wil W]

Demostracion: Por la ecuacion (4.3) y de la ley de la varianza total, se tiene
que

Donde W es un hiperhijo de V seleccionado de manera aleatoria con probabilidad
uniforme de H(S(V)). De lo anterior se tiene que

E [Cse (Tiy) W] = 1 1 ) dVar(CSE(TWj)).
<j<

Por el Corolario 4.2 y el Teorema 4.3 se sigue que

Costo(Tyy
Var (E [Cse (Tyy) [W]) = Var (%)
1 Z (COStO(Tw,-) B Costo(Ts;) ) 2
d? 1<i<j<d Wil Wl '
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Uniendo los dos resultados anteriores se tiene que

(50
Var(Cs(Ty)) ==———— ), Var(Cse(Ts,))
i<j<d
S\ 2
n <| I(VV|)|> y (Costo(Twi) B Costo(ij))2
d i<j<d |Wl| |Wj|

Corolario 4.3 (Estimador de varianza cero) Si v es un hiper raiz del bosque Ty y
§(m) (v) el conjunto de nodos en el nivel m del drbol, conm =0, .. h, entonces el
método de enumeracion estocdstica con presupuesto

B = mix {|S"%)|}.

0<m<h

es un estimador de varianza cero.

Demostracion: Este resultado es consecuencia del Teorema 4.4, aunado al he-
cho de que el hiperarbol resultante tiene un tinico hipernodo vim) para cada nivel m
del arbol, 0 < m < h, donde £ es la altura del arbol. Ademds este tinico hipernodo
tiene grado igual uno o cero dependiendo de si es hoja o no.

Sea v la hiperraiz del arbol, los conjuntos de hiperhijos en los niveles 0,..., A
estan dados por ,

H (s<v<0>)) - {v<1>} v H (S(V(h’l))) - {v<h>} H (S(v<h>) — {0).

Del Teorema 4.4 se sigue que

v0)
Var(Cor(Tya) = | 202 Var(cge (1)) +0.
O

Iterando la ecuacion anterior se obtiene

Var(Csg(Ty0)) = |1 (T
0<m<h-—1
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El resultado anterior es cero, debido a que
Var(CSE(TV(m)) =0.

Lo que concluye la prueba. [ ]

Mejoras

El método de enumeracién estocdstica ofrece una mejora cuando se trata de ar-
boles desbalanceados. Sin embargo, esto depende del valor seleccionado para B
al ejecutar el algoritmo. En general, cuanto mayor sea el valor de B, el estimador
estard mds cerca del costo total del 4rbol en la mayoria de los casos.

Retomando el ejemplo del arbol Hairbrush, como se vio anteriormente, el algo-
ritmo de Knuth produce malas estimaciones. En el método de enumeracion esto-
castica, si se toma un valor B = 2 se produce un estimador insesgado con varianza
cero. Esto se puede comprobar con el Corolario 4.3. En la primera iteracion se
considera la raiz del arbol, en la segunda iteracion se consideran ambos hijos, en
general, para todas la iteraciones se consideran dos nodos, como en cada nivel
hay dos nodos, se tiene que se consideran todos los nodos del arbol, por lo cual,
se obtiene un estimador insesgado de varianza cero.

Lo interesante del problema de calcular el costo del arbol hairbrush es que au-
mentando en uno el valor de B ahora se tiene un estimador insesgado. En general
dado un érbol, por el Teorema 4.3 siempre se puede llegar a un estimador insesga-
do de varianza cero, sin embargo, dependera del problema si se utiliza el método
de enumeracion estocdstica o algun recorrido. Una de las ventajas del método de
enumeracion estocastica es su flexibilidad al ajustar el valor de B. A medida que
se busca mayor precision, el valor de B se incrementard. Esto permite adaptarse a
las necesidades especificas del problema.

Se ha trabajado tanto con el algoritmo de Knuth como con el método de enume-
racion estocdastica realizando una sola ejecucion del algoritmo. Sin embargo, si se
realizan multiples ejecuciones, los algoritmos se vuelven mds eficaces al reducir
la varianza. Para obtener mas detalles, se recomienda consultar [15].
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Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo, se hablara sobre la relacion entre diferentes problemas de conteo
y el célculo del costo de un arbol. Igualmente, se explicard como se resuelven
estos problemas y también se verd como se adaptan los algoritmos de enumeracion
estocéstica y Knuth para resolverlos. La informacion de este capitulo estd basada
en [15] y [18].

5.1. Enumeracion estocastica con oraculos

Al momento de ejecutar el algoritmo de enumeracion estocdéstica, se busca gene-
rar trayectorias en el drbol que sean utiles para estimar el costo del arbol. Suponga
que v es un vértice que se visita durante la ejecucién del método de enumeracion
estocastica y w es un nodo hijo de v. Si se tiene informacion que cualquier camino
que continda después de w tendra costo cero, tiene sentido eliminar a w de la lista
de sucesores de v. La decision de mantener o no a w puede calcularse de forma
eficiente mediante un oraculo. Es decir, un oraculo es una forma de calcular si
un sucesor de un vértice debe ser considerado o si debe ser ignorado. A conti-
nuacién se presenta un ejemplo de cdmo es utilizar un oraculo con el método de
enumeracion estocastica.

Ejemplo 5.1 En este ejemplo se pretende mostrar como funciona un oraculo.
Considere la %éfﬁagiriéida_)& con_>V ={a,b,c,d,e,f}y
E = {%, at,ad,bc,be,dc.df, ﬁ,ef}, se desea encontrar el ndmero total de tra-
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yectorias que no se interceptan e inician en el vértice a y termina en el vértice f.
En la Figura 5.1 se muestra la representacion geométrica de la grafica G.

Figura 5.1: Representacion geométrica de la grafica G.

El método de enumeracién estocdstica empieza por asignar la raiz del arbol al vér-
tice a. Posteriormente para el segundo nivel del arbol hay 3 potenciales sucesores.
Sin embargo, las trayectorias que van a través del vértice ¢ nunca llegan al vértice
d. Asi que el vértice ¢ puede ser eliminado de los sucesores de a. El analisis que
determina que a través del vértice ¢ no existe alguna trayectoria satisfactoria, se
llama ordculo. Este andlisis se sigue para cada paso del algoritmo. En la Figura
5.2 del lado derecho se muestra el arbol original asociado al problema, del lado
izquierdo el drbol reducido mediante algun ordculo.

@)
b  © 1)
© © © ©®
®

(a) Arbol asociado a la grafica dirigida 6
G. (b) Arbol reducido mediante un ordculo.

(@)

O
© ©

Figura 5.2: Reduccién de un drbol mediante ordculos.
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Algoritmo de enumeracion estocastica con oraculos

El algoritmo de enumeracidn estocdstica para calcular el costo total del arbol afia-
diendo ordculos se muestra en la Figura 5.3. Donde Oracle(H(x)) representa la
funcién que mediante un ordculo decide qué nodos se mantienen como hiperhi-
jos.

Algoritmo 7: Enumeracidn estocdstica con ordculos.

Entrada Arbol con nodo raiz u.

Salida Estimador C del costo total del arbol y un presupuesto B > 1.
D+ 1; //Representa el valor D(X)
X {u}; //Representa los nodos seleccionados en cada

iteracién

C<+c(u); //Representa el valor C(X)

mientras |S(X)| > 0 hacer
D+ %D ; //Estima el valor D(X,)
X < sucesor uniformemente elegido en Oracle(H(X));
C«+C+ C(;((')D ; //Estima el costo del nivel ¢t y lo afiade

al costo total
devolver C

Figura 5.3: Algoritmo de enumeracion estocdstica con ordculos.

5.2. Conteo de trayectorias

El problema de conteo de trayectorias, como su nombre lo indica, consiste en
determinar el niimero total de trayectorias posibles que se pueden seguir desde un
vértice inicial hasta un vértice final en una grafica dada.

Debido a que este problema estd relacionado con analizar la conectividad entre
vértices, puede tener aplicaciones en redes y transporte, redes sociales y recomen-
daciones, biologia y genética, teoria de juegos y economia, entre otros.
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Enumeracion estocastica en trayectorias

Considere una gréifica G. Se desea encontrar el nimero total de trayectorias con u
como vértice inicial y con v como vértice final. Para contar trayectorias utilizando
el método de enumeracion estocdstica, el primer paso es asignar el vértice inicial
u, como la raiz del 4rbol asociado. Los posible nodos hijos de la raiz son los nodos
vecinos de u en la grafica G. En general, para cada nodo en el 4rbol sus posibles
nodos hijos son sus nodos vecinos en la grafica G. Se utiliza un ordculo para filtrar
los posibles nodos hijos. Se tiene una hoja cuando el nodo del arbol es el vértice
final v. Las hojas tienen costo uno y el resto de nodos tienen costo cero. Asi al
momento de calcular el costo del drbol se estard calculando el ndimero total de
trayectorias que tienen a u como vértice inicial y a v como vértice final.

Ejemplo 5.2 Suponga que se tiene la grafica G, con conjunto de vértices V =

{A,B,C,D,E} y conjunto de aristas £ = {e; =AC,ep =AB,e3 =AE,e4 =CE,es =
AE,e¢ = BD,e7 = DE}. La representacion geométrica de la grifica G se muestra

en la Figura 5.4.

Figura 5.4: Representacion geométrica de la grafica G .

Se busca encontrar el nimero total de trayectorias que tengan como vértice inicial
el vértice A y como vértice final el vértice E. Al tener una grafica con un nimero
pequeio de vértices no es dificil obtener todas las trayectorias de forma analitica.
Las trayectorias con A como vértice inicial y £ como vértice final son:

(61764)7 (61,65766767), (61765768), (62768)7
(62766787)7 (62765764)7 (63)'
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La notacién utilizada para representar las trayectorias se basa en las aristas de la
gréfica, con el objetivo de simplificar la notacién. El drbol asociado a este proble-
ma se muestra en la Figura 5.5. Una vez se cuenta con el arbol asociado se puede
estimar el costo a través de cualquier método de conteo de drboles. En este caso
el nimero de vértices y de aristas es bajo, por lo cual, se puede saber con total
certeza el nimero de trayectorias posibles. A continuacién se presenta como se
harfa la estimacion usando el método de enumeracion estocdstica con B = 2.

Figura 5.5: Arbol asociado con las trayectorias del vértice u al vértice v, en la
grafica G.

Para realizar la estimacion del costo total del arbol a través del método de enume-
racion estocdstica con B = 2, se necesita como informacioén la gréfica, el vértice
inicial y el vértice final. Considere los valores C y D como en el algoritmo de
enumeracion estocdstica con ordculos visto en la Figura 5.3.

El vértice inicial serd la raiz del arbol. En este problema cada nodo en el drbol
asociado se asocia a una trayectoria, el nodo raiz hace referencia a una trayectoria
que empieza con el vértice u.

Se empieza asignando D = 1, C = 0. Se revisan las posibles trayectorias que ini-
cien con el vértice u, en este caso se tienen los nodos asociados a las trayectorias:
(e1), (e2), (e3). Para cada nodo se revisa que exista una trayectoria del vértice
A al vértice E. Esta revision es lo que se llama oraculo. En este caso se puede
utilizar algiin recorrido, como BFS o DFS, para verificar que, en efecto, exista
alguna trayectoria deseada, que empiece con alguna de las aristas anteriormente
mencionadas.

En la primera iteracion, se tiene que para cada uno de los nodos hijos de la raiz
existe al menos una trayectoria favorable. Se actualiza el valorde D = (3/1)(1) =
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3. Como se tiene que B = 2, se seleccionan aleatoriamente dos nodos, suponga
que los nodos seleccionados son los asociados con las trayectorias (e2) y (e3). El
nodo asociado con la trayectoria (e;) tiene costo costo cero. En el caso del nodo
asociado con la trayectoria (e3), se tiene que llega al vértice E, lo que implica que
se llega a una hoja, por lo cual, el nodo tiene costo igual a 1. Asi se hace una nueva
asignacion al costo, C =0+ (1/2)(3) =3/2.

En la segunda iteracion, los posibles nodos sucesores son los asociados con las
trayectorias (e, e¢), (€2,€3), (€2,es). Se comprueba para cada nodo con el ordculo
elegido que existan trayectorias satisfactorias, se obtiene que para cada una de
los nodos existen dichas trayectorias. Se actualiza el valor D = (3/2)(3) =9/2.
Se prosigue seleccionando aleatoriamente dos de los tres sucesores, suponga que
se seleccionan los nodos asociados a las trayectorias (e,eg) y (e2,es). El nodo
asociado con la trayectoria (e,es) tiene costo igual a 0. Por su parte, el nodo
asociado a la trayectoria (e, eg) llega al vértice E, por lo cual, tiene costo 1. Se

actualiza el valor C =3/2+(1/2)(9/2) = 15/4 = 3.75.

En la tercera iteracion, el nodo asociado con la trayectoria (e, es) tiene como posi-
bles sucesores los nodos asociados a las trayectorias (e, es,e1) y (e2,es,e4). Con
el ordculo elegido se tiene que solo el nodo asociado a la trayectoria (e;,es,es)
se mantiene. Se hacen las siguientes actualizaciones, el valor D = (1/2)(3.75) =
1.875. Una vez se selecciona el nodo asociado a la trayectoria (e, es,e4) se llega
al vértice E, por lo cual, no hay mds sucesores. Se hace la siguientes asignacion,
C=3.75+(1)(1.875) =5.625.

Al no haber més nodos sucesores, se termina la ejecucion del algoritmo. La es-
timacién del costo a través del método de enumeracion estocdstica es 5.625 que
difiere de 1.375 del verdadero valor. En la Figura 5.5 de color rojo se muestran las
trayectorias usadas para calcular el costo del arbol. °

En el ejemplo que se presentd, se tenia una grafica con un nimero reducido de
vértices y aristas, lo que facilité construir el arbol asociado a las trayectorias bus-
cadas, sin embargo, para estimar el costo total del arbol con el método de enume-
racion estocdstica no fue necesario construir el arbol por completo. Esto significa
que, en gréficas con un mayor nimero de vértices y aristas, es posible estimar
el ndmero total de trayectorias sin necesidad de construir el drbol asociado por
completo.
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5.3. Conteo de apareamientos perfectos

El problema de conteo de apareamientos busca determinar cudntos apareamientos
perfectos existen en una gréfica bipartita. Debido a que este problema ayuda a de-
terminar todas las asignaciones posibles que cumplen ciertos requisitos o restric-
ciones tiene aplicaciones en teoria de redes y emparejamiento estable, asignacion
Optima de recursos, biologia y genética, entre otros.

Es interesante destacar que el problema de contar el nimero de apareamientos
perfectos es un problema NP-duro, lo que implica que no se ha encontrado un
algoritmo eficiente para resolverlo en general.

Matriz de biadyacencia

La matriz de adyacencia de una grifica bipartita puede ser descompuesta de la
siguiente manera

0 B
- ]

para alguna matriz B de tamafio p X ¢, con p,q € R. Las matrices de ceros: 0,
y O4xq4- La matriz B representa a toda la grafica y es llamada matriz de biadyacen-
cia. La matriz BT representa la matriz transpuesta de B. La definicién formal se
presenta a continuacion.

Definicion 5.1 Sea G = (V,E) una grdfica bipartita con descomposicion
U={u,...,up}, W={wi,...,wy}. La matriz de biadyacencia es la matriz B,
con dimension p X q, compuesta de ceros y unos. En esta matriz, la entrada
bij=1siy solo si (uj,w;j) € E.

Enumeracion estocastica en apareamientos

Suponga que se tiene la grafica G; con conjunto de vértices
\% = {A,B,C,D,S,T,U,V} y conjunto de aristas
E = {AS,AT,AU,BT,BS,BV,CS,CU,CV,DV,DU,DT}. La representacién geo-
métrica de la grifica G, se muestra en la Figura 5.6.
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(5)=—(»)
L e\a\a

Figura 5.6: Representacion geométrica de la grafica G,.
El problema consiste en encontrar el nimero total de apareamientos perfectos.
Para esto observe que la grafica G, es una gréfica bipartita con particion de los

vértices X = {A,B,C,D},Y = {S,T,U,V}. La gréfica tiene como matriz de biad-
yacencia la siguiente matriz:

B[G,] =

O = = =
—_—O = =
e i =
e )

Cada renglon representa a un vértice del conjunto X, por su parte, cada columna
representa a un vértice del conjunto Y.

A este problema se le puede asociar un drbol. La raiz no representa algtin vérti-
ce o arista, solamente es el inicio del emparejamiento. Cada nodo representa un
emparejamiento parcial. Cada hijo de la raiz representa el vértice con el que es-
ta emparejado el vértice S, los hijos de estos representa el vértice con el que se
emparejard el vértice 7', asi con los emparejamientos de los vértices U y V. Asi
cada camino (x1,x2,x3,x4) en el drbol representa los vértices con los que estard
emparejado los vértices S, T, U, V.

Por ejemplo, la hoja que tiene asociado el camino (A,B,C,D) tiene costo uno,
debido a que (A—S,B—T,C—U,D —V), es un emparejamiento perfecto. En la
Figura 5.7 se muestra el arbol asociado a este problema. El costo de los nodos
es cero a excepcion de las hojas que correspondan a un emparejamiento perfec-
to.
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O O o O o O O
D CD BC BD CD AC DD BD AB AC BC AB A

Figura 5.7: Arbol asociado a los emparejamientos perfectos de la grafica G,.

El ordculo més utilizado en el problema de apareamiento es el método hiingaro
(hungarian method), que verifica en tiempo polinomial si un emparejamiento par-
cial puede ser extendido a un emparejamiento perfecto, para mas detalles puede
consultar [12].

Para este ejemplo se usara el método de enumeracién estocastica con B = 2. Con-
sidere los valores C y D como en el algoritmo de enumeracion estocdstica con
oraculos visto en la Figura 5.3. Se empiezacon D =1, C =0.

En la primera iteracion, la raiz tiene cuatros posibles hijos, sin embargo, una vez
que se aplica el ordculo, quedan solo tres hijos, asi que se actualiza el valor D =
(3/1)(1) = 3. Se seleccionan aleatoriamente dos de los tres nodos, en este caso
se eligen los nodos asociados a los emparejamientos parciales (A) y (C—S), cada
nodo tiene costo cero. El valor del costo sigue siendo C = 0.

En la segunda iteracion, se tienen seis posibles hiperhijos, sin embargo, con el
oraculo se descarta el nodo asociado al emparejamiento parcial (A —S,C—T). Se
actualiza el valor D = (5/2)(3) = 15/2 = 7.5. Se seleccionan aleatoriamente dos
de los tres nodos, en este caso se elige el nodo asociado al emparejamiento parcial
(A—S,B—T)y el nodo asociado al emparejamiento parcial (C—S,D —T). Cada
nodo tiene costo cero, por lo cual, el costo se mantiene en cero, C = 0.

En la tercera iteracion se tienen 4 posibles hiperhijos, sin embargo, el nodo asocia-
do al emparejamiento parcial (C—S,D —T,B —U) es descartado por el ordculo.
Se actualiza el valor D = (3/2)(7.5) = 11.25. Se seleccionan aleatoriamente dos
de los tres vértices, suponga que se eligen los nodos asociados a los emparejamie-
tos parciales (A—S,B—T,C—U)y (C—S,D—T,A—U). Cada nodo tiene costo
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cero, asi que se mantiene C = 0.

En la cuarta iteracion hay dos posibles hiperhijos, el ordculo no descarta ninguno,
asi que, se actualiza el valor D = (2/2)(11.25) = 11.25. Como solo se tienen dos
hiperhijos, entonces, se seleccionan ambos. Los dos nodos tienen costo 1, por lo
cual se actualiza el costo, C =0+ (2/2)(11.25) = 11.25.

No existen sucesores por lo cual la ejecucion termina. El costo estimado es 11.25,
el cual difiere en 2.25 del costo total del arbol. En la Figura 5.7 de color rojo se
muestran las trayectorias usadas para calcular el costo del arbol.

5.4. Conteo SAT

Problema de satisfaccion (SAT)

El problema de satisfaccién booleana (SAT) es fundamental en la teoria de com-
plejidad computacional y en la 16gica matematica. Especificamente, se trata de
determinar si una férmula légica proposicional puede ser satisfecha al asignar va-
lores de verdad a sus variables, de manera que la formula completa sea verdadera.
Con base en [9], existen diversas formulaciones para el problema SAT pero la més
comun tiene en cuenta las dos componentes siguientes:

= Un vector de n variables booleanas X = [x},x2,... ,xn]T, llamado asigna-
cion de verdad, representa declaraciones que pueden ser VERDADERAS o
FALSAS. La negacion légica NO de la variable x; es denotada —x;. Una va-
riable o su negacion es llamada literal.

= Un conjunto de m distintas clausulas {Cy,C,...,Cy} de laforma C; =[;, V
liy V...V, donde cada [ es una literal y V denota el operador l6gico O.
Por ejemplo VERDADERO V FALSO = VERDADERQO. El operador 16gico Y se

denota como A.

El problema SAT puede ser formulado de la siguiente forma: Encontrar una asig-
nacion de x para la cual todas las cldusulas son verdaderas. El problema SAT
anteriormente mencionado se representa como

)

S.D

~
|
=

N
I
—_

~.
|
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Definicion 5.2 Si una formula estd expresada como en la ecuacion (5.1) se dice
que estd en su forma normal conjuntiva (CNF).

El problema de decidir si existe una asignacion valida, y exhibirla, es llamado el
problema SAT de asignacién. Un problema SAT de asignacién donde cada clau-
sula contiene exactamente K literales es llamado problema K-SAT. Encontrar el
numero total de asignaciones vélidas es llamado el problema de conteo SAT.

Importancia

Como se menciond anteriormente, el problema tiene una importancia en el area
de la complejidad computacional, esto es debido a que el problema 3-SAT es un
problema NP-completo. Un problema NP (nondeterministic polynomial time), en
resumidas palabras, significa que no se conoce un algoritmo para resolver el pro-
blema en el peor de los casos en complejidad temporal polinomial. Sin embargo,
decidir si una solucion es correcta o incorrecta se puede realizar en tiempo poli-
nomial.

Que sea NP-completo se refiere a la capacidad de ser trasladado en tiempo po-
linomial a otros problemas NP-completos como lo pueden ser el problema del
maximo corte, del agente viajero o de coloracion de gréficas. Es decir encontrar
una solucién efectiva para el problema 3-SAT implica en automético encontrar
soluciones efectivas para otros tantos problemas.

De lo anterior el problema SAT esta relacionado con resolver problemas tales
como planificacién y programacion de horarios, disefio de circuitos integrados,
arquitecturas informadticas, graficos por computadora, determinacion del estado
de plegamiento de una proteina, entre otros.

Enumeracion estocastica en conteo SAT

Para utilizar el método de enumeracidn estocastica en el problema de conteo SAT
es necesario tener el problema en una forma normal conjuntiva. Una vez enumera-
das las variables, la manera de asociar un arbol a este problema es empezar con la
raiz que no representa algin vértice o arista, solamente es el inicio de la formula.
El nodo raiz tiene dos nodos, el nodo izquierdo representa si la primera variable
es verdadera y el nodo derecho si la primera variable es falsa. Después cada nodo
del primer nivel vuelve a tener dos hijos que representan la segunda variable e
indican si esta es verdadera o falsa, de nueva a cuenta los nodos a la izquierda
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indican si la variable es verdadera y los nodos a la derecha indican si la variable
es falsa. Asi sucesivamente con cada variable, para finalmente tener un arbol con
2 descendientes completo y perfecto, con 2 hojas donde m representa el nimero
total de variables en la férmula.

Todos los nodos tienen costo igual a cero a excepcion de las hojas que representen
una asignacion que haga la féormula verdadera, estas hojas tendrdn un costo de
uno.

Es importante mencionar que en este problema no existe un ordculo eficiente,
es decir, para contar el nimero total de asignaciones verdaderas dependerd de
la estructura de la formula, lo ideal es tener una féormula en su forma normal
conjuntiva, en la que cada cldusula no comparte variables con alguna otra cldusula.
A continuacién, se muestra un ejemplo en el que se tiene una férmula en su forma
normal conjuntiva y las cldusulas no comparten variables. Resolver problemas con
formulas mas extensas que la mostrada en el siguiente ejemplo sigue un proceso
muy parecido.

Ejemplo 5.3 Considere la formula (—AVB) A (SV T VU). Con 21 asignaciones
validas. El primer nivel del arbol representa si la variable A es verdadera o falsa.
El segundo nivel representa si la variable B es verdadera o falsa dependiendo de
si la variable A fue verdadera o falsa. Asi para el resto de variables S,7 y U. El
arbol asociado a esta formula se muestra en la Figura 5.8.

s

[ ]
v, v, U U, v,uv, U, U, U U UDU, v, v, U U,

Figura 5.8: Arbol asociado a la formula F = (=AV B) A (SV —~T VU). Los nodos
en negro representan las asignaciones validas.
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El método de enumeracién estocdstica con B = 2 para resolver este problema
funciona de la siguiente manera. Considere C y D como en el algoritmo de enu-
meracion estocdstica con ordculos visto en la Figura 5.3. Se empieza con la raiz
que tiene un costo cero, entonces, D =1, C =0.

En la primera iteracidn, la raiz tiene dos nodos hijos que representa si la variable
A es verdadera o falsa, en este caso como se puede llegar a una asignacion satis-
factoria no se elimina ningdn nodo hijo. Entonces D = (1)(2) = 2. Como se tiene
B =2 se eligen los dos vértices. El costo se mantiene en cero, C = 0.

En la segunda iteracion se tienen 4 hiperhijos, sin embargo el camino con A ver-
dadera y B falsa no produce asignaciones satisfactorias por lo cual no se toma en
cuenta ese nodo. Asi se tiene que D = (3/2)(2) = 3, suponga que se eligen los vér-
tices asociados con las asignaciones A-verdadera,B-falsa y A-falsa, B-verdadera.
El costo se mantiene en cero, C = 0.

En la tercera iteracion se vuelven a tener cuatro posibles sucesores, como la va-
riable S pertenece a otra cldusula diferente, entonces, S no tiene restricciones y
se mantienen todos los vértices. Por lo cual, D = (4/2)(3) = 6. Suponga que
se escogen los nodos asociados con las asignaciones A-verdadera,B-verdadera S-
verdadera y A-falsa, B-verdadera, S-falsa. El costo se mantiene en cero, C = 0.

En la cuarta iteracién se vuelven a tener cuatro posibles hiperhijos, en este caso
la variable T puede ser verdadera o falsa y existen asignaciones satisfactorias, por
lo cual, se mantienen los cuatro hiperhijos y se hace D = (4/2)(6) = 12. Suponga
que se eligen los nodos asociados con las asignaciones A-verdadera B-verdadera
S-verdadera, T-falsa y A-falsa, B-verdadera, S-verdadera, T -falsa. El costo sigue
teniendo un valor de cero, C = 0.

En la quinta iteracién se vuelven a tener cuatro sucesores posibles. Dado que la
asignacion de S es verdadero, la asignacion de U puede ser verdadera o falsa, por
lo cual, se mantienen los cuatro hiperhijos. Se hace la asignacién D = (4/2)(12) =
24. Suponga que se eligen los nodos asociados con los caminos A-verdadera B-
verdadera S-verdadera, T-falsa, U-falsa y A-falsa, B-verdadera, S-verdadera, T -
Falsa, U-verdadera. Ambos nodos representan asignaciones satisfactorias por lo
cual ambas hojas tienen costo de uno. El costo se actualiza, C = (2/2)(24) = 24.

No existen mds sucesores, asi que la ejecucion termina. El costo estimado es 24
que difiere en 3 del costo total del arbol. En la Figura 5.8 de color rojo se muestran
las trayectorias usadas para calcular el costo del arbol. °



90 CAPITULO 5. APLICACIONES

5.5. Confiabilidad en redes

El problema de confiabilidad en redes se refiere a la probabilidad de que una red
o sistema de comunicacién continiie funcionando correctamente, a pesar de la
presencia de fallas o interrupciones en sus componentes. El objetivo es evaluar y
mejorar la confiabilidad de una red para garantizar un funcionamiento adecuado
y evitar la pérdida de datos, interrupciones del servicio o degradacién del rendi-
miento.

Problema de estimacion de la confiabilidad en redes

En esta subseccion por simplicidad a la grafica se le llamara red y a las aristas de
la gréifica se les dira enlaces.

Considere una red tal que contiene n enlaces no fiables. El estado
de los enlaces estd representado por un  vector  binario,
X = (X1,Xp,...,X,) de variables aleatorias independientes Bernoulli con
PX;=1)=p;,i=1,...,n, p; € [0,1]. Donde P(X; = 1) significa la probabili-
dad de que el componente esté funcionando correctamente.

La funcién de estructura, H : {0,1}" — {0, 1}, representa el estado del sistema. El
objetivo es estimar la probabilidad de fallo del sistema, 7 = P(H(X) = 0), la cual
es dificil de estimar ya que todos los componentes son altamente confiables, es
decir las probabilidades de dichos componentes de ser fiables son muy cercanas a
1.

En esta ocasion se hard una suposicion fuerte, donde todas las aristas tienen pro-
babilidad de fallar ¢, donde g es un niimero cercano a cero. Aunque es un caso par-
ticular no deja de ser un caso muy especial debido a que muchos de los problemas
en confiabilidad de redes hacen este supuesto. En aplicaciones de la industria este
es un caso muy estudiado debido a la homogeneidad de los componentes.

Bajo este supuesto se puede usar un método llamado Spectra que calcula la pro-
babilidad de fallo de la red, 7(g).

El enfoque del método Spectra consideraa {ej,...,e,} como los enlaces de la red.
Los enlaces pueden estar trabajando (arriba) o con fallas (abajo). Suponga que
todos los enlaces inicialmente estdn arriba y por lo tanto la red estd en un estado
de funcionamiento. Considere = = (¢;,, ..., ¢;, ) una permutacion de enlaces. Dada
la permutacién 7, se empieza a suprimir enlaces, es decir, se cambia los estados
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del enlace, de arriba a abajo, se recorre la permutacién de izquierda a derecha y
se comprueba el estado de la red después de cada paso. Se encuentra el indice
J del primer enlace ¢;;, j = 1,...,m, para la cual la red cambia de un estado de
funcionamiento a un estado de fallo. El indice k es llamado el ancla de 7 y es
denotado por a(7).

Ejemplo 5.4 Sea R; unared con conjunto de vértices V = {s,7,u,v} y conjunto de
enlaces E = {e] = su,ep = vt,e3 = ut,eq = sv}. Lared R; estd en funcionamiento
si el s estd conectado con el vértice ¢, es decir, si existe una trayectoria del vértice
s al vértice r. En caso contrario la red esta en fallo.

6462
ROM

Figura 5.9: Representacion geométrica de la red R .

Considere la permutacién de enlaces m; = (e,e4,€3,€1), en un principio todos
los enlaces estan arriba, es decir, la red cuenta con todos los enlaces. Suprimir un
enlace, se puede entender como quitar un enlace de la red. Entonces, hasta que
se suprime el tercer enlace, de izquierda a derecha, la red cambia de un estado de
funcionamiento a un estado de fallo. Por lo tanto, el ancla de m; es 3, es decir,
a(ﬂ']) =3. °

Se asigna una distribucién uniforme sobre el conjunto de todas las permutaciones
de enlaces, esto es, P(Il = &) = % y se define el conjunto que tienen una ancla

igual a k como:
A(k) ={m:a(m) =k}.

Definicion 5.3 (Destruccion spectra) Sea I1 una permutacion aleatoria sobre el
conjunto de enlaces, se define
A (k)]

kaP(HGA(k))ZT, k=0,...,m.

Entonces,

Sp = {f07f17"'7fm}
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es llamado destruccion spectra o simplemente D-spectra de la red.

Definicion 5.4 (D-spectra acumulativo) El D-spectra acumulativo estd definido
por

Cs, ={F(0),F(1),...,F(m)},

donde )
F(k)=Y fi
i=0

Una nocién similar se ocupa para definir construccion spectra o C-spectra, el
cual es obtenido al considerar una red donde todos los enlaces estdn abajo. Aqui
la red se encuentra en un estado de fallo. De igual forma que en D-spectra, sea
n = (ej,...,ei,), una permutacion de las aristas de la red. Con esta permutacion,
se empiezan a cambiar el estado de los enlaces de abajo hacia arriaba recorriendo
la permutacién de izquierda a derecha. El ancla de construccion de 7, (a' (7)) se
define como el primer indice del enlace, para la cual, la red entra en un estado de
funcionamiento. De manera andloga se define el conjunto que tienen una ancla de
construccion igual a kK como:

A'(k) = {n:d(m) = k}.

Definicion 5.5 (Construccion spectra) Sea 11 una permutacion aleatoria sobre el
conjunto de enlaces, se define

|A"(k)|

fi=PIleA (k)= . k=0,...,m.

El conjunto
Sp = {f(l)7f1/77fr/n}7

es llamado construccion spectra o simplemente C-spectra de la red.

Definicion 5.6 (C-spectra acumulativo) El C-spectra acumulativo estd definido
por
L ={F'(0),F'(1),...,F'(m)},

/ pu—
Sp

donde )
F'ky=Y fi.
i=0
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Proposicion 5.1 (Construccion y destruccion spectra equivalencia) Para la cons-
truccion y destruccion spectra se tiene que

/
fk = fmfk'
Demostracion: Sea 7w = (¢;,,¢;,,...,e;j,) una permutacion de enlaces, se define
n” como " = (ej,,...,e;, ). Suponiendo que 7w € A(k), esto es, a(mw) =k, con

k={0,1,...m}.
Note que para la permutacion 7 se tiene que:

= Si las aristas e¢;,...,e; estan abajo y las aristas e;_,...,e;, estan arriba,
entonces la red estd en un estado de fallo.

» Si las aristas ¢;,,...,e; estan arriba y las aristas ¢;,_,,...,e;, estan abajo,
entonces la red estd en un estado de funcionamiento.

A partir de estas observaciones, se sigue que o' (") =m —k, estoes 1" € A'(m —
k). Por lo tanto, si = € A(k) implica que " € A’(m — k), de lo cual, se puede
concluir que |A(k)| = |A’(m —k)|. Combinando este resultado con las Definiciones
5.3 y 5.5 la prueba es completa, ya que

Ak) _Am—k) _

— Jm—k-

fi=

m! m!
|

La caracteristica interesante de D-spectra y C-spectra es que una vez se dispone
de estas se puede calcular directamente la probabilidad de fallo de la red, 7(q).
Para ver esto se presenta el siguiente andlisis.

Definicion 5.7 Un conjunto de fallos se define como un conjunto ordenado de
aristas tal que su fallo hace a la red entrar en un estado de fallo. Denotamos por
N(k) al niimero de conjuntos de fallos de tamario k.

Proposicion 5.2 El niimero de conjuntos de fallos de tamaiio k es,

N(k) = ( k)F(k). (5.2)
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Demostracion: Esto se cumple debido a la siguiente explicacién combinatoria.
El D-spectra acumulativo, F (k), es la fraccion de todos los conjuntos de fallos de
tamafio k entre todos los subconjuntos de tamafio k tomados de m componentes.

Observe lo siguiente

= [a red estd en estado de fallo si y solo si estd en uno de los conjuntos de
fallo.

= Para una ¢ fija, cada conjunto de fallo de tamafio k tiene probabilidad ¢*(1 —
m—k
q)

Combinando lo anterior con la ecuacién (5.2) se obtiene que

Fg) = (- [ 0dF (1 — )k

(@) kgﬂ(,{)F( (1 —q)

=Y Nk)g"(1—q)"* (5.3)
k=0

La ecuacién (5.3) hace ver que solo hace falta calcular D-spectra para calcular la
probabilidad de fallo de la red para cualquier valor de g.

Algoritmo PMC

Como consecuencia inmediata de la Proposicién 5.1, uno puede escoger libre-
mente si trabajar con C-spectra o D-spectra. Desafortunadamente tanto C-spectra
como D-spectra generalmente no estin disponibles analiticamente. Por lo anterior,
uno de los enfoques para resolver este problema es a través de procesos MonteCar-
lo (PMC). En la Figura 5.10 se muestra el algoritmo PMC para calcular D-spectra.
El algoritmo para calcular C-spectra es andlogo.
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Algoritmo 8: Algoritmo PMC
Entrada Grifica G(V,E) con |E| = m, N nimero de iteraciones.

—_—

Salida Estimadores F (k) con k = {0,1,...m}.
f0<—0,f1 <—O,...,]/‘,;<—O;
para 1,2,--- N hacer
II < (ej,,...,e;,) (generar una permutacion de aristas aleatoria)
k < a(II) (encontar el ancla)
| fes fit 1

parak=0,1,...,m hacer
//Estimar D-spectra
fo=L
//Estimar D-spectra
| acumulativo F (k) < < /i

—

devolver F(0), F(1), ---, F(m)

Figura 5.10: Algoritmo PMC para calcular D-spectra.

Con base en [3] y [18], para redes altamente fiables, es decir, redes con una g muy
cercana a cero, el algoritmo PMC falla para producir resultados fiables, debido a
que se requieren célculos que involucran estimacion de probabilidades de even-
tos raros. Para mejorar la estimacion se puede utilizar el método de enumeraciéon
estocastica.

Enumeracion estocastica para confiabilidad en redes

La manera en que se utilizara el método de enumeracion estocdastica serd para cal-
cular D-spectra. Considere el conjunto de todas las permutaciones de aristas, con
esas permutaciones es posible construir un arbol al que se le dice arbol de per-
mutaciones, donde para cada trayectoria de la raiz a una hoja corresponde a una
permutacion especifica . Por su parte, habrd nodos de color negro que corres-
ponderdn al ancla de destruccion asociada a cada permutacion, a estos nodos se
les llamard nodos de anclaje.

Ejemplo 5.5 Suponga que se tiene lared R con conjunto de vértices V = {s,7,u,v}
y conjunto de enlaces E = {e] = us,ey = vt,e3 = uv,eq = st}. La red se muestra
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en la Figura 5.11. Considere que la red estd en un estado de funcionamiento si los
nodos s y ¢ estdn conectados y en estado de fallo en otro caso.

€1 v

€4

€3

€)

v

Figura 5.11: Representacion geométrica de la red R.

El arbol de permutacion asociado al problema se muestra en la Figura 5.12. Donde
las anclas de destruccion de cada permutacion de enlaces son los nodos en negro.
Vea que las permutaciones (eq,es,e3,e2) y (ey,ea,e2,e3) tienen como ancla de
destruccion al enlace eq4.

el e €3 éq
Q Q Q
€2 €3 €4 €] 3 €4 €] ep €4 €] en €3
(@) Q (@) Q

€3 ¢4 €) ¢4 €3 ¢3€ 4 € 4 € 3€) ¢4 € €4 € €2 €y €3 € 3 € €2
@) O @) @) O @) @) o O 0O O O O @)

O o O O I l O o O o O O O O O O
€4 €3 €4 € €63 €r€e4 €3 €4 €1 €3 €1€4 €p €4 €1 6 €163 exe3 e ey e

Figura 5.12: Arbol de permutacién asociado a la red R.

A partir del drbol de permutacion se puede calcular D-spectra. Note que se tienen
6 nodos de anclaje en el nivel 2 del arbol y cada uno de estos nodos, induce dos
trayectorias que terminan en las hojas del drbol, asi que

62 1

P=r T2
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En el nivel 3 del arbol se tienen 6 nodos de anclaje, cada uno de estos induce solo
una trayectoria, asi que
= 6-1 1

T4 T 4

Igualmente, en el nivel 4 se tienen 6 nodos de anclaje, cada uno de estos induce

solo una trayectoria, asi que
6-1 1

A T
En los niveles 0 y 1 del arbol no hay nodos de anclaje asi que fo = f1 =0y se

tiene que

F(0)=0,F(1)=0,F(2) = - F(3) = >

> F4)=1.

Teniendo esta informacién se puede calcular la no fiabilidad de la red para cual-
quier valor de ¢ a través de la ecuacidn (5.3). °

El ejemplo anterior proporciona una idea de cémo utilizar el drbol de permutacion
para obtener la probabilidad de fallo de la red. Esta idea se generaliza a través del
siguiente teorema.

Teorema 5.1 Si T es un drbol de permutacion asociado a una red R con m enla-
ces, entonces

Total de nodos de anclaje en el nivel k del arbol.

fi =

Total de nodos en el nivel k.

Demostracion: Sea L(k) el conjunto de nodos de anclaje en el nivel k del arbol.
Considere la trayectoria de la raiz del arbol a algin vértice v € L(k). Un nodo de
anclaje no puede aparecer en estd trayectoria en el nivel j, con j < ko j >k, ya
que en ese caso v & L(k), asi que,

|A(k)| = |L(k)| - (El total de trayectorias inducidas de v € L(k)).
Teniendo en cuenta que cada nodo en el nivel k induce
(m—k)Y(m—(k+1))---(m—(m—1)) = (m—k)!
trayectorias hacia las hojas, se concluye que

[A(K)| = |L(K)|(m = k)"
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También note que el niimero total de nodos en el nivel k es (m)(m—1)---(m—
k+1)= (mmf'k), Por la Definicién 5.3 se tiene que

(m—k)!
__ Total de nodos de anclaje en el nivel k del arbol.

Total de nodos en el nivel k.
|

El teorema anterior brinda una manera de calcular la probabilidad de fallo usando
el método de enumeracion estocastica. Los pasos a seguir son los siguientes:

1. En el arbol de permutacidon, se asigna costo de uno a los nodos de anclaje
y costo de cero al resto de nodos. Se utiliza el método de enumeracion
estocéstica para estimar los costos de cada nivel del 4rbol.

2. Estimar el valor f; para cada nivel k del arbol. Esto se hace estimando el
costo del nivel k y dividiendolo sobre m!/(m —k)!

3. Una vez se tienen estimados los valores f;, calcular F;.

4. Una vez se cuenta con Fj para cada nivel k del arbol, a través de la ecuacion
(5.3), se puede calcular la probabilidad de fallo de la red.

A continuacién se muestra un ejemplo de cémo estimar D—spectra con el método
de enumeracidn estocdstica siguiendo los pasos anteriores.

Ejemplo 5.6 Considere la red R de la Figura 5.11, se utilizard el método de enu-
meracion estocdstica con B = 2 para estimar los costos de cada nivel del arbol
de permutacion. Consideré los valores de C 'y D como en el algoritmo de enume-
racion estocastica presentado en la Figura 5.3. Se inicia con raiz que tiene costo
cero, entonces, D =1, C =0.

En la primera iteracion, la raiz tiene cuatro sucesores posibles, se hace la asig-
nacién D = 4. Suponga que se elige los nodos asociados a las trayectorias (e;) y
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(e4). Ambos nodos tienen costo cero, ya que para ninguna trayectoria son nodos
de anclaje. El costo se mantiene en cero, C = 0. Asi que el valor estimado de fi
es 0.

Para la segunda iteracién, se tienen 6 hiperhijos, se hace la asignaciéon
D = (6/2)(4) = 12. Suponga que se eligen el nodo asociado a la trayectoria
(e2,e3) cuyo costo es cero y el nodo (e4,e3) cuyo costo es uno, debido a que es un
nodo de anclaje. Se tiene que el costo estimado del segundo nivel es

C=(1/2)(12) =6.

En la tercera iteracién se tienen dos hiperhijos. El valor D = (2/2)(12) = 12. Al
ser solo dos nodos se eligen ambos, el nodo asociado a la trayectoria (e;,e3,eq)
cuyo costo es cero, y el nodo asociado a la trayectoria (e;, 3, e4) cuyo costo es uno

por ser un nodo de anclaje. El costo estimado del tercer nivel es
C=(1/2)(12) =6.

Para la cuarta iteraciéon se cuenta con un solo sucesor. Se hace la asignacién
D = (1/2)(12) = 6. Se elige al unico sucesor, el cual tiene asociada la trayec-
toria (e, e3,e1,e4). El costo estimado del cuarto nivel es C = (1/1)(6) = 6.

En la Figura 5.12 de color rojo se muestran las trayectorias usadas para calcular
el costo del arbol.

Una vez se tienen los costos por nivel se pueden estimar los valores de f1, f2, f3, f4,
denotaremos por f; al valor estimado de f; y por F(i) al valor estimado de F(i).

Se tienen los siguientes resultados:

fo=0,

fi=0,

~ 6 6 1
fz:E:EZE,
-~ 6 6
e et
~ 6 6 1
A=—a =u =7
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Las estimaciones de D-spectra acumulativo son

En este caso, las estimaciones son exactas, sin embargo, es importante sefialar que
esto no siempre estd garantizado.



Conclusiones

Este trabajo ha proporcionado una visién general y accesible sobre el problema
de conteo de arboles y como enfrentarlo de manera eficiente con el método de
enumeracion estocéstica. Se han presentado los fundamentos matemaéticos y las
herramientas probabilisticas necesarias para analizar y comprender cdmo se apli-
ca el problema de conteo de arboles. Los capitulos nos han llevado desde la teoria
de gréficas hasta la presentacion de estructuras de datos y algoritmos clave, per-
mitiendo desarrollar una comprensién sélida de las diferentes técnicas de conteo
de arboles.

Se hizo un énfasis especial en el método de enumeracion estocdstica, que es una
generalizacion del algoritmo de Knuth. Este método nos permite obtener un esti-
mador de varianza cero, lo que significa que podemos confiar en que obtendremos
un costo preciso con un presupuesto adecuado. Un ejemplo de su utilidad es contar
el nimero exacto de trayectorias entre dos vértices de una gréifica. Sin embargo,
es importante destacar que este método no es la forma mds 6ptima de realizar es-
te cdlculo. Hasta ahora, no se ha encontrado un algoritmo éptimo conocido para
resolver este problema.

Como trabajo a futuro, se planea implementar los algoritmos en un lenguaje de
programacion eficiente en términos de uso de recursos y velocidad de ejecucion,
como lo puede ser, el lenguaje de programacion “C”. También se investigara las
estructuras de datos adecuadas para implementar estos algoritmos, teniendo en
cuenta los posibles ordculos que se pueden utilizar.

Un topico interesante de explorar es la relacion entre las redes bayesianas (ver
[11]) y el conteo de drboles. Se buscard comprender como estas dos dreas se co-
nectan y si existe alguna aplicacion practica de esta relacion.
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