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Introduccion

La ionosfera terrestre, al fungir como una interfase entre la atmosfera neutra y el espacio
exterior, presenta una dindmica que se ve afectada tanto por los procesos atmosféricos,
como por la radiaciéon proveniente del Sol, lo que genera un sistema con un complejidad
elevada, misma que puede dar origen a propiedades emergentes, tipicas de estos sistemas
[21] , o sistemas autorregulados.

Es este proceso mediante el cual un sistema consigue estabilizarse sin la intervencion de
un sistema auxiliar externo, el que compete al presente trabajo. Por lo cual se emplearan
herramientas de una gran diversidad de ramas del conocimiento como son la dindmica de
fluidos, la dindmica atmosférica, fisica de plasmas, enfocada a la dindmica de la ionosfera
y en sistemas de fusion controlada, asi como la teoria de turbulencia.

Partiendo de las ecuaciones de momento para un fluido débilmente ionizado y diluido,
asi como de la ley de Ohm generalizada para un fluido con resistividad despreciable, se
desarroll6 un modelo de dimensiéon 0, es decir, con dependencia tinicamente temporal,
que describe la evolucion de la energia de los flujos y campos zonales, asi como la de la
enstrofia, y la energia asociada a las fluctuaciones de origen magnético.

Lo anterior se realiz6 tomando como punto de partida las ecuaciones presentadas por
Kaladze et al. en [16], para la capa E de la ionosfera, y siguiendo el proceso realizado por
Terry, Diamond y Carreras a lo largo de multiples investigaciones [10, 7, 8, 32, 26, 2|.

El modelo obtenido permite entender de manera cualitativa y clara los papeles que
juegan cada una de las componentes que lo integran, enstrofia, £, energia del flujo zonal,
U, energia del campo zonal, Ej,, y energia de las fluctuaciones magnéticas, F 4. En este
caso, el campo zonal actiia de manera anéloga al comportamiento de un depredador sobre

las fluctuaciones magnéticas, mientras que el flujo zonal produce el mismo efecto sobre

VII



INTRODUCCION VIII

las fluctuaciones cinéticas. Por otra parte, las fluctuaciones cinéticas en si mismas generan
un amortiguamiento sobre las fluctuaciones magnéticas, con lo cual fue posible encontrar
un sistema cuya dinamica es anéloga a la de un sistema de tipo depredador presa de 3
especies, siendo las especies involucradas E4,U v &.

El trabajo aqui presentado consta de 6 capitulos, y 4 anexos, mismos que se distribuyen
de la manera siguiente:

El primer capitulo funciona como una breve, pero necesaria introduccién a los con-
ceptos basicos asociados a la dinamica de los flujos zonales, su importancia en sistemas
atmosféricos y sistemas tokamak, seguida de una revision general de las ondas principales
presentes en ambos sistemas. Posteriormente se introducen los procesos conocidos como
cascadas tridimensionales y cascadas en dos dimensiones, responsables de la interaccion
entre los fenbmenos previamente explicados, cuya informacion se condensa en la ecuacion
de Charney-Hasegawa-Mina.

El segundo capitulo brinda todos los conceptos bésicos asociados a la ionosfera nece-
sarios para la comprension del modelo. En él se discuten cuales son los origenes de las
ionosfera terrestre, su composicién y su dinamica conjunta con la atmosfera. En adicion,
se analiza en manera amplia el articulo de Kaladze et al. [16] acerca de la dinamica de la
capa E y la posibilidad de la generaciéon espontéanea de flujos y campos zonales en dicha
region.

El tercer capitulo consiste en una breve explicacion del modelo de Lotka-Volterra para
modelar poblaciones, asi como la deduccion detallada del modelo realizado por Carreras,
Diamond y Terry para explicar la transicion entre los estados de bajo y alto confinamiento
en sistemas tokamak a partir de la interaccion entre las ondas de deriva y los flujos zonales.
Dicho modelo a su vez puede ser generalizado a la interaccién entre ondas de Rossby y los
flujos atmosféricos haciendo uso de la ecuaciéon de Charney-Hasegawa-Mina.

El cuarto capitulo consiste en el desarrollo detallado del modelo, conjuntando los ele-
mentos expuestos en los capitulos anteriores, mientras que el capitulo 5 consiste en la
presentacion y analisis de resultados provenientes del analisis de los puntos de equilibrio
del sistema y las simulaciones numéricas del mismo. Por tultimo, el capitulo 6 funciona

como un cierre al trabajo, siendo esta la conclusion del mismo.



Capitulo 1

Eventos Zonales y fenémenos

ondulatorios

1.1. Introduccion

El presente capitulo disecciona por separado los elementos fisicos basicos y la interaccion
entre los mismos, con la finalidad de sentar las bases necesarias para el desarrollo adecuado
del modelo que describa la evolucion de la energia y enstrofia en la capa E de la ionosfera.

Con dicha finalidad el capitulo consta de tres secciones, la primera busca responder las
preguntas ";qué son los flujos y campos zonales? ; Como se generan?z ";En que ambientes
ocurren?". La segunda seccién busca plantear cuales son los tipos de ondas asociados
a la generacion de cascadas de energia (seccion 3), familiarizando asi al lector con las
caracteristicas principales y origenes de cada clase de ondas.

Por tltimo, la seccién tres busca dar explicaciéon al mecanismo que describe la interac-
cion entre ondas y componentes zonales, siendo estos las cascadas directa ( para flujos en
dos y tres dimensiones) e inversa (exclusivas de flujos bidimensionales). En adicion, este

capitulo hace referencia al problema de cerradura presente en las teorias de turbulencia.
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1.2. Fenémenos Zonales

1.2.1. Flujo Zonal

En el campo de la geofisica y las ciencias atmosféricas, un flujo zonal es un movimiento
de material (un flujo) confinado a bandas o "zonas"de una determinad latitud, por lo que
usualmente presentan una geometria bidimensional, en lo que en esencia se comporta como
un circulo. Sin embargo, el termino también ha sido empleado en el ambito de la fisica
de plasmas, en particular en el confinamiento magnético de los sistemas tokamak, para
referirse a la componente promedio de la velocidad del plasma en la direcciéon poloidal,
confinada en una region radial finita|6].

Los flujos zonales son estructuras bastante habituales cuando de estudios atmosféricos
se trata, como es el ejemplo de las 30 regiones de jets zonales presentes en la atmosfera
Joviana, en la atmosfera terrestre o en los océanos [24].

En el ambito de la fisica de plasmas, tipicamente los flujos zonales se refieren a fluc-
tuaciones del campo eléctrico de frecuencia 0 y con nimero de onda radial finito [15], sin
embargo, existe una generalizacion del modelo, los modos actusticos geodésicos o GAMs
por sus siglas en inglés [24]. Se trata de flujos poloidales simétricos que en general se aso-
cian a un caso extremo de una celda convectiva oscilatoria. Sin embargo, es dicha simetria
azimutal la que evita que los mismos encuentren una fuente de energia proveniente del
gradiente de funciones como la temperatura, la densidad de particulas, etc. Por lo que se
requiere de un fenémeno de cascada inversa para sustentar de energia al flujo |7, 15].

Los flujos zonales son cruciales dentro del marco de los plasmas confinados magnética-
mente, debido a que cizallan el flujo E x B, distorsionando las ondas de deriva, estabilizando
el confinamiento [7], lo que a su vez permite decir que el flujo zonal es un ensamble de
flujos cizallados que regulan las fluctuaciones debidas a las ondas de deriva.

En general, se asume que los flujos zonales tienen una longitud de onda grande compa-
rada con la escala de la turbulencia, lo que permite describir la interaccién entre las ondas
y el flujo zonal en términos de una sistema de ecuaciones en diferentes escalas, lo que a su
vez conserva la accion de las ondas en el espacio fase.

Existen tres caracteristicas que hacen que los flujos zonales resalten por encima de
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otros modos vibracionales de numero de onda en la direccién toridal, n, pequena:

1. No presentan apantallamiento por parte de los electrones de Boltzmann, como lo

hacen los modos de deriva, por lo que tiene un inercia efectiva menor.
2. Los modos n =0y k = 0 son modos de minimo amortiguamiento de Landau.

3. Son incapaces de producir perturbaciones E x B.

Un ambiente donde es natural que aparezca la presencia del flujo zonal es en el estudio
de la turbulencia bidimensional, que en ambientes atmosféricos puede estar descrita por

la ecuacion
V2
ot

9
ox

+v -V (V) + B =f+D (1.1)

con 1 una funcién de corriente, tal que, v = z x V1, la velocidad [24], es decir, se
trata de un potencial cuyas derivadas espaciales dan origen al vector de velocidades. Por
otra parte, se ha mostrado que los flujos zonales pueden ser excitados debido a otro tipo

de ondas, como las de Alfvén, tal como explica Shukla [30].

1.2.2. Campos Zonales

Debido a la interaccion entre ondas electromagnéticas, como son las ondas de Alfvén,
y los flujos zonales, puede surgir una nueva propiedad emergente, un campo magnético
intenso [12]. Para el plasma ionizado débilmente de la capa E de la ionosfera, lo anterior
puede suceder siempre que el producto k. k, By, sea diferente de 0, tal como se explica en
[16], donde k,, k, son el numero de onda en las direcciones z, z respectivamente, By, es el
campo geomagnético y [ es la variacion del parametro de Coriolis (ver capitulo 4.3 para
su definicion).

Para que este tipo de estructuras surjan a partir de la interacciéon entre ondas, es
necesario considerar la existencia de ondas de bombeo, mismas que se acoplan con los

campos y flujos zonales mediante las cantidades perturbadas [12, 29|.
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1.3. Fen6émenos Ondulatorios

1.3.1. Ondas de Deriva

Las ondas de deriva vienen asociadas a las no homogeneidades en el medio [11], su

deduccion se realiza a partir de las siguientes suposiciones:

1. Los gradientes se encuentran en la direccion z, esto indica que la energia libre se

acumula en esta direcciéon para el sistema. Tal es el caso de la densidad del plasma,

p-

2. Las perturbaciones en la direccion y, z son sinusoidales i = noexp[—iwt + ik - r|. Lo

anterior implica que el vector de onda, k, tenga componentes en la direccion y y z.

3. Se emplea una aproximacion local a las inhomogenidades para obtener la relacion de

dispersion
4. B= Bz, E=-Vo.
5. T = cte. y los iones se consideran frios.

6. Se considera que la longitud de onda de las ondas, A < Ly, con L;! = (1/ng)(dng/dzx)

la escala de las variaciones de densidad .

7. W <K ke, con vy, la velocidad térmica de los electrones. Bajo dicha suposicion,
los electrones se comportan adiabaticamente lo que permite que las perturbaciones,

n, tengan la forma

Considérese ahora las ecuaciones de continuidad y momento para los iones,

P = V- (ng¥;) =0,

ov; mizvq)—i_ miicﬁ}i X BO)

ot

Con lo anterior, se pueden encontrar las componentes de la velocidad
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Vi =i (2 x k) D+ 52k, ®,

ek

m;w

@iz =
En el régimen de frecuencias bajas, el segundo termino es despreciable, por lo que combi-

nando con la ecuacion de continuidad se encuentra

m_<%_k3Te>e@

no w  mw?) T,

ky Te . . . . )
con w, = k,vyg = —24=<— y vy la velocidad de deriva. Considerando la quasi-neutralidad
Y 0 mchan 0

del plasma e igualando las perturbaciones en la densidad de los iones y electrones se tiene
la relacion de dispersion

w? — ww, — k22 =0,

caracteristica de las ondas de deriva.

1.3.2. Ondas de Alfvén

Se trata de ondas de baja frecuencia que aparecen en un plasma magnetizado, cuya
resistividad es cercana a cero. La ondas de Alfvén tienen dos efectos, uno de compresion y
uno de cizalla [25].

Para considerar el efecto de cizalla , la ecuacién de momento que describe al plasma es

OV,

m—— = j X B
P ot J

En general, la evoluciéon del campo magnético esta dada por

OB
7 = (B V)V = (Vi - V)B =B (V- vy)

Considerando un fluido incompresible, homogéneo y con B = Byz + BX v V,,, = 0,%, con
las variables con tilde perturbaciones de tipo ondulatorio. Con esto se encuentra que las

ecuaciones linealizadas son
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_ Bo 9B
o Oz

i
Pm 5

9By _ p 0%
o = Doy

El cual es un sistema de ecuaciones diferenciales acoplado, mismo que se puede des-

acoplar derivando la primer ecuacion respecto al tiempo y la segunda respecto a z para

obtener la ecuaciéon de la velocidad, y lo opuesto para obtener la ecuacién para el campo,

con lo cuél se tiene

(5 —v32:) 0 =0
(g—; - vi%) B, =0

Las cuales son ecuaciones de onda, cuya solucion puede escribirse como n = nsin[k, (z+
vat)], con va = (B2/popm) la velocidad de fase de las ondas, conocida como velocidad de
Alfvén.

Este tipo de ondas conservan el volumen entre las lineas del campo magnético, por lo
que el mecanismo que da origen a estas ondas es una tension de magnitud igual a 2 veces
la presion magnética, por lo que v4 = /T /pm, con T la tension sobre las lineas de campo
magnético.

En el caso de las ondas compresionales, las mismas viajan en la direcciéon del campo

magnético comprimiéndolo. Si la presion del gas es mucho menor que la presion magnética,

la velocidad de fase es la de Alfvén, en caso contrario, la velocidad de propagacion es

vy = /U4 + 2.

1.3.3. Ondas de Rossby

Las ondas de Rossby son las ondas de larga escala mas importantes para la meteorolo-
gia, su longitud de onda es tal que se les denomina, ondas planetarias. Pueden entenderse
como propagaciones de la vorticidad en una linea cerrada presentes en las parcelas de un
fluido, alineadas a lo largo de un circulo de latitud constante. Se trata de un movimiento de
conservacion de vorticidad absoluta, ya que existe debido a las variaciones del parametro
de Coriolis, 3, con la latitud, para atmosferas barotropicas de profundidad constante y

viscosidad despreciable, mientras que en atmoésferas baroclinicas, se debe al gradiente del
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potencial de la vorticidad isoentrépico [13].
Considérese la ecuacion de vorticidad barotropica para un plano en latitud media

(8 0 0

azf—l—uzam—i-uyay)C%—ﬁv:O,

Si asumimos que las velocidades son las zonales mas una perturbacién pequena, se tiene

que
J—— Y] — — aay aﬁz — !
Ug = Uy + Ug, Uy = Uy, C_W_ay_g
Ahora se define a la funcién de corriente v)’, tal que
oo o o oY
Uy = — Oy’ Uy = 3

con lo cual ¢’ = V*/, con lo que la ecuacién de vorticidad toma la forma

o 0N, O

Se supone una solucion de la forma ¢ = Re[Vexp(i¢)], con ¢ = k,x + kyy — wt, con
ks, k, los nimeros de onda en las componentes zonal y meridional. Con lo anterior, la

ecuacion puede ser linealizada, con lo cudl se tiene
(—w+ku)(—k2 — k) + kB =0

lo cual lleva a ,

w = uk — Bk/(k2 + k) (1.2)

con lo que en el limite donde el flujo promedio puede despreciarse y k, — 0 ,a velocidad de
fase ¢ = w/k, = —B/k? , lo que implica que las ondas de Rossby se mueven en direccion

este respecto al flujo zonal y son ondas dispersivas.
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1.3.4. Resumen de Ondas
Comparativa entre ondas

Tipo  de | Deriva Alfvén Rossby
Onda
Origen Inhomogenidades| Plasma Magne- | Variaciones en el

en el medio tizado con resis- | parametro de co-

tividad 0 riolis

Ecuaciones | Perturbaciones Ecuacion de | Vorticidad Baro-
Basicas para los electro- | momento y | topica

nes, y ecuaciones | ley de Ohm

de momento y | Generalizada

continuidad

para iones
Relacion wW—ww,—k*c? = | w? = lf;’f/c (—w+ku)(—k*—
de Disper- | 0 )+ kB=0
sion

1.4. Elementos de Teoria de Turbulencia

8

1.4.1. Cascada en 3D

La idea del fenomeno indica que la energia se inyecta a un sistema a gran escala,
dando origen a torbellinos mas pequenos, es decir, la energia pasa de una mayor a menor
escala variando de forma local, esto resulta en el escalamiento de Kolmogorov [24|. Para
su deduccion, se seguira lo desarrollado por Parker [24] ; se parte de las ecuaciones de

Navier-Stokes para fluidos incompresibles.

%+V-VV=—V])+VV2V,
V-v=0.

En adicion, es necesario realizar 3 suposiciones:
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1. La turbulencia es homogénea e isotopica estadisticamente.
2. La energia fluye localmente en el espacio de las k = E(k) = f(e, k)

3. Existe un rango inercial en el espacio de las k donde la turbulencia no sufre efecto

por forzamientos de escalas largas ni de viscosidad a pequenas escalas,

Si la energia se inyecta a una tasa € en el fenémeno de mayor escala, entonces, ya que
la energia fluye de manera local en el espacio de las k y no se disipa hasta que llega al
dominio de la viscosidad (escalas pequenas), en el estado estacionario estadistico, el flujo
de energia debe ser igual a €, hasta que se disipa al acercarse al régimen de la viscosidad.

Por otra parte, en el estado intermedio la turbulencia no puede depender del numero
de onda en la region de forzamiento o en la regiéon viscosa, sino sélo de la escala k y €. Lo

anterior se puede expresar como la de advecciéon en el espacio de las k.

OE(k,t) 9 (Ak B
T + % <AtE(k,t>> = E(S(k — kf)

La ecuacion representa una conservacion local, la cual considera los efectos de forza-
miento debidos al fenémeno a gran escala, pero no a la disipacion, y puede considerarse
como una variacion de la ecuacion de Fokker-Planck, misma que predice la evolucion de la
densidad de probabilidad de una variable a lo largo del tiempo. Aqui, el coeficiente Ak /At
es la velocidad de deriva en el espacio de las k y es vélida para & > k¢, donde k¢ es el
numero de onda en la escala de forzamiento.

Por otra parte el At se conoce como el tiempo de correlacion no lineal o eddy turnover
time 13, , que se define como el tiempo que le toma a un elemento de fluido de velocidad
v en atravesar un vortice de tamano [ ~ k7!, es decir

! L, F /
Th = -, COM JU; = E(k)dk" ~ kE(k).

Vi k/2

Para un k fijo, 7, esta dado por

T ~ L ~ L3212 /3 -2/3
k”Uk
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va que por andlisis dimensional € ~ vik. Por otra parte, a partir de la ecuacion de
Navier-Stokes la escala de tiempo para un proceso que ocurre en un medio con viscosidad
v, en términos de k es
1

v
e p—
F k2

Por lo cual, la dindmica se ve dominada por el proceso mas rapido, es decir, la disipacion
se vuelve importante para k,, donde 77/ = 7. Para k < k, la inercia domina, mientras que
k > k, el efecto de la viscosidad es el dominante, a su vez esto da un estimado para la

escala de viscosidad o de Kolmogorov

la tasa de disipacion es E = (vv - V%v) . Sin embargo, para escalas de Kolmogorov
V ~ k, encontramos que

- 27.2 374
E~vuk, ~ vk, ~ €

de aqui se obtiene que la disipacién es independiente de la viscosidad y ocurre siempre a

escalas pequenas.

1.4.2. Cascada y Cascada inversa 2D

Al igual que en la cascada en tres dimensiones, las propiedades que dan origen a los
fendbmenos de cascada son la aleatoriedad, debida a la naturaleza no determinista del
flujo turbulento, y la no linealidad convectiva, derivada de la interacciéon no local de las
diferentes velocidades en el fluido de interés [5]. Ambas cascadas comparten un fenémeno
caracteristico, el mezclado debido a las interacciones cadticas y autoinducidas existentes
entre los elementos del flujo turbulento, sin embargo, las cascadas en 2D muestran dos
componentes, una cascada de enstrofia que va de la escala grande a la de menor escala, un
espectro similar de energia y un flujo de energia inverso de escala pequena a gran escala
[5, 24] . En general, este tipo de turbulencia aparece en flujos incompresibles de la forma
u(z,y) = (ug, uy,0) = V x (1pz), donde el nimero de Reynolds es alto, siendo este hecho

responsable de la casi conservacion de la energia, una de las caracteristicas mas peculiares
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de la turbulencia bidimensional.

Las tres hipotesis que dan soporte al sistema son:

1. La enstrofia pasa de manera continua hacia las estructuras de escala pequena, donde

es destruida.

2. La energia se distribuye de manera constante en el tiempo en los torbellinos (estruc-

turas turbulentas).

3. La energia cinética se envia de las estructuras de pequena escala hacia las de gran

escala.

En este esquema de turbulencia se considera que el forzamiento de los torbellinos
ocurre en una escala de nimero de onda intermedia. Considerando isotropia y homogenidad
estadistica se encuentra que el espectro de energia en la cascada inversa es E(k) = €/3k=°/3,
con € el flujo de energia en el espacio del nimero de onda, mientras que el espectro de
enstrofia de la cascada directa es E(k) = n*3k=3, con n el flujo de enstrofia en el espacio

del nimero de ondas [24].

1.4.3. La Ecuaciéon de Charney—Hasegawa—Mima

De acuerdo a lo expuesto por Shivamoggi [28], la ecuacion de Charney-Hasegawa-Mina,
es similar a la ecuacion de Euler para fluidos incompresibles. Sin embargo, el fluido descrito
por la misma puede moverse a lo largo del eje de rotacion (en el caso de fluidos geofisicos)
o seguir el movimiento de deriva de los electrones originado por la presencia de un campo
magnético ( plasmas de fusion). Se trata de una ecuacion que describe la evolucion de la
funcion ¢ (x,y, z,t) que representa a la funcion de flujo ( en ambientes geostroficos) o el

potencial eléctrico (en fisica de plasmas)

0 9 oY oY 3V2¢ oY 8V277/J B
5 (V¥ FY) B 5 "5y o "

con (B la derivada en la direcciéon norte-sur del parametro de Coriolis o el cociente en-

tre la presion del plasma y la presion magnética. Esta ecuacion presenta dos invariantes
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cuadraticos, la energia (F) y la enstrofia (Q), tal como expresa Connaughton et al.[3].

E =3 [[(VY)* + Fy’ix,
Q = 3 [la — Byldx,

ademas, la misma cuenta con un término lineal que permite que el sistema soporte el
movimiento de ondas. A su vez, posee un limite débilmente no lineal, lo que en conjunto
permite que el sistema se comporte como un conjunto de ondas que sufre perturbaciones

débiles, pero cuyo efecto acumulativo puede dar origen a un flujo zonal.

1.4.4. El problema de la cerradura

Es bien sabido que cualquier teoria de turbulencia debe trabajar con cantidades esta-

disticas [5], por ejemplo, puede tomarse una ecuacion de la forma

v
Mo = F(v), (1.3)

es decir, la ecuacién de momento. Sin embargo, el comportamiento de v puede ser cadtico
y complejo, por lo tanto, en ocasiones es preferible enfocarse en el comportamiento de (v)
o (|v|?*), debido a que estas cantidades son reproducibles y bien comportadas. Es por este
motivo que ahora resulta necesario desarrollar una serie de ecuaciones que describan a

dichas cantidades, de tal manera que las ecuaciones resultantes tengan la forma

0
— [ propiedad estadistica de u] = F(otras propiedades estadisticas de u).

ot

y por lo tanto, estan acopladas entre si. Sin embargo, existe un problema en el desarrollo
de este tipo de ecuaciones, debido a que siempre existen més variables estadisticas, que
ecuaciones en el sistema. Es decir, se tiene una cadena de ecuaciones ligadas unas con
las otras, llamada jerarquia de ecuaciones, que seguiran de esta manera hasta el infinito,
motivo por el cual se debe romper la cadena para cerrar el sistema de ecuaciones. A
esto se conoce como el problema de cerradura. Este problema se deriva de los términos

no lineales existentes en el lado derecho de la ecuacion 1.3, por lo que es necesario hacer
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suposiciones heuristicas acerca del sistema basadas en informaciéon adicional de algtun tipo,
con la finalidad de romper el acople en algin nivel . Es este proceso el que se conoce como

cerradura.

1.5. Conclusiéon

Como se explico, la naturaleza de los campos zonales evita que este tipo de estructuras
obtengan energia de fuentes diferentes a la cascada directa y cascada inversa, lo que provoca
un intercambio continuo de energia entre las fluctuaciones y las componentes zonales. Una
forma de estudiar este tipo de sistemas consiste en separar las ecuaciones en escalas, la
primera que describe el comportamiento promedio del fluido y la segunda, que describe
las fluctuaciones del mismo. Lo anterior hace necesario introducir alguna cerradura de
origen empirico que permita la existencia del mismo numero de variables y ecuaciones en
el sistema. Es asi que los péarrafos anteriores resumen el tipo de sistemas que se abordaran
en el modelo desarrollado en el presente trabajo y cuya descripciéon completa aparece en

el capitulo 4.



Capitulo 2

La lIonosfera

2.1. Introduccién

El presente capitulo busca brindarle al lector la informacion necesaria sobre el medio en
el cual se dan los fendmenos que se utilizan en el capitulo 4 , para lo cual se hace una revision
breve de la ionosfera terrestre, explicando las peculiaridades, origenes y composicién de
cada una de las capas que la componen y cémo se relacionan con la dinamica atmosférica.

En adicién, se incluye una seccion haciendo referencia a los fenémenos ondulatorios
presentes en esta peculiar capa de la Tierra, lo que conduce al modelo de Kaladze et al
[16], que confirma la viabilidad de que se desarrollen campos y flujos zonales en la capa E

de la ionosfera.

2.2. lIonosfera y su Relacién con la Atmoésfera Terrestre

Se puede definir como ionosfera, a toda capa de gas parcialmente ionizadas, que contiene
un numero importante de iones y electrones con energias por debajo de 1leV, pero en
cantidades que permiten considerar estudiarlos como fluidos cuasi-neutros. Estos iones se
generan debido a la irradiancia XUV proveniente de los fotones solares, que ionizan Ny y

O, principalmente. [18, 27, 22|.

14
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Estas capas rodean a cuerpos planetarios, algunos satélites naturales y hasta cometas.
Puede considerarse como una interfase entre el objeto y el espacio, motivo por el cual, el
estudio de estas regiones es una rama en si misma de las ciencias espaciales, ya que ni la
cantidad de gas neutro ni la presencia de iones puede ser despreciada. En adicion, debido
a su ubicacion, las ionosferas presentan un acoplamiento con las atmosferas planetarias,
asi como con las magnetosferas, motivo por el cual esta region es del dominio tanto de
ciencias atmosféricas como de las ciencias espaciales y la fisica de plasmas [18, 4, 27]. .

En el caso del planeta Tierra, esta capa fue propuesta en 1902 por Kennelly y Heaviside,
para explicar porque era posible transmitir ondas de radio a través del Océano Atlantico.
Sin embargo, fue verificada hasta 1925 por Appleton y Barnett[19].

Por su parte, la atmosfera terrestre presenta un perfil de temperatura el cual permite
clasificarla en diversas regiones, por ejemplo, la Troposfera que concentra alrededor del
80 % de la masa presente en la atmosfera, y llega hasta los 10 a 15 km sobre el nivel del
mar, en general la temperatura tiende a disminuir a un ritmo de 7 K/km respecto a la
temperatura superficial [18, 4].

Una vez que se alcanza la Tropopausa, la temperatura comienza a aumentar, indicando
la entrada a la Estratosfera, misma que llega hasta los 50 km de altura. En esta region, la
capa de ozono absorbe una parte de la radiacion UV proveniente del Sol [18, 4].

Posteriormente, la temperatura desciende de nuevo tras cruzar la Estratopausa, dando
paso a la region conocida como Mesosfera, aqui, el enfriamiento radiativo, es decir, la
emision de energia en forma de radiacion térmica, crea una disminucién de temperatura de
hasta 130 K, hasta llegar al minimo conocido como Mesopausa, en esta region se comienzan
a crear nuevas especies quimicas interactuantes 18, 4].

A los 90 km inicia una capa conocida como Termosfera, en la cual, los fotones con
energias correspondientes a rayos X son absorbidos, incrementando la temperatura de la
region hasta los 1000 K. Sin embargo, su composicién es uniforme debido a miltiples
mecanismos de turbulencia, lo que da origen a la Homosfera. Los mecanismos de mezcla
se vuelven casi inexistentes al pasar la Turbopausa, que es la regiéon a partir de la cual la
difusion molecular es el mecanismo de mezclado principal, por lo que a mayores alturas

se generan estratos dependiendo del gas; a esta capa se le conoce como Heterosfera. Su
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Figura 2.1: Capas de la lonosfera

composicion principal son Ny, Oy, Ar y CO, [18, 4, 27].

En contraste, la ionosfera no presenta un comportamiento tan bien definido a lo largo
del dia, esta capa es susceptible a la interaccién con el Sol, principalmente debido a que
su estructura en capas se encuentra directamente asociada a la penetraciéon de los fotones
de diferentes energias, mediante el proceso de foto-ionizacion, mecanismo mediante el cual
se generan iones a partir de particulas neutras debido a la interaccién con fotones de altas
energias [19, 22, 27, 18]. La division de la ionosfera se asocia directamente a la densidad
de iones, esta se ve afectada por el incremento en la densidad de la atmosfera con la
disminucién de la altitud y latitud, las variaciones del flujo solar y la difusion de los
fotones en el medio [4, 18, 19|. Dicha division se encuentra esquematizada en la figura 2.1

Historicamente la capa E recibe su nombre debido a que E fue el vector empleado
por Appleton para designar el campo eléctrico de la onda descendente tras ser reflejada.
Se encuentra ubicada entre los 90 y 150 km, las especies de iones encontradas en esta
region son Nt y O . Ocasionalmente aparece una ionizacién anémala durante el verano y
presenta densidades muy superiores a las tipicas de la capa [4, 18, 19].

La capa F se llama asi debido a que fue detectada por encima de la capa E, en esta capa
se encuentra la concentracion maxima de iones, y se divide en capa F'1, que se posiciona
entre los 150 y 210 km siendo una capa diurna y F2, que inicia a partir de los 210 km y

se mantiene constante durante el dia, esta se ubica entre los 150 y 500 km de altura y su
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concentracion principal es O [19, 4, 18|.
La capa D recibe su nombre ya que se encuentra por debajo de la capa E, se extiende
de los 60 a 90 km, y se le considera una capa diurna debida a que durante las noches su

espesor es casi 0 [4].

2.2.1. Fenomenos Ondulatorios en Ambientes Ionosféricos

En el articulo de Kaladze [16] se establece que el enriquecimiento de particulas cargadas
en el gas poco ionizado de la capa E incrementa la variedad de ondas planetarias de ultra
baja frecuencia presentes en el medio. Por otra parte se menciona que la interaccion entre
la corriente inducida y el campo geomagnético, en adicién a su cambio latitudinal, modifica
la dinamica de las ondas de Rossby en la capa E. A este tipo de ondas se les denomina
ondas de gradiente hidromagnético (HMG) y se acopla con las ondas de Rossby debido al
efecto Hall.

Existe un tipo de onda adicional que toma en cuenta el gradiente norte-sur de la
componente vertical del campo geomagnético y la corriente Hall. Este tipo de onda tiene un
campo dinamo-eléctrico E; = v X By y se les conoce como ondas de Rossby magnetizadas
(MR), diferenciandose de las HMG | en que las primeras son més rapidas. Ambas son onda
planetarias de escala grande y periodo largo. La rapida tiene una velocidad de 100m/s y
la lenta de 10m/s similar a los vientos ionosféricos.

Por otra parte, el efecto Hall y las inhomogenidades en el campo geomagnético gene-
ran perturbaciones electromagnéticas (EM) de larga escala que se propagan a latitudes
medias. Sus oscilaciones para modos rapidos se asocian a los electrones congelados en el
campo geomagnético y son las responsables de la generacion de un campo eléctrico vortical
conducido por la deriva de los electrones. Estas ondas se propagan contra el flujo zonal
promedio en la capa E, con una velocidad de fase |cg| ~ 1 — 20kms™! y una frecuencia
w =~ k,cp, que puede cambiar en un orden de magnitud debido a las variaciones diurnas.
Presentan periodos de entre 4 minutos a 6 horas. Las ondas planetarias EM generan pul-
saciones magnéticas que van de los 20 a los 800 nT" por encima del campo magnético, y se
les conoce como ondas de Khantadze por su descubridor.

El acoplamiento entre ondas de Alfvén y las de Rossby fue probado, y muestra la posible
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existencia de un conjunto espacialmente aislado de estructuras vorticales en la ionosfera

terrestre [17].

2.3. Flujos y Campos Zonales en ambientes ionosféricos

y planetarios

2.3.1. Modelo de Kaladze

Retomando el articulo publicado por Kaladze en el 2013 [16] se consider6 que el pa-
rametro de Coriolis y la componente vertical del campo geomagnético producen ondas
electromagnéticas en el gas poco ionizado de la ionosfera y se llamaron eigenmodos de
Rossby-Alfvén-Khantadze. A amplitudes finitas estas ondas no lineales dan origen a un
flujo zonal de cizalla y una variacion zonal del campo magnético fluctuante.

Se sabe que los flujos zonales se generan debido al esfuerzo de Reynolds generado por
las onda de Rossby de amplitud finita, mismas que se propagan a lo largo de los paralelos
y cuentan con simentria azimutal. El equipo de Kaladze observo que en la ionosfera las
ondas de Rossby magnetizadas son las que generan el esfuerzo de Reynolds en la capa E,
cuya contraparte magnética también se conoce como tensor de Maxwell [25].

Si existe un flujo de cizallamiento junto con una fuente de turbulencia, el flujo suprime
la turbulencia, esto debido a que el efecto del flujo de cizalla en la estabilidad lineal deforma
las eigenfunciones. Este es un mecanismo clasico de la supresion de la inestabilidad por
cizallamiento [9].

En general la deformacién ocurre de manera tal, que la longitud de onda se reduce en la
direccion del gradiente de presion, por lo que el crecimiento lineal se reduce, lo que quiere
decir que los modos fundamentales, que tienen el crecimiento méas grande, se acoplan a
los pequenos que son mas estables. Usualmente aparece en segundo orden respecto a la

velocidad de cizalla.
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2.4. Conclusion

La diversidad en fuentes de ionizacién, mecanismos de mezclado, diferencias de tem-
peratura y presion, aunadas al movimiento de rotaciéon de la Tierra, hacen a la ionosfera
terrestre un ambiente propicio para la excitacion de inestabilidades y oscilaciones, mismas
que pueden acoplarse entre si dando origen a fenémenos como los campos y flujos zonales.

En particular, en la capa E se ha demostrado que ambos fenémenos pueden aparecer de
manera espontanea, lo cual brinda un primer indicio de la posible existencia de un sistema

autorregulado entre fluctuaciones y componentes zonales en dicha region.



Capitulo 3

Modelos de tipo Depredador-Presa

3.1. Introducciéon

Los modelos del tipo depredador-presa permiten prever la evoluciéon de dos poblaciones
que interacttian entre si a lo largo del tiempo. Con esta premisa, la idea puede extrapolarse
a otras areas de la ciencia, como la fisica. Por esta razon, el objetivo de este capitulo es
proporcionar un breve recuento de los modelos de esta indole, comenzando con el primero
que existio, conocido como el modelo de Lotka-Volterra. Posteriormente, se abordara el
modelo analogo desarrollado por Carreras, Terry y Diamond en el contexto de los plasmas
de fusion nuclear confinados magnéticamente como los tokamaks, para describir la evolu-
cion temporal de la energia contenida en los campos zonales y las ondas de deriva. Este
modelo, a su vez, se generaliz6 para la interaccion entre flujos zonales y ondas de Rossby,

siendo aplicable a ambientes atmosféricos.

3.2. Lotka-Volterra

El planeta Tierra, al igual que el resto de planetas del sistema solar, presenta una gran
variedad de fenémenos y factores interactuantes entre si. Sin embargo, son los organismos
vivos, sus interacciones inter e intra especie y con las diferentes esferas del planeta una de
las mayores peculiaridades de dicho cuerpo celeste.

Por ejemplo, los seres vivos presentan diferentes tipos de interaccion, siendo una de

20
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las mas comunes y basicas encontradas en el reino animal la depredacion, en la cual, una
especie funge como fuente de alimentos para un depredador. Esta relacion es la base de
las redes troficas.

Uno de los modelos matematicos més simples desarrollados para el estudio de estas
interacciones es el modelo de Volterra 23], cuya finalidad era la de explicar el comporta-
miento de algunos peces. El modelo consta de un par de ecuaciones diferenciales ordinarias

acopladas.

N — N(a — bP),
;; (a ) (3.1)
4 — P(cN —d),

con N(t) = N la poblacion de presas y P(t) = P la poblacion de los depredadores, a
la tasa de reproducciéon de las presas, b la tasa de depredacion de los depredadores sobre
las presas, ¢ la tasa de reproduccion de las presas en presencia de alimentos y d la tasa de
mortalidad de las presas debido a la competencia entre individuos de la misma especie.

Es debido su simpleza por lo que se emplea como primera aproximacion para describir
fen6menos cuya evolucion temporal presenta un acoplamiento mutuo, tal es el caso de las

fluctuaciones y los campos zonales en sistemas tokamas, [10, 9, 15, 31] .

3.3. Sistemas Tokamak

En los plasmas toroidales, los flujos con cizalla han resultado jugar un papel importante
en la transicion de regimenes de confinamiento de modos bajos a altos. Es debido a esto
que Carreras, Terry y Diamond [2, 32, 10] propusieron un modelo simple que describe
la interaccion entre ondas de deriva de gran longitud de onda en presencia de un flujo
cizallado poloidal, es decir, un flujo zonal con simetria azimutal.

Para el desarrollo del modelo se considero el conjunto de ecuaciones planteado en [32],
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que es el siguiente:

0 ) - 9 P
o+ up(@) gy + gy + iy, = 0
— Er _ 1 o)
Ue = By ~ ByZen; oz Pi — <uyi>7 (3 2)
Duy; o .
%Lff/ L= _8%0<um'uyi> — fro(Uyi),

Op; 9 _ D
ot +%Ql_—Pl

La primera ecuacién es una ecuacién de conservacion que describe las fluctuaciones turbu-
lentas, &, incluyendo el flujo y presion de los iones (a través de la velocidad ug), denotados
por el subindice 7, con o¢ la fuente de las fluctuaciones. La segunda, cuyo origen se da a
partir de la ecuacién de momento para los iones, brinda la definicion de la velocidad de
deriva eléctrica, que es un flujo poloidal E x B con cizalla en la direccion radial (x), que
como vemos, depende de la velocidad promedio en la direccién y, denotada por (u,,;) y del
gradiente radial de presion. La tercera ecuacion, obtenida de la ecuacion de momento de
los iones promediada sobre las fluctuaciones, describe la dinamica del flujo promedio de
los iones, mientras que la cuarta es la ecuacion que describe la presion, con Q; = (tu;p;) el
producto correlacion de las fluctuaciones del flujo de iones y la presion y P, una entrada
externa de densidad de potencia para los iones.

Cuando el termino asociado al tensor de Reynods es mayor en magnitud que la presion
de los iones, los términos asociados a la presion son despreciables, es posible realizar un mo-
delo de bifurcaciones en la region de transicion de bajo confinamiento a alto confinamiento
(transicion L-H, por sus siglas en ingles) [10].

El modelo desarrollado parte de 3 suposiciones, la primera es que la inestabilidad
subyacente son los modos fuertemente disipativos de los electrones atrapados. La segunda
consiste en asumir que el amortiguamiento paralelo es colisional, y la tercera considera
kips < 1, con lo que la principal fuente de interacciones no lineales provienen de la no
linealidad E x B. Ademas, se consider6 una geometria de placa cizallada, con lo que las
cantidades varian a lo largo de la direccion radial.

Para obtener una ecuacion que describa la evolucion de la energia es necesario con-
siderar que el crecimiento no lineal resulta del balance entre el crecimiento lineal de la
energia 7y y la interaccién con diferentes helicidades, que puede representarse como un

termino difusivo D = p2c Yy k| /nol?Tr_p , con ¢, = /Teo/m; la velocidad del
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sonido,ps = ¢,/€); el radio de Larmor, ks el ntimero de onda poloidal y T'y_j el tiempo
de correlacion efectivo respectivamente, que es proporcional al cuadrado de la densidad
de las fluctuaciones E := |fig/no|?. Por otra parte, debido a la presencia del flujo zonal
cizallado, Diamond y Terry en 1994 mencionan que es necesario introducir un término de
ruptura kgu'x que debe ser invariante ante transformaciones x — —x,u’ — —u’, por lo que
concluyen que el amortiguamiento debido al flujo cizallado debe ser proporcional a |u'|?,

con lo cual se plantea que la ecuacion que describe la evolucion de E es:

;‘f =vE — a1 E* — auUE, (3.3)
con el primer término describiendo la inyeccién de energia, el segundo la transferencia a
otros modos de oscilaciéon inestables y el tercero representando la supresion debida a la
presencia del flujo zonal, siendo U = (|u'[?).

Para obtener una ecuacion que describa la evolucion de U se toma la derivada radial
de la tercera ecuacion presente en la ecuacion (3.2), se multiplica por la derivada radial
del promedio del flujo poloidal y se le aplica una cerradura a los términos del tensor de
Reynolds, misma que se sustenta en [2]. En dicho articulo se plantea que la ecuacion para
la descripcion del flujo de iones considerando que no existe deriva E x B, es:

- 2
%Z;i - p12 (1+ K202 = 22 e izm + i%’p]{;@'m —0,

S S

con A = psi/(Ls/Ly)(Vi/wse), el ancho del modo lineal, cuya solucion se da en términos

de los polinomios de Hermit, es decir

fig(7) = nH;(/ogpz)exp(—apr?/2),

con a2 = i/A% . Al sustituir en la ecuacion la relacion de dispersion resultante es:

W

T 1+ k2

144 |wck2p?

. QD s"Vyls

*e 2 + 1
(UJ +Zky 0 ( l ) \/§ I/ng

El primer término, representa la frecuencia de las ondas de deriva, el segundo es la tasa
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de crecimiento, y el tercero representa el amortiguamiento debido a la cizalla magnética e
induce un desfasamiento de la frecuencia.

Ahora, si se considera un flujo zonal en la direccién y de la forma

(uyi(2))r = (uyi(0))r 4 21y (0)) .

Se aprecia que el primer termino s6lo introduce un desfasamiento Doppler en la frecuencia
(we = ky(uy;:(0))r), mientras que el segundo, que involucra el flujo cizallado, modifica la

forma de los modos propios de la ecuacion, con lo que la ecuaciéon resultante es

62ﬁi 1 2 Wi =~ . g2 ~
522 E (]- + kyps - 76) ng — Zrink'}_

w

’ 2
ky<ugl()g)>kx + ZD&;OpI;y 'ﬁk — O7
con @ = w — wg. El término del flujo zonal, rompe la simetria del potencial, de igual

manera, el término xzu es una invariante ante transformaciones r — —x, v’ — —u/, asi
como el resto de términos del potencial, motivo por el cual, el efecto de la cizalla no depende
del signo de u'. Ademas, el ancho de la frecuencia se modifica como Ay = plwv; L /c2k2,
por lo que es conveniente definir una nueva variable S := w,/w = k,(u,(0))rAr/@, que

representa el efecto de cizalla del flujo. Con lo anterior y completando cuadrados para S

y x se tiene

82'flk .1 - ARS 2,
922 ZAi (x +1 202 ng

1 22 wee _  Doky | ARSTY L
pg<1+kps S T i ng =0

Yy w
cuya solucion es la misma que en el caso donde no se consideré la presencia del flujo zonal,
salvo un término de corrimiento & = A3S/2p% que es proporcional a la frecuencia de

cizalla, que induce un término estabilizador. La solucién para [ = 0 es

. _ .
Ng = Noexp (1\7; é%) exrp (M%(y - fk)2> exp (M;/V,?(y + fk)2> )

con la segunda exponencial representando la envolvente gausiana, y la tercera una propa-

gacion enriquecida de ondas debido al flujo zonal. Con lo anterior, la relacién de dispersion
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que se obtiene es

1 ) L W202
W WE = T Wie + tky Do — 1 fpgsw*e
(w— chzk’z 2)

con Wy igual a Ay evaluado en @ = wye, v Qs = ws/wye. Esto permite que & =
W3Qs/2p?. Notamos que la ecuacion presenta un término proporcional a Q%, que repre-
senta al término estabilizador. Este término entra a escena cuando cancela la diferencia
entre la inestabilidad inducida y el amortiguamiento magnético.

Con lo anterior y considerando it = V¢ x 2 ~ V(7;/ng) x 2 , Terry en [26] obtuvo que

0 .
or (U lly) = c sPs Z ky&y A 3|n0’2v

con lo que se concluye que el término asociado al tensor de Reynolds tras el proceso de
derivacion, promediacion y multiplicacion seréd igual a UFE, con lo cual la ecuacion que

describe las variaciones de la energia del flujo zonal es:

1dU

—— = —uU UE 3.4
2 dt pU + ag (3.4)
con el primer término representando el amortiguamiento debido al bombeo magnético,

efecto derivado de la rotaciones del plasma en la direccién poloidal, lo que implica el paso

del mismo por regiones de alto y bajo campo magnético.

3.4. Generalizacién del modelo de Terry-Diamond-Carreras

El modelo fue generalizado por Diamond et al asi como por Connaughton et al |9, 3],

y se describe por el conjunto de ecuaciones

@ =vE — o E? —oUE
au —UUE—QQU—OCNL(U)U

dt

(3.5)

con E(t) la intensidad de la turbulencia (presa), U(t) (depredador) la intensidad del flu-

jo zonal, v el pardmetro de crecimiento de la onda debido a su propia inestabilidad, as
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representa el amortiguamiento colisional, o representa la transferencia de energia entre
las escalas debido al cizallamiento, «y representa el amortiguamiento debido a la interac-
cion entre eddies, y ayr(U) origina un amortiguamiento del fenémeno de gran escala. La

dindmica del modelo se resume de la manera siguiente:

1. Existe una inestabilidad primaria que produce ondas causantes de la turbulencia

(fluctuaciones a escala pequena).

2. Se genera un flujo zonal que crece debido a la extraccion de energia mediante el

cizallamiento de eddies, este proceso se considera una inestabilidad secundaria.

3. El flujo zonal incrementa su intensidad, lo que genera la reducciéon de la intensidad

de la turbulencia a escala pequena.

4. El flujo zonal comienza a amortiguarse, lo que permite un incremento en la intensidad

de la turbulencia.

Lo anterior representa la dindmica tipica de un modelo de depredador-presa que oscila al

rededor de un punto de equilibrio estable.

3.5. Conclusion

Los modelos de tipo depredador presa pueden ser tutiles en los ambitos de la fusion
nuclear controlada y en la dindmica atmosférica esto debido a que la interacciéon entre
flujos zonales y ondas de deriva, es andloga a la interaccion existente entre flujos zonales
y ondas de Rossby, lo que se resumen en la ecuaciéon de Charney-Hasegawa—Mima. Lo
anterior sugiere el plantear la posible existencia de un modelo con estas caracteristicas en
ambientes ionosféricos siguiendo el desarrollo matematico realizado por Carreras, Diamond
y Terry, aplicado a las ecuaciones de Kaladze, lo que brinda una justificaciéon preliminar

para el desarrollo que se construira en los capitulos siguientes.



Capitulo 4

Modelo para la capa E de la Ionosfera

4.1. Introduccion

El presente capitulo tiene como meta la construccién del modelo de dimensién cero,
a partir de las ecuaciones presentadas por Kaladze para la capa E de la ionosfera [16],
empleando los fundamentos teoéricos del capitulo 1 asi como las técnicas y argumentos
fisicos presentados en los capitulos 2 y 3. Con lo anterior se obtuvo un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas , que posteriormente fueron discretizadas me-
diante los esquemas de Euler y Runge-Kutta 4 para la posterior realizacion de simulaciones

numéricas en C++.

4.2. Ecuaciones para el modelado de la capa E

Para la realizacion del modelo se emplearan coordenadas cartesianas locales, con = en
la direccion este-oeste, y en la direccidon norte-sur, mientras que z es la direccion vertical,
tal como se muestra en la figura 4.1

Siguiendo las ecuaciones planteadas por Kaladze [16] en su modelo inosferico, la pri-
mera ecuacion necesaria para realizar un anélisis dinamico es la ecuacién de momento.
Para la capa E de la ionosfera, se considerara un fluido conductor débilmente ionizado,
incompresible y en el cual la variacion dia-noche de la temperatura que experimenta el

flujo latitudinal al circundar la Tierra, p, funge como principal medio de amortiguamien-

27
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' Meridiano Cero

Referencia del plano tangente

Figura 4.1: Sistema de Coordenadas

to para el movimiento de las particulas. Es asi que la ecuacién que cumple con dichas

caracteristicas es:

0 \Y 1
—V—l—(v-V)v—i——p——J><B+29><v—g+uV:0,
ot PP
con v la velocidad del fluido neutro, p la densidad del gas, p la presion, g la aceleracion

gravitacional, 2 es la velocidad angular de la Tierra, mientras que el termino J x B

representa la fuerza magnética debida a la materia ionizada.
Aplicando la ley de Ampere para un campo eléctrico estacionario, se tiene que JxB/p =

(1/ppo)(VxB)xB = (1/puo)(B-V)B—V(B/2). Dicho termino representa la componente

magnética del tensor de esfuerzos de Maxwell. Con lo cudl, la ecuacion final es:

ov Vp 1 B2
. - _ __ |(B-V)B-— —— 2Q) — = 0. 4.1
Ty WO[( v) v(z)]+ xvogtav=0.  (41)

Si se toma el rotacional de la ecuacion (4.1) es posible obtener una ecuacion para la

vorticidad V X v = ¢
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L (- V)V+H(V-V)(—-L[B-V)(VxB)—(VxB:V)B]

P10
+2[(v-V)Q - (2-V)v] + u¢ = 0.

Considerando latitudes suficientemente altas en el hemisferio norte, tanto el campo
geomagnético de la Tierra como su velocidad angular se reducen a Bo(y) = Bo,(y) =
Bo.(y)z y a Qo(y) = Qoz(y) = Qo.(y)z. Un aspecto mas a considerar es el hecho de que
tanto las fluctuaciones debidas a la induccién magnética como al movimiento de ondas de
longitud larga en la capa E son en esencia bidimensionales, por lo que el campo magnético
y la velocidad escritas en sus componentes son v = (v,, v,,0) y B = (b, by, B.o).

Esto a su vez permite introducir a la funcion de corriente, tal que v = =V x(x,y, 2)z =
Z X Vi(z,y,z). y el potencial vectorial que cumple con B(z,y,z) = V x A(z,y,z) =
VA(z,y,z) X 2.

Con lo anterior, la componente en z de la ecuacion para la vorticidad en términos de

la funcion de flujo y el potencial magnético es:

2 2

A, ViA 4.2
at ay ax Olto 82 ,O,UOJ( 7VJ_ )7 ( )

con Vi =92+ 92y J(A, B) = 9,A9,B — 9, BI,A.

En la ecuacion anterior se despreci6 el término 0By, /dy debido a que es muy pequeno
comparado con el primer término de la derecha .

La siguiente ecuacion necesaria para la descripcion del medio, es la ley de Ohm gene-

ralizada:
1

enjly

E+vxB=

1
JxB—-—Vp.+nd.
en

Donde E es el campo eléctrico, B el campo magnético, e la carga del electréon, n la densidad
de particulas cargadas, p. es la presion debida a los electrones y 7 es la resistividad del
fluido. El primer término del lado derecho representa el efecto Hall E x B, que es relevante
bajo la consideracién de que los electrones se encuentran magnetizados. El segundo es el
termino de presion de los electrones, mientras que el tercero representa el efecto de la

resistividad.
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Si se considera un fluido cuya resistividad es despreciable y ademas, considerando la
temperatura de los electrones pequena en comparativa con la presente en capas més exter-
nas de la ionosfera, los términos de resistividad y presion de los electrones son despreciables,

con lo cual la ley de ohm generalizada para la capa E de la ionosfera se puedes escribir de

o (2)]

Esta ecuacion indica que los electrones se encuentran congelados en el campo magnético

la manera siguiente:

E+vxB=

y que la resistividad del sistema es despreciable.

Ahora se toma el rotacional de la ecuacion anterior y se recuerda la ley de Faraday V xE
= —0B/0t, que en términos del potencial vectorial se escribe como 0A /0t = —E + V¢,
debido a la libertad de norma asociada a la definicién del potencial magnético.

Sin embargo, A = (0,0, A), con lo cuél, la ecuaciéon anterior sélo cuenta con una

componente en la direccion z

OA OB 1 ) 10 )
— =v,B, —v,B, — — — By— | By, — == (B + B? —
T A K y8y> =5y (B y)%az’

ademés, eligiendo la norma con ¢ = By, la ecuacién se reescribe en términos del

potencial magnético y la funcién de corriente como:

0A _ _00A | 00OA | 1 aBOZ%_lg(%)Q_;@ 84)2_3 o
ot~ Oz Oy Oy Oz enpog | Oy Ox 20z Y 20z \ Oz 0232 (4 3>
2 2 .
_ 1 |0Bo: A 10 (8A\" _ 10 (0A _ 9
- J(w“A) + enuo | Oy Ox 2 0z ( y) 2 0z ( z B, 0z

4.3. Separacion de Escalas

El comportamiento de la ionosfera puede dividirse esencialmente en dos escalas, una
componente promedio, de gran escala, que corresponde al comportamiento del flujo y el
campo zonal, mismos que s6lo presentan variaciones latitudinales en la direcciéon y, y una

componente fluctuante, asociadas a las oscilaciones de las ondas presentes en el medio, de
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menor escala [13]. El promedio se supone que es sobre las escalas pequenas.
Con lo anterior, el potencial magnético y la funcién de flujo pueden reescribirse de la

siguiente forma
A<xayazvt) = AO(y) + A(xagJ?Zat) = Bz - bo(y7t) + B&E(xvyvzat)7 By(x7yaz7t) = z)y(x,y,z,t)

’ﬁ(%%%ﬂ :¢O(y7t)+’lzj(x7yvzvt) = Ux:U(yyt)+@x(x7y,Z-t)7 Uy(xay7z7t) :ﬂy(xayaz't%
con u(y,t) = =00 /0y, y bo(y,t) = 0Aq/0y.

De tal manera que la componente x de la ecuacion (4.1 ) se puede reescribir como:

Ou | Oy by 4 1003 | ~ du | &~ by 4 10p
o T TUGy Taar T g, TGt e
_ 1 |j o ] b oby _ 19
PO byay+by dy + Bo: 0z 2 Bz (4.4)

—2Q0,(y)0y — pu + po, = 0.

Por otra parte, la ecuacion (4.2) tras separarse en escalas es:

oV 9o 900, O o2 T P 92 V21 2 du
o~ g T 2% g+ (0. VA0) = GG+ uTE VY — =

i ~ i 4.5)
By VA | 1 i i) o 94 9% av2 A (
oo 0= T {J (A4 ViA) + 558 b5
Por ultimo, la ecuacion (4.3) toma la forma:
A | 94y _ o 9A A
ST = —bogt —uss — J(¥, A)
o T o B) p) (4.6)

i i\ 2 i i\ 2
L |9Bo:0A _ 109 (94 ?A 109 (04
28,2( ) +b0 2 (Bm)

_ B, 9%
enpuo Oy Oz dy 020y 0z BOZ 0z "

Tomando la derivada respecto a y de esta ecuacion, se obtiene una ecuaciéon en términos

del los campos magnéticos:

O?A 4 Dby _ _Obo 0% _p 00 OudA _0°A  9JW.A) 9By, 00 _ p 0%

dyot ot — oy oz 09ydz ~ By oz 80z By dy Oz 0z 5452 ( A 7)
L1 |0*Bo0A | 0Bo, A 1 &* (0A\?  oby 0A | p oA 1 9 (94)° '
enpg Oy? O Jy Oyox 2 0yoz \ Oy Oy 0z0y 0828y 2 0yoz \ Ox

4.4. Relacion de Dispersion y Escala Temporal

Un paso clave en la obtencién de las ecuaciones que brindan una descripciéon a la
evolucion temporal de las componentes fluctuantes es la obtencién de una relaciéon de

dispersion generalizada para las fluctuaciones, analoga a la obtenida por Kaladze [16], con
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el agregado de términos asociados a la presencia de flujos y campos zonales. En adicién,
se empleara una notacion mas compacta para expresar las derivadas f,, = 0f/0x;.

Para realizar tal labor es necesario considerar las ecuaciones (4.5 ) y ( 4.6 ) lineali-
zadas, ademaés, se propone una solucion oscilatoria para las fluctuaciones, Z;(x,y, z,t) =
>k Foelitharthyythzz—wt)] giendo k,, k, y k. componentes del vector de onda, mientras que

w es la frecuencia angular,

— WV — u gy — z’%ﬁvi@z + i,’j—%uvszi@D + ik, uV3 ) + pVi — puy, =
ikpk? D02 A L [ikybo o A + iko k3 bo Al

L oo

ka2 i1 Bo. VA0 — Aoy = iwA — ikyud + likacs A — kyk.bo Al

con 3 =200./0y y cg = 0Bo. /0y y —kT = —(k} + k) = (02 +0)) = V7 .
Si se toma el promedio de ambas ecuaciones y, sabiendo que el promedio de las canti-

dades fluctuantes es cero, se tiene:

_AO,t == 0

De la primera ecuaciéon es posible obtener la escala temporal del flujo zonal, misma que
se consideraréd equivalente para el campo zonal. Lo anterior se realiza considerando que el
flujo zonal tiene una solucién de la forma u(y,t) = Ge'l&wy=%! con ¢, el vector de onda y

2, la frecuencia angular del flujo zonal.
Q, = —ipu.

Lo que indica que el campo zonal tiene una escala temporal proporcional al inverso de la

variacion diurna, es decir, una escala de dias:

1
TQ, X —. 4.8
. (4.8)

Y

Restando las componentes promedio, despejando A de la ecuacion linealizada para las
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fluctuaciones magnéticas, y sustituyendo en la ecuacion linealizada para las fluctuaciones

cinéticas se tiene que la relacion de dispersion es:

( 5 k,u — kzu iu)(w—ku+ [k?Cﬂ-Hkkbo]):
28 2 kb (49)
(k k'J_ PIS(Z) p,uo [k bo y2 T k.k bo]) ( ’:Lo + éBOZ>

Como se puede apreciar, los términos imaginarios presentes son tkyk;by y —ip. Esto
indica que ambos tienen presencia en ambas fluctuaciones, el primero como un término de

amortiguamiento y el segundo como un término de crecimiento.

4.5. Componentes Fluctuantes

4.5.1. Energia de las Fluctuaciones Magnéticas

Para obtener un modelo de dimension cero que describa los contenidos energéticos
de las cantidades promedio y las fluctuantes, es conveniente considerar que las variables
fluctuantes tienen una solucion de la forma n;(x, y, z,t) = 3, e (y, t)expli(kyx + k.2)]. Es
bajo esta consideracion que, para obtener una ecuaciéon que describa las variaciones de la
energia contenida en las fluctuaciones de origen magnético es necesario primero partir de

la ecuacion (4.6) y aplicar dicha suposicion:

Ay — Aoy = —ikybot) — ikguA — J (¢, A)

b [k By A — B (A,) 4 ikbod, — % (4 )2] — ik, Bout. (4.10)

enpo

consideremos los términos no lineales, mismos a los que se les aplicara la cerradura,

Avoc =, A) + b -5 (4,)" - % (4.)].

En este caso, el término —J (v, A), puede reescribirse en términos de una interaccion
no local entre las ondas presentes en el medio, y las ondas inducidas, denotadas por el
superindice (2). Por convencion, se considerara que la cantidad inducida sera el término

de la izquierda dentro del jacobiano.
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Dicho jacobiano puede definirse como una funciéon V54, que al multiplicarse por la
variable A resume el comportamiento no lineal de cada término. Por ejemplo, los térmi-
nos no lineales respecto a las fluctuaciones asociados a J (1/1 V2 w) representan el tensor
de Reynolds, presente en la ecuacion (4.5), por lo que son responsables de introducir la
interaccion existente entre dos ondas, misma que da origen a una tercera, este proceso es
conocido como interaccion de tres ondas [2, 9]. En contraste, el término J(1), A) representa
la interaccion entre ondas cinéticas (ondas de Rossby) y ondas electromagnéticas (ondas
de Alfvén).

Con lo anterior, y siguiendo el método heuristico realizado por Carreras en 1992 2]

—JW,A) = ANAAL ~ _DOZ ['(k/ X 2) - Zk'/ k%%/ — (ko + k/) kwark’} :
k
Ahora es necesario suponer que @E(Q) seguird una ecuacion equivalente a (4.5) respecto a
los términos no lineales, con esto, @ oc —J (1)@, V2 @) — J(V2 A@ AR) v es asi que:
VAL o (~A|VE 9P — A|AP)

Ay o (AIVIOP - AJAP) + enluo l Z]; (A»y> - z/;:z (A@)zl'

multiplicando por A* la ecuacién, y sumando el conjugado de la misma se tiene:

AP o (~QAPIVADR) — (A1) .

Tomando ahora la covariancia entre |A|? y |[V2¢|?, al igual que la varianza de |A| y
AP
Cov(|AP, [9) = (IAPYIVIDP) — (| APIVEYP),
oty = (1A = (A,
otz = (A = (IAP)? = (|A]*) -
Considerando el marco de la teoria de turbulencia débil, puede decirse que la interac-
cion entre las perturbaciones magnéticas y cinéticas tiene una magnitud despreciable y

por lo tanto, la covarianza es pequefia, con lo cual es valido escribir (JA]2|V2¢[?) =

(JAPY(V2?) = EE4 con € = ([V24]?) |, la enstrofia y Ex = (JA]?) la energia de
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las fluctuaciones magnéticas. Un argumento analogo puede emplearse para la varianza de
0‘2;"2 , con lo cudl se tiene que (|A|*) = E2

Para obtener la igualdad en la ecuacién es necesario incluir los términos lineales res-
pecto a E,, dichos términos estan asociados al amortiguamiento debido al campo zonal
y al fendmeno de autocrecimiento de las inestabilidades. La presencia de ambos términos
se justifica a partir de la relacion de dispersion (4.9), misma que indica que el campo
zonal aparece como un término de amortiguamiento en ambas ondas, de igual manera,
su presencia se encuentra asociada al cizallamiento producido por el tensor de Maxwell
sobre las ondas y que existe un flujo de energia de los fenémenos de escala grande a escala
pequena (cascada directa). Con lo anterior, la ecuacion que describe la evolucion de la

energia asociada a las fluctuaciones magnéticas es:

1
5Par=asEa — arB By — asEAE — agE7. (4.11)

4.5.2. Enstrofia

Para obtener una ecuaciéon que describa la evolucion de la enstrofia en el tiempo, es
necesario tomar la ecuacion (4.5) y se le aplicara el mismo tratamiento que se mostro en
la subseccién previa para los términos no lineales. Cabe resaltar que la variacion diurna
es un fenémeno presente a escalas del orden de las del flujo zonal, por lo que los términos

asociados a la misma derivados de las fluctuaciones son despreciables, con lo que se obtiene:

V30 =ty — ko220 + ikathu e — ikouV3 ) — J (3, V3D + pru

~ | g o (4.12)
—ik, D=2 A+ L ik, Aby o — ikpho V2 A — J (V3 A, A)],

Consideremos ahora los términos no lineales.

V3D o~ (6, A,0) - L [T (VA4 4)]

Cada uno de estos términos puede definirse como una funcion yVEvi

, que, analoga-
mente a lo realizado en la seccién anterior, se multiplicara posteriormente por V21 . En

1992, Carreras et al. [2| mencionan que es posible expresar estas no linealidades como
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YNGR ) o Do Yu[-(K % 2)][—ik, V20 — (ke + L)V 000, donde 9,

debe contener contribuciones no lineales analogas a los presentes en (4.2), es decir, los tér-

minos provenientes de —J (¢, V24®) y —J(V3 A® A®) con lo cual — (¢ A 10)
YNV = —VAGIVAYP - ViY|AP.

Por otra parte, los términos asociados a J (Vifl, fl) presentan su origen en el tensor de
Maxwell, sin embargo, Vifl,(jz w debe cumplir, de manera analoga a lo descrito en el parrafo
anterior, con la ecuacion (4.3), cuya no linealidad proviene del termino —.J (), A®). Sin
embargo, es importante recalcar que la energia debe conservarse dentro del sistema, motivo
por el cual la no linealidad asociada a este término debe ser negativo, con lo cual, se puede

concluir que a —J(p, A®) = —yNW2g24), o« V25| A%|. Con lo anterior, la evolucion

temporal de V2 w asociada a los términos no lineales puede escribirse como :
2 7 2 _ w2 glAP” 1 2 7112
Vit o (~VIDIVIUE = VIGIAPR) + = [VIg1A]

Para conocer el papel de estos términos en la evolucion de la enstrofia es necesario
multiplicar por V2 2/1* y promediar la ecuacion respecto al ensamble, lo cual causa que al
promediar fluctuaciones con origenes diferentes dichos términos se cancelen. Posteriormen-

te se toma el conjugado de dicha ecuaciéon y se suman ambas, con lo que se tiene

(V2 92) oc =2 ((IV39 1) = 2 (V2 PPIAP) + 52 ((IV3UPIAPR)
= —2((V291) + 25 — 1) (V34 PIAP)

En el sistema internacional de unidades pg = 47 * 107" T *m/A y p oc 103m ™3 para un
gas neutro en la ionosfera, con lo cual el término ﬁ —-1>0.

Consideremos ahora la covarianza entre | V2 9)|? y | A|? definida como Cov(|V2 4|, | A]?) =
(V22 (JA]2) — (V2|2 A]?). Si se consideran las interacciones en el marco de la teoria
de turbulencia débil, puede decirse que la interaccion entre las perturbaciones magnéticas
y cinéticas tienen una magnitud poco considerable y por lo tanto su covarianza es pequena,
lo que implica que (|V2[2|A]2) = (V22 (|A]2) = EE4, con € = (V24)]?) | la enstrofia

y E4 = (JA]?) la energia de las fluctuaciones magnéticas.

2

Por otra parte, la varianza de las fluctuaciones cinéticas puede definirse como: Oig2 g =
€
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(IV29?) — (V2 9[)? = £. Mientras que la varianza de la norma cuadrada de las fluctua-
ciones es: UfViiP = (V294 — (IV29[2)? = (V34| — &2 por lo que una vez mas,
considerando que las interacciones entre ondas son débiles, puede asumirse que la varianza
es pequenia y concluir que (|V2¢[?)? = (|[V24[*) = £2. Para obtener la igualdad con la
ecuacion es necesario incluir a los términos lineales respecto a &£, cuyo efecto esta asocia-
do al amortiguamiento debido al campo zonal, al flujo zonal y al auto crecimiento de las
inestabilidades. El primero encuentra su origen en la relacion de dispersion (4.9), mientras
que el segundo aparece de manera explicita en la ecuacion, siendo su origen la separacion
de escalas sobre el tensor de Reynolds.

Como detalle, es conveniente considerar que las interacciones entre las fluctuaciones y
los campos y flujo zonal son locales, motivo por el cual las cantidades promedio pueden

expandirse en serie de Taylor, con lo que se tiene que:

u(y,t) = u(0,t) + yu(0,t)', bo(y,t) = bo(0,t) 4+ ybo(0,1)".

A su vez, los términos yu(0,t)" y ybo(0,t)" presentan una simetria bajo la transformacion
y — —y, u'(0) — —u/(0), con lo cual, para preservar la simetria en el modelo de orden 0,
es necesario asumir que el producto yu(0) o< |u,|?, tal como expresan en [10], [2] y [26].
De igual manera, es conveniente introducir una serie de parametros «;, que dependerén de
los ntimeros de onda, si ademas llamamos U = |(u) ,|* = |u,|? la energfa del flujo zonal y

o 2 2 . . .z .
Ey = [(bo) 4|7 = |bo,y|” la energia del campo zonal, se obtiene la ecuacién para la enstrofia.

1
55,15 = Oélg — CYQU(‘: — OéggEb — 06452 -+ OJ5SEA (413)

4.6. Componentes Zonales

4.6.1. Energia del Flujo Zonal

Para obtener una ecuaciéon que describa la evolucion temporal de la energia del cam-
po zonal es necesario derivar la ecuacion (4.4 )respecto de y, y se promedia respecto al

ensamble.
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_'kw*~ v x - _kac
(u) ye — i 2<Uz>,y+<vyv Wl 1o ¢ 9

1 1 1 -~ s s
2 *<b§>,y + <bybfc7y>,y + M<U>,y =0,

*

posteriormente, se multiplicara la ecuacion anterior por (u) ”

Simultaneamente se tomar el conjugado de la ecuaciéon anterior y se multiplica por
(u) 4, para posteriormente sumar ambas ecuaciones, con lo cual, definiendo a la energia

del campo zonal como |by,|? , la expresion ahora es:

Uy + koIm (u,(02) ) + 2Re (', (B,0ay) )
— L ko Im (w3, (82) ) + 2Re (W (Bybry) )| + 26U =0

Debido a que las ecuaciones aqui presentes incluyen términos de orden superior, es
necesario emplear un proceso de cerradura para expresar la ecuaciéon en términos de las
variables conocidas. Dicho proceso se realizara siguiendo el tratamiento realizando en [2] y
[10]. Es de esperarse que la solucion de las ecuaciones de modos propios presente un término
proporcional a exp[(—i/2v/2W2)(y +£2)], con € un término que representa el cizallamiento
de los torbellinos debido a las ondas de Rossby magnetizadas y ondas de Alfvén. Con lo
anterior, se espera que (0;0;) 5, X (u, +bo,){(|V31])2. Mientras que los términos asociados
al tensor de Maxwell deben respetar una relacion andloga (bb;), o< (u, + bo,)(|A|)%
Lo que permite expresar la ecuacion para los términos que se encuentran en fase, de la

siguiente manera:
Ly, < U2 “bo(|VA3|) — utbo(|A]Y? — U(|A])? — pRe ((u*
5 U U(VIY]) +uybo{|VIP]) — uybo{[A] (IA])" = pRe ((u}yuy.)

Sin embargo, para concluir con la construcciéon del modelo de dimension 0, es decir, cuya
dependencia sea tinicamente temporal, es necesario promediar las interacciones de cada
uno de los términos respecto a las variables espaciales motivo por el cual, las cantidades
no cuadréticas respecto a u, by se cancelan. Por lo que, si se define a la enstrofia como
E = (|V24|)? y ala energia de las fluctuaciones magnéticas como E4 = (|A|)? se consigue

una ecuacion que describe la evolucion temporal de la energia del flujo zonal,
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1
§U7t :OéloUg—OfllUEA—[LU. (414)

4.6.2. Energia del Campo Zonal

Para obtener la ecuacion encargada de representar la evolucion de la energia del campo
zonal a lo largo del tiempo es necesario partir de la ecuacion (4.6), derivarla dos veces
respecto a y y promediarla, incorporando las soluciones planteadas en la secciéon anterior.
Lo anterior da como resultado

(boget) = (J(A, D) o) — 2

((al22) + (B, 22)) .

2ppen

Sin embargo, gracias a |2] sabemos que los términos no lineales provenientes de (A, 1))
representa un fenémeno de interaccion entre tres ondas, lo que permite expresar dicha no
linealidad como YN vep+4NEA A ~ — Dy 3, [k- (K x 2)][—ik!, Q/Z_kfl,(izk/ — (k4K )@_kfl,(i)k, -
ikl A kw,ﬁk, — (k,+K)A kwk+k’] (1@ cumple a su vez la ecuacion (4.2 )y (A®) la (4.3),
con lo que J(A,1),2 ~ —A|V3 > + A|A]%.

Sin embargo, debido a que se trata del promedio de cantidades fluctuantes diferentes
entre si, se espera que el promedio de dichas fluctuaciones refleje un comportamiento
cercano a cero, con lo cudl, soélo los términos asociados al tensor de esfuerzos de Maxwell

tendran un efecto sobre el campo zonal,

k.
2,u en

(Do, t) = ({[8al%2) + ({[by22))

Multiplicando por (bg,)*, posteriormente conjugando la ecuacion resultante y sumando

ambas se obtiene

k-

boy)|% =
|< 0,y>|,t Lionp

Im (B0, )" ((Bal2) + (16, 1) 2))

Con lo que aplicando la cerradura para el tensor de Maxwell descrita en la seccién
anterior y definiendo a Ej, = (|(by,)|*)? se llega a la ecuacion para la energfa del campo

zonal.
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1
§Eb,t = apksb, (4-15)

4.7. Sistema de Ecuaciones

Es asi, que el sistema de ecuaciones resultante del esquema anterior se compone de las

cuatro ecuaciones diferenciales no lineales siguientes:

%&t =€ — aUE — 03EE, — auE? + asEEy,
%EAJ =agBEs — arE B4 — agE A E — OégE124,
%U,t = a1gUE — aUE 4 — pU,

%Eb,t = oo lig By,

(4.16)

El modelo presentado consta de 12 pardametros, cuyos valores numeéricos estan generalmente
relacionados con las frecuencias y niimeros de ondas de las oscilaciones, asi como las tasas
de crecimiento del flujo y campo zonal. Sin embargo, debido a la falta de una base de datos
centrada en la caracterizacion de este sistema y la inexistencia de un método analitico claro
para obtener la dependencia explicita de cada coeficiente, los esfuerzos subsiguientes de este
trabajo se centraran principalmente en el estudio cualitativo del sistema teniendo como
meta principal estudiar las posibilidades que ofrece para generar una dindmica analoga a
un sistema depredador-presa. Con esto en mente, se realizaran una serie de simulaciones

numéricas modificando los parametros del modelo.

4.8. Solucion Numérica de las Ecuaciones

4.8.1. Discretizacion de las ecuaciones: Método de Euler y Runge-
Kutta
Para realizar la discretizacion del sistema (4.16), se empleara el método de Euler, esto

debido a que se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Este es el método més basico [14] conocido para la integracion de una ecuacion diferencial
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ordinaria. El mismo se basa en la definiciéon de la derivada en una dimension, con esto, si

se considera una ecuacion de la forma:

dx
B 4.1
Y fwn (4.17)
es discretizanda como:
z(t + At) — z(t
oty = AFAD =20

At
Con At el ancho de un intervalo t; — t9, por lo que su valor debe ser pequeno para
obtener asi una buena aproximacion.

Con esto es posible reescribir la ecuacion diferencial de forma discreta como:
Tpi1 =T+ Atf(z,,1t,) (4.18)

con el subindice n representando el paso de tiempo.

El esquema anterior es facilmente aplicable a conjunto de ecuaciones(4.16), con lo cual

Eni1 = En + 20t (1€ — 02U — a3 EE — €% + a5 Enn) |
FEpny1 = Eapn+ 2At (%EA,n —arEyEy — o€y Epy — a9E,24,n) :
Upi1 = Uy + 2At (10U € — annUpnEayn — pU,)

Eyni1 = By + 208 (12 E a0 B ) -

(4.19)

Un método més preciso y estable es el de Runge-Kutta, el cual consiste en tomar la ecuacion
(4.17 ) e integrarla desde un intervalo ¢, a t,,; y aproximar la ecuacién de lado derecho

al area de un trapecio [1] , de forma que la aproximacion obtenida es :
1
T+l = Tp + 5 [kl + /{2] s

con ky = Atf(zp,t,) y ke = Atf(x,+ki1,t,+1). El método puede incrementar su precision
al aumentar el nimero de variables intermedias, k;, en el caso del presente trabajo, se

emplearé el método de cuarto orden, cuya esquematizacion es la siguiente:
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1
Tpt1 = $n+ 6 [kl +2k’2+2/{53 +k74],

con:

ki = Atf(mmtn)a
k2 - Atf(xn + %kjlatn + %)7
ks = Atf(x, + Lk, t, +51),
ky = Atf<xn + ki’ntn + h)

Empleando es esquema RK4, las ecuaciones del sistema obtenido discreteadas son:

Ensr = En + § [Fre + 2kag + 2kse + kae]
Eani1 = Eap+ é (k1g, + 2kop, + 2ksp, + kg, ], (4.20)
Uns1 = Un + § k10 + 2kov + 2ksy + kav)

Eypni1 = Epp + % (k1g, + 2kop, + 2ksg, + kig,) -

Como ejemplo, esquematicemos las constantes asociadas a la enstrofia:

kie = AtE(En, Ean, Uy Epp,tn),
koe = AtE(Ey + ke, Ean + 3k1m4, Un + 3kiu, By + 3k, ta + 51,
kse = AtE(Ey + kae, Ean + 5k2p,4, Un + 5kov, Bopn + %kQEb,tn + %),
kye = AtE(E, + kse, Ean + ksp,, Un + ksu, Eon + k3g,, tn + At),

con:
g(gna EA,na Un7 Eb,ny tn) =2 (alg,n - CVQU,ng,n - a3Eb€ - 01482 + QSE,nEA,n) .

Lo propio se puede realizar para el resto de la variables intermedias asociadas a las varia-

bles, B4, By y U.
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4.8.2. Algoritmo

El esquema para la simulaciéon consiste en tres partes esquematizadas en el diagrama
de flujo en la figura 4.2. Para el paso uno, es necesario determinar los valores adecuados
para los parametros «;, con i € [1,2,..,12]. De igual manera, lo propio se realiza para
el amortiguamiento dia-noche p. El paso dos consiste en la ejecucion de un algoritmo
iterativo desarrollado en C' + 4+, implementando el sistema de ecuaciones (4.20). Dicha
iteracion se repetird un nimero [ de veces, de tal manera que el comportamiento en el
tiempo sea confiable. El c6digo completo se encuentra en el Anexo B de este texto. Una
vez realizada la iteracion, los archivos se guardaran en formato .csv para su posterior
analisis haciendo uso de un algoritmo desarrollado en python que permite la visualizacion
de los datos obtenidos, el cual se encuentra en el anexo C.

Esguema de simulacion

Pardmetros y
condiciones
iniciales

@

Analisis de Datos.

Figura 4.2: Diagrama de flujo para las simulaciones numéricas




Capitulo 5

Resultados del Modelo Ionosférico

5.1. Pruebas

5.1.1. Lotka-Volterra

La primera prueba de interés del codigo para realizar una comparacion viene de replicar
el modelo de Lotka-Volterra, con la finalidad de asegurarse que el algoritmo implementa-
do funcione de manera adecuada. Para esto se decidid seguir el sistema de ecuaciones
diferenciales (3.1).

Los resultados expuestos en la figurab.1 representan la evolucion de un depredador y
una presa con un paso de tiempo At = 0.001, un ntamero de pasos [ = 100000, a = 1.1,
b=04,c=01yd=04.

Como se aprecia, el comportamiento es el esperado, siendo periédico en el tiempo,
con una poblacién de presas mayor a la de depredadores, misma que aumenta a lo largo
del tiempo provocando el posterior crecimiento del nimero de depredadores, lo que a su
vez ocasiona la reduccion de las presas. Por ultimo, debido a la escasez de alimento, la
poblacion de depredadores decrece, lo que permite la recuperacion de la poblacion de

presas, reiniciando el ciclo.

44
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Modelo Lotka-Volterra

16
14+
12
10+

—— Presa
Depredador

Poblacion
(00)

0 20 40 60 80 100
Tiempo

Figura 5.1: Modelo de Lotka-Volterra

5.1.2. Modelo de Carrearas-Diamond-Terry

Como segunda prueba se explor6 el comportamiento del sistema discutido en la seccion
3.2, basado en el sistema derivado de las ecuaciones (3.3) y (3.4). La figura 5.2 representa
los resultado obtenidos empleado como parametros vo = 0.6, a3 = 0.008, ay = 0.009, oz =
0.03, 4 = 0.6, con [ = 10000, y At = 0.001. El comportamiento observado en este modelo
con los parametros previamente mencionados es analogo a lo descrito en [9], donde se
menciona que el campo zonal actiia como un depredador, el cual estabiliza las fluctuaciones

hasta que ambas cantidades llegan a un valor de equilibrio.

5.2. Puntos de equilibrio

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema es necesario considerar el caso estacio-
nario del mismo, es decir, que el lado izquierdo de las ecuaciones expresadas en el sistema

4.16 sea igual a 0. Con esto el sistema se reescribe como :
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Modelo de Terry-Diamond

—— Flujo Zonal
Enstrofia

140

120+

100+

801

Energia

60 1

40 A

20] )

0 20 40 60 80 100
Tiempo

Figura 5.2: Modelo de Carreras-Diamond-Terry

1€ — aUE — a3EE, — ouE? + asEE 4 = 0,
agFEa — arEyEq — agEa€ — agE% =0,
a10UE — aUE, — pU =0,
a1 aE, = 0.

(5.1)

Como una observaciéon inmediata, para que el sistema se encuentre en un punto de
equilibrio, al menos alguna de las dos energias magnéticas, E4 o E}, debe anularse. Lo
anterior es un sistema de ecuaciones algebraicas, las cuales pueden ser facilmente resueltas
haciendo uso de Wolfram Mathematica, lo que nos da el conjunto siguiente de puntos de

equilibrio:
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1) [EA = 0,8 = o B, — —talmoi M} ,

a3a10 a3z

2) {U—>0,EA—>0,EI,—>Z—;—@},

as
3) [U—0,Es—0,E— 0],

4) [U - _ 508U F Qg l— 0 11 8 — 5 X (10 — V1 X9 10+ 4 X6 (X1 1
az(agaig+toagorl) ’

__osp—asaig _ ag(=p)—asai1 } 5.9
EA - agaiotasgair’ &~ agaiptagall ’Eb — 0 ? ( )
_ —aastaias _ —asag—onQg
5) [U =0, By — —Zaosteios g, _—oses-aion |, ()

6) [U—0,Es— 2,6 —0,E,— 0],
7) [U%—%,EA%O,géa%,Eb%O},
8) [U—>0,EA—>0,5%§—1,EE,—>O].

Para determinar la estabilidad de cada punto de equilibrio es necesario calcular la matriz

Jacobiana del sistema, expresada como:

o1 — U — asEy — 2004E + asFEy asE —a€ —a3€
s —agk 4 g — 2009 4 — ar By — g€ 0 —ar By
aoU —anU —o1 Ea+ oo —p 0
0 a2 By 0 a2
(5.3)

Posteriormente, de acuerdo al teorema de Hartman-Grobman, se evalia la matriz ja-
cobiana en cada uno de los puntos de equilibrio y se obtienen los eigenvalores, los cuales
se presentan a continuacioén, denotados numéricamente en el mismo orden en el que se

expresaron en la ecuacion (5.2):

0

—agagp—aiaijoartasarptagasaiotazaioarU
azalg
—a3a4u—\/agaiuQ—élaga%afo,uU
2a3a10
—azagp+ \/agai;ﬂ —dapaal uU
2azaio

Para obtener informacion acerca de los putos de equilibrio es necesario recordar que
la estabilidad se determina a partir de los eigenvalores que en general son complejos;

cuando la parte real es negativa para todos ellos, el sistema es estable y si para algin
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eigenvalor es positiva, es inestable. Cuando el eigenvalor presenta una parte imagi-
naria existe una oscilacion alrededor del punto de equilibrio. Con lo cual, a partir
de la expresion anterior se puede obtener que el punto es estable y oscilatorio siem-
pre que agagit + ajagy > auarih + asagang + asaparU y ,uzozgozi < 4a2a§a%0uU.
Como puede apreciarse, la estabilidad depende de un valor fijo del flujo zonal, el
mismo puede ser el valor inicial en caso de que el sistema se encuentre en un estado
estacionario o, el valor final del sistema tras alcanzar el equilibrio. En caso de que
los valores de U sean grandes comparados con los parametros puai /4asa?, el sistema

presentara oscilaciones al rededor del punto de equilibrio.

2.
0
—ay€
azag—ajartasar€—azasé
as
— i+ ap€
Anélogo al punto de equilibrio anterior, se aprecia que la estabilidad del sistema
depende del valor inicial de una cantidad, que en éste caso se trata de la enstrofia. Sin
embargo, las condiciones necesarias para que el punto sea estable son: oy +azag€ >
asag + agaE y > Eaqg. Un detalle importante a resaltar se asocia a la falta de
oscilaciones de este punto de equilibro, por lo cual, puede anticiparse que cuando
el sistema tienda a un estado donde las fluctuaciones magnéticas y el flujo zonal
desaparezcan, las cantidades asociadas al campo zonal y a la estrofia permaneceran
constantes a lo largo del tiempo.
3.
0
—p
a1 — Eyas
og — Eyor

Este punto es estable, siempre que Eyas > a;y y Eyar > ag. Pero, al igual que en el

caso del punto 2, el sistema no presenta oscilaciones.
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I
1 I7

g (agarg + agony) 111

Qo012 (048# - OéﬁCYlo)

con I, 11,111 las raices de la ecuacion:
)\3 + (/,1/@2054069 — O iglg + Qogr190g + Oé20540660611) )\2
+ (—plagagadald + pogadadsad + pasagagaiy,as — agadaneadas
+041056058051004%1052 M 0450%069042 )% 0440430610062 + MO&4O&60430610062 1% 0450480490410043
Uy g3 — JIOs AT 1OG + Qa1 (8 + Qg o (X1 (O3
— 104 e (g Qg (111 OV + QU5 Qg 0 (11 (O — HOU5 Qg Ols (10l 1 %3
+O!4CY(%OZQO{10Q/110(§ — 2/,60440[6059@1()@1104% -+ ualagagamalla%) A
—|—ua1a§’a6ago¢i’0 + uag’%agaga‘;’o — ,uozlagozﬁozgai’l
+uaiagaiaiad; + apasaiaiagald; — asayagagaigad;
—;ﬁoz%oqoz@agafo — ;ﬂala%agagcﬁo — 2u2a§’a5a6a8a§a%0 + ,u2a§oz5oz6oz§ozf1
+a%a5agagoﬁoo@1 - a%oa;ozgagafooz%l + 20410[%04%048@904%004%1
—pPaasaiagad; + 2t asayasaiagad; — 2uasasaiaiagad,
—/LOqOégOé(;CEgOJQOdloOé%l — MO&%C&;O&%O@O&QCHQO&% + M30530640480430é10
+dadasaiadalg + ajasaaiad,an + asasaiagad,ang + pladagaiadagg
—Q[LOégCMOé%OégOé%OOéH + ,quOé%OJGOngéSOé%OOdH — MO(%O&{,CY%O@O&QOJ%OCYH

2 3,22 2 3 2 2 3 2 _
+u a2a5a8aga11 — 2T a0y 0 g0+ LTG0 g g0y — 170 s g gy = 0

Las soluciones para dicha ecuaciéon pueden obtenerse haciendo uso del codigo presente
en el Anexo D, sin embargo, la complejidad de las mismas limita la informacion que

es posible obtener de ellas

—oc4oc5046—a1a4a9—a4aea9+a1asa9—\//_3
2(asag+asag)
_044045016_041044059—044046049"!‘041018019"!‘\/E
2(asagtasag)

—pasag— a0 Ut 118+ a5 X101 9 0 — a6 X1 1
asagtagag
(cuog—aiag)one
asagtaqag
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Con g = (auasag + auagag + aayog — aragag) ? — 4 (uadaga? + adazaga? — aaialag + araiadas — adagagal — alasalayg) .
Para este punto, las condiciones de estabilidad y oscilaciéon son:
4 (gadaga? + alasagal — ajaaiag + apaiaias — alagasal — afasalag) > (auasas + auagas + ayagog — ajagag) 2,
Q0506 + 0iQgQg + iy iy Qg > iy ig g,
Hasag + gl + Qqei; > o0 + Qs + oo,

Qg > g0,

Sin embargo, haciendo uso del codigo desarrollado en el Anexo D, se encuentra que
la combinacion de dichas condiciones no es posible, es decir, el sistema no puede ser
un atractor y oscilar a la vez. Con esto, puede anticiparse que la posibilidad de que
exista una dindmica de tipo depredador-presa para un sistema sin la presencia de

componentes zonales es nula, al menos bajo las condiciones empleadas.

Qas506+Q1 Qg
a9

—pagtaeall
Qg

Q612
ag
Notemos que este sistema no oscila y en general no es estable, este caso corresponde

a la situacion en la cual el campo zonal es la tnica cantidad que persiste a lo largo

del tiempo.

0

—pag+aeaio
a1o
—padasono—/Ro3ono \/#OZZ +4pagaio—daad
20‘%“%0
—ua%a4a10+\/ﬁa§a10 \/uai +4posang —404104%0
20‘50‘%0

Las condiciones de estabilidad y oscilacion asociadas a este punto de equilibrio son:
oy > gy y uai + dpoyang < 404104%0 , mismas que pueden cumplirse a la vez sin
ningin inconveniente. Es este el punto de equilibrio al cual se asocia el modelo de
tipo depredador presa desarrollado por Carreras-Diamond-Terry y que se discuti6 en

la seccion 3.2 y que ademas se analizo en [20] .
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0

Qa6 —1 Q8
Qyq

—Hoytaioag
oy

Puede notarse que el punto es estable si se cumple que ajag > g5 v pray > aagg. Debido
a que este punto no cuenta con partes imaginarias, los estados asociados al mismo no
oscilan a lo largo del tiempo. Este caso es comparable a los estados finales de la simulacion
presentada en la seccion 5.1.2.

Parte de la riqueza las ecuaciones (4.16) radica en la existencia de subsistemas, cuyo
comportamiento se encuentran asociados a casos extremos del modelo principal, esto debi-
do a la reduccion de su dimensionalidad, por lo cual al referirnos a los puntos de equilibrio
de dichos subsistemas (véase casos 5 y 6), se consideraran los obtenidos y numerados en

el apéndice D.

5.3. Modelado de Casos Especificos

Un detalle importante a resaltar es que para realizar la evolucién temporal de las
ecuaciones (4.16), los resultados obtenidos mediante el método de Euler y el método de
Runge-Kutta (Apéndice B ) son indistinguibles, por lo cuél se opt6 por realizar las simu-

laciones empleando RK4.

5.3.1. Caso 1

La imagen 5.3 representa el caso en el que se emplearon los pardmetros a; = 0.6, g =
0.009, 5 = 0.003,a4 = 0.008,a5 = 0.009,a6 = 0.08, 07 = 0.05,a5 = 0.095,a9 =
0.02, a9 = 0.03, 11 = 0.01, 12 = 0.05, p = 0.6, Uy = 1,& = 100, Eap = 100, B g = 0.1 y
At = 0.001 en la simulacion. Como se aprecia, la dindmica de esta simulacion replica de
manera casi exacta el comportamiento cualitativo de la figura 5.2, con esto se comprueba
que el modelo de Carreras-Diamond-Terry se encuentra contenido dentro del sistema de-

sarrollado. Vale la pena resaltar que para el modelo discutido en la seccién 3.2 se trabaja
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bajo variables con una denominaciéon diferente, siendo las cantidades analogas entre si la
estrofia £ y E el cuadrado de las fluctuaciones de densidad de los iones en el plasma, mien-
tras que U es una cantidad promedio no fluctuante, siendo para Carreras-Diamond-Terry
proporcional al campo eléctrico promedio (que da la velocidad de deriva eléctrica E x B),
mientras que para el modelo aqui presentado U es proporcional a la velocidad del fluido
neutro promediada.

Notemos ademés, que para el caso en el que las fluctuaciones magnéticas tienen un
crecimiento moderado las mismas tienden a amortiguarse y disiparse rapidamente. Esto,
aunado al crecimiento lento del campo zonal, provoca que la parte cinética y magnética del
sistema se desacople, lo que ocasiona que las del campo zonal, el flujo zonal y la enstrofia
alcancen valores constantes en el tiempo.

Al evaluar los puntos equilibrio obtenidos en la seccién anterior empleando los para-
metros usados para este caso, se encuentra que solamente existen dos puntos estables,
el primero, cuyos eigenvalores son reales negativos, y el séptimo, cuyos valores propios
son complejos con parte real negativa. Con lo anterior puede interpretarse que el sistema
transiciona de un estado oscilatorio al rededor del séptimo punto de equilibrio, hacia un

equilibrio estable dado por el primer punto de equilibrio.

1.
—9.00333
—0.111623
—0.0483772
0.0
7.
—1.82

—0.08 +0.507543
—0.08 —10.507543
0.0
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5.3.2. Caso 2

En el caso mostrado en la figura 5.4, se aprecia que para tiempos cortos las fluctuaciones
magnéticas tienden a crecer de manera abrupta, para posteriormente ser amortiguadas por
efecto de las fluctuaciones cinéticas y el crecimiento del campo zonal. De igual manera, de-
bido a que la energia de las fluctuaciones magnéticas presenta un decremento pequeno para
tiempos menores a 50, el crecimiento del campo zonal es minimo, sin embargo al acercarse
a valores cercanos a 100, el campo comienza a crecer de manera abrupta. Una vez alcanza-
do dicho valor, el sistema parece alcanzar un estado de equilibrio, esto marca un cambio en
la dinamica del sistema, por lo que se le considera una transicién entre diferentes estados.
La dinamica del sistema se vuelve a modificar, debido al crecimiento abrupto del flujo
zonal, dando como resultado oscilaciones entre la enstrofia y la energia del campo zonal,
lo que permite un leve incremento en la energia de las fluctuaciones magnéticas, que a su
vez incrementa la energia del campo zonal. Seguido a esto, el sistema alcanza el equilibrio,
mismo que se asocia al primer punto de equilibrio, debido a que las fluctuaciones magné-
ticas tienden a 0. Los parametros utilizados para esta simulaciéon fueron oy = 0.6, a5 =
0.009, a3 = 0.003, ay = 0.008, a5 = 0.009, g = 1.5, a7 = 0.01, ag = 0.015, g = 0.02, a9 =
0.03,a1; = 0.4, a2 = 0.006, u = 0.6,Uy = 1,& = 100, E4 o = 100, B o = 0.1 y At = 0.001.

A diferencia del sistema anterior, el inico punto de equilibrio estable es el primero, sin
embargo, la vecindad al rededor de dicho punto no presenta un caréacter oscilatorio, por lo

que este es el punto de equilibrio hacia el cual el sistema tiende en sus estadios finales.

—0.236667
—0.111623
—0.0483772
0.0

5.3.3. Caso 3

En este caso, ilustrado en la figura 5.5, el crecimiento de las fluctuaciones magnéticas

es mucho mayor al crecimiento del resto de las variables del sistema. Notamos, a partir de
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la figura a) , que para tiempos menores a 250 el sistema parece encontrarse en equilibrio,
sin embargo, después de dicho tiempo el flujo zonal incrementa, volviéndose uno de los
principales reservorios de energia para el sistema, lo que reduce la enstrofia del sistema,
hecho que a su vez permite un incremento en las fluctuaciones magnéticas y posteriormente
el del campo zonal. Para tiempos entre 180 y 220, observamos pequenas oscilaciones mag-
néticas que intensifican la amplitud maxima de la energia de la enstrofia y la energia del
flujo zonal. Posteriormente notamos que la dinamica del sistema se comporta de manera
analoga a la presentada en la figura 5.4. Como podemos apreciar, este sistema presenta
al menos dos transiciones entre estados, la primera pasando del estado dominado por la
enstrofia y las componentes magnéticas del sistema, el segundo, que actiia como estado
meta estable que posteriormente da lugar a la dinamica estable del sistema, por lo cual,
es posible anticipar que el incremento de las cantidades zonales del sistema modifica la
dindmica del mismo una vez que se alcanza un valor critico que da lugar a un fenémeno
de crecimiento desbocado para dichas cantidades. En este caso los parametros empleados
fueron oy = 0.6, as = 0.009, a3 = 0.003, gy = 0.008, a5 = 0.009, ag = 4.5, a7 = 0.05, ag =
0.045,a9 = 0.02,a19 = 0.03, 11 = 0.4, 12 = 0.006, 0 = 0.6,Uy = 1,&E = 100, Eq0 =
100, Epo = 0.1 y At = 0.001. Estos parametros tienen como consecuencia que sélo exista

un punto de equilibrio estable, el primero.

1.
—3.58333
—0.111623
—0.0483772
0
5.3.4. Caso 4
Para la figura 5.6, los parametros empleados fueron a; = 0.6,ay = 0.009,a3 =

0.003, as = 0.008, a5 = 0.009, g = 4.5, vy = 0.05, ag = 0.095, avg = 0.02, g = 0.03, gy =
0.4, 12 = 0.006, 4 = 0.6,Uy = 1, = 100, E4q = 100, By = 0.1 y At = 0.001. Como

podemos apreciar, en esta ocasion el parametro ag fue incrementado respecto al empleando
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en la figura 5.5, con lo cual se aprecia que un incremento en la tasa de transferencia de
la energia magnética hacia la enstrofia evita el crecimiento abrupto del campo zonal, por
lo que permite la aparicion de oscilaciones en el resto de las componentes del sistema. El
comportamiento que se observa a tiempos mas grandes corrobora que cuando el campo zo-
nal alcanza un valor critico, el mismo amortigua las fluctuaciones magnéticas haciéndolas
tender a 0, provocando asi el desacople del sistema en sus partes magnéticas y cinéticas,
evitando el intercambio de energia de una fuente a otra, lo que permite recuperar la dina-
mica del modelo de Carreras-Diamond-Terry. En adicion, es apreciable que el ancho de las
crestas de la enstrofia es proporcional al maximo previo de la energia de las fluctuaciones
magnéticas, mientras que el campo zonal actia como un término de amortiguamiento que
disminuye las oscilaciones en el sistema. Para este punto del anélisis, resulta sensato afir-
mar que debido a la falta de un término de amortiguamiento para Ej, los subsistemas que
incluyan la presencia de un campo zonal terminan en el estado descrito por el punto de
equilibrio 1. Lo anterior se corrobora al evaluar los puntos de equilibrio con los parametros

elegidos para este caso, sin embargo, no existe un punto de equilibrio estable el cual oscile.

—4.58333
—0.111623
—0.0483772
0.0

5.3.5. Caso 5

Para los resultados mostrados en la figura 5.7, los pardmetros empleados fueron los
mismos que en la figura anterior, sin embargo, esta vez se empleé Ej, = 0. Como se aprecia,
la energia del flujo zonal, la enstrofia y la energia de las fluctuaciones magnéticas pueden
generar un sistema oscilante, analogo a la interacciéon de un modelo de tipo depredador-
presa de tres especies.

De igual manera, se aprecia que el ancho de las crestas de enstrofia son proporcionales

al valor maximo de las crestas de Ey, este fen6meno es més claro al inicio de la simulacion.
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En general, el sistema presenta el siguiente comportamiento: Existe un intervalo de tiempo
donde las fluctuaciones magnéticas son el principal reservorio de energia del sistema, la
cual se transfiere a las fluctuaciones cinéticas en forma de enstrofia, misma que se mantiene
constante hasta que la energia del flujo zonal incrementa, provocando una disminucién en
&, esto a su vez permitiendo el incremento posterior de F 4.

Mientras tanto, el efecto de disipacion y de cascada directa (hacia las fluctuaciones
magnéticas) asociada al flujo zonal provoca la disminucion del mismo, lo que permite un
incremento posterior de la enstrofia. Con lo anterior, aunado a los resultados arrojados por
el codigo presente en el apéndice D, resulta factible afirmar que este sistema se encuentra
oscilando al rededor del sexto punto de equilibrio, el cual es el tinico punto de equilibrio
estable con un comportamiento oscilatorio en sus alrededores. Al analizarse este caso en
conjunto con el caso 4, resulta claro que la presencia y crecimiento del campo zonal evitan

que la dindmica de tipo depredador-presa exista de manera perpetua en el sistema.

—4.18407
—0.530973 + 10.744547
—0.530973 — 10.744547

5.3.6. Caso 6

Por ultimo, en la figura 5.8, cuyos parametros empleados fueron oy = 0.03, a4 =
0.008, a5 = 0.009, a6 = 9.0,a5 = 0.095, 09 = 0.02,Uy = 0,& = 1,E49 = 100, By = 0
At = 0.0001, se estudio6 el subsistema existente para la enstrofia y la energia de las fluc-
tuaciones magnéticas, obteniéndose un sistema que presenta ligeras oscilaciones iniciales y
posteriormente tiende a valores de equilibrio & = —ayag — asag/auag + asag = 80.3941
y Ea = —(aqo6 + aqag)/(asas + agag) = 68.1281, como se aprecia en la figura 5.8 b) .
Esto coincide con el comportamiento esperado cerca de la regiéon asociada al cuarto punto
de equilibrio de este subsistema, el cual es un atractor que presenta un comportamiento

oscilatorio.
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—1.00286 -+ i2.1339
—1.00286 — i2.1339 |
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Sistema con fluctuaciones magnéticas y campo zonal débiles
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(a) Dinamica del sistema
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(b) Dindmica del sistema ampliada.

Figura 5.3: Campo zonal y fluctuaciones magnéticas débiles.
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Sistema con "campo zonal débil"
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(a) Evolucion del sistema a tiempos largos.
Sistema con campo zonal débil
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100
© 80 —— Enstrofia
@ —— Fluctuaciones Magnéticas
o 60 —— Flujo Zonal
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(b) Comportamiento a tiempos cortos.

Figura 5.4: Campo zonal débil.
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Sistema con campo zonal débil y fluctuaciones magnéticas moderadas
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(a) Evolucion del sistema a tiempos largos.

%i&gema con campo zonal débil y fluctuaciones magnéticas moderadas
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(b) Acercamiento del comportamiento del sistema.

Figura 5.5: Campo zonal débil y fluctuaciones magnéticas moderadas.
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Sistema con campo zonal débil y fluctuaciones magnéticas intensas
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(a) Representa la simulacion a una escala temporal grande.

Sistema con campo zonal débil y fluctuaciones magneticas intensas
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(b) Comportamiento a tiempos cortos.

Sistema con campo zonal débil y fluctuaciones magnéticas intensas
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(c) Evolucion del sistema a tiempos cortos en la region inicial.

Figura 5.6: Campo zonal débil y fluctuaciones magnéticas intensas
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Sistema sin campo zonal y fluctuaciones magnéticas intensas"
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(a) Representa la simulacion para grandes escalas de tiempo

Sistema sin campo zonal y fluctuaciones magnéticas intensas
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(b) Representa el comportamiento inicial del sistema a una escala
de tiempo menor.

Sistema sin campo zonal y fluctuaciones magnéticas intensas
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(c) Evolucion del comportamiento del sistema hacia el final de la
simulacion.

Figura 5.7: Modelo sin campo zonal.
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(a) Simulacion Completa.
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(b) Acercamiento del comportamiento del sistema.

Figura 5.8: Modelo de fluctuaciones.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se mostrd que es posible partir de la ley de Ohm generalizada, misma
que representa la ecuacion de movimiento para los electrones, junto con la ecuacién de
momento para un fluido diluido débilmente ionizado (caracteristico de la capa E de la
ionosfera), generar un conjunto de ecuaciones que describan el comportamiento cualitativo
de la dinamica existente entre los diferentes reservorios de energia, siendo las variables
asociadas la energia del campo zonal(E,), la energia contenida en el flujo zonal (U), la
enstrofia (£) y la energia asociada a las fluctuaciones de origen magnético (E4). Para
lograr esto, se realiz6 la separacion entre escalas, las pequenas describen las oscilaciones,
mientras que las grandes representan los flujos y campos promedio. Sin embargo, fue
necesario aplicar una serie de cerraduras al conjunto de ecuaciones, mismas que involucran
el efecto del flujo y campo zonal sobre las fluctuaciones, y derivados de la interacciéon no
local entre las fluctuaciones presentes en el medio (ondas de Alvén, Rossby y Khantadze).

Dicho modelo permite replicar la dinamica obtenida y descrita por el modelo de
Carreras-Diamond-Terry, siendo este un sub-modelo del sistema analizado.

El papel general del campo zonal es el de amortiguar las fluctuaciones del sistema.
Una vez que el mismo alcanza un valor critico provoca el amortiguamiento total de las
fluctuaciones magnéticas, lo que produce un desacople entre las componentes cinéticas,
y magnéticas del sistema. Lo anterior genera que las componentes cinéticas reduzcan su
comportamiento al mismo que presenta el modelo de Carreras-Diamond-Terry, mientras

que el campo zonal remanente permanece constante en el tiempo.

64
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Por otra parte, cuando el crecimiento de las fluctuaciones magnéticas es un orden de
magnitud mayor al de la enstrofia, el desarrollo de un sistema oscilatorio entre la energia
del flujo zonal, la enstrofia y las fluctuaciones magnéticas es posible, mismo que, sin la
presencia del campo zonal genera un comportamiento peridédico en las cantidades.

Por otra parte, cinco posibles investigaciones que se desprenden del presente trabajo y

que a su vez, son complementarias al mismo son las que se enumeran a continuacion:

1. Llevar a cabo un analisis y representacion visual de las cuencas de atraccion resultan-
tes del sistema, permitiendo asi una descripcién mas clara de la dinamica completa

presente en el mismo.

2. Realizar la bisqueda de una base de datos que contenga mediciones adecuadas de la
capa E de la ionosfera, para corroborar con datos de campos la validez del modelo.
Lo anterior seria ttil para brindar una cota en los parametros y de igual manera

permitiria la realizaciéon de un proceso de cerradura més certero sobre las ecuaciones.

3. Investigar y desarrollar con una mayor formalidad una serie de criterios de cerradura
aplicables al sistema de ecuaciones, dejando asi de lado o corroborando, las cerraduras

semi-heuristicas aplicadas en el presente estudio.

4. Explorar la posibilidad de aplicar el tratamiento aqui planteado para sistemas de

confinamiento magnético.

5. Y realizar un analisis sobre las propiedades cadticas del modelo, lo que podria dar
lugar a propiedades emergentes no anticipadas con posibles aplicaciones en ambos

campos, la fisica ionosférica y los sistemas de confinamiento magnético.
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Apéndice A

Notacion

71

Nomenclatura
Elemento descrito Simbolo
Vector X
Norma de un vector |X]
Parte real de X Re(X)
Parte imaginaria de X Im(X)
Parte fluctuante X X
Parte promedio de X Xy
Derivada de X respecto a x Xz

Jacobiano de X con Y

Laplaciano perpendicular de X

Promedio respecto al ensable de X (X)
Enstrofia &
Energia del campo Zonal U
Energia de las fluctuaciones magnéticas Ey
Energia del campo zonal Ey
Frecuencia angular de la Tierra Qo
Campo geomagnético Terrestre By.
Parametro de Rossby B =20,
Variacion del campo geomagnético en la direccién norte-sur cg = 2By,

Vorticidad
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Nomenclatura

Elemento descrito Simbolo
Funcion de flujo P
Potencial vectorial magnético A
Potencial eléctrico 10}
Campo magnético B
Velocidad v
Ntmero de iones n
Densidad de masa p

Masa m
Carga del electron e
Permeabilidad magnética del vacio o
Componente del niimero de onda en la direccion k;
Frecuencia de oscilacion de las componentes fluctuantes w

Frecuencia de oscilacion de las componentes promedio




Apéndice B

Codigo para las simulaciones numéricas

escrito en C+ -+

#include
#include
#include

#include

<iostream>
<armadillo>
<string>

<fstream>

arma: :Mat<double> SetICandEq(arma

arma: :Col<double> Ic,

::Col<double> alpha, double Dt,

int 1,

//Si metodo == 1 se usa Runge-Kutta

//Definimos variables

int 1i;

//contador

arma::Col<double> t, ep, ea, u,

arma: :Mat<double> data(l,5);

t= arma::zeros(l);

ep = arma::zeros(l);

double nu,int metodo) {

eb; //Seran las variables

73



APENDICE B. CODIGO PARA LAS SIMULACIONES NUMERICAS ESCRITO EN C++74

ea = arma::zeros(l);
u = arma::zeros (1l);
eb = arma::zeros(l);

// Condiciones iniciales

t(0) = 0;
ep(0) = Ic(0);
ea(0) = Ic(1);

u(0) = Ic(2);

eb(0) = Ic(3);

//Runge -Kutta

if (metodo==1) {

for (i = 1; i < 1; ++i) {

t(i) = i * Dt;
// definicioon de coeficientes de Runge-Kutta
double klep, k2ep, k3ep, kédep, klea, k2ea, k3ea,
kdea, klu, k2u, k3u, k4u, kleb, k2eb, k3eb, kédeb;
//k1

klep = 2*Dt*(ep(i-1))*( (alpha(0))-((alpha(1))*(u(i-1)))

-((alpha(2))*(eb(i-1))) - ((alpha(3))*(ep(i-1)))
+((alpha(4))*(ea(i-1))) ); //Enstrofia

klea = 2*Dtx*(ea(i-1))*( (alpha(5)) - ((alpha(6))*(eb(i-1)))
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-((alpha (7)) *(ep(i-1))) - ((alpha(8))*(ea(i-1))) );

//Fluctuaciones magneticas

kiu = 2*Dt*(u(i-1))*((alpha(9))*(ep(i-1))
- ((alpha(10))*(ea(i-1))) - nu); //Flujo Zonal

kleb = 2*Dt*(eb(i-1))*(ea(i-1))*(alpha(11));

//Campo Zonal

//k2

k2ep =2*Dt*(ep(i-1)+ 0.5%klep)*( (alpha(0))
-((alpha(1))*(u(i-1)+0.5%k1lu))
-((alpha(2))*(eb(i-1)+0.5%kleb))
-((alpha(3))*(ep(i-1)+0.5%klep))
+((alpha(4))*(ea(i-1)+0.5xklea)) );

//Enstrofia

k2ea = 2xDt*(ea(i-1)+0.5%klea)*( (alpha(5))
- ((alpha(6))*(eb(i-1)+0.5%kleb))
- ((alpha(7))*(ep(i-1)+0.5*klep))
- ((alpha(8))*(ea(i-1)+klea)) );

//Fluctuaciones magneticas

k2u = 2*Dtx(u(i-1)+0.5*kiu)*((alpha(9))*(ep(i-1)+klep)
- ((alpha(10))*(ea(i-1)+klea)) - nu);

//Flujo Zonal

k2eb = 2xDt*(eb(i-1)+kleb)*(ea(i-1)+0.5*klea)*(alpha(11));
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84 //Campo Zonal
85

86

87 //%&3

88

89 k3ep = 2*Dt*(ep(i-1)+ 0.5%k2ep)*( (alpha(0))

90 -((alpha(1))*(u(i-1)+0.5%k2u))

91 -((alpha(2))*(eb(i-1)+0.5xk2eb))
92 -((alpha(3))*(ep(i-1)+0.5xk2ep))
93 +((alpha(4))*(ea(i-1)+0.5xk2ea)));
94 //Enstrofia

96

97 k3ea = 2xDt*(ea(i-1)+0.5xk2ea)*( (alpha(5))

98 -((alpha(6))*(eb(i-1)+0.5*k2eb))
99 - ((alpha(7))*(ep(i-1)+0.5xk2ep))
100 - ((alpha(8))*(ea(i-1)+k2ea)) );

101 //Fluctuaciones magneticas

104 k3u = 2*Dtx(u(i-1)+0.5*k2u)*((alpha(9))*(ep(i-1)+k2ep)

105 - ((alpha(10))*(ea(i-1)+k2ea)) - nu); //Flujo Zonal

107 k3eb = 2*Dt*(eb(i-1)+k2eb)*(ea(i-1)+0.5*xk2ea)*(alpha(11));

108 //Campo Zonal

110 // k4

112 k4ep = 2xDtx(ep(i-1)+ 0.5%k3ep)*( (alpha(0))
113 -((alpha(1))*(u(i-1)+0.5%k3u))

114 -((alpha(2))*(eb(i-1)+0.5%k3eb))

115 -((alpha(3))*(ep(i-1)+0.5%k3ep))



116
117

118

127
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+((alpha(4))*(ea(i-1)+0.5*xk3ea)));

//Enstrofia

kdea = 2*Dt*(ea(i-1)+0.5xk3ea)*( (alpha(5))
- ((alpha(6))*(eb(i-1)+0.5%k3eb))
- ((alpha(7))*(ep(i-1)+0.5%k3ep))
- ((alpha(8))*(ea(i-1)+k3ea)) );

//Fluctuaciones magneticas

kdu = 2*Dt*(u(i-1)+0.5*k3u)*((alpha(9))*(ep(i-1)+k3ep)

- ((alpha(10))*(ea(i-1)+k3ea)) - nu); //Flujo Zonal

kdeb = 2*Dt*(eb(i-1)+k3eb)*(ea(i-1)+0.5*k3ea)*(alpha(11));

//Campo Zonal

//Ecuaciones finales

ep(i) = ep(i - 1) + (klep + 2 *x k2ep + 2 * k3ep + kdep) / 6.0;

//Enstrofia

ea(i) = ea(i - 1) + (klea + 2 * k2ea + 2 * k3ea + kdea) / 6.0;

//Fluctuaciones magneticas

u(i) = u(i - 1) + (k1lu + 2 * k2u + 2 * k3u + kdu) / 6.0;

//Flujo zonal

eb(i) = eb(i - 1) + (kleb + 2 * k2eb + 2 * k3eb + kdeb) / 6.0;

//Campo zonal
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148

149 if ((ep(i) < 0.0) || (ep(i) == 0)) {

150 std::cout << "Simulation has failed at t = " << t(i) << std::endl;
151 break;

152 }

153 }

154 std::cout << "R-K" << std::endl;

155 %}

156 //Metodo de Euler

157

158 else {
159 // Ecuaciones
160

161 for (i=1; i < 1; ++i) {

162
163 t(i) = i *Dt;

164

165

166 ep(i) = ep(i-1) + 2%Dt*(ep(i-1))*( (alpha(0))

167 -((alpha(1))*(u(i-1)))-((alpha(2))*(eb(i-1)))

168 -((alpha(3))*(ep(i-1)))+((alpha(4))*(ea(i-1))));

169 //Presa 1

170

171

172 ea(i) = ea(i-1) + 2xDtx(ea(i-1))*( (alpha(5))

173 - ((alpha(6))*(eb(i-1))) - ((alpha(7))*(ep(i-1)))
174 - ((alpha(8))*(ea(i-1))) ); //Presa 2

175

176

177 u(i) = u(i-1) + 2*Dt*(u(i-1))*((alpha(9))*(ep(i-1))

178 - ((alpha(10))*(ea(i-1))) - nu); //Depredador 1
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180 eb(i) = eb(i-1) + 2xDtx*x(eb(i-1))*(ea(i-1))*(alpha(1l));

181 //Depredador 2

182

183 if( (ep(i) < 0.0) || (ep(i) == 0 ) ) A

184

185 std::cout << "Simulation has failed at t = "<< t(i) << std::endl;
186 break;

187 by

188 }

189 std::cout << "Euler" << std::endl;
190 }

191

193 data.col(0) = t;
194 data.col (1) = ep;
195 data.col (2) = ea;

196 data.col(3) = u;

197 data.col(4) = eb;

198

199 if (metodo == 1){

200 data.save("prey_predator_3_rk.csv", arma::arma_ascii);
201

202 std::cout << "prey_predator_3_rk.csv" << std::endl;
203 b

204

205 else {

206 data.save("prey_predator.csv", arma::arma_ascii);
207

208 std::cout << "prey_predator.csv" << std::endl;

209 b

210 return data;
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213 int main () { //Pruebas

214

215 int 1 = 1000000;

216

217 arma: : Mat<double> datos ;
218

219 arma::Col<double> alpha, Ic;
220

221 double nu;

222

223 nu = 0.6;

224 std::cout << "Friccion\n" << nu << std::endl;
225

226 //Para el modelo de Terry-Carreras-Diamond se pone
227 //alpha 2,5,6,7,8,9,11,12 = 0

228 // 1 2 3 4 5

229 alpha = {{0.030},{0.009},{0.003},{0.008},{0.009},

230 {9.000},{0.050},{0.095},{0.020},{0.030},{0.400},{0.006}};
231 // 6 7 8 9 10 11 12

232 std::cout << "alfaln" << alpha << std::endl;

233

234 double Dt = 0.001;

236 //Para el modelo de Terry-Carreras-Diamond se toma ea0

237 //y eb0 = 0 y para el de fluctuaciones u0 y eb0 = 0

238 // ep ea u eb

239 Ic = {{100.0},{100.0}, {0.0}, {0.0}};

240

241 std::cout << "Condiciones iniciales\n" << Ic << std::endl;
242

243 datos = SetICandEq( alpha, Dt, Ic, 1, nu, 1);
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return O;




Apéndice C

Codigo para el analisis de las

simulaciones escrito en Python

#!/usr/bin/env python

# coding: utf-8

# In[1]:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# In[2]:

plt.rc(’axes’, titlesize=18)
plt.rc(’axes’, labelsize=18)
plt.rc(’xtick’, labelsize=16)
plt.rc(’ytick’, labelsize=16)

plt.rc(’legend’,fontsize=16)
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# # Analisis de Lotka-Volterra

# In[3]:

prey_predator = np.loadtxt(fname=’/home/ismael/Downloads/Tesis/\

lotka_volterra_data.csv’, delimiter=’ ?)

# In[4]:

t = prey_predator[:,0]

prey_predator [:,1]

=3
Il

prey_predator [:,2]

# In[5]:

#Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.plot(t,p, label=’Presa’)

plt.plot(t,h, label=’Depredador’)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (r’Poblacion’)

plt.title(’Modelo Lotka-Volterra’)

plt.legend ()
plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras/\

Lotka-Volterra.eps’, format=’eps’)
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52 plt.show ()

55 # # Modelo de Diamon-Terry-Carreras

57 # $ \mathcal{E}_{,n+1} = \mathcal{E}_{,n} +

58 # 2 \Delta t\left( \alpha_1 \mathcal{E}_{,n}

59 #- \alpha_2 U_{,n}\mathcal{E}_{,n}

60 #- \alpha_4 \mathcal{E}~{2}_{,n} \right), $

61 #

62 #

63 #

64 # $U_{,n+1} = U_{,n}

65 #+ 2 \Delta t \left( \alpha_{10} U_{,n} \mathcal{E}_{,n}
66 #-\mu U_{,n} \right),$

67 #

68 # $\alpha_1 = 0.6%, $\alpha_2 0.03,

69 #\alpha_4 = 0.003, \alpha_{10} 0.3, \mu = 0.1, \Delta t = 0.01$
70 #

71

72 # In[6]:

73

74

75 terry_diamond = np.loadtxt(fname=’/home/ismael/Downloads/Tesis/\
76 Terry_Diamond.csv’, delimiter=’> ’)

7

78

79 # In[7]:

80

81

82 t_t = terry_diamondl[:,0]

83 ep_t = terry_diamond[:,1]



84

86
87
88
89
90
91
92
93

94

96
97
98

99
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u_t = terry_diamond][:,3]

# In[8]:

#Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo

plt.figure(figsize=(10,6))
plt.plot(t_t,u_t, label=’Flujo Zonal?’)
plt.plot(t_t, ep_t, label=’Enstrofia’)
plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (r’Energia’)
plt.title(’Modelo de Terry-Diamond’)
#plt.xlim(right=0.4)

#plt.ylim(left =0.04)

plt.legend ()
plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras/\
Diamond_Terry.eps’)

plt.show ()

# # Analisis del Modelo

# $ \mathcal{E}_{,n+1} = \mathcal{E}_{,n} +

#2 \Delta t\left( \alpha_1 \mathcal{E}_{,n}

#- \alpha_2 U_{,n}\mathcal{E}_{,n}

#- \alpha_3 E_b \mathcal{E} -\alpha_4 \mathcal{E}~{2}_{,n}
#+ \alpha_5 \mathcal{E}_{,n}E_{A,n} \right), $

#

# $E_{A,n+1} = E_{A,n} + 2 \Delta t\left(\alpha_6 E_{A,n}

#-\alpha_7 E_b E_A - \alpha_8 \mathcal{E}_{,n}E_{A,n}
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#- \alpha_{ 9}E~{2}_{A,n} \right), $
#

# $U_{,n+1} U_{,n}

#+ 2 \Delta t \left( \alpha_{10} U_{,n} \mathcal{E}_{,n}
#- \alpha_{11} U_{,n}E_{A,n} -\mu U_{,n} \right),$

#

# $E_{b,n+1} = E_{b,n}

#+2 \Delta t\left(\alpha_{12} E_{A,n}E_{b,n} \right),$

#

#

# ## Modelo Completo (crecimiento de campo zonal ¥y

#fluctuaciones magneticas debiles )

# In[9]:

prey_predator = np.loadtxt(fname=’/home/ismael/Downloads/Tesis\
/prey_predator.csv’,

delimiter=’> )

# In[10]:

t = prey_predator[:,0]

ep prey_predator[:,1]

ea prey_predator [:,2]
u = prey_predator[:,3]

eb= prey_predator [:,b4]
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148 # In[11]:

1561 #Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo

153 plt.figure(figsize=(10,6))

154 plt.plot(t,ep, label=’Enstrofia’)

155 plt.plot(t,ea, label=’Fluctuaciones Magneticas’)
156 plt.plot(t, u, label=’Flujo Zonal’)

157 plt.plot(t, eb, label=’Campo Zonal?’)

158 plt.xlabel(’Tiempo’)

159 plt.ylabel (r’Energia’)

160 plt.title(’Sistema con fluctuaciones magneticas y \
161  campo zonal debiles’)

162 plt.legend ()

163 plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
164 /Prey-Predator.eps’, format=’eps’)

165 plt.show ()

166

168 # In[12]:

169

171 #Grafica la condicion inicial y el primer

172 # paso de tiempo ampliada

174 plt.figure(figsize=(10,6))

175 plt.plot(t,ep, label=’Enstrofia’)

176 plt.plot(t,ea, label=’Fluctuaciones Magneticas’)
177 plt.plot(t, u, label=’Flujo Zonal’)

178 plt.plot(t, eb, label=’Campo Zonal’)

179 plt.x1im(0.0,20.0)
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180 #plt.ylim(-0.1,10.0)

181 plt.xlabel (’Tiempo’)

182 plt.ylabel(r’Energia’)

183 plt.title(’Sistema con "fluctuaciones magneticas y \
184 campo zonal debiles"’)

185 plt.legend ()

186 plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
187 /Prey-Predator_ampliada.eps’, format=’eps’)

188 plt.show()

189

190

191 # ## Modelo Completo (crecimiento de campo zonal debil )

193 # In[13]:

194

195

196 prey_predator_1 = np.loadtxt(fname=’/home/ismael/Downloads/Tesis/\
197 prey_predator_1.csv’,delimiter=’ ’)

198 t_1 = prey_predator_1[:,0]

199 ep_1 prey_predator_1[:,1]

200 ea_1

prey_predator_11[:,2]

201 u_1 = prey_predator_11[:,3]

202 eb_1= prey_predator_1[:,4]

206 # In[14]:

208 #Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo ampliada
209
210 plt.figure(figsize=(10,6))

211 plt.plot(t_1,ep_1, label=’Enstrofia’)
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212 plt.plot(t_1,ea_1, label=’Fluctuaciones Magneticas’)
213 plt.plot(t_1, u_1, label=’Flujo Zonal?’)

214 plt.plot(t_1, eb_1, label=’Campo Zonal’)

215 plt.xlabel(’Tiempo’)

216 plt.ylabel(r’Energia’)

217 plt.title(’Sistema con campo zonal debil?’)

218 plt.legend ()

219 plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
220 /Prey-Predator_1.eps’, format=’eps’)

221 plt.show()

222

223

224 # In[15]:

227 #Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo
228

229 plt.figure(figsize=(10,6))

230 plt.plot(t_1,ep_1, label=’Enstrofia’)

231 plt.plot(t_1,ea_1, label=’Fluctuaciones Magneticas’)
232 plt.plot(t_1, u_1, label=’Flujo Zonal?’)

233 plt.plot(t_1, eb_1, label=’Campo Zonal’)

231 plt.x1im(0.0,400.0)

235 #plt.ylim(-0.1,10.0)

236 plt.xlabel (’Tiempo’)

237 plt.ylabel(r’Energia’)

238 plt.title(’Sistema con campo zonal debil?’)

239 plt.legend ()

240 plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras/\
241 Prey-Predator_1_Ampliada.eps’, format=’eps’)

242 plt.show ()
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# In[16]:

prey_predator_11 = np.loadtxt(fname=’/home/ismael/Downloads/Tesis\
/prey_predator_11.csv’, delimiter=’> ’)

t_11 = prey_predator_11[:,0]

ep_11 prey_predator_11[:,1]

ea_11 = prey_predator_11[:,2]
u_11 = prey_predator_11[:,3]
eb_11= prey_predator_11[:, 4]

#Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo ampliada

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.plot(t_11,ep_11, label=’Enstrofia’)
plt.plot(t_11,ea_11, label=’Fluctuaciones Magneticas’)
plt.plot(t_11, u_11, label=’Flujo Zonal’)
plt.plot(t_11, eb_11, label=’Campo Zonal’)
plt.x1im(0.0,250.0)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (r’Energia’)

plt.title(’Sistema con campo zonal debil y \
fluctuaciones magneticas moderadas’)

plt.legend ()
plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
/Prey-Predator_11.eps’, format=’eps’)

plt.show ()

# In[17]:
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276 plt.figure(figsize=(10,6))

277 plt.plot(t_11,ep_11, label=’Enstrofia’)

278 plt.plot(t_11,ea_11, label=’Fluctuaciones Magneticas?’)
279 plt.plot(t_11, u_11, label=’Flujo Zonal’)

280 plt.plot(t_11, eb_11, label=’Campo Zonal?’)

281 plt.x1im(120.0,240.0)

282 plt.ylim(0.0,100.0)

283 plt.xlabel (’Tiempo’)

284 plt.ylabel(r’Energia’)

285 plt.title(’Sistema con campo zonal debil y \

286 fluctuaciones magneticas moderadas’)

287 plt.legend ()

288 plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
289 /Prey-Predator_11_apliada.eps’, format=’eps’)

290 plt.show()

291

292

293 # In[18]:

294

295

296 prey_predator_12 = np.loadtxt(fname=’/home/ismael/Downloads/Tesis\
297 /prey_predator_12.csv’, delimiter=’> 7’)

298 t_12 = prey_predator_12[:,0]

299 ep_12 = prey_predator_12[:,1]

300 ea_12

prey_predator_12[:,2]
301 u_12 = prey_predator_12[:,3]
302 eb_12= prey_predator_12[:,4]

303 #Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo ampliada

305 plt.figure(figsize=(10,6))
306 plt.plot(t_12,ep_12, label=’Enstrofia’)

307 plt.plot(t_12,ea_12, label=’Fluctuaciones Magneticas?’)
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plt.plot(t_12, u_12, label=’Flujo Zonal’)

plt.plot(t_12, eb_12, label=’Campo Zonal’)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (r’Energia’)

plt.title(’Sistema con campo zonal debil y \
fluctuaciones magneticas intensas’)

plt.legend ()

plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\

/Prey-Predator_12.eps’,

format=’eps’)

plt.show ()

# In[19]:

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.plot(t_12,ep_12, label=’Enstrofia’)

plt.plot(t_12,ea_12, label=’Fluctuaciones Magneticas’)

plt.plot(t_12, u_12, label=’Flujo Zonal’)

plt.plot(t_12, eb_12, label=’Campo Zonal’)

plt.x1im(0.0,500)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (r’Energia’)

plt.title(’Sistema con campo zonal debil y \
fluctuaciones magneticas intensas’)

plt.legend ()

plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\

/Prey-Predator_12_ampliada.eps’, format=’eps’)

plt.show ()
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340 # In[20]:

343 plt.figure(figsize=(10,6))

344 plt.plot(t_12,ep_12, label=’Enstrofia’)

345 plt.plot(t_12,ea_12, label=’Fluctuaciones Magneticas?’)
346 plt.plot(t_12, u_12, label=’Flujo Zonal’)

347 plt.plot(t_12, eb_12, label=’Campo Zonal’)

348 plt.x1lim(0.0,100)

349 plt.xlabel (’Tiempo’)

350 plt.ylabel(r’Energia’)

351 plt.title(’Sistema con campo zonal debil y \

352 fluctuaciones magneticas intensas’)

353 plt.legend ()

354 plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
355 /Prey-Predator_12_ampliada2.eps’, format=’eps’)

356 plt.show ()

359 # ## Modelo sin campo zonal

360 # (poco amortiguamiento de fluctuaciones magneticas)

362 # In[21]:

365 prey_predator_2 = np.loadtxt(fname=’/home/ismael/Downloads/Tesis\
366 /prey_predator_2.csv’, delimiter=’ ’)

367

368

369 # In[22]:
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t_2 = prey_predator_2[:,0]

ep_2 = prey_predator_2[:,1]

ea_2 prey_predator_2[:,2]

u_2 = prey_predator_21[:,3]

# In[23]:

#Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.plot(t_2,ep_2, label=’Enstrofia’)
plt.plot(t_2,ea_2, label=’Fluctuaciones Magneticas’)
plt.plot(t_2, u_2, label=’Flujo Zonal’)
#plt.x1im(0.0,100.0)

#plt.ylim(-0.1,10.0)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel(r’Energia’)

plt.title(’Sistema sin campo zonal y \
fluctuaciones magneticas intensas"’)

plt.legend ()
plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
/Prey-Predator_2.eps’, format=’eps’)

plt.show ()

# In[24]:

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.plot(t_2,ep_2, label=’Enstrofia’)
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plt.plot(t_2,ea_2, label=’Fluctuaciones Magneticas’)
plt.plot(t_2, u_2, label=’Flujo Zonal’)
plt.x1im(800.0,1000.0)

#plt.ylim(-0.1,10.0)

plt.xlabel (’Tiempo’,fontsize=14)

plt.ylabel (r’Energia’,fontsize=14)
plt.title(’Sistema sin campo zonal y \
fluctuaciones magneticas intensas’)

plt.legend ()
plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
/Prey-Predator_2ampliadaf.eps’, format=’eps’)

plt.show ()

# In[25]:

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.plot(t_2,ep_2, label=’Enstrofia’)
plt.plot(t_2,ea_2, label=’Fluctuaciones Magneticas’)
plt.plot(t_2, u_2, label=’Flujo Zonal’)
plt.x1im(0.0,200.0)

#plt.ylim(-0.1,10.0)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel(r’Energia’)

plt.title(’Sistema sin campo zonal y \
fluctuaciones magneticas intensas’)

plt.legend ()
plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
/Prey-Predator_2ampliadai.eps’, format=’eps’)

plt.show ()
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436

437 # ## Modelo de fluctuaciones

438

439 # $ \mathcal{E}_{,n+1} = \mathcal{E}_{,n}

440 #+ 2 \Delta t\left( \alpha_1 \mathcal{E}_{,n}

441 # -\alpha_4 \mathcal{E}~{2}_{,n}

442 # + \alpha_5 \mathcal{E}_{,n}E_{A,n} \right), $
443 #

444 # $E_{A,n+1} = E_{A,n} + 2 \Delta t\left(\alpha_6 E_{A,n}
445 #- \alpha_8 \mathcal{E}_{,n}E_{A,n}

446 #- \alpha_{ 9}E~{2}_{A,n} \right), $

447 #

448 #

450 # In[26]:

453 prey_predator_3 = np.loadtxt(fname=’/home/ismael/Downloads/Tesis\

454 /prey_predator_3.csv’, delimiter=’ ?)

457 # In[27]:

460 t_3 = prey_predator_3[:,0]
461 ep_3 = prey_predator_3[:,1]
462 ea_3 = prey_predator_3[:,2]
463

464

465 # In[28]:

466

467
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#Grafica la condicion inicial y el primer paso de tiempo

plt.figure(figsize=(10,6))
plt.plot(t_3,ep_3, label=’Enstrofia’)

plt.plot(t_3,ea_3, label=’Fluctuaciones Magneticas?’)

#plt.x1im (0.0,100.0)

#plt.ylim(-0.1,10.0)

plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (r’Energia’)

plt.title (’Modelo De fluctuaciones?’)

plt.legend ()
plt.savefig(’/home/ismael/Downloads/Tesis/Figuras\
/Prey-Predator_3.eps’, format=’eps’)

plt.show ()
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Puntos de Equilibrio

Obtencidn de los puntos de equilibrio

1- Definimos las funciones, para términos de este documento se considera “ep” es la estrofia, “ea” la
energia de las fluctuaciones magnéticas, “u” la energia del flujo zonal y “eb” la energia del campo
zonal.

niz4= fllep_, ea_, u_, eb_] := al+xep-a2+u*ep —a3+xepxeb - a4« ep2+a5*ep*ea;
f2[ep_, ea_, u_, eb_] := a6xea-a7+xebxea-a8xeaxep-a9 * ea’;
f3[ep_, ea_, u_, eb_] := alO@xuxep-allxuxea-py=*u;

f4lep_, ea_, u_, eb_] := al2xebxea;
2-lgualamos a 0 y obtenemos los puntos de equilibrio
In[38]:= Solve[{fl[ep, ea, u, eb] == 0, f2[ep, ea, u, eb] == 0,
f3[ep, ea, u, eb] == 0, f4[ep, ea, u, eb] == 0}, {ep, ea, u, eb}]
.=« Solve: 80.39408866995073" is not a valid variable.
ouzgl- Solve[{False, True, True, True}, {80.3941, 68.1281, 0, 0}]
Notemos que el sistema contiene a su vez los puntos de equilibrio correspondientes al modelo de

Terry, sin embargo los mismos no se calculan explicitamente al ejecutar el codigo anterior, por lo tanto
si se reescribe se tiene:

nsol- Tllep_, u_] := alxep-a2xuxep - adx ep?;
T2[ep_, u_] := alOxuxep-pu*u;
Solve[{T1l[ep, u] == 0, T2[ep, u] == 0}, {ep, u}]

.=« Solve: 80.39408866995073" is not a valid variable.
outa1l- Solve[{False, True}, {80.3941, 0}]
Ademas del sistema anterior, también existe 2 subsistemas, el primero consiste en el caso para el cual

eb=0 para todo estado, el presente sistema sélo es importante para darle consistencia a los puntos de
equilibrio existentes y evitar la existencia de incoherencias en analisis posteriores
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n421= SCZllep_, ea_, u_] := alxep-a2xuxep - a4dx* ep2+a5*ep*ea;
SCZ2[ep_, ea_, u_] := a6xea-a8+ea*ep-a9 * ea’;
SCZ3[ep_, ea_, u_] := alOxuxep-a;;*xuxea-uxuU;
Solve[{SsCZ1l[ep, ea, u] == O, SCZ2[ep, ea, u] == 0, SCZ3[ep, ea, u] == 0}, {ep, ea, u}]

-«+' Solve: 80.39408866995073" is not a valid variable.

outas- So'lve[{False, False, True}, {80.3941, 68.1281, 0}]
Por Gltimo se tomara el sistema de puntos de equilibrio para el caso del subsistema de fluctiaciones

nssl- flullep_, ea_] := alxep - a4 ep’>+a5*ep xea;
flu2lep_, ea_] := a6*xea-a8+eaxep-a9 = eaz;
Solve[{flull[ep, ea] == 0, flu2[ep, ea] == 0}, {ep, ea}]

-«+' Solve: 80.39408866995073" is not a valid variable.

outlsgl= So'lve[{False, False}, {80.3941, 68.1281}]

Analisis de puntos de equilibrio

Definimos la funcidn Jaconbiano

In[49]:= Jacob'ian[{fl[ep, ea, u, eb], f2[ep, ea, u, eb], f3[ep, ea, u, eb], f4[ep, ea, u, eb]},
{ep, ea, u, eb}] == {{D[fl[ep, ea, u, eb], ep], D[fl[ep, ea, u, eb], ea],
D[f1l[ep, ea, u, eb], u], D[fl[ep, ea, u, eb], eb]}, {D[fZ[ep, ea, u, eb], ep],
D[f2[ep, ea, u, eb], ea], D[f2[ep, ea, u, eb], u], D[f2[ep, ea, u, eb], eb]},
{D[f3[ep, ea, u, eb], ep]l, D[f3[ep, ea, u, eb], ea], D[f3[ep, ea, u, eb], ul,
D[f3[ep, ea, u, eb], eb]}, {D[f4[ep, ea, u, eb], ep],
D[f4[ep, ea, u, eb], ea], D[f4[ep, ea, u, eb], u], D[f4[ep, ea, u, eb], eb]}}
-« General: 80.39408866995073" is not a valid variable.
-« General: 68.12807881773399" is not a valid variable.

- General: 0 is not a valid variable.

-« General: Further output of will be suppressed during this calculation.

ouzo- Jacobian[{6.66134 x 107", 0., 0., 0.}, {80.3941, 68.1281, 0, 0}] ==
{{080.39416 . 66134 x 107"°, 963.12816.66134 x 107>, 9,6.66134 x 107>, 996.66134 x 107"%},
{080.39410 ., 968.12810., 000., 000.},
{080.39410+ 5 J65.12810. , 9e0., 8p0.}, {050.39410. , Fo5.12810., e 0., 9 0.}}

Ya se tienen los elementos de la Matriz jacobiana, entonces ahora se puede evaluar punto por punto.
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Para una mejor visualizacion definimos cada renglén obtenido anteriormente como una entrada de
una matriz
niso= J1l[ep_, ea_, u_, eb_] := {al—u a2-eba3-2epad+eaas5, epas5, —epa2, -ep a3};
J2[ep_, ea_, u_, eb_] := {—ea a8, a6-eba7-epa8-2eaa9, 0, -ea a7};
J3[ep_, ea_, u_, eb_] := {u al®, —uall, —y+epal®-eaall, 0};
J4[ep_, ea_, u_, eb_] := {0, eb al2, 0, ea a12};

J={31[ep, ea, u, eb], I2[ep, ea, u, eb], I3[ep, ea, u, eb], J4[ep, ea, u, eb]};

J I/l MatrixForm

Out[55]//MatrixForm=

-0.643153 0.723547 -80.3941 a2 -80.3941 a3
-6.47217 -1.36256 (0] -68.1281 a7
0 0 80.3941 al0-68.1281 all-yu (0]

0 0] (0] 68.1281 al2
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Analisis de los puntos de equilibrio (sistema completo)
Primer Punto

Y ud, Haz—-Qa;die
ep»> —,ea-»0, eb- - —

a a
10 3 Qs Ajp
M uxaq2 pxad-al xal0 u uxaq2 pxad-al xal0
nisel- Ipl = {:11[—,0, u, - - ], JZ[—,O,u,— -
alo a3 a3 ald alo a3 a3 * ald
7] uxa2 pxad-al xal0 u uxa2 pxad-al xal0d
I3(——, 0, u, - - ]’ 34[_’0’u" - };
ald a3 a3 ald alo as a3 ald
Jpl /I MatrixForm
Eigenvalues[Ipl] // MatrixForm
Out[57]//MatrixForm=
-0.03010+0.008y  0.016u 0.009y a2y a3y
.03+ alo T T ale ale Tale  ale
7(-0.03010+0.008
0. 9'+a( a IJ)_0.0QSH 0 0
al0a3 al0
(] (0] (0] (0]
0 _ al2(—0.03a10+0.008u) 0 0
al0®a3

Out[58]//MatrixForm=
0.
0.
0.008y
T ae
9. (1 . al0a3-0.00333333010a7-0.0105556a3 y+0.000888889a7 [J)

al@a3

Para acotar los valores posibles, con lo cual vale la pena aplicar la funcién “Reduce” con el objetivo de

realizar un analisis mas completo
In[59]:= Reduce[{al >0, a2>0,a3>0, a4>0, a5>0, a6>0, a7>0, a8>0, al0O>0, u>0,
ala2 al® + pa3 a8 > pyada7+a3d a6alO+ua2 a7 al®, p’a3?as’?<4upa2a3d? aloz},
{al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, ald, u }]
-« Reduce: 0.03" is not a valid variable.

out[59]= Reduce[{True, a2>0, a3>0, True, True, True, a7>0, True, al0 >0,
u>0, 0.03010a2+0.095a3y>9. al0a3+0.008 a7 y, 0.000064a32u2<0},
{6.03, a2, a3, 0.008, 0.009, 9., a7, 0.095, alo, u}]
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In[60]:=

Segundo Punto {ea—>0, u-0,eb- 2 p—}

as

al ep xad al ep xa4
o= JIp2 = {Jl[ep, 0,0, — -—], Jz[ep, 0,0, — -—],
a3 a3 a3 a3
al ep *xa4 al ep xa4
JS[ep, 0,0, — -—], J4[ep, 0,0, — -—]};
a3 a3 a3 a3

Jp2 /Il MatrixForm
Eigenvalues[Ip2] // MatrixForm

Out[62]//MatrixForm=

~0.643153 0.723547 ~80.3941a2 -80.3941a3
0. 1.36256 + %153“7 0 0
0 0 80.3941 ql@ -y 0
0 _ 0.613153al12 0 0
a3

Out[63]//MatrixForm=

0.
-0.643153
1.36256(1. a3+0.454a7)
a3

80.3941 (1. al0-0.0124387 u)

Tercer PuntO {ep-> 0, ea-> 0, u-> 0}

nes- JIp3 = {J1[0, O, O, eb], J2[0, O, O, eb], I3[0, O, O, eb], J4[0, O, O, eb]};
Jp3 / MatrixForm
Eigenvalues[Ip3] // MatrixForm

Out[65]//MatrixForm=

0.03 0. O 0O

0. 9. 0 0O

(0] 0O -y 0

(0] 0 0 0
Out[66]//MatrixForm=

9.

0.03

(0]

-y
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Cuarto Punto

{ep o Hodedu g, MsGedio o, M5 et donds dedondi Oy Giot@ado i dsdin gy o}
Qg9 Q1p+Qg A11 Qg Q1p+Qg A11 az (019 Qpotag Olll>
-4 *a9-a6 xall M *a8-a6 xal0d 1
nfe7:= Jp4 = {Jl[— y — y —

a9 al0+a8 xall a9 al0+a8* all a; (a9 Qg+ ag all)
(p +a5 xa8+ [ a4 xa9-a5* ab xal®-al+ a9 alO+ad a6 *all-alx a8 all), o],

-M*a9-ab6 xall M *a8-a6 xal0 1
J2|- y — -

b
a9* ald0+a8 xall a9* al0+a8* all a; (a9 A g+ ag all)

(p *a5 xa8+uy xad4 xa9-a5% a6 xalO-alx a9* al0+a4 *a6 rall-al* a8 x* all), 0],

-4 *a9-a6 xall M *a8-a6 *al0d 1
J3|- ) — -

b
a9* al0+a8 »all a9* al0+a8* all a, (a9 Qo+ ag all)

(p *a5 *a8+ U xad4 xa9-a5* a6 xal0-alx a9% al0+a4 a6 xall-alx a8« all), 0],

-y *a9-a6 xall M *a8 -ab6 *al0 1
J4|- y - y = (p*aS *a8 +
a9* al0+a8 xall a9* al0+a8* all a; (ag Qo+ ag all)

pxad xa9-a5% a6 xalO-alx a9+ alO+ad a6 xall-alx a8+ all), o]};

Jp4 Il MatrixForm
Eigenvalues[Ip4] // MatrixForm

Out[68]//MatrixForm=

0.03 0.016(-9. all—0.0Z,u) @.009(-9. 10+0.095 u) a2 (—0.0816a10+0.06915all+0.001015p) 0.009(-9. all-
: * 0.02010+0.095a11  ©0.02a16+0.095q11 * a (a9 aro+ag an) T 0.02410+0.0¢
0.095(-9. a10+0.095p) 9 0.095(-9. ll-0.02 p)
0.02q10+0.095al1 * ¥ T9.02a10:0.095a11
alO(—0.0SlG @16+0.06915a11+0.001015) all(—0.0816a10+0.06915
h [25) (119 Qip+ag l111) a (ag Qiptag @
0 0

Out[69]//MatrixForm=

Root[ttl3+21 150.7a10* alla2 a3 a3 a3;+183 008. al®® all? a2 a3 ai a?y+306 938. al0? all® a2 af aZ a?,-404 403. al0all* a2 a3 ad aly+47.001€

Root[ttl3+21 150.7a10% all a2 a3 a2 a3,+183008. al0® all? a2 a3 a2 a3;+306 938. al6? all® a2 a3 af a3,-404 403. @10 all* a2 a3 af aly+47.001€

Root[n13+21 150.7a10% all a2 a3 a2 a%,+183008. al0® all? a2 a3 a2 a?;+306 938. al16? all® a2 a3 a? a?,-404 403. 10 all* a2 a3 a? a?y+47.001€

Ahora intentamos resolver la ecuacion
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Puntos de equilibrio.nb 7

In[70}:= Solve[x3 +1P a5 as Qi a5 a0+ P b a, ag Ay Ao -2 Y as as a ag A as, -

Wk asasad aly- P ay @ ag @i Ay + M ad as aZ ai ady+ pa; @ ag ag g+

WPk asay agay; + 1P @ as i @l ay - 4P @l as ag @i @y @y @y + PP A a4 dg Qg @2 Ay Ay -

2 ayaaialap - pas as ai ag as ady a1 -2 P as a, Qi ag ad, agg +

May g Qg @l aly @y + a5 s Qs Qo Qap A1y + Ay @ AG A5 A5 A1y + PP 5 Qs Qg Qs A5y +

2 asagaias i - ayab Al asal -2 pas as al ak ayo a2, - p A ay a ag as ajp @t -

May a3 as @i Qg (o @iy + a5 Qs Qg @g Qop Aoy — Qs Oy A3 Qg Aag Aoy +2 Ay O3 QG Qg Ao A2y A3y +

MO a,azaial - pay a; as Qs ayy - a3 A, ay ag Q1p Q3 + Ay @5 A5 A A1 A3y +

x2 (paz Q0o — Ay dg Qg + Ay Qg Ag A1g + Ay Ag Ag a11)+x(—y2 a5 as az ag - P’ as a, ag aj -
M a5 as ag @ Qio+ M a5 as Qg Qg Ao Q1o — M Q5 Qg Q3 Q1o+ M A5 Ay A Q3 Q1o+ M A5 As A Ao Qg +
payadaialy-padasas akay; - pada, agag Ao ayy - Jaz as ag ag arp aq; +
a5 a5 QZ ag Q1o @11 =2 P A5 @y Qg Ay Ao Aq + A5 Ay O Qg Ay Q11 + M Ay Ao A Ao Az A1y +

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a, Qs Qg A1 Q31 +A1 A, Ag Qg A7 A1 —A; A Ag A19 A7 + A1 A; Ag Ag A all) == 0, X]

1
{{X—>§(—Haza4a9+ll0lzasa9-0120(6019(119—025140(60(11)-

> 5 "

213 (—(u @, ay ao- + ray a ag an] +3[ + )] -9 1?3 a4 a5 af aj+ + ( J +4 ]

3[.9ma;a4a5a;a;+ y ] 32!
Out[70]=
. (1+ ]
{x—> }, {x—>§(—ya2a4a9+pa2a8ag—azaaagalo—a2a4aeall)+ - }}
6+2

Size in memory: 0.9 MB 4= Show more i Show all -+ Iconize v | | Store full expression in notebook @

consideremos lo mismo pero esta vez considerando a16 = a2, a8=a5, al2=a7
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8 Puntos de equilibrio.nb

n711= Jlalep_, ea_, u_, eb_] :={a1—ua2—eb az-2epas+eaas, epas, —epay, —€p a3};

J2alep_, ea_, u_, eb_] :={-ea as, ag-eba;-epas-2eaay, 0, —ea a7};

J3alep_, ea_, u_, eb_] :={u a, ~uai;, ~M+epa;-eaai, 0};

J4alep_, ea_, u_, eb_] := {0, eba;, 0, ea a7} 5

Has-dag as

—Hag-aegQa
Jpda = {Jla[- y =
Qg az +as Ay

HQas Qs+ Qs Qg—Q5 Qg Ay —Q1 Qg A + A4 A A3 — A3 A5 A7

Qg a; +as ay;

M as-dg as

aj (ag az +ds an)

HQasds+ Jda,ag—Qs Qg 0y —A; Qg A3 + A4 A A1 — A1 A5 A7)

—HQg—-Qg ay1

, 0], 32a[- LT %M

Qg az +Qas5 Ay;

H

Qg Ay + A5 A3

—Hag—-Qag ay;

as (ag aj + s all)

Has-ag a

J3a[-

Qg A7 + A5 A77 Qg A +

HQAs Qs+ Ay Qg—=Q5 Qg Ay —QA1 Qg A + A4 A A3 — A3 A5 A7

as aj;

Has-dg as

aj (a9 az +ds an)

, 0],

—HQg—-Qag ay1

, 0], 34 2T

Qg Az +Qas5 Ay;

H

Qg Ay + A5 A77

Jp4a ll MatrixForm

Eigenvalues[Jp4a] // MatrixForm

Out[76]//MatrixForm=

Qas (Il Qs5-Qa as)

as (ag aj + as all)

ap —
az Qo+as A11

Out[77]//MatrixForm=

2, (—H d9-Qg all) u aé—az Qs Qg—Qy Oy Qg+l Qg Qg—A Qs A11+04 A A1
+

az Qo+as A11

Qs (ll Qs-—

a Qo+as A1

a ae)

Qp Qg+0s g1

2
M Qa5-Qp Qs Qg—A1 Az Qg+l Qg A9—A) A5 A11+A4 Qg A11

a Qg+as A11

0

HQsds+da,ag—Qs Qg 0y —A; Qg A3 + A4 A A1) — A1 A5 A7) }
b ] b

as (—H Qd9—0Qg an)
a Qo+as Ay

2 (P as-ay ae) ag . as (-H ag-ag 0!11)

Qg +

ap Qg+Qs A11 ap Qg+Qs A11

2
Qi (IJ Q5-Qp A5 Ae—Q1 A2 Qg9+l A4 Ag—Q3 A5 A11+04 Qs Ay

az (az Qg+as Hu)

0

ROOT[E13 4 af a3 a3-2 47 af aF s a@ew oS as a2 ad-1 ay 0 as Qi af a s Qe ay o s Bp? o s ts B 0 o tg ctyy-p? o o g g ctyyp 0

3.3 o a® a2-2 12 o o2 2., 95 2 2,2 5 3.3 o4 3 6 3_,2 5 3.3 a3 ot 2 44 o3 502 of
Root[l:tl +° a5 aE a§-2 [° a5 a5 O ag+U Q5 Os Qf Ag-j° Q1 @ A5 Qg+U° 05 04 Qs Qg+U Q1 Q5 A A3—{° Q5 Qs O A3+U° Q5 A5 Qg A11-H° @) 02 Qg Qg A11-f O3 A5 Of

Roo1:[1:tl3+u3 a5 a2 a3-2 1? a3 a? ag ad+p A as af ad-p? ay a5 as a3+p af as as a3+p ay oS as a3-p? a5 as as a3+pS a5 ad ag ar-p? o o ag ag ai1-p a5 a2 ai
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Puntos de equilibrio.nb 9

In(78]:= Solve[x3+u3a§a§a§—2u2a§a§a6a§+uaga5aéa?,—uzalagasag+u3a§a4a5a3+ua1agaeag—
2 5 3,.3 3 4 2 4 3 5 2 2 6 3
H asasagaz+’° a;az Qg a3 — U Q, Qi 0 Qg Q11— M Q5 A5 Qg Qg Q11 + A, Qs Ag Ay A1 —
2 4 2 2 3.3 2 2 5 2 2 4 2
2[[ a; A, A; Ao @11+ A, A4 A5 A A1+ H A1 A; A5 Ag Qg A1+ U Ay A4 A5 Ag Qg A1 +
6 2 2 5 2 2 2 3 4 2 4 3.2 2 5 2 3 2
a; a, dg Qg Q11 -2 a5 Qs Ag Qg A1+ M Q5 A5 Qg A1 —2 4 A, Q5 O A7, + A5 A5 Qg A7 —

2 3 3 2 4 2 2 2 3 2 2 5 2 2
M alazasagall-uala2a5a6a9a11+2y a2a4a5a5a9all+2a1a2a5a6agall-

4 2 2 5 3 2 3 .3 3 4 2 2 3
Ha, a; as Qg dg @y; =Q; 04 Qg Qg A7 =M A1 Q; A5 Qg A7, + A1 A, A5 A5 A7 +
3 2 2 3 4 3 3 2 2
Ha, a, a; Qg a;; —a, Q3 A5 Az A7, + X |HQy A4 Q9= H Ay A5 Qg+ A5 g Qg + Ay Ay A A11) +

2 3 2 2 2 3 4 3 2 4 2 2 3 2
x(-p a, az Qg —|” a5 Qs Qg+ a5 Qs Qg Qg+ [ Q5 Q5 Qg Qg+ [ Q1 Ay Qg — U~ A5 Qg Qg —

2 2 2 3 2 3 2 2 3 4 2

H a,asas Qg+ a, A4 Qg Qg—H A, A5 Ag A1 — M A; A5 Qg A1 + A, A5 Ag A1y +
3 .2 2 3 4 3
a2a5a6a11+ya1a2a5a9a11+a1azagagall—Zpa2a4a5a9all—

2 3 2 3 2 3 2 2
Ha; a; Q5 Qg Qg Q11 +Q5 A Qg Qg Q11+ QA1 A; A5 Ag A7 — A5 Ay Ag all) == 0 3 X]

1
{{x—)E (—ya2a4a9+pazasag—agaeag—aza4a6all)—

2 B 1/3
22 (o os 0y mves oo G- e o> (D) (@) @)
5 L {xo L
1/3 3 2]‘3
3[ + 4 24 ]
Out[78]=
(11 «/3)(7 24 ) (14 «E)[ ]13
1 2
{x—»; (—yaz Q4 Qg + [ Qy A5 Qg — Q5 Qg Ag — Ay Ay A 0111)+ - i }}
32" ( ]1‘3
Size in memory: 0.8 MB 4+ Show more i Show all +++ |conize v —>| Store full expression in notebook @
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10 Puntos de equilibrio.nb

QUintO Punto {ep—»—w, ea» - 2XUL 50, eb—>0}

Qs ag+ay Ao Qs ag+ay Ay

-a5x a6-al* a9 -a4x a6 +al* a8
n79l= JpS = {Jl[— y = ; 0, O]a
a5* a8+ a4 a9 a5* a8+ a4 a9
-a5% a6-al* a9 -a4* a6+alx a8 -a5% a6-al* a9
Jz[- , - , 0, 0], :13[- ,
a5+ a8+ a4 xa9 a5* a8+ a4 a9 a5% a8+ a4 »a9
-a4x a6+alx a8 -a5% a6-al* a9 -a4* a6+alx a8
- ,07 0]7 34[' y = ’03 0]};
a5* a8+ a4 a9 a5 a8+ a4 xa9 a5 a8+ a4 * a9

Jp5 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip5] // MatrixForm

0ut[80]//MatrixForm=

-0.643153 0.723547 -80.3941 a2 -80.3941 a3
-6.47217 -1.36256 0 -68.1281 a7
0 0 80.3941 al0-68.1281 all-yu 0

0 0] (0] 68.1281 al2

Out[81]//MatrixForm=

-1.00286+2.1339i
-1.00286-2.1339i
68.1281 al2

80.3941 al0-68.1281 all-yu

Ahora buscarémos las condiciones para que el sistema sea estable y ademas oscile. Dichas condiciones
para quinto punto son:

2
(a4a5a6+a1a4a9+a4a6a9—ala8a9) <

4 (a4 a52 a6? a8 - al a52 a6 a8? + a4? a5 a6 a9 - al? a5 a8? a9 + al a4’ a6 a9? - al? a4 a8 a92)
ada5a6+alad a9+ad4 a6 a9 > al a8 a9
uaba8+uad adS+adab all>+a5 a6 al0+al a9 al0+ala8 all

ala8> a4 ab
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Puntos de equilibrio.nb

2
In[82]:= Reduce[{o <al, 0<a4,0<a5,0<a6, 0<a9, (a4a5 a6+al a4 a9 +a4 a6 ad-al a8 a9) <
4 (a4 a5° a6’ a8 - al a5° a6 a8” + a4’ a5 a6? a9 - al® a5 a8’ a9 + al a4’ a6 a9’ - al’ a4 a8 a92),

ada5a6+ala4ad9+a4a6ad >al a8 a9,

pa5a8+uad4ad+a4a6all>+a5a6al0+ala9ald+ala8all, ala8 > a4a6},
{vs a1, aa, as, a6, a8, a9, alo, a11}]
-««;Reduce: 0.03" is not a valid variable.

out[82]= Reduce[{True, True, True, True, True, True,
True, 0.072 al1+0.001015 > 0.0816 al0+0.00285 all, False},
{u, ©.03, 0.008, 0.009, 9., 0.095, 0.02, alo, all}]

Sexto Punto {ep—>0, ea> ®,u-0, eb—>0}

a9

a6 a6 a6 a6
nes- Ip6 = {:11[0, - 0, 0], Jz[o, - 0, 0], 33[0, - 0, 0], 34[0, - 0, 0]};

Jp6 / MatrixForm
Eigenvalues[Jp6] // MatrixForm

Out[84]//MatrixForm=

4.08 0. 0] 0
-42.75 -9. 0] -450. a7
0 0 -450.all-y 0]
0 0 0] 450. al2
Out[85]//MatrixForm=
-9.
4.08
450. al2
-450. all-yu
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12 Puntos de equilibrio.nb

Septimo punto {ep» £, easo0, uo -2 b0}

az ip

M xad4-alx al0 M *xad4-al* al0®

o= IpT = {Jl[i,ﬁ),- , o], JZ[L,G,- , o],
alo alo

a2* alo a2* alo

M *ad4-alx al0

H

M *ad4-alx al0
, o}

JB[#,O,- ,0],34[#,@,-

a2x alo a2* alo
Jp7 /l MatrixForm
Eigenvalues[Ip7] // MatrixForm
Out[87]//MatrixForm=
-0.03al10+0.008 0.016yu 0.009yu a2y a3y
0.03 + - _2eE _2oH
al0 alo al0 alo al0
0.095
0. 9, - —* 0 0
al0
-0.03010+0.008y all(—0.03 a10+0.008p) 0 0
a2 al® a2
0 0] 0 0
Out[88]//MatrixForm=
0.
9.(1.a10-0.0105556)
al0

0. 5(-0 .008a2? - 4/-0.12 al6? a2 p+0. 000064 a2* 12+0.032 al0 a2 12 )

al0 a2?

0. 5(-0 .008 a2? y+ \/-0 .12 a16? a2* y+0.000064a2* 12+0.032 al0 a2* 12 )

al0 a2?

Busquemos las condiciones para que el sistema oscile

In[8ol= M Qg > Qg A9

4a1ai0> yaﬁ+4pa4alo

Out[89)= U Qg > Qg A0
outool= 4 ay afe >ua§+4ua4 Q10
In[91]:= Reduce[{0<p<1, O<al<l,0<a2<l1l,0<a4<1l,0<a6 <1, 0<a8<1l, 0<ald<1l,
pas > a6 xald, 4al ald? > ua42+4pa4a10}, {u, al, a2 , a4, a6, a8, alO}]
-« Reduce: 0.03" is not a valid variable.

outlo1)= Reduce[{o <p<1, True, ®<a2<1, True, False, True, 0 <al®@<1, 0.095u>9. al0,

0.12 a10? > 0.000064 4+ 0.032 alop}, {u, ©.03, a2, 0.008, 9., 0.095, alo}]

In[92]:=
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Puntos de equilibrio.nb 13

Octavo punto {ep- 2, ea~0, u-o, eb- o}

al al al al
nos- JIp8 = {:11[;, 0,0, e], 32[;, 0,0, e], 33[;, 0,0, e], J4[;, 0,0, o]};

Jp8 I/ MatrixForm
Eigenvalues[Jp8] // MatrixForm

Out[94]//MatrixForm=

-0.03 0.03375 -3.75a2 -3.75a3

0. 8.64375 0 0
(0] 0 3.75a10 -y 0]
0 0 0 0

0Out[95]//MatrixForm=

8.64375

-0.03
0
3.75al10 -y

In[96]:=

Sistema sin Campo Zonal

nio7= Jacobian[{SCZ1[ep, ea, u], SCZ2[ep, ea, u], SCZ3[ep, ea, ul}, {ep, ea, u}] ==
{{D[SCZl[ep, ea, u], ep], D[SCZl[ep, ea, u], ea], D[SCZ1l[ep, ea, u], u]},
{D[sczz[ep, ea, u], ep], D[SCZ2[ep, ea, u], ea], D[SCZ2[ep, ea, ul, u]},
{D[SCZB[ep, ea, u], ep], D[SCZ3[ep, ea, u], ea], D[SCZ3[ep, ea, ul, u]}}
-«=General: 80.39408866995073" is not a valid variable.
.-« General: 68.12807881773399" is not a valid variable.

.-« General: 0 is not a valid variable.

-« General: Further output of will be suppressed during this calculation.

oue7- Jacobian[{6.66134 x 107, 2.84217 x107**, 0.}, {80.3941, 68.1281, 0}] ==
{{080.39416 . 66134 x 107"%, 963.12816.66134 x 107>, 356.66134 x 107"}, {9g0.30412.84217 x 107,
868.12812°84217 X 10_14, 602.84217 X 10_14}, {680_39419. ) 668.12819° ) 80@.}}

injeel= JScllep_, ea_, u_] := {al—u a2-2epad+eaa5, epas5, -ep a2};
JSc2[ep_, ea_, u_] := {—ea a8, a6-epa8-2eaa9, 0};

JSc3[ep_, ea_, u_] := {u al®, ~uall, epalO-py-ea all};
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14 Puntos de equilibrio.nb

Puntoleps £, caso, us 202t

al0 a2

7] -alalO+ad u
o= Jsl = {JScl[— y 0y - ———
alo

all a2

M -alalO+ad u
JScz[— y 0y - —m—m8 H
alo

]’ JSc3[%@, o, _—a1a10+a4p]}’
a

all a2 alo a2

Jsl // MatrixForm

Eigenvalues[Jsl] // MatrixForm
Out[102]//MatrixForm=

-0.03010+0.008y 0.016u 0.009y a2y
0.03+ - _acH
al0® alo al® alo
0.095u
0. 9., - 225 0
al®
-0.03010+0.008y all(—0.03 a10+0.008p)
a2 alda2

Out[103]//MatrixForm=
9. (1. al@-@.@losssey)
al®
0. 5(-0 .008 a2? - \/-0 .12 a16? a2* y+0.000064a2* 12+0.032 al0 a2* 12 )

al0 a2?

0. 5(-0 .008a2? 4 A[-0.12a107 a2* y+0. 00006402 4240032 al0 a2* 4 )

10 a2?

Puntozepaz—i,eaee,uao

al al al
nioa- JIs2 = {JScl[; , 0, e], JSCZ[; , 0, e], JSc3[; , 0, e]};

Js2 // MatrixForm

Eigenvalues[Js2] // MatrixForm
Out[105]//MatrixForm=

-0.03 0.03375 -3.75a2

0. 8.64375 0
0 0 3.75a10-p
Out[106]//MatrixForm=
8.64375
-0.03
3.75al0-p
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Punt03ep—>o,ea—>2—:,u—>0

a6 a6 a6
nio7- Js3 = {JScl[O, -’ 0], JScz[e, - 0], JSc3[0, — 0]};

Js3 /I MatrixForm
Eigenvalues[Js3] // MatrixForm

Out[108]//MatrixForm=

4.08 0. 0
-42.75 -9. 0
0 0 -450.all-py
Out[109]//MatrixForm=
-9.
4.08
-450. all-y
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P nt 4 -a9 p-aba;; -alO0ab+a8pu -al0a5ab-alalOa9+a5 a8 p+a4 a9 p+rad4 aba;;-al a8aj;
U O ep>»r-—mm,eadr-—mm, U > -

alOa9+a8ai; alOa9+a8aj; ’ a2(al® a9+a8 an)
-a9 u-a6all -al0a6+a8 u
0= Js4 = {JScl[— , - ,
al® a9 + a8 all al® a9 + a8 all
-al0a5a6-alal0a9+a5a8uy+ad4a9u+ad4a6all-al a8all -a9 u-aball
- ], JScz[- ,
a2 (al@ a9 + a8 all) al®G a9 +a8 all
-al0a6+a8 u -—al0a5a6-alalfa9+a5a8u+ada u+ad4 a6 all-al a8 0111:|
= y = ’
al® a9 +a8 all a2 (alo a9 + a8 a11)
-a9 u-a6all -al0a6+a8 u
JSc3|- y = ,
al® a9 + a8 all al® a9 + a8 all
-al0a5a6-alal0a9+a5a8 uy+ad4 a9 uy+a4 a6 all -al a8 all]}
- 5
a2 (alO a9 + a8 all)
Js4 /| MatrixForm
Eigenvalues[Js4] // MatrixForm
Out[111]//MatrixForm=
0.03 0.016(-9.al1-0.024)  _0.0816a10+0.06915a11+0.001015y  ©.009(-9. al0+0.095) 0.009(-9. al1-0.0:
. + + - ——_—
0.02a10+0.095all 0.02010+0.095all 0.02a10+0.095all 0.02al10+0.095al
0.095(-9. a10+0.095u) 9 0.095(-9. all—0.0Zu) 0.0-
.+ + —
0.02a10+0.095all 0.02a10+0.095all 0.(
@l0(-0.0816a10+0.06915a11+0.001015,) all(-0.0816a16+0.06915alls
(9.02010+0.095a11) a2 (9.02210+0.095q11)

Out[112]//MatrixForm=
Root[1.05754x10° a10® alla2’+4.12711x16° al0” al1? a2’-4.25687x16° al0 all® a2°+2350.08a10® a2’ y-15145.9al6” all a2’ p-115507. al

Root[l .05754x10° a10° all a2°+4.12711x10° a10? all? a23-4.25687x10° 10 al11® a23+2350.08a10° a2® y-15145.9a106% all a2’ y-115507. al

Root[l .05754x10° a10° a1l a23+4.12711x10° 010? al11? a23-4.25687x10° @10 a113 a23+2350.08a10° a2 y-15145.9a16% all a2’ y-115507.al
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PUﬂtOSep-»O,ea—»O,u—»O

w13~ Js5 = {IScl[e, 0, 0], ISc2[0, 0, 0], ISc3[0, 0, O]};
Js5 // MatrixForm

Eigenvalues[Js5] // MatrixForm

Out[114]//MatrixForm=

0.03 0. 0
0 9. 0
0 0 -y
Out[115]//MatrixForm=
9.
0.03
-H

Punto 6 ep o - 22aGalad |, _Hhetalas g

a5 a8+a4 a9 a5 a8+a4 a9
-a5a6-al a9 -a4 a6 +al a8
n[116l= JS6 = {JSCl[— y = ’ 0]’
a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9
-a5 a6 -al a9 -a4 a6 +al a8 -a5 a6 -al a9 -a4 a6+ al a8
JScz[- , - , 0], JSc3[— , - , 0 };
a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9

Js6 /l MatrixForm

Eigenvalues[Js6] // MatrixForm

Out[117]//MatrixForm=

-0.643153 0.723547 -80.3941 a2
-6.47217 -1.36256 0
0] 0] 80.3941 al0-68.1281 all -y

Out[118]//MatrixForm=

-1.00286+2.1339i
-1.00286-2.13397
80.3941 al0-68.1281 all-yu
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Modelo de fluctuaciones

nii1o}= Jacobian[{flul[ep, ea], flu2[ep, ea]}, {ep, ea}] ==
{{D[flul[ep, eal, ep], D[flul[ep, ea], ea]},
{D[flu2[ep, ea], ep], D[flu2[ep, ea], ea]}}

-«=General: 80.39408866995073" is not a valid variable.
-« General: 68.12807881773399" is not a valid variable.
.-« General: 80.39408866995073" is not a valid variable.

.= General: Further output of will be suppressed during this calculation.

Out[119]=

Jacobian[{7.10543 x 10715, 2.84217 x 104}, {80.3941, 68.1281}] ==
{{080.30417. 10543 x 107", B6g.12817.10543 x 10_15};
{080.39412.84217 x 1071, Geg.12812.84217 x 10_14}}

20 JFl1l[ep_, ea_] := {al—zep a4 +ea a5, ep a5};

Jfl2[ep_, ea_] := {—ea a8, a6-epa8-2ea a9};

Punto lep—>z—i, ea-»0

al al
niz2- 3FL = {qu[; , 0], Jle[; , e]};

Jf1 // MatrixForm
Eigenvalues[Jf2] // MatrixForm

Out[123]//MatrixForm=

(—0.03 0.03375)
0. 8.64375

Out[124]//MatrixForm=

Eigenvalues[Jf2]

Punto 2ep—>0, ea-»0

np2s= Jf2 = {Ifl1[0, 0], Ifl2[0, O};
Jf2 /I MatrixForm
Eigenvalues[Jf2] // MatrixForm

Out[126]//MatrixForm=
( 0.03 0. )
0. 9.

Out[127]//MatrixForm=

(o.03)
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Pun'to:'}ep-w),ea—»Z—;3

a6 a6
nios- 3F3 = {qu[e, ;], af12)e, 5]};

Jf3 /I MatrixForm
Eigenvalues[Jf3] // MatrixForm

Out[129]//MatrixForm=

( 4.08 0. )
-42.75 -9.

Out[130]//MatrixForm=

( -9. )
4.08
PuntO 4ep_>_M, og Ja4abralas
a5 a8+a4 a9 a5 a8+a4 a9
-a5a6-ala9 -a4 a6 +al a8
nhat= If4 = {qu[_ , -
a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9

Jf4 /Il MatrixForm
Eigenvalues[Jf4] // MatrixForm

Out[132]//MatrixForm=

(—0.643153 0.723547 )
-6.47217 -1.36256

Out[133]//MatrixForm=

-1.00286+2.13397
-1.00286-2.13397/

], Jflz[—

-a5a6-al a9

Puntos de equilibrio.nb

a5 a8 + a4 a9

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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-a4 a6 +al a8 }

a5 a8 + a4 a9
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20 Puntos de equilibrio.nb

Comportamiento de los Puntos de equilibrio

Caso 1l

n34= al= 0.6;

a2 = 0.009;
a3 = 0.003;
a4 = 0.008;
a5= 0.009 ;
a6 = 0.08;
a7 = 0.05;
a8 = 0.095;
a9 = 0.02;
ald = 0.03;
all= 0.01;
al2 = 0.05;
u= 0.6;

ep = 100;
ea = 100 ;
us=1;

eb = 0.1

Primer punto de equilibrio

M uxaq2 pxad-al xal6 u uxa2 pxad-al xal0
In[151]:= Jpl={Jl[—,0,u,— - ], 32[—, O, u, - -
ald as a3 * al® ald as a3 * al®
M uxa2 pxad-al xald u uxa2 pgxad-al xal0d
I3(——, 0, u, - - ]’ 34[_’ 0, u, - - ]};
al® a3 a3 alo alo a3 a3 al®

Jpl /I MatrixForm
Eigenvalues[Ipl] // MatrixForm

Out[152]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18 -0.06

0. -9.00333 0 0.
0.03 -0.01 0. 0

0 7.18333 0 0.
Out[153]//MatrixForm=

-9.00333

-0.111623
-0.0483772

0.
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Segundo punto de equilibrio

al ep xa4 al ep xa4
niisa= Ip2 = {Jllep, 0,0, — '_]s leep, 0,0, — '_],
a3 a3 a3 a3
al ep xa4d al ep xa4d
J3[ep; 0, 0’ I —_], J4[ep, 0, G, -_— —_]};
a3 a3 a3 a3

JIp2 // MatrixForm
Eigenvalues[Ip2] // MatrixForm

Out[155]//MatrixForm=

-0.8 0.9 -0.9 -0.3
0. -6.08667 0 0.
0. 0. 2.4 0]

0 -3.33333 0O 0.

Out[156]//MatrixForm=

-6.08667
2.4
-0.8
0.

Tercer punto de equilibrio

nis7- Jp3 = {J1[0, O, 0, eb], J2[0, O, 0, eb], I3[0, 0, 0, eb], J4[0, 0, 0, eb]};
Jp3 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip3] // MatrixForm

Out[158]//MatrixForm=

0.5997 0. 0. 0.
0. 0.075 0 0.
0. 0. -0.6 0

0 0.005 0 0.

Out[159]//MatrixForm=

-0.6
0.5997
0.075
0.

Cuarto Punto de equlibrio
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—Hag—-asa; Mas-—ag a
nfe0l= Jpda = {Jla[— y = ’
Qg @y +as A Qg Az +Qas aj;
MHQs Qs+ a; Qg—0as Qg Ay — A1 Qg A + A4 A A1 — A1 A5 A7) —Hag—-agay;
- , 0], JZa[—— s
aj (a9 a +as all) Qo r +Qas5 Ay
Has-das a Hasds+da,ag—Qas Qg @y —@; Qg A + A4 A A1) — A1 A5 A7)
= » = b ]’
Qg ay +Qas d;; a (ag a; +as all)
—Hag—-Qas a; Has—-ag ay
JSa[— y = ,
Qo Ay +as aj; Qg Qy +Qas aj;

Has Qs+ asQg—QA5Ag A =A@ A9 Ay + A4 Ag A1 — A1 A5 A7 0] 34 —Hag—-ag a;
- a[_—
b b b

a) (a9 aj + as all) Qg Ay + A5 A7

- y —

Has—-ag a Has Qs+ a;Q9—Qas5 Qg A = QA1 Qg 0y + A4 A A1 — A1 A5 A7
o}
Qg ay +Qas dj; a (119 a; +as 1111)

Jp4a /l MatrixForm
Eigenvalues[Jp4a] // MatrixForm

Out[161]//MatrixForm=

as (0 .6as-a ae) 2a4 (-0 .6 as-as 011) 0.6a2-ay as ag-a; ay ag+0.6 a4 ag-a; as a11+Qs Ap A11 as (-‘3 .6 as-as 011)
+ + -

a; -
Q Qo+0s A11 Q Qo+Qs A11 Q Qo+Qs A1 a Qo+as A1y
as (0 .6as-ay ch) 2 (0 .6as-ay ae) ag as (—0 .
_— ag + +
ap Qg+ds 11 ay Qg+ds App ac

2
0.6a2-ay as ag-a; ay ag+0.6 a4 ag-a; as a11+Qs Ap A11 iy (0 .6 a5-ay as ag-a1 az ag+0.6 a4 ag-a

Q Qo+as A11 a (0(2 d9+Qs an)

(0] 0

Out[162]//MatrixForm=
Root[ttl3+0 .216 a‘z' ag ag—O .72 ag aé ag a§+0 .6 ag as aé aé—@ .36a; ag as a§+0 .216 a‘z' ag as a§+0 .6a; ag ag ag—ﬁ) .36 ag ag ag ag+0 .216 ag a‘s' ag a;1-0.

Root[ttl3+0 .2160a5 a2 a2-0.72a5 a2 ag a2+0.6 a5 a5 a2 a3-0.36a; a5 as a3+0.216 a5 a4 as a3+0.6 a; oS ag a3-0.36 a5 a4 ag a3+0.216 a3 a2 ag a;;-0

Root[tt13+0 .2160a% a2 a2-0.72 a3 a? ag a3+0.6 a5 as a2 a2-0.36a; a3 as a3+0.216 a3 a4 as a3+0.6 a; o ag a3-0.36 a3 as as a3+0.216 a3 af ag a;;-0.

Quinto punto de equilibrio
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-a5% a6-al* a9 -a4* a6+al* a8
nfe3l= JpS = {Jl[— ) = » 0, 0]!
a5* a8+ a4 »a9 a5+ a8+ a4 * a9
-a5% a6-al* a9 -a4* a6+alx a8 -a5% a6-al* a9
Jz[- , - , 0, o], 33[- ,
a5* a8+ a4 xa9 a5+ a8+ a4 * a9 a5* a8+ a4 »a9
-a4* a6+al* a8 -a5% a6-al* a9 -a4* a6+al* a8
- ,03 0]3 J4‘[_ y = ,0, 0]};
a5* a8+ a4 * a9 a5* a8+ a4 » a9 a5+ a8+ a4 * a9

Jp5 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip5] // MatrixForm

Out[164]//MatrixForm=

-0.100256 0.112788 -0.112788 -0.0375961
5.27507 1.11054 0 2.77635
0. 0. 0.331232 0
0 0. 0 -2.77635
Out[165]//MatrixForm=
-2.77635
1.48569
-0.475405
0.331232

Sexto punto de equilibrio
a6 a6 a6 a6
niicel- Ip6 = {31[0, —, 0, e], Jz[o, —, 0, e], 33[0, —, 0, e], 34[0, —, 0, e]};
a9 a9 a9 a9

Jp6 // MatrixForm
Eigenvalues[Jp6] // MatrixForm

Out[167]//MatrixForm=

0.636 0. 0. 0.

-0.38 -0.08 0 -0.2

0. 0. -0.64 0

0 0. 0 0.2
Out[168]//MatrixForm=

-0.64

0.636

0.2

-0.08

Septimo punto de equilibrio

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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24 Puntos de equilibrio.nb

M *ad-alx al®d M *ad-alx al®

nico- IpT = {Jl[i , 0, - , 0], Jz[i , 0, - , 0],
alo alo

a2 x al0 a2 * al0
7] M *xad4-alx al® 7] M *xad4-alx al®
33_’03‘ sQ]s 34[_’03‘ 30]};
alo® a2 * al® alo a2 x alo

Jp7 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip7] // MatrixForm

Out[170]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18 -0.06
0. -1.82 0] 0.
1.46667 -0.488889 0. 0]
0 0. 0] 0.

Out[171]//MatrixForm=

-1.82+0.17
-0.08+0.5075437
-0.08-0.5075437

0.+0.7

Octavo punto de equilibrio

al al al al
w72~ JIp8 = {:11[;, 0,0, 0], JZ[Z, 0,0, o], :13[;, 0,0, o], J4[Z, 0,0, o]};

Jp8 /I MatrixForm
Eigenvalues[Jp8] // MatrixForm

Qut[173]//MatrixForm=

-0.6 0.675 -0.675 -0.225

0. -7.045 (0] 0.
0. 0. 1.65 0
0 0. 0] 0.
Out[174]//MatrixForm=
-7.045
1.65
-0.6
0.

In[175]:= C'Lear[al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, al®, all, al2, y, ep, ea, u, eb ]
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n7el= al= 0.6

a2 = 0.009;
a3 = 0.003;
a4 = 0.008;
a5= 0.009 ;
a6=1.5;
a7 = 0.01;
a8 = 0.015;
a9 = 0.02;
al6 = 0.03;
all= 0.4;
al2 = 0.006;
u= 0.6;

ep = 100;
ea = 100 ;
u=1;

eb = 0.1

Primer punto de equilibrio

M uxaq2 pxad-al xald u uxa2 pxad-al xal0
In[193]:= Jpl={Jl[—,0,u,— - ],JZ[—,O,u,— - )
al® as a3 * al® ald a3 a3 * al®
M uxaq2 pxad-al xald u uxa2 pgxad-al xal0d
I3(——, 0, u, - - ]’ 34[_’ 0, u, - - ]};
al® a3 a3 ald alod a3 a3 al®

Jpl /I MatrixForm
Eigenvalues[Jpl] // MatrixForm

Out[194]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18 -0.06
0. -0.236667 (0] 0.
0.03 -0.4 0. (0]
(0] 0.862 (0] 0.
0ut[195]//MatrixForm=
-0.236667
-0.111623
-0.0483772
0.

Segundo punto de equilibrio
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al ep *xa4 al ep xa4
inf1ol= Jp2 = {JlleP, 0,0, — '_]s 32[ep, 0,0, — '_],
a3 a3 a3 a3
al ep xa4d al ep xa4d
33[ep, 0, 0, — -———], 34[ep, 0, 0, — -—]};
a3 a3 a3 a3

Jp2 / MatrixForm
Eigenvalues[Ip2] // MatrixForm

Out[197]//MatrixForm=

-0.8 0.9 -0.9 -0.3
0. 0.666667 0 0.
0. 0. 2.4 0
0 -0.4 0 0.
Out[198]//MatrixForm=
2.4
-0.8
0.666667
0.

Tercer punto de equilibrio

nheo)- Jp3 = {J1[0, O, O, eb], J2[0, O, 0, eb], I3[0, O, 0, eb], J4[0, O, 0, eb]};
Jp3 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip3] // MatrixForm

Out[200]//MatrixForm=

0.5997 0. 0. 0.
0. 1.499 0 0.
0. 0. -0.6 0

0 0.00066 0 0.

Out[201]//MatrixForm=

1.499
-0.6
0.5997
0.

Cuarto Punto de equlibrio
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—Hag—-asai; Mas—ag a
in2021= Jp4a = {Jla[— y = ’
Qg @y +as ay; Qg ar +Qas5 d;;
MHQs Qs+ as Qg =05 Qg Ay — A1 Qg Ay + A4 A A3 — A1 A5 Ay —Hag—-Qaga;;
- , 0], JZa[-— s
a (ae a; +as an) Qg ar +Qas a;;
Has-dg as HQsds+da,a9g—0Qs Qg 0y — @) Qg Ay + A4 A A — A1 A5 A7)
= » = b ]’
Qg ay +Qas5 Ay a (ae az +as an)
=M Qg —-Qg A11 Has—-ag a
JSa[— y = ,
Qg ar +Qas5 Ay Qg ar +as ay;
Has s+l asQg—Qas5 Qg A —A; Qg A + Ay A Q31— A1 A5 A1 —Hag—-Qag Ay
- R 0], J4a[—— s
as (ag aj; + as an) Qg Ay + A5 A3
Has—ag a Has Qs+ a3 Q9—Q5 Qg A —QA; Qg Gy + Q4 Ag A1 — A A5 Ag3
- , - o}
Qg ay + a5 Ay a (ag az +as 1111)

Jp4a /l MatrixForm
Eigenvalues[Jp4a] // MatrixForm

0Out[203]//MatrixForm=

as (0 6as-a ae) 2a4 (-0 <6 as-as 011) 0.6a2-ay as ag-a; ay Ag+0.6 a4 Ag-a1 a5 A11+Qs Ap A11 as (-9 <6 as-as 011)
+ + -

a —
Q Qo+0s A11 Q Qo+Qs A11 Q Qo+Qs A1 a Qo+as A1y
as (0 .6as-ay ch) 2 (0 .6as-ay ae) ag as (—0 .
_— ag + +
ap Qg+ds 11 ay Qg+ds App ac

2
0.6a2-ay as ag-a; ay ag+0.6 a4 ag-a; as a11+Qs Ap A11 iy (0 .6 a5-ay as ag-a1 az ag+0.6 a4 ag-a

Q Qo+as A11 a (0(2 d9+Qs an)

(0] 0

Out[204]//MatrixForm=
Root[ttl3+0 .216 a‘z' ag ag—O .72 ag aé ag a§+0 .6 ag as aé aé—@ .36a; ag as a§+0 .216 a‘z' ag as a§+0 .6a; ag ag ag—ﬁ) .36 ag ag ag ag+0 .216 ag a‘s' ag a;1-0.

Root[ttl3+0 .2160a5 a2 a2-0.72a5 a2 ag a2+0.6 a5 a5 a2 a3-0.36a; a5 as a3+0.216 a5 a4 as a3+0.6 a; oS ag a3-0.36 a5 a4 ag a3+0.216 a3 a2 ag a;;-0

Root[tt13+0 .2160a% a2 a2-0.72 a3 a? ag a3+0.6 a5 as a2 a2-0.36a; a3 as a3+0.216 a3 a4 as a3+0.6 a; o ag a3-0.36 a3 as as a3+0.216 a3 af ag a;;-0.

Quinto punto de equilibrio
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-a5% a6-al* a9 -a4* a6+al* a8
In205)= JpS = {Jl[— ) = » 0, 0]!
a5* a8+ a4 »a9 a5+ a8+ a4 * a9
-a5% a6-al* a9 -a4* a6+alx a8 -a5% a6-al* a9
Jz[- , - , 0, o], 33[- ,
a5* a8+ a4 xa9 a5+ a8+ a4 * a9 a5* a8+ a4 »a9
-a4* a6+al* a8 -a5% a6-al* a9 -a4* a6+al* a8
- ,03 0]3 J4‘[_ y = ,0, 0]};
a5* a8+ a4 * a9 a5* a8+ a4 » a9 a5+ a8+ a4 * a9

Jp5 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip5] // MatrixForm

0Out[206]//MatrixForm=

-0.691525 0.777966 -0.777966 -0.259322

-0.152542 -0.20339 0] -0.101695
0. 0. -2.07458 (0]
0 0. 0] 0.0610169

0Qut[207]//MatrixForm=

-2.07458+0.1
-0.447458 +0.2431137
-0.447458 - 0.2431131

0.0610169+0.1i

Sexto punto de equilibrio

a6 a6 a6 a6
nos- Ip6 = {:11[@, —, 0, 0], Jz[e, —, 0, 0], :13[@, —, 0, 0], J4[G, —, 0, o]};
a9 a9 a9 a9
Jp6 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip6] // MatrixForm

Out[209]//MatrixForm=

1.275 0. 0. 0.

-1.125 -1.5 0 -0.75
0. 0. -30.6 0
0 0. 0] 0.45

0ut[210]//MatrixForm=

-30.6

-1.5

1.275

0.45

Septimo punto de equilibrio
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M *ad-alx al®d M *ad-alx al®

net- JIpT = {Jl[i , 0, - , 0], Jz[i , 0, - , 0],
alo alo

a2 x al0 a2 * al0
7] M *xad4-alx al® 7] M *xad4-alx al®
33_’03‘ sQ]s 34[_’03‘ 30]};
alo® a2 * al® alo a2 x alo

Jp7 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip7] // MatrixForm

0Out[212]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18 -0.06
0. 1.2 (0] 0.
1.46667 -19.5556 0. (0]
0 0. (0] 0.

0Out[213]//MatrixForm=

1.2+0.17
-0.08+0.5075437
-0.08-0.5075437

0.+0.7

Octavo punto de equilibrio

al al al al
n21a- JIp8 = {:11[;, 0,0, 0], JZ[Z, 0,0, o], :13[;, 0,0, o], J4[Z, 0,0, o]};

Jp8 /I MatrixForm
Eigenvalues[Jp8] // MatrixForm

Qut[215]//MatrixForm=

-0.6 0.675 -0.675 -0.225

0. 0.375 0 0.
0. 0. 1.65 (0]
0] 0. 0] 0.
0ut[216]//MatrixForm=
1.65
-0.6
0.375
0.

Puntos de equilibrio.nb

In[217]:= C'Lear[al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, al®, all, al2, y, ep, ea, u, eb ]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Caso 3

n2igl= al = 0.6

a2 = 0.009;
a3 = 0.003;
a4 = 0.008;
a5= 0.009 ;
a6 = 4.5;
a7 = 0.05;
a8 = 0.045;
a9 = 0.02;
al6 = 0.03;
all= 0.4;
al2 = 0.006;
u= 0.6;

ep = 100;
ea = 100 ;
u=1;

eb = 0.1

Primer punto de equilibrio

M uxaq2 pxad-al xald u uxa2 pxad-al xal0
In[235]:= Jpl={Jl[—,0,u,— - ],JZ[—,O,u,— -
al® as a3 * al® ald a3 a3 * al®
M uxaq2 pxad-al xald u uxa2 pgxad-al xal0d
I3(——, 0, u, - - ]’ 34[_’ 0, u, - - ]};
al® a3 a3 ald alod a3 a3 al®

Jpl /I MatrixForm
Eigenvalues[Jpl] // MatrixForm

Out[236]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18 -0.06

0. -3.58333 0 0.
0.03 -0.4 0. 0

(0] 0.862 0 0.
0ut[237]//MatrixForm=

-3.58333
-0.111623
-0.0483772

0.

Segundo punto de equilibrio
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al ep *xa4 al ep xa4
nl23gl= IP2 = {Jllep, 0,0, — '_]s leep, 0,0, — '_],
a3 a3 a3 a3
al ep xa4d al ep xa4d
33[ep, 0, 0, — -———], 34[ep, 0, 0, — -—]};
a3 a3 a3 a3

Jp2 / MatrixForm
Eigenvalues[Ip2] // MatrixForm

Out[239]//MatrixForm=

-0.8 0.9 -0.9 -0.3
0. 3.33333 ©0 0.
0. 0. 2.4 0]
(0] -0.4 0] 0.
Out[240]//MatrixForm=
3.33333
2.4
-0.8
0.

Tercer punto de equilibrio

nea- Jp3 = {J1[0, O, O, eb], J2[0, O, 0, eb], I3[0, O, 0, eb], J4[0, 0, 0, eb]};
Jp3 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip3] // MatrixForm

Qut[242]//MatrixForm=

0.5997 0. 0. 0.
0. 4.495 0 0.
0. 0. -0.6 0

0 0.00066 0 0.

Out[243]//MatrixForm=

4.495
-0.6
0.5997
0.

Cuarto Punto de equlibrio

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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—Hag—-asa; Mas-—ag a
In2441= Jpda = {Jla[— y = ’
Qg @y +as A Qg Az +Qas aj;
MHQs Qs+ a; Qg—0as Qg Ay — A1 Qg A + A4 A A1 — A1 A5 A7) —Hag—-agay;
- , 0], JZa[—— s
aj (a9 a +as all) Qo r +Qas5 Ay
Has-das a Hasds+da,ag—Qas Qg @y —@; Qg A + A4 A A1) — A1 A5 A7)
= » = b ]’
Qg ay +Qas d;; a (ag a; +as all)
—Hag—-Qas a; Has—-ag ay
JSa[— y = ,
Qo Ay +as aj; Qg Qy +Qas aj;

Has Qs+ asQg—QA5Ag A =A@ A9 Ay + A4 Ag A1 — A1 A5 A7 0] 34 —Hag—-ag a;
- a[_—
b b b

a) (a9 aj + as all) Qg Ay + A5 A7

- y —

Has—-ag a Has Qs+ a;Q9—Qas5 Qg A = QA1 Qg 0y + A4 A A1 — A1 A5 A7
o}
Qg ay +Qas dj; a (119 a; +as 1111)

Jp4a /l MatrixForm
Eigenvalues[Jp4a] // MatrixForm

Qut[245]//MatrixForm=

as (0 .6as-a ae) 2a4 (-0 .6 as-as 011) 0.6a2-ay as ag-a; ay ag+0.6 a4 ag-a; as a11+Qs Ap A11 as (-‘3 .6 as-as 011)
+ + -

a; -
Q Qo+0s A11 Q Qo+Qs A11 Q Qo+Qs A1 a Qo+as A1y
as (0 .6as-ay ch) 2 (0 .6as-ay ae) ag as (—0 .
_— ag + +
ap Qg+ds 11 ay Qg+ds App ac

2
0.6a2-ay as ag-a; ay ag+0.6 a4 ag-a; as a11+Qs Ap A11 iy (0 .6 a5-ay as ag-a1 az ag+0.6 a4 ag-a

Q Qo+as A11 a (0(2 d9+Qs an)

(0] 0

Qut[246]//MatrixForm=
Root[ttl3+0 .216 a‘z' ag ag—O .72 ag aé ag a§+0 .6 ag as aé aé—@ .36a; ag as a§+0 .216 a‘z' ag as a§+0 .6a; ag ag ag—ﬁ) .36 ag ag ag ag+0 .216 ag a‘s' ag a;1-0.

Root[ttl3+0 .2160a5 a2 a2-0.72a5 a2 ag a2+0.6 a5 a5 a2 a3-0.36a; a5 as a3+0.216 a5 a4 as a3+0.6 a; oS ag a3-0.36 a5 a4 ag a3+0.216 a3 a2 ag a;;-0

Root[tt13+0 .2160a% a2 a2-0.72 a3 a? ag a3+0.6 a5 as a2 a2-0.36a; a3 as a3+0.216 a3 a4 as a3+0.6 a; o ag a3-0.36 a3 as as a3+0.216 a3 af ag a;;-0.

Quinto punto de equilibrio

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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-a5% a6-al* a9 -a4* a6+al* a8
in2471= Jp5 = {Jl[— y = y 0, 0],

a5* a8+ a4 »a9 a5+ a8+ a4 * a9

-a5% a6-al* a9 -a4* a6+alx a8 -a5% a6-al* a9

Jz[- , - , 0, o], 33[- ,
a5* a8+ a4 xa9 a5+ a8+ a4 * a9 a5* a8+ a4 »a9
-a4* a6+al* a8 -a5% a6-al* a9 -a4* a6+al* a8
- ,03 0]3 J4‘[_ y = ,0, 0]};
a5* a8+ a4 » a9 a5+ a8+ a4 * a9

a5 a8+ a4 * a9
Jp5 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip5] // MatrixForm

0Out[248]//MatrixForm=

-0.743363 0.836283 -0.836283 -0.278761

-0.716814 -0.318584 (0] -0.79646
0. 0. -4.18407 0]
0 0. 0 0.0955752

Out[249]//MatrixForm=
-4.18407+0.1

-0.530973+0.744547i
-0.530973-0.744547i
0.0955752 +0.1i

Sexto punto de equilibrio
a6 a6 a6 a6
neso- Ip6 = {:11[@, —, 0, 0], Jz[e, —, 0, 0], :13[@, —, 0, 0], J4[G, —, 0, o]};
a9 a9 a9 a9

Jp6 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip6] // MatrixForm

Out[251]//MatrixForm=

2.625 0. 0. 0.
-10.125 -4.5 0 -11.25
0. 0. -90.6 0
0 0. 0 1.35
0out[252]//MatrixForm=
-90.6
-4.5
2.625
1.35

Septimo punto de equilibrio

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



34 Puntos de equilibrio.nb

M *ad-alx al®d M *ad-alx al®

nosa- IpT = {Jl[i , 0, - , 0], Jz[i , 0, - , 0],
alo alo

a2 x al0 a2 * al0
7] M *xad4-alx al® 7] M *xad4-alx al®
33_’03‘ sQ]s 34[_’03‘ 30]};
alo® a2 * al® alo a2 x alo

Jp7 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip7] // MatrixForm

Out[254]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18 -0.06
0. 3.6 (0] 0.
1.46667 -19.5556 0. (0]
0 0. (0] 0.

Out[255]//MatrixForm=

3.6+0.1
-0.08+0.5075437
-0.08-0.5075437

0.+0.7

Octavo punto de equilibrio

al al al al
n2sel- Ip8 = {:11[;, 0,0, 0], JZ[Z, 0,0, o], :13[;, 0,0, o], J4[Z, 0,0, o]};

Jp8 /I MatrixForm
Eigenvalues[Jp8] // MatrixForm

Qut[257]//MatrixForm=

-0.6 0.675 -0.675 -0.225

0. 1.125 0 0.
0. 0. 1.65 0
0 0. 0 0.
Out[258]//MatrixForm=
1.65
1.125
-0.6
0.

In[259]:= C'Lear[al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, al®, all, al2, y, ep, ea, u, eb ]
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n2e0l= al = 0.6

a2 = 0.009;
a3 = 0.003;
a4 = 0.008;
a5= 0.009 ;
a6 = 4.5;
a7 = 0.05;
a8 = 0.095;
a9 = 0.02;
al6 = 0.03;
all= 0.4;
al2 = 0.006;
u= 0.6;

ep = 100;
ea = 100 ;
u=1;

eb = 0.1

Primer punto de equilibrio

M uxaq2 pxad-al xald u uxa2 pxad-al xal0
In[277]:= Jpl={Jl[—,0,u,— - ],JZ[—,O,u,— - )
al® as a3 * al® ald a3 a3 * al®
M uxaq2 pxad-al xald u uxa2 pgxad-al xal0d
I3(——, 0, u, - - ]’ 34[_’ 0, u, - - ]};
al® a3 a3 ald alod a3 a3 al®

Jpl /I MatrixForm
Eigenvalues[Jpl] // MatrixForm

Out[278]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18 -0.06

0. -4.58333 0 0.
0.03 -0.4 0. 0

(0] 0.862 0 0.
0ut[279]//MatrixForm=

-4.58333
-0.111623
-0.0483772

0.

Segundo punto de equilibrio
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al ep *xa4 al ep xa4
nl2g0}= IP2 = {Jllep, 0,0, — '_]s leep, 0,0, — '_],
a3 a3 a3 a3
al ep xa4d al ep xa4d
33[ep, 0, 0, — -———], 34[ep, 0, 0, — -—]};
a3 a3 a3 a3

Jp2 / MatrixForm
Eigenvalues[Ip2] // MatrixForm

Out[281]//MatrixForm=

-0.8 0.9 -0.9 -0.3
0. -1.66667 0 0.
0. 0. 2.4 0
0 -0.4 0 0.
out[282]//MatrixForm=
2.4
-1.66667
-0.8
0.

Tercer punto de equilibrio

ness- Jp3 = {J1[0, O, O, eb], J2[0, O, 0, eb], I3[0, O, 0, eb], J4[0, 0, 0, eb]};
Jp3 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip3] // MatrixForm

Qut[284]//MatrixForm=

0.5997 0. 0. 0.
0. 4.495 0 0.
0. 0. -0.6 0

0 0.00066 0 0.

Out[285]//MatrixForm=

4.495
-0.6
0.5997
0.

Cuarto Punto de equlibrio
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—Hag—-asa; Mas-—ag a
in286l= Jpda = {Jla[— y = ’
Qg @y +as A Qg Az +Qas aj;
MHQs Qs+ a; Qg—0as Qg Ay — A1 Qg A + A4 A A1 — A1 A5 A7) —Hag—-agay;
- , 0], JZa[—— s
aj (a9 a +as all) Qo r +Qas5 Ay
Has-das a Hasds+da,ag—Qas Qg @y —@; Qg A + A4 A A1) — A1 A5 A7)
= » = b ]’
Qg ay +Qas d;; a (ag a; +as all)
—Hag—-Qas a; Has—-ag ay
JSa[— y = ,
Qo Ay +as aj; Qg Qy +Qas aj;

Has Qs+ asQg—QA5Ag A =A@ A9 Ay + A4 Ag A1 — A1 A5 A7 0] 34 —Hag—-ag a;
- a[_—
b b b

a) (a9 aj + as all) Qg Ay + A5 A7

- y —

Has—-ag a Has Qs+ a;Q9—Qas5 Qg A = QA1 Qg 0y + A4 A A1 — A1 A5 A7
o}
Qg ay +Qas dj; a (119 a; +as 1111)

Jp4a /l MatrixForm
Eigenvalues[Jp4a] // MatrixForm

Out[287]//MatrixForm=

as (0 .6as-a ae) 2a4 (-0 .6 as-as 011) 0.6a2-ay as ag-a; ay ag+0.6 a4 ag-a; as a11+Qs Ap A11 as (-‘3 .6 as-as 011)
+ + -

a; -
Q Qo+0s A11 Q Qo+Qs A11 Q Qo+Qs A1 a Qo+as A1y
as (0 .6as-ay ch) 2 (0 .6as-ay ae) ag as (—0 .
_— ag + +
ap Qg+ds 11 ay Qg+ds App ac

2
0.6a2-ay as ag-a; ay ag+0.6 a4 ag-a; as a11+Qs Ap A11 iy (0 .6 a5-ay as ag-a1 az ag+0.6 a4 ag-a

Q Qo+as A11 a (0(2 d9+Qs an)

(0] 0

Out[288]//MatrixForm=
Root[ttl3+0 .216 a‘z' ag ag—O .72 ag aé ag a§+0 .6 ag as aé aé—@ .36a; ag as a§+0 .216 a‘z' ag as a§+0 .6a; ag ag ag—ﬁ) .36 ag ag ag ag+0 .216 ag a‘s' ag a;1-0.

Root[ttl3+0 .2160a5 a2 a2-0.72a5 a2 ag a2+0.6 a5 a5 a2 a3-0.36a; a5 as a3+0.216 a5 a4 as a3+0.6 a; oS ag a3-0.36 a5 a4 ag a3+0.216 a3 a2 ag a;;-0

Root[tt13+0 .2160a% a2 a2-0.72 a3 a? ag a3+0.6 a5 as a2 a2-0.36a; a3 as a3+0.216 a3 a4 as a3+0.6 a; o ag a3-0.36 a3 as as a3+0.216 a3 af ag a;;-0.

Quinto punto de equilibrio
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-a5% a6-al* a9 -a4* a6+al* a8
in289l= JPS = {Jl[— y — s 0, 0]!
a5* a8+ a4 »a9 a5+ a8+ a4 * a9
-a5% a6-al* a9 -a4* a6+alx a8 -a5% a6-al* a9
Jz[- , - , 0, o], 33[- ,
a5* a8+ a4 xa9 a5+ a8+ a4 * a9 a5* a8+ a4 »a9
-a4* a6+al* a8 -a5% a6-al* a9 -a4* a6+al* a8
- ,03 0]3 J4‘[_ y = ,0, 0]};
a5* a8+ a4 * a9 a5* a8+ a4 » a9 a5+ a8+ a4 * a9

Jp5 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip5] // MatrixForm

0ut[290]//MatrixForm=

-0.413793 0.465517 -0.465517 -0.155172
1.96552 0.413793 0 1.03448
0. 0. 9.22759 0
0 0. 0 -0.124138
Out[291]//MatrixForm=
9.22759
1.04221
-1.04221
-0.124138

Sexto punto de equilibrio
a6 a6 a6 a6
o2 Ip6 = {31[0, —, 0, e], Jz[o, —, 0, e], 33[0, —, 0, e], 34[0, —, 0, e]};
a9 a9 a9 a9

Jp6 // MatrixForm
Eigenvalues[Jp6] // MatrixForm

Out[293]//MatrixForm=

2.625 0. 0. 0.

-21.375 -4.5 0 -11.25
0. 0. -90.6 0
(0] 0. (0] 1.35

Out[294]//MatrixForm=

-90.6

-4.5

2.625

1.35

Septimo punto de equilibrio
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M *ad-alx al®d M *ad-alx al®

nosi- IpT = {Jl[i , 0, - , 0], Jz[i , 0, - , 0],
alo alo

a2 x al0 a2 * al0
7] M *xad4-alx al® 7] M *xad4-alx al®
33_’03‘ sQ]s 34[_’03‘ 30]};
alo® a2 * al® alo a2 x alo

Jp7 /I MatrixForm
Eigenvalues[Ip7] // MatrixForm

0ut[296]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18 -0.06
0. 2.6 (0] 0.
1.46667 -19.5556 0. (0]
0 0. (0] 0.

0ut[297]//MatrixForm=

2.6+0.1
-0.08+0.5075437
-0.08-0.5075437

0.+0.7

Octavo punto de equilibrio

al al al al
nzos- JIp8 = {:11[;, 0,0, 0], JZ[Z, 0,0, o], :13[;, 0,0, o], J4[Z, 0,0, o]};

Jp8 /I MatrixForm
Eigenvalues[Jp8] // MatrixForm

0Qut[299]//MatrixForm=

-0.6 0.675 -0.675 -0.225

0. -2.625 0 0.
0. 0. 1.65 (0]
0 0. 0] 0.
Out[300)//MatrixForm=
-2.625
1.65
-0.6
0.

In[301]:= C'Lear[al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, al®, all, al2, y, ep, ea, u, eb ]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Caso 5

nEo2l= al= 0.6
a2 = 0.009;
a3 = 0.003;
a4 = 0.008;
a5 = 0.009 ;
a6 = 4.5;
a7 = 0.05;
a8 = 0.045;
a9 = 0.02;
al0 = 0.03;
all = 0.4;
al2 = 0.00;
u= 0.6;
ep = 1003
ea = 100 ;
u=1;
eb = 0

In[319]:=

Primer punto de equilibrio

u -alal0+ad u
Jsl= {JScl[— , 0, -—],
alo al0l a2
7] -alalO+ad u 7]
isc2[—, o, -—], JSc3[—, 0
alo ald a2 alo

Jsl// MatrixForm

Eigenvalues[Jsl1] // MatrixForm

Out[320]//MatrixForm=

-0.16 0.18 -0.18
0. 3.6 (0]
1.46667 -19.5556 0.

Qut[321]//MatrixForm=

3.6+0.1
-0.08+0.50754371
-0.08-0.5075431

Segundo punto de equilibrio

’

-al al0 + a4 p]}

all a2

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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al al al
a2 IS2 = {JScl[; , 0, o], JSCZ[; , 0, o], JSc3[; , 0, o]};

Js2 /l MatrixForm

Eigenvalues[Js2] // MatrixForm

Qut[323]//MatrixForm=

-0.6 0.675 -0.675
0. 1.125 0
0. 0. 1.65

0Out[324]//MatrixForm=

1.65
1.125
-0.6

Tercer punto de equilibrio

a6
niezs- Js3 = {JScl[O, —, o], JScz[o,
a9

Js3 /l MatrixForm

Eigenvalues[Js3] // MatrixForm

Qut[326]//MatrixForm=

Qut[327]//MatrixForm=

2.625 0. 0.

-10.125 -4.5 0
0. 0. -90.6

-90.6

-4.5

2.625

Cuarto Punto de equlibrio

a6 a6
-, o], JSc3[0, —, o]};
a9 a9

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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-a9 u-a6 all -al0a6+a8 u
n[328= JsS4 = {JSCl[— -

b b

al0 a9 +a8 all al0a9+a8 all

-al0a5a6-alal0a9+a5a8 uy+ad4a9u+ad4 a6 all-al a88all Isca -a9 u-aball
i a2 (alO a9 + a8 all) ]’ ‘ [_ alO a9 + a8 all,
-al0a6+a8 u -al0a5a6-alalfa9+a5a8uy+ada9 u+a4 a6 all-al a8 all
al0a9+agall a2 (a16 a9 + a8 a11) )
-a9 u-a6 all -al0a6+a8 u
3sc3[- , - )

al0 a9 +a8 all al0a9+a8 all

-al0a5a6-alal0a9+a5a8uy+ad4a9u+ad4a6all-al a88all

- ]},

a2 (ale a9 + a8 all)

Js4 |l MatrixForm

Eigenvalues[Js4] // MatrixForm

0Out[329]//MatrixForm=
-0.779355 0.876774 -0.876774
-0.26129 -0.116129 0

-0.423656 5.64875 -8.88178x107®
Out[330]//MatrixForm=

-0.888769+0.852128i
-0.888769-0.852128i

0.882054 +0.1
Quinto punto de equilibrio

nz3- Js5 = {IScl[@, 0, 0], ISc2[0, 0, 0], ISc3[0, 0, OI};
Js5 // MatrixForm

Eigenvalues[Js5] // MatrixForm
Out[332]//MatrixForm=
0.6 0. 0.
0. 4.5 0
0. 0. -0.6

Qut[333]//MatrixForm=
4.5

-0.6
0.6

Sexto punto de equilibrio
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-a5a6-al a9 -a4 a6 +al a8

n[334)= JS6 = {JSCl[— y — ’ O]s
a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9
-a5a6-al a9 -a4 a6 +al a8 -a5 a6 -al a9 -a4 a6 +al a8
3sc2]- , - , 0], 35c3]- , - , 0 };
a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9 a5 a8 + a4 a9

Js6 /l MatrixForm

Eigenvalues[Js6] // MatrixForm

Out[335]//MatrixForm=

-0.743363 0.836283 -0.836283
-0.716814 -0.318584 (0]
0. 0. -4.18407

0Out[336]//MatrixForm=

-4.18407+0.1
-0.530973+0.744547i

-0.530973-0.7445471

In[337]:= C'Lear[al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, al0, all, al2, y, ep, ea, u, eb ]

Caso 6

nE3gl= al= 0.03;

a4 = 0.008;
a5= 0.009 ;
a6 = 9.0;
a8 = 0.095;
a9 = 0.02;
-a5a6-alad
ep = -—m8M8
a5 a8 + a4 a9
-a4 a6 +al a8
ea = -——mm888
a5 a8 + a4 a9
In[346]:= €p
Out[346)=
80.3941
In[347]= ea
Out[347]=
68.1281

Primer punto de equilibrio

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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al al
nase- IFL = {qu[; , 0], Jle[; , o]};

Jf1// MatrixForm
Eigenvalues[Jf1l] // MatrixForm

Out[349]//MatrixForm=
(—0.03 0.03375)
0. 8.64375

Out[350]//MatrixForm=
( 8.64375 )
-0.03

Segundo punto de equilibrio

ns1= JF2 = {Ifl1[0, 0], Ifl2[0, O};
Jf2 /I MatrixForm
Eigenvalues[Jf2] // MatrixForm

0Out[352]//MatrixForm=
( 0.03 0. )
0. 9.

0Out[353]//MatrixForm=
(0.65)
0.03
Tercer punto de equilibrio

a6 a6
nies- IF3 = {qu[e, 5], 3f12[e, 5]};

Jf3 /l MatrixForm
Eigenvalues[Jf3] // MatrixForm

Out[355]//MatrixForm=

( 4.08 0. )
-42.75 -9.

0Out[356]//MatrixForm=
(4.05)
4.08

Cuarto Punto de equlibrio

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



-a5a6-al a9

-a4 a6 +al a8

n3s7= Jf4 = {Jfll[— y —
a5 a8 + a4 a9
Jf4 /I MatrixForm
Eigenvalues[Jf4] // MatrixForm

Out[358]//MatrixForm=

(—0.643153 0.723547 )
-6.47217 -1.36256

Out[359]//MatrixForm=
-1.00286+2.13397
-1.00286-2.13397

a5 a8 + a4 a9

, IfL2[-

-a5a6-al a9

Puntos de equilibrio.nb

a5 a8 + a4 a9

J b

-a4 a6 +al a8 }

a5 a8 + a4 a9

In[360]:= Clear[al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, al®, all, al2, y, ep, ea, u, eb ]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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