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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Transiciones de fase y estadisticas

Comenzaremos la introduccién hablando un poco de las transiciones de fase y
las estadisticas para describir los gases de particulas indistinguibles. En la natura-
leza existen dos tipos de particulas indistinguibles: los bosones y fermiones. Cada
tipo obedece una estadistica distinta. La estadistica de Bose-Einstein corresponde
a los bosones y la estadistica de Fermi-Dirac a los fermiones. Consideremos ahora
un sistema de N de éstas particulas indistinguibles como el objeto de estudio. El
Hamiltoniano de dicho sistema es el siguiente: :

X
%:22&

N

+Y UG =)+ > V() (1.1)

i<j i=1

El primer término es la energia cinética de las N particulas, el segundo es un
potencial de interaccién entre ellas y el tercero es un potencial externo o de confina-
miento. Concentraremos nuestra atenciéon en un sistema sin potencial de interaccién

y confinado en una caja de volumen V = L3:

) o reV
V—{O eV (1.2)

Al utilizar estas consideraciones podemos simplificar (1.1) y llegar a una expresién

sencilla:
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'ﬁ[y

N
H =" o (1.3)
=1

Observamos que la indistinguibilidad de las N particulas no se ve reflejada explici-
tamente en (1.3). Para hacerlo, el Hamiltoniano debe ser invariante ante cualquier
intercambio de cualesquiera dos coordenadas. Lo anterior se puede expresar utilizan-

do el conmutador de H con un operador de permutacién P [23]:

[,%2, 15] —0 (1.4)

Entonces aplicamos P dos veces a la funcién de onda del sistema:

A A

PPY(r1, 79, 7, Ty ooy ) = AW (11, Ty oo, Ty T oy TN (1.5)

Para que la igualdad sea valida se debe cumplir que A = £1. De este resultado
se obtienen dos tipos de funciones de onda: una simétrica y otra antisimétrica. Esto
nos dice que nuestro caso de estudio, un sistema de N particulas indistinguibles sin
interaccién confinadas en una caja de potencial de la forma (1.2), estd compuesto
por particulas cuya funcién de onda es simétrica o particulas cuya funcién de onda

es antisimétrica:
e Bosones

e La funcién de onda que caracteriza al sistema es simétrica bajo el intercambio
de coordenadas y obedecen la estadistica de Bose-Einstein, como habiamos

mencionado en el inicio.
e Fermiones

e La funcién de onda que caracteriza al sistema es antisimétrica bajo el inter-
cambio de coordenadas y obedecen la estadistica de Fermi-Dirac.
Cumplen el Principio de Exclusién de Pauli.-

Estos sistemas cuanticos son objeto de estudio en distintas areas de investigacion.

En particular el gas ideal de Bose-Einstein es de gran interés debido a la condensacion
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Bose-Einstein de la cudl hablaremos mas adelante. Al ser sistemas de tanto interés
podemos formular las siguientes preguntas: jexisten sistemas de particulas indistin-
guibles que obedezcan una estadistica intermedia? jcémo cambian sus propiedades
termodindamicas y geométricas? ;presentan transiciones de fase?

La respuesta a la primera pregunta es si. Existen generalizaciones de las estadisti-
cas de Bose-Einstein y Fermi-Dirac que se han propuesto durante los anos[24].

Las transiciones de fase tienen un papel importante en la naturaleza. Ejemplos
cotidianos de estos fenémenos ocurren al hervir agua o congelarla. Otros procesos
mas inusuales son la superconductividad o la superfluidez. Tal vez uno de los mas
famosos es la Condensacién Bose-Einstein realizada en 1995 con el experimento de
Cornell, Wieman, Anderson y sus colegas [1] quienes condensaron rubidio-87 y cuatro
meses después Ketterle y su grupo en el MIT formaron un condensado de sodio-23
[13]figura 1.1. En este fendmeno una cantidad grande bosones ocupan simultdnea-

mente el estado base del sistema. Al estudiar sistemas formados por particulas de

Figura 1.1: Distribuciones de densidad de tres nubes de dtomos de rubidio. Ala izquierda
se observa la distribucion justo antes de la condensacion. En medio se observa el momento
en que se comienzan a condensar los dtomos y la ultima imagen corresponde al momento
después de la condensacion. Imagen adaptada de [55].

naturaleza cuantica encontramos generalizaciones de las estadisticas de Fermi-Dirac
y Bose-Einstein cémo lo son la estadistica de Haldane-Wu [20], la estadistica de
Polychronakos [45] y la estadistica de Gentile [16]. Nos hemos enfocado en estudiar

la tercera y daremos una breve descripcion de cada una.
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En 1940 Gentile propuso una generalizacién de las estadisticas de Fermi-Dirac y
Bose-Einstein, en esta estadistica el nimero de ocupacion maximo de cada estado
cuantico depende de un parametro que denotaremos como p. Al imponer esta con-
dicion se deriva la funcion de gran particion y todas las expresiones termodinamicas

del sistema.

La funcién de distribucién de un gas ideal que obedece la estadistica de Gentile

estda dada por la siguiente expresion:

1 p+1

s rexp((e/ksT)) =1 2 Dexp ((p+ e/kpT)) — 1 (16)

ng(é‘) =

donde € es la energia del estado de una particula, kg es la constante de Boltzmann, T’
es la temperatura, z = exp(u/kgT) es la fugacidad, u es el potencial quimico y p es
un parametro que puede tomar valores en el intervalo (1,00). En los limites p — 1 y

p — oo recuperamos las estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein respectivamente.

La geometria termodindmica del modelo de Gentile ha sido estudiada por diferen-
tes autores. En [26] se estudia la geometria termodinamica de varias generalizaciones,
entre ellas la de Gentile. En [25] se estudia un gas de bosones altamente degenera-
do y su geometria asi como su generalizacién utilizando el modelo de Gentile. Los

resultados que se reportan muestran un escalar de curvatura diferente de cero.

En 1991 Haldane propuso un parametro g, llamado parametro de estadistica de

exclusién definido por:

g =Dy (1.7)
donde dy es la dimensién del espacio de estados de una particula de un sistema de
N particulas, siempre que las coordenadas de las N — 1 particulas restantes estén
fijas. En 1994 Wu obtuvo la funcién de distribucién de un gas ideal de particulas que

obedecen una estadistica fraccionaria utilizando la propuesta de Haldane:

nu(e) = ! | (1.8)

(o () -

. . . - E — M
w se obtiene al resolver una ecuacion trascendental, si escribimos x = exp

T
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entonces:
w(z)? (1 +w(z) ™ =z (1.9)

Para g = 0 y w(z) = z — 1 recuperamos la estadistica de Bose-Einstein y para g = 1
y w(x) = z recuperamos la estadistica de Fermi-Dirac.
Polychronakos propuso otra generalizacion, en este caso la forma de la funcion

de distribucién es sencilla:

1
np(e) = —— (1.10)
exp ( kT ) + o
donde o = 1 corresponde a un gas ideal de fermiones, @« = —1 corresponde a un gas

ideal bosones y a = 0 corresponde a una gas ideal de Boltzmann. En la figura 1.2
podemos observar un resumen de las estadisticas y los sistemas fisicos a las que

corresponden.

1.2. GTD

El estudio de sistemas termodinamicos y transiciones de fase utilizando geometria
es un tema de gran interés en el d&mbito cientifico, desde Gibbs [18] hasta Weinhold
[53] v Ruppeiner [47, 48] pasando por Hermann [21] y Charatheodory [6] es imposible
negar la importancia y la conexién que existe entre la geometria y la Fisica. Por
otro lado, como mencionamos en el articulo [56], la versién final de las ecuaciones de
campo gravitacionales de Einstein estaba basada en el principio de que la interaccién
gravitacional es igual a curvatura del espaciotiempo y ese principio fue generalizado
para las cuatro interacciones conocidas en la naturaleza.

Entonces nuestro interés se enfoca en estudiar las transiciones de fase en sistemas
cuanticos utilizando geometriam en particular la GTD. Cémo mencionamos en la
introduccién, la GTD fue propuesta en [34]. GTD consta de varios elementos, los

principales son los siguientes:

e Una variedad Riemanniana a la que llamamos Espacio de Estados de Equilibrio
denotada por (£).

e Una métrica, g no degenerada e invariante bajo transformaciones de Lengen-
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Bose-Einstein Condensacién

z~texp ((¢/kBT)) — 1 Bose-Einstein

1
Fermi-Di E bl
ermi-Dirac e oxp (el 11 nanas blancas

1
Gentile — Sistema de bosones

= —
z~texp((e/kpT)) —1 con numero finito

ptl de particulas
=D exp ((p+ De/ksT)) — 1 P

1

Haldane . con Efecto Hall Cuénti-
— . .
— co fraccionario
v (exp ( kBT)) 8
_  _dnian—dy
g AN

w(e)? (14 w(@) 7 =

1

Polychronakos Sistema de bosones
exp (5 — ,u) + débilmente interac-
kT tuante

Figura 1.2: Diferentes estadisticas y sistemas fisicos.
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dre!,

o0\ 9P ‘
—= @ @ /8
g EQB:A(E 5 a)@ apgalE" ® dE’, (L.11)

en donde @ es el potencial termodinamico, E* son variables termodindmicas de

las cudles depende el potencial, A = 1 en este trabajo y aéb = %(a@b—kb@a).

e El tensor de curvatura de Riemann y el escalar de curvatura de Ricci, ambos
nos ayudan a reconocer la interaccion termodindmica que puedan presentar
los sistemas que se estudien. Si el escalar de curvatura es diferente de cero
tenemos interaccién termodindmica, si es cero no hay. Esto esta basado en
los resultados presentados por Ruppeiner en [47], en ese articulo se llega a la
conclusion de que la curvatura de una variedad que representa a un sistema
abierto compuesto de un gas ideal es cero, con esto asocia la curvatura con una
fuerza efectiva de interaccién entre particulas, todo el razonamiento se hace de
manera andloga a lo que ocurre en Relatividad General. Utilizamos con cautela
el término interaccion termodindmica ya que no existe una definicion concreta
y clara de su significado, desde nuestro punto de vista se refiere a la interaccion
que puedan presentar las particulas que componen nuestro sistema, en el caso
de este trabajo, el Hamiltoniano de nuestro sistema estd dado por (1.3), en esa
expresion no esta presente algiin potencial de interaccion entre las particulas,
sin embargo en [39, 40] estudiamos cémo afecta la naturaleza cudntica de los
bosones y fermiones a la interaccion termodinamica y la geometria del sistema.
En esos trabajos encontramos que atin al carecer de un potencial de interacciéon
entre las particulas el escalar de curvatura era diferente de cero. Con este resul-
tado podemos decir que en la definicién exacta de interaccion termodinamica
alin no esta completa pero nos acercamos a poder aterrizarla utilizando GTD.
Finalmente la conexién entre curvatura y transiciones de fase la identificamos
mediante las singularidades del escalar de curvatura. En [39] obtuvimos un re-
sultado satisfactorio para la condensacién Bose-Einstein. Encontramos que el
escalar de curvatura diverge en la vecindad cercana al potencial quimico pu = 0,

lo cudl es correcto y consistente con los reportado en la literatura [23, 28, 19].

Una revisién més detallada de la Geometrotermodinamica se encuentra en [34].

Las aplicaciones de GTD son varias y se han ampliado desde sistemas clasicos como

'En esta subseccién g no debe confundirse con el pardmetro de la estadistica de Haldane-Wu.
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es el Gas de Van der Waals [52], reacciones quimicas [10], modelos cosmoldgicos [8],
Fisica Matemadtica [11], Estadistica [51], entre otras.

La geometria de la informacion de los gases ideales y sus generalizaciones también
ha sido explorada, un ejemplo lo encontramos en [36]. En este articulo se realiza un
analisis numérico del escalar de curvatura para un gas ideal de Gentile. Su resultado
muestra un escalar distinto a cero. En [44] también se estudia la geometria de la
informacion de los gases ideales cuanticos y se analiza el escalar de curvatura asi
asociado a cada sistema.

En los trabajos mencionados se estudian los gases ideales cuanticos, sus generali-
zaciones y su geometria con distintos enfoques. En nuestro caso aplicaremos la GTD
a esos mismos sistemas para poder dar una interpretacion de la geometria de cada

uno utilizando nuestras herramientas partiendo de los resultados obtenidos en [39].

1.3. Nuevos resultados obtenidos en este trabajo

En este caso analicé los sistemas utilizando el Gran Potencial, que es el potencial
natural del ensamble gran canoénico, sin aproximar la fugacidad. Realicé el estudio
del gas ideal de Gentile que es una estadistica intermedia entre el gas ideal de Bose
y el de Fermi. Completé el analisis estudiando el comportamiento del escalar de
curvatura en distintos limites del potencial quimico, los resultados que obtuve nos
dicen que la GTD describe de manera correcta la naturaleza del sistema. Utilizando
el escalar de curvatura podemos estudiar de manera méas sencilla el gas y también
recuperamos en lo limites correspondientes el gas de Bose-Einstein y el de Fermi-
Dirac, también se observa el condensado en el limite de potencial quimico cerca de
cero. El escalar del gas de Gentile se comporta de manera adecuada en los limites, de
esta manera observamos que codifica bien la naturaleza del sistema, cuando estamos
en el limite de Bose, se comporta como el escalar de Bose y lo mismo ocurre en el
limite de Fermi. En la parte intermedia de la estadistica observamos cémo cambia
el comportamiento del escalar dependiendo el valor del parametro p, que es lo que
controla qué tan cerca o lejos esté el sistema de ser un gas ideal de Bose o de Fermi.
Todo lo anterior sin utilizar aproximaciones numéricas para el valor de p. Queda a
futuro terminar el andlisis de los gases ideales de Bose-Einstein y Fermi-Dirac en el
limite semiclésico utilzando una aproximacion de la serie para la fugacidad, pero con

el Gran Potencial. También analizar las otras generalizaciones de las estadisticas de
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Bose y Fermi asi como estudiar los gases ideales de Bose y Fermi en dos dimensiones.
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Introduccién




Capitulo 2

Analisis estadistico de los gases

ideales cuanticos

2.1. Introduccion

Los sistemas que se estudiaran estdn compuestos de particulas indistinguibles,
de particulas idénticas. ;Cudl es su definicion? Considerando todas sus propieda-
des intrinsecas, es decir, masa, carga, espin, etc., dos particulas son indénticas si
esas propiedades son exactamente iguales. Esto quiere decir que ningin experimen-
to puede distinguir una de la otra sin importar las condiciones experimentales. Por
ejemplo, todos los fotones del universo son idénticos, todos los protones del universo
son idénticos. Pero un electron es diferente de un proton, aunque tienen la misma
masa y espin, la carga eléctrica es distinta. Pensando en lo anterior, al tener un siste-
ma con dos particulas idénticas e intercambiar sus papeles, no existe ningiin cambio

en su evolucién o en sus propiedades. [7]

2.1.1. Caso clasico

En el caso clasico, no existe mayor dificultad al estudiar particulas idénticas. Cada
particula tiene una trayectoria definida, podemos seguir su evoluciéon temporal sin
ningiin problema. Si consideramos un sistema de dos particulas, una la etiquetamos
como 1 y la otra como 2, con sus respectivas trayectorias en al tiempo inicial ¢;,
r1(t;) v r2(t;). Sus velocidades iniciales serfan 74 (¢;) y 72(t;). Después de su evolucién

temporal el estado final del sistema es 71(tf) y 72(ts), ¥1(ty) y 72(ty).
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Evoluciéon temporal Evolucién temporal
ra(te), f1(te) ra(te), f2(tr)

Figura 2.1: Evolucion temporal del estado de un sistema de dos particulas.

Se pueden seguir las trayectorias de cada particula del sistema punto por punto,
para todos los tiempos. Debido a lo anterior, siempre es posible diferenciar a cada
particula y el Hamiltoniano del sistema es H(ry, p1;re, p2)'. En mecdnica cudntica,

esto no es posible.

2.1.2. Caso cuantico

En Mecéanica Cuantica la situacién es diferente, en este caso no se tienen tra-
yectorias. Al tiempo inicial ¢;, se pueden tener dos paquetes de onda diferentes para
cada particula del sistema pero durante la evolucién temporal se pueden traslapar y

se pierde la manera de diferenciar a cada particula.

Se pueden detectar regiones en el espacio donde una particula tenga momento
igual a cero pero no existe manera de saber si esla 1 ola 2, en la figura 2.2 observamos

un ejemplo esquematico?

1p1 v p2 son los momentos conjugados correspondientes a cada particula.

2En casos especiales en los cuales no se traslapan los paquetes de onda, las etiquetas asignadas
a cada particula son ambiguas ya que al realizar la medicién de su posicién no existe manera de
saber cémo o cudl “camino” tomaron para llegar al estado final del sistema.
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Detector

g

Figura 2.2: Primera posibilidad de camino

|

Detector
1
1
I
\
2

/

Figura 2.3: Segunda posibilidad de camino.

Para ejemplificar este problema, podemos considerar un sistema de dos niveles:

dos particulas con espin 1/2 cuyas componentes en la direccién k son —1—5 para una

particula y 5 para la otra. Utilizamos etiquetas auxiliares para poder realizar los

calculos correspondientes, sin embargo es necesario hacer énfasis en el hecho de que no
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estamos diferenciando una particula de la otra. Tendremos los observables correspon-
dientes, S1y S,. La base ortonormal del espacio de estados del sistema la forman vec-
tores propios comunes a las dos observables de espin: [+, —) ,|—,+),|—, =), |+, +).
La descripcion del sistema se puede realizar con cualquiera de los dos kets. Sin embar-
go también es posible,por el principio de superposicion describir al sistema utilizando
al+,—=)+pB|—,+) donde |a|*+|B]? = 1. Entonces, la descripcién del sistema se pue-
de hacer con cualquiera de los kets anteriores, esto se conoce como degeneracion de
intercambio. La probabilidad dependera de los coeficientes, por lo tanto no es po-
sible especificar de manera satisfactoria el estado final del sistema. La solucion es
remover la degeneracion. En general se pueden tener sistemas con mayor nimero de
particulas y esta degeneracién aparecerd y creard dificultades en la descripcién. 2
Si tenemos mas de dos particulas el espacio de estados del sistema se hace mas
grande, por ejemplo para tres particulas tendriamos el producto tensorial de los
espacios de estado de una particula, es decir, € = ¢, ® ¢, ® ¢;%. Un observable
O; definido en e, constituye un conjunto completo de observables que conmutan,
lo mismo para las otras particulas con sus observables Oy y O3. El espectro es el
mismo y utilizando sus bases se puede construir una base para el espacio €. Pero
las particulas son idénticas, entonces no se pueden medir Oy, Oy y Os, recordemos
que las etiquetas son auxiliares. Lo tinico que se puede medir es la observable O
para cada particula, entonces aparece la degeneracion de intercambio. Si obtenemos
tres valores propios como resultado de la mediciéon entonces un subespacio de € es
generado por seis vectores base y en principio cualquier ket de ese subespacio puede
describir al sistema. Por lo tanto una medicién completa realizada a cada particular

no permite que tengamos un ket uinico para describir al sistema[7].

2.1.3. Operadores de Permutacién

Para resolver el problema completamente se utiliza el postulado de simetrizacion
con ayuda de los operadores de permutacion. Si tomamos un sistema de dos particulas
con el mismo espin, no necesariamente idénticas. En e, escogemos una base |a;), como
tienen el mismo espin ¢, es isomorfo a ¢, y lo genera la misma base. La base de € la

construimos con el producto tensorial de |a;) y |a;), lo que resulta en {|1 : a;;2 : a;)}.

3Utilizaremos la notacién de [7].
4¢ denota el espacio de estados del sistema y ¢;, 7 = 1,2, 3 los espacios de estado de una particula.
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Nos fijamos en i # j y obervamos que |1:a;;2:a;) # |1:a4;2:a;), con esto se
define el operador de permutacion P2y como el operador lineal cuya accién en el ket

I1:a;;2:a;) es:
Por|l:ai;2:a;) =12:a;51:a;) =|1:0a452:a;). (2.1)

En la base en la que los operadores de posicién y de espin (en la direccién /%)
conmutan, la accién del operador de permitacién Pay en el ket |1 :r, ;2 : 1/, o) estd
dada por:

Por|l:r,o;2: 0, ay=1:1,d;2:rq). (2.2)

Las propiedades del operador de permutacion se siguen de su definicién (2.1)

P21P21 = ]_ (23)
].:)21]L = P21. (24)
P21P21T = P21TP21 =1 (25)

Es importante enfatizar que para un sistema de N particulas se pueden definir
N! operadores de permutacion, sin embargo las propiedades cambiaran para N > 2.
Una discucién més detallada se encuentra en [7].

De lo anterior podemos definir un estado completamente simétrico si cumple que
Ps|¥) = |¥) y completamente antisimétrico si Pg |¥) = €5|¥), donde €5 = 1,—1.°
Ahora mencionamos el postulado de simetrizacion y como nos ayuda a eliminar el
problema de la degenaracion de intercambio.

El postulado nos dice que para un sistema compuesto de muchas particulas idénti-
cas, solamente ciertos kets de su espacio de estados pueden describir los estados fisi-
cos. Los kets fisicos pueden ser simétricos o antisimétricos dependiendo del tipo de

particula:
e Los kets simétricos corresponden a los bosones
6

e Los kets antisimétricos corresponden a los fermiones.

Cada tipo de particula esta descrita por una estadistica diferente:

®Donde €5 = 1 indica una permutacién par y €5 = —1 una impar.
6Los fermioes también cumplen con el principio de exclusién de Pauli.
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e L.0s bosones obedecen la estadistica de Bose-Einstein.

e [.os fermiones obedecen la estadistica de Fermi-Dirac.

2.2. Analisis General de los gases

Siguiendo el procedimiento estandard en Mecanica Estadistica estudiamos al sis-
tema utilizando el ensamble gran candnico: El potencial termodinamico fundamental

en este ensamble es el gran potencial, el cual denotaremos como =Z(7, V, i), se obtiene

de la siguiente manera’

2(T,V, 1) = —ksTln {Tr [exp[*wf*m)l] } (2.6)
() -13-n(8)

Todas las cantidades termodindmicas se calculan a partir del gran potencial me-

diante las siguientes relaciones.[19, 23, 30]

0=

=—| = 2.
8_5
oV

"El promedio de las cantidades fisicas s calcula como <O> = Tr(ﬁ@).
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Recordando que:

T (exp[-B(# - pN)N) 9
<N> - {exp[_ﬂ(,;? - uN)]} = ksT - (In 2) (2.8)
o\ Tr(espl-8(# —pRA)
()= Tr {expl-p( — M)} 0P )

El gran potencial esta dado por
E(T,V,p) = —kpTIn(Z) = —kpT Y _In(1 - B(c — p)), (2.9)
k

donde el indice k hace referencia al estado k de una particula.

2.3. Gas ideal de Gentile

La funcién de gran particion esta dada por:

%= g{m}exp [—527% (ex —M)] : (2.10)

{nx=0}

En el caso de gases ideales cudnticos g {nx} = 1, con esto se simplifica la suma

sobre los ny en (2.10):

7 = Z exp [—ﬁan (ex — 1) (2.11)
{nk=0} k=1
= > exp{—Blm(er—p) +na(e2—p) +n3(es — p) + .1}
= Y exp{-fBm(e —m}exp{—Fns(e2 — p)]}exp {—Fns (g3 — )]} ..

=11 > {ew -8 — ™.

k=1ng=0
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Calculando la suma parcial se tiene que:
S ntl _ q
A —— (2.12)
r—1

n=0

donde x = exp [—f (ex — p)]. Entonces llegamos a:

Finalmente con z = exp(fu) la funcién de gran particién del gas ideal de Gentile

queda como:

—1
7=1] (2 exp(=fer)) (2.14)
Pl zexp(—peg) — 1
Con lo anterior calculamos el gran potencial, =:
Z==—kgTIhZ (2.15)

= —kBT In

ﬁ zexp(—Be))P ! — 1]

e zexp(—Peg) — 1

= —kpTIn ( zexp(—fen)"" — 1) ((Z exp(—fBe2))" " — 1) ((Z exp(—Be3))P T —

zexp(—fes) — 1

zexp(—fez) — 1
L zexp(—Pep))’ ™ —1
— k:BTZI [( v (e — 1 )]

De dénde:

z exp( 651 )—1

== —kBTZ [In (z exp(—Pe;)?™ — 1) — In(zexp(—Pe;) — 1)] . (2.16)

k=1
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2.3.1. Calculos

0=
Utilizando (2.16) calculamos el nimero de particulas: N = — (—) :
o) gy

0
N= o

—kBTZ [In (z exp(—fBey)?™ — 1) — In(z exp(—Pey) — 1)}] . (2.17)
k=1
Calculamos la derivada:

[e.9]

Z(p+1)ﬂ(exp(ﬁﬂ)exp(—56k))p“ Blexp(Bu) exp(—SBey)) }

= (oxp(Bu)exp(=Pe)Ptt =1 (exp(Bp) exp(=fex)) — 1

N:kBT{

(2.18)
Simplificando llegamos a:
N = i ! - (p+1) (2.19)
p z7lexp(Ber) =1 (2 lexp(Beg))’ ™ — 1
De (2.19) obtenemos la distribucién de probabilidad de Gentile:
1 1
G- (p+1) (2.20)

oz lexp(Ber) — 1 (zYexp(Ber))" ™ — 1

En el limite de volimen muy grande reemplazamos la suma discreta por una integral

con ayuda de la densidad de estados en una caja de volumen V:

3/2
gV [2m
D(E) = H (ﬁ) 83/2, (221)

dénde g = 2s 4 1 es la degeneracion debida al espin, entonces

E= —kBT/daD(e) [In (zexp(—fBey)’™ — 1) —In(zexp(—fBe;) —1)]  (2.22)

El niimero de particulas y la energia interna se obtienen a partir de las siguientes
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expresiones:

1 p+1
N = / deD(e) <z_1 eG/ksT) — 1 oD (@ De/kpT) — 1) (2.23)

1 p+1
U= /dﬁD(ﬁ)S (Z_le(E/kBT) -1 - Z—(p+1)€((p+1)8/kBT) _ 1) .

Seguimos el procedimiento estandar para calcular el nimero de particulas y la

energia interna en el ensamble gran candnico. Con un cambio de variable x = (¢

reescribimos todas las integrales:

> Dazd 1
N=1p o 2 bl (2.24)
D R P R T O |
en dénde agregamos la contribucién del estado base.
vV e’} 1 §d
U (p+ 1)zx2dx (2'25)

TN S, @tDelhe — 1

Utilizando una generalizacion de las funciones polilogaritmo apéndice B llegamos

a:
4 z (p+1)
N = EP{;/Q(Z) + 11—~ - (Z_1>p+1 — 1 (226)
Y para U se tiene que:
3 gV

dénde

© /k 1 LpH1)k
Py(z)=)_ <ﬁ = ( kn) ) . (2.28)

k=1

2.3.2. Temperatura critica

Nos concentramos en (G.1) y podemos escribirla como N = N, + Ny, dénde N,
es el numero de particulas en estados excitados y Ny el nimero de particulas en el
estado base.

Observamos que en el limite termodindmico y para 7" alta los términos asocia-
dos al estado base no contribuyen y todas las particulas se encuentran en estados

excitados.
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Con esto calculamos el nimero méaximo de particulas que ocupan estados exci-
tados, N,,.z, para cierta temperatura 7,.. Lo anterior sucede cuando Ps /2(2) alcanza

su valor maximo, esto es en z = 1:

= Ps0(1), (2.29)

2w h? 1/2

kaT
Despejamos de (2.29) T, y llegamos a:

dénde A\, = (

2mh? { N ]
T, = , 2.30
dénde Psso(1) = ((3/2) — WC(?)Q) 8. En el limite p — oo recuperamos

la temperatura critica correspondiente a un gas ideal de Bose-Einstein, dado que

el término m( (3/2) tiende a cero en este limite. Esto nos indica que (2.30)
p

expresa de manera correcta la temperatura del sistema y en el limite adecuado ob-

tenemos el caso exacto.

2.3.3. Gran potencial

Durante los estudios anteriores se ha utilizado la energia libre de Helmholtz y la
energia interna [40] cémo potencial termodinamico para estudiar a los gases ideales
cuanticos. En este caso utilizaremos el gran potencial, esto se debe a que es el poten-
cial natural del ensamble gran candnico. Partiendo de la ecuacién (2.22), integramos

por partes y realizamos un cambio de variable para llegar al siguiente resultado?:

kgTV _ 1 .
A (Bt~ et T 1) Tt =)

(2.31)

E(T,p) =

En (2.31) observamos la contribucién explicita del estado base, lo cudl nos ofre-

8Para ahorrar notaciéon Ny,qz = N.
9Liy,(2) son las funciones polilogaritmo de orden n.
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ce una ventaja al estudiar el gas ideal de Gentile en el limite de Bose-Eistein. Es
necesario tomar en cuenta el estado € = 0 debido a la condensaciéon Bose-Einstein,
utilizando la energia interna esa contribucién desaparece pero con el gran potencial

esto no ocurre.

2.4. Gas ideal de Bose-Einstein

Calculamos nuevamente la funcién de gran particién. El procedimiento es similar

al realizado en la seccion anterior. Tenemos entonces:

Z = Z g{ni}exp [—Ban (e — p)] : (2.32)

{nr=0}

Nuevamente g {n;} = 1. Entonces:

¥ = {Z_:O} exp [—Bgnk (e, — 1) (2.33)
— 3 e toBlmla =)t usea— )+l =) + )
= i exp {—3 [n1 (e1 — )]} exp {—F [n2 (€2 — )]} exp {—F [ns (€5 — )]} -
= ]f[l io{exp (=5 (e — W]}"™ -

En este caso debemos calcular una suma geométrica:

oo 1
E n_ 2.34
n:()x 1—$” ( )

donde x = exp [ (e — p)].

Y con z = exp(fu) la funcién de gran particién del gas ideal de Bose-Einstein

queda como:
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o0

1
5?::111-—zexp(—5gg' (2.35)

Con lo anterior encontramos el gran potencial:

S= kTl & (2.36)

o0

1
kl:[l 1— zexp(—ﬁek)]

= —kgTn [(1 — zexL(—B&)) (1 - Zex;(_&Q)) (1 — zeXL(—ﬁ%)) }

— —kBTzln L _ zeXi)( Ber) }

k=1

= —k’BT In

Obtenemos:

== —kpT

In (1 Zln [1— zexp(— ﬁek)]] (2.37)

— kBTiln [1 — zexp(—Per)]
pn

Vamos a calcular el nimero de particulas recordando (2.8):

Tr (expl- ﬁ(%” uNnN)

N:<N>:7w%m[ (2.38)
y la energia interna estd dada por
o () - Tr (expl=B(# — uN)|# ) 0

De lo anterior se sigue que:
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1
N= ; z~lexp(fBey) — 1 (2.40)

V=2 e T

Con esto podemos ver una propiedad importante del potencial quimico y la
energia del estado k-ésimo, se debe cumplir que exp(fer — ) > 1, eso nos dice
que el potencial quimico de los bosones debe ser menor a la energia ¢, Vk. Entonces,
si tomamos el nivel de energia més bajo, es decir, € = 0, el potencial quimico debe
ser menor que cero, por lo tanto, concluimos que los bosones sienten un potencial
atractivo y agregar mas bosones al sistema no tiene un costo energético. Lo anterior
en términos de la fugacidad se puede expresar como 0 < z < 1. Entonces la fugacidad
estd acotada entre cero y uno. En el caso de los fermiones veremos mas adelante que

esto no es asi.

Nos fijamos en (2.40) y reconocemos la distribucién de probabilidad de Bose-

Einstein:

1
2 texp(Be) — 1

Seguimos el mismo procedimiento de la seccion aterior para obtener las cantidades

termodindmicas en el limite de volimen muy grande utilizando (2.21):

Epp = kBT/daD(a) In[l — zexp(—per)] . (2.42)

Ahora utilizando (2.23), (2.40) y (2.41) podemos calcular las cantidades termo-
dindmicas en el limite de volimen muy grande. Las expresiones son similares a lo

realizado en la seccién anterior:

N = / d=D(z) <2_1 = (15%) _ 1) (2.43)
0= [ @00 (o)
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Con un cambio de variable z = (3¢ se reescriben las integrales:

Vo[ xide z
N = — 2.44
)\%/0 e —1 1=z (244)

Nuevamente debemos agregar la contribucién del estado base. Ese término siempre
juega un papel importante en el andlisis del gase ideal de Bose y como vimos en la

seccién anterior, también en el gas ideal de Gentile. La energia interna es similar:

U= % OOO % (2.45)
Reconociendo nuevamente las funciones polilogaritmo obtenemos:
N = %Lig/g(z) + 2 - - (2.46)
Y para U se tiene que:
U - ngT%Lig)/g(z), (2.47)

Para aplicar la GTD estos gases, utilizaremos el gran potencial, como mencio-
namos, es el potencial natural del ensamble gran canodnico. En estudios anteriores
[39] se ha utilizado la energfa interna por nimero de particulas para poder hacer el
analisis, esto no representa problema debido a que de las propiedades de la GTD y de

la Termodindmica los resultados no dependen del potencial termodinamico utilizado.

El procedimiento para obtener el gran potencial para el gas de Bose-Einstein es

similar al realizado para el gas ideal de Gentile. En este caso el gran potencial es:

kpTV
Ar

E(T,p) =— Liso(2) + kpT'In (1 — z) . (2.48)

Nuevamente agregamos el término que corresponde al estado base.
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2.4.1. Temperatura critica

Utilizando (2.46) podemos analizar las propiedades termodinamicas del este gas.

Reescribimos la ecuacién como:

N =N, + N, (2.49)
Ne NO
1= ¢ 2%0
T SN TN

Recordando la seccién anterior, en (2.49) tenemos el nimero de particulas en estado
excitados y el nimero de particulas en el estado base. El comportamiento de las
funciones polilogaritmo para diferentes valores de su argumento nos proporciona
caracteristicas fisicas de nuestro sistema. En el limite 2 — 1, que corresponde a

p = 0, las funciones Li,(z) toman la forma de la funcién Zeta de Riemann, para

n > 1:
lim Li,(z) = ¢(n). (2.50)
z—1

En cambio para valores n < 1:
lim Li,(z) — oo. (2.51)
z—1

La funcién Lig/»(2) esta acotada entre dos valores: 0 < Lig/s(2) < ((3/2), en donde
((3/2) = 2.612. Si fijamos la temperatura y el volumen, las particulas en estados

excitados tienen un valor maximo dado por:

max V
T
Si nos fijamos ahora en el limite termodindmico de (2.49) tendremos dos casos: z — 1

y z # 1. Para el caso de fugacidad distinta de uno, el término que corresponde a las
z

, . . 0 .
particulas en el estado base tiene a cero, es decir, N es finito, donde Ny =

Por lo tanto el nimero de particulas en el estado base es despreciable, entonces todos

los bosones ocupan estados excitados. Pero si la fugacidad tiende a uno, el nimero

N,
de bosones en estado excitados alcanza su maximo valor (2.52) y WO diverge, pero
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podemos obetenr una expresién para Ny utilizando (2.49):
Ny =N — N (2.53)

Esta ecuacion es un exceso de particulas, es decir, los estados excitados ya no pueden
contener a todos los bosones, entonces se hace favorable que el estado base se llene
con este exceso. Las particulas se condensan al estado base. El fenémeno anterior
se conoce como Condensacién de Bose-Einstein. Si fjamos la densidad de particulas
como funcion de la temperatura podemos obtener la temperatura a la cual ocurre
la condensacién, es decir, una temperatura critica T,.. Por debajo de ella ocurre la

condensacién. Entonces partiendo de (2.52) tenemos '°:

N ¢(3/2)
VoA (2.54)

—T.= (g)w (ka (2472;2))2/3>

2.5. Gas ideal de Fermi-Dirac

Para este sistema de fermiones ideales, calculamos la funcién de gran particon,

el procedimiento es similar a las dos secciones anteriores:

Z= > gi{m}exp [—527% (ex — M)] : (2.55)

{nr=0}

ONuevamente por notacién tomaremos N = N2,



30 Analisis estadistico de los gases ideales cuanticos

Luego usando que g {n;} =1 tenemos:

22 Y e [—@mek—m
{nx=0} k=1
1

- Z exp{—Bni(e1 —p) +na(e2 — p) +n3 (g3 — p) + ..}

n1,n2,n3,...
1

= > ep{-Bn(a—pllexp{-Fn:(e2— )]} exp {~F[ns (es — )} ...

n1,n2,n3,...

— I > {exp [=6 (e — ™

k=1 nk:O

=[] {1+ zexp[—B=i]}.

(2.56)

En (2.56) la suma va desde cero a uno debido al Principio de Exclusién de Pauli
que nos dice que dos electrones no pueden ocupar el mismo estado cuantico, por
ejemplo dos fermiones en un atomo no pueden tener el mismo conjunto de ntmero

cuanticos. Entonces el gran potencial esta dado por:
Z==—kgTlhZ (2.57)

= —kgTIn {ﬁ (14 zexp [_B@cb} :

Obtenemos:

—_
—
—

—kBTZln (1 + zexp [—fex]) . (2.58)

k=1

Finalmente nos fijamos en el limite de volumen muy grande. De igual manera que
en las secciones anteriores reemplazamos la suma discreta por una integral con la
ayuda de la densidad de estados (2.21):

Zpp — —kyT / d=D(e)in (1 + = exp [—Bex]) (2.59)
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Usando un cambio de variable x = [ se reescribe la integral y se integra por partes,

finalmente llegando a:

kpTV
AT

[1]

(T7 :U’) - -

Liss(—2). (2.60)

Finalmente para la energia interna y el nimero de particulas las obtenemos de la

misma manera que en los dos gases anteriores, entonces:

gV .
T
Y para U se tiene que:
3 V
U = SkpTL Liso(—2). (2.62)

2PN
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Capitulo 3

Resumen GTD

3.1. Introduccion

El formalismo que utilizaremos para analizar los sistemas descritos en el capitu-
lo anterior es la Geometrotermodinamica, GTD para abreviar. Este formalismo fue
propuesto por el Dr. Hernando Quevedo Cubllios en su articulo Geometrothermody-
namics publicado en el 2007 [34]. Desde entonces la GTD ha sido utilizada en el
estudio de diferentes sistemas fisicos, desde agujeros negros, sistemas cldsicos como
el gas de Van der Waals, reacciones quimicas hasta sistemas cuanticos como los gases
ideales cudnticos [10, 40, 51, 52].

Para comenzar la revision de la GTD, recordemos los conceptos clave estudiados

en los libros de Geometria Diferencial y en los cursos de Célculo Tensorial.

3.2. Variedad diferenciable

Una variedad diferenciable es un espacio métrico localmente homeomorfo a R"
[37]. Ejemplos de variedades son la esfera, un toro, una botella de Klein, una va-
riedad en tres dimensiones. En la figura figura 3.1 podemos observar como se ven
estos ejemplos. Es importante mencionar que las definiciones formales y un tratado

extensivo de estos conceptos se encuentran en [37, 50, 49].
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Figura 3.1: Ejemplos de variedades: observamos un toro, una esfera y una variedad en
tres dimensiones.

3.2.1. Variedad Riemanniana

Una variedad Riemanniana es una pareja (M, g) en donde, M es una variedad

diferenciable y g es una métrica Riemanniana.

3.3. Tensores

De acuerdo con la Geometria Diferencial la definicién de tensor es la siguiente:

Un tensor del tipo <]‘A”,> es un mapeo multilineal a los reales que se escribe como:

T: VXV xVxVx-..xV* 3R, (3.1)

—
N veces M veces

donde V' es un espacio vectorial y V* es su espacio dual. Otra manera de definirlo,

mas intuitivamente, es como un objeto geométrico que es invariante bajo cambios
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de coordenadas. Las componentes del tensor cambian de una manera especifica bajo
esos cambios de coordenadas. Un ejemplo de un tensor tipo <é> es un vector, cuyo
argumento sera un vector dual. Otro tipo de tensor, que serd muy importante mas

. Ejemplos de este tipo de tensores son los tensores métricos de

adelante es el tipo (g)

los que hablaremos mas adelante. Las componentes en una base de uno en concreto

son [50]:
-1 0 0 0
0 1 00
0B = 3.2
Mg 0 010 (3.2)
0 001

3.3.1. Tensor Métrico de Riemann

El tensor métrico es un tensor tipo (g), también llamado de orden dos. Toma dos
elementos del espacio vectorial. En particular si tomamos un punto en la variedad
M y consideramos el plano tangente a ese punto p, al que llamaremos T,M y dos
vectores tangentes a p que llamaremos X y Y, el tensor métrico Riemanniano cumple

las siguientes propiedades importantes:
1. Es positivo definido. Para todo X € T,M se cumple que: g(X, X) >0

2. Es no degenerado. Si Para todo X € T,M se cumple que: g(X,Y) = 0

entonces Y = 0.
3. Es simétrico. Para todo X,Y € T,,M se cumple que: g(X,Y) = g(Y, X).

Ahora veamos concretamente a la Geometrotermodinamica.

3.4. Invariancia de Legendre

Uno de los elementos mas importantes de la GTD es la Invariancia de Legen-
dre. En Termodindmica hablamos de las transformaciones de Legendre, [4] es una
texto con un estudio detallado de esto. Estas transformaciones nos ayudan a estudiar
diferentes sistemas termodinamicos utilizando diferentes potenciales, dependiendo de
las variables termodinamicas que sean relevantes al problema. Considerando la re-

presentacién de la energia interna, U(S, V, N), donde S es la entropia, V el volumen y
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N el nimero de particulas, se obtienen diferentes potenciales a través de las transfor-
maciones de Legendre. En este caso se tienen la energia libre de Helmholtz, la energia
libre de Gibbs, el Gran Potencial y la Entalpia. La descripcion del sistema fisico y
sus propiedades no dependen de la eleccion del potencial, es decir, el resultado es
invariante bajo transformaciones de Legendre. Lo anterior lo podemos traducir a un

lenguaje geométrico a través de un cambio de coordenadas® [2] :

(0, E* 1) — (P, B2, 1*), a=(1,...,n), (3.3)
tales que:
R 5 (3.4)
E'=-Ti
Ei = Fi
['=Ei
P=1D.

Si tomamos un conjunto de indices, {1,...,n} y hacemos una particién en dos sub-
conjuntos disjuntos tales que | JJ, tenemos que i € I 'y j € J, k,l = 1,...1 y se

cumple lo siguiente:

» Si [ = () las transformaciones de Legendre son las transformacién identidad.

» Si J # () se obtienen transformaciones parciales de Legendre.

» SiJ=0con I ={1,..,n}, se obtiene una transformacién total de Legendre.

Mas adelante identificaremos a @ como el potencial termodinamico, £F* como las
variables termodinamicas extensivas y I* como las variables termodinamicas inten-
sivas siempre y cuando el potencial sea (U, S, V) . Por el momento supongamos que

tenemos las siguientes coordenadas (U, S, V, T, —P) y aplicamos (3.4), obtendriamos

IUtilizamos la convencién de Einstein para ndices repetidos
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U,=U-TS,S=-1T,T=85, V=V, P=P 3.5
Uy=U+PV, S=5T=T, V=P, —P=V (3.6)
Uy=U-TS+PV,S=-T,T=S, V=P, —P=V 3.7

Si U representa la energia interna, S la entropia, V el volumen y N el niimero de
particulas, entonces, (3.5) son la energia libre de Helmholtz, la entalpia y la energia

libre de Gibbs, respectivamente.

3.5. Espacio Fase Termodinamico

El espacio fase termodindamco es otro de los elementos importantes de la GTD.
Se construye con las coordenadas de las que hablamos en la seccién anterior. Para
traducir correctamente la transformaciéon de Legendre como un cambio de coorde-
nadas debemos considerarlas independientes. Entonces introducimos el espacio fase
al que llamaremos 7. La dimension de 7 es 2n + 1, al conjunto de coordenadas con
las que lo construimos lo llamaremos Z4 para ser consistentes con la notacién de los

trabajos realizados en GTD.

Entonces, sea Z4 = {®, E%, I*} el conjunto de coordenadas independientes de
T . El indice a corre desde 1, ...,n. Tenemos entonces 2n coordenadas independientes
E°® I y una extra @, con esto la dimension de 7 es 2n + 1 como habiamos mencio-

nado. Reescribimos entonces la transformacién de Legendre formalmente como:

{24} > {22} = {81}, (3.8)

2Aqui nombramos las variables de esa manera para el ejemplo, sin embargo atin no podemos
identificarlas exactamente como las variables termodinamicas.
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y
P =& — 6, B+ (3.9)
Ei=_Ti
Bl = FEi
I'=FEi
=1

De manera similar a lo mencionado en la seccién anterior, I JJ es una particién
disjunta del conjunto de indices {1, ...,n}. Tenemos tambiéni € I,j € J, k1 =1,...1.
(3.9) define una transformacion total de Legendre si I = {1,...,n}, si I = () define la

transformacion identidad y si j # () define transformaciones parciales de Legendre.

Supongamos ahora que 7 es una variedad diferenciable con coordenadas Z4 =
{®, E*, I*} de dimensién 2n+ 1. De acuerdo al teorema de Darboux[5, 21| utilizando
las coordenadas definidas como Z4 en T podemos escribir la 1-forma fundamental

de manera candnica como (forma de contacto):
O =dP — 0 I°dE", b4 = diag(1,1,...,1), (3.10)

que satisface la condicién de no integrabilidad:
O A (dO)" # 0. (3.11)

Al par (7,0) se le llama variedad de contacto. Una propiedad importante de es-
ta 1-forma y de la construccién del espacio fase, es que (3.10) es invariante bajo

transformaciones de Legendre. Esto lo podemos escribir de la siguiente manera:

O =dP — 6, I°dE" (3.12)
—d (g’ii - 5klz«fkﬁ> — S IdEY
= dP — 6 dEXT — 6, E"dI® — 6,,1°dE"
= dP — 6 dEXT — 6, E"dI® — 6,5 E*d(—1Y)
= dP — S dEFTY — 6,,E"dI® + 8, EdI
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Como a, b, r, s son indices mudos, entonces podemos simplificar a:

O = dd — ddEFT' — 6, E"dI* + 6, E"dI* (3.13)
= dP — SydEFT
0=06

Esto nos dice que la dependencia funcional de © no cambia y con esto podemos

decir que una variedad de contacto, por ejemplo 7T, es invariante de Legendre.

3.6. Espacio de Estados de Equilibrio

El espacio de estados de equilibrio de la GTD, al cual denotaremos como &, es
una variedad diferenciable de dimensién n, es una sub-variedad del espacio fase, es
decir, &€ C T. Los puntos en esta variedad representan estados de equilibrio del
sistema termodinamico que se esté estudiando. Intuitivamente podemos decir que en
este espacio podemos describir un sistema termodindmico, con n grados de libertad,
en equilibrio.

Esta construido de tal manera que podamos interpretar geométricamente las
propiedades termodinamicas del sistema través de un mapeo suave, que llamaremos
v, tal que:

p:E—=T. (3.14)

(3.14) también es un encaje [34] 3* La coordenadas del espacio de estados de
equilibrio son las variables de nuestro sistema termodinamico, entonces tenemos el
conjunto { £} Utilizando ¢ se tiene que: ¢ : {E*} — {Z*(E*)} que es equivalente a
{®(E*), E*, I1*(E*)}. Observando lo anterior, reconocemos que ¢(E“) es la ecuacion
fundamental del sistema. Entonces el mapeo definido por (3.14) también es equi-
valente a especificar la ecuacion fundamental del sistema. Finalmente es necesario

obtener las ecuaciones de estado del sistema. Para poder incorporarlas a & calcula-

3Siguiendo la definicién de [29] un encaje estd definido como una mapeo suave f : M — N en
donde dimM < dimN tal que f es inyectivo y una inmersién de M en N. La imagen f(M) es una
sub-variedad de N.

4f es una inmersién de M en N si f, : T,M — Ty N es inyectivo, es decir, su rango es igual
a la dimension de M.
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mos el pullback de la uno forma fundamental, el cual actiia del espacio cotangente de

T al espacio cotangente de €. También imponemos la condicién ¢*(©) = 0, entonces:

tal que se cumple:

©*(©) = ©*(dD — b5 1*dE") = 0. (3.16)

Ahora recordamos cémo opera el pullback: p*d = dp* v

OB = E° (3.17)
0P
*Ia = A
oFE*

debido a que E*y I, son funciones en el espacio fase. De todo lo anterior obtenemos

lo siguiente:

d® = S I°dE" (3.18)
0P )
7ga = ul"

Reconocemos a (3.18) como la Primera Ley de la Termodindmica y las ecuaciones de
estado del sistema. Finalmente se pide que la ecuacién fundamental también satisfaga

la Segunda Ley de la Termodindmica y la Tercera Ley.

3.7. Meétrica G

La siguiente parte de la estructura geométrica de la GTD es introducir una
métrica,G, en el espacio fase 7. G debe cumplir con la invariancia de Legendre.
Como habiamos mencionado anteriormente, la ivariancia de Legendre en la Termo-
dinmica es un elemento de extrema importancia para poder estudiar un sistema
fisico. Al imponer que GG cumpla con esa invariancia, la incorporamos a la estructu-
ra de la GTD. Con esta métrica, podemos concluir que (7,0, G) es una variedad
Riemanniana de contacto que cumple con la invariancia de Legendre.

Tenemos tres clases de métricas en GTD, las tres cumplen con la invariancia bajo
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transformaciones de Legendre[34]. En componentes la transformacion de la métrica

G estd dada por:

YA YA

G —>é = ——=— ——=—
AB AB 3ZAaZB

Gen, (3.19)
donde se utiliza (3.8). Entonces si denotamos como G 45 a la métrica obtenida de
aplicar (3.8) directamente y G4p a la métrica formada con las coordenadas ZA,
entonces @AB = G 4p. La nombraremos Gy,Gs, G5. Todas tienen la forma G =

G apdZAdZP. Concretamente son:

G1 = (dP — S I°dE")? + (e E“I°) (8eqd E°dI?), (3.20)
Gy = (dD — S I"dE")? + (€ E“I°) (neqd E°dI?), (3.21)
Gs = (d — 5, 1"dE")’ + > " E, L, dE"dI”, (3.22)

a=1
en donde €, es una matriz diagonal constante de tamano n x n, §.q = diag(1,1...,1)
Y Nea = diag(—1,1,...,1). Se ha encontrado que G; y G5 son métricas invariantes
bajo transformaciones totales de Legendre y (G3 es invariante bajo transformaciones

parciales de Legendre [34].

3.8. Meétrica g

Con la métrica G la estructura del espacio fase esta completa. Ahora nos concen-
tramos en la estructura del espacio de estados de equilibrio. Utilizando el pullback

de la métrica GG inducimos una métrica en &:

¢ (G) =y, (3.23)
de esta manera, g hereda las propiedades de la métrica GG. Explicitamente:

YA VA

S5 gt @ dE°. (3.24)

9=v¢"(G)=Gap
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Por ejemplo si tomamos G3 y calculamos su pullback obtenemos:
o* ((dcp — S "dE")? + ) Ea[adE“dI“> = " (E*I,dE"dI,). (3.25)
a=1 a

donde hemos utilizado (3.16). Ahora por las propiedades del pullback y la derivada

exterior nos queda:

ol = d(p' L) = d < ;ga) (3.26)
= b %dﬁ;b
Por lo tanto tenemos:
g3 = Zb (E ;;) 5 gngdeadEb (3.27)

- 0P 0*P
d ab a c
= ag 1 (5adE a) ) b ch dFE s

donde ., = diag(1,1,...,1). Realizando el mismo procedimiento para las métricas

uno y dos obtenemos la familia de métricas para el espacio ed estados de equilibrio:

= Bo®0,° OO peqpe (3.28)
= Bodn, © OO peape (3.29)
g2 = PoP1), BYoiG)ok . .
a 0P 0*P
o d ab a c
gs = E (5adE aEa) 0 aEbaEch dE°. (330)

a=1
En las ecuaciones anteriores 0, = diag(1,1,...,1) y n,¢ = diag(—1,1,...,1). La
constante g que aparece en (3.28) y (3.29) representa el grado de homogeneidad del

potencial termodindmico ¢ tomando en cuenta la identidad de Euler ®: ®(\% E) =

En las métricas se utilizé Bq, = [°E®Bs, donde Bap = €y = diag(B1, B2, Bs, -, Bn) se determi-
nan por el grado de cuasi homogeneidad de las variables de las que depende ®.



3.9 Tensor de curvatura de Riemann 43

Me@(E"). Esta constante no afecta las propiedades geométricas de las métricas y
esta determinada por el grado de cuasi-homogeneidad del potencial termodinamico.

En el siguiente capitulo examinaremos un ejemplo de esto.

3.9. Tensor de curvatura de Riemann

Concluimos este capitulo con el tensor de curvatura, el cudl nos ayuda a cuan-
tificar qué tanto se desvia una variedad de ser plana. Lo calculamos de la manera
estandar utilizando las derivadas de la métrica a través de los simbolos de Christof-

fel©:

1
I = égda (Gab.c + Gdep — Goerd) - (3.31)

Entonces las componentes del Riemann quedan como:

Rpeqg =T pge = Ty g + T el pa — ' cal™ pe. (3.32)

En (3.31) y (3.32) la coma denota la derivada parcial.

En GTD la curvatura y sus singularidades son muy importantes. Se ha encontrado
que las singularidades en el tensor de Riemann corresponden a transiciones de fase y
también tomando inspiracion de la teoria de la Relatividad General de Einstein, una
curvatura diferente de cero representa una interaccion termodindmica. Se ha tratado
de encontrar una definicién de interaccién termodindmica utilizando la GTD, hasta
el momento la curvatura diferente de cero nos dice que el sistema no es un gas ideal,
de manera intuitiva. Con esto concluimos este capitulo y procedemos a la seccién de
resultados y analisis de los mismos.

Finalmente haremos una observaciéon que sera de utilidad en el siguiente capitulo.
Para sistemas de dos dimensiones, el escalar de curvatura de Ricci es proporcional
a la componente independiente del tensor de curvatura [50, 54|, entonces basta con

analizar el escalar para los sistemas que utilizaremos.

of

6Aqui la notacién f, indica derivada parcial respecto a la coordenada x¢, es decir, Py

Ox
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Capitulo 4

Aplicacion de la GTD a los

sistemas.

En este capitulo presentamos los resultados de aplicar la GTD a los gases ideales
cuanticos, en particular, a como se comportan sus propiedades geométricas depen-
diendo de los limites de temperatura en los que se encuentren. El gas idea de Gentile
sera en el que nos concentraremos mas. Debido a ser una generalizacion es interesan-
te observar y entender cémo su comportamiento geométrico cambia dependiendo su
comportamiento fisico. Esta conexion es la motivacion de la Fisica para utilizar Geo-
metria. Comenzaremos entonces con los potenciales termodindmicos que utilizaremos

para realzar el estudio y sus resultados y analisis respectivos.

4.1. Potencial S(T,V,N(u)).

En el capitulo 2 obtuvimos el potencial termodinamico correspondiente a los gases
ideales cuanticos, de Bose-Einstein, Fermi-Dirac y Gentile. En esta primera seccién
utilizaremos el potencial S(T,V, N(u)) para los gases ideales de Bose-Einstein y
Fermi-Dirac y analizaremos el limite de fugacidad mucho menor a 1 considerando
las primeras desviaciones del limite clésico. Estos resultados son parte del articulo
publicado [56]. Obtuvimos en el capitulo 2 las siguientes expresiones para la energia
interna y el nimero de particulas de los gases ideales de Bose-Einstein y Fermi-Dirac
[39, 40, 56:

gV z

N = )\—%L’l3/2(2) + 11—~

(4.1)
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Yy
3 V.
U= §/€BT9>\—3LZ5/2(Z) (4.2)
T
Para Fermi-Dirac:
gV
N = )\—3LZ3/2<—2) (43)
T
Y 3 V
U= §k:BT‘i3 Liss(—2). (4.4)

Ahora utilizando la expresion para la energia libre de Helmholtz FF = U — T'S —
1
S = T(U — F) y la indentidad F' = —pV + uN junto con las ecuaciones de estado

del gas ideal' obtenemos el potencial siguiente:

S = % (gU - MN) . (4.5)
Notemos ahora que este potencial depende implicitamente del potencial quimico,
a través del nimero de particulas. Para poder continuar invertiremos la expresion
de N. Consideraremos el limite de fugacidad pequena, es decir, z < 1. En este
limite utilizamos la representacion en serie de los polilogaritmos y con ayuda de
una constante & = —1 o a = 1, dependiendo de si el sistema es una gas ideal de

Bose-Einstein o uno de Fermi-Dirac, podemos escribir todo de manera compacta:

Lin(z) = Y (~a)* = a (4.6)

k=1

En el limite de z < 1, temperatura alta, nos quedamos con los términos de orden

dos en la serie ya que los siguientes son despreciables e invertimos la expresién para
(4.1) y (4.3):

N)\3 22 23
gV =z+ W + == 33/2 +. (4.7)
Y V)\3 2 3
r_.,_* . *
ﬂ/—z 23/2+33/2+.... (4.8)

Con ayuda de

mV:N@TyU:gN@T
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(S (2) as

donde b; y by son constantes a determinar, podemos invertir cada una de las series,

N [ 2nk? 3/2+ a (N\? /[ 2rh®\° (4.10)
© TV \mksT 22 \V) \mkpT) '

Finalmente sustituyendo en (4.5) y simplificando, obtenemos el potencial para los

llegando a:

calculos de esta seccion:

5 N (2702 \**\  aN2%g [ 2zh? \*?
— 2 Nky — Nkgln | = . 411
5= gNks = Nksln (V (kaT> oy (kaT) (4.11)

4.1.1. Resultados: GTD potencial S(T,V).

De acuerdo a la seccién anterior, tenemos un potencial termodindmico que depen-
de de tres variables, sin embargo observamos que podemos mantener fijo el nimero
de particulas,esto se debe a que la entropia es de la forma S = Sy + f(T,V, N = cte).

Por lo tanto reescribimos (4.11):

N /1\**\  aAN? /1\*?

donde A = 1/272 y o = —1 0 a = 1. Para los célculos de las métricas las coordenadas
del espacio de estados de equilibrio serdn E* = (T, V') con & = S(T,V).

Calculamos cada métrica utilizando el software Maple 18 ?77:

o= (s (3 (1)) 20 (3)) e

3 [ 5aAN dT?  3aAN 20AN Y dV?
2 \vrer T ) T2 e VTs2) v

dvdTl + (

donce observamos que la expresion (4.12) aparece en la métrica y también aparecerd
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en gs y g3. Entonces obtenemos:

3 [(5aAN dT? 30 AN 200AN dv?
3 [ 5aAN dT? (20 AN dv?
QQZSN{—a(ﬁaﬁa—l)zv‘k<vrw“0 V2}
o [ @AN 9 SaAN dT?  3aAN 20AN
ga =N (VT3/2 - > LI <_2VT3/2 7 T vpp T\ Ty T
(4.15)

Podemos notar en las tres métricas que la signatura depende del valor de «, es decir,
depende del tipo de particula. Esto nos muestra que la naturaleza cuantica de las
particulas cambia las propiedades geométricas del espacio de estados de equilibrio y
los resultados ponen fuertemente en evidencia que utilizando GTD podemos analizar
propiedades fisicas de manera sencilla. Para las singularidades de curvatura, calcu-
lamos el escalar de curvatura de Ricci y analizamos el denominador. Las siguientes

condiciones, nos proporcionan la informacién en dénde el escalar diverge:

1 — TA2N?a? —9ANT?*?Va + 2T°V? =0 (4.16)
2NaA S5NaA

2ﬁ(7ﬁﬁ—0(ﬁﬁm—020

3= (T*V — aAN)” (5542N® — TTANT®/*Va + 16T*V?) = 0

La dos primeras condiciones nos proporcionan soluciones reales, la tercera no tiene

soluciones fisicas. Entonces tomando esto podemos resolver y encontrar los siguientes

valores?:
NA«
NA«

Sustituyendo los valores de la constante A y los dos posibles valores de «, las raices
caen fuera del intervalo de validez en el que se inici6 a trabajar. Necesitamos que

se cumpla el limite clasico, que fue la suposicién que hicimos y en estos casos no es

2La hoja de célculo se encuentra en el apéndice C
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asi. Los escalares de curvatura son diferentes de cero sin embargo las singularidad
no son fisicas para nuestros sistemas, entonces en este limite los gases no presentan

transiciones de fase.

4.2. Gran Potencial, =(T,V, u).

El potencial termodinamico que utilizaremos para aplicar GTD a los sistemas
de gases ideales cuanticos sera el Gran Potencial. En principio podriamos utilizar la
Energia Interna como funcién de las variables extensivas, es decir, S(U,V, N). Para
sistemas clasicos no es un problema obtenerla, por ejemplo para el gas ideal es muy
sencillo como uno puede revisar en [4, 23|. Para sistemas cudnticos es diferente, esto
se debe a que la forma funcional de las relaciones termodinamicas se complican por
la presencia de los polilogaritmos. En el capitulo 2 hicimos el analisis estadistico
y termodindamico de los gases, obtuvimos las expresiones y hablamos de la forma
funcional. Los sistemas los tratamos en el ensamble gran canodnico, este ensamble es
el natural para los gases ideales cuanticos, como habiamos discutido con anteriori-
dad. Gracias a la invariancia de Legendre, no tenemos problema al utilizar el gran
potencial o cualquiera de las otras transformadas de Legendre de la Energia Interna
y como en GTD nuestra estructura geométrica tampoco depende de la eleccion del
potencial, podemos proceder sin problemas. Entonces, solamente haremos referencia
a lo obtenido en el capitulo 2, de esta forma para el gas ideal de Bose-Einstein el

gran potencial estd dado por la siguiente expresion:
2(T,V,p) = ~T3V Lis (exp (%)) , (4.18)

en donde no se ha escrito el término correspondiente al estado base.

Para el gas ideal de Fermi-Dirac se tiene lo siguiente:

=(T,V,p) = T3V Lis (exp (%)) . (4.19)

Y finalmente para el gas ideal de Gentile:

2(T,V,u) = T3V

Lis (exp (%)) — mug (exp (%)pH)] . (4.20)
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en donde nuevamente no se ha escrito el término correspondiente al estado base.
Para las expresiones anteriores se ha tomado kg =1, m =2n y h =1y T denota la

temperatura, V' el volumen y pu el potencial quimico.

Las ecuaciones (4.18), (4.19) y (4.20) no son funciones homogéneas de grado 1.

Pero cumplen con la definicién de cuasi-homogeneidad como se vera a continuacion.

Comenzamos con el gran potencial de un gas ideal de Bose-Einstein, (4.18), y

con la definicién de funcién cuasi-homogénea de grado s [3]:

Sea f una funcién diferenciable de un conjunto de variables z!, ..., 2" y sean \, s
€ R con A\ # 0. Si
FOPrzt NPy = N f (2t 2", (4.21)

decimos que f es cuasi-homogénea de grado m. Donde §; = (81, ..0n) € R".

Si queremos obtener una relaciéon de Euler andloga a la que se tiene para funciones

homogeneas, derivamos (4.21) respecto al pardmetro A:

of (o Nt of (oM )
mﬁlwl( O\ >+"'+8Aﬁnxn( B )‘m flat ™). (422)

De donde llegamos a :

af 1y61—-1

of

OB 7 Bna" Nt = mAmT (2t L ). (4.23)

Dado que A es arbitraria, la tomamos como A = 1 y finalmente llegamos a la

relacion de Euler para funciones cuasi-homogéneas:

of of

v 4 n o _ 1 n
FSt Dy nT mf(z,...,a"). (4.24)

b+

Ahora podemos calcular los valores de 1, B2 y 3, que corresponden a 7', V' y u

respectivamente, para los potenciales (4.18), (4.19) y (4.20).

Reemplazamos las variables (T,V, u) por (A'T, A2V, \%2 ) en (4.18), (4.19) y
(4.20). Después de realizar las simplificaciones correspondientes y utilizar la defini-

ci6én (4.21), llegamos a los valores para cada f;, i = 1,2, 3.
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51 :%m (4.25)
52 Z%m
fs =P = %m

Renombramos los indices haciendo una correspondencia con las variables y el

grado de homogeneidad con el Gran Potencial, es decir, (1,2,3) — (T,V,u) y m —
P=:

Br Iéﬁa (4.26)
B =36
5=t = 5=

Con todo lo anterior, podemos decir que el Gran Potencial es una funcion ho-

mogénea de grado fz, donde (= es arbitraria.

Explicitamente la relacion de Euler es:

1 1 1
—B==rT + - B==vV + - ==, 1 = B=E, (4.27)
5) 2 5)

= _ 0= _ o=

or =V T oV T T o

4.2.1. Condiciones de estabilidad.

Antes de continuar, revisemos las condiciones de estabilidad para el potencial de

interés para asegurarnos de que se cumplen sin problema.

El Gran Potencial, Z(7, V, u) es una transformada de Legendre de la Energia In-
terna, U(S,V, N), donde S es la Entropia, V' el volumen y N el niimero de particulas.
Para U(S,V, N) las condiciones de estabilidad son [4]:
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2
(Z—SZ) >0, (4.28)

0?U
— | >0
ovz) =7
es decir, la energia interna es convexa en sus variables extensivas. Y para variaciones

cooperativas de Sy V :

92U\ [0%U 02U \?
TEYV(E2) > 0. 4.2
(55) (52) ~ (o) =0 (120

Al calcular la transformacion de Legendre de U reemplazando la entropia por

la temperatura y el nimero de particulas por el potencial quimico, llegamos a las

siguientes condiciones de estabilidad:

022
(8T2) <0, (4.30)

%=
<
<0u2) =0

es decir, el gran potencial es concavo en sus variables intensivas. Y para variaciones

2= 2= 2= 2
PEN (PN _( P2V, (4.31)
017 ou? 0T ou

La expresiones (4.20), (4.18) y (4.19) serén los potenciales a utilizar para realizar

cooperativas de T'y p:

los célculos de GTD. Recordando la forma de la métrica, lo tinico que se necesita

para aplicar la GTD es precisamente el potencial termodinamico del sistema.

4.2.2. Sistemas de dos dimensiones.

Para continuar el andlisis fijaremos el volumen de los gases, esto nos deja con
solamente dos variables termodinamicas, es decir, con dos coordenadas o un sistema
en dos dimensiones. Esto simplifica la aplicacién de la geometria. Entonces para un

sistema termodinamico de dos grados de libertad podemos escribir cada una de las
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métricas g de la siguiente manera [56]:

g1 = ® (@711 (dE1)2 + 2@712dE1dE2 + @722 (dE2)2> y (432)
9o = (=@ 11 (dE")" + 02 (4E?)°) | (4.33)

g3 = E'®10 1, (AE")? + (EB'®y + B0 ,5) @ 12d E'AE® + E® 5@ 9 (dE?)*, (4.34)

donde @ = =Z(T, ) y E* = (T, ). Entonces cada elemento de linea queda como:

g1 = = (EJl (dT)2 + 25712de,LL + 5722 (du)2) s (435)
92 = Z (—=En (dT)" + E (dp)°) (4.36)
gs = TZ121 (dT)? + (TZ 1 4 pZ.5) EaodTdp 4 pZ 5= 55 (dp)* . (4.37)
Sin pérdida de generalidad, tomamos =z = 1 en (4.27), recordando que es una

constante que podemos absorber en los calculos explicitos y no afecta los resultados.
Las métricas anteriores y el escalar de curvatura nos proporcionaran las condiciones
para encontrar singularidades de curvatura y hacer la conexion con las transiciones de
fase, como mencionamos en el capitulo anterior, este es uno de los objetivos de aplicar
la GTD a estos sistemas. Las condiciones generales para encontrar las singularidades
de curvatura las obtenemos al analizar el denominador para un potencial general de

dos dimensiones, en este caso el gran potencial, tenemos entonces:

1= Z1E —(Er)’ =0 (4.38)
2 =2E1E22=0

3—>E’12:0,

para cada métrica respectivamente.

4.2.3. Escalares de Curvatura.

Ahora presentamos los escalares de curvatura del gas ideal de Gentile. Los calculos
se encuentran en el apéndice E. La expresion de los escalares es muy grande y no
se puede desplegar en pantalla de manera satisfactoria, es por esto que presentamos

graficas. donde @ = =Z(T,u) vy E* = (T,n) = (x,u). En el cédigo de Maple que

3Los elementos de linea.
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utilizaremos u = p para denotar al potencial quimico.

Las formas explicitas de la métrica y del escalar de curvatura son demasiado
grandes para ser desplegadas en pantalla. Los cédlculos para los escalares se hacen
utilizando las tres métricas. Presentamos primero lo célculos con la métrica g3, en

forma tensorial es:

= 2= = 2=
g3 =2 (8:) 0 —dr ® dz +u (8__) 0 —du ® du (4.39)

ox ) 0x2 ou

—0—1 E)_E + a—E & dr ® d
21"\ oz ) "\ ou )| Buos ™ TN
1 o= o= 0*=

T3 { <a—x) u (%)] Judz 4

en dénde la x representa a la temperatura y u al potencial quimico. De ahora en

adelante los calculos estaran hechos de manera simbélica y en general para un po-
tencial termodindmico en dos dimensiones y posteriormente se sustituyen los valores
y formas explicitas para poder realizar las graficas. Mostramos los resultados en la
hoja de calculo de Maple en el apéndice E.

La métrica g, es la siguiente:

0= 0°= 0= 0°=
== d . 4.4
g1 (axzdx®dx+auax x®du+auaxdu®dx+au2du®du) (4.40)

Y la métrica g, estd dada por:

0*= 0?=
g2 =Z <—@dx ® dzr + Wdu ® du) . (4.41)

La forma explicita de cada una de las métricas excede el tamano de salida del pro-
grama, es decir, no es posible desplegarlo en pantalla. Sin embargo, no es necesario
mostrar cada una de las expresiones, basta con guardar el valor calculado en una

variable en el programa y utilizarla para calcular el escalar de curvatura de Ricci.

4.2.4. Resultados GTD del Gas Ideal de Bose-Einstein y

Fermi- Dirac.

Mostramos primero los resultados para los gases ideales de Bose-Einstein y Fermi-
Dirac. En estos dos casos, utilizamos el gran potencial sin tomar alguna aproximacion
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como se hizo en la seccion anterior. Para el gas de Fermi-Dirac es posible mostrar
las componentes de la métrica de manera explicita. *

. u
- 5T3/2vLZ5/Z (exp (T» T2V uLiy (exp (_%)) (4.42)
15TY/2 Lis (exp (%)) 3VuLis (exp (—%)) Vu2Liy (— exp (—%)) .
4 o T1/2 + T3/2 dT
. u
. % . 5T3/2szs/Z (eXp (T)) _ T1/2VuLi3/2 (exp (_%)) +T3/2uVLi5/2 (exp (%))
3T3/2Li3/2 gexp (—%)) ~ uV Liy o j(:s:/cf (—%)) ATdu

n (T2V2uLi1 p (exp (—%)) Lis)s (exp (—%) )) du?

En principio deberfamos poder utilizar las condiciones (4.38), sin embargo, el
tamano de las expresiones es muy grande, es por esto que presentamos una grafica
del escalar de curvatura de Ricci de un gas ideal de Fermi-Dirac, ver figura 4.1.
Observamos que el comportamiento no muestra ninguna divergencia, esto esta de
acuerdo con lo reportado en la literatura. Pero el escalar es diferente de cero, esto
nos indica la presencia de una interaccion termodinamica.

El sistema es considerado ideal, pero en el marco de la GTD podemos decir que
esta interaccién se debe a la naturaleza cuantica de los fermiones, aunque en su
Hamiltoniano no exista un término de interaccién a través de un potencial, podemos
decir que el caracter simétrico de la funcién de onda del sistema y el principio de
exclusién de Pauli, que afecta a los fermiones ya sea un sistema ideal o no, deben
de presentarse de alguna manera. Una conclusion seria que el escalar muestra esas

propiedades.

4También se encuentran en la hoja de célculo en apéndice D.
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Escalar de Curvatura Gas ldeal de Fermi-Dirac

Fermi

Figura 4.1: Escalar de curvatura de un gas ideal de Fermi-Dirac. Observamos que el
escalar no presenta ningun tipo de divergencia.

Para el gas ideal de Bose-Einstein presentamos una grafica del escalar de curvatu-
ra. La forma de la métrica se puede observar en el apéndice D, es considerablemente
mas grande que la del gas ideal de Fermi y més complicada. Lo anterior se debe a
que para el gas ideal de Bose, tenemos un término extra, que corresponde a la con-
tribucion del estado base. Como se estudié en capitulo 2 el término que corresponde
a € = 0 juega un papel crucial en el fenémeno de la condensacién de Bose-Einstein.
En este caso utilizamos el potencial natural del ensamble gran candnico, a diferencia
del trabajo realizado en [40]. Observamos en la figura 4.2 que el escalar diverge para

valores del potencial quimico que se acercan a cero, esto es precisamente el valor para
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el cual ocurre la condensacion de Bose-Einstein, lo cudl es equivalente a fugacidad

tendiendo a uno.

Escalar de Curvatura Gas Ideal de Bose-Einstein

0.006
0.005
[ " T " T " T " T "
-0.00010 -0.00008 -0.00006 -0.00004 -0.00002 0

Figura 4.2: Escalar de curvatura de un gas ideal de Bose-Finstein. Observamos que el
escalar diverge para valores del potencial quimico que estan cercanos a cero, lo cudl coincide
con la condensacion de Bose-FEinstein.
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4.2.5. Resultados GTD del Gas Ideal de Gentile.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos para el escalar de curvatura
del gas ideal de Gentile, para p = 1,1000. ®> En este caso la métrica que se utiliz6 fue

g3 como se muestra en la seccién anterior.

Escalar de Curvatura Gas ldeal de Gentile Limite de Fermi-

Dirac, p=1

0.25 -
0.20 -
R -
0.15 -
0.10 -
0.05 —

T T T T T T T T T 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

u
|— Gentile, p=1 |

Figura 4.3: Escalar de curvatura gas de Gentile, p=1

En la figura 4.4 se observa que el escalar diverge en un intervalo para el potencial

quimico entre (—367, —350). Este comportamiento se repite en las demds graficas del

®Las graficas para todos los casos p = 1, 10, 100, 1000, 10000, 1000000, que corresponden al limite
del gas ideal de Fermi, gas ideal de Gentile y gas ideal de Bose respectivamente se encuentran en
el apéndice E.
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Escalar de Curvatura Gas ldeal de Gentile, p=1000

9. x 10307 -

8. x 1097

7. x 10307
6. x 10307 -
R 5. x 1007
4. x 10%07
3. x 10307 -
2. x 10307

1. x 10%97

o4+ — s .
-366  -364  -362  -360  -358  -356  -354  -352  -350

u

|— Gentile, p=1000|

Figura 4.4: FEscalar de curvatura gas de Gentile, p=1000

escalar de curvatura para diferentes casos del parametro p. En la figura 4.3 se observa
un comportamiento del escalar de curvatura sin divergencias o discontinuidades, lo
cudl esta de acuerdo con lo que se espera para un gas ideal de Fermi. Al analizar
los otros casos, ver apéndice E, se observa que el escalar comienza a cambiar de
comportamiento mientras el parametro se acerca mas al limite de Bose-Einstein,
matematicamente corresponde a p — oo pero en el caso numérico se ha tomado el
limite como p — 1000000. La precision de los valores a graficar depende del poder

de cémputo y la epsilén machine de la computadora.

En figura 4.6 y figura 4.5 se observan dos gréaficas comparando el comportamiento
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del escalar de curvatura para el gas ideal de Gentile y el gas ideal de Fermi-Dirac
asi como para el gas ideal de Gentile y el gas ideal de Bose-Einstein. Se puede
concluir que los limites son correctos y el comportamiento del escalar es el mismo. El
desplazamiento del escalar de Gentile en cada gréfica se debe a la optimizacion de los
calculos analiticos al evaluar las funciones polilogaritmo y los valores de p, estamos
trabajando para poder obtener expresiones mas detalladas que permitan empatar
todas las graficas en los limites correspondientes pero hasta el momento no se ha
encontrado una manera de hacerlo. Sin embargo el comportamiento en los intervalos
y limites nos indica que utilizando GTD podemos extraer la informacion fisica del
sistema en cuestién y analizar su comportamiento, es decir el escalar de curvatura
codifica de manera exitosa la naturaleza de las particulas.

En el caso de figura 4.6 se observa como el escalar diverge al acercarse al valor
u = 0, lo cual se esperaba debido a la condensacion de Bose-Einstein. Es de vital
importancia poder recuperar este comportamiento y la transicion de fase ya que
en el campo experimental la condensacion de Bose-Einstein es un fenémeno que
se ha observado exitosamente y que la teoria predice. En el caso del gas ideal de
Gentile, como discutimos en el capitulo 2 también se predice durante el estudio
estadistico del sistema. Utilizando la GTD nuevamente podemos extraer informacion.
Esto es valioso debido a que al estar trabajando con una estadistica generalizada,
los célculos se hacen mas complicados debido a las funciones que resultan de las
integraciones correspondientes pero con nuestro formalismo podemos estudiar al gas
ideal de Gentile utilizando sus propiedades geométricas, que como hemos mostrado,
codifican la naturaleza de las particulas.

Los resultados para las métricas g, y ¢g» se muestran en apéndice E. El anélisis de
estos resultados es parte del trabajo a futuro. La cuasi-homogeneidad del gran poten-
cial presenté problemas para estas dos métricas. Ain asi mostramos los resultados

junto con cuatro graficas del escalar de curvatura.
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Escalar de Curvatura del Gas Ideal de Gentile y del Gas lIdeal
de Fermi-Dirac

| - 0.25
0.25 —
] - 0.20
0.20 -
R 1 - 0.15
0.15 —
| - 0.10
0.10 —
0.05 — - 0.05
T T T T T T T T T 1
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0

u

|— Gentile, p=1 — Fermi-Dirac |

Figura 4.5: Comparacion escalar de curvatura del gas ideal de Gentile (p=1) y del gas
ideal de Fermi-Dirac.
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Escalar de Curvatura del Gas ldeal de Gentile y del Gas Ideal
de Bose-Einstein

o —
~ -0.02
-0.1
- -0.04
-0.2
0.3 — -0.06
R %
-0.4 - - 7008
-0.5 - — -0.10
-0.6 - -0.12
T T T T T T T T T 1
-0.0010 -0.0008 -0.0006 -0.0004 -0.0002 0

u
|— Gentile, p=10000 — Bose-Einstein|

Figura 4.6: Comparacion escalar de curvatura del gas ideal de Gentile (p=1000000) y del
gas ideal de Bose-Finstein.



Capitulo 5

Conclusiones y metas a futuro.

5.1.

Conclusiones

Durante la realizacion del presente trabajo de investigaciéon se encontraron
resultados que ayudan a justificar el uso de la GTD como herramienta para
analizar sistemas de particulas idénticas, en este caso, los gases ideales de Bose-
Einstein, Fermi-Dirac y Gentile. Los primeros dos fueron tratados en diferentes
limites fisicos. El primer limite, el limite clasico, nos mostré que tomando las
primeras dos desviaciones del gas ideal clasico para estos gases se comenzaban
a observar efectos debidos a la naturaleza cuantica de los bosones y fermiones.
En el siguiente caso, solamente utilizamos los valores de la fugacidad permitidos
para cada gas y su potencial termodinamico natural, el gran potencial. Aqui es
importante resaltar que obtuvimos el comportamiento deseado para los valores
del potencial quimico cercanos a cero, o de manera equivalente, la fugacidad
cercana a uno. En figura 4.6 se observa la divergencia correspondiente, en el
marco de la GTD, a la condensacion de Bose-Einstein. Analizar estos dos casos
de esta manera fue necesario para hacer una comparaciéon directa con la parte

referente al gas ideal de Gentile.

Para el gas ideal de Gentile obtuvimos su funciéon de gran particién asi como
su energia interna y numero de particulas. La estadistica de Gentile es una
de las generalizaciones de las estadisticas de Bose-Einstein y de Fermi-Dirac,
en este trabajo realizamos un primer acercamiento a su andlisis utilizando

Geometrotermodindmica.
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e El valor del parametro p, que controla el limite en el que se encuentra el sis-
tema, es de gran importancia tanto para las propiedades fisicas como para las
geométricas. En las graficas que presentamos y en apéndice E podemos obser-
var que su comportamiento es muy sensible al valor de p y la presencia de los
polilogaritmos en términos de ese parametro deben tratarse con extremo cuida-
do. Aun asi logramos analizar al sistema para varios valores de p, observamos
como cambia el escalar de curvatura desde el limite de Fermi-Dirac al com-
portamiento intermedio hasta pasar al limite de Bose-Einstein. En este tltimo
limite recuperamos el comportamiento para la condensacién de Bose-Einstein.
Al hacer la comparacién entre lo casos exactos y los casos limite obtuvimos
graficas con el mismo comportamiento y forma pero con un desplazamiento

debido a los calculos analiticos y a la precisién de los valores al graficar.

e Acerca de las condiciones para singularidades de curvatura, podemos concluir
que al utilizar el gran potencial, que es un funcién cuasi-homogénea, las simpli-
ficaciones correspondiente a sistemas de dos dimensiones no son directas. Esto
no afecta los resultados, al final calculamos todos los resultados sin utilizar-
las directamente para gs. Pero el andlisis para g; y ¢g» no ha sido completado.
Con todo esto podemos decir que la cuasi-homogéneidad pone en evidencia
que aunque el gran potencial sea el potencial termodinamico natural para los
gases ideales cuanticos, se debe utilizar con cuidado, sin embargo gracias GTD

podemos utilizarlo en g3 y estudiar nuestro sistema.

5.2. Metas a futuro

Tratamos una de las generalizaciones de las estadisticas de Bose-Einstein y Fermi-
Dirac, existen otras [26, 36]. Una del mas metas a futuro es estudiar gases que
obedezcan esas estadisticas y recuperar de manera correcta los limites de Bose y
Fermi. En particular, la condensacién de Bose-Einstein, tiene extrema importancia
como transicion de fase y singularidad de curvatura. Experimentalmente es uno de
los fendmenos mas interesantes que se han realizado en el laboratorio. Pero no es la
unica transiciéon de fase, por ejemplo, como mencionamos en capitulo 1, en la vida
cotidiana observamos y experimentamos todo tipo de fenémenos de transicién de

fase, congelando agua o la condensacién del agua. También existe la superfluidez. El
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problema ge hemos encontrado desde los trabajos de licenciatura es que utilizando
la manera en la que se clasifican las transiciones de manera clésica, la condensacién
de Bose-Einstein no tiene una clasificacién consistente [4, 23, 19], una de las metas
mas a futuro mas importantes, es construir un esquema de clasificacién utilizando
GTD. Con esto podriamos estudiar y analizar a las transiciones de fase en sistemas
cuanticos utilizando una herramienta que es invariante y consistente, la Geometria,
en nuestro caso utilizando GTD. Finalmente se ha quedado como trabajo y meta
a futuro el estudio de los gases de ese trabajo de investigacién en dos dimensiones,
calculos preliminares se pueden consultar en apéndice F.

Las dificultades conceptuales y de calculo que se presentaron probaron ser una
herramienta para poder estudiar sistemas de gases ideales cuanticos con un enfoque
geométrico. Esto nos abre la puerta a posibilidades para empezar a estudiar e inves-
tigar gases que ya no sean ideales, en particular para un gas de Bose-Einstein con
interaccion, esto acercaria mas a la Geometria Diferencial y a la GTD a describir
lo que se observa experimentalmente. Concluimos que hemos mostrado que elegir
las herramientas de la Geometria Diferencial para estudiar sistemas fisicos simplifica
los analisis, codifica comportamientos fisicos y proporciona una manera invariante y

consistente para estudiar fenémenos que se observan en el laboratorio.
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Conclusiones y metas a futuro.
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Anexo en donde se encuentra adjunto el articulo: Ideal quantum gases: A geome-
trothermodynamic approach. Publicado el 16 de Abril del 2023 en la revista Journal
og Geometry and Physics.
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1. Introduction

In 1915, Einstein formulated the final version of the gravitational field equations that were based upon the astonishing
principle “gravitational interaction = curvature”. In this case, the curvature is the Riemannian curvature of the 4-dimensional
spacetime. This principle has been generalized to include all the four interactions known in nature (see, for instance,
Ref. [4]). Indeed, Yang and Mills [22] demonstrated in 1953 that the field strength (Faraday tensor) of the electromagnetic
field can be interpreted as the curvature of a principal fiber bundle, with the Minkowski spacetime as the base manifold
and the symmetry group U(1) as the standard fiber. Today, it is well known [4] that the weak interaction and the strong
interaction can be described by the curvature of a principal fiber bundle with standard fiber SU(2) and SU(3), respectively.
In this sense, we can say that all the field theories have a well-formulated geometric description.

On the other hand, Riemannian geometry has been also applied in statistical physics and thermodynamics. To this end,
one can consider the equilibrium states of the thermodynamic system as points of an abstract space (the equilibrium space).
Then, one of the goals of applying differential geometry in thermodynamics is to interpret the curvature of the equilibrium
space as a measure of the thermodynamic interaction. In 1945, Rao [17] introduced in the equilibrium space a Riemannian
metric whose components in local coordinates coincide with the Fisher information matrix. Rao’s original work has been
followed up and extended by a large number of authors (see, e.g., [1] for a review). On the other hand, Riemannian geometry
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in the space of equilibrium states was introduced by Weinhold [21] and Ruppeiner [18,19], who defined metric structures
as the Hessian of the internal energy and (minus) the entropy, respectively.

Geometrothermodynamics (GTD) [12] was proposed recently to take into account the invariance of classical thermody-
namics under a change of thermodynamic potential [3], a property which is not shared by Hessian metrics. In contrast to
other geometric approaches, GTD resembles the approach of field theories in the sense that the symmetry of the theory
plays a fundamental role in its geometric description. Since different thermodynamic potentials are related by means of
Legendre transformations [2], the formalism of GTD makes use of the Riemannian contact structure of the thermodynamic
phase space [6] to handle the interchanges of thermodynamic potentials as coordinate transformations on the phase space.
The equilibrium space can then be considered as a particular subspace of the phase space. As a result, the formalism of
GTD uses as starting point a Legendre invariant metric of the phase space which induces a metric in the equilibrium space
whose curvature should describe the thermodynamic interaction. In the case of a classical ideal gas, for which in statistical
physics the corresponding Hamiltonian does not contain a potential term that could represent any interaction between the
gas particles [7], no thermodynamic interaction is present and one would expect that the corresponding equilibrium space
be flat. In fact, this physical condition has been used to fix the metric of the phase space [12]. The flat equilibrium manifold
of a classical ideal gas has been investigated in detail in [16]. In particular, it was found that there exists a deep relationship
between geodesics and quasi-static processes, which gives rise to a relativistic like structure of the equilibrium manifold.

In the case of ideal quantum gases, as described in statistical physics, the Hamiltonian also does not contain a potential
term and the gas particles are assumed to have no interaction between them [5,7]. This means that from the point of view
of the Hamiltonian approach a quantum gas is a system without thermodynamic interaction. One would then expect that
the corresponding equilibrium manifold is also flat due to the lack of interaction. Nevertheless, we know that the physical
properties of ideal quantum gases are different from those of a classical ideal gas. The question arises whether our geometric
approach is able to take into account those physical differences in a consistent manner. The main purpose of the present
work is to show that in the framework of GTD the ideal quantum gases are represented by non-flat equilibrium manifolds,
taking into account the quantum nature of the gas particles. This we show in the case of Fermi-Dirac and Bose-Einstein
quantum gases. Moreover, we analyze the limiting case of Bose-Einstein condensation and show that it can be interpreted
in the Ehrenfest scheme and in GTD as a first order phase transition.

This paper is organized as follows. In Sec. 2, we review the main aspects of GTD which are necessary in order to take
into account the Legendre invariance of classical thermodynamics. In Sec. 3, we analyze ideal quantum gases satisfying
the Fermi-Dirac and Bose-Einstein statistics and derive the corresponding fundamental equation, which is necessary to
carry out the geometrothermodynamic approach. In Sec. 4, we investigate the thermodynamic and geometrothermodynamic
properties of Bose-Einstein condensates. Finally, in Sec. 5, we discuss our results.

2. Review of geometrothermodynamics

The starting point of the GTD formalism is the thermodynamic phase space 7 which is constructed as follows. A ther-
modynamic system with n degrees of freedom is described by a set of n extensive variables, EY, n intensive variables, I
(a=1,...,n), and a thermodynamic potential, ®. Let us consider ZA = {®, E9, I} as the coordinates of the (2n + 1)—di-
mensional space 7, where E® and I? are interpreted as independent variables. The phase space is necessary in GTD in
order to treat the Legendre transformations of classical thermodynamics as a change of coordinates. Formally, a Legendre
transformation is defined as [2] (we assume throughout Einstein’s summation convention for repeated indices)

(Z4) >z = (D, B, 1Y (1)
&= —yEXT', El=—T' ,El=F I'=E =1, 2)
where iU j is any disjoint decomposition of the set of indices {1,...,n}, and k,I =1, ...,1i. In particular, for i =@ a Legendre

transformation reduces to the identity transformation, for any j # ¢ we obtain partial Legendre transformations, and for
i={1,..,n}, i.e. j=0, Eq. (2) defines a total Legendre transformation.

The phase space 7 is endowed with a family of tangent hyperplanes (contact structure) defined by the fundamental
1-form © that satisfies the non-integrability condition [6]

OA[@O)"£0. (3)

According to the Darboux theorem [6], if we use the coordinates {Z#} of 7, the fundamental 1-form ® can be written
canonically as

©=d® — I,dE®, Io=8u1". (4)
If we apply a Legendre transformation to ©, the new 1-form © in coordinates {Z4} reads
O =dd — I,dE°. (5)

In this sense, it is said that the contact 1-form @® is invariant with respect to Legendre transformations.
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In classical thermodynamics, a thermodynamic system is described equivalently either by a set of equations of state
1% = 19(EY) or by a fundamental equation ® = ®(E%). In GID, it is convenient to use the second option and we assume that
for any thermodynamic system the fundamental equation is known. Furthermore, the specification of a particular system is
realized in GTD by an embedding ¢ of an n-dimensional submanifold £ € T into the phase space 7 given by

0:E—T, (6)
or, in coordinates,
@ {E% — (®(EY), E, IP(ED)} . 7)

Accordingly, the space £ is determined through the embedding (6), which is equivalent to specifying the fundamental
equation of the system ®(E®). To complete the GTD scheme, it is necessary to incorporate the relations of standard equilib-
rium thermodynamics into the definition of the space £. This can be done by demanding that the embedding (6) satisfies
the condition

¢*(©)=0, (8)

where ¢* is the pullback of ¢. In coordinates, it takes the form

0P
(/7*(6) = 90* (dCD - IadEa) = (ﬁ - Ia) dE® =0. 9)
Then, it follows that
0D
dq)zladEa, Wzla 5 (10)

which is the first law of thermodynamics. The manifold £ is called the equilibrium space. Moreover, it is demanded that
the fundamental equation ® = ®(E?) satisfies all the remaining laws of equilibrium thermodynamics.

The next step to construct the formalism of GTD consists in equipping the phase space with a metric G, which must
be invariant with respect to Legendre transformations. This is necessary in order to incorporate the Legendre invariance of
classical thermodynamics in the entire geometric structure of GTD. Consequently, the triad (7, ®, G) becomes a Riemannian
contact manifold that is also Legendre invariant. It turns out that Legendre invariant metrics G = G 43dZ*dZ® in 7 can be
split into three different classes that can be written as

G' = (d® — [odE%)? + (ap E1°) (8cad €I , (11)
G = (d® — 1.dE%)? + (£ E°I°) (cgd EdI%) | (12)
n
G'"'= (d® — I,dEY)* + " EqlodEdI® (13)
a=1
where &, is a diagonal constant (n x n)-matrix, 8o, = diag(1,1,---,1), and 74 = diag(—1, 1, ---, 1). Moreover, G' and G!!

are invariant with respect to total Legendre transformations whereas G'!! is also invariant under partial transformations.

One interesting feature of the formalism of GTD is that the equilibrium space £ can be endowed with a metric g in a
canonical way, namely, by means of the pullback ¢*(G) = g so that g inherits the properties of G. Then, from Eqs. (11),
(12), and (13), we obtain

I = Bo®s 0 14
Eap = PP ppype (14)
3P
I __ c
gab—ﬂdJcbna E)EbaEC’ (15)
n 2
ad 0°d

111 d ab ajpc
= 8adE" — |6 dE“dE® 16
& ;( ad 8E“> JEDEC (16)
respectively, where §,° = diag(1, --- , 1), n,° = diag(—1,1, -, 1). The constant 8¢ does not affect the geometric properties

of g, and represents the degree of homogeneity of the thermodynamic potential ® [13]. In obtaining the above metrics we
have used the first law of thermodynamics (10) and the Euler identity

BapI“E? = o @, (17)

where the coefficients Bq, = & = diag(B1, B2, ..., Bn) are determined by the degrees of (quasi)homogeneity of the vari-
ables E“, entering the fundamental equation ® = ®(E?), i.e., the constants B, that satisfy the quasi-homogeneity condition
O (M ET) = APe (ET).
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For later use consider the case of a system with two degrees of freedom, n = 2. Then, ® = ®(E', E2) and

g = [qa,n(dE])Z +2® 1,dEdE? + cb,zz(dEZ)z] : (18)
g =0 [-0 1 W@EN + @ 5 (EY?], (19)
g =E'® 10 11 [@EY? + (E'0,1 + E25) @ 12dE 2 + 2 50 5 (dE?)? (20)

where ¢, = % and we have set 8¢ = 1, without loss of generality. One of the goals of GID is to represent phase tran-
sitions as singularities of the equilibrium space. The idea is simple. During a phase transition the laws of equilibrium
thermodynamics break down and non-equilibrium effects appear that cannot be considered with the standard formalism. A
curvature singularity represents a location where the formalism of classical differential geometry breaks down. Therefore,
we expect intuitively a connection between curvature singularities and phase transitions. This has been shown explicitly
in the case of 2-dimensional GTD by using Euler’s identity (17). In fact, it turns out that the curvature singularities of the
above metrics are determined by the conditions [14,15]

I: ®11® 2 — (P12)> =0, (21)
IT: ®11P=0, (22)
I1: ®1,=0. (23)

Condition I corresponds to the stability condition in classical thermodynamics, and is usually associated with first order
phase transitions [3]. Conditions II and III involve the second order derivatives of the thermodynamic potential & and
usually are associated with second order phase transitions, according to Ehrenfest’s scheme [3].

3. Fermi-Dirac and Bose-Einstein ideal quantum gases

Let us consider an ideal gas consisting of N non-interacting identical particles, with mass m and momentum p;, inside a
3-dimensional box of volume V. According to the standard approach of statistical physics, this system can be described by
the Hamiltonian [7]

2

N
p.
i=1

If we take into account the physical nature of the particles with a maximum occupation number of one or infinity, the ideal
gas can be either a Fermi gas, a Bose gas or a Boltzmann gas. In the first two cases, the quantum nature of the particles
(fermions or bosons) is the main characteristic of the system, whereas the Boltzmann gas is composed of classical identical
particles. From a statistical point of view, the fact that no potential is present in the Hamiltonian (24) indicates the lack of
thermodynamic interaction.

The purpose of this section is to express the thermodynamic properties of the ideal quantum gases in such a represen-
tation that it can be used in the context of GTD. Although there are several possibilities to derive the statistical model from
which the thermodynamic limit could be computed, in the case of spin-less quantum particles, it is convenient to use the
grand partition function [7]

€ 1 p2
V.T. ) = [1+eeﬁ(“_81’)] L B=—— ep=P . e=x#1 25
Q M)U b=t7 =om (25)
where k; is the Boltzmann constant, T is the temperature, V the volume, and p represents the chemical potential. The
constant € indicates the type of gas, with € = +1 for a Fermi gas and € = —1 for a Bose gas. The main thermodynamic
quantities can be obtained in a straightforward manner from the grand partition function as
U= an N—1 9 InQ, (26)
B X
where U is the internal energy and N is the particle number. In the case of quantum gases, we obtain
1
U= Z eBep— M) +e’ N= ; ePEp—1) 4 ¢ (27)

Notice that in this statistical representation the difference between Bose and Fermi gases is formally contained in the
parameter € only. We will see that this particularity holds also in the thermodynamic limit.

4
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3.1. The fundamental equation

There are several equivalent ways to find the fundamental equation of the ideal quantum gases in the thermodynamic
limit. In order to compare our results with the well-known Sackur-Tetrode equation for the entropy of a classical ideal gas,
we choose the entropy S = S(U, V, N) as the thermodynamic potential that determines the fundamental equation. To find
the entropy it is convenient to use the free energy which is related to the entropy through the Legendre transformation

F =U — TS. Moreover, for the free energy we can use the expression F = —PV + uN together with the standard equations
of state PV =Nk, T and U = %NkBT so that we finally obtain
S= e U N (28)
—ti3" )

To proceed with the evaluation of this equation we need the expressions for U and N in the appropriate limit.
In the thermodynamic limit V — oo, the possible values of p represent a continuum, and so we can replace the sum
over all values of p by an integral, i.e., [7]

4V 27V
d h_3/p2dp = h—3(2m)3/2/81/2d8 . (29)
p

Then, the energy and particle number (27) become
3 mk, T\>/? mk, T\ >/?
U=-k, TV B €@, N=V B h§ (2) , 30
27" <271h2> %() <27‘L’h2) %() (30)
respectively, where we have introduced the new variable x = 8¢ and z = eP* is the fugacity. Moreover, we have introduced
the notation

. 1 [ a
h = d 31
n?) F(n)/z*le"—i—e * (1)
0

for the integrals that appear in the expressions for U and N. In the literature, it is common to use the notations h (z) =
fn(2) and h; (z) = gn(z) which are known as the Fermi and Bose integrals, respectively. The index n is known as the integral
order which depends on the dimension of the system as follows from Eq. (30).

The integral h§(z) for z << 1 can be represented as the series

00 :
o7
hi(2) =) (=€)’ = (32)
j=1
which is useful for concrete calculations. In fact, the limit of small fugacity is considered as the classical limit of quantum
gases in which we obtain from Eq. (30)

3, mk, T\ /2 2 mk, T\ /2 P2
UZEBTV 27Tﬁ2 Z—Eﬁ , N=V 27Tﬁ2 Z_Eﬁ s (33)

where only quadratic terms in z have been taken into account. We now use the expression for N to express the fugacity in
terms of N/V. To this end, we replace the truncated series z=z;(N/V)+z2(N/V)? into the expression for N and compare
the terms on both sides of the equation in such a way that the constants z; and z; can be determined. In this manner, we
obtain

3/2 3
,_ N (27 / L 2mh? (34)
-V \mk,T 23/2v2 \ mk,T | ~
Notice that the condition of the classical limit z << 1 implies that

3/2
N (2702\”
— <<1. (35)
V \mk,T

The expression (34) for the fugacity can now be used to eliminate z from the internal energy U and to evaluate the
chemical potential © =k, T Inz, which can then be replaced into the expression for the entropy (28). Then, we obtain

2\ 3/2 5 2\ 3/2
S = 5Nk Nk, In N (2xh +€ Nk, (27h (36)
S20F Bl v \mk, T 27/2y \ mk, T ’
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where we have considered only the leading terms in the limit of large temperature. This is the fundamental equation for
ideal quantum gases. Notice that we are using the temperature T instead of the internal energy U in the fundamental
equation (36). One can, of course, use the corresponding equation of state in order to replace T by U so that the entropy
will depend on extensive variables only. However, for the geometric analysis we will perform in the following section, the
use of T or U is not relevant because the equation of state that relates T and U can be considered as a diffeomorphism,
which does not affect the geometric properties of the underlying manifold. We will use the temperature as thermodynamic
variable because it allows us to easily handle the physical limits of the fundamental equation (36).
The Boltzmann limit of the fundamental equation (36) corresponds to the limit of high temperature (T — 00), i.e.,

5\ 3/2

5 N (2mh

S=_-Nk; —Nk;In| — , (37)
2 V \mk,T

which is equivalent to the Sackur-Tetrode equation for the classical ideal gas.

The fundamental equation (36) for ideal quantum gases indicates that the new term proportional to € is the result of the
quantum nature of the system. So, it can be interpreted as the term responsible for the thermodynamic quantum interaction
and, for large values of the temperature, it represents a perturbation of the classical Boltzmann gas. In this sense, from a
thermodynamic point of view, we can consider a quantum gas as a perturbation of a classical gas. This interpretation is
consistent with the virial expansion approach of quantum gases as presented, for instance, in [7]. We will show in the next
section that the geometrothermodynamic approach reinforces this interpretation.

3.2. Geometrothermodynamic analysis

According to the GTD approach presented in Sec. 2, to find the metric of the equilibrium manifold it is enough to have
the explicit expression of the fundamental equation. This has been done in the previous section. To calculate the metric it is
convenient to choose geometric units with i =1 =k,. In addition, we can choose m = 27 without loss of generality. Then,
the fundamental equation (36) can be expressed as

bN?2
VT

S:SO—Nln( + (38)

N
VT3/2 >
where b =1/27/2, and Sg can be chosen as an additive constant under the condition that the total number of particles N
is a constant. This means that we will consider an isolated system with a fixed particle number, and the entropy depends
explicitly on V and T only.

To calculate the metrics (18)-(20) of the equilibrium manifold £ with the above fundamental equation we must identify
S with the thermodynamic potential ® and the coordinates of £ as E? = (T, V). Then, we obtain

| 3 5 €bN  dT? €bN 2¢bN \ dV?

g =SN s\~ 3vpr ) 72 PV (e ) v (39)
I 3 5 €bN  dT? 2¢bN \ dV?

& =N (Mavpe) M yee)) e (40)
m_ 2 €N \[9(, 5 €bN \dT*> 15 ebN . €bN \dv?

g =N <VT3/2 1)[41 2vrz ) 12 ~ g eV 12 2yEa ) yr | (41)

The signature of these metrics is not fixed, but depends on the choice of €, indicating that the quantum nature of the
particles can drastically change the geometric properties of the corresponding equilibrium manifold. The determinant of the
metric can also be zero for certain combinations of the values of V and T. This can be interpreted as a violation of the
second law of thermodynamics at which the thermodynamic and geometrothermodynamic approaches break down [16].

It is straightforward to show that in general the curvature of all three metrics is different from zero, indicating the
presence of non-trivial thermodynamic interaction. Moreover, a computation of the conditions for the existence of curvature
singularities (21)-(23) leads to

- _€?bN? eN
I+ Ty — 9575 +2=0, (42)
_ 5 ebN 2ebN

€bN?

Only the conditions I and II have non-trivial solutions, namely,

6
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bN

o3 = (45)

12 21
’77572‘

However, considering the value of the constant b = 1/27/2, it can be shown that all the roots are for values within the range

5\ 3/2
N (27h N (46)
N _ N,

v \mk,T VT3/2

a range that obviously contradicts the condition of the classical limit (35) which was assumed to determine the funda-
mental equation (38). We conclude that all the curvature singularities are non physical. Accordingly, there are no phase
transitions in the thermodynamic limit of quantum ideal gases, a result that is in agreement with the one obtained in
classical thermodynamics [7].

We now consider the limit of the Boltzmann ideal gas which is described by the fundamental equation (37). Using
geometric units and m = 25, we obtain

N
If we now consider, for instance, the metric (41) of the equilibrium manifold reduces to
9dT? dV?
i 2

=—NV|-—5+—]) . 48
g 3% +%) (48)
It is then straightforward to show that the corresponding curvature tensor vanishes identically. This can also be seen by
introducing the new coordinates dn = 32‘1—TT and d¢ = d7V so that the metric (48) acquires a Cartesian like structure, i.e.,

g = —dn? — d&? whose curvature is obviously zero.

In GTD, the invariant curvature is interpreted as a manifestation of the intrinsic thermodynamic interaction between the
particles of the system. We have shown that the curvature is zero for the Boltzmann gas and non-zero for the Fermi and
Bose quantum gases. In the case of the Boltzmann gas, this in agreement with the statistical approach since the correspond-
ing Hamiltonian (24) has no potential term. In the case of the Fermi and Bose ideal gases, however, the potential term is still
zero, but the curvature does not vanish, indicating the presence of thermodynamic interaction. On the other hand, from a
physical point of view one expects a detectable difference between classical and quantum ideal gases. We have shown here
that the curvature of the equilibrium space is able to take into account this difference. The non-zero curvature represents
an “effective” thermodynamic interaction which is generated by the quantum nature of the gas particles.

4. Bose-Einstein condensation

According to Eq. (30), the total number of particles of a Bose-Einstein ideal gas

mk, T \>/? B
N=V( B ) g:(2). z=ekT (49)
T

depends on the temperature. Since the Bose integral g3 (z) has its maximum value at z =1, the maximum particle number
2

at a fixed value of the temperature, T = T¢, is reached for u — 0, and is given by the expression
mk, T¢ 3/2
Npax =V ( 27Th2 ) ¢, (50)

where ¢ = g3 (1) & 2.61. In the same manner, for a given particle number N we can define the critical temperature T, as
2

[7]

2h? [ N \?/3
TC = <_> ) (51)
mk, \V¢

so that Npgx is reached for T < T, and p — 0. It turns out that in this limit, a finite number of particles occupies the
state with minimum energy ¢ = 0. This phenomenom is known as the Bose-Einstein condensation. This particular state can
be considered as a mixture of two different phases, one phase contains all the particles with £ =0 and the second phase
with € # 0. It is in this sense that the Bose-Einstein condensation can be considered as a phase transition; however, the
order of the transition has not been fixed definitely. In fact, some authors [5] argue that it is a second order transition [10],
but others [7] advocate for a first order phase transition by using a different approach. In this work, we will consider the
Ehrenfest criterium to determine the order of a phase transition.
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Fig. 1. Singularity of the first derivative of the thermodynamic potential u with respect to the chemical potential.

4.1. Geometrothermodynamic analysis

To establish the fundamental equation that governs the transition of a bosonic gas into a Bose-Einstein condensate, we
must perform a different analysis. In fact, to find out the properties of the bosonic gas, in the last section we investigated
the classical limit in which the fugacity is an infinitesimal quantity, z << 1. The condensation, instead, corresponds to small
values of the chemical potential, i.e., z— 1. Furthermore, it is not an easy task to handle this case analytically for particular
thermodynamic potentials, like the entropy, in such a way that the Ehrenfest scheme can be applied. Indeed, following the
standard procedures of statistical physics, it can be shown that the grand potential for a bosonic gas can be written as [7]

2=-T""vg, (e%) (52)

where for simplicity we set kg =1, h =1, and m = 27r. However, the difficulty of using this grand potential is that it does
not lead to the appearance of condensation. To fix this problem, it is necessary to add the grand potential of the ground
state

Eozrln(l—e%) . (53)

This is an ad hoc procedure that is physically well justified, but could lead to difficulties from a mathematical point of view.
Indeed, it is easy to show that the grand potentials E and Eg have different coefficients of quasi-homogeneity. Consequently,
the sum E + Ep is not well defined from the point of view of the properties of quasi-homogeneous functions. This is
a problem for GTD. In fact, to derive the explicit form of the Legendre invariant metrics (18) and (19) and the singularity
conditions (21)-(23) we have used the Euler identity (17), which explicitly depends on the coefficients of quasi-homogeneity
of the function ®(E%). Therefore, to consider the effect of condensation we are not allowed to use results in which Euler’s
identity is involved, i.e., the metrics (18)-(19) and the singularity conditions (21)-(23). Consequently, we must use the metric
g!!! given explicitly in Eq. (20), and the thermodynamic potential corresponding to the grand potential & + Z¢ has to be
handled with care.

However, since we are interested in investigating the condensation in a geometric framework, and the results of GTD do
not depend on the choice of thermodynamic potential, we choose the internal energy to study the condensation as a phase
transition. In this case, the computations can be carried out in a simple manner [7]. According to (33), the internal energy
per particle of a bosonic gas is

gg(l)
g%(l)‘

3

=N=
This equation governs the dynamics of the gas for arbitrary values of z. We will therefore use it to investigate the dynamical
behavior at the onset of the Bose-Einstein condensation.

To apply the Ehrenfest scheme, we compute the derivatives of the thermodynamic potential (54). Then, it is possible to
show that the first derivative with respect to u diverges as n — 0. This behavior is illustrated in Fig. 1. Accordingly, we can
conclude that there exists a first order phase transition as the chemical potential approaches zero.
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,3 -
Fig. 2. Singularity of the curvature scalar near the origin u =0 for t = 1. Here we use the value T, =1 for simplicity.
We can now investigate the geometric properties of the equilibrium space. It is convenient to rewrite the thermodynamic

potential (54) in terms of the critical temperature. To this end, in the definition of u we consider the maximum particle
number, u = U/Npqa, to obtain

T5/2
u=—k;,—-85(), (55)
3/293
20 P27
which for convenience we rewrite as
_ /2 — k, Tct —
U= _2§ k, Tct g%(z) , z=eB ", t _Tc . (56)

This is the fundamental equation that describes the transition of a bosonic gas into a Bose-Einstein condensate in the limit
t > 1 and u — 0. According to the results of GTD, for the calculation of the metric (20) of the equilibrium space, we
identify u with the thermodynamic potential ® and E% = (t, it). Then, a straightforward computation leads to the following
metric components

9
8= 50 <5Tctg% - Z/Lg%) (15T§t2g% —12Tctug; +4u2g%> : (57)
45
Stp = @f :H (3Tctg% —Z,ug%> ) (58)
9

8un = goat. 8383 (59)

1
2

where for the sake of simplicity we set k, =1 and drop the argument of the Bose integral g, (e%). The corresponding

curvature tensor can then be computed, but its final expression cannot be written in a compact form. Nevertheless, we
performed a detailed numerical analysis of the behavior of the curvature scalar and found that there is a singularity in the
limit t =1 and p — 0. Fig. 2 illustrates this behavior.

This result shows that the values at which the Bose-Einstein condensation takes place correspond to a curvature singu-
larity of the respective equilibrium space.

5. Conclusions

In the present work, we analyzed the properties of the space of equilibrium states of the ideal quantum gases in the
context of geometrothermodynamics. First, we derived the fundamental equations from which we can obtain all the thermo-
dynamic properties of the gases. It was established that a Boltzmann gas, whose components are identical classical particles,
possesses a flat equilibrium space, indicating the lack of thermodynamic interaction. This is in accordance with our intu-
itive interpretation of thermodynamic interaction, which is usually associated with the presence of a potential term in the
corresponding Hamiltonian.
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On the other hand, our analysis shows that fermionic and bosonic quantum gases possess a non-flat equilibrium space,
although the corresponding Hamiltonian does not contain a potential term. This result shows that the curvature of the
equilibrium space is able to detect the “effective” thermodynamic interaction, which arises from the quantum nature of the
gas components. We interpret this result as an indication in favor of considering the curvature of the equilibrium manifold
as a measure of the thermodynamic interaction, instead of the intuitive notion based upon the presence of a potential term
in the Hamiltonian.

We also analyzed the Bose-Einstein condensation from the point of view of GTD [12,20]. First, we established a partic-
ular fundamental equation that allows us to apply the Ehrenfest definition to interpret the Bose-Einstein condensation as a
first order phase transition of an ideal bosonic gas. The same fundamental equation is then used to derive the geometric
properties of the corresponding equilibrium manifold. We found that the curvature is non-zero, indicating the presence of
thermodynamic interaction, and that there exists a curvature singularity at exactly that point in the equilibrium manifold,
where the Bose-Einstein condensation takes place. This result indicates that GTD is able to correctly describe the thermo-
dynamic properties of ideal classical and quantum gases.

Ideal quantum gases have been investigated from the point of view information geometric theory [1,8,9,11]. Using the
second moments of the energy and particle number fluctuations as the components of a thermodynamic metric, in [8], it
was shown that the corresponding curvature can be used as a measure of stability. For bosons, for example, the curvature
tends to zero at the classical limit and diverges in the condensation region. The results we obtained in GTD are consistent
with this information geometric approach. A quantum ideal gas obeying an intermediate statistics was investigated in [11].
The thermodynamic curvature is constructed such that it depends on the fugacity and the number of particles in a state,
and it turns out to contain information about the stability properties of the system. In the classical limit of a Boltzmann
gas, however, the curvature does not vanish as expected, but contains contributions from the quantum statistical character
of the gas. A different intermediate statistics for deformed bosons and deformed fermions was investigated in [9]. The
corresponding singular points of the curvature were shown to be related with condensation even in the case of deformed
bosons.

Finally, for the sake of comparison, we used thermodynamic geometry in which the metric of the equilibrium space is
given as the Hessian for different thermodynamic potentials. In the case of the entropy, the curvature is non-zero with a
singularity at a value of p that does not coincide with the Bose-Einstein condensate limiting value. If, instead, the internal
energy is used as thermodynamic potential the corresponding metric is flat, indicating that no interaction is present. Both
results are inconsistent with the thermodynamic properties of ideal quantum gases.
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Apéndice B
Funciones Polilogaritmo

En este apéndice presentamos la defincién y algunas propiedades e las funciones
polilogaritmo de orden n y argumento z, Li,(z).

Las funciones de las que hablaremos son resultado de estudiar series del tipo [58]:

z 22 2 2
esta funcion fue estudiada por Euler en 1768, ahora la conocemos como dilogaritmo,

cuya representacion integral es:

Liy(z) = — /0 log1=2) ;. (B.2)

z

En el presente trabajo aparece la funcion polilogaritmo, esta funciones también
es llamada la funcién de Jonquiére. Esta definida para cualesquiera z y r complejos

como una continuacion analitica de la serie de Dirichlet:

X
Liy(2) :Zj—r (2| < 1; z € C), (B.3)
j=1

la cual converge absolutamente para todo r y z dentro del diso unitario complej. Su

representacion integral esta dada por:

Lin(z) = F(Zr) /OOO 6””: _dt (Re(r) >0, = ¢ (1,50)) (B.4)

La rama principal del polilogaritmo se elige tal que Li,(z) es real para z € R



80 Funciones Polilogaritmo

cuando r € R y se cumple que 0 < z < 1. En su rama principal. Li,(z) es continua,
a excepcion del eje real en la parte inferior del medio plano de z donde también es
univaluada.

Existen casos importantes cuando r es entero o semi-entero, que fueron los pre-
sentados en este trabajo. Por ejemple el caso n = 1 es el logaritmo ordinario, n = 2 es
el dilogaritmo mencionado anteriormente, n = 3 el trilogaritmo, etc. En la siguiente

figura observamos las graficas para las funciones polilogaritmo de diferentes 6rdenes.

Polilogaritmos de 6rden n y argumento z

polylog(n,z)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura B.1: Polilogaritmos de diferentes érdenes.

Los polilogaritmos cumplen con relaciones de recurrencia par el calculo de sus

derivadas y sumas:
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d . .
Z@LZTJﬂ(Z) = Li,(2), (B.5)

Li(2) + Li(—2z) = 27" Li . (2?). (B.6)

También tienen una relacion con la funciéon Zeta de Riemann, que aparece en los

calculos para la condensacion Bose-Einstein en tres dimensiones:

Lmaz{q”r>1. (B.7)

00 r<l1
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Apéndice C

Maple S(T,V)



Meétricag 1

| > restart:

| > with(DifferentialGeometry) :
| > with(Tensor) :

| > with(Tools) :

| > with(plots) :

| > with(PDEtools) :

| > DGsetup ([T, V],E) :

| Epsilon >
> h=f(T,V):
| Epsilon > hx:=diff (h,T):
| Epsilon > hu :=diff (h, V) :
| Epsilon > hxx:=diff (h, T, T) :
| Epsilon > huu = diff (h, V, V) :
[Epsilon > hxu :=diff (h, T, V) :
Epsilon > g := evalDG(h- (hxx -dT &s dT + huu -dV &sdV + 2-hxu- dT
L &sdlV)) :
| Epsilon > C := Christoffel(g) :
| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :
| Epsilon > RS := RicciScalar(g, R) :
Epsilon > S:=S80—N:In N + o AN :
i V.T? v-r?
| Epsilon > RESC := subs[eval](h=S, RS) :
Epsilon > gl = subs[evall(h=S, g);
2 2
N oaAN I5aa4AN
gl = SO—Nln( J—I— ] [— + )a’T)dT §))
[[ vr3l2 ) " oyl 277 4vT 2
2
3(s0—vim[ ) + 220 aan?
25 yrl?
+ 2 5]2 dT | dV
2127
2
3 (SO—Nln( 7]\3{’2 ) + “‘;3]\1[2 ) oA N
+ T av|dr+| |s0—Nin[ —2
212712 v l2
2 2
2| 2 v | av
VT o AP
;Epsilon > den = simplify(denom(RS),'size") :
Epsilon > den2 := subs[eval]l(h =S, den);
AN
den2:=2[(i2(S0—Nln( N/2)+°‘ Y j]( o (SO—NIn(L/z) @
oV VT T VT



2 2712
AN ha N oaAN
e ]) [aVaT [SO Nln( VT”)+ v JJ] (SO
N adN* Y
—Nln +
i 77) VfﬂJ
Epsilon > den3 = simplify(den2,'symbolic');

9 1 2.2 2 /2 2\2 /2
amyzgz—?a;;T(N4ﬁA<ch—9AN73 Vo+2T 1) (-2NVT?In(N) 3)

3
ANV In(r) 43NV T2 In(T) 4250 VT2 + 2 0 A N?)’)

_Epsilon > N~4* (7*A*2*N~2*alpha?2-9*A*N*T* (3/2) *V*alpha+2*
TAZ*YA2) A2 (~2*N*V*TA (3/2) *1n (N) +2*N*V*TA (3/2) *1n
(V) +3*N*V*TA (3/2) *1n (T) +2*SO*V*TA (3/2) +2*alpha*A*
NA2)~3=0;
) 2
N (12N —9ANT* Vo+2T0?) (-2NVT*In(N) +2 NV T In(V) @)

3
3NV In(T) 42850 VT +2 004 N?) =0

Epsilon > 7A2N2(12—9ANT3/2V0L+273V2=O
TAN G —9ANT Va+2 P V=0 G)
=Epsilon > solve( { 7*A*2*N”*2*alpha”2-9*A*N*T* (3/2) *V*
alpha+2*T*3*v*2 = 0 }, {(T,V});,
7 ANa

T=T,V=- o

(6)

, [T=T, e AN(X]

73/2




Meétricag 2

| > restart:

| > with(DifferentialGeometry) :
| > with(Tensor) :

| > with(Tools) :

| > with(plots) :

| > with(PDEtools) :

| > DGsetup ([T, V],E) :

;Epsilon >
| > h=f(T,V):
| Epsilon > hx :=diff (h,T):
| Epsilon > hu :=diff (h, V) :
| Epsilon > hxx :=diff (h, T, T) :
| Epsilon > huu = diff (h, V, V) :
[Epsilon > hxu :=diff (h, T, V) :
| Epsilon > g :=evalDG(h-(-hxx -dT &sdT + huu -dV &sdV) ) :
| Epsilon > C := Christoffel(g) :
| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :
| Epsilon > RS := RicciScalar(g, R) :
Epsilon > S:=S0—-N-n 3 | To A'Nz
V.T? V.T?
2
A
S:ZSO—NIn( ];;/2 ) + 2 T«,]Yz
V V
;Epsilon >

| Epsilon > RESC := subs[eval](h =S, RS) :
Epsilon > g2 := subs[evall(h=3S, g);

g2:=—[([S0—Nln( VT]ZIZJJF Z;A’i] (;]TVQ + I:;Tff]ﬂ] dT]—i—[[SO

N oA N? N 204N

:Epsilon > den = simplify(denom(RS),'size") :

_Epsilon > den2 = subs[evall(h=3S, den);

den2:=2|S0—N1 N wd V') & B N
en2 : ( n( ”g,/z)Jr Vz“/z] (aﬂ (SO Nln( Vr”/z)

adN V([ & N adN* )
" v ]) [aV2 [SO_NIH( v ) " v J]

_Epsilon > simplify( (3), 'size' );

0))

2

(©))



3
9 1 N /2 /2 2 2 2 7/2
-Em((mn(V— 3/ZJVT” — S0V T —ocAN) (vr’'*—24Na) (VT

5 2
-3 ocANTQ) m]
=Epsilon > (N*1n (N/ (V*T~ (3/2) ) ) *V*T4 (3/2) -SO*V*TA (3/2) -
alpha*A*N"Z) A3* (V*TA (3/2) —2*A*N*alpha) A% (V*TA
(7/2) - (5/2) *alpha*A*N*T"Z) A2*N*4=0;

3 2
(Nln(L)VTm—SO VTs/z—ocANz) (Vv1*? —24Na) (VTm

VT3/2
5 2
—E(xANTQ) N =0
[Epsilon > solve( { (5) }, {T,V});
24 AN
r=1,y=2ANC | |y S ANa| 1y
7 L

NAo

50
T2 LambertW( ~Aae” )
| Epsilon >

(C)

C))

(6)



Métricag 3

| > restart:

| > with(DifferentialGeometry) :
| > with(Tensor) :

| > with(Tools) :

| > with(plots) :

| > with(PDEtools) :

| > DGsetup ([T, V],E) :

| Epsilon >
(> hi=f(T,V):
| Epsilon > hx:=diff (h,T):
| Epsilon > hu :=diff (h, V) :
| Epsilon > hxx:=diff (h, T, T) :
| Epsilon > huu = diff (h, V, V) :
[Epsilon > hxu :=diff (h, T, V) :
Epsilon > gg = evalDG(T-hx-hxx -dT &sdT + V-hu-huu -dV &sdV + (T-hx +V
~hu) -hxu- dT &s dV)
0 i
s~ (77 120 ) (5 AT Jar|ar M)
(T(i f(T, V)) +V(i f(T, V))) (i f(T, V))
n or 6V2 o1V dTJ av
(T(i f(T, V)) +V(i f(T, V))) (i f(T, V))
or 7 o T oroy 7 9
+ 5 dv | dr+ (V( o
0
Fan ) [ vy |av)ar
i oV
| Epsilon > C := Christoffel(gg) :
| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :
| Epsilon > RS := RicciScalar(gg, R) :
Epsilon > S:=S0—N:n 5 | o A'N23
VT2 VT2
N oA N

S:=S0—N1n( =" j + @
:Epsilon >
| Epsilon > RESC := subs[eval](h =S, RS) :
Epsilon > g3 := subs[eval]l(h=S, gg);

3N 30AN’ 3N 154N
g3 = T[ — j(— + ]dT]dT R))
[ 2T o yppil2 272 4y l?



_Epsilon > simplify( (3), 'size' );

) )

8 % 1°

15N30c(0;g4—1];]—V]A
T dr | v | -

2N2(0cAN _ZJ [ocAN —V)
7312 2 7‘3/2 dv | dV

;Epsilon > den = simplify(denom(RS),'symbolic") :
Epsilon > den2 := subs[eval]l(h =S, den);
den2 =

P N oA N? ? 0 N
[5%?(W_Nm(Vﬁ&)+.Vﬁu]][g;fw_Nm(me)
LAY e (B () aan V(2 (g,

V32 ovor B n( v 32 ) * s [ oV

AN? ) AN?
—Nln( V];]"’/Z ) n O;/Tm ]) [5 [SO—Nln( VZTV?’/Q j n 0;/73/2 ]) TV
2 AN
¥ [—()VGT (SO—Nln( V];;/z ) + O;Tm )] [ﬁ (SO—Nln( V];/‘WJ

AN Y d AN? P
+ O:/Tm ]) 72—4T(§ (SO—Nln( V]TVS/Z)-{- O:/Tm )) [672 [50

S

()24 )|

2 2
3
s(p(3N 304N (N 04N e
2T o yppil2 aaNE
+ T dr | dv
4 V271
A 2 2
37| 3N _30dAN )N AN ) 2
2T 2VT5]2 V V2T3I2
+ I av | dr+ | v
4 V21
2 2
aAN 20AN
—2—12) [—%—l—?’—lz]dl/]cﬂ/
vrr 4 7

N oA N? i _ N oA N? P
_Nm(Vﬂu)+ V#QJJV(W,@O Nm(VﬁQj+ Vﬁnjj[wﬂ

s

C)

®)



Epsilon > simplify( (5), 'symbolic' );

Bl 1 (N (ssa N o' — 182 LN T2V ol 4215 2N B 12 o
256 716 12

2
104 ANT P a4+ 16 T°14) )

Epsilon > 55A4°N*0’ —712AN T Vo +16T V2
55 2N* 0 —T2ANT 2 Vo+16 T V2

=Epsilon > collect( (7)), N );
55 2N —T2ANT 2 Vo+16 T 12
=Epsilon > factor( (7) )
55 42N —T2ANT 2 Vo+16 T V2
=Epsilon > collect( (9), V),
55 2N* o —T2ANT 2 Vo +16 T V2
=Epsilon > solve( (10=0, V );

1 (9+V26)N4a 1 (-9+V26)NAo

4 72 * Ty 22

| Epsilon > ##alfa= _1

_Epsilon > 55*%(1/22(7/2))*2*N*~2+4+72*(1/2~(7/2) ) *N*T~ (3/2) *
V+16*TA3*V*2
Warnin inserted missing semicolon at end of statement

%N2+%\/7N73/2V+1673V2

=Epsilon > solve( { (12) }, [V] );

[ yo L (9ﬁ—zm)NHV=_L (9ﬁ+2m)N”

64 P2 64 "
_Epsilon > solve( { (12) }, [T] )=

2/3

o L (-1108V? (947 +2/13)°)

T:
2 9
16 V2 (92 +2/13)
o\ 1/3
1 (c1on A (92 +2V13))
8 v(9y2 +2J13)
1/3 \2

%1ﬁ(—110NV2(9\/7+2m)2>
— | T=

v(9y2 +2J13)

()

(7

@®

®

(10)

(11

(12)

(13)

(14)



1/3

1 (Cron? (0T +2413)7)
8 v(9y2 +2413)

%I\/?(—IIONVZ(9\/7+2\/W)2>
(942 +213) ’

2/3

1/3 \2

+

1 (cuon2(9yz —2y13))
16 P (oy2 —2413)°

1/3

1 (CronA(oy7 —213)7)
8 v(9y2 —2y13)

%I\/?(—IIONVz(%/_—Zm)z)
— | =

v(9y2 —213)

1/3 \2

1 (—110NV2(9J_—2m)2)1/3
8 v(9y2 —2y13)

%I\/?(—IIONVz(%/_—Zm)z)
V(92 —213)

mf[i (-110NV2(2JF+9J7)2)2B].
16 P (213 +947)° ’

2/3
0.0001572071152 ( -43732.11726 N V') 15
; (15)
_Epsilon > simplify( (15), 'symbolic' );

(-0.09756840501 + 0.1689934346 1) N> 16
V2/3 ( )

| Epsilon > ##Valores numéricos

evalf| L (-9v2 +2V13) N
64 =

_0.08620030484 N

73/2

Epsilon > evalf( ! (2m+9ﬁ)NJ

1/3 \2

_+_

Epsilon >

Epsilon >

17)

64 7372

M



(18)

0.3115472595 N
B 7302

[Epsilon >



Apéndice D

Maple Bose-Einstein y
Fermi-Dirac: métricas y escalares

de curvatura.



| > restart:

| > with(DifferentialGeometry) :
| > with(Tensor) :

| > with(Tools) :

| > with(PDEtools) :

| > DGsetup([T,ul,E) :

| Epsilon >

(> h=f(Tu):

| Epsilon > hT:=diff (h,T):

| Epsilon > hu :=diff (h,u) :

| Epsilon > hIT —ahﬁr ,T,T

| Epsilon > huu = diff (h, u, u)

| Epsilon > hTu := diff ( h,T,u :
Epsilon > g := evalDG(T-hT-hIT -dT &sdT + u-hu-huu -du &sdu + (T-hT + u
| hu)-hTu- dT &s du) :
| Epsilon > C := Christoffel(g)

| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :

| Epsilon > RS := RicciScalar(g, R) :

u
Epsilon > F52 :=—polylog[ %,—e TJ :

5
| Epsilon > RSF:= subs[eval](h — 72 -V-F52, RS) :

5
Epsilon > g3Fermi := simpliﬁ/(subs[eval](h =712 -V-F52, g),’size');

u u
SﬁIZVUE(—eT) " 15¢7:Vué(—eT)
g3Fermi:= | T 22 —\/_VL13(— T) 42
2
3VLH(— T)u VLH(— T)f
2 2
— s + T3 dT | dT
u
5#’&I&(—T) .
1 2 ( 7) 2 (
[T 5 VT vLig\-e” ) u|+7?vLi,

2

~|= 0|

u
3fTVU3(wT) VUI(W )u

u
—eT)u 2 — 2 dT | du
2 JT

0y



u
+ % T 22 —\/TVLii(—eT)u +T3/2VLii(
2 2
v u
. 3\/7VLi3(—eT) VLil(—eT)u
—eT)u 22 — 2 du | dT + TQVzLi3(
VT 2

;Epsilon > rsfl == RSF':
Epsilon > plot(subs[evall(T=1,V=1,rsfl),u=-1..0, legend=["Fermi"], labels
=["u", "R"], color ="Blue", title

="Escalar de Curvatura Gas Ideal de Fermi-Dirac", font = [ Arial,
Roundedbold], gridlines = true, size = [ 800, 8001]);




Escalar de Curvatura Gas Ideal de Fermi-Dirac




[Epsilon >



| > restart:
| > with(DifferentialGeometry) :
| > with(Tensor) :

| > with(Tools) :

| > with(PDEtools) :

| > DGsetup ([T, ul,E):

| Epsilon >

[> = f(Tu)

| Epsilon > hT:=diff (h,T):

| Epsilon > hu = diff (h,u) :

| Epsilon > AlIT —a’zﬁr ,T,T

| Epsilon > huu = diff (h, u, u)

| Epsilon > hTu:=diff (h, T, u) :
Epsilon > g := evalDG(T-hT-hIT -dT &s dT + u-hu-huu -du &sdu + (T-hT + u
L hu) -hTu- dT &s du) :
| Epsilon > C := Christoffel(g)

| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :

| Epsilon > RS := RicciScalar(g, R) :

u
Epsilon > B52:= polylog[ %,e T] :

Epsilon > B32:= polylog[ % 1) :
u
5

| Epsilon > RS2 := subs[eval] (h —-12.v.B52+ EOB, RS) :
| Epsilon > rs3 := RS2:

| Epsilon > EOB = T-ln[l —e

5
Epsilon > g3Bose := subs[eval](h =12 -V-B52 + EOB, g);

u
sfleLis(eT)
s u u
2 VLi (er)u-l-ln(l—eT)

g3Bose:=|T| - > +JT 3
2
u u u
u ISﬁVLiS(eT) 3VLi3(eT)u VLil(eT
T p— — —
uc 2 2 2
+— |- + —
u 4 [2
T(l—eT) T r




u
u uy? 57”2VLg(eT
el uz(eT) 1 2
— ( l) — 2 dT | dT + E T\ - >
= u
1 —e Ts(l—eT)
u u T u
+\/7VLi3(eT)u+ln(1—eT)+Lu + —T3]2VLi3(eT)
2 T(l—eT) 2
u u
u 3J7:VLg(eT) VLH(eT)u u
T _ -
e |- 22 n 2\/_ n ue :
- T -
u
(1)2 sf”zVLg(eT)
T i
u \¢ 2
+ e dT|du+| —||T| - >
TQ(I—eT)
u u 7 u
+J7:VU3(eT)u+hI1—eT)4— = |+ —f’zVLQ(eT)
2 T(l—eT) 2
u u
u 3J7:VLQ(eT) VLg(eT)u u
T — —
e |- 22 n 2\/_ n ue _
- T -
u? u
L) (5]
+ 3 du | dT + —7‘3IZVL13 el ) — u
u 2 u
- 2
Tz(l—eT) I—e

‘E T(l—e%) (l—e%) T

Epsilon > plot(subs[evall(T=1,V=1,rs3),u=-0.0001..0, legend=["Bose"],
color="Red", labels=["u", "R"], title
="Escalar de Curvatura Gas Ideal de Bose-Einstein", font = [ Arial,
Roundedbold), gridlines = true);




Escalar de Curvatura Gas Ideal de Bose-Einstein

0.006

0005

\ ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ \ ‘
-0.00010 -0.00008 -0.00006 -0.00004 -0.00002 0

a
Bose




| >
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Apéndice E

Maple (Gentile: métricas y

escalares de curvatura.



Meétricag 1
Metricag 1
| > restart:
| > with(DifferentialGeometry) :
| > with(Tensor) :
> with(Tools) :
| > with(plots) :
| > with(PDEtools) :
| > DGsetup([x,ul,E) :

(0))

| Epsilon >
> h=f(xu):
| Epsilon > hx :=diff (h,x) :
| Epsilon > hu :=diff (h,u) :
| Epsilon > hxx = diff (h, x, x) :
| Epsilon > huu = diff (h,u,u) :
| Epsilon > hxu = diff (h,x,u) :
| Epsilon > g := evalDG(h- (hxx -dx &sdx + huu -du &s du + 2-hxu- dx &sdu) ) :
| Epsilon > C := Christoffel(g) :
| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :
| Epsilon > RS := RicciScalar(g, R) :
u u\P+1

. T - B s ().
Epsilon > G52:= polylog > , e - 3 -{polylog[ . e ]] :
l (p+1)?

. 3 1 3
Epsilon > G32:= polylog PE 1] e — -(polylog( PR 1]] :
_ (p+1)2

u\Pt1 u
Epsilon >E0==£V-{ln 1—[exj ]—ln(l—exl]:
| Epsilon >
5
2
Epsilon > RESC := subs[eval][h __x VG52 EO ,RS] :
| G32 G32
| Epsilon > rs2 := subs[eval](x=1,V=100, RESC) :
| Epsilon >
| Epsilon > den = simplify(denom(RS),'size") :
| Epsilon > ##GRAFICAS ESCALAR##
| Epsilon > 4 := Array(1.2,1.2):
Epsilon > A[1,1]:= plot(subs[eval](p =1, 109-rs2), u=-1.0, gridlines = true,
labels=["u", "R"]) :

Epsilon > A[l,2]:= plot(subs[eval](p =10, 109-rs2), u=-1..0, gridlines

=true, labels=["u", "R"]) :



_Epsilon > A[2, 1] := plot(subs[eval](p=1000,rs2), u=-0.01..-0.0001,
gridlines = true, labels = ["u", "R"]) :

_Epsilon > A[2, 2] := plot(subs[eval](p =1000000 , rs2), u=-0.01..-0.0001,
gridlines = true, labels = ["u", "R"]) :

_Epsilon > display(A4)




u
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-0.000007
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R
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10.00020
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10.00010

10.00005

-0.010~6-069——70.002

R

:Epsilon >




Meétrica g 2

| > restart:

| > with(DifferentialGeometry) :
| > with(Tensor) :

| > with(Tools) :

| > with(plots) :

| > with(PDEtools) :

| > DGsetup([x,ul,E) :

| Epsilon >
(> h=f(x,u):
| Epsilon > hx :=diff (h,x) :
| Epsilon > hu :=diff (h,u) :
| Epsilon > hxx = diff (h, x, x) :
| Epsilon > huu = diff (h,u,u) :
| Epsilon > hxu = diff (h,x, u) :
| Epsilon > g :=evalDG(h-(-hxx -dx &sdx + huu -du &sdu)) :
| Epsilon > C := Christoffel(g) :
| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :
| Epsilon > RS := RicciScalar(g, R) :
u u\P+1
. 5 x 1 5 X
Epsilon > G52:= polylog[ E e -3 {polylog[ E (e j ]] :
L (p+1)2
. 3 1 3
Epsilon > G32:= polylog[ PE 1] -1 -[polylog( PR 1} ] :
_ (p+1)2
u\Pt1 u
Epsilon >E0==£v-[ln[l—(ex] ]—ln(l—exjjz
i 5
2

Epsilon > RESC := subs[eval][h —_x VG52  EO ,RS] :
L G32 G32
| Epsilon > rs2 := subs[eval](x=1,V=100, RESC) :
| Epsilon > ##den:=simplify(denom(RS),'size") :
| Epsilon > ##GRAFICAS ESCALAR##
| Epsilon > 4 := Array(1.2,1.2):
Epsilon > A[1, 1] = plot(subs[evall(p=1,x=1,V=1,rs2),u=-1..0, gridlines

=true, labels=["u", "R"]) :
Epsilon > A[1,2] = plot(subs[eval]l(p=10,x=1,V=1,rs2), u=-1..0, gridlines

=true, labels=["u", "R"]) :
Epsilon > A[2, 1] = plot(subs[eval]l(p=1000,x=1,V=1,rs2),u=-0.01..

-0.0001, gridlines = true, labels =["u", "R"]) :



Epsilon > A[2,2] := plot(subs[eval](p=1000000,x=1,V=1,rs2),u=-0.01..
-0.0001, gridlines = true, labels =["u", "R"]) :

_Epsilon > display(A4)
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;Epsilon >
| Epsilon >




Meétricag 3

| > restart:

| > with(DifferentialGeometry) :
| > with(Tensor) :

| > with(Tools) :

| > with(plots) :

| > with(PDEtools) :

| > DGsetup([x,u],E) :

| Epsilon >
(> h=f(x,u):
| Epsilon > hx = diff (h,x) :
| Epsilon > hu = diff (h,u) :
| Epsilon > hxx :=diff (h,x,x) :
| Epsilon > huu = diff (h,u,u) :
| Epsilon > hxu = diff (h,x,u) :
Epsilon > g := evalDG(x-hx-hxx -dx &s dx + u-hu-huu -du &sdu + (x-hx +u
L chu) -hxu- dx &sdu) :
| Epsilon > C := Christoffel(g) :
| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :
| Epsilon > RS := RicciScalar(g, R) :
u u\P+1
. 5 x 1 5 X
Epsilon > G52:= polylog E,e - —3~[polylog{ E [e ] N :
L (p+1)2
. 3 1 3
Epsilon > G32:= polylog EX 1) - (polylog[ EX 1)) :
L (p+1)2
u \Pt1 u

Epsilon >E0==£V-[ln(l—[exj ]—ln(l—exjj:
i 5

2
Epsilon > RSI = subs[eval][h —_x VG582  E0 ,RS] :
L G32 G32
| Epsilon > rs2 := RSI:
| Epsilon >

V¥ Limite Fermi-Dirac, p->1

_Epsilon > Al = plot(subs[evall(x=1,V=1,p=1,rs2),u=-1..0, gridlines

= true, size = [ 800, 8001, labels = ["u", "R"], legend

= ["Gentile, p=1"], title

= "Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile Limite de Fermi-
Dirac, p=1", font = [ Arial, Roundedbold], color = ["Red"]);



Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile Limite de
Fermi-Dirac, p=1




Epsilon > A2 := plot(subs[eval](x=1,V=1,p=10,rs2),u=-367..-350,
gridlines = true, size = [ 800, 800 |, gridlines = true, size = [ 800,
8001, labels = ["u", "R"], legend = [ "Gentile, p=1"], title
="Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile, p=10", font
= [Arial, Roundedbold], color =["Red"]);



Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile, p=10
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Epsilon > A3 := plot(subs[eval]l(x=1,V=1,p=100,rs2), u=-367..-350,
gridlines = true, size = [ 800, 8001, labels = ["u", "R"], legend
= ["Gentile, p=100"], title
="Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile, p=100", font
= [Arial, Roundedbold], color =["Red"]);



Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile, p=100
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V¥ Limite Bose-Einstein p->c, (mu=-0.001..-0.001)

Epsilon > A4 := plot(subs[eval]l(x=1,V=1,p=1000, rs2), u =-367..-350,
gridlines = true, size = [ 800, 800 J.labels = ["u", "R"], legend
= ["Gentile, p=1000"], title
"Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile, p=1000", font
[Arial, Roundedbold], color =["Red"]);




Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile, p=1000
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Epsilon > A5 := plot(subs[eval](x=1, V=1, p=10000, rs2), u=-0.0001 ..
-0.001, gridlines = true, size = [ 800, 8001, labels = ["u", "R"],
legend= ["Gentile, p=10000"], title

="Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile 1", font = [ Arial,
Roundedbold], color =["Red"]);




Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile |
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Epsilon > A6 := plot(subs[eval](x=1, V=1, p=1000000, rs2), u =-0.001
..0.0, gridlines = true, size = [800, 8001, labels = ["u", "R"],
legend = ["Gentile, p=1000000"], title
="Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile, p=1000000", font
= [Arial, Roundedbold], color =["Red"]);



Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile, p=1000000
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L

Epsilon

Epsilon

Epsilon

Epsilon

;Epsilon
| Epsilon

Epsilon

| Epsilon

| Epsilon

| Epsilon
| Epsilon
| Epsilon
| Epsilon

Epsilon

V¥ Bose-Einstein

Fermi-Dirac

u
> B52 = polylog[%,ex ] :
3
> B32 := polylog[ PE 1] :
u
> EOB = inn[l —e* ) :
3
2
> RS2 = subs[eval][h— x_-V-B52 + E0B RS] :
B32 B32
> rs3 = RS2:
>
A
> F52 = —ponIog[ E’_ex J :
3
> RS5 = subs[eval](h = x?2 -V-F52, RS) :
> rs4 = RS5:

¥ Comparacion de los escalares

> GFI := subs[evall(x=1,V=1,p=1,rs2) :

> FI = subs[eval]l(x=1,V=1,rs4) :

> BI111 = subs[eval]l(x=1, V=100, rs3) :

> gblll = subs[eval](x=1, V=8, p=10000, rs2) :

> dualaxisplot(GF1, F1,u=-0.5..0, size = [800, 8001, gridlines = true,
title
="Comparacion Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile-Gas
Ideal de Fermi-Dirac", font = [ Arial, Roundedbold), labels = ["u",
"R"], color =["Red", "Blue"], legend = [ "Gentile, p=1",
"Fermi-Dirac "]);



Comparacion Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile-
Gas Ideal de Fermi-Dirac
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Epsilon > dualaxisplot(gblll, B111,u=-0.001..0.0, size =[800, 800],
gridlines = true, title
="Comparacion Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile-Gas
Ideal de Bose-Einstein", font = [ Arial, Roundedbold], labels
=["u", "R"], color =["Red", "Blue"], legend
= ["Gentile, p=10000", "Bose—FEinstein"]);



Comparacion Escalar de Curvatura Gas Ideal de Gentile-
Gas Ideal de Bose-Einstein

O,
--0.02
-0.1
--0.04
-0.2
--0.06
-0.31
R
--0.08
_0.4,
054 --0.10
-0.6 \} --0.12
U

T T
Q P-V-V-N a-nnna ano
U =U.UUvuo =U.UuUH -U.OUUZ

T T
-0.0016——0-0008:
Gentile, p=1000¢

Bose-Einstein




L >



Apéndice F
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preliminares.



;> restart:
| > with(DifferentialGeometry) :

| > with(Tensor) :

| > with(Tools) :

| > with(PDEtools) :

| > DGsetup([T,ul,E) :

| Epsilon >

(> h=f(Tu):

| Epsilon > hT:=diff (h,T):

| Epsilon > hu :=diff (h,u) :

| Epsilon > hIT —dzﬁ” ,T,T

| Epsilon > huu = diff (h, u, u)

| Epsilon > hTu := diff ( h,T,u :
Epsilon > g := evalDG(T-hT-hIT -dT &sdT + u-hu-huu -du &sdu + (T-hT + u
| hu)-hTu- dT &s du) :
| Epsilon > C := Christoffel(g)

| Epsilon > R := CurvatureTensor(C) :

| Epsilon > RS := RicciScalar(g, R) :

u
| Epsilon > F2 ==—polylog[2,—e j :
Epsilon > RSF := subs[eval](h % RS) :
;Epsilon >
| Epsilon > rsfl := RSF:

_Epsilon > plot(subs[evall(T=0.5,L=1, rsfl),u=-1..0, legend=
color ="0range");

["Fermi 2D"],
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6.x 1077 1
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Fermi 2D
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Apéndice G

Representacion en serie de
la fugacidad para un gas ideal de
Gentile.

Durante el estudio del gas ideal de Gentile se llegaron a las siguientes expresiones:

N =S Ple) + - (1)

Para U se tiene que:
3 Vv
U= SkTo Pyo(2), (G.2)

B o0 Sk 1 (ZP+1)k
Pn(z)—Z(k—n—(p+1)n_l o ) (G.3)

k=1
! El siguiente paso es eliminar la fugacidad, z, de las expresiones para (G.1) y (G.2)

utilizando (G.3).

Utilizando (G.3) para n = 3/2 escribimos la ecuacién (G.1) de manera explicita:

gV = [ 2F 1 (2P L)
N = =— — . G4
AZ(,C/ PESINENEE (G4)

Con lo anterior tenemos:

1P, (2) es una generalizacién de los polilogaritmos de orden n.
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132 la fugacidad para un gas ideal de Gentile.
3 2 +1\2 3 +1\3
V)‘T :Z_;(ZPJA)_’_ z B 1 (zp ) n z _ 1 (Zp ) L
gv (p+ 1)1/2 23/2 (p+ 1)1/2 23/2 33/2 (p_|_1>1/2 33/2
(G.5)
En la ecuacion anterior podemos asociar términos con p y sin p:
2* 23
zZ+ 2372 + 3372 (G.6)
r términos Correspondientes:Bose—Einstein conr=1,...,p
__1 ( p+1) _ 1 (Zp+1)2 . 1 (Zp+1)3 (G7)
(p_|_ 1)1/2 (p+ 1)1/2 23/2 (p+ 1)1/2 33/2
p+1 términ(:sr en adelante
VA3 z? z3 1 1 2P t1)2 1 2P 13
—T:Z—I— 32_|_ 5 : /.)<21J’1>_ 7“(.‘/} o 7/‘)<;‘/.)) 4
qVv 23/ 33/ (p+ 1)1/_ (p+ l)l/z 23/2 (p+l)l/‘ 33/2

(G.8)

En (G.8) observamos r términos correspondientes a un gas de Bose-Einstein
donde r = 1,..,p y los términos que corresponden a p + 1 en adelante involucran

factores de la forma

(p+ D2
3 ~2 ~3 1\2 1\3
VAr =24+ —= + N —— 1 (zPt1) — ! (z2"") — ! (z2"")
gV 23/2 33/2 (p + 1)1/2 (p + 1)1/2 23/2 <p + 1)1/2 33/2
(G.9)

Ahora debemos invertir la serie (G.9) para obtener la fugacidad en términos de

N, T y V. Para realizar esto, proponemos la siguiente expresion:

N N 2 N p+1
Z = aq (V) + as <7) + 4 Ap+1 (V) (GlO)

Sustituimos (G.10) en (G.9):

+ ...
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A3 N N 2 p+1
b @)@ e
1 N N 2 N p+1 2
+W aq V + asg V +"‘+Clp+1 V
1 N N 2 N p+1 p+l
Tprye|"\v)Tel\y) Tt ey

Para simplificar los términos de potencias de la forma p+ 1 utilizamos el teorema
del binomio general dos veces, con (a +b+¢)" = (X +Y)"” tomando X =a+by

, N N\? N\
c=Y, donde a = (V)’ b= (V) yc= (V) , entonces:

(X +Y)" = Xn: (Z) Xkynk, (G.12)

k=0
y para

(a+b)" = an (Z) aFbrh, (G.13)

k=0

Después de sustituir todas las expresiones y simplificar llegamos a que:

a; = — <G14)

1 /A
g = ——5 | —
23/2 g

1 )\g"' p+1
i~ a5

Finalmente la fugacidad es:

3 3\ 2 2 1 3\ p+l N p+1
oA (N DL AN NS L (A ) (@)
g \V 23/2 \ ¢ Vv (p+1)2 \ g v
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