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1. Introduccion

En el ambito tedrico la geometria diferencial ha demostrado ser una herramienta suma-
mente poderosa para la fisica. Muchas de las teorias con una representacién matematica
en este marco no solo han sido generalizadas con descripciones elegantes, en algunos
casos incluso hemos obtenido una mayor comprension de los fenémenos que intentamos

explicar o predecir.

En el caso de la termodinadmica clasica en equilibrio el primer acercamiento geométrico
vio sus inicios en la formulacién dada por Gibbs [26], mediante su método grafico y la
representacion de sistemas termodinamicos por medio de superficies. Nocién de lo que
posteriormente denominaremos como Espacio de Estados de Equilibrio Termodindmico
(TES). Dicho trabajo motivé la axiomatizaciéon matematica de la termodinamica hecha
por Carathéodory [12], basada en las ecuaciones de Pfaff y el teorema de Frobenius [13]

para la segunda ley de la termodindmica.

A pesar de esos avances, no fue sino hasta mas de medio siglo después que la termodina-
mica finalmente alcanz6 una descripcion en el lenguaje de las variedades diferenciales,
debido principalmente a los trabajos de Hermann y Mrugala [31,37-40], que introduje-
ron el concepto Espacio Fase Termodindamico (TPS). Un espacio (2n + 1)-dimensional
dotado con una estructura de contacto dada por una 1-forma no degenerada a que
incorpora de manera natural la primera ley de la termodindmica para sistemas termo-

dindmicos de n-grados de libertad.

Una formulacién basada en la geometria de contacto permitié desarrollar un formalismo
para la termodinamica que en ciertos aspectos recuerda al de la geometria simpléctica
de la mecanica hamiltoniana, esencialmente porque toda funcién continua h € C*° sobre
el TPS tiene un campo vectorial de contacto asociado V},. Este formalismo proporciona,
bajo ciertas condiciones, una manera de establecer procesos termodinamicos a partir de
relaciones termodinamicas ya conocidas e incluso nuevos sistemas deformando otros.

En nuestro caso, lo aplicaremos a sistemas termodindmicos de agujeros negros.



La termodinamica de agujeros negros es relativamente reciente, originalmente comenzo
como una asombrosa analogia dada por Bardeen, Carter y Hawking [4], entre las leyes
mecanicas de los agujeros negros y las leyes macroscopicas de la termodindmica en
equilibrio. No obstante, a pesar del increible parecido la naturaleza tan distinta entre
cada grupo leyes hacia pensar que este era un resultado mas matematico que fisico.
Poco tiempo después Bekenstein, incentivado por el teorema del area del Hawking
[30], mostré que los agujeros negros debian tener una cierta entropia estrechamente
relacionada con el area del horizonte de eventos [5], e incluso basado en esta premisa
propuso una generalizacién para la segunda ley [6]. Esto sugirié que la similitud entre
las leyes era mas que una analogia y motivo la forma de entender a los agujeros negros

como sistemas termodindmicos.

La cuestién es que si bien los avances fueron notables la termodinamica de agujeros
negros desde el punto de vista cldsico no es posible, pues un agujero negro al ser prac-
ticamente una regién que absorbe todo y no emite nada deberia tener un temperatura
igual a cero. Este problema fue resuelto por Hawking en el ambito cudntico al descu-
brir un fenémeno de creacién de particulas en el horizonte de eventos que da como
resultado una emisién neta de radiacién desde el agujero negro con un espectro de
cuerpo negro con temperatura Ty [28]. Valor que posteriormente permitié conocer de
forma explicita la entropia propuesta por Bekenstein Sgy, también llamada entropia

de Bekenstein-Hawking.

El descubrimiento de la radiacion de Hawking fue una contribucién enorme que ayudé
a entender la termodindmica aplicada a agujeros negros. Basados en este contexto
se han estudiado los agujeros negros como sistemas termodindmicos desde multiples

aproximaciones [19, 20, 25,32,44-47,49,53|.

El objetivo de esta tesis serda entonces la de describir la termodindmica asociada a
sistemas de agujeros negros utilizando el formalismo de los hamiltonianos de contacto.
Para alcanzar este propoésito la tesis se estructurard en tres partes de la siguiente

manera.



En la primera parte presentaremos los elementos matematicos necesarios para definir
una variedad de contacto y sus propiedades, en especial los hamiltonianos de contac-
to, campos vectoriales asociados y subvariedades de Legendre que seran fundamentales
para el desarrollo de la tesis. La segunda parte serd una revision de la estructura de con-
tacto aplicada a sistemas termodinamicos en equilibrio, aqui introduciremos el concepto
de Espacio Fase Termodindmico (TPS) al igual que el planteamiento de los hamilto-
nianos de contacto como generadores de procesos termodinamicos. Finalmente en la
tercera parte mostraremos los resultados de emplear el formalismo de contacto a los
sistemas termodindmicos de los agujeros negros de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom,
Kerr y Kerr-Newman, destacando la obtencion de los hamiltonianos de contacto corres-
pondientes a procesos termodinamicos y cuyo analisis permite identifcar la transicion
de fase de estos sistemas asi como el limite de aplicabilidad del formalismo. Adicio-
nalmente en este capitulo se prueba llevar al agujero negro de Schwarzschild a otros

sistemas termodinamicos aprovechando la posibilidad que nos ofrece el formalismo.



2. La geometria de contacto

La geometria de contacto es mas conocida por su relacién con la geometria simpléctica
que por las caracteristicas y aplicaciones que su estructura posee en si misma. Esto es
entendible considerando lo mucho que se han explotado las propiedades geométricas
de la estructura simpléctica en sistemas fisicos a través del formalismo hamiltoniano.
Sin embargo, en las ultimas decadas poco a poco ha recibido mas atenciéon pues su
generalidad ha dado pie al estudio de sistemas fisicos méas complejos, como aquellos
descritos por hamiltonianos que poseen una dependencia explicita del tiempo y térmi-
nos disipativos o la base geométrica para la descripcion de sistemas termodinamicos

en equilibrio [8,9,31,37-40]. Siendo esta tultima la que nos compete en este trabajo.

En esta primera seccién nos centraremos en la descipcion formal de una estructura de

contacto sobre una variedad y sus propiedades.

2.1. Distribuciones

Para definir y entender que es una estructura de contacto, es conveniente revisar prime-
ro el concepto de distribucion integrable. Es importante no confundir con el signifcado
que se le da en andlisis mateméatico para referirse a las llamadas distribuciones Schwar-

tzianas o funciones generalizadas como la delta de Dirac [34].

Definicién 2.1. [13,50] Una distribucion suave k-dimensional en una variedad M es
una coleccion de subespacios k-dimensionales 5;; C T,M asignados de manera suave
para cada p € M. Es decir, para cualquier punto p € M existe una vecindad U tal que
55 es generado por los campos vectoriales suaves {X1(q), ..., Xx(q)} Yq € U. Dichos

campos vectoriales son llamados base local para % en U vy se denota como

Ely = {X1, ..., Xi} (1)

Los campos vectoriales (X1, ..., X) estan determinados en £* hasta una transformacion



lineal no degenerada con coeficientes funcionales, por lo que si tenemos

k
Y, =Y alXs, 1<a<k, (2)
B=1

con a? funciones suaves en U y el det (aé) # 0 en cualquier punto de U, entonces &*|y

es también generado por los campos vectoriales Y, ..., Yj:

Ely ={n, ... Y3} (3)

Una propiedad importante que puede tener una distribucion es la llamada condicién
de Frobenius. Para enunciarla, recordemos que dados X y Y campos vectoriales suaves

en M su corchete de Lie se define como
(X, Y]=XY -YX, (4)
siendo también un campo vectorial suave en M [42].

Definicién 2.2. [13] Si una distribucion k-dimensional & = { X1, ..., X} } es generada
por los X'’s y [X,, Xs] es una combinacion lineal de X, con 1 < o, 8,7 < k, se dice

que la distribucion satisface la condicién de Frobenius'.
Mediante esta definicion se establece el siguiente teoremas:

Teorema 2.3. (Teorema de Frobenius) [13] Supongamos que &8 = { X1, ..., X}.} es una
distribucion k-dimensional en un conjunto abierto U € M. Una condicion necesaria y
suficiente para la existencia de un sistema local de coordenadas (W;w"), W C U tal
que

¥l = {Ou1, .o, O}, (5)

es que &F satisfaga la condicion de Frobenius.

Este teorema es sumamente importante debido a sus multiples aplicaciones, sin embar-

go, para fines practicos es conveniente expresarlo en términos de formas diferenciales.

LA la condicién de Frobenius también se le suele llamar involutividad.



Supongamos que 5}; = {X1,..., Xy} es una distribucién suave k-dimensional en una
variedad m-dimensional M, asi que para cualquier punto p € M, fﬁ es un subespacio

de T),M. Sea entonces

(g}ls)L — {w € TyM| w(X) =0 para cualquier X € fﬁ}, (6)

un subespacio de Ty M llamado subespacio aniquilador de 55.

En una vecindad U de un punto arbitrario p, existen (m — k) 1-formas diferencia-
les linealmente independientes {wgi1,...,wm} que generan el subespacio aniquilador
<§£)L en cualquier punto de la vecindad. Esto se debe a que 5’5 es generado por k-
campos vectoriales tangentes linealmente independientes { X7, ..., X3} también en la
vecindad U, por lo que existen (m — k) campos vectoriales tangentes X1, ..., X,, tal
que Xy, ..., Xk, Xg41, ---, X, son linealmente independientes en cualquier punto de dicha
vecindad. Suponiendo que wy, ..., Wk, Wgt1, ---, Wy son las 1-formas duales en esa vecin-
dad, entonces en cada punto p, (ﬁj’j)L es generado por {Wki1, ..., wn, }. De esta manera

localmente la distribucién &* es equivalente al sistema de ecuaciones
ws =0, E+1<s<m (7)
también llamado sistema de ecuaciones Pfaffianas.
Para reexpresar la condicién de Frobenius vamos a utilizar la siguiente relacién [42]:
dw(X,Y) = X[w(Y)] = Y[w(X)] - w([X, Y]). (8)

Pues si una distribucién ¥ = { X, ..., X} } satisface la condicién de Frobenius entonces

dws(Xa, Xp) = Xalws(Xp)] — Xplws(Xa)] — ws([Xa, Xg]) (9)
= —w,([Xa, Xs]) (10)
= 0. (11)
Con lo cual
[Xa, X5 € & 1<a,B <k, (12)



si y solo si

dws(Xa, Xp) =0 1<a,f<k E+1<s<m. (13)

Esta condicion es equivalente a escribir
dws = 0 mod(Wgi1, -y Win) E+1<s<m, (14)

debido a que dw, puede ser definido en términos de w; (1 < i < m) como

m k
dws = Z Ve A\ wy + Z Qg pWa A\ W, (15)
t=k+1 a,f=1

en donde 95 es una 1-forma diferencial y a;; es una funcion suave antisimétrica res-

pecto al par de indices inferior. Luego, como
w;(Xi) = 0y, (16)
sustituyendo (15) en (13) tenemos que
agp =0 1<a,pf<k Ek+1<s<m (17)

y por consiguiente (14) toma la forma

dw, = Z 2/)st N wi, (18)
t=k+1
usualmente expresada como
ws A dws =0, (19)

también llamada condicién de Frobenius satisfecha por el sistema Pffafiano (7).
Si existe un sistema local de coordenadas 1’ tal que las subvariedades
u® = const Ek+1<s<m (20)

satisfacen el sistema Pfaffiano (7), entonces se dice completamente integrable. Asi que
para un sistema Pfaffiano (7) completamente integrable existe un sistema de coorde-

nadas locales u® tal que el sistema es quivalente a

du’ =0 E+1<s<m. (21)



En esta situacién la distribucién &* es generada precisamente por los campos vectoriales

¥ = {01, ..., 04+ }. El enunciado inverso también es verdadero [13].
Basado en lo anterior, el teorema de Frobenius puede reformularse como:

Teorema 2.4. (Teorema de Frobenius) [13] Una condicion necesaria y suficiente para

que el sistema Pfaffiano de ecuaciones

we =0 1<a<k (22)

sea completamente integrable es

dw, = 0 mod(wy, ..., wg) 1<a<k. (23)

Si bien el teorema de Frobenius es local, podemos partir de este para estudiar variedades
integrales globales introduciendo una nueva topologfa en M. Supongamos que £* es una
distribucion k-dimensional en M que satisface la condicion de Frobenius, si se definen
los abiertos de M como la unién de las variedades integrales de £*, entonces la coleccién

de todos esos abiertos forman una topologia O en M.
Formalmente, lo anterior queda expuesto en el siguiente teorema:

Teorema 2.5. [13] Supongamos que &* es una distribucion k-dimensional que satisface
la condicion de Frobenius en una variedad M. Entonces en cualquier punto p € M,
existe una maxima variedad integral L(p) de & tal que cualquier variedad integral de

&% en p es una subvariedad abierta de L(p) con respecto a la topologia O.

El término maxima variedad integral en el teorema se refiere a que no es un subconjunto

propio de otra variedad integral [14].

Y para concluir, si una variedad M de dimension m es orientable entonces una distri-
bucién k-dimensional €% (con k = m — 1) en M se puede expresar mediante el kernel

de una sola 1-forma global de maximo rango [24,27].

Una vez revisado lo que es una distribucion integrable podemos definir lo que es una

estructura de contacto.
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2.2. La estructura de contacto

Definicién 2.6. [22,24] Dada una variedad M de dimension 2n + 1, una estructura
de contacto es una distribucion 2n-dimensional & = ker a« C TM mdximamente no

integrable, i.e., existe una 1-forma « tal que satisface
a A (da)™ #0. (24)

Tal 1-forma es llamada forma de contacto y el par (M,a) es llamada variedad de

contacto.

La condicion a A (da)™ # 0 es independiente de la elecciéon especifica de « siendo
una propiedad de la distribuciéon £ = ker «, cualquier otra 1-forma definiendo el mismo
campo de hiperplanos debe ser de la forma A« para cualquier funcién A : M — R—{0},
ya que

(Aa) A (d(Aa))" = da A (Ada + dA A )" = X" a A (da)™ #£ 0, (25)

también satisface la condicion de maxima no integrabilidad.

Una formulacién equivalente para definir una estructura de contacto es exigir que la

distribucion & sea no degenerada.

Definicién 2.7. [3] Una distribucion & = ker o se dice no degenerada en un punto
si el rango de la 2-forma da en la distribucion que pasa por ese punto es igual a la
dimension de la distribucion £. Naturalmente una distribucion & es no degenerada en

una variedad M si no es degenerada ¥p € M.

Es otra palabras, esto significa que para cualquier vector X distinto de cero en la
distribuciéon, podemos encontrar otro vector Y también en la distribucion tal que el
valor de la 2-forma da(X,Y) # 0. Notemos que esto solo puede pasar en variedades M
de dimensién impar pues la dimension de & es par. En el caso de una variedad par, la
distribucién £ tendria dimension impar y el rango de cada forma bilineal antisimétrica

sobre un espacio de dimensién impar es siempre menor que la dimensién del espacio [3].

11



Del mismo modo, exigir que una distribucién ¢ = ker a sea no degenerada en un
variedad de contacto (2n + 1)-dimensional, implica tener una 2-forma antisimétrica de
rango maximo 2n en &, i.e., (da)"[¢ # 0 de tal manera que el par (§,, dae,) es de hecho

un espacio vectorial simpléctico Vp € M.

Asi mismo, la 2-forma da|e puede interpretarse como una medida de la integrabilidad
de &, pues si dag = 0 entonces £ es integrable. El que dal¢ sea de rango 2n en una
variedad de dimensién (2n+1) es equivalente a la condicion aA(da)™ # 0, en ese sentido
es que se le denomina a una estructura de contacto una distribucién maximamente no

integrable.

2.3. La estructura de contacto estandar en R?"*!

Antes de iniciar con las propiedades de una estructura de contacto veamos el ejemplo

estandar.

Sean z,x',...,2" p1,...,pn coordenadas en R?"*!. La distribucién & sobre R*"*! esta

dada por el kernel de la siguiente 1-forma:
a=dz—pdat — ... —puda™ = dz — pida’ i=1,...,n. (26)

La dimension de la distribucion & =ker « es de 2n debido a que es generada por los
campos vectoriales:

Dyt .. Dyn, 8,y ., 0, (27)

n

en donde D, = 0, + p;0,. Esto se puede comprobar facilmente ya que son linealmente

independientes y satisfacen
a(Dyi) =0 a(0d,,) = 0. (28)
Notemos que usando la condicién de Frobenius en « tenemos
aAda = (dz — pidx’) A (dz' Adp;) = dz A dx' A dp;, (29)

la cual es distinta de cero. La distribucién £ es entonces maximamente no integrable

pues

(da)™ = nldx* Adpy A ... Adz™ A dp,, (30)

12



de forma que

a A (da)™ = (dz — pida’) A (da)” (31)

=nldz Adz" Adpy A ... Adx™ Adp, # 0. (32)

Siendo & entonces una estrucutra de contacto en M.

Podemos comprobar este resultado usando la base local de campos vectoriales. Calcu-

lando los corchetes de Lie encontramos
[Dyi, Dyi] = 0 [0p:, 0] = 0 0,,, Dyi] = 610., (33)

cuyo ultimo corchete de Lie muestra de & no es integrable, o equivalentemente, no

existen las subvariedades integrales 2n-dimensionales.

2.4. El espacio de los elementos de contacto

El nombre “estructura de contacto” tiene sus origenes en el estudio de los llamados
espacios de elementos de contacto. Y es que asi como para cualquier variedad M
de dimensién n existe una variedad simpléctica canénica asociada de dimension 2n,
constituida por el haz cotangente T*M con la estructura simplectica estandar, existe
también una variedad de contacto canénica de dimension 2n — 1 asociada, formada por

los elementos de contacto.

Definicién 2.8. [3,16,24] Sea M una variedad suave n-dimensional. Un elemento de
contacto es un hiperplano en el espacio tangente de M. El espacio de los elementos de
contacto de M es la coleccion de pares (q,V) que consisten en un punto* ¢ € M y un

elemento de contacto V. C T,M, i.e.,

E={(q,Vy)| qe M y V, € T,M}. (34)
El espacio de los elementos de contacto E de M es naturalmente isomorfo a la proyec-
ci6n del haz cotangente PT*M = (T*M — {0})/ ~, definido como

PT*M ={(q,[e])| g€ M y a € T;M —{0}}, (35)

2Llamado punto de contacto.
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con (q,a) ~ (gq,a’) siempre que a = Ao’ para algin A € R — {0}. Esto es algo que se
ha comentado con anterioridad, un hiperplano V, C T, M esta definido por el kernel de
una 1- forma ay :€ Ty M distinta de cero y a su vez ay esta determinado por V' hasta
un A € R —{0}. Con lo cual se puede definir un difeomorfismo ¢ : E — PT*M tal que

el siguiente diagrama conmuta

E % LPT*M

M = M

en donde los mapeos verticales son las proyecciones ordinarias 7 : (¢, V) — ¢ y 7 :

(¢,[a]) = q.

El espacio de los elementos de contacto ciertamente estd equipado con una estructura

de contacto descrito de la siguiente manera:

Tomemos 7 : PT*E — E. Para a = ay € PTyE sea , el hiperplano en T, (PT*E) tal
que T'm(&,) es el hiperplano V' en Ty E = T,E definido por . Entonces ¢ define una

estructura de contacto en PT*F.

Para ver esto usemos (z1,...,2™) como cordenadas locales en E y sean (pi, ..., p,) las

cordenadas asociadas en las fibras del haz cotangente T*E. De manera que en estas

coordenadas algin « € T/F' se expresa como

o= pidx’;|(x1mmn) i=1,..,n. (36)

Por consiguiente, un punto (z',.... 2", [p1 : ... : p,]) en la proyeccién del haz cotangente
PT*E define el hiperplano

pidz’ =0 (37)

en T/F con q = (x',...,2"), con lo cual la estructura de contacto natural £ en PT*FE

se define como

¢ = ker(p;da"). (38)
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Adicionalmente, si bien el kernel esta bien definido en términos de las coordenadas en
PT*E la 1-forma p;dz® no. Restringiéndonos a un subespacio afin, consideremos un
abierto U con p; # 0 donde definimos para las fibras las coordenadas inhomogeneas
[1:ph .. p,] con p = % para j = 2,....,n. De modo que £ se expresa en estas
coordenadas como

¢ = ker(dz' + p;da?) j=2,..,n (39)

forma que ya conocemos de la estructura de contacto estandar en R?*1,

2.5. Simplectificaciéon y contactificacion

La simplectificacion le asocia a una variedad de contacto una variedad simpléctica de
una dimensién mayor. Para llevar a cabo su construccion recordemos que una forma
de contacto a es una forma en el espacio tangente en el punto de contacto tal que su

kernel es el plano de contacto &.

Sea M una variedad de contacto, consideremos el conjunto de todas las formas de
contacto como el espacio de un haz fibrado S sobre la variedad original M, con la pro-
yeccion 7 @S — M asociando cada forma de contacto al punto de contacto. Las fibras
F en este haz estan constituidas por el conjunto de todas las formas que comparten
un mismo punto de contacto, lo que significa que todas se pueden obtener a partir de
otra mediante la multiplicacién de un valor A # 0, asi que determinan el mismo plano
de contacto. La fibra F' es unidimensional y el grupo de los reales menos el cero actiian

mediante la operacién de multiplicacion dejando cada fibra fija en el haz.

La simplectificacion S = M x (R—{0}) es entonces una subvariedad del haz cotangente
T*M que posee una estructura natural simpléctica. La proyeccion 7 : S — M dota a
la simplectificacion de una estrucutura de haz fibrado principal sobre M con el grupo

de estructura R — {0}.

Sobre un haz cotangente hay una 1-forma distinguida pdq, de forma analoga hay una
1-forma candnica sobre cualquer variedad obtenida mediante la simplectificacion de

una variedad de contacto.
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Definicién 2.9. [3] Sea S la simplectificacion de una variedad de contacto, la 1-
forma canénica 6® es aquella cuyo valor sobre cualquier vector ¢ tangente al espacio
simplectificado en algin punto p es igual al valor de la proyecion del vector ( sobre el
plano tangente a la variedad de contacto de la 1-forma en este plano tangente que es

el punto p
0(¢) = p(m(), (40)

siendo m la proyeccion del espacio simplectificado sobre la variedad de contacto.

Figura 1: Simplectificacién de una variedad de contacto

Teorema 2.10. [3]| La derivada exterior de la 1-forma candnica en el espacio sim-

plectificado de una variedad de contacto es una 2-forma no degenerada.

Prueba. Sea « la 1-forma en la variedad de contacto y escribamos la 1-forma canénica
de la siguiente manera

0 = Ar*a, (41)

siendo A« la 1-forma asociada al par (x,\), en donde = es un punto de la variedad de

contacto y A es un nimero distinto de cero. Calculando la derivada exterior de (41)

3También denominada 1-forma tautolégica o 1-forma de Liouville es una 1-forma especial definida

en el haz cotangente T*S de una variedad S.
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tenemos

df = d\ N\ 1" o + Am*da. (42)

Para verificar que la 2-forma df es no degenerada, vamos a identificar tres tipos de

vectores tangentes a la simplectificacion:
= Vertical si ( es tangente a las fibras i.e. 7, = 0.
» Horizontal si es tangente a una superficie de nivel de la funcién A i.e. si dA(¢) = 0.

= De contacto si su proyeccion sobre la variedad de contacto esta en el plano de

contacto i.e. si a(m.() = 0.

Dicho esto, calculemos el valor de la forma da para distintos tipos de vectores (¢, n):

do(C,n) = (dA A7 a)(C,n) + (Ar"der) (¢, n). (43)

Para empezar, supongamos que ¢ no es un vector de contacto y 1 es un vector vertical.

Con esta eleccion el segundo término de (43) es cero y del primero solo queda

—d\(n)o(m,C), (44)

que no es cero debido a que 7 es un vector vertical y ( no es un vector de contacto. Por
otro lado, si ahora ( es un vector de contacto pero no vertical y n es cualquier vector

vertical, tenemos que el primer término de (43) es cero y del segundo resta
Aa (., men), (45)

dado que ¢ no es vertical, el vector 7,( se encuentra en el plano de contacto, donde
la 2-forma es no degenerada por definicién de la estructura de contacto?, asi mismo,
como A # 0 tenemos que (45) es distinta de cero. Finalmente, si ( es vertical, entonces

podemos tomar n como cualquier vector que no sea de contacto. ]

De esta manera, para cualquier vector ( tangente a la simplectificacion podemos en-

contrar otro vector 1 tal que df((,n) # 0, con lo cual el espacio simplectificado de una

4Este hecho también puede verificarse usando (8)
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variedad de contacto tiene una estructura simpléctica que es candénicamente determi-

nada por la estructura de contacto.

Considerando lo anterior, podemos definir la simplectificacién de una variedad de con-

tacto como a continuacién:

Definicién 2.11. [16] La simplectifiacion de una variedad de contacto (M,§) con una
forma de contacto «, esta dada por el par (S,d(Am*«)). Siendo S = M x (R — {0}),

m:S5 = M y X\ una coordenada en R.

Asi como existe la simplectificacion de variedades de contacto, existe el concepto de
contactificacion de variedades simplécticas (M, w) cuando la 2-forma w es una forma
exacta. La contactificacion C' de una variedad simpléctica (M, df) se construye como

un haz fibrado con la fibra R sobre M de la siguiente manera.

Sea U una vecindad suficientemente pequena de un punto x en M. En esa vecindad
existe un sistema de coordenadas canoénico p,q con w = dp A dgq. Consideremos ahora
el producto U x R con coordenadas p,q,z y sea V' x R el mismo tipo de producto
construido en una vecindad V' con coordenadas P, (), Z y en donde w = dP A dQ. Si
las dos vencindades U y V en M se intersectan, entonces identificamos las fibras sobre
los puntos de la interseccion en ambas representaciones tal que la 1-forma dz 4+ pdq =
dZ + Pd(@) = 0 esta definida en el conjunto, i.e., Pd(Q) —pdq es exacta en UNV . Haciendo
este pegado tenemos un haz fibrado C' en M con 6 la 1-forma que define una estructura

de contacto en C'.
Teniendo en cuenta lo anterior, se define la contactificacion de la siguiente manera:

Definicién 2.12. [2,3]| La contactificacion de una variedad simpléctica (M,w) con w
una 2-forma ezacta, i.e., w = df, esta dada por el par (C,dz+7*0). Siendo C' = M xR,

w:C — M y z una cordenada en R.
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2.6. Contactomorfismos, campos vectoriales y hamiltonianos

de contacto

La equivalencia natural entre estructuras de contacto son los difeomorfismos de con-

tacto o contactomorfismos.

Definicién 2.13. [24] Dos variedades de contacto (My,&1) y (Ma, &) se dice que son
contactomdrficas si hay un difeomorfismo f : My — My tal que f.(&) = & donde
fe : TMy — TMs. Si& = ker ay, 1 = 1,2, entonces oy y f*ao determinan la misma
distribucion y por lo tanto es equivalente a la existencia de una funcion X\ : M; —
R — {0} tal que f*as = Aavy. Adicionalmente, se le denomina contacmorfismo estricto

siA=11e f‘as=a;.

Todas las estructuras de contacto son localmente contactomorficas si son de la misma

dimension, como lo expresa el siguiente teorema:

Teorema 2.14. (Teorema de Darboux) [22] Supongamos que &; es una estructura de
contacto en la variedad M;, i = 1,2, y tanto My como M, tienen la misma dimension.
Dados cualesquiera dos puntos py y pa en My y My respectivamente, existen vecindades

U; de p; en M; y un contactmorfismo de (Ur,&1|y,) a (Ua, &2lu,)-

Corolario 2.14.1. [24] Sea a una forma de contacto en una variedad (2n + 1)-
dimensional M y p un punto en M. Entonces existen coordenadas (z,x', ..., ™ Y1, ..., Yn)
en una vecindad U C M de p tal que p = (0,...,0) y

aly =dz =Y ydz’ i=1,...,n (46)

i=1

El resultado del corolario puede obtenerse usando la simplectificacion de una variedad
de contacto y el teorema de Darboux para variedades simplécticas que puede revisarse
en [3]. Una demostracion directa del teorema de Darboux para variedades de contacto

es posible usando el denominado truco de Moser que no se abordé6 aqui [24].

El corolario de este teorema es de particular importancia debido a que, al menos lo-

calmente, todas las formas de contacto se ven como (46), de ahi el nombre de forma o
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estructura estandar. A su vez, a las cordenadas (z,z', ..., 2", y1, ..., yn) se les denomina

coordenadas de Darboux.

Una vez revisado lo que es un difeomorfismo de contacto, veamos como se define un

campo vectorial de contacto.

Definicién 2.15. [24] Un campo vectorial X en una variedad de contacto arbitraria
(M, € = ker ) es llamado campo vectorial de contacto si es un automorfismo infi-
nitesimal de £, es decir, si ¢u(§) = & para todo t € R, siendo ¢y el flujo local de
X. Adicionalmente, se le llama campo vectorial de contacto estricto o automorfismo

infinitesimal de o si ;o = o para todo t.

Se puede reexpresar esta definiciéon en términos de la derivada de Lie Lx, separandolo

en los siguientes casos:

A. Un campo vectorial X es un campo vectorial de contacto si y solo si Lyxya = pa

para alguna funcién. p: M — R.

B. Un campo vectorial X es un campo vectorial de contacto estricto si y solo si

EX(X = 0.

Antes de comprobar estos enunciados, recordemos que para una 1-forma « la derivada

de Lie se define como [23,42]:

z ]' * d "
Lxa = %g%;[(@) gy () — o] = %!t:o(qﬁtoz). (47)
Empezando por el primer caso,

A. Si X es un campo vectorial de contacto entonces ¢.(§) = &, condicién que po-

demos reescribir en términos de la 1-forma de contacto o como ¢} () = \ax con
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A M — R*?. Asi pues

Lxa=1im (60l — ol (48)
~ iy 1[Ata|x ~al (19)
= hm [)\t — 1o, (50)
= ua, (51)

con p = limy_,q %[)\t — 1]. Para el enunciado inverso, notemos que Lxa« por defi-
nicién representa una 1-forma en z al parametro t = 0, si queremos conocer un

tiempo posterior s debemos calcular

d
%|t25<¢: a) = hm ((¢t+s )|¢t+s(ﬂc) - ¢:a|8(9&))' (52)

Como ¢; es un flujo, ¢yrs = ¢y 0 @5 asi que (¢ 0 ¢s)* = ¢% o ¢}, con lo cual

d * z 1 * * *
Tli=s(0f ) = 1im =(65(67) o)) — Bi0tlsta)) (53)
* z. 1 * *
= ¢} (};ﬂg TS lsuo(an) — ¢sa!s(ax>)> (54)
de modo que
d ) i
Tli=s(@ia) = 61(Lxa). (55)

Con este resultado podemos sustituir £Lya = pa para obtener

% |i(610) = 63(£xa) = 63(10) = (10 b.(x))650, (56)

y si definimos la dependencia como ¢ja = «(t) tenemos la siguiente ecuacién

diferencial para ¢;«

d
gl=s(alt) = (o os(@))als), (57)
cuya soluciéon esta dada por
a(t) = efg(“o‘bs(x))dsa, (58)

por consiguiente

pra = Ma (59)

®Las funciones ); son distintas de cero con A9 = 1 por lo que \; toma valores en R*
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con \; = elo (ods(@))ds A demds, notemos que si X satisface Lxa = po entonces
Lx(Aa) = (LxA)a+ AMLxa) = (X(A) + Ap)a = /A, (60)

para A una funcién distinta de cero en M. Por lo que la condicion Lya = pa
para alguna funcién g en M es una condiciéon en &, independiente de la eleccion

de la 1-forma de contacto a.
Por otro lado,

B. Si X es un campo vectorial de contacto estricto entonces ¢;(a) = «, por lo que

.1 "
Lxa =lim E[(eﬁt) gy (2) — e (61)
1
= lim ;[Oé|x — aly] (62)
—0. (63)

De forma contraria si Lxa = 0, usando (55) tenemos que

d .\
%ltm((ﬁt()‘) =0, (64)

con lo cual

¢;(a) = a. (65)

Un caso particular es el llamado campo vectorial de Reeb.

Definicién 2.16. [24] Sea o una forma de contacto, el campo vectorial de Reeb R,
satisface

a(R,) =1 da(R,, ) = 0. (66)

Estas dos condiciones caracterizan el campo vectorial de Reeb como un campo vec-
torial R, que es transversal a la distribucién £ y cuyo flujo también preserva &, de
hecho preserva a por lo que es un campo vectorial de contacto estricto. Esto se puede

comprobar facilmente haciendo uso de la férmula de Cartan [42]:

EXa = (dZX + ixd>04. (67)
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Sustituyendo en (67), el campo vectorial de Reeb se satisface

ERaOé = diRaOé—i-iRada (68)
=d(a(Ry)) + da(R,, ) (69)
=0, (70)

siendo efectivamente un campo vectorial de contacto estricto.

Finalmente, utilizando los conceptos anteriores podemos revisar lo que es un hamilto-

niano de contacto.

Teorema 2.17. [24] Con una eleccion fija de la forma de contacto o existe una
correspondencia uno a uno entre los automorfismos infinitesimales X de & = ker a y

las funciones suaves h : M — R. La correspondencia es dada por
» h — X}, definido unicamente por a(Xp) = —h yix,do = dh — dh(R, )

El que X} este definido iinicamente por las ecuaciones anteriores se sigue del hecho
de que da es no degenerada en £ y R, € ker(dh — dh(R,)a), como se puede ver a

continuacién usando la formula de Cartan (67).

Prueba. Sea X un automorfismo infinitesimal de . Tomando —hyx = «(X) y sustitu-
yendo en (67) tenemos

Lxa = —dhy +ixda = pa, (71)
con p : M — R. Ahora, evaluando esta ecuacion sobre el vector de Reeb R, obtenemos

—dhx(Rq) = p, (72)

de manera que X satisface las ecuaciones a(X) = —hx y ixda = dhx —dhx (R, ). Por

otro lado, dado h : M — R y X}, definido como en el teorema, por (67) encontramos
Lx, o =—dh+ix,do=—dh(R,)a, (73)
de manera que X} es un automorfismo infinitesimal de &. O]
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2.7. Subvariedades de Legendre

Debido a su propia estructura, parte del estudio de las variedades de contacto se centra

en una clase particular de subvariedades integrables.

Definicién 2.18. [24] Sea (M,§) una variedad de contacto, una subvariedad L de

M, &) es llamada subvariedad isotropica si T, C &, para todos los puntos p € L.
P p

Recordemos que en una variedad de contacto existe un espacio vectorial simpléctico
dado por (&, dale,) debido a la no degeneracién de . En este caso, si T),L es isotrépico
entonces da|z,;, = 0, asi que una forma alternativa de definir una subvariedad isotropica

es mediante la condicién

p*da =0, (74)

siendo ¢ : L — M un mapeo inclusiéon. De hecho, como la derivada exterior y el
pullback conmutan [42], podemos describir a una subvariedad isotrépica simplemente
como

*a=0. (75)

Por otro lado, la condicién (24) que define a las estructuras de contacto, limita la

dimensién que pueden tener estas subvariedades como lo expresa el siguiente lema.

Lema 2.19. [24] Sea (M, &) una variedad de contacto de dimension 2n+1y L C (M,§)

una subvariedad isotropica, entonces dim L < n.

Este es principalmente un resultado de algebra simpléctica®, en el que T,L al ser
un subespacio isotrépico del espacio vectorial simpléctico (&, dale,) se satisface que

dim(7,L) < (dim(&p,))/2 = n.

Definicién 2.20. [24] Una subvariedad isotropica L C (M, §) de la mdzima dimension

posible n es llamada subvariedad de Legendre.

SEn algebra simpléctica los subespacios U de un espacio vectorial simpléctico (V,2) pueden ser
clasificados en relaciéon a su complemento ortogonal simpléctico U+. U se llama isotrépico cuando

U C UL, por lo que apartir de la relacién dimU+dimU~+ =dimV se obtiene el resultado.
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Por 1ltimo, el siguiente teorema nos permite expresar de manera local las subvariedades

de Legendre a través de una funciéon generadora.

Teorema 2.21. [3] Para cualquier particion I U J del conjunto de indices {1,...,n}
en dos subconjuntos disjuntos I y J, y para una funcion ¢(x”? p;) de n variables a7,

jeJypi, i€l las (n+1) ecuaciones

i_ 09 9¢
. _

. _ 99 0¢
op; DT g

definen una subvariedad de Legendre de R*"'. De igual forma cada subvariedad de
Legendre de R?>"*! es definida localente por estas ecuaciones en una vecindad de al

menos una de las 2™ posibles elecciones del subconjunto I.

En ambas partes del teorema la prueba se basa en la sustitucion. En la primera eva-
luando (76) en @ = 0 y en la segunda parametrizando localmente la subvariedad de

Legendre L por las n-variables (z”, p;) e insertando en o = 0.

3. Formulacién geométrica de la termodinamica en
equilibrio

En esta seccién vamos a definir las distintas cantidades fisica dentro de un sistema
termodinamico en equilibrio y establecer sus interpretaciones dentro del formalismo de

la geometria de contacto que revisamos anteriormente.

3.1. El Espacio de Estados de Equilibrio Termodinamico (TES)

Los estados de un sistema termodinédmico en equilibrio de n grados de libertad estan ca-
racterizados completamente por un conjunto de pardmetros macroscépicos extensivos’

(x',...,2™). Dichos pardmetros se denominan variables termodindmicas [11].

Una funcion ¢ : R"™ — R homogénea de primer orden que relacione los parametros

(x',...,x™) se conoce como relacién fundamental termodindmica [26], ya que a partir

"Parametros cuyos valores son iguales a la suma de los mismos en cada uno de sus subsistemas.
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de esta se puede obtener toda la informacion termodinamica de un sistema particular.

Considerando la relaciéon fundamental

¢ = p(xt, ..., a"), (77)
podemos calcular su diferencial para obtener
o9 9¢
dp = | =—— | dz* +--- — | dx". 78
¢ (0:51) v +<8xn> v (78)
Las derivadas parciales (a%) e ( 8%) son llamadas paramétros intensivos duales & que

denotaremos como py, ..., p, respectivamente. Al ser estos derivadas de una funcién que
depende de (z, ..., ") también son funciones de (z!, ..., 2™) lo que establece relaciones
funcionales denominadas ecuaciones de estado?. El conocimiento de todas las ecuaciones
de estado de un sistema es equivalente a conocer la ecuacién fundamental [11]. La

ecuacion (78) usualmente se escribe como
dé = prdx 4+ - + ppda™ = pyda’ (79)
y se interpreta como una ley de conservacion de la energia.

El caracter extensivo de ¢ nos permite obtener algunas relaciones importantes entre
las variables termodindmicas. Para ello notemos que al ser ¢ una funciéon homogénea

de primer orden se satisface
dp(Axt, ... x™) = (..., ™) A >0, (80)

si calculamos la derivada de (80) respecto a A y evaluamos el resultado en A = 1

obtenemos la identidad de Euler:
o = px’ i=1,...,n (81)

A su vez, si derivamos la identidad de Euler (81) y utilizamos la ecuacion (78) encon-

tramos la relacion de Gibbs-Duhem:

z'dp; =0 i=1,..,n. (82)

8Ya que se asocian a cada pardmetro extensivo x’ y son homogéneas de grado 0.
9También son conocidas como condiciones de equilibrio debido a que si dos subsistemas estan en

equilibrio termodindmico entonces tienen los mismos parametros intensivos.
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Si bien todo el contenido expuesto anteriormente se hizo para la relacion fundamental

¢ = ¢(z',...,x"), es posible considerar representaciones alternativas equivalentes las
1 iten int biar roles ent iables extensi k dual Est

cuales permiten intercambiar roles entre variables extensivas " por sus duales py. Esto

se hace mediante la transformacién de Legendre de la funcion ¢:

Vp1s D) = ¢ — pra®. (83)

La funcién v es llamada potencial termodindmico y para llevar a cabo este tipo de
transformaciones es necesario que ¢ sea una funcién con convexidad definida [3], lo

cual esta garantizado por el criterio de estabilidad termodinamica (%) # 0 [11].
Basado en lo anterior, establecemos el TES con la siguiente definicion:

Definicién 3.1. El Espacio de Estados de Equilibrio (TES) es una variedad n-dimensional
E con coordenadas dadas por los pardmetros extensivos (x!,...,2"). En donde se satis-

face
_ 99
- Ozt

dp = pda’ D i=1,..,n. (84)
El TES surge de otorgarle una topologia y una estructura diferencial al conjunto de

los estados de equilibrio de un sistema termodindmico representado por la relacion

fundamental ¢ = ¢(z', ..., 2™) [37].

3.2. El Espacio Fase Termodindmico (TPS)

La construcciéon del TPS a partir del TES puede formularse de dos maneras. La primera
fue originalmente propuesta por Mrugala en [37] y se basa en la variedad de contacto
canénica asociada al (TES) formada por los elementos de contacto. La segunda y
més reciente fue propuesta por Aragén en [1] y se basa en la contactificacion del haz

cotangente del TES. En ambos casos nos permite hacer la siguiente definicion:

Definicién 3.2. El Espacio Fase Termodindmico (TPS) es una variedad de contacto
(2n + 1)-dimensional (P,«) con coordendas (¢, z", ..., 2", p;,...,pn), donde P es una

variedad construida sobre el espacio base E y « es una 1-forma de contacto llamada
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1-forma de Gibbs expresada como

a = do + p;dx’ i=1,..,n (85)

Los puntos en el TPS representan los estados de un sistema termodinamico en equilibrio
con una total independencia entre las variables termodinamicas, pues como veremos a
continuacion, los sistemas termodindmicos seran las subvariedades de Legendre de este

espacio.

3.3. La termodinamica en el formalismo geométrico

Los procesos termodinamicos en el TES corresponden a algunas curvas suaves a tro-
zos pero no al contrario, en principio no podriamos encontrar un proceso adecuado
que corresponda a cualquier curva. Para establecer un significado fisico razonable a
las mismas es necesario imponer la condicién precisada por la primera ley de la ter-
modinamica, que en este nuevo contexto geométrico necesita ser reexpresada de forma

apropiada en términos de la estructura de contacto.

Postulado 3.3. (Primera Ley de la Termodindmica) [37] Cualquier sistema termodi-
namico en equilibrio es representado en una apropiada TPS (P,«) por la subvariedad

de Legendre L de la ecuacion ¢*a = 0.

Desde un punto de vista termodinamico es facil notar que la dimensién de las sub-
variedades de Legendre coincide con el niimero de grados de libertad de un sistema
en equilibrio. Mas atn, del Teorema (2.21), podemos ver que en las coordenadas de
contacto un L dado puede ser representado de manera equivalente hasta por 2™ funcio-
nes ¢ de n variables. Esas funciones corresponden justamente a distintos potenciales
termodindmicos, de manera que para una ¢ fija el conjunto de ecuaciones (76) puede

ser interpretado como la relacién fundamental y las n ecuaciones de estado [11].
Como ejemplo tenemos el gas ideal, cuya ecuacién fundamental esta dada por [10]:

U(S,V) = UpNiV-3eis = cte. (86)
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En este sistema 5-dimensional (asumiendo N = cte), con coordenadas locales
(¢,x1,x2,p1,p2) A (Ua S7V7 _T7P)7 (87)

en donde U es la energia interna, S la entropia, V' el volumen, T" la temperatura y P

la presion. La 1-forma « se expresa como

a=dU —TdS + PdV, (88)
que con el mapeo
0 : (S, V)= (US,V),S,V,T(S,V),P(S,V)), (89)
y la condicién
Y'a=0, (90)
obtenemos
dU =TdS — PdV T:gg:&’.]?\fig :—gg:gg. (91)

Como podemos ver un sistema termodinamico en equilibrio se representa de manera
efectiva como una subvariedad de Legendre de la ecuacion p*a = 0, donde recuperamos

las relaciones termodinamicas propias de la TES.

Esta formulacion es més general pues como veremos a continuacién las distintas repre-
sentaciones que puede tener un sistema termodindamico en equilibrio no son mas que

cambios de variables en la TPS expresados a través de los contactomorfismos.

3.4. Contactomorfismos y potenciales termodinamicos

Recordemos que un difeomorfismo ¢ entre dos variedades de contacto (P, a) y (P, )

es llamado contactomorfismo si se preserva la estructura de contacto, i.e.,
od = A, (92)

siendo A una funcion distinta de cero en P. Un contactomorfismo lleva por definicién un
hiperplano tangente determinado por la ecuacién a = 0 a otro descrito por la ecuacion

o/ = 0 y las subvariedades de Legendre de « a las subvariedades de Legendre de o'.
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Teniendo esto en cuenta, definimos la transformacién de contacto:

g (¢7$17 "'axnvph 7pn) — (vala -'-7fnagla >gn) (93)

en P. En donde al conjunto de funciones (f*, ..., f*, g1, ..., gn) se les denomina canénicas

con respecto a la 1-forma « si

do = dg; A df° 1=1,...,n, (94)
y a la funcién z se le llama potencial de (f?, ..., f™ g1, ..., gn) si

dz = o — g;df’ i=1,..n. (95)

Para el caso del gas ideal que vimos anteriormente, la transformacién definida por las

relaciones
z=U+PV fl=s5 fP=-P g =-T Gp=V (96)

nos da

a =dU —TdS + PdV = d(U + PV) — TdS — VdP (97)

en donde reconocemos al potencial z como la entalpia.

Usando distintas transformaciones de contacto podemos obtener el resto de potenciales
termodinamicos para este sistema, de modo que si la estructura de contacto permanece
intacta entonces las propiedades fisicas de un sistema termodinamico son independien-

tes del potencial que se elija utilizar.

3.5. Ecuaciones de movimiento

Hemos visto la definiciéon formal de un hamiltoniano de contacto, pero con la finalidad
de poder realizar calculos explicitos para un sistema termodinamico es conveniente

revisar como se representa en un sistema de coordenadas.

Para un contactomorfismo f : P, — Py, si tomamos (z, ', ..., 2", py, ..., p,) como coor-

denadas de (P, )y (Z, X', ..., X", P, ..., P,) como coordenadas de (P, o) se satisface
fA(dZ — PdX7) = \dz — p;dz?), (98)
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con A : P, — R — {0}. Calculando el pullback y agrupando términos obtenemos las

siguientes relaciones entre coordenadas

0z IXI 0z X7 07z 0XJ
o~ ops _&WFHM‘”{w_EaJ (59)
0z 0XJ

. 1 y .
A las transformaciones (z,z',...,z", p1,....,pn) — (Z, X", ..., X", P;, ..., P,) que satisfa-
cen estas estas condiciones se les llama transformaciones de Legendre. Los potenciales
termodinamicos que vimos en la secciéon anterior son un caso particular para A =1, es

decir, son contactmorfismos estrictos.

Ahora bien, un campo vectorial de contacto V' es un automorfismo infinitesimal que

deja invariante la estructura de contacto, por lo que una transformacion infinitesimal
z— z+tV*? ot — vV pi = pi +tV; It < 1 (101)

define un campo vectorial

L0 ;0 0
V_V$+Vaxi+vza—pi (102)

cuyas componentes satisfacen (99)-(100),

ov= _ ovi o _ove ovi  |ovE_ ov) (103)
op; b op; oxt P oxt — b 0z Pi 0z
1% oV
NS TP o

con A: P— R —{0}.

Utilizando estas ecuaciones se puede deducir que todas las componentes de V' se ex-

presan en términos de una funcién h = p;V* — V* como

oh . Oh Vi:_lah 6h]7

Viepoe—h V i TP (105)

Ipi Opi
con lo cual una transformacién infinitesimal de Legendre esta determinada por una
funcién h llamada funcién generadora. Por el contrario, una funcién h define el campo

vectorial

0z + Op; Oz B

oxt +pi§

oh ] 0 Oh 0 [ah ah] 0 (106)

Vi = [pi—h

Op; Opi '
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Adicionalmente, usando la férmula de Cartan (67), tenemos

Evha = d(thOé) + th (dOé) (107)
Oh Oh . Oh
= d(— 4 pi— | da ; 1
d(—h) + ((%z +p az> da' + apz-dp (108)
oh
_ 1

comprobando asi que V}, deja intacta la estructura de contacto.

Por otra parte, si comparamos Vj, con un campo vectorial general V' en P con coorde-
1 n
nadas (z,x', ..., 2", p1, .., Pn),

V—%g—i—dxi 0 +dpi 9,
CdtOz  dt Ozt dt Op;’

(110)

tenemos que las componentes de V}, definen un flujo en P a través de la ecuaciones

dz oh

ar " Pigy !

d* oh (111)
dt 8pz

at ~  ox Pioy

identificando con esto una transformacion infinitesimal como un sistema de 2n + 1

ecuaciones diferenciales determinado por las curvas integrales del campo V}, también

llamadas curvas caracteristicas de la funcién generadora h.

Las ecuaciones (111) son més generales en relacién a las que se obtienen de la meca-
nica hamiltoniana en variedades simplécticas [3]. Recordemos que la dindmica de un
sistema con una funcién hamiltoniana H = H(p,q) estd dada por un campo vecto-
rial hamiltoniano Xy definido por H y la 2-forma simpléctica w mediante la relacion

@'XHw = —dH.

En coordenadas locales (q¢', ..., qn, p1, ..., Pn), X# se expresa como

_OH O 9H 0
~ Opi0¢' g’ Op;

X

i=1,..n, (112)

de manera que el flujo Hamiltoniano esta definido por las 2n ecuaciones

d¢  0H dp;  O0H

dt — Op; dt — 0¢

(113)
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Si bien podriamos pensar que de forma analoga al caso hamiltoniano, dada una funcion
h(z,x%, p;) tenemos ecuaciones hamiltonianas debido al flujo inducido por V},, en general
no podemos interpretarlos de la misma manera. Basta con revisar (111) para darse
cuenta de que el flujo V}, no solo depende de las derivadas de h sino de h en si. Y mas

importante atn h no siempre se conserva pues

dh oh
= = Va(h) =~ (114)

Notemos, sin embargo, que si el valor inicial de h es cero en (114), este se mantiene
en cero. Para darle un significado entonces a estos sistemas hamiltonianos de contacto

tomamos en cuenta esta caracteristica a través del siguiente teorema.

Teorema 3.4. [41] Sea L una subvariedad de Legendre de una variedad de contacto

(P, ). Vy, es tangente a L si y solo si h se hace cero en L, i.e., L C h™1(0).

Prueba. Por un lado, si V}, es tangente a L entonces por definicion a(V}) = —h = 0,
lo que prueba la ida. Por el otro, si L C h™*(0) entonces «(V},) = 0 en L. Luego, como
L es n-dimensional sea {vy,...,v,} una base de n-vectores linealmente independientes

tangentes a L, i.e.,
a(v)|, =0 dh(v;)|lL =0 da(vi,v;)|L =0 i,j=1,...,n. (115)

Queremos mostrar que Vj, es una combinaciéon lineal de {vy,...,v,} en cada punto de

L C h™1(0), sin embargo, esto es inmediato ya que
da(Vi,v;) = (iv, @) (v;) = (dh — dh(Ra)a)(v;) = 0, (116)

en h1(0). Por lo que usando la condicién de no degeneracién (24) y el Teorema de
Frobenius tenemos que V, = Ao; (A : P — R i = 1,...,n), de forma que Vj, es

tangente a L C h=1(0). O

Definicién 3.5. Sea L un sistema termodinamico y h una funcion en el TPS. St el
campo vectorial de contacto Vj, asociado a h deja invariante L entonces lo interpretamos

como un proceso termodindmico del sistema L.
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Formalmente el campo V}, genera transformaciones continuas en el TES, asi que lo
que tratamos de identificar son aquellas transformaciones que representen simetrias

continuas para algun sistema termodinamico.

Para concluir, en general L no est contenida en la superficie de nivel cero h~1(0), con lo
cual V}, es més bien un generador uniparamétrico de nuevos sistemas termodinamicos.
Esto es particularmente 1til pues nos permite mapear o deformar sistemas ya conocidos

para obtener nuevas relaciones termodindmicas.

3.6. Ejemplo : Gas ideal

A continuacién revisaremos un caso en el gas ideal (86) con el objetivo de ejemplificar

el formalismo de los hamiltonianos de contacto aplicado a sistemas termodinamicos.

Para ello utilizaremos como hamiltoniano de contacto la identidad de Euler (81) en la

representacion de la energia:
h=TS— RNT + uN —U. (117)

El campo vectorial V}, asociado a h de acuerdo con (106) estd dado por

9, 0 9, 9, 9,
=U— —~RN)— +N—— +P—— T—. 11
Vi UaU+(S R )as+ aN+ 8P+R o (118)

De acuerdo con (111) determina el siguiente sistema de ecuaciones

dU dsS dN

dt u dt SR dt
(119)

dP du dar dv

P a @ @

que facilmente podemos integrar para obtener
U= U€t S = (SQ — RNOt)et N = Nget
(120)
P =Pt = RT + g T=T, V ="V.

Ahora el gas ideal corresponde a la subvariedad de Legendre L en donde PV = NRT,

con lo cual h = 0 y V} es tangente a L. Podemos entonces considerar la dindmica
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anterior como un proceso termodinamico a temperatura Ty y volumen V[ constante en

el que las relaciones termodindmicas se conservan i.e.,

PV =NRT U= ‘;’NRT U=TS— PV + uN (121)

3.7. Ejemplo: Gas de Van der Waals

A diferencia del ejemplo anterior si ahora tenemos en cuenta un Vj que no es tangente
a L', las relaciones termodindmicas no se mantienen durante la transformacién. Usa-
remos esta caracteristica para obtener una serie de ecuaciones de estado a través de

distintos hamiltonianos entre la que destaca el gas de Van der Waals.

Para empezar, si tomamos el hamiltoniano h; = bP con b > 0, el campo vectorial
asociado es simplemente V}, = b% que naturalmente tiene un sistema facilmente
integrable cuya solucion es
U — U() S — S() N — N()
(122)
Si ahora sustituimos la soluciéon para valores ¢t # 0 en la ecuacion del gas ideal PyVy =
NoRT, obtenemos una serie de nuevas ecuaciones de estado P(V — bt) = NRT que

describen a un gas sin interaccion de esferas duras.

Asi mismo, si consideramos ahora el hamiltoniano hy = —; con a > 0, el campo

9 a0

vectorial asociado es Vi, = —{; 55 — 7% 55 Cuyas curvas integrales estdn dadas por

U:Ug—fT S:S() N:Ng

(123)
P:P()—fT M= Uo T:TO V:Vb7

sustituyendo esta solucion para valores t # 0 nuevamente en la ecuacion del gas ideal

PyVy = NyRT, obtenemos otra serie de nuevas ecuaciones de estado (P +%T)V = NRT

que describen a un gas ideal més un término de interaccién entre particulas.

1015 subvariedad que representa el estado de equilibrio del gas ideal.
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Ahora, combinando ambos hamiltonianos en uno hz = bP — {; podemos hacernos una
idea del tipo de transformaciéon que estamos llevando a cabo. Explicitamente la solucién

del sistema asociado a hs es

Vo + bt
U:UO—ZIn<0‘Z ) S=5,  N=N,

(124)
at

C Vo(Vo + bt)

que sustituyendo para valores t # 0 en la ecuacién del gas ideal PyVy = NoRTj nos da

P =F = fo T =T vV =Vo+t,

como resultado
at

P+ ————|(V—-0bt)=NRT, 125
< V(V — bt)) ( ) (125)
una ecuacion de estado que para t = 1 se asemeja bastante a la de Van der Waals. Es
cuanto menos destacable como a través de una trasformacion generada por un hamil-
toniano o combinacién de hamiltonianos podamos mapear los estados de equilibrio del

gas ideal a otro sistema termodindmico, en este caso el gas de Van der Waals.

Para concluir, cabe mencionar que también podemos obtener relaciones similares a la
de Van der Waals a partir del gas ideal usando no una sola transformaciéon sino dos

consecutivas [40], i.e., V},, seguida de V},, y viceversa. Si tomamos Vj, seguida de Vj,

obtendriamos
a
<P + ‘/27‘) (V — bt) = NRT, (126)
y si hacemos V},, seguida de V}, encontramos
a
P+ ———=7|(V—-0bt) = NRT 127
(P ) 0V = = e, (127)

ambas desde luego ecuaciones de estado biparamétricas!!.

4. Termodinamica de agujeros negros

Los agujeros negros son, en términos simples, regiones del espacio-tiempo de donde no
es posible salir una vez que se ha entrado. Fisicamente resultan de intéres los aguje-

ros negros estacionarios pues se piensa ampliamente que su formacion es el resultado

HEn t = 7 =1 (126) reproduce exactamente la ecuacion de estado de Van der Waals
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de un colapso gravitacional y el estado final de la evoluciéon natural de las estrellas
masivas [18,55]. De todas las soluciones a las ecuaciones de Einstein-Maxwell la més

1'2 que contiene un agujero negro es la de Kerr-Newman que describe un agujero

genera
negro con rotacion y carga eléctrica en un espacio-tiempo axisimétrico sin materia, el
cual estd completamente caracterizado por tres parametros globales, independientes y

observables de manera externa: masa M, carga eléctrica (Q y momento angular J'3 [36].

La descripcién macroscopica de los agujeros negros mas otra serie de rigurosos teoremas
de geometria diferencial derivaron en un conjunto de leyes o restricciones con un mas
que notable parecido a las leyes de la termodindmica en equilibrio [4]. Si bien en un
inicio dicha analogia fue considerada un remarcable resultado matematico, el continuo
avance en el tema y sobre todo debido a los trabajos de Hawking [28,29] y Bekenstein
[5,6], se ha establecido una base para lo que denominamos termodindmica de agujeros

negros.

A continuacién daremos un repaso de las leyes de la termodinamica de agujeros negros
que nos permitird eventualemente utilizar el formalismo de la secciéon anterior en estos
sistemas. Ademas, cabe destacar que en todas las ecuaciones presentadas a continuacién

se utilizaran las unidades G =c=h = kg = 1.

4.1. Las leyes de la termodinamica de agujeros negros

Ley 4.1. (La Ley Zero) [4] La gravedad superficial k de un agujero negro estacionario

es constante sobre el horizonte de eventos.

114

La gravedad superficial* k es una cantidad definida en el horizonte de cualquier agujero

negro estacionario derivado del campo vectorial de Killing x normal a dicho horizonte

12Y también la tnica de acuerdo a los teoremas de unicidad [21, 55]
13Usualmente conocidos como teoremas de no pelo.
14Fn el caso de un agujero negro estatico se puede interpretar como la fuerza necesaria que debe

hacerse desde el infinito sobre una unidad de masa para mantenerla en el horizonte. Dicha fuerza
cuenta con un factor de redshift que puede interpretarse como el tiempo de relajacion en el que una

estrella que colapsa se acerca al equilibrio [18].

37



[55]. Si consideramos esta magnitud como una propiedad del estado final de un colapso
gravitacional independientemente de la composicion, forma y estructura del cuerpo
original, ya que no podemos distinguir entre dos agujeros negros estacionarios con los
mismos parametros M, Q) y J, ciertamente nos hace pesar en la estacionariedad como
un estado de equilibrio. En este sentido es que se puede interpretar a x como una
propiedad andloga a la temperatura, en la cual dado un estado de equilibrio existe un
parametro en comun para todo el sistema y que comparten todos los sistemas con las

mismas caracteristicas.

Evidentemente desde un punto de vista clasico un agujero negro estacionario deberia
tener una temperatura de OK en términos de la termodinamica ordinaria, pues todo lo
que pasa por el horizonte no puede volver a salir. Sin embargo, de acuerdo con Hawking
el efecto de creacion de particulas cudnticas en el limite del horizonte de un agujero
negro da como resultado una emision efectiva de particulas con un espectro de cuerpo

negro a temperatura [28]:
K

Ty = —
H 2T

(128)

De tal forma que k realmente puede representar de manera fisica la temperatura ter-

modinamica de un agujero negro.

Ley 4.2. (La Primera Ley) [21] Si un agujero negro estacionario con pardmetros
(M, Q, J) es perturbado a un nuevo estado estacionario entonces el cambio en (M,Q, J)

satisface

1
dM = S—RdA + ®pdQ + QpdJ, (129)
U

en donde A es el drea del horizonte, Qg es la velocidad angular del agujero negro y ® g

es el potencial electrico superficial.

Originalmente esta ley, derivada por Bardeen, Carter y Hawking, fue resultado del
calculo variacional aplicado a la formula integral de la masa M para un espacio-tiempo
estacionario, axisimétrico y asintéticamente plano con materia fluida fuera del agujero

negro [4]. La versién de la primera ley presentada aqui es la correspondiente al espacio-
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tiempo de Kerr-Newman!®

2 A 2
(r* + a?)? — Aa®sin? 0

by

A —a?sin* 0 b in? 0
g — (asm> 24 22— 2% 0 2 2 Ayardg
(130)

+ 2dh* + ( ) sin? §dg¢?,

siendo a = £, 8 =1 + a?cos?f, A = r? — 2Mr + Q? + a* y las componentes del

potencial electromagnético son

_ @
Tz

B Qarsinf

Ay =

Ay = A, = Ay = 0. (131)

En donde

k es la gravedad superficial en el horizonte externo dada por

(=)

= 20T T (132)

A es el drea de la superficie del horizonte que se define a un tiempo ¢y como el
area de la intersecciéon de la hipersuperficie X en t = t; constante con el horizonte

externo H definido por r = r,. En este caso

27 T
_ _ , s e
4= /zmH Vhdid = /0 d¢/0 sin 0d6(r, + a”) = 4m(ry +a%). (133)

» Qp es la velocidad angular que representa la constante no cero en x = 0, + Qg 0,

que hace al vector de Killing x tangente a los generadores del horizonte

a

T —
GRS

(134)
s Oy es el potencial eléctrico definido como la diferencia de potencial entre el
infinito y el horizonte

Qry

r? 4 a?

O = (X Aplr=r; = (X Ap)lr=co = (At + QuAg)lr=r, =

15En coordenadas de Boyer-Lindquist (¢,7,0, ¢).

(135)
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Dada la forma de (129), en analogia con la versién termodinamica, realmente la pode-
mos interpretar como una ley de conservacion ya que la masa M representa la energia
total y los términos de QydJ y ®xdQ) se pueden entender como el trabajo hecho por
un cambio en el momento angular o la carga eléctrica respectivamente. En el segundo
término k esta relacionado con la temperatura, como vimos en la ley cero y el area A

estard relacionada con la entropia S como revisaremos en la segunda ley.

Ley 4.3. (La Segunda Ley) [4] El drea A del horizonte de eventos de cada agujero
negro no decrece con el tiempo

SA > 0. (136)

Esta ley es en esencia el resultado de teorema del drea de Hawking [30]. Este teorema
también nos dice que si dos o mas agujeros negros se fusionan para formar uno solo, el
area del horizonte de este tltimo serd mayor que la suma de las areas de los horizontes
iniciales, i.e.

Atotal > Al + A2 ‘I‘ . —|‘ An- (137)

Para el agujero negro de Kerr-Newman

A=0sr=ry=M=E\/M?-Q?—ad? (138)

asi que sustituyendo 7, en (133) obtenemos la relacién para el drea A = A(M,Q, J)

dada por Smarr [51]:
1
A=dn 2M2—Q2+2(M4—M2Q2—J2)2}, (139)
con Q% < M?y J? < M*.

De (139) podemos ver de forma més o menos explicita como en una perturbacién que
invlolucre tanto a la masa M como la carga () y el momento angular J, siempre se
incrementa el area A. Un ejemplo muy conocido que involucra una perturbacién tanto
en la masa M como en el momento angular J es el proceso de Penrose, mediante el
cual se puede extraer energia de un agujero negro en rotacion, en especifico de una

region exterior al horizonte llamada ergosfera [55]. En este ejemplo existe un limite
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para la cantidad de energia que se puede extraer mediante ese proceso [15], por lo que

el resultado final es un incremento en el area.

La propia natuleza atractiva y la incapacidad de escapar de un agujero negro una
vez cruzado el horizonte de eventos es lo que establece una analogia entre el area del
horizonte y la entropia. Sin embargo, para formalizar una relaciéon directa Bekenstein
notd que la segunda ley podria violarse si los agujeros negros carecian de una entropia
particular [5]. La cuestién es que si un agujero negro absorbe una cantidad arbitraria de
objetos con entropia, el resultado final es una disminucién de entropia en el universo, lo
cual viola la Segunda Ley de la Termodinamica. Su propuesta, conocida como Segunda

Ley Generalizada [6], establece que
dStotal >0 Stotal = Sewterna + SBH- (140)

Comparando (128) en (129) notamos que la entropia de un agujero negro debe ser

A

SBH:*

e (141)

curiosamente llamada entropia de Bekenstein-Hawking.

Ley 4.4. (La Tercera Ley) [4] La gravedad superficial k no puede ser reducida a cero

mediante un numero finito de procesos termodindmicos.

Esta ley establece un limite que determina hasta que punto la termodindmica de un
agujero negro estaria bien definida. Para verlo de forma mas clara veamos qué sucede

en Kk = 0.

Sustituyendo r4 de (138) en (132) encontramos que la gravedad superficial en un agu-

jero negro de Kerr-Newman se expresa como

1

(M4 _ M2Q2 _ J2)§

K= =, (142)
IM[M? — Q? + (M* — M2Q? — J?)3]
y notemos que k se hace cero para el siguiente valor:
M* = M?*Q* + J*. (143)
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Sin embargo, esta relacion es precisamente la condicién que caracteriza un agujero negro
extremal de Kerr-Newman, pues representa el caso limite en el que un agujero negro
aun puede poseer horizonte de eventos. Procesos con la finalidad de reducir k a cero
podrian derivar en la creacién de sigularidades desnudas y por ende en la desaparicion
del agujero negro, en especial el horizonte de eventos, que es donde hemos observado
la conexién con la termodindmica'®. Escenarios como este son explorados en detalle
en [54] mediante experimentos pensados y muestran lo dificil que es aproximarse a este

limite 17.

4.2. Ecuaciones termodinamicas de agujeros negros

A partir de lo revisado en la secciéon anterior, consideremos al agujero negro de Kerr-
Newman como un sistema termodindmico y establezcamos algunas relaciones bésicas

para el equilibrio.

Utilizando (141) en (139) y resolviendo para M = M (S, @, J) obtenemos la ecuacién
fundamental

(144)

Podemos notar que a diferencia de un sistema termodindmico ordinario, la energia
total M no es una funcién homogenénea de primer orden de los pardmetros extensivos.
Esto se debe a la imposibilidad de dividir la masa de un agujero negro en subsistemas,
recordemos que de acuerdo con la Segunda Ley la suma de las areas de dos o mas
agujeros negros es siempre es menor que el area del agujero negro fusionado, i.e.,

(My+ ...+ M,)? > M+ ...+ M? usando (139)'8.

16 A decir verdad, la creacién de singulariades desnudas se considera un caso hipotético y fisicamente

no razonable de un espacio-tiempo de acuerdo a la conjetura de la censura césmica de Penrose [43].
17En realidad circunstancias de este tipo son bastante més graves pues la métrica de Kerr-Newman

falla en ser fuertemente asintoticamente predecible, una propiedad que es la base de muchos de los

teoremas de agujeros negros [55].
8Esto también demuestra que la fusién de agujeros negros es irreversible.
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Calculando la diferencial de (144), obtenemos la forma convencional de la Primera Ley

dM =TdS + PydQ + QudJ (145)
en donde
T_ oM S? — 2 (Q* + 4J7)
VMT =T — 2
N 25 M
_OM Q(S+7Q?)
b = 0Q 25 M (147)
oM TJ
Qp=—=— 14
=97~ SM (148)

son las ecuaciones de estado. En donde la tercera igualdad de la ecuacién (146) nos dice
que en el limite (143), 7" — 0, lo que significa que podemos enfriar al agujero negro

cargandolo o rotandolo.

Adicionalmente, usando las ecuaciones (144) y (146) podemos calcular el calor especifico

del agujero negro de Kerr-Newman como

oS 8T M?S?T
Cos=T| == = . 149
@7 <8T> oy QY+ 4A)(T +2M) - TS (149)
En el caso del agujero negro de Schwarzschild
08 1
C=T () = - = —8TM?, (150)
T ) o—j—o 8n1?

por lo que este se calienta conforme irradia energia, contrario a lo que sucede con los

sistemas termodindmicos ordinarios pero hecho conocido en sistemas gravitantes [18].

Una propiedad importante a destacar de (149) es que cuando 7' — 0, C s — 0 desde
valores positivos, pese a que para valores suficientemente pequeiios de QQ y J, Cg ;s es
negativo (150). En consecuencia, para ciertos valores de ) y J hay un cambio de signo
debido a la anulacién del denominador. Usualmente cuando el calor especifico pasa por

una discontinuidad infinita ésta se asocia con una transicion de fase de segundo orden.
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En [17,18], Davies encontré que dicha transicion ocurre en Q ~ 0,86M cuando &y = %
para un agujero negro sin rotacién (J = O) y en J ~ 0,68M? cuando Qy = 0,237 para

un agujero negro sin carga (@ = 0).

Por otro lado notemos que M es una funcion homogénea de grado % de los parametros
extensivos (M = M(S,Q? J)), con lo cual utilizando el teorema de Euler obtenemos

la identidad

1 1
M= TS +0Q*+QyJ =TS + 5<1>HQ +QpJ, (151)
siendo
o (I)H . S+7TQ2
©= 20  4SM (152)

Normalmente se escribe como
M =2T5 4+ ®50Q + 2QgJ, (153)

deducida originalmente por Smarr [51]. Ademas si diferenciamos (151) y usamos la

Primera Ley encontramos
—dM = 25dT + Q*dO + Jdy, (154)

la relacion de Gibbs-Duhem para agujeros negros con

oM _
or

oM _
00

oM

—25 20,

—2Q)? —2J. (155)

Finalmente, cabe sefialar que al sustituir (139) en (141) podemos obtener la ecuacién

fundamental para la entropia S = S(M, @, J) como
1
S=nr 2M2—Q2+2(M4—M2Q2—J2>2}, (156)

en donde la primera ley ahora es de la forma

= —dM — —dQ — T 1
dsS d dQ dJ, (157)

de donde podemos derivar todas las relaciones correspondientes. En esta representacion

la Segunda Ley es precisamente la condicién de concavidad de la entropia dSgy > 0.
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4.3. Termodinamica hamiltonianiana de agujeros negros

Utilizando el formalismo de la estructura de contacto, analicemos la dinamica de los
sistemas termodinamicos de agujeros negros a través de distintas funciones hamilto-

nianas.

Para empezar, dada una ecuacién fundamental M = M(S,Q,J) con condiciones de
equilibrio
oM oM oM
- Py = —— g=
oS 0Q oJ

tenemos que el Espacio Fase Termodindmico (TPS) para la termodindmica de agujeros

T (158)

negros es 7-dimensional con coordenadas (M, S,Q, J, T, Py, Qy) y con una estructura

de contacto determinada por la 1-forma de Gibbs
a=dM —TdS — ®ydQ — QudJ. (159)

El Espacio de Estados de Equilibrio (TES) es entonces 3-dimensional con coordenadas

(S,Q, J), definido por el mapeo

(160)

oM oM oM
257 0Q" aJ )

Asi mismo, es posible utilizar la representacion equivalente de la entropia siendo la

SO : (SJ Q? J) —> (M(S7 Q? J)7 S? Q? J?

1-forma de Gibbs esta vez de la forma
1
T

o Q
dM + dQ + L, (161)

OéS:dS— T

con

1 s & 95 Q4 S
TooM T 9 T o) (162)

y donde la (TES) ahora se define por el mapeo
Ps - <M7Q7J) — <M7S(M7Q7J)7QaJaT(Ma Q7 J)vq)H(MaQy‘])aQH<M7Q7J>)7
(163)
recuperando (157) de pEag = 0.

Otras representaciones también pueden ser consideradas utilizando tranformaciones
de Legendre y definiendo en cada caso un mapeo 1 para el TES. No obstante en
cualquier representacion las propiedades termodinamicas de los agujeros negros son

independientes de cualquier eleccion.
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4.3.1. Agujero negro de Schwarzschild

En este sistema el estado de equilibrio esta determinado por las siguientes ecuaciones:

1
M= T

47 8t M S (164)

El TPS es 3-dimensional asi que tomamos coordenadas (¢, z',p;) +— (M, S,T). De

acuerdo con (111) el sistema de ecuaciones asociado a un hamiltoniano de contacto h

esta dado por

dM oh dsS oh dT oh oh
i~ lar &~ ar @~ o5 Ton U6

Con el objetivo de analizar la termodindmica de este sistema en el formalismo de
contacto, utilizando las relaciones (164), proponemos los siguientes hamiltonianos de

contacto

S 1
hl = 1 hz = 3 M hg S ( )

El sistema de ecuaciones asociado a hy segtin (165) es

dM | S ds dTl 1
=M — = — = — =T — 1
dt 4 dt 0 dt Nk (167)

cuya solucion es simplemente

M(t) = M, S(t) = So T(t) =T, (168)

considerando las ecuaciones (164) y siendo My = /52 y Ty = 5 \/iTolg‘ Las graficas de

la solucién se observan en la Fig. 2.

Como \/g — M = 0, debido a que es la ecuaciéon fundamental del sistema, hy*(0)
contiene la subvariedad Lagrangiana L que describe el estado de equilibrio del agujero
negro de Schwarzschild. L es invariante respecto al flujo de V}, o dicho de otra forma
Vi, es tangente a L. Es facil ver de (168) que todas las relaciones entre las variables

termodinamicas se preservan para t # (.

19Nos situamos en la subvariad de Legendre propia del sistema.

46



1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

—— Masa M(t)
—— Entropia S(t)
== Temperatura T(t)
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Figura 2: Gréafica de las curvas caracteristicas de h; con My = i, Sy = % y Ty = i.
A su vez, el sistema de ecuaciones asociado a hy segin (165) es
dM 1 s ar T
am -~ 1 - = 169
dt — 8rM dt dt 8w M?’ (169)

cuya soluciéon esta dada por la funciones

[AMZm +t dm
_ _ _ [ 170
M(t) =+ o S(t) = S+t T(t) = +Ty M, PV (170)

Las graficas de esta solucion se pueden revisar en la Fig. 3.

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

Figura 3: Grafica de las curvas caracteristicas de hy con My = =

Como T — L

= Masa M(t)
= Entropia S(t)
== Temperatura T(t)

8w M

SOZ%YTOZi

o)

= 0, pues es la ecuacion de estado del sistema, V}, es tangente a

la subvariedad L que constituye el estado de equilibrio del sistema. Utilizando (170)
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podemos comprobar que través de este proceso para valores t # 0 todas las relaciones

entre las variables termodinédmicas se preservan,

'T“)::sﬁjku) M) =29 ) = 2rws). (171)

4

Por su parte, el sistema de ecuaciones asociado a hz segun (165) es

M T
M s dT

—_— = — =25 — =-T, 172
dt dt dt (172)
que puede ser integrado facilmente para obtener la solucion
M(t) = Mye S(t) = Spe* T(t) = Toe " (173)
Las graficas de la solucion se representan en la Fig. 4.
3.0
—— Masa M(t)
—— Entropfa S(t)
25 [ == Temperatura T(t)_
2.0F B
1.0 /
0.5 )‘/// 4
0.95 s 2 T3 4 5

Figura 4: Grafica de las curvas caracteristicas de hz con My = %, So = % y Ty = i.

Como 2T'S — M = 0, segin la relaciéon de Smarr, V}, es tangente a la subvariedad L
que representa el estado de equilibrio del sistema. También de (173) es sencillo verificar
que durante este proceso para valores t # 0 todas las relaciones entre las variables

termodinamicas también se preservan.

Como pudimos ver, cada hamiltoniano de contacto que planteamos gener6 un proceso
termodinamico distinto, en el sentido de que la subvariedad Lagrangiana L que equivale

al estado de equilibrio del agujero negro de Schwarzschild permanecié invariante ante
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el flujo del campo vectotrial asociando a cada hamiltoniano. Tomando esto en cuenta
y revisando el sistema de ecuaciones (165), es posible mediante las relaciones (164)
formular nuevos hamiltonianos y describir procesos termodindmicos especificos. Por

ejemplo, tomando

S
que de acuerdo con (165) tiene asociado el sistema
dM S ds dr S 1
—=M-— — = — = 1 — 1
dt 47 M dt 0 dt ( * 47TM2> 4 M’ (175)
tiene una solucion dada por
1+ (4\/7TSOT0 — 1)€2t
M(t) = M, S(t) =5 T(t) = 176
( ) 0 ( ) 0 ( ) 4\/7_(—50 ) ( )
con My = f—g. Mediante (164) podemos comprobar que hy = 0 y por ende afirmar

que este hamiltoniano describe entonces un proceso adiabatico.

A traves de las graficas podemos ver que el comportamiento de las soluciones puede
ser catalogado en tres conjuntos de funciones diferentes usando las mismas condiciones
iniciales y satisfaciendo todas las relaciones termodinamicas que describen el estado de
equilibrio del agujero negro de Schwarzschild. El hamiltoniano h4 es ejemplo de esto,
pues aunque representa un proceso termodinamico distinto, el exigir que satisfaga las
condiciones de equilibrio nos devuelve el mismo proceso que h;. Mas atn, hy y hy son la
transformacion identidad pues durante este proceso no cambian los valores originales
del agujero negro. Debido a lo anterior podemos decir que en el agujero negro de

Schwarzschild no hay procesos puramente adiabaticos o isotérmicos.

En el caso de hy v hg las transformaciones establecen procesos en los cuales tanto
la masa como la entropia aumentan, este es un comportamiento que esperariamos de
la entropia S en un proceso termodindmico ordinario pues en virtud de (156) con
J = @ = 0, un aumento de masa aumenta la entropia. La temperatura por otro lado
disminuye sin llegar a cero, mantiendo la relacién entre la masa M y la temperatura T

asi como la concordancia con el calor especifico (150).
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4.3.2. Agujero negro de Reissner-Nordstrom

En un agujero negro de Reissner-Nordstrom las relaciones que establecen el estado de
equilibrio termodinamico estan dadas por
S — 7Q? i
S +7Q? T="——"5 Py = \f
M =2TS + o5Q

M=

1
2vmS (177)
Con la finalidad de de analizar la termodindmica de este sistema en el formalismo de
contacto, usaremos las relaciones (177) para proponer los siguientes hamiltonianos de

contacto:

1
2/ 7S

5—nQ? o [T
4,/7S3 o = b \/;Q (178)

hy=2TS +®yQ — M

hi = (S+mQ* — M hey =T —

El sistema de ecuaciones asociado a hy de acuerdo con (111) es

dM 1 5 ds dQ
W—M PWeTS —WS(S+7TQ) E—O dt_o
(179)
2
LI N VR
dt 4/7S>2 dt S

cuya solucion es simplemente

considerando las ecuaciones (177) con My = ﬁ(&) + 7Q2), Ty = So—ﬂ'Q&g y ®po =
0 4TS

\ /SLOQO. Las graficas de la solucion se puede consultar en la Fig. 5.

Puesto que h; = 0, debido a que es la ecuacién fundamental del sistema, h; ' (0) contiene
la subvariedad Lagrangiana L que constituye el estado de equilibrio del agujero negro
de Reissner-Nordstrom. Es facil ver que para t # 0 todas las relaciones termodindmicas

Se conservarll.
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T

—— Masa M(t)

—— Entropia S(t)

6 Carga Q(t)

— = Temperatura T(t)
Potencial Eléctrico ®y(t)

t

Figura 5: Gréfica de las curvas caracteristicas de h; con M(0) = %=, S(0) = 2m,

Q(0) = 1, T(0) = =, ®4(0) = 2.

Por otro lado, para hy con base en (111) tenemos el sistema de ecuaciones

dM S — wQ? ds dQ
= 3 _— = ]_ —_— = O
dt 4/7S>2 dt dt
(181)
d£_37Q2—S d@H__ﬁQ
W dt 283"’
cuya solucion esta dada por la funciones
3T+t
M(t) = ————— S(t)=2m+t Q) =1
2\/m(2m + 1)
(182)
T+t us
Tt) = —— Dy(t) = :
W= rer o )=\ or

para M(0) = 37‘/5, S(0) =27, Q(0)=1,T(0) = ﬁ, $4(0) = % Las gréficas de esta

solucién se observan en la Fig. 6.

Como hy = 0, debido a que es una ecuacion de estado del sistema, V}, es tangente a la

subvariedad L que representa el estado de equilibrio del sistema.
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Figura 6: Grafica de las curvas caracteristicas de hy con M (0) = 3%4/5, S(0) = 2m,
En cambio, para hg con base en (111) tenemos el sistema de ecuaciones
oM _ /7 s _ 0 aQ _ 1
a VS dt dt
(183)
I 7Q Aoy \/7
293 a VS
cuya solucién esta dada por la funciones
2M, Do (1% + 2Qot
Mgy = POQADAEL A0 gy — 5, QU= Qo+
2Qo
, (184)
453 Ty — /mt* — 2 t P t
7y = TV ZWIAE g gy D@t D)
482 Qo

Las graficas de la solucion (184) estén representadas en la Fig. 7.

Asi mismo, dado que hs = 0, debido a que es una ecuacién de estado del sistema, V},

es tangente a la subvariedad L que equivale al estado de equilibrio del sistema.

Finalmente, de acuerdo con (111) el sistema de ecuaciones asociado a hy es el siguiente

dM s aQ

=M — =2 =
ar _ oy _
dt a7
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Figura 7: Grafica de las curvas caracteristicas de hs con M(0) = 3%4/5, S(0) = 2m,
_ _ 1 _ 1

que podemos integrar facilmente para obtener

M(t) == Moet S(t) == 8062t Q(t) == Q0€t
(186)
T(t) = Toe™ Dy (t) = Ppo,
y cuyas graficas se pueden revisar en la Fig. 8.
y // [,
Carga Q(t)
12 [ "
10F .
8f / .
6
4
2
8.0 0.5 1.0 15 20 2.5 3.0 3.5
t
Figura 8: Gréfica de las curvas caracteristicas de hy con M(0) = 3%4/5, S(0) = 2m,

Q(0) = 1, T(0) = 2. B4 (0) = .

Ya que hy = 0, debido a la relaciéon de Smarr, Vj,, es tangente a la subvariedad L

que describe el estado de equilibrio del sistema. En este caso también es facil com-
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probar usando (186) que para valores t # 0 todas las relaciones entre las variables

termodinamicas se conservan.

Nuevamente cada hamiltoniano de contacto contemplado genera un proceso termodi-
namico distinto como resultado de la invariancia de la subvariedad Lagrangiana L que
constituye el estado de equilibrio del agujero negro de Reissner-Nordstrom respecto
al flujo del campo vectorial asociando a cada hamiltoniano. Ademas para elaborar las
graficas se utilizaron las mismas condiciones iniciales en cada solucién, manteniendo

todas las relaciones termodinamicas involucradas en el estado de equilibrio del sistema.

Una vez mas h; es la transformacion identidad, dejando durante este proceso los valores
originales del agujero negro. Del mismo modo, el caso de h, es similar al proceso hs de
Schwarzschild pues el comportamiendo de la masa M, la entropia S y la temperatura
T en ambos es el practicamente el mismo, suponemos debido a que ambos se basan en

la relacién de Smarr.

El hamiltoniano hg se basa en la ecuacién de estado para el potencial eléctrico ®. De
todos los hamiltonianos considerados es el tinico proceso adiabatico y en el cual la
temperatura 7' llega a cero. En este punto es posible ver de la Fig. 7 que M ~ @), es
decir el limite del agujero negro extremal (143) para J = 0. Desde el punto de vista de
la fisica es remarcable que el formalismo de contacto sea congruente con este resultado,
sin embargo, matematicamente ese punto no represena un limite para el formalismo

pues las funciones continuan tomando valores posteriores a este.

En el proceso h, el comportamiento mas destacable es el de la temperatura 7', que
presenta un maximo antes de comenzar a disminuir sin llegar a cero, como puede verse
en la Fig. 9. En este maximo se satisfacen las relaciones () ~ 0,86 M y &y = % que de
acuerdo con Davies [17,18] corresponde a una transicién de fase de segundo orden al
diverger (149), lo cual explicaria este peculiar cambio en la temperatura. Mas atin, si
tomamos como valor inicial ® o < % notamos que este maximo no esta presente Fig.

10.
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Figura 9: Gréfica centrada en la curva caracteristica 1" de hs.
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Figura 10: Grafica centrada en la curva caracteristica 7' de hy con ®(0) = %

4.3.3. Agujero negro de Kerr
En un agujero negro de Kerr las relaciones que establecen el estado de equilibrio ter-

modinamico estan dadas por

2 T2 g Oy — 2
47T+ S "

M- s wJ : S?2 — 4m?J? mJ
B 8mS2M SM (187)

M =2TS+2QyzJ.

De igual forma que los casos anteriores, para analizar la termodindmica de este siste-

ma en el formalismo de contacto, consideramos las relaciones (187) para proponer los
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siguientes hamiltonianos de contacto:

1
S wJ*\? S? — 472 J?
=—+—=—| - M ho=T — ———
In <47TjL S) 2 TS M
(188)
wJ

Antes de comenzar, cabe mencionar que debido a la complejidad de este agujero negro,
algunos de los sistemas de ecuaciones fueron integrados de forma ntimerica utilizando
el software Mathematica. Por consiguiente, no en todos los casos se cuenta con la forma

explicita de las soluciones.

El sistema de ecuaciones asociado a hy de acuerdo con (111) es

1
dM S wJ*\? s dJ
dt_M_<47r+S> a v @l
(189)
dE_ _52—47r2J2 dQH_Q _ﬂ
dt 8mS2M a1 SM
cuya solucion es simplemente
M(t) = My S(t) = So Q(t) = Qo
(190)
T(t) - TQ QH(t) — QH07

considerando las ecuaciones (187) con My = IR/ R N/ 2
nsideran uacion LMo = {ir T 75 ) » 0= Ja52ar, Y **HO = SoMp-

La grafica de la solucién se puede revisar en la Fig. 11.

Puesto que h; = 0, debido a que es la ecuacién fundamental del sistema, k' (0) contiene
la subvariedad Lagrangiana L que representa el estado de equilibrio del agujero negro

de Kerr. También para t # 0 todas las relaciones termodinamicas se conservan.

Por otro lado, para hy con base en (111) tenemos el sistema de ecuaciones
dM  S? —4x*J? as ) dJ

_ @ _ g
d - 8nSEM dt dt

d—T——T S?2 — 4x? J? (1+2M)+ 1

a ST ST ) T dxnis (191)

dQH__Q S?% — Ax? J? B wJ
d T\ srs2a S2M’
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Figura 11: Gréafica de las curvas caracteristicas de hy con M(0) = @, S(0) = 3m,

cuya solucién puede verse graficada en la Fig. 12.
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Figura 12: Gréafica de las curvas caracteristicas de hy con M(0) = @, S(0) = 3m,

J(0) =1, T(0) = 5 mm Q(0) = 7.

Como hy = 0, debido a que es una ecuacién de estado del sistema, X}, es tangente a

la subvariedad L que representa el estado de equilibrio del sistema.
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En cambio, para h3 con base en (111) tenemos el sistema de ecuaciones

A xS s
dt  SM dt dt
(192)
dT’ wJ dQpy T
dt —(TS+M) <52M2> dt (M = $2y) (SMQ) ’

cuya solucién se encuentra graficada en la Fig. 13.
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Figura 13: Grafica de las curvas caracteristicas de hg con M(0) = @, S(0) = 3m,

Ademas, dado que hg = 0, debido a que es una ecuacién de estado del sistema, V;,, es

tangente a la subvariedad L del sistema.

Finalmente, de acuerdo con (111) el sistema de ecuaciones asociado a hy es el siguiente

@M _ ., dS _ g aJ _ o
di__T CZQJ__Q
dt a "

que a diferencia de los sistemas anteriores podemos integrar facilmente para obtener

M(t) = Mye! S(t) = Sye* J(t) = Jpe*
(t) = Mo (t) = So (t) = o (104)
T(t) = Toe™" Qu = Qpoe™,

y cuyas graficas pueden consultarse en la Fig. 14.
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Figura 14: Gréafica de las curvas caracteristicas de hy con M(0) = @, S(0) = 3m,
_ _ 5 _ 2
J(0) =1, T(0) = 555 “u(0) = -

Ya que hy = 0, debido a la relacién de Smarr, V}, es tangente a la subvariedad L que
constituye el estado de equilibrio del sistema. En este caso particular también es facil
comprobar usando (194) que para valores t # 0 todas las relaciones entre las variables

termodindmicas se conservan.

Una vez mas cada hamiltoniano de contacto representa un proceso termodinamico dis-
tinto como resultado de la invariancia de la subvariedad Lagrangiana L que representa
el estado de equilibrio del agujero negro de Kerr respecto al flujo del campo vecto-
rial asociando a cada hamiltoniano. Asi mismo para elaborar las gréficas se utilizaron
las mismas condiciones iniciales en cada solucién, manteniendo todas las relaciones

termodinamicas involucradas en el estado de equilibrio del sistema.

De nueva cuenta h; es la transformaciéon identidad, dejando durante este proceso los
valores originales del agujero negro. De igual forma el caso de hy es similar al proceso
hs de Schwarzschild siendo el comportamiendo de la masa M, la entropia S y la tem-
peratura 7' en ambos béasicamente el mismo, pensamos también debido a la relacion de

Smarr.

El hamiltoniano hg se basa en la ecuacién de estado para la velocidad angular 2. Del
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resto de los hamiltonianos considerados es el tinico proceso adiabatico y en el cual la
temperatura T llega a cero. En este punto M? = .J, es decir el limite del agujero negro
extremal (143) para Q = 0. Al igual que el sistema anterior, este resultado es coherente

con la fisica pero no supone un limite para el formalismo de contacto.

En el proceso hs la temperatura 7' una vez mas presenta un comportamiento notable al
exponer un maximo antes de comenzar a disminuir sin llegar a cero, como puede verse
en la Fig. 15. Algo peculiar de este maximo es que se satisface la relaciéon J ~ 0,68 M3
pero no la relacién Qg ~ 0,237 que de acuerdo con Davies [17, 18] corresponde a una
transiciéon de fase. Sin embargo, si tomamos el cociente QTH en (187) y sustituimos

J ~ 0,68 M? obtenemos QTH = cte =~ 5,82 valor que si se corresponde con la grafica.

0.040 T T T T

== Temperatura T(t)

0.035f : f 1
0.030} : : 1
0.025} ~~

0.020}

0.015

0.010} ]

0.005F | : < : ]

0.000 10 20 30 40 50

Figura 15: Grafica centrada en la curva caracteristica T de hs.

4.3.4. Agujero negro de Kerr-Newman

En un agujero negro de Kerr-Newman las relaciones que establecen el estado de equi-
librio termodindmico estan dadas por (144) y (146)-(153), debido a que se trata de
del agujero negro mas general. Con la finalidad de analizar la termodindmica de este

sistema en el formalismo de contacto, utilizaremos estas relaciones para proponer los
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siguientes hamiltonianos de contacto

B S Q2 71.@4 7TJ2 %
h“”“(m*z*y;*s

S? — Q" + 4.7 Q(S +7Q?) (195)
hy =T~ 8752 M ha =P = =500
he= Q= 2L b — 0TS + Q20T — M
4 — StH SM 5 — H H .

Antes de comenzar, es preciso senalar que debido a la complejidad de este agujero
negro, la mayoria de los sistemas de ecuaciones fueron integrados de forma ntmerica
utilizando el software Mathematica. Por consiguiente, no en todos los casos se cuenta

con la forma explicita de las soluciones.

El sistema de ecuaciones asociado a hy de acuerdo con (111) es

M (S Q@ xQ' wJ\? s dQ dJ
dt—@a*z+%ﬂ‘s B A
ar _ 8- n(Q 40 dby _ o QS+ Q)

dt 81 S2M a7 25 M
€y _ Oy — ﬂ
a " s
(196)
cuya solucion es simplemente
M(t) = M, S(t) =S Q) =Q J(t) = J
(t) = My (t) = So (t) = Qo (t) (197)

1
considerando (144) y (146)-(153) con M, = (@ + %4 Ty %) Ty = %CW’

2
Dpo = % y Qno = g3 La gréfica de la solucion esta representada en la Fig.

16.

Puesto que h; = 0, debido a que es la ecuacién fundamental del sistema, h;*(0) con-
tiene la subvariedad Lagrangiana L del estado de equilibrio del agujero negro de Kerr-

Newman. Notemos que para t # 0 todas las relaciones termodinamicas se conservan.
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Figura 16: Gréfica de las curvas caracterfsticas de hy con M(0) = /2, S(0) = 3,

Q(0) = J(0) = 1, T(0) = A, B (0) = 2, 0 (0) = .

Por otro lado, para hy con base en (111) tenemos el sistema de ecuaciones

dM  S* —71(Q* + 4J?) @_1 @_0 d—‘]—o
dt 892 M dt dt dt
dT S? — 12(Q* + 4.J7) oM 1
— =T 1
i ( TIVE < * ST> T s

(198)

ddy o S?—rm(Q' +4J%)\ 7@’
a 852 M2 252 M

A _ S?—m(Q*+4%)\ @]
a A 8752 M2 S2M

cuya solucién puede verse graficada en la Fig. 17.

Ademas, como hy = 0, debido a que es una ecuacion de estado del sistema, V;, es

tangente a la subvariedad L que describe el estado de equilibrio del sistema.
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Figura 17: Grafica de las curvas caracteristicas de hy con M(0) = \/g, S(0) = 3m,
Q0) = J(0) = 1, T(0) = —, yy(0) = 2=, y(0) = L.

En cambio, para hs con base en (111) tenemos el sistema de ecuaciones

dM  Q(S +7Q?) s _, dQ _ ] _
dt — 2SM dt dt dt
dT Q(S + mQ?) Q
@~ IS M) ( 2522 ) TS
(199)
APy S+ mQ? TQ?
i~ @+ M) ( 2SN ) T sM

A o (QS +7Q?)
a — H 25 M?2

cuya solucién puede consultarse en la Fig. 18.

Asi mismo, dado que hs = 0, debido a que es una ecuacion de estado del sistema, V,

es tangente a la subvariedad L que constituye el estado de equilibrio del sistema.

63



! ! ! ! ! —I Masa M(t) I ‘
1.6 i 7 Carga Q(t) !
—— Momento Angular J(t)
1.4F i == Temperatura T(t) ]
) Potencial Eléctrico ®y(t)
== Velocidad Angular Qu(t)
1.2F » ]
1.0
0.8
0.6
0.4
T e e s T R
O b o o o o g ey — o - e -l 1 1 1
8.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
t
Figura 18: Grafica de las curvas caracteristicas de hs con M(0) = /2, S(0) = 3,

Q(0) = J(0) = 1, T(0) = 575, Pu(0) = 55 Qu(0) = 5.

Por su parte, para hy con base en (111) tenemos el sistema de ecuaciones

aM 7] odS o dQ )
dt  SM dt dt dt
dT’ J
al M 200
g~ TS+ M) <S2M2> (200)
dq)H mJ dQH s
dt H(SM2> dt (=S + )(SM2>’

cuya solucién se puede revisar en la Fig. 19.

Mas atn, como hy = 0, debido a que es una ecuaciéon de estado del sistema, V}, es

tangente a la subvariedad L que representa el estado de equilibrio del sistema.

Finalmente hs, de acuerdo con (111) tiene asociado el siguiente sistema de ecuaciones

aM ds dQ dJ

e Y/ 22 _ 958 A = =2J
a _ . o _ A _
dt dat a

que, a diferencia de los sistemas anteriores, podemos integrar facilmente para obtener

M(t) = Moe' S(t) = Spe Q(t) = Qoc' 0=kt
T(t) = Toe™ Dy (t) = By O = Qoe .
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Figura 19: Grafica de las curvas caracteristicas de hy con M(0) = /2, S(0) = 3,

Q(0) = J(0) = 1, T(0) = A, By(0) = 22, p(0) = .
cuyas graficas se observan en la Fig. 20.

Ya que h; = 0, debido a la relaciéon de Smarr, V},, es tangente a la subvariedad L
del estado de equilibrio del sistema. En este caso también es facil comprobar usando

(202) que para valores t # 0 todas las relaciones entre las variables termodindmicas se

conservarl.
20.0 T T
—— Masa M(t)
—— Entropfa S(t)
17.5¢ Carga Q(t) ]
—— Momento Angular J(t)
150 == Temperatura T(t) 1

Potencial Eléctrico ®y(t)
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5.0
2.5F . ]
Eocrss - | a1 1 i .
080 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 2.0
t
Figura 20: Gréfica de las curvas caracterfsticas de hs con M(0) = /2, S(0) = 3,

Q) = J(0) = 1, T(0) = s, 1r(0) = Z5. 2r(0) = Ao
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Al igual que los sistemas anteriores cada hamiltoniano de contacto representa un pro-
ceso termodindmico distinto como resultado de la invariancia de la subvariedad La-
grangiana L que describe el estado de equilibrio del agujero negro de Kerr-Newman
respecto al flujo del campo vectorial asociando a cada hamiltoniano. Del mismo modo
para elaborar las graficas se utilizaron las mismas condiciones iniciales en cada solu-
cion, manteniendo todas las relaciones termodinamicas involucradas en el estado de

equilibrio del sistema.

Como en los otros sistemas hy es la transformacion identidad. Asi mismo, hs incorpora
el comportamiento de todas las variables termodinamicas que ya hemos visto en los

sistemas pasados para los hamiltonianos basados en la relacién de Smarr.

En el proceso hs la temperatura 7T sigue presentando un maximo antes de comenzar a
disminuir sin llegar a cero, como puede verse en la Fig. 15. En este maximo, basados en
nuestra experiencia previa con el resto de sistemas, asumimos que ocurre una transicion
de fase en la cual se cumplen las siguientes relaciones () ~ 0,66M, &5 = 16,777,
J ~ 0,44M?* y Qp ~ 4,66T que ya no corresponden a las encontradas por Davies [17,18]

pues el agujero negro de Kerr-Newman tiene tanto carga como momento angular.
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Figura 21: Grafica centrada en la curva caracteristica 7' de hs.

Los hamiltonianos hs y hs se basan en las ecuaciones de estado para el potencial

eléctrico Py y el momento angular 2y respectivamente. De forma analoga a los dos
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sistemas previos, son procesos adiabaticos y en los cuales la temperatura T llega a
cero. En este punto en ambos procesos se satisface el limite del agujero negro extremal
M* = M?Q? + J?. Debido a que este sistema es el mds general, este resultado es el
mejor ejemplo de la consistencia que tiene el formalismo de contacto con la fisica de
agujeros negros, no obstante, al igual que con los casos anteriores dicha condicién no

constituye un limite para el formalismo.

4.3.5. Transformaciones del agujero negro de Schwarzschild

A diferencia de los ejemplos de la seccién 4.3.1, un campo vectorial X}, asociado a
un hamiltoniano de contacto h que no es tangente a la subvariedad de Lagrange L
que constituye el estado de equilibrio del agujero negro de Schwarzschild, no puede ser
tratado como un generador de un proceso termodinamico, sin embargo, si podemos
tomar la transformacién inducida como una forma de deformar el agujero negro de
Schwarzschild en una familia uniparamétrica de nuevos sistemas termodinamicos con
sus correspondientes ecuaciones de estado. Este procedimiento es de hecho el que se
utilizé para obtener el gas de Van der Wall a partir de gas ideal, por lo que en este
contexto nuestro objetivo sera encontrar un hamiltoniano de contacto que nos permita
pasar de un agujero negro de Schwarzschild a un agujero negro de Reissner-Nordstrom

o Kerr.

Recordemos que en el agujero negro de Schwarzschild la tnica ecuacion de estado es

_ ! (203)
- 8TM’
Si la comparamos con la correspondiente ecuacién de estado en Kerr-Newman
1 4 J?
¢ T (204)

T 8aM  8S2M 2520

podemos observar que la diferencia con un agujero negro con carga o momento angu-

1

lar es un término o g5;;. Tomando esto en consideracién proponemos los siguientes

hamiltonianos de contacto

hlz

(; =S =M (205)



con C' una constante distinta de cero.

El sistema de ecuaciones asociado a h; segin (165) es

dM 20 dS ¢ 4T

b — = 0 206
dt T dt 17 dt ’ (206)
cuya solucion esta dada por la funciones
MyTy — 2Ct SoTZ — Ct
M) =" S)y=""0 " TH) =T, (207)
Th 15

En este hamiltoniano hy|p, = % # 0, el campo vectorial X3, ya no es tangente a la
subvariedad Lagrangiana L correspondiente al estado de equilibrio del agujero negro
de Schwarzschild. El flujo de X}, ya no deja invariante a L, asi que permite llevar las
ecuaciones de estado originales a nuevas relaciones uniparamétricas. Utilizando (207)

en (164) para t # 0 obtenemos

1 2Ct
T(t) = — . 208
(t) 8nM(t) M(t) (208)
Por otro lado, el sistema de ecuaciones asociado a hy segin (165) es
aMd _ 20 45 C a _ ¢ (209)
dt ST dt — ST? dt ST
cuya solucion esta dada por la funciones
MySoTy — 2Ct —5te s
M(t) = = OSOT S(t) = Spe 57 T(t) = Tye ™07 . (210)
olo

En este hamiltoniano hy|p, = S% # 0, asi que el campo vectorial Xj, no es tangente
a la subvariedad Lagrangiana L correspondiente al estado de equilibrio sistema. De
esta manera X}, también permite llevar las ecuaciones de estado originales a nuevas

relaciones uniparamétricas. Utilizando (210) en (164) para t # 0 encontramos

eSOTET 2t
0 =S ~ soM; (211)

Finalmente, el sistema de ecuaciones asociado a hjz segtin (165) es

M __CMdS dT_C(M_T), (212)

dat S dt dat  S\S
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cuya solucién esta dada por la funciones

—Ct

—ct C Mot + S3T(t)\ _c
M (t) = Moe o S(t) =S T(t) = ( ° ; L U) e 5. (213)
0
En este hamiltoniano hs|, = CTM # 0, el campo vectorial X}, tampoco es tangente

a la subvariedad Lagrangiana L correspondiente al estado de equilibrio sistema, por
lo que X}, de igual forma permite llevar las ecuaciones de estado originales a nuevas
relaciones uniparamétricas. Utilizando (213) en (164) para t # 0 obtenemos

e T oM@
= &M@ TS (214)

(%)

Si bien podemos ajustar la constante C' de manera apropiada segin sea el caso, es

evidente que en ningin ejemplo el segundo término de T'(t) es de la forma SQLM El

mas parecido es el hamiltoniano hs, que ademas induce una transformacién que deja

TO*

invariante la entropia. Solo como agregado a este comportamiento tomemos C' = —=&-

2 1. .. . .
yC = —% para escribir explicitamente las ecuaciones de estado de un agujero negro

transformado con carga ) o momento angular J, respectivamente. Esto es

4 47
_ eﬂ?gt WQ4M(t)t B 6%% WJQM(t)t 215
T<t)787TM(t)_ 85(t)? T<t)787TM(t)_ 25(t)2 219
M) =215+ "4l = ersio + L

graficadas en la Fig. 22.

La transformacion del hamiltoniano hz genera un comportamiento en la variables ter-
modinamicas similar al que encontramos en los hamiltonianos h,4 correspondientes a
las ecuaciones de estado para el potencial eléctrico g v la velocidad angular Q2 de
los agujeros negros de Reissner-Nordstrom y Kerr, sin embargo, el cero de la funcion

T'(t) no reproduce en ningin caso el limite del agujero negro extremal (143).
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Figura 22: Gréfica de las curvas caracteristicas de hs con M(0) = 5=, S(0) = 2, T(0) =
iparanlszl.

4.3.6. Transformaciones del agujero negro de Schwarzschild en AdS

En la termodinamica de agujeros negros normalmente la masa M toma el papel de la
energia interna U del sistema, sin embargo, para un agujero negro dentro de un espacio-
tiempo de anti-de Sitter (AdS) se ha propuesto [32], que es més adecuado interpretar

a la masa M como la entalpia H, i.e.
M=H(S,P)=U(S,V)+ PV. (216)

En donde PV se asume como la contribuciéon a la masa-energia del agujero negro
debido a la densidad de energia del vacio e = —P = 8%, pues si este tiene un volumen
V' entonces la energia contenida es eV = — PV y por ende la energia total corresponde
a U= M — PV. En este marco, el volumen termodindmico se define como la variable

conjugada de la presién dada la transformacién de Legendre (216),

0H
V=5 (217)

Como resultado la primera ley adopta la forma
dU =TdS 4 &dQ) + QudJ — PdV, (218)
obtenida a apartir de la transformada de Legendre de
dM =dH =TdS + dQ) + QpdJ + VdP. (219)
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La adicién del término PV es una cuestion que ha sido abordada desde hace algunas de-
cadas, con trabajos que han dado lugar a notables descubrimientos [19,20,25,32,49,53].
En particular, la incorporaciéon de A a lista de variables termodindamicas es justificada
bajo argumentos de escala en [32], como un término necesario para la correcta defi-
nicién de la relacion de Smarr (153) sobre funciones termodindmicas. Dicha relacion

ahora se expresa como
(D—-3)M = (D—-2)TS+ (D —-3)Q®+ (D —2)QyJ — 2PV, (220)
con D la dimension del espacio-tiempo.

Mencionado lo anterior, examinemos la termodinamica involucrada en esta nueva pers-

pectiva para el agujero negro de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom en AdS.

En un agujero negro de Schwarzschild en AdS el elemento de linea es

ds* = —f(r)dt* + f~rdr* + r?dQ?, (221)
siendo
2 A
fry=1-2"_ grt A2 = d0® 4 sin®(0)dg” (222)
T

El horizonte de eventos esta dado por
A g
f(rn)=0 — 37h T Th +2m =0, (223)
y resolviendo para m tenemos

Th A
m= (1 + 37»2) : (224)

Para una A negativa la masa ADM es M = m [20], asi que podemos identificarla con

la entalpia H(S, P) = M = m y obtener

H(S, P) = (i) ’ (1 + 85P> . (225)

3

DN | —
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Ahora que tenemos el potencial, calcular las ecuaciones de estado para la temperatura

Ty el volumen V' se hace de la manera usual, i.e.

N ANIRYERE: 1A}
T_<&JP_4Q£>(H@wﬂ_ — (226)
_(OH\ 4S8 Amr}
V—<ap>s—3ﬁ— 3 (221)

De donde a su vez obtenemos la ecuacion para la presion P,

T 1
P_¢52—%W (228)

Del mismo modo, en un agujero negro de Reissner-Nordstrom en AdS [19,20], la entalpia
esta dada por

1 .
H(S,P)=M = ——573(85°P ? 22
(S, P) 5= HBSP 435 + 3107, (229)

con lo cual las ecuaciones de estado son

1 3
T _ -2 2P o 2 2
74\/%5 2(8S“P+ S — Q") (230)
4 S3 473
V=_-I_=_""t 231
3T 3 (231)
T 1 TQ?
p—. /- - % 232
52 "85 " g% (232)
Esta ultima ecuacion se suele reescribir como
T 1 202
p-l_ ¢ (233)

v 2mu? ot

1
siendo v = 2r;, = 2 (%) ® el volumen especifico. El uso de este volumen en lugar del
termodindmico es derivado del trabajo de [35], donde se le asocia a un fluido de Van

de Waals debido al comportamiento tan similar que presenta (233) con dicho gas.

Ahora bien, utilizando el formalismo de los hamiltonianos de contacto veamos como
a diferencia de la seccién anterior 4.3.5, en este contexto si es posible encontrar un
hamiltoniano de contacto que nos permite pasar del agujero negro de Schwarzschild al

agujero negro de Reissner-Nordstrom.
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En [25] se propone el hamiltoniano

C

h=——
Vi

C>0 (234)

con C una constante. El sistema de ecuaciones asociado a h segin (165) es

am_4c o ds_, dp_1cC
dt  3Vs dt dt — 3Vs
(235)
dr av
— =0 — =0
dt dt ’
cuya solucion es simplemente
4 C 1C
H(t):HO—l-th S(t):SO P(t):PQ‘i‘gjt
45 45 (236)
T =T  V()=V
Este hamiltoniano h|;, = _v% # 0, asi que el campo vectorial X}, no es tangente a la
3

subvariedad Lagrangiana L que representa el estado de equilibrio del agujero negro de
Schwarzschild en AdS. Por ende, como podemos ver de (236), el flujo de X, transforma
la presion P en la siguiente relacion uniparamétrica
16C [ 3 \3
P=FP+—(—) t 237
ANt (zm) ’ (237)

1
en términos del volumen especifico v = 2 (%) ®. Si sustituimos a su vez este resultado

en la ecuacion de estado (228), para t # 0 obtenemos

16C (3\s, T 1
- =) t=—= : 238
vt (477) v 2m0? (238)
De la cual, si elegimos la constante C' de forma apropiada, i.e.
3Q2 /4w
C=— () , 239
8 \ 3 (239)

encontramos exactamente la ecuacion de estado para un agujero negro cargado en AdS

(232):
T 1 2Q?

v 2?2 ot

(240)
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en realidad una serie de ecuaciones de estado debido a t € R. Mas atn, si revisamos

la ecuacién de estado para V' (227), notaremos que el volumen esta relacionado con la

entropia®® como
483

V=-— 241

razon por la cual un hamiltoniano un equivalente a (234) es

n = —Ql <M> C >0. (242)
S2 4

En este ejemplo el sistema de ecuaciones asociado a b’ de acuerdo con (165) es

aH _C (3ym\Sds AP
dt g3\ 4 dt dt
(243)
ar 10 (3yT\ v
dt 295\ 4 dt
y su soluciéon
%
}MFEW§<%3t S(t) = So P(t) = Ry
(244)

ﬂa:T_;;<§Fyt V(t) = Vi,

Las variables termodinamicas transformadas ahora son H y T', no obstante, si de igual
forma utilizando la constante C' definida en (239) las sustituimos en las respectivas
ecuaciones (225) y (226) del agujero negro de Schwarzschild en AdS, lo que obtendremos
seran las correspondientes ecuaciones (229) y (230) del agujero negro de Reissner-

Nordstrom en AdS. De modo que este hamiltoniano también permite pasar de un

agujero a otro en AdS.

20Esta relacién se mantiene para agujeros negros sin rotaciéon en cualquier dimensién [20)].
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5. Conclusiones

En este trabajo hemos abordado de manera satisfactoria la termodinamica en equlibrio
de los agujeros negros a través del formalismo de los hamiltonianos de contacto. En
concreto, analizamos los distintos procesos termodinamicos del agujero negro de Sch-
warzschild, Reissner-Nordstrom, Kerr y Kerr-Newman generados por hamiltonianos
basados en la ecuaciéon fundamental, las ecuaciones de estado y la relacion de Smarr de
cada sistema. Adicionalmente debido al alcance del formalismo se examinaron también

transformaciones del agujero negro de Schwarzschild a otras estructuras.

Si bien el comportamiento general de los procesos termodindmicos encontrados co-
rresponde al que esperariamos de un sistema ordinario, destacamos los hamiltonianos

basados en las ecuaciones de estado pues presentan propiedades interesantes.

Para los agujeros negros de Reissner-Nordstrom, Kerr y Kerr-Newman los hamilto-
nianos basados en las ecuaciones de estado del potencial eléctrico y momento angular
permitieron obtener procesos que corroboraba el limite del agujero negro extremal
(143) cuando la temperatura T'(t) llegaba a cero. Por otra parte, de los hamiltonianos
basados en la ecuacion de estado de la temperatura, se encontraron procesos en donde
fue posible identificar la transiciéon de fase del agujero negro esta vez en el maximo de
la funcién temperatura T'(t). Por tltimo, el agujero negro de Schwarzschild al ser el
mas sencillo no cuenta con ninguna de estas peculiaridades, hecho que se ve reflejado

en el proceso del hamiltoniano basado en su tnica ecuaciéon de estado.

En cuanto a las transformaciones del agujero negro de Schwarzschild, se emplearon
hamiltonianos de contacto con campos vectoriales asociados no tangentes a la subva-
riedad de Lagrange que describe el estado de equilibrio del sistema con la intencion
de transformarlo en un agujero negro que si poseyera carga o momento angular. Des-
afortunadamente no se logré encontrar dicha transformacién, sin embargo, de acuerdo
con [25], es posible alcanzar tal objetivo en un espacio-tiempo AdS donde es posible

definir variables termodinamicas presentes en sistemas termodindmicos ordinarios.
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Dados los resultados obtenidos en este trabajo considero que el formalismo de los ha-
miltonianos de contacto es una herramienta 1til y una buena alternativa para analizar
la termodinamica de los sistemas en equilibrio termodinamico. Si bien nos hemos con-
centrado enteramente en los agujeros negros, lo que aqui se ha presentado es solo una
muestra de la capacidad que tiene el abordar la termodinamica desde un enfoque geo-
métrico. Quedan aun muchos sistemas por analizar y dentro de los mismo algunos
aspectos a los cuales todavia podriamos darles una interpretacién, no es exagerado

pensar que resta mucho por explorar en este ambito.
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