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Capitulo 1

Introduccion

La gravedad es, sin duda alguna, algo que esta presente en nuestro dia a dia. Su estudio formal
empez6 en el S. XVII con el analisis de los datos astronémicos del movimiento de los planetas
alrededor del Sol. A través de un analisis inductivo, Isaac Newton postuldé una ley que describe
esta fuerza [1]. Con el pasar de los anos, han surgido nuevas formas de entenderla, y las técnicas
implementadas para estudiarla han ido evolucionando. El gran avance de la tecnologia nos permitié
observar el movimiento de las estrellas en el centro galactico. Los datos recabados de sus posiciones

en el cielo abren las puertas a una forma de estudiar la gravedad en este régimen.

En este capitulo se habla del origen del estudio matemético de la gravitacion en el S. XVII con
Isaac Newton y su Ley Universal de la Gravedad. Ademas, se muestran las complicaciones que tuvo
esta teorfa para explicar la magnitud de precesion observada en la érbita de Mercurio alrededor
del Sol. Més adelante veremos que a inicios del S. XX, Albert Einstein introdujo su teoria de la
Relatividad General, la cual cambi6 drasticamente nuestro entendimiento de la gravedad; entre sus
muchos éxitos estd la obtenciéon de la correcta magnitud de precesién de la érbita de Mercurio.
Luego, se presenta la historia del descubrimiento de una de fuente intensa de ondas de radio en
nuestro propio centro galactico: Sagitario A* (Sgr A*). Finalmente, se muestran diversos métodos
utilizados para estudiar su naturaleza; entre estos se habla del ajuste a modelos tedricos de 6rbitas

estelares observadas alrededor de Sgr A*, siendo la més estudiada una estrella llamada S2.

1.1. Historia de la gravitacion

El estudio matematicamente formal de la gravedad como fuerza tiene sus origenes en el S. XVII

con los trabajos de Sir Isaac Newton [1]|. Después de postular sus leyes de la mecénica, y gracias a los
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8 Capitulo 1. Introduccion

trabajos previos de astronomos como Johannes Kepler, Newton formul6 una teoria capaz de explicar
de manera matemaética el movimiento de los planetas alrededor del Sol; ésta era una cuestiéon que
habia inquietado a grandes mentes como Robert Hooke, pero que no pudieron encontrar una forma
de resolver [2]. De esta manera, Newton fue capaz de escribir su Ley Universal de la Gravedad,
postulando la forma en la que se atraen diferentes cuerpos, como por ejemplo la Tierra y el Sol.
Mas atn, es universal porque explica tanto los movimientos celestes como los terrestres; esto es, la
calda de una manzana en la Tierra tiene el mismo origen que la 6rbita de los planetas alrededor del

Sol. Matematicamente, la fuerza de atracciéon entre dos cuerpos se escribe como

Gmims .

F=——Z—7, (1.1)

r
donde mq, mg representan las masas de los cuerpos, r y 7 la distancia que los separa y el vector
unitario que los une, respectivamente, y G es la constante universal de la gravedad y tiene
un valor de G = 6.673 x 10" "' m>?kg's72 [3]. Un hecho importante a resaltar de la Ec. (1.1) es la
dependencia de la atraccién con las masas gravitacionales de los objetos. ;jExiste alguna relacién
entre las masas gravitacionales y las masas inerciales de estos? En el Cap. 3 exploraremos esta

pregunta, la respuesta que se propuso y sus consecuencias.

Como se puede observar de la Ec. (1.1), la atraccion entre cuerpos es proporcional al producto de
sus masas pero inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que los separa. Esta Ley nos
dice entonces que las masas de los cuerpos dan origen a la gravedad y que cualesquiera cuerpos con
masa se sienten atraidos entre si, sin importar la distancia; en este sentido, se dice que la gravedad

es una fuerza de alcance infinito.

Durante los siglos siguientes a Newton, su Ley Universal de la Gravedad fue la forma de entender
esta interaccién. De hecho, es esta misma ley la que se sigue utilizando para todo fin practico al dia
de hoy, salvo en algunas situaciones muy particulares [1]. En términos generales, las leyes de Newton
son suficientes para poder explicar el comportamiento de todos los cuerpos del Sistema Solar, incluso
la precesion de las orbitas de cast todos los planetas. La precesion de una érbita quiere decir que el
punto de maximo acercamiento, también llamado perihelio,! no es fijo en el tiempo y en cada ciclo
orbital se mueve |3]; en este caso, avanza en el sentido de la 6rbita. En un principio, si se considera
solamente la interacciéon de un planeta y el Sol, la érbita del primero alrededor del segundo no
deberia presentar precesion y el perihelio deberia permanecer fijo en el espacio. No obstante, hay
que recordar que esta situacién no es realista, pues existen més cuerpos en el Sistema Solar que

también ejercen una atracciéon con el planeta de acuerdo a la Ec. (1.1).

1El sufijo -helio es porque orbita al Sol, pero en general el punto de méximo acercamiento se puede llamar pericentro
o pertastro.
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Sin duda alguna, estas interacciones entre todos los planetas complican el problema ya que
entonces cada planeta no solamente se siente atraido por el Sol, sino también por todos los demas
cuerpos del Sistema Solar. Una manera de atacar esta situacién es suponer que, dado un planeta,
todos los deméas son en realidad anillos concéntricos de densidad de masa constante y cuya masa
total es igual a la de su respectivo planeta, y con radio igual al radio promedio de su orbita [3].
Este método permite promediar las perturbaciones gravitacionales que ejercerian los demés planetas

sobre la 6rbita de un planeta dado, teniendo asi una descripcién mucho més detallada y realista.

Evidentemente, este modelo esta dejando de lado cosas como las excentricidades de las 6rbitas
o incluso las pequetias inclinaciones de los planos orbitales de los planetas. Sin embargo, aun si se
toman en cuenta, la precesiéon teodrica de la 6rbita de Mercurio difiere de la observada, siendo éstas
5.32 arcseg/ano y 5.74 arcseg/ano, respectivamente. El hecho de que sea la precesion del planeta
més cercano al Sol la que no encaja con lo observado es un fuerte indicio de que tal vez la teoria de

Newton tiene sus limitaciones en ciertas situaciones, como se discutira en el Cap. 3.

Después de publicar su Teoria de la Relatividad Especial (RE) [5], Einstein introdujo una
descripcion de la dindmica de los cuerpos que se mueven a velocidades relativas cercanas a la de
la luz. Esta nueva descripciéon rompidé con ideas que se tenian desde la época de Newton, siendo
el mejor ejemplo que en la primera no existe un tiempo absoluto, dejando de lado el concepto de
instantaneidad absoluta. Una década después, la teoria se generalizo, por lo que recibe el nombre de
Relatividad General (RG) [!|. En esta nueva teoria se da una descripcion totalmente diferente
a la gravedad: ya no es una fuerza, sino la consecuencia de la deformacién de un nuevo concepto

llamado espacio-tiempo.

La RG dio un sinfin de predicciones como la desviaciéon de la luz al pasar cerca de cuerpos
masivos |1], la precesion natural de orbitas |1, o incluso nuevos objetos astrofisicos que desafian
completamente nuestro entendimiento de la teoria: los agujeros negros [6]. Histéricamente, la com-
probacion de la desviaciéon de la luz en 1919 por Eddington fue la que catapulté a Einstein a la
fama mundial por su nueva descripcion del universo [7]. Ademaés, aplicando su nuevo formalismo
fue capaz de explicar con suma precision el avance del perihelio de la 6rbita de Mercurio; obtuvo un
valor de 5.75 arcseg/ano, siendo un valor casi idéntico al observado [3]. De esta manera, la RG fue
capaz de explicar la dinamica del Sistema Solar de manera excelente; por otro lado, los recientes
avances en la observacién astronémica han permitido poner a prueba sus limites en regimenes de

campos gravitacionales méas fuertes, como lo es el centro galactico [9] [10].

Finalmente, una de las predicciones més sorprendentes de la RG es la existencia de agujeros
negros, i.e. objetos tan masivos que no dejan que ni siquiera la luz escape de ellos. No obstante,

es importante mencionar que esta idea es algo que ha existido desde la fisica newtoniana. En el S.
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XVIII, el naturalista John Michell y el matematico Pierre Simon Laplace se dieron cuenta de que
al aplicar las leyes de la dinaAmica de Newton junto con su teoria de la gravedad se podria tener un
objeto tan masivo que su velocidad de escape serfa mayor que la de la luz [11]; es claro que en ese
entonces no se tenia evidencia de que la luz fuera afectada por la gravedad como sucede con otros
objetos, pero de ser asi, toda luz emitida en la superficie estaria atrapada gravitacionalmente. John
Michell penso este escenario para estrellas con una densidad de masa muy grande, por lo que acuné
el término estrella oscura [!1]. Hoy en dia sabemos que ésta no seria la explicacion del origen de
dichos objetos, aunque la existencia de los agujeros negros tiene cada vez méas evidencia a favor [12]

y podria existir uno con millones de veces la masa del Sol mas cerca de lo que pensamos.

1.2. Descubrimiento de Sgr A*

Se habia observado que existian fuentes de ondas de radio en los 16bulos de galaxias distantes,
pero también se encontré6 una fuente importante de estas ondas en la constelaciéon de Sagitario,
hacia el centro de la Via Léctea. Debido a que esta fuente era la mas intensa, se denomindé como
Sagitario A (Sgr A). Al principio no se contaba con la resolucion suficiente para poder analizar estas
regiones de una mejor manera, pero tiempo después, y con el desarrollo de la radio interferometria,
se observo que en realidad Sgr A tenia varios componentes [12|. Entre estas componentes estan Sgr
A-Este y Sgr A-Oeste. La primera de éstas corresponde a un remanente de una supernova, mientras
que la segunda es una fuente de bremsstrahlung® de gas ionizado. En 1974, se encontré una fuente de
ondas de radio con un didmetro menor a 1 arcseg y fue nombrada Sgr A* [13]. La Fig. 1.1 muestra

la region central de Sgr A, donde se puede observar un punto més intenso que corresponde a Sgr
A*,

2El bremsstrahlung es radiaciéon electromagnética que emiten particulas cargadas debido a la desaceleracién pro-
ducida por un campo eléctrico de otra particula.
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Figura 1.1: Vista de los 0.25 pc centrales del centro galactico. El punto més oscuro en la imagen
corresponde a la fuente Sgr A*. Imagen tomada de [12].

1.2.1. La naturaleza de Sgr A*

Por medio de observaciones de las velocidades de los cimulos de gas, y suponiendo que estos
estan en Orbitas circulares, se pudo concluir que deberian orbitar una masa central de varios millones
de masas solares [11], ademés de estrellas a una distancia menor a 1 pc cuyas masas deberian
sumar varios millones de masas solares. Estos resultados mostraron que, en efecto, hay una gran
concentracion de masa en nuestro centro galactico. Sin embargo, una distribucion de ~ 107 estrellas

en el centro todavia no podia ser descartada como la respuesta a esta alta concentracion de masa [12].

El estudio de la radiacion emitida por gases tiene sus limitaciones, pues estos pueden interactuar
de otras formas ademas de la gravitacional; por otro lado, la principal interaccion entre las estrellas
es gravitacional. En un principio, la presencia de un cimulo de estrellas en el centro galactico pasd
desapercibida porque la luz visible emitida por éstas es absorbida por todo el gas en el centro
galactico y todo el que se encuentra entre la Tierra y Sgr A*. No obstante, estas estrellas pueden ser
observadas en el espectro infrarrojo, pues las ondas en este rango no son totalmente absorbidas. De
esta manera, la observacion de estas estrellas dio lugar a otro método para estudiar la masa en el
centro de la Via Lactea. La Fig. 1.2 muestra las posiciones observadas de diferentes estrellas desde
1995 hasta 2003 [15].
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Figura 1.2: Posiciones astrométricas de siete estrellas en el centro galactico tomadas entre 1995 y
2003. Figura tomada de [15].

De las observaciones de las posiciones estelares y los ajustes a sus érbitas se puede notar que las
estrellas permanecen en 6rbitas elipticas casi perfectas, por lo que la mayoria de la masa, la cual
no es directamente observable, deberia estar contenida dentro de un radio de alrededor de 100 AU
(= 0.0005 pc) [12]. Resulta que ademés los vectores de aceleracion de las estrellas apuntan a un
centro gravitacional comtn muy cerca de la posicion de la fuente Sgr A*. Es importante notar que
la posibilidad de que esta fuente sea en realidad un objeto lejano que se proyecte en el cielo de tal
manera que se observe muy cerca del foco de las 6rbitas estelares es demasiado remota. Ademas,
por medio del estudio de cuésares distantes es posible determinar que Sgr A* tiene una dindmica
que coincide con la del centro galéctico; esto muestra que efectivamente esta fuente se encuentra en

la Via Lactea y que ademas est4 muy cerca del centro de ésta.

Una de las maneras més importantes de estudiar a Sgr A* y sus propiedades es por medio del
estudio de las 6rbitas estelares a su alrededor. Entre todas las estrellas que se encuentran en el
camulo del centro galactico, una de las més estudiadas es la estrella llamada S2 (en la literatura
también es conocida como S0-2). Para esta estrella en particular se ha estudiado su corrimiento
al rojo gravitacional en 2019 [10] y la precesion de su orbita en 2020 [9]; ambos estudios han sido
totalmente consistentes con la RG. En particular, su precesion se ha observado que es de d¢ ~ 12

arcmin por periodo orbital, lo cual es totalmente consistente con el espacio-tiempo de Schwarzschild
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de la RG3. A través de los afios se han observado numerosas posiciones de S2 a lo largo de su
orbita alrededor de Sgr A*, lo cual permite ajustar modelos a estos datos con el fin de estudiar la
naturaleza de Sgr A* como candidato a agujero negro stipermasivo (SMBH, por sus siglas en inglés).
Ademés, es importante mencionar que estos estudios de las estrellas orbitando Sgr A* valieron para
la mitad del Premio Nobel de 2020.

La Fig. 1.3 muestra 45 posiciones de S2 observadas entre 1995 y 2018, cubriendo més de un ciclo

orbital |
su pericentro con respecto a Sgr A* (= 120 AU), y su velocidad orbital maxima (=~ 7700 km/s) [9];

|. Lo que hace especial a esta estrella es la cantidad de datos que se tienen, la cercania de

es por esto mismo que S2 es una excelente candidata para estudiar la validez de la RG en el régimen

gravitacional presente en el centro galactico.
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Figura 1.3: Posiciones de la estrella S2 observadas entre 1995 y 2018. Cada posicién tiene su incer-
tidumbre asociada y en el centro del sistema coordenado se marca a Sgr A*. Figura realizada con
los datos proporcionados en [10].

3En la literatura es comln encontrar que se utiliza este espacio-tiempo principalmente por sus simetrias y la
resolucién actual de los datos.
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De esta manera, las orbitas estelares alrededor de Sgr A* nos brindan una herramienta para
estudiar el comportamiento de la RG en un régimen no estudiado antes y explorar sus limites, tal
como pasé con la gravitacion de Newton el siglo anterior. Ademaés, el ajuste de orbitas a los datos,
que es el tema principal de este trabajo, nos abre las puertas a una nueva forma de poner a prueba
diversas teorias o propuestas sobre la naturaleza de Sgr A*, haciendo que las 6rbitas estelares sean

una nueva herramienta para estudiar la naturaleza del espacio-tiempo.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar la naturaleza de Sgr A* por medio del analisis de la
orbita de la estrella S2 en el marco de la Relatividad General utilizando métodos estocasticos; la meta
es obtener las distribuciones de los valores de los parametros que describen a este sistema. Para esto,
los Capitulos 2 y 3 acttian como marco tedrico, donde en el primero introducimos toda la herramienta
matemaética necesaria de geometria diferencial para asi dedicar el segundo a la formulacion de la
Relatividad General como teorfa fisica haciendo uso de los conceptos matemaéticos previamente
desarrollados. Ademés, en el Cap. 3 hablaremos en particular de la solucion de Schwarzschild y de

las ecuaciones que rigen el movimiento de una particula en un espacio-tiempo con simetria esférica.

En el Capitulo 4 explicamos los métodos de Monte Carlo como herramienta para resolver proble-
mas usando variables aleatorias y las Cadenas de Markov como procesos estocasticos markovianos.
Luego, mostramos cémo la union de estos da origen a los llamados métodos MCMC, los cuales son
utilizados para obtener las distribuciones de valores de los parametros de un modelo para ajustar a
un conjunto de datos; en esta parte hacemos explicita la conexién entre estos métodos y el problema

particular de la 6rbita de la estrella S2 alrededor de Sgr A*.

Una vez explicadas la parte tedrica de la RG y la solucién de Schwarzschild, y contando con
los conocimientos de los métodos MCMC, la primera parte del Capitulo 5 sirve para describir la
construcciéon y el funcionamiento del algoritmo de cémputo desarrollado para esta tesis. Después,
la segunda parte del mismo estd destinada a presentar los resultados obtenidos en este trabajo.
Finalmente, en el Capitulo 6 escribimos las conclusiones obtenidas a partir de los resultados y

describimos las ventajas y limitaciones de los métodos utilizados para obtenerlos.



Capitulo 2
Variedades y curvatura

En este capitulo se introducen las herramientas matematicas necesarias para entender la teoria
de la Relatividad General de manera semiformal; en particular, para una lectura mas especializa-
da en los temas de Geometria Diferencial y Variedades se recomiendan los libros de Wald [16] y
Chandrasekhar [17]. A lo largo de este capitulo se dan temas como variedades, tensores, curvatura
y geodésicas, haciendo énfasis en los célculos y el sentido geométrico de algunas definiciones, como
el transporte paralelo, por ejemplo; un libro que en particular sigue este enfoque es Gravitation |18]

de donde se tomaron algunos ejemplos y descripciones.

2.1. Variedades

Definicién 2.1.1 Una wvariedad, denotada como M, real, n-dimensional, y de clase C™, es un

conjunto de puntos y una coleccion de subconjuntos {On} con o € I un indice, tales que:

1. Cada punto p € M pertenece al menos a un Oy ; dicho de otra forma, la coleccion {O4} cubre
totalmente a M.

2. Para cada « existe un mapeo Wy : On — U,, con U, un subconjunto abierto en R™ que es

UNO-a-UNO Y suprayectivo.

3. Supongamos que 3 a, 8 tales que O,NOg # @. Entonces se puede considerar el mapeo \1150\11;1
que toma puntos en W, [Oq N O] C Uy y los manda a Wg[Oq N Og| C Ug. En este sentido, el

mapeo Wg o Ul es una funcion de R™ a R™ que pedimos sea de clase C™.

15



16 Capitulo 2. Variedades y curvatura

Como se puede observar de la Definicién 2.1.1, la variedad no es mas que un conjunto de puntos
que cumplen con ciertas caracteristicas. Esto implica para que cumpla otras mas particulares, se le
tienen que definir las estructuras deseadas. Todas estas estructuras se le irdn dando a lo largo de

este capitulo.

Los mapeos ¥, cuya accién se puede observar en la Fig. 2.1, son llamados cartas o sistemas
coordenados, y el conjunto de todas las cartas es llamado atlas. De esta manera, se suele decir

que el atlas cubre a toda la variedad.

)

Figura 2.1: Accion de los mapeos dados en la Definicion 2.1.1. Los conjuntos U,,Ug son abiertos

en R", mientras que los conjuntos O, Og son conjuntos de puntos de la variedad. Imagen tomada
de [19].

. , . / e
Sixt, con = 1,2,...,n son n nameros que describen puntos en U,, y z* son n niameros que
describen puntos en Upg, entonces la transiciéon de un sistema coordenado al otro estd dado por
. / / .
funciones de la forma z# = x# (2#), recordando que se tiene un mapeo de clase C™ que los conecta.

Cabe mencionar que las variedades relevantes en la RG son infinitamente diferenciables o de clase

C™.

Definicién 2.1.2 Sean dos variedades M y M’ de clase C*°. Un difeomorfismo es un mapeo

f:M—= M que es uno-a-uno, suprayectivo y con inversa de clase C*.

Si bien en la definicion se entiende que se necesitan varios conjuntos {O,} para cubrir a toda la
variedad, en realidad puede suceder que una variedad pueda ser cubierta por una sola carta. Por

ejemplo, considérese el conjunto de puntos en R™ con carta R™. Se puede tomar como mapeo a la
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identidad Z : R™ — R™. En este sentido, se satisfacen cada una de las condiciones de la Definicién
2.1.1. Sin embargo, y como es de esperarse, son pocas las variedades que pueden ser cubiertas de

esta manera.

Por ejemplo, sea la 2-esfera unitaria, S?, la cual esta definida por el conjunto de puntos
&= (o}, 22, o) € B (&) + () + (*)2 = 1) .
En este caso, se definen los abiertos |10]

OF = {(2', 2?, 2%) € §*| +2' >0},
que corresponden a seis hemisferios en la esfera. Es claro que {O,Li} cubren a S?. Ahora, los mapeos
U Ol?t — U; € R? pueden ser construidos como las proyecciones a D = {(z, y) € R?| 22 +y? = 1},
que corresponde al disco unitario bidimensional. Finalmente, la composicién \I/;IE o (\Il;E)_l es de clase
C*, por lo que S? es una variedad real 2-dimensional. Otros ejemplos de variedades 2-dimensionales

son el toro y el cilindro, cada una con sus respectivas cartas definidas.

Sean dos variedades M y M’ de dimensionalidades n y n/, respectivamente. Se puede construir
el espacio de puntos M x M’ de los pares (p,p’) € M x M, que corresponde al producto cartesiano
entre las variedades, con p € M y p’ € M’ tal que se tiene una variedad de dimension n + n'.
Para esto, se definen los abiertos Onp = Oy X Op y Uyg == Uy x Ug con el mapeo ¥og5(p,p) =
[Wo(p), Us(p')]. De estas definiciones se tiene que Wop : Opp € M x M’ — Uy C R™7; este
proceso permite construir variedades de dimensiones mayores a partir de otras variedades, o también

para entender una variedad dada como el producto cartesiano de variedades distintas.

2.1.1. Vectores y campos en la variedad

Definicién 2.1.3 Sea F la coleccion de funciones C*° de M a R. Se define el vector tangente en
p € M como un mapeo v : F — R que es lineal y sigue la regla de Leibniz. Entonces, si a,b € R y
1,9 € F, se satisface:

1. v(af 4 bg) = av(f) + bv(g) ,

2. v(fg) = f(p)v(g) + gp)v(f) -

Si v, es un vector tangente al punto p € M, se sobrentiende que cualquier funcion f € F se

evaliia en p. De esta manera, un vector tangente a un punto de la variedad toma funciones y arroja
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escalares. Al conjunto de vectores tangentes a un punto p se le denota 7, M. Ahora, si se definen la

suma de vectores y el producto por un escalar como:

= (v1+v2)f = vi(f) +va(f) ,
» v(af) = av(f),

con vy, v2 € T,M ya € R, se tiene que T, M es un espacio vectorial, el cual es cominmente llamado
espacio tangente en p. Debido a que el dominio de los vectores son las funciones C*°, dada una
f € F, dos vectores diferentes en 1), M pueden dar valores reales diferentes; esto es, en general puede

suceder que v1(f) # va(f). Ademaés, si M tiene dimension n, se satisface que dim(Tp, M) = n [10].

Sabiendo que se tiene una estructura de espacio vectorial, el siguiente paso es dar una base para
sus elementos. Una base natural para estos es la llamada base coordenada, dada por las funciones
X, : F — R definidas como

X,(f) = 2 (fou)

- oxH

Y (2'1)

con f € F. Es importante notar que se esta evaluando el punto ¥(p) € R" y que X, lo esta
mandando a R. En general se suelen denotar estos elementos como X, = 0/dz* = 8,. Debido a

que es una base, los vectores tangentes en p pueden ser escritos como una combinacién lineal
v= E v X, =010, , (2.2)
o

donde en la segunda igualdad se omite la suma al utilizar la convenciéon de suma de Einstein. En
la expresién anterior se hace evidente que el vector no es un objeto por si mismo debido a que la
parcial debe actuar sobre una funciéon. Otra cosa a resaltar es la dependencia de la expresion (2.1) de
la carta correspondiente; es decir, si se tiene otra carta W', entonces {X,,} # {X},} con las funciones

X ;L definidas con la carta primada; no obstante, se pueden relacionar ambas bases siguiendo

(2.3)

con z'¥ la componente v del mapeo ¥ o W~ Con base en lo anterior, se tiene que dadas dos cartas

diferentes, ¥ y ¥, la relacion entre las componentes de un vector v es

v
V" = Zv“ gzu ) (2.4)
n
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donde los coeficientes corresponden a v# = v(z# o ¥). La Ec. (2.4) recibe el nombre de regla de
transformaciéon de vectores. Esto se sigue de que el vector v es un objeto independiente de la
base que se elija, por lo que v = ) v#X,,, pero también v = > v X], y utilizando la expresion
para el cambio de los elementos de la base se obtiene la transformacion de las componentes de
v de una carta a otra. Debido a que usamos cartas, las componentes del vector solamente van a
estar definidas donde las coordenadas estén definidas. Mas aitin, la transformacién de coordenadas

requiere que ambos sistemas coordenados estén definidos en dicha region.

Sean dos puntos p,q € M. Debido a que los vectores tangentes se definen de manera puntual
sobre la variedad, dos vectores en puntos diferentes viven en espacios tangentes diferentes. Ademas,
si bien en R"™ se puede definir un vector que conecte dos puntos diferentes, esta estructura se pierde
en la variedad, por lo que en general no existe un vector que conecte dos puntos sobre ésta. Sin

embargo, el espacio tangente mantiene la nociéon de desplazamientos infinitesimales.

Sean p y ¢ dos puntos en la variedad infinitesimalmente cercanos; es decir, dada una carta
U, sean (%) las coordenadas de p y (z% + dz®) las coordenadas de ¢. Definimos el vector de
desplazamiento infinitesimal, dz € T, M, como aquel cuya accién sobre una funcién escalar f

681

dz(f) = df,,, = f(a) — f(p) - (2.5)

La eleccion de notacion para el vector de desplazamiento infinitesimal se sigue de la notacién
que se suele utilizar para cambios infinitesimales en un vector en el espacio plano y porque en la
base coordenada las componentes de este vector van a ser los incrementos infinitesimales dz®, i.e.,
dx = dz“8,. Es importante notar que en R™ se tiene la estructura de espacio vectorial, por lo que
la nocién de un vector que conecte puntos infinitesimalmente cercanos es natural. No obstante, en
una variedad no se cuenta con dicha estructura, como ya se comentd con anterioridad, y es por lo
mismo que en este caso un vector que “conecte” dos puntos cercanos debe darse por medio de una

funcién evaluada en dichos puntos.

Una curva suave « en una variedad M es un mapeo suave, es decir, C*°, de un intervalo I C R
a la variedad [16]; entonces v : I C R — M. Dado un punto p € M por el cual pasa 7 se puede
asociar un vector tangente § € T, M con dicha curva. Una vez que se escoge una carta ¥, la curva

v en M se mapea a una curva z = z(\) en R™. Definimos el vector tangente a 7 en p como aquel

LAl ser p y ¢ puntos infinitesimalmente cercanos, existe una tinica curva v que los une. Otra manera de definir el
vector de desplazamiento infinitesimal es d& := vd\, con v el vector tangente en p y dX el incremento infinitesimal
del parametro de 7. Para un desarrollo més profundo siguiendo este enfoque se recomienda [20].
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con las componentes
dx*

b= —— , 2.6
=, (2.6

con \g el valor en I que corresponde a p. Entonces la componente p del vector tangente a vy no es
més que la derivada de la componente p de la funcién que mapea el intervalo a R™ evaluada en ).
Sea una funcién escalar ¢ : M — R. Un vector tangente define el operador diferencial £ = £#8,

que acttia sobre ¢ como &H0,,p.

Un campo tangente, v, en M es la asignaciéon de un vector tangente v, € T, M para cada
p € M. Decimos que el campo tangente es suave si para cada funcion suave f € F, v(f) también

lo es. Esto implica que v es suave si y solo si las componentes v* lo son [10].

2.1.2. Formas lineales

Un tipo de operaciéon que se puede realizar sobre los vectores definidos en la seccién anterior es
asignarlos a un namero real. Lo interesante de esta operacién es que se puede definir de tal manera

que sea de forma lineal.

Definicién 2.1.4 Sea p € M y T, M su espacio tangente. Definimos una forma lineal como el

mapeo lineal

w: Ty,M— R

v = w(v),

con v € T,M. Sean v,u € T,M y A € R. Como w es un mapeo lineal se satisface

wAv +u) = w(v) +wu) .

Es importante resaltar que la notacion w(v) hace explicito el hecho de que es la forma lineal la que
esta actuando sobre el vector v; sin embargo, otra notaciéon comiun en la literatura es (-,-), por lo
que una forma lineal actuando sobre un vector también suele escribirse como (w,v) [17] [18]. A lo

largo de este trabajo se usaran ambas notaciones segtin cual sea mas ilustrativa en cada caso.

Como una forma lineal, w, actiia sobre T, M, se puede observar que entonces ésta también se
define de manera local en la variedad. Ademés, dadas dos formas lineales, w y 7, y v € T, M, en

general se tiene que (w,v) # (m,v). Si se definen la suma de formas lineales y el producto por un
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escalar, A € R, como

<w+ﬂ-7v> = <w7v> + <7'l',’U> y
(Aw,v) = Mw,v) ,

se tiene que el conjunto de formas lineales actuando sobre T, M forma un espacio vectorial; este

espacio es llamado espacio dual de T, M y se denota por T; M.

Sea una carta ¥ que actia sobre el conjunto de puntos {z*} y la base coordenada (8,) de T, M

asociada a ésta. Entonces existe una tnica base, (dz®), que satisface

(dz®,8,) =0, , (2.7)

donde 4;; es la delta de Kronecker. La base (dz®) es llamada base dual de (8,). Debido a que es
una base, cualquier forma lineal w puede expandirse en términos de ésta, por lo que se tiene que

w = wedx®. Utilizando esto, se puede ver que la accién de la forma lineal sobre un vector v es

<wa U) = (wadaco‘, Uuaﬂ>
= wa vt (dz®, 0,)
= wav“csloj

= wuv® .

De la expresion anterior de puede ver que efectivamente (w,v) € R. Sea ahora una base (e;)
de T,M. Entonces (w,v) = (w,v’e;) = v'(w,e;). Definamos (w,e;) = w; como los ntimeros a
los cuales son mapeados los elementos de la base del espacio tangente bajo la accién de w. De
esta manera, se tiene que (w,v) = w;v’, en concordancia con la Ec. (2.8). Como base para M
podemos escoger las formas lineales (€') que mapean un vector a su i-ésima componente, es decir,

(€',v) =o', implicando que (€%, e;) = 5; Con base en esto,

(w,v) = wiv*
= w; (', 17 e;)
= wi<éivv>

= <wiéi7 'U> )

de donde vemos que dada una base (€°) para el espacio dual, cualquier forma lineal se puede expandir

como w = w;e", donde los elementos de la base son aquellos que arrojan la componente respectiva
)
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de los vectores. Las igualdades en (2.8) son un caso particular de lo anterior donde la base del
espacio tangente es precisamente la base coordenada. Ademés, las componentes de una forma lineal

se transforman como

ozt
W, = gwﬂ 5o (2.10)

Como w es una combinacién lineal de las &', que ademas satisfacen (€’ e;) = 6;, se tiene que
dim(Ty M) = dim(T,M). La relaciéon e; < €' da origen a un isomorfismo entre TpM y M,
por lo que ambos espacios tienen la misma estructura, pero no hay que olvidar que se tiene una
dependencia en la eleccion de base. Al igual que un campo vectorial es la asignacién de un vector a
cada p € M, también se le puede asociar una forma lineal a cada punto en la variedad. Ademés, a
las formas lineales se les suele denotar también por 1-formas y estos nombres se utilizan de manera

indistinta.

En cuanto al espacio dual, podemos también hacer un mapeo de sus elementos a los reales igual
que como se hizo con los vectores por medio de las formas lineales. Asi, se tendria un espacio
doble dual denotado T;*M cuyos elementos mapean formas lineales a los reales. Sea entonces
QeTyMywe T;M, por lo que Q(w) € R. Sin embargo, para cada 2 se puede asociar un
v € T,M tal que los valores reales Q(w),w(v) sean iguales. De esta manera se tiene un mapeo?
de elementos del espacio doble dual al espacio tangente que es uno-a-uno y ademés suprayectivo
porque dim(7;* M) = dim(7; M). Por estas razones vemos que el espacio doble dual no es nada

nuevo, sino que de hecho corresponde a T, M.

2.1.3. Tensores

Definicion 2.1.5 Sea un punto p € M. Definimos el tensor de tipo (k,l), con k,l € N, como el

mapeo multilineal

T:TyMx .. X TIMXTM x o x TyM — R
k veces 1 veces
(W1, ey WE, V1 ooy U)) = T(wi, ..., Wk, V1, ..., U])

con w; € TyM yvj € TyM.

2La definicién y propiedades de este mapeo van mas alla de los objetivos de este trabajo. Sin embargo, se reco-
miendan [16,17] para un desarrollo mas profundo al respecto.
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También se dice que el tensor de tipo (k,l) es k-veces contravariante y [-veces covariante, y que

su orden es k + [ € N. Ademaés, que sea multilineal significa que
T(wi,...,wk, a0 + fu, vy, ...,v) = oT(wi,...,wk, v, V2, ..., ;) + T (w1, .., W, U, Vo, ..., V])

para cada una de sus entradas y con a, 8 € R. Denotamos a la coleccion de tensores de orden (k,1)
como T (k,1). Definiendo el producto por un escalar y la suma de tensores de orden (k,[) de manera

usual, esta coleccion es un espacio vectorial cuya dimension es nFt.

Con base en la Definicion 2.1.5, podemos ver que w : T, M — R es un tensor de tipo (0,1) y
v : TyM — R es un tensor de tipo (1,0); esto explica la primera notacion dada para las formas
lineales actuando sobre los vectores. Sea un tensor de tipo (1,1), T : TyM x TpM — R. Si fijamos
v € TyM, tenemos que T'(-,v) es un mapeo de Ty M a los reales, por lo que es un vector. Asf,
tenemos que un tensor de tipo (1,1) puede verse como un mapeo lineal de 7, M en si mismo, y de

manera similar para w € T; M fija.

Sean un tensor, T', de tipo (k,l), y otro tensor S, de tipo (r,m). Se puede construir un tensor
de tipo (k + r,1 +m) mediante el producto exterior de estos, denotado por T'® S, que acttia sobre

k 4 r covectores y I + m vectores como
1 k 1 k k+1 k
T®SW, ..., v, ., vim) = {T(w W ,'vl,...,’vl)} {S(w How +Tavl+1a--'7vl+m)} .

En la expresion anterior tenemos que lo que estéd dentro de los corchetes es un niimero real, por
lo que se tiene la multiplicacién usual entre ntimeros reales. De lo anterior se puede observar que
se pueden construir tensores de orden arbitrario mediante los productos tensoriales necesarios de

vectores y covectores.
Dada una base (e;) de T,M y una base (&’) de T,y M, cualquier tensor de orden (k+1) se puede
expandir como

T =T""% 560 @. . Qe @. . e (2.11)

donde (eq, ® ... ® €4, ® € @ ... ® €7) actiia sobre (wy, ..., W, V1, ..., ;) como

(Eay @ ... @ €qy, @ EMN @ ... @) (W1, .., Wk, V1, o, 1)) = (W 0y ) (W €0, ) (EP 1) ... (EP1 1)

1.2 kB, B2 B
= Way Way - Wa, U1 Vg~ U

Los nft! coeficientes escalares Tal“‘agln_ 5, son llamados los componentes del tensor T' con respecto

a la base (e; ® €7); estos son tnicos y caracterizan de manera completa al tensor. Por ejemplo, sea
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un tensor de tipo (0,2), g : T,M x T, M — R, en una variedad de dimensiéon n = 4. En este caso,

g tiene 16 componentes g,g3.

En general, las componentes de un tensor de tipo (k,1), T, se transforman de un sistema coor-

denado a otro mediante la regla de transformaciéon de tensores, la cual establece que

T/p,’l... !

Ky, _
! !
lll...l/l
11

n
Ox'HMt oY
I AL Ay (2.12)

Yt Oy, ox!

...I/l:1 v

De la expresion anterior se puede observar que si las componentes de un tensor se anulan en un siste-
ma coordenado, entonces en cualquier otro también lo haran. Ademaés, esta expresion es consistente

con las Ecs. (2.4) y (2.10), pues los vectores y covectores son casos particulares de tensores.

Definiciéon 2.1.6 Un campo tensorial de tipo (k,l) es la asignacion de un tensor T € T (k,l)

para cada p € M.

Por convencién, un campo escalar en M es un campo tensorial de tipo (0,0).

2.1.4. Tensor Métrico

Definiciéon 2.1.7 Un tensor métrico, g, en M es un campo tensorial que satisface:

1. g es un campo tensorial de tipo (0,2). Entonces, dado p € M, g es un mapeo g : T, M X
oM — R.

2. g es simétrico, i.e. g(v,u) = g(u,v) para cualesquiera v,u € T,M.

3. g es no-degenerado: si g(u,v) =0 para cualquier uw € Ty M, entonces v es el vector cero.

Recordemos que, dada la estructura que tenemos hasta ahora en M, se pierde la nocién de des-
plazamiento desde un punto p a un punto arbitrario ¢g. Sin embargo, el espacio tangente preserva
la nocién de desplazamientos infinitesimales alrededor del punto p por medio del vector dx. De
manera intuitiva, la métrica nos da el cuadrado del desplazamiento infinitesimal asociado al vector
dx, lo cual es claro mas adelante al ver como actiia g sobre dx. Asi, la métrica se puede pensar
como un producto interior de elementos del espacio tangente a cada punto de la variedad, aunque
no necesariamente es positivo definido, y en los casos que se analizan en este trabajo de hecho no

lo es.
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Decimos que dos vectores, u,v, son ortogonales si y solo si g(v,u) = 0. Ademas, si no hay
ambigiiedad en la métrica que se esta utilizando, el producto escalar entre dos elementos se suele
denotar como

v-u=g(v,u) . (2.13)

Dada una base (&') de Ty M, las componentes de g representan los coeficientes en la expansion
g=gap €206 . (2.14)

Con base en la expresion (2.14) para g, se puede ver que su acciéon sobre dos vectores v, u esta dada

por

g(’U, u) = gaﬂ<éaa ’U> <éﬁv u)

= gag v U’

(2.15)

En las expresiones anteriores se observa que para obtener la expansion de g en términos de los
elementos de una base, o para saber su accién sobre vectores, se necesitan conocer las componentes
gap- Estas componentes estan definidas como g.g = g(eq, eg). Si se trabaja con la base coordenada
(0y) asociada al sistema coordenado (z*), entonces la acciéon de la métrica sobre (dx,dx) da el

cuadrado del desplazamiento infinitesimal, esto es,

ds® == g(dx, dx)
= gap(€®,dz"d,)(é%, dz"d,)
= gapdatdz’ (€%,8,)(e",8,) (2.16)
= ga/gdx“dxyéz‘éf

= gagdxadxﬁ .

Debido a que g no es positivo definido, ds? puede tomar valores negativos a pesar de la notacion
utilizada. La expresion (2.16) es llamada elemento de linea. Para la base dual (dz®) se tiene que
g = gop dz° ® dax”.

Definimos la signatura de la métrica como la diferencia del nimero de componentes positivas
y el nimero de componentes negativas de (gos) una vez que la matriz esta en su forma diagonal;
suele referirse a ella por el valor correspondiente, o bien, especificando el signo de las entradas en

su forma diagonal. Es importante resaltar que sin importar la base de T, M en la cual se lleve la
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matriz a su forma diagonal, la signatura siempre va a ser la misma [20]; esto es, no hay ambigiiedad

en la signatura de la métrica aunque no se especifique la base que se esta utilizando.

Sea el caso de una variedad en 4 dimensiones. Cuando la signatura es + + ++ se tiene una
métrica Riemanniana; por otro lado, cuando es — + ++ se dice que la métrica es Lorentziana [10].
En el altimo caso, al par (M,g) se le denomina variedad Lorentziana. Uno puede tener que
g(v,v) < 0, a lo cual decimos que v es temporaloide o tipo tiempo; si g(v,v) = 0, entonces v es un
vector nulo; y si g(v,v) > 0, entonces v es espacialoide o tipo espacio. Estos nombres surgen de la

signatura de la métrica y de qué parte (espacial o temporal) esta "dominando"?.

Como g es un tensor de orden (0,2), actiia sobre T, M x T, M. No obstante, si se deja fijo
v € T,M, se tiene un mapeo lineal g(-,v) : T,M — R; esto es, se tiene un mapeo que actiia como
covector. Ademés, al ser g no-degenerado, este mapeo es inyectivo y suprayectivo; en particular, el
inverso existe. Asi, el tensor métrico permite crear una correspondencia uno-a-uno entre vectores y

covectores.

El hecho de que el tensor métrico sea no degenerado es equivalente a pedir que la matriz (gqg)
sea invertible y que la inversa sea tunica. Los elementos de la inversa son tales que se satisface
gaggﬁ“ = d;,;. Esto garantiza que las componentes g*? son las componentes del tensor de tipo (2,0)

1

g~ ! dado por g~ ! = g*Pe, ®eg; en la base coordenada se tiene entonces que g ' =g¢*%0, ®0as |17].

Sabemos que la métrica permite establecer una relaciéon entre vectores y covectores por medio
del mapeo g(-,v) : TpM — R. De esta forma, para un u € T, M existe una tnica 1-forma, que
denotaremos como u, tal que para todo v € T, M se satisface (u,v) = g(u,v). Las componentes

de esta 1-forma estdn dadas por
Uy = Gapt” . (2.17)

Por otro lado, el mapeo también permite el otro sentido. Dada una w € Ty M, existe un tnico
vector, el cual denotaremos por &, tal que para todo v € T, M se satisface (w,v) = g(@,v), y sus
componentes estan dadas como

w® = g%Pwg . (2.18)

Las Ecs. (2.17) y (2.18) se conocen comunmente como “bajar” y “subir” indices, respectivamente;
entonces decimos que la métrica permite subir y bajar indices de tensores, aunque lo que esté
pasando es que la métrica y su inversa permiten ir del espacio de vectores al de covectores, y
viceversa. Sin embargo, el uso de la misma letra para las componentes hace explicito el isomorfismo

inducido por el tensor métrico entre T, M y T3 M.

3Esto se aclarara cuando analicemos el caso de la métrica en la Relatividad General.
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2.2. Curvatura

2.2.1. Derivada covariante

Recordemos que definimos el vector de desplazamiento infinitesimal como dx = f(q) — f(p) para
dos puntos p y ¢ infinitesimalmente cercanos. Sin embargo, no se puede definir un vector que dé el
cambio de un campo vectorial entre dos puntos p y ¢, dv := v(q) — v(p), porque ni siquiera estaria
bien definido de esta manera, pues v(q) y v(p) son elementos de espacios vectoriales distintos. No
se tiene este problema con dx porque f no depende de vectores base definidos en cada punto de la

variedad como lo hacen los vectores.

Aun asi, se puede intentar construir un operador de derivada que mantenga la nocién de la
variacion de un campo vectorial. Sea ¥ un sistema coordenado con (8,) la base de T, M. En la
region cubierta por esta carta se puede definir un operador de derivada 8,, [16], llamado derivada
ordinaria, que actiia sobre un tensor T%""3* . como 9.T*""3* . produciendo un tensor cuyas

componentes son las derivadas parciales de las funciones escalares To‘l"'gf g 1. 0T al"'gf 5,/02°.

No obstante, dada otra carta U’ se tendria otra base (9.,), por lo que se tendria otro operador
d!,. Esto hace que las componentes de la derivada ordinaria en esta base no coincidan con las com-
ponentes en la base de la carta W. De esta manera, el operador de derivada ordinaria es dependiente

de las coordenadas y no esta asociado de manera natural a la estructura propia de la variedad.

Para arreglar esto, se tiene que agregar una estructura mas a la variedad M que permita definir la
variacion de campos vectoriales conectando los diferentes espacios tangentes. Sea X (M) el conjunto
de todos los campos vectoriales suaves en M. Este conjunto constituye un espacio vectorial infinito-

dimensional en M sobre R [20].

Definicion 2.2.1 Definimos la conexion afin en M como el mapeo

Vi X(M) x X(M) = X(M)

(u,v) = Vv

donde se tiene que Vv es un campo vectorial suave, el cual se denomina la derivada covariante

de v a lo largo de u. Ademds, la conexion afin satisface:
1. El mapeo V es bilineal;

2. Sea f un campo escalar en M. Entonces se tiene

Vf'u.u = fvuv ;
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3. V cumple con la regla de Leibniz:

Vu(fv) = (Vf,u)v+ fVyv .

Notemos que la segunda propiedad no se desprende de la primera porque f no es un real, sino
una funcién escalar en M. Ahora, como V,v es un campo vectorial, dado un p € M también esté
definido en los puntos alrededor de éste. Sin embargo, la segunda propiedad garantiza que V,v

dependa solamente de u(p) y no del comportamiento de w alrededor de p [20].

Dada la notacién Vv se entiende que se esta derivando v a lo largo de la direccion de u. De

esta manera, podemos definir la variaciéon de un campo vectorial v entre dos puntos cercanos como
dv = Vgpv , (2.19)

donde dx es el vector de desplazamiento infinitesimal que conecta ambos puntos. Entendiendo la
derivada covariante como el cambio del campo en una cierta direccion, la expresion (2.19) permite
hacer la conexién de la derivada usual como cambio infinitesimal con el cambio del campo de manera
local en la variedad. Si v no cambia mientras se desplaza a lo largo del vector dx, entonces dv =0

y se dice que v es transportado paralelamente con respecto a la conexion V.

El sentido geométrico del transporte paralelo es conectar los espacios tangentes de puntos infini-
tesimalmente cercanos con el objetivo de tener una forma clara de conectar y comparar vectores de
espacios tangentes arbitrariamente alejados. Sea dx el vector de desplazamiento infinitesimal entre
los puntos p y ¢, y sea (e;) la base de T, M tal que el vector v se ve como v = v'e;. Ahora, estos
vectores base se transportan paralelamente como Vze; = 0, resultando en los vectores (€;) que
ahora son la base de T; M. De esta manera, el vector v en ¢ toma la forma v = 9'é;. No obstante,
como p y ¢ estan infinitesimalmente cerca, se tiene que v* = #°, es decir, los valores numéricos
de las componentes del vector son los mismos en ambos espacios tangentes después de transportar

paralelamente los vectores base de T, M [18].

Sean A y B los puntos inicial y final de una curva £. Si v4 = v(A4) y vp = v(B) son los
vectores inicial y final, entonces puede suceder que al transportar paralelamente el vector a lo largo
de la curva al final se tenga v(A) # v(B). Esto se puede deber precisamente a la curvatura de la
variedad, ya que si fuera plana se tendria paralelismo absoluto sobre ella. La condicién Vv = 0
no implica que al final se tenga el mismo vector v, pues esto se da particularmente en los puntos
infinitesimalmente cercanos, como ya se coment6. Un ejemplo de esto es transportar v a lo largo de
un paralelo sobre la esfera. Al final de dar una vuelta (¢ = 0 — ¢ = 2m), se tiene que v ha sido
rotado [21].
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—

Figura 2.2: Paralelos sobre la esfera. Imagen tomada de [21].

Definimos un campo coordenado o campo de cartas sobre la variedad M de dimensiéon n
como la n-tupla de campos vectoriales en M, (e, ), tales que (e, (p)) es una base para T, M. Al ser
cada e, un campo vectorial, se le puede aplicar la derivada covariante con respecto a otro campo
vectorial; en particular, se puede obtener su derivada covariante con respecto a otro campo eg. Asi,
se tiene que

Vesea =1" e, (2.20)

con I'* af los coeficientes de la expansion de Ve, e, en la base (ea(p)), llamados coeficientes de la
conexién. Una conexion afin esté definida totalmente por sus coeficientes de la conexién. Como los
vectores base de los espacios tangentes estan definidos de manera puntual, tiene sentido pensar que
no son los mismos en diferentes puntos y que varian a través de la variedad. Un ejemplo particular
de lo anterior son los vectores base de R? en coordenadas polares [22]. Asi, los coeficientes de la
conexién cuantifican los cambios que sufren los vectores base al ser transportados de un punto a

otro con respecto a una determinada direccién en la base de los campos vectoriales mismos.

En una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) existe una tnica conexion afin, V, tal que

1. V no tiene torsién, i.e. si f es un campo escalar en M, entonces

2. La derivada covariante del tensor métrico es cero, i.e.

Vg=0. (2.22)
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La conexién afin que satisface lo anterior se denomina conexiéon de Levi-Civita. En una base
coordenada (9,) se tiene que Vg, f = 0f/0x® para una funcion escalar. El que la conexién no tenga
torsién quiere decir que las derivadas covariantes conmutan al actuar en funciones. La prueba de la

unicidad del operador V que satisface la segunda propiedad se encuentra en [10].

Dada una carta (z®) en M, los coeficientes de la conexién de Levi-Civita asociados con dichas
coordenadas reciben el nombre de simbolos de Christoffel y pueden ser calculados en términos

de derivadas parciales de la métrica como

1 9vp Jva Jap
r“ . ==g" ( — ) . 2.23
of = 99 \fga + oxP  Oxv (2.23)

Como se puede ver en la expresion (2.23) y de la simetria de la métrica, los simbolos de Christoffel

son simétricos con respecto a los indices inferiores, es decir, I'* af = r Ba-

Dado un campo tensorial T de tipo (k,l) se puede definir su divergencia con respecto a la

conexion V, denotada como V - T', como un campo tensorial con componentes [20]

(V-T)" 7ty g = VT (2.24)

Bi... Br-Bi *

En particular, la divergencia de un campo vectorial en coordenadas (z%) tiene componentes

OvH
Vov=Vh = a%u + T 07 (2.25)

donde se puede apreciar que se debe tomar en cuenta la variacién de los vectores base, pues ésta
puede ser no trivial; de hecho, en general no lo es. En el caso del espacio plano y coordenadas
cartesianas se tiene simplemente que V - v = J,v", pues como se tiene un conjunto de vectores
constantes, estos no cambian al moverse de un punto de R" a otro. En cuanto a la derivada covariante

de v con respecto a la direccién v, ésta se puede expresar como

o
Ve,v = (g;y + F“a,,va> e, . (2.26)

2.2.2. Tensor de Riemann
Sea un circuito cerrado ABCD como se muestra en la Figura 2.3 donde las lineas del circuito

estan dadas por valores constantes de las coordenadas x* y x¥, con da* y da” infinitesimalmente

pequenos.
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ot = a* + dat

¥ = a¥ + da”

Figura 2.3: Circuito cerrado sobre la variedad definido por valores constantes de las coordenadas.
Imagen tomada de [21].

A través de las lineas coordenadas se transporta paralelamente el vector v. Entonces, para la

direccién x¥ con x* fija se tiene

v
oS-,
83:”__UFO‘”’

donde se utilizo la Ec. (2.26). Definamos v; como el vector v en la posicion inicial. El cambio del

Ve, v =0 = (2.27)

vector después del transporte paralelo en el segmento AB estid dado por el valor inicial del vector

mas el cambio del vector sobre la coordenada z”, i.e.

B gy B
v(B) = v, —I—/ D dz” = v —/ v, dx” . (2.28)
A Z A

De manera similar se pueden calcular los cambios del vector al ir de un punto del circuito al

siguiente:
C
v7(C) =v7(B) —/B v, dz' (2.29)
D
vI(D) =v7(C) — / v, dz” | (2.30)
C
A
v} =v"(D) — /D v, dat (2.31)
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Y

El cambio total de v después de recorrer el circuito completo es dvY = v I U;-Y, que utilizando

los valores de los cambios en cada segmento es

B C D A
W = _/A (U dw”—/B v T, dx“—/c (U dm”—/D v, dat . (2.32)

Los valores dentro de la integral se deben calcular tomando la coordenada correspondiente cons-

tante y considerando que da” y da* son muy pequenos. Asi, por ejemplo,

+ (5a“i (UO‘I‘VCW)

o : (2.33)

(vaF'YaV>

R~ (UOTVCW)

g;#:a#+5al‘ xHh=aqkt xHh=aqkF

por lo que el cambio del vector sobre las lineas con x¥ fija, que corresponde a los segmentos AB y
CD, es

B D
—/ v, dac”—/ v, da” =

A C
B D D B
—/ dx” (valww,> —/ dx” (UOT'YM> — (5a“/ dx”ﬂ<vafww) , (2.34)
A Th=akt ¢ Th=akt ¢ v THh=ak
y usando

B
/ dz¥ = da” , (2.35)
A

D
/ dz¥ = —da” , (2.36)
C

donde el signo menos surge de que el circuito C'D se recorre en el sentido opuesto, se tiene que

B D o
—/ v, dx’ — / VT, de¥ = da” (=T, + 0T, ) + datda” — (vapvw) . (2.37)
A c oz
donde se utilizé la suposicion de que v*I,, y sus derivadas casi no cambian en la direccién z”.

Realizando el mismo analisis para los demés segmentos se tiene

v ~ 5a”5a”8iu <U0T7a,,> - 5a“5a”aiy (Uarvau>

(2.38)

ovtap Tt auy

— §a"Sa [Waw S S LA A FVWF"M] v
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donde se utiliza la notaciéon con coma para la derivada ordinaria, i.e. gy, = a% <F7QV>. Definiendo

el tensor de Riemann o tensor de curvatura como aquel con componentes
Y —TY _TYT° TV Y 1o
R apy T r v, Faz/ ap r ap,v +T U,ur av (239)
se puede expresar el cambio de v como

ov’ = R, v*0at5a” . (2.40)

Debido a que las componentes del tensor de Riemann tienen derivadas de los simbolos de Chris-
toffel, éste incluye segundas derivadas de la métrica. Otra definicion del tensor de curvatura, que de
hecho es superior a la anterior porque si es manifiestamente covariante, es a través del conmutador

de derivadas covariantes, [V,,V,] =V, ,V, = V,V,, como
[V, Vo = R, 0" Vwe X(M), (2.41)

que es conocida como la identidad de Ricci. Esta definicion permite ver al tensor de Riemann
como la medida de la falta de conmutatividad de las derivadas covariantes, que de alguna manera

es lo que ocurre en el desarrollo del transporte paralelo en el circuito cerrado de la Fig. 2.3.

El tensor de Riemann permite hacer una clara distincién entre una variedad plana y una curva,
pues en la primera se tiene una definiciéon global de paralelismo, i.e. un vector puede ser transportado
paralelamente alrededor de cualquier curva y terminar igual. Asi, en todos los puntos de M

R ,=0 <= variedad plana .

apy

2.2.3. Planitud local

Sea 7 el tensor métrico en una variedad Lorentziana plana. En su representaciéon matricial se
tiene que (nag) = diag(—1,+1,4+1,+1). Ahora, una variedad localmente debe verse plana pues es
homeomorfa a R™ a través de las cartas. De hecho, dada una matriz simétrica, ésta siempre se
puede llevar a una representacion diagonal con entradas +1 o 0, dependiendo de sus eigenvalores.
Y como (g.p) tiene signatura — + 4+ y es simétrica, entonces siempre se puede encontrar una

transformacion tal que, en ese punto,



34 Capitulo 2. Variedades y curvatura

1 0 0 0
+1 0 0
o = = o . 242
(9ap) 0 0 41 0 (Map) (2.42)

0 0 0 +1

Esto implica que dado un punto p € M siempre se puede hacer que (g,3) en ese punto sea
precisamente (743), y que en los alrededores sea casi (1,3) con correcciones de segundo orden en
las coordenadas. De hecho, la curvatura va a determinar el peso de dichas correcciones, por lo que

en los alrededores de p se va a tener

1
Gaop = Nas — gRaﬁuuCU'uxV R (2.43)

donde x = p es el origen del sistema coordenado y x*,x" son pequenos. Este aspecto de planitud

local se puede formular como [22]:

9op(P) = Tap ; (2.44)
0
53908() =0 VB (2.45)
0 0
5 @gaﬁ(l)) #0 para algunos o, B, \, 0, (2.46)

en el punto p que se considera. El que se satisfagan las primeras dos hace mas faciles los célculos
de manera local en este sistema coordenado; en particular, por ejemplo, hace que los I'",,, se anulen
en p. Si bien los resultados que se obtengan de esta forma seran en este sistema coordenado parti-
cular, también se pueden generalizar a cualquier otro sistema coordenado. Esto se debe a que los
tensores se transforman de tal manera que las ecuaciones tensoriales que son validas en un sistema
coordenado lo seguirén siendo en cualquier otro siempre y cuando estos se relacionen por medio de

un difeomorfismo?.

2.2.4. Simetrias y propiedades del tensor de Riemann

Sea un punto p € M y un sistema coordenado tal que ga? - = 0. Pero sabemos que no podemos

hacer las segundas derivadas todas nulas. Por lo tanto, en esta localidad se tiene que

1
F'Y,Lw,o = igaﬁ(gﬁ,u,ua + 98v,u0 — g,u,l/,ﬁa) s (247)

4Es importante mencionar que los simbolos de Christoffel no se transforman como tensores.
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y como ['°,,, = 0, el tensor de Riemann se vuelve

Rﬂa;w = Fﬁau,u - Fﬂau,u
1 By
= 59 (g'ya,u,u + gu'y,a,u - gal/,’y,u - g'ya,u,u - g,u’y,al/ + ga,u,'yl/) (248)
1

- 5957(%%&# = Gavyp  Gapyw — Guy,av) -

De esta manera obtenemos una expresion para el tensor de Riemann de manera local. Bajando

el primer indice con la métrica se llega a

Raﬂ;w - gCM}\R)\B'uy

_ 1 Ay _ _
- 29(1)\9 (gu"/,ﬁu 9Bv,yu + 9Bu,yv gu'y,ﬂl/)

1 (2.49)
= §5a (9uy,8u — 9Bvu + 9Buw — Guy,pv)

1
= i(gua,ﬂ,u — 9Bv,an + 9Bu,ov — gua,ﬁu) .

Debido a la simetria del tensor métrico se puede ver que se satisfacen las siguientes simetrias:

Raﬁ,uu = _Rﬁauu y (250)
Raﬁ,ul/ = _Ra,@u,u ) (251)
Raﬁm/ = Ruua,@ . (252)

Como estas expresiones son tensoriales, son validas en cualquier sistema coordenado y en cual-
quier punto de la variedad. Esta es la ventaja que se coment6 en la subsecciéon anterior de facilitar

los calculos para después generalizarlos. Ademés, se satisface la llamada propiedad ciclica, la cual es
Raﬁuu =+ Rauﬁu =+ Rauy,@ =0. (253)

En principio, para n = 4 el tensor R v (y Rapuw) tiene 4* = 256 componentes, pero debido
a sus simetrias y a la propiedad ciclica se tienen en realidad sb6lo 20 componentes independientes.

Para d dimensiones son 5d?(d® — 1) componentes independientes.

Localmente se tiene

1
Ra,@ul/,)\ = §(gua,,8u/\ — 9Bv,au + 9Bu,av\ — gua,ﬁu)\) ) (254)
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y permutando algunos indices se verifica que
Raﬂ;w,)\ + Raﬁ)\,u,u + Raﬁu)\,,u =0. (255>

Ahora, como en este punto y en esta eleccion de coordenadas se satisface I'"* 5 = 0, entonces la

expresion anterior es equivalente a
Roguvixn + Rapapy + Rapuru =0 (2.56)

En la Ec. (2.56) se utilizé la notacién de punto y coma para denotar a la derivada covariante.
Esta expresion, llamada Identidad de Bianchi, es tensorial, por lo que es igual de valida sobre

toda la variedad y en cualquier sistema coordenado.

El tensor de Riemann se puede contraer para tener un tensor de orden menor. En particular, se

pueden contraer el primer y el tercer indice, haciendo
Rup = R“aﬂﬁ = 9" Ryaus » (2.57)

que recibe el nombre de tensor de Ricci, que es un tensor de orden (0, 2) simétrico, i.e. Rog = Rgq.
Otras posibles contracciones se hacen cero o dan como resultado =R, debido a la antisimetria de
Ropuy- En este sentido, se puede decir que el tensor de Ricci es la tinica contraccion del tensor de

Riemann [22].

Otra definicién importante es el escalar de Ricci o escalar de curvatura, el cual esta dado

por la traza del tensor de Ricci con respecto a la métrica, es decir,
R:=g"R.s . (2.58)
Como la métrica conmuta con la derivada covariante, se puede contraer la Ec. (2.56) como

gaﬁ<RaﬁuW\ + RaﬁAM;V + Rab’v)\;u) = Rgun — Rpay + Ruﬁw\;u =0. (2'59)
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Contrayendo una vez més se tiene

gBV(R/g,,;)\ — Rgx,, + RM,BZ/)\;/L) =R, — R"\ + R"™

v
= R’)\ - RVA;V - RVMVA;M
=R)\—- R, — RHA;M (2.60)
= R7)\ - 2RVA;V
=R — QQAMRV‘L?V =0.
Esto implica que
1 W
§R;)\ - g)\,uR R 0
1
= ¢ Ry— R, =0
1 (2.61)
= ig“”R;l, - R, =0
1 4 4
Definiendo el tensor de Einstein como aquel con componentes
By . w1
GH = RN — 29 R, (2.62)
que es un tensor simétrico, se llega a que
(—G‘“’);V =0 = G",=0. (2.63)

De esta manera se tiene que el tensor de Einstein construido a partir del tensor de Ricci y el
escalar de curvatura tiene en automatico divergencia cero. Ademaés, por ser simétrico tiene solamente

10 componentes independientes en 4 dimensiones.

2.2.5. Geodésicas

Sea un vector v y 7y una curva con vector tangente u. La condicién de transporte paralelo de v
a lo largo de v es Vv = 0, la cual es una condicién local, i.e. dado un punto p, v se transporta al
siguiente punto de tal manera que no cambie y se mantenga paralelo a si mismo. Si u es el vector

tangente a la curva, entonces u = ‘é—f\: con )\ el pardmetro de la curva. Como pedimos que el vector
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no cambie,
dv  dz® Ov o
oz T =0. 2.64
dx  dx oz e (2.64)
Al trabajar localmente, los simbolos de Christoffel son cero, por lo que la condicién de transporte

paralelo se puede reescribir en coordenadas como

B dz® P 3 dz®

G ov & r—o. 2.
@ = gx oga T Hvagy v =0 (2.65)

Definicion 2.2.2 Una curva 7y en una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) es llamada una geo-
désica st y solo si admite una parametrizacion P cuyo vector tangente asociado, w, se transporta

paralelamente a s mismo a lo largo de ~:
Vuu=0. (2.66)

La parametrizacion P es llamada parametrizacion afin y el pardmetro \ es el pardmetro afin.

Cualesquiera dos parametrizaciones afines de una geodésica v estan relacionadas por \' = aA+b,

con a,b € R, que es llamada una transformaciéon afin. Las componentes de V,u son

uﬂuo‘;ﬁ =P (uaﬁ —I—Fo‘wu”’)
e (0 A, ded
T od\ \9z8 d) B dN
dzP 0 dax® o dxYdaP
= Ty ——
d\ 028 d\ AN d)
_ et did?
T d\? BN d\

(2.67)

De esta manera, la ecuacion de la geodésica se transforma en ecuaciones diferenciales para (z#):

d?z® . dxY dP
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Sea uw un campo vectorial tangente a una geodésica +, la cual tiene una parametrizacion afin con

parametro A. Tenemos que la derivada de g(u,u) con respecto a A es

(90w w) = ulglu, w)
~ Vu(g(uw)
= (gl )

=ut (gpaupua ) H0

(2.69)

= u#(gpa);uupuo + u'ugpa(up);,uug + uugpaup(ua);u .

Como Vg = 0 con respecto a cualquier vector y u satisface la ecuacién de la geodésica, entonces

d

a(g(u,u)> =0 = g(u,u)=cte. (2.70)

La consistencia del valor de g(u,u) a lo largo de la geodésica garantiza que el vector tangente
siempre sea del mismo tipo: tiempo, espacio, o nulo. Asi, cualquier geodésica en (M, g) pertenece

a uno de los siguiente tipos:

1. Geodésica tipo tiempo (vector tangente tipo tiempo);
2. Geodésica tipo espacio (vector tangente tipo espacio);

3. Geodésica nula (vector tangente nulo).

De esta forma se ve que las geodésicas son curvas especiales en la variedad no sblo porque
transportan paralelamente a su vector tangente, sino porque ademas éste es siempre del mismo
tipo. Por otro lado, el vector tangente a una curva cualquiera puede cambiar de tipo a lo largo de
ésta. Mas adelante se mencionaré con mayor detalle que las geodésicas son curvas especiales porque

también extremizan la distancia entre dos puntos de la variedad.

Una geodésica v se llama inextendible o maximal si no existe ninguna otra geodésica 7 tal que
v C 'y v #~". Ademas, una geodésica es completa si el intervalo de valores de su parametro afin
A son los nimeros reales, i.e. I = R. De esta manera, toda geodésica completa es inextendible [20].
Una variedad (M, g) es geodésicamente completa si toda geodésica inextendible es también
completa. El caso en el que esto no se satisface implica que las geodésicas “terminan”, es decir, no

hay geodésicas que las contengan pero su parametro llega hasta un valor finito.






Capitulo 3

Relatividad General

A lo largo del Capitulo 2 se desarrollaron conceptos matematicos de Geometria Diferencial sin
hacer en ningtin momento mencién o conexioén con algin concepto fisico. La Secciéon 3.1 tiene como
objetivo la construccion de la teoria de la Relatividad General (RG) desde la postulacion de sus
principios utilizando todos los conceptos introducidos en el Cap. 2, con el fin de que se tenga un
puente entre lo fisico y lo matematico. Una vez que se postulan los principios de la RG, se da una
seccidon completa para entender el papel que juega la curvatura del espacio-tiempo en el concepto
de gravedad, en particular en el caso de un campo gravitacional débil. Luego, entendiendo este caso
en concreto, se pasa a la justificacion de las Ecuaciones de Campo de Einstein, las cuales muestran
la conexion entre la curvatura (estructura matematica) con la gravedad (manifestaciones fisicas de
la teoria). Finalmente, se estudia el caso de un sistema estatico y con simetria esférica y se habla de
sus consecuencias en la causalidad entre eventos y como éstas dan origen a lo que se conoce como
agujeros negros, asi como las ecuaciones que rigen el movimiento de una particula que orbita dicho
objeto; evidentemente, este proceso se hace para darnos las herramientas necesarias para poder

describir matematicamente la orbita de la estrella S2 alrededor de Sgr A*.

3.1. Principios y construccién

Para tener una teoria fisica con base en algun formalismo matematico se debe establecer una
relacién entre los conceptos matematicos y los fenémenos fisicos que se busca describir. Aunado a
esto, se debe tener una imagen clara del entorno fisico para asi poder conectar lo observado con el

lenguaje y conceptos matematicos. Con este propodsito se considera lo siguiente [23]:

41



42 Capitulo 3. Relatividad General

El espacio-tiempo es una variedad diferenciable 4-dimensional real con una métrica Lo-

rentziana.

Cada punto del espacio-tiempo se conoce como evento y representa un punto en el espacio en
algin instante del tiempo; ademas, le estamos asociando una estructura matematica particular.
Esta consideracion permite utilizar toda la maquinaria matemética descrita en el Capitulo 2 para
dar una descripciéon del universo y la relacion entre sus eventos. Como se ird viendo a lo largo de
este capitulo, todas las definiciones y resultados del capitulo anterior tienen una correspondencia
fisica en este marco. Por ejemplo, la estructura diferenciable de la variedad, i.e., el espacio-tiempo,
hace posible la descripcion de sistemas fisicos por medio de ecuaciones diferenciales; pero también
se tendran consecuencias fisicas cruciales debido a la curvatura, como hacer que la estructura causal

sea no trivial.

Para continuar con la construccién de la teoria hace falta todavia introducir principios sobre los
cuales se formulara. Uno crucial en la teoria de la gravitacion es el Principio de Equivalencia
Débil [1], el cual establece que la masa inercial, m;, es equivalente a la masa gravitacional, m.

Esto permite que la ecuacion de movimiento de la gravitacion Newtoniana se reduzca a
i = —Vo(@) , (3.1)

con ¢(x) el potencial gravitacional Newtoniano. Esto indica que, dado un campo gravitacional,
las particulas estan sujetas a la misma aceleraciéon, sin importar sus masas. Esta observacion es de
suma importancia porque permite ver que el movimiento en caida libre es en realidad algo universal.
Debido a esta caracteristica del movimiento en un campo gravitacional, uno siempre puede ir a un
sistema coordenado en caida libre en el cual las particulas' cercanas no estan aceleradas; como
no estan aceleradas, deben moverse en linea recta, al menos de manera local. Este hecho permite
establecer una clara correspondencia entre el movimiento de particulas en un campo gravitacional y
el concepto de geodésica. Considerando todo lo anterior, el Principio de Equivalencia Débil se puede

escribir como [22]:
Las particulas en caida libre se mueven a través del espacio-tiempo siguiendo geodésicas.

Es importante resaltar que por caida libre se entiende que las particulas no estéan siendo afectadas
por otras fuerzas, sino que solamente sienten la influencia de la gravedad. Un experimento pensado
(Gedankenezperiment, por su nombre en aleman) que arroja un poco de luz sobre la naturaleza de

la gravedad es el siguiente: sea una caja sellada con dos particulas dentro en presencia del campo

!Siempre nos referiremos a particulas de prueba.
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gravitacional terrestre. Si la caja es pequena y las particulas estan en caida libre, en esta pequena
regiéon éstas se mueven en lineas paralelas. Por otro lado, si la caja es lo suficientemente grande y
las particulas estan bastante alejadas, entonces sus trayectorias dejan de ser paralelas y comienzan

a acercarse, como se observa en la Fig. 3.1.

m1 ma
N/
~ planeta N

Figura 3.1: Experimento pensado sobre el papel de la gravedad y las trayectorias de particulas. Las
trayectorias de dos particulas alejadas en presencia de un campo gravitacional dejan de ser paralelas.
Imagen tomada de [21].

Este pequeiio experimento pensado permite ver que en realidad la gravedad no introduce nada
nuevo de manera local, y con base en esta conclusién se puede formular el llamado Principio de

Equivalencia Fuerte [22]:

Cualquier experimento fisico local que no incluya la gravedad va a arrojar los mismos
resultados si se realiza en un marco de referencia en caida libre o en el espacio-tiempo

plano de la Relatividad Especial.

Este principio implica que cualquier ley fisica local expresada de manera tensorial en Relatividad
Especial tiene la misma forma en un marco de referencia inercial en el espacio-tiempo curvo, puesto
que por la planitud local de la variedad siempre se puede hacer que g,,, = 1,,, en cualquier punto (Ver
Sec. 2.2.3). Esta discusion permite desechar por completo la idea de la gravedad como una fuerza a
distancia tal como lo pensaba Newton, y més bien verla como la consecuencia de la curvatura del

espacio-tiempo. Entonces se puede concluir que

Gravedad = Curvatura .

3.1.1. Trayectorias a través del espacio-tiempo

En la subseccién anterior vimos que en la Relatividad General la gravedad es la consecuencia de

la curvatura del espacio-tiempo y que las particulas libres siguen geodésicas. Estas conclusiones nos
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permiten estudiar de manera maéas precisa cémo es que se mueven particulas a través del espacio-
tiempo, por lo que podremos describir matematicamente el movimiento de la estrella S2 alrededor
de Sgr A*.

Definimos la linea de mundo de una particula puntual como la curva v que sigue esa particula
a través del espacio-tiempo. De esta forma, podemos pensar a v como el conjunto de eventos, o bien,
el conjunto de posiciones conforme el tiempo evoluciona. Como estamos describiendo el movimiento
de una particula, v debe ser forzosamente una curva causal, es decir, tipo tiempo o nula. La dindmica
de la particula esta totalmente descrita por su 4-momento, p, que es un campo vectorial tangente

a = que en cada punto apunta hacia el futuro.

Para el caso de particulas masivas se tiene que vy es una curva tipo tiempo, i.e., g(p,p) < 0,
y ademas el tiempo propio?, 7, de la particula puede ser el parametro afin. Por otro lado, para
particulas sin masa, v es una curva nula y entonces g(p, p) = 0; en ambos casos se define la masa
de la particula como m = \/—p - p [20]. La condiciéon de que ~ sea tipo tiempo o nula implica que
la curva siempre debe estar dentro del cono de luz? o a lo largo de éste, respectivamente, como se

muestra en la Fig. 3.2.

Figura 3.2: La curva L representa la linea de mundo de una particula masiva, por lo que siempre
debe permanecer dentro del cono de luz en cada punto. Por otro lado, la curva £ es la linea de
mundo de una particula sin masa, haciendo que ésta siempre esté a lo largo del cono de luz. Imagen
tomada de [20].

2El tiempo propio es el tiempo de un reloj que se mueve con el marco de referencia de dicha particula.
3Dado un evento, su cono de luz es la superficie que contiene todos los demés que estan causalmente conectados
con éste [21].
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Si se define la accién de una particula libre y puntual como

B AB dxr dx
S :/ mdr = / my|—g <, >d/\ , 3.2
A Aa d\’ dA (3:2)

utilizando el Principio de Accién Estacionaria se puede observar que pedir S = 0 implica las
Ecs. (2.68). Dicho de otra forma, las curvas vy que extremizan la accion (3.2) son precisamente las
geodésicas. En la definicion de la accién se toma dax como el vector de desplazamiento infinitesimal
a lo largo de v que apunta hacia el futuro, y tomando la 4-velocidad como w := dx/dT se tiene que

es tangente a la curva por construccién, haciendo que sea colineal con p.

3.2. Ecuaciones de campo

Pensando que efectivamente hay una conexién entre la curvatura del espacio-tiempo y la gra-
vedad, un campo gravitacional débil debe implicar una curvatura pequeiia, es decir, una ligera
desviacién de un espacio-tiempo plano. Para estudiar este caso tomemos las siguientes suposiciones:

1. Estamos en un marco donde las particulas son no-relativistas, i.e.,

‘uz} < ¢ ,con ¢ la velocidad de la luz y v’ la i-ésima componente espacial del vector; (3.3)

2. El espacio-tiempo es casi plano, por lo que la métrica se puede aproximar como

Juv = M + h/w s |h/w| <1j (34)

3. El campo gravitacional es estacionario, por lo que existe alguna coordenada z tal que

uv,0 = 0. (35)

Para analizar el comportamiento de particulas libres en esta situaciéon debemos estudiar la ecua-

cion de la geodésica implementando las suposiciones anteriores. Comenzando por la parte de los
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simbolos de Christoffel se tiene

p o datda’ L (da0\T L drtda?
*Fdr dr 00\ dr Oidr dr T Ydr dr

0z 07 dz®\?
<FM00+2F w50 * Mo 0$0> <d7‘>

<dm0> dz dxt o dzt dad

(3.6)
J dz? 2
T + 20" 3 po Wl (dal
( 00 + e e dr
dx
F
(%)
d2zH F dz0\? 0 .
= G+ () =0 37)

En el desarrollo se utilizo la simetria de los simbolos de Christoffel y la suposicion de que la
particula es no-relativista, por lo que u®/c < 1. Ahora, los términos I'¥j, se pueden escribir bajo

las suposiciones como

1
04 MO — goon) = —*9/\“900,,\ . (3.8)

1
1Woo = A“(M 5

29
Por otro lado, para seguir satisfaciendo g"*gy, = 04 se debe tomar n**hy, = ny,h** con g" =
PA — A Asi,

1

A
F'uoo = _59 MQOO,)\

%( — R (1100 + hoo)
(3.9)

1

= —5(77”)‘7700)\ + 0" oo x — B oo — K hoo x)
1

= —i(nwhoo,,\ — B hoo.n)

donde se utiliz6 el hecho de que 790y, = 0. Manteniéndonos a primer orden en las desviaciones

tenemos ', ~ —%n’“hoa »- Entonces la ecuacion de la geodésica se vuelve

d?zt 1 A dz?
— —n*h =0. 1
dr2 gl oA ( dr ) 0 (3.10)
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Tomando p = 0 tenemos que

220 1 [dx0\?2 0 0 0 0

20 dt
Por otro lado, si pu =1,
2zt 1 dr°\? 1 dt\ 2
~ h 7 h ) 2 5 9
dr? 200’(d7> 9 100:i€ <d>
d?zt 1,
a2 ¢ oo (3.12)

Como estamos en el caso del campo débil, se debe recuperar la gravitaciéon newtoniana, y por
lo tanto hop = 2¢/c* para tener d*z'/dt> = —¢; con ¢ = —GM/r el potencial gravitacional

newtoniano de una distribuciéon de masa M esférica y a una distancia r de la misma. De hecho, en

general se tiene hy; = 2¢/c? [21]. Notando esto, el elemento de linea en este caso toma la forma
2GM 2GM ;
2 _ 02 2
ds® = — <1 ~ 3, ) (dx”)* + <1 +-3, > (dx*)* . (3.13)

El hecho de que hy, = 21,,¢/ c? muestra la conexion entre gravedad y curvatura que se ha ido
desarrollando a lo largo de este trabajo. Ademaés, permite ver de manera explicita que un campo débil

genera una pequena desviacion de un espacio-tiempo plano, pues si |¢| < 1, entonces |h,,| < 1.

El siguiente paso es postular una ley que muestre como las fuentes del campo gravitacional
generan la métrica. El andlogo en el caso Newtoniano es la densidad de masa, p, la cual genera
el potencial ¢ por medio de la ecuacién V2¢ = 47Gp. En este caso, la fuente de gravedad (la
curvatura) debe estar relacionada con la densidad de masa; sin embargo, en la Relatividad General
se estd permitiendo cualquier sistema coordenado, por lo que la densidad de masa por si misma
no es la respuesta, pues implicaria un sistema coordenado preferido. La manera de resolver esto es
mediante el tensor de energia-momento, T', como la fuente del campo gravitacional [22]. El tensor

de energia-momento es un tensor con dos indices y ademés es simétrico.

Ahora, como se habla de la curvatura del espacio-tiempo como la fuente de los campos gravita-
cionales, entonces esta ley debe conectar el tensor de energia-momento con algtin o algunos términos
relacionados con la curvatura, es decir, con segundas derivadas de la métrica. Para esto, introduci-

mos un operador diferencial tensorial que acttia sobre la métrica, O(g). Asi, la generalizacion de la



48 Capitulo 3. Relatividad General

teoria gravitacional se vuelve

O(g) = kT , (3.14)

con k una constante, y como O esta igualado a T', debe producir un tensor de orden (2, 0). Ahora,
como hablamos de curvatura, las componentes de O deben ser combinaciones de g, xos Guv A Y Guv-
Con esto en mente, cualquier tensor de la forma O*” = R* + ag"” R + AgM”, con a, A constantes
satisface lo anterior [22]. No obstante, el Principio de Equivalencia exige una conservacion local de

energia y momento, lo cual se traduce en

VI =0= T", =0. (3.15)

Debido a que se esta tomando la Ecuacion (3.14) como base y que T debe satisfacer (3.15),
entonces O también debe satisfacerlo. Recordando que el tensor de Einstein, G = R— %Rg, satisface
VG = 0 para una métrica arbitraria, se concluye que a = —%, y como Vg = 0, A puede tomar

cualquier valor?. Asi, se llega a las Ecuaciones de campo de Einstein, que en componentes son

87G
G 4+ Agh = :TTW . (3.16)

El valor k = 87G/ ¢! resulta de pedir que las ecuaciones (3.16) den los valores correctos en los
limites Newtonianos [22|. Es de suma importancia resaltar que las ecuaciones de campo también
pueden obtenerse del principio variacional extremizando la accién de Einstein-Hilbert [20] (de igual

manera se tiene que postular el Lagrangiano).

3.3. Soluciéon de Schwarzschild

Muchos objetos astronémicos en el Universo pueden ser modelados como objetos esféricos; un
ejemplo de lo anterior son las estrellas como el Sol, o incluso los mismos planetas. Es por esto que
es relevante el estudio de sistemas dotados con simetria esférica en el contexto de la gravitacién, y
en particular en la Relatividad General, pues recodemos que buscamos describir el movimiento de
una estrella alrededor de un objeto que, por simplicidad, podriamos suponerlo como esféricamente
simétrico. Para poder hacer esto, primero se tiene que trabajar con coordenadas adecuadas para

dicha simetria. En coordenadas (¢, 7,6, ¢) el espacio-tiempo plano o de Minkowski puede ser descrito

4En este contexto, A es llamada constante cosmolégica.
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por medio del elemento de linea
ds* = —c2dt* + dr® + r*(d6* + sin? 0d¢?) . (3.17)

Haciendo r = cte y t = cte el elemento de linea (3.17) toma la forma ds? = r?(d6?4-sin? 0d¢?) :=
r2dQ?, que corresponde al elemento de linea de una 2-esfera. Es importante resaltar que cualquier
superficie 2-dimensional que tenga un elemento de linea como el anterior donde 72 es independiente

de 0 y ¢ tiene la geometria intrinseca de una 2-esfera.

Cualquier superficie con r = cte y t = cte es entonces una 2-esfera de area 4zr?, donde r es
llamada coordenada de curvatura o coordenada de area. Estos nombres muestran que esta
coordenada no esta necesariamente relacionada con la distancia radial a algin origen, sino que es
una etiqueta para las esferas que folian al espacio-tiempo. De hecho, el que un espacio-tiempo tenga

simetria esférica no implica que necesariamente exista un punto en el centro.

Sean las esferas con r y r + dr. En principio, cada una de éstas tiene su propio sistema (6, ¢),
pero lo ideal es que estos estén relacionados entre si de una manera que sea sencillo trabajar.
Para esto, pedimos que la linea 8 = cte, ¢ = cte sea ortogonal a ambas esferas; este proceso es
equivalente a pedir que los polos de las esferas con r y r + dr estén alineados, por lo que el sistema
de coordenadas (6, ¢) sea el mismo para ambas. Como esta linea tiene un vector tangente e, y los
vectores ey y ey estan sobre la esfera, la ortogonalidad se traduce en pedir que g(ey, e,) = gor =0
y g(eg,€e,) = g4 = 0. Con estas consideraciones, el elemento de linea para un espacio-tiempo con

simetria esférica toma la forma
ds* = gooc®dt* + 2go,drdt + 2goedfdt + 2gosdpdt + grrdr® + r?dQ? (3.18)

donde las g, son funciones de las coordenadas. El siguiente paso para simplificar la situacion es
pedir que el espacio-tiempo sea también estatico. Un espacio-tiempo con esta caracteristica es aquel
que admite una coordenada temporal que tenga las propiedades: (1) que sea estacionario, y (2) el
espacio-tiempo es invariante ante la transformacion de inversiéon temporal ¢ — —t. Debido a que
estamos admitiendo estaticidad®, la segunda propiedad implica que go, = gos = goy = 0 para que
el elemento de linea permanezca invariante. Ademas, la simetria esférica del espacio-tiempo y la
primera propiedad permiten hacer goo := —A(r) y grr := B(r) [22], de tal manera que el elemento
(3.18) se simplifica a

ds? = —A(r)cdt* + B(r)dr? + r2dQ? . (3.19)

SRecordemos que no es lo mismo que un espacio-tiempo sea estatico a que sea estacionario. En el segundo caso no
se puede hacer una inversion temporal, y un ejemplo es el espacio-tiempo de Kerr [24].
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Tomando en consideracion la forma de ds?, la matriz asociada a la métrica en las coordenadas
(t,7,0,¢) se puede escribir como (g,,) = diag(—A(r), B(r),r?,r?sin?9). Si pedimos que sea en el

vacio, T}, = 0 y las ecuaciones de campo (3.16) sin constante cosmoldgica se vuelven

1
G,uy = Ruy - §g;wR =0. (320)

Sacando la traza con respecto a gM” y considerando que g,,g"" = 4 con n la dimension del
espacio-tiempo, las ecuaciones en vacio son

0=¢""R Lo R=R 4R* R 3.21

=g ,uzz_ig Juvit = Tyt T T ( )

=R=0 =R,=0. (3.22)

Conociendo la forma de (g, ), y sabiendo que se satisface (3.22), se tienen ecuaciones diferenciales

en términos de las funciones A(r) y B(r). Al resolver dichas ecuaciones y aplicar las condiciones de

frontera adecuadas se llega a las expresiones de A(r) y B(r). Para ver esto, primero notemos que el

tensor de Ricci puede escribirse en componentes como
RHV = (FUMV,U + FJU)\F)\MV - FJUV,M - FUHAF/\UV) ) (323)
por lo que, por ejemplo,

Roo =T%0, + 7,0 — %00 + T 0

=T"00, + 1% 00 — 2%, I'%o

(3.24)
(AN (AL B2\ (AN (AN (A
~ \2B 24 2B r)\2B 24) \2B) °
Procediendo del mismo modo se llega a
A// A/ A/ Al B/
A// B/ A/ A/ B/
1 r (A B
=l-=-———|—--—= 2
Rog B 2B<A B) ; (3.27)

Ryy = sin?@ Ryp | (3.28)
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mientras que todos las demas componentes de R se anulan por los simbolos de Christoffel que

involucran y la forma de (gu) |2]. Dadas las expresiones anteriores se tiene que

A oA traB aap\at

% B Al/ A/ Al A/ E/
A B)’

RT‘T A/l Bl AI Al B/
B~ 24B " r32 T 14B (A+B)
:>R00 RTT* A _i_i/fi A/+E/
A B rAB rB?2 rB\A B

En particular, sabemos que R, = 0, por lo que Rop = R, = 0. Entonces

LA BY_, JA__E (3.29)
rB\A B) A B’ '
De esta manera, para Rgy tenemos
Rep—1-L_ T (B _By_, 1, B _, (3.30)
“=""B 2B\'B B) B B '
1 rB 1 1Y’
Resolviendo la ecuacién diferencial (3.31) se obtiene que y(r) = 1 + % = % donde b es la

. ., , e, ’ / ] .
constante de integracion. Ademaés, la condicion Aj + % = 0 se puede reescribir como A’/B+B'A = 0,

la cual se resuelve si AB = k con k una constante. Esto implica que A(r) = k (1 + %) Finalmente,

tenemos que el elemento de linea (3.19) debe tomar la forma de (3.13) cuando el campo gravitacional

sea débil, por lo que se tiene que b = —Z%M v k = 1. Asi, el elemento de linea de este sistema,
llamado soluciéon de Schwarzschild, tiene la forma
2GM 2GM\ !
ds’=—(1- Adt* + (1 - dr?® 4 r2dQ? . (3.32)
c2r c2r

La importancia del intervalo (3.32) radica en que si bien el intervalo (3.13) describe la situacion
de un campo gravitacional débil, la soluciéon de Schwarzschild es véalida para cualquier régimen
gravitatorio, i.e., cualquier intensidad del campo gravitacional; es precisamente el caso de un campo

intenso el que nos interesa estudiar en este trabajo.
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3.3.1. Cantidades conservadas

Cuando se analiza un sistema, siempre es bueno buscar simetrias ya que éstas facilitan el analisis
de su dinamica. En particular, un espacio-tiempo puede estar dotado de ciertas simetrias, las cuales,
como se verd a continuacién, dan origen a cantidades conservadas en el movimiento de particulas.
Para ver esto, supongamos que una particula se mueve a través de una geodésica, por lo que las
componentes de su 4-momento satisfacen p*p", = 0, pues p es el vector tangente asociado (ver
Sec. 2.2.5). Si bajamos el indice p y expandimos la expresion utilizando la forma de la derivada

covariante tenemos

0=p" (pu,a - Fﬁwpﬁ) = P Pua — I,apap" (3.33)

= papu,a = Fﬂuapﬂpa . (334)

Analicemos primero el lado derecho de la Ec. (3.34). Si sustituimos la forma del simbolo de

Christoffel se tiene

1
Fﬁuapapﬁ = §gﬁ)\ (g)\,u,a + Garu — g,u,a,)\)papﬂ
(3.35)
1 a, A
= 5(@ua + Gor = Jop )PP

Notemos que tenemos una antisimetria bajo la permutaciéon de los indices o y A en el primer y
tercer término dentro del paréntesis. Esto implica que al expandir la suma esos términos se van a

cancelar, resultando en

1

TP P8 = 9aruP

1

= papma = §ga)\,upap)\ . (336)

A
p
La importancia del resultado anterior radica en que la forma de las componentes de la métrica y su
dependencia con respecto a ciertas coordenadas juega un papel en las derivadas de las componentes
del 4-momento. Para poder apreciar esto de una manera més clara notemos que p® = mu® =

m(dx®/dr) para particulas masivas de masa m, por lo que

dx® 0 d 1 A
=m—p, = = Gar PP . 3.37
m dr 8:1:0‘p“ mdrp” 29 AuP P ( )

Si el espacio-tiempo puede ser descrito por un sistema coordenado en el cual la métrica no

dependa de la coordenada z*, entonces go», = 0y p, = cte. Es importante resaltar que se tiene
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una dependencia del sistema coordenado elegido para poder ver las simetrias, pues no existe en

general una conservaciéon global para cualquier observador con un sistema de referencia arbitrario.

Para ver las simetrias y cantidades conservadas en accién, regresemos al caso de la solucién
de Schwarzschild. En este caso, el elemento de linea (3.32) describe un espacio-tiempo en simetria
esférica en unas coordenadas (t,r, 6, ¢), donde se puede apreciar que los elementos de la métrica no
dependen de las coordenadas t y ¢. Asi, en el movimiento a través de una geodésica se conservan

las cantidades pg = p; y py dadas por

2G M dt
Po = goop” = — <1 - — ) meZ = —mE = cte , (3.38)
cr dr c
d d
P = g¢¢p¢ = 72 sin? Gmd—f = r2m£ = ml = cte , (3.39)

que corresponden a la energia y el momento angular, respectivamente; las cantidades e y [ son por
unidad de masa. Ademas, se utilizé el hecho de que la simetria esférica permite escoger el plano

ecuatorial § = /2 sin pérdida de generalidad, como se vera a continuacion.

3.3.2. Trayectorias de particulas

Recordando el objetivo de nuestro trabajo, el siguiente paso es encontrar la forma de describir de
manera mateméatica el movimiento de la estrella S2 alrededor de Sgr A*. Para esto, vamos a decir
de manera explicita que consideraremos a S2 como una particula de prueba que sigue una geodésica
tipo tiempo dictada por el campo gravitacional de Sgr A*, el cual tomaremos que estéa dado por la
soluciéon de Schwarzschild. Cabe resaltar que Sgr A* puede tener rotacion, pero en este anélisis se

esta ignorando.

El espacio-tiempo de Schwarzschild es poco general por todas las simetrias que tiene; sin embargo,
es esto mismo lo que simplifica el estudio de las trayectorias en éste. En el caso general se tienen
que integrar cada una de ecuaciones de las geodésicas, Ec. (2.68), de cada coordenada, pero en
este caso particular se cuenta con el nimero de cantidades conservadas suficiente para volver el
problema completamente integrable; esto quiere decir que se tienen cuatro cantidades conservadas

y son cuatro las funciones coordenadas que se requieren.

Lo primero que veremos es que las orbitas en este espacio-tiempo permanecen en un plano.
Debido a la simetria esférica siempre se pude hacer una rotaciéon para que la particula comience en
el plano 6 = 7/2, por lo que se tienen las condiciones iniciales (79,709,600 = 7/2,¢9 = 0). Ademas,
uno puede hacer otra rotacién que preserva la posiciéon del punto inicial de la particula, por lo que

hacemos u’(7y) = 0, de tal forma que la particula comience con una velocidad inicial tangencial al
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plano ecuatorial. La ecuacién de la geodésica para la coordenada 6 es
6+1°%,, iti" =0. (3.40)

Notemos que si @ o v son igual a 6, la condicién inicial que impusimos hace que el segundo
término se anule por la velocidad inicial. Por otro lado, si p y v son distintos de 6, entonces los
simbolos de Christoffel se anulan. Esto demuestra que siempre se tiene 6 = 0, y como la velocidad
inicial es tangencial al plano, la particula siempre permanece en el plano ecuatorial. Este hecho

también se sigue de la conservacion del momento angular [10].

El hecho de que las trayectorias permanezcan en un plano permite reducir la dimensionalidad

del problema a un espacio-tiempo de dimensién 3 con elemento de linea
-1
ds? = — (1 _ T—S) 2dt? + (1 _ T—S) dr? 4 r2de? (3.41)
r r

donde hemos definido el radio de Schwarzschild como rg := 2GM/c?. La tltima constante para

hacer el problema completamente integrable es la normalizacién de la 4-velocidad
u Ut = guutu’ = —c* . (3.42)

Con esta constante y la forma de la métrica se tiene

2GM\ . 2G M\t -
(12 ey (1-20) e e, 519

c°r

donde las derivadas denotadas por punto son con respecto al tiempo propio 7. Utilizando las canti-
dades conservadas (3.38) y (3.39) se llega a

9 2 1 2
—?=_ 1_2GM 2 & 1_2G7M + 1_2GM 72 4 2 i
c2r ct c2r c2r r2

__(,_26M —1e2+ | _2GM ‘1_2+z2
N c2r c2 c2r " 72

e2 5 2GM ., 2 2GM
-5 =0~ sz
C T T cr
2/t —c 1., 1| 2GM 1? 2GMI?
2 — 9" Ty r r2 c2rd |
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2 /.2 2
. e /c“—c . .
Como e es constante, se puede definir una nueva constante &£ := /# y un potencial efectivo

Vesg(r) como
GM 12 GM]I?

Veps(r) = === 4 55— o (3.44)
Con esto se llega a una ecuacion que se asemeja a la de movimiento radial
€=+ Vers(r) - (3.45)

Los primeros dos términos de (3.44) representan la atraccion gravitacional y la repulsion cen-
trifuga, respectivamente, y ambos aparecen en el caso Newtoniano de la gravedad; no obstante, el
tercer término es nuevo y corresponde a la correccién relativista. La principal consecuencia de éste
es que bajo ciertas condiciones la particula caera a la fuente del potencial gravitacional incluso si
tiene momento angular. Esta situacién no sucede en el caso newtoniano ya que en éste siempre se

puede contrarrestar la atraccion gravitacional si se tiene el momento angular suficiente [2].

De la forma del potencial efectivo (3.44) se puede observar que los parametros que modifican
la barrera de potencial son tnicamente M y [, y en particular el cociente ¢/l/GM. En la Fig. 3.3
se muestran gréaficas de Vs para diferentes valores de [/M (Se toman unidades naturales, i.e.,
¢ = G =1). Ademas, se muestra el caso Newtoniano, donde se puede apreciar que en éste se tiene
una barrera de potencial infinitamente alta, mientras que en el caso relativista la barrera tiende a

—oo con r — 0; ésta es la consecuencia del término de la correccién relativista.
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Figura 3.3: Potenciales efectivos para distintos valores del cociente [/M; ademaés, se presenta el
potencial Newtoniano con [/M = 4.3. El caso relativista presenta una barrera de altura finita,

mientras que el caso clasico tiene una barrera infinita. Cabe resaltar que las gréaficas estan con
unidades naturales (G = ¢ = 1).

Notemos que el término 72 siempre es mayor o igual a cero, por lo que de la ecuacién de movi-
miento radial, Ec. (3.45), se tiene que £ — V¢ también debe ser siempre mayor o igual a cero. Esto
implica que s6lo estdn permitidas trayectorias en las cuales la energfa satisface £ > Vyr. Esto da

origen a cuatro tipos de trayectorias en este espacio-tiempo:

1. Si & > Vey¢(r) V r, entonces una particula que viene de r = oo va a colisionar con la fuente
gravitacional en r = 0;

2. S8i €& > Viys(r) para un cierto rango [r,ra], la particula describe una orbita acotada entre rq

y r, llamados puntos de retorno y se tiene Vors(r1) = Vegpp(r2) = &;

3. Si € > Vesp(r) en [rpmin, 00), la particula llega a un punto de méximo acercamiento, ry,, con

Very (rmin) = &, y después se aleja arbitrariamente;

4. Si € = Vis¢(r) para algtn r, y es minimo o maximo local, se tiene una orbita circular, la cual
puede ser estable o inestable, respectivamente.

Es importante estudiar y graficar los casos 2 y 4 porque recordemos que queremos analizar

la orbita de la estrella S2, la cual sabemos por los datos que no pertenece a los casos 1 ni 3. A
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continuacion, la Fig. 3.4 muestra los potenciales y o6rbitas descritas por una particula en dichos

Casos.

30
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0.00 0
—0.02 A ~107
720 r
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. ‘ ‘ : -30 . . . . .
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Figura 3.4: Representaciones de los potenciales y Orbitas para los casos 2 y 4. La fila superior
muestra primero el potencial efectivo para el caso [/M = 4.3 y £ = —0.026 y a la derecha la érbita
descrita por una particula en dichas condiciones; se puede observar que la particula se mantiene en
una orbita (en negro) acotada por los puntos de retorno 7, = 10M (en azul) y rpmes = 25.6 M
(en naranja). Por otro lado, la segunda fila representa el caso del potencial de una érbita circular
estable localizada en r = 6M cuando /M = /12.

En un principio, las cantidades conservadas (3.38), (3.39) y la ecuacion (3.45) permiten describir
el movimiento de una particula a través del espacio-tiempo al resolver las ecuaciones diferenciales.
Sin embargo, como nuestro objetivo es darle ecuaciones diferenciales a la computadora para obtener
la trayectoria de la estrella S2, es méas conveniente trabajar con una forma equivalente para el

tiempo coordenado y la coordenada radial. Primero, definamos N := 1 — 2GM/c*r, por lo que la
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normalizacion de la 4-velocidad es

—c? = N2 + N712 4 122 (3.46)
. 12
=N+ N2+ — (3.47)
T
= 1=Ni*— N‘lﬁ e (3.48)
2 22
:J\hé?—uN—lﬁJri (3.49)
- 62 627’2 '
[2 1 27;2 1 l2
=2 =N14+N2_ 4 N1~ 3.50
+ c? + c2r? ( )
1/2
:»f—{ LU R }/ (3.51)
- 2GM 2 2GM : !
(1 T ey ) c? (1 B 20%]7\*4) c?r (1 Ty )

La razén por la cual escribimos cada uno de los términos de manera explicita es porque ésta
es una de las ecuaciones que se implementaréan en el codigo (ver Sec. 5.1.1). De esta manera, la
Ec. (3.51) permite establecer la relacion entre el tiempo propio y el tiempo coordenado en funcion
de los parametros del sistema (M, 1), y las posiciones y velocidades de la particula. Es importante
mencionar que este desarrollo se puede generalizar a cualquier espacio-tiempo estacionario, pues
solamente se requieren las componentes g, al utilizar la normalizacién de la 4-velocidad. Por otro
lado, se puede obtener una ecuacion diferencial de segundo orden en r al derivar la Ec. (3.45) y usar

la conservacion de la energia (d€/dr = 0) como

0= %%’f‘z + %Veff(r)
ld ., d( GM 1> GMIP?
~2dr dr (_r 2r2 027'3>
1. ... GM. P>, 3GMIP*,
= 5(27’7“) + 2" + 2" (3.52)
i (GM r 3GMZ>
7“2 703 027,4

r2 r3 c2rd

< GM I? SGMZQ)
=r|lr+———-——=+—51 -
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Notemos que al obtener 7 estamos quitando la energia £ de los parametros necesarios para describir
la 6rbital. El caso 7 = 0 se satisface en los puntos de retorno de la érbita, mientras que en todos

los demés se tiene que la segunda derivada debe satisfacer

GM 1> 3GMI
— =+

r2 r3 c2rd

7= (3.53)

Asi, obtenemos la ecuacion diferencial de segundo orden en r que rige el movimiento de las
orbitas. Obtener esta ecuacion resulta més conveniente por las condiciones iniciales que se conocen
en el problema de la estrella S2 (para méas detalles al respecto y la explicacion de por qué resulta

éste un mejor método véase la Sec. 5.1.1).

3.4. Agujeros negros

3.4.1. Singularidades

Al observar la forma del elemento de linea de Schwarzschild, Ec. (3.32), podemos notar que
existen dos puntos singulares: 7 = 2GM/c?> y r = 0; en ambos algtn elemento de la métrica se
anula o diverge, ya sea ¢, 0 g. Estos dos puntos reciben el nombre de singularidades, y existen
dos tipos: de coordenadas y espacio-temporales o geométricas. Las primeras se deben simplemente
a una mala eleccion de coordenadas, por lo que el espacio-tiempo es completamente regular ahi; por
otro lado, las segundas no son removibles en ningin sistema coordenado e indican que realmente la
geometria del espacio-tiempo es singular. Como veremos a continuaciéon, la métrica de Schwarzschild

dada como en la Ec. (3.32) cuenta con una singularidad de coordenadas y una espacio-temporal.

Un excelente ejemplo para entender las singularidades de coordenadas es precisamente el espacio
Euclideo en coordenadas esféricas. Si pensamos en una 2-esfera y utilizamos coordenadas esféricas
para describirla, notaremos que el polo norte es un punto singular. Dada una esfera de radio r, los
puntos (6, ¢) permiten describir los diferentes puntos sobre ella; no obstante, la familia de puntos
(0 = 0,0 < ¢ < 27) describen todos el mismo punto: el polo norte. Esto se nota, por ejemplo, en
los mapas de la Tierra porque tanto el polo norte como el polo sur se convierten cada uno en una
linea, cosa que no es cierta de la geometria de la esfera. Asi, tenemos un sistema coordenado que no
logra describir perfectamente todos los puntos de la esfera, teniendo singularidades de coordenadas

como el polo norte, pero el polo norte en si mismo es un punto regular de ésta.

SEste hecho sera de suma importancia cuando hablemos de la integracién de la orbita de la estrella S2 y los
parametros que necesitamos para describirla.
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Comencemos estudiando el punto 7 = 2GM/c?. Para darnos una idea de la naturaleza de la
singularidad podemos estudiar cantidades fisicas de observadores que se acerquen a dicho punto.
Algo que podemos investigar es el tiempo propio que le tomaria a un observador en caida radial
llegar desde un punto r = R > 2G'M/c? hasta r = 2GM/c?. Primero, notemos que la distancia

coordenada es una distancia finita, la cual esta dada por

2G M/ c? 2GM/c? dr
Ar —/ Gpr dr —/ — (3.54)
R N R (1- %)
La integral dada por (3.54) es finita para cualquier valor de R [18], por lo que esperarfamos que

al observador le tome un tiempo propio finito llegar a 2G'M/c?. Para poder calcular el tiempo AT
recordemos que la Ec.(3.45) relaciona d7 y dr. Suponiendo que la particula cae de forma radial, i.e.,

no hay momento angular, la expresion para el dr es

dr dr
dT:_[2(5+M)]1/2 = AT:—/ [2(5+w)]1/2 , (3.55)

donde se escoge el signo (—) para indicar que el observador cae. Notemos que al integrar entre Ry
2G M /c? para obtener At el valor se mantiene finito [22]; dicho en otras palabras, a un observador
siempre le toma un tiempo propio finito llegar a 2G M /2. Incluso uno podria integrar hasta cualquier
0 <r < 2GM/c? y la integral seguiria dando un valor finito. Esto nos indica que el espacio-tiempo

parece permanecer regular.

Lo que falta es analizar el comportamiento del tiempo coordenado en la misma situacién, es
decir, cobmo percibiria un observador al infinito la caida radial de una particula. Lo que necesitamos
ahora es relacionar dt con dr. Una manera de hacerlo es ver que UY = ¢g®Uy = —¢% & /c nos conecta
drt y dt, y como ya vimos la relacién entre d7 y dr, entonces podemos obtener una ecuacién que nos

relacione dr y dt. Como U® = dt/dr, esta discusion nos permite escribir

a & . dréje
N e (S o

y como ya vimos la expresion de d7 en términos de dr finalmente obtenemos

B Elc dr
o) s




3.4. Agujeros negros 61

Analizando el comportamiento de la integral de la Ec. (3.57) uno puede observar que el valor
diverge conforme r — 2G M /c? [22]. Si bien vimos que el tiempo propio es finito, el resultado anterior
nos indica que el tiempo coordenado diverge conforme la particula se acerca a r = 2GM/c*. De
esta manera, existe una discrepancia entre lo que perciben un observador en caida libre y uno en el
infinito. Aunque esto parece alarmante, recordemos que las coordenadas (t, 7,6, ¢) fueron escogidas
para describir bien el espacio-tiempo lejos, por lo que este fallo al intentar describir 7 = 2GM /c? nos
muestra una limitante de las coordenadas mismas, pero ;de donde proviene el infinito en el tiempo

coordenado? Para responder esta pregunta analicemos los conos de luz de las trayectorias radiales.

Al considerar trayectorias nulas y radiales estamos pidiendo que se satisfaga ds?> = 0y dff =

d¢ = 0. Asi, el elemento de linea se vuelve

2GM 9 dr?
0:_<1— o >dt e (3.58)
c2r
dt 1
-2 (1 - 202M> . (3.59)

En la Ec. (3.59) obtenemos un (£). El signo (+) indica que conforme avanza el tiempo la
coordenada r aumenta, es decir, se tienen trayectorias salientes; por otro lado, si se tiene (—),
cuando t avanza la coordenada r disminuye, indicando que se tienen trayectorias entrantes. El

comportamiento de los conos de luz se puede apreciar en el diagrama ¢t — r de la Fig. 3.5.

AR VAV,

2M/c2r

Figura 3.5: Diagrama t — r que muestra los conos de luz de particulas en caida radial hacia r =
2G M /c?. Se puede observar que al acercarse a dicho punto los conos de luz se comienzan a cerrar,
implicando que cada vez les toma méas tiempo coordenado caer. Imagen tomada de [22].
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En la Fig. 3.5 podemos apreciar que muy lejos de r = 2GM/c? los conos de luz se abren en 45°,
justo como en el espacio-tiempo plano de Minkowski; esto es totalmente normal porque tenemos
un espacio-tiempo asintéticamente plano. Sin embargo, conforme nos acercamos a r = 2GM/c? los
conos de luz comienzan a cerrarse. Esto se debe a que la pendiente de los conos estd dada por el
lado derecho de la Ec. (3.59), la cual diverge si r — 2GM/c?. Que los conos de luz se cierren se
puede interpretar como que a la particula en caida libre le toma cada vez méas tiempo coordenado
hacer que su coordenada radial disminuya; este es el origen de la divergencia discutida en la Ec.
(3.57). Finalmente, en el limite cuando r = 2GM/c? los conos de luz se cierran completamente y

las trayectorias nulas quedan atrapadas, es decir, sin disminuir ni aumentar su coordenada radial.

Toda esta discusion nos indica que realmente se tiene una singularidad de coordenadas en dicho
punto; no obstante, falta determinar qué pasa en la otra singularidad de la métrica, i.e., en r = 0.
Para ver esto, podemos estudiar si es una singularidad originada por la eleccién de coordenadas o
si no puede ser removida en ningin marco de referencia. Esto se logra viendo el comportamiento
de alguna cantidad que sea invariante de coordenadas. La invariante que analizaremos esta da-
da por la contraccién del tensor de Riemann consigo mismo, llamada invariante o escalar de
Kretschmann. Esta cantidad esta dada como |25]

2772
K = Ropu, R = ALSGTQW . (3.60)
ctr

Al ser un escalar, su valor no va a cambiar cuando cambiemos de sistema coordenado; esto
permite ver propiedades independientemente del marco de referencia que se elija. Como podemos
ver de la Ec. (3.60), el escalar de Kretschmann diverge con r — 0; esto nos indica que la singularidad
r = 0 es en realidad una singularidad espacio-temporal. Ademés, de la misma expresiéon podemos

corroborar que r = 2G'M/c? no es una singularidad espacio-temporal, pues el escalar no diverge ahi.

3.4.2. Horizonte de eventos

Anteriormente, vimos que la métrica de Schwarzschild tiene dos singularidades: » = 2GM/c?
y r = 0, siendo la primera de coordenadas y la segunda espacio-temporal. Como sabemos que se
tiene una singularidad coordenada, el siguiente paso seria encontrar un sistema coordenado en el
cual se pueda remover. Para esto existen dos cambios de coordenadas comunes: las coordenadas de

Eddington-Finkelstein y las coordenadas de Kruskal-Szekeres”.

"Estos cambios de coordenadas no se discutiran a detalle en este trabajo. Sin embargo, para un estudio mas
profundo de las mismas se recomiendan las siguientes referencias: [2,18,19,22,25].
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En el elemento de linea (3.32) podemos observar que la componente g, de la métrica se indeter-
mina en la singularidad de coordenadas r = 2G M /c?. Vamos ahora a definir una nueva coordenada,

v, que nos va a permitir deshacernos de la singularidad. Definamos

vi=t+ f(r) = dv=dt+ fldr. (3.61)

De esta manera,

(1 — 2GM> dt* = (1 — QC’;M> (dv — f'dr)?
c°r

e (3.62)
2GM '
= (1 - gr ) (dv* — 2f'dvdr + (f)2dr?) .
Sustituyendo en la métrica y definiendo N = 2G'M/c*r tenemos
2 2 / N2 g2 dr? 2 702
ds® = —N(dv® = 2f'dvdr + (f')dr®) + — + r°df2
N . (3.63)
= —Ndv? + 2N f'dvdr + dr* (=N (f')? + ~) T r2dQ0?
donde vemos que se elimina la singularidad si se satisface
NP =+ (361
N :

Debido a la potencia cuadratica en f’ se tienen dos opciones de signo. Escogiendo el signo

positivo,
1 2GM/c*r
’ _
f= 1—-2GM/c2r Tz 2G M /c3r (3.65)
2GM r—2GM/c?r
=t | .
Tu=tars c2r ( 2GM/c*r ) (3.66)

Como al eliminar la singularidad al remover dr? surge un término dvdr, observamos que al hacer
este cambio de coordenadas terminamos con una métrica que ya no es diagonal. No obstante, la

ventaja de lo anterior es que ahora todos los coeficientes de ésta estan bien definidos. Ademés,

detg = —r*sin? @ , (3.67)



64 Capitulo 3. Relatividad General

que es diferente de cero para toda r > 0, excepto en los polos (6 = 0, ), que son las singularidades
usuales de las coordenadas esféricas. Debido a esto, sabemos que la signatura de la métrica no
cambia al cruzar r = 2GM/c?, por lo que tenemos que g es una métrica Lorentziana bien definida
en el conjunto {v € R,r € (0,00)} x S? [27]. Cabe remarcar que, si bien al principio dijimos que
ibamos a realizar un simple cambio de coordenadas, lo que hicimos fue una extension analitica del
espacio-tiempo original. A pesar de que en este trabajo no se discutiran las coordenadas de Kruskal-

Szekeres, éstas también representan una extension analitica del espacio-tiempo de Schwarzschild.

Escribiendo el elemento de linea de manera explicita tenemos

2GM
ds? = — (1 — CG%- ) dv? + 2dvdr + r2d0? | (3.68)

con lo cual podemos analizar las trayectorias nulas radiales, es decir, el caso cuando ds? = 0y
dQ? = 0. Aqui se tienen dos soluciones [15]:

dv

i 0, (3.69)
dv 2
dr — 1—-2GM/cr (3.70)
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Figura 3.6: Diagrama de las trayectorias nulas radiales en el plano (v,r). Se puede observar que

lejos de rg los conos de luz se abren a 45°, pero conforme se acercan comienzan a inclinarse. Imagen
tomada de [2].
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La Fig. 3.6 muestra la grafica de los casos anteriores mostrando los conos de luz. Podemos
observar que lejos de 2G M /c? los conos de luz se abren a 45°, justo como pasa en el espacio-tiempo
plano; sin embargo, conforme la particula comienza a acercarse a esta superficie, el cono de luz se
“inclina”. En r = 2GM /c? el cono se ha inclinado de tal forma que una trayectoria nula se dirige a
la singularidad espacio-temporal y la otra esté justo sobre el radio de Schwarzschild, por lo que el
futuro de cualquier particula masiva queda dentro de esta superficie. El hecho de que los conos de
luz se inclinen de esta forma hace que cualquier particula con masa o sin masa que cruce el radio de
Schwarzschild esté destinada a caer a la singularidad; dicho de otra forma, cualquier particula que
cruce el radio de Schwarzschild desde r mayores ya no podra salir. Asi, la region {r < 2GM/c*}
para la métrica (3.68) puede ser definida como una region de un agujero negro en el siguiente

sentido [25]:

Es una region la cual un observador o senal puede cruzar de afuera hacia dentro, pero

de la cual no puede salir nunca.

Este hecho implica que el espacio-tiempo tiene una regiéon que estd causalmente desconectada
del resto, pues toda curva tipo tiempo o nula que esté dentro de ésta no puede escapar a las
demas regiones del espacio-tiempo (fuera del agujero negro). Como ya se habia comentado que un
observador en caida radial alcanza la singularidad en un tiempo propio finito, y recordando lo visto
sobre geodésicas en la Subsec. 2.2.5, podemos decir que su geodésica es maximal pero no completa.

Asi, el espacio-tiempo se vuelve una variedad geodésicamente incompleta.






Capitulo 4

Métodos MCMC

En el Cap. 3 se dieron las bases de la Relatividad General y, méas en concreto, se habld de las
ecuaciones que describen el movimiento de particulas alrededor de un sistema estatico y con simetria
esférica. Dichas ecuaciones son suficientes para simular las érbitas de las particulas y poder estudiar
sus propiedades, como simular la érbita de la estrella S2; sin embargo, el caso es mas complejo
cuando se busca ajustar érbitas estelares a datos observacionales. En este capitulo se desarrollan los
principios de la probabilidad y se habla de la estadistica Bayesiana como método de inferencia para
ajustar modelos a conjuntos de datos. Mas adelante, en la Sec. 4.2, se da una breve introducciéon a
los Métodos de Monte Carlo como métodos que usan variables aleatorias para resolver problemas.
Luego, se introduce el concepto de Cadenas de Markov como procesos estocasticos incluyendo un
ejemplo que permite entender de manera clara sus principios. Finalmente, se muestra como la unién
de los Métodos de Monte Carlo y las Cadenas de Markov dan origen a los métodos MCMC; en
particular, se habla del uso del algoritmo de Random Walk Metropolis-Hastings (RWMH) para el
caso de orbitas estelares. Los conceptos aqui mencionados se irdn definiendo a lo largo de todo este
capitulo. La importancia de desarrollar estas herramientas se vera en el Cap. 5 cuando se hable en

concreto de su aplicacion para el ajuste de los datos observacionales de la 6rbita de S2.

4.1. Estadistica Bayesiana

Supongamos que contamos con un conjunto de datos D de un sistema y queremos proponer
un modelo M que ajuste a dichos datos. En principio, el modelo podria depender de un conjunto

de parametros, por lo que M = M (), con € un vector de pardametros que vive en el espacio de

67
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pardmetros X. En este sentido, cada punto en X representa un conjunto particular de valores para

los distintos parametros, y cada 6 € X’ va a generar cierta informacién con respecto al sistema.

Un ejemplo de lo anterior, y que de hecho sirve de antesala para el problema de la 6rbita de S2,

seria la ecuacién de un circulo en R2,
(x—h)*+ (y—k)>=R%. (4.1)

En este caso, nuestro modelo cuenta con tres pardmetros: dos puntos espaciales para localizar el
centro del circulo (h, k), y su radio R; por lo que la dimension de X es 3,y 0 = (h,k,R) € X. El
conjunto de datos, D, puede representar puntos en R? que pertenecen a un circulo cuya ecuacion se

desconoce.

Si nosotros proponemos un cierto 6, podemos comparar el circulo generado con los datos a
ajustar mediante una prueba de tipo x? para determinar qué tan cercanos son los puntos del circulo

generado a los datos. Para el caso de dos conjuntos de datos esto se puede escribir como

. 1 z -7\’ y =3\’
leehness:—§Z [( o ) +< o ) ; (4.2)

]

donde o, , 0y, representan la incertidumbre de los datos, y los puntos x, y son los puntos generados
por nuestro modelo dado el vector 6 correspondiente; en este caso Z;,y; € D. Es importante notar
que la suma va sobre los datos, ya que en principio por cada dato corresponde un punto, entonces
la suma esta bien definida'. La Ec. (4.2) representa una medida para saber qué tan bueno es el
conjunto de valores para reproducir los datos observados, y notemos que la diferencia entre punto
y dato estd pesada por el error del segundo, haciendo que un mejor modelo sea aquel que ajusta

mejor a los datos que tienen menor incertidumbre.

Sin embargo, la Ec. (4.2) representa una medida individual para ese modelo particular, pero
muchas veces lo que se quiere es conocer la distribuciéon que tienen los valores de los parametros
para determinar en qué rango se encuentran los valores que mejor reproducen los datos. El problema
de determinar la probabilidad de que una hipétesis sea cierta dado un conjunto de datos es el origen

de la estadistica Bayesiana.

Para entender la estadistica Bayesiana se tienen que entender primero los fundamentos de la
probabilidad; estos pueden ser descritos por medio de teoria de conjuntos y determinados axiomas.

Definamos el conjunto de muestras S como los posibles valores que puede tomar una variable. Sea

No siempre es éste el caso, y, de hecho, no lo es para la caso de la orbita de S2. Para arreglarlo tendremos que
introducir en el siguiente capitulo un mecanismo para tener el mismo ntimero de puntos que de datos observacionales.
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A C S un subconjunto de S. Entonces a cada A C S se le asigna un valor real P(A), llamada

probabilidad de A, que satisface:

3. Si A, B son dos subconjuntos disjuntos de S, es decir, A N B = &, entonces se satisface que
P(AUB)=P(A)+ P(B) .

Pensando en términos de probabilidad, el axioma 1 implica que no hay probabilidades negativas;
el segundo axioma nos dice que la variable toma un valor y S contiene todos los posibles valores que
toma A; y finalmente, el Gltimo axioma implica que la probabilidad de que uno de dos subconjuntos
sucedan es simplemente la suma de las probabilidades de que cada uno suceda; en la terminologia
de la estadistica a los subconjuntos se les suele llamar eventos. Decimos que A, B son dos eventos
independientes si P(AN B) = P(A)P(B); en otras palabras, la probabilidad de que sucedan dos

eventos independientes es el producto de sus probabilidades.
Sean A y B dos eventos. Podemos definir la probabilidad de que suceda A dado B, llamada
probabilidad condicional y denotada P(A|B), como

P(A|B) = P(Jf(;)B)

(4.3)

De la Ec. (4.3) puede verse que la probabilidad condicional de dos eventos independientes es
simplemente la probabilidad del evento; es decir, si A, B son dos eventos independientes, entonces
la probabilidad de que suceda A dado B es simplemente la probabilidad de que suceda A, pues al

ser independientes, el hecho de que ocurra B no afecta el que ocurra o no A.

Utilizando la Ec. (4.3) se puede escribir la probabilidad condicional de que ocurra B dado Ay
notando que AN B = BN A, entonces

P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B) (4.4)
~ P(A|B) = w (4.5)

El resultado (4.5) es conocido como Teorema de Bayes y muestra que la probabilidad condi-

cional de que ocurra A dado B esta relacionada con la probabilidad de que ocurra B dado A.

En muchos casos, y particularmente en literatura de Fisica, A representa un posible resultado

de un experimento, y entonces se entiende P(A) como la probabilidad de que el resultado A salga
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en la medicion del experimento. Desde el punto de vista frecuentista, P(A) se interpreta como el

niimero de veces que se obtiene el resultado A si el experimento se realiza en nimero infinito de

veces en condiciones iguales [20]. Asi, se tiene que P(A) se puede expresar como el limite
veces que se obtiene A
P(4) = lim =4 , (4.6)
n

con n el nimero de veces que se realiza el experimento.

No obstante, se puede definir una probabilidad subjetiva en la cual A es una hipotesis que
puede ser cierta o falsa y P(A) representa el grado de creencia de que A sea verdadera. Debido a
que ahora se tratara con hipotesis, conviene hacer un cambio de notaciéon A — H. Asi, dada una

hipotesis H, se debe satisfacer la regla de la suma [27]

P(H)+P(H) =1, (4.7)

donde H significa que la proposicién o hipotesis H es falsa. De esta manera, la regla de la suma
indica que una hipoétesis es cierta o no. Bajo esta perspectiva, el Teorema de Bayes, que ahora toma

la forma

P(D|H)P(H)

P(H|D) = =25

(4.8)

se puede interpretar como la probabilidad de que una hipotesis H sea verdadera dados unos datos

D. Las diferentes partes de la Ec. (4.8) se pueden interpretar como:

1. P(D|H): Probabilidad de que se observen los datos suponiendo que la hipétesis H es verda-

dera, y es conocida como Likelihood;

2. P(H): Probabilidad de que la hipotesis sea verdadera sin evidencia previa, y es llamado

Probabilidad a priori (por simpleza se referira a ella como prior);

3. P(D): Probabilidad de medir evidencia. Resulta ser una constante de normalizacion, y se le

suele llamar Evidencia.
Considerando que P(D) es una constante, el Teorema de Bayes se puede escribir como
P(H|D) x P(D|H)P(H) , (4.9)

por lo que la probabilidad de que una hipotesis sea cierta dados unos datos es proporcional al pro-
ducto entre la probabilidad de que los datos sean observados suponiendo H cierta y el conocimiento

previo que teniamos sobre la certeza de la hipoétesis.
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El Teorema de Bayes es fundamental cuando se busca hacer inferencia a partir de datos. Resulta
que este teorema plantea las bases para la teoria necesaria en la estadistica Bayesiana. Recordemos
que lo que queremos es obtener los valores de parametros que mejor ajustan la érbita de la estrella
S2 a los datos astronémicos, haciendo que este problema sea por naturaleza un problema de infe-
rencia Bayesiana. Es importante aclarar que si bien el Teorema de Bayes nos da los fundamentos
matematicos para poder hablar de inferencia de este tipo, més adelante veremos que en este caso
lo que nos va a dar las distribuciones posteriores de los pardmetros es la implementacién de los
métodos MCMC.

4.2. Métodos de Monte Carlo

En la seccion anterior vimos céomo el Teorema de Bayes permite conectar probabilidades condi-
cionales de una hipotesis y datos. Ahora lo que toca hacer es introducir una herramienta poderosa

que se basa en variables aleatorias para obtener la respuesta de diversos problemas.

Los Métodos de Monte Carlo son técnicas computacionales utilizadas para resolver problemas por
medio de variables aleatorias. En muchos casos, estos métodos permiten obtener aproximaciones a
respuestas de problemas invirtiendo el enfoque: en lugar de estimar cantidades aleatorias por medios
deterministas, usan variables aleatorias para estimar cantidades deterministas [25]. Por si mismos,
los Métodos de Monte Carlo parecen no ayudar en el problema de obtener valores de los parametros
de la 6rbita que ajusten bien a datos; no obstante, son uno de los dos ingredientes necesarios para
la construcciéon de un método que si va a ser capaz de encontrar valores que hagan que los modelos
ajusten a los datos. Es por esto que es importante entender la naturaleza de los Métodos de Monte

Carlo con ejemplos sencillos que muestren su alcance.

El ejemplo cléasico de lo anterior es utilizar cantidades aleatorias para aproximar el valor de 7.
Consideremos una region cuadrada en R? en la cual esté inscrito un circulo de radio 1. En este caso,

la razon entre las areas del circulo y del cuadrado es

Area circulo 2

Area cuadrado  (2r)2

T
— . 4.10
: (410)
De esta manera, tenemos que el valor de m estd conectado con un aspecto geométrico entre el
cuadrado y el circulo. Para aplicar los Métodos de Monte Carlo supongamos una “lluvia ideal” sobre
el cuadrado, es decir, la probabilidad de que caiga una gota en una regiéon A es proporcional al
area A e independiente de la posicion; los posibles valores que tendria la posicion de la gota son

precisamente las posiciones (z,y) dentro del cuadrado. Si se dejan caer muchas gotas, la relacion
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entre el nimero total de éstas que cayeron y las que cayeron dentro del circulo se aproxima a la Ec.

(4.10). La Fig. 4.1 muestra esquematicamente este proceso.

Figura 4.1: Simulacién de la caida de gotas sobre un cuadrado con un circulo inscrito para aproximar
el valor de 7. La relacién entre el nimero total de gotas que cayeron y las que cayeron dentro del
circulo se relaciona con el valor de 7. Imagen tomada de [28].

El ejemplo de la “lluvia ideal” se puede ver computacionalmente por medio de niimero pseudo-
aleatorios generados por un programa. En este caso, cada coordenada de una gota es una muestra
aleatoria extraida de una distribucion uniforme U 1), y cada gota representa una iteracion del pro-
grama. A continuacion se muestra el pseudocodigo en el cual se “dejan caer” N gotas, i.e. se realizan

N iteraciones:

Algorithm 1 Aproximacion del valor de 7

k=0 > Variable para contar las gota dentro del circulo
for i =0to N do

Sampleo x de Ujg 1)

Sampleo y de Uy 1]

if (x,y) esta en el circulo then

k+=1

end if
end for
m~ 4k/N

Es claro que aproximar el valor de 7 es un ejercicio sencillo pero educativo del uso de variables
aleatorias para intentar obtener el valor de una cantidad. Es precisamente esto lo que motiva el uso
de métodos de Monte Carlo, siendo posiblemente el mas extendido y utilizado el de aproximar el

valor de una integral.
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En muchos problemas fisicos y matematicos la solucién se plantea como una integral de alguna
funcién. Sin embargo, en la mayoria de los casos la integral es demasiado complicada como para
obtener un resultado de manera analitica; en estas situaciones se busca entonces resolver el problema
de manera numérica. Una manera de obtener el valor de una integral es por medio de la llamada
integracion de Monte Carlo, la cual se basa en ntimeros aleatorios e iteraciones para aproximar

el resultado. Para esto, supongamos que queremos conocer el valor de la integral
b
I:/ f(z) dx . (4.11)
a

Lo que podemos hacer es expresar la integral en términos de la esperanza de una variable x que

tiene una distribucion p(z) como
b
E(f@) = [ f(@)p(a) da (1.12)

El caso mas sencillo es el de una distribuciéon uniforme del intervalo (a,b), es decir, p(x) =

U(a,b) =1/(b— a). Tomando esta consideracion,

b
E(f(@) = [ o)~ da. (113

De esta manera, el problema de estimar el valor de la integral se reduce a estimar E(f(x)). Un

resultado que permite esto es el Teorema del Valor Medio [29]:

Teorema 4.2.1 Si f es una funcion continua sobre |a,b], entonces existe un c € [a,b] tal que

b
fle) =5 ! - / f(z) dz . (4.14)

Este resultado sugiere que tomemos E(f(z)) = f(c¢). Con esto en mente, se puede aproximar

E(x) por medio de un promedio de valores de f sobre el intervalo a integrar como

B(f) ~ -3 ) (4.15)
=1
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Asi, de acuerdo a la Ec. (4.13) se tiene que el valor de la integral se puede aproximar numérica-

mente como

n

b e
[t dom "oty ) (4.16)
a i=1

donde los valores z; se toman de manera aleatoria sobre el intervalo con la distribucién uniforme
U(a,b). La igualdad en la Ec. (4.16) se da cuando n — oo, lo cual permite que el valor estimado se
acerque arbitrariamente al valor real siempre y cuando se tome un nimero suficiente de muestras.
Este método es excelente para usarlo computacionalmente, pues muchas veces se puede escoger un
nimero lo suficientemente grande de muestras para hacer que el valor obtenido esté dentro de un

rango de tolerancia determinado.

Definiendo g(x) := f(z)/p(x) el error de la aproximacion se puede estimar como

1 n
error = |— E g(zi) — 1
n
i=1

Vn

donde 07 = [(g(x) — I)*p(x) dz y N(0,1) representa una distribuciéon normal con promedio 0 y

Q

(0,1)

)

varianza 1. La ultima aproximacion se sigue del Teorema del Limite Central [30]. Entonces se
puede concluir que el error decrece como 1/4/n. Otro comentario importante del desarrollo anterior
es que el método de Monte Carlo esta fuertemente influenciado por la distribucién con densidad
p().

Una de las mayores ventajas del método de integracion de Monte Carlo es la facilidad con la que
se puede implementar y la cantidad de problemas que se pueden resolver con él. El algoritmo para

resolver la integral de una funciéon f(x) es entonces:

1. Obtener n muestras aleatorias dentro del rango (a,b).
2. Evaluar la funcién a integrar en cada una de éstas.

3. Promediar, es decir, calcular el lado derecho de Ec. (4.16).

De esta manera, se puede aproximar el valor de la integral; sin embargo, el precio a pagar por esta
simplicidad es la convergencia del método, pues ésta va como 1/4/n. Esto muchas veces implica que

para obtener la precisiéon deseada se tiene que generar un nimero demasiado grande de muestras.



4.3. Cadenas de Markov 75

Ahora, otra caracteristica importante de este método es que al tomar una distribucion uniforme para
obtener las muestras, la estimacién de la integral no esta sesgada, haciendo que termine convergiendo

al valor real de ésta [31].

Tanto el calculo del valor de 7w como la integracién de Monte Carlo son ejemplos por excelencia
de Métodos de Monte Carlo y, ademéas, muestran lo tutiles que pueden ser las variables aleatorias
para resolver distintos problemas. No obstante, en muchos casos se requiere de algiin mecanismo
para que los valores de una variable aleatoria sigan una cierta distribucién segtn la situacion, y este

mecanismo resulta ser el otro de los ingredientes que se mencionaron al inicio de la seccién.

4.3. Cadenas de Markov

Lo caracteristico de la integracion de Monte Carlo es que las muestras que se toman para prome-
diar son independientes entre si, es decir, el elemento z; no esti relacionado con el elemento x;_1.
Sin embargo, se pueden construir procesos estocasticos en los cuales el estado i-ésimo depende de la
historia del sistema, i.e. de valores anteriores de las variables. Un caso particular de esto es cuando
el estado x4 es extraido de una distribucion P(z441|x¢) que depende solamente del estado actual,
x¢. Estos procesos son llamados Cadenas de Markov [32]. De esta manera, una cadena de Markov
nos permite extraer valores de la variable aleatoria de una distribucién que solamente depende del
paso anterior y no de la historia completa de la cadena. La distribucion P(-|-) se llama kernel de
transiciéon de la cadena, y cuando es independiente de ¢ se dice que la cadena es homogénea en el
tiempo. En el caso del método de integracion Monte Carlo se tiene una variable aleatoria X cuyos
valores son los valores dentro del intervalo (a,b), pero dicho método no constituye una cadena de
Markov porque la probabilidad de moverse a otro punto es independiente del estado anterior, pues

se trabaja con una distribucién uniforme.

Sea un sistema con una variable aleatoria X que puede tomar los valores x1, z9, ..., Tx. Al conjunto
de posibles valores, S = {z;}, se le llama conjunto de estados [20]; entonces en cada iteracion la
variable X toma un valor de S. En el caso de una Cadena de Markov se tiene que en cada iteracion

la variable toma un valor siguiendo una distribuciéon que depende solamente del valor actual de X.

Sea una Cadena de Markov homogénea para una variable aleatoria X, es decir, las probabilidades
P(+]-) son independientes del tiempo. De esta manera, podemos denotar la probabilidad de ir del
estado ¢ al j como

pij = P( X1 = j| Xy = 1) , (4.18)
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donde por ser homogénea no importa en cudl paso de la cadena se cambie de estado y las probabili-
dades p;; estan definidas sin ambigiiedad. No hay que confundir la homogeneidad de una cadena de
Markov con la uniformidad de la distribucion U(a,b) en el caso de la integraciéon de Monte Carlo,
ya que la primera significa que la probabilidad de ir del estado i al estado j, p;;, es la misma sin
importar en qué paso de la cadena se llegue al estado ¢ pero sigue habiendo una dependencia del
estado anterior. Por otro lado, en la integracién de Monte Carlo la variable toma un valor en la

iteracion siguiente sin importar el valor actual de ésta.

Sea un sistema con una variable aleatoria X que puede tomar tres diferentes valores, i.e. el
espacio de muestras es S = {x1,x2,x3}. Supongamos que en la iteracion ¢ la variable esta en el
estado x9, por lo que para el siguiente paso puede pasar a los estados x1,x3 o incluso quedarse en
el estado x9, y la probabilidad con la que lo va a hacer estd determinada por las probabilidades

P21, P23, P22, respectivamente.

Para un caso méas general, consideremos ahora el espacio de estados de una variable con k + 1
estados posibles, por lo que S = {xg, 1, x2, X3, ..., 2t }. Se puede definir la probabilidad de ir desde
cualquier estado a cualquier otro de la misma manera que en Ec. (4.18), y se obtiene la matriz de
transicion de la cadena, cuya entrada (i, j) representa la probabilidad de ir del estado ¢ al j en el

siguiente paso, es decir,

boo Por Po2 --- Pok
bio P11 P12 .- DPik

P = |p2 p2a p22 .. DP2u| . (4.19)
[P0 Pkl Pk2 -+ DPkk]

Es importante resaltar que como cada entrada representa una probabilidad, se debe tener que
pij = 0. Ademaés, la fila i representa todas las probabilidades de ir del estado i a cualquier otro, por
lo que se satisface que la suma sobre cualquier fila de la matriz P debe ser igual a 1. Finalmente,
la probabilidad de ir del estado ¢ al j en m pasos es simplemente la entrada (ij) de la matriz
P"=pP...-P.

m veces

Sea una cadena con k + 1 estados posibles, es decir, S = {x¢, z1, 2, x3, ..., Tk }. En el caso en que
no se conozca con certeza el estado inicial de la cadena, sino que éste obedezca una distribuciéon de
probabilidad, se puede definir la distribucién inicial como el vector fila my donde cada entrada

representa la probabilidad de que la cadena empiece en dicho estado, es decir,

mo = ((0),4(1),4(2), ... q(k)) , (4.20)
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tal que ¢(i) = P(Xo = i) y > ;q(i) = 1. Es facil ver que la distribucién para el instante ¢ es
simplemente 7; = 7y P?, pues por induccién se tiene que 7 = 7P, y entonces my = m P = 7o P?.
Es importante resaltar que la distribuciéon m; y la matriz de transiciéon juegan un papel fundamen-
talmente diferente en una cadena de Markov. Por un lado, la primera representa las probabilidades
para cada uno de los posibles estados de que la variable X tome dichos valores en la iteracion t; por
el otro, la matriz P representa la evoluciéon de la cadena y conecta las probabilidades de la variable
entre iteraciones. Dicho de otra forma, para una cadena homogénea las entradas de P no cambian

nunca pero los valores de 7 pueden cambiar en cada paso.

La pregunta natural es: ;después de suficientes iteraciones es posible que los valores de 7w ya
no cambien? En otras palabras, después de un tiempo suficiente de evolucion del sistema, ;las
probabilidades de los diferentes estados de X tienden a algin valor? La respuesta es si. Dada una
distribucién inicial g y una matriz de transicién P, la cadena va a tener una distribucién limite,
7, dada como

= lim mP' = i Hi, j) - 4.21
m = lim mP" = lfm mop' (i, 5) (4.21)
La existencia de esta distribucion limite esta garantizada por el siguiente teorema [20]:

Teorema 4.3.1 Sea una cadena de Markov {X,,} con matriz de transicion P. Si esta matriz sa-

tisface:

1. Irreductibilidad: para cualquier estado de la cadena hay una probabilidad de moverse a otro

estado del sistema;

2. Aperiodicidad: la cadena no debe quedarse atrapada en ciclos de valores del espacio de pard-

metros,

entonces existe una unica distribucion estacionaria ™ para cualesquiera i,j, es decir,

’ tre oo\ .o
Jim p7 (i, j) = m(i, j) - (4.22)

Para entender mejor el significado de una distribucién limite supongamos que tenemos un sistema
con una variable aleatoria con tres posibles estados, i.e. S = {x1, x2, 3} y que la matriz de transicion

estd dada por

P=|0 01 09 . (4.23)
06 04 0
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Vemos que en efecto se satisface que la suma de las entradas de cada fila es la unidad. Ademas,
existen pasos prohibidos, pues las entradas con 0 implican que es imposible que la variable pase de
cierto estado a otro. Este sistema puede visualizarse por medio del diagrama de transicién en la Fig.
4.2 en donde cada nodo representa los posibles estados y las flechas las probabilidades de pasar de

un estado al otro; las probabilidades nulas implican que no hay flecha que conecte los estados.

0.1

0.6

Figura 4.2: Grafica de transicién de una variable aleatoria con tres posibles estados. Los nodos
representan los estados posibles de la variable y las conexiones entre nodos las probabilidades de
moverse entre dichos estados. Imagen tomada de [31].

Supongamos que los estados tienen una distribucion inicial 7o = (0.5,0.2,0.3). Asi, para el tiempo
t = 1 la distribucién para los tres estados estd dada por m = my P, con la matriz P dada como la
Ec. (4.23). Realizando la multiplicaciéon se tiene que m; = (0.18,0.64, 0.18). Después de suficientes
pasos se observa que la distribucién de los estados tiende a 7 = lfmy_,o o P? = (0.2,0.4,0.4). De
esta manera, sin importar en cuél estado se empiece, se puede asegurar que para t suficientemente
grande los estados tienen una probabilidad bien determinada y la variable aleatoria X esta regida

por una distribucién bien definida.

Finalmente, lo que hace muy poderosas a las cadenas de Markov es que si satisfacen la dos

condiciones del Teorema 4.3.1, entonces la distribuciéon limite de la variable X es independiente de

su estado inicial [27]. Esto se traduce en que para cualquier distribucion inicial de los estados, 7,
se tiene que
lim |mo P! — 7| =0, (4.24)
t—o0

con 7 la distribucién limite de la cadena y P su matriz de transicién. De esta manera se puede ver

explicitamente que lo que determina la distribucién final de la variable es solamente la matriz P.
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Hasta el momento s6lo hemos hablado del caso de variables aleatorias discretas, pero para nuestro
proposito vamos a necesitar variables aleatorias continuas, i.e. variables cuyo espacio de muestras
es, por ejemplo, un intervalo [a, b]; en este sentido, para toda iteracion la variable X; puede tomar
cualquier valor real dentro del intervalo. Debido a lo anterior, el kernel de transicién no puede ser una
matriz, sino que ahora se tiene una densidad de probabilidad K (z,y) := Prob(xi41 =yl = x) [27].
Cuando hablamos de espacios de muestras discretos notamos que las filas de P tenian que sumar
la unidad; ahora, como se tiene una densidad de probabilidad, se va a tener que satisfacer que
[dy K(z,y) = 1 sobre todos los posibles valores. No obstante, los resultados de esta seccién se

generalizan facilmente al caso de una variable continua notando que en lugar de P se tiene K.

4.4. Métodos MCMC aplicados al ajuste de 6rbitas estelares

Una de las aplicaciones méas importantes de las cadenas de Markov es en los llamados Métodos
de Monte Carlo basados en Cadenas de Markov (MCMC;, por sus siglas en inglés). Estos métodos
se utilizan para tomar muestras de una distribucién que se desconoce y se componen de dos partes:
un método de muestreo aleatorio, y una cadena de Markov con una distribucién limite particular.
De todos los métodos MCMC, el mas conocido es el Algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) [33],
y muchos de los algoritmos modernos pueden verse como un caso particular de éste. EI Algoritmo

de MH se puede dividir en dos grandes pasos:

1. Proponer un nuevo valor de la variable aleatoria (lo llamaremos candidato) x4+ de la dis-

tribucion K (x4, x141), y

2. Ver si el candidato es bueno o no, es decir, si el nuevo modelo reproduce mejor los datos o no.

El paso 1 muestra claramente que se esta trabajando con un proceso Markoviano pues la forma
de moverse en el espacio de muestras es debido a una distribucién que depende solamente del valor
actual de la variable. Con esto se puede ver que el nombre de Monte Carlo en los métodos se debe

a que el candidato x441 se obtiene de manera aleatoria de una distribucion.

Existen diferentes formas de proponer la densidad K (x¢,zy1), lo cual da origen a una familia
de sub-algoritmos de MH. El sub-algoritmo que se discute en este trabajo es el Random Walk
Metropolis-Hastings (RWMH), en el cual la distribucion K (z¢,z¢4+1) es una distribucién normal

centrada en x; y con varianza o2, i.e. K(x¢,x11) = N (x4, 02).

Regresando al problema del ajuste de la 6rbita de S2, en nuestro caso tenemos que el modelo

que describe al sistema son las ecuaciones de la geodésica en el espacio-tiempo de Schwarzschild, y
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los parametros 6 corresponden al conjunto (M,1), los cuales ademdas no son completamente inde-
pendientes, como se discutira en el capitulo siguiente?. Aqui ya podemos comenzar a aterrizar todos
los conceptos que hemos visto a lo largo de este capitulo. Por ejemplo, comenzamos hablando del
problema del ajuste de la ecuacién de un circulo generado por un modelo M (6) a datos en R?. Para
el caso de orbitas estelares el proceso es a grandes rasgos muy parecido: escogemos valores de (M, 1),

generamos la érbita correspondiente y realizamos una prueba de tipo x2 como en la Ec. (4.2).

Este proceso es claro cuando queremos analizar un tnico #; sin embargo, el objetivo es realizar
muchas pruebas con distintos 6 para intentar encontrar los valores que mejor reproducen los datos.
Es aqui donde entran en juego los procesos estocésticos. Si tratamos nuestros parametros como
variables aleatorias continuas X;, entonces podemos hacer uso de los métodos de Monte Carlo para
intentar encontrar los mejores modelos para la o6rbita de S2. Un primer intento podria ser definir un
intervalo dentro del cual sepamos que deben estar M y [, i.e. M € [Myyr, Mgup| y 1 € [ling, Lsup); luego,
en cada iteracion extraer un par (M,!) donde cada uno esté dentro de su rango correspondiente,
y calcular la Likeliness (Ec. (4.2)). La distribucion de la cual se podrian extraer podria ser, por
simplicidad, una distribucién uniforme. No obstante, el mayor inconveniente de esta construccién es
que los métodos de Monte Carlo dan muestras independientes. Esto implia que realmente se tiene
un método muy poco eficiente porque es igual de probable en la siguiente iteracién que se obtenga
un modelo malo incluso si se acaba de obtener un 6 que reproduce bien los datos, haciendo que nos

alejemos de las zonas en X de mejor ajuste a los datos.

Teniendo en cuenta lo anterior, la mejor solucién a nuestro alcance es introducir cadenas de
Markov en el proceso de seleccion de los 6. Antes de continuar, es importante introducir el concepto
de caminante. En este contexto, un caminante seria un proceso que evaltia un 6 por iteracién o
paso; el origen del nombre viene de que la cadena explora el espacio X en busca de las regiones
con los valores de 6 que mejor ajustan a los datos. El siguiente paso es proponer el kernel de
transicion, K(+,-), que van a utilizar nuestros caminantes para explorar el espacio. Aqui podemos
utilizar el planteamiento del algoritmo RWMH en el cual el kernel es N'(z,02). Es claro que esto
es un kernel de una cadena porque la distribucion esta centrada en el valor actual de las variables,

2

y es estacionario porque o no depende de ¢, pues es una Gaussiana que simplemente se desplaza

sin deformarse.

Para entender mejor el funcionamiento de este kernel veamos lo siguiente. Supongamos que en
la iteracion ¢ tenemos un conjunto 6; = (My, ;). Para la iteracion ¢t + 1 el caminante va a escoger de

manera aleatoria los valores M;11 y l;11 de las distribuciones N'(My,0%,) v N (i, 0}), respectiva-

2En el siguiente capitulo veremos que [ y M no son completamente independientes; ademés, el modelo requiere
de méas parametros, pues estamos ocupando las ecuaciones de la geodésica en el marco de referencia de Sgr A* y los
datos son las posiciones estelares vistas desde la Tierra.
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mente, donde 0'%/[ y 012 son las varianzas que proponemos para cada parametro. Si proponemos una
varianza muy pequena, entonces el movimiento del caminante estd muy restringido; por otro lado,
si proponemos una varianza muy grande, el caminante tiene un movimiento menos preciso ya que

tendra entonces un rango méas amplio de posibles valores en cada paso.

Ahora, jcomo sabemos que 011 = (My41,li4+1) genera un modelo que ajusta mejor a los datos?
Dada la forma de la Ec. (4.2), si tenemos dos conjuntos de valores, 0y y 0,41, el mejor conjunto va
a ser aquel que resulte en un valor de Likeliness més cercano a cero. En caso de que ;41 genere
un modelo que tenga una peor Likeliness que 6, para la iteracion ¢t + 1 se redefinen las variables
aleatorias como Myy1 = My y ly41 = l3; esto lo que indica es que el caminante no se mueve y
debe escoger un conjunto 6 que sea mejor que el actual. Por otro lado, si 61 si dio un mejor
valor de Likeliness, significa que el caminante se acerca a la regiéon de X deseada y continda por
ese camino. Cabe resaltar que se pueden implementar muchos caminantes, cada uno siguiendo su
respectivo proceso de exploraciéon y selecciéon; de hecho, en este trabajo se implementaran mas de

un caminante. El proceso individual de cada caminante se ilustra mejor en la Fig. 4.3.

Escogemos
— Calculamos la
Iteracion valores de | [ikeliness de
t N 0,2)y 6
N(,,07) -

;Es mas
cercana
a0 que
laded, ?

El caminante
se mueve a los
Mﬂvl y /r+1

Figura 4.3: Diagrama de flujo del proceso de selecciéon de un nuevo conjunto de parametros 6 del
modelo.

Pareciera que con esto tenemos ya todos los ingredientes para construir el cédigo y echarlo a
andar; sin embargo, no es asi. Todavia tenemos que resolver el problema de que todas las discusiones
hasta este punto han sido suponiendo que la érbita en el marco de referencia de Sgr A* es igual a

como se observa en la Tierra, lo cual no es cierto, pero esto se resolvera en el siguiente capitulo.






Capitulo 5
Implementacion y resultados

En este capitulo veremos cémo se implementan todos los conocimientos y herramientas desarro-
llados en los capitulos anteriores para el ajuste de la 6rbita de la estrella S2. Ademas, se resuelve el
problema de generar la 6rbita en el marco de referencia de Sgr A* y luego proyectarla al plano del
cielo para compararla con los datos observacionales. Luego, se explica la limitaciéon del uso de las
ecuaciones diferenciales del Cap. 3 para poder comparar las simulaciones con las observaciones y
se muestra la solucién encontrada. Después, se especifican todos los datos requeridos por el cédigo
computacional para poner en practica los métodos MCMC en nuestro caso particular. Finalmente,

se muestran los resultados obtenidos y se discute su significado.

5.1. Implementacién del cédigo

5.1.1. Integracién y proyeccién de la 6rbita

En un principio, las érbitas en un plano 2D pueden ser generadas simplemente utilizando las
Ecs. (3.45) y (3.39) e integrandolas numeéricamente con las condiciones iniciales necesarias. En este
caso, se necesitaria una condiciéon inicial para la posiciéon radial, rg, y una para el &ngulo azimutal
inicial, ¢g. Teniendo estas condiciones se puede utilizar cualquier paqueteria en PYTHON que integre
numéricamente, y haciendo la transformaciéon a coordenadas cartesianas como x = rcos¢, y =
rsin¢ se tendria una grafica bidimensional de la érbita (una grafica 2D es suficiente ya que las
orbitas en Schwarzschild permanecen en un plano). No obstante, en lugar de (3.45), en este trabajo
se utilizara la ecuacion de segundo orden (3.53), la cual involucra #, y a continuaciéon veremos las

razones de esto.

83
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Si bien la integracion de la ecuacion (3.53) requiere de otra condicion inicial, que en este caso
seria 7, la naturaleza del problema permite hacer simplificaciones al respecto. Si se conoce el punto
de méximo acercamiento (el periapsis), entonces lo elegimos como punto inicial para la integracion y
lo denotamos 7. Como 1y corresponde a un punto de retorno, entonces, por definicion, la condicién
inicial para 7 es trivialmente 79 = 0. Otra ventaja de elegir la ecuacion (3.53) es que ésta no
involucra la “energia” £ y por lo tanto es innecesario ajustarla como un parametro més de la érbita.
Notemos que la eleccién de resolver la ecuacidon de segundo orden es vélida en virtud de que se tienen
datos observacionales de la estrella que lo permiten; en general, utilizar la ecuacion diferencial de
segundo orden podria no ser conveniente si no se conoce o estima el valor del periapsis del objeto

que orbita.

Es importante resaltar que al seguir estos pasos se estd obteniendo la 6rbita en el marco de
referencia del centro de masa, que si el objeto central es muy masivo con respecto al que orbita,
se puede tomar como el marco con el objeto masivo en el origen. Esto es relevante ya que como
se quiere comparar la 6rbita con los datos observados, entonces es necesario proyectar la orbita
obtenida al plano del cielo de la Tierra. Para realizar esto, se tiene que definir la orientaciéon del
plano sobre el cual esta la 6rbita con respecto al plano celeste, lo cual requiere de dos parametros:

la inclinacioén (¢), y la longitud del nodo ascendente (2).

z
AXN

<
Plano del cielo KN

Orbita real

Orbita aparente T

Figura 5.1: Elementos para la orientacién y proyecciéon de la 6rbita real a la 6rbita aparente sobre el
plano del cielo. Se muestran los diferentes dngulos que permiten orientar tanto el plano de la érbita
como la 6rbita misma sobre éste.
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La linea de interseccién entre el plano del cielo y el plano de la érbita de la estrella se llama nodo
ascendente; en la Fig. 5.1 se observa como una linea gris. El siguiente paso es medir el angulo que
forma esta linea con respecto al marco de referencia del plano celeste, X, Y, Z; este angulo se llama
longitud del nodo ascendente y esta representado por la letra €. El ultimo paso para orientar
el plano de la 6rbita es medir el &ngulo que forma éste con respecto al plano celeste; este angulo se
llama inclinacién de la 6rbita y esté representado por la letra ¢. Finalmente, el argumento del
periapsis, w, define el angulo que forma el periapsis de la 6rbita medido desde el nodo ascendente

(linea gris) [3]. La Fig. 5.1 muestra esquematicamente la definicion de estos angulos.

Si x, y representan las coordenadas de la 6rbita real, entonces las componentes X,Y en el plano

del cielo se obtienen por medio de las llamadas constantes de Thiele-Innes dadas como [10)]
X=Bx+Gy , Y=Ax+ Fy, (5.1)

donde las constantes A, B, F, G estan dadas por

A = a(cosQcosw — sinw cosisin ), (5.2)

B = a(sin Q2 cosw + cos Q sinw cos i), (5.3)

F = a(—cos Qsinw — sin Q cosw cos i), (5.4)

G = a(—sin Qsinw + cos Q cosw cos i), (5.5)
206265 3

o= 2228 (5.6)

Td

con g4 la distancia entre nuestro marco de referencia y Sgr A*, es decir, al centro galactico; el papel
de la constante a es escalar la orbita real a segundos de arco (un radian es igual a 206265 arcs).
Esto implica que hasta ahora se requiere de tres angulos (w,2,4) y la distancia a Sgr A*, r4, para

poder proyectar la érbita, mas los parametros para generarla (M, 1, 7o, ¢o).

El procedimiento antes mencionado es suficiente si lo que se busca es proyectar una orbita
cualquiera al plano del cielo, pero resulta que hacer esto no nos da la informacién completa del
sistema. El problema de integrar solamente las ecuaciones radial y angular radica en que diferentes
conjuntos de parametros pueden generar érbitas demasiado similares, por lo que al proyectarlas seria
dificil distinguirlas. Para ver esto, pensemos en dos sistemas gravitacionales de una particula con
masa m orbitando un objeto mucho mas masivo y se estima el valor del periapsis rg; sin embargo,
el sistema 1 es tal que se tienen valores M; y l;, mientras que en el sistema 2 son Ms y l2. Uno
siempre puede escoger pares de valores My,l; y Mas,ls de tal forma que las 6rbitas sean parecidas

v hasta indistinguibles. Por ejemplo, dado un rg, se puede tener una érbita con M grande, lo cual
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implicarfa un ! también grande para que la particula masiva resista la atraccién gravitacional; por
otro lado, se podria generar una érbita muy parecida con M y [ menores. Sin embargo, la clave esta

en el periodo orbital de ambos sistemas, que es el elemento que marcaria la diferencia.

Si se tienen datos astrondémicos de la érbita que se busca estudiar, entonces las posiciones del
objeto estdn marcadas por las fechas en las cuales fueron observadas. Asi, solamente un par de
valores de M, [ van a reproducir las observaciones, ya que otro momento angular y otra masa van
a implicar un periodo mayor o menor, y si bien la 6rbita descrita seria similar, los puntos no van a
coincidir con las fechas. Entonces la ambigiiedad se quita si ademas se introduce como constriccion

que las posiciones de la 6rbita simulada coincidan en fechas con los datos.

A pesar de que parece resuelto el problema, no hay que olvidar que las ecuaciones de movimiento
estan dadas como ecuaciones diferenciales en términos del tiempo propio, es decir, del tiempo en el
marco de referencia del objeto que orbita, mientras que los datos tienen fechas del tiempo del marco
de referencia desde el cual se observa la 6rbita. En el caso concreto que se estudia en este trabajo, los
datos tienen la fechas segun el tiempo en el sistema de la Tierra y la érbita se esté integrando segin
el tiempo propio de la estrella S2. Evidentemente, el marco de referencia de la Tierra no es comévil
con S2, entonces los tiempos registrados se asocian a la coordenada temporal del espacio-tiempo y
no al tiempo propio de la estrella. La Ec. (3.51) representa la forma de conectar 7 con el tiempo en
nuestro marco. Para poder introducir esta “constricciéon del tiempo” es necesario integrar también
la Ec. (3.51) y mapear los puntos simulados con sus respectivos ¢ para comparar. El resolver esta
ecuacién diferencial introduce otra condicién inicial necesaria: ty. De esta manera, nuestro modelo

requiere de nueve parametros, los cuales son: 74, (w,$2,14), (M,1,79,t0, ¢0).

5.1.2. Interpolacién de la 6rbita

El dltimo problema a resolver es que debido a que se estan integrando numéricamente las ecua-
ciones de movimiento, realmente no se tiene una expresiéon analitica que permita conocer los valores
X,Y para cualquier valor de ¢t. Esto es, después de integrar y proyectar la érbita, se terminan te-
niendo arreglos (arrays de PYTHON) de valores donde a cada ¢ le corresponde un par de valores
X, Y. Sin embargo, debido a la naturaleza del método utilizado, es practicamente imposible que el
conjunto de valores integrados para t corresponda exactamente con los valores de las fechas de las
observaciones. La Fig. 5.2 muestra las posiciones observadas, Tps, Yobs, segun la fecha en la cual
se tomaron la mediciones. Esta Figura es relevante porque permite discernir las posiciones de la
estrella en funcion del tiempo, cosa que no se puede hacer con las posiciones como en la Fig. 1.3,
y entonces va a permitir asegurarnos de que efectivamente obtenemos el par (M, 1) correcto en el

sentido discutido en la subseccién anterior.
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Figura 5.2: Posiciones de la estrella S2 observadas en el cielo desde 1995 hasta 2018. Las posiciones
en el cielo estan dadas en segundos de arco (as) y ademdas se muestra la incertidumbre de cada
medicion.

Para arreglar esta situaciéon se recurridé a realizar un proceso de interpolacién de las orbitas
proyectadas. Debido a que se integran conjuntamente las ecuaciones para #, (b y 1, y después se
proyecta la 6rbita, para cada valor de t corresponde una posicién en el plano del cielo. Este hecho se
puede explotar para determinar cuales serian las posiciones correspondientes de la érbita proyectada
en los tiempos de las observaciones y comparar con respecto a Tops, Yobs- Para realizar la interpolacion
se utiliz6 la funcién INTERP de la paqueteria NUMPY. Dicha funciéon necesita tres entradas: los
tiempos en los cuales se quieren interpolar los datos, los tiempos obtenidos mediante la integracion,
y las posiciones integradas; y realiza una interpolacién lineal de punto a punto conocidos e interpola

por una linea recta entre éstos.

La interpolacién lineal no es ideal cuando el conjunto de valores de la funcién a interpolar son
pocos; sin embargo, si el conjunto de puntos simulados es suficientemente grande, la distancia entre
los puntos adyacentes es pequena y la aproximaciéon global mejora atn usando una interpolacion
lineal. Para observar esto, la Fig. 5.3 muestra la interpolacion de la funcion sin(x) en dos casos: en
el primero se cuenta con 10 valores simulados, mientras que en el segundo se cuenta con el doble.
Es claro que en el segundo la interpolacién aproxima més satisfactoriamente la forma de la curva

en todo el intervalo considerado debido al tamano del conjunto de punto simulados.
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Figura 5.3: Interpolacion de la funcién sin(x) en dos casos: con 10 valores simulados, y con 20
valores simulados. En el primero es notorio que la interpolacién lineal no es ideal; por otro lado, en
el segundo caso se puede observar que la interpolacién produce una grafica que se asemeja mas a la
funcién analitica en todo el dominio considerado.

En el caso de la orbita, lo que se busca es tomar la érbita obtenida numéricamente e interpolarla
en las fechas de observacion; esto permitiria poder comparar de manera directa nuestro modelo
tedrico con las posiciones observadas. Para este efecto, lo ideal es que la 6rbita proyectada cuente con
el mayor niimero posible de puntos para que la interpolacion sea satisfactoria y los puntos obtenidos
sean lo mas cercano a los valores que se tendrian si se tuviera una expresiéon analitica para estos.
Debido al poder computacional actual, se puede integrar sin mayor problema una érbita que cuente
con varios miles de puntos minimizando al méximo la apariencia quebrada por la linealidad de la

interpolacién, justo como pasa en la Fig. 5.3.

Finalmente, una vez que se han interpolado las posiciones se tiene un arreglo de la misma
dimensionalidad que el arreglo de las fechas. Asi, para cada fecha se tienen las posiciones observadas
en el cielo y las posiciones correspondientes a la érbita simulada con cierto conjunto de valores de
los parametros 6 = (M, 1, ...). Esto permite comparar directamente qué tan bien se acerca la érbita
simulada a la observada y aceptar o descartar el conjunto de parametros 6. La Fig. 5.4 muestra un

diagrama de flujo que representa esquematicamente el proceso mencionado.
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Figura 5.4: Diagrama de flujo del proceso para comparar las posiciones integradas con las observadas
utilizando una interpolacién de las primeras.

5.1.3. Implementaciéon de las cadenas

El diagrama 5.4 muestra esquematicamente el proceso para determinar si un conjunto de para-
metros del modelo es bueno describiendo los datos observados, pero lo que se busca es determinar
la distribucién de los valores que mejor lo hacen; en otras palabras, se quiere conocer la distribucion
posterior de éstos. Para determinar esto se puede utilizar un método MCMC con un cierto algorit-
mo tal que que las distribuciones limites de las cadenas sean las distribuciones posteriores de los
modelos. Es importante recordar que en el Cap. 4 se introdujo el Teorema de Bayes, el cual nos da
los fundamentos matematicos para la inferencia Bayesiana; sin embargo, la parte practica que en

este trabajo nos genera la distribucién posterior es la implementaciéon de las cadenas.

En este trabajo se implement6 un algoritmo RWMH para buscar los valores de los parametros

que mejor se ajustan a los datos. Para correr el codigo se necesita especificar los siguientes elementos:

1. Priors (Valores propuestos de los pardmetros y sus limites inferior y superior).
2. Kernel de la transicion.

3. Numero de caminantes.

4. Numero de iteraciones para cada caminante.

5. Criterio para aceptar nuevos valores.
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La Tabla 5.1 muestra los valores propuestos para los parametros y los limites que se establecieron.
Ademas, como se esta utilizando el algoritmo RWMH, el kernel para cada parametro es una gaussiana
de la forma N(x,0?), donde = representa el valor del parametro; la Tabla 5.1 también muestra la
varianza en cada caso. Cada orbita generada estd compuesta por 5,000 puntos con el objetivo de

obtener una interpolacién satisfactoria en el sentido discutido en la subseccién anterior.

Parametro | Prior | Limite inferior | Limite superior o Unidad
rq 8100 7800 8300 20 pc
l 1.408 1.35 1.45 0.01 | x10~!3 pc?/afo
M 4.2 3.9 4.5 0.01 x10% M,
T 5.5 5.3 5.8 0.01 x107* pc
to 1986 1985 1987 0.1 ano
oo 12.557 12.5 12.6 0.001 rad
¢ 134.567 130 140 0.001 °
w 66.263 60 72 0.001 ©
Q 227.171 270 234 0.001 °

Tabla 5.1: Datos necesarios de los parametros que se ajustan con el c6digo; se incluyen su prior, sus
limites, y la desviacién estandar de su kernel asociado.

Es importante mencionar la eleccién particular de valores de la Tabla 5.1. Para la distancia
al centro galéactico, 74, el prior es un valor intermedio entre las estimaciones més recientes 9] y
algunas no tan recientes 31|, mientras que los limites son valores un tanto arbitrarios que permiten
considerar un rango aceptable de movimiento de los caminantes pero para los cuales se sigue teniendo
convergencia. Si se eligiera un rango mas amplio, la convergencia podria requerir de més iteraciones;
por otro lado, un rango més reducido podria favorecer uno de los limites o dejar fuera el valor al
cual convergeria si se permitieran mas iteraciones. Para el parametro de la masa, M, se siguieron los
mismos criterios que para r4. Ahora, para el pericentro, rg, se tiene como limite superior la distancia
minima a la cual ha sido observada S2 (120 UA ~ 5.8 x 10~ pc) [9], mientras que el limite inferior
representa un valor en el cual la estrella ya no describe una érbita acotada y cae rapidamente a
Sgr A* (considerando valores aproximados de M y dandole un margen de 10 UA para acercarse).
Los tltimos valores de priors que fueron tomados o basados directamente de la literatura fueron los
argumentos orbitales (i, w, ) [9]; de igual manera, los limites fueron escogidos para dar un rango
suficiente a explorar a los caminantes pero que se siga teniendo convergencia con el numero de

iteraciones utilizadas.
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El método para obtener priors y limites fue diferente para los pardmetros I, tg, ¢g. El prior de la
magnitud del momento angular, que recordemos es por unidad de masa, se basa en un calculo dado
como el producto [ = rqvg, con r4 el valor estimado del periapsis y vy la rapidez orbital en dicho
punto [9]; sus limites se basan en simulaciones individuales en donde el limite inferior representa
aproximadamente el momento angular con el cual la estrella ya no resiste la atracciéon gravitacional
de Sgr A*| y el limite superior el valor en el cual ésta logra escapar y describe una orbita abierta. Los
valores ty v ¢o fueron escogidos por medio de simulaciones individuales probando valores que mas o
menos reprodujeran la 6rbita en el plano del cielo y las posiciones a través de los afios. Los limites
para ty se basan en que la estimacion del periodo orbital de S2 es de aproximadamente 16 anos
con la primera observacion del periapsis en 2002 |9]; los limites para ¢y son valores medianamente

arbitrarios en los cuales se sigue teniendo convergencia con el hardware utilizado.

Finalmente, el valor de todas las o es de cierta manera arbitrario. Todos fueron escogidos te-
niendo en mente las cifras significativas de los parametros, pero sobre todo el nimero de iteraciones
permitido por el hardware. Por ejemplo, se sabe que 14 ~ 8 kpc y el rango permitido para los
caminantes es de 500 pc. Si ¢ fuera mucho menor, el paso de los caminantes estaria mas restringido
y serian necesarias mas iteraciones para que el valor converja. Ahora, una ¢ mucho mayor podria
comenzar a ser del orden del rango, haciendo que muchos valores sean permitidos por paso, afectan-
do la convergencia. Es claro que ¢ = 20 pc no es un valor especial, pues se tiene cierta flexibilidad
al escogerlo siempre y cuando se mantenga la convergencia con el nimero de iteraciones que el

hardware permita.

El codigo se corre con 3,000 caminantes y con 7,000 iteraciones. Ademas, al comenzar el codigo
se le permite a cada caminante explorar el espacio de pardmetros por 500 iteraciones; este proceso
es comunmente llamado burning-in y permite desechar las muestras iniciales que posiblemente
estén lejos de las distribuciones de equilibrio de los parametros. Finalmente, el criterio que siguen

las cadenas es el de la Ec. (4.2), el cual se explico a detalle en la Sec. 4.4.

Cada caminante va guardando en una lista los conjuntos de valores de los pardmetros que va
aceptando y la Likeliness asociada a cada uno. Al finalizar se juntan todas las listas guardadas por
cada caminante y se obtiene una lista global de todos los valores de 6 aceptados. El mejor modelo

que ajusta a los datos es aquel con el valor absoluto menor de Likeliness'.

!Este valor se puede saber haciendo que PYTHON tome el valor de Likeliness méaximo; recordemos que a PYTHON
se le debe pedir el valor mayor de la lista porque la Likeliness, Ec. (4.2), esta dada con un signo (—), entonces va a
interpretar como “valor mayor” aquel con un valor absoluto menor de la lista.
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5.2. Resultados

5.2.1. Distribuciones posteriores de los parametros

Recordemos que nuestro espacio de pardmetros es de 9 dimensiones, pues estamos ajustando 9
parametros. De esta forma, y debido a que los priors son todos distribuciones normales, la distribu-
cion posterior (dp) del modelo es una distribucion gaussiana 9-dimensional. La Fig. 5.5 muestra las
proyecciones de esta gaussiana en cada uno de los ejes de los parametros, o dicho de otra manera,
las distribuciones posteriores de cada pardmetro. Las lineas punteadas en cada dp representan las

regiones con percentiles de 16 y 86, por lo que la regién entre éstas determina una distancia de 2o.

Para entender mejor lo que nos dice la Fig. 5.5 analicemos el caso de la primera columna.
Hasta arriba, lo que seria la primera fila, se puede apreciar un histograma de todos los valores
aceptados para el parametro ry (hasta abajo se indica el parametro). Ademaés, en el limite con muchos
caminantes este histograma se refinara hasta el punto de ser una distribucion; asi, el histograma
representa la dp para rg. Ahora, en todas las columnas encontramos histogramas, uno para cada

pardmetro con sus respectivos percentiles.

Pasando a la segunda fila de la primera columna tenemos una proyecciéon 2D del histograma
para rg y del histograma del parametro que se encuentra a la derecha, que en este caso serfa el
momento angular, [. De esta manera, la Fig. 5.5 muestra las dp de cada uno de los parametros y las
proyecciones de los histogramas de cualesquiera dos parametros. Por ejemplo, la proyecciéon 2D de
la dltima fila de la primera columna es la proyeccién de los histogramas de r4 y €2. Entonces la Fig.

5.5 muestra tanto las dp como las proyecciones entre éstas para todos los parametros del modelo.

Estas proyecciones en un plano 2D permiten analizar si existen correlaciones entre diferentes
parametros; una correlacion entre parametros se revelaria en la grafica como la proyeccion respectiva
alargada a lo largo de una linea recta (en todos los casos obtenemos figuras cercanas a un circulo). Es
justo aqui donde podemos observar de manera directa las limitaciones del hardware. La proyecciéon
para los pardmetros M y ry tiene forma parecida a un circulo, por lo que se concluye que no
existe correlacion entre estos; no obstante, se sabe que dicha correlacion existe [35]. De hecho, no se
obtuvieron correlaciones entre ningtin par de pardmetros; esto se sigue de que un valor de un cierto
pardmetro no implica un valor particular de otro, sino que puede tomar cualquier valor, como se
puede observar en las proyecciones 2D de las dp. Se espera que al aumentar el ntimero de iteraciones

para poder restringir los rangos de los parametros estas correlaciones comiencen a aparecer.
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Figura 5.5: Proyecciones de las distribuciones posteriores de los valores de los parametros. Las lineas
punteadas muestran los percentiles de 16 y 84, por lo que la regién entre éstas representa 20.

5.2.2. Mejor modelo del sistema

A continuacion se presenta el mejor modelo utilizando los pardmetros y valores establecidos en
la Subseccion 5.1.3. Primero, la Tabla 5.2 muestra los valores de los pardmetros del mejor modelo

encontrado (recordemos que la o de cada uno esta dado en la Tabla 5.1). No estd de mas recor-
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dar que el objetivo de este trabajo es obtener las distribuciones posteriores de los parametros, no

necesariamente el conjunto de pardmetros que mejor reproduce los datos.

Parametro | Valor o Unidad
Td 8129 20 pc
l 1.407 | 0.01 | x10~'3 pc?/afio
M 4.19 0.01 x10% Mg
o 5.501 | 0.01 x107* pc
to 1986.2 | 0.1 afio
bo 12.556 | 0.001 rad
i 134.566 | 0.001 °
w 66.264 | 0.001 °
Q 227.172 | 0.001 °

Tabla 5.2: Tabla con los valores de todos los parametros ajustados. Se muestran sus valores, el valor
de la desviacién estandar y sus unidades.

Ahora, lo que podemos hacer es comparar nuestros resultados con los resultados obtenidos en
otros trabajos, en particular, en (Abuter, R. 2020) [9]. Debido a que nuestro método para obtener

la 6rbita es diferente, s6lo podemos comparar los parametros comunes. La Tabla 5.3 muestra esta

comparacion.
Parametro | Tesis | Abuter, R. 2020 Dif %
M 4.19 4.261 1.6 %
T4 8129 8246.7 1.4%
] 134.566 134.567 74 x 1074 %
w 66.264 66.263 1.5x 1073 %
Q 227.172 227.171 4.4 %107 %

Tabla 5.3: Comparacion de los valores de los pardmetros para los mejores modelos entre este trabajo
y el reportado en la literatura [9].

Al analizar la Tabla 5.3 es importante recordar que muchos de los priors fueron tomados de este
otro trabajo, por lo que la cercania entre nuestro mejor modelo y ese se debe en gran parte a eso.
Ademas, al comparar los valores de la Tabla 5.1 y los valores encontrados para el mejor modelo

notamos que no existe una diferencia considerable; esto se debe en particular a la calidad de los
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priors escogidos. Si de antemano escogemos priors que por si mismos reproducen bien los datos,

entonces los caminantes van a permanecer cerca de esa zona.

Utilizando los valores de la Tabla 5.2 procedimos a integrar numéricamente la ecuaciones de
movimiento para graficar la 6rbita de dicho modelo en el plano del cielo sobreponiendo los datos
observacionales. La Fig. 5.6 muestra lo anterior. Es importante resaltar que el modelo no ajusta
bien a los puntos cercanos a la posiciéon de Sgr A*; no obstante, esto no es de extranar y no deberia
ser preocupante puesto que esas posiciones corresponden a los momentos en los cuales S2 pasé cerca
de Sgr A*, la cual es por si misma una fuente de emision de radiacion. Esto quiere decir que estos

datos en particular podrian ser mediciones de otros objetos o de las emisiones de Sgr A*.
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Figura 5.6: Orbita del mejor modelo encontrado comparado con las posiciones de S2 en el cielo en el
sistema coordenado de ascension recta (R.A.) y declinacion (Dec.). Se muestra a Sgr A* en el origen
del sistema coordenado; los puntos negros representan las posiciones observadas y su respectiva
incertidumbre.
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Ademas de la orbita del mejor modelo, también se pueden graficar las posiciones simuladas en
el eje z (R.A.) y en el eje y (Dec.) en funcion de las fechas de la observaciones, lo cual se muestra
en las Figs. 5.7 y 5.8. Son precisamente estas graficas las que nos aseguran que el par de valores
obtenidos (M, 1) es el que describe al sistema porque la érbita simulada de la estrella pasa por los

puntos de las observaciones en las fechas correspondientes a los datos.
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Figura 5.7: Valores de R.A. (right ascension, que corresponde al eje x en el plano del cielo centrado
en Sgr A*) de la estrella en funcion de los aflios de observacion. La linea continua representa la

simulacién de las posiciones con el mejor modelo.
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Figura 5.8: Valores de Dec. (declination, que corresponde al eje y en el plano del cielo centrado
en Sgr A*) de la estrella en funcion de los aflos de observacion. La linea continua representa la

simulacién de las posiciones con el mejor modelo.






Capitulo 6

Conclusiones

La implementacion de métodos MCMC al analisis de orbitas estelares no es algo nuevo; de hecho,
es una de las maneras més comunes de analizarlas. No obstante, en este trabajo se aprovecharon
las simetrias del sistema para realizar un c6digo que hiciera uso explicito de ellas. Una de las
ventajas principales de esto radica en el uso de la ecuacién de segundo grado para r. Esta derivacion
permite quitar el pardmetro £ de todas las ecuaciones de movimiento, lo cual hace que ya no sea

un pardmetro a ajustar en nuestro modelo, a diferencia de otros trabajos [30].

Ademas, la integracion de la orbita en el marco de referencia de Sgr A* evita la introduccion
de parametros en el modelo como el semi eje mayor o la excentricidad, los cuales se han utilizado
en otros trabajos [9] [10]. El obtener la 6rbita en el marco de referencia de Sgr A* y proyectarla
por medio de las constantes de Thiele-Innes resulta mas natural porque no se esta imponiendo que
la 6rbita sea eliptica. De esta manera, el proceso presentado en este trabajo no impone explicita o
implicitamente ninguna caracteristica de la 6rbita, dando asi una completa libertad en las 6rbitas
que se pueden obtener y una mayor certeza de los valores obtenidos. Si bien estos desarrollos imponen
otras condiciones iniciales necesarias, i.e., ¢y y tg, éstas pueden ser deducidas del mismo conjunto

de datos, como se coment6 en la Subsec. 5.1.3.

Otra ventaja interesante de este método es su versatilidad y el provecho que se le puede sacar.
Notemos que el cédigo soélo requiere de ecuaciones diferenciales de movimiento y la ecuacién que
conecte el tiempo propio con el tiempo coordenado; esto quiere decir que siempre y cuando se puedan
obtener éstas, el método va a poder seguir siendo utilizado. Por ejemplo, un siguiente paso obvio
seria trabajar con un espacio-tiempo mas general como seria Kerr [24], o incluso se podria ir més
alla e intentar ajustar la 6rbita a espacio-tiempos mas exdticos predichos por teorias alternativas de

gravedad. Visto de esta forma, este trabajo presenta los fundamentos necesarios para poder explorar
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alternativas a la naturaleza de Sgr A*. Este trabajo se debe pensar como guia explicita de todo lo
necesario para implementar métodos MCMC al anélisis de 6rbitas y, ademés, su aplicaciéon directa

en el espacio-tiempo de Schwarzschild aprovechando todas las simetrias del mismo.

Es importante resaltar que este método no es un fitter®, sino un sampler. Esto quiere decir que
no busca el mejor conjunto de parametros para describir la 6rbita, sino que obtiene la distribucion
que los describe. Esto es crucial porque indica que para describir los datos uno puede tener un
porcentaje de certeza de que los pardametros estan dentro de cierto rango (test de o); este hecho se
puede utilizar cuando se trabaja con espacio-tiempos mas exdticos para imponer constricciones en

los valores de sus parametros.

Incluso con las ventajas que presenta, no se puede olvidar que la calidad de los resultados esta
fuertemente atada al hardware en el cual se corre el cédigo. Un claro ejemplo de lo anterior es
que el equipo utilizado para los resultados de este trabajo era una laptop, la cual fue llevada al
limite de rendimiento durante las corridas y atn asi no se obtuvieron las correlaciones esperadas
entre ciertos pardmetros. Dicho de otra manera, si se quisieran resultados mas precisos y con una
menor desviacidén estdndar, entonces se deberia recurrir a un equipo més potente o directamente a
un claster. Empero, es interesante observar la calidad de los resultados obtenidos en este trabajo
incluso con la limitacion del equipo, la cual se refleja en la Fig. 5.6 y en las diferencias porcentuales
de la Tabla 5.3. Ademas de poder explorar méas espacio-tiempos, el siguiente paso desde el punto de
vista computacional seria correr el c6digo en un claster y comparar los resultados obtenidos de esa

forma con los que se obtuvieron en este trabajo.

Otra simplificacion que se utilizé en el desarrollo de este trabajo fue suponer que Sgr A* per-
manece inmévil en el plano del cielo y ademas se desprecié cualquier efecto que pueda causar la
velocidad relativa entre nuestro marco de referencia y el centro galactico. Se ha observado que Sgr
A* presenta un leve movimiento, también llamado drift, el cual tendria que ser considerado. Cabe
aclarar que estos movimientos son muy pequenos, del orden de 0.005 mas/afno [9]. De esta manera,
el no tomarlos en cuenta en nuestro desarrollo no perjudica los resultados obtenidos, y el tomarlos

en cuenta resultaria en un refinamiento pequeno.

Ahora, la naturaleza estocastica del método hace que los valores del mejor modelo no sean
reproducibles en un sentido determinista; incluso otra corrida usando el mismo c6digo con los
mismos valores de priors y limites para los parametros puede arrojar valores diferentes para el
nuevo mejor modelo que se encuentre. El origen de esto es precisamente la naturaleza estocastica
del método. Lo que si es reproducible es la forma de la distribucién posterior de cada parametro; con

diferentes corridas se obtienen distribuciones gaussianas con la misma varianza pero con un valor

1Un ejemplo clasico de un fitter seria el método de minimos cuadrados para ajustar puntos a una linea recta.
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medio que puede estar ligeramente desplazado (de nueva cuenta esto viene de la parte estocéstica).
Lo que no sucede es que tras una nueva corrida, los valores medios de las distribuciones normales o
los valores para el mejor modelo estén considerablemente alejados a los que se encontraron en una

corrida anterior.

Finalmente, se podria llegar a argumentar que el uso de la RG en el estudio de las érbitas de
estrellas tipo S, como la estrella analizada en este trabajo, es innecesario y que bastaria con un
anélisis Newtoniano del sistema. Sin embargo, en los ultimos anos, y tras mediciones y métodos de
observacion cada vez maés precisos, se ha podido detectar una combinaciéon de corrimiento al rojo
relativista y gravitacional, con el cual se puede excluir un modelo Newtoniano con una significacién
estadistica de 50 [10]. Ademaés, se ha podido detectar una precesion de la orbita de S2 que es total-
mente consistente con el modelo de Schwarzschild [9]. De esta manera, podemos ver que la evidencia
apunta a que un anélisis Newtoniano seria inadecuado porque dicho modelo esté ya desechado en

este régimen y lo que se debe estudiar son los limites y la validez de la RG.
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en Sgr A*) de la estrella en funcion de los anos de observacion. La linea continua

representa la simulacién de las posiciones con el mejor modelo. . . . . . . . ... ..

Valores de Dec. (declination, que corresponde al eje y en el plano del cielo centrado
en Sgr A*) de la estrella en funcion de los anos de observacion. La linea continua

representa la simulacién de las posiciones con el mejor modelo. . . . . . . . ... ..
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