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Introduccion

A diferencia de otras ramas de las matematicas, que surgen como herramientas de
respuesta a problemas de ciencias exactas o sociales, como el calculo y la estadisti-
ca, o bien de la abstraccién misma de otras ramas de las matematicas, como la to-
pologia o la teoria de categorias, la teoria de grdficas debe su origen a un proble-
ma concreto: el famoso problema de los sietes puentes de Konigsberg, modelado

y resuelto por Leonhard Euler, mediante lo que hoy conocemos como grdfica. Las
graficas eran, inicialmente, representaciones visuales de ciertos problemas. Aunque
la formalizacion de la teoria de graficas esta cimentada en la teoria de conjuntos,
dichas representaciones siguen siendo ampliamente usadas de manera complementa-
ria, pues facilitan de manera significativa la comprension de la teoria. En correspon-
dencia con su origen, la mayoria de conceptos en gréficas deben su nombre a algin
objeto natural o humano al cual se asemejan, cuando menos de manera intuitiva:
arboles, puentes, vecindades, etc... Todo lo anterior hace de la teoria de graficas una
rama sumamente divertida e interesante de estudiar y ensenar.

La teoria de digrdficas, la cual estudiaremos en esta tesis, es una generalizacién de
la de graficas que nace de manera natural. Usualmente, los libros de texto introdu-
cen varios conceptos de graficas antes de introducir los de digraficas. Aunque puede
resultar practico hacer esto, me parece que las digraficas pueden ser estudiadas sin
necesidad de hablar de graficas. Es por esto que decidi, para esta tesis, hablar ini-
camente de digraficas; los conceptos que se suelen definir en digraficas por medio de
conceptos propios de graficas, son introducidos y trabajados aqui de forma un tanto
distinta, aunque no menos practica.

Empecemos planteando un problema de la vida cotidiana que pueda ser modelado
por medio de una digrafica y permita introducir algunos de los conceptos centrales
de esta tesis. Consideremos un torneo de ajedrez, en el cual participan 8 jugadores,
J1,J2, - - -, Js- El torneo consiste en que cada dos jugadores distintos se enfrenten en
una sola partida; los jugadores obtienen 3 puntos por partida ganada, 1 punto por
partida empatada, y 0 puntos por partida perdida; el ganador del torneo es el ju-
gador que obtenga mas puntos. Al finalizar el torneo, los organizadores notan que,
a diferencia de la mayoria de torneos, no hubo empates en éste; asi, el sistema de
puntos queda reducido a que el jugador que haya ganado mas partidas es el gana-
dor del torneo.
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La siguiente digrafica modela los resultados de los enfrentamientos entre los ocho
jugadores: una flecha de j; a js indica que j; gané la partida contra js y el niimero
que aparece arriba de j; es la cantidad de partidas que gand, que es llamado el ez-
grado de j;. Este tipo de digrafica se llama, como quizas podra intuir el lector, un
torneo. Ademas, coloreamos los vértices de dos colores distintos. Los vértices azules
cumplen lo siguiente: tomando en cuenta tinicamente los vértices azules, j; le gand
a todos, jo a todos menos ji, j3 a todos menos j; v jo, 74 sélo le gané a j5 y j5 no le
gané a nadie. De igual manera, tomando en cuenta tinicamente los vértices verdes,
Js le gand a los otros 2, j7 s6lo a jg y je a ninguno. Los conjuntos de vértices como
el de los azules o el de los verdes se llaman transitivos y llamamos a esta forma de
colorear a los vértices de un torneo una coloracion transitiva.

6

1

Figura 1: Torneo de ajedrez

Los torneos, junto con este tipo de coloraciones, serdan el objeto de estudio de esta
tesis.

Hemos hecho énfasis, hasta ahora, en que la teoria de digréficas puede modelar pro-
blemas cotidianos y tiene conceptos sumamente intuitivos. Queremos ahora antici-
par que, aunque lo que hemos dicho es cierto, la teoria de digraficas tiene vida pro-
pia mas alla de todo esto: su rigor hace que debamos desprendernos de lo cotidiano,
y aunque cierto tipo de intuicién visual, propia de la teoria de digréficas, permane-
ce incluso en las pruebas de los teoremas mas abstractos, requerimos a veces de un
microscopio para poder encontrarla. El concepto de héroe, el cual no puede ser in-
troducido de manera intuitiva tan facilmente como el de torneo o el de coloracién
transitiva, al igual que las demostraciones del tercer capitulo de esta tesis, seran un
claro ejemplo de esto tltimo.

La gran mayoria de resultados presentados en esta tesis no son propios y provienen
principalmente de [3] y de [9]. Los que si lo sean tendran la letra [N].
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Antes de empezar nuestro primer capitulo, quisiera aclarar algo respecto al forma-
to de la tesis. Aunque sea inusual, decidi separar los parrafos del texto mediante
tres tipos de espaciados distintos: yendo a la linea, saltando un espacio mediano y
saltando un espacio grande; la eleccién del tipo de espaciado depende tinicamente
de la relacién entre un parrafo y el siguiente: a una mayor diferencia seméntica le
corresponde un espaciado mas amplio.
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1 Teoria de digraficas

Dedicaremos el primer capitulo de esta tesis a definir conceptos basicos de la teoria
de digraficas, ademas de demostrar muchos resultados conocidos, de los que hare-
mos uso en los siguientes capitulos.

1.1. Definiciones elementales

Comencemos introduciendo nuestro concepto mas primitivo. Por una digrdfica D,
entendemos una pareja ordenada de conjuntos D = (V(D), A(D)), ambos finitos y
tal que A(D) es una relacion irreflexiva en V' (D); es decir, A(D) C V(D) x V (D),
y para todo v € V(D), se cumple que (v,v) ¢ A(D). Los elementos de V(D) son
llamados vértices, mientras que los de A(D) son llamados flechas; usualmente, usa-
remos una notacién simplificada para las flechas: uv denotard a la flecha (u,v). Da-
da una flecha uv, decimos lo siguiente: u y v son los extremos de uv; u es la cola de
wv, mientras que v es su cabeza o punta; uv parte (sale) de u e incide en (llega a) v;
u domina a v.

Figura 1.1: Digrafica

Si dos flechas comparten los mismos extremos, pero tienen la cabeza y cola inver-
tidas, éstas son llamadas flechas simétricas, y suelen representarse por una tnica
flecha de dos cabezas; en la figura 1.1, las flechas xy y yx son flechas simétricas. Si
todas las flechas de una digrafica D son simétricas, decimos que D es simétrica. Si
la digréfica no tiene flechas simétricas, decimos que es asimétrica.

11



12 CAPITULO 1. TEORIA DE DIGRAFICAS

Otros tipos de flechas particulares no aparecen en las digraficas: si dos flechas dis-
tintas comparten tanto cola como cabeza, éstas son llamadas multiflechas (a no
confundir con las flechas simétricas); si una flecha tiene por cabeza y cola a un mis-
mo vértice, es llamada lazo; la condicién de irreflexividad impuesta en el conjunto
de flechas prohibe lazos en digréaficas. Las digraficas que admiten multiflechas son
llamadas multidigrdficas, mientras que las que admiten tanto multiflechas como la-
zos son llamadas pseudodigrdficas (véase la figura 1.2).

(a) Multidigrafica (b) Pseudodigrafica
Figura 1.2: Tipos de digréficas

No daremos aqui la definicién detallada de estos tipos de digréaficas, pues trabajare-
mos unicamente con digréficas.

Dada una digrafica D, la cardinalidad de V(D) es llamada el orden de D, y suele
denotarse por la letra n; la cardinalidad de A(D) es llamada el tamano de D, y sue-
le denotarse por la letra m. Cuando el orden de una digréfica es igual a 0, decimos
que es vacia; si su orden es mayor a 0, pero su tamano es igual a 0, decimos que es
trivial. Las digraficas triviales, al igual que la vacia, no suelen ser de interés, pues
carecen del elemento clave que sirve para relacionar a vértices distintos entre si.

La ezvecindad de un vértice v € V(D) es el conjunto Nt (v) := {w € V(D): vw €
A(D)}; los elementos de NT(v) son llamados ezvecinos de v. N~ (v) = {w €
V(D): wv € A(D)} es llamada la invecindad de v; sus elementos son llamados inve-
cinos de v. De manera simétrica, N(v) := N¥(v) U N~ (v) es llamada la vecindad de
v; sus elementos son llamados vecinos de v. Los conceptos anteriores se generalizan
un poco: dado S C V(D), se define N*(S) := (Upes NT(v)) \ S; N7(S) y N(S) se
definen de forma analoga.

El exgrado de un vértice v es el nimero de flechas que salen de v, y lo denotamos
por d*(v); el ingrado de v es el nimero de flechas que inciden en v, y lo denotamos
por d—(v). El exgrado y el ingrado de v son llamados conjuntamente los semigrados
de v. Notemos que d*(v) = |[NT(v)| y que d~(v) = [N~ (v)].

En la figura 1.3, los vértices azules son los exvecinos de v, mientras que los rojos
son sus invecinos; el vértice verde es tanto invecino como exvecino de v. Puesto que
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Figura 1.3: Vecinos de un vértice

la cantidad de exvecinos de v corresponde a su exgrado (la de invecinos a su ingra-
do), se tiene que d*(v) = 4y d (v) = 3. Notemos que, en este caso, tanto el in-
grado como el exgrado de v son niimeros mayores a 0; esto no tiene por qué suceder
para cualquier vértice de una digrafica. Cuando el exgrado de un vértice es igual a
0, decimos que el vértice es un pozo; cuando su ingrado es igual a 0, decimos que

es una fuente; si el vértice tiene exgrado e ingrado iguales a 0, el vértice es llamado
vértice aislado.

Presentamos ahora nuestro primer teorema, que es en realidad el primero de la
teoria de digraficas. Este resultado, al igual que todos los de los tres primeros
capitulos de esta tesis, vienen acompanados de una estrella de color; en este caso es
verde, pero encontraremos también estrellas naranjas y rojas. Esta categorizacion
tiene que ver con posibles extensiones a digraficas infinitas, por lo que se explicard
al empezar el cuarto capitulo.

Teorema 1.1.1 * Sea D una digrdfica de tamano m. Se cumple que

m= > dv)= Y d (v

veV (D) veV(D)

Prueba

Recordemos que m = |A(D)|. Para cada v € V(D), consideremos A} (D) :=
A(D) N ({v} x V(D)), es decir, el conjunto de flechas en D que salen de v, y sea
A (D) := A(D) N (V(D) x {v}), es decir, el conjunto de flechas en D que inci-
den en v. Notemos que A(D) = U,cy(p) 4y (D) = Uyey(py Av (D). Ademés, dados
v,w € V(D) tales que v # w, AT (D)NAL(D) =0y A, (D)N A, (D) = 0. Asi, se
cumple lo siguiente:
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[AMD) = Y 1AID) = Y 1A(D)]-

veV (D) veV(D)

Notemos ahora que dado v € V(D), se tiene, por definicién, que d*(v) = |AF(D)| vy
que d~(v) = |A; (D)|. Se sigue que m = [A(D)| =3 cyp) a7 (v) = X cv(p) 4 (v).
|

Denotamos por 6% (D) := min{d*(v): v € V(D)} y por AT(D) := max{d"(v): v €
V(D)} al minimo y mdzimo exgrado de D, respectivamente. De igual manera, de-
notamos por 6 (D) y A~ (D) al minimo y mdximo ingrado de D, respectivamente.
El minimo semigrado de D es simplemente 6°(D) := min{§"(D), 5~ (D)}, mientras
que el mdrimo semigrado de D es A°(D) := max{AT(D),A™(D)}. Una digrafi-
ca D que cumple que §°(D) = A%D) es llamada regular (véase la figura 1.4); si
8°(D) = A%D) = k, decimos que D es k-regular.

Figura 1.4: Digrafica 2-regular

Proposicién 1.1.2 * Si D es una digrdfica regular, entonces para todo v € V (D),
se tiene que d™(v) = d~(v) = §°(D).

Prueba
Sea v € V(D). Se cumple, por definicion, las dos siguientes cosas:

(D) < 6*(D) < d*(v) < A*(D) < AYD),

(D) <6 (D) <d (v) <A™ (D) < AYD).

Lo anterior es cierto para cualquier digrafica. Ademas, al ser D regular, se cumple
que 6°(D) = A%(D). Asi, todos los niimeros que aparecen en las desigualdades ante-
riores son iguales entre sf; en particular, se cumple que d*(v) = d~(v) = §°(v).
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1.2. Subdigraficas, operaciones, e isomorfismos

1.2.1. Subdigraficas

Un concepto importante en matematicas es el de subestructura. Dadas D, G digrafi-
cas, decimos que G es una subdigrdfica de D si V(G) C V(D) y A(G) € A(D)
(véase la figura 1.5); lo denotamos por G C D.

D
G
Uu u
oo
W —— T

w xr

Figura 1.5: Subdigréfica G de una digrafica D

Ciertos tipos de subdigraficas son de particular interés: las generadoras y las
inducidas (por vértices o flechas).

Dadas D y G digraficas, decimos que G es una subdigrdfica generadora de D si es
una subdigréfica de D tal que V(D) = V(G).

D N

N

Figura 1.6: Subdigréfica N generadora de D

Dada D una digréfica, S C V(D) y T C A(D), denotamos por D(S) y D(T) a las
subdigraficas inducidas por S y por T, respectivamente; dichas digraficas son defini-
das a continuacién: D(S) := (5, (S x S) N A(D)); es decir, D(S) es la subdigrafica
de D que tiene por conjunto de vértices a S y por conjunto de flechas a todas las
flechas de D con ambos extremos en S; D(T') es la subdigréfica de D que tiene por
conjunto de flechas a T" y por conjunto de vértices a todos los vértices de D que son
extremos de alguna flecha en 7" (véase la figura 1.8).
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D A

>

Figura 1.7: Subdigréficas Ry A de D, inducidas por vértices rojos y flechas azules

1.2.2. Operaciones

Las subdigréficas inducidas nos permiten definir una operacion bésica en digrafi-
cas: la resta, ya sea de un conjunto de vértices, o bien uno de flechas. Dadas D una
digréfica, S C V(D) y T C A(D), D — Sy D — T denotan a las subdigréficas indu-
cidas D(V(D) \ S) y D(A(D) \ T), respectivamente. Cuando S consta de un unico
vértice v, lo denotamos simplemente por D — v; de igual manera, si T' consta de una
unica flecha uwv, lo denotamos por D — uwv.

Aprovechemos para definir otras operaciones elementales en digraficas.

Sea D una digrafica La suma de un conjunto 7' C (D x D) \ A(D), es la digrafica
denotada por D+T', con V(D+T) =V (D) y A(D+T) = A(D)UT (véase la figura
1.8). Cuando T consta de una tnica flecha uv, lo denotamos por D + uv.

D — {uww,wu} D + ux

A AN A

Figura 1.8: Suma y resta en una digréafica

Dadas dos digraficas D y G, D U G denota a la digrafica dada por V(D U G) =
V(D)UV(G)y A(DUG) = A(D) U A(G) (véase la figura 1.9).
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DUG

D G
Figura 1.9: Unién de dos digraficas

Dada una digréfica D, llamamos complemento de D a la digrafica denotada por D,
dada como sigue: V(D) = V(D) y A(D) = {uwv: u # vy uv € A(D)}; es decir,
la digrafica que tiene los mismos vértices que D y por conjunto de flechas a todas
parejas de distintos vértices que no eran flechas en D (véase la figura 1.10).

G G

Figura 1.10: Complemento de una digrafica

La inversion de una flecha uv € A(D) es la digrafica E tal que V(F) = V(D) y
A(E) = (A(D) \ {wv}) U {vu}; es decir, la digrafica que resulta de reemplazar la
flecha uv por la flecha vu. Dada una digréfica D, denotamos por D! a la digréfica
inversa de D, dada como sigue: V(D7) = V(D) y A(D™) = {vu: wv € A(D)}; es
decir, D! es la digrafica que resulta de invertir todas las flechas de D.

Notemos, de paso, que las flechas simétricas no se modifican en la digrafica inver-

sa, pues son inversas una de la otra; esto puede observarse en la figura 1.11 con las
flechas wzx y xw.
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D D=1

Figura 1.11: Digrafica inversa

1

Sea G una subdigrafica de una digrafica D. La contraccion de G en D es la digrafi-
ca denotada por D/G, dada como sigue: V(D/G) = (V(D) \ V(G)) U {g}, con
g€ V(D),y A(D/G) =AD)N(V(D/G) x V(D/G))U{zg: existey € V(G) tal
que zy € A(D)} U {gz: existe y € V(G) tal que yz € A(D)}; es decir, D/G es la
digrafica que resulta de reemplazar, en D, a los vértices de GG, por un tnico vértice
g; las flechas que existian entre V(G) y V(D) \ V(G) son transformadas en flechas
entre g y V(D) \ V(G).

Tanto los vértices como las flechas que se encuentran sumergidos en G se vuelven
irrelevantes en D/G. Lo unico que nos interesa al hacer la contraccién es ver, de
una manera resumida, las flechas que hay entre V/(G) y V(D) \ V(G).

D D/G

O VOSSO
Y D=4

o@“@oo ol C
oo0 S G

Figura 1.12: Contraccién de G en D

La contraccion nos da mucha informacién cuando se trabaja con multidigraficas;
en ese caso, se define de tal forma que la cantidad de flechas que hay entre V(G)
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y V(D) \ V(G), se preserve al hacer la operacién. Esta informacién se pierde al
trabajar con digraficas, pues multiples flechas con cola en V(G) y punta un vértice
v € V(D) \ V(G) se traducen, en la contraccién, en una tnica flecha con cola en g
y punta en v; de igual manera, sucede esto con flechas cuya punta estd en V(G) y
cuya cola es un vértice v € V(D) \ V(G).

En la figura 1.12, las flechas gyu, gov, cg1,dgs en D se transforman, en D/G, en las
flechas gu, gv, cg, dg. La flecha gsw se transforma en la flecha gw, mientras que las
flechas wg; y wgs se transforman ambas en la flecha wg; las tres flechas se transfor-
man en las flechas simétricas gw, wg.

1.2.3. Isomorfismos

Incluso mas importante que el de subestructura, es un concepto que recoja la idea
de que dos objetos son esencialmente iguales; para el estudio de las digréficas, dicho
concepto es el de isomorfismo (entre digréficas).

Decimos que dos digréaficas D y E son isomorfas si existe una funcién f: V(D) —
V(E) biyectiva, que cumple que, para todo v,w € V(D), vw € A(D) siy sdlo si
f(v)f(w) € A(E); lo denotamos por D = FE; decimos que f es un isomorfismo
entre D y E; para especificar que f es un isomorfismo que testifica que D y E son
isomorfos, escribimos D =, E. En ocasiones, puede ser de interés hablar de los

isomorfismos entre una digrafica D y si misma; estos son llamados automorfismos
de D.

Figura 1.13: Dos digraficas isomorfas

La funcién f = {(1,a),(2,b), (3,¢), (4,d), (5,e)} es un isomorfismo entre las digrafi-
cas de la figura 1.13; para este par de digraficas, este isomorfismo es 1inico; sin em-
bargo, existen digraficas isomorfas que tienen mas de un isomorfismo entre ellas.
Notemos ademas, que el que dos digraficas sean isomorfas no implica que su repre-
sentacién en el plano sea la misma; de hecho, para cualquier digrafica, existen mu-
chas maneras distintas de representarla. Ciertos trabajos de la teoria de digraficas
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abordan el tema de las distintas representaciones, como lo son los trabajos sobre
digraficas planas; es decir, las que estan dibujadas de manera que flechas distintas
no se crucen. Por ejemplo, en la figura 1.13, la digrafica azul es plana, mientras que
la morada no lo es. Puesto que no tocaremos esos temas, los dibujos de nuestras
digraficas seran usados con fines meramente ilustrativos.

Teorema 1.2.1 * Dos digrdficas D, E son isomorfas si y solo si sus inversas
D= E=1 son isomorfas.

Prueba

Sean D, E digréficas. Supongamos que D =, E. Veamos que D' =, E~!. Pues-
to que f ya es biyectiva, basta probar la segunda condiciéon que define a un iso-
morfismo. Sean u,v € V(D™!) = V(D). Por definicién de inversa, se tiene que
w € A(D7') sty sélosivu € A(D). Ademds, dado que D =, E, se tiene que
vu € A(D) siy sblosi f(v)f(u) € A(E). Usando nuevamente la definicién de in-
versa, se tiene que f(v)f(u) € A(E) siy sélo si f(u)f(v) € A(E™!). Podemos asf
concluir que uv € A(D™1) siy sélo si f(u)f(v) € A(E™!), por lo que D' =, E~1.

El reciproco es analogo; basta notar que (D™')™!' = Dy (F~1)~! = E para poder
cambiar de lugar, en la prueba anterior, a las digraficas con sus inversas.

1.3. Caminos y conexidad

1.3.1. Caminos

Figura 1.14: Un ai-camino C = (a, b, ¢, d, e, f, g, ¢, h,i) de longitud 9

Sean D una digrafica y u,v € V(D). Por un uv-camino (dirigido) en D, entendemos
una sucesion finita de vértices C = (u = zg, x1, ..., 2, = v), tal que z;z,41 € A(D),
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con n € N (n puede ser 0). En un uv-camino C, u y v son llamados los vértices ini-
cial y final de C, respectivamente; los demas vértices que conforman a C son llama-
dos vértices internos de C. La longitud de C, denotada por [(C), es el indice n que
aparece explicito en el camino C; esto es, el nimero de flechas que conforman a C,
contando repeticiones; si C consta de un dnico vértice, entonces [(C) = 0. Notemos
que los caminos pueden repetir tanto vértices como flechas.

Dados dos caminos C = (xq,...,2,) v D = (o, - - ., Ym) tales que z,, = o, definimos
el camino C oD := (xg,..., Ty = Yo,---,Yn); 6ste es llamado la concatenacion de C
con D. Por ejemplo, en la figura 1.14, (a,b, ¢, d,e) o (e, f,g,¢, h,i) = C.

Varios tipos de caminos requieren tener su propia definicién.

Figura 1.15: Tipos de caminos

= Un uv-paseo es un uv-camino sin flechas repetidas; puede repetir vértices. El
camino C de la figura 1.14 es en realidad un paseo.

= Una uv-trayectoria es un uv-paseo sin vértices repetidos.

= Un camino cerrado es un camino que tiene un mismo vértice inicial y final;
es un uwu-camino para algun vértice u. El tinico camino cerrado que no repite
vértices es el trivial. Cuando queramos especificar que un camino no es cerra-
do, diremos que es abierto.

= Un ciclo es un paseo cerrado sin vértices internos repetidos. Puesto que no
consideramos lazos, entonces los ciclos méas pequenos son de la forma (u, v, u);
es decir, corresponden a los vértices de una flecha simétrica.

Notemos de paso, que dado C = (xo, ..., x,) un camino, se tiene que C es una
trayectoria si y sélo si D := C o (z,,x¢) es un ciclo. Decimos que una digrafica
es aciclica si no posee ciclos.
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En la figura 1.15 podemos observar una ae-trayectoria C; = (a, b, ¢, d, e) de longitud
4 (rojo), un f f-camino cerrado Co = (f, g, h,i, 7, h, k, f) de longitud 7 (azul), y un
bb-ciclo C3 = (b, k, g, j,d,l,m,e,b) de longitud 8 (verde).

Teorema 1.3.1 * Toda digrdfica aciclica tiene al menos un pozo y una fuente.

Prueba
Sea D una digrafica aciclica de orden n. Argumentando por contradiccién, suponga-
mos que D no tiene pozos.

Como no tiene pozos, entonces d*(v) > 0 para todo v € V(D). Sea zo € V(D).
Por la observacién anterior, existe z; € V(D) \ {zo} tal que zoz; € A(D). Como
D es aciclica, se tiene que z1z9 € A(D). Asi, existe 25 € V(D) \ {wg, z1} tal que
x1x9 € A(D). Recursivamente, podemos construir una trayectoria que pasa por
todos los vértices de D, digamos C = (9,1, ...,Z,_1). Dado que hemos agotado
los vértices de D, se sigue que d*(z,_1) = 0, lo cual es una contradiccién. Se sigue
que D tiene un pozo.

Para ver que D tiene una fuente, consideremos D~!. Como D es aciclica, también
lo es D™, Por lo que acabamos de probar, D! tiene un pozo, digamos p, por lo
que p es una fuente en D.

[ |
La contrapuesta de este teorema también es interesante: toda digrafica sin pozos o
sin fuentes (o ambos), contiene ciclos. Por ejemplo, las digraficas k-regulares, con
k > 0, no tienen pozos ni fuentes, por lo que contienen ciclos.

Consideremos la siguiente relacién entre caminos: dados C y D caminos, se dice
que C es un subcamino de D, denotado por C C D, si C es una subsucesion de D,
pensandolos a ambos como sucesiones de flechas. Por ejemplo, en la figura 1.15, el
camino (f, g, h, k) es un subcamino del camino cerrado Cy; al ser dicho subcamino
una fk-trayectoria, nos muestra que un subcamino de un camino de cierto tipo, no
tiene por qué ser de ese mismo tipo. Cuando queramos especificar que un subca-
mino es una trayectoria, diremos que es una subtrayectoria; si es un ciclo, diremos
que es un subciclo; lo mismo haremos para cualquier otro tipo de camino.

Notemos que la relacion C entre caminos es transitiva.

Dados C = (zo,...,x,) un camino e i,j € {0,...,n}, coni < j, denotamos por
Clz;, ;] al subcamino (z;,...,z;) de C. Por ejemplo, en la figura 1.15,
C1[b,d] = (b, ¢,d).

Teorema 1.3.2 * Sean D una digrdfica, u,v € V(D), conu # v, yC un uv-
camino. Fxiste entonces C* una uv-subtrayectoria de C.

Prueba por induccion sobre I(C)
Si [(C) = 1, entonces C = (u,v), por lo que es una trayectoria. Asi, tomando C* = C,
se cumple que C* es una uv-subtrayectoria de C.
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Sea n € N, n > 2. Supongamos que, para toda 1 < k < n, se cumple que si [(C) = k
entonces existe C* una uwv-subtrayectoria de C.

Supongamos que [(C) =ny que C = (u = zg,..., T, =v).

» Six; # x; paratodai,j € {0,...,n}, i < j, entonces C es una trayectoria;
basta entonces tomar C* = C para que C* sea una uv-subtrayectoria de C.

» Siexisten ¢,5 € {0,...,n}, ¢ < j, tales que z; = x;, consideremos
D := Clzg, x| o Clz;,x,]. Es claro que D es un uv-subcamino de C y que
I(D) < I(C) = n. Se tiene entonces, por hipétesis de induccién, que existe
C* una uv-subtrayectoria de D. Como la relacién C entre caminos es transiti-
vay C* C D CC, se sigue que C* es una uv-subtrayectoria de C, que es lo que
queriamos probar.

Corolario 1.3.3 * Sean D una digrdifica, uw € V(D) y C un uu-camino cerrado.
Existe entonces C* un uu-subciclo de C.

Prueba

Supongamos que C = (u = xg,Z1,...,T, = u), con n > 2. Puesto que no existen
los lazos, se tiene que x, 1 # x,. Consideremos entonces D := C|xg, T,_1], que es
un uz,_i-subcamino de C. Como u # x,,_1, se tiene, por el teorema 1.3.2, que existe
D* una ux,_i-subtrayectoria de D. Por transitividad, se sigue que D* es una ux,_1-
subtrayectoria de C. Sea C* := D* o (z,_1,u). Como D* es una uz,_1-trayectoria,
entonces C* es un uu-ciclo. Ademds, puesto que D* C C y que z,_qu es la dltima

flecha de C, se sigue que C* C C. Asi, C* es un uu-subciclo de C.
[ |

Otros tipos de caminos més especificos son de particular interés.

= Un camino hamiltoniano en D es un camino que pasa por todos los vértices
de D. Una trayectoria hamiltoniana en D es un camino hamiltoniano que es
ademas una trayectoria, y un ciclo hamiltoniano un camino hamiltoniano que
es ademas un ciclo. Decimos que una digrafica es hamiltoniana, si posee un
ciclo hamiltoniano.

= Un paseo euleriano en D es un paseo que pasa por todas las flechas de D.
Decimos que una digrafica es trazable, si posee un paseo euleriano abierto; si
posee un paseo euleriano cerrado, decimos que es euleriana. Dado que los pa-
seos eulerianos pasan por todas las flechas, pasan, en particular, por todos los
vértices no aislados; esto nos dice que, en una digrafica sin vértices aislados,
todo paseo euleriano es un camino hamiltoniano (mas no necesariamente una
trayectoria o un ciclo hamiltoniano).
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a C

(a) Hamiltoniana no euleriana (b) Euleriana no hamiltoniana

Figura 1.16: Digraficas especiales

Proposicién 1.3.4 * Euxisten digrdficas hamiltonianas que no son eulerianas, al
wqual que eulerianas que no son hamiltonianas.

Prueba.

La digrafica H es hamiltoniana, pues (a,b, ¢, a) es un ciclo hamiltoniano. Sin embar-
go, a causa de las flechas simétricas ac y ca, H no contiene ningiin paseo euleriano
cerrado, por lo que no es euleriana (véase la figura 1.16).

La digrafica E es euleriana, pues (u, v, w,z,y,w,u) es un paseo euleriano cerrado.
Sin embargo, todo camino hamiltoniano cerrado pasa al menos 2 veces por w (tres
veces si es un ww-camino), por lo que F no contiene ciclos hamiltonianos; asi, £ no
es hamiltoniana.

1.3.2. Conexidad

Sea D una digrafica y u,v € V(D). Decimos que v es alcanzable desde u si existe
un uv-camino en D y lo denotamos por u — v; dado que podemos concatenar ca-
minos, dicha relaciéon entre caminos es transitiva. Si v no es alcanzable desde u, lo
denotamos por u - v.

Notemos que si un vértice v € V(D) es una fuente entonces, para todo v € V(D),
se tiene que v - w. Si u es un pozo, entonces, para todo v € V(D), se tiene que
U - .

Decimos que una digrafica D es unilateral, si para todo u,v € V(D), u # v, se tiene
que u — v 0 v — u (0 ambas).

Para ver que la digrafica de la figura 1.17 es unilateral, probemos el siguiente teore-
ma.

Teorema 1.3.5 * Una digrdfica es unilateral si y sélo si contiene un camino hamil-
toniano.
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Figura 1.17: Digrafica unilateral

Prueba

Sea D una digrafica unilateral y C = (zo, ..., x,) un camino que pasa por la mayor
cantidad de vértices distintos. Argumentando por contradiccién, supongamos que C
no es hamiltoniano, es decir, que existe v € V(D) \ V(C). Como D es unilateral, se
tiene que para toda i € {0,...,n}, existe C; un vx;- o x;v-camino.

» Caso 1. Para toda i € {0,...,n}, C; es un z;v camino. En este caso se cumple,
en particular, que C, es un x,v camino. Asi, C o C, es un camino que pasa por
todos los vértices de C y por v.

» Caso 2. Existe ¢ € {0,...,n} tal que C; es un va;-camino. Sea k el minimo de
las ¢ que cumplen esto. Si k = 0, entonces Cy es un vz, camino; por lo tanto,
Cp o C es un camino que pasa por todos los vértices de C y por v. Si k > 0,
entonces k — 1 € {0,...,n}; dada la minimalidad de k, se cumple que Cj_; es
un zy_jv-camino. Asi, C[zg, xx_1] © Cx_1 o C o C[xy, x,] es un camino que pasa
por todos los vértices de C y por v.

En ambos casos, los caminos encontrados tienen mayor longitud que C, lo cual con-
tradice la eleccién de C. Se sigue que C si es hamiltoniano.

Para el reciproco, consideremos D una digraficay C = (xy,...,2,) un camino
hamiltoniano en D. Sean u,v € V(D), u # v. Puesto que C pasa por todos los
vértices de D, pasa, en particular, por v y v. Asi, v = z;, v = z;, para algunas
i,7 € {0,...,n},i # j. Sii < j, entonces C[z;, z;] es un uv-camino, lo cual nos dice
que u — v. Si j < i, entonces C[z;, ;] es un vu-camino, lo cual nos dice que v — w.

De ambos casos, podemos concluir que D es unilateral.
[ |
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En la digrafica de la figura 1.17, C := (b,c,d, e, i,a,h, g, f) es un camino hamilto-
niano; el teorema 1.3.5 afirma entonces que la digrafica es unilateral.

Decimos que una digrafica D es fuertemente conexa, o simplemente fuerte, si para
todo u,v € V(D), u # v, se tiene que u — v y v — u.

Notemos que, en la figura 1.17, f es un pozo y b es una fuente. Por la observacién
hecha al inicio de esta subseccion, se tiene que, para todo vértice v en la digrafica,
f =+ vywv - b. Esto nos dice, en particular, que la digréfica no es fuerte, lo cual
nos proporciona un ejemplo de una digrafica unilateral que no es fuerte.

Figura 1.18: Digrafica fuerte

Para ver que la digrafica de la figura 1.18 es fuerte, probemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.6 * Una digrdifica es fuerte si y solo si contiene un camino hamilto-
niano cerrado.

Prueba
Sea D una digrafica fuerte, con V(D) = {zo,...,z,}. Al ser fuerte, se tiene que
para todo ¢ € {0,...,n—1}, existe un x;x;,1-camino, digamos C;. Existe también C,

un x,ro-camino. Notemos simplemente que C := CyoCyo...0C, es un ryxyp-camino
hamiltoniano cerrado.

Sea D una digréafica que posee un camino hamiltoniano cerrado, digamos

C = (Yo,--+Ym, %) Sean u,v € V(D), u # v. Veamos que v — v y que v — u.
Puesto que C es hamiltoniano, se tiene que v = y; y v = y;, con i,j € {0,...,m},
i # j.Sii < j, entonces Cly;,y;] es un uv-camino y Cly;, yo| o C[yo, yi] es un vu-
camino. Si j < 4, entonces Cly;,y;] es un vu-camino y Cly;, yo] o C[yo, y;] es un uv-
camino. De ambos casos, concluimos que ©v — v y v — u, por lo que D es fuerte.
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Corolario 1.3.7 * Toda digrdfica hamiltoniana es fuerte.

Notemos que, en la digréfica de la figura 1.18, C := (a,b,c,d,e,i,a,h, g, f,e,i,a) es
un camino hamiltoniano cerrado. Por el teorema 1.3.5, se sigue que dicha digrafica
es fuerte. Ademas, ningiin camino hamiltonianos cerrado en la digréafica es un ci-
clo, pues pasan todos al menos dos veces por a (al menos tres si son aa-caminos).
Asi, tenemos un ejemplo de una digréafica fuerte que no es hamiltoniana, lo cual
nos muestra que el reciproco del corolario 1.3.7 no se cumple. De hecho, el siguien-
te ejemplo muestra que ni siquiera es cierto que toda digrafica fuerte contiene una
trayectoria hamiltoniana.

Figura 1.19: Digrafica fuerte sin trayectorias hamiltonianas

En la figura 1.19, (u,v,0,y, 2,0, w,z,0,u) es un camino hamiltoniano cerrado. Por
el teorema 1.3.5, se tiene que la digréfica es fuerte. Sin embargo, todo camino ha-
miltoniano en la digréfica pasa al menos dos veces por el vértice o, por lo que nin-
guno es una trayectoria. Se sigue que la digrafica no tiene trayectorias hamiltonia-
nas.

Decimos que una digrafica D es débilmente coneza, o simplemente débil, si D U D1
es fuerte.

Figura 1.20: Digrafica débil



28 CAPITULO 1. TEORIA DE DIGRAFICAS

En la digrafica D de la figura 1.20, notemos que (y, u,y, v, y,w,y,x,y) €s un camino
hamiltoniano cerrado en D U D!, Por el teorema 1.3.5, se tiene que D U D~ ! es
fuerte, por lo que D es débil. Ademéas, como u - vy v - wu, entonces D no es
unilateral. Tenemos asi un ejemplo de una digrafica débil que no es unilateral, ni
fuerte.

Dada una digrafica D, consideremos la siguiente relacién entre sus vértices: para
todo u € V(D), u ~ w; dados v,w € V(D), v ~wsiysélosiv - wyw — v. Se
tiene, por definicién, que ~ es simétrica y reflexiva; ademas, como la relaciéon — es
transitiva, ~ también lo es. Se tiene entonces que ~ es una relacién de equivalencia,
por lo que separa, en clases ajenas, a los vértices de D.

Sea v € V(D). La componente fuerte de v es la subdigrafica D, := D([v].) inducida
por la clase de equivalencia de v, segin la relacion ~. Es claro que, en una digrafica
fuerte D, hay una tnica componente fuerte, la cual contiene a todos los vértices de
D.

Observacion. Dadas Dy, ... D, todas las componentes fuertes (distintas) de una
digrafica D, se cumple que V(D) = |J._, V(D;); ademés, para toda i € {0,...,n},
D; es una subdigrafica de D, méaxima por contencién respecto a la propiedad de ser
fuerte; por dltimo, dados 4,5 € {0,...,n}, i # j, se cumple que V(D;) NV (D;) =0
y que A(D;) M A(D;) = (. No siempre se cumple que A(D) = J_, A(D;).

Figura 1.21: Componentes fuertes de una digrafica

Las componentes de la digrafica D de la figura 1.21 son:
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U := D{{uy, ug,uz,us}) (azul), V := D({vy, va,v3} (naranja), W := D{{wy,
wy, w3}) (rojo), X := D(x) (morado), Y := D(y) (verde) y Z := D{{z1, 22})
(rosa). Es ficil ver que todas son subdigraficas fuertes; veamos que si son
maximas por contencion.

X y Y lo son, pues x es una fuente y y un pozo.

U lo es, pues no salen flechas de U.

V lo es, pues no entran flechas a V.

Z lo es, pues sélo entran dos flechas a Z: v;2; y wy21; como no entran flechas
a V' y no hay caminos de Z a W, se cumple lo que queremos.

W lo es, pues las componentes son ajenas entre si y todos los vértices que no
estan en W, ya forman parte de otra componente.

Decimos que una componente es inicial si no hay flechas que salgan de otra compo-
nente y entren a ésta; de manera similar, decimos que es final si no hay flechas que
salgan de ésta y entren a otra componente. En la digrafica de la figura 1.21, V' y X
son componentes iniciales, mientras que U y Y son componentes finales.

Dadas una digrafica Dy D1, ..., D, las componentes fuertes de D, denotamos por
SC(D) ala digrdfica de las componentes fuertes de D, dada como sigue: V(SC(D))
= {vy,..., 0.}, A(SC(D)) := {vjvj: i # j y existen x € V(D;), y € V(D,) tales
que zy € A(D)}; es decir, SC(D) es la digréafica que resulta de hacer la contraccién
de todas las componentes fuertes de D.

(2) y

Figura 1.22: Digrafica de las componentes fuertes

La digrafica de la figura 1.22 es SC(D), con D la digréfica de la figura 1.21; los co-
lores y etiquetas de los vértices en SC(D) se corresponden con los de D. El com-
portamiento entre las distintas componentes fuertes de D queda muy resumido en
SC(D). Dadas U,V componentes de una digrafica D y u,v € SC(D) los vértices
asociados a esas componentes, se tiene que: U es una componente inicial en D si y
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sélo si u es una fuente en SC(D); V es una componente final en D si y sélo si v es
un pozo en SC(D).

Es facil notar que en la figura 1.22, x, v son fuentes, y u,y son pozos; esto corrobora
la informacion obtenida antes; es decir, que en D, X,V son componentes iniciales y
U,V son componentes finales.

Teorema 1.3.8 “Para toda digrdfica D, se tiene que SC(D) es aciclica.

Prueba
Sean D una digrafica y SC(D) la digréfica de sus componentes fuertes. Argumen-
tando por contradiccién, supongamos que SC(D) tiene un ciclo, digamos
(Do, ...,Dpn,Dy), n > 1. Las adyacencias dadas por el ciclo en SC(D) nos dicen
que, para cada i € {0,...,n}, existen y; € V(D;), ;41 € V(D;11) tales que y;xi1 €
A(D). Existen también y,, € V(D,),zo € V(Do) tales que y,zo € A(D). Dada
i € {0,...,n}, D; es una componente fuerte de D. Asi, como z;,y; € D;, existe C;
un z;y;-camino. Notemos que C := Cyo(yg, x1)0Cro(y1,x2)0...0Ch 10(yn_1,2,)0Cp0
(Yn, To) €s un xgre-camino cerrado en D. Como C[xg, y,] es un zoy,-camino, se tiene
que Tg — Y,. Ademads, se tenia ya que y,xo € A(D), por lo que y,, — xo. Se sigue
que Ty ~ Yn, por lo que [zo]~ = [yn]~ . Asi, Dy = D, lo cual es una contradiccion.
Se sigue que no existe tal ciclo, por lo que SC(D) si es aciclica.

[ |

Corolario 1.3.9 * Toda digrdfica tiene al menos una componente inicial y una fi-
nal.

Prueba

Sea D una digrafica. Por el teorema 1.3.8, se tiene que SC(D) es aciclica. Asi, el
teorema 1.3.1 nos dice que existen u,v € V(SC(D)) una fuente y un pozo, res-
pectivamente. Se sigue que la componente fuerte correspondiente a u es inicial, y la
correspondiente a v es final.

La componente inicial es, en algunos casos, la misma que la final; en efecto, en una
digrafica fuerte, hay una tinica componente, por lo que es tanto inicial como final.

1.4. Familias de digraficas

Ya hemos mencionado a algunas familias importantes de digraficas: las aciclicas, las
fuertes, las unilaterales, las débiles y las hamiltonianas. Presentamos en esta seccion
a mas familias relacionadas con éstas. Para esto, hablemos primero de las dos fami-
lias de digraficas mas simples. Para fines practicos, diremos que una digrafica es la
unica en cumplir alguna propiedad, si lo es salvo isomorfismos.

Una trayectoria es una digrafica inducida por las flechas de una uv-trayectoria en
alguna digrafica D. Dada n € Z*, P, denota a la tinica trayectoria de orden n.
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o

Figura 1.23: Trayectoria Ps y ciclo C}

Un ciclo es una digrafica inducida por las flechas de un wu-ciclo en alguna digrafica
D. Dadan € N, n > 2, C, denota al tinico ciclo de orden n.

Es importante notar que las digréficas fuertes de orden mayor a 1 siempre contie-
nen ciclos; las digréficas unilaterales, al igual que las débiles, pueden ser aciclicas.

Un bosque D es una digréfica tal que los unicos ciclos en D U D~ son de longitud
2. La definiciéon de bosque en esta tesis varia ligeramente de otras definiciones, pues
permite que los bosques tengan ciclos de longitud 2; esto nos servira para volver
mas sencillas ciertas demostraciones que hagan uso de este concepto.
Evidentemente, no toda digrafica aciclica es un bosque; ademas, los bosques son
practicamente aciclicos, pues solo tienen ciclos de longitud 2. Un bosque es llamado
un drbol si es débilmente conexo.

Q)

o

O

Figura 1.24: Bosque

Decimos que una digrafica D es semicompleta, si para todo u,v € V(D), u # v, se
tiene que uv € A(D), o vu € A(D) (o ambos). Es claro que toda digrafica semicom-
pleta es unilateral.

Decimos que una digrafica D es completa, si para todo u,v € V (D), u # v, se
tiene que uv € A(D) y vu € A(D); es una digrafica semicompleta simétrica. Dado
n € N, K,, denota a la unica digrafica completa de orden n; es la tnica digrafica
(n-1)-regular de orden n.

Notemos que dada cualquier digrafica D de orden n, se tiene que K,, = D U D.

Dada una digrafica D y un arbol T', decimos que T" es un arbol generador de T, si
T es una subdigréfica generadora de D.
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Figura 1.25: Digrafica semicompleta

Figura 1.26: K5

Teorema 1.4.1 * Toda digrafica D débilmente conexa tiene al menos un drbol ge-
nerador.

Prueba por induccion sobre el tamano de D

Si D es una digrafica débil de tamano 1, entonces es P;, la cual ya es un arbol. Si
D es una digrafica débil de tamano 2, entonces es K5 o bien es un arbol de orden 3.
En el caso en que es Ky, P, es un arbol generador.

Supongamos que se cumple para todas las digraficas débiles de tamano m, con

m > 2. Sea D una digrafica débil de tamano m + 1. Si D es un bosque, enton-
ces es también un arbol. Supongamos entonces que D no es un bosque, es decir,
que D tiene un ciclo, o que D U D~! tiene un ciclo de longitud mayor a 2. En am-
bos casos, existe C un ciclo en D U D™, digamos (zo, . . ., Ty, To). consideremos
ror1 € A(D U D7), Supongamos, sin pérdida de generalidad, que xoz; € A(D).
Veamos que E := (D — xoz;) U (D — zoz1)" ! = (DU DY) — moxy — 2170 es fuerte.
Basta ver que para todo v € V(E), v — xo y g — v en E, pues para cualesquiera
u,v € V(D), podemos construir uv y vu-caminos concatenando uzo-,xov- y vxo-,
Tou-caminos, respectivamente.

Seav € V(E) =V(DUD™). Como DU D! es fuerte, se tiene que existen A una
vxo-trayectoria y B una xgv-trayectoria, respectivamente, ambas en D U D™, Si A
y B son trayectorias en F, ya acabamos.
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Si A no es una trayectoria en F, se tiene que xoxr; € A(A) o x129 € A(A). Como es
una trayectoria en D, no repite vértices, por lo que no puede tener ambas flechas;
ademads, al ser una vx, trayectoria, no puede tener a zor; (de lo contrario repite al
vértice xg). Asi, tiene a la flecha z,7 y ademas A = (v,...,z1,7). Como D U D!
tiene puras flechas simétricas, entonces C* := (zg, Zp, Tp_1,...,21,To) €s un ciclo
en D U D!, Se sigue que C*[x1, 7] es una z1x¢-trayectoria en E. Asi, Afv,z;] o
C*[x1, o] es un vxg-camino en E,| lo cual nos dice que v — g en E.
Analogamente, si B no es una trayectoria en E, entonces zogz1 € A(B) o z129 €
A(B) y no ambas. Como es una zyv trayectoria, no puede tener a z;zq, por lo que
tiene a xoxy y B = (o, 21,...,v). Notemos que C*[xq, 1] o B[z1,v] es un zov-camino
en FE.lo cual nos dice que xg — v en E.
Se sigue que E es fuerte, lo cual nos dice que D — xqzq es débil. Como D — uw tiene
tamano m, se tiene, por hipdtesis de induccion, que existe T un arbol generador de
D — uv. Como D — uw tiene el mismo orden que D, entonces T" es también un arbol
generador de D.

[ |

Un clan de una digrafica D es un subconjunto S C V(D) tal que D(S) es una
digréfica completa. El nimero de clan de una digrafica D, denotado por w(D), es
el maximo n € N tal que V(D) tiene por subconjunto a un clan en cardinalidad n.
Un semiclan de D es un subconjunto S C V(D) tal que D(S) es una digrafica se-
micompleta. El nimero de semiclan de una digrafica D, denotado por wy(D), es el
maximo n € N tal que V(D) tiene por subconjunto a un semiclan en cardinalidad
n.

Observacién. w,(D) = w(DU D) y w(D) < wy(D).

En efecto, S C V(D) = V(D U D7) es un semiclan en D si y sélo si D(S)

es semicompleta si y s6lo si S{(D U D™!) es completa si y sélo si S es un clan en

D U D7t Asi, los semiclanes de D coinciden con los clanes de D U D!, por lo que
ws(D) = w(D U D7), Ademss, es claro que w(D) < w(D U D7) = w,(D), por lo
que w(D) < wy(D).

Decimos que una digrafica D es un torneo, si para todo u,v € V(D), u # v, se tiene
que wv € A(D) o vu € A(D), y no ambos; los torneos son digraficas semicomple-
tas asimétricas. Esta familia de digraficas sera el objeto de estudio de los siguientes
capitulos.

Observacién. En la figura 1.27, el torneo H es hamiltoniano, pues las flechas que
corresponden a las aristas del cuadrado forman un ciclo hamiltoniano. Por otro la-
do, A es aciclico; en efecto, los torneos no tienen ciclos de longitud 2, pues no tie-
nen flechas simétricas; ademas, como A tiene una fuente y un pozo, no pueden for-
mar parte de ningun ciclo, por lo que tampoco hay ciclos de longitud mayor a 2.

Dados T} y T5 torneos tales que 17 C T5, decimos que T es un subtorneo de Ty y
que T3 es un supratorneo de Ti. Es inmediato que toda subdigrafica de un torneo
T, inducida por un conjunto de vértices, es un subtorneo de T
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Figura 1.27: Torneos de orden 4

Decimos que una digrafica D es transitiva, si para todos u,v,z € V(D), se tiene
que, si uv,vz € A(D), entonces uz € A(D).

Proposicion 1.4.2 * Una digrdfica D es transitiva si y solo si, para todo u,v €
V(D), con u # v, se cumple que si u — v, entonces uv € A(D).

Prueba
Sea D una digréfica transitiva. Probemos que para todo u,v € V(D), si existe C
una uv-trayectoria, entonces uv € A(D). Lo haremos por induccién sobre I(C).

Sean u,v € V(D), tales que v — v y C una uv-trayectoria, con [(C) = 1. Esto nos
dice que C = (u,v), por lo que uv € A(D).

Supongamos que para todo u,v € V(D) tales que existe una uv-trayectoria de lon-
gitud n, con n € Z*, se cumple que uv € A(D). Sean u,v € V(D) y sea C una
uv-trayectoria, con [(C) = n + 1, digamos C = (u = xg, ..., Ty, Tny1 = v). Es claro
que Clzo, ..., x| es una xgx,-trayectoria de longitud n. Por hipétesis de induccion,
se tiene que xoz, € A(D). Asi, como z,2,4+1 € A(D), se tiene por transitividad de
D que xgz,41 € A(D); es decir, que uv € A(D).

Para el reciproco, supongamos que D cumple que, para todo u,v € V(D), con u #
v, st u — v, entonces uv € A(D). Veamos que D es transitiva. Sean z,y,z € V(D)
tales que zy,yz € A(D). Asi, (z,y, z) es un xz-camino en D, por lo que x — z. Se
sigue, por hipétesis, que zz € A(D).

[ |

La cerradura transitiva de una digrafica D es la digrafica C'T'(D) dada como sigue:
V(CT(D))=V(D), A(CT(D)) ={w:u#vyu— v}

Proposicién 1.4.3 * Dada una digrdfica D, se cumple lo siguiente:

(i) CT(D) es la digrdfica minima por contencion que es transitiva y tiene a D
como subdigrdfica.

(i) D es unilateral si y solo si CT(D) es semicompleta.
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D CT(D)

Figura 1.28: Cerradura transitiva

(iii) D es fuerte si y solo si CT(D) es completa.

Prueba

(1)

(iii)

Por la proposicién 1.4.2; es claro que CT'(D) es transitiva. Para ver que es la
minima por contencién con esta propiedad, tomemos F una digrafica transiti-
va que contiene a D; veamos que contiene también a CT'(D). Como
V(CT(D)) = V(D) C V(E), se tiene que V(CT(D)) C V(E). Sea uv €
A(CT(D)). Por definicién de CT(D) se tiene que u — v en D. Como u,v €
V(CT(D)) C V(E), entonces u,v € V(E). Como E contiene a D, entonces
u — v en E. Como F es transitiva y u — v en E| se tiene, por la proposicién
1.4.2, que uwv € A(F). Se sigue que A(CT(D)) C A(F), por lo que E contiene
a CT(D).

Sabemos ya que D es unilateral si cumple que para todo u,v € V(D), u — v
ov — u; CT(D) es semicompleta si cumple que para todo u,v € V(CT(D)),
ww € A(CT(D)) ovu € A(CT(D)). Ademas, se sigue de la definicién de

CT(D), que dados u,v € V(D) = V(CT(D)), u — v en D siy sblosiuv €
A(CT(D)). Se sigue que D es unilateral si y sélo si CT(D) es semicompleta.

Este inciso se prueba de manera similar al inciso (ii), sustituyendo en la prue-
ba los conceptos débil y semicompleta, por fuerte y completa, respectivamen-
te. Se sigue que D es fuerte si y sélo si CT(D) es completa.

El inciso (iii) nos dice, en particular, que las tinicas digraficas fuertes y transitivas
son completas; asi, ningin torneo es a su vez transitivo y fuerte (a excepcién de
K;). Evidentemente, existen torneos fuertes no transitivos y torneos transitivos no
fuertes mas complejos; en efecto, en la figura 1.27, tenemos 2 torneos H y A de or-
den 4, H fuerte y A transitivo.

La digréfica de la figura 1.29 ilustra bien la forma en que se relacionan las distintas
familias que hemos visto.
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Aciclica

Unilateral ——

@@ Arbol

| Hamiltoniana } Semicompleta

Completa Torneo

Figura 1.29: Familias de digraficas

Una flecha de un recuadro a otro que se encuentre mas arriba implica que el con-
cepto del primer vértice implica al del segundo; por ejemplo, toda digrafica comple-
ta es hamiltoniana, que es a su vez fuerte, a su vez unilateral, y a su vez débil.
Pusimos la flecha de bosque a aciclica, pues aunque los bosques pueden tener ciclos
de longitud 2, ciertos conceptos se definen omitiendo a éstos tltimos como ciclos.
No agregamos el concepto ser transitiva, pues no implica a ninguno de los otros, y
el inico concepto de la digréfica que lo implica es ser completa.



2 Coloraciones y torneos

2.1. Coloraciones propias

Sean D una digréfica y k € Z*. Una k-coloracidn (por vértices) de D es una par-
ticiéon de los vértices de D en k conjuntos. Usualmente, pensamos a los elementos
de la particién como colores. Por ejemplo, dada una 2-coloracién {R, A} de una
digrafica D, podemos asociar el color rojo a R y el color azul a A; En este caso,
diremos que D estda rojo-azul coloreada; ademas, dado v € R, diremos que v es rojo.

Figura 2.1: Digrafica verde-azul coloreada

Dada una digrafica Dy S C V(D), decimos que S es independiente si para todo
u,v € S, se tiene que uv,vu & A(D).

Proposicién 2.1.1 * Un conjunto S C V(D) es independiente en D si y sdlo si es
un clan en D.

Prueba

Un conjunto S C V(D) es independiente en D si y sélo si para todo u,v € S, se
tiene que uv,vu ¢ A(D); esto sucede si y sélo si para todo u,v € S, u # v, se
tiene que uv,vu € A(D); esto es cierto si y sélo si D{S) es completa, que es a su
vez cierto si y s6lo si S es de clan en D.

Decimos que una k-coloracién es propia, si sus elementos son conjuntos indepen-
dientes. Dado k € Z*, decimos que una digrafica D es k-coloreable si existe una k-
coloracién propia de D, o bien D tiene orden a lo mas k. Ademés, x(D) := min{k €

37
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N: D es k-coloreable} es llamado el nimero cromdtico de D; si x(D) = k, decimos
que D es k-cromdtica.

Figura 2.2: Digréafica 3-cromatica

{N, M, A} es una 3-coloracién de la digrafica de la figura 2.2, con N el conjunto de
vértices naranjas, M el de magentas, y A el de azules. Ademas, contiene un Cj, que
tiene nimero cromatico igual a 3. Asi, la digrafica no puede ser 2-coloreada, por lo

que es 3-cromatica.

Determinar el niimero croméatico de cualquier digrafica es un problema muy com-
plejo; sin embargo, es posible determinar el niimero cromatico de ciertas familias de
digraficas.

Es claro que para todan € Z*, x(P,) = 2, con P, la trayectoria de orden n;
X(Co,) =2y x(Copyq) = 3, con Cyy, y Copyq los ciclos de orden 2n y 2n + 1, respec-
tivamente.

Dadas n € Z* y una digrafica D semicompleta de orden n, se tiene que x(D) = n.
En particular, si D es un torneo de orden n y K, es la digrifica completa de orden
n, se tiene que (D) = x(K,) = n. El nimero cromatico de las digréficas semi-
completas nos proporciona una cota inferior para el nimero cromatico de cualquier
digrafica.

Proposicién 2.1.2 * Sea D una digrdfica con nimero de semiclan ws(D) = n y
nidmero cromdtico x(D) = m. Se cumple entonces que n < m.

Prueba
Sean {Ay, ..., A} una m-coloracién propia de D y E una subdigrafica semicom-
pleta de D de orden n. Evidentemente, {Ag N V(E),..., A, N V(E)} es una k-
coloracién propia de E, con k < m (A; N V(FE) puede ser igual al vacio para alguna
i € {0,...,m}). Sabemos ya que x(D) = n, pues S es semicompleta de orden n. Se
tiene entonces que n < k, por lo que n < m.

[ |
El siguiente resultado nos da una cota superior para el nimero cromatico de una
digréfica, en funcién de la cantidad de vecinos de los vértices.
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Teorema 2.1.3 * Sean G una digrdfica y k € Z*. Si toda subdigrdfica H no vacia
de G tiene un vértice v tal que |[Ng(v)| < k — 1, entonces G es k-coloreable.

Prueba
Argumentando por contradiccion, supongamos que G no es k-coloreable. Notemos
entonces H := {H C G: H no es k-coloreable} # (). Tomemos H € H de menor
orden posible. Por hipétesis, existe v € V(H) tal que |[Ny(v)| < k — 1. Por la
minimalidad de H, es claro que H — v es k-coloreable; sea C' := {C4,...,Cy} una
k-coloracién propia de H — v. Como |Ng(v)| < k — 1, entonces existe i € {1,...,k}
tal que, para todo w € Ng(v), w ¢ C;; supongamos, sin pérdida de generalidad,
que i = 1. Se tiene entonces que {Cy U {v},...,Cx} es una k-coloracién propia de
H, pues C1, ..., Cy son independientes, y como Ny (V)N Cp = (), entonces C; U {v}
es también independiente. Asi, H es k-coloreable, lo cual es una contradiccién. Se
sigue que G si es k-coloreable.

[ |

Corolario 2.1.4 * Sea G una digrdfica con A°(G) =k — 1. Se cumple entonces que
G es k-coloreable.

Prueba
Como A°(G) = k — 1, entonces, para todo v € V(G), |[Ng(v)| < k—1.Sea H C G
no vacia. Puesto que para todo v € V(H), |[Ng(v)| < |Ng(v)| < k — 1, entonces
cualquier vértice de H cumple la hipdtesis del teorema 2.1.3; se sigue que G es k-
coloreable.

[ |

Decimos que una digrafica D es k-partita si existe {Si, ..., Sk} una particién de
V(D) tal que, para cada 1 < i < k, se tiene que no hay S;S;-flechas en D. Si D es
una digrafica k-partita, con k = 2, decimos que es bipartita; en este caso, llamamos
biparticion a la particién {S7, Sa}; si k = 3, decimos que es tripartita. Es claro que
si una digrafica D es k-partita, entonces es k-coloreable.

Teorema 2.1.5 * Una digrdfica D fuerte es bipartita si y solo si no tiene ciclos de
longitud tmpar.

Prueba

Por contrapositiva, supongamos que D tiene un ciclo de longitud impar, digamos C.
Sabemos ya que x(C) = 3y como C C D, entonces x(D) > 3, por lo que D no es
bipartita.

Para el reciproco, supongamos que D no tiene ciclos de longitud impar. Sea x €
V(D). Puesto que D es fuerte, la distancia de un vértice a otro esta bien defini-
da. Consideremos X := {v € V(D): d(z,v) y d(v,z) son pares} y Y = {v €
V(D): d(z,v) y d(v,x) son impares}. X y Y son ajenos, pues la distancia de un
vértice a otro es fija. Veamos que {X, Y} es una biparticién de V(D); probemos

primero que es una particion. Argumentando por contradiccion, supongamos que no
lo es, es decir, que V(D) — (X UY) # 0; elijamos a y € V(D) — (X UY) de forma
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que d(z,y) + d(y,z) sea minima. Evidentemente y # x, pues € X. Asi, d(z,y)
es par y d(v,z) es impar, o viceversa. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
nos encontramos en el primero de estos casos. Sean C y D una xzy-trayectoria con
[(C) = d(z,y) y una ya-trayectoria con {(D) = d(y,x), respectivamente. Si C o D
fuera un ciclo, entonces seria un ciclo de longitud impar, lo cual contradice nues-
tra hipétesis inicial. Puesto que no es un ciclo, existe z € V(C) N V(D) tal que

x # z # y; podemos suponer que z es el primer vértice que aparece en Dy cum-
ple esto. Por la eleccién de z, se tiene que C[z,y] o Dly, z] es un ciclo; por nues-
tra hipétesis inicial, es de longitud par. Como C es de longitud par y D de longi-
tud impar, entonces C[x, z] y D]z, x] tienen longitud par e impar, respectivamente.
Ademés, como ((C) = d(z,y) y (D) = d(y,x), entonces [(C[z, z]) = d(x,z)y
[(D[z,z]) = d(z,z), por lo que z € V(D — X —Y); ademads, d(z,2) < d(z,y)y
d(z,z) < d(y,z), lo cual contradice la eleccién de y. Se sigue que {X,Y'} es una
particién de V(D).

Falta ver que X y Y son independientes. Argumentando por contradiccién, supon-
gamos que X no es independiente; la prueba para Y es andloga. Sean u,v € X tales
que uwv € A(D). Sean P; y P, una zu-trayectoria y una vz-trayectoria, respectiva-
mente, ambas de longitud minima. Es claro que P := P; o (u,v) o Py es un camino
cerrado de longitud impar, pues I(P;) y {(P2) tienen la misma paridad. Por lo tan-
to, no es un ciclo, por lo que existe z € V(P;) N V(Psy) tal que z # z; podemos
suponer que z es el primer vértice que aparece en Py y cumple esto. Por la eleccion
de z, se tiene que Py [z, u|o(u,v)oPylv, 2| es un ciclo. Puesto que es de longitud par,
entonces Pi[z,u] y Polv, 2| tienen distinta paridad; se sigue que P;[x, 2| y Pa[z, x]
tienen distinta paridad. Ademés, como P; y P, eran de longitud minima, entonces
Pz, z] y Palz, x] también lo son. Por lo tanto, d(x, z) y d(z,z) tienen distinta pa-
ridad, por lo que z ¢ X UY, lo cual contradice que {X,Y} sea una particién de
V(D). Se sigue que X es independiente.

|

Corolario 2.1.6 * Una digrdfica D es bipartita si y sélo si DU D™ no tiene ciclos
de longitud impar.

Prueba
Por contrapositiva, supongamos que D U D~ tiene un ciclo de longitud impar,
digamos Cy, 41, para alguna n € N. Sabemos ya que x(Co,41) = 3. Asi, como

Coni1 € DU D™ entonces x(D U D) > 3. Es claro que x(D) = x(DU D7), pues
el sentido de las flechas no juega un papel en la definicién de conjunto independien-
te; por lo tanto, x(D) > 3. Se sigue que D no es 2-coloreable, o lo que es lo mismo,
que D no es bipartita.

Para el reciproco, supongamos que D U D~! no tiene ciclos de longitud impar. Sean
Ay, ..., A, las componentes fuertes de D U D~!, las cuales tampoco tienen ciclos de
longitud impar. Por el teorema 2.1.5, se cumple que, para cada i € {1,...,n}, A; es
bipartita; sea {P;, Q;} una biparticién de A;. Puesto D U D~ es simétrica, entonces
las componentes no sélo son ajenas dos a dos por vértices, sino también por flechas.
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Sean P := |J;_, P,y Q = U;_, Q;. Se cumple entonces que {P, @} es una biparti-
ciéon de DU D™, y como V(D) = V(DU D™ ')y A(D) C A(D U D7), entonces
{P,Q} es también una biparticién de D. Se sigue que D es bipartita.

[ |

Corolario 2.1.7 * Todo drbol es bipartita. Ademadas, cualquier drbol de orden n > 2
es 2-cromdtico.

Prueba
Sea D un arbol. Como D cumple que los tinicos ciclos de D U D~! son de longitud
2, se tiene, por el corolario 2.1.6, que D es bipartita. Ademas, dado D un arbol de
orden n > 2, D tiene al menos una flecha, por lo que D no es 1-coloreable. Se sigue
que x(D) = 2.

[ |

Sean n,k € ZT. consideremos N := {xy,...2,} y K := {y1,...yr}. Denotamos
por K, la digrafica completa bipartita dada como sigue: V(K,x) == N U Ky

A(Kpy) ={{zy :x € Ny € K} U{yx : x € N,y € K}. Este concepto puede
generalizarse a multipartitas. Sean ki, ..., k, € Z*. Paracadai € {1,...,n}, sea

dada como sigue: V(K ;) == Ui, 4, A(D) ={w:ue A, ve A i#j} Dados
los nuimeros k1, ..., k,, esta digrafica es unica; el orden de los k; no importa.

Koo
K3 o

?

Figura 2.3: Digraficas completas multipartitas

2.2. Torneos

Los torneos cumplen muchas cosas que las digréaficas, en general, no cumplen. Pro-
bemos algunas de ellas.

La digréafica de la figura 1.19 es un ejemplo de una digréfica fuerte sin trayectorias
hamiltonianas. El siguiente teorema prueba que, en torneos, siempre podemos en-
contrar trayectorias hamiltonianas, incluso sin pedir la condicion de ser fuerte.

Teorema 2.2.1 (Rédei) * Todo torneo contiene una trayectoria hamiltoniana.
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Prueba

Sea T un torneo y sea C = (xy,...,x,) una trayectoria de longitud méxima en 7.
Argumentando por contradiccién, supongamos que C no es hamiltoniana, es decir,
que existe y € V(1) \ V(C).

» Caso 1. Paratodai € {0,...,n}, z;y € A(T). En este caso, se cumple, en
particular, que x,y € A(t), por lo que (zo, ..., z,,y) es una trayectoria que
pasa por todos los vértices de C y por y.

» Caso 2. Existe ¢ € {0,...,n} tal que yx; € A(T). Consideremos m el mini-
mo de las i que lo cumplen. Si ¢ = 0, entonces yzo € A(T), por lo que
(y,xg,...,n) es una trayectoria que pasa por todos los vértices de C y por
y. Sim > 0, entonces m — 1 € {0,...,n} yes tal que z,, 1y € A(T). Asi,
Clxo, Tm-1] © (Tm_1,Y, Tm) 0 C[Xsm, T,] es una trayectoria que pasa por todos los
vértices de C y por y.

En ambos casos, las trayectorias encontradas tienen longitud mayor a C, lo cual
contradice la eleccion de C. Se sigue que C si es una trayectoria hamiltoniana.

Notemos que la prueba del teorema 1.3.5, el cual nos dice que toda digréafica unila-
teral contiene un camino hamiltoniano, es una calca de la del teorema 2.2.1. Esto
se debe a que los torneos son digraficas semicompletas, y las propiedades ser semi-
completa y ser unilateral, son casi idénticas, la primera siendo la version fuerte de
las dos. La relacion entre ambas propiedades, idéntica a la que tienen ser fuerte y
ser completa, puede observarse también en la proposicién 1.4.3 vista en el capitulo
pasado.

Los torneo fuertes cumplen algo atin més interesante: son hamiltonianos. El siguien-
te teorema prueba, en particular, esta afirmacién.

Teorema 2.2.2 (Moon) * Para todo torneo fuerte T' de orden n > 3, para todo
x € V(T) y cada k € {3,4,...,n}, existe un xx-ciclo de longitud k.

Prueba por induccion sobre k

Sean T" un torneo fuerte de orden n > 3y x € V(T'). Como T es fuerte, entonces

x no es una fuente ni un pozo. Asi, N*(z) # (0 # N~ (z). Ademds, como T es

un torneo, entonces V(7)) = NT(z) U N~ (z) U {x}; se tiene también que no hay
flechas de N*(z) a z. Como T es fuerte, entonces para cada u € NT(x) y cualquier
v € N~ (z), existe un uv-camino en 7. Como no hay flechas de N*(z) ax y V(T) =
N*t(z) U N~ (x) U {z}, entonces el camino debe contener una flecha de N*(z) a
N~ (x), digamos yz € A(D). Asi, (z,y, z,z) es un xa-ciclo de longitud 3 en 7T

Supongamos que 7" tiene un xz-ciclo de longitud ¢, digamos C := (z = x¢, x1, . . .,
Ty, = x), para alguna t € {3,...,n — 1}.

Probemos que hay un zx-ciclo de longitud ¢t + 1. Como 7" es un torneo, entonces,
para cada y € V(T)\ V(C) y para cada i € {0,...,t — 1}, se tiene que yx; € A(T) o



2.2. TORNEOS 43

xiy € A(T). Sean D :={y € V(T)\ V(C): yx; € A(T) para toda i € {0,...,t —1}}
yS:={yeV(T)\V(C): z;y € A(T) para toda ¢ € {0,...,t —1}}.

» Caso 1. V(T) =D USUV(C).

Como T es fuerte y ningin vértice de S domina a ninguno de C, se cumple,
en este caso, que existen y € S'y z € D tales que yz € A(T). Ademas, se tiene
que zoy, zxy € A(T). Asi, (x0,y, 2, x2) o C[xa, o] es un ciclo de longitud ¢ + 1
en T

» Caso 2. Existe y € V(T') \ (DU SUV((C)).

Dicho y cumple que existen i,j € {0,...,t — 1} tales que z;y,yz; € A(T).
Sea M = {i € {0,...,t —2}: xy,yziq € A(T)}. Si M = (), afirmamos
que z;, 1y, yxo € A(T); en caso contrario, todas las flechas entre C y y irfan en
un tdnico sentido. Por lo tanto, C[xg, x;_1] o (x;_1,y, zo) es un ciclo de longitud
t+1. Si M # (0, tomemos j € M; en este caso, C[zg, z;]o(z;,y, Tj+1)0C[T 41, 4]
es un ciclo de longitud ¢ 4 1.

En ambos casos, pudimos construir un xgxg-ciclo de longitud ¢ 4 1.

Corolario 2.2.3 (Camion) * Sea T' un torneo de ordenn > 2. T es fuerte si y
solo si es hamiltoniano.

Prueba

Sea T un torneo fuerte de orden n > 2. Como no hay torneos fuertes de orden 2,
podemos suponer que n > 3. Se tiene entonces, por el teorema 2.2.2, que existe un
ciclo de orden n, por lo que dicho ciclo debe ser hamiltoniano.

El reciproco es cierto por el corolario 1.3.7, el cual afirma, mas en general, que toda

digrafica hamiltoniana es fuerte.
[ |

Corolario 2.2.4 * Para todo torneo T y para todo x € V(T'), si existe un xz-ciclo
de longitud k > 3, entonces existe un xx-ciclo de longitud | para toda 3 <1 < k.

Prueba
Sean T un torneo, xg € V(T) y C = (xo, ..., Tk, o) un xoxe-ciclo de longitud k > 3.
Sea S = {xg,...,xk_1}. Como (zo, ..., Tk, xo) es un ciclo hamiltoniano en T'(S),

entonces es un torneo hamiltoniano, por lo que es fuerte; ademas, k£ > 3 es el orden
de T'(S). Se tiene entonces, por el teorema 2.2.2, que T'(S) tiene un xyxo-ciclo de
longitud [ para toda 3 <[ < k. [ |

Ser aciclica y ser transitiva son propiedades muy distintas. En efecto, para toda

n €N, n > 2, K, es transitiva y tiene ciclos de longitud k para toda k € {2,... n}.
Ademss, dada n € Z*, P, es aciclica y no es transitiva. Sin embargo, en torneos, los
conceptos coinciden.
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Teorema 2.2.5 * Un torneo es aciclico si y solo si es transitivo.

Prueba

Sean T' un torneo aciclico y z,y,z € A(D) tales que zy,yz € A(D). Como T es un
torneo, se tiene que z,y, z son vértices distintos; se tiene también que zz € A(D)
o zx € A(D). No puede suceder que zz € A(D), pues, en ese caso, se tendria que
(x,y,z,2) es un ciclo en T asi, zz € A(D).

Para el reciproco, sea T' un torneo transitivo. Argumentando por contradiccién, su-
pongamos que T tiene un ciclo, digamos C := (zy, . .., Z,, Zg). Notemos que Clzg, z,]
es una xor,-trayectoria, por lo que xy — x,; puesto que T es transitiva, se tiene,
por la proposicién 1.4.2, que xox, € A(D). Sin embargo, z,xy es una flecha en C.
Esto es una contradiccion, pues T es un torneo.

[ |
De ahora en adelante usaremos indistintamente los conceptos ser aciclico y ser
transitivo en el contexto de torneos.

Vimos ya, en el capitulo pasado, un ejemplo de un torneo transitivo de orden 4. El
siguiente teorema afirma la existencia y unicidad de torneos transitivos de todos los
ordenes.

Teorema 2.2.6 * Para cada n € N, existe un unico torneo T, transitivo de orden
n. Ademds, podemos enumerar a los vértices de T,, de la siguiente manera: V(T,,) =
{zo,...,Zn_1} y, para cada k € {0,...,n— 1}, d¥(zy) = k.

Prueba por induccion sobre n
Para n < 3, esto es trivial, pues hay un tnico torneo de orden 0, un inico de orden
1 y un unico de orden 2; ademas, todos cumplen lo buscado.

Supongamos que para alguna n € N, n > 2, existe un unico torneo transitivo de
orden n, digamos T,,; supongamos ademas que, V(T,,) = {zo,...,x,_1} vy, para cada
ke{0,....n—1}, d"(x) = k.

Probemos que existe un tinico torneo de orden n + 1 que cumple todo lo buscado.
Consideremos T}, 11 dado como sigue: V(T,,41) = V(T,,) U {y}, cony & V(T,);
AT, 41) = A(T,) U{yzx: x € V(T,)}. Puesto que T), es un torneo de orden n, 1), 1
es un torneo de orden n + 1. Veamos que si es transitivo.

Sean u, v, w € V(T,41) tales que uv,vw € A(T,41). Veamos que uw € A(Tp41).

Si u,v,w € V(T,), se cumple, pues T), es transitivo. Supongamos entonces que

u =yov = yow = y. Como y es una fuente en 7},,1, los dos ultimos casos

no pueden pasar; asi, u = y. Por ser y fuente, se tiene también que uw = yw €
A(T,11). Se sigue que T, si es transitivo. Ademas, si tomamos x,, := vy, se tiene
que V(T,11) = {xg,...,x,} v, para cada k € {0,...,n}, d"(x) = k.

Veamos ahora que T},;1 es Unico. Sea D un torneo transitivo de orden n + 1. Por el
teorema 2.2.5, se tiene que D es aciclico. Asi, el teorema 1.3.1 afirma que D tiene
una fuente, digamos a € V(D). consideremos G = D — a. Es claro que G es un
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subtorneo de D de orden n. Los subtorneos de torneos transitivos son también tran-
sitivos, por lo que GG es un torneo transitivo de orden n. Por hipétesis de induccion,
se tiene que G = T,,.

Ahora bien, puesto que a es una fuente en D, se tiene que D es tal que A(D) =
A(G) U {ax: z € V(G)}. De igual manera, se tiene ya que A(7,11) = A(T,) U

{yz: x € V(T,)}. Asi, es claro que f*:= fU{(a,y)} es tal que D =¢- T}, 4. Se sigue
que Ty, es unico. Ademas, si tomamos a, := a 'y, para cada k € {0,...,n — 1},
ay = f~(zy), es claro que V(D) = {ag,...,a,} vy, para cada k € {0,...,n — 1},
d+(ak) = k.

P o F S

Figura 2.4: Torneos transitivos de varios 6rdenes

Denotamos, para cada n € N, como 7,, al inico torneo transitivo de orden n.

Observaciones. Dada una digrafica D, se tiene que D es aciclica si y sélo si D!
es aciclica. Asi, para cadan € N, 7! = T,. Ademds, para cadan € N, T, =
CT(P,); es decir, T,, es la cerradura transitiva de la trayectoria P,.

El siguiente teorema concluye esta seccién y da la entrada a la siguiente. Nos sera
de mucha utilidad en el resto del capitulo, al igual que en los capitulos siguientes.

Teorema 2.2.7 (Stearns [10]) * Para cada k € Z*, se cumple que todo torneo de
orden al menos 28~ contiene un T,.

Prueba por induccion sobre k

Para k =1 0 k = 2, esto es trivial. Supongamos que se cumple para alguna k € Z*.
Sea T un torneo de orden al menos 2¥. Veamos que contiene a T;,,. Como 7' tiene
orden al menos 2% y es un torneo, debe suceder que |A(T)| > w = 22k=1_ k=1,
Si todos los vértices de T tienen exgrado menor o igual a 2¥~! — 1, entonces

Z d+ S 2k 1 1>2k _ 22k—1 - 2k < 22k—1 o 2k—1 S |A(T)|

veV(T)

Por lo tanto, |A(T")| < |A(T)], lo cual es una contradiccién. Asi, existe v € V(7))
tal que d*(v) > 2*71. Si consideramos W := N*(v), se tiene que |W| > 2F-1
Asf, T(W) es un torneo de orden al menos 2*~!. Por hipétesis de induccién, se si-
gue que T(W) contiene un Tj. Como vw € A(T) para todo w € V(T}), se tiene que
T(V(Ty) U{v}) es un Ty41 que estd contenido en 7.

[
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2.3. Coloraciones transitivas

Vimos ya, al inicio de este capitulo, que el nimero croméatico de un torneo es igual
a su orden. Asi, las coloraciones propias de torneos no nos dan informacién nueva
sobre ellos. Introducimos entonces otro tipo de coloracion, mas adecuada para tor-
neos.

Dados T un torneo y S C V(T'), decimos que S es transitivo si T(S) es un torneo
transitivo.

Una k-coloracion transitiva de un torneo T es una k-coloracién de T' que consta

de conjuntos transitivos; estas coloraciones son también nombradas aciclicas, en
digraficas en general, aunque para digraficas que no son torneos, son definidas como
particiones en conjuntos aciclicos; en torneos, ambas definiciones coinciden.

Dado k € Z™", decimos que un torneo T' es k-coloreable-transitivo si existe una k-
coloracion transitiva de 7', o bien T tiene orden a lo més k. Ademas, x:(D) =
min{k € N: D es k-coloreable-transitivo} es llamado el nidmero cromdtico transi-
tivo de D. Si x4(D) = k, decimos que D es k-cromdtica-transitiva. Por otro lado,
Neumann-Lara definié en [6] el numero dicromdtico para toda digrafica D como el
minimo k € Z™ tal que existe una k-coloracion de D que consta de conjuntos acicli-
cos. En general, ambos conceptos no coinciden, aunque son equivalentes en torneos.
Evidentemente, si T es un torneo transitivo, entonces y;(7") = 1.

Figura 2.5: Torneo 2-cromético-transitivo

Es claro que {V, M} es una 2-coloracién transitiva de la digrafica D de la figura 2.5,
con V el conjunto de vértices verdes y M el de magentas. Ademas, (u,v,w,z,y, z,u)
es un ciclo en D, por lo que D no es transitiva. Se sigue que (D) = 2.

Teorema 2.3.1 * Sean T un torneo y T, ...,T, las componentes fuertes de T'. Se
cumple que x¢(T) = méax{x(T;): i € {1,...,n}}.

Prueba
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Sea M = max{x,(T;): i € {1,...,n}}. Notemos que dados S, T torneos, con S C
T, se tiene que x¢(S) < x¢(7T'). Es claro que x+(T) > M, pues dada i € {1,...,n},
se tiene que T; C T

Para cada i € {1,...,n}, sea {A{,..., A } una m;-coloracién transitiva de T;, con
m; = x+(T;). Ademas, para cadai € {1,...,n} y cadam; < k < M, sea A% := (.
Para toda i € {1,...,n} y cada m;, A%, es transitivo.

Para cada 1 < k < M, consideremos By, := |J;"_; Ai. Notemos que {Bj,..., By} es
una particién de V(7). El teorema 1.3.8 afirma que SC(T") es aciclica, lo cual nos
dice que cualquier ciclo en T esta contenido completamente en una misma compo-
nente fuerte. Asi, para cada 1 < k < M — 1, se tiene que By es aciclica (transitiva),
pues estd compuesto de conjuntos aciclicos, todos de componentes distintas. Asi,
{Bi,..., By} es una M-coloracién transitiva de T'. Se sigue que M > x;(T), por lo
que x(T) = M.

[ |
Este teorema nos dice que basta conocer el niimero cromético transitivo de los tor-
neos fuertes para conocer el de cualquier torneo.

Veamos ahora que el niimero cromatico transitivo es no acotado. Para esto, reque-
rimos introducir conceptos nuevos, que seran de mucha utilidad en el siguiente
capitulo.

Sean T un torneo y X,Y C V(T) ajenos. Si para todos u € X, v € Y se tiene que
uv € A(T), escribimos X = Y y decimos que X domina totalmente a Y. Podemos
generalizar esta idea un poco: si H; y Hs son familias de torneos, denotamos por
Hi1 = Hs ala familia de torneos tales que G € H; = Hy si existen H; € H;q,
Hy € Hyy A,B C V(G) tales que {A, B} es una particién de G, G(A) = H; y
G(B) = H,.

Figura 2.6: Trisecciéon A(1,3,2) de un torneo

Dado T un torneo y {X,Y, Z} una particién de V(T') tal que X = Y, Y = Z

y Z = X, decimos que (X,Y,7) es una triseccion de T’; ademds, dados A, B, C
torneos, si A = T(X), B = T(Y) y C = T(Z), denotamos a la triseccién por
A(A, B,C). Para simplicar la notacién, denotaremos por k al inico torneo transiti-
vo de orden k en las trisecciones; dado H un torneo, A(H,1,3) = A(H, Ty, T3).
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En la figura 2.6, (V, R, A) es una triseccién de la digrafica, con V' el conjunto que
consta del vértice verde, R el conjunto de vértices rojos y A el de azules. Ademas,
los torneos inducidos por V., Ry A son T3, Ts y T5 respectivamente, por lo que este
torneo es igual a A(1,3,2).

Proposicién 2.3.2 ([3]) * Para todo torneo T, x+(A(T,T,1)) > x(T) + 1.

Prueba
Sean T', H torneos tales que (X, Y, Z) es una trisecciéon de H, con X = T,Y = T
y Z = {z}. Consideremos también k := x;(7"). Argumentando por contradiccion,
supongamos que existe {C1, ..., Cg} una k-coloracion de H. Notemos que Cx =
{CiNX,...,C, N X} es una [-coloracién transitiva de X con [ < k. Por hipétesis,
xt(X) = x«(D) = k, por lo que [ = k. Usando el mismo razonamiento, podemos
concluir también que Cy = {C1 NY,...,Cy N Y} es una k-coloracién transitiva
de Y. Ahora bien, supongamos, sin pérdida de generalidad, que z € C;. Como Cx
y Cy son k-coloraciones transitivas de X y Y, respectivamente, existen v € X y
y € Y tales que z,y € Cy. Sin embargo, puesto que (X, Y, Z) es una triseccién,
se cumple que (x,y, z,x) es un ciclo en C;. Esto es una contradiccién, pues C} es
transitivo. Se sigue que x:(H) > k + 1.

[ |

Proposicién 2.3.3 ([3]) * Consideremos la siguiente sucesion de torneos: (S;)2,,
S1 =Ty ypara todai € N, 1 > 2, S; = A(S;_1,S;-1,1); sea ademds n; el orden de
S;. Se cumple que para todai € %, n; = 20 — 1 y x¢(S;) > 1.

Prueba por induccion sobre n
Evidentemente, S; tiene orden 2! — 1 =1y x;(S1) = x¢(T1) =1 > 1.
Supongamos que se cumple para alguna ¢ — 1 con ¢ € N, ¢ > 1; es decir, que n;_; =
271 — 1y que x4(S;_1) > i— 1. Veamos que ambas cosas se cumplen para i. Es claro
que n; =2(n;_1) +1=2(2""1 - 1) + 1 =2/ — 1. Ademas, la proposicién 2.3.2 afirma
que x¢(S;) > xe(Sic1) +1>i—14+1=1.

[

Corolario 2.3.4 * Para cadan € Z*, existe T un torneo tal que x:(T) > n.

Veremos, en el siguiente capitulo, dos familias méas que tienen ntimero cromatico
transitivo no acotado.

Buscaremos determinar, a continuacion, el niimero cromatico transitivo de los tor-
neos de orden menor o igual a 14.

Observacion. Es facil notar que un torneo de orden uno o dos es 1-coloreable-
transitivo y uno de orden tres, cuatro o cinco es 2-coloreable-transitivo. Veamos que
los torneos de orden 6 son también 2-coloreable-transitivos.

Proposicién 2.3.5 ([9]) © Todo torneo de orden 6 es 2-coloreable-transitivo.
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Prueba
Sea T un torneo de orden 6, V(T') = {u,v,w,x,y, z}.

Caso 1. T tiene un Tj.
En este caso, basta colorear a los vértices del T de un mismo color y a los dos res-
tantes de un color distinto.

Caso 2. T tiene un vértice de exgrado o ingrado al menos 4.

Veamos qué pasa cuando T tiene un vértice de exgrado al menos 4; el otro subcaso
es andlogo. Supongamos que dicho vértice es u. Como G := T(NT(u)) es un tor-
neo de orden al menos 4, se tiene, por el teorema 2.2.7, que G contiene un 73. Asi,
si consideramos el torneo que tiene por vértices a los de dicho T3 y a u, es un Ty;
queda entonces reducido al caso 1.

Caso 3. T no tiene vértices de exgrado o ingrado al menos 4 ni tiene ningtn 7.

Figura 2.7: Torneos de orden 6, caso 3

En este caso, todos los vértices tienen exgrado 2 o 3. Puesto que |A(T')| =

> wevr) @7 (v) = 15, debe haber exactamente tres vértices de exgrado 2 y tres de
exgrado 3. Afirmamos que sélo existen dos torneos no isomorfos que cumplen esta
hipétesis. Para esto, construiremos poco a poco ambos torneos, suponiendo a cada
paso que una propiedad que cumple alguno de los vértices, lo cumple uno en par-
ticular que nombraremos; en caso de suponer que en alguno(s) de estos pasos, un
vértice distinto cumple una de estas propiedades, resultaria un torneo isomorfo a
alguno de los dos que construiremos.

Dado que hay tres vértices de exgrado 3, podemos suponer que uno de ellos es u;
supongamos también que N*(u) = {v,w,z} y que N~ (u) = {y,z}. Como T no
tiene ningtn Ty y u = {v,w, z}, entonces los vértices v, w, x forman un ciclo en T}
supongamos que es (v, w,x,v). Supongamos también que yz € A(T). Afirmamos
que z no tiene exgrado 3; de lo contrario, tendria por exvecinos a dos vértices del
conjunto {v,w,z}, digamos a v y w. Asi, {u,v,w, 2z} serfa un 7y en T. Por lo tan-
to, z tiene exgrado 2. Puesto que hay tres vértices de exgrado 3, se tiene entonces
que al menos un vértice de {v,w, z} tiene exgrado 3. Supongamos que uno de ellos
es v. Asi, vz,vy € A(T). Afirmamos que w ni = tienen exgrado 3; en efecto, si
tiene exgrado 3, entonces zz,xy € A(T), por lo que v, z,y, z forman un 7Ty; sucede
algo analogo si w tiene exgrado 3. Asi, y tiene exgrado 3, y w, x, z tienen exgrado 2.
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Hasta este paso, hemos construido una tnica digrafica, ilustrada en ambos torneos
de la figura 2.7 por las flechas negras. Tenemos dos subcasos posibles:

» Siyx € A(T), entonces zz, zw,wy € A(T). El torneo de la izquierda de la fi-
gura 2.7 lo ilustra. En este caso, {{u,v,w}, {x,y, 2}} es una 2-coloracién tran-
sitiva de 7.

» Siyw € A(T), entonces wz, zz,xy € A(T). El torneo de la derecha de la figu-
ra 2.7 lo ilustra. En este caso, {{u,v,z},{w,y, 2}} es una 2-coloracién transi-
tiva de 7.

|
Ahora bien, no todos los torneos de orden 7 son 2-coloreable-transitivos, como ve-
remos a continuacion. Para esto, introducimos el siguiente concepto: dada GG una
digrafica, decimos que sus vértices son indistinguibles si para cualesquiera u,v €
V(H), existe ¢ un automorfismo de H tal que ¢(u) = v; en otras palabras, el que
los vértices sean indistinguibles es equivalente a que cumplan todos las mismas pro-
piedades en la digrafica, como por ejemplo, que sus exvecindades son isomorfas en-
tre si.

Proposicién 2.3.6 ([9]) * Ezisten torneos 3-cromdaticos transitivos de orden 7.

Prueba
Consideremos el torneo Gz dado como sigue: V(G7) = {1,...,7}, A(G7) = {i(i + 1)
tal que i € V(Gr)} U {i(i +2) tal que i € V(G7)} U {i(i +4) tal que i € V(Gr)},
leyendo todos los subindices médulo 7. Notemos que los vértices de G7 son indistin-
guibles, pues dado m,n € V(Gr), m < n, ¢: V(G7) = V(G7), ¢(a) =a+n—m
es un automorfismo tal que ¢(m) = m +n —m = m. Es también un torneo 3-
regular, pues cada vértice domina a tres vértices y es dominado por tres. Veamos
que no tiene ningun 7Ty. Recordemos que un 7T} tiene exactamente un vértice de ex-
grado 3. Si el vértice de exgrado 3 es 1, entonces el Ty posible tendria por vértices
a 1,2,3 y 5; esto es imposible pues (2,3, 5,2) es un ciclo en G7. Lo mismo sucede
si el vértice de exgrado 3 es cualquier i € {1,...,7}, pues los vértices de G son
indistinguibles. Asi, G7 no contiene ningun 7. Es entonces claro que x;(G7) > 3.
Ademas, {{1,2,3},{4,5,6},{7}} es una 3-coloracién transitiva de G7. Se sigue que
x:(G7) = 3.

[ |
Neumann-Lara prueba, en [9], que existen tinicamente 4 torneos 3-crométicos-
transitivos de orden 7, todos 3-regulares; veremos el segundo de estos en el siguiente
capitulo. El torneo G7 es el tinico de los 4 torneos 3-cromaticos-transitivos que no
contiene ningiin Ty; en efecto, dado H un torneo 3-regular y T}-libre, si existe v €
V(H) tal que H(N*(v)) es un T3, entonces v, junto con N*(v) forman un 7Ty; lo
andlogo sucede con N~ (v). Asi, para todo v € V(H), H(N*(v)) = C3 = H(N~(v));

esta propiedad define univocamente el torneo G7.

Neumann-Lara pueba también que existe un tinico torneo 4-cromatico-transitivo de
orden 11. Probaremos uinicamente la existencia de dicho torneo, pues no le daremos
ningtn uso a la parte de unicidad.
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Figura 2.8: Torneo Tj-libre de orden 7

Proposicién 2.3.7 ([9]) * Existe un torneo 4-cromdtico de orden 11.

Sea H el torneo dado como sigue: V(H) = {1,...,11}, A(H) = {i(i + j) tal que
i € V(G), j € {1,3,4,5,9}}, leyendo todos los subindices médulo 11. H es 5-
regular y todos sus vértices son indistinguibles.

Figura 2.9: Torneo 4-cromético-transitivo de orden 11

Notemos que H no tiene ningtin 7. En efecto, puesto que un 75 tiene un vértice de
exgrado 4, deberia ser el subtorneo inducido por un vértice y sus exvecinos. Como
H{{1} U N*(1)) no es un T5 y los vértices de H son indistinguibles, se sigue que
no hay ningun T5. Asi, cualquier 3-coloraciéon de H debe de constar de dos T y un
T3. Veamos que para cualesquiera dos Ty ajenos que elijamos en H, los 3 vértices
restantes forman un C3. Puesto que los vértices de H son indistinguibles, podemos
suponer que uno de los T} elegidos tiene a 1 como vértice de exgrado 3. Ahora bien,
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N*t(1) = {2,4,5,6,10} y los tinicos T3 contenidos en N (1) son los inducidos por
{2,5,6} y {5,6,10}; por lo tanto, los dos posibles Ty son H; = ({1,2,5,6}) y Hy =
({1,5,6,10}).

= Si elegimos Hy, los tinicos Ty en H — H; son los inducidos por {3,4, 7,8},
{10,11,3,4} y {10, 3,4,8}. Sin embargo, las digraficas inducidas por
{9,10,11}, {7,8,9} y {7,9,11} son cada una un Cj.

= Si elegimos Ho, los tnicos Ty en H — Hs son los inducidos por {3,4, 7,8},
{4,8,9,2} v {4,9,2,7}. Sin embargo, las digraficas inducidas por {2,9, 11},
{3,7,11} y {3,8,11} son cada una un Cj.

Por lo tanto, no hay 3-coloraciones transitivas de H, por lo que x;(H) > 3. Por ulti-
mo, es claro que {{1,2,5,6}, {3,4,7,8}, {9,10}, {11}} es una 4-coloracién transi-
tiva de H. Se sigue que x(H) = 4.

[ |
La prueba de la siguiente proposicién es una calca de la proposicién 2.3.3, por lo
que no la redactaremos.

Proposicién 2.3.8 ([3]) * Consideremos la siguiente sucesion de torneos: (U;)2,,
Uy el torneo H de la proposicion 2.3.7 y para toda i > 5, U; = A(U;_1,U;_1,1);
sea ademds n; el orden de U;. Se cumple que para toda i € Z+, n; = 3(2°7%) — 1 y

Introduciremos un concepto nuevo. Para cada n € N, definimos el numero cromadti-
co transitivo de n como sigue: x;(n) := max{x:(7T"): T tiene orden n}.

Observacion. Sin,m € Ny n < m, entonces x:(n) < x:(m). Mas ain, se cumple
que x¢(n + m) < xi(n) + x¢«(m). Lo segundo se debe a lo siguiente: dado G un
torneo de orden n + m, podemos dar una particién {A, B} de G con |A] = ny
|B| = m. Sean o = xy(n) y B = x¢(m). Por definicién de x;(n) y x:(m), podemos
tomar {Ay,..., A,} una a-coloracién transitiva de Ay {Bay1, ..., Bats} una -
coloracién transitiva de B. Notemos que {41, ..., Ay, Bat1,. .., Bays} €s una (o +
B)-coloracién transitiva de G, por lo que x¢(n) + x:(m) < x¢(G). Como G fue un
torneo arbitrario de orden n + m, se sigue que x:(n) + x:(m) < xi(n +m).

La siguiente proposicion se desprende de los resultados de Neumann-Lara que aca-
bamos de probar, al igual que del teorema 2.2.7.

Proposicién 2.3.9 (Neumann-Lara) * Para cadan € {0,...,14}, se puede
determinar el numero cromdtico transitivo de n.

Prueba

» Evidentemente, x:(0) =0y x:(1) = x:(2) =1
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» Para todai € {3,...,6}, x¢(i) = 2. En efecto, es claro que x;(3) = 2, pues
Xt(C3) = 2. Asi, x4(i) > 2 para toda i > 3. Ademas, la proposicién 2.3.5
asegura que x;(6) < 2, por lo que x;(i) < 2 para toda i < 6.

» Paratodai € {7,...,10}, x4(i) = 3. La proposicién 2.3.6 nos dice, en par-
ticular, que x4(7) > 3. Basta probar que x;(10) < 3. Sea G un torneo de
orden 10. Por el teorema 2.2.7, GG tiene un T;. Como GG — T} tiene orden 6 y
x+(6) = 2, entonces x:(G — Ty) < 2. Como V(G) = V(G — Ty) U V(1y),
entonces x;(G) < x:(G —Ty) + x:(Ty) < 2+ 1 = 3. Se sigue que x;(10) < 3.

» Para toda i € {11,...,14}, x4+(i) = 4. La proposicién 2.3.7 nos dice, en par-
ticular, que x;(11) > 4. Basta probar que x;(14) < 4. Sea G un torneo de
orden 14. Por el teorema 2.2.7, G tiene un Ty. Como G — T} tiene orden 10 y
x+(10) = 3, entonces x:(G — Ty) < 3. Como V(G) = V(G — Ty) U V(Ty),
entonces x+(G) < x¢(G —Ty) + x:(Ty) < 3+ 1 = 4. Se sigue que x;(14) < 4.

Determinar el niimero cromatico transitivo de cualquier natural es un problema
complejo; no se ha podido determinar més que para naturales pequenos. Mostra-
mos ahora una cota inferior y una superior del niimero cromatico transitivo para los
naturales de la forma 2", con n € Z™.

Para poder dar la cota superior, requerimos probar primero la siguiente proposi-
cién. Aplicaremos, en la prueba de la proposicion, el teorema 2.2.7 de manera recur-
siva; dicho teorema afirma que para todan € N, n > 2, todo torneo de orden al
menos 2"~ ! tiene un 7),.

Proposicién 2.3.10 ([N]) * Seann € N, n > 2, G un torneo de orden k > 2" !,
yh = fk_QTHW Se cumple entonces que existe una particion de V(G) en h + 1
conjuntos,

{Ay,..., Ay, B}, tal que para toda i € {1,...,h}, G{A;) =T, y|B| <21

Prueba

El teorema 2.2.7 nos dice, en particular, que todo subtorneo de G que tenga orden
al menos 2"~! tiene un T,,. Definimos para cada i € N, el subconjunto 4; C V(G)
y el subtorneo G; C G de manera recursiva: Gy := G y Ag = ). Supongamos que
tenemos definidos A; y G;, para alguna ¢ € N.

Si |V(G;)| <2771, definimos A; 11 :=0y Gy := G

Si |V(Gy)| > 27! tomamos A;1y C V(G;) C V(G) tal que Gi(Aj1) = T,y
Gip1 =Gy — A,

Evidentemente, el segundo caso sélo puede suceder una cantidad finita de veces.
Por lo tanto, podemos tomar ¢ := min{i € N: G; = G;41}. En particular, |V(G)| =
|V(Go)| = k > 2", por lo que Gy # G1; se sigue que t > 1. Notemos que para toda
ie{l,...,t}, V(G;) = V(G)\ U;Zl A;. De hecho, se tiene, por cémo definimos los
G; v A;, que {Ay,..., A, V(Gy)} es una particién de V(G). Esto nos dice también
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que dada i € {1,...,t}, [V(G;)| = k —in, pues cada Ag con k € {1,...,t} es tal que
G(Ag) = T,.
Por la minimalidad de ¢, se tiene lo siguiente:

V(Gio1)| =k —(t—1)n>2""1>k—tn=|V(G,)|, entonces
tn >k —2""1 > (t — 1)n, por lo que
t> BT sy

Ademas, t es el unico natural con esta propiedad.

k—2n—1 2" 1
n

], entonces h > E=2"— > 1 — 1. Se sigue que h = t.

Por otro lado, como h = |

Asi la particién {4y, ..., A, V(G;)} cumple lo buscado.
[ |

Teorema 2.3.11 ([N]) * Para todan € Z7*, se cumple quen < x;(2" — 1) <
xe(2") < >0 [2;1} Ademds, para todan € N, n >4, n <y, (3(2"7%) — 1).

Prueba

Para probar que n < x4(2" — 1) < x4(2"), sélo requerimos usar la proposicion
2.3.3. En efecto, dado n € Z*, la proposicién afirma que el torneo S,, que definimos
cumple que |V (S,)] = 2" — 1y x¢(Sn) > n. Por lo tanto, x:(2") > x:(2" — 1) > n.
De igual manera, para probar que dadan > 4, n < x4(3(2"72)), basta usar la
proposicién 2.3.8.

Probemos que x;(2") < >°7" | [Ti “1; 1o hacemos por induccién.
Sin =1, entonces x;(2') = x¢(2) =1y 1, [Z-] =[] = L

22_

|, para algunan — 1 € N, n > 2. Vea-

TL

Supongamos que x;(2"1) < S [ =
mos que se cumple para n. Sea G un torneo de orden 2". Si tomamos k =
claro que k > 2", La proposicién 2.3.10 afirma entonces que podemos tomar una
particién {Ay, ..., Ay, B} de V(G), con h = [w} = (2:11, tal que para to-
dai € {1,...,h}, G(A;) = T,y |B] < 2" AT x¢(G) < h 4 xi(B). Ademis,
x«(B) < x:(IB]) < x(2"7) < 305 [ -, pues |B| < 277! Se sigue que

Xe(G) < h+300 (271=[2”11+Z V‘WZXL:J%W-

Puesto que esto se cumple para todo torneo GG de orden 2", se tiene, por definicién
n i—1
de Xt(Qn)a que Xt<2n) < Zizlpi W

Observacién. Sean m € N7y («,)%2, una sucesién de ceros y unos tales que

m =Y oo, ;2% es decir, (a,) es la representacion dnica de m en binario. Se cumple
entonces que y;(m) < zl L xi(@i2Y). Asi, la cota superior de las potencias de 2
nos permite obtener una cota superior del nimero cromatico transitivo de cualquier
natural.
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2.4. Independencia y transitividad

Comenzamos esta seccion comentando un teorema de Erdds que serd muy tutil en el
capitulo siguiente. Para esto, requerimos introducir conceptos nuevos.

Para los fines de este trabajo, el cuello de una digrafica G, denotado por ¢g(G), es
la longitud de su ciclo mas corto, exluyendo ciclos de longitud 2; si la digrafica no
tiene ciclos de longitud mayor a 2, su cuello es infinito.

Dados k,l € Z*, denotamos por h(k,[) al minimo natural tal que para toda digrafi-
ca simétrica G de orden al menos h(k,l), g(G) < k o G contiene un subconjunto
independiente de cardinalidad . Erdds prueba, en el articulo [4], un resultado im-
portante respecto a h(k,[). No mostraremos aqui la prueba de dicho teorema, pues
hace uso de argumentos probabilisticos y combinatorios complejos, por lo que se
aleja mucho del objeto de estudio de esta tesis.

Teorema 2.4.1 ([4]) * Dada k € Z*, existe ly € Z* tal que h(k,1) > I**2% para
toda | > 1.

El teorema 2.4.1, nos permite probar el corolario 2.4.2, que se desprende de éste.
Dicho corolario nos servira para probar importantes resultados del siguiente capitu-
lo.

Corolario 2.4.2 * Para toda n,k € Z", existe una digrdfica simétrica Gy, tal que
[V (Gr)l
%

9(Gr) > n y tal que todo conjunto independiente S en Gy cumple que |S| < ===,
Prueba

Sean n, k € ZT. Por el teorema 2.4.1, existe [y € ZT tal que h(n,l) > M3 para to-
da | > ly. Tomemos m := méx{2k, lo}. Como m > ly, se tiene que h(n,m) > m 2.
Por cémo se define h(n,m), existe una digrafica simétrica G, de orden m*tan tal
que no tiene ciclos de longitud a lo més n, lo cual nos dice que g(Gy) > n, y tal que
no contiene conjuntos independientes de cardinalidad m, lo cual nos dice que todo
conjunto independiente S en G}, cumple que |S| < m = mﬂgjn = |V7£§7’f)| < |V(2i’“)|,
pues m?* > m > 2k. Por lo tanto, G, cumple lo buscado.

Mostramos ahora que existe una relacién entre los conjuntos independientes y los
conjuntos transitivos, que se da por medio del siguiente concepto.

Sea GG un torneo y vy, ..., v, una enumeracion de sus vértices. Dados

i,j € {1,...,n}, sivju; € A(G) e i < j, decimos que v;v; es una flecha hacia atrds
de G para la enumeracion elegida. Sean D la digrafica tal que V(D) := V(G) y
A(D) := {vv;: v;v; es una flecha hacia atrds de G} y B := DU D~!'. Llamamos a
B la digrdfica de las flechas hacia atrdas de G bajo la enumaracién vy, ..., v,.
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Proposicién 2.4.3 ([3]) * Sean G un torneo, vy, ..., v, una enumeracion de sus
vértices, B la digrdfica de las flechas hacia atrds de G bajo vq,...,v, y X, W C
V(G). Se cumple lo siguiente:

» Sig(B) >4 yW es transitivo en G, entonces W es la union de dos conjuntos
independientes en B.

s 51 X es independiente en B, entonces es transitivo en G.

Prueba

Para la primera parte, supongamos que g(B) > 4y que W es transitivo en G. Su-
pongamos ademas que W = V(G). Podemos hacer esto, pues si W C V(G), pode-
mos considerar D := G(WW) y tomar la enumeracién restringida a W; si tomamos F’
la digrafica de las flechas hacia atras de D bajo la enumeracién restringida, se tiene
que F C B, por lo que g(F) > g(B) > 4. Se cumplen entonces todas las hipétesis
del lema para la digrafica D, con W = V(D).

Sean Y el conjunto de vértices de W que no son la cabeza de ninguna flecha hacia
atras de G y Z el conjunto de vértices de W que no son la cola de ninguna flecha
hacia atras de G. Es claro que Y y Z son independientes en B. Argumentando por
contradiccién, supongamos que existe v € W\ (Y U Z). Asi, v es la punta de una
flecha hacia atras y la cola de otra; existen entonces v;,v; € W tales que v;v y vv;
son flechas hacia atras de G; esto nos dice, ademas, que ¢ > j. Como W es transiti-
vo en G, se tiene que v;v; € A(G), y como i > j, v;v; es una flecha hacia atrés, por
lo que v;v;,vjv; € A(B). Se sigue que (v;,v,v;,v;) es un ciclo de longitud 3 en B, lo
cual contradice que g(B) > 4. Se sigue que W = Y U Z, por lo que es la unién de
dos conjuntos independientes en B.

Para la segunda parte, supongamos que X es independente en B. Para ver que es
transitivo en G, tomemos v;,, v;,,v;; € X, con iy,i9,i3 € {1,...,n} tales que
Uiy Uiy, VinUis € A(G). Como X es independiente en B, v;,v;,, v;,vi; & A(B). De-
be entonces suceder que i; < iy < i3. Asi, v;,v;, € A(G), de lo contrario, como
i1 < i3, entonces v;,v;, € A(B), lo cual contradice que X sea independiente en B.
Como v;,v;, € A(G) y G es un torneo, entonces v, v;, € A(H). Queda asi probado
que X es transitivo.

[

Puesto que estamos relacionando conjuntos transitivos en una digrafica G' con con-
juntos independientes en la digrafica de las flechas hacia atras de GG, es pertinente
preguntarse lo siguiente: ;Sera cierto que dada una digrafica simétrica D cualquiera
y una enumeracion de los vértices de D, existe un torneo G tal que D es la digrafi-
ca de las flechas hacia atras de G bajo la enumeracién dada? La respuesta a esta
pregunta es afirmativa, y se prueba de manera sencilla.

Proposicién 2.4.4 * Sea B una digrdfica simétrica, con V(B) = {vy,...,v,}.
Existe entonces G un torneo tal que B es la digrdfica de las flechas hacia atrds de
G bajo la enumeracion dada.
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Prueba

Definimos G de la siguiente manera: V(G) = V(B) y dados i,57 € {1,...,n},si

i < jyuvjv € A(B), entonces v;v; € A(G); en caso contrario, v;v; € A(G). Es claro
que G es un torneo y que B es la digrafica de las flechas hacia atras de G bajo la
enumeracion dada.

Gracias a las dos proposiciones anteriores, podemos probar los siguientes teoremas.

Teorema 2.4.5 ([N]) * Sea G un torneo y sean ay, ..., qy todas las distintas enu-
meraciones de V(G). Para cada i € {1,...,k}, denotamos por B; a la digrdfica
de las flechas hacia atrds de G bajo la enumeracion «;. Se cumple entonces que

X¢(G) <m:=min{x(B;): i€ {1,...,k}}.

Prueba
Seai € {1,...,k} tal que x(B;) = m. Existe entonces C := {C4,...,C,,} una m-
coloracién de B;. Sea C; con j € {1,...,m}. Puesto que C; es independiente en B;,

la proposicion 2.4.3 afirma que C; es transitivo en G. Asi, C es una m-coloracién
transitiva de G. Por lo tanto, G es m-coloreable-transitivo y x:(G) < m.
[ |

Teorema 2.4.6 ([N]) * Sea D una digrifica simétrica tal que g(D) > 4 y sean
aq, ..., ay todas las distintas enumeraciones de V(D). Por la proposicion 2./.4,
existe, para cada i € {1,...,k}, un torneo G; tal que D es la digrdfica de las fle-
chas hacia atras de G; bajo la enumeracion a;. Se cumple entonces que x(D) < 2m,
con m = min{x:(G;): i € {1,...,k}}.

Prueba
Sea i € {1,...,k}, tal que x+(G;) = m. Existe entonces C := {C},...,C,,} una m-
coloracién transitiva de G;. Sea C; con j € {1,...,m}. Puesto que C; es transitivo
en G; y g(B) > 4, la proposicién 2.4.3 afirma que C; = C’; U CJZ, con C’; y C'J2
independientes en D. Asi, C* := {C],C%,...,C},C?} es una 2m-coloracion de D.
Por lo tanto, D es 2m-coloreable y x;(G) < 2m.

[ |
Observacion. El teorema anterior se extiende, de manera natural, a cualquier
digrafica D. En efecto, dada D una digrafica, se tiene que D U D! es una digréfica
simétrica y que x(D) = x(D U D). Basta entonces aplicar el teorema a D U D!
para poder extender el resultado a D.
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3 Héroes en torneos

3.1. Héroes y sus componentes fuertes

Este capitulo constituye la parte central de esta tesis. En él, desarollamos a detalle
los teoremas importantes probados en el articulo [3].

Sean (G, D dos digraficas. Decimos que D contiene a G si G es isomorfa a una sub-
digrafica inducida de T". Si D no contiene a G como subdigrafica inducida, decimos
que D es G-libre. Ademas, si H es una familia de torneos, decimos que un torneo

T es H-libre si se cumple que para todo H € H, T es H-libre. Para los fines de
estre trabajo, modificaremos ligeramente las definiciones anteriores omitiendo la
condicién de que la digrafica sea inducida. Dado que todo subtorneo H de G es una
subdigrafica inducida de G, la definiciéon no difiere de la usual, en ese contexto.

Berger et al. introdujeron en [3] el siguiente concepto: un héroe es un torneo H tal
que existe ¢ € N que cumple que todo torneo H-libre tiene niimero cromatico tran-
sitivo menor que o igual a ¢. Dado H un héroe, denotamos por n(H) al nimero de
héroe de H; es decir, al minimo natural que hace a H un héroe.

Notemos que dado un torneo H, si la familia de torneos H-libres (no isomorfos) es
finita, entonces H es un héroe; basta considerar a ¢ = max{x,(T): T es H-libre}.
Recordemos que T y T5 son los tinicos torneos de orden 1 y 2, respectivamente;
ambos son héroes, pues el Unico torneo Ti-libre es el vacio, y los tinicos torneos T5-
libres son el vacio y T7. De hecho, para toda n € N, T, es un héroe; en efecto, el
teorema 2.2.7 afirma, en particular, que dada n € N, la familia de torneos T,,-libres
es finita.

El héroe H de orden mas chico que cumple que la familia de torneos H-libres es in-
finita es (5. En efecto, el corolario 2.2.4 nos dice que si un torneo contiene un ciclo
de longitud mayor a 3, contiene también el ciclo de longitud 3. Asi, todo torneo T’
que sea Cjs-libre, tampoco contiene a C),, con n > 3, por lo que es aciclico. Es en-
tonces claro que los torneos Cs-libres son en realidad los torneos aciclicos, que son
una familia infinita por el teorema 2.2.6 y que tienen nimero cromatico transiti-

vo igual a 1. Se sigue que Cj es un héroe tal que n(C3) = 1; es también un torneo
fuerte.

Proposicién 3.1.1 ([3]) * Todo subtorneo de un héroe es también un héroe. Ade-
mas, dados G, H héroes tales que H C G, se cumple que n(H) < n(G).

59
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Nuestro objetivo es caracterizar los torneos que son héroes. El concepto de tri-
seccion, introducido en el capitulo anterior, nos ayudara enormemente en esta ta-
rea. En efecto, podemos pensar una triseccion como una generalizacién del ciclo
(s, el cual vimos ya, es el primer héroe fuerte interesante. Notemos ademas que
C3 = A(1,1,1); asi, C3 es también el primer héroe que tiene una triseccién. Ve-
remos, en la siguiente seccion, que existe una relacion intrinseca entre los héroes
fuertes y las trisecciones.

En esta seccién, buscaremos caracterizar a los héroes a través de sus componentes
fuertes. Para esto, requerimos desarrollar conceptos nuevos, los cuales fueron intro-
ducidos en [3].

Sean T un torneo y uv € A(T'). Definimos el conjunto de cimas de la flecha uv en
T como sigue: Cr(uv) := {w € V(T): (u,v,w,u) es un ciclo en T'}. Definimos
también, para cada r,s € Z", lo que es una r-montana, una flecha r-pesada y un
(r, s)-clan; lo hacemos por recursién.

= Una l-montana en 7" es un subtorneo de 7' que consta de un solo punto; es un
T;.

» uv € A(T) es r-pesada en T' si T(Cr(uv)) contiene una r-montana en 7.

» Un (r,s)-clan en T es un subconjunto S C V(7T') que cumple que |S| = s,y
toda flecha de T'(S) es r-pesada en T

» Una (r + 1)-montana en 7" es un subtorneo M de T', minimo por contencion,
que contiene un (r,r + 1)-clan (en M).

Notemos que, dada r € Z™", siempre existe T un torneo que tiene una r-montana;
esto se debe a la definicién recursiva de los 3 conceptos anteriores, los cuales nos
muestran como construir una (r + 1)-montana a partir de una r-montana.

Para entender mejor estos conceptos, veamos como son las r-montanas cuando
r=2or=3.

= Una 2-montana en 7" es un subtorneo M de 7', minimo por contencién, que
contiene un (1,2)-clan en M.

= Un (1,2)-clan en M es un subconjunto S C V(M) que cumple que |S| =2y
toda flecha de M(S) = T(S) es 1-pesada en M.

» Una flecha uv € A(T(S)) es 1-pesada en M si M({Cy/(uv)) contiene una 1-
montana; es decir, contiene un 77.

= Ahora bien, si M no contiene un Cj, entonces para toda uv € A(T(S)),
Chr(uv) = 0, por lo que T{Cys(uv)) no contiene 1-montanas. Dado que M
si contiene un C3, digamos (z, vy, z, z), entonces S := {z,y} es un (1,2)-clan
en M; en efecto, la flecha xy es 1-pesada en M, pues z € Cy(zy) y T(z) es
un 77. Asi, puesto que M debe ser minimo por contencién, entonces M es Cs.
Por lo tanto, una 2-montana en 7" es un C3 = A(1,1,1).
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Figura 3.1: 3-montanas

s Una 3-montana en 7T es un subtorneo M de T, minimo por contencién, que
contiene un (2, 3)-clan en M.

» Un (2,3) clan en M es un subconjunto S C V(M) que cumple que |S| = 3,y
toda flecha de M(S) = T'(S) es 2-pesada en M.

» Una flecha uv € A(T(S)) es 2-pesada en M si T(Cy(uv)) contiene una 2-
montana; es decir, contiene un C3. Puesto que |S| = 3, tenemos dos casos:
T(S) es T3 o es Cs.

En la figura 3.1, el (2,3)-clan es S = {z,y, 2z} para ambas digraficas; la digrafica
de la izquierda corresponde al primer caso, mientras que la de la derecha al segun-
do. No dibujamos todas las flechas de las 3-montanas, sino inicamente las que son
necesarias para que sean 3-montanas; las flechas restantes pueden ir en cualquier
sentido.

Caso 1. T(S) es T3. En este caso, x & Cy(zy), y & Cu(zzx)y z & Cuylzy).
Asi, requerimos tres vértices nuevos para Cj(zy), tres para Cy(zx) y tres para
Chr(zy) (no necesariamente distintos), y que cada tripleta de vértices forme un Cj
(2-montana). Como M es minimo por contencién, no hacen falta mas vértices.
Notemos primero que Cy(zx) N Cp(zy) = (0. En efecto, supongamos que existe
w € Cy(zx) N Cy(zy). Asi, (z,2,w,2) y (x,y,w,x) son ciclos en M. Se tiene, en
particular, que xw, wz € A(M). Esto es una contradiccién, pues M es un torneo.
Ademas, las demads intersecciones entre los conjuntos de cimas pueden ser distintas
del vacio. Puesto que requerimos de tres vértices en cada uno y Cy(zx) NCy(zy) =
(), entonces hay, en M, al menos seis vértices distintos de x,y y 2; son exactamente
seis esto en caso de que haya tres vértices en las intersecciones de los conjuntos de
cimas. En caso de que todas estas intersecciones sean vacias, tenemos un total de
nueve vértices adicionales.

Si hay tres vértices en las intersecciones, puede suceder que |Cy(zz) N Cyr(zy)| = 3,
o bien que |Cy(zy) N Cyr(zy)| = 3; el segundo de estos casos es el que tenemos
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representado en la digrifica de la figura 3.1. Puede también suceder que |Cy/(zz) N
Cu(zy)l = 2y |Cu(zy) N Cuy(zy)] = 1 (o viceversa). Se tienen casos similares
cuando hay uno o dos vértices en las intersecciones.

La primera digrafica de la figura 2.6 representa un subcaso de estos, que cumple lo
siguiente: Cyr(zy) = Cu(zy) = {vi,v2, 02} y Cy(zz) = {wy, wa, w3}. Ademas,
(v1,v9,v3) (vértices y flechas naranjas) y (wyq, wsy, w3) (vértices y flechas rosas) son
cada uno un C3 en M; es decir, cada uno es una 2-montana en M. Ademas,en la
figura 3.1, las flechas verdes son flechas en {z,y, z}, las azules entre {x,y, 2} y
{v1,v9,v3} y las rojas entre {z, z, z} y {wy, we, ws}.

Caso 2. T(S) es C3. En este caso, x € Cy(yz), y € Cy(zx) y z € Cy(ay). Asi,
requerimos dos vértices nuevos para Cy(zy), dos para Cy(zx) y dos para Cy(zy),
y que cada tripleta de vértices (junto con el que ya estaba, ya sea z,y o z) forme
un C3. Como M es minima por contencién, no hacen falta mas vértices.

Notemos primero que Cy(zy) N Cp(yz) = 0. En efecto, supongamos que existe
w € Cylzy) N Cuy(yz). Asi, (x,y,w,x) y (y,2,w,y) son ciclos en M. Se tiene, en
particular, que yw,wy € A(M). Esto es una contradiccién, pues M es un torneo. Se
prueba de manera andloga que Cy(zy) N Cu(zz) =0y Cpr(yz) N Cur(zx) = 0.
Puesto que los conjuntos de cimas son ajenos dos a dos y requerimos que cada uno
de esos tres conjuntos tenga tres vértices que formen un C3, entonces requerimos
de dos a tres vértices nuevos por cada una de las flechas de T'(S), todos distintos;
dos en caso de que el vértice que ya se encuentra en el conjunto de cimas ayude a
formar el C3, y tres en caso contrario.

La segunda digrafica de la figura 3.1 representa un subcaso de estos, que cumple lo
siguiente: z,y y z ayudan cada uno a a formar el Cy en Cys(yz), Cy(zx) y Cor(zy),
respectivamente; se tiene que Cy(zy) = {z, 21, 22}, Cum(yz) = {x,x120}, Cup(zx) =
{y,y1,92} v (2, 21, 29, 2) (vértices y flechas naranjas), (x,x1, 22, x) (vértices y flechas
azules oscuro), (v, y1,y2,y) (vértices y flechas rosas) son cada uno un Cs en M; es
decir, cada uno es una 2-montana en M. Ademas, en la figura 3.1, las flechas verdes
son flechas en {z, vy, z}, las azules entre {z,y, } v {z1, 22}, las moradas entre {y,z} y

{z1, 22} y las rojas entre {x, z} y {y1, y2}

Probaremos varios lemas y proposiciones que haran uso de los tres conceptos que
acabamos de definir. Todo esto nos permitira caracterizar a los héroes por medio de
sus componentes fuertes.

Sean G un torneo y X C V/(G). Definimos A(X) := {u € V(G): X = u}y
B(X) :={u € V(G): u = X}, llamamos a estos conjuntos ezvecindad total de X
e invecindad total de X, respectivamente. Notemos que si X = {v}, A({v}) es la
exvecindad de v y B({v}) su invecindad.

Denotamos por x:(X) a x:(G(X)); es decir, el nimero cromatico transitivo de un
subconjunto de vértices es el de la digrafica inducida por dicho conjunto.

Ademas, dado v € V(G), denotamos por N,(v) := {x € N*(v): vz es r-pesada en
G}U{x € N~ (v): zv es r-pesada en G}, a la vecindad r-pesada de v es decir, los
vecinos de v conectados por una flecha r-pesada en G.
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w

/ l—
Figura 3.2: Vecindades totales

En la figura 3.2, A({z,y}) = {u,v} y B({z,y}) = {w,z}; s y t no pertenecen a
ninguno de los dos conjuntos.

Proposicién 3.1.2 * Sean G un torneo y H un subtorneo propio de G. Si existe
x e V(G)\V(H) tal que x = V(H) o V(H) = x, entonces x:(V(H)) = x:(V(H) U
{z}).

Prueba
Tomemos {C, ..., Cy} una k-coloracién transitiva de V(H) con k = x:(V(H)) v
x € V(G)\ V(H) tal que x = V(H). Se cumple, en particular, que © = C, por
lo que C; U {z} es transitivo. Por lo tanto, {C} U {z},...,C)} es una k-coloracion
transitiva de V(H) U {x}; se sigue que x,(V(H)) = k > x«(V(H) U {z}) y co-
mo V(H) C V(H) U {z}, se cumple también la otra desigualdad. El caso en que
V(H) = x es analogo.

|

Lema 3.1.3 ([3]) * Sean Hi y Ha familias de torneos, G un torneo y h,c,p,r,q, s
€ Z*, s > 2. Supongamos lo siguiente:

(i) G es (H1 = Ha)-libre.
(ii) G no contiene (r,s)-clanes.
(11i) Todo T € Hy U Hy tiene orden a lo mds h.

(iv) Para cada i € {1,2}, todo subtorneo T de G que sea H;-libre, cumple que
x«(T) < c.

(v) Todo subtorneo T' de G que no contiene r-montanas cumple que x(T) < p.

(vi) Todo subconjunto X C V(G) que no contiene (r,s — 1)-clanes cumple que
xe(X) < q.

Se cumple entonces que x;(G) < méx(2c + 2q, ph* + c(h + 1)).
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Prueba
Probemos las siguientes afirmaciones.
(1) Para cada v € V(G), x¢(N.(v)) <q.

Sea v € V(G). Por (ii), G no contiene (r, s)-clanes; asi, N,(v) no contiene (r,s — 1)-
clanes de G; de lo contrario, dado S un (r,s — 1)-clan contenido en N, (v), se tiene
que SU{v} es un (r, s)-clan en G, pues todas las flechas de T'(SU{v}) son r-pesadas
en (. Se tiene entonces, por (vi), que x:(N,(v)) < q.

(2) Para cada v € V(G), se cumple que x; (N1 (v)) < c+ph o que x;(N~(v)) < c+gq;
se cumple también que x(N*(v)) < c+q o que x(N~(v)) < ¢+ ph.

Probemos la primera de las dos afirmaciones. La segunda se prueba de manera
simétrica. Sea v € V(G). Si x¢4(N~(v) \ N;(v)) < ¢, entonces, dado que N~ (v) C
(N~ (0)\Nr(v))UN;(v), se cumple que x; (N~ (v)) < x¢(N™ () \ Np(v) +x¢(Nr (v)) <
¢+ q, por (1), que es lo que queremos probar.

Supongamos entonces que x:(N~(v) \ N,.(v)) > c. Por (iv), todo subtorneo T" de
G que sea H;-libre cumple que x:(7") < ¢; se tiene entonces que G{N~(v) \ N,(v))
no es Hi-libre. Asi, podemos tomar X C N~ (v) \ N,(v) tal que G(X) es isomorfo
a un elemento de #H;. Por (ii7), los torneos en H; tienen orden a lo més h; al ser
G(X) isomorfo a uno de esos torneos, tiene también orden a lo més h. Como X C
N~(v) \ N,(v), entonces para todo z € X, zv € A(G) y xv no es r-pesada en G.
Ahora bien, para cada © € X, consideremos Cg(zv). Como zv no es r-pesada en
G, se tiene, por definicién, que G{Cg(zv)) no contiene r-montanas en G. Se tiene
entonces, por (v), que x¢(Cg(zv)) < p.

Sea C' = |J{Cq(av): z,v € V(G) y v € A(G)}. Como G(X) tiene orden a lo més
h, entonces hay a lo mas h flechas de X a v, por lo que C es la unién de a lo més

h conjuntos; asi, x;(C) < ph. Recordemos que G(X) es isomorfo a un elemento de
H; asi, como X = A(X) por definicién, entonces A(X) es Ho-libre, pues se tiene,
por (i), que G es (Hy = Hz)-libre. Como A(X) es Ha-libre, se tiene, por (iv), que
xt(A(X)) < e. Afirmamos que NT(v) \ C C A(X). En efecto, dado w € N*(v) \ C,
se tiene que vw € A(G). Ademds, como X C N~ (v), entonces zv € A(G) para toda
x € X. Por dltimo, si existiera x € X tal que wx € A(G), entonces (x,v,w, x) seria
un C5 en G, por lo que w € Cg(av) C C, lo cual genera una contradiccién; se sigue
que no existe tal z, por lo que X = wy w € A(X). Como NT(v)\ C C A(X)y
x+(A(X)) < ¢, entonces x:(N*(v)\C) < ¢. Como NT(v) C (NT(v)\C)UC, entonces
Xt (NT(0)) < xe(Nt(v) \ C) + x:(C) < ¢+ ph. Queda asi probada la afirmacién (2).

Procedamos con la prueba del lema. Sean P := {v € V(G): x:(NT(v)\ C) < c+ph}
yQ :={veV(G): x4«(N (v)\ C) < c+ph}. Si PUQ # V(G), se tiene, por (2),
que existe v € V(G) tal que x((NT(v)) <c+qy x¢(N (v)) < ¢+ gq. Ademés, como
v = N~ (v), se tiene, por la proposicién 3.1.2, que x,(N~(v) U{v}) = xi(N~(v)).
Como G es un torneo, entonces V(G) = N*(v) U (N~ (v) U {v}). Por lo tanto,
X(G) < Xe(N*(0)) + xe(N~(0) U {u}) < 2¢+2g < maoc{2e+ 2, ph® + c(h+ 1)), que
es lo que queremos probar. Supongamos entonces que P U Q = V(G).
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Caso 1. G(P) o G(Q) no son Ha-libres.

Si G(P) no es Ha-libre, consideremos un subconjunto X C P tal que G(X) es iso-
morfo a un elemento de H,. Por (iii), los elementos de Hs tienen orden a lo més h,
lo cual nos dice que | X| < h.

Afirmamos que para todo v € V(G) \ X, v € NT(w) para alginw € X ov €
B(X); en efecto, si v ¢ B(X), entonces existe w € X tal que wv € A(G), por lo
que v € NT(w). Notemos entonces que V(G) = (Upex NT(w)) UB(X)U X =
(Unex N*(w)) U {w} U B(X). Se sigue que xi(G) < (S ex xe(N*(w) U {w}) +
xi(B(X)).

Dado w € X, xs(N*(w)) < ¢+ ph por (2). Como w = NT(w), se tiene, por
la proposicién 3.1.2, que x;(N"(w) U {w}) < ¢+ ph. Ademds, B(X) es H,-libre,
pues X no es Hy-libre y G es (Hy = Hz)-libre. Se tiene entonces, por (iv), que
Xi(B(X)) < ¢ Asi,

(D xe(NF(w) U{w}) + xu(B(X)) < [X|(c + ph) + ¢

weX
= h(c+ph) +c
=ph® +c(h+1)
Se sigue que x¢(G) < ph?+c(h+1); si G{(Q) no es Hy-libre, procedemos de la misma
manera, por lo que tenemos este mismo resultado.

Caso 2. G(P) y G(Q) son Hy-libres.
En este caso, se tiene, por (iv), que x;(P) < cy x:(Q) < ¢, por lo que y;(G) <
Xte(P) + x:(Q) < 2c.

En nuestros dos casos, x;(G) < max(2c + 2¢, ph? + c¢(h + 1)). Queda asi probado el
lema.

Los siguientes lemas permiten reducir la cantidad de hipdtesis y variables que se
usan en el lema 3.1.3 por medio de la induccién.

Lema 3.1.4 ([3]) * Sean H; y Hs familias de torneos, G' un torneo y h,c,p,r €
7. Supongamos lo siguiente:

(1) G es (H1 = Ho)-libre.
(i1) G no contiene (r + 1)-montanas
(11i) Todo T € HiUHy tiene orden a lo mds h.

() Para cada i € {1,2}, todo subtorneo T de G que sea H;-libre cumple que
xi(T) <c.

(v) Todo subtorneo T de G que no contiene r-montanas cumple que x(T) < p.

Se cumple entonces que x¢(G) < 2" Y(ph? + c(h + 3)).
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Prueba
0sis=1,

Sea f: ZT — N, f(s) =
f /() {25_2(ph2—|—c(h+3)) —2csis> 1.
Probemos, por induccién sobre s, la siguiente afirmacién:

(1) Paratodo 1 < s < r+ 1ytodo X C V(G), si X no contiene (r, s)-clanes,
entonces x;(X) < f(s).

Sis = 1,dado X C V(G), si X no contiene (r, 1)-clanes, entonces X no con-
tiene vértices, pues los (r, 1)-clanes son conjuntos de un solo vértice; por lo tanto
xe(X) < 1.

Supongamos que se cumple para alguna s € Z™; es decir, que para todo X C V(G),
si X no contiene (7, s)-clanes, entonces x;(X) < f(s).

Probemos que se cumple para s* = s+ 1. Sea X C V(G) tal que no contiene (r, s*)-
clanes. Veamos que se cumplen todas las hipdtesis del lema 3.1.3 tomando G(X)
como G, s* como sy f(s) como ¢. Las hipétesis (i), (iii), (iv)y (v) de dicho lema
se heredan de las hipétesis (7), (i2i), (1v) y (v) del lema que estamos probando aho-
ra, pues X C V(G). Ademds, s* > 2 y se tiene, por hipétesis, que G(X) no contiene
(r, s*)-clanes, lo cual nos da la hip6tesis (iz). Por tltimo, como s = s* — 1, tenemos
entonces, reescribiendo la hip6tesis de induccién, que para todo X C V(G), si X
no contiene (r, s* — 1)-clanes, entonces y;(X) < f(s* — 1) = f(s); se cumple, en
particular, que si Y C X no contiene (7, s* — 1)-clanes, entonces x,(Y) < f(s* — 1);
esto es la hipdtesis (vi). Se tiene entonces, por el lema 3.1.3, lo siguiente:

Ye(X) < max(2c + 2q, ph* + c(h + 1))
= max(2c + 2f(s), ph* + c(h + 1))
= max(2c + 2[2° 2 (ph® + c¢(h + 3)) — 2¢|,ph* + c(h + 1))
= méx(2c + 251 (ph® + c(h + 3)) — 4c, ph* + c(h + 1))
= max(2° 1 (ph® + c(h + 3)) — 2¢,ph® + c¢(h + 1))
= 25"Y(ph?® + c(h + 3)) — 2¢
— fs+1) = £(5")

Esto concluye la prueba de (1). Procedamos con la prueba del lema. Como G no
contiene (r + 1)-montanas, (ii) nos dice que tampoco contiene(r,r + 1)-clanes. La
afirmacién (1) nos dice entonces que si tomamos s = r + 1y X = V(G), se cumple
que x;(G) < f(r+1) =271 (ph?* + c(h + 3)) — 2¢ < 27} (ph? + ¢(h + 3)), lo cual
concluye la prueba.

Lema 3.1.5 ([3]) * Sean Hi y Ha familias de torneos, G un torneo y h,c,r € 7.
Supongamos lo siguiente:

(i) G es (H1 = Ha)-libre.

(i) Todo T € Hi U Hs tiene orden a lo mds h.
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(11i) Para cadai € {1,2}, todo subtorneo T de G que sea H;-libre, cumple que
x+(T) < ec.

Se cumple que para cada r € Z7F, si G no contiene (r + 1)-montanias, entonces
Xt(G) < 2%r(r—1)+1h2r72c'

Prueba

1sis=1
Sea f: ZT — N, f(s) = e

227 (r=DHLp2r =20 _ ¢ gi g > 1.

Probemos, por induccién sobre r, la siguiente afirmacién:

(1) Si G no contiene (r 4+ 1)-montanas, entonces x:(G) < f(r).

Si r = 1, entonces GG no contiene 2-montanas; es decir, no contiene a Cj3, por lo que
es transitivo. Se sigue que x;(G) =1 < 1.

Supongamos que se cumple para alguna r € Z". Probemos que se cumple para r* =
r+1. Supongamos que G no contiene (r*+1)-montanas. Veamos que x;(G) < f(r*).
Para esto, notemos que se cumplen todas las hipétesis del lema 3.1.4 tomando r*
como ry f(r* —1) = f(r) como p. Las hipétesis (i), (iii) y (iv) corresponden con
(1), (i41) y (iv) de este lema; ademas, (i7) es hipdtesis de esta prueba. Por ultimo,

la hipétesis de induccién nos dice, en particular, que todo subtorneo T de G que
cumpla las hipétesis de este teorema cumple que x¢(7) < f(r* — 1); esto nos da
(iv). Se tiene entonces, por el lema 3.1.4, lo siguiente:

X (G) <27 L (ph? + c(h + 3))
=27 f(r* = 1)h* + c(h + 3)]
=2"[f(r)h* + c¢(h + 3)]
= 2r[(23 srr=1)+1p2r=2, — )R+ c(h + 3)]
_ (2%r( Dtl4rp2r-2, 2rc)h2+2rc(h+3)
_ (2%(7‘ —r42r)+1p,2r-2 2rc)h2 +27c(h + 3)
_ (2%r(r+1 +1p2r=2, QTC)hz +27¢(h + 3)

= 237U 97 eh? 4 27c(h + 3)
— ol 2 4 or, (h+3—1?)
= 220N e 97 e(h 4 4 — h) — 2c pues h > 3
< 93r(rH)+H1p2r . or..
< o3r(r+1)+1p2r. _ .
Ademsds, f(r*) = f(r + 1) = 280+Drp20+D=2¢ _ o — 93(+Ur+1p20e _ ¢

Se sigue que x:(G) < f(r*), lo cual concluye la prueba de (1).

Como G no contiene (r + 1)-montanas, se tiene por (1), que x:(G) < f(r) <
2%7‘(T+1)+1h2r—2c.
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Proposicién 3.1.6 ([3]) * Sean T un torneo y M una r-montana en T de orden
n. Se cumple que n < (r1)? yr < x(M).

Prueba por induccion sobre r
Si r =1, esto es trivial, pues una 1l-montana en 7T es un 77, que tiene orden n =1y
cumple que 1 < 1= (11)2y 1 <1 = x(T1).

Supongamos que se cumple para alguna r € Z™.

Sea M una (r + 1)-montana en T de orden n. Veamos que n < ((r + 1))y
r+ 1 < x;(M). Por definicién, se tiene que M es un subtorneo de 7', minimo
por contencién, que contiene un (r,7 + 1)-clan, digamos S C V(M). Se cum-
ple que |S| = r + 1y toda flecha de T(S) es r-pesada en M, es decir, que dada
wv € A(T(S)), se tiene que T(Cys(uv)) contiene una r-montana en M.

Asi, para cada uv € A(T(S)), T(Cp(uv)) contiene una r-montana en M, digamos
M., sea n,, su orden. Si existiera T3, C M,,, una r-montana de 7', entonces T,
serfa una r-montana de M, lo cual contradice que M, sea minima por contencién
en M. Se sigue que M, es una r-montana en 7T'. Para cada uv € A(T(S)), se tiene
entonces, por hipétesis de induccién, que ny, < (r)? y que r < x¢(My,).

Consideremos M* := (U,,eaar(sy) Muv) U M(S), sea n* su orden. Recordemos que
T(S) tiene orden r + 1. Asi, tiene tamano (r + 1)(r/2), pues es un torneo. Ademas,
sabemos ya que para todo uv € A(T(S)), n,, < (r!)% Por lo tanto, se tiene que

n* < Z Ny + (r + 1)
uveA(T(S))
< (r+1)(r/20)* + (r+1)
= (r+ D[r/2)()* + 1]
< (r+ DI+ 17
= (r+ 1) = ((r + D)™

Se sigue que n* < ((r+ 1)!)2.

Veamos que M* contiene un (r,7 + 1)-clan. Sabemos ya que S es un (r,r + 1)-clan
en M, por lo que |S| = r + 1. Como S C V(M*), basta ver que S es un (r,r + 1)-
clan en M*. Sea uv € A(T(S)). Dado que M,, C M*, entonces, como T{C);(uv))
contiene a M,,, entonces T(C)ys-(uv)) contiene también a M,,. Se sigue que S es un
(r,r + 1)-clan en M*, pues M, es una r-montana en T(Cy«(uv)). Puesto que M
es un subtorneo minimo por contenciéon que contiene a S, entonces M C M*. Es
inmediato que n < n*, por lo que n < ((r + 1)!)%

Supongamos que existe una r-coloracién transitiva de M, digamos {C1,...,C.,}.
Como S C My |S| = r + 1, entonces existen ¢ € {1,...,7} y x,y € S tales que
xz,y € C;. Como M es un torneo, entonces xy € A(M) o yx € A(M). Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que zy € A(M). Recordemos que M, es una
r-montana en M y que r < x¢(M,,). Evidentemente, {Cy N M,,,...,C. N M} es
una k-coloracién de M,,, con k < r. Como r < x¢(M,,), entonces k = r; se tiene,
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en particular, que C; N M,, # 0. Asi, existe w en dicha interseccién. Sin embargo,
como M,, € Cy(xy), entonces w € Cy(xy), por lo que (z,y,w, ) es un ciclo
en M. Como z,y,w € Cj, entonces (z,y,w,x) es un ciclo en T(C;), por lo que C;
no es transitivo. Esto es una contradiccién, pues {C1, ..., C.} es una r-coloracién
transitiva de M, lo cual nos dice, en particular, que C; es transitivo. Por lo tanto,
no existe una r-coloracién transitiva de M, por lo que r + 1 < x;(M).

Mencionamos ya que existen r-montanas para toda r € Z*. Asi, esta proposicién
nos da una segunda prueba de la proposicion 2.3.4 del capitulo anterior, que afirma
que el nimero cromdtico transitivo es no acotado; en efecto, dada r € Z™*, existe
una r-montana, la cual tiene nimero cromatico transitivo mayor o igual a r.

La proposicion 3.1.6, al igual que el lema 3.1.5, seran los tinicos resultados que usa-
remos para probar el teorema 3.1.7, que da una cota para el nimero cromatico
transitivo de los torneos (H; = Hz)-libres que depende tinicamente de un natu-
ral ¢ que acota los érdenes de los torneos en H; U Ho vy el niimero croméatico de los
torneos Hi-libres o Ho-libres.

Teorema 3.1.7 ([3]) * Sean Hi y Ha familias de torneos, G un torneo y ¢ € Z7.
Supongamos lo siguiente:

(1) G es (Hi1 = Ho)-libre.
(i) Todo T' € Hy U Hs tiene orden a lo mds c.

(#i) Para cadai € {1,2}, todo subtorneo T de G que sea H;-libre, cumple que
x(T) <e.

Se cumple entonces que x,(G) < (2¢)*".

Prueba
Si G no contiene (2c¢+1)-montanas, se cumplen las hip6tesis del lema 3.1.5 tomando
2c =1y ¢ = h. Por lo tanto, se tiene que

Xt(G) < 2%r(r—1)+1h2r—20

1 _ _
— 2220(20 1)+162(20) 2C

_ 20(2071)+1 C4cfl

2_ —
— 220 C+1C4c 1

2 2 2
< 24C C4C = (20)4C .

Supongamos entonces que G si contiene una (2¢ + 1)-montana, digamos M de orden
n. Por la proposicién 3.1.6, se tiene que n < ((2¢+ 1)1)? y 2¢+ 1 < x4(M).
Consideremos P := {v € V(G) \ V(M): G{(N*(v) N V(M)) contiene un elemento de
Hot vy Q :={veV(G)\V(M): G(N~(v) NV (M)) contiene un elemento de H;}.
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Para cada Y C V(M) tal que |Y| = ¢, definimos P(Y) como P N B(Y) si G(Y)
contiene un elemento de Hs; si no contiene elementos de H,, lo definimos como .
Probemos las siguientes afirmaciones.

(1) VIG)\ V(M) =PUQ.

Argumentando por contradiccién, supongamos que existe v € V(G) \ V(M) tal
que v € P UQ; comov ¢ P, se tiene, por (iii), que x;(NT(v) N V(M)) < ¢
andlogamente, como v ¢ @, entonces (N~ (v) NV (M)) < ¢. Sin embargo, V(M) =
(NT(v) N V(M)) U (N~ (v) N V(M)), por lo que (M) < ¢+ ¢ = 2¢; esto es una
contradiccién, pues 2¢ + 1 < x(M).

(2) Para todo Y C V(M) tal que |Y| = ¢, se cumple que x;(P(Y)) < c¢. Ademas,
x(PY)UY)<c

Sea Y C V(M) tal que |Y| = ¢. Si G(Y) contiene un elemento de Hs, entonces
P(Y) = PnB(Y). En este caso, G(P(Y)) es H;-libre. De lo contrario, dado H; un
elemento tal y Hy un elemento de Hy contenido en G(Y'), se tiene que Hy = H,,
pues P(Y) =Y (ya que B(Y) = Y). Esto es una contradiccién, pues se tiene, por
(1), que G es (H1 = Hz)-libre. Dado que G(P(Y)) es H;-libre, se tiene, por (iii),
que x:(P(Y)) < ¢. Si G(Y) no contiene elementos de H,, entonces P(Y) = 0y
x¢+(0) < c. Queda asf probada la primera parte de la afirmacién.

Como x:(P(Y)) < ¢, existe {C1,...,Cy} una k-coloracién transitiva de P(Y") con
k < c¢. Sik < centonces para cada k < i < ¢, definimos C; := (). Como |Y| =
¢, podemos suponer que Y = {z1,...,x.}. Puesto que P(Y) = Y, se tiene que
{C1U{z1},...,C.U{x:}} es una c-coloracién transitiva de P(Y) UY. Se sigue que
xt(P(Y)UY) < ¢, lo cual concluye la prueba de (2).

(3) Para todo ¢ € N, con ¢ > 3, se cumple que ((2c + 1)!)? < (2¢)% L.

Probemos esto por induccién sobre c.

Si ¢ = 3, entonces ((2c + 1)1)2 = (7!)* = 705600 y (2¢)*~! = 6™ = 362797056.
Supongamos que ((2¢ + 1)!)? < (2¢)*~! para alguna ¢ € N, ¢ > 3. Veamos que se
cumple para ¢+ 1.

((2(c+1)+ 1N

(2¢ + 3)1)?

(2¢ + 1)N2((2¢ + 2)(2¢ + 3))?
2¢)* 1((2¢c + 2)(2¢ + 3))?

2¢ + 3)*(2¢ + 3)*
2C+3)4c+3

<C+ 1) + 1)4(c+1)

IA A

(
(
(
(
=
= (2

Se sigue que ((2(c+ 1) + 1)1 < (2(c + 1) 4+ 1)*+D=1: queda asf probado (3).

Procedamos con la prueba del teorema. Sea X = (J{P(Y)UY:Y C V(M)y

Y| = ¢}. Afirmamos que P U V(M) = X. En efecto, X C P UV (M), pues para
cada Y CV(M), P(Y)UY C PUV(M). Ademés, dado x € PUV (M), basta tomar
YCV(M)talque |[Y|=cyz €Y;esclaroquex € Y C P(Y)UY C X. Ahora
bien, es claro que hay a lo mas (Z) subconjuntos Y C M de cardinalidad c.
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Recordemos que n < ((2¢ + 1)!)2. Ademds, por (3), se tiene que ((2c + 1)!1)? <
(2c)*1. Se sigue que n < (2¢)*1. Asi, hay a lo mas ((2¢)*1)¢ = (2¢)~ D¢ sub-
conjuntos Y de cardinalidad ¢. Dado Y C V(M), con |Y| = ¢, se tiene por (2), que
x«(P(Y)UY) < c. Se tiene entonces que x;(PUV(M)) = x,(X) < ¢(2¢)eDe,

De manera andloga, podemos probar que x,(QUV (M)) < ¢(2¢)#~Y¢ de la siguiente
manera: dado Y C V(M) con |Y| = ¢, definimos Q(Y) := QN A(Y') y probamos que
x+(Q(Y)UY) < ¢; para acabar, definimos W como la unién de todos los Q(Y) UY".
Por (1), tenemos que V(G)\ V(M) = PUQ, por lo que V(G) = (PUV(M))U(QU
V(M)). Se sigue que x(G) < 2¢(2¢)eDe = (2¢)1° et < (2¢)4¢

[

El siguiente teorema caracteriza los héroes a través de sus componentes fuertes.

Teorema 3.1.8 ([3]) * Un torneo es un héroe si y sdlo si todas sus componentes
fuertes son héroes.

La prueba de la necesidad es sencilla: si T es un héroe, entonces sus componentes
son héroes, puesto que son subtorneos de T'. Para probar la suficiencia, usaremos
unicamente el teorema. 3.1.7.

Prueba por induccion sobre el nimero de componentes

Si tomamos un torneo con una unica componente fuerte, el resultado es trivial.
Supongamos que todos los torneos con n componentes fuertes lo cumplen, para al-
gunan € Z".

Sea H un torneo con n + 1 componentes fuertes, donde cada componentes es un
héroe. Por el corolario 1.3.9, H tiene una componente fuerte inicial, digamos I.
Dado que H es un torneo e [ es inicial, se tiene que V(1) = (V(H) \ V(I)). Note-
mos ademds que H — V(1) es un torneo con exactamente n componentes fuertes y
cada una es un héroe. Se tiene entonces, por hipétesis de induccién, que H — V(1)
es un héroe; ademds, sabemos también que I es un héroe. Sean c¢; := max{|V ()|,
\V(H)\ V(I)|}, 2 :== max{n(I),n(H — V(I))} vy ¢ := max{cy, c2}. Consideremos
también Hy = {I} y Hy := {H — V(I)}. Por 1ltimo, tomemos ¢* := (2¢)*.

Para ver que H es un héroe, veamos que todo torneo H-libre tiene niimero cromati-
co transitivo a lo mas c*.
Sea GG un torneo H-libre. Veamos que cumple las hipétesis del teorema 3.1.7. Como
G es H-libre, es (H; = Haz)-libre, pues ambos conceptos coinciden; esto nos da ().
Como ¢ > ¢, tenemos (i7). Ademds, dado que ¢ > ¢y y n(I) es tal que todo torneo
I-libre tiene ntiimero cromético transitivo a lo més n(I) y, andlogamente para n(H —
V(I))), se cumple (7i7). El teorema 3.1.7 afirma entonces que x;:(G) < ¢*. Se sigue
que H es un héroe y n(H) < ¢*.

[ |
Esto concluye la prueba de nuestra primera caracterizacion de los héroes. Podemos
entonces continuar con nuestra busqueda de héroes, limitdndonos ahora a torneos
fuertes.
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3.2. Héroes fuertes y celebridades

Daremos, en esta seccién y la siguiente, una caracterizacion recursiva de los héroes
fuertes. Para esto, empecemos probando el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1 ([3]) * Si H es un héroe fuerte de orden al menos 2, entonces
H = A(P,Q,1) para algunos P,Q héroes no vacios.

Prueba
Sea H un héroe fuerte de orden al menos 2. Al ser H un héroe, cumple, en particu-
lar, que la familia de torneos H-libres tiene niimero cromético acotado por n(H).
Por la proposicién 2.3.3 del capitulo anterior, la familia de torneos {S;: i € Z*}
tiene numero cromético transitivo no acotado; se sigue que dicha familia no es H-
libre. Tomemos 7 € Z* el minimo entero positivo tal que S; contiene a H. Como H
tiene orden al menos dos, i > 1. Sabemos entonces que S; = A(X,Y, Z) con S;(X),
S;(Y) ambos isomorfos a S;_1 y Z = {z}. Puesto que S; contiene a H, podemos
tomar W C V(5;) tal que S;(W) es isomorfo a H. Por la minimalidad de i, se tiene
que S;_1 no contiene a H; asi, W & X y W & Y. Como H tiene orden al menos
2, entonces |W| > 2. Debe entonces suceder que al menos dos de las intersecciones
XNnW, YNWyZNW son no vacias; puestoque X = Y, Y = Zy 7 = X, las
3 intersecciones son no vacias, ya que H = S;(W) y H es fuerte. Notemos entonces
que W = AXNW,YNW,ZNW). Ademés, como X NW CW, Y NW C Wy
Si(W) es un héroe, entonces P = Sy (X N W) y Q = S;(Y N W) son ambos héroes,
pues todo subtorneo de un héroe es también un héroe. Por ltimo, como Z = {z},
entonces ZNW = {z}. Se sigue que S;(W) = A(P,Q, 1), por lo que H = A(P,Q, 1).
|
Para fortalecer este teorema, requerimos de conceptos nuevos. Decimos que un tor-
neo H es una celebridad si existe ¢ € (0, 1] tal que todo torneo T que sea H-libre,
tiene un subtorneo transitivo de cardinalidad al menos ¢|V(T)|. Si ¢ = 1, debe su-
ceder que todo torneo H-libre es transitivo; obsérvese que C3 es una celebridad que
cumple esto. El concepto de celebridad es estudiado a profundidad en el articulo [3],
donde se prueba un resultado muy fuerte: un torneo es un héroe si y sélo si es una
celebridad. Por ahora, requerimos probar tinicamente la necesidad de dicho teore-
ma. La prueba de la suficiencia se vera al final del capitulo.

Proposicién 3.2.2 ([3]) * Todo héroe es una celebridad.

Prueba
Sea H un héroe y n(H) su nimero de héroe. Sean ¢ = ﬁ y G un torneo H-libre.
Sabemos ya que x:(G) < n(H). Esto nos dice que G tiene un subtorneo transitivo
de cardinalidad al menos ¢|V (G)|, de lo contrario, no habria k-coloraciones transiti-
vas de G para toda k € N, k < n(H), lo cual contradice que x;(G) < n(H).

|
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Lema 3.2.3 ([3]) * Si H es una celebridad, entonces hay una enumeracion de sus
vértices tal que la digrdfica de las flechas hacia atras de H bajo dicha enumeracion
es un bosque.

Prueba

Sea H una celebridad. El corolario 2.4.2 del capitulo anterior afirma que para cada
k € Z%, existe una digrafica simétrica G}, tal que todo conjunto independiente S
en Gy, cumple que |S] < |V( Dl v tal que g(H) > méx{|V(H)|,3}, tomando n =
max{|V(H)|,3} en dicho corolarlo

Para cada k € Z*, tomemos una enumeracién vy, . .., v,, cualquiera de los vérti-
ces de Gy, con ny = |V (Gy)|. Consideremos el torneo Ry, tal que V(Ry) = V(Gy)
y tal que su conjunto de flechas estd dado como sigue: dados 7,5 € {1,...,n},
vjvz € A(Ry) sii < jyvju,vjv; € A(Gy); en caso contrario, v;v; € A(Rk) Por
cémo definimos Ry, es claro que Gy es la digrafica de las flechas hacia atras de Ry
bajo la enumeracién dada. Puesto que g(Gy) > 4, se cumple, por el lema 2.4.3 del
capitulo anterior, que dado W C V/(Ry) transitivo, W es la unién de dos conjun-
tos independientes en Gy. Ahora bien, sea a(Ry) := max{m € Z": Ry tiene un
conjunto transitivo de cardinalidad m}. Probemos la siguiente afirmacion:

(1) a(Ry) < ML
Sea W C V(Ry) transitivo en Rj. Sabemos ya que W = X UY, con X, Y indepen-

dientes en G. Ademads, tanto X como Y tienen cardinalidad menor a |S| < %,
por cémo elegimos Gy. Por lo tanto, |W| < |V . Se sigue que a(Ry) < @.

Procedamos con la prueba del lema. Como H es una celebridad, existe ¢ € (0, 1]
tal que todos los torneos G que son H-libres tienen un subtorneo transitivo de car-
dinalidad al menos |V (G )| Como ¢ > 0, se tiene, por la propiedad arquimediana,
que existe k € Z7T tal que § < c. Asi, VRl R’“ < |V (Ry)|; ademads, se tiene, por (1),
que a(Ry) < ‘V(f’“”. Por lo tanto, a(Ry) < c|V(Ry)]; se sigue que Ry contiene a H,
de lo contrario, a(Ry) > ¢|V(Rg)|. Sea X C V(Ry) tal que Rx(X) es isomorfo a H
y sea f: X — V(H) dicho isomorfismo. Como |X| = |V(H)|y g(Gx) > |V(H)],
entonces los tnicos ciclos de G (X) son de longitud 2. Ademas, todas las flechas de
Gr(X) son simétricas; asf, G(X) U (Gr(X))™! = Gr(X). Se sigue que Gi(X) es
un bosque. Puesto que X C V(Ry), tomemos wy, ..., w,, la enumeracién de X, con
wy = v;, con iy = min{i: v; € X}; es decir, w; es el v; con indice mas pequeno que
aparece en X. De igual manera, w, corresponde al segundo mas pequeno, y asi su-
cesivamente. Es entonces claro que G (X) es la digrafica de las flechas hacia atras
de Ri(X) bajo la enumeracién wy, ..., w,,. Para cada w; € X, sea z; := f(v;). No-
temos que 2, ..., 2, es una enumeracion de V(H) que cumple que la digrafica F' de
las flechas hacia atras de H es un bosque; en efecto, ya que R, (X) =, H y toma-
mos la misma enumeracion, segin el isomorfismo f, entonces Gi(X) =; F; como
Gr(X) es un bosque, F' también lo es.

[

Teorema 3.2.4 ([3]) * Toda celebridad es 2-coloreable-transitiva.
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Prueba
Sea H una celebridad. Por el lema 3.2.3, existe vy, ..., v, una enumeracion de sus
vértices tal que B, la digrafica de las flechas hacia atras de H bajo la enumeracién,
es un bosque. El corolario 2.1.7 nos dice que todo arbol es 2-coloreable (en el sen-
tido de coloraciones propias). Puesto que B es un bosque, es la unién de érboles
ajenos por flechas, por lo que también es 2-coloreable. Asi, existe { X, Y} una parti-
cién de V(B), con X,Y independientes en B. Por la proposicién 2.4.3 del capitulo
anterior, se tiene que X,Y son transitivos en H. Asi, {X,Y} es una 2-coloracién
transitiva de H, por lo que H es 2-coloreable-transitivo.

[ |
El siguiente torneo es nuestro primer ejemplo de un torneo que no es un héroe. Nos
sera de mucha utilidad.

Figura 3.3: A(Cs,C5, 1)

Proposicién 3.2.5 ([3]) * El torneo A(Cs,C3,1) no es un héroe.

Prueba
Probemos primero la siguiente afirmacién:

(1) D := A(Cs,C5,1) es 3-cromético-transitivo.

Argumentando por contradiccién, supongamos que existe {A, B} una 2-coloracién
transitiva de D. Supongamos que D = A(X,Y,Z), con X = {x1,29,23} vy Y =
{y1,vy2,y3} los conjuntos de vértices del primer y segundo Cj, respectivamente, y
Z = {z}. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z € A. Sabemos ya que
X¢(X) = x¢(Y)) = 2; asi, se cumple que X N A # () # X N By lo andlogo para
Y. Supongamos que z1,y; € Ay que x3,52 € B. Puestoque X = Y, Y = Zy
Z = X, se tiene que (z1,y1, 2, 1) es un ciclo en D, lo cual es una contradiccion,
pues A es transitivo. Se sigue que no hay 2-coloraciones transitivas de D. Ademas,
la proposicién 2.3.9 nos dice, en particular, que x;(7) = 3, lo cual es equivalente a
decir que todo torneo de orden 7 es 3-coloreable-transitivo. Se sigue que x;(D) = 3.
Queda asi probada la afirmacion (1).
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Por el teorema 3.2.4, sabemos que toda celebridad es 2-coloreable-transitiva; se tie-
ne entonces, por (1), que D no es una celebridad. Ademas, la proposicién 3.2.2 afir-
ma que todo héroe es una celebridad. Se sigue que D no es un héroe.

[ |

Vimos ya, en la proposicién 2.3.6, un primer ejemplo de un torneo de orden 7 que
es 3-cromatico-transitivo, al igual que el torneo de la proposiciéon 3.2.5. Usando el
mismo argumento que en la segunda de estas proposiciones, dicho primer ejem-
plo tampoco es un héroe; se prueba de manera analoga. Nuestro nuevo ejemplo,
A(Cs,C3, 1), nos proporciona algo adicional: permite mejorar la conclusién del teo-
rema 3.2.1.

Teorema 3.2.6 ([3]) * Si H es un héroe fuerte de orden al menos 2, entonces
H=A(Pk,1) o H=A(P,1,k) para alguna k € Z* y algin héroe P.

Prueba
Sea H un héroe fuerte de orden al menos 2. Por el teorema 3.2.1, existen P, Q)
héroes tales que H = (P,@Q,1). Como todo subtorneo de un héroe es un héroe y
sabemos, por la proposicién 3.2.5 que A(C3,C3,1) no es un héroe, entonces
A(C3,C3,1) no es un subtorneo de H. Asi, P es Cs-libre o @) es Cs-libre, lo cual
es equivalente a decir que P es transitivo o @) lo es. Se sigue que P = T}, para al-
guna k € Z% o lo andlogo para Q. Por lo tanto, H = A(P,k,1)si Q = Ty
H=AQ,1,k)=(k,Q,1)si P="1T;.

[ |
Este teorema concluye la primera mitad de nuestra caracterizacion de los héroes
fuertes.

3.3. Construccion recursiva de un héroe

Buscaremos ahora probar el reciproco del teorema 3.2.6. Para esto, requerimos en-
cadenar varios lemas.

Lema 3.3.1 ([3]) * Sean G un torneo, {Xi,...,X,} una particion de V(G), con
neZ" ydeZ". Supongamos lo siqguiente:

» Para cada i € {1,...,n}, x+(X;) <d.

» Para cada i,j € {1,...,n}, i < j, si existe una flecha wv en G tal que u € X;
yv € X;, entonces xi(Xipa U...UX;) <d.

Se cumple entonces que x(G) < 2d.

Prueba
Definimos, de manera recursiva, k; para toda i € Z™:

u ]{71 = 1.

Si tenemos definido k,, para alguna s € Z", entonces:
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» siexiste j € Z1, ky < j < n tal que Xt(UkSSiSj X;) > d, definimos k41 como
el minimo 5 que lo cumple.

= si no existe tal j, kg1 := ks.

Evidentemente, el primer caso sélo sucedera una cantidad finita de veces, pues j <
n; asi, podemos tomar a k; con t := min{s € Z*: k; = ky,1}. Para cada s € Z*,
con 1 < s < t, definimos Y, := Uks§i<ks+1 X;; definimos también Y; := Uk:tgign X;.
Puesto que {Xj,...,X,,} es una particién de V(G), y dada la forma en que defini-
mos los Yj, se tiene que {Y7,...,Y;} es también una particién de V(G). Probemos
la siguiente afirmacién:

(1) Para cada s € Z*, con 1 < s < t, se cumple que y;(Y;) < d; ademds, si 2 < s <
t — 1, entonces no hay flechas de Y, ; U...UY; haciaYyU...UY, ;.

Sea s € Z* tal que 1 < s < t. Por hipétesis, sabemos que x¢(X,) < d. Si s < t,
entonces ks11 es el minimo entero positivo tal que ks < kg1 < ny

Xt(UksgingH X;) > d. Si ksy1 = ks + 1, entonces Yy = Xi_, por lo que y;(Ys) =
Xe(Xg,) < d. Siksgy > ks + 1, entonces ks < koyp — 1 < kg1 < m. Asi, dado
que Yy = Uk5§i<ks+1 X, = Uksgigks_,.lfl X, se tiene, por la minimalidad de &y, 1, que
x+(Ys) < d. Si s = t, entonces no existe j tal que ks < j < ny xi(Uy,<i<; Xi) > d-
Si ks = n, entonces Yy = Xi, = X, por lo que x4(Y;) < d. Si ks < n, se tiene
también que x;(Y;) < d, pues Y; = UktSz‘Sn X; v ks < n <n. Esto prueba la primera
parte de la afirmacion.

Supongamos ahora que 2 < s < t—1. Argumentando por contradiccién, supongamos
que existe una flecha uv con u € Yy 1 U...UY; yv € Y7 U...UY,_1; se cumple, en
particular, que u € X; para alguna j > ksy1 y v € X, para alguna ¢ < k,. Se tiene

entonces, por nuestra segunda hipétesis, que x; (X1 U ... U Xj) < d. Sin embargo,

como ¢ < ks y j > ksi1, se tiene que x; (X4 U...UX;) > Xt(UksgigksH X;) > d, por
cémo elegimos k, 1. Esto es una contradiccion. Queda asi probada la afirmacion.

Procedamos con la prueba del lema. Sea t; := ¢ si t es par y t; :=t—1 si k es impar.
De igual manera, sea ty := ¢ si t es impar y ty := ¢ — 1 si t es par. Ahora bien, sean
Yoor = YoUYoU...UY, ¥ Yiper := Y1 UY3U ... UY,, las uniones de los Y; con
indice par e impar, respectivamente. Evidentemente {Y,4r, Yimpar } €8 una particién
de V(G), pues {Y7,...,Y:} lo es. Afirmamos que x:(Ypar) < dy xt(Yimpar) < d.
Probémoslo para Y., ; se prueba de manera analoga para Yj,par-

Por la primera parte de la afirmacién (1), se tiene que Yy, Ys, ..., Yy, tienen, cada
uno, nimero cromético a lo més d. Para cada i tal que 2i € {0,...,t}, sea Cy; una
d-coloracién transitiva de Yy, Co; := {CF,C3,...,C%}. Para cada k € {1,...,d},
sea (Y}, = C’]Q U C]2 U... C’Jt-l; es claro que C}, es la unién de conjuntos transitivos.
Afirmamos que para todo k € {1,...,d}, C es transitivo. Sea k € {1,...,d}.
Usando la segunda parte de la afirmacién (1), tenemos, en particular, que dados 1, j
con 24,25 € {0,...,%1} y 2i < 2j, no hay flechas de Y5; a Y5;. En particular, no
hay flechas de C’gj a C%. Asi, Cy es la unién de conjuntos transitivos que, bajo la
enumeracion dada, mandan flechas inicamente en un sentido. Se sigue que C} es
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transitivo. Por lo tanto, {C, ..., Cy} es una d-coloracién transitiva de Y4, por lo
que Xt(Ypar) S d PueStO que Xt(YZDar) S d7 Xt(Y;mpar) S d y V(G) = Ypar U Yvimpara
entonces x¢(G) < 2d.

[ |

Sean GG un torneo y X1, ..., X, una sucesiéon de subconjuntos de V' (G), ajenos por
pares. Decimos que uv es una flecha hacia atras de G bajo esta enumeracion de
conjuntos siu € X;, v € X;,conid,j € {1,....,n},i < jyuw € A(G). La
digrafica de las flechas hacia atras de G bajo dicha enumeracion se define como si-
gue: V(G) = XjU...UX, y dados u,v € V(G), uv,vu € A(G) si uv o vu son flechas

hacia atras de G bajo la enumeracion.

Lema 3.3.2 ([3]) * Sean k,c € Z*, H un héroe, G un torneo A(H, 1, k)-libre
y {X1,..., Xn} una particion de V(G). Supongamos lo siguiente:

(i) Todo subtorneo de G que sea H-libre tiene nimero cromdtico transitivo a lo
mds c.

(ii) Para cada i€ {1,...,n}, x+(X;) <ec.

(i1i) Para cadai € {1,...,n} ytodov € X;, xe(NT(v)N(X;U...UX;1)) <cy
Xt(N_(’U) N (X/L'Jrl Uu...uJ Xn)) S C.

Se cumple entonces que x:(G) < c(k + 3)2F.

Prueba

Para cada uv € A(G),conu € X;yv € X;,4,5 € {1,...,n}, denotamos por
a(uv) = j —i ala amplitud de uv.

Definimos, para cada u € V(G), F, de la siguiente manera: si la cardinalidad del
conjunto de flechas hacia atras de G bajo la enumeracién dada, cuya cola es u, es
menor que o igual a 28! — 2 tomamos F), igual a dicho conjunto; en caso contrario,
elegimos F), como un conjunto de flechas hacia atras con cola en u de cardinalidad
2F=1_1, de tal manera que las ampitudes de las flechas sean lo méas grandes posible.
Definimos ademés F' := UueV(G) F,. Probemos la siguiente afirmacién:

(1) Para cada flecha hacia atras uv tal que v € Xj, v € Xj,, con h,j € {1,...,n},
h <jy tal que uv € F, se cumple que x,(W) < c(k +3), con W :={J,_,; Xi.

Sea uv una flecha tal. Puesto que uv ¢ F', estamos en el caso en que |F,| = 2871 —1.
Asi, si tomamos C = {r € V(G): ur € F, oz = v}, es claro que |C] = 2F1.
Puesto que v € X}, y las flechas hacia atras en F;, fueron elegidas de tal forma que
sus amplitudes sean lo mas grandes posible y uv no fue elegida, entonces dada una
flecha ux € F,, debe cumplirse que a(uv) < a(ux), por lo que x € X; con i < h.
Asf, C C X U...UX,. Ademds, como |C| = 271, se tiene, por el teorema 2.2.7, que
G(C) contiene un Tj; sea Y C C el conjunto de vértices de dicho Tj. Como Y C C,
entonces Y C X U...UX,.
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Buscaremos descomponer a W en 3 conjuntos y acotar el niimero cromatico transi-
tivo de cada uno por separado.

Sean P :={w e W\ X;: wy € A(G) paraalginy € Y}, P, :={w e W\ X,: uw €
A(G)} y P := P, U P,. consideremos ademés @ := W \ (P U X;). Evidentemente,
W = PUQUXj. Por (ii), sabemos que x:(X;) < c. Veamos, ademds, que x;(P) <
c(k+1)y que (@) < c.

Empecemos viendo que x;(P) < ¢(|Y|+ 1) = ¢(k + 1). Paracaday € Y, sea
P,:={p € P,: pdomina ay}. Seay € Y,y € X, para alguna ¢ € {1,...,h}. Por
(i), xe(N"(y) N (Xita1 U ... U X)) < e Ycomo Py € P CW C U e; Xiy
P, C N~ (y), entonces x;(P,) < c. Ademas, es claro que P, = Uer P,, por lo que
xt(P1) < c|Y]. Por (iii), sabemos también que x;(N*(u) N (X; U...UX;1)) < e
Dado que P, C P C (W \ Xj;) C Uh<i<j X; vy P» € N*(u), entonces x;(P,) < c¢. Asi,
como P = Py U Py, se tiene que x¢(P) < c|Y|+ ¢ = ¢(]Y] + 1). Recordemos ademds
que |Y| =k, pues G(Y) es un Tj. Se sigue que x;(P) < c¢(k +1).

Veamos ahora que x;(Q)) < c. Dado ¢ € @, se tiene que ¢ ¢ P, por lo que ¢ ¢
Py. Asi, ug ¢ A(G), y como G es un torneo, se sigue que qu € A(G). Puesto que
esto es cierto para toda g € @, se sigue que = u. Ademads, como Y C C' =
{z:uzx € F, ox = v}, se sigue que u = Y. Por tltimo, dado ¢ € Q, se tiene que
q & Py, por lo que qy ¢ A(G) para toda y € Y; al ser G un torneo, se cumple que
yq € A(G). Puesto que esto es cierto para toda ¢ € @, se sigue que Y = Q. Asi,
(@, {u},Y) forma una triseccién. Afirmamos que ) es H-libre. Argumentando por
contradiccién, supongamos que existe A C @ tal que G(A) = H. Como (Q,{u},Y)
es una triseccion y A C @, entonces (A, {u},Y’) es también una triseccién. Sabemos
que G(Y') = T}, pues asi nos tomamos Y; ademds, es claro que G(u) = Tj. Asi, la
triseccién puede escribirse como A(H, 1,k), lo cual es una contradiccién, pues G es
A(H, 1, k)-libre por hipdtesis. Como @ es H-libre, se sigue, por (i), que y;(Q) < c.

Ahora bien, como x;(X;), x:(Q) < ¢, xo(P) < c(k+1)y W =PUQUX;, entonces
xt(W) <e(k+1)+c+c=c(k+3). Queda asi probada la afirmacién (1).

Procedamos con la prueba del lema. Sea B la digrafica tal que V(B) = V(G) y tal
que uv, vu € A(B) siy sblo si uv € F o vu € F. Afirmamos que toda subdigrafica
no vacfa H de B tiene un vértice v tal que |Ny(v)] < 2¥1 — 1. En efecto, como
V(B) = V(G) = X; U...UX,, entonces dada H C B no vacia, podemos to-
mar i,, := max{i € {1,...,n}: V(H) N X; # 0}. Si tomamos v € V(H) N X;
entonces Ny(u) = {v € V(H): wv € Foovu € F} = {v € V(H): w €
F} = {v € V(H): ww € F,}, pues como u € X, , no hay flechas en H con
punta en u. Ademas, por cémo definimos F,, se sigue que |F,| < 2! — 1. Por
lo tanto, |Ng(u)| < 2871 — 1, lo cual prueba nuestra afirmacién. El teorema 2.1.3
nos dice entonces que B es (2871)-coloreable (en el sentido usual); es decir, existe

m)

{Z\,..., Zy—1} una particién de V(B) que consta de 2¥~! conjuntos independientes
en B. Para cada i € {1,...,28 1} consideremos Z* = {X; N Z;,..., X, N Z;},
que es una particién de Z;. Tomemos i € {1,...,2¥1}. Veamos que se cumplen las

hipétesis del lema 3.3.1 tomando G(Z;) como G, ZX como la particién de los vérti-
ces y ¢(k + 3) como d. En efecto, tenemos por (ii), que para cada j € {1,...,n},
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x+(X;) < ¢, por lo que x:(X; N Z;) < ¢ < ¢(k + 3); se cumple entonces la primera
condiciéon del lema.
Ahora bien, dados h,j € {1...,n}, h < j, supongamos que existe una flecha uv €
AG) tal que u € X; N Z; y v € X, N Z;. Como Z; es independiente en B, entonces
uv,vu € A(B); se sigue que uv,vu € F. Como uv ¢ F y es una flecha hacia atras
de G, se tiene, por (1), que x:(W) < ¢(k + 3), con W = Uh<a§j Xq, por lo que
Xt(Up<cacj Xa M Zi) < c(k + 3). Se cumple entonces la segunda condicién del lema.
Asi, el lema 3.3.1 afirma que x;(Z;) < 2d = 2¢(k + 3); esto se cumple para toda
i€ {l,...,2" 1} Puesto que {Zy,..., Zoyr1} es una particién de V(G), se sigue que
xi(G) < 2871 (2¢(k + 3)) = c(k + 3)2*.

[

Requerimos introducir un iltimo concepto, al igual que un lema que hace uso de
éste, antes de poder probar el reciproco del teorema 3.2.6.

Figura 3.4: (5, T3, T3)-joya

Sean H, K, G torneos y a € Z". Una (a, H, K)-joya de G es un subconjunto X C
V(G) tal que | X| = a y dada cualquier particién {A, B} de X, G(A) contiene a H
o G(B) contiene a K.

En la digréifica G de la figura 3.4, el conjunto X = {u,v,w,z,y} es una (5,73, T3)-
joya. En efecto, | X| = 5 y dada cualquier particién {A, B} de X, A o B contienen a
T3, pues X es transitivo.

Un (a, H, K)-collar de G de longitud ¢ es una sucesion (Y3,Ys,...,Y;) de (a, H, K)-
joyas de G, ajenas por pares, tales que Y; = Y, para toda i € {1,...,t —1}.

Lema 3.3.3 ([3]) = Sean H, K, G torneos, con K transitivo y k = |V (K)|. Tome-
mos también a ¢y, ca,a € ZF. Supongamos lo siguiente:

(i) G es A(H, 1, K)-libre.

(i1) c1 es tal que todo subtorneo de G que sea H-libre o K-libre tiene nimero
cromdtico a lo mds c;.
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(iii) co es tal que todo subtorneo de G que no contiene (a, H, K)-collares de G de
longitud 4 tiene nimero cromdtico a lo mds co.

Se cumple entonces que existen A\, Ay € N tales que G tiene nimero cromdtico a lo
mds A\cp + Aaca.

Prueba La prueba de este lema es compleja y muy extensa, por lo que es convenien-
te dar un esquema de ella antes de empezar. Dividiremos la prueba en tres partes.
En la primera, probaremos tres afirmaciones que nos permitiran proponer una par-
ticion de V(G) con la cual aplicaremos el lema 3.3.2. En la segunda parte, proba-
remos tres afirmaciones mas que serviran para ver que nuestra particién satisface
todas las hipotesis de dicho lema. Finalmente, aplicaremos, en la tercera parte, el
lema en cuestion, con lo cual probaremos este nuevo lema.

Parte 1

Podemos suponer que G contiene (a, H, K)-collares de longitud 4, pues, de lo con-
trario, (iii) afirma que x;(G) < ¢g, por lo que A\; = 0 y Ay = 1 satisfacen el teorema.
Sean k := méax{|V(H)|,|V(K)|} y b := 2a**1. Probaremos que \; :=

(3bk +2b+ 1)(k + 3)2% y Xy := (k + 1)(k + 3)2* satisfacen el teorema.
Consideremos X7, ..., X, un (a, H, K)-collar de longitud méxima. Por nuestra su-
posicién, n > 4. Sean X := X; U...U X, y W:=V(G) \ X. Probemos las primeras
tres afirmaciones de esta prueba.

(1) Seai € {2,...,n} yv € X;. Para cualesquiera h,j € {1,...,n},h <i<jy
v € X;, se cumple que G(N~(v) N X}) contiene a H y G(N*(v) N X;) contiene a K.

Argumentando por contradiccién, supongamos que existe h € {1,...,n}, h < i, tal
que G(N~(v) N X},) es H-libre. Como v ¢ X}, y G es un torneo, entonces { N~ (v) N
Xp, NT(v) N X3} es una particién de Xj,. Puesto que X}, es una (a, H, K) joya y
G(N~(v) N X}) es H-libre, entonces G{(N*(v) N X},) contiene a K. Supongamos que
h es el maximo natural que cumple todo esto. Como X;_; = X; y v € X;, no puede
pasar que h = i — 1, de lo contrario, N*(v) N X}, = N*(v) N X;_; = 0, por lo que
no puede contener a K. Asi, h + 1 < i. Por la eleccién de h, G(NT(v) N Xp41) es
K-libre. Como X1 es una (a, H, K)-joya, entonces G(N~(v)NX}p1) contiene a H.
Tenemos entonces una copia de K en N*(v)N X}, digamos K* y una copia de H en
N~ (v) N Xj4q, digamos H*. Notemos entonces que H* = v = K* = H* por lo
que G contiene a A(H, 1, K). Esto contradice (i). Andlogamente, si suponemos que
existe j € {1,...,n}, i < j, tal que G(NT(v) N X;) es K-libre, llegamos a la misma
contradiccién. Queda asi probado (1).

(2) Para cada v € W, existe i € {1,...,n} que cumple lo siguiente: para cualesquie-
rah,j€{l,...,n}, h <i<j, se cumple que G{N*(v) N X}) es K-libre, por lo que
G(N~(v)NXy) contiene a H; se cumple también que G(N~(v)NX;) es H-libre, por
lo que G(N*(v) N X;) contiene a K.

Sea v € W. Consideremos P := {i € {1,...,n}: G(N~(v)NX; contiene a H} y P :=
{i € {1,...,n}: G(N*(v) N X; contiene a K}. Como cada X;, coni € {1,...,n},
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es una (a, H, K)-joya, es claro que P U @ = {1,...,n}. Argumentando por con-
tradiccion, supongamos que existen h € @), 7 € P tales que h < j; elijamoslos

de tal manera que la diferencia j — h sea minima; dada esta eleccién, se tiene que si
j > h+1, entonces h+1 ¢ Q y h+1 ¢ P, lo cual contradice que PUQ = {1,...,n}.
Se sigue que j = h + 1. Por lo tanto, X;, = X,. Ahora bien, como j € Pei € Q,
entonces N~ (v) N X, tiene una copia de H, digamos H* y N*(v) N X; tiene una
copia de K, digamos K*. Notemos entonces que H* = v = K* = H*, por lo que G
contiene a A(H, 1, K). Esto contradice (i). Se sigue que no existen h,j € {1,...,n},
con h<jyheQ,je P.Existe entonces i € {1,...,n} que satisface (2).

Para cada v € W, elegimos ¢(v) entre las i que existen por (2), segun el siguiente
orden de prioridad: ¢(v) tiene al menos un exvecino y un invecino en X,; c¢(v) tie-
ne al menos un invecino en X(,); ¢(v) tiene al menos un exvecino en Xc; ¢(v) no
tiene exvecinos ni invecinos en X,(,. Para cada i € {0,...,n}, definimos W; como
el conjunto de todos los v € W tales que ¢(v) = i.

Notemos que (2) prueba algo idéntico a (1), pero para los v € W; en lugar de los
NS X,L

(3) Seai € {1,...,n}.Sii > 1,v € W; yv = X;, entonces X;_; = v. Sii < n,
ve W,y X, = v, entonces v = X;1.

Supongamos que i > 1, v € W; y v = X;. Dado que v € W}, entonces c¢(v) = 1.
Se tiene entonces que para cualesquiera h,j € {1,...,n}, h < i < j, se cumple
que G(N~(v) N X},) contiene a H y G{(N*(v) N X;) contiene a K. Ahora bien, como
v = Xj, entonces N~ (v)NX; =0, por lo que G{(N~(v)NX;) es H-libre. Se sigue que
G(N*(v) N X;) contiene a K, pues X; es una (a, H, K)-joya. Como i > 1, entonces
i —1 > 1. Se sigue que i — 1 es otra posible eleccién para c(v). Notemos que ¢ fue
elegido como ¢(v), mientras que ¢ — 1 no lo fue; por lo tanto, no puede pasar que

i — 1 esté un estrato mas arriba en el orden de prioridad de eleccién de ¢(v). Como
v no tiene invecinos en X;, entonces v no puede tener exvecinos en X;_1, o lo que es
lo mismo, X;_1 = v.

De manera simétrica al caso ¢ > 1, si suponemos que? < n,v € W; y X; = v,
entonces G(N*(v) N X;) es K-libre, por lo que G(N~(v) N X;) contiene a H. Como
i+ 1 < n, entonces i + 1 es otra posible eleccién para c(v), pero ¢ fue elegido como
¢(v), mientras que i + 1 no lo fue; por lo tanto, como v no tiene exvecinos en X,
entonces v no puede tener tanto exvecinos como invecinos en X;,;. Ademads, como
i+1>iev e W, setiene, por (2), que NT(v) N X;4; contiene a K; esto nos dice,
en particular, que v si tiene exvecinos en X;,;. Se sigue que v no tiene invecinos en
Xit1, o lo que es lo mismo, v = X;,;. Queda asi probado (3).

Para cada i € {1,...,n}, definimos Z; := X; U W;. Puesto que {X, W} es una
particion de V(G), X = X; U...UX,, W = WU ... U W, ylos X;, al igual
que los W, son ajenos por pares, se tiene entonces que {71, ..., Z,} es también una
particién de V(G). Buscaremos aplicar el lema 3.3.1 a esta nueva particién.

Parte 2
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(4) Para cada i € {1,...,n}, se cumple que x:(Z;) < 2bc; + co.

Sea i € {1,...,n}. Definimos, a continuacién, varios conjuntos. Si i > 3, P :={v €
Zim: NT(0)NX;a # 0} 810 <2, P:=0.S1i<n—-2,Q:={veZ;: N (v)NX;y2 #
0};sii >n—1,Q := 0. Por ultimo, R := {v € Z;: i <20 X; 3 = vy ademés
i>n—10v= X;»}. Afirmamos que Z; = PUQUR. Sea v € Z;\ (PUQ). Veamos
que v € R. En efecto, como n > 4, entonces i > 3 07 <n— 2.

» Si3 < i< n—2 entonces N"(v) N X; o =0 = N~ (v) N X129, por lo que
X9 = v = X, 9; se sigue que v € R.

= Sii>n—12> 3, entonces N*(v) N X;_ o = 0, por lo que X; 5 = v; se sigue
que v € R.

» Sii <2< n-—2 entonces N~ (v) N X;10 = 0, por lo que v = X, o; se sigue
que v € R.

Para probar que x;(Z;) < 2bcy + ¢o, veremos que x;(P) < bey, x¢(Q) < beyy
xt(R) < ca.

Veamos primero que y;(P) < bey. Para esto, definimos P, := {v € P: G(N~(v) N
X, 1) contiene a K}y P, := P\ P;.

Empecemos viendo que x¢(P;) < a*c;. Dado Y C V(G) y # € V(G), denotamos
por Py ={pe P :Y =p=a= Y} EsclaroqueY = P,y = = =
Y. Consideremos también M; := {P,y: Y C X, 1,|Y| = |[V(K)|, z € X; 2y
Xt(Pry) < c1}. Dado v € Py, sabemos que G(N~(v) N X;_;) contiene a K; podemos
entonces tomar Y, C N~ (v) N X, tal que G(Y) = K. Como Y,, C N~ (v), es claro
que Y, = v. Como v € P; C P, entonces existe z, € N*(v) N X;_ 5. Ademés, puesto
que X,_» = X,_1, entonces x, = Y,. Por lo tanto, se tiene que Y, = v = z, = Y,.
Por lo tanto, v € P,, y,. Puesto que esto se cumple para v € P, arbitraria, se tiene
que Pl g Uv€P1 va,YU'

Ahora bien, veamos que dado v € Py, x¢(Pr,v,) < ¢1. Argumentando por contra-
diccién, supongamos que P, y, contiene a H. Sabemos ya que Y, = P, vy, = ©, =
Y,; como G(Y,) = Ky P, v, contiene a H, entonces tenemos un A(K, H,1) =
A(H,1,K) en G, lo cual contradice (i). Se sigue que P, y, es H-libre; por lo tan-
to, (ii) afirma que x¢(Py,v,) < c¢1. Asi, dadov € P, Y, C X, 4,|Y,| = |[V(K)|,
Ty € Xica ¥ Xe(Pr,y,) < c1; sesigue que Py, y, € M;. Puesto que esto se cum-
ple para toda v € Py, se sigue que Uvep1 P, v, € UM,. Por lo tanto, x:(FP;) <

Xt (Uvep, Prov,) < xe(UM;). Veamos entonces que xi(UM;) < a*cy, lo cual prueba
a su vez que x;(P1) < afe;.

Dado P,y € My, se tiene que |Y| = |[V(K)|yY C X,_;. Asi, para formar

un elemento de M, hay (‘V(‘IK)‘) < alVBl elecciones posibles de Y; como k =
max{|V (H)|, |V (K)|}, entonces k > |V (K)|, por lo que a* > alV#)I. Se sigue que
hay a lo més a® elecciones posibles de Y. Ademds, |X; »| = a, por lo que hay a lo
més a elecciones posibles de z. Asi, |M;| < a**!. Ahora bien, dado P,y € M, se
tiene que x;(P,y) < c1. Se sigue que x;(UM;) < |M|e; < afey.
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Veamos ahora que y;(P) < a¥c;. Se probara de forma similar a como hicimos con
P.DadoY C V(G) y x € V(G), denotamos por Py, :={p € P:Y =2 =p=
Y} Es claro que Y = z = Py, = Y. Consideremos My := {Py,: Y C X; 4, |Y| =
V(K)|, v € X;y x¢(Pys) < c1}. Dado v € P, se tiene que v ¢ P, por lo que
G(N~(v) N X;_1) es K-libre; se tiene entonces que G(NT(v) N X;_1) contiene a H;
podemos entonces tomar Y, C N*(v) N X;_; tal que G(Y,) = H. Como Y, C N*(v),
es claro que v = Y,. Comov € P, C P C Z; = W; U X;, entonces v € X; o

v € W;. No puede suceder que v € X;, puesv = Y,, Y, C X, 1y X;,_1 = X;; se
sigue que v € W;. Ademés, como Y, C N*(v) N X;_1, entonces X; 1 % v. Notemos
que en este caso, i > 3 > 1, pues P # (), ya que v € P, C P. Se sigue entonces, por
la contrapuesta de la primera parte de (3), que v # X, o lo que es lo mismo, que
existe r, € X; tal que x, domina a v.

Como X;_; = X, entonces Y, = x, = v = Y,, lo cual nos dice que v € Py, ,,.
Puesto que esto se cumpe para v € P, arbitrario, entonces P, C |, py, P, .z, Ahora
bien, debe suceder que Py, ,, es K-libre, de lo contrario, puesto que Y,, = z, =
Py, =Y, Y=Hy Py, contiene a H, entonces tendriamos un A(H,1, K) en G, lo
cual contradice (i). Se tiene entonces, por (ii), que x¢(Py, ) < c1.

Asi, dadov € P, Y, C X;_1,|Y,]| = |[V(K), z, € Xi ¥y x¢(Py, 2,) < c1; se sigue que
Py, ., € Ms. Puesto que esto se cumple para toda v € P, se sigue que

Notemos ademaés que Uvep2 Py, ., € UM,. Por lo tanto, x:(P) < x: (Uvep2 Pymzv)
< x¢(UM,). El mismo razonamiento que dimos para probar que y;(UM;) < afc;
nos sirve para probar que x;(UMy)M;; esto prueba, a su vez, que x;(P») < afey.

Puesto que P = PLU Py y x4(Py) < c1a*! y xi(P) < c1a®*?t, entonces y,(P) <
2¢1aF ! = bey.
Se prueba, de manera simétrica a como hicimos con P, que x;(Q) < be;.

Veamos ahora que x;(R) < ¢p. Sea v € R.

» Sii < n— 2, secumple que i #? n — 1, por lo que v = X;;5. Se sigue que
R = Xi+2'

» Sii >3, entonces i £ 2, por lo que X;_» = v. Se sigue que X; » = R.

Argumentando por contradiccién, supongamos que G(R) contiene un (a, H, K)-
collar de longitud 4, digamos Y7, Y5, Y3, Y,. Sabemos ya que i > 30i < n — 2.
Tenemos entonces, los tres siguientes casos.

m Caso1.3<i<n—2.
En este caso, X; s = R = X;io. Se tiene, en particular, que X;_ o = Y] y que
Y= Xigo. Asi, Xo, 000, X0, Y0, Y0, Y5, Yy, X, ..., X, es un (a, H, K)-collar
de longitud n + 1.

» Caso2.¢>n—1>3.

En este caso, i — 2 > n — 3. Ademas, sabemos que X; o = R, por lo que
se tiene, en particular, que X; o = Y;. Asi, X1,..., X, 9, Y7,Y5, Y35, Y, es un
(a, H, K)-collar de longitud al menos n + 1, pues i —2 >n — 3.
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m Caso 3.1 <2< n—2.

En este caso, i + 2 < 4. Ademas, sabemos que R = X5, por lo que se tiene,
en particular, que Yy = X;o. Asi, Y1,Y5, Y3, Yy, X0, ..., X, es un (a, H, K)-
collar de longitud al menos n + 1, pues ¢ + 2 < 4.

En los tres casos, encontramos un (a, H, K)-collar de longitud al menos n + 1,
lo cual contradice la maximalidad de X7, ..., X,. Se sigue que G(R) no contiene
(a, H, K')-collares de longitud 4. Por lo tanto, (iii) afirma que x:(R) < cs.

Ahora bien, como Z; = PUQUR, entonces x;(Z;) < x¢(P)+x:(Q)+x¢(R) < 2bci+-co,
lo cual concluye la prueba de (4).

(5) Para todo i € {1,...,n} y cadav € X;, xo(NT(v)N(Z1U...UZ;_1)) < 3bcy + ¢y
vy x¢(N~(v)N(Ziz1 U...UZ,)) < 3bcy + co.

Puesto que ambas afirmaciones se prueban de manera simétrica, basta probar la
primera. Sea i € {1,...,n} y v € X;. Si i = 1, entonces esto es trivial. Supongamos
entonces que i > 2. Sea P := N*(v) N (Z; U...U Z;_3). Veamos que x¢(P) < bcy.
consideremos ademds Py := {w € P: G(NT(w)NX;_;) contiene a H} y Py := P\ P,.
Afirmamos que ;(P;) < a*ci; en efecto, basta usar un argumento simétrico al que
usamos para ver que x;(P) < afc; en la afirmacién (4).

Veamos ahora que x;(P) < a**le;. Para cada w € Py, w ¢ Py, por lo que G(N*(w)
NX;_1) no contiene a H; se sigue que N~ (w) N X;_; contiene a K. Sea Y,, C N~ (w)
NX;_; tal que G(Y,,) = K. Se cumple ademas que Y,, = w. Ademds, como w €
P, C P, se tiene que P # ); por cémo definimos P, esto implica que i > 3. Veamos
que X; o # w. Sabemos que w € P, C PC Z;U...UZ;_».

s Casol. w € Zy, con h <i—2.

En este caso, w € Xj, o w € Wj,. Si w € Xy, se tiene, por (1), que G(N*(w) N
X,_2) contiene a K, pues h < i — 2. En particular, N*(w) N X;_» # 0. Si
w € Wy, entonces ¢(w) = h. Puesto que h < i — 2, se tiene, por (2), que
G(NT(w) N X;_5) contiene a H, por lo que, en particular, N (w) N X; o # 0.

» Caso 2. w € Z;_s.

En este caso, no puede suceder que w € X; o, pues X; 5 = X, 1, pero Y,, =

wyY C X, 1; se sigue que w € W;_s. Ahora bien, Y,, C N~ (w) N X;_1, por lo
que N~ (w) N X;_1 # 0. Se sigue que w # X; 1. Usando la contrapuesta de la
segunda parte de (3), se sigue que X; o # w.

De los dos casos, podemos concluir que existe x,, € Nt (w) N X;_ 5. Notemos en-
tonces que Y,, = w = x, = Y, puesz, € X; oyY, C X, Sesigue que
w € Py, ., =1{p € P»:Y, = p = 1z, = Y,}. Nuevamente, para probar que
x:(P) < afcy, basta usar un argumento andlogo al que usamos en (4).

Como P = PUP;, entonces x;(P) < x:(P1)+x:(P) < afe;+a*te; < 2a*e; = bey.
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Ademés, PUNT(v) N Z;.y = NT(v) N (Z; U...U Z;_1). Sabemos ya, por (4)
que x:(NT(v) N Z;_1) < 2bey + ¢o. Se sigue que x (Nt (v) N (Zy U ... U Z;1))
bey + 2bcy + ¢o = 3bey + o, lo cual concluye la prueba de (5).

)
<

(6) Para todoi € {1,...,n} y cadav € Wy, xe(Nt(v)N(Z1U...UZ;_1)) < 3bcy + ¢z
y Xt(N_('U) N (Z/L'Jrl Uu...U Zn)) < 3bCl + Ca.

Nuevamente, ambas afirmaciones se prueban de manera simétrica; probaremos la
primera. Sea i € {1,...,n} y v € W;. Si i = 1, esto es trivial. Supongamos entonces
que i > 2. Como v € W, entonces ¢(v) = i. Asi, dado que i — 1 < 4, se tiene, por
(2), que G{N~(v) N X;_1) contiene a H. Sea Y, C X, ; talque Y, = HyY, = v.
Consideremos también P := N*(v)N(Z;U...UZ;_5). Evidentemente, dado p € P, se
cumple que v = p. Notemos que P, := {p € P: p = Y, } es K-libre, de lo contrario,
se cumple que P, = Y, = v = P,, y como G(Y,) = H y P, contiene a K, entonces
tendriamos un A(K, H,1) = A(H, 1, K), lo cual contradice (i). Se tiene entonces,
por (ii), que x¢(P,) < ¢;.

Por otro lado, dado y € Y, se tiene que P,:={pe P:pe N*(y)} C N*(y)N(Z, U
...UZ;_5), por cémo definimos P. Como y € Y, C X;_1, se tiene entonces, por (5),
que x¢(NT(y) N (Z1U...UZ;_5)) < 3bcy + co. Por lo tanto, x:(P,) < 3bey + ca.
Notemos simplemente que P = P,U(U,cy, 1) Se sigue que x;(P) < ¢ +[Y,|(3be; +
c2) = 1 + |V(H)|(3bey + ¢2) < ¢1 + k(3bey + o), pues k = max{|V(H)|,|V(K)|}.
Ahora bien, NT(v) N (ZyU...UZ;_1) = PUNT(v) N Z;_y. Por (4), se cumple que
Xt(Zi—1) < 2bcy + co. Ast, xy (NT(v) N (Z1U...UZ;i1)) < c1 + k(3bey + ¢2) + 2bey +
co = (3bk + 2b+ 1)y + (k + 1)cg, lo cual concluye la prueba de (6).

Parte 3

Procedamos, ahora si, con la prueba del lema. Recordemos que {Z,...,Z,} es una
particién de V(G). Sea ¢ := (3bk + 2b+ 1)c; + (k + 1)co. Por (ii), se tiene que todo
subtorneo de GG que sea H-libre tiene niimero cromatico a lo més ¢; < c¢. Tenemos
ademds, por (4), que para cada i € {1,...,n}, x¢(Z;) < 2bc; + co < ¢. Dada

i€ {l,...,n}, sabemos que Z; = X; UW,. Sea v € Z;. Si v € X;, entonces (5) afirma
lo siguiente:

» t(NT(o)N(Z1U...UZi_)) <3bcil+ ¢ < e,

» (N~ (v) N (ZiaU...UZ,)) < 3bcil + ¢y <c.
Si v € X;, entonces (6) afirma lo siguiente:

» «(Nt(v)N(Z1U...UZ; 1)) <,

» (N~ (v)N(Zig1 U...UZ,)) <ec

Por tltimo, tenemos ya, por hipétesis, que G es A(H, 1, K)-libre. Como K es tran-
sitivo y |V(K)| = k, entonces G es A(H, 1, k)-libre.

Asi, se cumplen todas las hipétesis del lema 3.3.2, tomando {Z1,..., Z,} como la
particién de dicho lema y ¢ como lo acabamos de definir. Se sigue que x;(G) <
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ok +3)2% = (k+3)2°[(3bk + 20+ Ve + (k + Dey). Asi, Ay = (k +3)28(3bk + 2+ 1)
v A2 = (k + 3)2%(k + 1) cumplen lo buscado.
[

Este lema nos permite probar el siguiente teorema, el cual completa la caracteriza-
cién de los héroes fuertes.

Teorema 3.3.4 ([3]) * Si H es un héroe y K es un torneo transitivo, entonces
A(H,1,K) y A(K,1,H) son héroes.

Prueba

Sean k = |V(K)|y ¢; := max{n(H),2*}. Como K es transitivo, se tiene, por el
teorema 2.2.7, que los torneos K-libres tienen ntimero cromético a lo mas ¢;. Sea
a:= |V (H)|2*. Probemos la siguiente afirmacién.

(1) Todo torneo que no contiene (a, H, K)-joyas tiene nimero cromatico a lo més
a—+ cy.

Sea G un torneo que no contiene (a, H, K)-joyas. Consideremos subtorneos

Hy, ... H, de G, ajenos dos a dos por vértices, de tal modo que cada H; es isomor-
foa H y n es maximo. Sea W := V(H;) U...UV(H,). Argumentando por contra-
diccién, supongamos que n > 2F. Consideremos Wy := V(H;) U ... U V(Hy). Es
claro que |W| = a = |V(H)|2*. Adem4s, si tomamos una particién {A, B} de W,
se cumple lo siguiente: si A es H-libre, entonces para cada i € {1,...,2*}, existe al
menos un vértice de H; que no estd en A. Como B = W, \ A4, se sigue que |B| > 2F;
el teorema 2.2.7 afirma entonces que G(B) contiene un T = K. Es entonces claro
que Wy es una (a, H, K)-joya, lo cual es una contradiccién. Se sigue que n < 2*.
Ast, x;(W) < |W| < 2¥|V(H)|. Ademss, se tiene, por la maximalidad de n, que
G — W es H-libre. Como ¢; > n(H), se sigue que x:(G — W) < ¢;. Por lo tanto,
xt(G) < xi(W) + x4(G — W) < 2¥|[V(H)| 4+ ¢1 = a + ¢1, lo cual concluye la prueba
de (1).

Procedamos con la prueba del lema. Tomemos H; = Hs, el conjunto de todas las
(a, H, K)-joyas y ¢ := a + ¢1. Sabemos que todo T' € H; U Hs tiene orden a < c.
Ademaés, (1) afirma que los torneos #;-libres (y Ha-libres) tienen niimero cromatico
a lo mas c. El teorema 3.1.7 de la primera seccién de este capitulo afirma entonces
que dado G un torneo (Hy = Hy)-libre, x;(G) < (2¢)*’. Notemos que un tor-
neo (H; = Hs)-libre es en realidad un torneo que no contiene (a, H, K)-collares
de longitud 2. Asi, los torneos que no contienen (a, H, K)-collares de longitud 2 tie-
nen niimero cromético a lo mas (2¢)*° Tomando ahora Hs = Hy el conjunto de los
(a, H, K)-collares de longitud 2, podemos notar que los torneos libres de (a, H, K)-
collares de longitud 4 son (Hs = H,4)-libres. Asi, usando el mismo teorema, po-
demos concluir que existe ¢, € N tal que los torneos que no contienen (a, H, K)-
collares de longitud 4 tienen nimero cromatico a lo méas c,. Ahora bien, sea G un
torneo A(H, 1, K)-libre. Notemos que ¢; y ¢y cumplen todas las hipdtesis del lema
3.3.3. Existen entonces A, Ay € N tales que G tiene nimero cromatico a lo mas

c3 = Aic1 + Aace. Por lo tanto, A(H, 1, K) es un héroe y n(A(H,1,K)) < c3. Se
puede probar, de manera simétrica, que A(H, K, 1) es un héroe.
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El siguiente teorema resume los teoremas 3.1.8 y 3.2.6 de las secciones anteriores,
ademas del teorema 3.3.4 de esta seccidn; esto concluye la caracterizacion de los
héroes.

Teorema 3.3.5 ([3])
Sea H un torneo. Se cumple lo siguiente:

= H es un héroe si y solo si todas sus componentes fuertes son héroes.

= Si H es fuerte y tiene orden al menos 2, entonces H es un héroe si y solo si
H=A(Pk,1) o H=A(P,1,k), para algun héroe P y alguna k € Z*.

3.4. Villanos minimos y celebridades

En esta ultima seccion, daremos dos caracterizaciones mas de los héroes, las cua-
les se deducen gracias al teorema 3.3.5. Para la primera de éstas, requerimos defi-
nir el siguiente concepto. Un willano es un torneo que no es un héroe. Como todo
subtorneo de un héroe es un héroe, entonces todo supratorneo de un villano es tam-
bién un villano. Podemos entonces preguntarnos si existe una lista finita de villanos
minimos; es decir, tales que cumplen que cualquier otro villano es un supratorneo
de alguno de ellos.

Para este punto, debe ser evidente que todo torneo de orden menor o igual a 3 es
un héroe. Por el teorema 3.3.5, los tinicos torneos de orden 4 que podrian ser villa-
nos son torneos fuertes. Sin embargo, el inico torneo fuerte de orden 4 es
A(2,1,1), por lo que admite una triseccién como en el teorema 3.3.5; se sigue que
es un héroe. Asi, todo torneo de orden menor o igual a 4 es un héroe. Describimos
a continuacion a los tnicos tres torneos de orden 5 que son villanos. Ademas de
estos tres, otros dos torneos formaran parte de nuestra lista de villanos minimos:

A(27 27 2) y A(C(?n 037 1)

» Sea H; dado como sigue: V(Hy) = {vy,...,v5} y A(Hy) = {vjviq1: i €
{1,...,5}} U{vvige: i € {1,...,5}}, leyendo los subindices médulo 5.

Sea Hy := H; — v5v; + v10s.

Sea Hj dado como sigue: V(Hj) :={v1,...,u5} y A(H3) :={vjv;: 1 <i<j<
4} U {UQ’U5, V4Us, U5V, ’U5Ug}.

Sea Hy := A(2,2,2).
Sea H5 = A(Cg,Cg, 1)

Proposicion 3.4.1 * Los torneos Hy, ... Hs son villanos.
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oo oo

(a) Hy (b) Hy

Figura 3.5: Villanos minimos

Prueba

Probamos ya que Hj es un villano en la proposicion 3.2.5. Por otro lado, notemos
que Hy, ... H, son torneos fuertes. Veamos que ninguno admite una triseccién como
en el teorema 3.3.5. Supongamos, para cada uno de estos torneos, que si existe una
triseccién A(P, k,1) con P un héroe y k € Z*. Notemos primero que el conjunto
correspondiente a P debe ser igual a la exvecindad del vértice correspondiente a 77,
y el correspondiente a T}, a su invecindad. Por lo tanto, los vértices de cada parte
de la triseccion estan determinados por el vértice correspondiente a T7.

s

Como los vértices de H; son indistinguibles, podemos suponer que el vértice
correspondiente a T es vs. Asi, la particién serfa ({v1, v}, {vs, v4}, {vs}); sin
embargo, vivy € A(Hy), por lo que no es una triseccién.

u H2

Si el vértice correspondiente a T} es vy, entonces la particién seria
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({ve, v3,v5}, {va}, {v1}); sin embargo, vsvy & A(H,). Si es vy, entonces la par-
ticién serfa ({vs, vs}, {v1, vs, },{v2}); sin embargo, vsv; & A(Hs). Si es v3, en-
tonces la particion seria ({vg, vs}, {v1, v, }, {vs}); sin embargo, vsvy & A(H,).
Si es vy, entonces la particién seria ({vq,vs}, {ve, vs, },{v4}); sin embargo,
vsvs & A(Hs). Si es vg, entonces la particién seria ({ve}, {v1,vs, v4}, {vs});
sin embargo, vov; € A(Hz). En todos los casos, la posible particién no es una
triseccion, pues el conjunto correspondiente a P no domina totalmente al co-
rrespondiente a Tj.

. H;

Si el vértice correspondiente a T} es vy, entonces la particion seria
({ve, vs, v4}, {vs}, {v1}); sin embargo, vsvs & A(Hs). Si es vq, entonces la
particion seria ({vg, v}, {v1,vs, }, {va2}); sin embargo, vyvy & A(Hj). Sies

vs, entonces la particion seria ({vs}, {vi, va, v5}, {vs}); sin embargo, vivy &
A(Hsj). Si es vy, entonces la particién serfa ({vs}, {v1v2,vs, }, {vs}); sin embar-
go, vsvy & A(Hj). Si es vs, entonces la particién serfa ({vy, v}, {vavg}, {vs});
sin embargo, vsve & A(Hjz). En todos los casos, la posible particién no es una
triseccion.

u H4

En Hy, sélo hay dos tipos distintos de vértices. Los indistinguibles de v; y
los indistinguibles de vq. Si el vértice correspondiente a T es vy, entonces la
particion es ({va, vs, v4}, {vs, vs}, {v1}); sin embargo, vovg & A(Hy). Si es ve,
entonces la particion seria ({vs,v4}, {v1,vs, v6, }, {v2}); sin embargo, viv; &
A(Hy). En ambos casos, la posible particién no es una triseccién.

Teorema 3.4.2 ([G]) = Todo torneo fuerte G con al menos 2 vértices que no con-
tiene a Hy, Hy nit Hy admite una triseccion.

Prueba por induccion fuerte sobre el orden de T

Sea T un torneo fuerte de orden n > 2. T' no puede tener orden 2, pues es fuerte. Si
T tiene orden 3, entonces es C5 = A(1,1, 1), por lo que admite una triseccién.
Supongamos que el resultado es cierto si G tiene orden k € Z*, con 2 < k < n, para
alguna n > 4. Supongamos que G tiene orden n. Argumentando por contradiccién,
supongamos que G no admite una triseccion.

Decimos que X C V(G) es un conjunto homogéneo si 1 < | X| < |V(G)| y para todo
veV(G)\ X, v= X o X = v. Probemos la siguiente afirmacién.

(1) Podemos suponer que G no tiene conjuntos homogéneos.

Supongamos que G si tiene un conjunto homogéneo X y sea z € X. Sean W :=
{(V(G)\ X)U{x}} y H := G(W). Evidentemente, H C G; ademds, como |X| > 1,
entonces el orden k de H es tal que 2 < k < n. Ademas, como G es fuerte y X es
homogéneo, H es también fuerte. Se cumple entonces, por hipétesis de induccion,
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que H admite una triseccion, digamos (A, B, C'). Supongamos, sin pérdida de gene-
ralidad, que x € C. Notemos que B = vy z = A. Como z € X y X es homogéneo,
se sigue que B = X y X = A. Por lo tanto, (A, B,C U X) es una triseccién de G.
Queda asi probado (1).

Procedamos con la prueba. Por (1), podemos suponer que G no tiene conjuntos
homogéneos. Hay un tnico torneo fuerte de orden 4, que es A(1,1,2), que si tiene
conjuntos homogéneos. Se sigue que G no tiene orden 4, por lo que n > 5.

Como G es fuerte, se tiene, por el teorema 2.2.2, que G tiene un ciclo de orden

n — 1. Asi, podemos tomar H la subgrafica inducida por los vértices de dicho ci-
clo, H C @ es un torneo fuerte de orden n — 1. Por hipétesis de induccién, H
admite una triseccién, digamos (P, @, R). Puesto que H tiene orden n — 1, enton-
ces V(G) \ V(H) = {v}. Como V(H) no es un conjunto homogéneo, entonces
Nt()NV(H) # 0y N~ (v) N V(H) # 0. Como {P,Q, R} es una particién de
V(H)y Nt (v) UN~(v) = V(H), debe suceder que N~ (v) N P,NT(v) N Q # 0 (po-
siblemente permutando, de manera ciclica, las letras P,Q, R). Sean p € N~ (v) N P
vy ¢ € N*(v) N Q. Consideremos los dos siguientes casos.

» Caso 1. Existen r € N~ (v) N Ry r" € N*¥(v) N R. En este caso, tomando
r=wv;, p=uy V=03 q=uvy r = vs, se tiene lo siguiente: si r'r € A(D),
entonces D := G{{v,p,q,r,7'}) es Hy y si rr’ € A(D), entonces D es Hy. En
ambos casos, esto genera una contradiccion.

» Caso 2. N"(v)NR=00 N*(v)N R =0 (y no ambas cosas pues R # ().

Supongamos que N*(v)NR =0y que N~ (v)NR # ; el otro caso es simétrico.
Sear € N~ (v) N R. Como P U {v} no es homogéneo, entonces existe ¢’ €
QUR = V(G)\ (PU{v}) tal que ¢’ es dominado por un vértice de P U
{v} y domina a otro vértice del mismo conjunto. No puede suceder que ¢’ €
R,pues R = Py N*t(v) N R = (), por lo que ¢’ no serfa dominado por un
vértice de P U {z}. Asi, ¢ € Q y como P = @ y ¢’ domina a un vértice de
P U {v}, ¢’ domina a v. Se sigue que ¢ € N~ (v) N Q. Asi, si q¢ € A(G),
entonces, tomando p = vy, ¢ = va, ¢ = v3, T = vy, V = vs, se tiene que
Dy = G{{p,q,q,r,v}) es Hy; si ¢'q € A(G), entonces, tomando p = vy, ¢ =
Vg, U = V3, ¢ = vy, r = vy, se tiene que Dy := G{{p,q,¢,r,v}) es Hs. En
ambos casos, llegamos a una contradiccion. Podemos entonces concluir que G
si admite una triseccion.

Teorema 3.4.3 ([3]) = Un torneo es un héroe si y sdlo si no contiene a
Hy,...,Hy, ni a Hs.

Prueba

Sea G un torneo. Si GG es un héroe, entonces todos sus subtorneos son héroes. La
proposicién 3.4.1 afirma que Hy, ..., Hs son villanos. Asi, se sigue que G no contie-
ne a ninguno de ellos.
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Para el regreso, supongamos que G no contiene a Hy, ..., Hy, ni a Hs. Probemos,
por induccién sobre el orden n, que G es un héroe. Si GG tiene orden 1 < n < 3, G
es un héroe, pues todos los torneos de orden menor o igual a 3 son héroes.
Supongamos que se cumple si GG tiene orden k, con 1 < k < n, para alguna n > 4.
Supongamos que G tiene orden n. Podemos ademas suponer que G es fuerte, pues
de lo contrario, la hipétesis de induccion nos dice que sus componentes fuertes son
héroes, y el teorema 3.3.5 afirma entonces que G es un héroe.

Como G es fuerte y no contiene a Hy, H, ni Hs, se tiene, por el teorema 3.4.2, que
G admite una triseccién, digamos (A, B, C). Si |A|,|B|, |C| > 1, entonces G con-
tiene a Hy = A(2,2,2), lo cual serfa una contradiccién. Supongamos entonces, sin
pérdida de generalidad, que |C| = 1. Si G(A) y G(B) contienen a Cj, entonces G
contiene a Hs = A(C5,Cs,1). Podemos suponer entonces que G(B) es Cs-libre; es
decir, que es transitivo, por lo que G(B) = T}, para alguna k € Z*. El caso en que
A es transitivo se hace de manera simétrica.

Tenemos entonces que G = A(G(A), k,1); ademds, G(A) es un héroe, por hipdtesis
de induccion. Asi, G es fuerte y admite una triseccion como en el teorema 3.3.5. Se
sigue que G es un héroe.

Corolario 3.4.4 * Un torneo es un villano si y solo si contiene a Hy,...,Hy 0 a
Hs.

Concluimos este capitulo con la tltima caracterizacién de los héroes. Probamos ya,
en la segunda seccién de este capitulo, que todo héroe es una celebridad. Para pro-
bar el reciproco, requerimos de la siguiente proposicion, cuya prueba puede consul-
tarse en el articulo [3]. El enunciado de esta proposicién es sencillo; no obstante, su
prueba, al igual que la del teorema 2.4.1 de Erdés, mencionado en el capitulo pasa-
do, hace uso de argumentos probabilisticos y combinatorios complejos, por lo que
no la detallaremos aqui.

Proposicién 3.4.5 ([3]) * El torneo A(2,2,2) no es una celebridad.

Teorema 3.4.6 ([3]) * Un torneo es una celebridad si y sdlo si es un héroe.

Prueba por induccion fuerte sobre el orden del torneo
Sea H una celebridad. Si el orden de H es a lo mas 4, sabemos que es un héroe,
pues todo torneo de orden menor a 5 lo es.

Supongamos que toda celebridad de orden n < k, es un héroe, para alguna k > 4.
Probemos que si H tiene orden k, entonces también es un héroe. Todo subtorneo
de una celebridad es a su vez una celebridad. Asi, si H no es fuerte, se tiene, por
hipoétesis de induccién, que sus componentes fuertes son héroes. El teorema 3.3.5
afirma entonces que H es un héroe. Supongamos entonces que H es fuerte.

Definimos, para toda ¢ € N de manera recursiva, la siguiente sucesién de torneos:
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Dy = Ty yparatodai > 1, D; = A(D;_1,D;_1,D;_1). Probemos la siguiente
afirmacion.

(1) Para toda i € Z*, a(D;) < 2, con a(D;) la cardinalidad del subconjunto transi-
tivo mas grande de G.

Lo probamos por induccién. D; = Cj, por lo que a(D;) = 2 = 2'. Suponga-
mos que se cumple para alguna ¢ € N. Veamos que se cumple para i + 1. Como

D; = A(D;—1,D;_1,D;_1), podemos tomar (X,Y, Z) una triseccién de D;, con
Dy(X), Di(Y), Di(Z) = D,;_1. Dado W C V(D) transitivo, no puede suceder
que WNX=0WnNY =0y WnZ =0, pues por ser (X,Y,Z) una trisecciéon, W
tendria un ciclo. Asi, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que W C XUY.
Como W N X y WNY son subconjuntos transitivos de D;_1, se tiene, por hipdtesis
de induccién, que [W N X, [WNY| <271 por lo que |[IV] < 2°. Queda asi probada
la afirmacién.

Ahora bien, notemos que dada i € N, D; tiene orden 3'. Es claro que la sucesién

(%5)2; = ((3)")z2, converge a 0. Por lo tanto , dado que H es una celebridad, (1)
implica que existe ;7 € N tal que D; contiene a H; supongamos que es el mini-

mo natural que lo cumple. Como H tiene orden k > 4, entonces j > 2, por lo
que D; = A(Dj_1,Dj_1,Dj_1). Tomemos (X,Y, Z) una triseccién de D;, con
Dy(X) = Dy, Di(Y) = D;_1y Di(Z) = D;_;. Puesto que D, contiene a H,
podemos tomar a W C V(H) tal que D;(W) = H. Por la minimalidad de j, D;_4
no contiene a H, por lo que W no esta contenido en X, Y o Z; asi, dado que H

es fuerte, debe suceder que W N X, WNY, WnNZ # (0. Notemos entonces que
(HNX,HNY,HNZ) es una triseccién de H. Veamos que dicha triseccién es de la

forma A(P,k,1) o A(P,1,k), con P un héroe y k € Z™.

Por un lado, la proposicién 3.4.5 nos dice que A(2,2,2) no es una celebridad; como
todo subtorneo de una celebridad es una celebridad, se sigue que W no contiene a
A(2,2,2); por lo tanto W N X, WNY oW N Z consta de inicamente un vértice;
supongamos, sin pérdida de generalidad, que |W N Z| = 1.

Por el otro, la proposicién 3.2.5 nos dice, en particular, que A(C3,C3,1) no es una
celebridad, por lo que W no lo contiene. Asi W N X o W NY debe ser transitivos.
Por lo tanto, H = A(P,k,1) o H = A(P,1,k), para algin torneo P C D;_;y
alguna k € Z*. Sabemos, por hipétesis de induccién, que D;_; es un héroe, y como
P C D,_1, P es también un héroe. Se tiene entonces, por el teorema 3.3.5, que H es
un héroe.



4 Torneos infinitos

El concepto de grafica infinita fue introducido por Koénig en 1936. Entendemos
por una digrafica infinita, una digrafica de orden k, para algin cardinal infinito .
Se hace referencia a este tipo de digréficas por primera vez en [5] y se describen
explicitamente en [1]. Una digréfica finita es una digréafica de orden finito. En esta
seccién, entendemos por una digrafica a secas, una digrafica finita o infinita.

4.1. Extensiones a digraficas infinitas

Hagamos primero algunas adapataciones de las definiciones que dimos para digrafi-
cas finitas.

Tenemos ahora dos tipos de caminos: los finitos y los numerables. Los finitos seran
los uv-caminos, definidos de la misma manera que para digraficas finitas.
Definimos un camino numerable en una digrafica D de la siguiente manera: es una
sucesiéon (numerable) de vértices C: N — V(D) que cumple una de las dos siguien-
tes propiedades:

» C(i)C(i+1) € A(D) para toda i € N; en este caso, decimos que C es un camino
exterior; ademads, si C(0) = u, decimos que C es un (u, .. .)-camino.

» C(i+1)C(i) € A(D) para toda i € N; en este caso, decimos que C es un camino
interior; ademads, si C(0) = u, decimos que C es un (..., u)-camino.

Podemos ahora tener una r-coloracién de un torneo, con s cualquier cardinal. Los
nimeros cromaticos usual y transitivo se definen de la misma manera, pues todo
conjunto no vacio de cardinales tiene minimo.

En este capitulo, un héroe H es un torneo finito tal que existe ¢ € N tal que todo
torneo finito H-libre tiene ntiimero cromatico transitivo a lo mas c¢. Denotamos por
n(H) al numero de héroe de H; es decir, al minimo ¢ € N que hace a H un héroe.

Agregamos la siguiente definicién: un torneo H es un superhéroe si existe ¢ € N
que cumple que todo torneo H-libre tiene niimero cromatico transitivo a lo méas

c. Puesto que hay familias de torneos finitos con niimero cromatico transitivo no
acotado, es inmediato que ningin torneo infinito es un superhéroe. Denotamos por
s(H) al nimero de superhéroe de H; es decir, al minimo ¢ € N que hace a H un

93
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superhéroe. Por ejemplo, ('3 es un superhéroe, pues todo torneo, finito o infinito,
que no lo contiene, es transitivo. Se sigue que n(H) = s(H) = 1. Es claro que todo
superhéroe es un héroe y que dado un superhéroe, n(H) < s(H). El concepto de
celebridad no puede generalizarse.

El lector habra notado que los teoremas, corolarios, lemas y proposiciones de es-

ta tesis vienen siempre acompanados de una estrella de color, ya sea verde, roja o
naranja. Las verdes indican que el enunciado y su prueba se extienden, con pocos

o nulos cambios, a digraficas infinitas. Las naranjas indican que es quizas posible
extender el resultado a digraficas infinitas, aunque dicho resultado requeriria una
prueba distinta. Las rojas indican que no se puede extender el resultado a digréaficas
infinitas.

En esta primera seccion, comentaremos los resultados con estrella roja de toda la
tesis, al igual que el tinico resultado con estrella naranja del capitulo 1.

Los teoremas 1.3.1, 1.3.5, 1.3.6, el corolario 1.3.9, el teorema 2.2.1 y el corolario

2.2.3 son los unicos resultados que tienen estrella roja en toda esta tesis. Probe-

mos por qué no son validos, definiendo a nuestro primer torneo infinito, que sera
también de utilidad adelante.

Sea Ty el torneo definido como sigue: V(1p) = Qy A(Ty) = {qr: ¢,7 € Qy
q <g 1}, con <g el orden usual de Q.

Notemos que T es un torneo transitivo, por lo que es aciclico; sin embargo, no
tiene pozos ni fuentes. Ademads, sus componentes fuertes constan cada una de un
vértice; asi, al no tener pozos ni fuentes, no tiene componentes iniciales ni finales.
Por lo tanto, los teoremas 1.3.1 y 1.3.9 no se cumplen en digraficas de orden infini-
to, ni siquiera si el orden es numerable.

Ademds, como Ty es transitivo, es en particular unilateral. Afirmamos que no tiene
caminos hamiltonianos. Argumentando por contradiccion, supongamos que existe
C un camino hamiltoniano en 7. Puesto que el orden de Ty es numerable, C debe
ser un camino numerable, por lo que es un (u,...)- o un (..., u)-camino. En ambos
casos, se produce una contradiccion, pues Q no tiene extremos.

Asi, los teoremas 1.3.5, 2.2.1 y el teorema 1.3.6 tampoco se cumplen en digraficas
de orden infinito, ni siquiera si el orden es numerable.

Ademsds, puesto que no existen ciclos de longitud infinita, el teorema 1.3.6 y el co-
rolario 2.2.3 no se cumplen en digraficas de orden infinito, ni siquiera si el orden es
numerable.

El tnico resultado del capitulo 1 que tiene estrella naranja es el teorema 1.4.1, que
afirma que toda digrafica débilmente conexa tiene un arbol generador. Lo probamos
a continuacion para digraficas infinitas.

Dados G una digréfica fuerte y u,v € V(G), definimos la distancia de u a v como
d(u,v) := min{l(C): C es un uv-camino}. Puesto que todos los uv-caminos son
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finitos, la distancia si esta bien definida, pues la definicién de digrafica fuerte sigue
siendo la misma. Ademads, no podemos asegurar que d(u,v) = d(v,u) para toda
u,v € V(G), a no ser que G sea simétrica. Este concepto nos permitird probar el
teorema.

Teorema 4.1.1 Toda digrdfica débilmente conexa tiene un drbol generador.

Prueba

Sea GG una digrafica débilmente conexa. Se tiene que G* := G U G~ ! es fuerte.

Sea v € V(G*). Definimos, para cada n € Z*, N,(v) := {w € V(G*): d(v,w) = n}.
Notemos que N;(v) = Ng(v) = Ng+(v). Ademés, {N, (v): n € Z'} es una particién
de V(G). Probemos la siguiente afirmacion.

(1) Para cada n € NT, existe un arbol generador B,, de G{({v}UN;(v)U...UN,(v))
y se cumple que para toda i,j € Z*, i < j, que B; C B;.

Probémosla por induccién. Como N;(v) = Ng(v), definimos B; de la siguiente ma-
nera: V(B;) = N(w) U{v}y A(By) = {uv: wv € AG)} U {vu: vu € A(G)}.
Evidentemente, By es débilmente conexa y aciclica, por lo que es un arbol. Ademas,
sus vértices son exactamente {v} U Ni(v), por lo que es generador.

Supongamos que se cumple para alguna n € N. Notemos que N,11(v) € N(N,(v)).
Asi, basta tomar B, tal que V(By41) = V(B,) U Npy1(v) y A(Bpy1) = A(BR) U
{zy € A(G): x € Npy1(v), y € Np(v)}U{yr € A(G): € Nyya(v), y € Nu(v)}.
Puesto que B,, es débilmente conexa y aciclica, es claro que B,,.1 lo es también.
Ademds, los vértices de B, 41 son exactamente {v} U Ny(v)U...N(v),y1, por lo que
es generador. Queda asi probada la afirmacién.

Ahora bien, basta considerar B := UZO:1 B,,. Puesto que para toda i,j € Z*, i < j,
se cumple que B; C Bj, entonces B es un arbol, pues cada B; lo es. Ademds, como
{N,(v): n € Z"} es una particién de V(G), entonces B es generador.

[ |

4.2. Torneos transitivos y COTO

Dedicamos esta seccién a los dos tlimos resultados de la secciéon 3.2, los cuales pre-
sentan estrella naranja. Son los teoremas 2.2.6 y 2.2.7, que giran en torneo a los
torneos transitivos.

Para esto, requerimos de resultados de la teoria de conjuntos; dichos resultados y
sus pruebas pueden consultarse en 7. Repasemos primero las definiciones de cier-
tos tipos de relacion, particularmente las de orden. Sean X un conjunto y R una

relacion binaria en X.

Decimos que R es:

» srrefleziva si cumple que para todo x € X, (z,x) € R.
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» asimétrica si cumple que para todo z,y € X, (z,y) € R implica que (y,z) &
R.

» total si cumple que para todo x,y € X, x # y, se tiene que (z,y) € Ro
(y,z) € R.

» {ransitiva si cumple que para todo x,y,z € X, (z,y) € Ry (y,2) € R impli-
can que (z,z) € R.

Notemos que R es irreflexiva si y sélo si (X, R) es una digrafica. Ademads, si R es
irreflexiva, entonces

» R es asimétrica si y sélo si (X, R) es una digrafica asimétrica.
= R es total siy sélo (X, R) es una digrafica semicompleta.

» R es transitiva si y sélo si (X, R) es una digrafica transitiva.

R es un orden parcial irreflerivo si R es irreflexiva, asimétrica y transitiva. En este
caso, (X, R) es llamado un conjunto parcialmente ordenado irreflexivo; abreviare-
mos diciendo que X es un COPOL.

R es un orden total si R es un orden parcial que es irreflexivo y total. En este caso,
(X, R) es llamado un conjunto totalmente ordenado; abreviaremos diciendo que X
es un COTO.

R es un buen orden si es un orden parcial tal que todo subconjunto S C X no vacio
tiene minimo. En este caso, (X, R) es llamado un conjunto bien ordenado; abrevia-
remos diciendo que es un COBO Decimos que un torneo 1" es bueno si es un COBO

Se cumple lo siguiente:
= X es un COPOI si y sélo si es una digrafica transitiva y asimétrica.
= X es un COTO siy sélo si es un torneo transitivo.

= X es un COBO si y sélo si es un torneo bueno.

Dados (X, <x) v (Y, <y) COPOI, decimos que X es isomorfo a Y en el sentido de
orden si existe f: X — Y biyectiva tal que para todo x1,z9 € X, se cumple que
1 <x x9 siysolosi f(z1) <y f(x2), f es llamado un isomorfismo de orden. Si X
es isomorfo a Y, escribimos X ~ Y'; en caso de que queramos especificar que f es
un isomorfismo de orden entre X y Y, escribimos X ~; Y. Ademds, un encaje de
X en Y es un isomorfismo entre (X, <x)y (5, <g) para algin S C Y, con <g la
relacion <y restringida a S.

Notemos que X ~ Y como COPOI si y sélo si (X, <x) = (Y, <y) como digraficas.

Por 1ultimo, requerimos introducir la nocién de niimero ordinal y la niimero car-
dinal. Decimos que una colecciéon de conjuntos es una clase propia si dicha colec-
cién no es un conjunto. Un ordinal o es un conjunto transitivo, es decir, tal que si
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x € a, entonces x C «, y tal que (z, €), con € la relacién usual de pertenencia, es
un COBO. Denotamos por OR a la clase propia de los ordinales. La pareja (OR, €)
puede pensarse como un COBO, aunque estrictamente no lo es, pues OR no es un
conjunto. Un cardinal x es un ordinal tal que para todo ordinal o que cumple que
«a € K, Kk no es equipotente a «, es decir, no existe una funcién biyectiva entre a y
k. Dado k € CAR, denotamos por " al cardinal sucesor de &, es decir, el cardinal
més chico tal que k € k7. CAR es una subclase propia de OR. Un funcional es una
clase propia definida por una férmula de la forma ¢(z,y), la cual se comporta co-
mo funcién; es decir, dados x,y, z conjuntos tales que se cumple p(z,y) vy ¢(z, 2),
entonces y = z.

Usaremos la misma notacion para las clases propias OR y CAR que para conjuntos;
escribiremos, por ejemplo: a € OR, f: OR — OR, con f es un funcional, etc.

Con la herramienta conjuntista que hemos introducido, al igual que la relaciéon en-
tre torneos transitivos y COTO, estamos listos para comentar los dos resultados
que giran en torno a los torneos transitivos.

El teorema 2.2.6 afirma la existencia y unicidad de torneos transitivos de cualquier
orden n € N. Generalizamos este resultado. Para cada a € OR, denotamos por T,
al torneo bueno (a, €), que tiene orden |a|.

El siguiente teorema nos da la existencia y unicidad de los COBO.

Teorema 4.2.1 (|7]) Dados a, B € OR, se cumple que (o, €) ~ (B,€) & a = f.
Ademds, dado X un COBO ezxiste un unico o € OR tal que X ~ «.

Corolario 4.2.2 Los unicos torneos buenos, salvo isomorfismos, son los T,, con
a € OR.

Ademas, el siguiente teorema nos da la cantidad exacta de ordinales de cada cardi-
nalidad.

Teorema 4.2.3 (|7]) Para cada k € CAR infinito, hay exactamente k™ ordinales
de cardinalidad K.

Corolario 4.2.4 Para cada k € CAR infinito, hay exactamente kt torneos buenos
de orden k no isomorfos.

Proposicién 4.2.5 Para cada k € CAR infinito, hay a lo mds 2% torneos no iso-
morfos de orden k.

Prueba

Sea X un conjunto de cardinalidad k. Veamos primero que existen a lo més 2" tor-
neos que tienen por conjunto de vértices a X. Sea P»(X) = {S C X: |S| = 2}.
Notemos que |P»(X)| < |X x X| = k X kK = k. Para construir un torneo que tenga
por conjunto de vértices a X, tenemos, para cada pareja {u,v} € Py(X), la opcién
de incluir la flecha uv o bien la flecha vu. Por lo tanto, hay 2172 < 2% torneos asi.
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Ahora bien, sea T un torneo de orden k. Puesto que X y V(T') tienen la misma
cardinalidad, entonces existe f: V(T') — X biyectiva. Notemos que el torneo
(X, {f(u)f(v): wv € A(T)}) tiene por conjunto de vértices a X y es isomorfo a
T'. Se sigue que hay a lo mas 2" torneos no isomorfos de orden k.

|
Si asumimos la hipotesis generalizada del continuo, la cual nos dice que para todo
k € CAR infinito, 2" = k™, entonces el corolario 4.2.4 afirma que hay al menos 2~
torneos buenos no isomorfos de orden k y la proposicién 4.2.5 afirma que hay a lo
mas 2" torneos no isomorfos de orden x. Ademas, la familia de torneos buenos es
una subfamilia de la de los torneos transitivos. Asumiendo dicha hipétesis, pode-
mos afirmar que hay la misma cantidad de torneos no isomorfos de orden x que de
torneos transitivos de orden x y de torneos buenos de orden s y dicha cantidad es
2%,
Ahora bien, recordemos que, dada n € N, n > 3, hay muchos torneos fuertes de
orden n, mientras que solo hay un torneo transitivo del mismo orden. Esto sugie-
re que para cada k € CAR infinito, debe haber al menos tanto torneos fuertes de
orden k como torneos transitivos de orden k. Probamos un resultado un poco mas
débil a continuacion.

Teorema 4.2.6 ([N]) Para todo k € CAR infinito, hay al menos k™ torneos fuer-
tes de orden k mo isomorfos.

Prueba

Sean o € OR tal que |a| = k y el torneo bueno 7,,. Sea B := V(T,) \ {0,1}.
consideremos T} dado como sigue: V(1) := V(T,) y A(T}) := A(T,) \ {Ov: v €
B} U {v0: v € B}. Basta ver que T es fuerte.

Sean u,v € V(T%), u # v. Puesto que T es un torneo, uv € A(T}) o vu € A(TY).
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que uv € A(T)). Basta entonces encontrar
un vu-camino en 7.

Caso 1. u,v € B. En este caso, (v,0,1,u) es un vu-camino.

Caso 2. u € B, v ¢ B. En este caso, v = 0, pues uwv € A(T}). Asi, (0,1,u) es un
vu-camino.

Caso 3. u € A, v € B. En este caso, u = 1. Asi, (v,0,1) es un vu-camino.

Se sigue que T es fuerte. Ahora bien, es claro que el funcional £': OR — OR,
F(T,) = T es biyectivo. Afirmamos que dados a, 8 € OR, tales que a # £, se
tiene que T no es isomorfo a Tj. Para probar esto, tomemos «, 3 € OR tales que
Tr =, Tj; probemos que v = . Podemos suponer que «, 8 son infinitos, pues el
teorema 2.2.6 afirma que hay un tnico torneo transitivo 7}, de orden n.

Probemos la siguiente afirmacién: f(0) =0y f(1) = 1.

Como f es un isomorfismo, entonces N*(f(0)) = f[NT(0)] = f[{1}] = {f(1)}.
De igual manera, N~(f(1)) = {f(0)}. Los tinicos dos vértices u,v € V(T}) que
cumplen que N*(u) = {v} y N~ (v) = {u} son 0 y 1, respectivamente. Se sigue que
f0)=0y f(1) =1
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Consideremos G}, := T,y —{0,1} y G := T — {0, 1}. Dada la afirmacién anterior,
se tiene que f* := fly(gx) es tal que G}, = G. Ahora bien, es claro que T, = G;
la funcién ¢: T,, = G, es un isomorfismo, donde

g(r) =

r+2sx<w,
Trsir>w.

Andlogamente, se tiene que Ty = Gj. Se sigue que T, = T}, por lo que a = 3.

Asi, los T son no isomorfos. Como hay una biyeccién entre los T3 y los T, y los
T son fuertes, se sigue que hay al menos tantos torneos fuertes de cada orden como
torneos buenos del mismo orden y por el corolario 4.2.4, queda probado este teore-
ma.

[ |
Nuevamente, si asumimos la hipdtesis generalizada del continuo, tendriamos tam-
bién que hay exactamente 2 torneos fuertes de orden k.

Hasta ahora, nuestro acercamiento a los torneos transitivos ha sido uinicamente a
través de los torneos buenos. Sin embargo, es claro que hay muchos torneos transi-
tivos que no son buenos. El siguiente teorema es esencial en el estudio de tipos de
orden. Su prueba puede consultarse en 5. Nos servird para caracterizar a los tor-
neos transitivos numerables.

Teorema 4.2.7 (Cantor) Todo COTO finito o numerable puede encajarse en
(@’ <Q)'

Corolario 4.2.8 Sea G un torneo finito o numerable. Se cumple que G es transi-
tiwo si y sélo si es un subtorneo de Ty, con Ty el torneo transitivo definido en la
seccion anterior.

Comentemos ahora el teorema 2.2.7; éste afirma que para cada k € Z™, todo tor-
neo de orden al menos 2°~! contiene un 7j. Esto nos dice, en particular, que todo
torneo infinito contiene a T}, para toda k € Z™*. Esta es una manera sencilla de ex-
tender este teorema a digraficas infinitas; podemos plantearnos otras formas mas
interesantes y complicadas de generalizar este teorema. Para plantear estas genera-
lizaciones, probemos primero la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.9 Sea G un torneo infinito. Eziste una sucesion (v,)5%, con v; #
vj sii # j, tal que para toda i € Z7T, v; tiene exgrado infinito en G(NT(vy) N ...N
N+(Ui_1)> Y v € N+(U1> N...N N+(Ui_1).

Prueba por induccion sobre n

Como G es infinito, podemos tomar v; € V(G) un vértice de exgrado infinito; como
vy tiene exgrado infinito, entonces G(N ' (vy)) es infinita, por lo que podemos tomar
vy € N1 (v) tal que vy tiene exgrado infinito en G{N T (v1)).



100 CAPITULO 4. TORNEOS INFINITOS

Supongamos existe una sucesién finita (vq,...,vx) tal que para toda i € {1,...,k},
v; tiene exgrado infinito en G(N*(v1)N...ANT(v;_1)) y v; € NT(v)N...ANT(v;_1).
Como vy, tiene exgrado infinito en G := G(N*(v1) N...N N*(vg_1)), tiene también
exgrado infinito en Gy — {v1,..., v }. Asi, el torneo H tal que V(H) = V(G; —
{v1,...,u.})NNT(vg) es infinito. Se sigue que existe vgy1 € V(H) tal que el exgrado
de vgy1 en H es infinito. Como V(H) € N (v;) N... N N (vg), entonces vy cumple
lo buscado.

|

Corolario 4.2.10 Todo torneo infinito G contiene un subtorneo transitivo numera-
ble.

Prueba
Como G es infinito, existe (v,)7°; una sucesién como en la proposicién 4.2.9. Es
claro que G({v;: i € ZT}) es un subtorneo transitivo numerable.

|

Pregunta abierta ;Sera cierto que todo torneo de orden x, con k un cardinal in-
finito contiene un subtorneo transitivo de orden x7 Responderemos parcialmente a
esta pregunta en la siguiente seccion.

4.3. Torneos infinitos y nimero cromatico

En esta seccion, empezaremos comentando ciertas cosas respecto a los torneos infi-
nitos con nimero cromdatico transitivo finito.

Proposicién 4.3.1 Sea G un torneo de orden k, con k € CAR infinito. Se cumple
lo siguiente:

» Si x¢«(G) = n para alguna n € Z*, entonces G contiene un subtorneo transiti-
vo de orden k. Ademds, G puede contener subtorneos transitivos de orden Kk y
ser tal que x:(G) > Wy, el torneo de la proposicion 4.3.2 lo cumple.

» Si toda componente fuerte de G es de finita, entonces x;(G) < Ng. Esto se
debe a que x;(G) = sup{x:(H): H es una componente fuerte de G}. Ademds,
G puede ser tal que x.(G) < Rg y ser fuerte; en efecto, para cada o € OR, el
torneo T del teorema 4.2.0 es fuerte y es 2-cromatico-transitivo.

Comentemos ahora la adaptacion del corolario 2.3.4, el cual nos dice que para toda
n € Z*, existe un torneo T tal que x;(7") > n. Probamos que si existen torneos con
nimero cromatico transitivo numerable.

Proposicion 4.3.2 Eziste un torneo de orden Ny que es Ng-cromdtico-transitivo.
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Prueba
El corolario 2.3.4 afirma que para cada n € Z7, existe G, un torneo con nimero
cromatico transitivo al menos n. Supongamos que para toda i,j € Z%, i # j, se
cumple que V(G;) N V(G;) = 0. Sean T, := U2, Gi y U = {vv;: v; € G;, vy €
G, i,j € Z*,i < j}. consideremos G, = T + U; este tipo de construccion se
conoce como suma de Zykov. G4 es un torneo de orden Ny tal que para toda i €
ZT, se tiene que G; C G, por lo que x;(Gs) > xi(G;). Como x,(G;) > i, se
sigue que x¢(Gs) > i. Puesto que esto es cierto para toda i € ZT, se sigue que
Xt(Goo) > Ng. Ademds, puesto que G, tiene orden Ry, se sigue que x;(Go) = No.

[ |

Pregunta abierta ;Existen torneos k-crométicos-transitivos con k > Ry?

Fijemos ahora nuestra atencién en intentar generalizar resultados de nuestro tercer
capitulo. Empecemos enunciando la siguiente proposicion, que no requiere prueba.

Proposicién 4.3.3 Sea G un torneo. Se cumple que si x;(G) > Ny, entonces G
contiene a H para todo superhéroe H.

Notemos ahora que nuestras tres caracterizaciones de los héroes no son directamen-
te adaptables a los superhéroes. En efecto, los teoremas 3.3.5 y 3.4.3, requieren del
lema 3.3.3 para probarse y la prueba de dicho lema usa induccién sobre un cierto
maximo, que no necesariamente existe en torneos infinitos. Asi, de ser cierto este le-
ma, requeriria una prueba distinta para torneos infinitos. Ademas, el teorema 3.4.6
no puede adaptarse a superhéroes, pues el concepto mismo de celebridad es un con-
cepto unicamente aplicable a torneos finitos. La tinica caracterizacion de los héroes
que se extiende a superhéroes es el teorema 3.1.8, pues no usa la finitud de los tor-
neos en su prueba; asi, podemos afirmar que un torneo es un superhéroe si y sélo si
sus componentes fuertes son superhéroes.

Pregunta abierta. Dado G un torneo, sera cierto que G es un héroe si y solo si es
un superhéroe? Ademés, dado G un superhéroe, jse cumplird que n(H) = s(H)?

Dado que no podemos adaptar las caracterizaciones de los héroes fuertes a
superhéroes, buscaremos responder esta pregunta mediante otro acercamiento.

Sabemos ya que C3 es un superhéroe y que s(C3) = n(C3) = 1. Ademds, para toda
n € Z*, T, es también un superhéroe, pues la familia de torneos T,,-libres es finita.
Ademds, como todo torneo infinito contiene a T,,, se sigue que s(7},) = n(7},), y por
el teorema 2.2.7, es claro que s(7},) < x¢(2"' — 1). Ahora bien, para encontrar més
superhéroes, generalicemos el concepto de héroe y el de superhéroe.

Decimos que una digrafica H es un d-héroe si existe ¢ € N que cumple que todo
torneo finito H-libre tiene niimero cromatico transitivo menor o igual a c¢; el nime-
ro de d-héroe n(H) se define de la misma manera que antes. La definicién de d-
superhéroe se extiende a cualquier digrafica de la misma manera. Evidentemente,
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los d-héroes son digréaficas de orden finito sin flechas simétricas. Notemos que la
proposicién 3.1.1 se cumple para d-héroes y d-superhéroes: toda subdigrafica de un
d-superhéroe es un d-superhéroe; lo andlogo se cumple para d-héroes.

Pregunta abierta. ;Serd cierto que todo d-héroe de orden n es una subdigrafica
de un héroe de orden n? ;Se cumplira esto mismo para d-superhéroes? Respondere-
mos parcialmente a la primera pregunta méas adelante.

Podemos empezar por preguntarnos si las familias de digraficas mas sencillas son
d-héroes, y mas aun, d-superhéroes. La familia de digraficas mas sencilla que cono-
cemos es la de las trayectorias. Es claro que para toda n € Z™, la trayectoria P,
es un d-superhéroe; en efecto, el teorema 2.2.1 afirma que todo torneo finito contie-
ne una trayectoria hamiltoniana. Asi, un torneo es P,-libre si y sélo si su orden es
menor a n. Esto nos dice también que n(P,) = s(P,) = xi(n — 1).

Sin embargo, esta familia, al igual que la familia de los torneos transitivos 7T,,, no
es tan interesante para el concepto de d-superhéroe, pues para cada una de estas
digraficas, hay una cantidad finita de torneos no isomorfos que no la contienen.

Fijemos nuestra atencién en la segunda familia de digraficas mas sencilla, que es
mucho més interesante. Sabemos ya que C3 es un superhéroe tal que s(C3) = 1,
pues la familia de torneos Cs-libres es la familia de torneos transitivos, que es en
realidad una clase propia. Podemos entonces preguntarnos si para todan € N,

n > 3, C), es un d-héroe, y mas aun, un d-superhéroe. Notemos primero que un
torneo G es C, libre si y sélo si no contiene ninguin torneo fuerte de orden n, pues
los torneos fuertes finitos son hamiltonianos. Asi, se tiene que si existe un torneo
fuerte de orden n que es un héroe, entonces C,, es también un héroe; el reciproco no
es necesariamente cierto. Notemos que, para toda n > 3, si existe dicho torneo, pues
A(1,n — 2,1) es un héroe por el teorema 3.3.5 y es fuerte. Asi, todos los ciclos son
d-héroes.

Probamos, a continuacion, que los ciclos no sélo son d-héroes, sino d-superhéroes.
Ademaés, damos el niumero de d-superhéroe de cada ciclo, en términos del nimero
cromatico transitivo de un natural.

Teorema 4.3.4 ([N]) Para todan € N, n > 3, C,, es un d-superhéroe tal que
n(Cy) = s(Cp) = xi(n —1).

Prueba
Sea GG un torneo C),-libre. Por el corolario 2.2.4, se tiene que G no tiene ciclos de
longitud n o mayor. Por el teorema 2.2.3, esto es equivalente a decir que GG no con-
tiene subtorneos fuertes de orden n o mayor; en particular, las componentes fuer-
tes de (G son todas de orden menor a n. Por lo tanto, el teorema 2.3.1 afirma que
Xt(G) = max{x;(H): H es una componente fuerte de G} < x;(n — 1). Se sigue
que s(C,) < xi(n —1). Ademés, P, C C,, por lo que n(P,) < n(C,). Dado que
xt(n—1) =n(P,) < n(C,) < s(C,) < xt(n—1), entonces n(C,) = s(Cy,) = xe(n—1).
[ |
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Corolario 4.3.5 Sea G un torneo. Si x:(G) > Ny, entonces G contiene a C,, para
todan € N, n > 3.

El regreso de este corolario no es cierto. En efecto, para cada @ € OR, el torneo
T de la seccién anterior es fuerte, por lo que tiene ciclos de todos los érdenes. Sin
embargo, es facil ver que es 2-cromético-transitivo.

Para resumir la informacién que tenemos sobre los d-superhéroes, tenemos el si-
guiente teorema.

Teorema 4.3.6 ([N]) Se cumple lo siguiente:

» Para cadan € Z*, P, y T, son d-superhéroes. Ademdas, n(P,) = s(P,) =
xe(n—1) yn(T,) = s(T,) < x:(2"1 = 1).

» Para cadan € N, n >3, C, es un d-superhéroe y n(C,) = s(Cp) = xi(n — 1).

Para concluir este capitulo, recordemos que tenemos una lista de cinco villanos
minimos. Podemos entonces preguntarnos si existe una lista tal de d-villanos mini-
mos, donde un d-villano es una digrafica que no es un d-héroe. Proponemos tres
d-villanos de orden 5, uno de orden 6 y uno de orden 7, los cuales son buenos can-
didatos a ser d-villanos minimos; estos son subdigraficas de los cinco villanos mini-
mos Hy, ..., Hs, introducidos en la figura 3.4. Sean J; := H; — {vsv1, v03}, Jo :=
HQ — VU4, J3 = H3 - {1211)4}, J4 = H4 — {U1U27U3U4,U4’U5} y J5 = H5. Veremos uni-
camente que si son d-villanos. Para esto, probemos primero la siguiente proposicion,
que responde parcialmente a la ultima pregunta abierta.

Proposicién 4.3.7 ([N]) Toda digrdfica fuerte de orden 5 o 6 que no es una sub-
digrdfica de ningin héroe del mismo orden es un d-villano.

Prueba

Sea H una digréafica fuerte de orden 5 o 6 que no es una subdigrafica de ningin
héroe de mismo orden. Para probar que H es un d-villano, basta probar que exis-
te una familia de torneos H-libres con niimero cromatico transitivo no acotado.

Sea S5; la familia de torneos previamente definida: S; = 77 y dadoi € N, 7 > 2,

S; = A(S;_1,S;_1,1). Probemos, por induccién, que para todo i € Z*, S; es H-libre.

Es claro que S y S5 son H-libres, pues tienen orden 1 y 3, respectivamente.
Supongamos que S;_; es H-libre. Argumentando por contradicciéon, supongamos
que S; contiene a H. Como S; = A(S;_1,5;.1,1), sean X, Y, Z C S, tales que
Si(X) =S = S5(Y), Z={z2}y (X,Y,Z) es una triseccién de S;. Como S; con-
tiene a H y S;_1 es H-libre, entonces H no estd contenido en X ni en Y. Ademas,
como H es fuerte, se tiene que V(H)NX #0, V(H)NY #0y V(H)N Z # 0, pues
no hay caminos cerrados que pasen por sélo 2 de los 3 conjuntos X, Y, Z. Ademas,

V()N Z| = 1.
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Figura 4.1: d-villanos de orden 5y 6

» Si H tiene orden 5, entonces |V(H)NX| =1y |[V(H)NY|=3,0 |V(H)NX| =
2y |V(H)NY|=2,0|V(H)NX| =3y |V(H)NY| = 1. Puesto que (X,Y, 7)
es una triseccion, entonces H esta contenido en una triseccién de la forma

A(2,2,1), A(3,1,1), 0 A(C3,1,1) que son héroes.

» Si H tiene orden 6, entonces |V(H)NX|=1y |[V(H)NY|=4,0 |V(H)NX| =
2y [VH)NY| =3, 0 V(H)NX| =3y |V(H)NY|=2,0|V(H)NX| =4
y |V(H) NY| = 2. Puesto que todo torneo de orden 4 es un héroe, entonces
H estd contenido en una triseccién de la forma A(H, k,1) o A(H, 1, k), con H
un héroe y k € Z", que son héroes por el teorema 3.3.5.

De ambos casos, se sigue que H es una subdigrafica de un héroe de mismo orden, lo
cual es una contradiccion. Se sigue que S; no contiene a H.

Asi, la familia de torneos S; es H-libre. Puesto que probamos ya que dicha familia
tiene nimero cromatico transitivo no acotado, se sigue que H es un d-villano.

Corolario 4.3.8 Las digrdficas Jy, Jo, J3, Jy y J5 de la figura 4.1 son d-villanos.
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Prueba

Sabemos ya que J; = Hjy es un villano, por lo que es un d-villano. Veamos que Ji,
Jo, J3 no son subdigraficas de ningiin héroe de orden 5 y que J; no es subdigrafica
de ningtin héroe de orden 6. Probemos las siguientes afirmaciones:

(1) Dado G un torneo de orden 5, se cumple lo siguiente:

= (G contiene a J; si y sélo si G es alguno de los 3 villanos de orden 5: Hy, Hs o
Hj. En efecto, J; 4+ {vsvy, vous} es Hy, Ji + {vsv1, 0302} v J1 + {v105, vav3} son
ambas Hy y Ji + {v1vs, v302} es Hj.

= (G contiene a J, si y sélo si es Hy 0 Hs; en efecto, Jo + vovy es Hy y Jo + v409
es Hs.

= (G contiene a J3 si y sélo si es Hy 0 Hs; en efecto, J3 + vivy es Hy y J3 4+ vavq
es H,.

(2) Dado G un torneo de orden 6, G contiene a Jy si y s6lo si es Hy; en efecto, to-
dos los supratorneos de J; son isomorfos a Hy.

Por lo tanto, (1) y (2) nos dicen, en particular, que todo héroe fuerte de orden 5 no
contiene a Jy, Jo, ni a J3 y todo héroe fuerte de orden 6 no contiene a J;. Puesto
que Ji, ..., Jy son fuertes, podemos concluir que todo héroe de orden 5 no contiene
a Ji, Jo, ni J3 y todo héroe de orden 6 no contiene a J;. Por la proposicion 4.3.7, se
sigue que Jy, Jo, J3 y Jy son d-villanos.

[ |
Observaciones. Los cinco d-villanos Ji, J5, J3, Jy y J5 no se contienen entre si,
por lo que si es relevante considerarlos a todos como candidatos a ser minimos.

Como todo torneo no fuerte de orden 5 es un héroe, entonces toda digrafica no fuer-
te de orden 5 es un d-héroe, pues es una subdigrafica de algin torneo no fuerte de
mismo orden. Por lo tanto, todo d-villano de orden 5 es fuerte. Para ver que J;, Jo
y J3 son minimos, bastaria entonces ver que dada una subdigréafica de Hy, Hy o Hsj,
es un d-héroe o contiene a Jy, Js o Js.

No es claro que J; sea minimo, pero es un buen candidato a serlo, pues esta pro-
piamente contenido en H,4, que es un villano minimo. En caso de ser minimo, no
es necesariamente el inico de orden 6 que lo es; lo mismo sucede para Ji, Jo y J3.
Ademsds, podria quizds haber d-villanos minimos no fuertes de orden 6.

La prueba de la proposicién 4.3.7 nos dice, en particular, que todas las subdigrafi-
cas fuertes de J; = S3 de orden menor son d-héroes. Esto nos dice que debe haber
al menos un d-villano minimo de orden 7, quizas Js.

Puesto que un torneo de orden 5 contiene a J; si y sélo si es Hy, Hy o H3, entonces
un torneo G de cualquier orden contiene a J; si y sélo si contiene a Hy, Hy o Hs.
Asi, un torneo no contiene a Hy, Hs, ni a Hs si y sélo si es Ji-libre. Ademads, un
torneo es H,-libre si y sélo si es Jy-libre. Por lo tanto, el teorema 3.4.3 puede mejo-
rarse un poco: un torneo H es un héroe si y solo si no contiene a Jy, Jy, ni a Js.
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Concluimos nuestro capitulo final con un ultimo planteamiento.

Conjetura. Las digraficas Ji, Jo v J3 son los tnicos d-villanos minimos de orden 5;
es decir, dado H un d-villano de orden 5, se tiene que J; C H, Job, C Ho J3; C H.
Ademas, J; y J5 son d-villano minimos, no necesariamente 1inicos.

Pregunta abierta. ;Existira una lista finita de d-villanos Dy, ... D, tales que una
digréafica H es un héroe si y sélo si H es D;-libre para toda i € {1,...,n}? En ca-
so de que exista tal lista, jconstard de 5 o méas digraficas? Si es cierta la conjetura
anterior, es claro que Jy, Jo, J3, Jy vy J5 formarian parte de dicha lista.



Conclusiones

En esta tesis, desarrollamos resultados importantes respecto al niimero croméatico
transitivo de un torneo. Definimos el niimero cromético transitivo de un natural y
lo determinamos para n < 14, apoyandonos en resultados del articulo [7]; ademés,
dimos una cota inferior y una superior del nimero cromatico transitivo de 2" para
todo entero n. Vimos también que existe una relaciéon entre los conjuntos indepen-
dientes y los transitivos de un torneo, que se da por medio de la digrafica de las
flechas hacia atras.

Trabajamos principalmente detallando los resultados y demostraciones del articu-
lo [3], que abarca el concepto de héroe. Caracterizamos a los héroes a través de sus
componentes fuertes y a los héroes fuertes mediante la triseccién entre un héroe,

un torneo transitivo y un vértice. La prueba del lema 3.3.3, resultado esencial en la
prueba de este teorema, fue particularmente dificil de entender y redactar, debido a
su complejidad y extensién. Con esta caracterizacion, pudimos demostrar dos maés:
la primera caracteriza a los héroes en funcién de cinco villanos minimos que no con-
tienen, mientras que la segunda determina que el concepto de héroe es equivalente
al de celebridad, aunque el segundo de estos parecia mas débil.

Finalmente, extendimos ciertos resultados a digraficas infinitas. Acotamos primero
la cantidad de torneos transitivos y fuertes de cualquier orden. Luego, definimos los
d-héroes y d-superhéroes; probamos que todo ciclo es un d-superhéroe y determi-
namos su numero de superhéroe en funcién de su orden. Ademas, probamos que si
una digrafica de orden cinco o seis no esta contenida en un héroe de mismo orden,
entonces es un d-villano; esto nos permitié probar que cinco digraficas particulares
son d-villanos y propusimos a éstas como posibles d-villanos minimos. Planteamos,
en la parte final de esta tesis, varias preguntas abiertas respecto a estas extensiones,
las cuales podran quizas responderse en algtin trabajo subsecuente.
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