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Facultad de Ciencias
Matemáticas
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1.1. Definiciones elementales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Introducción

A diferencia de otras ramas de las matemáticas, que surgen como herramientas de
respuesta a problemas de ciencias exactas o sociales, como el cálculo y la estad́ısti-
ca, o bien de la abstracción misma de otras ramas de las matemáticas, como la to-
poloǵıa o la teoŕıa de categoŕıas, la teoŕıa de gráficas debe su origen a un proble-
ma concreto: el famoso problema de los sietes puentes de Königsberg, modelado
y resuelto por Leonhard Euler, mediante lo que hoy conocemos como gráfica. Las
gráficas eran, inicialmente, representaciones visuales de ciertos problemas. Aunque
la formalización de la teoŕıa de gráficas está cimentada en la teoŕıa de conjuntos,
dichas representaciones siguen siendo ampliamente usadas de manera complementa-
ria, pues facilitan de manera significativa la comprensión de la teoŕıa. En correspon-
dencia con su origen, la mayoŕıa de conceptos en gráficas deben su nombre a algún
objeto natural o humano al cual se asemejan, cuando menos de manera intuitiva:
árboles, puentes, vecindades, etc... Todo lo anterior hace de la teoŕıa de gráficas una
rama sumamente divertida e interesante de estudiar y enseñar.

La teoŕıa de digráficas, la cual estudiaremos en esta tesis, es una generalización de
la de gráficas que nace de manera natural. Usualmente, los libros de texto introdu-
cen varios conceptos de gráficas antes de introducir los de digráficas. Aunque puede
resultar práctico hacer esto, me parece que las digráficas pueden ser estudiadas sin
necesidad de hablar de gráficas. Es por esto que decid́ı, para esta tesis, hablar úni-
camente de digráficas; los conceptos que se suelen definir en digráficas por medio de
conceptos propios de gráficas, son introducidos y trabajados aqúı de forma un tanto
distinta, aunque no menos práctica.

Empecemos planteando un problema de la vida cotidiana que pueda ser modelado
por medio de una digráfica y permita introducir algunos de los conceptos centrales
de esta tesis. Consideremos un torneo de ajedrez, en el cual participan 8 jugadores,
j1, j2, . . . , j8. El torneo consiste en que cada dos jugadores distintos se enfrenten en
una sola partida; los jugadores obtienen 3 puntos por partida ganada, 1 punto por
partida empatada, y 0 puntos por partida perdida; el ganador del torneo es el ju-
gador que obtenga más puntos. Al finalizar el torneo, los organizadores notan que,
a diferencia de la mayoŕıa de torneos, no hubo empates en éste; aśı, el sistema de
puntos queda reducido a que el jugador que haya ganado más partidas es el gana-
dor del torneo.
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La siguiente digráfica modela los resultados de los enfrentamientos entre los ocho
jugadores: una flecha de j1 a j2 indica que j1 ganó la partida contra j2 y el número
que aparece arriba de j1 es la cantidad de partidas que ganó, que es llamado el ex-
grado de j1. Este tipo de digráfica se llama, como quizás podrá intuir el lector, un
torneo. Además, coloreamos los vértices de dos colores distintos. Los vértices azules
cumplen lo siguiente: tomando en cuenta únicamente los vértices azules, j1 le ganó
a todos, j2 a todos menos j1, j3 a todos menos j1 y j2, j4 sólo le ganó a j5 y j5 no le
ganó a nadie. De igual manera, tomando en cuenta únicamente los vértices verdes,
j8 le ganó a los otros 2, j7 sólo a j6 y j6 a ninguno. Los conjuntos de vértices como
el de los azules o el de los verdes se llaman transitivos y llamamos a esta forma de
colorear a los vértices de un torneo una coloración transitiva.

Figura 1: Torneo de ajedrez

Los torneos, junto con este tipo de coloraciones, serán el objeto de estudio de esta
tesis.

Hemos hecho énfasis, hasta ahora, en que la teoŕıa de digráficas puede modelar pro-
blemas cotidianos y tiene conceptos sumamente intuitivos. Queremos ahora antici-
par que, aunque lo que hemos dicho es cierto, la teoŕıa de digráficas tiene vida pro-
pia más allá de todo esto: su rigor hace que debamos desprendernos de lo cotidiano,
y aunque cierto tipo de intuición visual, propia de la teoŕıa de digráficas, permane-
ce incluso en las pruebas de los teoremas más abstractos, requerimos a veces de un
microscopio para poder encontrarla. El concepto de héroe, el cual no puede ser in-
troducido de manera intuitiva tan fácilmente como el de torneo o el de coloración
transitiva, al igual que las demostraciones del tercer caṕıtulo de esta tesis, serán un
claro ejemplo de esto último.

La gran mayoŕıa de resultados presentados en esta tesis no son propios y provienen
principalmente de [3] y de [9]. Los que śı lo sean tendrán la letra [N].
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Antes de empezar nuestro primer caṕıtulo, quisiera aclarar algo respecto al forma-
to de la tesis. Aunque sea inusual, decid́ı separar los párrafos del texto mediante
tres tipos de espaciados distintos: yendo a la ĺınea, saltando un espacio mediano y
saltando un espacio grande; la elección del tipo de espaciado depende únicamente
de la relación entre un párrafo y el siguiente: a una mayor diferencia semántica le
corresponde un espaciado más amplio.
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1 Teoŕıa de digráficas

Dedicaremos el primer caṕıtulo de esta tesis a definir conceptos básicos de la teoŕıa
de digráficas, además de demostrar muchos resultados conocidos, de los que hare-
mos uso en los siguientes caṕıtulos.

1.1. Definiciones elementales

Comencemos introduciendo nuestro concepto más primitivo. Por una digráfica D,
entendemos una pareja ordenada de conjuntos D = (V (D), A(D)), ambos finitos y
tal que A(D) es una relación irreflexiva en V (D); es decir, A(D) ⊆ V (D) × V (D),
y para todo v ∈ V (D), se cumple que (v, v) 6∈ A(D). Los elementos de V (D) son
llamados vértices, mientras que los de A(D) son llamados flechas ; usualmente, usa-
remos una notación simplificada para las flechas: uv denotará a la flecha (u, v). Da-
da una flecha uv, decimos lo siguiente: u y v son los extremos de uv; u es la cola de
uv, mientras que v es su cabeza o punta; uv parte (sale) de u e incide en (llega a) v;
u domina a v.

Figura 1.1: Digráfica

Si dos flechas comparten los mismos extremos, pero tienen la cabeza y cola inver-
tidas, éstas son llamadas flechas simétricas, y suelen representarse por una única
flecha de dos cabezas; en la figura 1.1, las flechas xy y yx son flechas simétricas. Si
todas las flechas de una digráfica D son simétricas, decimos que D es simétrica. Si
la digráfica no tiene flechas simétricas, decimos que es asimétrica.

11



12 CAPÍTULO 1. TEORÍA DE DIGRÁFICAS

Otros tipos de flechas particulares no aparecen en las digráficas: si dos flechas dis-
tintas comparten tanto cola como cabeza, éstas son llamadas multiflechas (a no
confundir con las flechas simétricas); si una flecha tiene por cabeza y cola a un mis-
mo vértice, es llamada lazo; la condición de irreflexividad impuesta en el conjunto
de flechas prohibe lazos en digráficas. Las digráficas que admiten multiflechas son
llamadas multidigráficas, mientras que las que admiten tanto multiflechas como la-
zos son llamadas pseudodigráficas (véase la figura 1.2).

(a) Multidigráfica (b) Pseudodigráfica

Figura 1.2: Tipos de digráficas

No daremos aqúı la definición detallada de estos tipos de digráficas, pues trabajare-
mos únicamente con digráficas.

Dada una digráfica D, la cardinalidad de V (D) es llamada el orden de D, y suele
denotarse por la letra n; la cardinalidad de A(D) es llamada el tamaño de D, y sue-
le denotarse por la letra m. Cuando el orden de una digráfica es igual a 0, decimos
que es vaćıa; si su orden es mayor a 0, pero su tamaño es igual a 0, decimos que es
trivial. Las digráficas triviales, al igual que la vaćıa, no suelen ser de interés, pues
carecen del elemento clave que sirve para relacionar a vértices distintos entre śı.

La exvecindad de un vértice v ∈ V (D) es el conjunto N+(v) := {w ∈ V (D) : vw ∈
A(D)}; los elementos de N+(v) son llamados exvecinos de v. N−(v) := {w ∈
V (D) : wv ∈ A(D)} es llamada la invecindad de v; sus elementos son llamados inve-
cinos de v. De manera simétrica, N(v) := N+(v) ∪N−(v) es llamada la vecindad de
v; sus elementos son llamados vecinos de v. Los conceptos anteriores se generalizan
un poco: dado S ⊆ V (D), se define N+(S) := (

⋃
v∈S N

+(v)) \ S; N−(S) y N(S) se
definen de forma análoga.

El exgrado de un vértice v es el número de flechas que salen de v, y lo denotamos
por d+(v); el ingrado de v es el número de flechas que inciden en v, y lo denotamos
por d−(v). El exgrado y el ingrado de v son llamados conjuntamente los semigrados
de v. Notemos que d+(v) = |N+(v)| y que d−(v) = |N−(v)|.
En la figura 1.3, los vértices azules son los exvecinos de v, mientras que los rojos
son sus invecinos; el vértice verde es tanto invecino como exvecino de v. Puesto que
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Figura 1.3: Vecinos de un vértice

la cantidad de exvecinos de v corresponde a su exgrado (la de invecinos a su ingra-
do), se tiene que d+(v) = 4 y d−(v) = 3. Notemos que, en este caso, tanto el in-
grado como el exgrado de v son números mayores a 0; esto no tiene por qué suceder
para cualquier vértice de una digráfica. Cuando el exgrado de un vértice es igual a
0, decimos que el vértice es un pozo; cuando su ingrado es igual a 0, decimos que
es una fuente; si el vértice tiene exgrado e ingrado iguales a 0, el vértice es llamado
vértice aislado.

Presentamos ahora nuestro primer teorema, que es en realidad el primero de la
teoŕıa de digráficas. Este resultado, al igual que todos los de los tres primeros
caṕıtulos de esta tesis, vienen acompañados de una estrella de color; en este caso es
verde, pero encontraremos también estrellas naranjas y rojas. Esta categorización
tiene que ver con posibles extensiones a digráficas infinitas, por lo que se explicará
al empezar el cuarto caṕıtulo.

Teorema 1.1.1 ∗ Sea D una digráfica de tamaño m. Se cumple que

m =
∑

v∈V (D)

d+(v) =
∑

v∈V (D)

d−(v).

Prueba

Recordemos que m = |A(D)|. Para cada v ∈ V (D), consideremos A+
v (D) :=

A(D) ∩ ({v} × V (D)), es decir, el conjunto de flechas en D que salen de v, y sea
A−v (D) := A(D) ∩ (V (D) × {v}), es decir, el conjunto de flechas en D que inci-
den en v. Notemos que A(D) =

⋃
v∈V (D)A

+
v (D) =

⋃
v∈V (D)A

−
v (D). Además, dados

v, w ∈ V (D) tales que v 6= w, A+
v (D) ∩ A+

w(D) = ∅ y A−v (D) ∩ A−w(D) = ∅. Aśı, se
cumple lo siguiente:
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|A(D)| =
∑

v∈V (D)

|A+
v (D)| =

∑
v∈V (D)

|A−v (D)|.

Notemos ahora que dado v ∈ V (D), se tiene, por definición, que d+(v) = |A+
v (D)| y

que d−(v) = |A−v (D)|. Se sigue que m = |A(D)| =
∑

v∈V (D) d
+(v) =

∑
v∈V (D) d

−(v).
�

Denotamos por δ+(D) := mı́n{d+(v) : v ∈ V (D)} y por ∆+(D) := máx{d+(v) : v ∈
V (D)} al mı́nimo y máximo exgrado de D, respectivamente. De igual manera, de-
notamos por δ−(D) y ∆−(D) al mı́nimo y máximo ingrado de D, respectivamente.
El mı́nimo semigrado de D es simplemente δ0(D) := mı́n{δ+(D), δ−(D)}, mientras
que el máximo semigrado de D es ∆0(D) := máx{∆+(D),∆−(D)}. Una digráfi-
ca D que cumple que δ0(D) = ∆0(D) es llamada regular (véase la figura 1.4); si
δ0(D) = ∆0(D) = k, decimos que D es k-regular.

Figura 1.4: Digráfica 2-regular

Proposición 1.1.2 ∗ Si D es una digráfica regular, entonces para todo v ∈ V (D),
se tiene que d+(v) = d−(v) = δ0(D).

Prueba
Sea v ∈ V (D). Se cumple, por definición, las dos siguientes cosas:

δ0(D) ≤ δ+(D) ≤ d+(v) ≤ ∆+(D) ≤ ∆0(D),

δ0(D) ≤ δ−(D) ≤ d−(v) ≤ ∆−(D) ≤ ∆0(D).

Lo anterior es cierto para cualquier digráfica. Además, al ser D regular, se cumple
que δ0(D) = ∆0(D). Aśı, todos los números que aparecen en las desigualdades ante-
riores son iguales entre śı; en particular, se cumple que d+(v) = d−(v) = δ0(v).

�
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1.2. Subdigráficas, operaciones, e isomorfismos

1.2.1. Subdigráficas

Un concepto importante en matemáticas es el de subestructura. Dadas D,G digráfi-
cas, decimos que G es una subdigráfica de D si V (G) ⊆ V (D) y A(G) ⊆ A(D)
(véase la figura 1.5); lo denotamos por G ⊆ D.

Figura 1.5: Subdigráfica G de una digráfica D

Ciertos tipos de subdigráficas son de particular interés: las generadoras y las
inducidas (por vértices o flechas).

Dadas D y G digráficas, decimos que G es una subdigráfica generadora de D si es
una subdigráfica de D tal que V (D) = V (G).

Figura 1.6: Subdigráfica N generadora de D

Dada D una digráfica, S ⊆ V (D) y T ⊆ A(D), denotamos por D〈S〉 y D〈T 〉 a las
subdigráficas inducidas por S y por T , respectivamente; dichas digráficas son defini-
das a continuación: D〈S〉 := (S, (S × S) ∩ A(D)); es decir, D〈S〉 es la subdigráfica
de D que tiene por conjunto de vértices a S y por conjunto de flechas a todas las
flechas de D con ambos extremos en S; D〈T 〉 es la subdigráfica de D que tiene por
conjunto de flechas a T y por conjunto de vértices a todos los vértices de D que son
extremos de alguna flecha en T (véase la figura 1.8).
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Figura 1.7: Subdigráficas R y A de D, inducidas por vértices rojos y flechas azules

1.2.2. Operaciones

Las subdigráficas inducidas nos permiten definir una operación básica en digráfi-
cas: la resta, ya sea de un conjunto de vértices, o bien uno de flechas. Dadas D una
digráfica, S ⊆ V (D) y T ⊆ A(D), D − S y D − T denotan a las subdigráficas indu-
cidas D〈V (D) \ S〉 y D〈A(D) \ T 〉, respectivamente. Cuando S consta de un único
vértice v, lo denotamos simplemente por D− v; de igual manera, si T consta de una
única flecha uv, lo denotamos por D − uv.

Aprovechemos para definir otras operaciones elementales en digráficas.

Sea D una digráfica La suma de un conjunto T ⊆ (D × D) \ A(D), es la digráfica
denotada por D+T , con V (D+T ) = V (D) y A(D+T ) = A(D)∪T (véase la figura
1.8). Cuando T consta de una única flecha uv, lo denotamos por D + uv.

Figura 1.8: Suma y resta en una digráfica

Dadas dos digráficas D y G, D ∪ G denota a la digráfica dada por V (D ∪ G) =
V (D) ∪ V (G) y A(D ∪G) = A(D) ∪ A(G) (véase la figura 1.9).
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Figura 1.9: Unión de dos digráficas

Dada una digráfica D, llamamos complemento de D a la digráfica denotada por D,
dada como sigue: V (D) = V (D) y A(D) = {uv : u 6= v y uv 6∈ A(D)}; es decir,
la digráfica que tiene los mismos vértices que D y por conjunto de flechas a todas
parejas de distintos vértices que no eran flechas en D (véase la figura 1.10).

Figura 1.10: Complemento de una digráfica

La inversión de una flecha uv ∈ A(D) es la digráfica E tal que V (E) = V (D) y
A(E) = (A(D) \ {uv}) ∪ {vu}; es decir, la digráfica que resulta de reemplazar la
flecha uv por la flecha vu. Dada una digráfica D, denotamos por D−1 a la digráfica
inversa de D, dada como sigue: V (D−1) = V (D) y A(D−1) = {vu : uv ∈ A(D)}; es
decir, D−1 es la digráfica que resulta de invertir todas las flechas de D.

Notemos, de paso, que las flechas simétricas no se modifican en la digráfica inver-
sa, pues son inversas una de la otra; esto puede observarse en la figura 1.11 con las
flechas wx y xw.
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Figura 1.11: Digráfica inversa

Sea G una subdigráfica de una digráfica D. La contracción de G en D es la digráfi-
ca denotada por D/G, dada como sigue: V (D/G) = (V (D) \ V (G)) ∪ {g}, con
g 6∈ V (D), y A(D/G) = A(D) ∩ (V (D/G) × V (D/G)) ∪ {xg : existe y ∈ V (G) tal
que xy ∈ A(D)} ∪ {gx : existe y ∈ V (G) tal que yx ∈ A(D)}; es decir, D/G es la
digráfica que resulta de reemplazar, en D, a los vértices de G, por un único vértice
g; las flechas que exist́ıan entre V (G) y V (D) \ V (G) son transformadas en flechas
entre g y V (D) \ V (G).
Tanto los vértices como las flechas que se encuentran sumergidos en G se vuelven
irrelevantes en D/G. Lo único que nos interesa al hacer la contracción es ver, de
una manera resumida, las flechas que hay entre V (G) y V (D) \ V (G).

Figura 1.12: Contracción de G en D

La contracción nos da mucha información cuando se trabaja con multidigráficas;
en ese caso, se define de tal forma que la cantidad de flechas que hay entre V (G)
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y V (D) \ V (G), se preserve al hacer la operación. Esta información se pierde al
trabajar con digráficas, pues multiples flechas con cola en V (G) y punta un vértice
v ∈ V (D) \ V (G) se traducen, en la contracción, en una única flecha con cola en g
y punta en v; de igual manera, sucede esto con flechas cuya punta está en V (G) y
cuya cola es un vértice v ∈ V (D) \ V (G).

En la figura 1.12, las flechas g1u, g2v, cg1, dg2 en D se transforman, en D/G, en las
flechas gu, gv, cg, dg. La flecha g3w se transforma en la flecha gw, mientras que las
flechas wg1 y wg2 se transforman ambas en la flecha wg; las tres flechas se transfor-
man en las flechas simétricas gw,wg.

1.2.3. Isomorfismos

Incluso más importante que el de subestructura, es un concepto que recoja la idea
de que dos objetos son esencialmente iguales; para el estudio de las digráficas, dicho
concepto es el de isomorfismo (entre digráficas).

Decimos que dos digráficas D y E son isomorfas si existe una función f : V (D) →
V (E) biyectiva, que cumple que, para todo v, w ∈ V (D), vw ∈ A(D) si y sólo si
f(v)f(w) ∈ A(E); lo denotamos por D ∼= E; decimos que f es un isomorfismo
entre D y E; para especificar que f es un isomorfismo que testifica que D y E son
isomorfos, escribimos D ∼=f E. En ocasiones, puede ser de interés hablar de los
isomorfismos entre una digráfica D y śı misma; estos son llamados automorfismos
de D.

Figura 1.13: Dos digráficas isomorfas

La función f = {(1, a), (2, b), (3, c), (4, d), (5, e)} es un isomorfismo entre las digráfi-
cas de la figura 1.13; para este par de digráficas, este isomorfismo es único; sin em-
bargo, existen digráficas isomorfas que tienen más de un isomorfismo entre ellas.
Notemos además, que el que dos digráficas sean isomorfas no implica que su repre-
sentación en el plano sea la misma; de hecho, para cualquier digráfica, existen mu-
chas maneras distintas de representarla. Ciertos trabajos de la teoŕıa de digráficas
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abordan el tema de las distintas representaciones, como lo son los trabajos sobre
digráficas planas; es decir, las que están dibujadas de manera que flechas distintas
no se crucen. Por ejemplo, en la figura 1.13, la digráfica azul es plana, mientras que
la morada no lo es. Puesto que no tocaremos esos temas, los dibujos de nuestras
digráficas serán usados con fines meramente ilustrativos.

Teorema 1.2.1 ∗ Dos digráficas D,E son isomorfas si y sólo si sus inversas
D−1, E−1 son isomorfas.

Prueba
Sean D,E digráficas. Supongamos que D ∼=f E. Veamos que D−1 ∼=f E

−1. Pues-
to que f ya es biyectiva, basta probar la segunda condición que define a un iso-
morfismo. Sean u, v ∈ V (D−1) = V (D). Por definición de inversa, se tiene que
uv ∈ A(D−1) si y sólo si vu ∈ A(D). Además, dado que D ∼=f E, se tiene que
vu ∈ A(D) si y sólo si f(v)f(u) ∈ A(E). Usando nuevamente la definición de in-
versa, se tiene que f(v)f(u) ∈ A(E) si y sólo si f(u)f(v) ∈ A(E−1). Podemos aśı
concluir que uv ∈ A(D−1) si y sólo si f(u)f(v) ∈ A(E−1), por lo que D−1 ∼=f E

−1.

El rećıproco es análogo; basta notar que (D−1)−1 = D y (E−1)−1 = E para poder
cambiar de lugar, en la prueba anterior, a las digráficas con sus inversas.

�

1.3. Caminos y conexidad

1.3.1. Caminos

Figura 1.14: Un ai-camino C = (a, b, c, d, e, f, g, c, h, i) de longitud 9

Sean D una digráfica y u, v ∈ V (D). Por un uv-camino (dirigido) en D, entendemos
una sucesión finita de vértices C = (u = x0, x1, . . . , xn = v), tal que xixi+1 ∈ A(D),
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con n ∈ N (n puede ser 0). En un uv-camino C, u y v son llamados los vértices ini-
cial y final de C, respectivamente; los demás vértices que conforman a C son llama-
dos vértices internos de C. La longitud de C, denotada por l(C), es el ı́ndice n que
aparece expĺıcito en el camino C; esto es, el número de flechas que conforman a C,
contando repeticiones; si C consta de un único vértice, entonces l(C) = 0. Notemos
que los caminos pueden repetir tanto vértices como flechas.

Dados dos caminos C = (x0, . . . , xn) y D = (y0, . . . , ym) tales que xn = y0, definimos
el camino C ◦ D := (x0, . . . , xn = y0, . . . , yn); éste es llamado la concatenación de C
con D. Por ejemplo, en la figura 1.14, (a, b, c, d, e) ◦ (e, f, g, c, h, i) = C.

Varios tipos de caminos requieren tener su propia definición.

Figura 1.15: Tipos de caminos

Un uv-paseo es un uv-camino sin flechas repetidas; puede repetir vértices. El
camino C de la figura 1.14 es en realidad un paseo.

Una uv-trayectoria es un uv-paseo sin vértices repetidos.

Un camino cerrado es un camino que tiene un mismo vértice inicial y final;
es un uu-camino para algún vértice u. El único camino cerrado que no repite
vértices es el trivial. Cuando queramos especificar que un camino no es cerra-
do, diremos que es abierto.

Un ciclo es un paseo cerrado sin vértices internos repetidos. Puesto que no
consideramos lazos, entonces los ciclos más pequeños son de la forma (u, v, u);
es decir, corresponden a los vértices de una flecha simétrica.

Notemos de paso, que dado C = (x0, . . . , xn) un camino, se tiene que C es una
trayectoria si y sólo si D := C ◦ (xn, x0) es un ciclo. Decimos que una digráfica
es aćıclica si no posee ciclos.
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En la figura 1.15 podemos observar una ae-trayectoria C1 = (a, b, c, d, e) de longitud
4 (rojo), un ff -camino cerrado C2 = (f, g, h, i, j, h, k, f) de longitud 7 (azul), y un
bb-ciclo C3 = (b, k, g, j, d, l,m, e, b) de longitud 8 (verde).

Teorema 1.3.1 ∗ Toda digráfica aćıclica tiene al menos un pozo y una fuente.

Prueba
Sea D una digráfica aćıclica de orden n. Argumentando por contradicción, suponga-
mos que D no tiene pozos.

Como no tiene pozos, entonces d+(v) > 0 para todo v ∈ V (D). Sea x0 ∈ V (D).
Por la observación anterior, existe x1 ∈ V (D) \ {x0} tal que x0x1 ∈ A(D). Como
D es aćıclica, se tiene que x1x0 6∈ A(D). Aśı, existe x2 ∈ V (D) \ {x0, x1} tal que
x1x2 ∈ A(D). Recursivamente, podemos construir una trayectoria que pasa por
todos los vértices de D, digamos C = (x0, x1, . . . , xn−1). Dado que hemos agotado
los vértices de D, se sigue que d+(xn−1) = 0, lo cual es una contradicción. Se sigue
que D tiene un pozo.

Para ver que D tiene una fuente, consideremos D−1. Como D es aćıclica, también
lo es D−1. Por lo que acabamos de probar, D−1 tiene un pozo, digamos p, por lo
que p es una fuente en D.

�
La contrapuesta de este teorema también es interesante: toda digráfica sin pozos o
sin fuentes (o ambos), contiene ciclos. Por ejemplo, las digráficas k-regulares, con
k > 0, no tienen pozos ni fuentes, por lo que contienen ciclos.

Consideremos la siguiente relación entre caminos: dados C y D caminos, se dice
que C es un subcamino de D, denotado por C ⊆ D, si C es una subsucesión de D,
pensándolos a ambos como sucesiones de flechas. Por ejemplo, en la figura 1.15, el
camino (f, g, h, k) es un subcamino del camino cerrado C2; al ser dicho subcamino
una fk-trayectoria, nos muestra que un subcamino de un camino de cierto tipo, no
tiene por qué ser de ese mismo tipo. Cuando queramos especificar que un subca-
mino es una trayectoria, diremos que es una subtrayectoria; si es un ciclo, diremos
que es un subciclo; lo mismo haremos para cualquier otro tipo de camino.
Notemos que la relación ⊆ entre caminos es transitiva.

Dados C = (x0, . . . , xn) un camino e i, j ∈ {0, . . . , n}, con i < j, denotamos por
C[xi, xj] al subcamino (xi, . . . , xj) de C. Por ejemplo, en la figura 1.15,
C1[b, d] = (b, c, d).

Teorema 1.3.2 ∗ Sean D una digráfica, u, v ∈ V (D), con u 6= v, y C un uv-
camino. Existe entonces C∗ una uv-subtrayectoria de C.

Prueba por inducción sobre l(C)
Si l(C) = 1, entonces C = (u, v), por lo que es una trayectoria. Aśı, tomando C∗ = C,
se cumple que C∗ es una uv-subtrayectoria de C.
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Sea n ∈ N, n ≥ 2. Supongamos que, para toda 1 ≤ k < n, se cumple que si l(C) = k
entonces existe C∗ una uv-subtrayectoria de C.

Supongamos que l(C) = n y que C = (u = x0, . . . , xn = v).

Si xi 6= xj para toda i, j ∈ {0, . . . , n}, i < j, entonces C es una trayectoria;
basta entonces tomar C∗ = C para que C∗ sea una uv-subtrayectoria de C.

Si existen i, j ∈ {0, . . . , n}, i < j, tales que xi = xj, consideremos
D := C[x0, xi] ◦ C[xj, xn]. Es claro que D es un uv-subcamino de C y que
l(D) < l(C) = n. Se tiene entonces, por hipótesis de inducción, que existe
C∗ una uv-subtrayectoria de D. Como la relación ⊆ entre caminos es transiti-
va y C∗ ⊆ D ⊆ C, se sigue que C∗ es una uv-subtrayectoria de C, que es lo que
queŕıamos probar.

�

Corolario 1.3.3 ∗ Sean D una digráfica, u ∈ V (D) y C un uu-camino cerrado.
Existe entonces C∗ un uu-subciclo de C.

Prueba
Supongamos que C = (u = x0, x1, . . . , xn = u), con n ≥ 2. Puesto que no existen
los lazos, se tiene que xn−1 6= xn. Consideremos entonces D := C[x0, xn−1], que es
un uxn−1-subcamino de C. Como u 6= xn−1, se tiene, por el teorema 1.3.2, que existe
D∗ una uxn−1-subtrayectoria de D. Por transitividad, se sigue que D∗ es una uxn−1-
subtrayectoria de C. Sea C∗ := D∗ ◦ (xn−1, u). Como D∗ es una uxn−1-trayectoria,
entonces C∗ es un uu-ciclo. Además, puesto que D∗ ⊆ C y que xn−1u es la última
flecha de C, se sigue que C∗ ⊆ C. Aśı, C∗ es un uu-subciclo de C.

�

Otros tipos de caminos más espećıficos son de particular interés.

Un camino hamiltoniano en D es un camino que pasa por todos los vértices
de D. Una trayectoria hamiltoniana en D es un camino hamiltoniano que es
además una trayectoria, y un ciclo hamiltoniano un camino hamiltoniano que
es además un ciclo. Decimos que una digráfica es hamiltoniana, si posee un
ciclo hamiltoniano.

Un paseo euleriano en D es un paseo que pasa por todas las flechas de D.
Decimos que una digráfica es trazable, si posee un paseo euleriano abierto; si
posee un paseo euleriano cerrado, decimos que es euleriana. Dado que los pa-
seos eulerianos pasan por todas las flechas, pasan, en particular, por todos los
vértices no aislados; esto nos dice que, en una digráfica sin vértices aislados,
todo paseo euleriano es un camino hamiltoniano (mas no necesariamente una
trayectoria o un ciclo hamiltoniano).
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(a) Hamiltoniana no euleriana (b) Euleriana no hamiltoniana

Figura 1.16: Digráficas especiales

Proposición 1.3.4 ∗ Existen digráficas hamiltonianas que no son eulerianas, al
igual que eulerianas que no son hamiltonianas.

Prueba.
La digráfica H es hamiltoniana, pues (a, b, c, a) es un ciclo hamiltoniano. Sin embar-
go, a causa de las flechas simétricas ac y ca, H no contiene ningún paseo euleriano
cerrado, por lo que no es euleriana (véase la figura 1.16).

La digráfica E es euleriana, pues (u, v, w, x, y, w, u) es un paseo euleriano cerrado.
Sin embargo, todo camino hamiltoniano cerrado pasa al menos 2 veces por w (tres
veces si es un ww-camino), por lo que E no contiene ciclos hamiltonianos; aśı, E no
es hamiltoniana.

�

1.3.2. Conexidad

Sea D una digráfica y u, v ∈ V (D). Decimos que v es alcanzable desde u si existe
un uv-camino en D y lo denotamos por u → v; dado que podemos concatenar ca-
minos, dicha relación entre caminos es transitiva. Si v no es alcanzable desde u, lo
denotamos por u9 v.

Notemos que si un vértice u ∈ V (D) es una fuente entonces, para todo v ∈ V (D),
se tiene que v 9 u. Si u es un pozo, entonces, para todo v ∈ V (D), se tiene que
u9 v.

Decimos que una digráfica D es unilateral, si para todo u, v ∈ V (D), u 6= v, se tiene
que u→ v o v → u (o ambas).

Para ver que la digráfica de la figura 1.17 es unilateral, probemos el siguiente teore-
ma.

Teorema 1.3.5 ∗ Una digráfica es unilateral si y sólo si contiene un camino hamil-
toniano.
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Figura 1.17: Digráfica unilateral

Prueba
Sea D una digráfica unilateral y C = (x0, . . . , xn) un camino que pasa por la mayor
cantidad de vértices distintos. Argumentando por contradicción, supongamos que C
no es hamiltoniano, es decir, que existe v ∈ V (D) \ V (C). Como D es unilateral, se
tiene que para toda i ∈ {0, . . . , n}, existe Ci un vxi- o xiv-camino.

Caso 1. Para toda i ∈ {0, . . . , n}, Ci es un xiv camino. En este caso se cumple,
en particular, que Cn es un xnv camino. Aśı, C ◦ Cn es un camino que pasa por
todos los vértices de C y por v.

Caso 2. Existe i ∈ {0, . . . , n} tal que Ci es un vxi-camino. Sea k el mı́nimo de
las i que cumplen esto. Si k = 0, entonces C0 es un vx0 camino; por lo tanto,
C0 ◦ C es un camino que pasa por todos los vértices de C y por v. Si k > 0,
entonces k − 1 ∈ {0, . . . , n}; dada la minimalidad de k, se cumple que Ck−1 es
un xk−1v-camino. Aśı, C[x0, xk−1] ◦ Ck−1 ◦ Ck ◦ C[xk, xn] es un camino que pasa
por todos los vértices de C y por v.

En ambos casos, los caminos encontrados tienen mayor longitud que C, lo cual con-
tradice la elección de C. Se sigue que C śı es hamiltoniano.

Para el rećıproco, consideremos D una digráfica y C = (x0, . . . , xn) un camino
hamiltoniano en D. Sean u, v ∈ V (D), u 6= v. Puesto que C pasa por todos los
vértices de D, pasa, en particular, por u y v. Aśı, u = xi, v = xj, para algunas
i, j ∈ {0, . . . , n}, i 6= j. Si i < j, entonces C[xi, xj] es un uv-camino, lo cual nos dice
que u → v. Si j < i, entonces C[xj, xi] es un vu-camino, lo cual nos dice que v → u.
De ambos casos, podemos concluir que D es unilateral.

�
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En la digráfica de la figura 1.17, C := (b, c, d, e, i, a, h, g, f) es un camino hamilto-
niano; el teorema 1.3.5 afirma entonces que la digráfica es unilateral.

Decimos que una digráfica D es fuertemente conexa, o simplemente fuerte, si para
todo u, v ∈ V (D), u 6= v, se tiene que u→ v y v → u.

Notemos que, en la figura 1.17, f es un pozo y b es una fuente. Por la observación
hecha al inicio de esta subsección, se tiene que, para todo vértice v en la digráfica,
f 9 v y v 9 b. Esto nos dice, en particular, que la digráfica no es fuerte, lo cual
nos proporciona un ejemplo de una digráfica unilateral que no es fuerte.

Figura 1.18: Digráfica fuerte

Para ver que la digráfica de la figura 1.18 es fuerte, probemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.6 ∗ Una digráfica es fuerte si y sólo si contiene un camino hamilto-
niano cerrado.

Prueba
Sea D una digráfica fuerte, con V (D) = {x0, . . . , xn}. Al ser fuerte, se tiene que
para todo i ∈ {0, . . . , n−1}, existe un xixi+1-camino, digamos Ci. Existe también Cn
un xnx0-camino. Notemos simplemente que C := C0 ◦ C1 ◦ . . . ◦ Cn es un x0x0-camino
hamiltoniano cerrado.

Sea D una digráfica que posee un camino hamiltoniano cerrado, digamos
C = (y0, . . . , ym, y0). Sean u, v ∈ V (D), u 6= v. Veamos que u → v y que v → u.
Puesto que C es hamiltoniano, se tiene que u = yi y v = yj, con i, j ∈ {0, . . . ,m},
i 6= j. Si i < j, entonces C[yi, yj] es un uv-camino y C[yj, y0] ◦ C[y0, yi] es un vu-
camino. Si j < i, entonces C[yj, yi] es un vu-camino y C[yi, y0] ◦ C[y0, yj] es un uv-
camino. De ambos casos, concluimos que u→ v y v → u, por lo que D es fuerte.

�
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Corolario 1.3.7 ∗ Toda digráfica hamiltoniana es fuerte.

Notemos que, en la digráfica de la figura 1.18, C := (a, b, c, d, e, i, a, h, g, f, e, i, a) es
un camino hamiltoniano cerrado. Por el teorema 1.3.5, se sigue que dicha digráfica
es fuerte. Además, ningún camino hamiltonianos cerrado en la digráfica es un ci-
clo, pues pasan todos al menos dos veces por a (al menos tres si son aa-caminos).
Aśı, tenemos un ejemplo de una digráfica fuerte que no es hamiltoniana, lo cual
nos muestra que el rećıproco del corolario 1.3.7 no se cumple. De hecho, el siguien-
te ejemplo muestra que ni siquiera es cierto que toda digráfica fuerte contiene una
trayectoria hamiltoniana.

Figura 1.19: Digráfica fuerte sin trayectorias hamiltonianas

En la figura 1.19, (u, v, o, y, z, o, w, x, o, u) es un camino hamiltoniano cerrado. Por
el teorema 1.3.5, se tiene que la digráfica es fuerte. Sin embargo, todo camino ha-
miltoniano en la digráfica pasa al menos dos veces por el vértice o, por lo que nin-
guno es una trayectoria. Se sigue que la digráfica no tiene trayectorias hamiltonia-
nas.

Decimos que una digráfica D es débilmente conexa, o simplemente débil, si D ∪D−1
es fuerte.

Figura 1.20: Digráfica débil
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En la digráfica D de la figura 1.20, notemos que (y, u, y, v, y, w, y, x, y) es un camino
hamiltoniano cerrado en D ∪ D−1. Por el teorema 1.3.5, se tiene que D ∪ D−1 es
fuerte, por lo que D es débil. Además, como u 9 v y v 9 u, entonces D no es
unilateral. Tenemos aśı un ejemplo de una digráfica débil que no es unilateral, ni
fuerte.

Dada una digráfica D, consideremos la siguiente relación entre sus vértices: para
todo u ∈ V (D), u ∼ u; dados v, w ∈ V (D), v ∼ w si y sólo si v → w y w → v. Se
tiene, por definición, que ∼ es simétrica y reflexiva; además, como la relación → es
transitiva, ∼ también lo es. Se tiene entonces que ∼ es una relación de equivalencia,
por lo que separa, en clases ajenas, a los vértices de D.

Sea v ∈ V (D). La componente fuerte de v es la subdigráfica Dv := D〈[v]∼〉 inducida
por la clase de equivalencia de v, según la relación ∼. Es claro que, en una digráfica
fuerte D, hay una única componente fuerte, la cual contiene a todos los vértices de
D.

Observación. Dadas D0, . . . Dn todas las componentes fuertes (distintas) de una
digráfica D, se cumple que V (D) =

⋃n
i=0 V (Di); además, para toda i ∈ {0, . . . , n},

Di es una subdigráfica de D, máxima por contención respecto a la propiedad de ser
fuerte; por último, dados i, j ∈ {0, . . . , n}, i 6= j, se cumple que V (Di) ∩ V (Dj) = ∅
y que A(Di) ∩ A(Dj) = ∅. No siempre se cumple que A(D) =

⋃n
i=0A(Di).

Figura 1.21: Componentes fuertes de una digráfica

Las componentes de la digráfica D de la figura 1.21 son:
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U := D〈{u1, u2, u3, u4}〉 (azul), V := D〈{v1, v2, v3} (naranja), W := D〈{w1,
w2, w3}〉 (rojo), X := D〈x〉 (morado), Y := D〈y〉 (verde) y Z := D〈{z1, z2}〉
(rosa). Es fácil ver que todas son subdigráficas fuertes; veamos que śı son
máximas por contención.

X y Y lo son, pues x es una fuente y y un pozo.

U lo es, pues no salen flechas de U .

V lo es, pues no entran flechas a V .

Z lo es, pues sólo entran dos flechas a Z: v1z1 y w1z1; como no entran flechas
a V y no hay caminos de Z a W , se cumple lo que queremos.

W lo es, pues las componentes son ajenas entre śı y todos los vértices que no
están en W , ya forman parte de otra componente.

Decimos que una componente es inicial si no hay flechas que salgan de otra compo-
nente y entren a ésta; de manera similar, decimos que es final si no hay flechas que
salgan de ésta y entren a otra componente. En la digráfica de la figura 1.21, V y X
son componentes iniciales, mientras que U y Y son componentes finales.

Dadas una digráfica D y D1, . . . , Dn las componentes fuertes de D, denotamos por
SC(D) a la digráfica de las componentes fuertes de D, dada como sigue: V (SC(D))
:= {v1, . . . , vn}, A(SC(D)) := {vivj : i 6= j y existen x ∈ V (Di), y ∈ V (Dj) tales
que xy ∈ A(D)}; es decir, SC(D) es la digráfica que resulta de hacer la contracción
de todas las componentes fuertes de D.

Figura 1.22: Digráfica de las componentes fuertes

La digráfica de la figura 1.22 es SC(D), con D la digráfica de la figura 1.21; los co-
lores y etiquetas de los vértices en SC(D) se corresponden con los de D. El com-
portamiento entre las distintas componentes fuertes de D queda muy resumido en
SC(D). Dadas U, V componentes de una digráfica D y u, v ∈ SC(D) los vértices
asociados a esas componentes, se tiene que: U es una componente inicial en D si y
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sólo si u es una fuente en SC(D); V es una componente final en D si y sólo si v es
un pozo en SC(D).

Es fácil notar que en la figura 1.22, x, v son fuentes, y u, y son pozos; esto corrobora
la información obtenida antes; es decir, que en D, X, V son componentes iniciales y
U, V son componentes finales.

Teorema 1.3.8 ∗Para toda digráfica D, se tiene que SC(D) es aćıclica.

Prueba
Sean D una digráfica y SC(D) la digráfica de sus componentes fuertes. Argumen-
tando por contradicción, supongamos que SC(D) tiene un ciclo, digamos
(D0, . . . , Dn, D0), n ≥ 1. Las adyacencias dadas por el ciclo en SC(D) nos dicen
que, para cada i ∈ {0, . . . , n}, existen yi ∈ V (Di), xi+1 ∈ V (Di+1) tales que yixi+1 ∈
A(D). Existen también yn ∈ V (Dn), x0 ∈ V (D0) tales que ynx0 ∈ A(D). Dada
i ∈ {0, . . . , n}, Di es una componente fuerte de D. Aśı, como xi, yi ∈ Di, existe Ci
un xiyi-camino. Notemos que C := C0◦(y0, x1)◦C1◦(y1, x2)◦. . .◦Cn−1◦(yn−1, xn)◦Cn◦
(yn, x0) es un x0x0-camino cerrado en D. Como C[x0, yn] es un x0yn-camino, se tiene
que x0 → yn. Además, se teńıa ya que ynx0 ∈ A(D), por lo que yn → x0. Se sigue
que x0 ∼ yn, por lo que [x0]∼ = [yn]∼ . Aśı, D0 = Dn, lo cual es una contradicción.
Se sigue que no existe tal ciclo, por lo que SC(D) śı es aćıclica.

�

Corolario 1.3.9 ∗ Toda digráfica tiene al menos una componente inicial y una fi-
nal.

Prueba
Sea D una digráfica. Por el teorema 1.3.8, se tiene que SC(D) es aćıclica. Aśı, el
teorema 1.3.1 nos dice que existen u, v ∈ V (SC(D)) una fuente y un pozo, res-
pectivamente. Se sigue que la componente fuerte correspondiente a u es inicial, y la
correspondiente a v es final.

�

La componente inicial es, en algunos casos, la misma que la final; en efecto, en una
digráfica fuerte, hay una única componente, por lo que es tanto inicial como final.

1.4. Familias de digráficas

Ya hemos mencionado a algunas familias importantes de digráficas: las aćıclicas, las
fuertes, las unilaterales, las débiles y las hamiltonianas. Presentamos en esta sección
a más familias relacionadas con éstas. Para esto, hablemos primero de las dos fami-
lias de digráficas más simples. Para fines prácticos, diremos que una digráfica es la
única en cumplir alguna propiedad, si lo es salvo isomorfismos.

Una trayectoria es una digráfica inducida por las flechas de una uv-trayectoria en
alguna digráfica D. Dada n ∈ Z+, Pn denota a la única trayectoria de orden n.
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Figura 1.23: Trayectoria P5 y ciclo C4

Un ciclo es una digráfica inducida por las flechas de un uu-ciclo en alguna digráfica
D. Dada n ∈ N, n ≥ 2, Cn denota al único ciclo de orden n.
Es importante notar que las digráficas fuertes de orden mayor a 1 siempre contie-
nen ciclos; las digráficas unilaterales, al igual que las débiles, pueden ser aćıclicas.

Un bosque D es una digráfica tal que los únicos ciclos en D ∪ D−1 son de longitud
2. La definición de bosque en esta tesis vaŕıa ligeramente de otras definiciones, pues
permite que los bosques tengan ciclos de longitud 2; esto nos servirá para volver
más sencillas ciertas demostraciones que hagan uso de este concepto.
Evidentemente, no toda digráfica aćıclica es un bosque; además, los bosques son
prácticamente aćıclicos, pues sólo tienen ciclos de longitud 2. Un bosque es llamado
un árbol si es débilmente conexo.

Figura 1.24: Bosque

Decimos que una digráfica D es semicompleta, si para todo u, v ∈ V (D), u 6= v, se
tiene que uv ∈ A(D), o vu ∈ A(D) (o ambos). Es claro que toda digráfica semicom-
pleta es unilateral.

Decimos que una digráfica D es completa, si para todo u, v ∈ V (D), u 6= v, se
tiene que uv ∈ A(D) y vu ∈ A(D); es una digráfica semicompleta simétrica. Dado
n ∈ N, Kn denota a la única digráfica completa de orden n; es la única digráfica
(n-1)-regular de orden n.
Notemos que dada cualquier digráfica D de orden n, se tiene que Kn

∼= D ∪D.

Dada una digráfica D y un árbol T , decimos que T es un árbol generador de T , si
T es una subdigráfica generadora de D.
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Figura 1.25: Digráfica semicompleta

Figura 1.26: K5

Teorema 1.4.1 ∗ Toda digráfica D débilmente conexa tiene al menos un árbol ge-
nerador.

Prueba por inducción sobre el tamaño de D
Si D es una digráfica débil de tamaño 1, entonces es P1, la cual ya es un árbol. Si
D es una digráfica débil de tamaño 2, entonces es K2 o bien es un árbol de orden 3.
En el caso en que es K2, P2 es un árbol generador.

Supongamos que se cumple para todas las digráficas débiles de tamaño m, con
m ≥ 2. Sea D una digráfica débil de tamaño m + 1. Si D es un bosque, enton-
ces es también un árbol. Supongamos entonces que D no es un bosque, es decir,
que D tiene un ciclo, o que D ∪ D−1 tiene un ciclo de longitud mayor a 2. En am-
bos casos, existe C un ciclo en D ∪ D−1, digamos (x0, . . . , xn, x0). consideremos
x0x1 ∈ A(D ∪ D−1). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x0x1 ∈ A(D).
Veamos que E := (D − x0x1) ∪ (D − x0x1)−1 = (D ∪D−1) − x0x1 − x1x0 es fuerte.
Basta ver que para todo v ∈ V (E), v → x0 y x0 → v en E, pues para cualesquiera
u, v ∈ V (D), podemos construir uv y vu-caminos concatenando ux0-,x0v- y vx0-,
x0u-caminos, respectivamente.
Sea v ∈ V (E) = V (D ∪D−1). Como D ∪D−1 es fuerte, se tiene que existen A una
vx0-trayectoria y B una x0v-trayectoria, respectivamente, ambas en D ∪ D−1. Si A
y B son trayectorias en E, ya acabamos.
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Si A no es una trayectoria en E, se tiene que x0x1 ∈ A(A) o x1x0 ∈ A(A). Como es
una trayectoria en D, no repite vértices, por lo que no puede tener ambas flechas;
además, al ser una vx0 trayectoria, no puede tener a x0x1 (de lo contrario repite al
vértice x0). Aśı, tiene a la flecha x1x0 y además A = (v, . . . , x1, x0). Como D ∪D−1
tiene puras flechas simétricas, entonces C∗ := (x0, xn, xn−1, . . . , x1, x0) es un ciclo
en D ∪ D−1. Se sigue que C∗[x1, x0] es una x1x0-trayectoria en E. Aśı, A[v, x1] ◦
C∗[x1, x0] es un vx0-camino en E, lo cual nos dice que v → x0 en E.
Análogamente, si B no es una trayectoria en E, entonces x0x1 ∈ A(B) o x1x0 ∈
A(B) y no ambas. Como es una x0v trayectoria, no puede tener a x1x0, por lo que
tiene a x0x1 y B = (x0, x1, . . . , v). Notemos que C∗[x0, x1] ◦B[x1, v] es un x0v-camino
en E,lo cual nos dice que x0 → v en E.
Se sigue que E es fuerte, lo cual nos dice que D − x0x1 es débil. Como D − uv tiene
tamaño m, se tiene, por hipótesis de inducción, que existe T un árbol generador de
D − uv. Como D − uv tiene el mismo orden que D, entonces T es también un árbol
generador de D.

�

Un clan de una digráfica D es un subconjunto S ⊆ V (D) tal que D〈S〉 es una
digráfica completa. El número de clan de una digráfica D, denotado por ω(D), es
el máximo n ∈ N tal que V (D) tiene por subconjunto a un clan en cardinalidad n.
Un semiclan de D es un subconjunto S ⊆ V (D) tal que D〈S〉 es una digráfica se-
micompleta. El número de semiclan de una digráfica D, denotado por ωs(D), es el
máximo n ∈ N tal que V (D) tiene por subconjunto a un semiclan en cardinalidad
n.

Observación. ωs(D) = ω(D ∪D−1) y ω(D) ≤ ωs(D).
En efecto, S ⊆ V (D) = V (D ∪ D−1) es un semiclan en D si y sólo si D〈S〉
es semicompleta si y sólo si S〈D ∪ D−1〉 es completa si y sólo si S es un clan en
D ∪ D−1. Aśı, los semiclanes de D coinciden con los clanes de D ∪ D−1, por lo que
ωs(D) = ω(D ∪ D−1). Además, es claro que ω(D) ≤ ω(D ∪ D−1) = ωs(D), por lo
que ω(D) ≤ ωs(D).

Decimos que una digráfica D es un torneo, si para todo u, v ∈ V (D), u 6= v, se tiene
que uv ∈ A(D) o vu ∈ A(D), y no ambos; los torneos son digráficas semicomple-
tas asimétricas. Esta familia de digráficas será el objeto de estudio de los siguientes
caṕıtulos.

Observación. En la figura 1.27, el torneo H es hamiltoniano, pues las flechas que
corresponden a las aristas del cuadrado forman un ciclo hamiltoniano. Por otro la-
do, A es aćıclico; en efecto, los torneos no tienen ciclos de longitud 2, pues no tie-
nen flechas simétricas; además, como A tiene una fuente y un pozo, no pueden for-
mar parte de ningún ciclo, por lo que tampoco hay ciclos de longitud mayor a 2.

Dados T1 y T2 torneos tales que T1 ⊆ T2, decimos que T1 es un subtorneo de T2 y
que T2 es un supratorneo de T1. Es inmediato que toda subdigráfica de un torneo
T , inducida por un conjunto de vértices, es un subtorneo de T .
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Figura 1.27: Torneos de orden 4

Decimos que una digráfica D es transitiva, si para todos u, v, z ∈ V (D), se tiene
que, si uv, vz ∈ A(D), entonces uz ∈ A(D).

Proposición 1.4.2 ∗ Una digráfica D es transitiva si y sólo si, para todo u, v ∈
V (D), con u 6= v, se cumple que si u→ v, entonces uv ∈ A(D).

Prueba
Sea D una digráfica transitiva. Probemos que para todo u, v ∈ V (D), si existe C
una uv-trayectoria, entonces uv ∈ A(D). Lo haremos por inducción sobre l(C).
Sean u, v ∈ V (D), tales que u → v y C una uv-trayectoria, con l(C) = 1. Esto nos
dice que C = (u, v), por lo que uv ∈ A(D).

Supongamos que para todo u, v ∈ V (D) tales que existe una uv-trayectoria de lon-
gitud n, con n ∈ Z+, se cumple que uv ∈ A(D). Sean u, v ∈ V (D) y sea C una
uv-trayectoria, con l(C) = n + 1, digamos C = (u = x0, . . . , xn, xn+1 = v). Es claro
que C[x0, . . . , xn] es una x0xn-trayectoria de longitud n. Por hipótesis de inducción,
se tiene que x0xn ∈ A(D). Aśı, como xnxn+1 ∈ A(D), se tiene por transitividad de
D que x0xn+1 ∈ A(D); es decir, que uv ∈ A(D).

Para el rećıproco, supongamos que D cumple que, para todo u, v ∈ V (D), con u 6=
v, si u → v, entonces uv ∈ A(D). Veamos que D es transitiva. Sean x, y, z ∈ V (D)
tales que xy, yz ∈ A(D). Aśı, (x, y, z) es un xz-camino en D, por lo que x → z. Se
sigue, por hipótesis, que xz ∈ A(D).

�

La cerradura transitiva de una digráfica D es la digráfica CT (D) dada como sigue:
V (CT (D)) = V (D), A(CT (D)) = {uv : u 6= v y u→ v}.

Proposición 1.4.3 ∗ Dada una digráfica D, se cumple lo siguiente:

(i) CT (D) es la digráfica mı́nima por contención que es transitiva y tiene a D
como subdigráfica.

(ii) D es unilateral si y sólo si CT (D) es semicompleta.
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Figura 1.28: Cerradura transitiva

(iii) D es fuerte si y sólo si CT (D) es completa.

Prueba

(i) Por la proposición 1.4.2, es claro que CT (D) es transitiva. Para ver que es la
mı́nima por contención con esta propiedad, tomemos E una digráfica transiti-
va que contiene a D; veamos que contiene también a CT (D). Como
V (CT (D)) = V (D) ⊆ V (E), se tiene que V (CT (D)) ⊆ V (E). Sea uv ∈
A(CT (D)). Por definición de CT (D) se tiene que u → v en D. Como u, v ∈
V (CT (D)) ⊆ V (E), entonces u, v ∈ V (E). Como E contiene a D, entonces
u → v en E. Como E es transitiva y u → v en E, se tiene, por la proposición
1.4.2, que uv ∈ A(E). Se sigue que A(CT (D)) ⊆ A(E), por lo que E contiene
a CT (D).

(ii) Sabemos ya que D es unilateral si cumple que para todo u, v ∈ V (D), u → v
o v → u; CT (D) es semicompleta si cumple que para todo u, v ∈ V (CT (D)),
uv ∈ A(CT (D)) o vu ∈ A(CT (D)). Además, se sigue de la definición de
CT (D), que dados u, v ∈ V (D) = V (CT (D)), u → v en D si y sólo si uv ∈
A(CT (D)). Se sigue que D es unilateral si y sólo si CT (D) es semicompleta.

(iii) Este inciso se prueba de manera similar al inciso (ii), sustituyendo en la prue-
ba los conceptos débil y semicompleta, por fuerte y completa, respectivamen-
te. Se sigue que D es fuerte si y sólo si CT (D) es completa.

�
El inciso (iii) nos dice, en particular, que las únicas digráficas fuertes y transitivas
son completas; aśı, ningún torneo es a su vez transitivo y fuerte (a excepción de
K1). Evidentemente, existen torneos fuertes no transitivos y torneos transitivos no
fuertes más complejos; en efecto, en la figura 1.27, tenemos 2 torneos H y A de or-
den 4, H fuerte y A transitivo.

La digráfica de la figura 1.29 ilustra bien la forma en que se relacionan las distintas
familias que hemos visto.
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Figura 1.29: Familias de digráficas

Una flecha de un recuadro a otro que se encuentre más arriba implica que el con-
cepto del primer vértice implica al del segundo; por ejemplo, toda digráfica comple-
ta es hamiltoniana, que es a su vez fuerte, a su vez unilateral, y a su vez débil.
Pusimos la flecha de bosque a aćıclica, pues aunque los bosques pueden tener ciclos
de longitud 2, ciertos conceptos se definen omitiendo a éstos últimos como ciclos.
No agregamos el concepto ser transitiva, pues no implica a ninguno de los otros, y
el único concepto de la digráfica que lo implica es ser completa.



2 Coloraciones y torneos

2.1. Coloraciones propias

Sean D una digráfica y k ∈ Z+. Una k-coloración (por vértices) de D es una par-
tición de los vértices de D en k conjuntos. Usualmente, pensamos a los elementos
de la partición como colores. Por ejemplo, dada una 2-coloración {R,A} de una
digráfica D, podemos asociar el color rojo a R y el color azul a A; En este caso,
diremos que D está rojo-azul coloreada; además, dado v ∈ R, diremos que v es rojo.

Figura 2.1: Digráfica verde-azul coloreada

Dada una digráfica D y S ⊆ V (D), decimos que S es independiente si para todo
u, v ∈ S, se tiene que uv, vu 6∈ A(D).

Proposición 2.1.1 ∗ Un conjunto S ⊆ V (D) es independiente en D si y sólo si es
un clan en D.

Prueba
Un conjunto S ⊆ V (D) es independiente en D si y sólo si para todo u, v ∈ S, se
tiene que uv, vu 6∈ A(D); esto sucede si y sólo si para todo u, v ∈ S, u 6= v, se
tiene que uv, vu ∈ A(D); esto es cierto si y sólo si D〈S〉 es completa, que es a su
vez cierto si y sólo si S es de clan en D.

�

Decimos que una k-coloración es propia, si sus elementos son conjuntos indepen-
dientes. Dado k ∈ Z+, decimos que una digráfica D es k-coloreable si existe una k-
coloración propia de D, o bien D tiene orden a lo más k. Además, χ(D) := mı́n{k ∈

37
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N : D es k-coloreable} es llamado el número cromático de D; si χ(D) = k, decimos
que D es k-cromática.

Figura 2.2: Digráfica 3-cromática

{N,M,A} es una 3-coloración de la digráfica de la figura 2.2, con N el conjunto de
vértices naranjas, M el de magentas, y A el de azules. Además, contiene un C3, que
tiene número cromático igual a 3. Aśı, la digráfica no puede ser 2-coloreada, por lo
que es 3-cromática.

Determinar el número cromático de cualquier digráfica es un problema muy com-
plejo; sin embargo, es posible determinar el número cromático de ciertas familias de
digráficas.

Es claro que para toda n ∈ Z+, χ(Pn) = 2, con Pn la trayectoria de orden n;
χ(C2n) = 2 y χ(C2n+1) = 3, con C2n y C2n+1 los ciclos de orden 2n y 2n+ 1, respec-
tivamente.

Dadas n ∈ Z+ y una digráfica D semicompleta de orden n, se tiene que χ(D) = n.
En particular, si D es un torneo de orden n y Kn es la digráfica completa de orden
n, se tiene que χ(D) = χ(Kn) = n. El número cromático de las digráficas semi-
completas nos proporciona una cota inferior para el número cromático de cualquier
digráfica.

Proposición 2.1.2 ∗ Sea D una digráfica con número de semiclan ωs(D) = n y
número cromático χ(D) = m. Se cumple entonces que n ≤ m.

Prueba
Sean {A0, . . . , Am} una m-coloración propia de D y E una subdigráfica semicom-
pleta de D de orden n. Evidentemente, {A0 ∩ V (E), . . . , Am ∩ V (E)} es una k-
coloración propia de E, con k ≤ m (Ai ∩ V (E) puede ser igual al vaćıo para alguna
i ∈ {0, . . . ,m}). Sabemos ya que χ(D) = n, pues S es semicompleta de orden n. Se
tiene entonces que n ≤ k, por lo que n ≤ m.

�
El siguiente resultado nos da una cota superior para el número cromático de una
digráfica, en función de la cantidad de vecinos de los vértices.
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Teorema 2.1.3 ∗ Sean G una digráfica y k ∈ Z+. Si toda subdigráfica H no vaćıa
de G tiene un vértice v tal que |NH(v)| ≤ k − 1, entonces G es k-coloreable.

Prueba
Argumentando por contradicción, supongamos que G no es k-coloreable. Notemos
entonces H := {H ⊆ G : H no es k-coloreable} 6= ∅. Tomemos H ∈ H de menor
orden posible. Por hipótesis, existe v ∈ V (H) tal que |NH(v)| ≤ k − 1. Por la
minimalidad de H, es claro que H − v es k-coloreable; sea C := {C1, . . . , Ck} una
k-coloración propia de H − v. Como |NH(v)| ≤ k − 1, entonces existe i ∈ {1, . . . , k}
tal que, para todo w ∈ NH(v), w 6∈ Ci; supongamos, sin pérdida de generalidad,
que i = 1. Se tiene entonces que {C1 ∪ {v}, . . . , Ck} es una k-coloración propia de
H, pues C1, . . . , Ck son independientes, y como NH(V ) ∩ C1 = ∅, entonces C1 ∪ {v}
es también independiente. Aśı, H es k-coloreable, lo cual es una contradicción. Se
sigue que G śı es k-coloreable.

�

Corolario 2.1.4 ∗ Sea G una digráfica con ∆0(G) = k − 1. Se cumple entonces que
G es k-coloreable.

Prueba
Como ∆0(G) = k − 1, entonces, para todo v ∈ V (G), |NG(v)| ≤ k − 1. Sea H ⊆ G
no vaćıa. Puesto que para todo v ∈ V (H), |NH(v)| ≤ |NG(v)| ≤ k − 1, entonces
cualquier vértice de H cumple la hipótesis del teorema 2.1.3; se sigue que G es k-
coloreable.

�

Decimos que una digráfica D es k-partita si existe {S1, . . . , Sk} una partición de
V (D) tal que, para cada 1 ≤ i ≤ k, se tiene que no hay SiSi-flechas en D. Si D es
una digráfica k-partita, con k = 2, decimos que es bipartita; en este caso, llamamos
bipartición a la partición {S1, S2}; si k = 3, decimos que es tripartita. Es claro que
si una digráfica D es k-partita, entonces es k-coloreable.

Teorema 2.1.5 ∗ Una digráfica D fuerte es bipartita si y sólo si no tiene ciclos de
longitud impar.

Prueba
Por contrapositiva, supongamos que D tiene un ciclo de longitud impar, digamos C.
Sabemos ya que χ(C) = 3 y como C ⊆ D, entonces χ(D) ≥ 3, por lo que D no es
bipartita.

Para el rećıproco, supongamos que D no tiene ciclos de longitud impar. Sea x ∈
V (D). Puesto que D es fuerte, la distancia de un vértice a otro está bien defini-
da. Consideremos X := {v ∈ V (D) : d(x, v) y d(v, x) son pares} y Y := {v ∈
V (D) : d(x, v) y d(v, x) son impares}. X y Y son ajenos, pues la distancia de un
vértice a otro es fija. Veamos que {X, Y } es una bipartición de V (D); probemos
primero que es una partición. Argumentando por contradicción, supongamos que no
lo es, es decir, que V (D) − (X ∪ Y ) 6= ∅; elijamos a y ∈ V (D) − (X ∪ Y ) de forma
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que d(x, y) + d(y, x) sea mı́nima. Evidentemente y 6= x, pues x ∈ X. Aśı, d(x, y)
es par y d(v, x) es impar, o viceversa. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
nos encontramos en el primero de estos casos. Sean C y D una xy-trayectoria con
l(C) = d(x, y) y una yx-trayectoria con l(D) = d(y, x), respectivamente. Si C ◦ D
fuera un ciclo, entonces seŕıa un ciclo de longitud impar, lo cual contradice nues-
tra hipótesis inicial. Puesto que no es un ciclo, existe z ∈ V (C) ∩ V (D) tal que
x 6= z 6= y; podemos suponer que z es el primer vértice que aparece en D y cum-
ple esto. Por la elección de z, se tiene que C[z, y] ◦ D[y, z] es un ciclo; por nues-
tra hipótesis inicial, es de longitud par. Como C es de longitud par y D de longi-
tud impar, entonces C[x, z] y D[z, x] tienen longitud par e impar, respectivamente.
Además, como l(C) = d(x, y) y l(D) = d(y, x), entonces l(C[x, z]) = d(x, z) y
l(D[z, x]) = d(z, x), por lo que z ∈ V (D − X − Y ); además, d(x, z) < d(x, y) y
d(z, x) < d(y, x), lo cual contradice la elección de y. Se sigue que {X, Y } es una
partición de V (D).

Falta ver que X y Y son independientes. Argumentando por contradicción, supon-
gamos que X no es independiente; la prueba para Y es análoga. Sean u, v ∈ X tales
que uv ∈ A(D). Sean P1 y P2 una xu-trayectoria y una vx-trayectoria, respectiva-
mente, ambas de longitud mı́nima. Es claro que P := P1 ◦ (u, v) ◦ P2 es un camino
cerrado de longitud impar, pues l(P1) y l(P2) tienen la misma paridad. Por lo tan-
to, no es un ciclo, por lo que existe z ∈ V (P1) ∩ V (P2) tal que z 6= x; podemos
suponer que z es el primer vértice que aparece en P2 y cumple esto. Por la elección
de z, se tiene que P1[z, u]◦(u, v)◦P2[v, z] es un ciclo. Puesto que es de longitud par,
entonces P1[z, u] y P2[v, z] tienen distinta paridad; se sigue que P1[x, z] y P2[z, x]
tienen distinta paridad. Además, como P1 y P2 eran de longitud mı́nima, entonces
P1[x, z] y P2[z, x] también lo son. Por lo tanto, d(x, z) y d(z, x) tienen distinta pa-
ridad, por lo que z 6∈ X ∪ Y , lo cual contradice que {X, Y } sea una partición de
V (D). Se sigue que X es independiente.

�

Corolario 2.1.6 ∗ Una digráfica D es bipartita si y sólo si D ∪D−1 no tiene ciclos
de longitud impar.

Prueba
Por contrapositiva, supongamos que D ∪ D−1 tiene un ciclo de longitud impar,
digamos C2n+1, para alguna n ∈ N. Sabemos ya que χ(C2n+1) = 3. Aśı, como
C2n+1 ⊆ D ∪D−1, entonces χ(D ∪D−1) ≥ 3. Es claro que χ(D) = χ(D ∪D−1), pues
el sentido de las flechas no juega un papel en la definición de conjunto independien-
te; por lo tanto, χ(D) ≥ 3. Se sigue que D no es 2-coloreable, o lo que es lo mismo,
que D no es bipartita.

Para el rećıproco, supongamos que D ∪D−1 no tiene ciclos de longitud impar. Sean
A1, . . . , An las componentes fuertes de D ∪D−1, las cuales tampoco tienen ciclos de
longitud impar. Por el teorema 2.1.5, se cumple que, para cada i ∈ {1, . . . , n}, Ai es
bipartita; sea {Pi, Qi} una bipartición de Ai. Puesto D ∪D−1 es simétrica, entonces
las componentes no sólo son ajenas dos a dos por vértices, sino también por flechas.
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Sean P :=
⋃n
i=1 Pi y Q :=

⋃n
i=1Qi. Se cumple entonces que {P,Q} es una biparti-

ción de D ∪ D−1, y como V (D) = V (D ∪ D−1) y A(D) ⊆ A(D ∪ D−1), entonces
{P,Q} es también una bipartición de D. Se sigue que D es bipartita.

�

Corolario 2.1.7 ∗ Todo árbol es bipartita. Además, cualquier árbol de orden n ≥ 2
es 2-cromático.

Prueba
Sea D un árbol. Como D cumple que los únicos ciclos de D ∪ D−1 son de longitud
2, se tiene, por el corolario 2.1.6, que D es bipartita. Además, dado D un árbol de
orden n ≥ 2, D tiene al menos una flecha, por lo que D no es 1-coloreable. Se sigue
que χ(D) = 2.

�

Sean n, k ∈ Z+. consideremos N := {x1, . . . xn} y K := {y1, . . . yk}. Denotamos
por Kn,k la digráfica completa bipartita dada como sigue: V (Kn,k) := N ∪ K y
A(Kn,k) := {xy : x ∈ N, y ∈ K} ∪ {yx : x ∈ N, y ∈ K}. Este concepto puede
generalizarse a multipartitas. Sean k1, . . . , kn ∈ Z+. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sea
Ai := {xi1 . . . , xiki}. Denotamos por Kk1,...,kn a la digráfica completa multipartita
dada como sigue: V (Kn,k) :=

⋃n
i=1Ai, A(D) := {uv : u ∈ Ai, v ∈ Aj, i 6= j}. Dados

los números k1, . . . , kn, esta digráfica es única; el orden de los ki no importa.

Figura 2.3: Digráficas completas multipartitas

2.2. Torneos

Los torneos cumplen muchas cosas que las digráficas, en general, no cumplen. Pro-
bemos algunas de ellas.

La digráfica de la figura 1.19 es un ejemplo de una digráfica fuerte sin trayectorias
hamiltonianas. El siguiente teorema prueba que, en torneos, siempre podemos en-
contrar trayectorias hamiltonianas, incluso sin pedir la condición de ser fuerte.

Teorema 2.2.1 (Rédei) ∗ Todo torneo contiene una trayectoria hamiltoniana.
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Prueba
Sea T un torneo y sea C = (x0, . . . , xn) una trayectoria de longitud máxima en T .
Argumentando por contradicción, supongamos que C no es hamiltoniana, es decir,
que existe y ∈ V (T ) \ V (C).

Caso 1. Para toda i ∈ {0, . . . , n}, xiy ∈ A(T ). En este caso, se cumple, en
particular, que xny ∈ A(t), por lo que (x0, . . . , xn, y) es una trayectoria que
pasa por todos los vértices de C y por y.

Caso 2. Existe i ∈ {0, . . . , n} tal que yxi ∈ A(T ). Consideremos m el mı́ni-
mo de las i que lo cumplen. Si i = 0, entonces yx0 ∈ A(T ), por lo que
(y, x0, . . . , n) es una trayectoria que pasa por todos los vértices de C y por
y. Si m > 0, entonces m − 1 ∈ {0, . . . , n} y es tal que xm−1y ∈ A(T ). Aśı,
C[x0, xm−1] ◦ (xm−1, y, xm) ◦ C[xm, xn] es una trayectoria que pasa por todos los
vértices de C y por y.

En ambos casos, las trayectorias encontradas tienen longitud mayor a C, lo cual
contradice la elección de C. Se sigue que C śı es una trayectoria hamiltoniana.

�

Notemos que la prueba del teorema 1.3.5, el cual nos dice que toda digráfica unila-
teral contiene un camino hamiltoniano, es una calca de la del teorema 2.2.1. Esto
se debe a que los torneos son digráficas semicompletas, y las propiedades ser semi-
completa y ser unilateral, son casi idénticas, la primera siendo la versión fuerte de
las dos. La relación entre ambas propiedades, idéntica a la que tienen ser fuerte y
ser completa, puede observarse también en la proposición 1.4.3 vista en el caṕıtulo
pasado.

Los torneo fuertes cumplen algo aún más interesante: son hamiltonianos. El siguien-
te teorema prueba, en particular, esta afirmación.

Teorema 2.2.2 (Moon) ∗ Para todo torneo fuerte T de orden n ≥ 3, para todo
x ∈ V (T ) y cada k ∈ {3, 4, . . . , n}, existe un xx-ciclo de longitud k.

Prueba por inducción sobre k
Sean T un torneo fuerte de orden n ≥ 3 y x ∈ V (T ). Como T es fuerte, entonces
x no es una fuente ni un pozo. Aśı, N+(x) 6= ∅ 6= N−(x). Además, como T es
un torneo, entonces V (T ) = N+(x) ∪ N−(x) ∪ {x}; se tiene también que no hay
flechas de N+(x) a x. Como T es fuerte, entonces para cada u ∈ N+(x) y cualquier
v ∈ N−(x), existe un uv-camino en T . Como no hay flechas de N+(x) a x y V (T ) =
N+(x) ∪ N−(x) ∪ {x}, entonces el camino debe contener una flecha de N+(x) a
N−(x), digamos yz ∈ A(D). Aśı, (x, y, z, x) es un xx-ciclo de longitud 3 en T .

Supongamos que T tiene un xx-ciclo de longitud t, digamos C := (x = x0, x1, . . . ,
xt−1, xt = x), para alguna t ∈ {3, . . . , n− 1}.
Probemos que hay un xx-ciclo de longitud t + 1. Como T es un torneo, entonces,
para cada y ∈ V (T ) \ V (C) y para cada i ∈ {0, . . . , t− 1}, se tiene que yxi ∈ A(T ) o
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xiy ∈ A(T ). Sean D := {y ∈ V (T ) \ V (C) : yxi ∈ A(T ) para toda i ∈ {0, . . . , t− 1}}
y S := {y ∈ V (T ) \ V (C) : xiy ∈ A(T ) para toda i ∈ {0, . . . , t− 1}}.

Caso 1. V (T ) = D ∪ S ∪ V (C).
Como T es fuerte y ningún vértice de S domina a ninguno de C, se cumple,
en este caso, que existen y ∈ S y z ∈ D tales que yz ∈ A(T ). Además, se tiene
que x0y, zx2 ∈ A(T ). Aśı, (x0, y, z, x2) ◦ C[x2, x0] es un ciclo de longitud t + 1
en T .

Caso 2. Existe y ∈ V (T ) \ (D ∪ S ∪ V (C)).
Dicho y cumple que existen i, j ∈ {0, . . . , t − 1} tales que xiy, yxj ∈ A(T ).
Sea M = {i ∈ {0, . . . , t − 2} : xiy, yxi+1 ∈ A(T )}. Si M = ∅, afirmamos
que xt−1y, yx0 ∈ A(T ); en caso contrario, todas las flechas entre C y y iŕıan en
un único sentido. Por lo tanto, C[x0, xt−1] ◦ (xt−1, y, x0) es un ciclo de longitud
t+1. Si M 6= ∅, tomemos j ∈M ; en este caso, C[x0, xj]◦(xj, y, xj+1)◦C[xj+1, xt]
es un ciclo de longitud t+ 1.

En ambos casos, pudimos construir un x0x0-ciclo de longitud t+ 1.
�

Corolario 2.2.3 (Camion) ∗ Sea T un torneo de orden n ≥ 2. T es fuerte si y
sólo si es hamiltoniano.

Prueba
Sea T un torneo fuerte de orden n ≥ 2. Como no hay torneos fuertes de orden 2,
podemos suponer que n ≥ 3. Se tiene entonces, por el teorema 2.2.2, que existe un
ciclo de orden n, por lo que dicho ciclo debe ser hamiltoniano.

El rećıproco es cierto por el corolario 1.3.7, el cual afirma, más en general, que toda
digráfica hamiltoniana es fuerte.

�

Corolario 2.2.4 ∗ Para todo torneo T y para todo x ∈ V (T ), si existe un xx-ciclo
de longitud k ≥ 3, entonces existe un xx-ciclo de longitud l para toda 3 ≤ l ≤ k.

Prueba
Sean T un torneo, x0 ∈ V (T ) y C = (x0, . . . , xk, x0) un x0x0-ciclo de longitud k ≥ 3.
Sea S = {x0, . . . , xk−1}. Como (x0, . . . , xk, x0) es un ciclo hamiltoniano en T 〈S〉,
entonces es un torneo hamiltoniano, por lo que es fuerte; además, k ≥ 3 es el orden
de T 〈S〉. Se tiene entonces, por el teorema 2.2.2, que T 〈S〉 tiene un x0x0-ciclo de
longitud l para toda 3 ≤ l ≤ k. �

Ser aćıclica y ser transitiva son propiedades muy distintas. En efecto, para toda
n ∈ N, n ≥ 2, Kn es transitiva y tiene ciclos de longitud k para toda k ∈ {2, . . . , n}.
Además, dada n ∈ Z+, Pn es aćıclica y no es transitiva. Sin embargo, en torneos, los
conceptos coinciden.
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Teorema 2.2.5 ∗ Un torneo es aćıclico si y sólo si es transitivo.

Prueba
Sean T un torneo aćıclico y x, y, z ∈ A(D) tales que xy, yz ∈ A(D). Como T es un
torneo, se tiene que x, y, z son vértices distintos; se tiene también que xz ∈ A(D)
o zx ∈ A(D). No puede suceder que zx ∈ A(D), pues, en ese caso, se tendŕıa que
(x, y, z, x) es un ciclo en T ; aśı, xz ∈ A(D).

Para el rećıproco, sea T un torneo transitivo. Argumentando por contradicción, su-
pongamos que T tiene un ciclo, digamos C := (x0, . . . , xn, x0). Notemos que C[x0, xn]
es una x0xn-trayectoria, por lo que x0 → xn; puesto que T es transitiva, se tiene,
por la proposición 1.4.2, que x0xn ∈ A(D). Sin embargo, xnx0 es una flecha en C.
Esto es una contradicción, pues T es un torneo.

�
De ahora en adelante usaremos indistintamente los conceptos ser aćıclico y ser
transitivo en el contexto de torneos.

Vimos ya, en el caṕıtulo pasado, un ejemplo de un torneo transitivo de orden 4. El
siguiente teorema afirma la existencia y unicidad de torneos transitivos de todos los
órdenes.

Teorema 2.2.6 ∗ Para cada n ∈ N, existe un único torneo Tn transitivo de orden
n. Además, podemos enumerar a los vértices de Tn de la siguiente manera: V (Tn) =
{x0, . . . , xn−1} y, para cada k ∈ {0, . . . , n− 1}, d+(xk) = k.

Prueba por inducción sobre n
Para n < 3, esto es trivial, pues hay un único torneo de orden 0, un único de orden
1 y un único de orden 2; además, todos cumplen lo buscado.

Supongamos que para alguna n ∈ N, n ≥ 2, existe un único torneo transitivo de
orden n, digamos Tn; supongamos además que, V (Tn) = {x0, . . . , xn−1} y, para cada
k ∈ {0, . . . , n− 1}, d+(xk) = k.
Probemos que existe un único torneo de orden n + 1 que cumple todo lo buscado.
Consideremos Tn+1 dado como sigue: V (Tn+1) = V (Tn) ∪ {y}, con y 6∈ V (Tn);
A(Tn+1) = A(Tn) ∪ {yx : x ∈ V (Tn)}. Puesto que Tn es un torneo de orden n, Tn+1

es un torneo de orden n+ 1. Veamos que śı es transitivo.
Sean u, v, w ∈ V (Tn+1) tales que uv, vw ∈ A(Tn+1). Veamos que uw ∈ A(Tn+1).
Si u, v, w ∈ V (Tn), se cumple, pues Tn es transitivo. Supongamos entonces que
u = y o v = y o w = y. Como y es una fuente en Tn+1, los dos últimos casos
no pueden pasar; aśı, u = y. Por ser y fuente, se tiene también que uw = yw ∈
A(Tn+1). Se sigue que Tn+1 śı es transitivo. Además, si tomamos xn := y, se tiene
que V (Tn+1) = {x0, . . . , xn} y, para cada k ∈ {0, . . . , n}, d+(xk) = k.

Veamos ahora que Tn+1 es único. Sea D un torneo transitivo de orden n + 1. Por el
teorema 2.2.5, se tiene que D es aćıclico. Aśı, el teorema 1.3.1 afirma que D tiene
una fuente, digamos a ∈ V (D). consideremos G = D − a. Es claro que G es un
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subtorneo de D de orden n. Los subtorneos de torneos transitivos son también tran-
sitivos, por lo que G es un torneo transitivo de orden n. Por hipótesis de inducción,
se tiene que G ∼=f Tn.
Ahora bien, puesto que a es una fuente en D, se tiene que D es tal que A(D) =
A(G) ∪ {ax : x ∈ V (G)}. De igual manera, se tiene ya que A(Tn+1) = A(Tn) ∪
{yx : x ∈ V (Tn)}. Aśı, es claro que f ∗ := f ∪{(a, y)} es tal que D ∼=f∗ Tn+1. Se sigue
que Tn+1 es único. Además, si tomamos an := a y, para cada k ∈ {0, . . . , n − 1},
ak := f−1(xk), es claro que V (D) = {a0, . . . , an} y, para cada k ∈ {0, . . . , n − 1},
d+(ak) = k.

�

Figura 2.4: Torneos transitivos de varios órdenes

Denotamos, para cada n ∈ N, como Tn al único torneo transitivo de orden n.

Observaciones. Dada una digráfica D, se tiene que D es aćıclica si y sólo si D−1

es aćıclica. Aśı, para cada n ∈ N, T−1n = Tn. Además, para cada n ∈ N, Tn =
CT (Pn); es decir, Tn es la cerradura transitiva de la trayectoria Pn.

El siguiente teorema concluye esta sección y da la entrada a la siguiente. Nos será
de mucha utilidad en el resto del caṕıtulo, al igual que en los caṕıtulos siguientes.

Teorema 2.2.7 (Stearns [10]) ∗ Para cada k ∈ Z+, se cumple que todo torneo de
orden al menos 2k−1 contiene un Tk.

Prueba por inducción sobre k
Para k = 1 o k = 2, esto es trivial. Supongamos que se cumple para alguna k ∈ Z+.
Sea T un torneo de orden al menos 2k. Veamos que contiene a Tk+1. Como T tiene

orden al menos 2k y es un torneo, debe suceder que |A(T )| ≥ 2k(2k−1)
2

= 22k−1−2k−1.
Si todos los vértices de T tienen exgrado menor o igual a 2k−1 − 1, entonces

|A(T )| =
∑

v∈V (T )

d+(v) ≤ (2k−1 − 1)2k = 22k−1 − 2k < 22k−1 − 2k−1 ≤ |A(T )|.

Por lo tanto, |A(T )| < |A(T )|, lo cual es una contradicción. Aśı, existe v ∈ V (T )
tal que d+(v) ≥ 2k−1. Si consideramos W := N+(v), se tiene que |W | ≥ 2k−1.
Aśı, T 〈W 〉 es un torneo de orden al menos 2k−1. Por hipótesis de inducción, se si-
gue que T 〈W 〉 contiene un Tk. Como vw ∈ A(T ) para todo w ∈ V (Tk), se tiene que
T 〈V (Tk) ∪ {v}〉 es un Tk+1 que está contenido en T .

�
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2.3. Coloraciones transitivas

Vimos ya, al inicio de este caṕıtulo, que el número cromático de un torneo es igual
a su orden. Aśı, las coloraciones propias de torneos no nos dan información nueva
sobre ellos. Introducimos entonces otro tipo de coloración, más adecuada para tor-
neos.

Dados T un torneo y S ⊆ V (T ), decimos que S es transitivo si T 〈S〉 es un torneo
transitivo.

Una k-coloración transitiva de un torneo T es una k-coloración de T que consta
de conjuntos transitivos; estas coloraciones son también nombradas aćıclicas, en
digráficas en general, aunque para digráficas que no son torneos, son definidas como
particiones en conjuntos aćıclicos; en torneos, ambas definiciones coinciden.

Dado k ∈ Z+, decimos que un torneo T es k-coloreable-transitivo si existe una k-
coloración transitiva de T , o bien T tiene orden a lo más k. Además, χt(D) :=
mı́n{k ∈ N : D es k-coloreable-transitivo} es llamado el número cromático transi-
tivo de D. Si χt(D) = k, decimos que D es k-cromática-transitiva. Por otro lado,
Neumann-Lara definió en [6] el número dicromático para toda digráfica D como el
mı́nimo k ∈ Z+ tal que existe una k-coloración de D que consta de conjuntos aćıcli-
cos. En general, ambos conceptos no coinciden, aunque son equivalentes en torneos.
Evidentemente, si T es un torneo transitivo, entonces χt(T ) = 1.

Figura 2.5: Torneo 2-cromático-transitivo

Es claro que {V,M} es una 2-coloración transitiva de la digráfica D de la figura 2.5,
con V el conjunto de vértices verdes y M el de magentas. Además, (u, v, w, x, y, z, u)
es un ciclo en D, por lo que D no es transitiva. Se sigue que χt(D) = 2.

Teorema 2.3.1 ∗ Sean T un torneo y T1, . . . , Tn las componentes fuertes de T . Se
cumple que χt(T ) = máx{χt(Ti) : i ∈ {1, . . . , n}}.

Prueba
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Sea M := máx{χt(Ti) : i ∈ {1, . . . , n}}. Notemos que dados S, T torneos, con S ⊆
T , se tiene que χt(S) ≤ χt(T ). Es claro que χt(T ) ≥ M , pues dada i ∈ {1, . . . , n},
se tiene que Ti ⊆ T .
Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sea {Ai1, . . . , Aimi} una mi-coloración transitiva de Ti, con
mi = χt(Ti). Además, para cada i ∈ {1, . . . , n} y cada mi < k ≤ M , sea Aik := ∅.
Para toda i ∈ {1, . . . , n} y cada mi, A

i
mi

es transitivo.
Para cada 1 ≤ k ≤ M , consideremos Bk :=

⋃n
i=iA

i
k. Notemos que {B1, . . . , BM} es

una partición de V (T ). El teorema 1.3.8 afirma que SC(T ) es aćıclica, lo cual nos
dice que cualquier ciclo en T está contenido completamente en una misma compo-
nente fuerte. Aśı, para cada 1 ≤ k ≤ M − 1, se tiene que Bk es aćıclica (transitiva),
pues está compuesto de conjuntos aćıclicos, todos de componentes distintas. Aśı,
{B1, . . . , BM} es una M -coloración transitiva de T . Se sigue que M ≥ χt(T ), por lo
que χ(T ) = M .

�
Este teorema nos dice que basta conocer el número cromático transitivo de los tor-
neos fuertes para conocer el de cualquier torneo.

Veamos ahora que el número cromático transitivo es no acotado. Para esto, reque-
rimos introducir conceptos nuevos, que serán de mucha utilidad en el siguiente
caṕıtulo.

Sean T un torneo y X, Y ⊆ V (T ) ajenos. Si para todos u ∈ X, v ∈ Y se tiene que
uv ∈ A(T ), escribimos X ⇒ Y y decimos que X domina totalmente a Y . Podemos
generalizar esta idea un poco: si H1 y H2 son familias de torneos, denotamos por
H1 ⇒ H2 a la familia de torneos tales que G ∈ H1 ⇒ H2 si existen H1 ∈ H1,
H2 ∈ H2 y A,B ⊆ V (G) tales que {A,B} es una partición de G, G〈A〉 ∼= H1 y
G〈B〉 ∼= H2.

Figura 2.6: Trisección ∆(1, 3, 2) de un torneo

Dado T un torneo y {X, Y, Z} una partición de V (T ) tal que X ⇒ Y , Y ⇒ Z
y Z ⇒ X, decimos que (X, Y, Z) es una trisección de T ; además, dados A,B,C
torneos, si A ∼= T 〈X〉, B ∼= T 〈Y 〉 y C ∼= T 〈Z〉, denotamos a la trisección por
∆(A,B,C). Para simplicar la notación, denotaremos por k al único torneo transiti-
vo de orden k en las trisecciones; dado H un torneo, ∆(H, 1, 3) = ∆(H,T1, T3).
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En la figura 2.6, (V,R,A) es una trisección de la digráfica, con V el conjunto que
consta del vértice verde, R el conjunto de vértices rojos y A el de azules. Además,
los torneos inducidos por V , R y A son T1, T3 y T2 respectivamente, por lo que este
torneo es igual a ∆(1, 3, 2).

Proposición 2.3.2 ([3]) ∗ Para todo torneo T , χt(∆(T, T, 1)) ≥ χt(T ) + 1.

Prueba
Sean T,H torneos tales que (X, Y, Z) es una trisección de H, con X ∼= T , Y ∼= T
y Z = {z}. Consideremos también k := χt(T ). Argumentando por contradicción,
supongamos que existe {C1, . . . , Ck} una k-coloración de H. Notemos que CX :=
{C1 ∩ X, . . . , Ck ∩ X} es una l-coloración transitiva de X con l ≤ k. Por hipótesis,
χt(X) = χt(D) = k, por lo que l = k. Usando el mismo razonamiento, podemos
concluir también que CY := {C1 ∩ Y, . . . , Ck ∩ Y } es una k-coloración transitiva
de Y . Ahora bien, supongamos, sin pérdida de generalidad, que z ∈ C1. Como CX
y CY son k-coloraciones transitivas de X y Y , respectivamente, existen x ∈ X y
y ∈ Y tales que x, y ∈ C1. Sin embargo, puesto que (X, Y, Z) es una trisección,
se cumple que (x, y, z, x) es un ciclo en C1. Esto es una contradicción, pues C1 es
transitivo. Se sigue que χt(H) ≥ k + 1.

�

Proposición 2.3.3 ([3]) ∗ Consideremos la siguiente sucesión de torneos: (Si)
∞
i=1,

S1 = T1 y para toda i ∈ N, i ≥ 2, Si = ∆(Si−1, Si−1, 1); sea además ni el orden de
Si. Se cumple que para toda i ∈ Z+, ni = 2i − 1 y χt(Si) ≥ i.

Prueba por inducción sobre n
Evidentemente, S1 tiene orden 21 − 1 = 1 y χt(S1) = χt(T1) = 1 ≥ 1.
Supongamos que se cumple para alguna i − 1 con i ∈ N, i > 1; es decir, que ni−1 =
2i−1−1 y que χt(Si−1) ≥ i−1. Veamos que ambas cosas se cumplen para i. Es claro
que ni = 2(ni−1) + 1 = 2(2i−1 − 1) + 1 = 2i − 1. Además, la proposición 2.3.2 afirma
que χt(Si) ≥ χt(Si−1) + 1 ≥ i− 1 + 1 = i.

�

Corolario 2.3.4 ∗ Para cada n ∈ Z+, existe T un torneo tal que χt(T ) ≥ n.

Veremos, en el siguiente caṕıtulo, dos familias más que tienen número cromático
transitivo no acotado.

Buscaremos determinar, a continuación, el número cromático transitivo de los tor-
neos de orden menor o igual a 14.

Observación. Es fácil notar que un torneo de orden uno o dos es 1-coloreable-
transitivo y uno de orden tres, cuatro o cinco es 2-coloreable-transitivo. Veamos que
los torneos de orden 6 son también 2-coloreable-transitivos.

Proposición 2.3.5 ([9]) ∗ Todo torneo de orden 6 es 2-coloreable-transitivo.
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Prueba
Sea T un torneo de orden 6, V (T ) = {u, v, w, x, y, z}.

Caso 1. T tiene un T4.
En este caso, basta colorear a los vértices del T4 de un mismo color y a los dos res-
tantes de un color distinto.

Caso 2. T tiene un vértice de exgrado o ingrado al menos 4.
Veamos qué pasa cuando T tiene un vértice de exgrado al menos 4; el otro subcaso
es análogo. Supongamos que dicho vértice es u. Como G := T 〈N+(u)〉 es un tor-
neo de orden al menos 4, se tiene, por el teorema 2.2.7, que G contiene un T3. Aśı,
si consideramos el torneo que tiene por vértices a los de dicho T3 y a u, es un T4;
queda entonces reducido al caso 1.

Caso 3. T no tiene vértices de exgrado o ingrado al menos 4 ni tiene ningún T4.

Figura 2.7: Torneos de orden 6, caso 3

En este caso, todos los vértices tienen exgrado 2 o 3. Puesto que |A(T )| =∑
v∈V (T ) d

+(v) = 15, debe haber exactamente tres vértices de exgrado 2 y tres de
exgrado 3. Afirmamos que sólo existen dos torneos no isomorfos que cumplen esta
hipótesis. Para esto, construiremos poco a poco ambos torneos, suponiendo a cada
paso que una propiedad que cumple alguno de los vértices, lo cumple uno en par-
ticular que nombraremos; en caso de suponer que en alguno(s) de estos pasos, un
vértice distinto cumple una de estas propiedades, resultaŕıa un torneo isomorfo a
alguno de los dos que construiremos.

Dado que hay tres vértices de exgrado 3, podemos suponer que uno de ellos es u;
supongamos también que N+(u) = {v, w, x} y que N−(u) = {y, z}. Como T no
tiene ningún T4 y u ⇒ {v, w, x}, entonces los vértices v, w, x forman un ciclo en T ;
supongamos que es (v, w, x, v). Supongamos también que yz ∈ A(T ). Afirmamos
que z no tiene exgrado 3; de lo contrario, tendŕıa por exvecinos a dos vértices del
conjunto {v, w, x}, digamos a v y w. Aśı, {u, v, w, z} seŕıa un T4 en T . Por lo tan-
to, z tiene exgrado 2. Puesto que hay tres vértices de exgrado 3, se tiene entonces
que al menos un vértice de {v, w, x} tiene exgrado 3. Supongamos que uno de ellos
es v. Aśı, vz, vy ∈ A(T ). Afirmamos que w ni x tienen exgrado 3; en efecto, si x
tiene exgrado 3, entonces xz, xy ∈ A(T ), por lo que v, x, y, z forman un T4; sucede
algo análogo si w tiene exgrado 3. Aśı, y tiene exgrado 3, y w, x, z tienen exgrado 2.
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Hasta este paso, hemos construido una única digráfica, ilustrada en ambos torneos
de la figura 2.7 por las flechas negras. Tenemos dos subcasos posibles:

Si yx ∈ A(T ), entonces xz, zw,wy ∈ A(T ). El torneo de la izquierda de la fi-
gura 2.7 lo ilustra. En este caso, {{u, v, w}, {x, y, z}} es una 2-coloración tran-
sitiva de T .

Si yw ∈ A(T ), entonces wz, zx, xy ∈ A(T ). El torneo de la derecha de la figu-
ra 2.7 lo ilustra. En este caso, {{u, v, x}, {w, y, z}} es una 2-coloración transi-
tiva de T .

�
Ahora bien, no todos los torneos de orden 7 son 2-coloreable-transitivos, como ve-
remos a continuación. Para esto, introducimos el siguiente concepto: dada G una
digráfica, decimos que sus vértices son indistinguibles si para cualesquiera u, v ∈
V (H), existe ϕ un automorfismo de H tal que ϕ(u) = v; en otras palabras, el que
los vértices sean indistinguibles es equivalente a que cumplan todos las mismas pro-
piedades en la digráfica, como por ejemplo, que sus exvecindades son isomorfas en-
tre śı.

Proposición 2.3.6 ([9]) ∗ Existen torneos 3-cromáticos transitivos de orden 7.

Prueba
Consideremos el torneo G7 dado como sigue: V (G7) = {1, . . . , 7}, A(G7) = {i(i + 1)
tal que i ∈ V (G7)} ∪ {i(i + 2) tal que i ∈ V (G7)} ∪ {i(i + 4) tal que i ∈ V (G7)},
leyendo todos los sub́ındices módulo 7. Notemos que los vértices de G7 son indistin-
guibles, pues dado m,n ∈ V (G7), m < n, ϕ : V (G7) → V (G7), ϕ(a) = a + n − m
es un automorfismo tal que ϕ(m) = m + n − m = m. Es también un torneo 3-
regular, pues cada vértice domina a tres vértices y es dominado por tres. Veamos
que no tiene ningún T4. Recordemos que un T4 tiene exactamente un vértice de ex-
grado 3. Si el vértice de exgrado 3 es 1, entonces el T4 posible tendŕıa por vértices
a 1, 2, 3 y 5; esto es imposible pues (2, 3, 5, 2) es un ciclo en G7. Lo mismo sucede
si el vértice de exgrado 3 es cualquier i ∈ {1, . . . , 7}, pues los vértices de G7 son
indistinguibles. Aśı, G7 no contiene ningún T4. Es entonces claro que χt(G7) ≥ 3.
Además, {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7}} es una 3-coloración transitiva de G7. Se sigue que
χt(G7) = 3.

�
Neumann-Lara prueba, en [9], que existen únicamente 4 torneos 3-cromáticos-
transitivos de orden 7, todos 3-regulares; veremos el segundo de estos en el siguiente
caṕıtulo. El torneo G7 es el único de los 4 torneos 3-cromáticos-transitivos que no
contiene ningún T4; en efecto, dado H un torneo 3-regular y T4-libre, si existe v ∈
V (H) tal que H〈N+(v)〉 es un T3, entonces v, junto con N+(v) forman un T4; lo
análogo sucede con N−(v). Aśı, para todo v ∈ V (H), H〈N+(v)〉 ∼= C3

∼= H〈N−(v)〉;
esta propiedad define uńıvocamente el torneo G7.

Neumann-Lara pueba también que existe un único torneo 4-cromático-transitivo de
orden 11. Probaremos únicamente la existencia de dicho torneo, pues no le daremos
ningún uso a la parte de unicidad.
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Figura 2.8: Torneo T4-libre de orden 7

Proposición 2.3.7 ([9]) ∗ Existe un torneo 4-cromático de orden 11.

Sea H el torneo dado como sigue: V (H) = {1, . . . , 11}, A(H) = {i(i + j) tal que
i ∈ V (G), j ∈ {1, 3, 4, 5, 9}}, leyendo todos los sub́ındices módulo 11. H es 5-
regular y todos sus vértices son indistinguibles.

Figura 2.9: Torneo 4-cromático-transitivo de orden 11

Notemos que H no tiene ningún T5. En efecto, puesto que un T5 tiene un vértice de
exgrado 4, debeŕıa ser el subtorneo inducido por un vértice y sus exvecinos. Como
H〈{1} ∪ N+(1)〉 no es un T5 y los vértices de H son indistinguibles, se sigue que
no hay ningún T5. Aśı, cualquier 3-coloración de H debe de constar de dos T4 y un
T3. Veamos que para cualesquiera dos T4 ajenos que elijamos en H, los 3 vértices
restantes forman un C3. Puesto que los vértices de H son indistinguibles, podemos
suponer que uno de los T4 elegidos tiene a 1 como vértice de exgrado 3. Ahora bien,
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N+(1) = {2, 4, 5, 6, 10} y los únicos T3 contenidos en N+(1) son los inducidos por
{2, 5, 6} y {5, 6, 10}; por lo tanto, los dos posibles T4 son H1 = 〈{1, 2, 5, 6}〉 y H2 =
〈{1, 5, 6, 10}〉.

Si elegimos H1, los únicos T4 en H − H1 son los inducidos por {3, 4, 7, 8},
{10, 11, 3, 4} y {10, 3, 4, 8}. Sin embargo, las digráficas inducidas por
{9, 10, 11}, {7, 8, 9} y {7, 9, 11} son cada una un C3.

Si elegimos H2, los únicos T4 en H − H2 son los inducidos por {3, 4, 7, 8},
{4, 8, 9, 2} y {4, 9, 2, 7}. Sin embargo, las digráficas inducidas por {2, 9, 11},
{3, 7, 11} y {3, 8, 11} son cada una un C3.

Por lo tanto, no hay 3-coloraciones transitivas de H, por lo que χt(H) > 3. Por últi-
mo, es claro que {{1, 2, 5, 6}, {3, 4, 7, 8}, {9, 10}, {11}} es una 4-coloración transi-
tiva de H. Se sigue que χt(H) = 4.

�
La prueba de la siguiente proposición es una calca de la proposición 2.3.3, por lo
que no la redactaremos.

Proposición 2.3.8 ([3]) ∗ Consideremos la siguiente sucesión de torneos: (Ui)
∞
i=4,

U4 el torneo H de la proposición 2.3.7 y para toda i ≥ 5, Ui = ∆(Ui−1, Ui−1, 1);
sea además ni el orden de Ui. Se cumple que para toda i ∈ Z+, ni = 3(2i−2) − 1 y
χt(Ui) ≥ i.

Introduciremos un concepto nuevo. Para cada n ∈ N, definimos el número cromáti-
co transitivo de n como sigue: χt(n) := máx{χt(T ) : T tiene orden n}.

Observación. Si n,m ∈ N y n ≤ m, entonces χt(n) ≤ χt(m). Más aún, se cumple
que χt(n + m) ≤ χt(n) + χt(m). Lo segundo se debe a lo siguiente: dado G un
torneo de orden n + m, podemos dar una partición {A,B} de G con |A| = n y
|B| = m. Sean α = χt(n) y β = χt(m). Por definición de χt(n) y χt(m), podemos
tomar {A1, . . . , Aα} una α-coloración transitiva de A y {Bα+1, . . . , Bα+β} una β-
coloración transitiva de B. Notemos que {A1, . . . , Aα, Bα+1, . . . , Bα+β} es una (α +
β)-coloración transitiva de G, por lo que χt(n) + χt(m) ≤ χt(G). Como G fue un
torneo arbitrario de orden n+m, se sigue que χt(n) + χt(m) ≤ χt(n+m).

La siguiente proposición se desprende de los resultados de Neumann-Lara que aca-
bamos de probar, al igual que del teorema 2.2.7.

Proposición 2.3.9 (Neumann-Lara) ∗ Para cada n ∈ {0, . . . , 14}, se puede
determinar el número cromático transitivo de n.

Prueba

Evidentemente, χt(0) = 0 y χt(1) = χt(2) = 1
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Para toda i ∈ {3, . . . , 6}, χt(i) = 2. En efecto, es claro que χt(3) = 2, pues
χt(C3) = 2. Aśı, χt(i) ≥ 2 para toda i ≥ 3. Además, la proposición 2.3.5
asegura que χt(6) ≤ 2, por lo que χt(i) ≤ 2 para toda i ≤ 6.

Para toda i ∈ {7, . . . , 10}, χt(i) = 3. La proposición 2.3.6 nos dice, en par-
ticular, que χt(7) ≥ 3. Basta probar que χt(10) ≤ 3. Sea G un torneo de
orden 10. Por el teorema 2.2.7, G tiene un T4. Como G − T4 tiene orden 6 y
χt(6) = 2, entonces χt(G − T4) ≤ 2. Como V (G) = V (G − T4) ∪ V (T4),
entonces χt(G) ≤ χt(G− T4) + χt(T4) ≤ 2 + 1 = 3. Se sigue que χt(10) ≤ 3.

Para toda i ∈ {11, . . . , 14}, χt(i) = 4. La proposición 2.3.7 nos dice, en par-
ticular, que χt(11) ≥ 4. Basta probar que χt(14) ≤ 4. Sea G un torneo de
orden 14. Por el teorema 2.2.7, G tiene un T4. Como G − T4 tiene orden 10 y
χt(10) = 3, entonces χt(G − T4) ≤ 3. Como V (G) = V (G − T4) ∪ V (T4),
entonces χt(G) ≤ χt(G− T4) + χt(T4) ≤ 3 + 1 = 4. Se sigue que χt(14) ≤ 4.

�

Determinar el número cromático transitivo de cualquier natural es un problema
complejo; no se ha podido determinar más que para naturales pequeños. Mostra-
mos ahora una cota inferior y una superior del número cromático transitivo para los
naturales de la forma 2n, con n ∈ Z+.

Para poder dar la cota superior, requerimos probar primero la siguiente proposi-
ción. Aplicaremos, en la prueba de la proposición, el teorema 2.2.7 de manera recur-
siva; dicho teorema afirma que para toda n ∈ N, n ≥ 2, todo torneo de orden al
menos 2n−1 tiene un Tn.

Proposición 2.3.10 ([N]) ∗ Sean n ∈ N, n ≥ 2, G un torneo de orden k > 2n−1,
y h := dk−2n−1

n
e. Se cumple entonces que existe una partición de V (G) en h + 1

conjuntos,
{A1, . . . , Ah, B}, tal que para toda i ∈ {1, . . . , h}, G〈Ai〉 ∼= Tn y |B| ≤ 2n−1.

Prueba
El teorema 2.2.7 nos dice, en particular, que todo subtorneo de G que tenga orden
al menos 2n−1 tiene un Tn. Definimos para cada i ∈ N, el subconjunto Ai ⊆ V (G)
y el subtorneo Gi ⊆ G de manera recursiva: G0 := G y A0 = ∅. Supongamos que
tenemos definidos Ai y Gi, para alguna i ∈ N.
Si |V (Gi)| ≤ 2n−1, definimos Ai+1 := ∅ y Gi+1 := Gi.
Si |V (Gi)| > 2n−1, tomamos Ai+1 ⊆ V (Gi) ⊆ V (G) tal que Gi〈Ai+1〉 ∼= Tn y
Gi+1 := Gi − Ai+1.

Evidentemente, el segundo caso sólo puede suceder una cantidad finita de veces.
Por lo tanto, podemos tomar t := mı́n{i ∈ N : Gi = Gi+1}. En particular, |V (G)| =
|V (G0)| = k > 2n−1, por lo que G0 6= G1; se sigue que t ≥ 1. Notemos que para toda
i ∈ {1, . . . , t}, V (Gi) = V (G) \

⋃i
j=1Aj. De hecho, se tiene, por cómo definimos los

Gi y Ai, que {A1, . . . , At, V (Gt)} es una partición de V (G). Esto nos dice también
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que dada i ∈ {1, . . . , t}, |V (Gi)| = k− in, pues cada Ak con k ∈ {1, . . . , t} es tal que
G〈Ak〉 ∼= Tn.

Por la minimalidad de t, se tiene lo siguiente:

|V (Gt−1)| = k − (t− 1)n > 2n−1 ≥ k − tn = |V (Gt)|, entonces
tn ≥ k − 2n−1 > (t− 1)n, por lo que
t ≥ k−2n−1

n
> t− 1.

Además, t es el único natural con esta propiedad.

Por otro lado, como h = dk−2n−1

n
e, entonces h ≥ k−2n−1

n
> h− 1. Se sigue que h = t.

Aśı la partición {A1, . . . , At, V (Gt)} cumple lo buscado.

�

Teorema 2.3.11 ([N]) ∗ Para toda n ∈ Z+, se cumple que n ≤ χt(2
n − 1) ≤

χt(2
n) ≤

∑n
i=1d

2i−1

i
e. Además, para toda n ∈ N, n ≥ 4, n ≤ χt(3(2n−2)− 1).

Prueba

Para probar que n ≤ χt(2
n − 1) ≤ χt(2

n), sólo requerimos usar la proposición
2.3.3. En efecto, dado n ∈ Z+, la proposición afirma que el torneo Sn que definimos
cumple que |V (Sn)| = 2n − 1 y χt(Sn) ≥ n. Por lo tanto, χt(2

n) ≥ χt(2
n − 1) ≥ n.

De igual manera, para probar que dada n ≥ 4, n ≤ χt(3(2n−2)), basta usar la
proposición 2.3.8.

Probemos que χt(2
n) ≤

∑n
i=1d

2i−1

i
e; lo hacemos por inducción.

Si n = 1, entonces χt(2
1) = χt(2) = 1 y

∑1
i=1d

2i−1

i
e = d20

1
e = 1.

Supongamos que χt(2
n−1) ≤

∑n−1
i=1 d

2i−1

i
e, para alguna n − 1 ∈ N, n ≥ 2. Vea-

mos que se cumple para n. Sea G un torneo de orden 2n. Si tomamos k = 2n, es
claro que k > 2n−1. La proposición 2.3.10 afirma entonces que podemos tomar una
partición {A1, . . . , Ah, B} de V (G), con h = d2n−2n−1

n
e = d2n−1

n
e, tal que para to-

da i ∈ {1, . . . , h}, G〈Ai〉 ∼= Tn y |B| ≤ 2n−1. Aśı χt(G) ≤ h + χt(B). Además,

χt(B) ≤ χt(|B|) ≤ χt(2
n−1) ≤

∑n−1
i=1 d

2i−1

i
e, pues |B| ≤ 2n−1. Se sigue que

χt(G) ≤ h+
∑n−1

i=1 d
2i−1

i
e = d2n−1

n
e+

∑n−1
i=1 d

2i−1

i
e =

∑n
i=1d

2i−1

i
e.

Puesto que esto se cumple para todo torneo G de orden 2n, se tiene, por definición
de χt(2

n), que χt(2
n) ≤

∑n
i=1d

2i−1

i
e.

�

Observación. Sean m ∈ N+ y (αn)∞n=0 una sucesión de ceros y unos tales que
m =

∑∞
i=0 αi2

i; es decir, (αn) es la representación única de m en binario. Se cumple
entonces que χt(m) ≤

∑∞
i=1 χt(αi2

i). Aśı, la cota superior de las potencias de 2
nos permite obtener una cota superior del número cromático transitivo de cualquier
natural.
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2.4. Independencia y transitividad

Comenzamos esta sección comentando un teorema de Erdős que será muy útil en el
caṕıtulo siguiente. Para esto, requerimos introducir conceptos nuevos.

Para los fines de este trabajo, el cuello de una digráfica G, denotado por g(G), es
la longitud de su ciclo más corto, exluyendo ciclos de longitud 2; si la digráfica no
tiene ciclos de longitud mayor a 2, su cuello es infinito.

Dados k, l ∈ Z+, denotamos por h(k, l) al mı́nimo natural tal que para toda digráfi-
ca simétrica G de orden al menos h(k, l), g(G) ≤ k o G contiene un subconjunto
independiente de cardinalidad l. Erdős prueba, en el art́ıculo [4], un resultado im-
portante respecto a h(k, l). No mostraremos aqúı la prueba de dicho teorema, pues
hace uso de argumentos probabiĺısticos y combinatorios complejos, por lo que se
aleja mucho del objeto de estudio de esta tesis.

Teorema 2.4.1 ([4]) ∗ Dada k ∈ Z+, existe l0 ∈ Z+ tal que h(k, l) > l1+
1
2k para

toda l ≥ l0.

El teorema 2.4.1, nos permite probar el corolario 2.4.2, que se desprende de éste.
Dicho corolario nos servirá para probar importantes resultados del siguiente caṕıtu-
lo.

Corolario 2.4.2 ∗ Para toda n, k ∈ Z+, existe una digráfica simétrica Gk tal que
g(Gk) > n y tal que todo conjunto independiente S en Gk cumple que |S| < |V (Gk)|

2k
.

Prueba
Sean n, k ∈ Z+. Por el teorema 2.4.1, existe l0 ∈ Z+ tal que h(n, l) > l1+

1
2n para to-

da l ≥ l0. Tomemos m := máx{2k, l0}. Como m ≥ l0, se tiene que h(n,m) > m1+ 1
2n .

Por cómo se define h(n,m), existe una digráfica simétrica Gk de orden m1+ 1
2n tal

que no tiene ciclos de longitud a lo más n, lo cual nos dice que g(Gk) > n, y tal que
no contiene conjuntos independientes de cardinalidad m, lo cual nos dice que todo
conjunto independiente S en Gk cumple que |S| < m = m1+2n

m2n = |V (Gk)|
m2n < |V (Gk)|

2k
,

pues m2n > m ≥ 2k. Por lo tanto, Gk cumple lo buscado.
�

Mostramos ahora que existe una relación entre los conjuntos independientes y los
conjuntos transitivos, que se da por medio del siguiente concepto.

Sea G un torneo y v1, . . . , vn una enumeración de sus vértices. Dados
i, j ∈ {1, . . . , n}, si vjvi ∈ A(G) e i < j, decimos que vivj es una flecha hacia atrás
de G para la enumeración elegida. Sean D la digráfica tal que V (D) := V (G) y
A(D) := {vivj : vivj es una flecha hacia atrás de G} y B := D ∪ D−1. Llamamos a
B la digráfica de las flechas hacia atrás de G bajo la enumaración v1, . . . , vn.
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Proposición 2.4.3 ([3]) ∗ Sean G un torneo, v1, . . . , vn una enumeración de sus
vértices, B la digráfica de las flechas hacia atrás de G bajo v1, . . . , vn y X,W ⊆
V (G). Se cumple lo siguiente:

Si g(B) ≥ 4 y W es transitivo en G, entonces W es la unión de dos conjuntos
independientes en B.

Si X es independiente en B, entonces es transitivo en G.

Prueba
Para la primera parte, supongamos que g(B) ≥ 4 y que W es transitivo en G. Su-
pongamos además que W = V (G). Podemos hacer esto, pues si W ( V (G), pode-
mos considerar D := G〈W 〉 y tomar la enumeración restringida a W ; si tomamos F
la digráfica de las flechas hacia atrás de D bajo la enumeración restringida, se tiene
que F ⊆ B, por lo que g(F ) ≥ g(B) ≥ 4. Se cumplen entonces todas las hipótesis
del lema para la digráfica D, con W = V (D).
Sean Y el conjunto de vértices de W que no son la cabeza de ninguna flecha hacia
atrás de G y Z el conjunto de vértices de W que no son la cola de ninguna flecha
hacia atrás de G. Es claro que Y y Z son independientes en B. Argumentando por
contradicción, supongamos que existe v ∈ W \ (Y ∪ Z). Aśı, v es la punta de una
flecha hacia atrás y la cola de otra; existen entonces vi, vj ∈ W tales que viv y vvj
son flechas hacia atrás de G; esto nos dice, además, que i > j. Como W es transiti-
vo en G, se tiene que vivj ∈ A(G), y como i > j, vivj es una flecha hacia atrás, por
lo que vivj, vjvi ∈ A(B). Se sigue que (vi, v, vj, vi) es un ciclo de longitud 3 en B, lo
cual contradice que g(B) ≥ 4. Se sigue que W = Y ∪ Z, por lo que es la unión de
dos conjuntos independientes en B.

Para la segunda parte, supongamos que X es independente en B. Para ver que es
transitivo en G, tomemos vi1 , vi2 , vi3 ∈ X, con i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , n} tales que
vi1vi2 , vi2vi3 ∈ A(G). Como X es independiente en B, vi1vi2 , vi2vi3 6∈ A(B). De-
be entonces suceder que i1 < i2 < i3. Aśı, vi3vi1 6∈ A(G), de lo contrario, como
i1 < i3, entonces vi3vi1 ∈ A(B), lo cual contradice que X sea independiente en B.
Como vi3vi1 6∈ A(G) y G es un torneo, entonces vi1vi3 ∈ A(H). Queda aśı probado
que X es transitivo.

�

Puesto que estamos relacionando conjuntos transitivos en una digráfica G con con-
juntos independientes en la digráfica de las flechas hacia atrás de G, es pertinente
preguntarse lo siguiente: ¿Será cierto que dada una digráfica simétrica D cualquiera
y una enumeración de los vértices de D, existe un torneo G tal que D es la digráfi-
ca de las flechas hacia atrás de G bajo la enumeración dada? La respuesta a esta
pregunta es afirmativa, y se prueba de manera sencilla.

Proposición 2.4.4 ∗ Sea B una digráfica simétrica, con V (B) = {v1, . . . , vn}.
Existe entonces G un torneo tal que B es la digráfica de las flechas hacia atrás de
G bajo la enumeración dada.
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Prueba
Definimos G de la siguiente manera: V (G) = V (B) y dados i, j ∈ {1, . . . , n}, si
i < j y vjvi ∈ A(B), entonces vjvi ∈ A(G); en caso contrario, vivj ∈ A(G). Es claro
que G es un torneo y que B es la digráfica de las flechas hacia atrás de G bajo la
enumeración dada.

Gracias a las dos proposiciones anteriores, podemos probar los siguientes teoremas.

Teorema 2.4.5 ([N]) ∗ Sea G un torneo y sean α1, . . . , αk todas las distintas enu-
meraciones de V (G). Para cada i ∈ {1, . . . , k}, denotamos por Bi a la digráfica
de las flechas hacia atrás de G bajo la enumeración αi. Se cumple entonces que
χt(G) ≤ m := mı́n{χ(Bi) : i ∈ {1, . . . , k}}.

Prueba
Sea i ∈ {1, . . . , k} tal que χ(Bi) = m. Existe entonces C := {C1,. . . , Cm} una m-
coloración de Bi. Sea Cj con j ∈ {1, . . . ,m}. Puesto que Cj es independiente en Bi,
la proposición 2.4.3 afirma que Cj es transitivo en G. Aśı, C es una m-coloración
transitiva de G. Por lo tanto, G es m-coloreable-transitivo y χt(G) ≤ m.

�

Teorema 2.4.6 ([N]) ∗ Sea D una digráfica simétrica tal que g(D) ≥ 4 y sean
α1, . . . , αk todas las distintas enumeraciones de V (D). Por la proposición 2.4.4,
existe, para cada i ∈ {1, . . . , k}, un torneo Gi tal que D es la digráfica de las fle-
chas hacia atrás de Gi bajo la enumeración αi. Se cumple entonces que χ(D) ≤ 2m,
con m := mı́n{χt(Gi) : i ∈ {1, . . . , k}}.

Prueba
Sea i ∈ {1, . . . , k}, tal que χt(Gi) = m. Existe entonces C := {C1, . . . , Cm} una m-
coloración transitiva de Gi. Sea Cj con j ∈ {1, . . . ,m}. Puesto que Cj es transitivo
en Gi y g(B) ≥ 4, la proposición 2.4.3 afirma que Cj = C1

j ∪ C2
j , con C1

j y C2
j

independientes en D. Aśı, C∗ := {C1
1 , C

2
1 , . . . , C

1
k , C

2
k} es una 2m-coloración de D.

Por lo tanto, D es 2m-coloreable y χt(G) ≤ 2m.
�

Observación. El teorema anterior se extiende, de manera natural, a cualquier
digráfica D. En efecto, dada D una digráfica, se tiene que D ∪D−1 es una digráfica
simétrica y que χ(D) = χ(D ∪ D−1). Basta entonces aplicar el teorema a D ∪ D−1
para poder extender el resultado a D.
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3 Héroes en torneos

3.1. Héroes y sus componentes fuertes

Este caṕıtulo constituye la parte central de esta tesis. En él, desarollamos a detalle
los teoremas importantes probados en el art́ıculo [3].
Sean G,D dos digráficas. Decimos que D contiene a G si G es isomorfa a una sub-
digráfica inducida de T . Si D no contiene a G como subdigráfica inducida, decimos
que D es G-libre. Además, si H es una familia de torneos, decimos que un torneo
T es H-libre si se cumple que para todo H ∈ H, T es H-libre. Para los fines de
estre trabajo, modificaremos ligeramente las definiciones anteriores omitiendo la
condición de que la digráfica sea inducida. Dado que todo subtorneo H de G es una
subdigráfica inducida de G, la definición no difiere de la usual, en ese contexto.

Berger et al. introdujeron en [3] el siguiente concepto: un héroe es un torneo H tal
que existe c ∈ N que cumple que todo torneo H-libre tiene número cromático tran-
sitivo menor que o igual a c. Dado H un héroe, denotamos por n(H) al número de
héroe de H; es decir, al mı́nimo natural que hace a H un héroe.

Notemos que dado un torneo H, si la familia de torneos H-libres (no isomorfos) es
finita, entonces H es un héroe; basta considerar a c = máx{χt(T ) : T es H-libre}.
Recordemos que T1 y T2 son los únicos torneos de orden 1 y 2, respectivamente;
ambos son héroes, pues el único torneo T1-libre es el vaćıo, y los únicos torneos T2-
libres son el vaćıo y T1. De hecho, para toda n ∈ N, Tn es un héroe; en efecto, el
teorema 2.2.7 afirma, en particular, que dada n ∈ N, la familia de torneos Tn-libres
es finita.

El héroe H de orden más chico que cumple que la familia de torneos H-libres es in-
finita es C3. En efecto, el corolario 2.2.4 nos dice que si un torneo contiene un ciclo
de longitud mayor a 3, contiene también el ciclo de longitud 3. Aśı, todo torneo T
que sea C3-libre, tampoco contiene a Cn, con n > 3, por lo que es aćıclico. Es en-
tonces claro que los torneos C3-libres son en realidad los torneos aćıclicos, que son
una familia infinita por el teorema 2.2.6 y que tienen número cromático transiti-
vo igual a 1. Se sigue que C3 es un héroe tal que n(C3) = 1; es también un torneo
fuerte.

Proposición 3.1.1 ([3]) ∗ Todo subtorneo de un héroe es también un héroe. Ade-
más, dados G,H héroes tales que H ⊆ G, se cumple que n(H) ≤ n(G).

59
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Nuestro objetivo es caracterizar los torneos que son héroes. El concepto de tri-
sección, introducido en el caṕıtulo anterior, nos ayudará enormemente en esta ta-
rea. En efecto, podemos pensar una trisección como una generalización del ciclo
C3, el cual vimos ya, es el primer héroe fuerte interesante. Notemos además que
C3 = ∆(1, 1, 1); aśı, C3 es también el primer héroe que tiene una trisección. Ve-
remos, en la siguiente sección, que existe una relación intŕınseca entre los héroes
fuertes y las trisecciones.

En esta sección, buscaremos caracterizar a los héroes a través de sus componentes
fuertes. Para esto, requerimos desarrollar conceptos nuevos, los cuales fueron intro-
ducidos en [3].

Sean T un torneo y uv ∈ A(T ). Definimos el conjunto de cimas de la flecha uv en
T como sigue: CT (uv) := {w ∈ V (T ) : (u, v, w, u) es un ciclo en T}. Definimos
también, para cada r, s ∈ Z+, lo que es una r-montaña, una flecha r-pesada y un
(r, s)-clan; lo hacemos por recursión.

Una 1-montaña en T es un subtorneo de T que consta de un solo punto; es un
T1.

uv ∈ A(T ) es r-pesada en T si T 〈CT (uv)〉 contiene una r-montaña en T .

Un (r, s)-clan en T es un subconjunto S ⊆ V (T ) que cumple que |S| = s, y
toda flecha de T 〈S〉 es r-pesada en T .

Una (r + 1)-montaña en T es un subtorneo M de T , mı́nimo por contención,
que contiene un (r, r + 1)-clan (en M).

Notemos que, dada r ∈ Z+, siempre existe T un torneo que tiene una r-montaña;
esto se debe a la definición recursiva de los 3 conceptos anteriores, los cuales nos
muestran cómo construir una (r + 1)-montaña a partir de una r-montaña.
Para entender mejor estos conceptos, veamos cómo son las r-montañas cuando
r = 2 o r = 3.

Una 2-montaña en T es un subtorneo M de T , mı́nimo por contención, que
contiene un (1, 2)-clan en M .

Un (1, 2)-clan en M es un subconjunto S ⊆ V (M) que cumple que |S| = 2 y
toda flecha de M〈S〉 = T 〈S〉 es 1-pesada en M .

Una flecha uv ∈ A(T 〈S〉) es 1-pesada en M si M〈CM(uv)〉 contiene una 1-
montaña; es decir, contiene un T1.

Ahora bien, si M no contiene un C3, entonces para toda uv ∈ A(T 〈S〉),
CM(uv) = ∅, por lo que T 〈CM(uv)〉 no contiene 1-montañas. Dado que M
śı contiene un C3, digamos (x, y, z, x), entonces S := {x, y} es un (1, 2)-clan
en M ; en efecto, la flecha xy es 1-pesada en M , pues z ∈ CM(xy) y T 〈z〉 es
un T1. Aśı, puesto que M debe ser mı́nimo por contención, entonces M es C3.
Por lo tanto, una 2-montaña en T es un C3 = ∆(1, 1, 1).
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Figura 3.1: 3-montañas

Una 3-montaña en T es un subtorneo M de T , mı́nimo por contención, que
contiene un (2, 3)-clan en M .

Un (2, 3) clan en M es un subconjunto S ⊆ V (M) que cumple que |S| = 3, y
toda flecha de M〈S〉 = T 〈S〉 es 2-pesada en M .

Una flecha uv ∈ A(T 〈S〉) es 2-pesada en M si T 〈CM(uv)〉 contiene una 2-
montaña; es decir, contiene un C3. Puesto que |S| = 3, tenemos dos casos:
T 〈S〉 es T3 o es C3.

En la figura 3.1, el (2, 3)-clan es S = {x, y, z} para ambas digráficas; la digráfica
de la izquierda corresponde al primer caso, mientras que la de la derecha al segun-
do. No dibujamos todas las flechas de las 3-montañas, sino únicamente las que son
necesarias para que sean 3-montañas; las flechas restantes pueden ir en cualquier
sentido.

Caso 1. T 〈S〉 es T3. En este caso, x 6∈ CM(zy), y 6∈ CM(zx) y z 6∈ CM(xy).
Aśı, requerimos tres vértices nuevos para CM(zy), tres para CM(zx) y tres para
CM(xy) (no necesariamente distintos), y que cada tripleta de vértices forme un C3

(2-montaña). Como M es mı́nimo por contención, no hacen falta más vértices.
Notemos primero que CM(zx) ∩ CM(xy) = ∅. En efecto, supongamos que existe
w ∈ CM(zx) ∩ CM(xy). Aśı, (z, x, w, z) y (x, y, w, x) son ciclos en M . Se tiene, en
particular, que xw,wx ∈ A(M). Esto es una contradicción, pues M es un torneo.
Además, las demás intersecciones entre los conjuntos de cimas pueden ser distintas
del vaćıo. Puesto que requerimos de tres vértices en cada uno y CM(zx)∩CM(xy) =
∅, entonces hay, en M , al menos seis vértices distintos de x, y y z; son exactamente
seis esto en caso de que haya tres vértices en las intersecciones de los conjuntos de
cimas. En caso de que todas estas intersecciones sean vaćıas, tenemos un total de
nueve vértices adicionales.

Si hay tres vértices en las intersecciones, puede suceder que |CM(zx) ∩ CM(zy)| = 3,
o bien que |CM(xy) ∩ CM(zy)| = 3; el segundo de estos casos es el que tenemos
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representado en la digráfica de la figura 3.1. Puede también suceder que |CM(zx) ∩
CM(zy)| = 2 y |CM(xy) ∩ CM(zy)| = 1 (o viceversa). Se tienen casos similares
cuando hay uno o dos vértices en las intersecciones.

La primera digráfica de la figura 2.6 representa un subcaso de estos, que cumple lo
siguiente: CM(xy) = CM(zy) = {v1, v2, v2} y CM(zx) = {w1, w2, w3}. Además,
(v1, v2, v3) (vértices y flechas naranjas) y (w1, w2, w3) (vértices y flechas rosas) son
cada uno un C3 en M ; es decir, cada uno es una 2-montaña en M . Además,en la
figura 3.1, las flechas verdes son flechas en {x, y, z}, las azules entre {x, y, z} y
{v1, v2, v3} y las rojas entre {x, z, z} y {w1, w2, w3}.

Caso 2. T 〈S〉 es C3. En este caso, x ∈ CM(yz), y ∈ CM(zx) y z ∈ CM(xy). Aśı,
requerimos dos vértices nuevos para CM(zy), dos para CM(zx) y dos para CM(xy),
y que cada tripleta de vértices (junto con el que ya estaba, ya sea x, y o z) forme
un C3. Como M es mı́nima por contención, no hacen falta más vértices.
Notemos primero que CM(xy) ∩ CM(yz) = ∅. En efecto, supongamos que existe
w ∈ CM(xy) ∩ CM(yz). Aśı, (x, y, w, x) y (y, z, w, y) son ciclos en M . Se tiene, en
particular, que yw,wy ∈ A(M). Esto es una contradicción, pues M es un torneo. Se
prueba de manera análoga que CM(xy) ∩ CM(zx) = ∅ y CM(yz) ∩ CM(zx) = ∅.
Puesto que los conjuntos de cimas son ajenos dos a dos y requerimos que cada uno
de esos tres conjuntos tenga tres vértices que formen un C3, entonces requerimos
de dos a tres vértices nuevos por cada una de las flechas de T 〈S〉, todos distintos;
dos en caso de que el vértice que ya se encuentra en el conjunto de cimas ayude a
formar el C3, y tres en caso contrario.

La segunda digráfica de la figura 3.1 representa un subcaso de estos, que cumple lo
siguiente: x, y y z ayudan cada uno a a formar el C3 en CM(yz), CM(zx) y CM(xy),
respectivamente; se tiene que CM(xy) = {z, z1, z2}, CM(yz) = {x, x1z2}, CM(zx) =
{y, y1, y2} y (z, z1, z2, z) (vértices y flechas naranjas), (x, x1, x2, x) (vértices y flechas
azules oscuro), (y, y1, y2, y) (vértices y flechas rosas) son cada uno un C3 en M ; es
decir, cada uno es una 2-montaña en M . Además, en la figura 3.1, las flechas verdes
son flechas en {x, y, z}, las azules entre {x, y, } y {z1, z2}, las moradas entre {y, z} y
{x1, x2} y las rojas entre {x, z} y {y1, y2}.

Probaremos varios lemas y proposiciones que harán uso de los tres conceptos que
acabamos de definir. Todo esto nos permitirá caracterizar a los héroes por medio de
sus componentes fuertes.

Sean G un torneo y X ⊆ V (G). Definimos A(X) := {u ∈ V (G) : X ⇒ u} y
B(X) := {u ∈ V (G) : u ⇒ X}, llamamos a estos conjuntos exvecindad total de X
e invecindad total de X, respectivamente. Notemos que si X = {v}, A({v}) es la
exvecindad de v y B({v}) su invecindad.
Denotamos por χt(X) a χt(G〈X〉); es decir, el número cromático transitivo de un
subconjunto de vértices es el de la digráfica inducida por dicho conjunto.
Además, dado v ∈ V (G), denotamos por Nr(v) := {x ∈ N+(v) : vx es r-pesada en
G} ∪ {x ∈ N−(v) : xv es r-pesada en G}, a la vecindad r-pesada de v es decir, los
vecinos de v conectados por una flecha r-pesada en G.



3.1. HÉROES Y SUS COMPONENTES FUERTES 63

Figura 3.2: Vecindades totales

En la figura 3.2, A({x, y}) = {u, v} y B({x, y}) = {w, z}; s y t no pertenecen a
ninguno de los dos conjuntos.

Proposición 3.1.2 ∗ Sean G un torneo y H un subtorneo propio de G. Si existe
x ∈ V (G) \ V (H) tal que x⇒ V (H) o V (H)⇒ x, entonces χt(V (H)) = χt(V (H) ∪
{x}).

Prueba
Tomemos {C1, . . . , Ck} una k-coloración transitiva de V (H) con k = χt(V (H)) y
x ∈ V (G) \ V (H) tal que x ⇒ V (H). Se cumple, en particular, que x ⇒ C1, por
lo que C1 ∪ {x} es transitivo. Por lo tanto, {C1 ∪ {x}, . . . , Ck} es una k-coloracion
transitiva de V (H) ∪ {x}; se sigue que χt(V (H)) = k ≥ χt(V (H) ∪ {x}) y co-
mo V (H) ⊆ V (H) ∪ {x}, se cumple también la otra desigualdad. El caso en que
V (H)⇒ x es análogo.

�

Lema 3.1.3 ([3]) ∗ Sean H1 y H2 familias de torneos, G un torneo y h, c, p, r, q, s
∈ Z+, s ≥ 2. Supongamos lo siguiente:

(i) G es (H1 ⇒ H2)-libre.

(ii) G no contiene (r, s)-clanes.

(iii) Todo T ∈ H1 ∪H2 tiene orden a lo más h.

(iv) Para cada i ∈ {1, 2}, todo subtorneo T de G que sea Hi-libre, cumple que
χt(T ) ≤ c.

(v) Todo subtorneo T de G que no contiene r-montañas cumple que χt(T ) ≤ p.

(vi) Todo subconjunto X ⊆ V (G) que no contiene (r, s − 1)-clanes cumple que
χt(X) ≤ q.

Se cumple entonces que χt(G) ≤ máx(2c+ 2q, ph2 + c(h+ 1)).
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Prueba

Probemos las siguientes afirmaciones.

(1) Para cada v ∈ V (G), χt(Nr(v)) ≤ q.

Sea v ∈ V (G). Por (ii), G no contiene (r, s)-clanes; aśı, Nr(v) no contiene (r, s− 1)-
clanes de G; de lo contrario, dado S un (r, s − 1)-clan contenido en Nr(v), se tiene
que S∪{v} es un (r, s)-clan en G, pues todas las flechas de T 〈S∪{v}〉 son r-pesadas
en G. Se tiene entonces, por (vi), que χt(Nr(v)) ≤ q.

(2) Para cada v ∈ V (G), se cumple que χt(N
+(v)) ≤ c+ph o que χt(N

−(v)) ≤ c+q;
se cumple también que χ(N+(v)) ≤ c+ q o que χ(N−(v)) ≤ c+ ph.

Probemos la primera de las dos afirmaciones. La segunda se prueba de manera
simétrica. Sea v ∈ V (G). Si χt(N

−(v) \ Nr(v)) ≤ c, entonces, dado que N−(v) ⊆
(N−(v)\Nr(v))∪Nr(v), se cumple que χt(N

−(v)) ≤ χt(N
−(v)\Nr(v))+χt(Nr(v)) ≤

c+ q, por (1), que es lo que queremos probar.
Supongamos entonces que χt(N

−(v) \ Nr(v)) > c. Por (iv), todo subtorneo T de
G que sea H1-libre cumple que χt(T ) ≤ c; se tiene entonces que G〈N−(v) \ Nr(v)〉
no es H1-libre. Aśı, podemos tomar X ⊆ N−(v) \ Nr(v) tal que G〈X〉 es isomorfo
a un elemento de H1. Por (iii), los torneos en H1 tienen orden a lo más h; al ser
G〈X〉 isomorfo a uno de esos torneos, tiene también orden a lo más h. Como X ⊆
N−(v) \ Nr(v), entonces para todo x ∈ X, xv ∈ A(G) y xv no es r-pesada en G.
Ahora bien, para cada x ∈ X, consideremos CG(xv). Como xv no es r-pesada en
G, se tiene, por definición, que G〈CG(xv)〉 no contiene r-montañas en G. Se tiene
entonces, por (v), que χt(CG(xv)) ≤ p.

Sea C :=
⋃
{CG(xv) : x, v ∈ V (G) y xv ∈ A(G)}. Como G〈X〉 tiene orden a lo más

h, entonces hay a lo más h flechas de X a v, por lo que C es la unión de a lo más
h conjuntos; aśı, χt(C) ≤ ph. Recordemos que G〈X〉 es isomorfo a un elemento de
H1; aśı, como X ⇒ A(X) por definición, entonces A(X) es H2-libre, pues se tiene,
por (i), que G es (H1 ⇒ H2)-libre. Como A(X) es H2-libre, se tiene, por (iv), que
χt(A(X)) ≤ c. Afirmamos que N+(v) \ C ⊆ A(X). En efecto, dado w ∈ N+(v) \ C,
se tiene que vw ∈ A(G). Además, como X ⊆ N−(v), entonces xv ∈ A(G) para toda
x ∈ X. Por último, si existiera x ∈ X tal que wx ∈ A(G), entonces (x, v, w, x) seŕıa
un C3 en G, por lo que w ∈ CG(xv) ⊆ C, lo cual genera una contradicción; se sigue
que no existe tal x, por lo que X ⇒ w y w ∈ A(X). Como N+(v) \ C ⊆ A(X) y
χt(A(X)) ≤ c, entonces χt(N

+(v)\C) ≤ c. Como N+(v) ⊆ (N+(v)\C)∪C, entonces
χt(N

+(v)) ≤ χt(N
+(v) \ C) + χt(C) ≤ c+ ph. Queda aśı probada la afirmación (2).

Procedamos con la prueba del lema. Sean P := {v ∈ V (G) : χt(N
+(v)\C) ≤ c+ph}

y Q := {v ∈ V (G) : χt(N
−(v) \ C) ≤ c + ph}. Si P ∪ Q 6= V (G), se tiene, por (2),

que existe v ∈ V (G) tal que χt(N
+(v)) ≤ c+ q y χt(N

−(v)) ≤ c+ q. Además, como
v ⇒ N−(v), se tiene, por la proposición 3.1.2, que χt(N

−(v) ∪ {v}) = χt(N
−(v)).

Como G es un torneo, entonces V (G) = N+(v) ∪ (N−(v) ∪ {v}). Por lo tanto,
χt(G) ≤ χt(N

+(v)) +χt(N
−(v)∪ {v}) ≤ 2c+ 2q ≤ máx{2c+ 2q, ph2 + c(h+ 1)), que

es lo que queremos probar. Supongamos entonces que P ∪Q = V (G).
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Caso 1. G〈P 〉 o G〈Q〉 no son H2-libres.
Si G〈P 〉 no es H2-libre, consideremos un subconjunto X ⊆ P tal que G〈X〉 es iso-
morfo a un elemento de H2. Por (iii), los elementos de H2 tienen orden a lo más h,
lo cual nos dice que |X| ≤ h.
Afirmamos que para todo v ∈ V (G) \ X, v ∈ N+(w) para algún w ∈ X o v ∈
B(X); en efecto, si v 6∈ B(X), entonces existe w ∈ X tal que wv ∈ A(G), por lo
que v ∈ N+(w). Notemos entonces que V (G) = (

⋃
w∈X N

+(w)) ∪ B(X) ∪ X =
(
⋃
w∈X N

+(w)) ∪ {w} ∪ B(X). Se sigue que χt(G) ≤ (
∑

w∈X χt(N
+(w) ∪ {w})) +

χt(B(X)).
Dado w ∈ X, χt(N

+(w)) ≤ c + ph por (2). Como w ⇒ N+(w), se tiene, por
la proposición 3.1.2, que χt(N

+(w) ∪ {w}) ≤ c + ph. Además, B(X) es H1-libre,
pues X no es H2-libre y G es (H1 ⇒ H2)-libre. Se tiene entonces, por (iv), que
χt(B(X)) ≤ c. Aśı,

(
∑
w∈X

χt(N
+(w) ∪ {w})) + χt(B(X)) ≤ |X|(c+ ph) + c

= h(c+ ph) + c

= ph2 + c(h+ 1)

Se sigue que χt(G) ≤ ph2+c(h+1); si G〈Q〉 no es H2-libre, procedemos de la misma
manera, por lo que tenemos este mismo resultado.

Caso 2. G〈P 〉 y G〈Q〉 son H2-libres.
En este caso, se tiene, por (iv), que χt(P ) ≤ c y χt(Q) ≤ c, por lo que χt(G) ≤
χt(P ) + χt(Q) ≤ 2c.

En nuestros dos casos, χt(G) ≤ máx(2c + 2q, ph2 + c(h + 1)). Queda aśı probado el
lema.

�
Los siguientes lemas permiten reducir la cantidad de hipótesis y variables que se
usan en el lema 3.1.3 por medio de la inducción.

Lema 3.1.4 ([3]) ∗ Sean H1 y H2 familias de torneos, G un torneo y h, c, p, r ∈
Z+. Supongamos lo siguiente:

(i) G es (H1 ⇒ H2)-libre.

(ii) G no contiene (r + 1)-montañas

(iii) Todo T ∈ H1 ∪H2 tiene orden a lo más h.

(iv) Para cada i ∈ {1, 2}, todo subtorneo T de G que sea Hi-libre cumple que
χt(T ) ≤ c.

(v) Todo subtorneo T de G que no contiene r-montañas cumple que χt(T ) ≤ p.

Se cumple entonces que χt(G) ≤ 2r−1(ph2 + c(h+ 3)).
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Prueba

Sea f : Z+ → N, f(s) =

{
0 si s = 1,

2s−2(ph2 + c(h+ 3))− 2c si s > 1.

Probemos, por inducción sobre s, la siguiente afirmación:

(1) Para todo 1 ≤ s ≤ r + 1 y todo X ⊆ V (G), si X no contiene (r, s)-clanes,
entonces χt(X) ≤ f(s).

Si s = 1, dado X ⊆ V (G), si X no contiene (r, 1)-clanes, entonces X no con-
tiene vértices, pues los (r, 1)-clanes son conjuntos de un solo vértice; por lo tanto
χt(X) ≤ 1.
Supongamos que se cumple para alguna s ∈ Z+; es decir, que para todo X ⊆ V (G),
si X no contiene (r, s)-clanes, entonces χt(X) ≤ f(s).
Probemos que se cumple para s∗ = s+ 1. Sea X ⊆ V (G) tal que no contiene (r, s∗)-
clanes. Veamos que se cumplen todas las hipótesis del lema 3.1.3 tomando G〈X〉
como G, s∗ como s y f(s) como q. Las hipótesis (i), (iii), (iv) y (v) de dicho lema
se heredan de las hipótesis (i), (iii), (iv) y (v) del lema que estamos probando aho-
ra, pues X ⊆ V (G). Además, s∗ ≥ 2 y se tiene, por hipótesis, que G〈X〉 no contiene
(r, s∗)-clanes, lo cual nos da la hipótesis (ii). Por último, como s = s∗ − 1, tenemos
entonces, reescribiendo la hipótesis de inducción, que para todo X ⊆ V (G), si X
no contiene (r, s∗ − 1)-clanes, entonces χt(X) ≤ f(s∗ − 1) = f(s); se cumple, en
particular, que si Y ⊆ X no contiene (r, s∗ − 1)-clanes, entonces χt(Y ) ≤ f(s∗ − 1);
esto es la hipótesis (vi). Se tiene entonces, por el lema 3.1.3, lo siguiente:

χt(X) ≤ máx(2c+ 2q, ph2 + c(h+ 1))

= máx(2c+ 2f(s), ph2 + c(h+ 1))

= máx(2c+ 2[2s−2(ph2 + c(h+ 3))− 2c], ph2 + c(h+ 1))

= máx(2c+ 2s−1(ph2 + c(h+ 3))− 4c, ph2 + c(h+ 1))

= máx(2s−1(ph2 + c(h+ 3))− 2c, ph2 + c(h+ 1))

= 2s−1(ph2 + c(h+ 3))− 2c

= f(s+ 1) = f(s∗).

Esto concluye la prueba de (1). Procedamos con la prueba del lema. Como G no
contiene (r + 1)-montañas, (ii) nos dice que tampoco contiene(r, r + 1)-clanes. La
afirmación (1) nos dice entonces que si tomamos s = r + 1 y X = V (G), se cumple
que χt(G) ≤ f(r + 1) = 2r−1(ph2 + c(h + 3)) − 2c ≤ 2r−1(ph2 + c(h + 3)), lo cual
concluye la prueba.

�

Lema 3.1.5 ([3]) ∗ Sean H1 y H2 familias de torneos, G un torneo y h, c, r ∈ Z+.
Supongamos lo siguiente:

(i) G es (H1 ⇒ H2)-libre.

(ii) Todo T ∈ H1 ∪H2 tiene orden a lo más h.
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(iii) Para cada i ∈ {1, 2}, todo subtorneo T de G que sea Hi-libre, cumple que
χt(T ) ≤ c.

Se cumple que para cada r ∈ Z+, si G no contiene (r + 1)-montañas, entonces

χt(G) ≤ 2
1
2
r(r−1)+1h2r−2c.

Prueba

Sea f : Z+ → N, f(s) =

{
1 si s = 1,

2
1
2
r(r−1)+1h2r−2c− c si s > 1.

Probemos, por inducción sobre r, la siguiente afirmación:

(1) Si G no contiene (r + 1)-montañas, entonces χt(G) ≤ f(r).

Si r = 1, entonces G no contiene 2-montañas; es decir, no contiene a C3, por lo que
es transitivo. Se sigue que χt(G) = 1 ≤ 1.

Supongamos que se cumple para alguna r ∈ Z+. Probemos que se cumple para r∗ =
r+1. Supongamos que G no contiene (r∗+1)-montañas. Veamos que χt(G) ≤ f(r∗).
Para esto, notemos que se cumplen todas las hipótesis del lema 3.1.4 tomando r∗

como r y f(r∗ − 1) = f(r) como p. Las hipótesis (i), (iii) y (iv) corresponden con
(i), (iii) y (iv) de este lema; además, (ii) es hipótesis de esta prueba. Por último,
la hipótesis de inducción nos dice, en particular, que todo subtorneo T de G que
cumpla las hipótesis de este teorema cumple que χt(T ) ≤ f(r∗ − 1); esto nos da
(iv). Se tiene entonces, por el lema 3.1.4, lo siguiente:

χt(G) ≤ 2r
∗−1(ph2 + c(h+ 3))

= 2r
∗−1[f(r∗ − 1)h2 + c(h+ 3)]

= 2r[f(r)h2 + c(h+ 3)]

= 2r[(2
1
2
r(r−1)+1h2r−2c− c)h2 + c(h+ 3)]

= (2
1
2
r(r−1)+1+rh2r−2c− 2rc)h2 + 2rc(h+ 3)

= (2
1
2
(r2−r+2r)+1h2r−2c− 2rc)h2 + 2rc(h+ 3)

= (2
1
2
r(r+1)+1h2r−2c− 2rc)h2 + 2rc(h+ 3)

= 2
1
2
r(r+1)+1h2rc− 2rch2 + 2rc(h+ 3)

= 2
1
2
r(r+1)+1h2rc+ 2rc(h+ 3− h2)

= 2
1
2
r(r+1)+1h2rc+ 2rc(h+ 4− h2)− 2rc pues h ≥ 3

< 2
1
2
r(r+1)+1h2rc− 2rc

≤ 2
1
2
r(r+1)+1h2rc− c.

Además, f(r∗) = f(r + 1) = 2
1
2
(r+1)rh2(r+1)−2c− c = 2

1
2
(r+1)r+1h2rc− c.

Se sigue que χt(G) ≤ f(r∗), lo cual concluye la prueba de (1).

Como G no contiene (r + 1)-montañas, se tiene por (1), que χt(G) ≤ f(r) <

2
1
2
r(r+1)+1h2r−2c.

�



68 CAPÍTULO 3. HÉROES EN TORNEOS

Proposición 3.1.6 ([3]) ∗ Sean T un torneo y M una r-montaña en T de orden
n. Se cumple que n ≤ (r!)2 y r ≤ χt(M).

Prueba por inducción sobre r
Si r = 1, esto es trivial, pues una 1-montaña en T es un T1, que tiene orden n = 1 y
cumple que 1 ≤ 1 = (1!)2 y 1 ≤ 1 = χt(T1).

Supongamos que se cumple para alguna r ∈ Z+.
Sea M una (r + 1)-montaña en T de orden n. Veamos que n ≤ ((r + 1)!)2 y
r + 1 ≤ χt(M). Por definición, se tiene que M es un subtorneo de T , mı́nimo
por contención, que contiene un (r, r + 1)-clan, digamos S ⊆ V (M). Se cum-
ple que |S| = r + 1 y toda flecha de T 〈S〉 es r-pesada en M , es decir, que dada
uv ∈ A(T 〈S〉), se tiene que T 〈CM(uv)〉 contiene una r-montaña en M .
Aśı, para cada uv ∈ A(T 〈S〉), T 〈CM(uv)〉 contiene una r-montaña en M , digamos
Muv, sea nuv su orden. Si existiera Tuv ( Muv, una r-montaña de T , entonces Tuv
seŕıa una r-montaña de M , lo cual contradice que Muv sea mı́nima por contención
en M . Se sigue que Muv es una r-montaña en T . Para cada uv ∈ A(T 〈S〉), se tiene
entonces, por hipótesis de inducción, que nuv ≤ (r!)2 y que r ≤ χt(Muv).

Consideremos M∗ := (
⋃
uv∈A(M〈S〉)Muv) ∪M〈S〉, sea n∗ su orden. Recordemos que

T 〈S〉 tiene orden r + 1. Aśı, tiene tamaño (r + 1)(r/2), pues es un torneo. Además,
sabemos ya que para todo uv ∈ A(T 〈S〉), nuv ≤ (r!)2. Por lo tanto, se tiene que

n∗ ≤
∑

uv∈A(T 〈S〉)

nuv + (r + 1)

≤ (r + 1)(r/2)(r!)2 + (r + 1)

= (r + 1)[(r/2)(r!)2 + 1]

≤ (r + 1)[(r + 1)(r!)2]

= (r + 1)2(r!)2 = ((r + 1)!)2.

Se sigue que n∗ ≤ ((r + 1)!)2.

Veamos que M∗ contiene un (r, r + 1)-clan. Sabemos ya que S es un (r, r + 1)-clan
en M , por lo que |S| = r + 1. Como S ⊆ V (M∗), basta ver que S es un (r, r + 1)-
clan en M∗. Sea uv ∈ A(T 〈S〉). Dado que Muv ⊆ M∗, entonces, como T 〈CM(uv)〉
contiene a Muv, entonces T 〈CM∗(uv)〉 contiene también a Muv. Se sigue que S es un
(r, r + 1)-clan en M∗, pues Muv es una r-montaña en T 〈CM∗(uv)〉. Puesto que M
es un subtorneo mı́nimo por contención que contiene a S, entonces M ⊆ M∗. Es
inmediato que n ≤ n∗, por lo que n ≤ ((r + 1)!)2.

Supongamos que existe una r-coloración transitiva de M , digamos {C1, . . . , Cr}.
Como S ⊆ M y |S| = r + 1, entonces existen i ∈ {1, . . . , r} y x, y ∈ S tales que
x, y ∈ Ci. Como M es un torneo, entonces xy ∈ A(M) o yx ∈ A(M). Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que xy ∈ A(M). Recordemos que Mxy es una
r-montaña en M y que r ≤ χt(Mxy). Evidentemente, {C1 ∩Mxy, . . . , Cr ∩Mxy} es
una k-coloración de Mxy, con k ≤ r. Como r ≤ χt(Mxy), entonces k = r; se tiene,
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en particular, que Ci ∩Mxy 6= ∅. Aśı, existe w en dicha intersección. Sin embargo,
como Mxy ⊆ CM(xy), entonces w ∈ CM(xy), por lo que (x, y, w, x) es un ciclo
en M . Como x, y, w ∈ Ci, entonces (x, y, w, x) es un ciclo en T 〈Ci〉, por lo que Ci
no es transitivo. Esto es una contradicción, pues {C1, . . . , Cr} es una r-coloración
transitiva de M , lo cual nos dice, en particular, que Ci es transitivo. Por lo tanto,
no existe una r-coloración transitiva de M , por lo que r + 1 ≤ χt(M).

�

Mencionamos ya que existen r-montañas para toda r ∈ Z+. Aśı, esta proposición
nos da una segunda prueba de la proposición 2.3.4 del caṕıtulo anterior, que afirma
que el número cromático transitivo es no acotado; en efecto, dada r ∈ Z+, existe
una r-montaña, la cual tiene número cromático transitivo mayor o igual a r.

La proposición 3.1.6, al igual que el lema 3.1.5, serán los únicos resultados que usa-
remos para probar el teorema 3.1.7, que da una cota para el número cromático
transitivo de los torneos (H1 ⇒ H2)-libres que depende únicamente de un natu-
ral c que acota los órdenes de los torneos en H1 ∪ H2 y el número cromático de los
torneos H1-libres o H2-libres.

Teorema 3.1.7 ([3]) ∗ Sean H1 y H2 familias de torneos, G un torneo y c ∈ Z+.
Supongamos lo siguiente:

(i) G es (H1 ⇒ H2)-libre.

(ii) Todo T ∈ H1 ∪H2 tiene orden a lo más c.

(iii) Para cada i ∈ {1, 2}, todo subtorneo T de G que sea Hi-libre, cumple que
χt(T ) ≤ c.

Se cumple entonces que χt(G) ≤ (2c)4c
2
.

Prueba
Si G no contiene (2c+1)-montañas, se cumplen las hipótesis del lema 3.1.5 tomando
2c = r y c = h. Por lo tanto, se tiene que

χt(G) ≤ 2
1
2
r(r−1)+1h2r−2c

= 2
1
2
2c(2c−1)+1c2(2c)−2c

= 2c(2c−1)+1c4c−1

= 22c2−c+1c4c−1

< 24c2c4c
2

= (2c)4c
2

.

Supongamos entonces que G śı contiene una (2c+ 1)-montaña, digamos M de orden
n. Por la proposición 3.1.6, se tiene que n ≤ ((2c+ 1)!)2 y 2c+ 1 ≤ χt(M).
Consideremos P := {v ∈ V (G) \ V (M) : G〈N+(v) ∩ V (M)〉 contiene un elemento de
H2} y Q := {v ∈ V (G) \ V (M) : G〈N−(v) ∩ V (M)〉 contiene un elemento de H1}.
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Para cada Y ⊆ V (M) tal que |Y | = c, definimos P (Y ) como P ∩ B(Y ) si G〈Y 〉
contiene un elemento de H2; si no contiene elementos de H2, lo definimos como ∅.
Probemos las siguientes afirmaciones.

(1) V (G) \ V (M) = P ∪Q.

Argumentando por contradicción, supongamos que existe v ∈ V (G) \ V (M) tal
que v 6∈ P ∪ Q; como v 6∈ P , se tiene, por (iii), que χt(N

+(v) ∩ V (M)) ≤ c;
análogamente, como v 6∈ Q, entonces χt(N

−(v) ∩ V (M)) ≤ c. Sin embargo, V (M) =
(N+(v) ∩ V (M)) ∪ (N−(v) ∩ V (M)), por lo que χt(M) ≤ c + c = 2c; esto es una
contradicción, pues 2c+ 1 ≤ χt(M).

(2) Para todo Y ⊆ V (M) tal que |Y | = c, se cumple que χt(P (Y )) ≤ c. Además,
χt(P (Y ) ∪ Y ) ≤ c.

Sea Y ⊆ V (M) tal que |Y | = c. Si G〈Y 〉 contiene un elemento de H2, entonces
P (Y ) = P ∩ B(Y ). En este caso, G〈P (Y )〉 es H1-libre. De lo contrario, dado H1 un
elemento tal y H2 un elemento de H2 contenido en G〈Y 〉, se tiene que H1 ⇒ H2,
pues P (Y ) ⇒ Y (ya que B(Y ) ⇒ Y ). Esto es una contradicción, pues se tiene, por
(i), que G es (H1 ⇒ H2)-libre. Dado que G〈P (Y )〉 es H1-libre, se tiene, por (iii),
que χt(P (Y )) ≤ c. Si G〈Y 〉 no contiene elementos de H2, entonces P (Y ) = ∅ y
χt(∅) ≤ c. Queda aśı probada la primera parte de la afirmación.
Como χt(P (Y )) ≤ c, existe {C1, . . . , Ck} una k-coloración transitiva de P (Y ) con
k ≤ c. Si k < c entonces para cada k < i ≤ c, definimos Ci := ∅. Como |Y | =
c, podemos suponer que Y = {x1, . . . , xc}. Puesto que P (Y ) ⇒ Y , se tiene que
{C1 ∪ {x1}, . . . , Cc ∪ {xc}} es una c-coloración transitiva de P (Y ) ∪ Y . Se sigue que
χt(P (Y ) ∪ Y ) ≤ c, lo cual concluye la prueba de (2).

(3) Para todo c ∈ N, con c ≥ 3, se cumple que ((2c+ 1)!)2 ≤ (2c)4c−1.

Probemos esto por inducción sobre c.
Si c = 3, entonces ((2c+ 1)!)2 = (7!)2 = 705600 y (2c)4c−1 = 611 = 362797056.
Supongamos que ((2c + 1)!)2 ≤ (2c)4c−1 para alguna c ∈ N, c ≥ 3. Veamos que se
cumple para c+ 1.

((2(c+ 1) + 1)!)2 = ((2c+ 3)!)2

= ((2c+ 1)!)2((2c+ 2)(2c+ 3))2

≤ (2c)4c−1((2c+ 2)(2c+ 3))2

≤ (2c+ 3)4c−1(2c+ 3)4

= (2c+ 3)4c+3

= (2(c+ 1) + 1)4(c+1)−1.

Se sigue que ((2(c+ 1) + 1)!)2 ≤ (2(c+ 1) + 1)4(c+1)−1; queda aśı probado (3).

Procedamos con la prueba del teorema. Sea X :=
⋃
{P (Y ) ∪ Y : Y ⊆ V (M) y

|Y | = c}. Afirmamos que P ∪ V (M) = X. En efecto, X ⊆ P ∪ V (M), pues para
cada Y ⊆ V (M), P (Y )∪Y ⊆ P ∪V (M). Además, dado x ∈ P ∪V (M), basta tomar
Y ⊆ V (M) tal que |Y | = c y x ∈ Y ; es claro que x ∈ Y ⊆ P (Y ) ∪ Y ⊆ X. Ahora
bien, es claro que hay a lo más

(
n
k

)
subconjuntos Y ⊆M de cardinalidad c.
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Recordemos que n ≤ ((2c + 1)!)2. Además, por (3), se tiene que ((2c + 1)!)2 ≤
(2c)4c−1. Se sigue que n ≤ (2c)4c−1. Aśı, hay a lo más ((2c)4c−1)c = (2c)(4c−1)c sub-
conjuntos Y de cardinalidad c. Dado Y ⊆ V (M), con |Y | = c, se tiene por (2), que
χt(P (Y ) ∪ Y ) ≤ c. Se tiene entonces que χt(P ∪ V (M)) = χt(X) ≤ c(2c)(4c−1)c.

De manera análoga, podemos probar que χt(Q∪V (M)) ≤ c(2c)(4c−1)c de la siguiente
manera: dado Y ⊆ V (M) con |Y | = c, definimos Q(Y ) := Q∩A(Y ) y probamos que
χt(Q(Y ) ∪ Y ) ≤ c; para acabar, definimos W como la unión de todos los Q(Y ) ∪ Y .

Por (1), tenemos que V (G) \ V (M) = P ∪Q, por lo que V (G) = (P ∪ V (M))∪ (Q∪
V (M)). Se sigue que χt(G) ≤ 2c(2c)(4c−1)c = (2c)4c

2−c+1 ≤ (2c)4c
2
.

�
El siguiente teorema caracteriza los héroes a través de sus componentes fuertes.

Teorema 3.1.8 ([3]) ∗ Un torneo es un héroe si y sólo si todas sus componentes
fuertes son héroes.

La prueba de la necesidad es sencilla: si T es un héroe, entonces sus componentes
son héroes, puesto que son subtorneos de T . Para probar la suficiencia, usaremos
únicamente el teorema. 3.1.7.

Prueba por inducción sobre el número de componentes

Si tomamos un torneo con una única componente fuerte, el resultado es trivial.

Supongamos que todos los torneos con n componentes fuertes lo cumplen, para al-
guna n ∈ Z+.

Sea H un torneo con n + 1 componentes fuertes, donde cada componentes es un
héroe. Por el corolario 1.3.9, H tiene una componente fuerte inicial, digamos I.

Dado que H es un torneo e I es inicial, se tiene que V (I) ⇒ (V (H) \ V (I)). Note-
mos además que H − V (I) es un torneo con exactamente n componentes fuertes y
cada una es un héroe. Se tiene entonces, por hipótesis de inducción, que H − V (I)
es un héroe; además, sabemos también que I es un héroe. Sean c1 := máx{|V (I)|,
|V (H) \ V (I)|}, c2 := máx{n(I), n(H − V (I))} y c := máx{c1, c2}. Consideremos
también H1 := {I} y H2 := {H − V (I)}. Por último, tomemos c∗ := (2c)4c

2
.

Para ver que H es un héroe, veamos que todo torneo H-libre tiene número cromáti-
co transitivo a lo más c∗.

Sea G un torneo H-libre. Veamos que cumple las hipótesis del teorema 3.1.7. Como
G es H-libre, es (H1 ⇒ H2)-libre, pues ambos conceptos coinciden; esto nos da (i).
Como c ≥ c1, tenemos (ii). Además, dado que c ≥ c2 y n(I) es tal que todo torneo
I-libre tiene número cromático transitivo a lo más n(I) y, análogamente para n(H−
V (I))), se cumple (iii). El teorema 3.1.7 afirma entonces que χt(G) ≤ c∗. Se sigue
que H es un héroe y n(H) ≤ c∗.

�
Esto concluye la prueba de nuestra primera caracterización de los héroes. Podemos
entonces continuar con nuestra búsqueda de héroes, limitándonos ahora a torneos
fuertes.
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3.2. Héroes fuertes y celebridades

Daremos, en esta sección y la siguiente, una caracterización recursiva de los héroes
fuertes. Para esto, empecemos probando el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1 ([3]) ∗ Si H es un héroe fuerte de orden al menos 2, entonces
H = ∆(P,Q, 1) para algunos P,Q héroes no vaćıos.

Prueba

Sea H un héroe fuerte de orden al menos 2. Al ser H un héroe, cumple, en particu-
lar, que la familia de torneos H-libres tiene número cromático acotado por n(H).

Por la proposición 2.3.3 del caṕıtulo anterior, la familia de torneos {Si : i ∈ Z+}
tiene número cromático transitivo no acotado; se sigue que dicha familia no es H-
libre. Tomemos i ∈ Z+ el mı́nimo entero positivo tal que Si contiene a H. Como H
tiene orden al menos dos, i > 1. Sabemos entonces que Si = ∆(X, Y, Z) con Si〈X〉,
Si〈Y 〉 ambos isomorfos a Si−1 y Z = {z}. Puesto que Si contiene a H, podemos
tomar W ⊆ V (Si) tal que Si〈W 〉 es isomorfo a H. Por la minimalidad de i, se tiene
que Si−1 no contiene a H; aśı, W 6⊆ X y W 6⊆ Y . Como H tiene orden al menos
2, entonces |W | ≥ 2. Debe entonces suceder que al menos dos de las intersecciones
X ∩W, Y ∩W y Z ∩W son no vaćıas; puesto que X ⇒ Y , Y ⇒ Z y Z ⇒ X, las
3 intersecciones son no vaćıas, ya que H ∼= Si〈W 〉 y H es fuerte. Notemos entonces
que W = ∆(X ∩W,Y ∩W,Z ∩W ). Además, como X ∩W ⊆ W, Y ∩W ⊆ W y
Si〈W 〉 es un héroe, entonces P = Si〈X ∩W 〉 y Q = Si〈Y ∩W 〉 son ambos héroes,
pues todo subtorneo de un héroe es también un héroe. Por último, como Z = {z},
entonces Z∩W = {z}. Se sigue que Si〈W 〉 = ∆(P,Q, 1), por lo que H = ∆(P,Q, 1).

�
Para fortalecer este teorema, requerimos de conceptos nuevos. Decimos que un tor-
neo H es una celebridad si existe c ∈ (0, 1] tal que todo torneo T que sea H-libre,
tiene un subtorneo transitivo de cardinalidad al menos c|V (T )|. Si c = 1, debe su-
ceder que todo torneo H-libre es transitivo; obsérvese que C3 es una celebridad que
cumple esto. El concepto de celebridad es estudiado a profundidad en el art́ıculo [3],
donde se prueba un resultado muy fuerte: un torneo es un héroe si y sólo si es una
celebridad. Por ahora, requerimos probar únicamente la necesidad de dicho teore-
ma. La prueba de la suficiencia se verá al final del caṕıtulo.

Proposición 3.2.2 ([3]) ∗ Todo héroe es una celebridad.

Prueba

Sea H un héroe y n(H) su número de héroe. Sean c = 1
n(H)

y G un torneo H-libre.

Sabemos ya que χt(G) ≤ n(H). Esto nos dice que G tiene un subtorneo transitivo
de cardinalidad al menos c|V (G)|, de lo contrario, no habŕıa k-coloraciones transiti-
vas de G para toda k ∈ N, k ≤ n(H), lo cual contradice que χt(G) ≤ n(H).

�
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Lema 3.2.3 ([3]) ∗ Si H es una celebridad, entonces hay una enumeración de sus
vértices tal que la digráfica de las flechas hacia atrás de H bajo dicha enumeración
es un bosque.

Prueba
Sea H una celebridad. El corolario 2.4.2 del caṕıtulo anterior afirma que para cada
k ∈ Z+, existe una digráfica simétrica Gk tal que todo conjunto independiente S
en Gk cumple que |S| < |V (Gk)|

2k
y tal que g(H) > máx{|V (H)|, 3}, tomando n =

máx{|V (H)|, 3} en dicho corolario.
Para cada k ∈ Z+, tomemos una enumeración v1, . . . , vnk cualquiera de los vérti-
ces de Gk, con nk = |V (Gk)|. Consideremos el torneo Rk tal que V (Rk) = V (Gk)
y tal que su conjunto de flechas está dado como sigue: dados i, j ∈ {1, . . . , n},
vjvi ∈ A(Rk) si i < j y vjvi, vjvi ∈ A(Gk); en caso contrario, vivj ∈ A(Rk). Por
cómo definimos Rk, es claro que Gk es la digráfica de las flechas hacia atrás de Rk

bajo la enumeración dada. Puesto que g(Gk) > 4, se cumple, por el lema 2.4.3 del
caṕıtulo anterior, que dado W ⊆ V (Rk) transitivo, W es la unión de dos conjun-
tos independientes en Gk. Ahora bien, sea α(Rk) := máx{m ∈ Z+ : Rk tiene un
conjunto transitivo de cardinalidad m}. Probemos la siguiente afirmación:

(1) α(Rk) <
|V (Rk)|

k
.

Sea W ⊆ V (Rk) transitivo en Rk. Sabemos ya que W = X ∪ Y , con X, Y indepen-

dientes en Gk. Además, tanto X como Y tienen, cardinalidad menor a |S| < |V (G)|
2k

,

por cómo elegimos Gk. Por lo tanto, |W | < |V (G)|
k

. Se sigue que α(Rk) <
|V (Rk)|

k
.

Procedamos con la prueba del lema. Como H es una celebridad, existe c ∈ (0, 1]
tal que todos los torneos G que son H-libres tienen un subtorneo transitivo de car-
dinalidad al menos c|V (G)|. Como c > 0, se tiene, por la propiedad arquimediana,

que existe k ∈ Z+ tal que 1
k
< c. Aśı, |V (Rk)|

k
< c|V (Rk)|; además, se tiene, por (1),

que α(Rk) <
|V (Rk)|

k
. Por lo tanto, α(Rk) < c|V (Rk)|; se sigue que Rk contiene a H,

de lo contrario, a(Rk) ≥ c|V (Rk)|. Sea X ⊆ V (Rk) tal que Rk〈X〉 es isomorfo a H
y sea f : X → V (H) dicho isomorfismo. Como |X| = |V (H)| y g(Gk) > |V (H)|,
entonces los únicos ciclos de Gk〈X〉 son de longitud 2. Además, todas las flechas de
Gk〈X〉 son simétricas; aśı, Gk〈X〉 ∪ (Gk〈X〉)−1 = Gk〈X〉. Se sigue que Gk〈X〉 es
un bosque. Puesto que X ⊆ V (Rk), tomemos w1, . . . , wm la enumeración de X, con
w1 = vi1 con i1 := mı́n{i : vi ∈ X}; es decir, w1 es el vi con ı́ndice más pequeño que
aparece en X. De igual manera, w2 corresponde al segundo más pequeño, y aśı su-
cesivamente. Es entonces claro que Gk〈X〉 es la digráfica de las flechas hacia atrás
de Rk〈X〉 bajo la enumeración w1, . . . , wm. Para cada wi ∈ X, sea zi := f(vi). No-
temos que z1, . . . , zm es una enumeración de V (H) que cumple que la digráfica F de
las flechas hacia atrás de H es un bosque; en efecto, ya que Rk〈X〉 ∼=f H y toma-
mos la misma enumeración, según el isomorfismo f , entonces Gk〈X〉 ∼=f F ; como
Gk〈X〉 es un bosque, F también lo es.

�

Teorema 3.2.4 ([3]) ∗ Toda celebridad es 2-coloreable-transitiva.
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Prueba

Sea H una celebridad. Por el lema 3.2.3, existe v1, . . . , vn una enumeración de sus
vértices tal que B, la digráfica de las flechas hacia atrás de H bajo la enumeración,
es un bosque. El corolario 2.1.7 nos dice que todo árbol es 2-coloreable (en el sen-
tido de coloraciones propias). Puesto que B es un bosque, es la unión de árboles
ajenos por flechas, por lo que también es 2-coloreable. Aśı, existe {X, Y } una parti-
ción de V (B), con X, Y independientes en B. Por la proposición 2.4.3 del caṕıtulo
anterior, se tiene que X, Y son transitivos en H. Aśı, {X, Y } es una 2-coloración
transitiva de H, por lo que H es 2-coloreable-transitivo.

�
El siguiente torneo es nuestro primer ejemplo de un torneo que no es un héroe. Nos
será de mucha utilidad.

Figura 3.3: ∆(C3, C3, 1)

Proposición 3.2.5 ([3]) ∗ El torneo ∆(C3, C3, 1) no es un héroe.

Prueba

Probemos primero la siguiente afirmación:

(1) D := ∆(C3, C3, 1) es 3-cromático-transitivo.

Argumentando por contradicción, supongamos que existe {A,B} una 2-coloración
transitiva de D. Supongamos que D = ∆(X, Y, Z), con X = {x1, x2, x3} y Y =
{y1, y2, y3} los conjuntos de vértices del primer y segundo C3, respectivamente, y
Z = {z}. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z ∈ A. Sabemos ya que
χt(X) = χt(Y )) = 2; aśı, se cumple que X ∩ A 6= ∅ 6= X ∩ B y lo análogo para
Y . Supongamos que x1, y1 ∈ A y que x2, y2 ∈ B. Puesto que X ⇒ Y , Y ⇒ Z y
Z ⇒ X, se tiene que (x1, y1, z, x1) es un ciclo en D, lo cual es una contradicción,
pues A es transitivo. Se sigue que no hay 2-coloraciones transitivas de D. Además,
la proposición 2.3.9 nos dice, en particular, que χt(7) = 3, lo cual es equivalente a
decir que todo torneo de orden 7 es 3-coloreable-transitivo. Se sigue que χt(D) = 3.
Queda aśı probada la afirmación (1).
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Por el teorema 3.2.4, sabemos que toda celebridad es 2-coloreable-transitiva; se tie-
ne entonces, por (1), que D no es una celebridad. Además, la proposición 3.2.2 afir-
ma que todo héroe es una celebridad. Se sigue que D no es un héroe.

�

Vimos ya, en la proposición 2.3.6, un primer ejemplo de un torneo de orden 7 que
es 3-cromático-transitivo, al igual que el torneo de la proposición 3.2.5. Usando el
mismo argumento que en la segunda de estas proposiciones, dicho primer ejem-
plo tampoco es un héroe; se prueba de manera análoga. Nuestro nuevo ejemplo,
∆(C3, C3, 1), nos proporciona algo adicional: permite mejorar la conclusión del teo-
rema 3.2.1.

Teorema 3.2.6 ([3]) ∗ Si H es un héroe fuerte de orden al menos 2, entonces
H = ∆(P, k, 1) o H = ∆(P, 1, k) para alguna k ∈ Z+ y algún héroe P .

Prueba
Sea H un héroe fuerte de orden al menos 2. Por el teorema 3.2.1, existen P,Q
héroes tales que H = (P,Q, 1). Como todo subtorneo de un héroe es un héroe y
sabemos, por la proposición 3.2.5 que ∆(C3, C3, 1) no es un héroe, entonces
∆(C3, C3, 1) no es un subtorneo de H. Aśı, P es C3-libre o Q es C3-libre, lo cual
es equivalente a decir que P es transitivo o Q lo es. Se sigue que P = Tk para al-
guna k ∈ Z+ o lo análogo para Q. Por lo tanto, H = ∆(P, k, 1) si Q = Tk y
H = ∆(Q, 1, k) = (k,Q, 1) si P = Tk.

�
Este teorema concluye la primera mitad de nuestra caracterización de los héroes
fuertes.

3.3. Construcción recursiva de un héroe

Buscaremos ahora probar el rećıproco del teorema 3.2.6. Para esto, requerimos en-
cadenar varios lemas.

Lema 3.3.1 ([3]) ∗ Sean G un torneo, {X1, . . . , Xn} una partición de V (G), con
n ∈ Z+ y d ∈ Z+. Supongamos lo siguiente:

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, χt(Xi) ≤ d.

Para cada i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j, si existe una flecha uv en G tal que u ∈ Xj

y v ∈ Xi, entonces χt(Xi+1 ∪ . . . ∪Xj) ≤ d.

Se cumple entonces que χt(G) ≤ 2d.

Prueba
Definimos, de manera recursiva, ki para toda i ∈ Z+:

k1 := 1.

Si tenemos definido ks, para alguna s ∈ Z+, entonces:
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si existe j ∈ Z+, ks < j ≤ n tal que χt(
⋃
ks≤i≤j Xi) > d, definimos ks+1 como

el mı́nimo j que lo cumple.

si no existe tal j, ks+1 := ks.

Evidentemente, el primer caso sólo sucederá una cantidad finita de veces, pues j ≤
n; aśı, podemos tomar a kt con t := mı́n{s ∈ Z+ : ks = ks+1}. Para cada s ∈ Z+,
con 1 ≤ s < t, definimos Ys :=

⋃
ks≤i<ks+1

Xi; definimos también Yt :=
⋃
kt≤i≤nXi.

Puesto que {X1, . . . , Xn} es una partición de V (G), y dada la forma en que defini-
mos los Ys, se tiene que {Y1, . . . , Yt} es también una partición de V (G). Probemos
la siguiente afirmación:

(1) Para cada s ∈ Z+, con 1 ≤ s ≤ t, se cumple que χt(Ys) ≤ d; además, si 2 ≤ s ≤
t− 1, entonces no hay flechas de Ys+1 ∪ . . . ∪ Yt hacia Y1 ∪ . . . ∪ Ys−1.

Sea s ∈ Z+ tal que 1 ≤ s ≤ t. Por hipótesis, sabemos que χt(Xks) ≤ d. Si s < t,
entonces ks+1 es el mı́nimo entero positivo tal que ks < ks+1 ≤ n y
χt(
⋃
ks≤i≤ks+1

Xi) > d. Si ks+1 = ks + 1, entonces Ys = Xks , por lo que χt(Ys) =
χt(Xks) ≤ d. Si ks+1 > ks + 1, entonces ks ≤ ks+1 − 1 < ks+1 < n. Aśı, dado
que Ys =

⋃
ks≤i<ks+1

Xi =
⋃
ks≤i≤ks+1−1Xi, se tiene, por la minimalidad de ks+1, que

χt(Ys) ≤ d. Si s = t, entonces no existe j tal que ks < j ≤ n y χt(
⋃
ks≤i≤j Xi) > d.

Si ks = n, entonces Ys = Xks = Xn, por lo que χt(Ys) ≤ d. Si ks < n, se tiene
también que χt(Yt) ≤ d, pues Yt =

⋃
kt≤i≤nXi y ks < n ≤ n. Esto prueba la primera

parte de la afirmación.

Supongamos ahora que 2 ≤ s ≤ t−1. Argumentando por contradicción, supongamos
que existe una flecha uv con u ∈ Ys+1 ∪ . . . ∪ Yt y v ∈ Y1 ∪ . . . ∪ Ys−1; se cumple, en
particular, que u ∈ Xj para alguna j ≥ ks+1 y v ∈ Xi para alguna i < ks. Se tiene
entonces, por nuestra segunda hipótesis, que χt(Xi+1 ∪ . . . ∪Xk) ≤ d. Sin embargo,
como i < ks y j ≥ ks+1, se tiene que χt(Xi+1∪ . . .∪Xj) ≥ χt(

⋃
ks≤i≤ks+1

Xi) > d, por
cómo elegimos ks+1. Esto es una contradicción. Queda aśı probada la afirmación.

Procedamos con la prueba del lema. Sea t1 := t si t es par y t1 := t−1 si k es impar.
De igual manera, sea t2 := t si t es impar y t2 := t − 1 si t es par. Ahora bien, sean
Ypar := Y0 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Yt1 y Yimpar := Y1 ∪ Y3 ∪ . . . ∪ Yt2 las uniones de los Yi con
ı́ndice par e impar, respectivamente. Evidentemente {Ypar, Yimpar} es una partición
de V (G), pues {Y1, . . . , Yt} lo es. Afirmamos que χt(Ypar) ≤ d y χt(Yimpar) ≤ d.
Probémoslo para Ypar; se prueba de manera análoga para Yimpar.
Por la primera parte de la afirmación (1), se tiene que Y0, Y2, . . . , Yk1 tienen, cada
uno, número cromático a lo más d. Para cada i tal que 2i ∈ {0, . . . , t1}, sea C2i una
d-coloración transitiva de Y2i, C2i := {C2i

1 , C
2i
2 , . . . , C

2i
d }. Para cada k ∈ {1, . . . , d},

sea Ck := C0
j ∪ C2

j ∪ . . . C
t1
j ; es claro que Ck es la unión de conjuntos transitivos.

Afirmamos que para todo k ∈ {1, . . . , d}, Ck es transitivo. Sea k ∈ {1, . . . , d}.
Usando la segunda parte de la afirmación (1), tenemos, en particular, que dados i, j
con 2i, 2j ∈ {0, . . . , t1} y 2i < 2j, no hay flechas de Y2j a Y2i. En particular, no
hay flechas de Ck

2j a Ck
2i. Aśı, Ck es la unión de conjuntos transitivos que, bajo la

enumeración dada, mandan flechas únicamente en un sentido. Se sigue que Ck es
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transitivo. Por lo tanto, {C1, . . . , Cd} es una d-coloración transitiva de Ypar, por lo
que χt(Ypar) ≤ d. Puesto que χt(Ypar) ≤ d, χt(Yimpar) ≤ d y V (G) = Ypar ∪ Yimpar,
entonces χt(G) ≤ 2d.

�

Sean G un torneo y X1, . . . , Xn una sucesión de subconjuntos de V (G), ajenos por
pares. Decimos que uv es una flecha hacia atrás de G bajo esta enumeración de
conjuntos si u ∈ Xj, v ∈ Xi, con i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j y uv ∈ A(G). La
digráfica de las flechas hacia atrás de G bajo dicha enumeración se define como si-
gue: V (G) = X1∪ . . .∪Xn y dados u, v ∈ V (G), uv, vu ∈ A(G) si uv o vu son flechas
hacia atrás de G bajo la enumeración.

Lema 3.3.2 ([3]) ∗ Sean k, c ∈ Z+, H un héroe, G un torneo ∆(H, 1, k)-libre
y {X1, . . . , Xn} una partición de V (G). Supongamos lo siguiente:

(i) Todo subtorneo de G que sea H-libre tiene número cromático transitivo a lo
más c.

(ii) Para cada i ∈ {1, . . . , n}, χt(Xi) ≤ c.

(iii) Para cada i ∈ {1, . . . , n} y todo v ∈ Xi, χt(N
+(v) ∩ (X1 ∪ . . . ∪ Xi−1)) ≤ c y

χt(N
−(v) ∩ (Xi+1 ∪ . . . ∪Xn)) ≤ c.

Se cumple entonces que χt(G) ≤ c(k + 3)2k.

Prueba
Para cada uv ∈ A(G), con u ∈ Xj y v ∈ Xi, i, j ∈ {1, . . . , n}, denotamos por
α(uv) = j − i a la amplitud de uv.
Definimos, para cada u ∈ V (G), Fu de la siguiente manera: si la cardinalidad del
conjunto de flechas hacia atrás de G bajo la enumeración dada, cuya cola es u, es
menor que o igual a 2k−1− 2, tomamos Fu igual a dicho conjunto; en caso contrario,
elegimos Fu como un conjunto de flechas hacia atrás con cola en u de cardinalidad
2k−1−1, de tal manera que las ampitudes de las flechas sean lo más grandes posible.
Definimos además F :=

⋃
u∈V (G) Fu. Probemos la siguiente afirmación:

(1) Para cada flecha hacia atrás uv tal que u ∈ Xj, v ∈ Xh, con h, j ∈ {1, . . . , n},
h < j y tal que uv 6∈ F , se cumple que χt(W ) ≤ c(k + 3), con W :=

⋃
h<i≤j Xi.

Sea uv una flecha tal. Puesto que uv 6∈ F , estamos en el caso en que |Fu| = 2k−1−1.
Aśı, si tomamos C := {x ∈ V (G) : ux ∈ Fu o x = v}, es claro que |C| = 2k−1.
Puesto que v ∈ Xh y las flechas hacia atrás en Fu fueron elegidas de tal forma que
sus amplitudes sean lo más grandes posible y uv no fue elegida, entonces dada una
flecha ux ∈ Fu, debe cumplirse que α(uv) ≤ α(ux), por lo que x ∈ Xi con i ≤ h.
Aśı, C ⊆ X1∪ . . .∪Xh. Además, como |C| = 2k−1, se tiene, por el teorema 2.2.7, que
G〈C〉 contiene un Tk; sea Y ⊆ C el conjunto de vértices de dicho Tk. Como Y ⊆ C,
entonces Y ⊆ X1 ∪ . . . ∪Xh.
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Buscaremos descomponer a W en 3 conjuntos y acotar el número cromático transi-
tivo de cada uno por separado.

Sean P1 := {w ∈ W \Xj : wy ∈ A(G) para algún y ∈ Y }, P2 := {w ∈ W \Xj : uw ∈
A(G)} y P := P1 ∪ P2. consideremos además Q := W \ (P ∪ Xj). Evidentemente,
W = P ∪ Q ∪Xj. Por (ii), sabemos que χt(Xj) ≤ c. Veamos, además, que χt(P ) ≤
c(k + 1) y que χt(Q) ≤ c.

Empecemos viendo que χt(P ) ≤ c(|Y | + 1) = c(k + 1). Para cada y ∈ Y , sea
Py := {p ∈ P1 : p domina a y}. Sea y ∈ Y , y ∈ Xi para alguna i ∈ {1, . . . , h}. Por
(iii), χt(N

−(y) ∩ (Xi+1 ∪ . . . ∪ Xn)) ≤ c. Y como Py ⊆ P1 ⊆ W ⊆
⋃
h<i≤j Xi y

Py ⊆ N−(y), entonces χt(Py) ≤ c. Además, es claro que P1 =
⋃
y∈Y Py, por lo que

χt(P1) ≤ c|Y |. Por (iii), sabemos también que χt(N
+(u) ∩ (X1 ∪ . . . ∪ Xj−1)) ≤ c.

Dado que P2 ⊆ P ⊆ (W \Xj) ⊆
⋃
h<i<j Xi y P2 ⊆ N+(u), entonces χt(P2) ≤ c. Aśı,

como P = P1 ∪ P2, se tiene que χt(P ) ≤ c|Y | + c = c(|Y | + 1). Recordemos además
que |Y | = k, pues G〈Y 〉 es un Tk. Se sigue que χt(P ) ≤ c(k + 1).

Veamos ahora que χt(Q) ≤ c. Dado q ∈ Q, se tiene que q 6∈ P , por lo que q 6∈
P2. Aśı, uq 6∈ A(G), y como G es un torneo, se sigue que qu ∈ A(G). Puesto que
esto es cierto para toda q ∈ Q, se sigue que Q ⇒ u. Además, como Y ⊆ C =
{x : ux ∈ Fu o x = v}, se sigue que u ⇒ Y . Por último, dado q ∈ Q, se tiene que
q 6∈ P1, por lo que qy 6∈ A(G) para toda y ∈ Y ; al ser G un torneo, se cumple que
yq ∈ A(G). Puesto que esto es cierto para toda q ∈ Q, se sigue que Y ⇒ Q. Aśı,
(Q, {u}, Y ) forma una trisección. Afirmamos que Q es H-libre. Argumentando por
contradicción, supongamos que existe A ⊆ Q tal que G〈A〉 ∼= H. Como (Q, {u}, Y )
es una trisección y A ⊆ Q, entonces (A, {u}, Y ) es también una trisección. Sabemos
que G〈Y 〉 ∼= Tk, pues aśı nos tomamos Y ; además, es claro que G〈u〉 ∼= T1. Aśı, la
trisección puede escribirse como ∆(H, 1, k), lo cual es una contradicción, pues G es
∆(H, 1, k)-libre por hipótesis. Como Q es H-libre, se sigue, por (i), que χt(Q) ≤ c.

Ahora bien, como χt(Xj), χt(Q) ≤ c, χt(P ) ≤ c(k + 1) y W = P ∪Q ∪Xj, entonces
χt(W ) ≤ c(k + 1) + c+ c = c(k + 3). Queda aśı probada la afirmación (1).

Procedamos con la prueba del lema. Sea B la digráfica tal que V (B) = V (G) y tal
que uv, vu ∈ A(B) si y sólo si uv ∈ F o vu ∈ F . Afirmamos que toda subdigráfica
no vaćıa H de B tiene un vértice v tal que |NH(v)| ≤ 2k−1 − 1. En efecto, como
V (B) = V (G) = X1 ∪ . . . ∪ Xn, entonces dada H ⊆ B no vaćıa, podemos to-
mar im := máx{i ∈ {1, . . . , n} : V (H) ∩ Xi 6= ∅}. Si tomamos u ∈ V (H) ∩ Xim ,
entonces NH(u) = {v ∈ V (H) : uv ∈ F o vu ∈ F} = {v ∈ V (H) : uv ∈
F} = {v ∈ V (H) : uv ∈ Fu}, pues como u ∈ Xim , no hay flechas en H con
punta en u. Además, por cómo definimos Fu, se sigue que |Fu| ≤ 2k−1 − 1. Por
lo tanto, |NH(u)| ≤ 2k−1 − 1, lo cual prueba nuestra afirmación. El teorema 2.1.3
nos dice entonces que B es (2k−1)-coloreable (en el sentido usual); es decir, existe
{Z1, . . . , Z2k−1} una partición de V (B) que consta de 2k−1 conjuntos independientes
en B. Para cada i ∈ {1, . . . , 2k−1}, consideremos ZX

i := {X1 ∩ Zi, . . . , Xn ∩ Zi},
que es una partición de Zi. Tomemos i ∈ {1, . . . , 2k−1}. Veamos que se cumplen las
hipótesis del lema 3.3.1 tomando G〈Zi〉 como G, ZX

i como la partición de los vérti-
ces y c(k + 3) como d. En efecto, tenemos por (ii), que para cada j ∈ {1, . . . , n},
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χt(Xj) ≤ c, por lo que χt(Xj ∩ Zi) ≤ c ≤ c(k + 3); se cumple entonces la primera
condición del lema.
Ahora bien, dados h, j ∈ {1 . . . , n}, h < j, supongamos que existe una flecha uv ∈
A(G) tal que u ∈ Xj ∩ Zi y v ∈ Xh ∩ Zi. Como Zi es independiente en B, entonces
uv, vu 6∈ A(B); se sigue que uv, vu 6∈ F . Como uv 6∈ F y es una flecha hacia atrás
de G, se tiene, por (1), que χt(W ) ≤ c(k + 3), con W =

⋃
h<α≤j Xα, por lo que

χt(
⋃
h<α≤j Xα ∩ Zi) ≤ c(k + 3). Se cumple entonces la segunda condición del lema.

Aśı, el lema 3.3.1 afirma que χt(Zi) ≤ 2d = 2c(k + 3); esto se cumple para toda
i ∈ {1, . . . , 2k−1}. Puesto que {Z1, . . . , Z2k−1} es una partición de V (G), se sigue que
χt(G) ≤ 2k−1(2c(k + 3)) = c(k + 3)2k.

�

Requerimos introducir un último concepto, al igual que un lema que hace uso de
éste, antes de poder probar el rećıproco del teorema 3.2.6.

Figura 3.4: (5, T3, T3)-joya

Sean H,K,G torneos y a ∈ Z+. Una (a,H,K)-joya de G es un subconjunto X ⊆
V (G) tal que |X| = a y dada cualquier partición {A,B} de X, G〈A〉 contiene a H
o G〈B〉 contiene a K.

En la digráfica G de la figura 3.4, el conjunto X = {u, v, w, x, y} es una (5, T3, T3)-
joya. En efecto, |X| = 5 y dada cualquier partición {A,B} de X, A o B contienen a
T3, pues X es transitivo.

Un (a,H,K)-collar de G de longitud t es una sucesión (Y1, Y2, . . . , Yt) de (a,H,K)-
joyas de G, ajenas por pares, tales que Yi ⇒ Yi+1 para toda i ∈ {1, . . . , t− 1}.

Lema 3.3.3 ([3]) ∗ Sean H,K,G torneos, con K transitivo y k = |V (K)|. Tome-
mos también a c1, c2, a ∈ Z+. Supongamos lo siguiente:

(i) G es ∆(H, 1, K)-libre.

(ii) c1 es tal que todo subtorneo de G que sea H-libre o K-libre tiene número
cromático a lo más c1.
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(iii) c2 es tal que todo subtorneo de G que no contiene (a,H,K)-collares de G de
longitud 4 tiene número cromático a lo más c2.

Se cumple entonces que existen λ1, λ2 ∈ N tales que G tiene número cromático a lo
más λ1c1 + λ2c2.

Prueba La prueba de este lema es compleja y muy extensa, por lo que es convenien-
te dar un esquema de ella antes de empezar. Dividiremos la prueba en tres partes.
En la primera, probaremos tres afirmaciones que nos permitirán proponer una par-
tición de V (G) con la cual aplicaremos el lema 3.3.2. En la segunda parte, proba-
remos tres afirmaciones más que servirán para ver que nuestra partición satisface
todas las hipótesis de dicho lema. Finalmente, aplicaremos, en la tercera parte, el
lema en cuestión, con lo cual probaremos este nuevo lema.

Parte 1

Podemos suponer que G contiene (a,H,K)-collares de longitud 4, pues, de lo con-
trario, (iii) afirma que χt(G) ≤ c2, por lo que λ1 = 0 y λ2 = 1 satisfacen el teorema.
Sean k := máx{|V (H)|, |V (K)|} y b := 2ak+1. Probaremos que λ1 :=
(3bk + 2b+ 1)(k + 3)2k y λ2 := (k + 1)(k + 3)2k satisfacen el teorema.
Consideremos X1, . . . , Xn un (a,H,K)-collar de longitud máxima. Por nuestra su-
posición, n ≥ 4. Sean X := X1 ∪ . . . ∪Xn y W := V (G) \X. Probemos las primeras
tres afirmaciones de esta prueba.

(1) Sea i ∈ {2, . . . , n} y v ∈ Xi. Para cualesquiera h, j ∈ {1, . . . , n}, h < i < j y
v ∈ Xi, se cumple que G〈N−(v)∩Xh〉 contiene a H y G〈N+(v)∩Xj〉 contiene a K.

Argumentando por contradicción, supongamos que existe h ∈ {1, . . . , n}, h < i, tal
que G〈N−(v) ∩Xh〉 es H-libre. Como v 6∈ Xh y G es un torneo, entonces {N−(v) ∩
Xh, N

+(v) ∩ Xh} es una partición de Xh. Puesto que Xh es una (a,H,K) joya y
G〈N−(v) ∩Xh〉 es H-libre, entonces G〈N+(v) ∩Xh〉 contiene a K. Supongamos que
h es el máximo natural que cumple todo esto. Como Xi−1 ⇒ Xi y v ∈ Xi, no puede
pasar que h = i − 1, de lo contrario, N+(v) ∩ Xh = N+(v) ∩ Xi−1 = ∅, por lo que
no puede contener a K. Aśı, h + 1 < i. Por la elección de h, G〈N+(v) ∩ Xh+1〉 es
K-libre. Como Xh+1 es una (a,H,K)-joya, entonces G〈N−(v)∩Xh+1〉 contiene a H.
Tenemos entonces una copia de K en N+(v)∩Xh, digamos K∗ y una copia de H en
N−(v) ∩ Xh+1, digamos H∗. Notemos entonces que H∗ ⇒ v ⇒ K∗ ⇒ H∗, por lo
que G contiene a ∆(H, 1, K). Esto contradice (i). Análogamente, si suponemos que
existe j ∈ {1, . . . , n}, i < j, tal que G〈N+(v) ∩Xj〉 es K-libre, llegamos a la misma
contradicción. Queda aśı probado (1).

(2) Para cada v ∈ W , existe i ∈ {1, . . . , n} que cumple lo siguiente: para cualesquie-
ra h, j ∈ {1, . . . , n}, h < i < j, se cumple que G〈N+(v) ∩Xh〉 es K-libre, por lo que
G〈N−(v)∩Xh〉 contiene a H; se cumple también que G〈N−(v)∩Xj〉 es H-libre, por
lo que G〈N+(v) ∩Xj〉 contiene a K.

Sea v ∈ W . Consideremos P := {i ∈ {1, . . . , n} : G〈N−(v)∩Xi contiene a H} y P :=
{i ∈ {1, . . . , n} : G〈N+(v) ∩ Xi contiene a K}. Como cada Xi, con i ∈ {1, . . . , n},
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es una (a,H,K)-joya, es claro que P ∪ Q = {1, . . . , n}. Argumentando por con-
tradicción, supongamos que existen h ∈ Q, j ∈ P tales que h < j; elijámoslos
de tal manera que la diferencia j − h sea mı́nima; dada esta elección, se tiene que si
j > h+1, entonces h+1 6∈ Q y h+1 6∈ P , lo cual contradice que P ∪Q = {1, . . . , n}.
Se sigue que j = h + 1. Por lo tanto, Xh ⇒ Xj. Ahora bien, como j ∈ P e i ∈ Q,
entonces N−(v) ∩ Xj tiene una copia de H, digamos H∗ y N+(v) ∩ Xi tiene una
copia de K, digamos K∗. Notemos entonces que H∗ ⇒ v ⇒ K∗ ⇒ H∗, por lo que G
contiene a ∆(H, 1, K). Esto contradice (i). Se sigue que no existen h, j ∈ {1, . . . , n},
con h < j y h ∈ Q, j ∈ P . Existe entonces i ∈ {1, . . . , n} que satisface (2).

Para cada v ∈ W , elegimos c(v) entre las i que existen por (2), según el siguiente
orden de prioridad: c(v) tiene al menos un exvecino y un invecino en Xc(v); c(v) tie-
ne al menos un invecino en Xc(v); c(v) tiene al menos un exvecino en Xc(v); c(v) no
tiene exvecinos ni invecinos en Xc(v). Para cada i ∈ {0, . . . , n}, definimos Wi como
el conjunto de todos los v ∈ W tales que c(v) = i.

Notemos que (2) prueba algo idéntico a (1), pero para los v ∈ Wi en lugar de los
v ∈ Xi.

(3) Sea i ∈ {1, . . . , n}. Si i > 1, v ∈ Wi y v ⇒ Xi, entonces Xi−1 ⇒ v. Si i < n,
v ∈ Wi y Xi ⇒ v, entonces v ⇒ Xi+1.

Supongamos que i > 1, v ∈ Wi y v ⇒ Xi. Dado que v ∈ Wi, entonces c(v) = i.
Se tiene entonces que para cualesquiera h, j ∈ {1, . . . , n}, h < i < j, se cumple
que G〈N−(v) ∩Xh〉 contiene a H y G〈N+(v) ∩Xj〉 contiene a K. Ahora bien, como
v ⇒ Xi, entonces N−(v)∩Xi = ∅, por lo que G〈N−(v)∩Xi〉 es H-libre. Se sigue que
G〈N+(v) ∩ Xi〉 contiene a K, pues Xi es una (a,H,K)-joya. Como i > 1, entonces
i − 1 ≥ 1. Se sigue que i − 1 es otra posible elección para c(v). Notemos que i fue
elegido como c(v), mientras que i − 1 no lo fue; por lo tanto, no puede pasar que
i − 1 esté un estrato más arriba en el orden de prioridad de elección de c(v). Como
v no tiene invecinos en Xi, entonces v no puede tener exvecinos en Xi−1, o lo que es
lo mismo, Xi−1 ⇒ v.
De manera simétrica al caso i > 1, si suponemos que i < n, v ∈ Wi y Xi ⇒ v,
entonces G〈N+(v) ∩Xi〉 es K-libre, por lo que G〈N−(v) ∩Xi〉 contiene a H. Como
i + 1 ≤ n, entonces i + 1 es otra posible elección para c(v), pero i fue elegido como
c(v), mientras que i + 1 no lo fue; por lo tanto, como v no tiene exvecinos en Xi,
entonces v no puede tener tanto exvecinos como invecinos en Xi+1. Además, como
i + 1 > i e v ∈ Wi, se tiene, por (2), que N+(v) ∩Xi+1 contiene a K; esto nos dice,
en particular, que v śı tiene exvecinos en Xi+1. Se sigue que v no tiene invecinos en
Xi+1, o lo que es lo mismo, v ⇒ Xi+1. Queda aśı probado (3).

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, definimos Zi := Xi ∪ Wi. Puesto que {X,W} es una
partición de V (G), X = X1 ∪ . . . ∪ Xn, W = W1 ∪ . . . ∪ Wn y los Xi, al igual
que los Wi, son ajenos por pares, se tiene entonces que {Z1, . . . , Zn} es también una
partición de V (G). Buscaremos aplicar el lema 3.3.1 a esta nueva partición.

Parte 2
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(4) Para cada i ∈ {1, . . . , n}, se cumple que χt(Zi) ≤ 2bc1 + c2.

Sea i ∈ {1, . . . , n}. Definimos, a continuación, varios conjuntos. Si i ≥ 3, P := {v ∈
Zi : N

+(v)∩Xi−2 6= ∅}; si i ≤ 2, P := ∅. Si i ≤ n− 2, Q := {v ∈ Zi : N−(v)∩Xi+2 6=
∅}; si i ≥ n − 1, Q := ∅. Por último, R := {v ∈ Zi : i ≤ 2 o Xi−2 ⇒ v y además
i ≥ n−1 o v ⇒ Xi+2}. Afirmamos que Zi = P ∪Q∪R. Sea v ∈ Zi \ (P ∪Q). Veamos
que v ∈ R. En efecto, como n ≥ 4, entonces i ≥ 3 o i ≤ n− 2.

Si 3 ≤ i ≤ n − 2, entonces N+(v) ∩ Xi−2 = ∅ = N−(v) ∩ Xi+2, por lo que
Xi−2 ⇒ v ⇒ Xi+2; se sigue que v ∈ R.

Si i ≥ n − 1 ≥ 3, entonces N+(v) ∩ Xi−2 = ∅, por lo que Xi−2 ⇒ v; se sigue
que v ∈ R.

Si i ≤ 2 ≤ n − 2, entonces N−(v) ∩ Xi+2 = ∅, por lo que v ⇒ Xi+2; se sigue
que v ∈ R.

Para probar que χt(Zi) ≤ 2bc1 + c2, veremos que χt(P ) ≤ bc1, χt(Q) ≤ bc1 y
χt(R) ≤ c2.

Veamos primero que χt(P ) ≤ bc1. Para esto, definimos P1 := {v ∈ P : G〈N−(v) ∩
Xi−1〉 contiene a K} y P2 := P \ P1.

Empecemos viendo que χt(P1) ≤ akc1. Dado Y ⊆ V (G) y x ∈ V (G), denotamos
por Px,Y := {p ∈ P1 : Y ⇒ p ⇒ x ⇒ Y }. Es claro que Y ⇒ Px,Y ⇒ x ⇒
Y . Consideremos también M1 := {Px,Y : Y ⊆ Xi−1, |Y | = |V (K)|, x ∈ Xi−2 y
χt(Px,Y ) ≤ c1}. Dado v ∈ P1, sabemos que G〈N−(v) ∩Xi−1〉 contiene a K; podemos
entonces tomar Yv ⊆ N−(v) ∩Xi−1 tal que G〈Y 〉 ∼= K. Como Yv ⊆ N−(v), es claro
que Yv ⇒ v. Como v ∈ P1 ⊆ P , entonces existe xv ∈ N+(v) ∩Xi−2. Además, puesto
que Xi−2 ⇒ Xi−1, entonces xv ⇒ Yv. Por lo tanto, se tiene que Yv ⇒ v ⇒ xv ⇒ Yv.
Por lo tanto, v ∈ Pxv ,Yv . Puesto que esto se cumple para v ∈ P1 arbitraria, se tiene
que P1 ⊆

⋃
v∈P1

Pxv ,Yv .
Ahora bien, veamos que dado v ∈ P1, χt(Pxv ,Yv) ≤ c1. Argumentando por contra-
dicción, supongamos que Pxv ,Yv contiene a H. Sabemos ya que Yv ⇒ Pxv ,Yv ⇒ xv ⇒
Yv; como G〈Yv〉 ∼= K y Pxv ,Yv contiene a H, entonces tenemos un ∆(K,H, 1) =
∆(H, 1, K) en G, lo cual contradice (i). Se sigue que Pxv ,Yv es H-libre; por lo tan-
to, (ii) afirma que χt(Pxv ,Yv) ≤ c1. Aśı, dado v ∈ P1, Yv ⊆ Xi−1, |Yv| = |V (K)|,
xv ∈ Xi−2 y χt(Pxv ,Yv) ≤ c1; se sigue que Pxv ,Yv ∈ M1. Puesto que esto se cum-
ple para toda v ∈ P1, se sigue que

⋃
v∈P1

Pxv ,Yv ⊆ ∪M1. Por lo tanto, χt(P1) ≤
χt
(⋃

v∈P1
Pxv ,Yv

)
≤ χt(∪M1). Veamos entonces que χt(∪M1) ≤ akc1, lo cual prueba

a su vez que χt(P1) ≤ akc1.
Dado Px,Y ∈ M1, se tiene que |Y | = |V (K)| y Y ⊆ Xi−1. Aśı, para formar
un elemento de M1, hay

(
a

|V (K)|

)
≤ a|V (K)| elecciones posibles de Y ; como k =

máx{|V (H)|, |V (K)|}, entonces k ≥ |V (K)|, por lo que ak ≥ a|V (K)|. Se sigue que
hay a lo más ak elecciones posibles de Y . Además, |Xi−2| = a, por lo que hay a lo
más a elecciones posibles de x. Aśı, |M1| ≤ ak+1. Ahora bien, dado Px,Y ∈ M , se
tiene que χt(Px,Y ) ≤ c1. Se sigue que χt(∪M1) ≤ |M |c1 ≤ akc1.
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Veamos ahora que χt(P2) ≤ akc1. Se probará de forma similar a como hicimos con
P1. Dado Y ⊆ V (G) y x ∈ V (G), denotamos por PY,x := {p ∈ P2 : Y ⇒ x ⇒ p ⇒
Y }. Es claro que Y ⇒ x ⇒ PY,x ⇒ Y . Consideremos M2 := {PY,x : Y ⊆ Xi−1, |Y | =
|V (K)|, x ∈ Xi y χt(PY,x) ≤ c1}. Dado v ∈ P2, se tiene que v 6∈ P1, por lo que
G〈N−(v) ∩ Xi−1〉 es K-libre; se tiene entonces que G〈N+(v) ∩ Xi−1〉 contiene a H;
podemos entonces tomar Yv ⊆ N+(v)∩Xi−1 tal que G〈Yv〉 ∼= H. Como Yv ⊆ N+(v),
es claro que v ⇒ Yv. Como v ∈ P2 ⊆ P ⊆ Zi = Wi ∪ Xi, entonces v ∈ Xi o
v ∈ Wi. No puede suceder que v ∈ Xi, pues v ⇒ Yv, Yv ⊆ Xi−1 y Xi−1 ⇒ Xi; se
sigue que v ∈ Wi. Además, como Yv ⊆ N+(v) ∩Xi−1, entonces Xi−1 ; v. Notemos
que en este caso, i ≥ 3 > 1, pues P 6= ∅, ya que v ∈ P2 ⊆ P . Se sigue entonces, por
la contrapuesta de la primera parte de (3), que v ; Xi, o lo que es lo mismo, que
existe xv ∈ Xi tal que xv domina a v.
Como Xi−1 ⇒ Xi, entonces Yv ⇒ xv ⇒ v ⇒ Yv, lo cual nos dice que v ∈ PYv ,xv .
Puesto que esto se cumpe para v ∈ P2 arbitrario, entonces P2 ⊆

⋃
v∈P2

PYv ,xv . Ahora
bien, debe suceder que PYv ,xv es K-libre, de lo contrario, puesto que Yv ⇒ xv ⇒
PY,x ⇒ Yv, Y ∼= H y PY,x contiene a H, entonces tendŕıamos un ∆(H, 1, K) en G, lo
cual contradice (i). Se tiene entonces, por (ii), que χt(PYv ,xv) ≤ c1.
Aśı, dado v ∈ P2, Yv ⊆ Xi−1, |Yv| = |V (K), xv ∈ Xi y χt(PYv ,xv) ≤ c1; se sigue que
PYv ,xv ∈M2. Puesto que esto se cumple para toda v ∈ P2, se sigue que
Notemos además que

⋃
v∈P2

PYv ,xv ⊆ ∪M2. Por lo tanto, χt(P2) ≤ χt
(⋃

v∈P2
PYv ,xv

)
≤ χt(∪M2). El mismo razonamiento que dimos para probar que χt(∪M1) ≤ akc1
nos sirve para probar que χt(∪M2)M1; esto prueba, a su vez, que χt(P2) ≤ akc1.

Puesto que P = P1 ∪ P2 y χt(P1) ≤ c1a
k+1 y χt(P2) ≤ c1a

k+1, entonces χt(P ) ≤
2c1a

k+1 = bc1.

Se prueba, de manera simétrica a como hicimos con P , que χt(Q) ≤ bc1.

Veamos ahora que χt(R) ≤ c2. Sea v ∈ R.

Si i ≤ n − 2, se cumple que i � n − 1, por lo que v ⇒ Xi+2. Se sigue que
R⇒ Xi+2.

Si i ≥ 3, entonces i � 2, por lo que Xi−2 ⇒ v. Se sigue que Xi−2 ⇒ R.

Argumentando por contradicción, supongamos que G〈R〉 contiene un (a,H,K)-
collar de longitud 4, digamos Y1, Y2, Y3, Y4. Sabemos ya que i ≥ 3 o i ≤ n − 2.
Tenemos entonces, los tres siguientes casos.

Caso 1. 3 ≤ i ≤ n− 2.

En este caso, Xi−2 ⇒ R ⇒ Xi+2. Se tiene, en particular, que Xi−2 ⇒ Y1 y que
Y4 ⇒ Xi+2. Aśı, X1, . . . , Xi−2, Y1, Y2, Y3, Y4, Xi+2, . . . , Xn es un (a,H,K)-collar
de longitud n+ 1.

Caso 2. i ≥ n− 1 ≥ 3.

En este caso, i − 2 ≥ n − 3. Además, sabemos que Xi−2 ⇒ R, por lo que
se tiene, en particular, que Xi−2 ⇒ Y1. Aśı, X1, . . . , Xi−2, Y1, Y2, Y3, Y4 es un
(a,H,K)-collar de longitud al menos n+ 1, pues i− 2 ≥ n− 3.
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Caso 3. i ≤ 2 ≤ n− 2.

En este caso, i + 2 ≤ 4. Además, sabemos que R ⇒ Xi+2, por lo que se tiene,
en particular, que Y4 ⇒ Xi+2. Aśı, Y1, Y2, Y3, Y4, Xi+2, . . . , Xn es un (a,H,K)-
collar de longitud al menos n+ 1, pues i+ 2 ≤ 4.

En los tres casos, encontramos un (a,H,K)-collar de longitud al menos n + 1,
lo cual contradice la maximalidad de X1, . . . , Xn. Se sigue que G〈R〉 no contiene
(a,H,K)-collares de longitud 4. Por lo tanto, (iii) afirma que χt(R) ≤ c2.

Ahora bien, como Zi = P∪Q∪R, entonces χt(Zi) ≤ χt(P )+χt(Q)+χt(R) ≤ 2bc1+c2,
lo cual concluye la prueba de (4).

(5) Para todo i ∈ {1, . . . , n} y cada v ∈ Xi, χt(N
+(v)∩ (Z1 ∪ . . .∪Zi−1)) ≤ 3bc1 + c2

y χt(N
−(v) ∩ (Zi+1 ∪ . . . ∪ Zn)) ≤ 3bc1 + c2.

Puesto que ambas afirmaciones se prueban de manera simétrica, basta probar la
primera. Sea i ∈ {1, . . . , n} y v ∈ Xi. Si i = 1, entonces esto es trivial. Supongamos
entonces que i ≥ 2. Sea P := N+(v) ∩ (Z1 ∪ . . . ∪ Zi−2). Veamos que χt(P ) ≤ bc1.
consideremos además P1 := {w ∈ P : G〈N+(w)∩Xi−1〉 contiene a H} y P2 := P \P1.
Afirmamos que χt(P1) ≤ akc1; en efecto, basta usar un argumento simétrico al que
usamos para ver que χt(P1) ≤ akc1 en la afirmación (4).
Veamos ahora que χt(P2) ≤ ak+1c1. Para cada w ∈ P2, w 6∈ P1, por lo que G〈N+(w)
∩Xi−1〉 no contiene a H; se sigue que N−(w) ∩Xi−1 contiene a K. Sea Yw ⊆ N−(w)
∩Xi−1 tal que G〈Yw〉 ∼= K. Se cumple además que Yw ⇒ w. Además, como w ∈
P2 ⊆ P , se tiene que P 6= ∅; por cómo definimos P , esto implica que i ≥ 3. Veamos
que Xi−2 ; w. Sabemos que w ∈ P1 ⊆ P ⊆ Z1 ∪ . . . ∪ Zi−2.

Caso 1. w ∈ Zh, con h < i− 2.

En este caso, w ∈ Xh o w ∈ Wh. Si w ∈ Xh, se tiene, por (1), que G〈N+(w) ∩
Xi−2〉 contiene a K, pues h < i − 2. En particular, N+(w) ∩ Xi−2 6= ∅. Si
w ∈ Wh, entonces c(w) = h. Puesto que h < i − 2, se tiene, por (2), que
G〈N+(w) ∩Xi−2〉 contiene a H, por lo que, en particular, N+(w) ∩Xi−2 6= ∅.

Caso 2. w ∈ Zi−2.
En este caso, no puede suceder que w ∈ Xi−2, pues Xi−2 ⇒ Xi−1, pero Yw ⇒
w y Y ⊆ Xi−1; se sigue que w ∈ Wi−2. Ahora bien, Yw ⊆ N−(w)∩Xi−1, por lo
que N−(w) ∩Xi−1 6= ∅. Se sigue que w ; Xi−1. Usando la contrapuesta de la
segunda parte de (3), se sigue que Xi−2 ; w.

De los dos casos, podemos concluir que existe xw ∈ N+(w) ∩ Xi−2. Notemos en-
tonces que Yw ⇒ w ⇒ xw ⇒ Yw, pues xw ∈ Xi−2 y Yw ⊆ Xi. Se sigue que
w ∈ PYw,xw := {p ∈ P2 : Yw ⇒ p ⇒ xw ⇒ Yw}. Nuevamente, para probar que
χt(P2) ≤ akc1, basta usar un argumento análogo al que usamos en (4).

Como P = P1∪P2, entonces χt(P ) ≤ χt(P1)+χt(P2) ≤ akc1+ak+1c1 ≤ 2ak+1c1 = bc1.
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Además, P ∪ N+(v) ∩ Zi−1 = N+(v) ∩ (Z1 ∪ . . . ∪ Zi−1). Sabemos ya, por (4),
que χt(N

+(v) ∩ Zi−1) ≤ 2bc1 + c2. Se sigue que χt(N
+(v) ∩ (Z1 ∪ . . . ∪ Zi−1)) ≤

bc1 + 2bc1 + c2 = 3bc1 + c2, lo cual concluye la prueba de (5).

(6) Para todo i ∈ {1, . . . , n} y cada v ∈ Wi, χt(N
+(v)∩ (Z1∪ . . .∪Zi−1)) ≤ 3bc1 + c2

y χt(N
−(v) ∩ (Zi+1 ∪ . . . ∪ Zn)) ≤ 3bc1 + c2.

Nuevamente, ambas afirmaciones se prueban de manera simétrica; probaremos la
primera. Sea i ∈ {1, . . . , n} y v ∈ Wi. Si i = 1, esto es trivial. Supongamos entonces
que i ≥ 2. Como v ∈ Wi, entonces c(v) = i. Aśı, dado que i − 1 < i, se tiene, por
(2), que G〈N−(v) ∩ Xi−1〉 contiene a H. Sea Yv ⊆ Xi−1 tal que Yv ∼= H y Yv ⇒ v.
Consideremos también P := N+(v)∩(Z1∪. . .∪Zi−2). Evidentemente, dado p ∈ P , se
cumple que v ⇒ p. Notemos que Pv := {p ∈ P : p ⇒ Yv} es K-libre, de lo contrario,
se cumple que Pv ⇒ Yv ⇒ v ⇒ Pv, y como G〈Yv〉 ∼= H y Pv contiene a K, entonces
tendŕıamos un ∆(K,H, 1) = ∆(H, 1, K), lo cual contradice (i). Se tiene entonces,
por (ii), que χt(Pv) ≤ c1.
Por otro lado, dado y ∈ Yv, se tiene que Py := {p ∈ P : p ∈ N+(y)} ⊆ N+(y)∩ (Z1 ∪
. . . ∪ Zi−2), por cómo definimos P . Como y ∈ Yv ⊆ Xi−1, se tiene entonces, por (5),
que χt(N

+(y) ∩ (Z1 ∪ . . . ∪ Zi−2)) ≤ 3bc1 + c2. Por lo tanto, χt(Py) ≤ 3bc1 + c2.
Notemos simplemente que P = Pv∪(

⋃
y∈Yv Py). Se sigue que χt(P ) ≤ c1+ |Yv|(3bc1+

c2) = c1 + |V (H)|(3bc1 + c2) ≤ c1 + k(3bc1 + c2), pues k = máx{|V (H)|, |V (K)|}.
Ahora bien, N+(v) ∩ (Z1 ∪ . . . ∪ Zi−1) = P ∪ N+(v) ∩ Zi−1. Por (4), se cumple que
χt(Zi−1) ≤ 2bc1 + c2. Aśı, χt (N+(v) ∩ (Z1 ∪ . . . ∪ Zi−1)) ≤ c1 + k(3bc1 + c2) + 2bc1 +
c2 = (3bk + 2b+ 1)c1 + (k + 1)c2, lo cual concluye la prueba de (6).

Parte 3

Procedamos, ahora śı, con la prueba del lema. Recordemos que {Z1, . . . , Zn} es una
partición de V (G). Sea c := (3bk + 2b + 1)c1 + (k + 1)c2. Por (ii), se tiene que todo
subtorneo de G que sea H-libre tiene número cromático a lo más c1 ≤ c. Tenemos
además, por (4), que para cada i ∈ {1, . . . , n}, χt(Zi) ≤ 2bc1 + c2 ≤ c. Dada
i ∈ {1, . . . , n}, sabemos que Zi = Xi∪Wi. Sea v ∈ Zi. Si v ∈ Xi, entonces (5) afirma
lo siguiente:

χt(N
+(v) ∩ (Z1 ∪ . . . ∪ Zi−1)) ≤ 3bc11 + c2 ≤ c,

χt(N
−(v) ∩ (Zi+1 ∪ . . . ∪ Zn)) ≤ 3bc11 + c2 ≤ c.

Si v ∈ Xi, entonces (6) afirma lo siguiente:

χt(N
+(v) ∩ (Z1 ∪ . . . ∪ Zi−1)) ≤ c,

χt(N
−(v) ∩ (Zi+1 ∪ . . . ∪ Zn)) ≤ c.

Por último, tenemos ya, por hipótesis, que G es ∆(H, 1, K)-libre. Como K es tran-
sitivo y |V (K)| = k, entonces G es ∆(H, 1, k)-libre.
Aśı, se cumplen todas las hipótesis del lema 3.3.2, tomando {Z1, . . . , Zn} como la
partición de dicho lema y c como lo acabamos de definir. Se sigue que χt(G) ≤
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c(k+ 3)2k = (k+ 3)2k[(3bk+ 2b+ 1)c1 + (k+ 1)c2]. Aśı, λ1 = (k+ 3)2k(3bk+ 2b+ 1)
y λ2 = (k + 3)2k(k + 1) cumplen lo buscado.

�

Este lema nos permite probar el siguiente teorema, el cual completa la caracteriza-
ción de los héroes fuertes.

Teorema 3.3.4 ([3]) ∗ Si H es un héroe y K es un torneo transitivo, entonces
∆(H, 1, K) y ∆(K, 1, H) son héroes.

Prueba
Sean k := |V (K)| y c1 := máx{n(H), 2k}. Como K es transitivo, se tiene, por el
teorema 2.2.7, que los torneos K-libres tienen número cromático a lo más c1. Sea
a := |V (H)|2k. Probemos la siguiente afirmación.

(1) Todo torneo que no contiene (a,H,K)-joyas tiene número cromático a lo más
a+ c1.

Sea G un torneo que no contiene (a,H,K)-joyas. Consideremos subtorneos
H1, . . . , Hn de G, ajenos dos a dos por vértices, de tal modo que cada Hi es isomor-
fo a H y n es máximo. Sea W := V (H1) ∪ . . . ∪ V (Hn). Argumentando por contra-
dicción, supongamos que n ≥ 2k. Consideremos W0 := V (H1) ∪ . . . ∪ V (H2k). Es
claro que |W | = a = |V (H)|2k. Además, si tomamos una partición {A,B} de W0,
se cumple lo siguiente: si A es H-libre, entonces para cada i ∈ {1, . . . , 2k}, existe al
menos un vértice de Hi que no está en A. Como B = W0 \ A, se sigue que |B| ≥ 2k;
el teorema 2.2.7 afirma entonces que G〈B〉 contiene un TK ∼= K. Es entonces claro
que W0 es una (a,H,K)-joya, lo cual es una contradicción. Se sigue que n < 2k.
Aśı, χt(W ) ≤ |W | ≤ 2k|V (H)|. Además, se tiene, por la maximalidad de n, que
G −W es H-libre. Como c1 ≥ n(H), se sigue que χt(G −W ) ≤ c1. Por lo tanto,
χt(G) ≤ χt(W ) + χt(G −W ) ≤ 2k|V (H)| + c1 = a + c1, lo cual concluye la prueba
de (1).

Procedamos con la prueba del lema. Tomemos H1 = H2 el conjunto de todas las
(a,H,K)-joyas y c := a + c1. Sabemos que todo T ∈ H1 ∪ H2 tiene orden a < c.
Además, (1) afirma que los torneos H1-libres (y H2-libres) tienen número cromático
a lo más c. El teorema 3.1.7 de la primera sección de este caṕıtulo afirma entonces
que dado G un torneo (H1 ⇒ H2)-libre, χt(G) ≤ (2c)4c

2
. Notemos que un tor-

neo (H1 ⇒ H2)-libre es en realidad un torneo que no contiene (a,H,K)-collares
de longitud 2. Aśı, los torneos que no contienen (a,H,K)-collares de longitud 2 tie-
nen número cromático a lo más (2c)4c

2
Tomando ahora H3 = H4 el conjunto de los

(a,H,K)-collares de longitud 2, podemos notar que los torneos libres de (a,H,K)-
collares de longitud 4 son (H3 ⇒ H4)-libres. Aśı, usando el mismo teorema, po-
demos concluir que existe c2 ∈ N tal que los torneos que no contienen (a,H,K)-
collares de longitud 4 tienen número cromático a lo más c2. Ahora bien, sea G un
torneo ∆(H, 1, K)-libre. Notemos que c1 y c2 cumplen todas las hipótesis del lema
3.3.3. Existen entonces λ1, λ2 ∈ N tales que G tiene número cromático a lo más
c3 := λ1c1 + λ2c2. Por lo tanto, ∆(H, 1, K) es un héroe y n(∆(H, 1, K)) ≤ c3. Se
puede probar, de manera simétrica, que ∆(H,K, 1) es un héroe.
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�

El siguiente teorema resume los teoremas 3.1.8 y 3.2.6 de las secciones anteriores,
además del teorema 3.3.4 de esta sección; esto concluye la caracterización de los
héroes.

Teorema 3.3.5 ([3]) ∗

Sea H un torneo. Se cumple lo siguiente:

H es un héroe si y sólo si todas sus componentes fuertes son héroes.

Si H es fuerte y tiene orden al menos 2, entonces H es un héroe si y sólo si
H = ∆(P, k, 1) o H = ∆(P, 1, k), para algun héroe P y alguna k ∈ Z+.

3.4. Villanos mı́nimos y celebridades

En esta última sección, daremos dos caracterizaciones más de los héroes, las cua-
les se deducen gracias al teorema 3.3.5. Para la primera de éstas, requerimos defi-
nir el siguiente concepto. Un villano es un torneo que no es un héroe. Como todo
subtorneo de un héroe es un héroe, entonces todo supratorneo de un villano es tam-
bién un villano. Podemos entonces preguntarnos si existe una lista finita de villanos
mı́nimos; es decir, tales que cumplen que cualquier otro villano es un supratorneo
de alguno de ellos.

Para este punto, debe ser evidente que todo torneo de orden menor o igual a 3 es
un héroe. Por el teorema 3.3.5, los únicos torneos de orden 4 que podŕıan ser villa-
nos son torneos fuertes. Sin embargo, el único torneo fuerte de orden 4 es
∆(2, 1, 1), por lo que admite una trisección como en el teorema 3.3.5; se sigue que
es un héroe. Aśı, todo torneo de orden menor o igual a 4 es un héroe. Describimos
a continuación a los únicos tres torneos de orden 5 que son villanos. Además de
estos tres, otros dos torneos formarán parte de nuestra lista de villanos mı́nimos:
∆(2, 2, 2) y ∆(C3, C3, 1).

Sea H1 dado como sigue: V (H1) := {v1, . . . , v5} y A(H1) := {vivi+1 : i ∈
{1, . . . , 5}} ∪ {vivi+2 : i ∈ {1, . . . , 5}}, leyendo los sub́ındices módulo 5.

Sea H2 := H1 − v5v1 + v1v5.

Sea H3 dado como sigue: V (H3) := {v1, . . . , v5} y A(H3) := {vivj : 1 ≤ i < j ≤
4} ∪ {v2v5, v4v5, v5v1, v5v3}.

Sea H4 := ∆(2, 2, 2).

Sea H5 := ∆(C3, C3, 1).

Proposición 3.4.1 ∗ Los torneos H1, . . . H5 son villanos.
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(a) H1 (b) H2

(c) H3 (d) H4

Figura 3.5: Villanos mı́nimos

Prueba

Probamos ya que H5 es un villano en la proposición 3.2.5. Por otro lado, notemos
que H1, . . . H4 son torneos fuertes. Veamos que ninguno admite una trisección como
en el teorema 3.3.5. Supongamos, para cada uno de estos torneos, que śı existe una
trisección ∆(P, k, 1) con P un héroe y k ∈ Z+. Notemos primero que el conjunto
correspondiente a P debe ser igual a la exvecindad del vértice correspondiente a T1,
y el correspondiente a Tk a su invecindad. Por lo tanto, los vértices de cada parte
de la trisección están determinados por el vértice correspondiente a T1.

H1

Como los vértices de H1 son indistinguibles, podemos suponer que el vértice
correspondiente a T1 es v5. Aśı, la partición seŕıa ({v1, v2}, {v3, v4}, {v5}); sin
embargo, v1v4 6∈ A(H1), por lo que no es una trisección.

H2

Si el vértice correspondiente a T1 es v1, entonces la partición seŕıa
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({v2, v3, v5}, {v4}, {v1}); sin embargo, v5v4 6∈ A(H2). Si es v2, entonces la par-
tición seŕıa ({v3, v4}, {v1, v5, }, {v2}); sin embargo, v3v1 6∈ A(H2). Si es v3, en-
tonces la partición seŕıa ({v4, v5}, {v1, v2, }, {v3}); sin embargo, v5v1 6∈ A(H2).
Si es v4, entonces la partición seŕıa ({v1, v5}, {v2, v3, }, {v4}); sin embargo,
v5v3 6∈ A(H2). Si es v5, entonces la partición seŕıa ({v2}, {v1, v3, v4}, {v5});
sin embargo, v2v1 6∈ A(H2). En todos los casos, la posible partición no es una
trisección, pues el conjunto correspondiente a P no domina totalmente al co-
rrespondiente a Tk.

H3

Si el vértice correspondiente a T1 es v1, entonces la partición seŕıa
({v2, v3, v4}, {v5}, {v1}); sin embargo, v3v5 6∈ A(H3). Si es v2, entonces la
partición seŕıa ({v4, v5}, {v1, v3, }, {v2}); sin embargo, v4v1 6∈ A(H3). Si es
v3, entonces la partición seŕıa ({v4}, {v1, v2, v5}, {v3}); sin embargo, v4v2 6∈
A(H3). Si es v4, entonces la partición seŕıa ({v5}, {v1v2, v3, }, {v4}); sin embar-
go, v5v2 6∈ A(H3). Si es v5, entonces la partición seŕıa ({v1, v3}, {v2v4}, {v3});
sin embargo, v3v2 6∈ A(H3). En todos los casos, la posible partición no es una
trisección.

H4

En H4, sólo hay dos tipos distintos de vértices. Los indistinguibles de v1 y
los indistinguibles de v2. Si el vértice correspondiente a T1 es v1, entonces la
partición es ({v2, v3, v4}, {v5, v6}, {v1}); sin embargo, v2v6 6∈ A(H4). Si es v2,
entonces la partición seŕıa ({v3, v4}, {v1, v5, v6, }, {v2}); sin embargo, v4v1 6∈
A(H4). En ambos casos, la posible partición no es una trisección.

�

Teorema 3.4.2 ([6]) ∗ Todo torneo fuerte G con al menos 2 vértices que no con-
tiene a H1, H2 ni H3 admite una trisección.

Prueba por inducción fuerte sobre el orden de T
Sea T un torneo fuerte de orden n ≥ 2. T no puede tener orden 2, pues es fuerte. Si
T tiene orden 3, entonces es C3 = ∆(1, 1, 1), por lo que admite una trisección.
Supongamos que el resultado es cierto si G tiene orden k ∈ Z+, con 2 ≤ k < n, para
alguna n ≥ 4. Supongamos que G tiene orden n. Argumentando por contradicción,
supongamos que G no admite una trisección.
Decimos que X ⊆ V (G) es un conjunto homogéneo si 1 < |X| < |V (G)| y para todo
v ∈ V (G) \X, v ⇒ X o X ⇒ v. Probemos la siguiente afirmación.

(1) Podemos suponer que G no tiene conjuntos homogéneos.

Supongamos que G śı tiene un conjunto homogéneo X y sea x ∈ X. Sean W :=
{(V (G) \X) ∪ {x}} y H := G〈W 〉. Evidentemente, H ⊆ G; además, como |X| > 1,
entonces el orden k de H es tal que 2 ≤ k < n. Además, como G es fuerte y X es
homogéneo, H es también fuerte. Se cumple entonces, por hipótesis de inducción,



90 CAPÍTULO 3. HÉROES EN TORNEOS

que H admite una trisección, digamos (A,B,C). Supongamos, sin pérdida de gene-
ralidad, que x ∈ C. Notemos que B ⇒ x y x⇒ A. Como x ∈ X y X es homogéneo,
se sigue que B ⇒ X y X ⇒ A. Por lo tanto, (A,B,C ∪ X) es una trisección de G.
Queda aśı probado (1).

Procedamos con la prueba. Por (1), podemos suponer que G no tiene conjuntos
homogéneos. Hay un único torneo fuerte de orden 4, que es ∆(1, 1, 2), que śı tiene
conjuntos homogéneos. Se sigue que G no tiene orden 4, por lo que n ≥ 5.
Como G es fuerte, se tiene, por el teorema 2.2.2, que G tiene un ciclo de orden
n − 1. Aśı, podemos tomar H la subgráfica inducida por los vértices de dicho ci-
clo; H ⊆ G es un torneo fuerte de orden n − 1. Por hipótesis de inducción, H
admite una trisección, digamos (P,Q,R). Puesto que H tiene orden n − 1, enton-
ces V (G) \ V (H) = {v}. Como V (H) no es un conjunto homogéneo, entonces
N+(v) ∩ V (H) 6= ∅ y N−(v) ∩ V (H) 6= ∅. Como {P,Q,R} es una partición de
V (H) y N+(v) ∪N−(v) = V (H), debe suceder que N−(v) ∩ P,N+(v) ∩ Q 6= ∅ (po-
siblemente permutando, de manera ćıclica, las letras P,Q,R). Sean p ∈ N−(v) ∩ P
y q ∈ N+(v) ∩Q. Consideremos los dos siguientes casos.

Caso 1. Existen r ∈ N−(v) ∩ R y r′ ∈ N+(v) ∩ R. En este caso, tomando
r = v1, p = v2, v = v3, q = v4, r

′ = v5, se tiene lo siguiente: si r′r ∈ A(D),
entonces D := G〈{v, p, q, r, r′}〉 es H1 y si rr′ ∈ A(D), entonces D es H2. En
ambos casos, esto genera una contradicción.

Caso 2. N−(v) ∩R = ∅ o N+(v) ∩R = ∅ (y no ambas cosas pues R 6= ∅).
Supongamos que N+(v)∩R = ∅ y que N−(v)∩R 6= ∅; el otro caso es simétrico.
Sea r ∈ N−(v) ∩ R. Como P ∪ {v} no es homogéneo, entonces existe q′ ∈
Q ∪ R = V (G) \ (P ∪ {v}) tal que q′ es dominado por un vértice de P ∪
{v} y domina a otro vértice del mismo conjunto. No puede suceder que q′ ∈
R, pues R ⇒ P y N+(v) ∩ R = ∅, por lo que q′ no seŕıa dominado por un
vértice de P ∪ {x}. Aśı, q′ ∈ Q y como P ⇒ Q y q′ domina a un vértice de
P ∪ {v}, q′ domina a v. Se sigue que q′ ∈ N−(v) ∩ Q. Aśı, si qq′ ∈ A(G),
entonces, tomando p = v1, q = v2, q

′ = v3, r = v4, v = v5, se tiene que
D1 := G〈{p, q, q′, r, v}〉 es H2; si q′q ∈ A(G), entonces, tomando p = v1, q

′ =
v2, v = v3, q = v4, r = v5, se tiene que D2 := G〈{p, q, q′, r, v}〉 es H3. En
ambos casos, llegamos a una contradicción. Podemos entonces concluir que G
śı admite una trisección.

�

Teorema 3.4.3 ([3]) ∗ Un torneo es un héroe si y sólo si no contiene a
H1, . . . , H4, ni a H5.

Prueba
Sea G un torneo. Si G es un héroe, entonces todos sus subtorneos son héroes. La
proposición 3.4.1 afirma que H1, . . . , H5 son villanos. Aśı, se sigue que G no contie-
ne a ninguno de ellos.
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Para el regreso, supongamos que G no contiene a H1, . . . , H4, ni a H5. Probemos,
por inducción sobre el orden n, que G es un héroe. Si G tiene orden 1 ≤ n ≤ 3, G
es un héroe, pues todos los torneos de orden menor o igual a 3 son héroes.
Supongamos que se cumple si G tiene orden k, con 1 ≤ k < n, para alguna n ≥ 4.
Supongamos que G tiene orden n. Podemos además suponer que G es fuerte, pues
de lo contrario, la hipótesis de inducción nos dice que sus componentes fuertes son
héroes, y el teorema 3.3.5 afirma entonces que G es un héroe.
Como G es fuerte y no contiene a H1, H2 ni H3, se tiene, por el teorema 3.4.2, que
G admite una trisección, digamos (A,B,C). Si |A|, |B|, |C| > 1, entonces G con-
tiene a H4 = ∆(2, 2, 2), lo cual seŕıa una contradicción. Supongamos entonces, sin
pérdida de generalidad, que |C| = 1. Si G〈A〉 y G〈B〉 contienen a C3, entonces G
contiene a H5 = ∆(C3, C3, 1). Podemos suponer entonces que G〈B〉 es C3-libre; es
decir, que es transitivo, por lo que G〈B〉 = Tk, para alguna k ∈ Z+. El caso en que
A es transitivo se hace de manera simétrica.
Tenemos entonces que G = ∆(G〈A〉, k, 1); además, G〈A〉 es un héroe, por hipótesis
de inducción. Aśı, G es fuerte y admite una trisección como en el teorema 3.3.5. Se
sigue que G es un héroe.

�

Corolario 3.4.4 ∗ Un torneo es un villano si y sólo si contiene a H1, . . . , H4 o a
H5.

Concluimos este caṕıtulo con la última caracterización de los héroes. Probamos ya,
en la segunda sección de este caṕıtulo, que todo héroe es una celebridad. Para pro-
bar el rećıproco, requerimos de la siguiente proposición, cuya prueba puede consul-
tarse en el art́ıculo [3]. El enunciado de esta proposición es sencillo; no obstante, su
prueba, al igual que la del teorema 2.4.1 de Erdős, mencionado en el caṕıtulo pasa-
do, hace uso de argumentos probabiĺısticos y combinatorios complejos, por lo que
no la detallaremos aqúı.

Proposición 3.4.5 ([3]) ∗ El torneo ∆(2, 2, 2) no es una celebridad.

Teorema 3.4.6 ([3]) ∗ Un torneo es una celebridad si y sólo si es un héroe.

Prueba por inducción fuerte sobre el orden del torneo
Sea H una celebridad. Si el orden de H es a lo más 4, sabemos que es un héroe,
pues todo torneo de orden menor a 5 lo es.

Supongamos que toda celebridad de orden n < k, es un héroe, para alguna k > 4.
Probemos que si H tiene orden k, entonces también es un héroe. Todo subtorneo
de una celebridad es a su vez una celebridad. Aśı, si H no es fuerte, se tiene, por
hipótesis de inducción, que sus componentes fuertes son héroes. El teorema 3.3.5
afirma entonces que H es un héroe. Supongamos entonces que H es fuerte.

Definimos, para toda i ∈ N de manera recursiva, la siguiente sucesión de torneos:
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D0 = T1 y para toda i ≥ 1, Di = ∆(Di−1, Di−1, Di−1). Probemos la siguiente
afirmación.

(1) Para toda i ∈ Z+, α(Di) ≤ 2i, con α(Di) la cardinalidad del subconjunto transi-
tivo más grande de G.

Lo probamos por inducción. D1 = C3, por lo que α(D1) = 2 = 21. Suponga-
mos que se cumple para alguna i ∈ N. Veamos que se cumple para i + 1. Como
Di = ∆(Di−1, Di−1, Di−1), podemos tomar (X, Y, Z) una trisección de Di, con
D1〈X〉, D1〈Y 〉, D1〈Z〉 ∼= Di−1. Dado W ⊆ V (Di) transitivo, no puede suceder
que W ∩X = ∅, W ∩ Y = ∅ y W ∩ Z = ∅, pues por ser (X, Y, Z) una trisección, W
tendŕıa un ciclo. Aśı, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que W ⊆ X∪Y .
Como W ∩X y W ∩ Y son subconjuntos transitivos de Di−1, se tiene, por hipótesis
de inducción, que |W ∩X|, |W ∩ Y | ≤ 2i−1, por lo que |W | ≤ 2i. Queda aśı probada
la afirmación.

Ahora bien, notemos que dada i ∈ N, Di tiene orden 3i. Es claro que la sucesión

(2
i

3i
)∞i=1 = ((2

3
)i)∞i=1 converge a 0. Por lo tanto , dado que H es una celebridad, (1)

implica que existe j ∈ N tal que Dj contiene a H; supongamos que es el mı́ni-
mo natural que lo cumple. Como H tiene orden k > 4, entonces j ≥ 2, por lo
que Dj = ∆(Dj−1, Dj−1, Dj−1). Tomemos (X, Y, Z) una trisección de Dj, con
D1〈X〉 ∼= Dj−1, D1〈Y 〉 ∼= Dj−1 y D1〈Z〉 ∼= Dj−1. Puesto que Dj contiene a H,
podemos tomar a W ⊆ V (H) tal que Dj〈W 〉 ∼= H. Por la minimalidad de j, Dj−1
no contiene a H, por lo que W no está contenido en X, Y o Z; aśı, dado que H
es fuerte, debe suceder que W ∩ X, W ∩ Y, W ∩ Z 6= ∅. Notemos entonces que
(H ∩X,H ∩ Y,H ∩ Z) es una trisección de H. Veamos que dicha trisección es de la
forma ∆(P, k, 1) o ∆(P, 1, k), con P un héroe y k ∈ Z+.

Por un lado, la proposición 3.4.5 nos dice que ∆(2, 2, 2) no es una celebridad; como
todo subtorneo de una celebridad es una celebridad, se sigue que W no contiene a
∆(2, 2, 2); por lo tanto W ∩ X, W ∩ Y o W ∩ Z consta de únicamente un vértice;
supongamos, sin pérdida de generalidad, que |W ∩ Z| = 1.
Por el otro, la proposición 3.2.5 nos dice, en particular, que ∆(C3, C3, 1) no es una
celebridad, por lo que W no lo contiene. Aśı W ∩ X o W ∩ Y debe ser transitivos.
Por lo tanto, H = ∆(P, k, 1) o H = ∆(P, 1, k), para algún torneo P ⊆ Di−1 y
alguna k ∈ Z+. Sabemos, por hipótesis de inducción, que Di−1 es un héroe, y como
P ⊆ Di−1, P es también un héroe. Se tiene entonces, por el teorema 3.3.5, que H es
un héroe.

�



4 Torneos infinitos

El concepto de gráfica infinita fue introducido por Kőnig en 1936. Entendemos
por una digráfica infinita, una digráfica de orden κ, para algún cardinal infinito κ.
Se hace referencia a este tipo de digráficas por primera vez en [5] y se describen
expĺıcitamente en [1]. Una digráfica finita es una digráfica de orden finito. En esta
sección, entendemos por una digráfica a secas, una digráfica finita o infinita.

4.1. Extensiones a digráficas infinitas

Hagamos primero algunas adapataciones de las definiciones que dimos para digráfi-
cas finitas.

Tenemos ahora dos tipos de caminos: los finitos y los numerables. Los finitos serán
los uv-caminos, definidos de la misma manera que para digráficas finitas.
Definimos un camino numerable en una digráfica D de la siguiente manera: es una
sucesión (numerable) de vértices C : N → V (D) que cumple una de las dos siguien-
tes propiedades:

C(i)C(i+1) ∈ A(D) para toda i ∈ N; en este caso, decimos que C es un camino
exterior; además, si C(0) = u, decimos que C es un (u, . . .)-camino.

C(i+1)C(i) ∈ A(D) para toda i ∈ N; en este caso, decimos que C es un camino
interior; además, si C(0) = u, decimos que C es un (. . . , u)-camino.

Podemos ahora tener una κ-coloración de un torneo, con κ cualquier cardinal. Los
números cromáticos usual y transitivo se definen de la misma manera, pues todo
conjunto no vaćıo de cardinales tiene mı́nimo.

En este caṕıtulo, un héroe H es un torneo finito tal que existe c ∈ N tal que todo
torneo finito H-libre tiene número cromático transitivo a lo más c. Denotamos por
n(H) al número de héroe de H; es decir, al mı́nimo c ∈ N que hace a H un héroe.

Agregamos la siguiente definición: un torneo H es un superhéroe si existe c ∈ N
que cumple que todo torneo H-libre tiene número cromático transitivo a lo más
c. Puesto que hay familias de torneos finitos con número cromático transitivo no
acotado, es inmediato que ningún torneo infinito es un superhéroe. Denotamos por
s(H) al número de superhéroe de H; es decir, al mı́nimo c ∈ N que hace a H un
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superhéroe. Por ejemplo, C3 es un superhéroe, pues todo torneo, finito o infinito,
que no lo contiene, es transitivo. Se sigue que n(H) = s(H) = 1. Es claro que todo
superhéroe es un héroe y que dado un superhéroe, n(H) ≤ s(H). El concepto de
celebridad no puede generalizarse.

El lector habrá notado que los teoremas, corolarios, lemas y proposiciones de es-
ta tesis vienen siempre acompañados de una estrella de color, ya sea verde, roja o
naranja. Las verdes indican que el enunciado y su prueba se extienden, con pocos
o nulos cambios, a digráficas infinitas. Las naranjas indican que es quizás posible
extender el resultado a digráficas infinitas, aunque dicho resultado requeriŕıa una
prueba distinta. Las rojas indican que no se puede extender el resultado a digráficas
infinitas.

En esta primera sección, comentaremos los resultados con estrella roja de toda la
tesis, al igual que el único resultado con estrella naranja del caṕıtulo 1.

Los teoremas 1.3.1, 1.3.5, 1.3.6, el corolario 1.3.9, el teorema 2.2.1 y el corolario
2.2.3 son los únicos resultados que tienen estrella roja en toda esta tesis. Probe-
mos por qué no son válidos, definiendo a nuestro primer torneo infinito, que será
también de utilidad adelante.

Sea TQ el torneo definido como sigue: V (TQ) := Q y A(TQ) := {qr : q, r ∈ Q y
q <Q r}, con <Q el orden usual de Q.

Notemos que TQ es un torneo transitivo, por lo que es aćıclico; sin embargo, no
tiene pozos ni fuentes. Además, sus componentes fuertes constan cada una de un
vértice; aśı, al no tener pozos ni fuentes, no tiene componentes iniciales ni finales.
Por lo tanto, los teoremas 1.3.1 y 1.3.9 no se cumplen en digráficas de orden infini-
to, ni siquiera si el orden es numerable.

Además, como TQ es transitivo, es en particular unilateral. Afirmamos que no tiene
caminos hamiltonianos. Argumentando por contradicción, supongamos que existe
C un camino hamiltoniano en TQ. Puesto que el orden de TQ es numerable, C debe
ser un camino numerable, por lo que es un (u, . . .)- o un (. . . , u)-camino. En ambos
casos, se produce una contradicción, pues Q no tiene extremos.

Aśı, los teoremas 1.3.5, 2.2.1 y el teorema 1.3.6 tampoco se cumplen en digráficas
de orden infinito, ni siquiera si el orden es numerable.

Además, puesto que no existen ciclos de longitud infinita, el teorema 1.3.6 y el co-
rolario 2.2.3 no se cumplen en digráficas de orden infinito, ni siquiera si el orden es
numerable.

El único resultado del caṕıtulo 1 que tiene estrella naranja es el teorema 1.4.1, que
afirma que toda digráfica débilmente conexa tiene un árbol generador. Lo probamos
a continuación para digráficas infinitas.

Dados G una digráfica fuerte y u, v ∈ V (G), definimos la distancia de u a v como
d(u, v) := mı́n{l(C) : C es un uv-camino}. Puesto que todos los uv-caminos son
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finitos, la distancia śı está bien definida, pues la definición de digráfica fuerte sigue
siendo la misma. Además, no podemos asegurar que d(u, v) = d(v, u) para toda
u, v ∈ V (G), a no ser que G sea simétrica. Este concepto nos permitirá probar el
teorema.

Teorema 4.1.1 Toda digráfica débilmente conexa tiene un árbol generador.

Prueba
Sea G una digráfica débilmente conexa. Se tiene que G∗ := G ∪G−1 es fuerte.
Sea v ∈ V (G∗). Definimos, para cada n ∈ Z+, Nn(v) := {w ∈ V (G∗) : d(v, w) = n}.
Notemos que N1(v) = NG(v) = NG∗(v). Además, {Nn(v) : n ∈ Z+} es una partición
de V (G). Probemos la siguiente afirmación.

(1) Para cada n ∈ N+, existe un árbol generador Bn de G〈{v}∪N1(v)∪ . . .∪Nn(v)〉
y se cumple que para toda i, j ∈ Z+, i < j, que Bi ⊆ Bj.

Probémosla por inducción. Como N1(v) = NG(v), definimos B1 de la siguiente ma-
nera: V (B1) = N(v) ∪ {v} y A(B1) = {uv : uv ∈ A(G)} ∪ {vu : vu ∈ A(G)}.
Evidentemente, B1 es débilmente conexa y aćıclica, por lo que es un árbol. Además,
sus vértices son exactamente {v} ∪N1(v), por lo que es generador.

Supongamos que se cumple para alguna n ∈ N. Notemos que Nn+1(v) ⊆ N(Nn(v)).
Aśı, basta tomar Bn+1 tal que V (Bn+1) = V (Bn) ∪ Nn+1(v) y A(Bn+1) = A(Bn) ∪
{xy ∈ A(G) : x ∈ Nn+1(v), y ∈ Nn(v)} ∪ {yx ∈ A(G) : x ∈ Nn+1(v), y ∈ Nn(v)}.
Puesto que Bn es débilmente conexa y aćıclica, es claro que Bn+1 lo es también.
Además, los vértices de Bn+1 son exactamente {v} ∪N1(v) ∪ . . . N(v)n+1, por lo que
es generador. Queda aśı probada la afirmación.

Ahora bien, basta considerar B :=
⋃∞
n=1Bn. Puesto que para toda i, j ∈ Z+, i < j,

se cumple que Bi ⊆ Bj, entonces B es un árbol, pues cada Bi lo es. Además, como
{Nn(v) : n ∈ Z+} es una partición de V (G), entonces B es generador.

�

4.2. Torneos transitivos y COTO

Dedicamos esta sección a los dos úlimos resultados de la sección 3.2, los cuales pre-
sentan estrella naranja. Son los teoremas 2.2.6 y 2.2.7, que giran en torneo a los
torneos transitivos.

Para esto, requerimos de resultados de la teoŕıa de conjuntos; dichos resultados y
sus pruebas pueden consultarse en [7]. Repasemos primero las definiciones de cier-
tos tipos de relación, particularmente las de orden. Sean X un conjunto y R una
relación binaria en X.

Decimos que R es:

irreflexiva si cumple que para todo x ∈ X, (x, x) 6∈ R.
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asimétrica si cumple que para todo x, y ∈ X, (x, y) ∈ R implica que (y, x) 6∈
R.

total si cumple que para todo x, y ∈ X, x 6= y, se tiene que (x, y) ∈ R o
(y, x) ∈ R.

transitiva si cumple que para todo x, y, z ∈ X, (x, y) ∈ R y (y, z) ∈ R impli-
can que (x, z) ∈ R.

Notemos que R es irreflexiva si y sólo si (X,R) es una digráfica. Además, si R es
irreflexiva, entonces

R es asimétrica si y sólo si (X,R) es una digráfica asimétrica.

R es total si y sólo (X,R) es una digráfica semicompleta.

R es transitiva si y sólo si (X,R) es una digráfica transitiva.

R es un orden parcial irreflexivo si R es irreflexiva, asimétrica y transitiva. En este
caso, (X,R) es llamado un conjunto parcialmente ordenado irreflexivo; abreviare-
mos diciendo que X es un COPOI.
R es un orden total si R es un orden parcial que es irreflexivo y total. En este caso,
(X,R) es llamado un conjunto totalmente ordenado; abreviaremos diciendo que X
es un COTO.
R es un buen orden si es un orden parcial tal que todo subconjunto S ⊆ X no vaćıo
tiene mı́nimo. En este caso, (X,R) es llamado un conjunto bien ordenado; abrevia-
remos diciendo que es un COBO Decimos que un torneo T es bueno si es un COBO

Se cumple lo siguiente:

X es un COPOI si y sólo si es una digráfica transitiva y asimétrica.

X es un COTO si y sólo si es un torneo transitivo.

X es un COBO si y sólo si es un torneo bueno.

Dados (X,<X) y (Y,<Y ) COPOI, decimos que X es isomorfo a Y en el sentido de
orden si existe f : X → Y biyectiva tal que para todo x1, x2 ∈ X, se cumple que
x1 <X x2 si y sólo si f(x1) <Y f(x2), f es llamado un isomorfismo de orden. Si X
es isomorfo a Y , escribimos X ∼ Y ; en caso de que queramos especificar que f es
un isomorfismo de orden entre X y Y , escribimos X ∼f Y . Además, un encaje de
X en Y es un isomorfismo entre (X,<X) y (S,<S) para algún S ⊆ Y , con <S la
relación <Y restringida a S.
Notemos que X ∼ Y como COPOI si y sólo si (X,<X) ∼= (Y,<Y ) como digráficas.

Por último, requerimos introducir la noción de número ordinal y la número car-
dinal. Decimos que una colección de conjuntos es una clase propia si dicha colec-
ción no es un conjunto. Un ordinal α es un conjunto transitivo, es decir, tal que si
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x ∈ α, entonces x ⊆ α, y tal que (x,∈), con ∈ la relación usual de pertenencia, es
un COBO. Denotamos por OR a la clase propia de los ordinales. La pareja (OR,∈)
puede pensarse como un COBO, aunque estrictamente no lo es, pues OR no es un
conjunto. Un cardinal κ es un ordinal tal que para todo ordinal α que cumple que
α ∈ κ, κ no es equipotente a α, es decir, no existe una función biyectiva entre α y
κ. Dado κ ∈ CAR, denotamos por κ+ al cardinal sucesor de κ, es decir, el cardinal
más chico tal que κ ∈ κ+. CAR es una subclase propia de OR. Un funcional es una
clase propia definida por una fórmula de la forma ϕ(x, y), la cual se comporta co-
mo función; es decir, dados x, y, z conjuntos tales que se cumple ϕ(x, y) y ϕ(x, z),
entonces y = z.

Usaremos la misma notación para las clases propias OR y CAR que para conjuntos;
escribiremos, por ejemplo: α ∈ OR, f : OR→ OR, con f es un funcional, etc.

Con la herramienta conjuntista que hemos introducido, al igual que la relación en-
tre torneos transitivos y COTO, estamos listos para comentar los dos resultados
que giran en torno a los torneos transitivos.

El teorema 2.2.6 afirma la existencia y unicidad de torneos transitivos de cualquier
orden n ∈ N. Generalizamos este resultado. Para cada α ∈ OR, denotamos por Tα
al torneo bueno (α,∈), que tiene orden |α|.
El siguiente teorema nos da la existencia y unicidad de los COBO.

Teorema 4.2.1 ([7]) Dados α, β ∈ OR, se cumple que (α,∈) ∼ (β,∈) ⇔ α = β.
Además, dado X un COBO existe un único α ∈ OR tal que X ∼ α.

Corolario 4.2.2 Los únicos torneos buenos, salvo isomorfismos, son los Tα, con
α ∈ OR.

Además, el siguiente teorema nos da la cantidad exacta de ordinales de cada cardi-
nalidad.

Teorema 4.2.3 ([7]) Para cada κ ∈ CAR infinito, hay exactamente κ+ ordinales
de cardinalidad κ.

Corolario 4.2.4 Para cada κ ∈ CAR infinito, hay exactamente κ+ torneos buenos
de orden κ no isomorfos.

Proposición 4.2.5 Para cada κ ∈ CAR infinito, hay a lo más 2κ torneos no iso-
morfos de orden κ.

Prueba
Sea X un conjunto de cardinalidad κ. Veamos primero que existen a lo más 2κ tor-
neos que tienen por conjunto de vértices a X. Sea P2(X) = {S ⊆ X : |S| = 2}.
Notemos que |P2(X)| ≤ |X × X| = κ × κ = κ. Para construir un torneo que tenga
por conjunto de vértices a X, tenemos, para cada pareja {u, v} ∈ P2(X), la opción
de incluir la flecha uv o bien la flecha vu. Por lo tanto, hay 2|P2(X)| ≤ 2κ torneos aśı.
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Ahora bien, sea T un torneo de orden κ. Puesto que X y V (T ) tienen la misma
cardinalidad, entonces existe f : V (T ) → X biyectiva. Notemos que el torneo
(X, {f(u)f(v) : uv ∈ A(T )}) tiene por conjunto de vértices a X y es isomorfo a
T . Se sigue que hay a lo más 2κ torneos no isomorfos de orden κ.

�
Si asumimos la hipótesis generalizada del continuo, la cual nos dice que para todo
κ ∈ CAR infinito, 2κ = κ+, entonces el corolario 4.2.4 afirma que hay al menos 2κ

torneos buenos no isomorfos de orden κ y la proposición 4.2.5 afirma que hay a lo
más 2κ torneos no isomorfos de orden κ. Además, la familia de torneos buenos es
una subfamilia de la de los torneos transitivos. Asumiendo dicha hipótesis, pode-
mos afirmar que hay la misma cantidad de torneos no isomorfos de orden κ que de
torneos transitivos de orden κ y de torneos buenos de orden κ y dicha cantidad es
2κ.

Ahora bien, recordemos que, dada n ∈ N, n ≥ 3, hay muchos torneos fuertes de
orden n, mientras que sólo hay un torneo transitivo del mismo orden. Esto sugie-
re que para cada κ ∈ CAR infinito, debe haber al menos tanto torneos fuertes de
orden κ como torneos transitivos de orden κ. Probamos un resultado un poco más
débil a continuación.

Teorema 4.2.6 ([N]) Para todo κ ∈ CAR infinito, hay al menos κ+ torneos fuer-
tes de orden κ no isomorfos.

Prueba
Sean α ∈ OR tal que |α| = κ y el torneo bueno Tα. Sea B := V (Tα) \ {0, 1}.
consideremos T ∗α dado como sigue: V (T ∗α) := V (Tα) y A(T ∗α) := A(Tα) \ {0v : v ∈
B} ∪ {v0: v ∈ B}. Basta ver que T ∗α es fuerte.
Sean u, v ∈ V (T ∗α), u 6= v. Puesto que T ∗α es un torneo, uv ∈ A(T ∗α) o vu ∈ A(T ∗α).
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que uv ∈ A(T ∗α). Basta entonces encontrar
un vu-camino en T ∗α.
Caso 1. u, v ∈ B. En este caso, (v, 0, 1, u) es un vu-camino.
Caso 2. u ∈ B, v 6∈ B. En este caso, v = 0, pues uv ∈ A(T ∗α). Aśı, (0, 1, u) es un
vu-camino.
Caso 3. u 6∈ A, v ∈ B. En este caso, u = 1. Aśı, (v, 0, 1) es un vu-camino.

Se sigue que T ∗α es fuerte. Ahora bien, es claro que el funcional F : OR → OR,
F (Tα) = T ∗α es biyectivo. Afirmamos que dados α, β ∈ OR, tales que α 6= β, se
tiene que T ∗α no es isomorfo a T ∗β . Para probar esto, tomemos α, β ∈ OR tales que
T ∗α
∼=f T

∗
β ; probemos que α = β. Podemos suponer que α, β son infinitos, pues el

teorema 2.2.6 afirma que hay un único torneo transitivo Tn de orden n.

Probemos la siguiente afirmación: f(0) = 0 y f(1) = 1.

Como f es un isomorfismo, entonces N+(f(0)) = f [N+(0)] = f [{1}] = {f(1)}.
De igual manera, N−(f(1)) = {f(0)}. Los únicos dos vértices u, v ∈ V (T ∗β ) que
cumplen que N+(u) = {v} y N−(v) = {u} son 0 y 1, respectivamente. Se sigue que
f(0) = 0 y f(1) = 1.
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Consideremos G∗α := T ∗α − {0, 1} y G∗β := T ∗β − {0, 1}. Dada la afirmación anterior,
se tiene que f ∗ := f |V (G∗

α) es tal que G∗α
∼=f∗ G

∗
β. Ahora bien, es claro que Tα ∼= G∗α;

la función g : Tα → G∗α es un isomorfismo, donde

g(x) =

{
x+ 2 si x < ω,

x si x ≥ ω.

Análogamente, se tiene que Tβ ∼= G∗β. Se sigue que Tα ∼= Tβ, por lo que α = β.

Aśı, los T ∗α son no isomorfos. Como hay una biyección entre los T ∗α y los Tα, y los
T ∗α son fuertes, se sigue que hay al menos tantos torneos fuertes de cada orden como
torneos buenos del mismo orden y por el corolario 4.2.4, queda probado este teore-
ma.

�
Nuevamente, si asumimos la hipótesis generalizada del continuo, tendŕıamos tam-
bién que hay exactamente 2κ torneos fuertes de orden κ.

Hasta ahora, nuestro acercamiento a los torneos transitivos ha sido únicamente a
través de los torneos buenos. Sin embargo, es claro que hay muchos torneos transi-
tivos que no son buenos. El siguiente teorema es esencial en el estudio de tipos de
orden. Su prueba puede consultarse en [5]. Nos servirá para caracterizar a los tor-
neos transitivos numerables.

Teorema 4.2.7 (Cantor) Todo COTO finito o numerable puede encajarse en
(Q, <Q).

Corolario 4.2.8 Sea G un torneo finito o numerable. Se cumple que G es transi-
tivo si y sólo si es un subtorneo de TQ, con TQ el torneo transitivo definido en la
sección anterior.

Comentemos ahora el teorema 2.2.7; éste afirma que para cada k ∈ Z+, todo tor-
neo de orden al menos 2k−1 contiene un Tk. Esto nos dice, en particular, que todo
torneo infinito contiene a Tk para toda k ∈ Z+. Ésta es una manera sencilla de ex-
tender este teorema a digráficas infinitas; podemos plantearnos otras formas más
interesantes y complicadas de generalizar este teorema. Para plantear estas genera-
lizaciones, probemos primero la siguiente proposición.

Proposición 4.2.9 Sea G un torneo infinito. Existe una sucesión (vn)∞n=1, con vi 6=
vj si i 6= j, tal que para toda i ∈ Z+, vi tiene exgrado infinito en G〈N+(v1) ∩ . . . ∩
N+(vi−1)〉 y vi ∈ N+(v1) ∩ . . . ∩N+(vi−1).

Prueba por inducción sobre n
Como G es infinito, podemos tomar v1 ∈ V (G) un vértice de exgrado infinito; como
v1 tiene exgrado infinito, entonces G〈N+(v1)〉 es infinita, por lo que podemos tomar
v2 ∈ N+(v) tal que v2 tiene exgrado infinito en G〈N+(v1)〉.
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Supongamos existe una sucesión finita (v1, . . . , vk) tal que para toda i ∈ {1, . . . , k},
vi tiene exgrado infinito en G〈N+(v1)∩. . .∩N+(vi−1)〉 y vi ∈ N+(v1)∩. . .∩N+(vi−1).

Como vk tiene exgrado infinito en G1 := G〈N+(v1) ∩ . . . ∩N+(vk−1)〉, tiene también
exgrado infinito en G1 − {v1, . . . , vk}. Aśı, el torneo H tal que V (H) = V (G1 −
{v1, . . . , vk})∩N+(vk) es infinito. Se sigue que existe vk+1 ∈ V (H) tal que el exgrado
de vk+1 en H es infinito. Como V (H) ⊆ N+(v1) ∩ . . . ∩N+(vk), entonces vk cumple
lo buscado.

�

Corolario 4.2.10 Todo torneo infinito G contiene un subtorneo transitivo numera-
ble.

Prueba

Como G es infinito, existe (vn)∞n=1 una sucesión como en la proposición 4.2.9. Es
claro que G〈{vi : i ∈ Z+}〉 es un subtorneo transitivo numerable.

�

Pregunta abierta ¿Será cierto que todo torneo de orden κ, con κ un cardinal in-
finito contiene un subtorneo transitivo de orden κ? Responderemos parcialmente a
esta pregunta en la siguiente sección.

4.3. Torneos infinitos y número cromático

En esta sección, empezaremos comentando ciertas cosas respecto a los torneos infi-
nitos con número cromático transitivo finito.

Proposición 4.3.1 Sea G un torneo de orden κ, con κ ∈ CAR infinito. Se cumple
lo siguiente:

Si χt(G) = n para alguna n ∈ Z+, entonces G contiene un subtorneo transiti-
vo de orden κ. Además, G puede contener subtorneos transitivos de orden κ y
ser tal que χt(G) ≥ ℵ0; el torneo de la proposición 4.3.2 lo cumple.

Si toda componente fuerte de G es de finita, entonces χt(G) ≤ ℵ0. Esto se
debe a que χt(G) = sup{χt(H) : H es una componente fuerte de G}. Además,
G puede ser tal que χt(G) ≤ ℵ0 y ser fuerte; en efecto, para cada α ∈ OR, el
torneo T ∗α del teorema 4.2.6 es fuerte y es 2-cromático-transitivo.

Comentemos ahora la adaptación del corolario 2.3.4, el cual nos dice que para toda
n ∈ Z+, existe un torneo T tal que χt(T ) ≥ n. Probamos que śı existen torneos con
número cromático transitivo numerable.

Proposición 4.3.2 Existe un torneo de orden ℵ0 que es ℵ0-cromático-transitivo.
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Prueba
El corolario 2.3.4 afirma que para cada n ∈ Z+, existe Gn un torneo con número
cromático transitivo al menos n. Supongamos que para toda i, j ∈ Z+, i 6= j, se
cumple que V (Gi) ∩ V (Gj) = ∅. Sean T∞ :=

⋃∞
i=1Gi y U := {vivj : vi ∈ Gi, vj ∈

Gj, i, j ∈ Z+, i < j}. consideremos G∞ := T∞ + U ; este tipo de construcción se
conoce como suma de Zykov. G∞ es un torneo de orden ℵ0 tal que para toda i ∈
Z+, se tiene que Gi ⊆ G∞, por lo que χt(G∞) ≥ χt(Gi). Como χt(Gi) ≥ i, se
sigue que χt(G∞) ≥ i. Puesto que esto es cierto para toda i ∈ Z+, se sigue que
χt(G∞) ≥ ℵ0. Además, puesto que G∞ tiene orden ℵ0, se sigue que χt(G∞) = ℵ0.

�

Pregunta abierta ¿Existen torneos κ-cromáticos-transitivos con κ > ℵ0?

Fijemos ahora nuestra atención en intentar generalizar resultados de nuestro tercer
caṕıtulo. Empecemos enunciando la siguiente proposición, que no requiere prueba.

Proposición 4.3.3 Sea G un torneo. Se cumple que si χt(G) ≥ ℵ0, entonces G
contiene a H para todo superhéroe H.

Notemos ahora que nuestras tres caracterizaciones de los héroes no son directamen-
te adaptables a los superhéroes. En efecto, los teoremas 3.3.5 y 3.4.3, requieren del
lema 3.3.3 para probarse y la prueba de dicho lema usa inducción sobre un cierto
máximo, que no necesariamente existe en torneos infinitos. Aśı, de ser cierto este le-
ma, requeriŕıa una prueba distinta para torneos infinitos. Además, el teorema 3.4.6
no puede adaptarse a superhéroes, pues el concepto mismo de celebridad es un con-
cepto únicamente aplicable a torneos finitos. La única caracterización de los héroes
que se extiende a superhéroes es el teorema 3.1.8, pues no usa la finitud de los tor-
neos en su prueba; aśı, podemos afirmar que un torneo es un superhéroe si y sólo si
sus componentes fuertes son superhéroes.

Pregunta abierta. Dado G un torneo, será cierto que G es un héroe si y sólo si es
un superhéroe? Además, dado G un superhéroe, ¿se cumplirá que n(H) = s(H)?

Dado que no podemos adaptar las caracterizaciones de los héroes fuertes a
superhéroes, buscaremos responder esta pregunta mediante otro acercamiento.

Sabemos ya que C3 es un superhéroe y que s(C3) = n(C3) = 1. Además, para toda
n ∈ Z+, Tn es también un superhéroe, pues la familia de torneos Tn-libres es finita.
Además, como todo torneo infinito contiene a Tn, se sigue que s(Tn) = n(Tn), y por
el teorema 2.2.7, es claro que s(Tn) ≤ χt(2

n−1 − 1). Ahora bien, para encontrar más
superhéroes, generalicemos el concepto de héroe y el de superhéroe.

Decimos que una digráfica H es un d-héroe si existe c ∈ N que cumple que todo
torneo finito H-libre tiene número cromático transitivo menor o igual a c; el núme-
ro de d-héroe n(H) se define de la misma manera que antes. La definición de d-
superhéroe se extiende a cualquier digráfica de la misma manera. Evidentemente,
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los d-héroes son digráficas de orden finito sin flechas simétricas. Notemos que la
proposición 3.1.1 se cumple para d-héroes y d-superhéroes: toda subdigráfica de un
d-superhéroe es un d-superhéroe; lo análogo se cumple para d-héroes.

Pregunta abierta. ¿Será cierto que todo d-héroe de orden n es una subdigráfica
de un héroe de orden n? ¿Se cumplirá esto mismo para d-superhéroes? Respondere-
mos parcialmente a la primera pregunta más adelante.

Podemos empezar por preguntarnos si las familias de digráficas más sencillas son
d-héroes, y más aún, d-superhéroes. La familia de digráficas más sencilla que cono-
cemos es la de las trayectorias. Es claro que para toda n ∈ Z+, la trayectoria Pn
es un d-superhéroe; en efecto, el teorema 2.2.1 afirma que todo torneo finito contie-
ne una trayectoria hamiltoniana. Aśı, un torneo es Pn-libre si y sólo si su orden es
menor a n. Esto nos dice también que n(Pn) = s(Pn) = χt(n− 1).

Sin embargo, esta familia, al igual que la familia de los torneos transitivos Tn, no
es tan interesante para el concepto de d-superhéroe, pues para cada una de estas
digráficas, hay una cantidad finita de torneos no isomorfos que no la contienen.

Fijemos nuestra atención en la segunda familia de digráficas más sencilla, que es
mucho más interesante. Sabemos ya que C3 es un superhéroe tal que s(C3) = 1,
pues la familia de torneos C3-libres es la familia de torneos transitivos, que es en
realidad una clase propia. Podemos entonces preguntarnos si para toda n ∈ N,
n ≥ 3, Cn es un d-héroe, y más aún, un d-superhéroe. Notemos primero que un
torneo G es Cn libre si y sólo si no contiene ningún torneo fuerte de orden n, pues
los torneos fuertes finitos son hamiltonianos. Aśı, se tiene que si existe un torneo
fuerte de orden n que es un héroe, entonces Cn es también un héroe; el rećıproco no
es necesariamente cierto. Notemos que, para toda n ≥ 3, śı existe dicho torneo, pues
∆(1, n − 2, 1) es un héroe por el teorema 3.3.5 y es fuerte. Aśı, todos los ciclos son
d-héroes.

Probamos, a continuación, que los ciclos no sólo son d-héroes, sino d-superhéroes.
Además, damos el número de d-superhéroe de cada ciclo, en términos del número
cromático transitivo de un natural.

Teorema 4.3.4 ([N]) Para toda n ∈ N, n ≥ 3, Cn es un d-superhéroe tal que
n(Cn) = s(Cn) = χt(n− 1).

Prueba
Sea G un torneo Cn-libre. Por el corolario 2.2.4, se tiene que G no tiene ciclos de
longitud n o mayor. Por el teorema 2.2.3, esto es equivalente a decir que G no con-
tiene subtorneos fuertes de orden n o mayor; en particular, las componentes fuer-
tes de G son todas de orden menor a n. Por lo tanto, el teorema 2.3.1 afirma que
χt(G) = máx{χt(H) : H es una componente fuerte de G} ≤ χt(n − 1). Se sigue
que s(Cn) ≤ χt(n − 1). Además, Pn ⊆ Cn, por lo que n(Pn) ≤ n(Cn). Dado que
χt(n−1) = n(Pn) ≤ n(Cn) ≤ s(Cn) ≤ χt(n−1), entonces n(Cn) = s(Cn) = χt(n−1).

�
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Corolario 4.3.5 Sea G un torneo. Si χt(G) ≥ ℵ0, entonces G contiene a Cn para
toda n ∈ N, n ≥ 3.

El regreso de este corolario no es cierto. En efecto, para cada α ∈ OR, el torneo
T ∗α de la sección anterior es fuerte, por lo que tiene ciclos de todos los órdenes. Sin
embargo, es fácil ver que es 2-cromático-transitivo.

Para resumir la información que tenemos sobre los d-superhéroes, tenemos el si-
guiente teorema.

Teorema 4.3.6 ([N]) Se cumple lo siguiente:

Para cada n ∈ Z+, Pn y Tn son d-superhéroes. Además, n(Pn) = s(Pn) =
χt(n− 1) y n(Tn) = s(Tn) ≤ χt(2

n−1 − 1).

Para cada n ∈ N, n ≥ 3, Cn es un d-superhéroe y n(Cn) = s(Cn) = χt(n− 1).

Para concluir este caṕıtulo, recordemos que tenemos una lista de cinco villanos
mı́nimos. Podemos entonces preguntarnos si existe una lista tal de d-villanos mı́ni-
mos, donde un d-villano es una digráfica que no es un d-héroe. Proponemos tres
d-villanos de orden 5, uno de orden 6 y uno de orden 7, los cuales son buenos can-
didatos a ser d-villanos mı́nimos; estos son subdigráficas de los cinco villanos mı́ni-
mos H1, . . . , H5, introducidos en la figura 3.4. Sean J1 := H1 − {v5v1, v2v3}, J2 :=
H2 − v2v4, J3 := H3 − {v1v4}, J4 = H4 − {v1v2, v3v4, v4v5} y J5 := H5. Veremos úni-
camente que śı son d-villanos. Para esto, probemos primero la siguiente proposición,
que responde parcialmente a la última pregunta abierta.

Proposición 4.3.7 ([N]) Toda digráfica fuerte de orden 5 o 6 que no es una sub-
digráfica de ningún héroe del mismo orden es un d-villano.

Prueba
Sea H una digráfica fuerte de orden 5 o 6 que no es una subdigráfica de ningún
héroe de mismo orden. Para probar que H es un d-villano, basta probar que exis-
te una familia de torneos H-libres con número cromático transitivo no acotado.
Sea Si la familia de torneos previamente definida: S1 = T1 y dado i ∈ N, i ≥ 2,
Si = ∆(Si−1, Si−1, 1). Probemos, por inducción, que para todo i ∈ Z+, Si es H-libre.

Es claro que S1 y S2 son H-libres, pues tienen orden 1 y 3, respectivamente.
Supongamos que Si−1 es H-libre. Argumentando por contradicción, supongamos
que Si contiene a H. Como Si = ∆(Si−1, Si−1, 1), sean X, Y, Z ⊆ Si tales que
Si〈X〉 ∼= Si−1 ∼= Si〈Y 〉, Z = {z} y (X, Y, Z) es una trisección de Si. Como Si con-
tiene a H y Si−1 es H-libre, entonces H no está contenido en X ni en Y . Además,
como H es fuerte, se tiene que V (H) ∩X 6= ∅, V (H) ∩ Y 6= ∅ y V (H) ∩ Z 6= ∅, pues
no hay caminos cerrados que pasen por sólo 2 de los 3 conjuntos X, Y, Z. Además,
|V (J1) ∩ Z| = 1.
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(a) J1 (b) J2

(c) J3 (d) J4

Figura 4.1: d-villanos de orden 5 y 6

Si H tiene orden 5, entonces |V (H)∩X| = 1 y |V (H)∩Y | = 3, o |V (H)∩X| =
2 y |V (H)∩ Y | = 2, o |V (H)∩X| = 3 y |V (H)∩ Y | = 1. Puesto que (X, Y, Z)
es una trisección, entonces H está contenido en una trisección de la forma
∆(2, 2, 1), ∆(3, 1, 1), o ∆(C3, 1, 1) que son héroes.

Si H tiene orden 6, entonces |V (H)∩X| = 1 y |V (H)∩Y | = 4, o |V (H)∩X| =
2 y |V (H) ∩ Y | = 3, o |V (H) ∩ X| = 3 y |V (H) ∩ Y | = 2, o |V (H) ∩ X| = 4
y |V (H) ∩ Y | = 2. Puesto que todo torneo de orden 4 es un héroe, entonces
H está contenido en una trisección de la forma ∆(H, k, 1) o ∆(H, 1, k), con H
un héroe y k ∈ Z+, que son héroes por el teorema 3.3.5.

De ambos casos, se sigue que H es una subdigráfica de un héroe de mismo orden, lo
cual es una contradicción. Se sigue que Si no contiene a H.

Aśı, la familia de torneos Si es H-libre. Puesto que probamos ya que dicha familia
tiene número cromático transitivo no acotado, se sigue que H es un d-villano.

�

Corolario 4.3.8 Las digráficas J1, J2, J3, J4 y J5 de la figura 4.1 son d-villanos.



4.3. TORNEOS INFINITOS Y NÚMERO CROMÁTICO 105

Prueba
Sabemos ya que J5 = H5 es un villano, por lo que es un d-villano. Veamos que J1,
J2, J3 no son subdigráficas de ningún héroe de orden 5 y que J4 no es subdigráfica
de ningún héroe de orden 6. Probemos las siguientes afirmaciones:

(1) Dado G un torneo de orden 5, se cumple lo siguiente:

G contiene a J1 si y sólo si G es alguno de los 3 villanos de orden 5: H1, H2 o
H3. En efecto, J1 + {v5v1, v2v3} es H1, J1 + {v5v1, v3v2} y J1 + {v1v5, v2v3} son
ambas H2 y J1 + {v1v5, v3v2} es H3.

G contiene a J2 si y sólo si es H2 o H3; en efecto, J2 + v2v4 es H2 y J2 + v4v2
es H3.

G contiene a J3 si y sólo si es H2 o H3; en efecto, J3 + v1v4 es H3 y J3 + v4v1
es H2.

(2) Dado G un torneo de orden 6, G contiene a J4 si y sólo si es H4; en efecto, to-
dos los supratorneos de J4 son isomorfos a H4.

Por lo tanto, (1) y (2) nos dicen, en particular, que todo héroe fuerte de orden 5 no
contiene a J1, J2, ni a J3 y todo héroe fuerte de orden 6 no contiene a J4. Puesto
que J1, . . . , J4 son fuertes, podemos concluir que todo héroe de orden 5 no contiene
a J1, J2, ni J3 y todo héroe de orden 6 no contiene a J4. Por la proposición 4.3.7, se
sigue que J1, J2, J3 y J4 son d-villanos.

�
Observaciones. Los cinco d-villanos J1, J2, J3, J4 y J5 no se contienen entre śı,
por lo que śı es relevante considerarlos a todos como candidatos a ser mı́nimos.

Como todo torneo no fuerte de orden 5 es un héroe, entonces toda digráfica no fuer-
te de orden 5 es un d-héroe, pues es una subdigráfica de algún torneo no fuerte de
mismo orden. Por lo tanto, todo d-villano de orden 5 es fuerte. Para ver que J1, J2
y J3 son mı́nimos, bastaŕıa entonces ver que dada una subdigráfica de H1, H2 o H3,
es un d-héroe o contiene a J1, J2 o J3.

No es claro que J4 sea mı́nimo, pero es un buen candidato a serlo, pues está pro-
piamente contenido en H4, que es un villano mı́nimo. En caso de ser mı́nimo, no
es necesariamente el único de orden 6 que lo es; lo mismo sucede para J1, J2 y J3.
Además, podŕıa quizás haber d-villanos mı́nimos no fuertes de orden 6.

La prueba de la proposición 4.3.7 nos dice, en particular, que todas las subdigráfi-
cas fuertes de J5 = S3 de orden menor son d-héroes. Esto nos dice que debe haber
al menos un d-villano mı́nimo de orden 7, quizás J5.

Puesto que un torneo de orden 5 contiene a J1 si y sólo si es H1, H2 o H3, entonces
un torneo G de cualquier orden contiene a J1 si y sólo si contiene a H1, H2 o H3.
Aśı, un torneo no contiene a H1, H2, ni a H3 si y sólo si es J1-libre. Además, un
torneo es H4-libre si y sólo si es J4-libre. Por lo tanto, el teorema 3.4.3 puede mejo-
rarse un poco: un torneo H es un héroe si y sólo si no contiene a J1, J4, ni a J5.
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Concluimos nuestro caṕıtulo final con un último planteamiento.

Conjetura. Las digráficas J1, J2 y J3 son los únicos d-villanos mı́nimos de orden 5;
es decir, dado H un d-villano de orden 5, se tiene que J1 ⊆ H, J2 ⊆ H o J3 ⊆ H.
Además, J4 y J5 son d-villano mı́nimos, no necesariamente únicos.

Pregunta abierta. ¿Existirá una lista finita de d-villanos D1, . . . Dn tales que una
digráfica H es un héroe si y sólo si H es Di-libre para toda i ∈ {1, . . . , n}? En ca-
so de que exista tal lista, ¿constará de 5 o más digráficas? Si es cierta la conjetura
anterior, es claro que J1, J2, J3, J4 y J5 formaŕıan parte de dicha lista.



Conclusiones

En esta tesis, desarrollamos resultados importantes respecto al número cromático
transitivo de un torneo. Definimos el número cromático transitivo de un natural y
lo determinamos para n ≤ 14, apoyándonos en resultados del art́ıculo [7]; además,
dimos una cota inferior y una superior del número cromático transitivo de 2n para
todo entero n. Vimos también que existe una relación entre los conjuntos indepen-
dientes y los transitivos de un torneo, que se da por medio de la digráfica de las
flechas hacia atrás.

Trabajamos principalmente detallando los resultados y demostraciones del art́ıcu-
lo [3], que abarca el concepto de héroe. Caracterizamos a los héroes a través de sus
componentes fuertes y a los héroes fuertes mediante la trisección entre un héroe,
un torneo transitivo y un vértice. La prueba del lema 3.3.3, resultado esencial en la
prueba de este teorema, fue particularmente dif́ıcil de entender y redactar, debido a
su complejidad y extensión. Con esta caracterización, pudimos demostrar dos más:
la primera caracteriza a los héroes en función de cinco villanos mı́nimos que no con-
tienen, mientras que la segunda determina que el concepto de héroe es equivalente
al de celebridad, aunque el segundo de estos parećıa más débil.

Finalmente, extendimos ciertos resultados a digráficas infinitas. Acotamos primero
la cantidad de torneos transitivos y fuertes de cualquier orden. Luego, definimos los
d-héroes y d-superhéroes; probamos que todo ciclo es un d-superhéroe y determi-
namos su número de superhéroe en función de su orden. Además, probamos que si
una digráfica de orden cinco o seis no está contenida en un héroe de mismo orden,
entonces es un d-villano; esto nos permitió probar que cinco digráficas particulares
son d-villanos y propusimos a éstas como posibles d-villanos mı́nimos. Planteamos,
en la parte final de esta tesis, varias preguntas abiertas respecto a estas extensiones,
las cuales podrán quizás responderse en algún trabajo subsecuente.
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de conjuntos. Curso intermedio. Las prensas de ciencias.

[8] Neumann-Lara, V. (1982). The dichromatic number of a digraph. Journal of
Combinatorial Theory, Series B, 33 (3), 265-270.

[9] Neumann-Lara, V. (1994). The 3 and 4-dichromatic tournaments of minimum
order. Discrete Mathematics, 135 (1-3), 233-243.

[10] Stearns, R. E. (1959). The Voting Problem. American Mathematical Monthly,
66 (9), 761-763.

109
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k-coloración transitiva, torneo k-coloreable-transitivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46
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Subdigráficas de D, generadora e inducida por S, D〈S〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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