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Resumen
El hidrógeno es el átomo más abundante, tiene solución analítica exacta y lleva dentro el lenguaje de simetrías. Desde el siglo V a.C. hasta
el siglo XX, Platón, Dalton, Maxwell, Einstein, Planck, de Broglie, Pauli le dieron sentido al concepto de átomo y al actual modelo de
Schrödinger. Los artículos de Pauli y Schrödinger de 1926, los de Fock y Bargman de 1935 y 1936, fueron pioneros en la axiomatización de
la mecánica cuántica, las hipótesis de cuantización, el lenguaje de simetrías y la teoría de grupos. Se deriva el potencial de Coulomb para
el átomo de hidrógeno no relativista y sin espín. Se comienza con la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en coordenadas
esféricas. Se aplica el método de separación de variables obteniéndose una ecuación angular que se separa en dos ecuaciones diferenciales
ordinarias, una azimutal, otra polar y una ecuación diferencial ordinaria radial. El dominio de las 3 soluciones (exponenciales, polinomios
de Legendre y polinomios de Laguerre para la parte azimutal, polar y radial respectivamente), la cuantización y los valores de los 3 números
cuánticos (n ∈ {1, 2, 3, ...}, l ∈ {0, 1, 2, ..., n − 1} y m ∈ {0, ±1, ±2, ..., ±l}) se obtienen de condiciones de periodicidad, regularidad y/o
singularidad. Las soluciones ortonormales del átomo de hidrógeno son combinación lineal de la solución angular y la radial. El átomo de
hidrógeno también se puede resolver en coordenadas parabólicas y esferoidales, lo que indica una simetría oculta. Se grafican las densidades
de probabilidad del primer y segundo estado excitado en 2D y 3D. Para n = 1, l = 0 y m = 0, n = 2, l = 0 y m = 0 el electrón se puede
encontrar en un radio r ≈ 3a0 y r ≈ 8a0 respectivamente. Para n = 2, l = 1 y m = ±1, n = 2, l = 1 y m = 0 se rompe la simetría
esférica y aparecen gajos horizontales y verticales respectivamente. Hay que destacar que para n y l fijos, m tiene un efecto simétrico en los
orbitales. Ahora, para l y m fijos, al aumentar n, los patrones de los orbitales van creciendo y multiplicándose. Debido a la cuantización
de n, la energía está cuantizada En < 0. Hay una degeneración que increíblemente no es la de la parte angular, 2l + 1, sino n2, de aquí
el término degeneración accidental, la cual también indica la existencia de una simetría oculta. Se comienza con el hamiltoniano clásico
de un potencial de Coulomb donde se conserva la energía. Se utiliza el resultado de 1951 de Tosio Kato para trabajarse en el espacio de
Hilbert H = span({|Ψnlm⟩}) donde H = E es esencialmente autoadjunto. Se define el operador vectorial momento angular Li y vector de
Laplace-Runge-Lenz Zi, luego se demuestra su conservación aplicándose el Teorema de Ehrenfest. Z aparece en trabajos de Laplace desde
el siglo XVIII. En el contexto del Teorema de Noether no corresponde a invariancia del lagrangiano, sino a una invariancia de la integral
de la acción y existe para cualquier potencial con una simetría esférica. Se definen dos operadores de Casimir J±

i que desacoplan a Li y Zi

encontrándose 2 álgebras de Lie so(3), cuya cubierta universal es su(2). Así, el álgebra del átomo de hidrógeno es (su(2)⊗su(2))/Z2 ∼= so(4)
y según el tercer teorema de Lie le corresponde el grupo de Lie SO(4), relacionado con rotaciones en 4 dimensiones. Se aplican técnicas
de ascenso y descenso a las álgebras de Lie so(3) generadas por J±

i . Para cada eigenfunción |j, m+, m−⟩ ∈ span({|Ψnlm⟩}) simultánea de
J±2 , J+

z y J−
z existe j ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, ...} tal que J±2 |j, m+, m−⟩ = j(j + 1)ℏ2 |j, m+, m−⟩ con J+

z |j, m+, m−⟩ = m+ℏ |j, m+, m−⟩ y
J−

z |j, m+, m−⟩ = m−ℏ |j, m+, m−⟩. Se aplica J±2 a una eigenfunción |j, m+, m−⟩ ∈ span({|Ψnlm⟩}) para obtener las energías del átomo
de hidrógeno En. Los eigenvalores negativos de H están en correspondencia biunívoca con los eigenvalores j(j + 1)ℏ2 de J±2 . Para cada
j ∈ {0, 1/2, 1/3/2, ...} existen exactamente (2j + 1)2 = n2 eigenfunciones |j, m+, m−⟩ ∈ span({|Ψnlm⟩}) simultáneas de J±2 y H, es decir,
la degeneración de En es n2. El método del capítulo 2 basado en ecuaciones diferenciales tiene la ventaja teórica de mostrar los postulados
de la mecánica cuántica y las hipótesis de cuantización, se pueden modelar los resultados, se obtienen las eigenfunciones, pero también
los eigenvalores de H, los cálculos son más largos y tediosos. Por otro lado, el método del capítulo 3 con un enfoque algebraico muestra
explícitamente las simetrías conocidas, pero también las ocultas, se obtiene una interpretación geométrica profunda, solo se obtienen los
eigenvalores de H, los cálculos son más cortos y simples. En el contexto de la geometría cuántica, algunos espacios ni siquiera tienen
puntos, estos se describen por C*-álgebras complejas no conmutativas en resonancia con el Teorema de Gelfand–Naimark, el cual indica
que cualquier C*-álgebra es isométricamente *-isomórfica a una C*-subálgebra de operadores acotados en un espacio de Hilbert. En este
caso se tiene un sistema físico, el átomo de hidrógeno, el cual está coordinatizado por un álgebra de operadores Li, Zi. Esta álgebra de
operadores tiene simetrías, las cuales están coordinatizadas por un álgebra de Lie so(4) formada por dos álgebras de Lie so(3), a saber,
J+

i y J−
i , cuya cubierta universal es su(2) ⊗ su(2). Esta álgebra de Lie describe una realidad física que es localmente tangente a un objeto

geométrico. Este objeto geométrico es cuántico, una esfera específicamente, lo que implica que tiene simetrías clásicas localmente, pero
también tiene simetrías cuánticas, ya que so(4) es un álgebra de Lie no conmutativa. De este objeto cuántico pueden calcularse curvaturas,
simetrías no clásicas e incluso definirse un cálculo diferencial.
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1 INTRODUCCIÓN

1. Introducción

1.1. Motivación Física y Matemática para el Estudio del Átomo de Hi-
drógeno

El elemento de la tabla periódica más simple y abundante en el universo es el hidrógeno, todos los
seres vivos dependen de él, de hecho la palabra hidrógeno se forma con los vocablos griegos hydrós
(agua) y génos (que genera), es decir, que genera agua. El estudio de la estructura del átomo de
hidrógeno es esencial, ya que su análisis se generaliza a otros átomos más masivos, siendo así la base
de la tabla periódica. Además, es uno de los pocos sistemas cuánticos que tienen solución analítica
exacta.

En este trabajo se muestra una aplicación de uno de los grandes éxitos de las matemáticas y la física
del siglo XX d.C., la teoría de grupos y/o representaciones. Cuando Pauli, Fock, Bargmann y Wigner
revelaron las simetrías ocultas del átomo de hidrógeno, el cálculo no era tomado rutinariamente
por estudiantes universitarios, el álgebra lineal era relativamente nueva y el estudio de grupos y
representaciones era verdaderamente esotérico, entendido por muy pocos. Así, después de décadas
y en recientes años, esta historia ha escapado de la torre de marfil en la que nació, revelando una
herramienta con un potencial mucho más profundo del que se pensaba. [Frank Singer, 2005]

1.2. Moléculas y Átomos
Desde edades previas al nacimiento de Platón en el siglo V a.C., surgió la idea de que la materia

estaba constituida por elementos diminutos, más pequeños que cualquier grano de arena que pudie-
ran encontrar. Se pensaba que independientemente del objeto que se eligiera, dicho objeto estaba
constituido por una mezcla de estos elementos diminutos, de los cuales había un número finito.

Esta idea permaneció como una especulación hasta el siglo XIX d.C., donde Maxwell, Boltzmann
y Gibbs, utilizando las técnicas de la mecánica estadística, demostraron la teoría cinética de los
gases. Esta indicaba que el comportamiento de los gases podía ser explicado a través de leyes de
la mecánica clásica, si se asumía que cualquier sustancia estaba constituida por un gran número de
pequeñas moléculas, las cuales se movían de manera aleatoria. Sin embargo, esta teoría no convenció
a todos los miembros de la comunidad científica sobre la existencia de dichas moléculas.

No fue hasta 1905 cuando Einstein estudiaba el movimiento browniano, que pudo explicar el movi-
miento aleatorio del polen suspendido en un líquido, solo si asumía como verdadera la hipótesis de
que el líquido estaba constituido por moléculas. Además, utilizó los mismos métodos e hipótesis que
la mecánica estadística, en las que se basa la teoría cinética de los gases; esto por la parte física.
[Sudbery, 1986]

De la química surgió la idea de que las moléculas estaban constituidas por objetos más pequeños, ya
que cualquier sustancia es una mezcla de moléculas químicamente puras, las cuales a su vez son el
resultado de una combinación de elementos químicos.

4



1 INTRODUCCIÓN

A principios del siglo XIX d.C., Dalton desarrollaba las leyes de combinación química, las cuales
quedan claras si se toma como verdadera la hipótesis de que las moléculas en un compuesto químico
son todas iguales y están constituidas por pequeños componentes llamados átomos. Los cuales son
característicos de las sustancias que se combinan para obtener el compuesto químico, a esto se le
llamó la teoría atómica de la química.

Esta teoría tiene un nivel de análisis mucho más profundo que la teoría cinética del calor y presenta
una perspectiva simplificada, donde el número de distintos tipos de partículas fundamentales deja de
ser el enorme número de compuestos químicos y se reduce al pequeño número de elementos químicos
en la tabla periódica, que hasta el día de hoy suman 118. [Giunta et al., 2021]

1.3. Electrones, Protones y Neutrones
En 1897, Thomson descubrió la primera partícula subatómica dentro de tubos de rayos catódicos,

la cual llamaron electrón. Su carga es negativa, ya que al colocarse en un campo eléctrico, este se
mueve en la dirección opuesta a la dirección del campo eléctrico. Ahora, como los electrones pueden
producirse a partir de todos los tipos de materia ordinaria, se asumió que existen dentro de los átomos
de cualquier elemento químico. Por otro lado, debido a que un átomo es eléctricamente neutro, debe
existir una partícula positiva que balancee la carga de los electrones. Además, como los electrones son
solo una pequeña fracción de la masa total del átomo, estas partículas positivas deben representar
una gran parte de la masa del átomo.

Para explicar esto, Thomson en 1904 formuló el modelo atómico de panqué con pasas, el cual plantea
la idea de un átomo que dentro tiene una nube de material con carga positiva y electrones orbitando
dentro de la nube. Sin embargo, los experimentos de dispersión de Rutherford apoyado por Geiger
y Marsden demostraron que este modelo era incorrecto, al encontrar experimentalmente que las
partículas alfa que disparaban hacia una lámina de oro delgada tenían trayectorias en todos los
ángulos, pero solo dos eran de interés, en las que las partículas atravesaban sin ninguna deflexión la
lámina y en las que las partículas rebotaban de la lámina en dirección opuesta a la que habían sido
enviadas, la interpretación de este resultado fue que las partículas alfa chocaban contra pequeños
objetos de carga positiva dentro del átomo. Además, la distribución de las partículas alfa como función
de su ángulo de deflexión concordaba con el cálculo teórico sí suponían como válida la hipótesis de
que las partículas alfa y los pequeños objetos con carga positiva eran partículas puntuales. En 1913
todo esto llevo al modelo atómico de sistema solar de Bohr, el cual planteaba la idea de un átomo
que tenía toda su carga positiva concentrada en un pequeño núcleo alrededor del cual los electrones
orbitaban, en analogía con los planetas que orbitan alrededor del sol, solo que en este caso la fuerza
de gravedad fue reemplazada por la fuerza electrostática ejercida por el núcleo sobre los electrones.

A pesar de reemplazar el viejo modelo de Thomson, el modelo de Bohr tuvo dos problemas. El
primero fue que la fuerza electrostática tiene una naturaleza muy diferente a la fuerza gravitacional,
ya que puede ser atractiva o repulsiva y su intensidad es mucho mayor a la gravitacional cuando se

1.3 Electrones, Protones y Neutrones
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1 INTRODUCCIÓN

trabaja a escalas subatómicas. Por otro lado, debido a que el campo eléctrico está intrínsecamente
relacionada con el campo magnético, habría oscilaciones entre ellos que provocarían que el electrón
perdiera energía y cayera al núcleo. El segundo problema fue que el espectro de radiación del átomo
de hidrógeno no podía predecirse con este modelo.

A principios del siglo XX d.C. Planck, Einstein, Bohr, de Broglie, Heisenberg, Born y Pauli resolvieron
la mayoría de estos problemas, dando lugar al modelo atómico de Schrödinger que ajustaba ideas
de mecánica clásica con ideas de mecánica cuántica. Así, la estructura átomo=núcleo+electrones fue
suficiente para explicar las relaciones químicas y físicas entre los elementos de la tabla periódica y
las partículas que los componen. Además, el comportamiento químico del átomo se pudo explicar
puramente en términos del arreglo de sus electrones. Esta estructura mostró que una característica
importante del átomo es la carga en su núcleo. Así, el hecho de que la masa de cualquier núcleo
atómico es casi múltiplo entero de la masa del núcleo del átomo de hidrógeno, llevó a Rutherford en
1920 a concebir al núcleo del átomo de hidrógeno como una partícula fundamental, la cual llamaron
protón, su carga es positiva y su masa es mucho mayor que la del electrón. Por otro lado, el fenómeno
de radiación mostró que el núcleo debía tener una estructura interna constituida por partes más
pequeñas, si no la tuviera, en lugar de hablar en términos de 118 distintos tipos de átomos se
hablaría en términos de 118 distintos tipos de núcleos, lo cual no tendría sentido, ya que hay átomos
del mismo elemento con núcleos distintos, uno más masivo que el otro.

Así, en 1920 Rutherford conjeturó la existencia del neutrón y en 1932 su existencia fue demostrada
experimentalmente por Chadwick, esta es la partícula responsable de los isótopos y se encarga de
regular intrínsecamente el equilibrio del núcleo atómico, tiene carga neutra y su masa es muy parecida
a la del protón, pero ligeramente mayor.

Lo anterior solo sustenta la creencia de que toda la materia está constituida por moléculas, que dichas
moléculas están hechas de átomos y dichos átomos están constituidos por electrones “orbitando” un
núcleo que contiene protones y neutrones. [Sudbery, 1986]

1.4. Tipos de Fuerzas
Anteriormente, se habló de la masa y la carga eléctrica del electrón, el protón y el neutrón. Sin

embargo, la manera más general en la que se estudia a estas partículas es a través de las fuerzas que
actúan sobre ellas.

La fuerza de gravedad actúa sobre todas las partículas con masa, tiene un gran efecto sobre objetos
macroscópicos, su alcance es infinito y decae como el inverso de la distancia entre los objetos al
cuadrado, es débil en magnitud si se compara con el resto de las fuerzas, por lo que se desprecia si
se trabaja con partículas subatómicas.

La fuerza eléctrica actúa sobre todas las partículas con carga, es la responsable de mantener al átomo
unido y de la configuración de sus electrones, es decir, define su comportamiento químico. Así, regula

1.4 Tipos de Fuerzas
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1 INTRODUCCIÓN

la interacción entre átomos y moléculas. Su alcance es infinito y decae como el inverso de la distancia
entre los objetos al cuadrado, es más intensa en magnitud si se compara con la fuerza gravitacional
y sí es tomada en cuenta si se trabaja con partículas subatómicas.

La fuerza nuclear débil actúa sobre todas las partículas, es responsable del decaimiento radioactivo,
tiene un alcance subatómico, una intensidad de fuerza similar, pero menor a la fuerza eléctrica y sí
es tomada en cuenta si se trabaja con partículas subatómicas.

La fuerza nuclear fuerte actúa sobre los hadrones, en particular protones y neutrones, es responsable
de mantenerlos dentro del núcleo, tiene un alcance subatómico, una intensidad de fuerza mayor a
todas las anteriores y sí es tomada en cuenta si se trabaja con partículas subatómicas. [Sudbery,
1986]

1.5. Derivación de la Energía Potencial de Coulomb
Como consecuencia de la sección anterior puede concluirse que si se estudia cualquier sistema

atómico solo se consideran las fuerzas eléctrica, nuclear débil y nuclear fuerte. Sin embargo, el átomo
de hidrógeno no es cualquier sistema atómico, ya que está formado únicamente por un protón y un
electrón.

Así, se desprecian las fuerzas nuclear débil y nuclear fuerte, ya que el electrón no está involucrado
directamente en procesos de decaimiento dentro del núcleo, quedando solo la fuerza eléctrica. Luego,
es natural el uso de la ley de Coulomb que define la fuerza ejercida por el protón sobre el electrón:

F pe(rp, re) ≡ qeEp(rp, re), (1)

con F pe(rp, re) la fuerza electrostática que ejerce el protón sobre el electrón, qe la carga del electrón,
Ep(rp, re) el campo electrostático debido al protón, rp el vector de posición del protón y re el vector
de posición del electrón. La ecuación (1) es válida solo cuando se cumple la condición electrostática,
es decir, el campo eléctrico del protón no cambia con respecto al tiempo. Además, se desprecian las
interacciones del campo eléctrico del electrón consigo mismo y el protón, también se presupone que
las cargas tienen una distribución con simetría esférica. Por último se desprecia el espín del electrón
y se trabaja en el límite no relativista. Ahora, se dará la forma explícita del campo electrostático
debido al protón, el cual depende del vector de posición del protón rp que siempre está fijo y del
vector de posición del electrón re que puede variar, así, se tiene:

Ep(rp, re) = 1
4πϵ0

qp

|rpe|2
r̂pe, (2)

con ϵ0 la permitividad eléctrica del vacío, qp la carga del protón y rpe = re − rp el vector que va del
vector de posición del protón rp al vector de posición del electrón re. Ahora, se define r ≡ rpe por lo

1.5 Derivación de la Energía Potencial de Coulomb
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1 INTRODUCCIÓN

que |r| = r es la distancia entre el protón y el electrón. Además, como qp = e y qe = −e al sustituirse
la ecuación (2) en la ecuación (1), se tiene:

F pe(r) = − 1
4πϵ0

e2

r2 r̂. (3)

En este caso, el trabajo realizado por la fuerza electrostática F pe : R3 → R3 para mover el electrón
de un punto de referencia rref ∈ R3 a otro punto cualquiera r ∈ R3 a lo largo de una curva suave
C ⊂ R3 parametrizada biyectivamente por la función r : [a, b] → C tal que r(a) = rref y r(b) = r,
está dado por:

Wr(a)→r(b) =
∫

C
F pe · dr =

∫ r(b)

r(a)
F pe · dr =

∫ b

a
F pe · ṙdt, (4)

como r = rr̂, r̂ = sin(θ) cos(φ)x̂+sin(θ) sin(φ)ŷ+cos(θ)ẑ, θ̂ = cos(θ) cos(φ)x̂+cos(θ) sin(φ)ŷ−sin(θ)ẑ
y φ̂ = − sin(φ)x̂+ cos(φ)ŷ, se tiene que:

ṙ = ṙr̂ + r ˙̂r = ṙr̂ + r((cos(θ)θ̇ cos(φ) − sin(θ) sin(φ)φ̇)x̂+ (cos(θ)θ̇ sin(φ) + sin(θ) cos(φ)φ̇)ŷ
− sin(θ)θ̇ẑ) = ṙr̂ + r(θ̇(cos(θ) cos(φ)x̂+ cos(θ) sin(φ)ŷ − sin(θ)ẑ) + sin(θ)φ̇(− sin(φ)x̂

+ cos(φ)ŷ)) = ṙr̂ + r(θ̇θ̂ + sin(θ)φ̇φ̂),
(5)

así, al sustituirse las ecuaciones (5) y (3) en la ecuación (4), se obtiene:

Wr(a)→r(b) = − e2

4πϵ0

∫ b

a

1
r2 r̂ · (ṙr̂ + r(θ̇θ̂ + sin(θ)φ̇φ̂))dt,

ahora, debido a que {r̂, θ̂, φ̂} es una base ortonormal y d/dt(1/r) = −ṙ/r2, se tiene que:

Wr(a)→r(b) = e2

4πϵ0

∫ b

a

d

dt

(
1
r

)
dt = e2

4πϵ0

(
1
r(b) − 1

r(a)

)
, (6)

la ecuación (6) indica que la fuerza electrostática entre el protón y el electrón es conservativa, ya que
depende solo del punto inicial y final. Así, al aplicarse el Teorema de Trabajo-Energía Potencial, se
obtiene:

Wrref →r = e2

4πϵ0

(
1
r

− 1
rref

)
= V (rref ) − V (r), (7)

1.5 Derivación de la Energía Potencial de Coulomb
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1 INTRODUCCIÓN

ahora, al aplicarse el ĺımrref →∞ a la segunda igualdad de la ecuación (7), se obtiene:

e2

4πϵ0

(
1
r

− ĺım
rref →∞

(
1
rref

))
= ĺım

rref →∞
(V (rref )) − V (r),

como el ĺımrref →∞(1/rref ) = 0 y por convención el ĺımrref →∞ V (rref ) = 0, se tiene que:

V (r) = − 1
4πϵ0

e2

r
, (8)

la ecuación (8) es llamada energía potencial de Coulomb. [Griffiths, 1998]

1.6. Trabajos Previos
En 1926 Wolfgang Pauli escribió el artículo “Sobre el Espectro del Hidrógeno desde el Punto

de Vista de la Nueva Mecánica Cuántica”, en el que desarrolla los principios de la teoría cuánti-
ca propuestos por Heisenberg. El primer postulado es que hν = E. El segundo postulado es que
[ri, pj] = iℏδij. El tercer postulado es que el Hamiltoniano es igual a la energía H = E. Estos in-
cluían una interpretación probabilística de las transiciones de niveles energéticos de los electrones,
la implementación matricial de cantidades físicas y lo que hoy en día se conoce como conmutadores.
Se apoya en conceptos de mecánica clásica para definir ecuaciones de movimiento, el Hamiltoniano
y leyes de conservación para campo central. Como resultado se obtienen los términos de la serie de
Balmer para el espectro del átomo de hidrógeno utilizando las simetrías del sistema. [Pauli, 1988]

En 1926 Erwin Schrödinger escribió el artículo “Cuantización como un Problema de Eigenvalores”,
en el que discute si la hipótesis de cuantización sobre el número cuántico principal n del átomo de
hidrógeno, surge de una idea física o es un requerimiento matemático. Comienza con la ecuación de
Schrödinger, que es una ecuación de eigenvalores y se concentra en resolver la parte radial. Hace un
extenso análisis de las singularidades de la ecuación diferencial radial y aplica condiciones de frontera
para construir una solución continua, univaluada y finita. Así, define el signo de la energía y le da
sentido a que n ∈ Z. [Schrödinger, 1926]

En 1935 Vladimir Fock escribió el artículo “Sobre la Teoría del Átomo de Hidrógeno”, en el que
muestra que la ecuación de Schrödinger del átomo de hidrógeno en el espacio de momentos es igual a
la ecuación integral de las funciones esféricas en cuatro dimensiones. Así, utiliza esto para demostrar
que la degeneración accidental de los niveles de energía del átomo de hidrógeno respecto al número
cuántico azimutal l, está dada por el grupo de rotaciones cuatridimensionales SO(4). [Fock, 1935]

En 1936 Valentine Bargmann escribió el artículo “Sobre la Teoría del Átomo de Hidrógeno. Comen-
tarios sobre la Obra Homónima de V. Fock”, en el que demuestra que las ecuaciones matriciales en

1.6 Trabajos Previos
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2 EL PROBLEMA DEL ÁTOMO DE HIDRÓGENO DESDE LA PERSPECTIVA FÍSICA

las que Pauli basó su tratamiento del átomo de hidrógeno, cuando se interpretan en la teoría de
grupos, conducen al método utilizado por Fock. En este contexto se utilizan coordenadas parabólicas
para resolver la ecuación de Schrödinger del átomo de hidrógeno. [Bargmann, 1936]

2. El Problema del Átomo de Hidrógeno desde la Perspec-
tiva Física

El objetivo central de esta sección será el cálculo de los niveles de energía (eigenvalores) y las
funciones de onda (eigenfunciones) del electrón en el átomo de hidrógeno. Usualmente, al problema
de los dos cuerpos de la teoría cuántica se le llama átomo hidrógeno, mientras que al problema de
dos cuerpos de la gravitación newtoniana se le llama problema de Kepler. Estos problemas siempre
se pueden reformular como un problema de un solo cuerpo. Es natural que se comience con R6 como
el espacio de configuraciones, tres variables espaciales para cada uno de los dos cuerpos, las cuales
se denotan por las variables x = (x1, x2, x3) para el cuerpo con mayor masa M y por y = (y1, y2, y3)
para el cuerpo de menor masa m. En el caso cuántico, el operador de Schrödinger apropiado que
actúa sobre L2(R6) es:

Ĥ = − ℏ2

2M∇2
x − ℏ2

2M∇2
y − γ

|x− y|
,

con ℏ = h/2π la constante de Planck reducida, ∇2 = ∇ · ∇ el laplaciano y γ una constante, ahora,
se hace el cambio de variable xrel = x− y, obteniéndose:

Ĥ = − ℏ2

2mred

∇2
Xrel

− γ

|Xrel|
,

que es un operador de Schrödinger actuando sobre L2(R3), donde 1/mred = 1/M + 1/m es la masa
reducida. Ahora, en el átomo de hidrógeno M = mp la masa del protón y m = me la masa del
electrón. Además, se sabe que M ≫ m por lo que 1/mred ≈ 1/me. Por otro lado, se identifica al
término −γ/|Xrel| con una energía potencial de Coulomb V (Xrel) y se define Xrel ≡ r. Así, al
utilizarse todo lo anterior y si el hamiltoniano no depende explícitamente del tiempo, se obtiene:

ĤΨ(r) =
(

− ℏ2

2me

∇2 + V̂ (r)
)

Ψ(r) = EΨ(r), (9)

que es la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo del átomo de hidrógeno, donde Ψ(r)
son las funciones de onda (eigenfunciones del hamiltoniano) del electrón, V̂ (r) la energía potencial
de Coulomb del electrón, Ĥ el hamiltoniano del electrón y E los niveles de energía (eigenvalores del
hamiltoniano) del electrón. [Sontz, 2020]
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2 EL PROBLEMA DEL ÁTOMO DE HIDRÓGENO DESDE LA PERSPECTIVA FÍSICA

2.1. Resolución de la Ecuación de Schrödinger con Energía Potencial de
Coulomb

Antes de comenzar tienen que hacerse un par de consideraciones. La primera de ellas es que
el problema tiene una simetría esférica, por lo que se usan coordenadas esféricas (r, θ, φ), tam-
bién se escribe el operador laplaciano en coordenadas esféricas. La segunda de ellas es que el
operador V̂ (r, θ, φ) es un operador multiplicativo y al aplicarse a la función de onda se obtiene
V̂ (r, θ, φ)Ψ(r, θ, φ) = V (r, θ, φ)Ψ(r, θ, φ). Además, debido a la simetría esférica, la energía potencial
de Coulomb solo depende de la coordenada radial r, por lo que V̂ (r, θ, φ)Ψ(r, θ, φ) = V (r)Ψ(r, θ, φ).
Al considerarse todo lo anterior, la ecuación (9) se reescribe como:

(
− ℏ2

2me

(
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+ 1
r2 sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ) ∂

∂θ

)
+ 1
r2 sin2(θ)

(
∂2

∂φ2

))
+

V (r)
)

Ψ(r, θ, φ) = ĤΨ(r, θ, φ) = EΨ(r, θ, φ),
(10)

con r la coordenada radial, θ la coordenada polar y φ la coordenada azimutal. Ahora, debido a
la simetría esférica, se propone una solución separable como producto de dos funciones, una que
depende solo de la coordenada radial R(r) y otra que depende solo de las coordenadas polar y
azimutal Y (θ, φ):

Ψ(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ), (11)

así, al sustituirse la ecuación (11) en la ecuación (10), se obtiene:

− ℏ2

2me

(
Y (θ, φ)
r2

∂

∂r

(
r2∂R(r)

∂r

)
+ R(r)
r2 sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)∂Y (θ, φ)

∂θ

)
+ R(r)
r2 sin2(θ)

(
∂2Y (θ, φ)
∂φ2

))
+

V (r)R(r)Y (θ, φ) = ER(r)Y (θ, φ),

al multiplicarse por −2me/ℏ2 y dividirse por R(r)Y (θ, φ), se obtiene:

1
R(r)r2

∂

∂r

(
r2∂R(r)

∂r

)
+ 1
Y (θ, φ)r2 sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)∂Y (θ, φ)

∂θ

)
+

1
Y (θ, φ)r2 sin2(θ)

(
∂2Y (θ, φ)
∂φ2

)
−2me

ℏ2 V (r) = −2me

ℏ2 E,

2.1 Resolución de la Ecuación de Schrödinger con Energía Potencial de Coulomb
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2 EL PROBLEMA DEL ÁTOMO DE HIDRÓGENO DESDE LA PERSPECTIVA FÍSICA

al multiplicarse por r2, agruparse del lado izquierdo todos los términos que dependen de la coordenada
radial r y del lado derecho todos los términos que dependen de las coordenadas polar θ y azimutal
φ, se obtiene:

[
1

R(r)
∂

∂r

(
r2∂R(r)

∂r

)
−2mer

2

ℏ2

(
V (r) − E

)]
= −

[
1

Y (θ, φ)

(
1

sin(θ)
∂

∂θ

(
sin(θ)∂Y (θ, φ)

∂θ

)
+

1
sin2(θ)

(
∂2Y (θ, φ)
∂φ2

))]
,

(12)

la única manera de que se cumpla la ecuación (12) es que ambas funciones sean iguales a una constante
α, así, se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

1
R(r)

∂

∂r

(
r2∂R(r)

∂r

)
−2mer

2

ℏ2

(
V (r) − E

)
= α, (13)

1
Y (θ, φ)

(
1

sin(θ)
∂

∂θ

(
sin(θ)∂Y (θ, φ)

∂θ

)
+ 1

sin2(θ)

(
∂2Y (θ, φ)
∂φ2

))
= −α, (14)

la ecuación (13) es llamada ecuación radial y la ecuación (14) es llamada ecuación angular. [Griffiths
y Schroeter, 2018]

2.2. Resolución de la Ecuación Angular
Ahora, el objetivo será la resolución de la ecuación angular dada por:

sin(θ) ∂
∂θ

(
sin(θ)∂Y (θ, φ)

∂θ

)
+∂

2Y (θ, φ)
∂φ2 = −α sin2(θ)Y (θ, φ), (15)

así, se propone una solución separable como producto de dos funciones, una que depende solo de la
coordenada polar Θ(θ) y otra que depende solo de la coordenada azimutal Φ(φ):

Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ), (16)

ahora, al sustituirse la ecuación (16) en la ecuación (15), se obtiene:

2.2 Resolución de la Ecuación Angular
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sin(θ)Φ(φ) ∂
∂θ

(
sin(θ)∂Θ(θ)

∂θ

)
+Θ(θ)∂

2Φ(φ)
∂φ2 = −α sin2(θ)Θ(θ)Φ(φ),

al dividirse por Θ(θ)Φ(φ), se obtiene:

sin(θ)
Θ(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)∂Θ(θ)

∂θ

)
+ 1

Φ(φ)
∂2Φ(φ)
∂φ2 = −α sin2(θ),

nótese que esta ecuación es equivalente a la parte angular de una ecuación de Laplace 3D esférica.
Por otro lado, al agruparse del lado izquierdo todos los términos que dependen de la coordenada
polar θ y del lado derecho todos los términos que dependen de la coordenada azimutal φ, se obtiene:

[
sin(θ)
Θ(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)∂Θ(θ)

∂θ

)
+α sin2(θ)

]
= −

[
1

Φ(φ)
∂2Φ(φ)
∂φ2

]
, (17)

la única manera de que se cumpla la ecuación (17) es que ambas funciones sean iguales a la misma
constante, la cual se define como β, así, se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

sin(θ)
Θ(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)∂Θ(θ)

∂θ

)
+α sin2(θ) = β, (18)

1
Φ(φ)

∂2Φ(φ)
∂φ2 = −β, (19)

la ecuación (18) es llamada ecuación polar y la ecuación (19) es llamada ecuación azimutal. [Griffiths
y Schroeter, 2018]

2.2.1. Resolución de la Ecuación Azimutal

Ahora, el objetivo será la resolución de la ecuación azimutal dada por:

∂2Φ(φ)
∂φ2 = −βΦ(φ), (20)

nótese que esta ecuación es equivalente a la parte azimutal de una ecuación de Helmholtz 3D cilíndri-
ca. Por otro lado, al agruparse del lado izquierdo todos los términos que dependen de la coordenada
azimutal φ, se obtiene:

2.2 Resolución de la Ecuación Angular
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∂2Φ(φ)
∂φ2 + βΦ(φ) = 0,

ahora, como se requiere periodicidad en Φ(φ), si se elige β = −m2 < 0 las soluciones son exponenciales
reales, las cuales no son periódicas. Pero si se elige β = m2 ≥ 0 entonces la solución es:

Φ(φ) = Beimφ + Ie−imφ, (21)

así, para que Φ(φ) = Φ(φ+ 2π) se cumpla entonces m ∈ Z, por lo que la solución es:

Φ(φ) = Beimφ, (22)

con m ∈ Z y φ ∈ (0, 2π). [Boas, 2005]

2.2.2. Resolución de la Ecuación Polar

Ahora, el objetivo será la resolución de la ecuación polar dada por:

sin(θ) ∂
∂θ

(
sin(θ)∂Θ(θ)

∂θ

)
+α sin2(θ)Θ(θ) = m2Θ(θ), (23)

al resolverse la derivada parcial respecto a θ, dividirse entre sin2(θ) y agruparse del lado izquierdo
todos los términos que dependen de la coordenada polar θ, se obtiene:

∂2Θ(θ)
∂θ2 + cos(θ)

sin(θ)
∂Θ(θ)
∂θ

+
(
α− m2

sin2(θ)

)
Θ(θ) = 0, (24)

ahora, al sustituirse s = cos(θ) y utilizarse la regla de la cadena, se obtiene:

(1 − s2)∂
2Θ(s)
∂s2 − 2s∂Θ(s)

∂s
+
(
α− m2

1 − s2

)
Θ(s) = 0, (25)

así, para que Θ(s) sea finita entonces s ∈ (−1, 1). Por otro lado, al sustituirse Θ(s) = (1−s2)m/2Θ̃(s)
y utilizarse la regla de la cadena, se obtiene:

(1 − s2)∂
2Θ̃(s)
∂s2 − 2(m+ 1)s∂Θ̃(s)

∂s
+ (α−m(m+ 1))Θ̃(s) = 0, (26)

2.2 Resolución de la Ecuación Angular
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el cual es un problema de Sturm-Liouville, por lo que se propone una solución en forma de serie
de potencias Θ̃(s) = ∑∞

k=0 aks
k. Luego, se obtiene la relación de recurrencia ak+2 = (((k + m)(k +

m+ 1) −α)/((k+ 1)(k+ 2)))ak, así, la solución se puede separar en potencias pares e impares. Para
potencias pares se busca que a partir de un k ∈ 2N, ak+2 = 0, es decir, (k +m)(k +m+ 1) − α = 0
por lo que α es el producto de dos números naturales consecutivos, así, a partir de un k ∈ 2N existe
l = k + m ∈ Z tal que an+2 = 0 con α = l(l + 1). Para potencias impares se puede demostrar que
la serie converge, pero no es finita en s = ±1. Ahora, al utilizarse todo lo anterior, se identifica a la
ecuación (24) con la ecuación diferencial asociada de Legendre y su solución es:

Θ(θ) = APm
l (cos(θ)), (27)

con θ ∈ (0, π), A una constante y Pm
l (cos(θ)) los polinomios asociados de Legendre definidos por:

Pm
l (cos(θ)) ≡ (−1)m sinm(θ)d

m(Pl(cos(θ)))
d(cos(θ))m

, (28)

estos siempre son polinomios en la variable cos(θ). Además, dada cualquier l si m es impar siempre
tienen sin(θ) como factor común. Por otro lado, Pl(cos(θ)) es el l-ésimo polinomio de Legendre
definido por la fórmula de Rodrigues:

Pl(cos(θ)) ≡ 1
2ll!

dl((cos(θ)2 − 1)l)
d(cos(θ))l

, (29)

estos siempre son funciones pares, específicamente polinomios de grado l en la variable cos(θ). Ade-
más, nótese que la fórmula de Rodrigues tiene sentido solo para l ≥ 0 y que Pm

l (cos(θ)) ̸= 0 solo
para m ≤ l, lo anterior se resume en que l ∈ {0, 1, 2, ...} y m ∈ {0,±1,±2, ...,±(l− 2),±(l− 1),±l}.
[Asmar, 2004]

Ahora, al sustituirse las ecuaciones (27) y (22) en la ecuación (16), se obtiene:

Y (θ, φ) = CeimφPm
l (cos(θ)), (30)

finalmente, como se utilizan coordenadas esféricas, la condición de normalización para Y (θ, φ) es:

∫ 2π

0

∫ π

0
|Y (θ, φ)|2 sin(θ)dθdφ = 1, (31)

2.2 Resolución de la Ecuación Angular
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ahora, al sustituirse la ecuación (30) en la ecuación (31) se obtiene la constante de normalización
C = ((2l + 1/4π)((l − m)!/(l + m)!))1/2, por lo que la solución normalizada de la ecuación angular
(15) es:

Y m
l (θ, φ) =

√√√√2l + 1
4π

(l −m)!
(l +m)!e

imφPm
l (cos(θ)). (32)

Además, estas soluciones son ortonormales:

∫ 2π

0

∫ π

0
Y m∗

l (θ, φ)Y m′

l′ (θ, φ) sin(θ)dθdφ = δmm′δll′ , (33)

con δxx′ = {0, si x ̸=x′

1, si x=x′ la delta de Kronecker. [Griffiths y Schroeter, 2018]

2.3. Resolución de la Ecuación Radial
Ahora, el objetivo será la resolución de la ecuación radial dada por:

∂

∂r

(
r2∂R(r)

∂r

)
−2mer

2

ℏ2

(
V (r) − E

)
R(r) = l(l + 1)R(r), (34)

nótese que esta ecuación es equivalente a la parte radial de una ecuación de Poisson 3D esférica. Por
otro lado, para simplificar la ecuación (34) se propone la siguiente solución:

R(r) = u(r)
r
, (35)

ahora, para que se garantice la regularidad de u(r) en el origen se impone la condición u(0) = 0, así,
al sustituirse la ecuación (35) en la ecuación (34), se obtiene:

r
∂2u(r)
∂r2 − 2mer

2

ℏ2

(
V (r) − E

)
u(r)
r

= l(l + 1)u(r)
r
,

al multiplicarse por −ℏ2/2me y dividirse por r, se obtiene:

− ℏ2

2me

∂2u(r)
∂r2 +

(
V (r) − E

)
u(r) = − ℏ2

2me

l(l + 1)u(r)
r2 ,

2.3 Resolución de la Ecuación Radial
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al agruparse del lado izquierdo todos los términos con u(r) y sumar Eu(r), se obtiene:

− ℏ2

2me

∂2u(r)
∂r2 +

(
V (r) + ℏ2l(l + 1)

2mer2

)
u(r) = Eu(r), (36)

ahora, se define la energía potencial efectiva Veff ≡ V (r)+ℏ2l(l+1)/2mer
2, donde el término extra es

llamado centrífugo, ya que tiende a empujar al electrón radialmente hacia afuera. Así, es conveniente
que se sustituya la energía potencial de Coulomb de la ecuación (8) en la ecuación (36) y se divida
entre E, para obtenerse:

− ℏ2

2meE

∂2u(r)
∂r2 +

(
− e2

4πϵ0rE
+ ℏ2l(l + 1)

2mer2E

)
u(r) = u(r), (37)

en general, la energía puede tomar dos valores, E > 0 que admite estados continuos (no ligados) y
describe dispersión protón-electrón y E < 0 que admite estados discretos (ligados) como en el átomo
de hidrógeno, es por esto que se trabajará con E < 0. Así, se define 1/k2 ≡ −ℏ2/2meE, luego, al
sustituirse en la ecuación (37), se obtiene:

1
k2
∂2u(r)
∂r2 +

(
mee

2

2πϵ0ℏ2k2r
− l(l + 1)

k2r2

)
u(r) = u(r),

al agruparse del lado derecho todos los términos, excepto el término que tiene una segunda derivada
parcial respecto a r, se obtiene:

1
k2
∂2u(r)
∂r2 =

(
1 − mee

2

2πϵ0ℏ2k2r
+ l(l + 1)

k2r2

)
u(r), (38)

así, por simplicidad se define ρ ≡ kr y ρ0 ≡ mee
2/2πϵ0ℏ2k, luego, al sustituirse en la ecuación (38),

se obtiene:

∂2u(ρ)
∂ρ2 =

(
1 − ρ0

ρ
+ l(l + 1)

ρ2

)
u(ρ), (39)

ahora, al analizarse el comportamiento asintótico de la ecuación (39), se toma el ĺımρ→∞ y se obtiene:

∂2u(ρ)
∂ρ2 = u(ρ), (40)

2.3 Resolución de la Ecuación Radial
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la solución es directa:

ũ∞(ρ) = De−ρ +Geρ,

ahora, se descarta la parte de la solución con coeficiente G, ya que la solución R(r) deja de ser regular
en el infinito, así, se obtiene:

u∞(ρ) = De−ρ. (41)

Por otro lado, al analizarse el comportamiento singular de la ecuación (39), se toma el ĺımρ→0 y se
obtiene:

∂2u(ρ)
∂ρ2 = l(l + 1)

ρ2 u(ρ), (42)

la solución es directa:

ũ0(ρ) = Eρl+1 +Hρ−l,

ahora, se descarta la parte de la solución con coeficiente H, ya que la solución R(r) deja de ser regular
en el origen, así, se obtiene:

u0(ρ) = Eρl+1, (43)

al igual que en casos anteriores, la solución u(ρ) será el producto de varias funciones, las primeras
dos serán u∞(ρ) y u0(ρ), esto para que se cumpla que el ĺımρ→∞ u(r) = 0 y el ĺımρ→0 u(r) = 0.
Sin embargo, este es el comportamiento de la solución únicamente a distancias muy cercanas o
muy lejanas del núcleo, es por esto que se introduce una tercera función v(ρ), la cuál describirá el
comportamiento de la solución en el resto de los puntos, así, al considerarse todo lo anterior, u(r)
tendrá la forma:

u(ρ) = Fe−ρρl+1v(ρ), (44)

así, al sustituirse la ecuación (44) en la ecuación (39), se obtiene:

2.3 Resolución de la Ecuación Radial
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∂2

∂ρ2

(
e−ρρl+1v(ρ)

)
=
(

1 − ρ0

ρ
+ l(l + 1)

ρ2

)
e−ρρl+1v(ρ),

al resolverse la segunda derivada parcial con respecto a ρ y dividirse entre e−ρρl, se obtiene:

(
−2(l + 1) + ρ+ l(l + 1)

ρ

)
v(ρ) + 2(l + 1 − ρ)∂v(ρ)

∂ρ
+ ρ

∂2v(ρ)
∂ρ2 =

(
1 − ρ0

ρ
+ l(l + 1)

ρ2

)
ρv(ρ),

al expandirse los términos que tienen a v(ρ) y cancelarse los términos iguales de ambos lados, se
obtiene:

−2(l + 1)v(ρ) + 2(l + 1 − ρ)∂v(ρ)
∂ρ

+ ρ
∂2v(ρ)
∂ρ2 = −ρ0v(ρ),

al agruparse del lado izquierdo todos los términos, se obtiene:

ρ
∂2v(ρ)
∂ρ2 + 2(l + 1 − ρ)∂v(ρ)

∂ρ
+ (ρ0 − 2(l + 1))v(ρ) = 0, (45)

ahora, se propone una v(ρ) en forma de serie de potencias:

v(ρ) =
∞∑

i=0
ciρ

i, (46)

así, al sustituirse la ecuación (46) en la ecuación (45), se obtiene:

ρ
∂

∂ρ

(
∂

∂ρ

( ∞∑
i=0

ciρ
i

))
+2(l + 1 − ρ) ∂

∂ρ

( ∞∑
i=0

ciρ
i

)
+(ρ0 − 2(l + 1))

∞∑
i=0

ciρ
i = 0,

al resolverse las derivadas parciales respecto a ρ y definirse i ≡ j + 1, se obtiene:

ρ
∂

∂ρ

( ∞∑
j=−1

(j + 1)cj+1ρ
j

)
+2(l + 1 − ρ)

∞∑
j=−1

(j + 1)cj+1ρ
j + (ρ0 − 2(l + 1))

∞∑
j=−1

cj+1ρ
j+1 = 0,

nótese que en las dos primeras sumas el primer término es cero, por lo que el índice comenzará en
j = 0. Además, el valor de la última suma es invariante si se recorre el índice a j = 0 y se resta 1 a
todos los índices dentro de la suma, así, al considerarse todo lo anterior, se obtiene:

2.3 Resolución de la Ecuación Radial
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2 EL PROBLEMA DEL ÁTOMO DE HIDRÓGENO DESDE LA PERSPECTIVA FÍSICA

ρ
∂

∂ρ

( ∞∑
j=0

(j + 1)cj+1ρ
j

)
+2(l + 1 − ρ)

∞∑
j=0

(j + 1)cj+1ρ
j + (ρ0 − 2(l + 1))

∞∑
j=0

cjρ
j = 0,

al resolverse la derivada parcial respecto a ρ y expandirse todos los términos con ρ, se obtiene:

∞∑
j=0

j(j + 1)cj+1ρ
j − 2

∞∑
j=0

(j + 1)cj+1ρ
j+1 + 2(l + 1)

∞∑
j=0

(j + 1)cj+1ρ
j + (ρ0 − 2(l + 1))

∞∑
j=0

cjρ
j = 0,

ahora, se suma un cero con el término −2(−1 + 1)c−1+1ρ
−1+1 y es incorporado en la segunda suma

al recorrerse el índice a j = −1:

∞∑
j=0

j(j + 1)cj+1ρ
j − 2

∞∑
j=−1

(j + 1)cj+1ρ
j+1 + 2(l + 1)

∞∑
j=0

(j + 1)cj+1ρ
j + (ρ0 − 2(l + 1))

∞∑
j=0

cjρ
j = 0,

nótese que el resultado de la segunda suma permanece invariante si se recorre el índice a j = 0 y se
resta 1 a todos los índices dentro de la suma, así, al considerarse todo lo anterior, se obtiene:

∞∑
j=0

j(j + 1)cj+1ρ
j − 2

∞∑
j=0

jcjρ
j + 2(l + 1)

∞∑
j=0

(j + 1)cj+1ρ
j + (ρ0 − 2(l + 1))

∞∑
j=0

cjρ
j = 0,

ahora, se factorizan las sumas con ρj y se obtiene:

∞∑
j=0

(
j(j + 1)cj+1 − 2jcj + 2(l + 1)(j + 1)cj+1 + (ρ0 − 2(l + 1))cj

)
ρj = 0,

como ρj es diferente de cero para toda j ∈ N+ ∪ {0}, lo único que puede ser cero son los coeficientes:

j(j + 1)cj+1 − 2jcj + 2(l + 1)(j + 1)cj+1 + (ρ0 − 2(l + 1))cj = 0,

al agruparse del lado izquierdo todos los términos con cj+1 y del lado derecho todos los términos con
cj, se obtiene:

j(j + 1)cj+1 + 2(l + 1)(j + 1)cj+1 = 2jcj − (ρ0 − 2(l + 1))cj,

2.3 Resolución de la Ecuación Radial
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al factorizarse cj+1 del lado izquierdo y cj del lado derecho, también dividirse por ((j+1)(j+2l+2)),
se obtiene:

cj+1 = 2(j + l + 1) − ρ0

(j + 1)(j + 2l + 2)cj, (47)

así, la función v(ρ) en la ecuación (46) queda definida por la ecuación (47). Ahora, se estudia el
comportamiento de los coeficientes cuando j es muy grande, es decir, se aplica el ĺımj→∞ a la ecuación
(47), luego, se tiene que 2(j+l+1) ≈ 2j y (j+1)(j+2l+2) ≈ j2 por lo que 2(j+l+1)/(j+1)(j+2l+2) ≈
2/j, también se tiene que (j + 1)(j + 2l+ 2) → ∞ por lo que ρ0/(j + 1)(j + 2l+ 2) ≈ 0 ya que ρ0 es
una constante, así, al considerarse todo lo anterior, se obtiene:

cj+1 = 2
j
cj,

ahora, se calculan los primeros 4 términos:

c1 = 21

1! c0, c2 = 2
2c1 = 22

2! c0, c3 = 2
3c2 = 23

3! c0, c4 = 2
4c3 = 24

4! c0,

nótese que hay un patrón en los índices de cada coeficiente, el cual se puede resumir en la siguiente
ecuación:

cj = 2j

j! c0, (48)

ahora, se toma como exacta la ecuación (48), siendo realmente una aproximación para j muy grande
y se sustituye en la ecuación (46), obteniéndose:

v(ρ) =
∞∑

i=0

(2ρ)i

i! c0 = c0e
2ρ, (49)

así, al sustituirse la ecuación (49) en la ecuación (44), se obtiene:

2.3 Resolución de la Ecuación Radial
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u(ρ) = Fc0e
ρρl+1, (50)

nótese que la solución de la ecuación (50) no es finita, ya que sigue teniendo un comportamiento
asintótico al tomarse el ĺımρ→∞. Precisamente esto quería evitarse al introducirse la función v(ρ),
pero puede resolverse si se acota la serie de potencias de la ecuación (46). Es decir, debe existir un
número natural positivo N tal que cM = 0 para toda M ≥ N con N ̸= 0, en particular cN = 0.
Ahora, si se define n ≡ N + l entonces N = n − l y al sustituirse en el N -ésimo coeficiente se
obtiene cN = cn−l = 0, donde todos los coeficientes con índices menores a n − l son distintos de
cero. En particular cN−1 = cn−l−1 es el último coeficiente distinto de cero, es por eso que se elige la
cota n − l − 1 para que la suma termine. Así, al sustituirse la ecuación (46) en la ecuación (44) y
considerarse todo lo anterior, se obtiene:

u(ρ) = Fe−ρρl+1
n−l−1∑

i=0
ciρ

i. (51)

Por otro lado, como cN−1 es el último coeficiente distinto de cero, se sustituye j = N − 1 en la
ecuación (47), obteniéndose:

cN = 2(N + l) − ρ0

N(N + 2l + 1)cN−1,

como cN = 0 y cN−1 ̸= 0, al multiplicarse por N(N + 2l + 1) y dividirse por cN−1, se obtiene:

2(N + l) − ρ0 = 0,

así, al sustituirse n = N + l y sumarse ρ0, se obtiene:

2n = ρ0,

nótese que como N ∈ N+ y l ∈ N+ ∪ {0} entonces n ∈ {1, 2, 3, ...}. Además, como l < n entonces
l ∈ {0, 1, 2, ..., n− 3, n− 2, n− 1}. Por otro lado, al sustituirse ρ0 = mee

2/2πϵ0ℏ2k, se obtiene:

2n = mee
2

2πϵ0ℏ2k
, (52)

al elevarse al cuadrado y sustituirse 1/k2 = −ℏ2/2meE, se obtiene:

2.3 Resolución de la Ecuación Radial
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4n2 = − mee
4

8π2ϵ02ℏ2E
,

al multiplicarse por E y dividirse por 4n2, se obtiene:

En = − mee
4

32π2ϵ02ℏ2n2 ,

ahora, se define E1 ≡ −mee
4/32π2ϵ0

2ℏ2 = −13.6 eV llamada energía del estado base del átomo de
hidrógeno, obteniéndose:

En = E1

n2 , (53)

la ecuación (53) es llamada fórmula de Bohr. Por otro lado, al multiplicarse por k y dividirse por 2n
la ecuación (52), se obtiene:

k = mee
2

4πϵ0ℏ2n
,

así, se define a0 ≡ 4πϵ0ℏ2/mee
2 como el radio de Bohr, obteniéndose:

k = 1
a0n

,

ahora, al sustituirse k = ρ/r y multiplicarse por r, se obtiene:

ρ = r

a0n
, (54)

así, se sustituye la ecuación (54) en la ecuación (51) y se expresa la serie de potencias en términos
de polinomios de Laguerre, obteniéndose:

u(r) = Fe− r
a0n

(
r

a0n

)l+1

L2l+1
n−l−1

(
2r
a0n

)
, (55)

con Lp
q(2r/a0n) los polinomios asociados de Laguerre definidos por:
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Lp
q

(
2r
a0n

)
≡
(

−a0n

2

)p
dp

drp

(
Lp+q

(
2r
a0n

))
, (56)

con Lq(2r/a0n) el q-ésimo polinomio de Laguerre definido por:

Lq

(
2r
a0n

)
≡
(
a0n

2

)q
e

2r
a0n

q!
dq

drq

(
e− 2r

a0n

(
2r
a0n

)q)
, (57)

ahora, al sustituirse la ecuación (55) en la ecuación (35), factorizarse r/a0n y multiplicarse por 2l/2l,
se obtiene:

R(r) = F
1
2l

1
a0n

e− r
a0n

(
2r
a0n

)l

L2l+1
n−l−1

(
2r
a0n

)
, (58)

ahora, como se utilizan coordenadas esféricas, la condición de normalización para R(r) es:

∫ ∞

0
|R(r)|2r2dr = 1, (59)

así, al sustituirse la ecuación (35) en la ecuación (59), se obtiene:

∫ ∞

0
|u(r)|2dr = 1, (60)

ahora, al sustituirse la ecuación (55) en la ecuación (60), se obtiene la constante de normalización
F = ((22l+3/a0n)(1/2n)((n − l − 1)!/(n + l)!))1/2, por lo que la solución normalizada de la ecuación
radial (34) es:

Rnl(r) =

√√√√( 2
a0n

)3 1
2n

(n− l − 1)!
(n+ l)! e− r

a0n

(
2r
a0n

)l

L2l+1
n−l−1

(
2r
a0n

)
, (61)

con r ∈ (0,∞). Además, estas soluciones son ortonormales:

∫ ∞

0
R

∗
nl(r)Rn′l(r)r2dr = δnn′ . (62)

[Griffiths y Schroeter, 2018]
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2.4. Funciones de Onda del Átomo de Hidrógeno
Ahora, al sustituirse las ecuaciones (61) y (32) en la ecuación (11), se obtiene:

Ψnlm(r, θ, φ) =

√√√√( 2
a0n

)3 2l + 1
8πn

(n− l − 1)!
(n+ l)!

(l −m)!
(l +m)!e

− r
a0n

+imφ

(
2r
a0n

)l

L2l+1
n−l−1

(
2r
a0n

)
Pm

l (cos(θ)), (63)

con r ∈ (0,∞), θ ∈ (0, π) y φ ∈ (0, 2π). Además, estas soluciones son ortonormales:

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞

0
Ψ∗

nlm(r, θ, φ)Ψn′l′m′(r, θ, φ)r2 sin(θ)drdθdφ = δnn′δll′δmm′ , (64)

es esencial mencionar que el átomo de hidrógeno también puede resolverse en coordenadas parabólicas
y esferoidales, esto indica la existencia de una simetría oculta. Por otro lado, es conveniente que se
escriban los números cuánticos y sus valores:

n ∈ {1, 2, 3, ...} = N+, (65) l ∈ {0, 1, 2, ..., n−1} = L, (66) m ∈ {0,±1,±2, ...,±l} = M, (67)

|N+| = ℵ0, (68) |L| = n, (69) |M| = 2l + 1, (70)

nótese que los valores de m dependen de l y a su vez, los valores de l dependen de n, así, para
obtenerse cualquier combinación de 3 números cuánticos se siguen los siguientes pasos. Primero se
elige un valor para n, después se calculan los n valores que puede tomar l y para cada uno de estos
n valores de l se calculan los 2l + 1 valores que puede tomar m.

Es destacable el hecho de que el dominio de la solución y cada uno de los números cuánticos se
obtuvo de una condición de periodicidad, regularidad, singularidad, etc. sobre las 3 soluciones de las
3 ecuaciones diferenciales ordinarias resueltas.

Ahora, al calcularse el estado base del átomo de hidrógeno, n = 1, se tiene que el único valor que
puede tomar l es 0 y m solo puede tomar el valor de 0, así, al sustituirse en la ecuación (63), se
obtiene:

Ψ100(r, θ, φ) = 1√
πa3

0

e− r
a0 .
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Figura 1: Gráfica de densidad de probabilidad de la eigenfunción Ψ100(r, θ, ϕ) en 2 dimensiones (izquierda) y 3 dimensiones (derecha). Nótese que dentro de una
esfera de radio r ≈ 3a0 la probabilidad de encontrar al electrón es distinta de cero. Además, se observa una distribución esféricamente simétrica.[Mathematica,
Version 14.0, 2024]

Por otro lado, al calcularse el primer estado excitado del átomo de hidrógeno, n = 2, se tiene que l
puede tomar los valores {0, 1} y m puede tomar los valores {0,±1}, así, al sustituirse en la ecuación
(63), se obtiene:

Ψ200(r, θ, φ) = 1
4
√

2πa3
0

e− r
2a0

(
2 − r

a0

)
, Ψ21−1(r, θ, φ) = 1

8
√
πa3

0

e− r
2a0

−iφ

(
r

a0

)
sin(θ),

Ψ210(r, θ, φ) = 1
4
√

2πa3
0

e− r
2a0

(
r

a0

)
cos(θ),

Ψ211(r, θ, φ) = − 1
8
√
πa3

0

e− r
2a0

+iφ

(
r

a0

)
sin(θ),

Figura 2: Gráfica de densidad de probabilidad de la eigenfunción Ψ200(r, θ, ϕ) en 2 dimensiones (izquierda) y 3 dimensiones (derecha). Nótese que dentro de una
esfera de radio r ≈ 8a0 la probabilidad de encontrar al electrón es distinta de cero. Además, se observa una distribución esféricamente simétrica, pero distinta
a la de Ψ100(r, θ, ϕ) ya que se presenta un cascarón de grosor ∆r ≈ 1a0 de probabilidad cero.[Mathematica, Version 14.0, 2024]

Cabe destacar que para n y l fijos, la densidad de probabilidad de Ψnlm(r, θ, ϕ) es igual a la de
Ψnl−m(r, θ, ϕ), es decir, las eigenfunciones tienen un comportamiento simétrico respecto al número
cuántico m. También es importante mencionarse que para l y m fijos, al aumentarse n por 1, aparece
1 patrón más, parecido al anterior, es decir, si el patrón original tenía 6 secciones, al aumentar
n por 1, aparecerán otras 6 secciones, parecidas a las secciones originales, sumando un total de 12
secciones, luego, si se vuelve a aumentar n por 1, aparecerán otras 6 secciones, parecidas a las secciones
anteriores, sumando un total de 18 secciones. Finalmente, al estudiarse con más profundidad estos
patrones se puede construir la teoría de orbitales en la que se basa la tabla periódica.
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Figura 3: Gráfica de densidad de probabilidad de las eigenfunciones Ψ21−1(r, θ, ϕ) y Ψ211(r, θ, ϕ) en 2 dimensiones (izquierda) y 3 dimensiones (derecha).
Nótese que la simetría esférica desaparece y en su lugar aparecen dos gajos horizontalmente simétricos donde la probabilidad de encontrar al electrón es distinta
de cero.[Mathematica, Version 14.0, 2024]

Figura 4: Gráfica de densidad de probabilidad de la eigenfunción Ψ210(r, θ, ϕ) en 2 dimensiones (izquierda) y 3 dimensiones (derecha). Nótese que la simetría
esférica desaparece y en su lugar aparecen dos gajos verticalmente simétricos donde la probabilidad de encontrar al electrón es distinta de cero.[Mathematica,
Version 14.0, 2024]

2.5. Niveles de Energía del Átomo de Hidrógeno
En resumen se tiene que los eigenvalores para el átomo de hidrógeno son:

En = E1

n2 , (71)

con E1 = −mee
4/32π2ϵ0

2ℏ2 = −13.6eV el eigenvalor de energía correspondiente a la eigenfunción
Ψ100(r, θ, φ) que es el estado base del átomo de hidrógeno. Nótese que hay muchas eigenfunciones
que corresponden al mismo eigenvalor de energía, cuando esto sucede se dice que el eigenvalor está
degenerado, así, para obtenerse dicha degeneración se calcula el número de todas las combinaciones
de 3 números cuánticos que corresponden al mismo eigenvalor de energía, esto puede expresarse a
través de la siguiente suma:

d(En) =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = 2
n−1∑
l=0

l +
n−1∑
l=0

1 = 2(n− 1)((n− 1) + 1)
2 + n = n2, (72)

con d(En) la degeneración del eigenvalor de energía En, esto significa que a cada eigenvalor de
energía En le corresponden n2 eigenfunciones, ya que estas combinaciones de 3 de números cuánticos
las definen. Es increíble que la degeneración de la energía no sea la que tiene la parte angular, 2l+ 1,
sino que sea en realidad n2, a esto se le llama degeneración accidental y también indica la existencia
de una simetría oculta, la cual será más clara en el siguiente capítulo. [Griffiths y Schroeter, 2018]
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3. El Problema del Átomo de Hidrógeno desde la Perspec-
tiva Matemática

Desde el año 1926, cuando Wolfgang Pauli publicó su famoso artículo, se observó el gran poder
de las simetrías. Hoy en día estas simetrías son representadas por grupos de Lie y sus respectivas
álgebras de Lie. [Pauli, 1988]

El objetivo central de esta sección será la derivación del grupo de Lie SO(4) que representa la simetría
oculta del átomo de hidrógeno. Luego, a través del álgebra de Lie so(4) se calculará el espectro de
energía del átomo de hidrógeno para energías menores que cero.

3.1. Versiones Cuánticas del Hamiltoniano, Momento Angular y Vector
de Laplace-Runge-Lenz

Se sabe de mecánica clásica que el hamiltoniano H es igual a la energía del sistema E, compuesta
por la energía cinética T y la energía potencial V , cuando las ecuaciones que definen las coordenadas
generalizadas no dependen explícitamente el tiempo y todas las fuerzas que realizan trabajo se pueden
derivar de un potencial conservativo:

H = E = T + V, (73)

ahora, al agruparse todos los términos constantes de la ecuación (8) en un único término γ = e2/4πϵ0,
se obtiene la energía potencial del electrón del átomo de hidrógeno:

V (r) = −γ

r
, (74)

también se tiene que la energía cinética del electrón del átomo de hidrógeno es:

T = 1
2mev

2, (75)

al multiplicarse por me/me, se obtiene:

T = p2

2me

, (76)

con p = mev el momento del electrón. Ahora, como el electrón del átomo de hidrógeno se describe
en la aproximación electroestática con coordenadas independientes del tiempo y la energía potencial
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de Coulomb es conservativa, se concluye que el hamiltoniano es igual a la energía del sistema. Así,
al sustituirse las ecuaciones (76) y (74) en la ecuación (73), se obtiene:

H = p2

2me

− γ

r
, (77)

nótese que en el contexto de mecánica cuántica, el hamiltoniano es un operador Ĥ = H que actúa
sobre el espacio de Hilbert H = L2(R3), que es el conjunto de funciones de cuadrado integrable sobre
R3.

En este punto, destaca el artículo “Propiedades Fundamentales de Operadores Hamiltonianos del
Tipo Schrödinger” escrito por Tosio Kato en 1951, donde demuestra que para cualquier átomo,
el operador hamiltoniano de Schrödinger definido sobre un espacio de Hilbert H, es esencialmente
autoadjunto. Como resultado, el hamiltoniano del átomo de hidrógeno definido sobre el espacio de
Hilbert H = L2(R3) es esencialmente autoadjunto y por el teorema de descomposición espectral
existe una base ortonormal completa {|Ψnlm⟩} para H formada por eigenvectores de H con todos sus
eigenvalores reales. Más aún, del capítulo anterior se conoce la forma explícita de las eigenfunciones
Ψnlm(r, θ, φ) y sus eigenvalores En < 0. Así, el hamiltoniano del átomo de hidrógeno es esencialmente
autoadjunto y acotado si se restringe al espacio de Hilbert H = span({|Ψnlm⟩}). Todo esto se realizó
sin considerarse efectos relativistas, efectos magnéticos ni la emisión de radiación por el par protón-
electrón. [Kato, 1951]

Ahora, se recurre a mecánica clásica para definirse el vector de momento angular:

L ≡ r × p, (78)

este vector tiene una orientación que siempre es perpendicular al plano de la órbita elíptica y por lo
tanto se conserva. Nótese que en el contexto de mecánica cuántica, el vector momento angular es un
operador vectorial L̂ = L autoadjunto, que actúa sobre el espacio de Hilbert H = span({|Ψnlm⟩}),
por lo que también es hermitiano:

L†
i = (r × p)†

i = ϵijk(rjpk)† = ϵijkp
†
kr

†
j = ϵijkpkrj, (79)

nótese que en el contexto de mecánica cuántica, el vector posición y momento angular son operadores
vectoriales r̂ = r y p̂ = p autoadjuntos, que actúan sobre el espacio de Hilbert H = span({|Ψnlm⟩}),
por lo que también son hermitianos. Ahora, se sabe que el conmutador de ri con pj es:

[ri, pj] = ripj − pjri = iℏδij, (80)

3.1 Versiones Cuánticas del Hamiltoniano, Momento Angular y Vector de
Laplace-Runge-Lenz
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así, al utilizarse la ecuación (80) en la ecuación (79), se obtiene:

L†
i = ϵijk(rjpk − iℏδjk) = ϵijkrjpk − ϵikkiℏ = Li, (81)

también se utilizarán las siguientes relaciones de conmutación:

[Li, rl] = Lirl − rlLi = [ϵijkrjpk, rl] = ϵijk(rj[pk, rl] + [rj, rl]pk) = −ϵijkrj[rl, pk] =
− iℏϵijkrjδlk = −iℏϵijlrj = iℏϵiljrj,

(82)

[Li, pl] = Lipl − plLi = [ϵijkrjpk, pl] = ϵijk(rj[pk, pl] + [rj, pl]pk) = ϵijk[rj, pl]pk =
iℏϵijkpkδjl = iℏϵilkpk.

(83)

Ahora, se recurre a mecánica clásica para definirse el vector de Laplace-Runge-Lenz:

z ≡ p× L−meγr̂, (84)

este vector se estudió a través de la historia por Jakob Hermann, Johann Bernoulli, Pierre de Laplace,
William Hamilton, Carl Runge, Wilhelm Lenz entre otros, y aparece en el estudio de dos cuerpos
interactuando con una fuerza central de la forma 1 dividido por la distancia entre los cuerpos al
cuadrado. Sin embargo, es destacable el trabajo “Tratado de Mecánica Celeste” escrito por Pierre de
Laplace de 1798 a 1825, donde descubre este vector, demuestra que su orientación siempre es paralela
al semieje mayor de la órbita elíptica y, por lo tanto, se conserva, también muestra su relación con
el momento angular y la energía. Las aplicaciones de este vector son la descripción de la forma y
orientación de una órbita en problemas astronómicos del tipo Kepler. [Alemi, 2009]

Por otro lado, el vector de Laplace-Runge-Lenz, se puede estudiar con el Teorema de Noether,
el cual indica que una invariancia del Lagrangiano implica la conservación de una cantidad. Sin
embargo, las transformaciones generadas por las componentes del vector de Laplace-Runge-Lenz no
corresponden a una invariancia del Lagrangiano, sino a una invariancia de la integral de acción.
Esto se enfatiza por la aparición de la función de tipo gauge que representa un cambio del propio
lagrangiano conjugado con estas transformaciones. Además, el vector de Laplace-Runge-Lenz no está
restringido al potencial de Kepler, sino que existe en general para cualquier potencial esféricamente
simétrico y aparece naturalmente en un procedimiento variacional de la misma naturaleza que el que
produce las ecuaciones de Lagrange, desde esta perspectiva, no se trata de una simetría “oculta” o
“accidental”, como suele denominarse. [Struckmeier y Riedel, 2002]

3.1 Versiones Cuánticas del Hamiltoniano, Momento Angular y Vector de
Laplace-Runge-Lenz
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Nótese que en el contexto de mecánica cuántica, el vector de Laplace-Runge-Lenz debe ser un opera-
dor vectorial Ẑ = Z autoadjunto, que actúa sobre el espacio de Hilbert H = span({|Ψnlm⟩}), por lo
que también debe ser hermitiano. Claramente, el término “hermitiano” ni siquiera tiene sentido en la
definición del vector de Laplace-Runge-Lenz de mecánica clásica. Así, se permitirá la aplicación de
la operación † en la ecuación (84), en virtud de obtenerse una idea de cómo se construye un vector
de Laplace-Runge-Lenz hermitiano:

z† = (p× L)† −meγr̂
† = (p× L)† −meγr̂, (85)

el término que provoca la no hermicidad es p× L:

(p× L)†
i = ϵijk(pjLk)† = ϵijkL

†
kp

†
j = ϵijkLkpj, (86)

ahora, al utilizarse la ecuación (83) en la ecuación (86), se obtiene:

(p×L)†
i = ϵijk(iℏϵkjlpl + pjLk) = ϵijkpjLk − iℏϵkjiϵkjlpl = (p×L)i − 2iℏδilpl = (p×L)i − 2iℏpi, (87)

análogamente, se calcula p× L, el cual tampoco es hermitiano:

(L× p)†
i = ϵijk(Ljpk)† = ϵijkp

†
kL

†
j = ϵijkpkLj, (88)

ahora, al utilizarse la ecuación (83) en la ecuación (88), se obtiene:

(L× p)†
i = ϵijk(Ljpk − iℏϵjklpl) = ϵijkLjpk − iℏϵjkiϵjklpl = (L× p)i − 2iℏδilpl = (L× p)i − 2iℏpi, (89)

así, las ecuaciones (87) y (89) indican cómo se define un vector de Laplace-Runge-Lenz hermitiano:

Z ≡ 1
2(p× L− L× p) −meγr̂, (90)

el cual puede llamarse operador vectorial de Laplace-Runge-Lenz. Ahora, al utilizarse la antisimetría
del producto vectorial y la ecuación (83), se escribe a p× L en términos de L× p:

3.1 Versiones Cuánticas del Hamiltoniano, Momento Angular y Vector de
Laplace-Runge-Lenz

31



3 EL PROBLEMA DEL ÁTOMO DE HIDRÓGENO DESDE LA PERSPECTIVA MATEMÁTICA

(p× L)i = ϵijkpjLk = ϵijk(Lkpj − iℏϵkjlpl) = iℏϵkjiϵkjlpl − ϵikjLkpj = 2iℏδilpl − (L× p)i

= −(L× p)i + 2iℏpi,
(91)

al sumarse (p× L)i y restarse 2iℏpi, se obtiene:

(p× L)i − (L× p)i = 2(p× L)i − 2iℏpi = 2((p× L)i − iℏpi), (92)

así, al sustituirse la ecuación (92) en la ecuación (90), se obtiene otra forma del operador vectorial
de Laplace-Runge-Lenz:

Z = p× L− iℏp−meγr̂. (93)

[Escanes, 2017]

3.2. Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutación entre Ha-
miltoniano, Momento Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz

3.2.1. Conservación del Momento Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz

Se sabe que cada grupo deja invariante ciertas propiedades, así, al utilizarse el Teorema de
Ehrenfest se demostrará que los valores esperados de los operadores vectoriales momento angular y
Laplace-Runge-Lenz permanecen invariantes a través del tiempo. [Griffiths y Schroeter, 2018]

A partir de ahora y para hacer más sencilla la lectura, se dejará de anteponer la palabra “operador”
para referirse a algún observable físico. Así, se aplica el Teorema de Ehrenfest a una componente
arbitraria del momento angular:

∂

∂t
(⟨Ψ |Li | Ψ⟩) = 1

iℏ
⟨Ψ | [Li, H] | Ψ⟩ +

〈
Ψ
∣∣∣∣∣ ∂Li

∂t

∣∣∣∣∣Ψ
〉
, (94)

ahora, como el momento angular se conserva para cualquier campo central, incluido el de la ecuación
(3), la ecuación (94) se reduce a:

∂

∂t
(⟨Ψ |Li | Ψ⟩) = 1

iℏ
⟨Ψ | [Li, H] | Ψ⟩ , (95)

3.2 Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutación entre Hamiltoniano, Momento
Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz
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ahora, se utiliza la ecuación (77) para calcularse el conmutador de Li con H:

[Li, H] =
[
Li,

p2

2me

+ V (r)
]
= 1

2me

[Li, p
2] + [Li, V (r)], (96)

nótese que al aplicarse el Teorema de Eherenfest surgen varios conmutadores, como estos aparecerán
con mucha frecuencia más adelante, es importante que se calculen explícitamente. Primero se calcula
el conmutador de Li con p2:

[Li, p
2] = [Li, p

2
1 + p2

2 + p2
3] = [Li, p

2
1] + [Li, p

2
2] + [Li, p

2
3], (97)

así, se calcula el conmutador de Li con p2
l :

[Li, p
2
l ] = [Li, plpl] = [Li, pl]pl + pl[Li, pl], (98)

ahora, al sustituirse la ecuación (83) en la ecuación (98), se obtiene:

[Li, p
2
l ] = iℏϵilmpmpl + iℏϵilmplpm = 2iℏϵilmplpm, (99)

así, al sustituirse la ecuación (99) en la ecuación (97), se obtiene:

[Li, p
2] = 2iℏϵi1mp1pm + 2iℏϵi2mp2pm + 2iℏϵi3mp3pm = 2iℏ(ϵi1mp1pm + ϵi2mp2pm

+ ϵi3mp3pm) = 2iℏ(ϵi12p1p2 + ϵi13p1p3 + ϵi21p2p1 + ϵi23p2p3 + ϵi31p3p1 + ϵi32p3p2)
= 2iℏ(ϵi12p1p2 − ϵi12p1p2 + ϵi13p1p3 − ϵi13p1p3 + ϵi23p2p3 − ϵi23p2p3) = 0.

(100)

Por otro lado, se calcula el conmutador de Li con V (r):

[Li, V (r)] = ϵijk[rjpk, V (r)] = ϵijkrj[pk, V (r)] + ϵijk[rj, V (r)]pk = ϵijkrj[pk, V (r)], (101)

ahora, se calcula el conmutador de pk con V (r):

3.2 Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutación entre Hamiltoniano, Momento
Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz
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[pk, V (r)]Ψ = (pkV (r) − V (r)pk)Ψ = pkV (r)ψ − V (r)pkΨ = −iℏ ∂
∂k

(V (r)Ψ) + iℏV (r)∂Ψ
∂k

= −iℏ∂V
∂rk

Ψ − iℏV (r)∂Ψ
∂rk

+ iℏV (r)∂Ψ
∂rk

= −iℏ ∂

∂rk

(V (r(rk)))Ψ = −iℏ ∂r
∂rk

∂V

∂r
Ψ,

(102)

como |r|n = rn = (rkrk)n/2, se tiene que:

∂

∂rk

(rn) = ∂

∂rk

((rkrk)n
2 ) = n

2 (rkrk)
n−2

2 2rk = nrn−2rk, (103)

ahora, al sustituirse la ecuación (103) en la ecuación (102), se obtiene:

[pk, V (r)] = −iℏ
r

∂V

∂r
rk, (104)

así, al sustituirse la ecuación (104) en la ecuación (101), se obtiene:

[Li, V (r)] = −iℏ
r

∂V

∂r
ϵijkrjrk = −iℏ

r

∂V

∂r
(ϵi1kr1rk + ϵi2kr2rk + ϵi3kr3rk) = −iℏ

r

∂V

∂r
(ϵi12r1r2

+ ϵi13r1r3 + ϵi21r2r1 + ϵi23r2r3 + ϵi31r3r1 + ϵi32r3r2) = −iℏ
r

∂V

∂r
(ϵi12r1r2 − ϵi12r1r2 + ϵi13r1r3

− ϵi13r1r3 + ϵi23r2r3 − ϵi23r2r3) = 0,

(105)

ahora, al sustituirse las ecuaciones (105) y (100) en la ecuación (96), se obtiene:

[Li, H] = 0, (106)

es decir, el valor esperado del momento angular permanece invariante a través del tiempo.

Ahora, se aplica el Teorema de Ehrenfest a una componente arbitraria del vector de Laplace-Runge
Lenz:

∂

∂t
(⟨Ψ |Zi | Ψ⟩) = 1

iℏ
⟨Ψ | [Zi, H] | Ψ⟩ +

〈
Ψ
∣∣∣∣∣ ∂Zi

∂t

∣∣∣∣∣Ψ
〉
, (107)

3.2 Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutación entre Hamiltoniano, Momento
Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz
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así, como el vector de Laplace-Runge-Lenz se conserva para cualquier campo central, incluido el de
la ecuación (3), la ecuación (107) se reduce a:

∂

∂t
(⟨Ψ |Zi | Ψ⟩) = 1

iℏ
⟨Ψ | [Zi, H] | Ψ⟩ , (108)

ahora, se utiliza la ecuación (93) para calcularse el conmutador de Zi con H:

[Zi, H] =
[
(p× L)i − iℏ(p)i −meγ

(
r

r

)
i

, H

]
=
[
ϵijkpjLk − iℏpi −meγ

ri

r
,H

]

= ϵijk[pjLk, H] − iℏ[pi, H] −meγ

[
ri

r
,H

]
= ϵijk(pj[Lk, H] + [pj, H]Lk)

− iℏ
[
pi,

p2

2me

+ V (r)
]
−meγ

[
ri

r
,
p2

2me

+ V (r)
]
,

(109)

así, al sustituirse la ecuación (106) en la ecuación (109), se obtiene:

[Zi, H] = ϵijk[pj, H]Lk − iℏ
(

1
2me

[pi, p
2] + [pi, V (r)]

)
−meγ

(
1

2me

[
ri

r
, p2

]
+
[
ri

r
, V (r)

])
, (110)

nótese que al aplicarse el Teorema de Eherenfest surgen varios conmutadores, como estos aparecerán
con mucha frecuencia más adelante, es importante que se calculen explícitamente. Primero se calcula
el conmutador de pi con p2:

[pi, p
2] = [pi, p

2
1 + p2

2 + p2
3] = [pi, p

2
1] + [pi, p

2
2] + [pi, p

2
3] = [pi, p1]p1 + p1[pi, p1] + [pi, p2]p2

+ p2[pi, p2] + [pi, p3]p3 + p3[pi, p3] = 0,
(111)

ahora, al sustituirse la ecuación (111) en la ecuación (110), se obtiene:

[Zi, H] = ϵijk

[
pj,

p2

2me

+ V (r)
]
Lk − iℏ[pi, V (r)] −meγ

(
1

2me

[
ri

r
, p2

]
+
[
ri

r
, V (r)

])
. (112)

Por otro lado, se calcula el conmutador de ri/r con V (r):

3.2 Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutación entre Hamiltoniano, Momento
Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz
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[
ri

r
, V (r)

]
=
[
ri

1
r
,−γ

r

]
= −γ

(
ri

[
1
r
,
1
r

]
+
[
ri,

1
r

]
ri

)
= 0, (113)

ahora, al sustituirse la ecuación (113) en la ecuación (112), se obtiene:

[Zi, H] = ϵijk

(
1

2me

[pj, p
2] + [pj, V (r)]

)
Lk − iℏ[pi, V (r)] − γ

2

[
ri

r
, p2

]
, (114)

así, al sustituirse la ecuación (111) en la ecuación (114), se obtiene:

[Zi, H] = ϵijk[pj, V (r)]Lk − iℏ[pi, V (r)] − γ

2

[
ri

r
, p2

]
, (115)

ahora, al sustituirse la ecuación (104) en la ecuación (115), se obtiene:

[Zi, H] = −iℏ
r

∂V

∂r
ϵijkrjLk − ℏ2

r

∂V

∂r
ri − γ

2

[
ri

r
, p2

]
= iℏγ

r

∂

∂r

(
1
r

)
ϵijkrjLk + ℏ2γ

r

∂

∂r

(
1
r

)
ri

− γ

2

[
ri

r
, p2

]
= −iℏγ

r3 ϵijkrjLk − ℏ2γ

r3 ri − γ

2

[
ri

r
, plpl

]
= −iℏγ

r3 ϵijkrjLk − ℏ2γ

r3 ri

− γ

2

([
ri

r
, pl

]
pl + pl

[
ri

r
, pl

])
.

(116)

Por otro lado, se analiza el término ϵijkrjLk:

ϵijkrjLk = ϵijkrjϵknmrnpm = ϵijkϵnmkrjrnpm = (δinδjm − δimδjn)rjrnpm = δinδjmrjrnpm

− δimδjnrjrnpm = rjripj − rjrjpmδim = rjripj − r2pjδij = (rirj − r2δij)pj,
(117)

ahora, al sustituirse la ecuación (117) en la ecuación (116), se obtiene:

[Zi, H] = −iℏγ
(
rirj

r3 − δij

r

)
pj − ℏ2γ

ri

r3 − γ

2

([
ri

r
, pl

]
pl + pl

[
ri

r
, pl

])
. (118)

Por otro lado, se calcula el conmutador de ri/r con pl:

3.2 Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutación entre Hamiltoniano, Momento
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[
ri

r
, pl

]
Ψ =

(
ri

r
pl − pl

ri

r

)
Ψ = ri

r
plΨ − pl

ri

r
Ψ = −iℏri

r

∂Ψ
∂rl

+ iℏ
∂

∂rl

(
ri

r
Ψ
)

= −iℏri

r

∂Ψ
∂rl

+ iℏ
(
∂

∂rl

(
ri

r

)
Ψ + ri

r

∂Ψ
∂rl

)
= iℏ

∂

∂rl

(
ri

r

)
Ψ = iℏ

(
∂ri

∂rl

1
r

+ ri
∂

∂rl

(
1
r

))
Ψ

= iℏ
(
δil

r
+ ri

∂

∂r

(
1
r

)
∂r

∂rl

)
Ψ,

(119)

así, al sustituirse la ecuación (103) en la ecuación (119), se obtiene:

[
ri

r
, pl

]
= iℏ

(
δil

r
− ri

1
r2
rl

r

)
= iℏ

(
δil

r
− rirl

r3

)
, (120)

ahora, al sustituirse la ecuación (120) en la ecuación (118), se obtiene:

[Zi, H] = −iℏγ
(
rirj

r3 − δij

r

)
pj − ℏ2γ

ri

r3 − iℏγ
2

((
δil

r
− rirl

r3

)
pl + pl

(
δil

r
− rirl

r3

))

= −ℏ2γ
ri

r3 + iℏγ
(
δij

r
− rirj

r3

)
pj − iℏγ

2

(
δil

r
− rirl

r3

)
pl − iℏγ

2 pl

(
δil

r
− rirl

r3

)

= −ℏ2γ
ri

r3 + iℏγ
2

(
δil

r
− rirl

r3

)
pl − iℏγ

2 pl

(
δil

r
− rirl

r3

)
= −ℏ2γ

ri

r3 + iℏγ
2

[
δil

r
− rirl

r3 , pl

]
.

(121)

Por otro lado, se calcula el conmutador de δil/r − rirl/r
3 con pl:

[
δil

r
− rirl

r3 , pl

]
Ψ =

((
δil

r
− rirl

r3

)
pl − pl

(
δil

r
− rirl

r3

))
Ψ = −iℏ

(
δil

r
− rirl

r3

)
∂Ψ
∂rl

+ iℏ
∂

∂rl

((
δil

r
− rirl

r3

)
Ψ
)

= −iℏ
(
δil

r
− rirl

r3

)
∂Ψ
∂rl

+ iℏ
∂

∂rl

(
δil

r
− rirl

r3

)
Ψ

+ iℏ
(
δil

r
− rirl

r3

)
∂Ψ
∂rl

= iℏ
∂

∂rl

(
δil

r
− rirl

r3

)
Ψ = iℏ

(
∂

∂rl

(
δil

r

)
− ∂

∂rl

(
rirl

r3

))
Ψ

= iℏ
(
δil

∂

∂rl

(
1
r

)
− ∂

∂rl

(rirl)
1
r3 − rirl

∂

∂rl

(
1
r3

))
Ψ,

(122)

ahora, al sustituirse la ecuación (103) en la ecuación (122), se obtiene:
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[
δil

r
− rirl

r3 , pl

]
= iℏ

(
−δil

rl

r3 −
(
∂ri

∂rl

rl + ri
∂rl

∂rl

)
1
r3 + 3rirlrl

r5

)
= iℏ

(
− ri

r3 − (δilrl + 3ri)
1
r3

+ 3rir
2

r5

)
= iℏ

(
− ri

r3 − 4 ri

r3 + 3 ri

r3

)
= −2iℏ ri

r3 ,

(123)

así, al sustituirse la ecuación (123) en la ecuación (121), se obtiene:

[Zi, H] = −ℏ2γ
ri

r3 + ℏ2γ
ri

r3 = 0, (124)

es decir, el valor esperado del vector de Laplace-Runge-Lenz permanece invariante a través del tiempo.

3.2.2. Relaciones de Conmutación entre Momento Angular y Vector de Laplace-Runge-
Lenz

Se sabe que las relaciones de conmutación del hamiltoniano con el momento angular y el vector
de Laplace-Runge-Lenz se reducen a leyes de conservación. Sin embargo, no se tiene información
sobre las relaciones de conmutación entre el momento angular y el vector de Laplace-Runge-Lenz.

Así, se procede a calcularse el conmutador de Li con Lj:

[Li, Lj] = ϵiksϵjqt[rkps, rqpt] = ϵiksϵjqt(rk[ps, rqpt] + [rk, rqpt]ps) = ϵiksϵjqt(rk([ps, rq]pt

+ rq[ps, pt]) + ([rk, rq]pt + rq[rk, pt])ps) = ϵiksϵjqt(rk[ps, rq]pt + rq[rk, pt]ps) = ϵiksϵjqt

(−iℏδsqrkpt + iℏδktrqps) = iℏ(ϵiksϵjqtδktrqps − ϵiksϵjqtδsqrkpt) = iℏ(ϵiksϵjqkrqps

− ϵiksϵjstrkpt) = iℏ(ϵiksϵjtsrkpt − ϵiskϵjqkrqps) = iℏ((δijδkt − δitδkj)rkpt − (δijδsq

− δiqδsj)rqps) = iℏ(δijrkpk − rjpi − δijrsps + ripj) = iℏ(ripj − rjpi) = iℏ(δinδjm

− δimδjn)rnpm = iℏϵijkϵnmkrnpm = iℏϵijkϵknmrnpm = iℏϵijkLk.

(125)

Ahora, se procede a calcularse el conmutador de Li con Zj:

[Li, Zj] =
[
Li,

1
2((p× L)j − (L× p)j) −meγ

(
r

r

)
j

]
=
[
Li,

1
2ϵjkspkLs − 1

2ϵjksLkps −meγ
rj

r

]

= 1
2ϵjks[Li, pkLs] − 1

2ϵjks[Li, Lkps] −meγ

[
Li,

rj

r

]
= 1

2ϵjks([Li, pk]Ls + pk[Li, Ls])

− 1
2ϵjks([Li, Lk]ps + Lk[Li, ps]) −meγ

(
[Li, rj]

1
r

+ rj

[
Li,

1
r

])
,

(126)
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aquí se ha usado la definición del vector de Laplace-Runge-Lenz de la ecuación (90), así, al sustituirse
las ecuaciones (83), (125) y (82) en la ecuación (126), se obtiene:

[Li, Zj] = 1
2iℏϵjks(ϵikmpmLs + ϵisnpkLn − ϵikqLqps − ϵistLkpt)−meγ

(
iℏϵiju

ru

r
− 1
γ
rj[Li, V (r)]

)
, (127)

ahora, al sustituirse la ecuación (105) en la ecuación (127), se obtiene:

[Li, Zj] = 1
2iℏ(ϵjskϵimkpmLs − ϵjksϵinspkLn + ϵjksϵitsLkpt − ϵjskϵiqkLqps) − iℏmeγϵiju

ru

r

= 1
2iℏ((δjiδsm − δjmδsi)pmLs − (δjiδkn − δjnδki)pkLn + (δjiδkt − δjtδki)Lkpt − (δjiδsq − δjqδsi)

Lqps) − iℏmeγϵiju
ru

r
= 1

2iℏ(δjipsLs − pjLi − δjipnLn + piLj + δjiLtpt − Lipj − δjiLsps

+ Ljpi) − iℏmeγϵiju
ru

r
= 1

2iℏ((piLj − pjLi) − (Lipj − Ljpi)) − iℏmeγϵiju
ru

r
= 1

2iℏ((δiaδjb

− δibδja)paLb − (δiaδjb − δibδja)Lapb) − iℏmeγϵiju
ru

r
= 1

2iℏ(ϵijuϵabupaLb − ϵijuϵabuLapb)

− iℏmeγϵiju
ru

r
= iℏϵiju

(
1
2(ϵuabpaLb − ϵuabLapb) −meγ

ru

r

)
= iℏϵiju

(
1
2((p× L)u − (L× p)u)

−meγ

(
r

r

)
u

)
= iℏϵijuZu.

(128)

Ahora, se procede a calcularse el conmutador de Zi con Zj:

[Zi, Zj] =
[

1
2((p× L)i − (L× p)i) −meγ

(
r

r

)
i

,
1
2((p× L)j − (L× p)j) −meγ

(
r

r

)
j

]

=
[

1
2ϵikspkLs − 1

2ϵiksLkps −meγ
ri

r
,
1
2ϵjqtpqLt − 1

2ϵjqtLqpt −meγ
rj

r

]

= 1
4ϵiksϵjqt([pkLs, pqLt] − [pkLs, Lqpt] − [Lkps, pqLt] + [Lkps, Lqpt])

+ 1
2meγ

(
ϵiks

([
Lkps,

rj

r

]
−
[
pkLs,

rj

r

])
+ϵjqt

([
ri

r
, Lqpt

]
−
[
ri

r
, pqLt

]))
+m2

eγ
2
[
ri

r
,
rj

r

]
,

(129)

nótese que se utiliza la definición del vector de Laplace-Runge-Lenz de la ecuación (90). Así, primero
se calcula el conmutador de pkLs con pqLt:
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[pkLs, pqLt] = pk[Ls, pqLt] + [pk, pqLt]Ls = pk([Ls, pq]Lt + pq[Ls, Lt]) + ([pk, pq]Lt

+ pq[pk, Lt])Ls,
(130)

ahora, al sustituirse las ecuaciones (83) y (125) en la ecuación (130), se obtiene:

[pkLs, pqLt] = iℏ(ϵsqmpkpmLt + ϵstnpkpqLn − ϵtkvpqpvLs). (131)

Por otro lado, se calcula el conmutador de pkLs con Lqpt:

[pkLs, Lqpt] = pk[Ls, Lqpt] + [pk, Lqpt]Ls = pk([Ls, Lq]pt + Lq[Ls, pt]) + ([pk, Lq]pt

+ Lq[pk, pt])Ls,
(132)

así, al sustituirse las ecuaciones (83) y (125) en la ecuación (132), se obtiene:

[pkLs, Lqpt] = iℏ(ϵsqmpkLmpt + ϵstnpkLqpn − ϵqkupuptLs). (133)

Por otro lado, se calcula el conmutador de Lkps con pqLt:

[Lkps, pqLt] = Lk[ps, pqLt] + [Lk, pqLt]ps = Lk([ps, pq]Lt + pq[ps, Lt]) + ([Lk, pq]Lt

+ pq[Lk, Lt])ps,
(134)

así, al sustituirse las ecuaciones (83) y (125) en la ecuación (134), se obtiene:

[Lkps, pqLt] = iℏ(ϵkqupuLtps + ϵktvpqLvps − ϵtsmLkpqpm). (135)

Por otro lado, se calcula el conmutador de Lkps con Lqpt:
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[Lkps, Lqpt] = Lk[ps, Lqpt] + [Lk, Lqpt]ps = Lk([ps, Lq]pt + Lq[ps, pt]) + ([Lk, Lq]pt

+ Lq[Lk, pt])ps,
(136)

así, al sustituirse las ecuaciones (83) y (125) en la ecuación (136), se obtiene:

[Lkps, Lqpt] = iℏ(ϵkquLuptps + ϵktvLqpvps − ϵqsmLkpmpt). (137)

Por otro lado, se calcula el conmutador de Lkps con rj/r:

[
Lkps,

rj

r

]
= Lk

[
ps,

rj

r

]
+
[
Lk,

rj

r

]
ps, (138)

así, al sustituirse la ecuación (120) en la ecuación (138), se obtiene:

[
Lkps,

rj

r

]
= iℏLk

(
rjrs

r3 − δjs

r

)
+
(

[Lk, rj]
1
r

− 1
γ
rj[Lk, V (r)]

)
ps, (139)

así, al sustituirse las ecuaciones (82) y (105) en la ecuación (139), se obtiene:

[
Lkps,

rj

r

]
= iℏ

(
Lk

(
rjrs

r3 − δjs

r

)
+ϵkjm

rm

r
ps

)
. (140)

Por otro lado, se calcula el conmutador de pkLs con rj/r:

[
pkLs,

rj

r

]
= pk

[
Ls,

rj

r

]
+
[
pk,

rj

r

]
Ls, (141)

así, al sustituirse la ecuación (120) en la ecuación (141), se obtiene:
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[
pkLs,

rj

r

]
= iℏ

(
rjrk

r3 − δjk

r

)
Ls + pk

(
[Ls, rj]

1
r

− 1
γ
rj[Ls, V (r)]

)
, (142)

así, al sustituirse las ecuaciones (82) y (105) en la ecuación (142), se obtiene:

[
pkLs,

rj

r

]
= iℏ

((
rjrk

r3 − δjk

r

)
Ls + ϵsjmpk

rm

r

)
. (143)

Por otro lado, se calcula el conmutador de ri/r con Lqpt:

[
ri

r
, Lqpt

]
=
[
ri

r
, Lq

]
pt + Lq

[
ri

r
, pt

]
, (144)

así, al sustituirse la ecuación (120) en la ecuación (144), se obtiene:

[
ri

r
, Lqpt

]
= −iℏLq

(
rirt

r3 − δit

r

)
+
(

[ri, Lq]
1
r

− 1
γ
ri[V (r), Lq]

)
, (145)

así, al sustituirse las ecuaciones (82) y (105) en la ecuación (145), se obtiene:

[
ri

r
, Lqpt

]
= iℏ

(
−Lq

(
rirt

r3 − δit

r

)
−ϵqim

rm

r
pt

)
. (146)

Por otro lado, se calcula el conmutador de ri/r con pqLt:

[
ri

r
, pqLt

]
=
[
ri

r
, pq

]
Lt + pq

[
ri

r
, Lt

]
, (147)

así, al sustituirse la ecuación (120) en la ecuación (147), se obtiene:
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[
ri

r
, pqLt

]
= −iℏ

(
rirq

r3 − δiq

r

)
Lt + pq

(
[ri, Lt]

1
r

− 1
γ
ri[V (r), Lt]

)
, (148)

así, al sustituirse las ecuaciones (82) y (105) en la ecuación (148), se obtiene:

[
ri

r
, pqLt

]
= iℏ

(
−
(
rirq

r3 − δiq

r

)
Lt − ϵtimpq

rm

r

)
. (149)

Por otro lado, se calcula el conmutador de ri/r con rj/r:

[
ri

r
,
rj

r

]
= ri

[
1
r
,
rj

r

]
+
[
ri,
rj

r

]
1
r

= ri

([
1
r
, rj

]
1
r

+ rj

[
1
r
,
1
r

])
+
(

[ri, rj]
1
r

+ rj

[
ri,

1
r

])
1
r

= 0, (150)

así, al sustituirse las ecuaciones (131), (133), (135), (137), (140), (143), (146), (149) y (150) en la
ecuación (129), se obtiene:

[Zi, Zj] = iℏ
4 ϵiksϵjqt(ϵsqmpkpmLt + ϵstnpkpqLn − ϵtkvpqpvLs − ϵsqmpkLmpt − ϵstnpkLqpn

+ ϵqkupuptLs − ϵkqupuLtps − ϵktvpqLvps + ϵtsmLkpqpm + ϵkquLuptps + ϵktvLqpvps

− ϵqsmLkpmpt) + iℏ
2 meγ

(
ϵiks

(
Lk

(
rjrs

r3 − δjs

r

)
+ϵkjm

rm

r
ps −

(
rjrk

r3 − δjk

r

)
Ls − ϵsjmpk

rm

r

)

+ ϵjqt

(
−Lq

(
rirt

r3 − δit

r

)
−ϵqim

rm

r
pt +

(
rirq

r3 − δiq

r

)
Lt + ϵtimpq

rm

r

))
= iℏ

2

(
1
2A+meγB

)
,

(151)

ahora, es importante que se analice el término A de la ecuación (151):
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A = ϵiksϵjqt(ϵsqmpkpmLt + ϵstnpkpqLn − ϵtkvpqpvLs − ϵsqmpkLmpt − ϵstnpkLqpn + ϵqkupuptLs

− ϵkqupuLtps − ϵktvpqLvps + ϵtsmLkpqpm + ϵkquLuptps + ϵktvLqpvps − ϵqsmLkpmpt)
= ϵiks(ϵqjtϵqsmpkpmLt − ϵtjqϵtsnpkpqLn − ϵtjqϵtkvpqpvLs − ϵqjtϵqsmpkLmpt + ϵtjqϵtsnpkLqpn

− ϵqjtϵqkupuptLs − ϵqjtϵqkupuLtps + ϵtjqϵtkvpqLvps + ϵtjqϵtsmLkpqpm + ϵqjtϵqkuLuptps

− ϵtjqϵtkvLqpvps + ϵqjtϵqsmLkpmpt) = ϵiks((δjsδtm − δjmδts)pkpmLt − (δjsδqn − δjnδqs)pkpqLn

− (δjkδqv − δjvδqk)pqpvLs − (δjsδtm − δjmδts)pkLmpt + (δjsδqn − δjnδqs)pkLqpn

− (δjkδtu − δjuδtk)puptLs − (δjkδtu − δjuδtk)puLtps + (δjkδqv − δjvδqk)pqLvps

+ (δjsδqm − δjmδqs)Lkpqpm + (δjkδtu − δjuδtk)Luptps − (δjkδqv − δjvδqk)Lqpvps

+ (δjsδtm − δjmδts)Lkpmpt) = ϵiks((δjspkptLt − pkpjLs) − (δjspkpnLn − pkpsLj)
− (δjkpvpvLs − pkpjLs) − (δjspkLtpt − pkLjps) + (δjspkLnpn − pkLspj)
− (δjkptptLs − pjpkLs) − (δjkptLtps − pjLkps) + (δjkpvLvps − pkLjps)
+ (δjsLkpmpm − Lkpspj) + (δjkLtptps − Ljpkps) − (δjkLvpvps − Lkpjps)

+ (δjsLkptpt − Lkpjps)),

(152)

así, al cancelarse los términos iguales, se obtiene:

A = ϵiks(−δjkp
2Ls − δjkp

2Ls + δjsLkp
2 + δjsLkp

2 + pkpsLj + pkpjLs − pkLspj + pjLkps

− Lkpjps − Ljpkps) = ϵiks(2p2(δjsLk − δjkLs) + pk(psLj + [pj, Ls]) + ([pj, Lk] − Ljpk)ps),
(153)

ahora, al sustituirse la ecuación (83) en la ecuación (153), se obtiene:

A = ϵiks(2p2(δjsLk − δjkLs) + pk(psLj − iℏϵsjmpm) + (−iℏϵkjnpn − Ljpk)ps) = ϵiks(2p2

(δjsLk − δjkLs) − iℏ(ϵsjmpkpm + ϵkjnpnps) + [pkps, Lj]) = 2p2(ϵikjLk − ϵijsLs)
− iℏ(ϵsikϵsjmpkpm − ϵkisϵkjnpnps) + ϵiks(pk[ps, Lj] + [pk, Lj]ps),

(154)

así, al sustituirse la ecuación (83) en la ecuación (154), se obtiene:

A = −4p2ϵijkLk − iℏ((δijδkm − δimδkj)pkpm − (δijδsn − δinδsj)pnps) − iℏϵiks(ϵjsupkpu

+ ϵjkvpvps) = −4p2ϵijkLk − iℏ(δijpmpm − pjpi − δijpsps + pipj) − iℏ(ϵkisϵkjvpvps

− ϵsikϵsjupkpu) = −4p2ϵijkLk − iℏ((δijδsv − δivδsj)pvps − (δijδku − δiuδkj)pkpu)
= −4p2ϵijkLk − iℏ(δijpsps − pipj − δijpupu + pjpi) = −4p2ϵijkLk,

(155)
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ahora, es importante que se analice el término B de la ecuación (151):

B = ϵiks

(
Lk

(
rjrs

r3 − δjs

r

)
+ϵkjm

rm

r
ps −

(
rjrk

r3 − δjk

r

)
Ls − ϵsjmpk

rm

r

)

+ ϵjqt

(
−Lq

(
rirt

r3 − δit

r

)
−ϵqim

rm

r
pt +

(
rirq

r3 − δiq

r

)
Lt + ϵtimpq

rm

r

)

= ϵiksLkrs
rj

r3 + ϵkij
Lk

r
− ϵkisϵkjm

rm

r
ps − rj

r3 ϵiksrkLs − ϵjis
Ls

r
+ ϵkisϵjmspk

rm

r

− ϵjqtLqrt
ri

r3 − ϵqji
Lq

r
+ ϵqjtϵqim

rm

r
pt + ri

r3 ϵjqtrqLt + ϵijt
Lt

r
− ϵqjtϵimtpq

rm

r

= 4ϵijk
Lk

r
+ ϵiksLkrs

rj

r3 − (δijδsm − δimδsj)
rm

r
ps − rj

r3 ϵiksrkLs + (δkjδim − δkmδij)pk
rm

r

− ϵjqtLqrt
ri

r3 + (δjiδtm − δjmδti)
rm

r
pt + ri

r3 ϵjqtrqLt − (δqiδjm − δqmδji)pq
rm

r

= 4ϵijk
Lk

r
+ ϵiksLkrs

rj

r3 −
(
δij
rs

r
ps − ri

r
pj

)
−rj

r3 ϵiksrkLs +
(
pj
ri

r
− δijpk

rk

r

)

− ϵjqtLqrt
ri

r3 +
(
δji
rt

r
pt − rj

r
pi

)
+ ri

r3 ϵjqtrqLt −
(
pi
rj

r
− δjipm

rm

r

)
,

(156)

así, al cancelarse los términos iguales, se obtiene:

B = 4ϵijk
Lk

r
+ ri

r
pj + pj

ri

r
− rj

r
pi − pi

rj

r
+ (ϵiksLkrsrj − ϵjqtLqrtri)

1
r3

+ 1
r3 (riϵjqtrqLt − rjϵiksrkLs).

(157)

Por un lado, se analiza el término ϵijkLjrk:

ϵijkLjrk = ϵijkϵjnmrnpmrk = −ϵjikϵjnmrnpmrk = −(δinδkm − δimδkn)rnpmrk

= −(ripkrk − rkpirk),
(158)

así, al sustituirse las ecuaciones (158) y (117) en la ecuación (157), se obtiene:

B = 4ϵijk
Lk

r
+ ri

r
pj + pj

ri

r
− rj

r
pi − pi

rj

r
+ ((rjptrt − rtpjrt)ri − (ripsrs − rspirs)rj)

1
r3

+ 1
r3 (ri(rjrqpq − r2pj) − rj(rirkpk − r2pi)) = 4ϵijk

Lk

r
+ ri

r
pj + pj

ri

r
− rj

r
pi − pi

rj

r

+ (rjptrtri − rtpjrtri − ripsrsrj + rspirsrj)
1
r3 + 1

r3 (rirjrqpq − rir
2pj − rjrirkpk + rjr

2pi),

(159)
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ahora, al cancelarse los términos iguales, se obtiene:

B = 4ϵijk
Lk

r
+ ri

r
pj + pj

ri

r
− rj

r
pi − pi

rj

r
+ (rjptrtri − ripsrsrj)

1
r3

+ (rspirsrj − rtpjrtri)
1
r3 + 1

r
(rjpi − ripj).

(160)

Por un lado, se analiza el término rjptrtri − ripsrsrj:

rjptrtri − ripsrsrj = rjptrirt − riptrjrt = (rjptri − riptrj)rt. (161)

Por otro lado, se analiza el término rjptri − riptrj:

(rjptri − riptrj)Ψ = −iℏ
(
rj

∂

∂rt

(riΨ) − ri
∂

∂rt

(rjΨ)
)

= −iℏ
(
rj

(
∂ri

∂rt

Ψ + ri
∂Ψ
∂rt

)

− ri

(
∂rj

∂rt

Ψ + rj
∂Ψ
∂rt

))
= −iℏ(rjδit − riδjt)Ψ,

(162)

así, al sustituirse la ecuación (162) en la ecuación (161), se obtiene:

rjptrtri − ripsrsrj = −iℏ(rjδit − riδjt)rt = −iℏ(rjri − rirj) = 0, (163)

ahora, al sustituirse la ecuación (163) en la ecuación (160), se obtiene:

B = 4ϵijk
Lk

r
+ ri

r
pj + pj

ri

r
− rj

r
pi − pi

rj

r
+ (rspirsrj − rtpjrtri)

1
r3 + 1

r
(rjpi − ripj). (164)

Por un lado, se analiza el término rspirsrj − rtpjrtri:

rspirsrj − rtpjrtri = rtpirjrt − rtpjrirt = rt(pirj − pjri)rt. (165)
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Por otro lado, se calcula el conmutador de rt con (pirj − pjri)rt:

[rt, (pirj − pjri)rt] = [rt, (pirj)rt] − [rt, (pjri)rt] = [rt, pirj]rt + pirj[rt, rt] − [rt, pjri]rt

− pjri[rt, rt] = ([rt, pirj] − [rt, pjri])rt.
(166)

Por un lado, se calcula el conmutador de ri con plrm:

[ri, plrm] = [ri, pl]rm + pl[ri, rm] = iℏδilrm, (167)

así, al sustituirse la ecuación (167) en la ecuación (166), se obtiene:

[rt, (pirj − pjri)rt] = iℏ(δtirj − δtjri)rt = iℏ(rjri − rirj)rt = 0, (168)

ahora, al utilizarse la ecuación (168) en la ecuación (165), se obtiene:

rspirsrj − rtpjrtri = (pirj − pjri)rtrt = (pirj − pjri)r2, (169)

así, al sustituirse la ecuación (169) en la ecuación (164), se obtiene:

B = 4ϵijk
Lk

r
+ ri

r
pj + pj

ri

r
− rj

r
pi − pi

rj

r
+ (pirj − pjri)

1
r

+ 1
r

(rjpi − ripj)

= 4ϵijk
Lk

r
+ ri

r
pj + pj

ri

r
− rj

r
pi − pi

rj

r
+ pi

rj

r
− pj

ri

r
+ rj

r
pi − ri

r
pj = 4ϵijk

Lk

r
,

(170)

ahora, al sustituirse las ecuaciones (155) y (170) en la ecuación (151), se obtiene:

[Zi, Zj] = iℏ
2

(
1
2(−4p2ϵijkLk) +meγ(4ϵijk

Lk

r
)
)

= −iℏ
(

2me
p2

2me

ϵijkLk − 2me
γ

r
ϵijkLk

)

= −2iℏme

(
p2

2me

− γ

r

)
ϵijkLk = −2iℏmeHϵijkLk.

(171)
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También es importante que se calcule el término Z · L:

Z · L = (p× L− iℏp−meγr̂) · L = (p× L) · L− iℏp · L−me
γ

r
r · L, (172)

nótese que se utiliza la definición del vector de Laplace-Runge-Lenz de la ecuación (93), así, primero
se analiza el término (p× L) · L:

(p× L) · L = (p× L)iLi = ϵijkpjLkLi = pjϵjkiLkLi = pi(L× L)i. (173)

Por otro lado, se utiliza la ecuación (196) para analizarse el término (L× L)i:

(L× L)i = ϵijkLjLk = ϵijk(LkLj + iℏϵjklLl) = −ϵikjLkLj + iℏϵijkϵljkLl = −ϵikjLkLj

+ 2iℏδilLl = −(L× L)i + 2iℏLi,
(174)

ahora, al utilizarse la ecuación (174) en la ecuación (173), se obtiene:

(p× L) · L = iℏpiLi = iℏp · L. (175)

Por un lado, se utiliza la ecuación (80) para analizarse el término p · L:

p · L = pi(r × p)i = piϵijkrjpk = ϵkijpirjpk = ϵkij(rjpi − iℏδji)pk = (−ϵkjirjpi − iℏϵkjj)pk

= −ϵkjirjpipk = −(r × p)ipi = −L · p = −rjϵjikpipk = −ri(p× p)i.
(176)

Por otro lado, se analiza el término (p× p)i:

(p× p)i = ϵijkpjpk = ϵijk([pj, pk] + pkpj) = −ϵikjpkpj = −(p× p)i, (177)
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ahora, al utilizarse la ecuación (177) en la ecuación (176), se obtiene:

p · L = L · p = 0, (178)

así, al sustituirse la ecuación (178) en la ecuación (175), se obtiene:

(p× L) · L = 0, (179)

ahora, al utilizarse la octava igualdad de la ecuación (176), las ecuaciones (174), (83), (178) y (179)
en la ecuación (175), se obtiene:

(p× L) · L = −iℏL · p = −iℏLipi = −(L× L)ipi = −ϵijkLjLkpi = −LjϵjkiLkpi

= −Ljϵjki(piLk + iℏϵkilpl) = LjϵjikpiLk − 2iℏδjlLjpl = Li(p× L)i − 2iℏL · p
= L · (p× L) = 0.

(180)

Por un lado, se analiza el término r · L:

r · L = ri(r × p)i = riϵijkrjpk = riϵijk(pkrj + iℏδjk) = ri(−ϵikjpkrj + iℏϵikk) = −ϵjikripkrj

− (r × p)iri = −L · r = −riϵikjpkrj = −riϵikj(rjpk − iℏδjk) = −ri(−ϵijkrjpk − iℏϵikk)
= ϵkijrirjpk = (r × r)ipi.

(181)

Por otro lado, se analiza el término (r × r)i:

(r × r)i = ϵijkrjrk = ϵijk([rj, rk] + rkrj) = −ϵikjrkrj = −(r × r)i, (182)

ahora, al utilizarse la ecuación (182) en la ecuación (181), se obtiene:

r · L = L · r = 0, (183)
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así, al sustituirse las ecuaciones (180), (178) y (183) en la ecuación (172), se obtiene:

Z · L = L · (p× L) − iℏL · p−me
γ

r
L · r = L · (p× L− iℏp−meγr̂) = L · Z = 0. (184)

Ahora, es importante que se calcule el término Z2:

Z2 = (p× L− iℏp−meγr̂) · (p× L− iℏp−meγr̂) = (p× L)2 − iℏ(p× L) · p
−meγ(p× L) · r̂ − iℏp · (p× L) − ℏ2p · p+ iℏmeγp · r̂ −meγr̂ · (p× L)

+ iℏmeγr̂ · p+m2
eγ

2r̂ · r̂,
(185)

nótese que se utiliza la definición del vector de Laplace-Runge-Lenz de la ecuación (93), así, primero
se analiza el término (p× L)2:

(p× L)2 = (p× L)i(p× L)i = ϵijkpjLkϵimnpmLn = (δjmδkn − δjnδkm)pjLkpmLn = pmLnpmLn

− pnLmpmLn = pmLnpmLn − pn(L · p)Ln,
(186)

ahora, al sustituirse la ecuación (178), utilizarse las ecuaciones (83) y (177) en la ecuación (186), se
obtiene:

(p× L)2 = pm(pmLn + iℏϵnmsps)Ln = p2L2 + iℏϵnmspmpsLn = p2L2 + iℏ(p× p)nLn = p2L2. (187)

Por un lado, se utilizan las ecuaciones (91) y (177) para analizarse el término (p× L) · p:

(p× L) · p = (−L× p+ 2iℏp) · p = −(L× p) · p+ 2iℏp · p = −(L× p)ipi + 2iℏp2

= −ϵijkLjpkpi + 2iℏp2 = −Ljϵjkipkpi + 2iℏp2 = −Li(p× p)i + 2iℏp2 = 2iℏp2.
(188)

Por otro lado, se utilizan las ecuaciones (91) y (80) para analizarse el término (p× L) · r̂:
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(p× L) · r̂ = (−L× p+ 2iℏp) · r̂ = −(L× p) · r̂ + 2iℏp · r̂ = −(L× p)iri
1
r

+ 2iℏp · r̂

= −ϵijkLjpkri
1
r

+ 2iℏp · r̂ = −Ljϵjkipkri
1
r

+ 2iℏp · r̂ = −Ljϵjki(ripk − iℏδik)1
r

+ 2iℏp · r̂

= −Lj(−ϵjikripk − iℏϵjkk)1
r

+ 2iℏp · r̂ = Li(r × p)i
1
r

+ 2iℏp · r̂ = L2

r
+ 2iℏp · r̂.

(189)

Por un lado, se utiliza la ecuación (177) para analizarse el término p · (p× L):

p · (p× L) = pi(p× L)i = piϵijkpjLk = ϵkijpipjLk = (p× p)iLi = 0. (190)

Por otro lado, se analiza el término r̂ · (p× L):

r̂ · (p× L) = 1
r
ri(p× L)i = 1

r
riϵijkpjLk = 1

r
ϵkijripjLk = 1

r
(r × p)iLi = L2

r
. (191)

Por un lado, se utilizan las ecuaciones (104) y (80) para analizarse el término r̂ · p:

r̂ · p = 1
r
r · p = 1

r
ripi = ri

1
r
pi = ri

(
pi

1
r

+ iℏ
r

∂

∂r

(
1
r

)
ri

)
= ri

(
pi

1
r

− iℏ
ri

r3

)
= (ripi − iℏ)1

r

= (piri + iℏδii − iℏ)1
r

= (piri + 3iℏ − iℏ)1
r

= piri
1
r

+ 2iℏ1
r

= p · r̂ + 2iℏ1
r
,

(192)

ahora, al sustituirse las ecuaciones (187), (188), (189), (190), (191) y (192) en la ecuación (185), se
obtiene:

Z2 = p2L2 + 2ℏp2 −meγ
L2

r
− 2iℏmeγp · r̂ − ℏ2p2 + iℏmeγp · r̂ −meγ

L2

r
+ iℏmeγp · r̂

− 2meγ
ℏ2

r
+m2

eγ
2 = p2L2 + p2ℏ2 − 2meγ

L2

r
− 2meγ

ℏ2

r
+m2

eγ
2 = p2(L2 + ℏ2)

− 2me
γ

r
(L2 + ℏ2) +m2

eγ
2 =

(
2me

p2

2me

− 2me
γ

r

)
(L2 + ℏ2) +m2

eγ
2

= 2meH(L2 + ℏ2) +m2
eγ

2.

(193)
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3.3. El Álgebra de Lie so(4) Generada por el Momento Angular y el
Vector de Laplace-Runge-Lenz

En resumen, al juntarse las ecuaciones (106), (124), (125), (128) y (171), se obtiene:

[Li, H] = 0, (194) [Zi, H] = 0, (195)

[Li, Lj] = iℏϵijkLk, (196) [Li, Zj] = iℏϵijkZk, (197)

[Zi, Zj] = −2iℏmeHϵijkLk, (198)

Es vital recordarse que a partir de ahora se restringen todos los operadores a aplicarse sobre el
espacio de Hilbert H = span({|Ψnlm⟩}), donde el hamiltoniano del átomo de hidrógeno H es
esencialmente autoadjunto y acotado. Además, nótese que al aplicar el Hamiltoniano a un esta-
do |Ψ⟩ ∈ span({|Ψnlm⟩}) se obtiene la energía de ese estado, es decir, H|span({|Ψnlm⟩}) = E, así, es
indistinto el uso de H o E.

Ahora, formalmente las ecuaciones (194), (195), (196), (197) y (198) no definen un álgebra de Lie
so(4), pero con la restricción anterior, sí que se puede decir que al tomarse Li y Zi como 6 generadores,
se obtienen las relaciones de conmutación del álgebra de Lie so(4) módulo una constante, por más
complicada que esta sea. Así, si se define el operador:

Z̃i = Zi√
−2meE

, (199)

el cual solo es un múltiplo especial del vector de Laplace-Runge-Lenz. Ahora, se definen los opera-
dores:

J±
i = 1

2(Li ± Z̃i), (200)

así, se utilizan las ecuaciones (194), (195) y (199) para calcularse el conmutador de J±
i con H:

[J±
i , H] =

[
1
2(Li ± Z̃i), H

]
= 1

2[Li, H] ± 1
2

1√
−2meE

[Zi, H] = 0, (201)
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ahora, se utilizan las ecuaciones (196), (197), (198) y (199) para calcularse el conmutador de J±
i con

J±
j :

[J±
i , J

±
j ] = J±

i J
±
j − J±

j J
±
i =

[
1
2

(
Li ± Z̃i

)
,
1
2

(
Lj ± Z̃j

)]

= 1
4

(
[Li, Lj] ± 1√

−2meE
[Zi, Lj] ± 1√

−2meE
[Li, Zj] − 1

2meE
[Zi, Zj]

)

= 1
4

(
iℏϵijkLk ± 1√

−2meE
iℏϵjikZk ± 1√

−2meE
iℏϵijkZk + 1

2meE
iℏ2meEϵijkLk

)

= 1
4iℏϵijk

(
2Lk ± 2 Zk√

−2meE

)
= iℏϵijk

1
2(Lk ± Z̃k) = iℏϵijkJ

±
k .

(202)

así, se utilizan las ecuaciones (196), (197), (198) y (199) para calcularse el conmutador de J±
i con

J∓
j :

[J±
i , J

∓
j ] = J±

i J
∓
j − J∓

j J
±
i =

[
1
2

(
Li ± Z̃i

)
,
1
2

(
Lj ∓ Z̃j

)]

= 1
4

(
[Li, Lj] ± 1√

−2meE
[Zi, Lj] ∓ 1√

−2meE
[Li, Zj] + 1

2meE
[Zi, Zj]

)

= 1
4

(
iℏϵijkLk ± 1√

−2meE
iℏϵjikZk ∓ 1√

−2meE
iℏϵijkZk − 1

2meE
iℏ2meEϵijkLk

)
= 0.

(203)

Por otro lado, al elevarse al cuadrado la ecuación (200), sustituirse las ecuaciones (184) y (193), se
obtiene:

J±2 = 1
4

(
L± Z√

−2meE

)
·
(
L± Z√

−2meE

)
= 1

4

(
L2 ± L · Z√

−2meE
± Z√

−2meE
· L

+ Z√
−2meE

· Z√
−2meE

)
= 1

4

(
L2 − Z2

2meE

)
= 1

4

(
L2 − (L2 + ℏ2) − meγ

2

2E

)

J±2 = −1
4

(
ℏ2 + meγ

2

2E

)
,

(204)

ahora, se utiliza la ecuación (204) para calcularse el conmutador de J±2 con H:

En resumen, al juntarse las ecuaciones (201), (202) y (203), se obtiene:
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[J+
i , H] = 0, (205) [J−

i , H] = 0, (206)

[J+
i , J

+
j ] = iℏϵijkJ

+
k , (207) [J−

i , J
−
j ] = iℏϵijkJ

−
k , (208)

[J+
i , J

−
j ] = 0, (209)

así, al tomarse J+
i como 3 generadores se obtienen las relaciones de conmutación del álgebra de Lie

so(3) módulo una constante, independientemente al tomarse J−
i como 3 generadores se obtienen las

relaciones de conmutación del álgebra de Lie so(3) módulo una constante. Es decir, se desacopló el
álgebra de Lie so(4) que se tenía anteriormente en las ecuaciones (194), (195), (196), (197) y (198)
en un producto de álgebras de Lie so(3), por lo que so(3) ⊗ so(3) ∼= so(4). Por otro lado, como la
cubierta universal de so(3) es su(2) entonces la cubierta universal de so(4) es su(2) ⊗ su(2), así,
(su(2) ⊗ su(2))/Z2 ∼= so(4) con Z2 = {−1, 1}.

Ahora, es adecuado que se defina el concepto de grupo, un conjunto G con una operación binaria
(producto de grupo) tal que se cumplen 4 axiomas para esta operación, el primero es cerradura, el
segundo es asociatividad, el tercero es existencia del elemento identidad y el cuarto es existencia del
elemento inverso. Pero esto no basta, ya que es necesaria la idea de transformación infinitesimal,
así, debe definirse el concepto de grupo de Lie real, un conjunto G que es un grupo y además
una variedad real de dimensión finita donde las operaciones multiplicación e inversión son funciones
suaves. Finalmente, es necesario mencionarse el tercer teorema de Lie que indica que cada álgebra de
Lie real de dimensión finita es el álgebra de Lie de algún grupo de Lie simplemente conexo. Con esto
se concluye que al álgebra de Lie so(4) le corresponde el grupo de Lie SO(4), con esto es claro que
la simetría oculta del átomo de hidrógeno se debe a dos simetrías del grupo SU(2) cuyo producto es
una simetría del grupo SO(4), el cual tienen que ver con rotaciones en 4 dimensiones.

3.4. Cálculo de los Niveles de Energía del Electrón en el Átomo de
Hidrógeno a través del Álgebra de Lie so(4)

Hasta ahora se ha obtenido el grupo de Lie SO(4) que representa la simetría oculta del átomo
de hidrógeno. Sin embargo, aún falta utilizarse el álgebra de Lie so(4) para calcularse los niveles de
energía del electrón en el átomo de hidrógeno.

Las ecuaciones (207), (208) y (209) muestran dos operadores de momento angular J+
i y J−

i que se
conservan y conmutan entre sí. Además, al utilizarse las ecuaciones (199), (200) y (204), se obtiene:

3.4 Cálculo de los Niveles de Energía del Electrón en el Átomo de Hidrógeno a través del
Álgebra de Lie so(4)
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[J±
i , J

±2

j ] = 0
[

1
2

(
Li ± Z̃i

)
,−1

4

(
ℏ2 + meγ

2

2E

)]

= −1
8

(
ℏ2 + meγ

2

2E

)(
[Li, I] ± 1√

−2meE
[Zi, I]

)
= 0

(210)

[J±2
, H] =

[
− 1

4

(
ℏ2 + meγ

2

2E

)
, E

]
= −E

4

(
ℏ2 + meγ

2

2E

)
[I, I] = 0, (211)

así, se pueden aplicar técnicas de operadores de ascenso y descenso a una base ortonormal completa
{|Ψnlm⟩} simultánea de J+

i y J−
i . El propósito de esta tesis no es explicar estas técnicas del formalismo

de momento angular, las cuales tienen que ver con una cota para el eigenvalor de J±
z que aumenta

en múltiplos enteros de ℏ mientras el eigenvalor de J±2 no, así, solo se presenta el resultado de las
páginas 193 a 195 del libro “Mecánica Cuántica Moderna” escrito por Jun Sakurai en 1985. Para
cada eigenfunción |Ψ⟩ ∈ span({|Ψnlm⟩}) simultánea de J±2 , J+

z y J−
z existe j ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, ...} tal

que J±2 |Ψ⟩ = j(j + 1)ℏ2 |Ψ⟩. Conversamente, para cada j ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, ...} existen exactamente
(2j+1)2 eigenfunciones simultáneas de J±2 , J+

z y J−
z con eigenvalores j(j+1)ℏ2. Más aún, el conjunto

de estas eigenfunciones se puede denotar por {|j,m+,m−⟩ |m+,m− ∈ {0,±1,±2, ...,±j}} tales que
J+

z |j,m+,m−⟩ = m+ℏ |j,m+,m−⟩ y J−
z |j,m+,m−⟩ = m−ℏ |j,m+,m−⟩. [Sakurai y Napolitano, 2017]

Ahora, al usarse el resultado de Jun Sakurai y aplicarse J±2 a una eigenfunción |j,m+,m−⟩ ∈
span({Ψnlm}), se obtiene:

J±2 |j,m+,m−⟩ = −1
4

(
ℏ2 + meγ

2

2E

)
|j,m+,m−⟩ = j(j + 1)ℏ2 |j,m+,m−⟩ , (212)

por lo que:

− 1
4

(
ℏ2 + meγ

2

2E

)
= j(j + 1)ℏ2,

al multiplicarse por −4, restarse ℏ2, multiplicarse por 2/meγ
2 y calcularse el inverso, se obtiene:

E = − meγ
2

2(2j + 1)2ℏ2 ,

3.4 Cálculo de los Niveles de Energía del Electrón en el Átomo de Hidrógeno a través del
Álgebra de Lie so(4)
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así, los eigenvalores negativos del hamiltoniano del átomo de hidrógeno H están en correspondencia
biunívoca con los eigenvalores j(j+ 1)ℏ2 de J±2 , también se identifican al número cuántico principal
n con 2j + 1 y a la constante γ con e2/4πϵ0, por lo que:

En = − mee
4

32π2ϵ02ℏ2n2 ,

nótese que n ∈ {1, 2, 3, ...}, así, al utilizarse el resultado anterior y el de Jun Sakurai se tiene que
para cada j ∈ {0, 1/2, 1/3/2, ...} existen exactamente (2j + 1)2 = n2 eigenfunciones |j,m+,m−⟩ ∈
span({Ψnlm}) simultáneas de J±2 y el hamiltoniano del átomo de hidrógeno H, es decir, la degene-
ración de los niveles de energía del átomo de hidrógeno En es n2. [Weinberg, 2011]

Finalmente, al sustituirse E1 = −mee
4/32ℏ2π2ϵ2

0 = −13.6eV , se obtiene:

En = E1

n2 , (213)

la cual coincide con la ecuación (53), llamada fórmula de Bohr.

En este punto, es positivo que se haga una comparación entre el método de ecuaciones diferenciales
parciales del capítulo 2 y el método algebraico del capítulo 3. El método de ecuaciones diferenciales
tiene la ventaja teórica de mostrar los postulados de la mecánica cuántica y las hipótesis de cuantiza-
ción, se pueden modelar los resultados, se obtienen las eigenfunciones, pero también los eigenvalores
del hamiltoniano para el electrón del átomo de hidrógeno, los cálculos son más largos y tediosos.
Por otro lado, el método algebraico muestra explícitamente las simetrías conocidas, pero también
las ocultas, se obtiene una interpretación geométrica profunda, solo se obtienen los eigenvalores del
hamiltoniano para el electrón del átomo de hidrógeno, los cálculos son más cortos y simples.

4. Extensión a Geometría Cuántica

4.1. ¿Qué es la Geometría Cuántica?
A principios del siglo XX nació la mecánica cuántica y con ella también apareció una nueva área de
las matemáticas, la geometría cuántica. Es el resultado de la unificación de ideas y métodos de 3
áreas de las matemáticas, la geometría diferencial, el álgebra de números complejos no conmutativa
y el análisis complejo aplicado a dimensiones infinitas.

Cada geometría estudia un espacio, en el caso de geometría clásica siempre se puede entender al
espacio clásico como una colección de puntos equipada con una estructura, ya sea topológica (con
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conjuntos abiertos), de variedad (con atlas) o medible (con sigma-álgebras). Sin embargo, en geo-
metría cuántica el espacio deja de ser clásico y se vuelve cuántico, en el sentido de que algunos de
los espacios ni siquiera tienen puntos, es aquí donde la visión clásica de un espacio estructurado
con puntos se rompe y es reemplazada por una estructura unificada que requiere de un enfoque
completamente nuevo y holístico.

Se sabe que un álgebra sobre un campo F , es un espacio vectorial V sobre el campo F equipado
con una operación binaria adicional (producto de álgebra) tal que se cumplen 3 axiomas para esta
operación, el primero es distributividad derecha, el segundo es distributividad izquierda y el ter-
cero es compatibilidad con escalares. Además, cuando el álgebra es conmutativa la distributividad
izquierda y la derecha son equivalentes, sin embargo, en un álgebra no conmutativa no lo son. Así,
los espacios cuánticos están descritos por C*-álgebras complejas no conmutativas, cuyos elementos
son operadores lineales continuos sobre un espacio de Hilbert complejo, también tienen la propiedad
de ser cerradas bajo la norma topológica de operadores y bajo la operación de tomar el adjunto.
Sus elementos pueden interpretarse como funciones continuas y suaves sobre estos espacios cuánti-
cos, estas *-álgebras siempre están asociadas a un espacio cuántico en resonancia con el Teorema
de Gelfand–Naimark, el cual indica que cualquier C∗-álgebra es isométricamente ∗-isomórfica a una
C∗-subálgebra de operadores acotados en un espacio de Hilbert. Un caso trivial se presenta cuando
estas álgebras son conmutativas, ya que se recupera toda la estructura de la geometría clásica, es
decir, la geometría clásica es la parte conmutativa de la geometría cuántica.

La geometría cuántica tiene un enorme valor conceptual para el estudio de espacios clásicos, ya
que las demostraciones de teoremas son más elegantes y transparentes, esto es porque las diferentes
estructuras de puntos clásicos a veces dejan ocultas las simetrías más profundas. Esto no pasa en
geometría cuántica, ya que se acepta trabajar a priori con objetos globales, que están entrelazados
con la estructura geométrica más natural. Para que una geometría clásica sea transformada en
una geometría no conmutativa se realizan dos pasos, la geometría clásica se traduce a un álgebra
conmutativa y luego se generaliza esta álgebra conmutativa a una no conmutativa.

De manera más explícita. El primer paso consiste en que la estructura geométrica de un espacio clásico
se exprese en términos de una C*-álgebra conmutativa de funciones complejas sobre dicho espacio
clásico. Nótese que la definición de la *-álgebra depende del nivel geométrico en el que estemos, ya
sea teoría de la medida (funciones medibles), topología (funciones continuas), geometría diferencial
(funciones suaves) o geometría algebraica (funciones polinomiales). El segundo paso consiste en que
las *-álgebras de funciones conmutativas se reemplacen por *-álgebras de funciones no conmutativas
y que se expanda el concepto de espacio clásico a uno cuántico. [Durdevich, 2001]

4.2. ¿Cuál es su Relación con el Grupo de Lie SO(4)?
En este caso se tiene un sistema físico, el átomo de hidrógeno, el cual está coordinatizado por un
álgebra de operadores Li, Zi. Esta álgebra de operadores tiene simetrías, las cuales están coordina-
tizadas por un álgebra de Lie so(4) formada por dos álgebras de Lie so(3), a saber, J+

i y J−
i , cuya

4.2 ¿Cuál es su Relación con el Grupo de Lie SO(4)?
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cubierta universal es su(2)⊗su(2). Esta álgebra de Lie describe una realidad física que es localmente
tangente a un objeto geométrico. Este objeto geométrico es cuántico, una esfera específicamente, lo
que implica que tiene simetrías clásicas localmente, pero también tiene simetrías cuánticas, ya que
so(4) es un álgebra de Lie no conmutativa. El proceso que se describió fue el de geometrizar el álgebra
de un problema físico, que resulta ser un espacio cuántico con propiedades cuánticas, de las cuales
ya se ha hablado un poco anteriormente.

De este objeto cuántico pueden calcularse curvaturas, simetrías no clásicas e incluso definirse un
cálculo diferencial. Además, se puede elevar el concepto de grupo al terreno cuántico, estos grupos
cuánticos se salen del alcance de esta tesis, pero dejan la inercia de un mundo geométrico infinito
que no tiene ningún punto.
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