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Resumen

El hidrégeno es el &tomo méas abundante, tiene solucién analitica exacta y lleva dentro el lenguaje de simetrias. Desde el siglo V a.C. hasta
el siglo XX, Platén, Dalton, Maxwell, Einstein, Planck, de Broglie, Pauli le dieron sentido al concepto de d4tomo y al actual modelo de
Schrodinger. Los articulos de Pauli y Schréodinger de 1926, los de Fock y Bargman de 1935 y 1936, fueron pioneros en la axiomatizacién de
la mecénica cuédntica, las hipdtesis de cuantizacién, el lenguaje de simetrias y la teoria de grupos. Se deriva el potencial de Coulomb para
el 4tomo de hidrégeno no relativista y sin espin. Se comienza con la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo en coordenadas
esféricas. Se aplica el método de separacién de variables obteniéndose una ecuacién angular que se separa en dos ecuaciones diferenciales
ordinarias, una azimutal, otra polar y una ecuacién diferencial ordinaria radial. El dominio de las 3 soluciones (exponenciales, polinomios
de Legendre y polinomios de Laguerre para la parte azimutal, polar y radial respectivamente), la cuantizacién y los valores de los 3 ntimeros
cudnticos (n € {1,2,3,...}, 1 € {0,1,2,...,n — 1} y m € {0,4+1,42,...,4l}) se obtienen de condiciones de periodicidad, regularidad y/o
singularidad. Las soluciones ortonormales del d4tomo de hidrégeno son combinacién lineal de la solucién angular y la radial. El &tomo de
hidrégeno también se puede resolver en coordenadas parabdlicas y esferoidales, lo que indica una simetria oculta. Se grafican las densidades
de probabilidad del primer y segundo estado excitado en 2D y 3D. Paran=1,l=0ym =0,n=2,1 =0y m = 0 el electrén se puede
encontrar en un radio » & 3ag y r = 8ap respectivamente. Paran =2, =1y m = +£1,n =2, =1y m = 0 se rompe la simetria
esférica y aparecen gajos horizontales y verticales respectivamente. Hay que destacar que para n y [ fijos, m tiene un efecto simétrico en los
orbitales. Ahora, para [ y m fijos, al aumentar n, los patrones de los orbitales van creciendo y multiplicindose. Debido a la cuantizacién
de n, la energia estd cuantizada E, < 0. Hay una degeneracién que increfblemente no es la de la parte angular, 2I + 1, sino n?, de aquf
el término degeneracién accidental, la cual también indica la existencia de una simetria oculta. Se comienza con el hamiltoniano clasico
de un potencial de Coulomb donde se conserva la energia. Se utiliza el resultado de 1951 de Tosio Kato para trabajarse en el espacio de
Hilbert H = span({|¥,im)}) donde H = E es esencialmente autoadjunto. Se define el operador vectorial momento angular L; y vector de
Laplace-Runge-Lenz Z;, luego se demuestra su conservacién aplicindose el Teorema de Ehrenfest. Z aparece en trabajos de Laplace desde
el siglo XVIII. En el contexto del Teorema de Noether no corresponde a invariancia del lagrangiano, sino a una invariancia de la integral
de la accién y existe para cualquier potencial con una simetria esférica. Se definen dos operadores de Casimir J;- que desacoplan a L; y Z;
encontrandose 2 algebras de Lie so(3), cuya cubierta universal es su(2). Asi, el dlgebra del 4tomo de hidrégeno es (su(2) ® su(2))/Z2 = so(4)
y segun el tercer teorema de Lie le corresponde el grupo de Lie SO(4), relacionado con rotaciones en 4 dimensiones. Se aplican técnicas
de ascenso y descenso a las dlgebras de Lie so(3) generadas por Jii. Para cada eigenfuncién |j,m4, m_) € span({|¥pim)}) simultdnea de
Jiz’ J.:_ y J. existe j € {07 1/2’ 1:3/2’ } tal que ‘]iz |.7a m+)m7> = j(j + 1)h2 ‘j7m+7m*> con J;— |j7m+7m*> = m+h‘j7m+7m7> y
Jo |dsme,m_) =m_h|j,my,m_). Se aplica J** a una eigenfuncién |j, my,m_) € span({|¥,im)}) para obtener las energias del d4tomo
de hidrégeno E,,. Los eigenvalores negativos de H estén en correspondencia biunivoca con los eigenvalores j(j + 1)h2 de JE*. Para cada
j €{0,1/2,1/3/2,...} existen exactamente (2j + 1)2 = n? eigenfunciones |7, m4+,m_) € span({|¥,m)}) simultineas de JE? y H, es decir,
la degeneracién de E,, es n2. El método del capitulo 2 basado en ecuaciones diferenciales tiene la ventaja tedrica de mostrar los postulados
de la mecédnica cudntica y las hipdtesis de cuantizacién, se pueden modelar los resultados, se obtienen las eigenfunciones, pero también
los eigenvalores de H, los célculos son mas largos y tediosos. Por otro lado, el método del capitulo 3 con un enfoque algebraico muestra
explicitamente las simetrias conocidas, pero también las ocultas, se obtiene una interpretacién geométrica profunda, solo se obtienen los
eigenvalores de H, los cédlculos son mas cortos y simples. En el contexto de la geometria cudntica, algunos espacios ni siquiera tienen
puntos, estos se describen por C*-4lgebras complejas no conmutativas en resonancia con el Teorema de Gelfand—Naimark, el cual indica
que cualquier C*-4lgebra es isométricamente *-isomérfica a una C*-subéalgebra de operadores acotados en un espacio de Hilbert. En este
caso se tiene un sistema fisico, el 4&tomo de hidrégeno, el cual estd coordinatizado por un algebra de operadores L;, Z;. Esta algebra de
operadores tiene simetrias, las cuales estdn coordinatizadas por un dlgebra de Lie so(4) formada por dos dlgebras de Lie so(3), a saber,
Jj y J; , cuya cubierta universal es su(2) ® su(2). Esta dlgebra de Lie describe una realidad fisica que es localmente tangente a un objeto
geométrico. Este objeto geométrico es cudntico, una esfera especificamente, lo que implica que tiene simetrias clasicas localmente, pero
también tiene simetrias cudnticas, ya que so(4) es un dlgebra de Lie no conmutativa. De este objeto cudntico pueden calcularse curvaturas,
simetrias no clésicas e incluso definirse un célculo diferencial.
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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

1.1. Motivacién Fisica y Matematica para el Estudio del Atomo de Hi-
drégeno

El elemento de la tabla periddica mas simple y abundante en el universo es el hidrégeno, todos los
seres vivos dependen de él, de hecho la palabra hidrégeno se forma con los vocablos griegos hydros
(agua) y génos (que genera), es decir, que genera agua. El estudio de la estructura del atomo de
hidrégeno es esencial, ya que su andlisis se generaliza a otros &tomos méas masivos, siendo asi la base
de la tabla peridédica. Ademas, es uno de los pocos sistemas cuanticos que tienen soluciéon analitica
exacta.

En este trabajo se muestra una aplicacion de uno de los grandes éxitos de las matematicas y la fisica
del siglo XX d.C., la teoria de grupos y/o representaciones. Cuando Pauli, Fock, Bargmann y Wigner
revelaron las simetrias ocultas del atomo de hidrégeno, el calculo no era tomado rutinariamente
por estudiantes universitarios, el algebra lineal era relativamente nueva y el estudio de grupos y
representaciones era verdaderamente esotérico, entendido por muy pocos. Asi, después de décadas
y en recientes afos, esta historia ha escapado de la torre de marfil en la que nacié, revelando una
herramienta con un potencial mucho méas profundo del que se pensaba. [Frank Singer, 2005]

1.2. Moléculas y Atomos

Desde edades previas al nacimiento de Platon en el siglo V a.C., surgi6 la idea de que la materia
estaba constituida por elementos diminutos, mas pequenos que cualquier grano de arena que pudie-
ran encontrar. Se pensaba que independientemente del objeto que se eligiera, dicho objeto estaba
constituido por una mezcla de estos elementos diminutos, de los cuales habia un nimero finito.

Esta idea permanecié como una especulacién hasta el siglo XIX d.C., donde Maxwell, Boltzmann
y Gibbs, utilizando las técnicas de la mecénica estadistica, demostraron la teorfa cinética de los
gases. Esta indicaba que el comportamiento de los gases podia ser explicado a través de leyes de
la mecéanica clasica, si se asumia que cualquier sustancia estaba constituida por un gran nimero de
pequenas moléculas, las cuales se movian de manera aleatoria. Sin embargo, esta teoria no convencié
a todos los miembros de la comunidad cientifica sobre la existencia de dichas moléculas.

No fue hasta 1905 cuando Einstein estudiaba el movimiento browniano, que pudo explicar el movi-
miento aleatorio del polen suspendido en un liquido, solo si asumia como verdadera la hipotesis de
que el liquido estaba constituido por moléculas. Ademas, utiliz6é los mismos métodos e hipotesis que
la mecanica estadistica, en las que se basa la teoria cinética de los gases; esto por la parte fisica.
[Sudbery, 1986]

De la quimica surgi6 la idea de que las moléculas estaban constituidas por objetos méas pequenos, ya
que cualquier sustancia es una mezcla de moléculas quimicamente puras, las cuales a su vez son el
resultado de una combinacién de elementos quimicos.
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A principios del siglo XIX d.C., Dalton desarrollaba las leyes de combinacién quimica, las cuales
quedan claras si se toma como verdadera la hipdtesis de que las moléculas en un compuesto quimico
son todas iguales y estan constituidas por pequenos componentes llamados atomos. Los cuales son
caracteristicos de las sustancias que se combinan para obtener el compuesto quimico, a esto se le
llamo la teoria atéomica de la quimica.

Esta teoria tiene un nivel de andlisis mucho més profundo que la teoria cinética del calor y presenta
una perspectiva simplificada, donde el niimero de distintos tipos de particulas fundamentales deja de
ser el enorme nimero de compuestos quimicos y se reduce al pequenio nimero de elementos quimicos
en la tabla periddica, que hasta el dia de hoy suman 118. [Giunta et al., 2021]

1.3. Electrones, Protones y Neutrones

En 1897, Thomson descubri6 la primera particula subatéomica dentro de tubos de rayos catodicos,
la cual llamaron electrén. Su carga es negativa, ya que al colocarse en un campo eléctrico, este se
mueve en la direcciéon opuesta a la direcciéon del campo eléctrico. Ahora, como los electrones pueden
producirse a partir de todos los tipos de materia ordinaria, se asumio que existen dentro de los &tomos
de cualquier elemento quimico. Por otro lado, debido a que un atomo es eléctricamente neutro, debe
existir una particula positiva que balancee la carga de los electrones. Ademas, como los electrones son
solo una pequena fraccién de la masa total del atomo, estas particulas positivas deben representar
una gran parte de la masa del atomo.

Para explicar esto, Thomson en 1904 formulé el modelo atémico de panqué con pasas, el cual plantea
la idea de un &tomo que dentro tiene una nube de material con carga positiva y electrones orbitando
dentro de la nube. Sin embargo, los experimentos de dispersién de Rutherford apoyado por Geiger
y Marsden demostraron que este modelo era incorrecto, al encontrar experimentalmente que las
particulas alfa que disparaban hacia una ldmina de oro delgada tenian trayectorias en todos los
angulos, pero solo dos eran de interés, en las que las particulas atravesaban sin ninguna deflexion la
lamina y en las que las particulas rebotaban de la [dmina en direccién opuesta a la que habian sido
enviadas, la interpretacion de este resultado fue que las particulas alfa chocaban contra pequenos
objetos de carga positiva dentro del &tomo. Ademas, la distribucion de las particulas alfa como funcién
de su angulo de deflexion concordaba con el calculo tedrico si suponian como valida la hipétesis de
que las particulas alfa y los pequenos objetos con carga positiva eran particulas puntuales. En 1913
todo esto llevo al modelo atomico de sistema solar de Bohr, el cual planteaba la idea de un atomo
que tenia toda su carga positiva concentrada en un pequeno nucleo alrededor del cual los electrones
orbitaban, en analogia con los planetas que orbitan alrededor del sol, solo que en este caso la fuerza
de gravedad fue reemplazada por la fuerza electrostatica ejercida por el nicleo sobre los electrones.

A pesar de reemplazar el viejo modelo de Thomson, el modelo de Bohr tuvo dos problemas. El
primero fue que la fuerza electrostatica tiene una naturaleza muy diferente a la fuerza gravitacional,
ya que puede ser atractiva o repulsiva y su intensidad es mucho mayor a la gravitacional cuando se

1.3 Electrones, Protones y Neutrones
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trabaja a escalas subatémicas. Por otro lado, debido a que el campo eléctrico esta intrinsecamente
relacionada con el campo magnético, habria oscilaciones entre ellos que provocarian que el electréon
perdiera energia y cayera al ntcleo. El segundo problema fue que el espectro de radiaciéon del atomo
de hidrégeno no podia predecirse con este modelo.

A principios del siglo XX d.C. Planck, Einstein, Bohr, de Broglie, Heisenberg, Born y Pauli resolvieron
la mayoria de estos problemas, dando lugar al modelo atémico de Schrodinger que ajustaba ideas
de mecénica clasica con ideas de mecanica cuantica. Asi, la estructura atomo=nicleo+electrones fue
suficiente para explicar las relaciones quimicas y fisicas entre los elementos de la tabla periddica y
las particulas que los componen. Ademas, el comportamiento quimico del atomo se pudo explicar
puramente en términos del arreglo de sus electrones. Esta estructura mostré que una caracteristica
importante del atomo es la carga en su ntcleo. Asi, el hecho de que la masa de cualquier nicleo
atémico es casi miltiplo entero de la masa del niicleo del atomo de hidrogeno, llevo a Rutherford en
1920 a concebir al nticleo del atomo de hidrégeno como una particula fundamental, la cual llamaron
protén, su carga es positiva y su masa es mucho mayor que la del electron. Por otro lado, el fenémeno
de radiacién mostré que el nicleo debia tener una estructura interna constituida por partes mas
pequenas, si no la tuviera, en lugar de hablar en términos de 118 distintos tipos de atomos se
hablaria en términos de 118 distintos tipos de niicleos, lo cual no tendria sentido, ya que hay atomos
del mismo elemento con ntcleos distintos, uno més masivo que el otro.

Asi, en 1920 Rutherford conjeturé la existencia del neutrén y en 1932 su existencia fue demostrada
experimentalmente por Chadwick, esta es la particula responsable de los isétopos y se encarga de
regular intrinsecamente el equilibrio del niicleo atomico, tiene carga neutra y su masa es muy parecida
a la del proton, pero ligeramente mayor.

Lo anterior solo sustenta la creencia de que toda la materia esta constituida por moléculas, que dichas
moléculas estan hechas de atomos y dichos atomos estan constituidos por electrones “orbitando” un
nicleo que contiene protones y neutrones. [Sudbery, 1986]

1.4. Tipos de Fuerzas

Anteriormente, se hablé de la masa y la carga eléctrica del electrén, el proton y el neutrén. Sin
embargo, la manera mas general en la que se estudia a estas particulas es a través de las fuerzas que
actian sobre ellas.

La fuerza de gravedad actia sobre todas las particulas con masa, tiene un gran efecto sobre objetos
macroscopicos, su alcance es infinito y decae como el inverso de la distancia entre los objetos al
cuadrado, es débil en magnitud si se compara con el resto de las fuerzas, por lo que se desprecia si
se trabaja con particulas subatomicas.

La fuerza eléctrica actiia sobre todas las particulas con carga, es la responsable de mantener al &tomo
unido y de la configuracién de sus electrones, es decir, define su comportamiento quimico. Asi, regula

1.4 Tipos de Fuerzas
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la interaccién entre &tomos y moléculas. Su alcance es infinito y decae como el inverso de la distancia
entre los objetos al cuadrado, es mas intensa en magnitud si se compara con la fuerza gravitacional
y si es tomada en cuenta si se trabaja con particulas subatémicas.

La fuerza nuclear débil actiia sobre todas las particulas, es responsable del decaimiento radioactivo,
tiene un alcance subatémico, una intensidad de fuerza similar, pero menor a la fuerza eléctrica y si
es tomada en cuenta si se trabaja con particulas subatomicas.

La fuerza nuclear fuerte actiia sobre los hadrones, en particular protones y neutrones, es responsable
de mantenerlos dentro del ntcleo, tiene un alcance subatémico, una intensidad de fuerza mayor a

todas las anteriores y si es tomada en cuenta si se trabaja con particulas subatémicas. [Sudbery,
1986]

1.5. Derivacion de la Energia Potencial de Coulomb

Como consecuencia de la seccion anterior puede concluirse que si se estudia cualquier sistema
atomico solo se consideran las fuerzas eléctrica, nuclear débil y nuclear fuerte. Sin embargo, el a&tomo
de hidrégeno no es cualquier sistema atémico, ya que esta formado tnicamente por un protén y un
electron.

Asi, se desprecian las fuerzas nuclear débil y nuclear fuerte, ya que el electrén no esta involucrado
directamente en procesos de decaimiento dentro del ntcleo, quedando solo la fuerza eléctrica. Luego,
es natural el uso de la ley de Coulomb que define la fuerza ejercida por el proton sobre el electron:

Fpe(Tp, Te) = QeEp@paFe)a (1)

con F,.(7p,T.) la fuerza electrostatica que ejerce el protén sobre el electrén, g. la carga del electrén,
E,(7p,Te) el campo electrostatico debido al protén, 7, el vector de posicién del protén y 7. el vector
de posicién del electron. La ecuacion (1) es valida solo cuando se cumple la condicion electrostética,
es decir, el campo eléctrico del protén no cambia con respecto al tiempo. Ademas, se desprecian las
interacciones del campo eléctrico del electrén consigo mismo y el protén, también se presupone que
las cargas tienen una distribuciéon con simetria esférica. Por tdltimo se desprecia el espin del electréon
y se trabaja en el limite no relativista. Ahora, se dara la forma explicita del campo electrostatico
debido al protén, el cual depende del vector de posiciéon del protén 7, que siempre esta fijo y del
vector de posicion del electréon 7, que puede variar, asi, se tiene:

= _ I q
EyTe) = oot e (2)

con €y la permitividad eléctrica del vacio, g, la carga del protén y 7,. = 7. — T, el vector que va del
vector de posicién del protén 7, al vector de posicion del electrén 7. Ahora, se define ¥ = 7, por lo

1.5 Derivacion de la Energia Potencial de Coulomb
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que |F| = r es la distancia entre el protén y el electrén. Ademads, como ¢, = e y ¢. = —e al sustituirse
la ecuacién (2) en la ecuacién (1), se tiene:

Fo(f) = —— %4 (3)

4drey 12

En este caso, el trabajo realizado por la fuerza electrostdtica F. : R® — R3 para mover el electrén
de un punto de referencia 7.y € R* a otro punto cualquiera 7 € R* a lo largo de una curva suave
C C R? parametrizada biyectivamente por la funcién 7 : [a,b] — C tal que 7(a) = Frey y T(b) = T,
esta dado por:

_ 7(b) __ b .
Wea)y—7v) = /CFpe -dr = /r(a) Foe-dr = /a F,e - Tdt, (4)

como 7 = 77, # = sin(f) cos(p)24sin(0) sin(@)g+cos(0) 2, 0 = cos(0) cos(p)2+cos(0) sin(p)j—sin(0)2
y ¢ = —sin(p)Z + cos(p)y, se tiene que:

7 =P + i = 77 4 r((cos(0)6 cos(p) — sin(6) sin(p) @)z + (cos(0)fsin() + sin(8) cos()p)i
— sin(0)02) = 77 + r(6(cos(8) cos(¢) + cos(f) sin(w)f — sin(h)2) + sin(h)p(— sin(p) (5)
+ cos()9)) = 7 + (00 + sin(9)pP),

asi, al sustituirse las ecuaciones (5) y (3) en la ecuacién (4), se obtiene:

62

b1 .
Wiy —»7v) = — /a al P+ (7 + (00 + sin(0) @) )dt,

4dmeq

ahora, debido a que {7, 6, ¢} es una base ortonormal y d/dt(1/r) = —7/r2, se tiene que:

2

e bd /1 e? 1 1
Wetaysrity = 1 / dt<r> M= e, (r(b) - r(a)>’ .

la ecuacion (6) indica que la fuerza electrostética entre el protén y el electrén es conservativa, ya que
depende solo del punto inicial y final. Asi, al aplicarse el Teorema de Trabajo-Energia Potencial, se
obtiene:

4dmeq

Wi yor = o (£ = = Vo) = V), @

1.5 Derivacion de la Energia Potencial de Coulomb
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ahora, al aplicarse el lim, ;.o a la segunda igualdad de la ecuacién (7), se obtiene:

(L)) = i (Vi) - V)
— — lim = lim Tref)) — V (1),
dreg \ 7 Tres=o0\ Trey Tref =00 !

como el lim,, ;oo (1/7rep) = 0y por convencién el lim,, oo V(rref) = 0, se tiene que:

1 e?

drey v

V(r)=

la ecuacion (8) es llamada energia potencial de Coulomb. [Griffiths, 1998]

1.6. Trabajos Previos

En 1926 Wolfgang Pauli escribid el articulo “Sobre el Espectro del Hidrégeno desde el Punto
de Vista de la Nueva Mecanica Cuantica”, en el que desarrolla los principios de la teoria cuanti-
ca propuestos por Heisenberg. El primer postulado es que hv = E. El segundo postulado es que
[1i,pj] = ihd;;. El tercer postulado es que el Hamiltoniano es igual a la energla H = E. Estos in-
cluian una interpretacién probabilistica de las transiciones de niveles energéticos de los electrones,
la implementacién matricial de cantidades fisicas y lo que hoy en dia se conoce como conmutadores.
Se apoya en conceptos de mecanica clasica para definir ecuaciones de movimiento, el Hamiltoniano
y leyes de conservacion para campo central. Como resultado se obtienen los términos de la serie de
Balmer para el espectro del dtomo de hidrégeno utilizando las simetrias del sistema. [Pauli, 1988]

En 1926 Erwin Schrodinger escribié el articulo “Cuantizaciéon como un Problema de Eigenvalores”,
en el que discute si la hipotesis de cuantizacién sobre el niimero cuantico principal n del atomo de
hidrogeno, surge de una idea fisica o es un requerimiento matematico. Comienza con la ecuacion de
Schrodinger, que es una ecuacion de eigenvalores y se concentra en resolver la parte radial. Hace un
extenso andlisis de las singularidades de la ecuacion diferencial radial y aplica condiciones de frontera
para construir una solucién continua, univaluada y finita. Asi, define el signo de la energia y le da
sentido a que n € Z. [Schrodinger, 1926]

En 1935 Vladimir Fock escribi6 el articulo “Sobre la Teorfa del Atomo de Hidrégeno”, en el que
muestra que la ecuacién de Schrodinger del atomo de hidrégeno en el espacio de momentos es igual a
la ecuacién integral de las funciones esféricas en cuatro dimensiones. Asi, utiliza esto para demostrar
que la degeneracion accidental de los niveles de energia del atomo de hidrogeno respecto al niimero
cuantico azimutal [, estd dada por el grupo de rotaciones cuatridimensionales SO(4). [Fock, 1935]

En 1936 Valentine Bargmann escribié el articulo “Sobre la Teorfa del Atomo de Hidrégeno. Comen-
tarios sobre la Obra Homénima de V. Fock”, en el que demuestra que las ecuaciones matriciales en

1.6 Trabajos Previos
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las que Pauli bas6 su tratamiento del atomo de hidrégeno, cuando se interpretan en la teoria de
grupos, conducen al método utilizado por Fock. En este contexto se utilizan coordenadas parabdlicas
para resolver la ecuacién de Schrodinger del dtomo de hidrégeno. [Bargmann, 1936]

2. El Problema del Atomo de Hidrégeno desde la Perspec-
tiva Fisica

El objetivo central de esta seccion serd el célculo de los niveles de energia (eigenvalores) y las
funciones de onda (eigenfunciones) del electrén en el dtomo de hidrégeno. Usualmente, al problema
de los dos cuerpos de la teoria cuantica se le llama atomo hidrogeno, mientras que al problema de
dos cuerpos de la gravitacion newtoniana se le llama problema de Kepler. Estos problemas siempre
se pueden reformular como un problema de un solo cuerpo. Es natural que se comience con R® como
el espacio de configuraciones, tres variables espaciales para cada uno de los dos cuerpos, las cuales
se denotan por las variables T = (1, 2, 23) para el cuerpo con mayor masa M y por § = (y1, Y2, Y3)
para el cuerpo de menor masa m. En el caso cuantico, el operador de Schrodinger apropiado que
actiia sobre L?(R%) es:

H=—-—-V.-

con h = h/2w la constante de Planck reducida, V=V Vel laplaciano y v una constante, ahora,
se hace el cambio de variable 7, = T — 7, obteniéndose:

que es un operador de Schrédinger actuando sobre L*(R?), donde 1/my,cq = 1/M + 1/m es la masa
reducida. Ahora, en el d&tomo de hidrégeno M = m, la masa del protéon y m = m,. la masa del
electrén. Ademés, se sabe que M > m por lo que 1/mycq = 1/m,. Por otro lado, se identifica al
término —v/|X,| con una energfa potencial de Coulomb V(X,y) v se define X, = 7. Asi, al
utilizarse todo lo anterior y si el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, se obtiene:

R 2 V(ﬂ)@(r) = BEV(7), (9)

HU(F) = (-
"= (-5
que es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo del atomo dg hidrégeno, donde W (F)
son las funciones de onda (eigenfunciones del hamiltoniano) del electrén, V/(F) la energfa potencial
de Coulomb del electrén, H el hamiltoniano del electrén y E los niveles de energia (eigenvalores del
hamiltoniano) del electrén. [Sontz, 2020]
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2 EL PROBLEMA DEL ATOMO DE HIDROGENO DESDE LA PERSPECTIVA FISICA

2.1. Resolucién de la Ecuacion de Schrodinger con Energia Potencial de
Coulomb

Antes de comenzar tienen que hacerse un par de consideraciones. La primera de ellas es que
el problema tiene una simetria esférica, por lo que se usan coordenadas esféricas (7,0, ¢), tam-
bién se escribe el operador laplaciano en coordenadas esféricas. La segunda de ellas es que el
operador V(r,@,@) es un operador multiplicativo y al aplicarse a la funcién de onda se obtiene
V(r, 0,0)¥(r,0,0) =V(r,0,0)¥(r,0,p). Ademés, debido a la simetria esférica, la energia potencial
de Coulomb solo depende de la coordenada radial r, por lo que V(T, 0,0)¥(r,0,p) =V (r)U(r,0,p).
Al considerarse todo lo anterior, la ecuacién (9) se reescribe como:

_LZ lg ng + 1 g 111(9)2 + 1 o +
2m\r20r \" Or ) rZsin() 00 i 90 ) r?sin?(0) \ 0p?

vm)w, 0,0) = HU(r,0,0) = EV(r,0, ),

(10)

con r la coordenada radial, # la coordenada polar y ¢ la coordenada azimutal. Ahora, debido a
la simetria esférica, se propone una soluciéon separable como producto de dos funciones, una que
depende solo de la coordenada radial R(r) y otra que depende solo de las coordenadas polar y
azimutal Y (0, ¢):

U(r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢), (11)

asi, al sustituirse la ecuacién (11) en la ecuacién (10), se obtiene:

2 (Y(0,0) 0 ( ,0R(r) R(r)y 0 (., .0Y(0,9) R(r) [0*Y(0,¢)
_Qme< <T or >+Tzsin(9)89<sm(9> 00 >+Tzsin2(9)< Op? >>+

r2  or
V(r)R(r)Y (0,¢) = ER(r)Y (0, ¢),

al multiplicarse por —2m,/h? y dividirse por R(r)Y (0, ), se obtiene:

1 o (. aY (0, )
or ) +Y(9, ©)r2sin(f) 00 <81n(9) 06 ) *
1 (82Y(9,<,0)>_2me
Y (6, p)r?sin?(0) 0p? h?

V(r)=——-

2.1 Resolucion de la Ecuacion de Schrodinger con Energia Potencial de Coulomb
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2 EL PROBLEMA DEL ATOMO DE HIDROGENO DESDE LA PERSPECTIVA FISICA

al multiplicarse por r2, agruparse del lado izquierdo todos los términos que dependen de la coordenada
radial r y del lado derecho todos los términos que dependen de las coordenadas polar 6 y azimutal
©, se obtiene:

o e ) T (70 E) = s (w0 " )

0 (m;f “”))1 |

la inica manera de que se cumpla la ecuacién (12) es que ambas funciones sean iguales a una constante
«, asi, se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

(12)

1 9 ( ,0R(r)\ 2mer? _
R(r)r(r or )‘ 2 (V(T)_E>_O" (13)

Y(Gl, ) <sm1(9) ge (Sm(e) ayg)e, = > +Sin; ) (821;555 . ) ) = (14)

la ecuacién (13) es llamada ecuacién radial y la ecuacion (14) es llamada ecuacién angular. [Griffiths
y Schroeter, 2018]

2.2. Resoluciéon de la Ecuaciéon Angular

Ahora, el objetivo sera la resolucién de la ecuacion angular dada por:

sin(@)aae <Sin(0) 8Yé9€, ?) ) +8 };Efé ?) = —asin®(0)Y (0, ¢), (15)

asi, se propone una solucion separable como producto de dos funciones, una que depende solo de la
coordenada polar ©(f) y otra que depende solo de la coordenada azimutal ®(y):

Y(0,0) =0(0)2(p), (16)

ahora, al sustituirse la ecuacion (16) en la ecuacién (15), se obtiene:

2.2 Resolucion de la Ecuacion Angular
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sin(@)q)(cp)ge <sin(9)8(3g0)> —i—@(ﬁ)aaq;(f) = —asin®(0)0(0)®(p),

al dividirse por ©(0)®(y), se obtiene:

sin(9) 0 ( . 00(6) 1 0?®(yp) 9
il 0 =— 0
o) 86<Sm( ) 50 +q)(<p) 92 asin”(6),
notese que esta ecuacion es equivalente a la parte angular de una ecuacion de Laplace 3D esférica.
Por otro lado, al agruparse del lado izquierdo todos los términos que dependen de la coordenada
polar 6 y del lado derecho todos los términos que dependen de la coordenada azimutal ¢, se obtiene:

e I

la inica manera de que se cumpla la ecuacién (17) es que ambas funciones sean iguales a la misma
constante, la cual se define como f3, asi, se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

sin() 0 (. . 00(0) 20y

10 89<Sm(9>(39> +asin®(0) = 5, (18)
1 P0(p)
3p) o2 "

la ecuacion (18) es llamada ecuacién polar y la ecuacién (19) es llamada ecuacién azimutal. [Griffiths
y Schroeter, 2018]

2.2.1. Resolucion de la Ecuacion Azimutal

Ahora, el objetivo sera la resolucién de la ecuacion azimutal dada por:

O*®(y)
0p?

= —B%(e), (20)

notese que esta ecuacion es equivalente a la parte azimutal de una ecuacion de Helmholtz 3D cilindri-
ca. Por otro lado, al agruparse del lado izquierdo todos los términos que dependen de la coordenada
azimutal ¢, se obtiene:

2.2 Resolucion de la Ecuacion Angular
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2 EL PROBLEMA DEL ATOMO DE HIDROGENO DESDE LA PERSPECTIVA FISICA

P ()
0p?

+ B®(p) =0,

ahora, como se requiere periodicidad en ®(ip), si se elige 3 = —m? < 0 las soluciones son exponenciales
reales, las cuales no son periddicas. Pero si se elige 5 = m? > 0 entonces la solucién es:

() = Be™? + [e™ "¢, (21)

asi, para que ®(p) = ®(p + 2m) se cumpla entonces m € Z, por lo que la solucién es:

®(p) = Be™?, (22)

conm€e€Zy ¢ e (0,2m). [Boas, 2005]

2.2.2. Resolucion de la Ecuacion Polar

Ahora, el objetivo sera la resolucién de la ecuacion polar dada por:
0
sin(&)aae (Sin(@)agé)> +asin®(0)0(0) = m*6(0), (23)

al resolverse la derivada parcial respecto a 6, dividirse entre sin?(f) y agruparse del lado izquierdo
todos los términos que dependen de la coordenada polar @, se obtiene:

0?0(0)  cos(h) 00(0) m? B
007 sin(0) o0 (a - smw))@(@) -0 (24)

ahora, al sustituirse s = cos(f) y utilizarse la regla de la cadena, se obtiene:

(1— 32)‘9;28) - zsagf) + <a - )@(s) ~0, (25)

asf, para que O(s) sea finita entonces s € (—1,1). Por otro lado, al sustituirse O(s) = (1—s2)™/20(s)
y utilizarse la regla de la cadena, se obtiene:

9%0(s)

(1= 0s?

+ (o —m(m +1))8(s) = 0, (26)

2.2 Resolucion de la Ecuacion Angular
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el cual es un problema de Sturm-Liouville, por lo que se propone una solucién en forma de serie
de potencias O(s) = 3.2, aps®. Luego, se obtiene la relacién de recurrencia ay,o = (((k + m)(k +
m+1)—a)/((k+1)(k+2)))ag, asi, la solucién se puede separar en potencias pares e impares. Para
potencias pares se busca que a partir de un k € 2N, ago = 0, es decir, (k+m)(k+m+1)—a =0
por lo que « es el producto de dos niimeros naturales consecutivos, asi, a partir de un k € 2N existe
l =k+m € Ztal que a,.2 = 0 con a = [(l + 1). Para potencias impares se puede demostrar que
la serie converge, pero no es finita en s = £1. Ahora, al utilizarse todo lo anterior, se identifica a la
ecuacién (24) con la ecuacién diferencial asociada de Legendre y su solucién es:

O(0) = AP (cos(0)), (27)
con # € (0,7), A una constante y P/"(cos(f)) los polinomios asociados de Legendre definidos por:

d™(Pi(cos(6)))

B (eos(8)) = (=1)" sin(0) =0 E,

(28)

estos siempre son polinomios en la variable cos(). Ademds, dada cualquier [ si m es impar siempre
tienen sin(f) como factor comin. Por otro lado, Fj(cos(f)) es el [-ésimo polinomio de Legendre
definido por la férmula de Rodrigues:

Pi(cos(0)) = “jgif)‘?( 9;)[” ) (20)

estos siempre son funciones pares, especificamente polinomios de grado [ en la variable cos(6). Ade-
mas, notese que la férmula de Rodrigues tiene sentido solo para [ > 0y que P™(cos(f)) # 0 solo
para m < [, lo anterior se resume en que [ € {0,1,2,...} ym € {0,£1,£2, ..., £(1 —2), £(l — 1), +l}.
[Asmar, 2004]

Ahora, al sustituirse las ecuaciones (27) y (22) en la ecuacion (16), se obtiene:
Y(0,0) = Ce™? P (cos(9)), (30)

finalmente, como se utilizan coordenadas esféricas, la condicién de normalizacién para Y (6, ) es:

| a [ 16,0 (@)oo = 1. (31)

2.2 Resolucion de la Ecuacion Angular
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ahora, al sustituirse la ecuacién (30) en la ecuacién (31) se obtiene la constante de normalizacién
C = ((21 + 1/47)((Il —m)!/(I +m)!))¥2, por lo que la solucién normalizada de la ecuacién angular
(15) es:

Y6, ) = J A 8 " Z;:eim@ﬂm@%(@))- (32)

Ademds, estas soluciones son ortonormales:

27 T * ,
/0 /0 Y75 (0, 0) Y (8, @) sin(0)d0dp = S, (33)

con Oy = {0 % 7% 15 delta de Kronecker. [Griffiths y Schroeter, 2018]

1, si z=x

2.3. Resoluciéon de la Ecuacién Radial

Ahora, el objetivo sera la resolucién de la ecuacion radial dada por:

887" <T2 agff) ) _ 2”;;7"2 (V(r) - E) R(r) = I(1 + DR(r), (34)

notese que esta ecuaciéon es equivalente a la parte radial de una ecuaciéon de Poisson 3D esférica. Por
otro lado, para simplificar la ecuacién (34) se propone la siguiente solucion:

R(r) = ") (35)

ahora, para que se garantice la regularidad de u(r) en el origen se impone la condicién u(0) = 0, asi,
al sustituirse la ecuacién (35) en la ecuacion (34), se obtiene:

or? h? r r

pLulr) _ 2mer? <V(r) - E> 10—y,

al multiplicarse por —h?/2m, y dividirse por 7, se obtiene:

W oulr) | (vm - E)u(r) = —Z?n i+ 1)“y>

" 2m. Or?

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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al agruparse del lado izquierdo todos los términos con u(r) y sumar Eu(r), se obtiene:

n? 0%u(r) R+ 1)

" 2m, Or? Vi + 2mer? u(r) = Bu(r), (36)
ahora, se define la energia potencial efectiva V. sy = V (r)+h2l(14+1)/2m.r?, donde el término extra es
llamado centrifugo, ya que tiende a empujar al electrén radialmente hacia afuera. Asi, es conveniente
que se sustituya la energia potencial de Coulomb de la ecuacién (8) en la ecuacion (36) y se divida
entre F/, para obtenerse:

2 92 2 2

WP du(r) <_ ¢ R+ 1>>u(r) — u(r), (37)
2m.E  Or? dregrE  2m.riE

en general, la energia puede tomar dos valores, F > 0 que admite estados continuos (no ligados) y

describe dispersién protén-electrén y E < 0 que admite estados discretos (ligados) como en el a&tomo

de hidrégeno, es por esto que se trabajard con E < 0. Asi, se define 1/k* = —h?/2m.E, luego, al

sustituirse en la ecuacién (37), se obtiene:

1 0%u(r) mee? I(1+1) B
k2 o2 (27Teoh2k2r T k22 u(r) = u(r),

al agruparse del lado derecho todos los términos, excepto el término que tiene una segunda derivada
parcial respecto a r, se obtiene:

1 0%u(r) mee? I(1+1)
— 1= 38
K2 or2 oretier g ) (38)

asi, por simplicidad se define p = kr y py = m.e?/2meoh®k, luego, al sustituirse en la ecuacién (38),
se obtiene:

Pulp) _ (1 - ppo . z(z; 1)>u(p)’ (39)

ahora, al analizarse el comportamiento asintético de la ecuacion (39), se toma el lim,_,, y se obtiene:

= u(p), (40)

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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la solucién es directas:

Uso(p) = De™ P + Ge?,

ahora, se descarta la parte de la solucién con coeficiente G, ya que la solucion R(r) deja de ser regular
en el infinito, asi, se obtiene:

Uso(p) = De™”. (41)

Por otro lado, al analizarse el comportamiento singular de la ecuacién (39), se toma el lim,_,g y se
obtiene:

Pu(p)  1(1+1)
) D), (@2

la solucién es directas:

to(p) = Ep™t + Hp™,

ahora, se descarta la parte de la solucién con coeficiente H, ya que la solucién R(r) deja de ser regular
en el origen, asi, se obtiene:

uo(p) = Ep', (43)

al igual que en casos anteriores, la solucion u(p) sera el producto de varias funciones, las primeras
dos seran u.(p) ¥ uo(p), esto para que se cumpla que el lim, ., u(r) = 0 y el lim, ,ou(r) = 0.
Sin embargo, este es el comportamiento de la solucién tnicamente a distancias muy cercanas o
muy lejanas del nticleo, es por esto que se introduce una tercera funcién v(p), la cudl describird el
comportamiento de la solucién en el resto de los puntos, asi, al considerarse todo lo anterior, u(r)
tendra la forma:

u(p) = Fe ?p"to(p), (44)

asi, al sustituirse la ecuacién (44) en la ecuacién (39), se obtiene:

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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0? I(l+1
% <e—f’pl+lv<p>) - (1 _py (t))e—f’plwp),

p p

al resolverse la segunda derivada parcial con respecto a p y dividirse entre e ?p!, se obtiene:

I(1+1)

(—2<z s du(p) | (p) _ (1 o M 1>>pv<p)7

+2(l+1- +
Jotor + 200+ 1- 252 4 20 0, 0

al expandirse los términos que tienen a v(p) y cancelarse los términos iguales de ambos lados, se
obtiene:

dv(p) | *v(p)

+p

—2(l+ Dv(p) +2(1+1—p) 9 o = —pov(p),

al agruparse del lado izquierdo todos los términos, se obtiene:

a1 p)ag;p) T (po— 20+ D)o(p) = 0, (45)

0*v(p)
o

ahora, se propone una v(p) en forma de serie de potencias:

=0

asi, al sustituirse la ecuacién (46) en la ecuacién (45), se obtiene:

;@p&%<§yw)>+25+1— %i(f}wﬂ+um—2@+1»§§qﬁzo,

1=0

al resolverse las derivadas parciales respecto a p y definirse ¢+ = j + 1, se obtiene:

pgp(.i (7 + 1)cj+1ﬁ7'> P21+ p) Y G+ Degar + (o0 — 20+ 1) Z G

notese que en las dos primeras sumas el primer término es cero, por lo que el indice comenzara en
j = 0. Ademés, el valor de la ultima suma es invariante si se recorre el indice a j = 0 y se resta 1 a
todos los indices dentro de la suma, asi, al considerarse todo lo anterior, se obtiene:

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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pjp(iu+1>c]+1pf)+2u1— )30+ Desear’ + (=204 1) ! =0
j =0 7=0

al resolverse la derivada parcial respecto a p y expandirse todos los términos con p, se obtiene:

Z]]_'_ C]+110]_22j+ CJ+1IOJ+1—|—2l—|—1Z]—I—lC]Jrlpj—l-(0—2([—|—1))Zijj:O,
J=0 J=0 j=0

ahora, se suma un cero con el término —2(—1+ 1)c_;;1p ' y es incorporado en la segunda suma
al recorrerse el indice a j = —1:

Zw+1cy+1p7—22 J+ Ve +2(0+1 Z Dejp + (po —2(L+1)) Y e’ =0,

7=0 j=—1 7=0

notese que el resultado de la segunda suma permanece invariante si se recorre el indice a j =0 y se
resta 1 a todos los indices dentro de la suma, asi, al considerarse todo lo anterior, se obtiene:

ZJJ+ cj+1p7—22961p]+2l+ i CJ+1ﬂj+(pO_2(l+1>>§:ijj:0>
J=0 J=0

j=0

ahora, se factorizan las sumas con p’/ y se obtiene:

o0

g(m + D = 2j¢; + 20+ 1) + e + (oo — 20+ 1>>Cj>ﬂj =0

como p’ es diferente de cero para toda j € Nt U {0}, lo tinico que puede ser cero son los coeficientes:

J+ V)i —2je; +2(L+1)(J + 1)cjpr + (po — 2(1 +1))c; = 0,

al agruparse del lado izquierdo todos los términos con ¢;41 y del lado derecho todos los términos con
c;, se obtiene:

JG +Dejpr +2(0+1)(F + 1)cjpr = 25¢; — (po — 2(1 + 1))cy,

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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al factorizarse ¢;1; del lado izquierdo y ¢; del lado derecho, también dividirse por ((j+1)(j+2(+2)),
se obtiene:

2 +HI+1)—po
TGN A+ )

asi, la funcién v(p) en la ecuacién (46) queda definida por la ecuacién (47). Ahora, se estudia el
comportamiento de los coeficientes cuando j es muy grande, es decir, se aplica el lim;_, a la ecuacion
(47), luego, se tiene que 2(j+I+1) ~ 25 y (j+1)(j+2142) =~ j* por lo que 2(j+I+1)/(j+1)(j+2142) ~
2/j, también se tiene que (j + 1)(j + 20 +2) — oo por lo que po/(j + 1)(j + 20+ 2) = 0 ya que py es
una constante, asi, al considerarse todo lo anterior, se obtiene:

2
Cit1 = =Cj
741 -Cgs
J
ahora, se calculan los primeros 4 términos:
2 2 _22 2 _23 2 24
€1 = 1!607 C2 = 261 ) Co, C3 = 362 = 3160, Cq 403 4!(307

notese que hay un patrén en los indices de cada coeficiente, el cual se puede resumir en la siguiente
ecuacion:

2J
G = Fcoa (48)

ahora, se toma como exacta la ecuacion (48), siendo realmente una aproximaciéon para j muy grande
y se sustituye en la ecuaciéon (46), obteniéndose:

v(p) = i (25)200 = cpe?’, (49)

1=0

asi, al sustituirse la ecuacion (49) en la ecuacién (44), se obtiene:

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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u(p) = Fegelptt, (50)

noétese que la solucién de la ecuacién (50) no es finita, ya que sigue teniendo un comportamiento
asintético al tomarse el lim, ,.,. Precisamente esto queria evitarse al introducirse la funcién v(p),
pero puede resolverse si se acota la serie de potencias de la ecuacién (46). Es decir, debe existir un
numero natural positivo N tal que ¢y; = 0 para toda M > N con N # 0, en particular cy = 0.
Ahora, si se define n = N + [ entonces N = n — [ y al sustituirse en el N-ésimo coeficiente se
obtiene ¢y = ¢,_; = 0, donde todos los coeficientes con indices menores a n — [ son distintos de
cero. En particular cy_1 = ¢,_;_1 es el tltimo coeficiente distinto de cero, es por eso que se elige la
cota n — [ — 1 para que la suma termine. Asi, al sustituirse la ecuacién (46) en la ecuacién (44) y
considerarse todo lo anterior, se obtiene:

n—Il—1

u(p) = Fe ™1 Y e, (51)

1=0

Por otro lado, como cy_; es el ultimo coeficiente distinto de cero, se sustituye 7 = N — 1 en la
ecuacién (47), obteniéndose:

2(N +1) — po .
N(N+20+1) VY

CN =

como ¢y =0y cy_1 # 0, al multiplicarse por N(N + 2] + 1) y dividirse por ¢y_1, se obtiene:

2(N +1) — po =0,

asi, al sustituirse n = N + [ y sumarse py, se obtiene:

2n = po,

nétese que como N € N* y [ € N* U {0} entonces n € {1,2,3,...}. Ademés, como [ < n entonces
1€{0,1,2,....,n — 3,n — 2,n — 1}. Por otro lado, al sustituirse py = m.e?/2meoh*k, se obtiene:

mee?

o = ¢
" Sreh?k

al elevarse al cuadrado y sustituirse 1/k* = —h*/2m,E, se obtiene:

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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mee

dn?=
" Sm2ep?h?E’

al multiplicarse por F y dividirse por 4n2, se obtiene:

4

mee
En = T o6_9_ 919 97
327m2¢e2h?n?
ahora, se define E; = —m.e*/32m%¢y?h* = —13.6 ¢V llamada energia del estado base del dtomo de
hidrégeno, obteniéndose:
Ey
E, = oy (53)

la ecuacién (53) es llamada férmula de Bohr. Por otro lado, al multiplicarse por k y dividirse por 2n
la ecuacion (52), se obtiene:

mee?

dmeghn’

asi, se define ag = 4megh? /mee* como el radio de Bohr, obteniéndose:

k=—

agn’

ahora, al sustituirse k = p/r y multiplicarse por r, se obtiene:

p=— (54)

aon’

asi, se sustituye la ecuacién (54) en la ecuacién (51) y se expresa la serie de potencias en términos

de polinomios de Laguerre, obteniéndose:
r\'! 2r
o L2l+1 - 55
() () (55

con LP(2r/agn) los polinomios asociados de Laguerre definidos por:

u(r) = Fe~ aon

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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2r aon \" dP 2r
Pl—|=(-—— | —|L —_— 56
)= (-5) (0 () o

con L,(2r/agn) el g-ésimo polinomio de Laguerre definido por:

2r
2r aon\ ewn d1 [ _ 2 [ 2r \?
wlan)= () sl = () &

ahora, al sustituirse la ecuacién (55) en la ecuacién (35), factorizarse r/agn y multiplicarse por 2! /2!,
se obtiene:

[
1 1 r 2 2
R = Fi b (7” ) L (7” ) (58)

2L agn apn aon

ahora, como se utilizan coordenadas esféricas, la condiciéon de normalizaciéon para R(r) es:

/O TR Pr2dr =1, (59)

asi, al sustituirse la ecuacién (35) en la ecuacién (59), se obtiene:

/OOO () 2dr = 1, (60)

ahora, al sustituirse la ecuacién (55) en la ecuacién (60), se obtiene la constante de normalizacién
F = ((22%3 /agn)(1/2n)((n — I — 1)!/(n + 1)!))¥/2, por lo que la solucién normalizada de la ecuacién
radial (34) es:

2\ 1 (n—1—-1 . (2r\ 2r
= o) A ¢ T lemam [ ) LA 2 1
Rnu(r) \l<a0n> 2n (n+1)! ¢ <a0n> =1\ gqon )’ (61)

con r € (0,00). Ademds, estas soluciones son ortonormales:

/ C R Rt ()12 = S (62)
0

[Griffiths y Schroeter, 2018]

2.3 Resolucion de la Ecuacion Radial
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2.4. Funciones de Onda del Atomo de Hidrégeno

Ahora, al sustituirse las ecuaciones (61) y (32) en la ecuacion (11), se obtiene:

an) 8mn  (n+D! (I+m)! aogn aogn

Boin(r,0,) — J ( 2 ) A+1(n— - Di(l= m)'m(2) 2 (”)le(cosw», (63)

con r € (0,00), 0 € (0,m) y ¢ € (0,27). Ademés, estas soluciones son ortonormales:

2w pmw poO
/ / / \I/:lm(T, 9, QD)\Ifn/l/m/(T‘, 9, QO)’I“2 sm(&)drd@dgp = 5nn’5ll’5mm’a (64)
0 0 0

es esencial mencionar que el &tomo de hidrégeno también puede resolverse en coordenadas parabdlicas
y esferoidales, esto indica la existencia de una simetria oculta. Por otro lado, es conveniente que se
escriban los nimeros cuanticos y sus valores:

neql,2,3,..} =N (65 1€{0,1,2,...n—1} =L, (66) me{0,£1,£2,...,£l} =M, (67)
INT| =Ry,  (68) IL| =mn, (69) M| =2{+1, (70)

notese que los valores de m dependen de [ y a su vez, los valores de [ dependen de n, asi, para
obtenerse cualquier combinacion de 3 nimeros cudnticos se siguen los siguientes pasos. Primero se
elige un valor para n, después se calculan los n valores que puede tomar [ y para cada uno de estos
n valores de [ se calculan los 2] 4+ 1 valores que puede tomar m.

Es destacable el hecho de que el dominio de la solucién y cada uno de los niimeros cuanticos se
obtuvo de una condicién de periodicidad, regularidad, singularidad, etc. sobre las 3 soluciones de las
3 ecuaciones diferenciales ordinarias resueltas.

Ahora, al calcularse el estado base del atomo de hidrégeno, n = 1, se tiene que el tinico valor que
puede tomar [ es 0 y m solo puede tomar el valor de 0, asi, al sustituirse en la ecuacién (63), se
obtiene:

I x
€ ao,

\11100<T7 97 90) =

ow

™a

2.4 Funciones de Onda del Atomo de Hidrégeno
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Probabilidad

x [a0

Figura 1: Gréfica de densidad de probabilidad de la eigenfuncién ¥10o(7, 0, ¢) en 2 dimensiones (izquierda) y 3 dimensiones (derecha). Nétese que dentro de una
esfera de radio r & 3ap la probabilidad de encontrar al electrén es distinta de cero. Ademas, se observa una distribucién esféricamente simétrica.[Mathematica,
Version 14.0, 2024]

Por otro lado, al calcularse el primer estado excitado del atomo de hidrégeno, n = 2, se tiene que [
puede tomar los valores {0, 1} y m puede tomar los valores {0, +1}, asi, al sustituirse en la ecuacién
(63), se obtiene:

1 T r 1 r . T
Wono(r,0,p) = ———e 2w [ 2 — — |, Uor 1(r,0,¢0) = ———e 200 ¥ — |sin(0),
200 ( ) 1 Tﬂa% a0 21-1( ) S Jnal o (0)
1 — 50— +ip r .
1 (r Wori (1,0, ) = ——F——=¢€ 2= — |sin(6),
Woio(r, 0, p) = ——=€" 2a | — |cos(h), 8/mad o
44/2ma} o
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Figura 2: Gréfica de densidad de probabilidad de la eigenfuncién ¥aoo (7, 0, ¢) en 2 dimensiones (izquierda) y 3 dimensiones (derecha). Nétese que dentro de una
esfera de radio r &~ 8ag la probabilidad de encontrar al electrén es distinta de cero. Ademads, se observa una distribucién esféricamente simétrica, pero distinta
ala de Wigg(r, 0, ¢) ya que se presenta un cascarén de grosor Ar = lag de probabilidad cero.[Mathematica, Version 14.0, 2024]

Cabe destacar que para n y [ fijos, la densidad de probabilidad de W, (r, 0, ¢) es igual a la de
Uo—m(r, 0, 0), es decir, las eigenfunciones tienen un comportamiento simétrico respecto al niimero
cuantico m. También es importante mencionarse que para [ y m fijos, al aumentarse n por 1, aparece
1 patrén maés, parecido al anterior, es decir, si el patrén original tenia 6 secciones, al aumentar
n por 1, apareceran otras 6 secciones, parecidas a las secciones originales, sumando un total de 12
secciones, luego, si se vuelve a aumentar n por 1, apareceran otras 6 secciones, parecidas a las secciones
anteriores, sumando un total de 18 secciones. Finalmente, al estudiarse con méas profundidad estos
patrones se puede construir la teoria de orbitales en la que se basa la tabla periddica.

2.4 Funciones de Onda del Atomo de Hidrégeno
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Probabilidad

0.0025

0.0020

0.0015

0.0010

0.0005

% [a0]
Figura 3: Gréfica de densidad de probabilidad de las eigenfunciones Wo;1_1(7,0,¢) y ¥211(r,0,¢) en 2 dimensiones (izquierda) y 3 dimensiones (derecha).
Noétese que la simetria esférica desaparece y en su lugar aparecen dos gajos horizontalmente simétricos donde la probabilidad de encontrar al electrén es distinta
de cero.[Mathematica, Version 14.0, 2024]
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Figura 4: Grafica de densidad de probabilidad de la eigenfuncién ¥o10(r, 6, ¢) en 2 dimensiones (izquierda) y 3 dimensiones (derecha). Nétese que la simetria
esférica desaparece y en su lugar aparecen dos gajos verticalmente simétricos donde la probabilidad de encontrar al electrén es distinta de cero.[Mathematica,
Version 14.0, 2024]

2.5. Niveles de Energia del Atomo de Hidrégeno

En resumen se tiene que los eigenvalores para el atomo de hidrégeno son:

Ey
con By = —meet/32n%¢y?h? = —13.6eV el eigenvalor de energia correspondiente a la eigenfuncion

Wi00(7, 0, ¢) que es el estado base del atomo de hidrégeno. Nétese que hay muchas eigenfunciones
que corresponden al mismo eigenvalor de energia, cuando esto sucede se dice que el eigenvalor esta
degenerado, asi, para obtenerse dicha degeneracion se calcula el nimero de todas las combinaciones
de 3 nimeros cuanticos que corresponden al mismo eigenvalor de energia, esto puede expresarse a
través de la siguiente suma:

dE) =S @) =25 14 120" 1)((2_ DD =, (72)

con d(E,) la degeneracién del eigenvalor de energia F,, esto significa que a cada eigenvalor de
energia E, le corresponden n? eigenfunciones, ya que estas combinaciones de 3 de niimeros cudnticos
las definen. Es increible que la degeneracion de la energia no sea la que tiene la parte angular, 2/ + 1,
sino que sea en realidad n?, a esto se le llama degeneracién accidental y también indica la existencia
de una simetria oculta, la cual serd mas clara en el siguiente capitulo. [Griffiths y Schroeter, 2018]

2.5 Niveles de Energia del Atomo de Hidrégeno
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3. El Problema del Atomo de Hidrégeno desde la Perspec-
tiva Matematica

Desde el ano 1926, cuando Wolfgang Pauli publicé su famoso articulo, se observé el gran poder
de las simetrias. Hoy en dia estas simetrias son representadas por grupos de Lie y sus respectivas
algebras de Lie. [Pauli, 1988]

El objetivo central de esta seccién serd la derivacion del grupo de Lie SO(4) que representa la simetria
oculta del d&tomo de hidrégeno. Luego, a través del dlgebra de Lie so(4) se calculara el espectro de
energia del atomo de hidrégeno para energias menores que cero.

3.1. Versiones Cuanticas del Hamiltoniano, Momento Angular y Vector
de Laplace-Runge-Lenz

Se sabe de mecanica clasica que el hamiltoniano H es igual a la energia del sistema E, compuesta
por la energia cinética T y la energia potencial V', cuando las ecuaciones que definen las coordenadas
generalizadas no dependen explicitamente el tiempo y todas las fuerzas que realizan trabajo se pueden
derivar de un potencial conservativo:

H=E=T+YV, (73)

ahora, al agruparse todos los términos constantes de la ecuacién (8) en un tnico término v = e?/4rwe,
se obtiene la energia potencial del electrén del atomo de hidrégeno:

V(r)=—=, (74)

también se tiene que la energia cinética del electron del atomo de hidrégeno es:

1
T = imevz, (75)
al multiplicarse por m,./m., se obtiene:
2
b
T = 76
2m,’ (76)

con p = m.v el momento del electrén. Ahora, como el electrén del atomo de hidrégeno se describe
en la aproximacion electroestatica con coordenadas independientes del tiempo y la energia potencial
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de Coulomb es conservativa, se concluye que el hamiltoniano es igual a la energia del sistema. Asi,
al sustituirse las ecuaciones (76) y (74) en la ecuacién (73), se obtiene:

2
g=rt_ 7 (77)

2m, 1’

notese que en el contexto de mecanica cuantica, el hamiltoniano es un operador H=H que actua
sobre el espacio de Hilbert H = L*(R?), que es el conjunto de funciones de cuadrado integrable sobre
R3.

En este punto, destaca el articulo “Propiedades Fundamentales de Operadores Hamiltonianos del
Tipo Schrodinger” escrito por Tosio Kato en 1951, donde demuestra que para cualquier atomo,
el operador hamiltoniano de Schrodinger definido sobre un espacio de Hilbert H, es esencialmente
autoadjunto. Como resultado, el hamiltoniano del atomo de hidrégeno definido sobre el espacio de
Hilbert H = L?(R3) es esencialmente autoadjunto y por el teorema de descomposicién espectral
existe una base ortonormal completa {|U,;,,)} para H formada por eigenvectores de H con todos sus
eigenvalores reales. Mas aun, del capitulo anterior se conoce la forma explicita de las eigenfunciones
Uoum(r, 0, ) v sus eigenvalores E,, < 0. Asi, el hamiltoniano del &tomo de hidrégeno es esencialmente
autoadjunto y acotado si se restringe al espacio de Hilbert H = span({|¥m)}). Todo esto se realizd
sin considerarse efectos relativistas, efectos magnéticos ni la emisién de radiaciéon por el par protéon-
electron. [Kato, 1951]

Ahora, se recurre a mecanica clasica para definirse el vector de momento angular:

L

T XD, (78)

este vector tiene una orientaciéon que siempre es perpendicular al plano de la érbita eliptica y por lo
tanto se conserva. Notese que en el contexto de mecanica cuantica, el vector momento angular es un
operador vectorial L = L autoadjunto, que actiia sobre el espacio de Hilbert H = span({|¥,m)}),
por lo que también es hermitiano:

Ll = (7 x p)} = exju(rype)! = euplr} = esumirs, (79)

notese que en el contexto de mecanica cuantica, el vector posicion y momento angular son operadores
vectoriales 7 = r y p = p autoadjuntos, que actian sobre el espacio de Hilbert H = span({|W,m)}),
por lo que también son hermitianos. Ahora, se sabe que el conmutador de r; con p; es:

(15, ;] = rip; — pj1ri = 1hdy;, (80)

3.1 Versiones Cuéanticas del Hamiltoniano, Momento Angular y Vector de

Laplace-Runge-Lenz
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asi, al utilizarse la ecuacion (80) en la ecuacion (79), se obtiene:

LT = €iju(rjpe — ih6;) = €ijnripr — €annih = Ly, (81)

también se utilizaran las siguientes relaciones de conmutacién:

[Lismi] = Lire = Ly = [eurypr, i) = €qgn(rylpn, il + [ milpe) = —eqgurslr, prl =
. . . (82)
— the;jpri0 = —iheiir; = theg;r;,
[Li, pi] = Lipy — piLi = €5, o) = €i3(r[p, o] + [, pilp) = €ijulrs, pilpr = (83)
ihejkprdj = ihekp.
Ahora, se recurre a mecanica clasica para definirse el vector de Laplace-Runge-Lenz:
Z=px L —meF, (84)

este vector se estudid a través de la historia por Jakob Hermann, Johann Bernoulli, Pierre de Laplace,
William Hamilton, Carl Runge, Wilhelm Lenz entre otros, y aparece en el estudio de dos cuerpos
interactuando con una fuerza central de la forma 1 dividido por la distancia entre los cuerpos al
cuadrado. Sin embargo, es destacable el trabajo “Tratado de Mecanica Celeste” escrito por Pierre de
Laplace de 1798 a 1825, donde descubre este vector, demuestra que su orientacion siempre es paralela
al semieje mayor de la érbita eliptica y, por lo tanto, se conserva, también muestra su relaciéon con
el momento angular y la energia. Las aplicaciones de este vector son la descripcién de la forma y
orientacién de una érbita en problemas astronémicos del tipo Kepler. [Alemi, 2009]

Por otro lado, el vector de Laplace-Runge-Lenz, se puede estudiar con el Teorema de Noether,
el cual indica que una invariancia del Lagrangiano implica la conservacion de una cantidad. Sin
embargo, las transformaciones generadas por las componentes del vector de Laplace-Runge-Lenz no
corresponden a una invariancia del Lagrangiano, sino a una invariancia de la integral de accion.
Esto se enfatiza por la aparicion de la funciéon de tipo gauge que representa un cambio del propio
lagrangiano conjugado con estas transformaciones. Ademas, el vector de Laplace-Runge-Lenz no esta
restringido al potencial de Kepler, sino que existe en general para cualquier potencial esféricamente
simétrico y aparece naturalmente en un procedimiento variacional de la misma naturaleza que el que
produce las ecuaciones de Lagrange, desde esta perspectiva, no se trata de una simetria “oculta” o
“accidental”, como suele denominarse. [Struckmeier y Riedel, 2002]

3.1 Versiones Cuéanticas del Hamiltoniano, Momento Angular y Vector de
Laplace-Runge-Lenz
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Nétese que en el contexto de mecanica cudntica, el vector de Laplace-Runge-Lenz debe ser un opera-
dor vectorial Z = Z autoadjunto, que acttia sobre el espacio de Hilbert H = span({|¥,;m)}), por lo
que también debe ser hermitiano. Claramente, el término “hermitiano” ni siquiera tiene sentido en la
definicién del vector de Laplace-Runge-Lenz de mecanica clasica. Asi, se permitira la aplicacién de
la operacién T en la ecuacién (84), en virtud de obtenerse una idea de cémo se construye un vector
de Laplace-Runge-Lenz hermitiano:

Zh=(px L)' —meyi" = (px L)T — mery, (85)

el término que provoca la no hermicidad es p x L:

(P x D) = eu(p;Li)t = eijkL;tp; = €ijuLkpj, (86)

ahora, al utilizarse la ecuacién (83) en la ecuacién (86), se obtiene:

(px L)} = esji(iherpi +piLi) = €ijip; L — iherienup = (b x L); — 2ihéupr = (p x L); — 2ihp;, (87)
analogamente, se calcula p x L, el cual tampoco es hermitiano:

(L x T?)j = 6ijk<Ljplc)Jr = Eijkp;rgL;f' = €ijuPr Ly, (88)

ahora, al utilizarse la ecuacién (83) en la ecuacion (88), se obtiene:

(Z X T?);f = Gijk(Ljpk — ithklpl) = (:‘ijijpk — ihejkiejklpl = (Z X ﬁ)l — 2ih5ilpl = (Z X ﬁ)z — 2ihpi, (89)
asi, las ecuaciones (87) y (89) indican cémo se define un vector de Laplace-Runge-Lenz hermitiano:

Z=—-(pxL—LxXp)—met, (90)

DO | —

el cual puede llamarse operador vectorial de Laplace-Runge-Lenz. Ahora, al utilizarse la antisimetria
del producto vectorial y la ecuacién (83), se escribe a p X L en términos de L X p:

3.1 Versiones Cuéanticas del Hamiltoniano, Momento Angular y Vector de

Laplace-Runge-Lenz
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(p x L); = €upjLi, = €iji(Lip; — ihegup) = ihegjierup — €wjLip; = 2ihdup, — (L X D);

_ 91
al sumarse (p x L); y restarse 2ihp;, se obtiene:

asi, al sustituirse la ecuacién (92) en la ecuacién (90), se obtiene otra forma del operador vectorial
de Laplace-Runge-Lenz:

Z =px L —ihp — myP. (93)
[Escanes, 2017]

3.2. Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutacion entre Ha-
miltoniano, Momento Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz

3.2.1. Conservacion del Momento Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz

Se sabe que cada grupo deja invariante ciertas propiedades, asi, al utilizarse el Teorema de
Ehrenfest se demostrara que los valores esperados de los operadores vectoriales momento angular y
Laplace-Runge-Lenz permanecen invariantes a través del tiempo. [Griffiths y Schroeter, 2018]

A partir de ahora y para hacer mas sencilla la lectura, se dejard de anteponer la palabra “operador”
para referirse a algin observable fisico. Asi, se aplica el Teorema de Ehrenfest a una componente
arbitraria del momento angular:

0 1
&((‘“Li\‘l’)):%

OL;
ot

<\P|[Li7H1|w>+<w\

\11> , (94)

ahora, como el momento angular se conserva para cualquier campo central, incluido el de la ecuacién
(3), la ecuacion (94) se reduce a:

9w L, W) =

1
= - ([ H) ), (95)

i

3.2 Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutacién entre Hamiltoniano, Momento
Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz
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ahora, se utiliza la ecuacién (77) para calcularse el conmutador de L; con H:

L] = Lo o 4 V)| = g (L] (£ VL (96

nétese que al aplicarse el Teorema de Eherenfest surgen varios conmutadores, como estos apareceran
con mucha frecuencia mas adelante, es importante que se calculen explicitamente. Primero se calcula
el conmutador de L; con p?:

asi, se calcula el conmutador de L; con p?:

[Li,pi] = [Li, pipt] = L, o) + pi Li, pi], (98)

ahora, al sustituirse la ecuacién (83) en la ecuacién (98), se obtiene:

[Li, p}] = ih€amPmpr + iheamPipm = 2iR€mPipm, (99)
asi, al sustituirse la ecuacién (99) en la ecuacién (97), se obtiene:
[Li7p2] = 2Z.heilmplpm + 22.7:561'2777,1)21)777, + 2ih€i3mp3pm = 2Zh(€zlmplpm + €i2mP2Pm

+ €i3mP3Dm) = 2ih(€i12p1P2 + €13D1D3 + €i21P2P1 + €i23DaDs + €i31P3P1 + EizaD3D2) (100)
= 2ih(€i12p1p2 — €12P1D2 + €13P1P3 — €i13P1P3 + €i23P2P3 — 6123]02273) = 0.

Por otro lado, se calcula el conmutador de L; con V(r):

[Li, V()] = €ijilripe, V(r)] = €ijurilpr, V(r)] + egilrs, V(r)lpe = €rrsloe, V()] (101)

ahora, se calcula el conmutador de py con V(r):
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s VOOIE = (pkV () = VW = peV ()6 — V)l = —ih ot (V) 4+ (1) o
= IS V() Y () g = i (V ()Y = i,

n/2

como [F|" = r"™ = (rgrg)™/?, se tiene que:

0 0

o) = ()

V3

n ne
) = §(T’ka)TQQTk = nr" 2y,
ahora, al sustituirse la ecuacién (103) en la ecuacion (102), se obtiene:

h OV
e V() = =25

asi, al sustituirse la ecuacién (104) en la ecuacién (101), se obtiene:

LoV ()] = zhav zh@V( n N - ZhaV(
i r 7 CGijkTiTe = —— 7 &1kl Tk T €2kT2TE T €3kT3Tk €i127172
v r or 7Y r or" ! ‘ r or "
th oV
+ €i137173 + €211 + €237 + €317371 + €i3273T2) = o (€127172 — €1271T2 + €1137173

— €;13717'3 + €;23727'3 — 61’237”27“3) =0,

ahora, al sustituirse las ecuaciones (105) y (100) en la ecuacion (96), se obtiene:

[L;,H] =0,

es decir, el valor esperado del momento angular permanece invariante a través del tiempo.

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

Ahora, se aplica el Teorema de Ehrenfest a una componente arbitraria del vector de Laplace-Runge

Lenz:

0 1 07;
S zi1w) = iz )+ (v| 5|0,

(107)
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asi, como el vector de Laplace-Runge-Lenz se conserva para cualquier campo central, incluido el de
la ecuacién (3), la ecuacién (107) se reduce a:

9wz, wy) =

1
= - (V] (7, H)| W), (108)

7

ahora, se utiliza la ecuacion (93) para calcularse el conmutador de Z; con H:

— Y r ) T
[Zi, H] = [(p X L)i - Zh(p)i - m67<r> ,H] = leijkijk — ihp; — me’Y?, H]

. TZ
= €iji[pjLn, H] — ih[p;, H] — mevl ,le €k (D[ L, H] + [pj, H] Ly,) (109)

2

2
) p Ty P
ih [pz, o + V(T’)] mey [ = + V(T)‘| ,

e 2me

asi, al sustituirse la ecuacién (106) en la ecuacién (109), se obtiene:

) = iplog H1 = it o) 4 1 VO = 5o 27|+ 2v0)] ) 010

r

notese que al aplicarse el Teorema de Eherenfest surgen varios conmutadores, como estos apareceran
con mucha frecuencia mas adelante, es importante que se calculen explicitamente. Primero se calcula
el conmutador de p; con p*:

[pi7p2] = [pi;p% +p§ +p§] = [Pz‘apﬂ + [pz-,pi] + [pi,pi} = [pi, p1lp1 + p1lpis 1] + [pi, P2]D2

(111)
+ pa[pi, p2) + [pi, p3lps + pslpi. ps] = 0,

ahora, al sustituirse la ecuacion (111) en la ecuacién (110), se obtiene:

2

P
(Z;, H] = €ji, lpgw

2m+v<r>] L — ihlp, V(1) —mev( 1 [pvaD (112)

2me,

Por otro lado, se calcula el conmutador de r;/r con V(r):
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I R0 R

ahora, al sustituirse la ecuacion (113) en la ecuacién (112), se obtiene:
1 2 . T 2
[Z;, H] = €ijx %[pjap |+ [pj, V()] | L — ih[pi, V(r)] — 5|70P (114)

asi, al sustituirse la ecuaciéon (111) en la ecuacién (114), se obtiene:

2] = el VO = il V) - 3 7] (115)

ahora, al sustituirse la ecuacion (104) en la ecuacién (115), se obtiene:

ih OV h? oV vl thy 0 (1 Ry 0 (1
ZiH] = = iy — = e Y O L+ PO (2,
|2, H] r O CUkTitE T 8rr 2[7’ p] r Or\r i b r or\r "

v |7 1hry h2~y v |7 thry h2~y
- 2[ ’p2] = e awhem gy lr’pm’l = el (116)

YT r;
—=|{ =D\ +p01|—p] |-
2 r r

Por otro lado, se analiza el término €;;,7;Ly:

Eijkerk = €ijkT i €knmTnPm = €ijkCnmkTjTnPm = <5zn53m - 5im5jn)rjrnpm = 5in6jmrjrnpm

(117)
- 5z‘m5jn7‘j7’npm =TTrip; — Tjrjpméim =T;Tip; — T2pj5ij = (7“2'7’3' - T2(5ij)pja
ahora, al sustituirse la ecuacion (117) en la ecuacién (116), se obtiene:
Zi, H) = —ihy| —2 — 2L |p; — BPy— — = | = = : 118
[Z, H] Z’Y<T3 T)PJ Tz ol Dt P (118)

Por otro lado, se calcula el conmutador de r;/r con p;:
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7 7 7 7 ov i ov
& pbl U= T*pz plr V= *pl‘I’ pl*‘l’ = h 2=y th Tig )= —ipt 9=
T r dr; or\r r Or

, g (r; r; OV g (r; [ Or 0 (1
“h<an<r>‘“ran>"‘han<)‘I’_m<aw+“a <>> )
0il 0 or
—zh( 6T<T>8Tl>\lj’

asi, al sustituirse la ecuacién (103) en la ecuacién (119), se obtiene:

T [ 0a 1Im o[ Oa Timy
ot — bl 22— 2 = in 2 — 12
[Tapl] 1 <T TZT2T> [ (7" 7"3>7 ( 0)

riri 0 ri  dhy ([0 iy O Tiry
7. H — J 7Y LYV I I o
(2, H] = —ify ( r3 r )pj h 77“3 2 (( r r3 Pt pi r r3

i dij 1Ty thy (64 1y thy (6 mimy
— 2l e (% T MY (O T _wy (O T 191
77“3 +1 7( . 3 )p] B (r 3 Yy 5 Yy . 3 (121)
r;  thy (0 Ty thry Oa 1T ri  thy |0y rim
_REy o I _ 2 _REyp IO
V7“3—’_2<7“ T3>l 2]?1 r r3 3 2 | r r3 o

Por otro lado, se calcula el conmutador de &;/r — ryr; /7 con py:

o (8- 2o o002
+ zhaarl ((51 _ T;;"l)q/): —zh(d;l - Wl) gfl maam (5“ _ r;?)w
()2 w2 (5o 2 (5] ()

- ih(dﬂaanC) ai,( ) 13 nnfﬁ(é))q’,

ahora, al sustituirse la ecuaciéon (103) en la ecuacién (122), se obtiene:

(122)
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a1 ) 7] or; or\ 1 T ) T 1
— — =ih| —0;— — i— | —= +3 =ih| —— — (9; 3r;)—
[ r r3 ,pz] ! ( 3 ory mAr ory ) r3 + ro ! 73 (Ours + 3r )7’3

7’2'7’2 . T T T . T
+3 T5 >22h<_7“3_4’r‘3+3’r’3 :—2Zhﬁ,

asi, al sustituirse la ecuacion (123) en la ecuacion (121), se obtiene:

r; r;
2, H] = —5275 + hQ’Yﬁ =0,

(123)

(124)

es decir, el valor esperado del vector de Laplace-Runge-Lenz permanece invariante a través del tiempo.

3.2.2. Relaciones de Conmutacion entre Momento Angular y Vector de Laplace-Runge-

Lenz

Se sabe que las relaciones de conmutacién del hamiltoniano con el momento angular y el vector
de Laplace-Runge-Lenz se reducen a leyes de conservaciéon. Sin embargo, no se tiene informacién
sobre las relaciones de conmutacion entre el momento angular y el vector de Laplace-Runge-Lenz.

Asi, se procede a calcularse el conmutador de L; con Lj;:

[Li, Lj] = €iksCjiqt [Tkps, qut] = Eiks€th(7"k [ps> qut] + [ﬁm qut]ps) = Eiks€th(7"k:([ps> T’q]pt
+14[Ps, D)) + ([Th, Talpe + 7o[re, De)Ds) = €ins€n(Tr[Dss Tlpe + 74 [Ths PeIDs) = €ins€jgn
(—ihdsqrepe + 1hokireps) = 1h(€iks€jqtOrtTqPs — €iks€jqtOsqThPt) = tA(€iks€ighTqPs
- EikzsﬁjstTkpt) = ih(ﬁiksﬁjtsrkpt - Eiskejqqups) = ih((dijékt - 5z't5kj)7“kpt - (5z'j5sq
— 0ig0sj)TqDs) = tR(SijTepr — 7jpi — OijTsps + 1ip;) = ih(ripj — 15pi) = 1A(0inGjm

- §1m5]n>rnpm = 7;FLE'L'jk€nmk70npm = ihﬁijkeknmrnpm = Zhez]kLk

Ahora, se procede a calcularse el conmutador de L; con Z;:

1 - — T 1 1 T
(Li, Z;) = | Ls, 5(@ X L)j — (L xXP)j) — mey (7’) ]: [Li, §€jkspkLs — §€jkstps — mw;]
J

1 1 T 1
= §€jks[Li,PkLs] - §€jks[Lia Lips| — mery [Lz’, TJ} = §€jks([Li,Pk]Ls + pi[Li, Ls])

1

1 1
- yene Do+ LalLiopd) = mer (L]} 13| ],

(125)

(126)
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aqui se ha usado la definicién del vector de Laplace-Runge-Lenz de la ecuacion (90), asi, al sustituirse
las ecuaciones (83), (125) y (82) en la ecuacion (126), se obtiene:

1. . ro 1
[Lia Zj] = §Zh€jks(6ikmpm[¥s + eisnpkLn - 6ik:qups - eisthpt) —me7y <Zh6ijur - ;rj [Lza V(’f‘)]) ) (127)

ahora, al sustituirse la ecuacién (105) en la ecuacion (127), se obtiene:

1. . Ty
[Li> ZJ] = §Zh(€jsk€imkpm[/s - 6jksE'L'nspkLn + Ejkseitstpt - Ejskeiquqps) - theVqu?

1.
= 525((5]@'53771 - 5jm(5si)mes - (5ji5kn - 5jn5ki)pkLn + (5ji5kzt - 5jt5ki)Lkpt - (5ji5sq - 5jq5si)
. ry 1.
Lqps) - the’YEiju? = §Zh(6jipsLs - iji - 5jiPnLn + piLj + 5jiLtpt - Lipj - 5jiLsps

. re 1. . Tu 1,
+ Lipi) — ihme€iju_~ = §Zh((piLj —pjLi) — (Lipj — Ljpi)) — ihme€iju~ = ilh((éiaéjb (128)
. o 1.
- 5ib5ja)paLb - <5ia5jb - 5ib5ja)Lapb) - theVqu? - §1h<€iju€abupaLb - EijueabuLapb)

, Tu . 1 Tu , 1., - -
- thefyeiju7 = Zheiju <2<€uabpaLb - 6uabLapb) - m57r> = Zheiju (2((27 X L)u - (L X p)u)

— me7Y <:> >: ZhGlJuZu

Ahora, se procede a calcularse el conmutador de Z; con Z;:

2, 2;] = [;((p x L)i — (L xp);) — mw(i) ; ;((P x L)j = (L X P)j) = mey C) ]

1 1 r; 1 1 T
- [ZEikspkLs - §€ikstps - m67?7 §€thpth - iethLqpt - m67;]

1
= Zeikseth([pk[/sapq[/t] - [pkL57 Lqpt] - [Lkpsapth] + [Lkpsa Lqpt])

1 T T T; T T T
+ §m67 <6iks < [Lkpm ]‘| - [pkLS7 J‘| > +€th ( [7 Lqpt] - [7 pth‘| ) ) +m372 [7 J‘| )
T T T T r r

noétese que se utiliza la definicién del vector de Laplace-Runge-Lenz de la ecuacién (90). Asi, primero
se calcula el conmutador de p L, con pyLy:

(129)
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[pkstpth] = pk[Lsapth] + [pkapth]Ls = pk([Lsapq]Lt +pq[Lsa Lt]) + ([pkapq]Lt

(130)
+ pq{pka LtDst
ahora, al sustituirse las ecuaciones (83) y (125) en la ecuacion (130), se obtiene:
[pkL57pth] - ih(esqmpkpml/t + Estnpkpan - Etkquvas)' (131)
Por otro lado, se calcula el conmutador de pyLs con Lgp;:
[PiLs, Lypi] = prlLs, Lpt] + [prs Lgpe] Ls = pr([Ls, Lglpe + Lo[Ls, pi]) + ([pr, Lol
(132)
+ Lq[pka pt])Lsa
asi, al sustituirse las ecuaciones (83) y (125) en la ecuacién (132), se obtiene:
[pk‘Lsa Lqpt] = ih(esqmpkmet + Estnpqupn - Eqkupupth)- (133)
Por otro lado, se calcula el conmutador de Ljps con pyLy:
[Lips; pgLt] = Li[ps, pg Ll + [Li, Dg Lilps = Li([Ps, Pgl Lt + Pg[Dss Lt]) + ([L, o] Lt
(134)
+ pgl L, Li])ps,
asi, al sustituirse las ecuaciones (83) y (125) en la ecuacién (134), se obtiene:
[Lkpsapth] = ih(ekqupu[/tps -+ Ektquvas - 6tsmLkpqpm)- (135)

Por otro lado, se calcula el conmutador de Lyps con Lgp;:
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[Lips, Lqpt] = Li[ps, Lype] + [Li, Lapilps = Li([ps, Lolpe + Ly|ps, o)) + ([Li, Ly)pe

(136)
+ Lq[LkaptDpsa
asi, al sustituirse las ecuaciones (83) y (125) en la ecuacién (136), se obtiene:
[Lkpsa Lqpt] = Z‘]‘i(ekqu[/uptps + ekztqupvps - 6qsrnLkp1npt)~ (137)
Por otro lado, se calcula el conmutador de Lyp, con 7;/7:
[Lkpsa ]] = Lk [p& j] + [Lkv J] Ds, (138)
r T T
asi, al sustituirse la ecuacién (120) en la ecuacién (138), se obtiene:
T , rirs  Oig 1 1
e e (| (139)
asi, al sustituirse las ecuaciones (82) y (105) en la ecuacién (139), se obtiene:
T , rirs  Ojs T
Lkps, — | = Zh Lk T3 T +€k;jm7ps . (140)
r r r r
Por otro lado, se calcula el conmutador de pyL, con r;/r:
[pkL57Tj]—pk lLS7m‘|+lpk7m‘| LS? (141)
r r r

asi, al sustituirse la ecuacion (120) en la ecuacion (141), se obtiene:

3.2 Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutacién entre Hamiltoniano, Momento

Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz
41



3 EL PROBLEMA DEL ATOMO DE HIDROGENO DESDE LA PERSPECTIVA MATEMATICA

T’jT’k 5jk

e R e AR (T ) (142

r3
asi, al sustituirse las ecuaciones (82) y (105) en la ecuacién (142), se obtiene:
T . Tt Ojk T'm
pkLsa —|=1h 3 . Ls + €simPr— |- (143)
r r r r

Por otro lado, se calcula el conmutador de r;/r con L,p;:

r

T; r; r;
[7 Lqpt] = [T’ Lq‘| Dt + Lq [Tapt‘| ) (144)

asi, al sustituirse la ecuacion (120) en la ecuacion (144), se obtiene:

[7;}, Lqpt‘| = —ith<7";;"t _ (5">—|—<[Ti, Lq]i — lri[V(r), Lq]>, (145)

asi, al sustituirse las ecuaciones (82) y (105) en la ecuacién (145), se obtiene:

T . ity Oy 'm
lr’ Lqpt‘| = Zh<—Lq< 3 — 7’) —Eqimrpt> . (146)

Por otro lado, se calcula el conmutador de r;/r con p,Ly:

T T T
[ 7pth]: [rapql Lt +pq [T7Lt‘| ) (147)

r

asi, al sustituirse la ecuaciéon (120) en la ecuacién (147), se obtiene:
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T; . ;T 52 1 1
[T,pth] = —zh( r3q — ;) Ly +pq<[ri, Lt]; — ;ri[V(r), Lt}>, (148)

asi, al sustituirse las ecuaciones (82) y (105) en la ecuacién (148), se obtiene:

T ) riT 0; Tim
[T7Pth] = zh(—( qu - Tq> Ly — Gtimpqr>- (149)

Por otro lado, se calcula el conmutador de r;/r con r;/r:

i T 1 r; A1 1 1 11 1 11\1
[r,m‘|: Tr; l,qﬂj]—l—[r“rﬂ] = Ti<l,7’j‘| +7’j [,])4‘([7@',%‘] +7’j [7‘@]) = 0, (150)
T r r r T|Tr T T rr T T T

asi, al sustituirse las ecuaciones (131), (133), (135), (137), (140), (143), (146), (149) y (150) en la
ecuacion (129), se obtiene:

1h
[Zi7 Z]] = Zeikseth(esqmpkpm[/t + 6stnpkpan - etkquvas - 6sqmpkmet - 6stnpqupn

+ 6qkupupth - 6kqupuLtps - thquvas + GtsmLkpqpm + 6kquLuptps + Ektqupvps

ih rirs  Ojs 'm itk 9; rm\ (151
- EqsmLkpmpt) + gmefy (ka (Lk< ;‘3 - ;) +€kjm7ps - (Jk - ]> LS — ESjmka) ( )

73 r
rire Oy T'm rirg  0; T ih(1
+ €jqt <_Lq (73 - 7“) _Eqim7pt + < T3q — Tq> L + etimpqr>>: o <2A + me73>>

ahora, es importante que se analice el término A de la ecuacion (151):
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A= eikSqut(esqmpkmet + 6stnpkpan - Etkquvas - esqmpkmet - Estnpqupn + eqkupupth

- EkqupuLtps - Ektquvas + 6tsmLkpqpm + 6k:quLuptps + Ektqupvps - EqsmLk‘pmpt)
= Giks(eqthqsmpkmet - 6tjqetsnpkpan - 6i&jqetkqupv[/s - quteqsmpkmet + 6tjqetsnpk[/qpn

- quteqkupupth - 6qjteqkupuLtps + 6tjqetkquvas + 6tjqetsmLkpqpm + 6qthqk:uLuptps

- Etqutkqupvps + quteqsmLkpmpt) = Eiks((éjsétm - 6jm6ts)pkmet - (6j55qn - 5jn5qs)pkpan

— (0600 — 0500qk )PqPuLis — (8js0tm — GjmOts )Pk Limpe + (8550gn — 0jndqs )Pk LgPn
- (5jk5tu - 5ju5tk)pupth - (5jk5tu - 5ju5tk)PuLtps + (5jk5qv - 5jv5qk)pqups
+ (6550gm — 0jmOqs) LipgDm + (860t — 65udtk) LupePs — (0040 — 05u0qk) LqPuPs
+ (0550tm — OjmOts) LiDmPe) = €ins((0jsPkPe Lt — PrpjLis) — (0jspapnLn — PrpsLy)
— (OjxpopoLlis — PrpjiLis) — (0spk Lepe — prljps) + (05506 Lnpn — PeLsp;)

— (0jkpipeLs — pjprLs) — (OjxpeLaps — piLaps) + (000 Lops — prLijps)

+ (0js LiPmPm — Lipspj) + (651 Lipips — Liprps) — (OjuLopobs — Likpips)

+ (05 Ligpipe — Lipips)),

asi, al cancelarse los términos iguales, se obtiene:

A = €ips(—0;up° Ls — 6xp° Ls + 65 Lip* + ;s Lip® + ppsLj + prpjLs — peLspj + pj Lips
— Lipjps — Liprps) = €ins(20° (85 Ly — 8j1.Ls) + pr(psLj + [pj, Ls)) + ([pj, L] — Lipr)ps),

ahora, al sustituirse la ecuacion (83) en la ecuacion (153), se obtiene:

A= eiks(2p2(5stk - 5jkLs) + pk<png - Z-7:L€.<5j7’npm) + <_2h€kjnpn - L]pk)ps) = Eiks(2p2

(5stk - 5jkLs> - ih(esjmpkpm + Ekjnpnps) + [Pkp& LJ]) = 2p2(€ikij - Eists>
— th(€sik€sjmPrDPm — €kis€hjnDnDs) + €iks(Pe[Pss Lj] + [Prs Lilps),

asi, al sustituirse la ecuacion (83) en la ecuacién (154), se obtiene:

A= _4p2€ijkLk - ih((5ij5km - 5im5kj)pkpm - (51']'5571 - (5m(5sj)19nps) - ihﬁiks(Ejsupkpu
+ €jkuPuDs) = _4p2€ijkLk — ih(0iPmPm — PjPi — 0ijPsPs + Dibj) — A €ris€rjoDoDs
— €sik€sjubkPu) = —4p2€n i, — ih((8ij050 — 0iw0s;)PuDs — (0450ku — OiuOk; ) PrDu)
= —4peiLi — th(0ijpsps — Pibj — OijPuPu + Djpi) = —4p €ijiLi,

(152)

(153)

(154)

(155)
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ahora, es importante que se analice el término B de la ecuacién (151):

r3

Tty Ot T'm rire 0 T'm
+ €jgt <_Lq< NER r) ~Cqim™ "y + (T_gq - Tq> Ly + etimpqr>

T, Ly, Tm T L, r
_ J ] m
— eikstrsﬁ + GkijT - 6kis‘fkjm —Ps — r3 EzksrkL — €jis™ r + €kis€imsPk —— r

Tirs  Oig T TirE  Oik T'm
B = €iks (Lk <]3 ! >+€k]m Ps — (j - j) Ls - 68jmpk>
T T r r

T t T'm
_LethLqrt 7”3 quz r + Eq]teqzm Pt + qutqut + Ez]t r quteimtqu (156)
T T'm T T'm
- 4€ij r + EzkstTs 3 - (6z§sm - 6im6sj>7ps - rfé‘giksrkLs + (5kj5im - 5km513)pk7

'm
qutL Tt 7’3 (5]15tm 5Jm6tz) pt + 6thqut (5q’i(sjm - 6qm5ji)pq7

Ly, T r T T T T
= 461]k + €ins Lirs—% 3 <5ijsps - ij> — % €iksThLs + (pjl - 5ijpk>
r r r r r

T e r; T T; T'm
— €jqtLgri— + | 0ji— P — b +—€arele — | Pi— — 0jipm—
dattaTt 3 i 3 CiatTa s OiiPmT T )

asi, al cancelarse los términos iguales, se obtiene:

Ly, r; r; 1
B = 4€Z]k + p] _'_p] Jpl - pzi + (EikstrsTj - ethLthri)?
T T T T (157)

1
+ ﬁ(riethqut — rjeiksTkLs)-

Por un lado, se analiza el término €, L;7y:

Eijijrk = €jk€inmTnPmTk = —€jik€inmTnPmTE = _(5zn6km - (Szmékn>rnpmrk

(158)
—(ripkTr — TRDITE),

asi, al sustituirse las ecuaciones (158) y (117) en la ecuacion (157), se obtiene:

Ly - . .
B = deijp—- + - pa + PJ Tj pi — pz’?j + ((rypire = rupyro)ri = (ripsrs = ropirs)rg)
1 Ly r r
+ g(fi(Tqupq —1?p;) = r(rirepy — 7°pi)) = 46%* o PJ +p; ;pi — pzf (159)
11
+ (Pierers — TpjTT — TiDsTSTy F TSDiTST) 5 e (rirjrapq — 137D — TiTRDE + T D:),
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ahora, al cancelarse los términos iguales, se obtiene:

Ly r ri T T 1
B=Adej— + —pj +pj— — 2P — D> A (rperiri — riparars) 3
r r r r r r (160)
1 1
+ (rspirsry — 7’tpj7"t7"i)7T3 + ;(iji —Tip;)-

Por un lado, se analiza el término 7;p;rir; — 1ipsrsr;:

TiDireTi — TiDsTsTj = TiDriTy — TiplTe = (TiDeri — 1Dl )T (161)

Por otro lado, se analiza el término r;p,r; — rip,7r;:

(rjperi — ripery)¥ = —zh(rjart(rilll) — Ti@rt(r‘j\ll)>_ —zh(rj (57“,5\1[ + TZ@?})

9 9T (162)
Tj .
—ri| =V 4 r;— | |= —th(rjdy —rid;) W,
<8Tt j@?})) ( e ]t)
asi, al sustituirse la ecuaciéon (162) en la ecuacién (161), se obtiene:
T — TipsTsTy = —ih(r;04 — 13050)ry = —ih(r;r; — ;) =0, (163)
ahora, al sustituirse la ecuacion (163) en la ecuacién (160), se obtiene:
Lk T T ] ] 1 1
B = 4€ijk7 + P +pj? i Pt + (rspirsry — rtpjrtri)ﬁ + ;(ijz' —Tip;)- (164)
Por un lado, se analiza el término rgp;rsr; — ryp;rer;:
TsPilsTj — TPl = TePiT§T — TiPTiT = Tt(Pz‘Tj - pjﬁ‘)?”t~ (165)
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Por otro lado, se calcula el conmutador de r; con (p;r; — pjr;)re:

[?"u (pﬂ"j —pﬂ"z’)rt] = [7% (pﬁj)ﬁ] - [Tt, (pjri)rt] = [rtapirj]rt +pi7"j[7"t>7“t] - [Tt,PjTi]Tt
—pjﬁ[ﬁﬂ“t] = ([Ttapﬁj] - [Tupﬂ‘i])?"t-

(166)

Por un lado, se calcula el conmutador de r; con p;r,,:

[riapl/’ﬂm] - [Tiapl]rm +pl[Ti)Tm] - Z.h(silrma (167)

asi, al sustituirse la ecuacién (167) en la ecuacién (166), se obtiene:

(74, (pirj — pjri)Te] = ih(041; — S4j1i)ry = th(rjr; — riry)ry = 0, (168)

ahora, al utilizarse la ecuacién (168) en la ecuacién (165), se obtiene:

TsPilsTj — TPl = (pirj - pﬂ“i)m“t = (pz‘?“j - pﬂ‘z‘)TQ, (169)

asi, al sustituirse la ecuaciéon (169) en la ecuacién (164), se obtiene:

L, r; ri T T 1 1
B=Adej— + —pj+pj— — 2pi — pi— + (piry — pjri)— + —(ripi — rip;)
r r r r r roor (170)
r; T Tj ’f’j Tj T Tj r; Lk
; ‘ =P —Pi— +pi— —pj— + —pi — —p; = de
r r r T r r

R
r

ahora, al sustituirse las ecuaciones (155) y (170) en la ecuacién (151), se obtiene:

ih (1 Ly . P g
[ZZ', Zj] = 5 (2(_4p25ijk[/k> + me’)/<4€ijkr)> = —Zh <2m627ne€ijkLk — 2me;eijkLk (171)

¥ v
— —2iﬁme (2711 — r) eijkLk: = —2ihmeH€ijkLk.

3.2 Cantidades Conservadas y Relaciones de Conmutacién entre Hamiltoniano, Momento

Angular y Vector de Laplace-Runge-Lenz
47
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También es importante que se calcule el término Z - L:

Z-Z:(pr—ihp—mew)-f:(ﬁxf)-f—z’hﬁf—mﬂ?-L, (172)
T

notese que se utiliza la definicion del vector de Laplace-Runge-Lenz de la ecuacién (93), asi, primero
se analiza el término (p X L) - L:

Por otro lado, se utiliza la ecuacién (196) para analizarse el término (L x L);:

(L X Z), = €z'jijLk = eijk(Lij + ithlel) == —EikijLj + Z'FLEZ'ijjkLZ = _EikijLj

. o (174)
+ QZFL(SZ'ZLZ = —(L X L)Z + QZHLZ',
ahora, al utilizarse la ecuacion (174) en la ecuacién (173), se obtiene:
Por un lado, se utiliza la ecuacién (80) para analizarse el término p - L:
P+ L =pi(T XD)i = Di€iskTjPk = €xijPiTiPk = €xi (150i — 1hji)pr = (—€rjitjpi — iher;)pi (176)
= —€rripipk = —(T X D)ipi = —L - D = —rjejixpipr = —7i(P X D).
Por otro lado, se analiza el término (p X p);:
(P x P)i = €iupipk = €iji([pj pr] + prpj) = —€injprp; = —(P X )i, (177)
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ahora, al utilizarse la ecuacién (177) en la ecuacion (176), se obtiene:

p-L=L-p=0,

asi, al sustituirse la ecuacion (178) en la ecuacién (175), se obtiene:

(pxL)-L=0,

ahora, al utilizarse la octava igualdad de la ecuacién (176), las ecuaciones (174), (83), (178) y

en la ecuacion (175), se obtiene:

(px L)L =—ihL -p=—ihLip; = —(L x L)ipi = —€ij.LjLyp; = —Lj€jni Lip;
= —Ljeni(piLy + therap) = Lj€jiepi Ly — 2ihdLip; = Li(p x L); — 2thL - p

=L -(pxL)=0.
Por un lado, se analiza el término 7 - L:
7oL =ri(T X D)i = ri€ijiripr = Ti€ije(prrj +ihojn) = ri(—ewpar; + ihewr) = —€jntipar;
— (Fxp)iri = —L T = —ri€;per; = —Ti€ins (rjpr — thdji) = —ri(—€inrjpr — iheig,)

= €Tk = (T X T)ip;.

Por otro lado, se analiza el término (T x 7);:

(7 X F)i = €Tk = eijk([rj,rk] + T’ij) = —€ikTkT; = —(7 X ?)i,

ahora, al utilizarse la ecuacién (182) en la ecuacién (181), se obtiene:

-
i
I
=~
S
Il
\.O

(178)

(179)

(179)

(180)

(181)

(182)

(183)
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asi, al sustituirse las ecuaciones (180), (178) y (183) en la ecuacién (172), se obtiene:

(PXL)—ihL - p—m L -T=L-BxL—ilp—meni)=1L-Z=0. (184)
T

Z-L=1L

Ahora, es importante que se calcule el término Z2:

7 = (px L —ihp — mey?) - (p x L — ihp — mey?) = (px L) —il(p x L) -p
—mey(px L) -7 —ihp-(px L) —h2ﬁ~ﬁ+iﬁmevfo-f—mevﬁ(T?xf) (185)

+ ihmey? - P+ miyF - 7

noétese que se utiliza la definicion del vector de Laplace-Runge-Lenz de la ecuacién (93), asi, primero
se analiza el término (p x L)*:

_ 186

ahora, al sustituirse la ecuacion (178), utilizarse las ecuaciones (83) y (177) en la ecuacién (186), se
obtiene:

(23 X Z)Q = DPm (men + ihénmsps)Ln = p2L2 + ihenmspmps[/n = p2L2 + 'Lh(ﬁ X ﬁ)nLn = szQ' (187)

Por un lado, se utilizan las ecuaciones (91) y (177) para analizarse el término (p x L) - p:

(pPx L) p=(~Lxp+2ihp) - p=—(Lxp)-D+2ihp-p=—(L xDp)ip; + 2ihp’

R .2 2 _ ) .2 9 (188)
= —eijLiprpi + 2ihp® = —Lj€ripepi + 2ihp” = —L;(D X D); + 2ihp” = 2ihp®.

Por otro lado, se utilizan las ecuaciones (91) y (80) para analizarse el término (p x L) - 7
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— — — — 1
(pXT)-F=(—Lxp+2ip) - # = —(L xp) - +2hp-F = —(L X pliree + 20hp - #
T
1 1 1
= _Eijijpkri; + QZhTQ e —Ljéjm-pkn-; =+ 2271]7 e —Ljej;m-(ripk — zh&lk); —+ 227’1]7 e (189)
, 1 . 1 L. L? Y
= —L;(—€jikripr — thejpy)— + 2ihp - 7 = Li(F X p);— + 2ihp - 7 = — + 2ihp - 7.
T T T

Por un lado, se utiliza la ecuacion (177) para analizarse el término p- (p x L):

p-(px L) =pi(px L); = picijupj L, = €rijpip; Ly = (p x p)iL; = 0. (190)

Por otro lado, se analiza el término 7 - (p x L):

P T | 1 1
r- (p X L) = ;Tz(p X L)z = ;Tieijkijk = ;ekijriijk = ;(’I" X p)sz = 7 (191)

Por un lado, se utilizan las ecuaciones (104) y (80) para analizarse el término 7 - p:

.11 1 1 ol r .r 1L
rep=-T-P=-Tipi="Ti=Pi =T\ Pi. + — 5~ ri|=ri|pim —th— = (ripi — ih)
r r r r r
+

“r ror\r
1
r

1 1 1
r T r

ahora, al sustituirse las ecuaciones (187), (188), (189), (190), (191) y (192) en la ecuacién (185), se
obtiene:

L? L?
77 = p’L? 4 2hp* — mey— — 2ihmeyp - £ — B2p* + ihmeyp - 7 — mey— + ihmeyp - 7
r r
h2 2 h2
—2mey— +m2y? = p*L? + p*RA® — 2my— — 2moy— + m2y? = p*(L* + h?)
r r r (193)

2
- QmeZ(L2 + B?) +m2y? = <2m6 2p — 2m87> (L* + B?) + m2y?
r

r e
= 2m H(L* + h*) + m2+°.
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3.3. El Algebra de Lie so(4) Generada por el Momento Angular y el
Vector de Laplace-Runge-Lenz

En resumen, al juntarse las ecuaciones (106), (124), (125), (128) y (171), se obtiene:

[Li, H] =0, (194) [Z:, H] =0, (195)
[Li, LJ] = iheijkLk, (196) [LZ, Zj] = ihEiijk, (197)
[Zia Z]] == —QihmeHEijkLk, (198)

Es vital recordarse que a partir de ahora se restringen todos los operadores a aplicarse sobre el
espacio de Hilbert H = span({|¥um)}), donde el hamiltoniano del dtomo de hidrégeno H es
esencialmente autoadjunto y acotado. Ademads, nétese que al aplicar el Hamiltoniano a un esta-
do |¥) € span({|Wnum)}) se obtiene la energia de ese estado, es decir, H|span({|w,,,)1) = E, asi, es
indistinto el uso de H o E.

Ahora, formalmente las ecuaciones (194), (195), (196), (197) y (198) no definen un dlgebra de Lie
so(4), pero con la restriccién anterior, si que se puede decir que al tomarse L; y Z; como 6 generadores,
se obtienen las relaciones de conmutacion del dlgebra de Lie so(4) médulo una constante, por més
complicada que esta sea. Asi, si se define el operador:

_ Z
4= TS (199)

el cual solo es un multiplo especial del vector de Laplace-Runge-Lenz. Ahora, se definen los opera-
dores:

1 _
I = o(Li £ Zi), (200)

(]

asi, se utilizan las ecuaciones (194), (195) y (199) para calcularse el conmutador de J;* con H:

[J* H] = B(Li + Z,), H] = ;[Li, H] + ;\/%M[Zi, H] =0, (201)

3.3 El Algebra de Lie so(4) Generada por el Momento Angular y el Vector de

Laplace-Runge-Lenz
52



3 EL PROBLEMA DEL ATOMO DE HIDROGENO DESDE LA PERSPECTIVA MATEMATICA

ahora, se utilizan las ecuaciones (196), (197), (198) y (199) para calcularse el conmutador de J:* con

+.
T

1 ~\ 1 ~
+ + + 7+ + 7+

1 1 1 1
iﬁ““iﬁﬁf%MiﬁmmW@]%m%JQ
€ € € (202)
L. 1 _ 1 _ 1
— Z (ZhGijkLk + mzheﬁka + m@hﬁijkzk + QTnEEZtheEEijkLk>
1. Z , 1 > ,
= Zlheijk <2Lk + 2—2':nE1>: ZhEijk§<Lk + Zk) = ZhGiijki.

asi, se utilizan las ecuaciones (196), (197), (198) y (199) para calcularse el conmutador de J:* con
Ji
j

1 =\ 1 >
+ + +
(5 I = JF g = U = [2<Liizi>,2<Lj:FZj>]

1 1 1 1
= (L L)) ——— (20 L) F [, 2] + ——|Z:, Z, 203
f(10 2+ T 1) S0 20 4 1202 (209)
1/ 1 , 1 : I
= Z (ZheijkLk + mlhEJZka F mth]ka - M2h2m6E€ijLk>— 0.

Por otro lado, al elevarse al cuadrado la ecuacién (200), sustituirse las ecuaciones (184) y (193), se
obtiene:

JiQ:}fiL~fiL:1Lif A S §
4 vV=2m.E vV—2m.E v—=2m.E /-2m.E
Z Z 1 Ve 1 mey?
. = (12— - (L* 4+ B?) — = 204
+ v—2m.E \/—2m6E> 4 ( 2m.E ) 4 ( * 2F (204)
JE = oy B
G

ahora, se utiliza la ecuacion (204) para calcularse el conmutador de J +* con H:

En resumen, al juntarse las ecuaciones (201), (202) y (203), se obtiene:
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[JF H] =0, (205) [J.,H| =0, (206)
[Jit, I = ihegi ) (207) [Ji, ;'] = iheiji ), (208)
JE 7= 0, (209

asi, al tomarse J; como 3 generadores se obtienen las relaciones de conmutacién del algebra de Lie
so(3) médulo una constante, independientemente al tomarse J;- como 3 generadores se obtienen las
relaciones de conmutacién del algebra de Lie so(3) médulo una constante. Es decir, se desacoplé el
algebra de Lie so(4) que se tenia anteriormente en las ecuaciones (194), (195), (196), (197) y (198)
en un producto de algebras de Lie so(3), por lo que so(3) ® so(3) = so(4). Por otro lado, como la
cubierta universal de so(3) es su(2) entonces la cubierta universal de so(4) es su(2) ® su(2), asi,
(su(2) ® su(2))/Zy = so(4) con Zy = {—1,1}.

Ahora, es adecuado que se defina el concepto de grupo, un conjunto G con una operacion binaria
(producto de grupo) tal que se cumplen 4 axiomas para esta operacién, el primero es cerradura, el
segundo es asociatividad, el tercero es existencia del elemento identidad y el cuarto es existencia del
elemento inverso. Pero esto no basta, ya que es necesaria la idea de transformaciéon infinitesimal,
asi, debe definirse el concepto de grupo de Lie real, un conjunto G que es un grupo y ademaés
una variedad real de dimension finita donde las operaciones multiplicacién e inversion son funciones
suaves. Finalmente, es necesario mencionarse el tercer teorema de Lie que indica que cada algebra de
Lie real de dimensién finita es el algebra de Lie de algiin grupo de Lie simplemente conexo. Con esto
se concluye que al dlgebra de Lie so(4) le corresponde el grupo de Lie SO(4), con esto es claro que
la simetria oculta del dtomo de hidrégeno se debe a dos simetrias del grupo SU(2) cuyo producto es
una simetria del grupo SO(4), el cual tienen que ver con rotaciones en 4 dimensiones.

3.4. Caélculo de los Niveles de Energia del Electrén en el Atomo de
Hidrégeno a través del Algebra de Lie so(4)
Hasta ahora se ha obtenido el grupo de Lie SO(4) que representa la simetria oculta del atomo

de hidrégeno. Sin embargo, aun falta utilizarse el dlgebra de Lie so(4) para calcularse los niveles de
energia del electrén en el atomo de hidrogeno.

Las ecuaciones (207), (208) y (209) muestran dos operadores de momento angular J;" y J; que se
conservan y conmutan entre si. Ademads, al utilizarse las ecuaciones (199), (200) y (204), se obtiene:

3.4 Célculo de los Niveles de Energia del Electrén en el Atomo de Hidrégeno a través del

Algebra de Lie so(4) A
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) o ) (210)
- —8<h2+ 2“’; ><[Li,l] t E[z,z]):o
2 1 mey? E mey?
+ I R e _ B2 e _
7 ,H]_l 4<h + o )E] ; <h + 5 i =o. (211)

asi, se pueden aplicar técnicas de operadores de ascenso y descenso a una base ortonormal completa
{|¥,im) } simultanea de J;" y J;. El propdsito de esta tesis no es explicar estas técnicas del formalismo
de momento angular, las cuales tienen que ver con una cota para el eigenvalor de J* que aumenta
en miultiplos enteros de h mientras el eigenvalor de .J +2 no, asi, solo se presenta el resultado de las
paginas 193 a 195 del libro “Mecénica Cuantica Moderna” escrito por Jun Sakurai en 1985. Para
cada eigenfuncién [¥) € span({|¥,,)}) simulténea de J=°, JF y J; existe j € {0,1/2,1,3/2,...} tal
que JE |U) = j(j + 1)k |¥). Conversamente, para cada j € {0,1/2,1,3/2, ...} existen exactamente
(2j41)? eigenfunciones simultdneas de J**, J y J, con eigenvalores j(j+1)A2. Més atin, el conjunto
de estas eigenfunciones se puede denotar por {|j,m,,m_)|m,,m_ € {0,+1,£2,...,+j}} tales que
Jjymye,m_) =myh|j,me,m_)y J |j,me,m_) =m_hl|j,my,m_). [Sakurai y Napolitano, 2017]

Ahora, al usarse el resultado de Jun Sakurai y aplicarse J*  a una eigenfuncién [j,my,m_) €
span({¥,m}), se obtiene:

J:t2 |j7 m4, m—>

R e | = j(j+ DI 212
28 ]7m+7m—>_j(j+ ) |jam+7m—>7 ( )

por lo que:

1
4

mey? .
<h2+ 2; )Z](]+1)ﬁ2,

al multiplicarse por —4, restarse 7%, multiplicarse por 2/m.v? y calcularse el inverso, se obtiene:

mey?
2(2j + 1)2h2’
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asi, los eigenvalores negativos del hamiltoniano del &tomo de hidrégeno H estan en correspondencia
biunivoca con los eigenvalores j(j + 1)h* de J +* también se identifican al nimero cudntico principal
n con 25 + 1 y a la constante v con e2/4weg, por lo que:

B M
32m2eg?h2n?

notese que n € {1,2,3,...}, asi, al utilizarse el resultado anterior y el de Jun Sakurai se tiene que

para cada j € {0,1/2,1/3/2,...} existen exactamente (2j + 1)?> = n? eigenfunciones |j,m,,m_) €

span({W,m,}) simulténeas de J** y el hamiltoniano del 4tomo de hidrégeno H, es decir, la degene-

racion de los niveles de energia del 4tomo de hidrégeno E,, es n?. [Weinberg, 2011]

Finalmente, al sustituirse £} = —m.e?/32h%*1%e3 = —13.6¢V, se obtiene:

E, = (213)

ﬁa
la cual coincide con la ecuacién (53), llamada férmula de Bohr.

En este punto, es positivo que se haga una comparacion entre el método de ecuaciones diferenciales
parciales del capitulo 2 y el método algebraico del capitulo 3. El método de ecuaciones diferenciales
tiene la ventaja tedrica de mostrar los postulados de la mecanica cuantica y las hipétesis de cuantiza-
cién, se pueden modelar los resultados, se obtienen las eigenfunciones, pero también los eigenvalores
del hamiltoniano para el electron del atomo de hidrogeno, los calculos son mas largos y tediosos.
Por otro lado, el método algebraico muestra explicitamente las simetrias conocidas, pero también
las ocultas, se obtiene una interpretacion geométrica profunda, solo se obtienen los eigenvalores del
hamiltoniano para el electron del atomo de hidrégeno, los calculos son més cortos y simples.

4. Extension a Geometria Cuantica

4.1. ;Qué es la Geometria Cuantica?

A principios del siglo XX naci6 la mecanica cuantica y con ella también aparecié una nueva area de
las matematicas, la geometria cuantica. Es el resultado de la unificacion de ideas y métodos de 3
areas de las matematicas, la geometria diferencial, el algebra de nimeros complejos no conmutativa
y el analisis complejo aplicado a dimensiones infinitas.

Cada geometria estudia un espacio, en el caso de geometria clasica siempre se puede entender al
espacio clasico como una coleccién de puntos equipada con una estructura, ya sea topolédgica (con
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conjuntos abiertos), de variedad (con atlas) o medible (con sigma-algebras). Sin embargo, en geo-
metria cuantica el espacio deja de ser clasico y se vuelve cuantico, en el sentido de que algunos de
los espacios ni siquiera tienen puntos, es aqui donde la vision clasica de un espacio estructurado
con puntos se rompe y es reemplazada por una estructura unificada que requiere de un enfoque
completamente nuevo y holistico.

Se sabe que un algebra sobre un campo F', es un espacio vectorial V' sobre el campo F' equipado
con una operacion binaria adicional (producto de élgebra) tal que se cumplen 3 axiomas para esta
operacion, el primero es distributividad derecha, el segundo es distributividad izquierda y el ter-
cero es compatibilidad con escalares. Ademas, cuando el algebra es conmutativa la distributividad
izquierda y la derecha son equivalentes, sin embargo, en un algebra no conmutativa no lo son. Asi,
los espacios cuéanticos estan descritos por C*-algebras complejas no conmutativas, cuyos elementos
son operadores lineales continuos sobre un espacio de Hilbert complejo, también tienen la propiedad
de ser cerradas bajo la norma topoldgica de operadores y bajo la operaciéon de tomar el adjunto.
Sus elementos pueden interpretarse como funciones continuas y suaves sobre estos espacios cuanti-
cos, estas *-dlgebras siempre estan asociadas a un espacio cudntico en resonancia con el Teorema
de Gelfand-Naimark, el cual indica que cualquier C*-algebra es isométricamente *-isomoérfica a una
C*-subdlgebra de operadores acotados en un espacio de Hilbert. Un caso trivial se presenta cuando
estas algebras son conmutativas, ya que se recupera toda la estructura de la geometria clasica, es
decir, la geometria clésica es la parte conmutativa de la geometria cuantica.

La geometria cuantica tiene un enorme valor conceptual para el estudio de espacios clasicos, ya
que las demostraciones de teoremas son méas elegantes y transparentes, esto es porque las diferentes
estructuras de puntos clasicos a veces dejan ocultas las simetrias mas profundas. Esto no pasa en
geometria cuantica, ya que se acepta trabajar a priori con objetos globales, que estdn entrelazados
con la estructura geométrica mas natural. Para que una geometria clasica sea transformada en
una geometria no conmutativa se realizan dos pasos, la geometria clasica se traduce a un algebra
conmutativa y luego se generaliza esta algebra conmutativa a una no conmutativa.

De manera mas explicita. El primer paso consiste en que la estructura geométrica de un espacio clasico
se exprese en términos de una C*-dlgebra conmutativa de funciones complejas sobre dicho espacio
cldsico. Noétese que la definicién de la *-algebra depende del nivel geométrico en el que estemos, ya
sea teoria de la medida (funciones medibles), topologia (funciones continuas), geometria diferencial
(funciones suaves) o geometria algebraica (funciones polinomiales). El segundo paso consiste en que
las *-algebras de funciones conmutativas se reemplacen por *-algebras de funciones no conmutativas
y que se expanda el concepto de espacio cldsico a uno cudntico. [Durdevich, 2001]

4.2. ;Cuadl es su Relacién con el Grupo de Lie SO(4)?

En este caso se tiene un sistema fisico, el atomo de hidrégeno, el cual esta coordinatizado por un
algebra de operadores L;, Z;. Esta algebra de operadores tiene simetrias, las cuales estan coordina-
tizadas por un algebra de Lie so(4) formada por dos algebras de Lie so(3), a saber, J y J., cuya

4.2 ;Cual es su Relacion con el Grupo de Lie SO(4)?
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cubierta universal es su(2) ® su(2). Esta dlgebra de Lie describe una realidad fisica que es localmente
tangente a un objeto geométrico. Este objeto geométrico es cuantico, una esfera especificamente, lo
que implica que tiene simetrias clasicas localmente, pero también tiene simetrias cuanticas, ya que
so(4) es un algebra de Lie no conmutativa. El proceso que se describi6 fue el de geometrizar el dlgebra
de un problema fisico, que resulta ser un espacio cudntico con propiedades cuanticas, de las cuales
ya se ha hablado un poco anteriormente.

De este objeto cuantico pueden calcularse curvaturas, simetrias no clasicas e incluso definirse un
calculo diferencial. Ademas, se puede elevar el concepto de grupo al terreno cuantico, estos grupos
cuanticos se salen del alcance de esta tesis, pero dejan la inercia de un mundo geométrico infinito
que no tiene ningun punto.
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