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de otras personas, el contenido de esta tesis es original y no se ha presentado total o
parcialmente para su consideración para cualquier otro t́ıtulo o grado en esta o cual-
quier otra Universidad. Esta tesis es resultado de mi propio trabajo y no incluye nada
que sea el resultado de algún trabajo realizado en colaboración, salvo que se indique
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Resumen

El presente trabajo de tesis aborda de forma numérica el estudio fenomenológico
de los solitones mediante la ecuación adimensional de Korteweg de-Vries, en una sola
dirección. Se presenta un esquema numérico impĺıcito, incondicionalmente estable y con
convergiencia no lineal cuadrática, mismo que preserva las tres pimeras cantidades de
movimiento presentes en la KdV. Dicho estudio surge a partir de evidencias observacio-
nales tanto en el medio oceánico como el atmosférico, de la existencia de ondas internas
de gravedad no lineales, las cuales han mostrado tener una evolución espacio-temporal
tipo solitón, t́ıpicamente modelado con ecuaciones que se desprenden de la KdV. La
incidencia de ondas internas de gravedad no lineales sido registrada mediante medicio-
nes de radar, a lo largo de las últimas décadas principalmente en zonas costeras y la
plataforma continental. Por ello, este proyecto se inspira en los estudios de solitones en
el medio oceánico, donde han sido estudiados con mayor profundidad, desde un punto
de vista teórico y observacional.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Justificación Observacional y Contexto Histórico de las On-

das No Lineales

Uno de los procesos más importantes del estudio de la dinámica de los océanos es la
generación y propagación de movimientos ondulatorios al interior del fluido oceánico.
Estos fenómenos ondulatorios u ondas son el resultado del balance de fuerzas que in-
teractúan dentro y en las fronteras del fluido. Por lo tanto, sirven como intermediarios
para la disipación y el transporte de enerǵıa en toda la columna de agua y en la super-
ficie libre del oceáno. Por ello, la propagación de propiedades como momento y enerǵıa
tiene un fuerte impacto en la dinámica biótica (principalmente, delimitando las redes
tróficas) y en los procesos termodinámicos de los sistemas oceánicos y costeros (Beaudin
y Bracco, 2022; Prida, 2022). Es natural esperar que la variedad de ondas existentes
en los fluidos geof́ısicos esté sujeta al balance de fuerzas dominantes en el sistema, a
la geometŕıa del dominio que los contiene, y a la escala del movimiento generado por
dicho balance. Por ejemplo, la mayoŕıa de los fenómenos, tanto en la atmósfera como
en el océano, están confinados a espesores muy delgados, comparados con el radio de
la Tierra, lo cual limita de forma significativa los movimientos verticales en escalas
sinópticas y planetarias consistente con un balance hidrostático para esas escalas.

Pese a las restricciones para la generación de ondas que impone la delgadez del
espesor oceánico, la variedad de ondas en el oceáno es muy grande (ver figura 1.1)
aunque básicamente caen en dos grupos de acuerdo al tipo de estabilidad o resistencia
al movimiento de las parcelas de agua, es decir: 1) la estabilidad termodinámica, que se
refiere a la resistencia a los desplazamientos verticales de las parcelas debido a que el
gradiente vertical de la densidad es negativo y 2) a la resistencia a los desplazamientos
horizontales debido a un gradiente meridional positivo del momento absoluto (Holton
y Hakim, 2013; Cushman-Roisin y Beckers, 2011). De esta forma, tanto el océano como
la atmósfera son fluidos afectados por la rotación y la estratificación, dando lugar a una
gran variedad de fenómenos oscilatorios, como ondas lentas, cuya duración es de meses
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Figura 1.1: Procesos y estructuras oceánicas, tomado de Cushman-Roisin y Beckers, 2011.

aproximadamente (p. ej., eddies cuasigeostróficos de Rossby) y ondas rápidas internas
de inercia-gravedad, con duración promedio es de horas (ver figura 1.1).

En ciertas escalas, tanto el océano como la atmósfera cumplen con la definición de
un fluido rotante y estratificado. Estas dos caracteŕısticas resultan importantes para
la comprensión de la dinámica de fluidos geof́ısicos ya que, al interior de éstos, los
efectos de la rotación y la estratificación compiten, dando lugar a la generación de
fenómenos ondulatorios de distinta complejidad. Al mismo tiempo que las condiciones
de estabilidad imponen una limitación al movimiento de las parcelas, las ondas como
perturbaciones a partir de un estado básico pueden verse amplificadas, creciendo a
expensas de la enerǵıa termodinámica y mecánica disponible hasta que, finalmente,
los efectos de viscosidad y disipación las destruyen. Notamos que las ondas, por śı
mismas, no generan un transporte neto de masa, tan solo pasan por una region del
fluido perturbándolo y cuando las condiciones de dispersión lo permiten, ocurre un
transporte de enerǵıa hacia distintos puntos del dominio de interés (Holton y Hakim,
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2013; Cushman-Roisin y Beckers, 2011) 1.
El origen de la estratificación vertical de los océanos es consecuencia de la absorción

de la enerǵıa solar en la superficie oceánica y las diferencias salinidad. Lo anterior
da lugar a capas superficiales más cálidas y menos densas que las capas profundas
(Apel, 1988); lo anterior supone el establecimiento de una resistencia al mezclado entre
las capas. Aunque, en primera instancia, podŕıa suponerse que el aporte principal de
enerǵıa al océano está dada por la radiación en superficie, existen otros procesos f́ısicos
que facilitan el flujo de enerǵıa a través de la interfase océano-atmósfera hacia el interior
del océano. Por su origen, dichos procesos pueden ser mecánicos (en forma de esfuerzo
del viento, mareas, y corrientes superficiales) y termodinamicos (por transferencia de
agua y sales); en forma de precipitación, descargas de ŕıos, derretimiento de glaciares y
descargas antrópicas al océano). Estos procesos f́ısicos juegan un papel fundamental en
la dinámica de los ecosistemas oceánicos y terrestres, puesto que modifican de manera
importante el mezclado de la capa superficial, que es un factor clave en la dinámica de
las redes tróficas de la columna de agua (Sánchez-Garrido, 2009).

Por tanto, la interacción de las capas de agua superficiales y profundas ocurre
por procesos de inestabilidad convectiva que permiten el transporte vertical de masa,
enerǵıa y momento a lo largo de la columna de agua. Estos procesos, en conjunto,
dan lugar a la mezcla vertical. Es precisamente la capa de mezcla en donde ocurren
variaciones abruptas de los parámetros conservativos del agua de mar. Los principales
parámetros que se ven influenciados por el viento, en conjunto con la turbulencia de la
superficie y la estratificación, son la salinidad, la densidad, y la temperatura (Pedlosky,
1979). Estos sufren una disminución o incremento abruptos, en promedio, entre los
primeros 200 y 500 metros de profundidad, y reciben el nombre de haloclina, picnoclina
y termoclina, respectivamente.

De acuerdo con Lindstrom, E. J., investigador de la NASA, la profundidad t́ıpica de
la picnoclina llega a extenderse de los 500 a los 1000 metros de profundidad en latitudes
medias (∼ 40° latitud norte/sur). Debido a esto, cualquier perturbación incidente en
esta región tiende a propagarse como una onda interna de gravedad, lejos de la región
donde la onda se genera (Apel, 1988). Esta actividad se refleja en los perfiles verticales
de densidad y temperatura. Dichas perturbaciones ocurren, principalmente, debido a la
interacción de la marea barotrópica con el relieve submarino, y deben su existencia a la
boyancia presente en fluidos estratificados, sin embargo, dada la relativa debilidad de la
boyancia, en comparación con la gravedad, las ondas internas pueden llegar a alcanzar
amplitudes del orden de decenas de metros (Sánchez-Garrido 2009). Dichas ondas, por
consiguiente, se desarrollan y propagan t́ıpicamente en la picnoclina (Lakshmanan,
2017). De acuerdo con Apel (1988), las ondas internas de gravedad tienen una máxima
amplitud en esta interfase, y disminuye hacia las fronteras del fluido, además, a menor
gradiente vertical de la densidad, tanto la frecuencia de onda como la velocidad de
propagación disminuyen.

Recientemente, se ha impulsado el estudio de las ondas internas de gravedad debido

1Es decir, excluyendo efectos como el de la deriva de Stokes, asociados a un transporte neto de

masa
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al impacto que estas tienen sobre la dinámica oceánica, como se menciona en los párra-
fos anteriores. Su impacto depende de las escalas espaciales y temporales en las que se
enfoque el problema. Estas escalas pueden ir desde escalas microscópicas a planetarias
(Grimshaw, 2002). Por consiguiente, el estudio de este fenómeno ha permitido la ca-
racterización no sólo del océano, sino también de la atmósfera (y los fluidos geof́ısicos
en general). En la década de 1970, con la llegada de los transbordadores espaciales, los
oceanógrafos f́ısicos se percataron de la posibilidad de observar rasgos de ondas internas
de gravedad sobre la superficie del océano, mediante el estudio de imágenes de Radar
de Apertura Sintética (SAR, por sus siglas en inglés).

De acuerdo con Apel y Gonzáles (1983), la incidencia de ondas de gravedad internas
es común en aguas estratificadas, sobre la plataforma continental, como grupos de ondas
con longitudes de onda variable (i.e., espacio entre cresta y cresta) pero altamenente
coherentes en el espacio, las cuales en su mayoŕıa se propagan hacia la costa. Dichas on-
dulaciones generan una rugosidad en la superficie del océano que puede ser detectada de
manera indirecta con imágenes de radar mediante el principio de Retrodispersión de On-
das Electromagnéticas de Bragg. De forma general, este proceso consiste en la emisión de
microondas (longitud de onda del orden de cent́ımetros) por parte del radar a bordo de
un satélite y esta, al llegar a la superficie del océano, es reflejada y detectada nuevamen-
te por el instrumento. El “Canada Center for Remote Sensing” proporciona un material
educativo de libre acceso que explica el proceso de teledetección de las caracteŕısticas
oceánicas superficiales (ver http://www.gep.uchile.cl/Biblioteca/Radar/gsarcd s.pdf)
para mayor detalle de este principio f́ısico y su aplicación en la detección de ondas
internas, aśı como sus ventajas y desventajas. Si bien, en esta tesis no se presenta un
estudio de teledetección de ondas, es importante mencionar estos métodos, pues abrie-
ron paso a nuevas forma de estudiar procesos oceánicos y atmosféricos de manera ex situ
y, gracias a ellos, se pueden generar pronósticos más precisos en la actualidad, mediante
el acoplamiento de modelos que incorporan tanto datos de medición in situ, como los
datos registrados por satélites, con lo cual las predicciones numéricas se asemejan más
a la realidad.

Fue a partir de la década de 1970 que la teledetección satelital comenzó a tener un
área de oportunidad muy amplia en diversas áreas de las Ciencias de la Tierra. En 1975,
con la misión espacial Apollo-Soyuz de la NASA, el Astronauta Vance Brand observó
por primera vez la rugosidad superficial del océano, mediante las imágenes obtenidas
en dicha misión (Jones y Wells, 1987). El desarrollo de exploraciones mediante el uso de
aeronaves, contemporáneas a la misión Apollo, permitió a los cient́ıficos darse cuenta
que la rugosidad del océano actuaba como un dispersor isotrópico para una longitud de
onda de radar de 25 cm y la información obtenida a partir de estas imágenes pod́ıa ser
filtrada y, aśı, generar imágenes de ondas de gravedad en aguas profundas, derrames
de petróleo, ondas internas, ondas costeras, entre otros rasgos, mismos que pod́ıan ser
detectados (Brown et al., 1976). Un rasgo aún más sorprendente fue descubierto con el
uso de la teledetección: en 1976 Charles Elachi y John Apel estudiaron la “peculiaridad”
de la ocurrencia de “paquetes de ondas”, generados por la excitación mareal de ondas
internas de corta longitud. La figura (1.2) muestra una captura del transbordador
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Challenger de la misióń STS-41G de la NASA, donde se observa una de las primeras
imágenes obtenidas de solitones oceánicos.

Figura 1.2: Tren de solitones observado sobre el Estrecho de Gibraltar en la misión STS-

41G de la NASA (https://www.lpi.usra.edu/publications/slidesets/oceans/oceanviews/

slide 13.html)

En junio de 1978 fue llevada a cabo la primer misión espacial dedicada espećıfi-
camente a la observación de los océanos, a partir de la cual el estudio de los océanos
mediante la teledetección cobró auge. De acuerdo con John Vesecky y Robert Stewart
(1982), la nave espacial SEASAT, fue diseñada espećıficamente para detectar los es-
pectros direccionales de ondas de gravedad superficiales, de longitud larga. Para ello,
la nave fue equipada con un radar de apertura sintética cuya emisión electromagnética
poséıa una longitud de onda de 25 cm, un ángulo de incidencia media de 23.4°, con una
resolución espacial de 25 m. Estas caracteŕısticas del instrumento permitieron determi-
nar con mejor precisión el espectro de ondas de la superficie oceánica. En particular,
las posteriores investigaciones de imágenes de radar, aplicadas al océano, guiaron a la
comunidad cient́ıfica a identificar los paquetes de ondas vistos a partir de las imágenes
satelitales. Se descubrió que poséıan caracteŕısticas at́ıpicas a las de una onda interna y
su concurrencia se situaba, principalmente, sobre las plataformas continentales (Apel,
2003). Investigaciones más detalladas encaminaron a la conclusión de que se trataba
de ondas solitarias o solitones oceánicos, ya que las imágenes obtenidas mostraban va-
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riaciones muy elongadas de la rugosidad de la superficie oceánica, teniendo longitudes
de onda que iban desde los 500 m hasta 20 km, y se situaban en márgenes someros
(márgenes continentales) (Alpers y Salusti, 1983; Apel y Gonzalez, 1983; Fu y Holt,
1984).

La primera vez que el fenómeno de ondas solitarias viajeras fue estudiado data de
1844, cuando el Ingeniero Naval Escocés John Scott Russell reportó para la British
Association for the Advancement of Science el avistamiento de la propagación de una
onda solitaria, sobre la superficie libre del Canal de la Unión Glasgow-Edimburgo,
denominándola en su reporte como “Onda de Traslación” (Russell, 1845). En dicho
reporte, Russell narró haber visto una onda generada por un repentino frenado del
movimiento de una barcaza que atravesaba el canal. Dicha perturbación continuó el
trayecto a lo largo del canal, según Russell, sin cambiar de forma ni velocidad. Russell
también mencionó haber seguido a caballo a la onda solitaria hasta rebasarla mientras
aún segúıa en movimiento, registrando una velocidad aproximada de la onda de 3 ms−1,
preservando su forma original a lo largo de unos 10 m, y con una altura de entre 30 y
45 cm sobre la altura promedio del tirante de agua. Este descubrimiento se mantuvo
pausado hasta 1895, cuando los matemáticos holandeses Diederik Korteweg y Gustav
de Vries desarrollaron un modelo teórico de ondas no lineales a partir de las ecuaciones
de aguas someras y las ecuaciones de Navier-Stokes , concibiendo aśı la famosa ecuación
que denotamos como KdV. Korteg y de Vries acuñaron el término solitón para denotar
el perfil caracteŕıstico de esta onda. La ecuación (1.1) es la forma canónica actual de
la KdV y está definida por la cantidad η, que representa una desviación de la altura
promedio de la columna de agua:

ηt + ηηx + η3x = 0, (1.1)

donde los subindices t y x denotan derivadas parciales respecto del tiempo y el espacio,
respectivamente. La ecuación KdV tiene una no-linearidad cuadrática en el término
ηηx y está referida a un sistema de referencia que se mueve a la velocidad del solitón.

Si bien, para finales del siglo XIX ya hab́ıa un formalismo matemático relacionado a
los solitones, aún no exist́ıa un consenso que explicara la fenomenoloǵıa de los mismos.
Fue hasta 1965 que hubo un nuevo avance en cuanto a la teoŕıa de solitones, con el
trabajo del f́ısico Norman Zabusky y el matemático Martin Kruskal. En este trabajo
los autores observaron la interacción no lineal entre solitones, inmersos en un medio
dispersivo. La investigación consistió en llevar a cabo la solución numérica de la KdV, la
cual concluyó que los pulsos localizados (o solitones) no se dispersan irreversiblemente
bajo la interacción nolineal. Es decir, el balance entre los términos no lineales y los
términos dispersivos de la KdV permite preservar la forma original de los solitones bajo
colisiones entre ellos y, por tanto, su propagación subsecuente. Este descubrimiento, en
conjunto con las posteriores observaciones de imágenes satelitales, llevaron a suponer
que las ondas internas detectadas por los satélites se asemejaban al fenómeno descrito
por Russell, con lo que el trabajo conjunto de experimentos teóricos y observacionales
guiaron al descubrimiento de los solitones oceánicos que forman parte de las ondas
internas de gravedad no lineales (Jackson et al., 2012; Apel, 2004).
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El impacto que el descubrimiento de las ondas solitarias internas ha tenido abarca
diversas esferas de la ciencia. Por una parte, tenemos ondas extremas como las ondas
rogue (por su denominación en inglés), capaces de voltear embarcaciones en regiones
cercanas a la costa (Trulsen, 2006). Dentro de este mismo contexto, están los Tsunamis,
cuya dinámica coincide con la de un solitón (Pelinovsky, 2006) y ambos fenómenos son
dificilmente predecibles, pero coinciden en un potencial de riesgo para los ecosistemas
y la seguridad de los seres humanos.

En el estudio de las ondas no lineales, las soluciones a la ecuación de KdV pueden
ser de dos tipos: por un lado, soluciones fuertemente no lineales y por el otro soluciones
no lineales débiles (como lo es el caso de la ecuación que se trabajó en esta tesis). Este
último caso corresponde a una forma muy interesante de la KdV, donde se ha descu-
bierto la existencia de un número infinito de cantidades del movimiento conservadas en
espacio (Miura et al., 1968; Gardner y Morikawa, 1960). Estas constantes se refieren
a integrales de diversas formas de la amplitud de la onda viajera η(x, t) a lo largo de
un intervalo [0, L] donde L es la longitud del intervalo. Es importante hacer saber que
no todas estas cantidades tienen un significado f́ısico; sin embargo, representan una
propiedad importante de la KdV y la conservación numérica de un mayor número de
invariantes es un śıntoma de estabilidad de un esquema numérico. En el caṕıtulo dos
se presenta una discusión más detallada referente a las invariantes de la KdV.

En esta tesis se consideran tres cantidades conservadas:

C1 =

∫ L

0
ηdx,

la cual denotamos en el resto de la tesis como C1 y que f́ısicamente se identifica como
la masa asociada a la amplitud de la onda. Una segunda cantidad conservada C2 se
refiere a la integral:

C2 =

∫ L

0

1

2
η2dx,

la cual Kruskal y Zabusky asociaron a la la enerǵıa que contiene la perturbación de la
onda en el intervalo [0, L]. Finalmente, la tercera cantidad C3 está dada como:

C3 =

∫ L

0

(
1

2
δ2η2x −

1

6
η3
)
dx,

la cual no tiene asociada una cantidad f́ısica, y el coeficiente δ2 que multiplica a C3

permite modular la amplitud del solitón (Kruskal y Zabuzki, 1965). Existen diversas
posturas que indican que C2 y C3 pueden ser tomadas como el momento y la enerǵıa,
respectivamente, de forma indirecta, lo cual se discute en el caṕıtulo dos de esta tesis.

Se puede argumentar, con justa razón, que la singularidad de poseer un número
infinito de cantidades invariantes de la KdV, le confiere poco realismo para resolver el
caso general. Sin embargo, numerosas investigaciones muestran que, bajo ciertas modi-
ficaciones a la KdV, ésta es muy útil para el estudio de las ondas internas de gravedad
no lineales y los solitones oceánicos. Por ejemplo, existen versiones extendidas de la
KdV con coeficientes variables que permiten estudiar fenómenos no lineales fuertes, en
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el sentido mencionado arriba (Grimshaw, et al., 2010). No obstante a estas limitacio-
nes, el formalismo matemático y numérico que posee la KdV continúa siendo útil como
una introducción al estudio de los solitones en general y la construcción de esquemas
numéricos que formalmente conservan un cierto número de invariantes del movimiento.

De acuerdo con Choi (2000), la KdV es un caso ĺımite de las ecuaciones más gene-
rales que gobiernan las ondas internas oceanicas. Por ello, en este trabajo se reporta la
deducción sistemática de la ecuación KdV de manera introductoria al estudio numérico
de los solitones, con la finalidad de poder extender el esquema a un caso más general y
realista, como proyecto a futuro. La motivación principal de este proyecto de tesis surge
de dos preguntas cient́ıficas fundamentales: 1) ¿puede un esquema numérico ı́mplicito
de la KdV ser computacionalmente más eficiente que uno expĺıcito? y 2) ¿bajo qué
condiciones un esquema numérico de la KdV puede mantener la integridad f́ısica de
las soluciones numéricas a periodos arbitrariamente grandes? Dado que los esquemas
numéricos representan un śımil de las soluciones de ecuaciones diferenciales en el con-
tinuo, la estabilidad del esquema se verá reflejada en su capacidad para integrar de
manera estable las invariantes de la KdV. En relación con lo anterior, la hipótesis de
trabajo es que un esquema numérico que converge de manera estable y consistente a
la solución anaĺıtica, posee un numéricamente las mismas (o algunas) propiedades de
una ecuación diferencial en el continuo. Por ello, podemos suponer que un esquema
con buen desempeño para conservar el análogo numérico de C1, C2, y C3, asegura la
estabilidad numérica de los esquemas de integración de la KdV de manera indefini-
da en el tiempo, con el error numérico controlado y acotado en el tiempo a un costo
computacional que compite con esquemas expĺıcitos más rápidos que no necesariamente
conservan eficientemente algunas de las tres cantidades mencionadas arriba.

La demanda que se hace sobre los esquemas numéricos de preservar numéricamente
ciertas cantidades f́ısicas y propiedades de las ecuaciones diferenciales que se preser-
van en el continuo, ha tenido un desarrollo histórico importante en la construcción de
esquemas numéricos de la atmósfera y del océano. En particular, está el caso de los pri-
meros modelos atmosféricos globales de circulación general desarrollados en la década
de 1950 por Norman Phillips. El modelo de Phillips era un modelo simplificado de la
atmósfera de dos capas basado en el sistema cuasi-geostrófico aplicado a la esfera (Phi-
llips, 1956). A pesar de que las ecuaciones de la cuasi-geostrof́ıa formalmente filtran las
ondas rápidas (ondas de inercia-gravedad y sonido), era imposible integrar el modelo
a tiempos largos de años o décadas debido a que el diseño de los esquemas numéricos
de la advección (i. e., u · ∇u; donde u(r, t) es el campo de velocidades) no permit́ıa
preservar enerǵıa y enstrof́ıa (i. e., el promedio de área del cuadrado de la vorticidad).
Akio Arakawa resolvió el problema al final de los años 60 en la Universidad de Cali-
fornia, Los Ángeles, donde demostró que la conservación numérica de densidades del
movimiento permit́ıan hacer integraciones numéricas por largos periodos de tiempo de
manera estable (Arakawa, 1970) . Este avance fue crucial en el diseño de los esquemas
numéricos (en diferencias finitas) de los primeros modelos de circulación general de la
atmósfera y del oceáno para el estudio del clima.
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1.2 Objetivos

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

El objetivo fundamental de la tesis es utilizar, de la literatura, un esquema impĺıcito
que conserva dos invariantes C1 y C3 para mostrar su eficiencia computacional respecto
de esquemas que solo logran conservar C1.

1.2.2. Objetivos particulares

q Estudiar la estabilidad numérica de un esquema expĺıcito que formalmente pre-
serva C1 (Zabusky y Kruskal 1965).

q Estudiar la estabilidad numérica de un esquema impĺıcito que formalmente pre-
serva C1 y C3 de la KdV (Zhu 2001).

q Estudiar por integración numérica directa de largo plazo, las soluciones de esque-
mas expĺıcitos en el tiempo: 1) esquema de Zabusky y Kruskal (1965), 2) esquema
de Lax-Wendroff y 3) esquema Walkley. De ah́ı, comparar con el esquema impĺıci-
to de la KdV de Zhu (2001).

1.3. Motivación

El trabajo de esta tesis constituye un paso necesario para la construcción de modelos
numericos de ondas internas no lineales que incluyan procesos f́ısicos y biológicos de
relevancia para el estudio de la dinámica oceánica y los ecosistemas oceánicos, por lo
cual este proyecto propone construir un código en diferencias finitas para la KdV en un
canal unidimensional, haciendo uso del lenguaje de programación Python y, al mismo
tiempo, poner en práctica los conocimientos de modelación numérica adquiridos en la
licenciatura. De esta forma, se pretende profundizar en el estudio de las materias que
se requieren para diseñar este tipo de modelos oceánicos.

1.4. Justificación

Este estudio se realizó como propuesta de un método de integración que fuera capaz
de resolver de manera estable la KdV y, al mismo tiempo, cumpliera numéricamente
con las propiedades que esta ecuación posee en el continuo. La justificación principal
se debe a que se ha mostrado en la literatura que los esquemas expĺıcitos que se han
desarrollado hasta la fecha presentan errores numéricos que evolucionan gradualmente
al integrar la KdV, lo cual evita hacer corridas por grandes periodos de tiempo. Lo
anterior resulta un inconveniente crucial para poder realizar estudios más robustos a
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1. INTRODUCCIÓN

largo plazo enfocados a la Oceanograf́ıa y la Meteoroloǵıa. Por otra parte, este estudio
se justifica como un esquema que no requiere conocimientos avanzados de métodos
numéricos y que, al mismo tiempo, sirve como base para poder extender a casos más
complejos y realistas, con la seguridad de que es un método estable y que desempeña
eficientemente su capacidad para resolver de forma numérica la KdV. Es decir, este
proyecto se ajustó a las capacidades de un estudiante de la licenciatura en Ciencias de la
Tierra, con conocimientos básicos de ecuaciones análisis numérico y métodos numéricos,
para desarrollar un estudio que permita establecer las bases de futuros proyectos más
robustos que involucren el estudio de ondas no lineales del tipo KdV, aplicados a las
Ciencias de la Tierra.

1.5. Planteamiento del problema

A partir de las ecuaciones gobernantes (sin rotación) para un fluido de aguas someras
con densidad constante se deduce la ecuación de Korteweg y de Vries como la ecuación
que, a primer orden, gobierna el balance entre el término no lineal cuadrático y el
término de dispersión. En seguida, a partir de la literatura disponible, se utilizan y se
programan los esquemas numéricos de Kruskal y Zabusky (1965) y Zhu (2001), para
integrar la ecuación KdV, para su posterior análisis numérico. Además se incluyen dos
esquemas expĺıcitos basados en los esquemas de tiempo de Lax-Wendroff y Walkley.

1.6. Método

Para la integración numérica a largo plazo de la ecuación KdV, se realizaron los pasos
siguientes:

1. Obtención de la ecuación general de la KdV a partir de primeros principios.

2. Transformación de coordenadas en espacio y tiempo para utilizar la forma de la
KdV como en Zabusky y Kruskal (1965), y Zhu (2001).

3. Obtención de la solución anaĺıtica de la ecuación KdV mediante métodos conven-
cionales.

4. Prueba de consistencia y derivación de las formas discretas de los invariantes de
movimiento para los esquemas de Zabusky y Kruskal (1965) y Zhu (2001).

5. Integración numérica temporal de la KdV mediante los esquemas expĺıcitos de
Zabuzky y Kruskal (1965), Walkley y Lax-Wendroff, y el impĺıcito de Zhu (2001)
con Newton-Raphson, tal como se muestra en la siguiente tabla:
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1.6 Método

Esquema Tipo Puntos del esténcil ∆x Paso de tiempo

Zhu-Newton-Raphson Impĺıcito 201 0.01 ∆tZhu = 1.59× 10−4

Zhu-Newton-Raphson Impĺıcito 201 0.01 ∆t = 100∆tZhu

Zhu-Newton-Raphson Impĺıcito 201 0.01 ∆t = 200∆tZhu

Zabuzky-Kruskal Expĺıcito 201 0.01 ∆t = 1
10∆tZhu

Zabuzky-Kruskal Expĺıcito 201 0.01 ∆t = 1
20∆tZhu

Zabuzky-Kruskal Expĺıcito 401 0.005 ∆t = 1
40∆tZhu

Zabuzky-Kruskal Expĺıcito 201 0.01 ∆t = 1
40∆tZhu

Zabuzky-Kruskal Expĺıcito 401 0.005 ∆t = 1
20∆tZhu

Walkley Expĺıcito 201 0.01 ∆t = 1
10∆tZhu

Lax-Wendroff Expĺıcito 201 0.01 ∆t = 1
10∆tZhu

Tabla 1.1: Total de integraciones reproducidas con los distintos esquemas numéricos

6. Desarrollo de los códigos en Python. Ir a https://github.com/aarn96/Tesis-KdV/
blob/main/KdV AaronContreras Tesis LCT.ipynb para consulta.

7. Diseño de experimentos y su visualización, tal como se observa en la siguiente
tabla:

Esquema ∆x ∆t Hovmöller Invariantes Colisión

de solitones

Zhu-Newton-Raphson 0.01 ∆tZhu = 1.59 ✓ C1, C2 y C3 ✓

Zhu-Newton-Raphson 0.01 100∆tZhu ✓ C1, C2 y C3 ✓

Zhu-Newton-Raphson 0.01 200∆tZhu ✓ C1, C2 y C3 ✓

Zabuzky-Kruskal 0.01 1
10∆tZhu ✓ C1, C2 y C3,

Zabuzky-Kruskal 0.01 1
20∆tZhu C1

Zabuzky-Kruskal 0.005 1
40∆tZhu C1

Zabuzky-Kruskal 0.01 1
40∆tZhu C1

Zabuzky-Kruskal 0.005 1
20∆tZhu C1

Walkley 0.01 1
10∆tZhu ✓ C1, C2 y C3

Lax-Wendroff 0.01 1
10∆tZhu ✓ C1, C2 y C3

Tabla 1.2: Serie de experimentos llevados a cabo
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8. Pruebas numéricas de convergencia a la solución anaĺıtica de la KdV, para el
esquema de Zhu-Newton-Raphson. Esto se realizó mediante la integración de la
KdV con el esquema antes mencionado, arrancando la solución anaĺıtica como
condición inicial.

1.7. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis está dividido como sigue. El caṕıtulo 2 se centra en la derivación
de la KdV a partir de primeros principios. Ah́ı, se deriva la solución no-lineal anaĺıtica
por métodos tradicionales de cálculo. En el Caṕıtulo 3 se muestra la conservación de
las tres cantidades, C1, C2 y C3 para la KdV. Se detalla la estructura de los esquemas
numéricos de Zabusky y Kruskal, aśı como el de Zhu, y se grafican los análogos discretos
de las tres constantes de movimiento que cada esquema reporta. El caṕıtulo 4 se avoca
al diseño experimental numérico que permite explorar la sensibilidad de los esquemas a
la selección del paso de tiempo y de una variedad de condiciones iniciales que incluyen
la colisión entre solitones. Asimismo, se compara el desempeño de la solución numérica
respecto de la solución anaĺıtica del soliton. Se visualizan las soluciones numéricas me-
diante diagramas de Hovmöller. Se explora la habilidad de los esquemas para producir
soluciones estables a largo plazo. Finalmente, se concluye en el caṕıtulo 5 y se propone
trabajo a futuro.
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Caṕıtulo 2

Derivación de la ecuación KdV

Como se ha mencionado anteriormente, la riqueza de fenómenos que ocurren en el
océano y la atmósfera se manifiestan en un rango muy amplio de escalas temporales y
espaciales que cubren, al menos, 5 o 6 órdenes de magnitud (ver figura 1.1). La hipótesis
fundamental es que todos estos fenómenos se pueden explicar mediante la conservación
de la masa, el momento y la enerǵıa total de un sistema no inercial en rotación y es-
tratificado en la dirección del vector de gravedad. Al añadir reglas o parametrizaciones
de procesos microscópicos y termodinámicos, como la disipación y los flujos de masa,
enerǵıa y momento entre las fronteras de los subsistemas, se completan las ecuaciones
que gobiernan de los fluidos geof́ısicos (Currie, 2016; Velasco-Belmont, 2004; Kundu et
al., 2015; Cushman-Roisin y Beckers, 2011). La dificultad anaĺıtica y numérica para
resolver en general las ecuaciones que gobiernan los fluidos surge de las interacciones
no lineales entre los movimientos de amplitud finita y la retroalimentación con el esta-
do termodinámico del sistema atmósfera-oceáno-criósfera. Estas interacciones llevan al
sistema a inestabilidades que se amplifican y desaparecen de forma muy compleja. Por
ello, es necesario hacer aproximaciones a las ecuaciones a fin de extraer soluciones que
permitan entender los procesos f́ısicos básicos que dominan la evolución del fluido.

La KdV surge como una ecuación diferencial no lineal débil de tercer orden, desde
el contexto de los fluidos geof́ısicos de aguas someras. Como una primera aproximación
a este tipo de sistemas, se obtiene la ecuación a partir de un caso muy simplificado sin
tomar en cuenta la rotación, pero sin perder de perspectiva que esta deducción toma
en cuenta la escencia de las ecuaciones gobernantes de los fluidos geofpisicos de aguass
someras y, aunque sea una simplificación muy considerable, sólo es un ejercicio simplifi-
cado que busca, por el momento, desarrollar un esquema numérico de integración para
la KdV que sea estable y, posteriormente, incorpoprar efectos de rotación y estratifi-
cación a dicha solución numérica. Por otra parte, la KdV incorpora el balance entre la
tendencia a dispersar las ondas (i.e., cada onda viaja con diferente velocidad de fase) y
el término no lineal cuadrático que tiende a crear una singularidad espacial. Estos dos
términos son suficientes para generar un comportamiento nolineal que es observado en
múltiples fenómenos en la atmósfera y el océano como se menciona en la introducción.
En la siguiente sección presentamos una derivación de la KdV a partir de las ecuaciones
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2. DERIVACIÓN DE LA ECUACIÓN KDV

gobernantes de un fluido geof́ısico haciendo las aproximaciones necesarias.

2.1. Ecuaciones de conservación: formalismo euleriano

Sea un volumen de control fijo V de forma arbitraria con una superficie S como se
muestra en la figura 2.1. Al interior de V se define una variable de campo ϕ(x, y, z, t)
y el flujo de ϕ definido como el vector ϕu que atraviesa la superficie S de V . Si el
valor integrado del flujo ϕu sobre todos los elementos diferenciales de area S es positivo
entonces decimos que hay un flujo saliendo de V que, en ausencia de fuentes y sumideros,
supone una reducción del valor de ϕ al interior de V .

Figura 2.1: Volumen de control arbitrario, fijo en tiempo y espacio. El flujo de ϕ que

atraviesa la pared del volumen de control V se compensa con la disminución de ϕ dentro

de dicho volumen.

En otras palabras:

−
∫
V

∂ϕ

∂t
dV =

∫
S
ϕu · n̂dS.

Utilizando el teorema de la divergencia de Gauss la ecuación de superficie se transforma
en una integral de volumen:

−
∫
V

∂ϕ

∂t
dV =

∫
V
∇ · (ϕu)dV,
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2.1 Ecuaciones de conservación: formalismo euleriano

o bien: ∫
V

(
∂ϕ

∂t
+∇ · (ϕu)

)
dV = 0. (2.1)

Dado que el volumen de control es finito pero arbitrario, la única forma en que la
ecuación (2.1) puede satisfacerse en todo instante es que el integrando sea cero en cada
punto del interior del volumen de control, es decir:

∂ϕ

∂t
+∇ · (ϕu) = 0. (2.2)

La ecuación (2.2) está escrita en el llamado formalismo euleriano y se trata de una
ecuación de conservación para la variable de campo ϕ(x, y, z, t) cuyos valores dependen
del transporte que el campo de velocidades u le imparte al campo ϕ(x, y, z, t) en cada
punto del dominio, en cada instante de tiempo t. Decimos que la ley de conservación
euleriana (2.2) esta escrita en la llamada forma de flujo. Es evidente que ϕ puede tomar
el papel de masa, momento lineal o enerǵıa para escribir las leyes de conservación
correspondientes. Espećıficamente definimos estas variables como:

q ρ: masa por unidad de volumen (kg m−3).

q p = ρu: momento lineal por unidad de volumen (kg m−2s−1).

q ρ E = ρ e+ 1
2ρ v2 + ρ Φ: enerǵıa total por unidad de volumen (kg m−1s−2).

Donde u es el campo de velocidades, ρ e es la enerǵıa interna termodinámica por unidad
de volumen y 1/2 ρ v2 = 1/2 ρ u · u, es la enerǵıa cinética por unidad de volumen y
ρΦ es la enerǵıa potencial por unidad de volumen.

2.1.1. Conservación de masa

La conservación de la masa se sigue directamente de la ecuación (2.2) haciendo sim-
plemente ϕ = ρ, la densidad, suponiendo que no hay fuentes ni sumideros externos de
masa o reacciones al interior del volumen de control. Por tanto la conservación de masa
para un fluido se expresa:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0. (2.3)

2.1.2. Conservación del momento lineal

Recuperamos la ecuación para el momento lineal haciendo ϕ = ρu. Por tanto, se sigue
de (2.2) que sin fuentes ni sumideros de momento lineal se satisface:

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu) = 0. (2.4)
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O bien, componente a componente:

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu) = 0, (2.5a)

∂ρv

∂t
+∇ · (ρvu) = 0, (2.5b)

∂ρw

∂t
+∇ · (ρwu) = 0, (2.5c)

donde u, v, w son las componentes del vector de velocidad u = uı̂+ vȷ̂+wk̂, a lo largo
de los ejes x, y, z, respectivamente.

La ecuación (2.4) indica la conservación total del momento lineal. Sin embargo,
cuando el volumen de control está sujeto a fuerzas externas de cuerpo y superficie, el
momento lineal ρu ya no se conserva al interior de este. Luego, para el volumen de
control V tenemos:∫

V

(
∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu)

)
dV =

∫
V
ρg∗dV +

∫
S
P · n̂dS, (2.6)

donde ρg∗ es la fuerza de cuerpo por unidad de volumen debida a la fuerza de gravedad
actuando en cada punto del volumen de control. La fuerza de superficie (kg m−1s−2) está
determinda por el tensor de esfuerzos P , que contiene información cuantitativa sobre
la fuerza por unidad de area que se ejerce sobre un elemento de area dS en la dirección
paralela a su vector normal n̂, con esfuerzos cortantes en direcciónes perpendiculares
al vector normal. Utilizando el teorema de Gauss sobre la integral de superficie en (2.6)
y el argumento del volumen arbitrario tenemos:

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu) = ∇ · P + ρg∗. (2.7)

Ahora usamos la igualdad ∇·(ρuu) = u(∇·(ρu))+ρu·∇u junto con la conservación
de la masa (2.3). Colectando términos reescribimos (2.7):

u

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)

)
+ ρ

∂u

∂t
+ ρu · ∇u = ∇ · P + ρg∗,

para obtener finalmente:

ρ
∂u

∂t
+ ρu · ∇u = ∇ · P + ρg∗. (2.8)

El tensor de esfuerzos P se compone de dos partes para un fluido isótropo:

P = −pI + σ,

donde el término −pI representa el tensor de presión hidrostática con I la matriz
identidad. Es decir, p(x, y, z, t) es la presión termodinámica que resulta cuando el fluido
está en reposo (i. e., u = 0) bajo la acción de la gravedad (o alguna fuerza de cuerpo).
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El segundo término representa el tensor de esfuerzos debido a la viscosidad. Es fácil
verificar que:

∇ · P = −∇p+∇ · σ. (2.9)

Luego:
∂u

∂t
+ u · ∇u = −1

ρ
∇p+ g∗ +

1

ρ
∇ · σ.

Observamos que esta forma euleriana de escribir la conservación de momento lineal
se puede reinterpretar en el formalismo lagrangiano como:

ρ
Du

Dt
= −∇p+ ρg∗ +∇ · σ. (2.10)

En esta ecuación la derivada material D/Dt = ∂/∂t + u · ∇, expresa que siguiendo
la parcela de fluido, su momento lineal no cambia en ausencia de fuerzas externas que
actúen sobre ella. Por tanto, (2.10) es la expresión de la 2a ley de Newton aplicada a
los fluidos.

2.1.3. Conservación de enerǵıa

La conservación de la enerǵıa total por unidad de volumen la obtenemos haciendo
ϕ = ρE, donde E = e+ 1/2u ·u, e es la enerǵıa interna del aire o del agua por unidad
de masa (variable de estado termodinámica) y 1/2v2 = 1/2u · u es la enerǵıa cinética
por unidad de masa. Notamos que ρE no es una cantidad conservada ya que sobre
el volumen de control actúan fuerzas de cuerpo y superficie generando un cambio en
tiempo de la enerǵıa total ρE en su interior (i.e., potencia en Watts, Js−1 ). Podemos
escribir esta idea formalmente para el volumen de control:

∫
V

(
∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu)

)
dV =

∫
S
(u · P ) · ndS +

∫
V
u · ρg∗dV +

∫
V
ρJdV, (2.11)

donde J es el calentamiento molecular de la parcela del fluido. Del lado derecho de
(2.11), la primera integral define el trabajo por unidad de tiempo que realiza el tensor de
esfuerzos, la segunda integral es trabajo que realiza la fuerza de gravedad y finalmente
la tercera integral se refiere a la tasa de calentamiento por radiación y conducción.
Ahora bien,

∇ · (u · P ) =
∂

∂xj
(uiPij) =

∂

∂xj
(ui(−pδij + σij)) ,

⇒ ∇ · (u · P ) =
∂

∂xj
(ui(−pδij + σij)) =

∂(−puj)

∂xj
+

∂(uiσij)

∂xj
.

∴ ∇ · (u · P ) = −∇ · (pu) +∇ · σ.

La integral de superficie para el tensor de esfuerzos P se transforma usando el
teorema de Gauss resultando en dos integrales de volumen, es decir:
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∫
S
(u · P ) · ndS = −

∫
V
∇ · (pu)dV +

∫
V
∇ · (u · σ)dV.

Volviendo a utilizar el argumento de que el volumen es arbitrario podemos escribir
el balance de enerǵıa como:

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu) = −∇ · (pu) +∇ · (u · σ) + u · ρg∗ + ρJ,

o bien:

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu) = −p(∇ · u)− u · ∇p+ u · (∇ · σ) + σ : ∇u+ u · ρg∗ + ρJ. (2.12)

Operando el producto punto de u sobre la ecuación de momento lineal (2.8), obte-
nemos una expresión para la enerǵıa cinética:

ρ

(
∂

∂t
(1/2v2) + u · ∇(1/2v2)

)
= u · (∇ · P ) + ρg∗ · u.

Usando (2.9) reescribimos:

ρ

(
∂

∂t
(1/2v2) + u · ∇(1/2v2)

)
= −u · ∇p+ u · (∇ · σ) + ρg∗ · u. (2.13)

Podemos poner la ecuación (2.13) para la enerǵıa cinética en forma de flujo y, aśı,
comparar directamente término a término con la ecuación (2.12). Consideremos las
identidades:

ρu · ∇
(
1

2
v2
)

= ∇ ·
(
ρ
1

2
v2u

)
− 1

2
v2∇ · (ρu). (2.14a)

ρ
∂

∂t

(
1

2
v2
)

=
∂

∂t

(
ρ
1

2
v2
)
− 1

2
v2

(
∂ρ

∂t

)
. (2.14b)

Sustituyendo (2.14a) y (2.14b) en el lado derecho de (2.13), colectando términos y
usando nuevamente conservación de masa (2.3):

∂

∂t

(
ρ
1

2
v2
)
+∇ ·

(
ρ
1

2
v2u

)
= −u · ∇p+ u · (∇ · σ) + ρg∗ · u. (2.15)

Recordando que la enerǵıa total ρE = ρe + 1/2v2, podemos establecer el balance de
enerǵıa para la enerǵıa interna e, simplemente restando la ecuación (2.15) de la ecuación
(2.12):

∂ρe

∂t
+∇ · (ρeu) = −p(∇ · u) + σ : ∇u+ ρJ. (2.16)

La ecuación de balance de enerǵıa interna (2.16) es la expresión de la 1a ley de
termodinámica y tal como está escrita arriba la podemos tomar como una generali-
zación de la 1a ley de la termodinámica para los fluidos. El primer término del lado
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derecho corresponde al trabajo mecánico de compresión o expansión mientras que los
otros dos términos son fuentes de calentamiento por viscosidad y por efectos diabáticos
(radiación y conducción) respectivamente. Faltaŕıa una ecuación de estado que relacio-
ne la densidad con la enerǵıa y la presión, es decir, e = e(ρ, p). Aśı, se puede entender
que los términos −p(∇ · u) y σ : ∇u sirven para acoplar los cambios de enerǵıa in-
terna del fluido viscoso con los cambios en momento lineal ρu y viceversa. El término
ρJ , sin embargo, nada tiene que ver con el movimiento macroscópico del fluido. Es el
calentamiento molecular puro.

2.2. Fluidos ideales

La primera simplificación que se hace en los textos de fluidos es la llamada aproximación
de Boussinesq que consiste en suponer que la densidad del fluido se descompone como:

ρ(x, y, z, t) = ρ0 + ρ′(x, y, z, t), (2.17)

donde ρ0 es una densidad de referencia y ρ′ es una desviación de dicho valor, tal que
|ρ′| << ρ0. Una consecuencia importante de esta aproximación es que, a primer orden,
el flujo se puede tratar como incompresible (Cushman-Roisin y Beckers, 2011), es decir:

∇ · u = 0. (2.18)

En estas condiciones la ecuación de balance de enerǵıa se simplifica mucho si tra-
tamos con fluidos incompresibles e inviscidos. En efecto, la ecuación (2.16) se reduce
a:

∂ρe

∂t
+∇ · (ρeu) = ρJ. (2.19)

Si, además, tenemos que no existen flujos de enerǵıa por radiación ni por conducción
en la superficie del volumen de control, se sigue que el flujo es adiabático. En estas
condiciones la enerǵıa interna se conserva y podemos decir que la termodinámica está
desacoplada del movimiento. Si, por otro lado, no existe viscosidad entonces el tensor
de esfuerzos es nulo σ = 0. Aśı, la ecuación de momento (2.10) se reduce a:

ρ
∂u

∂t
+ ρu · ∇u = −∇p+ ρg∗. (2.20)

Ahora aplicamos la aproximación de Boussinesq a (2.20) componente a componente,
de tal forma que en las componentes x y y del momento lineal ρu la densidad ρ es
simplemnte ρ0, excepto en el término de la gravedad en la ecuación para el momento
vertical, ρw:

ρ0

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
,

ρ0

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
,

ρ0

(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
− g∗ρ′,
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2. DERIVACIÓN DE LA ECUACIÓN KDV

o, en su forma vectorial, la ecuación que gobierna el momento lineal es:

∂u

∂t
+ u · ∇u+

1

ρ0
∇p+

ρ′

ρ0
g∗ez = 0. (2.22)

Para continuar la simplificación diremos que el término ρ′/ρ0g
∗ es una constante

que denotaremos simplemente como g y que se le conoce en la literatura como gravedad
reducida. Es decir:

∂u

∂t
+ u · ∇u+

1

ρ0
∇p+ gez = 0. (2.23)

2.3. Condición dinámica de irrotacionalidad: Ecuación de Ber-

noulli

Dada la complejidad matemática que suponen las ecuaciones que gobiernan el momento
lineal ρ0u (2.23), podemos imponer una condición extra para simplificar el tratamiento
de las ecuaciones de movimiento. Para ello requerimos que la vorticidad, definida como
ω = ∇× u, sea ω = 0 en todo el dominio. Esto implica que el campo de velocidades
es el gradiente de una función escalar ϕ(x, y, z, t) puesto que, por análisis vectorial, el
rotacional de cualquier gradiente es cero. En otras palabras:

u = ∇ϕ, (2.24a)

∇×∇ϕ = 0. (2.24b)

Puesto que el fluido es de Boussinesq, tenemos que satisfacer además que el flujo es
incompresible (2.18). Aśı, juntando la velocidad potencial (2.24a) con la conservación
de masa, damos lugar a la Ecuación de Laplace:

∇2ϕ = 0. (2.25)

Tomando el rotacional de la ecuación (2.20):

∇×
[
∂u

∂t
+ u · ∇u+

1

ρ0
∇p+ gez

]
= 0.

Haciendo uso de la aproximación de Boussinesq (2.17) y, por análisis vectorial, se
cumple (2.24b). Entonces, basados en este razonamiento, tenemos que:

∇×
[
∇
(

1

ρ0
p+ gz

)]
= 0.

Por otra parte, desarrollando el rotacional de la derivada parcial temporal de u,
por la definición que tenemos de vorticidad:

∇×
[
∂u

∂t
+ u · ∇u

]
=

∂ω

∂t
+∇× (u · ∇u). (2.26)
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Por último, para manipular el término inercial (u ·∇u), haremos uso de la siguiente
identidad vectorial:

∇ (A ·B) = A× (∇×B) + (A · ∇)B +B × (∇×A) + (B · ∇)A,

con la que, sustituyendo los vectores A y B por u, llegamos a que:

1

2
∇|u|2 = u× (∇× u) + (u · ∇)u.

Nuevamente, haciendo uso de la definición de vorticidad propuesta, tendremos que
el rotacional del término advectivo será:

∇× (u · ∇)u = ∇×∇
(
u2

2

)
−∇× (u× ω)

= ∇× (ω × u) .

Haciendo uso de la identidad vectorial para el rotacional del producto vectorial,
tenemos:

∇× (ω × u) = (u · ∇)ω − (ω · ∇)u+ ω (∇ · u) + u (∇ · ω) ,

por incompresibilidad y la definición de vorticidad, los dos últimos términos de la
anterior ecuación son idénticamente 0. Por lo que, tomando todos los términos en
conjunto llegamos a la Ecuación de Vorticidad Sin Fricción:

Dω

Dt
= (ω · ∇)u. (2.27)

Con lo cual hemos probado que, si la vorticidad es cero al tiempo t = 0, permanecerá
igual en el tiempo subsecuente.

Ahora pasamos a la derivación de la Ecuación de Bernoulli. Para ello, tomamos
la ecuación de Euler (2.23) y, habiendo probado que estamos trabajando con un flujo
potencial, el término advectivo puede reescribirse como u · ∇u = 1

2 |u|
2 − (u× ω) y

considerando que la vorticidad es cero, tendremos que:

∇
{
∂ϕ

∂t
+

1

2
|∇ϕ|2 + p

ρ
+ gz

}
= 0.

Recordando que nuestra ecuación proviene de un escalar, resulta que:

∂ϕ

∂t
+

1

2
|∇ϕ|2 + p

ρ
+ gz = F (t), (2.28)

donde F (t) es una constante positiva para cualquier punto dentro del dominio del fluido.
(2.28) es la bien conocida Ecuación de Bernoulli.

21
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2.4. Deducción de la ecuación KdV como una aproximación de

onda larga de las ecuaciones de aguas someras, bajo el méto-

do de perturbaciones

Es bien sabido que las soluciones que se desprenden de la KdV cuentan con aplicacio-
nes no sólo en ondas viajeras en ŕıos o lagunas, sino también en fenómenos de ondas
internas de gravedad oceánicas. Resulta ser que la KdV se convierte en un modelo con
la f́ısica más simple posible para el caso de aguas someras y longitudes de onda largas,
comparadas con la altura de la columna de agua. La figura (2.2) representa las condi-
ciones de borde para definir el problema de frontera con el que se duduce la KdV en
este apartado.

Figura 2.2: Modelo de la evolución de la superficie libre en 3-D

A continuacion se presenta un bosquejo de la derivación de la ecuacion KdV median-
te el método de perturbación, basado en Karczewska y Rozmej (2018). La derivacion
parte de las ecuaciones para un canal o tanque de ondas superficiales, imponiendo la
condición al fluido de ser irrotacional e incompresible. Para cerrar el problema, se im-
ponen dos condiciones a la superficie libre: 1) Bernoulli (dinámica) y 2) la derivada
material del desplazamiento vertical de la superficie es la velocidad vertical (cinemáti-
ca). La geometŕıa del canal se define tal como se puede observar en la figura (2.2); sin
embargo, se limita la geometria del canal a los ejes x y z dado que el problema 3D es
bastante más complicado de resolver por el metodo de perturbaciones.
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2.4 Deducción de la ecuación KdV como una aproximación de onda larga de las
ecuaciones de aguas someras, bajo el método de perturbaciones

2.4.1. Condiciones cinemáticas de frontera

Estas condiciones de frontera surgen de imponer que tanto la superficie libre η(x, y, t)
como la superficie que define la batimetria h(x, y) son superficies materiales, es decir
que las part́ıculas de fluido no salen ni entran a traves de ellas. Matemáticamente es
equivalente a definir una función F (x, y, z, t) = z − η(x, y, t) = 0 y una G(x, y, z) =
z − h(x, y) = 0 para η(x, y, t) y h(x, y) respectivamente, tal que:

D

Dt
[F (x, y, t) = z − η(x, y, t)] = 0, z = η(x, y, t); (2.29a)

D

Dt
(G(x, y) = z − h(x, y)) = 0, z = h(x, y). (2.29b)

o bien:
DF

Dt
=

Dz

Dt
− Dη

Dt
= w − ∂η

∂t
− u

∂η

∂x
− v

∂η

∂y
= 0

o bien:

w − ∂η

∂t
− u

∂η

∂x
− v

∂η

∂y
= 0, z = η(x, y, t). (2.30)

Puesto que u = ∇ϕ(x, y, z, t), entonces las componentes de la corriente estan dadas
como:

u =
∂ϕ

∂x
, v =

∂ϕ

∂y
, w =

∂ϕ

∂z

Entonces, la ecuación (2.30) la podemos reescribir en términos del potencial de veloci-
dad, ϕ(x, y, z, t). Reemplazando la notación ∂/∂x por el sub́ındice x y aśı sucesivamente,
para las demas variables independientes:

ϕz − (ηt + ϕxηx + ϕyηy) = 0. (2.31)

Cuando z = h(x, y) la ecuación (2.29b) se reescribe como:

ϕz − (ϕxhx + ϕyhy) = 0. (2.32)

2.4.2. Condiciones dinámicas de frontera

Aparte de las condiciones de frontera cinemáticas, debemos incluir la ley que permite la
evolución en tiempo de la superficie libre η(x, y, t). Vamos a suponer que el término de
presión en la superficie libre es una constante que, sin pérdida de generalidad, podemos
poner igual a cero. Ahora bien, si a un tiempo dado tenemos que z = η(x, y, t), entonces
queda especificada la constante del lado derecho de la ecuación (2.28), que conveniente-
mente podemos, sin perder generalidad, dejar como cero. Por tanto podemos reescribir
la ecuación de Bernoulli como:

ϕt +
1

2
(ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

z) + gη = 0. (2.33)

Notamos aqúı que la ecuación es no lineal debido al término cuadrático de la enerǵıa
cinética.
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2. DERIVACIÓN DE LA ECUACIÓN KDV

2.4.3. Deducción de la KdV siguiendo a Karczewska y Rozmej (2018)

Para poder atacar el problema no lineal que nos presenta la ecuación de Bernoulli, es
necesario hacer algunas simplificaciones. Primeramente la dependencia en la variable
independientes, y se anula, quedando solo las variaciones en el eje x y z. De esta forma
las ecuaciones (2.25), (2.31), (2.32) y la de Bernoulli (2.28) se reducen a:

ϕxx + ϕzz = 0; h(x) < z < η(x, t). (2.34a)

ϕz − (ηxϕx + ηt) = 0; z = η(x, t). (2.34b)

ϕt +
1

2

(
ϕ2
x + ϕ2

z

)
+ gη = 0; z = η(x, t). (2.34c)

ϕz − hxϕx = 0; z = h(x, t). (2.34d)

Y, resaltando que tenemos un fondo plano, entonces hx = 0, por lo que podemos elegir
de manera arbitraria una z(x, t) = h(x, t) = 0, de manera que (2.34d) queda expresado
simplemente como ϕz = 0 en z = 0. Ahora bien, notando que la superficie libre η,
es medida a partir de una altura H, la cual es la profundidad de la columna de agua
cuando el fluido está en reposo, procedemos a escribir las ecuaciones en un sistema
adimensional. Denotaremos por a a la amplitud de la onda superficial, por L a su
longitud de onda promedio y por H a la profundidad del canal. Por lo que hace a las
variables adimensionales, las introduciremos como se enuncia a continuación:

ϕ̃ =
H

La
√
gH

ϕ, x̃ =
x

L
, η̃ =

η

a
,

z̃ =
z

H
, t̃ =

t
√
gH

L
.

Definimos nuevos parámetros adimensionales α = a
H y β =

(
H
L

)2
, y por medio de

la regla de la cadena, se puede mostrar de manera sencilla que el sistema de ecuaciones
(2.34) se transforma en:

βϕ̃x̃x̃ + ϕ̃z̃z̃ = 0; 0 < z̃ < 1 + αη̃(x, t). (2.35a)

1

β
ϕ̃z̃ −

(
αη̃x̃ϕ̃x̃ + η̃t̃

)
= 0; z̃ = 1 + αη̃(x, t). (2.35b)

ϕ̃t̃ +
1

2

(
αϕ̃2

x̃ +
α

β
ϕ̃2
z̃

)
+ η̃ = 0; z̃ = 1 + αη̃(x, t). (2.35c)

ϕ̃z̃ = 0; z̃ = 0. (2.35d)

Notemos que tanto α como β tienen el mismo orden de magnitud ,y O(α) = O(β) << 1
para poder llevar a cabo el método de perturbación. Con este método lo que busaca-
remos es realizar una expansión que nos permita tener una buena aproximación para
ondas de una longitud grande y una amplitud considerablemente pequeña, a compa-
ración de la profundidad de la columna de agua, caracteŕısticas intŕınsecas de la onda
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propuesta por Russell. Ahora, por practicidad, trabajaremos desde este punto sin las va-
riables tildadas, recordando que estamos trabajando en el sistema adimensional (2.35).

De forma estándar, en métodos de perturbación se propone una solución al potencial
de la forma:

ϕ(x, z, t) =
∞∑

m=0

zmϕ(m)(x, t), (2.36)

donde ϕ(m)(x, t) son las funciones a encontrar.
Antes de continuar con la deducción de la KdV, probaremos primero si ϕ del método

perturbativo (2.36) satisface el laplaciano en forma adimensional (2.35a). Para ello,
sacamos la segunda derivada de (2.36) respecto a x:

ϕxx =
∞∑

m=0

zmϕ(m)
xx ; m ∈ N. (2.37)

Si tomamos la primera derivada de (2.36) respecto a z y aplicamos la condición de
contorno (2.35d), podemos ver que ϕ(1) = 0; de manera que

ϕzz =
∞∑

m=0

(m+ 2)(m+ 1)zmϕ(m+2); m ∈ N. (2.38)

Entonces, sustituyendo (2.37) y (2.38) en (2.35a) nos percatamos que existe una relación

recursiva de ϕ
(0)
xx con los términos pares y de ϕ1

xx con los impares; sin embargo, tomando
en cuenta que ϕ(1) = 0, descartamos los términos impares de la expresión, obteniendo:

ϕ(x, z, t) =
∞∑

m=0

(−β)m

(2m)!
z2mϕ

(0)
2mx; m ∈ N. (2.39)

Y, sustituyendo (2.39) en (2.35a), probamos que se satisface el laplaciano (2.35a).
Ahora bien, para continuar con el desarrollo sistemático de la deducción, definiremos

una nueva variable w(x, t) := ϕ
(0)
x (x, t), con la idea de reducir el grado de las derivadas;

entoces, desarrollando (2.39) con esta nueva variable tendremos

ϕ(x, z, t) = ϕ(0) − β

2
z2wx +

β2

24
z4w3x −

β3

720
z6w5x + . . . (2.40)

y, con (2.40), tomamos las derivadas de ϕ respecto a x, z, y t, evaluando en la superficie
z = 1 + αη

ϕz = −β (1 + αη)wx +
β2

6
(1 + αη)3w3x −

β3

120
(1 + αη)5w5x + . . . (2.41)

ϕx = w − β

2
(1 + αη)2w2x +

β2

24
(1 + αη)4w4x −

β3

720
(1 + αη)6w6x + . . . (2.42)

ϕt = ϕ
(0)
t − β

2
(1 + αη)2wxt +

β2

24
(1 + αη)4w3xt −

β3

720
(1 + αη)6w5xt + . . . (2.43)

25
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A continuación, teniendo en mente que α ∼ β << 1, podemos sustituir (2.41) –
(2.43) en (2.35b), truncando los términos de O(α2, α3, . . . ;β2, β3, . . . ;αβ, . . . ), llegamos
a la siguiente ecuación:

ηt + wx + α(ηw)x −
β

6
w3x = 0. (2.44)

Procediendo de forma análoga para la condición dinámica (2.35c), obtenemos:

ηx + wt + αwwx −
β

2
w2x = 0. (2.45)

Podemos deshacernos de la variable w, a fin de obtener una sola ecuación de onda
para η. Para ello, tomamos una aproximación a orden cero de α y β del sistema (2.44)-
(2.45), dejándonos en un sistema de ecuaciones lineales:

ηt + wx = 0; ηx + wt = 0. (2.46)

Es sencillo ver que, de (2.46), w y η son solución de una misma ecuación de onda.
Para ello tomamos la derivada temporal de ηt + wx = 0 y le restamos la derivada
espacial de ηx+wt = 0, y llegamos a la ecuación de onda ηtt−ηxx = 0. Ahora, restando
la derivada espacial de ηt + wx = 0 a la derivada temporal de ηx + wt = 0, tendremos
la ecuación wtt − wxx = 0; de manera que, con α y β a orden cero,

ηt = −ηx, wt = −wx. (2.47)

y, por lo tanto,
w = η. (2.48)

Ahora, podemos englobar a (2.44) y (2.45) en una sola ecuación por medio de (2.48),
reduciendo los términos de α y β a primer orden, definiendo Q(α) y Q(β) como nuevas
variables cuyos términos son funciones de η y sus respectivas derivadas respecto x. Con
lo que

w = η + αQ(α) + βQ(β). (2.49)

Similar a la forma de proceder para llegar a (2.47), veamos ahora que también
existe una relación entre las derivadas parciales de (2.49). Tomando la derivada parcial
de (2.49) respecto a t, haciendo uso de (2.47), tendremos que

α
[
Q

(α)
t +Q(α)

x

]
+ β

[
Q

(β)
t +Q(β)

x

]
= 0, (2.50)

por lo que, suponiendo que α y β son valores arbitrarios:

Q
(α)
t = −Q(α)

x , Q
(β)
t = −Q(β)

x . (2.51)

A continuación, analicemos lo siguiente; si sustituimos (2.49) en (2.44) y (2.45),
discriminando los términos de α y β de orden superior a uno, y haciendo uso de (2.47),
tenemos

α
(
Q(α)

x + 2ηηx

)
+ β

(
Q(β)

x − 1

6
η3x

)
= 0, (2.52)

α
(
Q

(α)
t + ηηx

)
+ β

(
Q

(β)
t − 1

2
η3x

)
= 0, (2.53)
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sustrayendo (2.52) a (2.53), bajo el supuesto que α y β son valores arbitrarios cercanos
a cero, y tomando en cuenta (2.51), llegamos a

Q(α)
x = −1

2
ηηx, Q(β)

x =
1

3
η3x. (2.54)

Integrando (2.54), obtenemos:

Q(α) = −1

2
η2, Q(β) =

1

3
η2x; (2.55)

aśı, (2.49) y (2.53) toman la forma

w = η − 1

4
αη2 +

1

3
βη2x, (2.56)

ηx + ηt +
3

2
αηηx +

1

6
βη3x = 0. (2.57)

La ecuación (2.57) es la conocida ecuación Korteweg-de-Vries (KdV) en un marco de
referencia fijo (o inercial), y su solución anaĺıtica está dada como:

η (x, t) = Asech2

[√
3

4

β

α
A
(
x− t

(
1 +

α

2

))]
. (2.58)

2.5. Invariantes de la KdV

Una interesante propiedad f́ısica y matemática que se desprende del estudio de los
solitones es la conservación de ciertas constantes del movimiento (o invariantes del
sistema). Es posible demostrar que la KdV, a primer orden, es un sistema hamiltoniano
integrable (Miura, 1976; Zakharov y Faddeev, 1971); es decir, posee un número infinito
de constantes de movimiento (Drazin, 1983, Miura et al., 1968; Gardner y Morikawa,
1960). Dado que la demostración formal del infinito número de cantidades conservadas
sale de los ĺımites de esta tesis, serefiere al lector a las referencias donde se demuestra
de forma rigurosa que la KdV es un sistema de ecuaciones diferenciales hamiltoniano
(véase Zakharov y Faddeev, 1971; Drazin, 1983; Gardner y Morikawa, 1960 y Miura,
1976).

Si bien, un número infinito de cantidades conservadas no tiene precisamente una
significado f́ısico, las primeras invariantes de la KdV están relacionadas con la con-
servación de masa, momento y enerǵıa. Diversos autores coinciden en que la primera
invariante, C1, corresponde a la conservación de la masa (por ejemplo, Kruskal y Za-
busky, 1965; Drazin, 1983; Zhu, 2001; Karczewska y Rozmej, 2018); no obstante, no
existe un consenso con respecto al significado f́ısico de C2 y C3. Autores como Yanfen
y De-Kang (2007), y Drazin (1983) coinciden en que C2 y C3 corresponden f́ısicamente
a la conservación de momento y enerǵıa cinética, respectivamente. Por el contrario,
Zabusky, Kruskal (1965) y Zhu (2001) indican que C2 representa la conservación de
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la enerǵıa cinética ya que, como se mostrará en el caṕıtulo siguiente, C2 toma la for-
ma de enerǵıa cinética de la perturbación de la superfcie libre, de manera directa. Sin
embargo, si C2 cumpliera con una ley de conservación para la enerǵıa cinética, esta
conservación debeŕıa seguirse en todas las formas de la KdV, lo cual no sucede cuan-
do estudiamos formas más complejas de la ecuación (Karczewska, et al., 2017), en las
que la conservación de la enerǵıa cinética no se obtiene directamente de C2, con lo
cual se concluye que las demás ivariantes, aparte de C1 no precisamente representan
el momento y la enerǵıa cinética. En los trabajos de Karczewska et al. (2015), Ali y
Kalisch (2014), e Israwi y Kalisch (2019) se formulan las leyes de conservación para el
momento y la enerǵıa, haciendo énfasis en que estas surgen a partir de la construcción
de la KdV y sus invariantes, más no implica que la conservación de C2 y C3 signifique
expĺıcitamente la conservación del momento y la enerǵıa.

Recordemos que en esta tesis estamos trabajando con la forma más sencilla de
la KdV, la cual posee una no linealidad débil (consideramos los términos no lineales
a primer orden dentro del método de perturbaciones). Por tanto, podemos seguir la
teoŕıa propuesta por Zabusky y Kruskal (1965), de modo que consideraremos a C1

y C2 como la conservación de masa y enerǵıa, respectivamente. En particular, como
resultado de la conservación de C1, la KdV representa una importante área de estudio
en los sistemas oceánicos, costeros y atmosféricos, pues las ondas que obedecen a esta
familia de ecuaciones tienen la cualidad de viajar por grandes distancias, conservando
su forma original sin disiparse (a diferencia de como ocurre con las ondas de gravedad).
En este caso, esta propiedad f́ısica śı es una implicación directa de la conservación de
C1, como se mencionó en el párrafo anterior.

En el caṕıtulo 3 se demuestra la conservación anaĺıtica de las primeras tres inva-
riantes de la KdV y se presenta un esquema numérico impĺıcito que conserva de manera
eficiente el análogo numérico de C1 y C3, y se compara contra los esquema expĺıcitos
de Zabusky y Kruskal (1965), Lax-Wendroff y Walkley, de los cuales únicamente el pri-
mero logra conservar C1. Si bien, desde un punto de vista numérico resulta imposible
construir un esquema que tenga un número arbitrario de constantes de moviemiento,
más adelante se muestra que si el esquema numérico se diseña incorporando algunas
de estas constantes del movimento, el modelo será más estable, lo cual permitirá la
integración numérica de la KdV por grandes periodos de tiempo.

28



Caṕıtulo 3

Esquemas en diferencias finitas de la

KdV y diseño experimental

En este caṕıtulo se presenta el estudio numérico de la KdV a partir de dos esquemas
en diferencias finitas de Zabusky y Kruskal (1965) y de Zhu (2001) que denotamos en
lo que sigue como ZK65 y Z01 respectivamente. Asimismo, se deduce la KdV adap-
tada a dichos esquemas y se obtiene la solución anaĺıtica de la ecuación a partir de
desarrollos algebráicos simples. De igual manera, presentamos la implementación del
método Newton-Raphson como una propuesta para la integración en tiempo de la KdV,
aplicado al esquema Z01, distinta a las utilizadas convencionalmente.

3.1. Transformación de la KdV en la ecuación de Kruskal y Za-

busky

A partir de este apartado, trabajaremos con la ecuación KdV de la forma:

ηt + ηηx + δ2η3x = 0. (3.1)

La ecuación (3.1) describe la propagación unidimensional y de largo tiempo, de
ondas con amplitud pequeña pero finita, en un marco de referencia móvil (Stoker,
1957; Gardner y Morikawa, 1960; Zabusky y Kruskal, 1965), tales como las ondas del
régimen de aguas someras. Por tal motivo, buscamos una transformación para llegar a
esta forma de la KdV a partir de (2.57).

Sea: x̂ = Q(x− t) y t̂ = Rαt, (2.57) toma la forma:

ηt̂ +
3Q

2R
ηηx̂ +

β

6

Q3

Rα
η3x̂.

Escogemos
Q

R
=

2

3
,
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tal que

R =
3Q

2
y

β

6

Q3

Rα
= δ2.

Entonces,

x̂ = 3δ

√
α

β
(x− t) y t̂ =

9

2
δ

√
α

β
t,

con lo cual, la KdV se transforma como ηt̂ + ηηx̂ + δ2η3x̂, consistente con (3.1).

3.2. Solución anaĺıtica

Para obtener la solución anaĺıtica de (3.1), seguiremos el desarrollo de Brauer (2000).
Se propone una solución para (3.1) de la forma:

η (x, t) = η (x− βt) = η (ξ) ,

con lo cual llegamos a la siguiente ecuación diferencial homogénea no lineal:

−βηξ + ηηξ + δ2η3ξ = 0. (3.2)

Cabe señalar que, a lo largo de estas secciones, haremos uso de los sub́ındices (ξ) como
una forma de representar los operadores diferenciales y las derivadas con las que vamos
a trabajar. Por otra parte, de (3.2), es sencillo ver que:

−βηξ +

(
1

2
η2
)

ξ

+
(
δ2η2ξ

)
ξ
= 0,

por lo que: [
−βη +

1

2
η2 + δ2η2ξ

]
ξ

= 0,

aśı, integrando respecto a ξ:

−βη +
1

2
η2 + δ2η2ξ = C1. (3.3)

Multiplicando (3.3) por ηξ:

−βηηξ +
1

2
η2ηξ + δ2η2ξηξ = C1ηξ.

Nuevamente, es fácil mostrar que:

−β

(
1

2
η2
)

ξ

+
1

2

(
1

3
η3
)

ξ

+ δ2
(
1

2
η2ξ

)
ξ

= (C1η)ξ ,

de manera que: [
−β

2
η2 +

1

6
η3 +

δ2

2
η2ξ

]
ξ

= (C1η)ξ ,
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e integrando respecto a ξ nuevamente:

−β

2
η2 +

1

6
η3 +

δ2

2
η2ξ = C1η + C2. (3.4)

C1 y C2 son constantes que pueden tomar cualquier valor; sin embargo, con C1 =
C2 = 0 garantizamos que

si η → 0 ⇒ ξ → ±∞,

por lo que
si ηξ → 0 ⇒ ξ → ±∞.

Estas condiciones son concordantes con el tipo de ondas que estamos estudiando, lo cual
puede verificarse fácilmente de manera gráfica. Drazin (1983) y Brauer (2000) muestran
más a detalle la justificación por la cual, en este caso, la elección de las constantes igual
a cero nos resulta útil para llegar a la solución anaĺıtica que estamos buscando.

De (3.4) tenemos entonces que:

ηξ = ±η

δ

√
β − η

3
.

Tomamos la ráız positiva (ver Brauer, 2000) e integramos:

δ2
∫ η

0

dη′

η′
√

β − η′

3

=

∫ ξ

0
dξ′. (3.5)

Consideramos a las variables primadas de (3.5) como variables continuas mudas y,
considerando por simplicidad una η(ξ = 0) = 0, proponmos la transformación:

η = 3βsech2 (w) ,

entonces: √
β − η

3
=

√
β
√
1− sech2 (w).

Para simplificar la integración, realizamos una sustitución trigonométrica. De la
identidad cosh2 (θ) + sinh2 (θ) = 1, tenemos que:

1

cosh2 (θ)

[
cosh2 (θ) + sinh2 (θ) = 1

]
.

Entonces, 1− tanh2 (θ) = sech2 (θ), por tanto 1− sech2 (θ) = tanh2 (θ). Aśı:

sqrtβ − η

3
=

√
βtanh (w) .

Multiplicando ambos lados por η:

η

√
β − η

3
= 3β

√
βsech2 (w) tanh2 (w) .
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Ahora, expresamos dη′ en términos de dw′:

η = 3βsech2 (w) ⇒ dη = 6βsech (w)
d

dw
(sech (w)) dw,

⇒ dη = 6βsech (w) (−sech (w) tanh (w)) d (w) ,

⇒ dη = −6βsech2 (w) tanh (w) .

Con lo cual: ∫ η

0

dη′

η′
√
β − η′

3

=

∫ w

0
− 6βsech2 (w′) tanh (w′)

3β
√
βsech2 (w′) tanh (w′)

dw′

=

∫ w

0
− 2√

β
dw′

= − 2√
β
w.

(3.6)

Ahora bien, de (3.5) y (3.6) tenemos:

ξ

δ
= − 2√

β
w.

Pero, recordando que η = 3βsech2 (w):

sech−1

[(
η

3β

) 1
2

]
= w ⇒ ξ

δ
= − 2√

β
sech−1

[(
η

3β

) 1
2

]

⇒ −
√
βξ

2δ
= sech−1

[(
η

3β

) 1
2

]
.

Evaluando la secante hiperbólica por ambos lados y, tomando en consideración que esta
es una función simétrica respecto del origen:

sech

(√
βξ

2δ

)
=

√
η

3β
,

o bien:

η (x, t) = 3βsech2
[√

β

2δ
(x− βt)

]
. (3.7)

La solución (3.7) es un solitón adimensional que viaja al oeste, sin cambiar su forma
original y es solución de (3.1).

3.3. Primeras tres invariantes de la KdV

En este apartado probaremos la conservación de las primeras tres invariantes de la
KDV (3.1): C1, C2 y C3. Siguiendo a Dazin (1983), definimos a una ley de conservación
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tal que, dada una ecuación de la forma:

∂T

∂t
+

∂X

∂x
= 0, (3.8)

donde T es una variable de campo que describe al fluido (por ejemplo, la densidad o la
temperatura) y X es el flujo de dicha propiedad. En efecto, (3.8) implica que Tt = 0;
i. e., T ≡ cte. Esta relación implica que tanto T como X son independientes de sus
derivadas temporales. En particular, para el caso unidimensional con el que estamos
trabajando, aplicando (3.8) a la evolución de η(x, t), tenemos que T y X dependen
únicamente de x, t, η, ηx, η2x, . . . , pero no de ηt. Por otra parte, si T y Xx son
integrables en un dominio de (−∞,∞),

X → cte, conforme |x| → ∞,

entonces se sigue que (3.8) puede reescribirse como:

∂

∂t

∫ ∞

−∞
T dx = 0 o bien,

∫ ∞

−∞
T dx = cte. (3.9)

Cabe señalar que esta ley de conservación presenta un inconveniente cuando tenemos
condiciones periódicas para u y sus derivadas en espacio y tiempo pues, para estos
casos, la ley se cumplirá únicamente para cada periodo en el cuál estemos evaluando
las invariantes, a diferencia de los solitones que no son periódicos, en los cuales se
cumple la ley de conservación en todo el dominio. Si bien, lo anterior puede limitar la
validez de la conservación de C1, C2 y C3, esto no representa un problema para el diseño
de nuestro código, ya que si definimos los bordes del dominio lo suficientemente lejos de
la perturbación asociada al solitón, entonces aún es posible hacer comparaciones entre
las soluciones numéricas (que por diseño son periódicas) y las soluciones anaĺıticas.

Comenzamos por C1. Podemos separar la KdV (3.1) por diferenciales de tiempo y
espacio:

∂t (η) + ∂x

(
1

2
η2 + δ2ηx

)
= 0.

Aqúı es donde intervienen las condiciones periódicas y, para que se cumpla la ley de
conservación, acorde con el diseño de nuestro esquema, integramos en x en el intervalo
de [0, L], donde L es la longitud del intervalo. Luego:

∂t

∫ L

0
(η) dx+

∫ L

0
∂x

(
1

2
η2 + δ2ηx

)
dx = 0.

Hemos reescrito la ecuación (3.1) en forma de flujo y podemos dar cuenta de que el
término X de (3.8), sustituido en esta integral, es una diferencial exacta:

d

(
1

2
η2 + δ2ηx

)
.

33



3. ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS DE LA KDV Y DISEÑO
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Dicho lo cual, al integrar este término respecto a x y, por condiciones periódicas, tene-
mos que:

(C1)t = 0, donde C1 =

∫ L

0
(η) dx. (3.10)

En cuanto a la segunda invariante C2, multiplicamos (3.1) por η. Siguiendo la misma
ĺınea que para C1, llegamos la siguiente forma de flujo:

∂t

∫ L

0

(
1

2
η2
)
dx+

∫ L

0
∂x

(
1

3
η3 + ηη2x −

1

2
η2x

)
dx = 0.

Nuevamente, por condiciones periódicas:∫ L

0

(
1

2
η2
)
dx = C2. (3.11)

Por último, para la tercera invariante C3 multimplicamos la KdV por −η2/2 y,
al mismo tiempo, le sumamos δ2ηx∂x multiplicado por (3.1). Con lo que, reescrito en
forma de flujo, tenemos:

∂t

∫ L

0

(
1

2
δ2η2x −

1

6
η3
)
dx

+

∫ L

0
∂x

(
−1

8
η4 − 1

2
δ2η2η2x + δ2ηη2x + δ4ηxη3x −

1

2
δ4η22x

)
dx = 0.

Una vez más, por periodicidad, concluimos que C3 es una constante del movimiento:∫ L

0

(
1

2
δ2η2x −

1

6
η3
)
dx = C3. (3.12)

A continuación, analicemos el siguiente ejercicio: supongamos que η es una velocidad
u. Para cada una de las invariantes hemos multiplicado la KdV por cierto parámetro (1
para C1, u para C2 y −u2/2 para C3). Sin perder de vista esta idea, podemos ver que
cada una de las invariantes tiene inmersa una densidad de movimiento. Por ejemplo,
suponiendo que queremos incorporar la densidad del fluido: para C1 tendremos una
conservación de masa, para C2 cumplirá una conservación de momento zonal y para C3

tendremos la conservación de enerǵıa cinética. Por lo tanto, f́ısicamente la conservación
de estas cantidades representa la conservación de formas de densidades del movimiento
inmersas en la KdV. Esto confirma la premisa citada por Israwi y Kalisch (2019),
donde hemos comprobado que el momento zonal y la enerǵıa cinética únicamente están
inmersas en C2 y C3 respecivamente, más no quiere decir que C2 sea el momento zonal
ni C3 sea la enerǵıa cinética de la perturbación de la superficie libre. Por otro lado, en
este caso se cumplió que C2 coincidió directamente con la conservación de la enerǵıa
cinética (tal cual como se indica en Zabusky, Kruskal (1965) y Zhu (2001)); no obstante,
no podemos aseverar que esto se cumpla para todas las formas de la KdV. Aunado a lo
anterior, ya que el desarrollo teórico de esta forma de la KdV parte del caso de estudio
para aguas someras, dichas cantidades están asociadas expĺıcitamente a ondas de dicho
medio (ver Drazin, 1983 para mayor detalle).
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3.4. Esquema en diferencias finitas de Zabusky y Kruskal (1965)

El esquema numérico más simple para resolver la KdV es el propuesto por Zabusky y
Kruskal (1965), el cuál permite de manera formal sólo la conservación de C1, mientras
que presenta dificultades para conservar C2.

Para encontrar la discretización en diferencias finitas de la KdV, se propone utilizar
el esténcil definido en el intervalo cerrado, sobre el eje x, [0, L], con una malla de puntos
en x definidos por:

∆x =
L

N − 1
, xj = j∆x y j = 0, 1, 2, · · · , N − 1.

Dadas las consideraciones anteriores, (3.1) se aproxima como:

ηn+1
j = ηn−1

j − 1

3

(
∆t

∆x

)(
ηnj+1 + ηnj + ηnj−1

) (
ηnj+1 − ηnj−1

)
− δ2

∆t

(∆x)3
[
ηnj+2 − 2ηnj+1 + 2ηnj−1 − ηnj−2

]
,

(3.13)

donde δ2 es un parámetro que modula la amplitud del solitón y fue obtenido previa-
mente de la derivación de (3.1).

Al tratarse de un esquema expĺıcito, tenemos una aproximación condicionalmente

estable, con un error de truncamiento del orden O
[
(∆t)2 , (∆x)2

]
.

De este esquema se desprende el análogo discreto de la cantidad C1, que es una
integral sobre el dominio en el intervalo [0, L] y, en consistencia con la sintaxis del
lenguaje de programación Python, está dado como:

CN
1j (n) =

N−2∑
j=0

ηnj (3.14)

Podŕıa pensarse que la suma (3.14) se planteó arbitrariamente sin considerar el
∆x. No obstante, (3.14) se se sigue de (3.10) y su aproximación en diferencias finitas
obedece a (3.13). En efecto, es claro ver que para demostrar (3.14), debemos demostrar
que CN

1j
(n− 1) = CN

1j
(n+ 1). De (3.13) basta con demostrar lo siguiente:

N−2∑
j=0

1

3

(
∆t

∆x

)(
ηnj+1 + ηnj + ηnj−1

) (
ηnj+1 − ηnj−1

)
+

N−2∑
j=0

δ2
∆t

(∆x)3
[
ηnj+2 − 2ηnj+1 + 2ηnj−1 − ηnj−2

]
= 0.

(3.15)
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O bien,

1

3

(
∆t

∆x

)N−2∑
j=0

(
ηnj+1 + ηnj + ηnj−1

) (
ηnj+1 − ηnj−1

)
+δ2

∆t

(∆x)3

N−2∑
j=0

[
ηnj+2 − 2ηnj+1 + 2ηnj−1 − ηnj−2

]
= 0.

En efecto, para cualquier n del tiempo, escribimos cada termino de (3.15) en la siguiente
tabla:

j η2j+j −η2j−1 +ηjηj+1 −ηjηj−1 +ηj+2 −ηj−2 −2ηj+1 +2ηj−1

0 η21 η2N−2 η0η1 η0ηN−2 η2 ηN−3 2η1 2ηN−2

1 η22 η20 η1η2 η1η0 η3 ηN−2 2η2 2η0

2 η23 η21 η2η3 η2η1 η4 η0 2η3 2η1

3 η24 η22 η3η4 η3η2 η5 η1 2η4 2η2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

N − 5 η2N−4 η2N−6 ηN−5ηN−4 ηN−5ηN−6 ηN−3 ηN−7 2ηN−4 2ηN−6

N − 4 η2N−3 η2N−5 ηN−4ηN−3 ηN−4ηN−5 ηN−2 ηN−6 2ηN−3 2ηN−5

N − 3 η2N−2 η2N−4 ηN−3ηN−2 ηN−3ηN−4 η0 ηN−5 2ηN−2 2ηN−4

N − 2 η20 η2N−3 ηN−2η0 ηN−2ηN−3 η1 ηN−4 2η0 2ηN−3

Tabla 3.1: Conservación de masa, esquema de Zabusky y Kruskal, 1965

De la tabla 3.1 vemos lo siguiente:

q Los términos encerrados en color, en los extremos, se cancelan por condiciones de
periodicidad en las fronteras: ηj = ηj+N−1.

q Los términos escritos en color se cancelan en el interior del esténcil.

De manera que (3.15) es idénticamente cero. Esto es, el análogo discreto de C1 (CN
1j
(n))

también se conserva.

3.4.1. Prueba de consistencia

Para el estudio de la consistencia de este esquema trabajaremos los términos de la KdV
por separado. Por otra parte, definimos η (xj) := ηj . Comenzamos con el término de
cambio local en tiempo de la KdV. Realizamos una expansión en serie de Taylor para
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η (t+∆t) = ηn+1
j y η (t−∆t) = ηn−1

j , manteniendo fijo cada punto xj del esténcil:

ηn+1 = ηn + ηt|tn (∆t)

+
1

2!
η2t|tn (∆t)2 +

1

3!
η3t|tn (∆t)3 +

1

4!
η4t|tn (∆t)4 + O

[
(∆t)5

]
.

(3.16)

ηn−1 = ηn − ηt|tn (∆t)

+
1

2!
η2t|tn (∆t)2 − 1

3!
η3t|tn (∆t)3 +

1

4!
η4t|tn (∆t)4 − O

[
(∆t)5

]
.

(3.17)

Ahora bien, restando (3.17) de (3.16) y dividiendo entre 2∆t, el conjunto de ecuaciones
(3.16, 3.17) se reduce a:

ηn+1 − ηn−1

2∆t
≈ ηt|tn + O

[
(∆t)2

]
∴ ĺım

∆t→0

{
ηn+1 − ηn−1

2∆t

}
= ηt|tn ■

Trabajando de manera análoga la parte espacial, aproximamos las derivadas en x
de la siguiente forma: para el término no lineal, primero, aproximaremos la derivada en
x de la siguiente forma:

ηj+1 = ηj + ηx|xj (∆x)

+
1

2!
η2x|xj (∆x)2 +

1

3!
η3x|xj (∆x)3 +

1

4!
η4x|xj (∆x)4 + O

[
(∆x)5

]
.

(3.18)

ηj−1 = ηj − ηx|xj (∆x)

+
1

2!
η2x|xj (∆x)2 − 1

3!
η3x|xj (∆x)3 +

1

4!
η4x|xj (∆x)4 − O

[
(∆x)5

]
.

(3.19)

Restando (3.19) a (3.18), tenemos que:

ηx+1 − ηx−1

2∆x
≈ ηx|xj + O

[
(∆x)2

]
.

Es sencillo ver que η se aproxima como un promedio móvil de η|xj y sus vecinos; i. e.,

ηj ≈
1

3
[η (xj −∆x) + η (xj) + η (xj +∆x)]

=
1

3
(ηj+1 + ηj + ηj−1) .

Tomando en cuenta la consideración anterior, se concluye lo siguiente:

1

3
(ηj+1 + ηj + ηj−1)

(
ηj+1 − ηj−1

2∆x

)
≈ ηjηx|xj + O

[
(∆x)2

]
∴ ĺım

∆x→0

{
1

3
(ηj+1 + ηj + ηj−1)

(
ηj+1 − ηj−1

2∆x

)}
= ηjηx|xj ■

37



3. ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS DE LA KDV Y DISEÑO
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Por último, para discretizar la tercera derivada con un error de truncamiento menor,
tomamos un ∆x extra y realizamos nuevamente la expansión en serie de Taylor; i. e.,
evaluamos en η (x± 2∆x):

ηj+2 = ηj + ηx|xj (2∆x) +
1

2!
η2x|xj (2∆x)2

+
1

3!
η3x|xj (2∆x)3 +

1

4!
η4x|xj (2∆x)4 + O

[
(2∆x)5

]
.

(3.20)

ηj−2 = ηj − ηx|xj (2∆x) +
1

2!
η2x|xj (2∆x)2

− 1

3!
η3x|xj (2∆x)3 +

1

4!
η4x|xj (2∆x)4 − O

[
(2∆x)5

]
.

(3.21)

Restando (3.21) de (3.20):

ηj+2 − ηj−2 ≈ 2

[
ηx|xj (2∆x) +

1

3!
η3x|xj (2∆x)3

]
+ O

[
(2∆x)5

]
.

Pero, de (3.18) y (3.19):

ηj+1 − ηj+1 ≈ 2

[
ηx|xj∆x+

1

3!
η3x|xj (∆x)3

]
+ O

[
(∆x)5

]
.

Entonces:

ηj+2 − 2ηj+1 + 2ηj−1 − ηj−2

2 (∆x3)
≈ η3x|xj + O

[
(∆x)2

]
∴ ĺım

∆x→0

{
ηj+2 − 2ηj+1 + 2ηj−1 − ηj−2

2 (∆x)3

}
= η3x|xj ■

De modo que, en el ĺımite cuando ∆t → 0, ∆x → 0, la forma discreta propuesta por
el esquema de Zabusky y Kruskal (1965) es igual a la KdV (3.1) en el continuo.

3.4.2. Esquemas de integración temporal para comparar con Zabusky y Krus-

kal (1965)

En la sección anterior, hemos introducido el esquema de discretización numérico pro-
puesto por Zabusky y Kruskal (1965), mismo que es expĺıcito en tiempo. A fin de
realizar comparaciones de desempeño del esquema de Zabusky y Kruskal, proponemos
evaluar su eficiencia contra tres esquemas más de integración expĺıcita en tiempo: 1)
Up-wind, 2) Lax-Wendroff y 3) Wakley. Tal ejercicio se basó en el proyecto final de
Tiago Correia (2018) para el curso 4301 de Matemáticas Aplicadas de la Universi-
dad de Columbia, NN. YY., en abril de 2018. Dicho código está diseñado en Jupyter
Notebook, con el lenguaje de programación Python, mismo que puede ser consultado y
descargado en https://github.com/modessert/Numerical-Methods-KDV/blob/master/
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3.5 Esquema en diferencias finitas de Zhu (2001)

numerical KDV.ipynb. Cabe mencionar que el código de Tiago Correia trabaja con la
ecuación KdV estándar:

ηt + 6ηηx + η3x = 0. (3.22)

Dicho código se fundamenta en la teoŕıa establecida en el art́ıculo de Shahrill, et al.
(2015) y, para pasar de (3.1) a (3.22) basta con aplicar a (3.1) la siguiente transforma-
ción:

xzk = Bxs; tzk = Ats. (3.23)

Donde xzk y tzk son las variables x y t de (3.1), mientras que xs y ts son las variables
de la KdV transformada. Con esto, vemos que con δ2 = B2/6 y 6B/A = 1 pasamos
de (3.1) a (3.22). Cabe mencionar que, en consistencia con Zhu (2001), ϵ = δ2, donde
δ2 fue obtenido previamente en (3.1). Aśı siguiendo el desarrollo de Correia (2018), los
esquemas a comparar son:

q Walkley:

ηn+1
j = ηnj − ∆t

24∆x

[(
ηnj−2

)2 − 8
(
ηnj−1

)2
+ 8

(
ηnj+1

)2 − (
ηnj+2

)2]
− ϵ

∆t

2 (∆x)3
(
ηnj+2 − 2ηnj+1 + 2ηnj−1 − ηnj−2

)
.

q Lax-Wendroff:

ηn+1
j = ηnj − 1

2

∆t

∆x
ηnj

[(
ηnj+1 − ηnj−1

)
− 1

2

∆t

∆x

((
ηnj+1

)2
+
(
ηnj−1

)2)]
− ϵ

∆t

(∆x)3
(
ηnj+2 − 2ηnj+1 + 2ηnj−1 − ηnj−2

)
.

De estos esquemas numéricos no se prueba formalmente si conservan o no los inava-
riantes C1, C2, y C3. Los experimentos numéricos propuestos se usaron para realizar las
comparaciones pertinentes entre dichos esquemas y se muestran en la segunda sección
del caṕıtulo cuatro de esta tesis.

3.5. Esquema en diferencias finitas de Zhu (2001)

Este esquema consiste en una aproximación en diferencias finitas, donde se propone
una discretización impĺıcita que permite la conservación de una invariante de orden
superior. Además, este esquema, linealmente, es incondicionalmente estable y posee un

error de truncamiento del O
[
∆t+ (∆x)2

]
, y se enuncia a continuación:

ηnjt + ϵ∆0∆+∆−

(
η
n+ 1

2
j

)
+

2

3
∆0

(
η
n+ 1

2
j

)2

− 1

6
∆0

(
ηnj η

n+1
j

)
= 0. (3.24)

39

https://github.com/modessert/Numerical-Methods-KDV/blob/master/numerical_KDV.ipynb
https://github.com/modessert/Numerical-Methods-KDV/blob/master/numerical_KDV.ipynb
https://github.com/modessert/Numerical-Methods-KDV/blob/master/numerical_KDV.ipynb
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Donde η
n+ 1

2
j := 1

2

(
ηn+1
j + ηnj

)
. Los operadores discretos ∆0, ∆+, y ∆− representan las

aproximaciones en diferencias finitas (centrado, progresivo y regresivo, respectivamente)
de las derivadas respecto a x, y el sub́ındice t denota el operador discreto progresivo de
la derivada temporal:

∆0

(
ηnj

)
=

ηnj+1 − ηnj−1

2∆x
, ∆+

(
ηnj

)
=

ηnj+1 − ηnj
∆x

,

∆−
(
ηnj

)
=

ηnj − ηnj−1

∆x
, y ηnjt =

ηn+1
j − ηnj

∆t
.

3.5.1. Prueba de consistencia

Primero analizaremos el término del cambio local temporal del esquema. Es sencillo
ver que la discretización de este término surge de una aproximación en serie de Taylor
para η (t+∆t). De (3.16) vemos que:

ηn+1 − ηn

∆t
≈ ηt|tn + O (∆t) .

∴

ĺım
∆t→0

{
ηn+1 − ηn

∆t

}
= ηt|tn■

Los siguientes términos requieren un análisis más detallado. Vemos primero que los
operadores discretos surgen de aproximaciones en series de Taylor, tal que ∆+ es igual
a (3.18), ∆− es igual a (3.19) y ∆0 es la sustracción de (3.19) a (3.18). Entonces, para
el término dispersivo desarrollamos de adentro hacia afuera cada uno de los operadores:

∆−

(
η
n+ 1

2
j

)
=

1

2∆x

[(
ηn+1
j − ηn+1

j−1

)
+
(
ηnj − ηnj−1

)]
+ O (∆x) .

⇒

∆+

[
∆−

(
η
n+ 1

2
j

)]
=

1

2 (∆x)2

[(
ηn+1
j+1 − 2ηn+1

j + ηn+1
j−1

)
+

(
ηnj+1 − 2ηnj + ηnj−1

)]
+ O (∆x) .

⇒

∆0

{
∆+

[
∆−

(
η
n+ 1

2
j

)]}
=

1

4 (∆x)3

(
ηn+1
j−2 − 2ηn+1

j+1 + 2ηn+1
j−1 − ηn+1

j−2

)
+

1

4 (∆x)3
(
ηnj+2 − 2ηnj+1 + 2ηnj−1 − ηnj−2

)
+ O

[
(∆x)2

]
.

De ηnjt vemos que, en el ĺımite cuando ∆t tiende a cero, ηn+1
j = ηnj . Con lo cual:

ĺım
∆t→0

∆0

{
∆+

[
∆−

(
η
n+ 1

2
j

)]}
=

1

2 (∆x)3
(
ηnj−2 − 2ηnj+1 + 2ηnj−1 − ηnj−2

)
+ O

[
(∆x)2

]
.
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∴ ĺım
∆x→0

ĺım
∆t→0

∆0

{
∆+

[
∆−

(
η
n+ 1

2
j

)]}
= η3x|tnxj

■

En cuanto al término advectivo (al cual denotaremos como TNL), tomando en
consideración que ∆0 es un operador lineal y discreto, con un error de truncamiento
asociado de segundo orden, cuya construcción ha sido mostrada en ĺıneas anteriores,
tenemos:

2

3
∆0

(
η
n+ 1

2
j

)2

− 1

6
∆0

(
ηnj η

n+1
j

)
=

1

12∆x

[(
ηn+1
j+1

)2
−
(
ηn+1
j−1

)2
]

+
1

12∆x

[
ηnj+1η

n+1
j+1 − ηnj−1η

n+1
j−1 +

(
ηnj+1

)2 − (
ηnj−1

)2]
+ O

[
(∆x)2

]
.

Sin embargo, nuevamente hacemos uso del operador ηnjt ; con lo cual, en el ĺımite cuando
∆t tiende a cero:

ĺım
∆t→0

{TNL} =
1

4∆x

((
ηnj+1

)2 − (
ηnj−1

)2)
+ O

[
(∆x)2

]
=

1

4∆x

(
ηnj+1 − ηnj−1

) (
ηnj+1 + ηnj−1

)
+ O

[
(∆x)2

]
=

1

2∆x

(
ηnj+1 − ηnj−1

) 1
2

(
ηnj+1 + ηnj−1

)
+ O

[
(∆x)2

]
.

Ahora bien, notemos que el término de la suma es la forma discreta de ηj , la cual
consiste un promedio móvil entre los puntos que se encuentran a una distancia ±∆x
de η|xj ; es decir,

ηj ≈
1

2
[η (xj +∆x) + η (xj +∆x)] .

Por lo tanto,
ĺım

∆x→0
ĺım
∆t→0

{TNL} = ηnj ηx|tnxj
■.

En conclusión, en el ĺımite cuando ∆t y ∆x tienden a cero, el esquema (3.24) es igual a

la KdV en el continuo (3.1), más un error de truncamiento del orden O
[
∆t+ (∆x)2

]
.

3.5.2. Integración temporal del esquema con Newton-Raphson

El principal reto que representó esta tesis fue consolidar un código de integración a
largo plazo de la KdV (3.1) que, al mismo tiempo, permitiera la conservación de las
invariantes del movimiento (C1, C2 y C3). En particular, el esquema propuesto por Zhu
2001 permite la conservación formal de los análogos numéricos de las invariantes del
movimiento C1 y C3. Dado que en art́ıculo de Zhu se prueba la conservación numérica
de C3, se omitirá esta demostración formal en la tesis y se refiere al lector al art́ıcu-
lo antes citado. Por otra parte, el squema numérico propuesto por Zhu para la KdV
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resulta en un sistema de ecuaciones no lineales, cuyo número es igual al numero de pun-
tos del esténcil menos uno, con condiciones de frontera periódicas. Ejercicios lineales
similares a este pueden resolverse mediante el método de Newton-Raphson, dado que
éste representa un ejercicio algebráico menos complejo que otros esquemas numéricos,
cuyo estudio sale de los ĺımites de esta tesis (por ejemplo técnicas de continuación por
pseudo-arco). De la literatura sabemos que, además, este método converge de forma
cuadrática (Remani, 2013), con lo cual aseguramos la estabilidad de integraciones de
largo plazo, minimizando la pronta aparición de errores computacionales que desesta-
bilicen la solución numérica. Si bien, en esta tesis no se reporta la demostración formal
de la convergencia cuadrática, en el análisis de resultados se muestra de forma gráfica
que dicho esquema logra hacer las integraciones numéricas a largo plazo, conservando
las invariantes C1y C3, con una mayor tolerancia a presentar errores numéricos asocia-
dos al esquema per se. De esta forma, también numericamente, podemos explorar la
estabilidad no-lineal del método de integración propuesto en esta tesis.

A grandes rasgos, el método de Newton-Raphson es una linealización mediante
una expansión en serie de Taylor de una función vectorial de varias variables que nos
permite obtener de forma iterativa los vecinos de esa función evaluada en un punto
en Rm, donde m es la dimensión del espacio que se requiere para definir un vector en
el esténcil. Entonces, para cada paso de tiempo dado, es necesario iterar un número
de veces hasta que el criterio de convergencia se haya satisfecho; es decir, a partir del
Jacobiano de la función, la iteración con el método de Newton-Raphson se construye
como:

x(k) = x(k−1) − J̃
(
x(k−1)

)−1
F

(
x(k−1)

)
, (3.25)

donde k = 1, 2, . . . , n, representa la iteración que termina cuando la diferencia en
valor absoluto |x(k) − x(k−1)| < ε, donde ε representa el umbral de error permitido.
Emṕıricamente, y por diseño experimental, en esta tesis se determinó que bastan tan
solo dos iteraciones en (3.24) por cada paso de tiempo. Denotamos x ∈ RNP el vector
definido por el número de puntos que componen el esténcil (NP ) en el intervalo cerrado
[0, L] a lo largo del eje x de longitud L; F es una función vectorial no lineal (i.e., con
términos no lineales cuadráticos) que toma valores en RNP y devuelve valores en RNP ,
mientras que J̃ (x)−1 es el inverso de su matriz Jacobiana. Por lo anterior, mediante
(3.25) buscamos resolver el sistema de ecuaciones no lineal F (x) = 0 (consultar Remani,
2013 para una descripción formal más detallada de este método).

Ahora, para ilustrar este método de iteración, aplicaremos (3.25) a (3.24). Primero,
vemos que (3.25) puede ser reecrito como un sistema de ecuaciones lineal, de la forma:

d = −J̃−1F . O bien,

dj = −J−1
ij Fj ;

(3.26)

donde d = η(n+1) − η(n) = ηn+1
j − ηnj . Sin embargo, dado que buscamos resolver el

sistema en un tiempo futuro, tenemos que (3.24) es nuestra función a evaluar para
resolver el sistema en la siguiente iteración (n+1) correspondiente al tiempo futuro; es
decir, F = F

(
ηn+1, ηn

)
= Fj

(
ηn+1
i , ηni

)
donde 0 ≤ j ≤ NP − 1, 0 ≤ i ≤ NP − 1 son
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los ı́ndices de los puntos del esténcil. Por otra parte, redefinimos las variables temporales
de manera que ηn+1

j := Uj corresponde al valor en el futuro (n + 1) y ηnj := Vj a su
valor pasado en n. De esta manera, reescribimos (3.24):

Fj = Fj

(
ηn+1
j−2 , ηn+1

j−1 , ηn+1
j , ηn+1

j+1 , ηn+1
j+2 , ηnj−2, ηnj−1, ηnj , ηnj+1, ηnj+2

)
= 0,

= Fj (Ui, Vi) = 0.
(3.27)

Las ecuaciones (3.27) indican claramente el carácter impĺıcito y no-lineal del esque-
ma de discretización de Zhu (3.24). En cuanto al jacobiano de la función, definimos los
parámetros:

k1 := ϵ
∆t

4 (∆x)3
, k2 :=

∆t

12∆x
;

donde k1 se define como el parámetro dispersivo y k2 es el advectivo. Cabe precisar
que estamos derivando con respecto a Ui ya que Vi, al ser el término “presente”, es
considerado como una constante, por lo que su derivada es identicamente cero. Con lo
anterior en mente, podemos definir un operador diferencial:

δij :=
∂Fj

∂Ui
=

{
1, si i = j;

0 de lo contrario.

De esta forma, el jacobiano de (3.24) es:

Jij = δij + k2 [ δi+1, j ( 2Ui+1 + Vi+1 )− δi−1, j ( 2Ui−1 + Vi−1 ) ]

+ k1 [ δi+2, j − δi−2, j − 2 ( δi+1, j − δi−1, j ) ]
(3.28)

Una vez construido el jacobiano, el sistema algebráico fue resuelto mediante el len-
guauje de programación Python, con el uso de la función linalg.solve de la libreŕıa
numpy. Por último, la toma de decisión para elegir el número de iteraciones del méto-
do, fue de forma heuŕıstica; es decir, se calcularon las normas de Fj a cada paso de
tiempo, en cada una de las iteraciones, hasta asegurar que el fuera lo suficientemente
cercano a cero y no creciera significativamente, con lo cual comprobamos la convergen-
cia cuadrática del esquema y, al mismo tiempo el esquema pudiera ser comparado de
manera “justa” contra los esquemas expĺıcitos.

3.6. Diseño experimental

En este apartado se muestra la lista de experimentos que permiten comparar el des-
empeño del esquema impĺıcito no lineal de Zhu-Newton-Raphson, contra los esquemas
expĺıcitos de Zabusky y Kruskal (1965), Walkley, y Lax-Wendroff (en sintońıa con Co-
rreia, 2018 y Shahrill, et al., 2015). Para ello, utilizamos la misma condición inicial del
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art́ıculo de Zabusky y Kruskal; es decir, η(x, t = 0) = cos (πx) ; x ∈ [0, 2]. Los valores
exactos para C1, C2 y C3, a partir de esta condición inicial son, simplemente:

C1 =

∫ 2

0
ηdx = 0,

C2 =

∫ 2

0

1

2
η2dx = 0.5,

C3 =

∫ 2

0

(
1

2
δ2η2x −

1

6
η3
)
dx ≈ 0.00238844.

Nótese que hemos truncado C3 hasta la octava cifra decimal.

3.6.1. El experimento control

Para la integración numérica de Zhu-Newton-Raphson, se mantuvo fijo el número de
puntos del estencil, N − 1, y se definieron distintos pasos de tiempo con la condi-
ción inicial propuesta por Zabusky y Kruskal (1965). Se definió un número de puntos
N = 201 para el esténcil espacial, a un paso de tiempo ∆tZhu = 1.59 × 10−4 tal que,
numéricamente, se satisface la condicion de estabilidad lineal, con un parámetro CFL,
c∆t/∆x < 0.01; donde c = 1, es la velocidad adimensional de propagación máxi-
ma de los solitones, que se establece a partir de una inspección de los diagramas de
Hövmöller, como se verá más adelante en los resultados. La integración del código de
Zhu-Newton-Raphson se realizó en tiempo adimensional de 0 a 12. Se calcularon los
análogos discretos de C1, C2 y C3, como se indica en el apartado 3.4. Por último, se
utilizaron dos iteraciones con el método de Newton-Raphson, para cada paso de tiem-
po. Debido a que la convergencia del esquema de Newton-Raphson es cuadrática, se
decidió sólo utilizar dos iteraciones. El uso de más iteraciones con Newton-Raphson no
disminúıan sustancialmente el error.

3.6.2. Esquemas expĺıcitos

Este es un grupo de experimentos en donde se varió el paso de tiempo y el número
de puntos del esténcil corresponde al que se usa en el control de Zhu; i. e., 201. El
código de estos esquemas se modificó a partir de los códigos de Tiago Correia, como se
mencionó anteriormente en la sección 3.4. Para evitar violar la condición de CFL, se
utilizaron pasos de tiempo diez veces más pequeño que el utilizado en el esquema de
Zhu-Newton-Raphson (i. e., 1.59×10−4). A partir de estas soluciones, se graficaron los
correspondientes diagramas de Hövmöller.

3.6.3. Prueba numérica de convergencia del esquema Zhu- Newton-Raphson

Este experimento consistió en comparar la solución anaĺıtica de la KdV, dada por un so-
litón como condición inicial (ver ecuación (3.7)), contra la solución numérica del esque-
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ma Zhu-Newton-Raphson, con los pasos de tiempo ∆t = 100∆tZhu y ∆t = 200∆tZhu.
El objetivo de estos dos experimentos fue mostrar el desfase entre las soluciones a estos
pasos de tiempo y, junto con el cálculo de las C1, C2 y C3, estudiar numéricamente la
convergencia del esquema a la solución anaĺıtica.

45





Caṕıtulo 4

Análisis de Resultados

En la siguiente tabla se muestran los tiempos de cómputo que tomaron las integraciones
numéricas de 0 a 12 unidades de tiempo adimensional, para cada uno de los esquemas
con los distintos parámetros de integración evaluados:

Esquema ∆x ∆t Tiempo aproximado Tiempo de

de cómputo [h] colapso (≈)

Zhu-Newton-Raphson 0.01 ∆tZhu = 1.59× 10−4 9.38

Zhu-Newton-Raphson 0.01 100∆tZhu 0.09

Zhu-Newton-Raphson 0.01 200∆tZhu 0.04

Zabuzky-Kruskal 0.01 1
10∆tZhu 0.035 6.1

Zabuzky-Kruskal 0.01 1
20∆tZhu 0.30 8.4

Zabuzky-Kruskal 0.005 1
40∆tZhu 0.72 8.5

Zabuzky-Kruskal 0.01 1
40∆tZhu 0.78 8.5

Zabuzky-Kruskal 0.005 1
20∆tZhu 0.61 8.4

Walkley 0.01 1
10∆tZhu 0.05 1.2

Lax-Wendroff 0.01 1
10∆tZhu 0.05 1.1

Tabla 4.1: Tiempos de cómputo y colapso de los distintos esquemas evaluados con diferentes

parámetros

De la tabla (4.1) podemos visualizar los tiempos de cómputo que conllevaron las
integraciones numéricas de los distintas esquemas evaluados en este proyecto. Los tiem-
pos de cómputo fueron arrojados en el código de integración. Por otra parte, los tiempos
de colapso se refieren al tiempo máximo aproximado hasta el cual los esquemas logran
integrar la KdV. Cabe anticipar que (a primera vista) que el esquema de Zhu-Newton-
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Raphson conlleva un alto costo computacional; sin embargo, con las gráficas mostradas
más adelante, se verá que este costo es relativo, pues el esquema permite pasos de tiempo
lo suficientemente grandes como para competir computacionalmente contra los esque-
mas expĺıcitos trabajados en esta tesis. Más aún, este esquema logra integraciones por
periodos de tiempo mayores que los demás esquemas expĺıcitos de manera más estable
(siempre y cuando exista una elección adecuada de los parámetros de integración).

4.1. Esquema impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson

Figura 4.1: Resultado de la conservación numérica de C1, C2 y C3, considerando el método

impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson para distintos pasos de tiempo
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4.1 Esquema impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson

La figura (4.1) es el resultado de la conservación numérica de C1, C2 y C3 para el
esquema impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson. Se muestra una integración temporal de
0 a 12 [uta] (unidades de tiempo adimensional). Las invariantes se calcularon con tres
distintos pasos de tiempo: (a) el control ∆tZhu = 1.59 × 10−4, (b) ∆t1 = 100∆tZhu y
(c) ∆t1 = 200∆tZhu. En la gráfica se puede observar el desempeño del esquema pa-
ra conservar, principalmente, C1 y C3. En cada una de estas cantidades se presentan
variaciones del orden de 10−16 para el paso de tiempo más fino, ∆tZhu. Sin embargo,
respecto a los pasos de tiempo más grandes, se observa que las variaciones en C1 y
C3 son marcadamente más grandes, ambas con variaciones del orden de 10−6 (lo cual
sale del orden de precisión de la máquina). Incluso se puede observar que C3 presenta
variaciones mucho mayores con los pasos de tiempo mayores, lo cual podŕıa sugerir
que C3 no se conserva; no obstante, se debe tener presente que estas cantidades fueron
evaluadas con pasos de tiempo cien y doscientas veces mayores que el paso de tiempo
de control y, además, cada una de las invariantes se desprenden del esquema numéri-
co mismo y, si ocurren errores de inestabilidad en el esquema, las invariantes van a
presentar estos mismos errores, generando un error de convergencia a las cantidades
anaĺıticas, más no implica que no se conserven las mismas. Con relación a lo anterior,
en general, podemos afirmar que las variaciones de estas cantidades aumentan en orden
de magnitud conforme aumenta el paso de tiempo.

Respecto a C2, podemos ver que el esquema mantiene a esta cantidad en un rango
de 0.492 a 0.5. Algo interesante a notar es que no hay variaciones significativas en esta
cantidad, a distintos pasos de tiempo, mostrando únicamente un entre cada C2 con
los distintos ∆t. Sin embargo, hay que recordar que el esquema de Zhu (2001), solo
conserva C1 y C3.

La figura (4.2) es el diagrama de Hovmöller obtenido para el esquema de Zhu-
Newton-Raphson con el paso de tiempo más fino, ∆tZhu, el cual es el resultado gráfico
de la salida del modelo η (x, t), en el intervalo de tiempo de 0 a 12 [uta], sobre el do-
minio de 0 a 2 [uda] (unidades de distancia adimensional). En este diagrama podemos
observar que los solitones se propagan a distintas velocidades y en ambas direcciones
sobre el eje x. Debido a esto, se generan colisiones entre ellos, en distintos puntos del
dominio. A primera vista, vemos que existen dos regiones de colisiones múltiples: (a) la
primera entre los tiempos 4 y 5, y (b) la segunda entre los tiempos 9 y 10.2, aproxima-
damente. Una inspección cuidadosa de las figuras del diagrama revela que los solitones
viajan sin perder su amplitud y su forma original, después de cada colisión. Durante
las colisiones ocurren s en tiempo para cada solitón; sin embargo, cada solitón continúa
viajando a las mismas velocidades que teńıan antes de la colisión, lo cual representa
una interacción no-lineal. En la figura (4.2) vemos que existe un buen desempeño en la
integreación del experimento control (i. e., para el paso de tiempo ∆tZhu), en el sen-
tido de que, los análogos numéricos de las constantes de movimiento C1, C2, y C3 son
casi-constantes. Esta condición permite mantener los errores numéricos dentro de un
margen muy reducido y redunda en mantener bien acotadas las inestabilidades asocia-
das al término cuadrático no lineal (ηηx). Más adelante se muestra el análisis de ambas
regiones cercanas a las colisiones múltiples, donde se puede confirmar que el esquema
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realizó una integración eficiente de la KdV.

Figura 4.2: Hovmöller de η para el esquema impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson, conside-

rando un ∆tZhu
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En la figura (4.3) podemos apreciar los tiempos de generación del primer solitón y
su evolución después de aproximadamente 1.15 [uta]. Estas gráficas fueron producidas
a partir del esquema de Zabuzky y Kruzkal (1965) y con el esquema impĺıcito de
Zhu (2001), propuesto en esta tesis. Tenemos una comparación entre integraciones
con distintos pasos de tiempo para probar la estabilidad del esquema Zhu-Newton-
Raphson con pasos de tiempo muy contrastantes, de manera que en (4.3) se visualizan
las integraciones con el paso de tiempo de control (∆Zhu) contra pasos de tiempo
100∆tZhu y 200∆tZhu. La ĺınea azul punteada representa la condición inicial, como se
menciona en la sección del diseño experimental. Respecto a la generación y evolución
de los solitones, podemos observar que únicamente se presenta un corrimiento de fase
entre las tres soluciones, justo en la región donde se generan nuevos solitones. En (4.4)
se muestra un acercamiento para t ∈ [0, 6], en donde se captura la primera colisión
múltiple y, con la cual, podemos confirma lo antes dicho.

Figura 4.3: Generación del primer solitón y su evolución con distintos ∆t, considerando el

esquema impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson
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Figura 4.4: Hovmöller de η para primera colisión múltiple, considerando el esquema de

Zhu-Newton-Raphson, a un ∆tZhu
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En la figura (4.5) podemos verificar que, durante las colisiones múltiples, solo se nota
que existen corrimientos en la fase de los solitones. Tomando este resultado en cuenta,
junto con el resultado de la figura (4.1) podemos comprobar que, en los tiempos de
esta primera colisión, no se muestran cambios sutanciales en las tres constantes de
movimiento C1, C2 y C3.

Figura 4.5: Evolución de la primera colisión múltiple de solitones. Gráfica generada con las

salidas del esquema impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson, comparando distintos ∆t

De (4.5) se puede ver que la estabilidad del esquema de Zhu-Newton-Raphson es
muy aceptable, incluso para pasos de tiempo muy grandes. Esto puede confirmar-
se en las gráficas de la evolución de los solitones con el paso de tiempo más ancho
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∆t2 = 200∆tZhu, de donde incluso, aunque hemos forzado a no converger la solución
del esquema de Zhu-Newton-Raphson a la anaĺıtica debido a pasos de tiempo excesi-
vamente grandes, el esquema es más estable que los esquemas expĺıcitos. Por tanto,
aunque el esquema llegue a perder estabilidad y presente corrimientos de fase entre los
distintos pasos de tiempo, continúa simulando bien el comportamiento de los solitones,
y mantiene un buen desempeño de integración.

Figura 4.6: Evolución de la segunda colisión múltiple de solitones. Gráfica generada con

las salidas del esquema impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson, comparando distintos ∆t

La figura (4.6) refuerza lo expuesto en el párrafo anterior, ya que podemos ver la
evolución de los solitones justo antes, durante y después de la colisión de todos los
solitones. Vemos que cada uno de los solitones que se generaron en la figura (4.3)
han colisionado entre todos, cada uno de ellos conservando sus formas, amplitudes y
continúan su camino con las mismas velocidades que iniciaron.
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Figura 4.7: Hovmöller de η para primera colisión múltiple, considerando el esquema de

Zhu-Newton-Raphson, a un ∆tZhu
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La figura (4.7) es un acercamiento de la segunda región de colisiones múltiples, con
t ∈ [6, 12], de la figura (4.2). El análisis de este diagrama demuestra que, en efecto, el
esquema impĺıcito, utilizado en esta tesis, permite la integración por largos periodos de
tiempo, conservando la convergencia del esquema de Newton-Raphson.

En la siguiente sección se muestra el resultado del diagrama de Hovmöller para el
esquema de Zhu-Newton-Rapshon, con un paso de tiempo doscientas veces mayor que
el paso de tiempo de control, ∆tZhu, en el cuál se puede observar que hay un buen
desempeño para integrar por largos periodos de tiempo, conservando la estabilidad
numérica. Además, junto con la figura (4.6), nuevamente reafirmamos que la no linea-
lidad cuadrática del término advectivo (ηηx) permite múltiples colisiones de solitones,
sin generar difusión numérica de los mismos. Lo anterior es evidente en la figura (4.7)
donde, al tiempo t ≈ 9.68 [uta], colisionan todos los solitones que se generaron al tiempo
t ≈ 1.15 [uta].

4.2. Comparación del esquema impĺıcito contra los expĺıcitos

A continuación se muestran los resultados obtenidos de la comparación entre el esquema
impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson contra los esquemas expĺıcitos de: (1) Zabusky y
Kruskal (1965), (2) Walkley y (3) Lax-Wendroff. Para los tres esquemas expĺıcitos se
usaron pasos de tiempo diez veces más pequeños que el ∆tZhu. En (4.8) se visualiza la
salida del diagrama de Hövmöller para el esquema de Zhu-Newton-Raphson, evaluado
en t ∈ [0, 12], con un paso de tiempo doscientas veces mayor que el paso de tiempo de
control (∆tZhu). De esta gráfica podemos ver que el comportamiento de los solitones
también se muestra estable aunque, como vimos en la figura (4.1), hemos forzado al
esquema a presentar errores de convergencia y, aunado a lo anterior, es evidente que
hay una pérdida de resolución en el tiempo.

Ahora bien, con respecto a los esquemas expĺıcitos, es importante mencionar que
únicamente se graficaron los resultados para t ∈ [0, 6], ya que los tres esquemas presen-
taron inestabilidades numéricas importantes dentro de este intervalo de tiempo, como
se discutirá en los siguientes párrafos.

De la figura (4.12) se puede ver claramente que los esquemas de Walkley y Lax-
Wendroff no pudieron simular η(x, t) para periodos de tiempo comparables con el esque-
ma de Zhu-Newton-Raphson. Esto se puede comprobar fácilmente con sus diagramas
Hövmöller (4.12). En ellos vemos que ambos esquemas no fueron capaces de simular la
solución numérica más allá de t = 1 [uta] y pierden estabilidad inmediatamente después
de la generación de los solitones. Por otro lado, dados los resultados mostrados en la
figura (4.12), vemos que no consiguen conservar ninguna de las tres cantidades de mo-
vimiento, con lo cual se puede aseverar que estos esquemas no toleran las interacciones
no-lineales que conlleva la KdV.
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Figura 4.8: Hovmöller de η, considerando el esquema impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson, a

un ∆t = 200∆tZhu
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Figura 4.9: Hovmöller de η, considerando el esquema expĺıcito de Zabuzky-Kruskal (1965),

a un ∆t = 1
10∆tZhu
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4.2 Comparación del esquema impĺıcito contra los expĺıcitos

Figura 4.10: Hovmöller de η, considerando el esquema expĺıcito de Walkley, a un ∆t =

1
10∆tZhu
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Figura 4.11: Hovmöller de η, considerando el esquema expĺıcito de Lax-Wendroff, a un

∆t = 1
10∆tZhu
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La figura (4.9) corresponde al diagrama de Hovmöller de η para el esquema de
Zabuzky y Kruskal (1965). En ella se puede ver que este esquema tuvo el mejor des-
empeño, comparado con los esquemas de Walkley (figura 4.10) y Lax-Wendroff (figura
4.11), logrando una integración temporal cercana a t = 6 [uta]; sin embargo, de la figu-
ra (4.15) vemos que la generación e interacción entre solitones detonan inestabilidades
en la integración de los esquemas expĺıcitos, y dichas inestabilidades crecen hasta el
punto en el que se viola la tolerancia de los esquemas para continuar la integración de
la KdV.

Figura 4.12: Conservación numérica de C1, C2 y C3 del esquema impĺıcito de Zhu-Newton-

Raphson, a un ∆t = 200∆tZhu, contra los esquemas expĺıcitos integrados con un ∆t =

1
10∆tZhu

Una inspección cuidadosa de (4.12) nos permite confirmar que los esquemas expĺıci-
tos no toleran de forma eficiente el comportamiento no linealde la KdV. Esto puede
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confirmarse mediante las figuras (4.13) y (4.14). En la figura (4.13) observamos que el
esquema expĺıcito de Lax-Wendroff es el primero en presentar errores numéricos que
desestabilizan el esquema. Esto ocurre aproximadamente a partir de t = 0.2, tiempo
con el que coincide la generación del primer soliton, y el esquema colapsa en t ≈ 1.1. De
igual manera, vemos que no se conserva ninguna de las invariantes, con lo que podemos
confirmar que este esquema no es útil para el estudio de la KdV, pues no tolera siquiera
la generación de los solitones, afirmación que se comprueba con la figura (4.11)

Figura 4.13: Acercamiento en t ∈ [0.0, 1.1] 1.4 a C1, C2 y C3, obtenidos del esquema impĺıci-

to de Zhu-Newton-Raphson, a un ∆t = 200∆tZhu, contra los esquema expĺıcitos, con

un∆t = 1
10∆tZhu

Ahora bien, de las figuras (4.12) y (4.13) podemos ver que los esquemas expĺıcitos de
Zabuzky-Kruskal (1965) y Walkley aparentan tener un comportamiento similar luego de
la generación del primer solitón; sin embargo, dicha dinámica generó una inestabilidad
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numérica en el esquema de Walkley, situación que puede cotejarse en la figura (4.14). En
dicha figura se puede apreciar que, inmediato al tiempo de generación de los solitones,
el esquema de Walkley genera un error numérico que se reproduce y expande hasta
t ≈ 1.2, tiempo en el cual el cómputo del esquema colapsa. De lo anterior se infiere
que este esquema tampoco tolera la propiedad no linealde la KdV, situación que puede
verificarse con la figura (4.10)

Figura 4.14: Acercamiento en t ≈ 1.1, a C1, C2 y C3, obtenidos del esquema impĺıcito de

Zhu-Newton-Raphson, a un ∆t = 200∆tZhu, contra los esquema expĺıcitos, con un∆t =

1
10∆tZhu

Por otro lado, en la figura (4.12) hemos visto que el esquema expĺıcito de Zabuzky
y Kruskal (1965) logra calcular C1, C2 y C3 hasta t ≈ 6.1. En la gráfica (4.15) com-
probamos que las invariantes de la KdV han generado un error numérico a un tiempo
inmediato después de la primer colisión múltiple de solitones. Si bien, de la literatura
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se ha demostrado que el esquema de Zabuzky y Kruskal (1965) no conserva no conserva
C2 ni C3, por lo menos śı conserva expĺıcitamente C1. Si analizamos la figura (4.15), se
puede suponer que C1 no se conserva, lo cual supone una incongruencia entre la teoŕıa
establecida por Zabuzky y Kruskal y el análisis experimental de este esquema.

Figura 4.15: Acercamiento en t ≈ 6 a C1, C2 y C3, obtenidos del esquema impĺıcito de

Zhu-Newton-Raphson, a un ∆t = 200∆tZhu, contra el esquema expĺıcito de Zabuzky y

Kruskal (1965), a un∆t = 1
10∆tZhu

Para comprobar numéricamente la conservación de C1, se llevaron a cabo cuatro
experimentos más para el esquema de Zabuzky y Kruskal, en los cuales se compararon
las integraciones con distintos pasos de tiempo (tal como puede observarse en la tabla
1.2). El fin de dichos experimentos consistió en estudiar la convergencia del esquema
numérico de Zabuzky y Kruskal (1965) a la solución numérica de la KdV. Dado que los
anális de estabilidad no lineales salen de los ĺımites de esta tesis, se buscó hacer este
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estudio de manera experimental, modificando los parámetros de integración de dicho
esquema e integrando de 0 a 12. En las siguientes gráficas se observan los resultados
obtenidos:

Figura 4.16: Conservación de C1, C2 y C3 de la KdV, mediante el esquema expĺıcito de

Zabuzky y Kruskal (1965), con diferentes pasos de tiempo

De la figura (4.16) vemos que el esquema de Zabuzky y Kruskal (1965) no llega más
allá de un tiempo aproximado a 8.4. Podemos apreciar que este esquema comienza a
ser inestable, por lo menos, desde un tiempo aproximado a 7.4, siendo menos eficientes
los experimentos llevados a cabo con los pasos de tiempo menores.

Figura 4.17: Acercamiento a C1, del esquema expĺıcito de Zabuzky y Kruskal (1965), para

∆t = 1
20∆tZhu
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4. ANÁLISIS DE RESULTADOS

De un acercamiento a los experimentos con ∆t = 1
20∆tZhu, vemos en la gráfica

(4.17) que el primer experimento en colapsar fue el que inicializamos con ∆x = 0.005,
lo cual nos daŕıa un indicio de la condición de estabilidad que se requiere para que el
esquema de Zabuzky y Kruskal sea estable. Ahora bien, con los experimentos mostrados
en la figura (4.18), podemos ver que la conservación de C1 llega hasta poco después de
t ≈ 8.4, haciendo uso de un ∆t = 1

40∆tZhu y, nuevamente vemos que necesitamos un
∆x “ancho” y un paso de tiempo muy pequeño para poder calcular C1 por más tiempo;
sin embargo, persisten las variaciones en dicha cantidad.

Figura 4.18: Acercamiento a C1, del esquema expĺıcito de Zabuzky y Kruskal (1965), para

∆t = 1
40∆tZhu

De los experimentos anteriores hemos visto que un paso de tiempo más pequeño
permite una conservación de C1 por tiempos más prolongados. Lo antes expuesto nos
indica que la conservación de C1 depende de la estabilidad del esquema numérico. Es
decir, śı existe la conservación de esta cantidad; sin embargo si el esquema desarrolla
errores numéricos durante el cómputo que se propaguen e inestabilicen al esquema, esto
se verá reflejado también en las invariantes del movimiento. Dicho de otra manera, la
conservación de C1 es condicionalmente estable y depende de ∆x y ∆t.

4.3. Prueba numérica de convergencia del esquema Zhu-Newton-

Raphson

A continuación se muestra el último resultado de los experimentos llevados a cabo en
este proyecto. En la figura (4.19) se muestra el resultado de la integración de la KdV,
tomando como condición inicial su solución anaĺıtica. La ĺınea roja punteada de la
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gráfica (4.19) es la solución anaĺıtica, para ser comparada con la solución numérica del
esquema de Zhu-Newton-Raphson. En la primera sección de este apartado fue mostrado

Figura 4.19: Solución anaĺıtica de la KdV comparada con la solución numérica del esquema

impĺıcito de Zhu-Newton-Raphson, a distintos pasos de tiempo

que el esquema de Zhu-Newton-Raphson posee una convergencia cuadrática no-lineal,
por este motivo, se realizó la integración del esquema con los pasos de tiempo más
grandes: ∆t1 = 100∆tZhu y ∆t2 = 200∆tZhu, con la seguridad de que el esquema se
mantendŕıa estable. Dado que las solución anaĺıtica no es periódica, se decidió realizar
la comparación en el intervalo x, t ∈ [1, 2] , [0, 12]. En la figura (4.19) se muestra la
evolución de las soluciones en el dominio L ∈ [0, 2], para los tiempos t = 1.25, t =
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1.50, t = 1.75, y t = 2.00.
Por último, un análisis exhaustivo de la figura (4.19), muestra que el esquema de

Zhu-Newton-Raphson tuvo un excelente desempeño para reproducir la solución anaĺıti-
ca de manera estable y por periodos largos de tiempo; sin embargo, vemos que, entre
más grande es el paso de tiempo, las soluciones comienzan a “atrasarse”, y ese efecto
está asociado a la pérdida de resolución temporal, como se mencionó anteriormente.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Del análisis de resultados obtenidos en la tesis se resume lo siguiente:

q El método de Newton-Raphson asegura la convergencia numérica a la solución
anaĺıtica de la KdV y permite que el esquema sea incondicionalmente estable, lo
cual nos facilita explorar el cómputo de los esquemas numéricos por periodos de
tiempo más largos que los esquemas expĺıcitos estudiados en esta tesis.

q Si bien un número infinito de cantidades conservativas implica una aproximación
muy restringida e idealizada de la KdV (lo cual genera un sistema “artificial”,
alejado de la realidad), los resultados que obtuvimos en este estudio fueron un
buen ejercicio numérico para entender la fenomenoloǵıa de los solitones y las
aplicaciones que estos pueden tener en los fluidos geof́ısicos y la dinámica oceánica.

q Del análisis de resultados obtenidos del método de Zhu-Newton-Raphson, es evi-
dente que, en realidad, el costo computacional que debemos pagar para integrar
la KdV con este esquema es aceptable, dado que posee las siguientes ventajas
sobre los esquemas expĺıcitos estudiados en la tesis:

1. Dado que la convergencia del método de Newton-Raphson es cuadrática,
bastó con utilizar dos iteraciones de dicho método para integrar de manera
más eficiente la KdV por periodos de tiempo más extensos de lo que toleran
los esquemas expĺıcitos. Con ello, podemos asegurar que esta aproximación
permite la integración numérica por periodos muy largos de tiempo, haciendo
uso de pasos de tiempo “mayores” de lo que requeriŕıa un esquema expĺıcito.
Esto nos da la ventaja de realizar corridas largas sin que el esquema presente
inestabilidades numéricas.

2. De los diagramas Hovmöller podemos ver que la conservación numérica de
cantidades de movimiento resultó ser un buen criterio para asegurar la es-
tabilidad numérica de nuestro esquema. En particular, la conservación de
C1, junto con C3, al ser una propiedad que se desprende de la KdV, hacen
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constar que el esquema de Zhu-Newton-Raphson es consistente con la solu-
ción anaĺıtica de la KdV, con lo cual podemos asegurar iteraciones largas sin
perder estabilidad.

3. Otra de las virtudes que demostró este esquema es su capacidad para repro-
ducir de manera idéntica el comportamiento de la solución anaĺıtica de la
KdV, presentando como única desventaja el corrimiento de fase asociado a
los distintos pasos de tiempo. Con lo cual, podemos decir que se comprobó
(por lo menos, de forma experimental) la convergencia de este esquema a la
solución anaĺıtica de la KdV.

q Del esquema de Zabuzky y Kruskal se concluye que, computacionalmente, es
mucho más costoso que el esquema de Zhu-Newton-Raphson, ya que requirió un
paso de tiempo cuarenta veces menor que el paso de tiempo de control utilizado en
el método de Zhu-Newton-Raphson, para integrar la KdV solamente hasta t ≈ 8,
con la aparición de un error numérico desde, aproximadamente, t = 6.0. Cabe
recordar que este esquema fue diseñado en un tiempo en el que las herramientas
computacionales eran escasas y el diseño de esquemas numéricos más robustos era
muy costoso para esa época. Si bien, el esquema de Zabuzky y Kruskal demanda
un alto costo computacional, fue un gran avance para el estudio de los sistemas no
lineales, pues dicho estudio permitió comprobar de manera teórica la existencia
de solitones mediante la ecuación KdV y demostrar la interacción no lineal que
involucra este sistema.

q Aunque en la serie de experimentos realizados con el esquema de Zhu-Newton-
Raphson pareciera ser que el definido con un paso de tiempo doscientas veces
mayor que el control (8000 veces mayor que el ∆t más fino utilizado en Zabuzky
y 2000 veces mayor que el utilizado en Walkley y Lax-Wendroff), logra preservar
de manera global C1 y C3 de una manera mucho más eficiente que los esquemas
expĺıcitos.

q Aparentemente, existe una relación entre la conservación de C2 con los corrimien-
tos de fase de las soluciones numéricas del esquema Zhu-Newton-Raphson. Se
propone, como trabajo a futuro, probar esta hipótesis.

En conclusión, hemos comprobado la eficiencia del método propuesto en esta tesis
para resolver numéricamente la KdV y resultó tener un desempeño mucho mejor que los
esquemas expĺıcitos revisados en la literatura. La principal ventaja de este esquema so-
bre los otros es que tolera pasos de tiempo mucho mayores que los esquemas expĺıcitos,
sin perder estabilidad. Es decir, con una buena elección de parámetros para la discre-
tización de Zhu, aśı como un número razonable de iteraciones de Newton-Raphson,
el esquema puede competir fácilmente contra los demás esquemas, sin generar errores
numéricos que desestabilicen el cómputo de la solución. Cabe recordar que también es
importante considerar el equipo de cómputo con el que se corra el esquema, pues de
ello dependerá la agilidad del tiempo de cómputo que tome la integración del esquema.
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Se concluye también que la conservación de C3 es un buen criterio para asegurar que
nuestro esquema es estable. Aunado a lo anterior, se demostró también la consistencia
de este método, con lo cual podemos concluir que el método propuesto en esta tesis
converge a la solución anaĺıtica de la KdV unidireccional y adimensional.

Actualmente existen métodos más complejos (como los métodos espectrales o el de
elemento finito), que han demostrado tener un buen desempeño para estudiar sistemas
como la KdV. No obstante, dichos métodos requieren de conocimientos que salen del
alcance de los obtenidos hasta el momento de realizar esta tesis. Por ello considero que
este proyecto fue un ejercicio que me ha dejado satisfecho, ya que que se ajustó a mis
capacidades y posibilidades en cuanto a conocimientos adquiridos en la licenciatura, al
mismo tiempo que me permitió obtener nuevos, y explorar nuevas áreas de la ciencia y
adquirir conocimientos en programación.

Si bien, este proyecto se llevó a cabo con la forma más ideal de la KdV, los resultados
obtenidos de los experimentos fueron mejor que los esperados, pues se codificó un
esquema que no solamente permite la integración numérica de la KdV por periodos
largos de tiempo, sino que asegura la convergencia a la solución anaĺıtica. Lo anterior
indica que este esquema puede llevarse a la práctica en zonas donde podemos dispensar
de incluir más términos de las ecuaciones de movimiento, como en canales, estuarios
o estrechos, donde podemos reducir las ecuaciones de movimiento y hacer un estudio
simplificado, pero que nos dé información importante de la incidencia de solitones en
dichas zonas, y comparar mediciones in situ de variables como la velocidad, temperatura
o la altura de la superficie libre y, aśı, contrastar el desempeño del esquema con la
realidad, para el estudio de solitones en sistemas de aguas someras.

Como trabajo a futuro se propone extender este esquema a un estudio con la KdV
en su forma dimensional para probar su desempeño en un sistema real.
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Shahrill, M., Chong, M. y Mohd–Nor, N. (abr. de 2015). ((Applying Explicit Schemes

to the Korteweg-de Vries Equation)). En: Modern Applied Science 9, págs. 200-224.
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