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Resumen

El presente trabajo de tesis aborda de forma numérica el estudio fenomenolégico
de los solitones mediante la ecuacién adimensional de Korteweg de-Vries, en una sola
direccion. Se presenta un esquema numeérico implicito, incondicionalmente estable y con
convergiencia no lineal cuadratica, mismo que preserva las tres pimeras cantidades de
movimiento presentes en la KdV. Dicho estudio surge a partir de evidencias observacio-
nales tanto en el medio ocednico como el atmosférico, de la existencia de ondas internas
de gravedad no lineales, las cuales han mostrado tener una evolucién espacio-temporal
tipo solitén, tipicamente modelado con ecuaciones que se desprenden de la KdV. La
incidencia de ondas internas de gravedad no lineales sido registrada mediante medicio-
nes de radar, a lo largo de las ultimas décadas principalmente en zonas costeras y la
plataforma continental. Por ello, este proyecto se inspira en los estudios de solitones en
el medio ocednico, donde han sido estudiados con mayor profundidad, desde un punto
de vista tedrico y observacional.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Justificacion Observacional y Contexto Historico de las On-
das No Lineales

Uno de los procesos mas importantes del estudio de la dindmica de los océanos es la
generacion y propagacién de movimientos ondulatorios al interior del fluido ocednico.
Estos fenémenos ondulatorios u ondas son el resultado del balance de fuerzas que in-
teractian dentro y en las fronteras del fluido. Por lo tanto, sirven como intermediarios
para la disipacién y el transporte de energia en toda la columna de agua y en la super-
ficie libre del oceano. Por ello, la propagacion de propiedades como momento y energia
tiene un fuerte impacto en la dindmica bidtica (principalmente, delimitando las redes
tréficas) y en los procesos termodindmicos de los sistemas ocednicos y costeros (Beaudin
y Bracco, 2022; Prida, 2022). Es natural esperar que la variedad de ondas existentes
en los fluidos geofisicos esté sujeta al balance de fuerzas dominantes en el sistema, a
la geometria del dominio que los contiene, y a la escala del movimiento generado por
dicho balance. Por ejemplo, la mayoria de los fenémenos, tanto en la atmésfera como
en el océano, estan confinados a espesores muy delgados, comparados con el radio de
la Tierra, lo cual limita de forma significativa los movimientos verticales en escalas
sinépticas y planetarias consistente con un balance hidrostatico para esas escalas.
Pese a las restricciones para la generacién de ondas que impone la delgadez del
espesor ocednico, la variedad de ondas en el ocedno es muy grande (ver figura 1.1)
aunque basicamente caen en dos grupos de acuerdo al tipo de estabilidad o resistencia
al movimiento de las parcelas de agua, es decir: 1) la estabilidad termodindmica, que se
refiere a la resistencia a los desplazamientos verticales de las parcelas debido a que el
gradiente vertical de la densidad es negativo y 2) a la resistencia a los desplazamientos
horizontales debido a un gradiente meridional positivo del momento absoluto (Holton
y Hakim, 2013; Cushman-Roisin y Beckers, 2011). De esta forma, tanto el océano como
la atmodsfera son fluidos afectados por la rotacion y la estratificacion, dando lugar a una
gran variedad de fenémenos oscilatorios, como ondas lentas, cuya duracién es de meses
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Figura 1.1: Procesos y estructuras oceanicas, tomado de Cushman-Roisin y Beckers, 2011.

aproximadamente (p. €j., eddies cuasigeostréficos de Rossby) y ondas rapidas internas
de inercia-gravedad, con duracién promedio es de horas (ver figura 1.1).

En ciertas escalas, tanto el océano como la atmésfera cumplen con la definicion de
un fluido rotante y estratificado. Estas dos caracteristicas resultan importantes para
la comprensiéon de la dindmica de fluidos geofisicos ya que, al interior de éstos, los
efectos de la rotacién y la estratificacién compiten, dando lugar a la generaciéon de
fenémenos ondulatorios de distinta complejidad. Al mismo tiempo que las condiciones
de estabilidad imponen una limitacién al movimiento de las parcelas, las ondas como
perturbaciones a partir de un estado bésico pueden verse amplificadas, creciendo a
expensas de la energia termodindmica y mecanica disponible hasta que, finalmente,
los efectos de viscosidad y disipacién las destruyen. Notamos que las ondas, por si
mismas, no generan un transporte neto de masa, tan solo pasan por una region del
fluido perturbéndolo y cuando las condiciones de dispersiéon lo permiten, ocurre un
transporte de energia hacia distintos puntos del dominio de interés (Holton y Hakim,
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2013; Cushman-Roisin y Beckers, 2011) 1.

El origen de la estratificacién vertical de los océanos es consecuencia de la absorcién
de la energia solar en la superficie ocednica y las diferencias salinidad. Lo anterior
da lugar a capas superficiales mas calidas y menos densas que las capas profundas
(Apel, 1988); lo anterior supone el establecimiento de una resistencia al mezclado entre
las capas. Aunque, en primera instancia, podria suponerse que el aporte principal de
energia al océano esta dada por la radiacién en superficie, existen otros procesos fisicos
que facilitan el flujo de energia a través de la interfase océano-atmésfera hacia el interior
del océano. Por su origen, dichos procesos pueden ser mecénicos (en forma de esfuerzo
del viento, mareas, y corrientes superficiales) y termodinamicos (por transferencia de
agua y sales); en forma de precipitacion, descargas de rios, derretimiento de glaciares y
descargas antrépicas al océano). Estos procesos fisicos juegan un papel fundamental en
la dindmica de los ecosistemas ocednicos y terrestres, puesto que modifican de manera
importante el mezclado de la capa superficial, que es un factor clave en la dindmica de
las redes tréficas de la columna de agua (Sanchez-Garrido, 2009).

Por tanto, la interaccion de las capas de agua superficiales y profundas ocurre
por procesos de inestabilidad convectiva que permiten el transporte vertical de masa,
energia y momento a lo largo de la columna de agua. Estos procesos, en conjunto,
dan lugar a la mezcla vertical. Es precisamente la capa de mezcla en donde ocurren
variaciones abruptas de los parametros conservativos del agua de mar. Los principales
parametros que se ven influenciados por el viento, en conjunto con la turbulencia de la
superficie y la estratificacién, son la salinidad, la densidad, y la temperatura (Pedlosky,
1979). Estos sufren una disminucién o incremento abruptos, en promedio, entre los
primeros 200 y 500 metros de profundidad, y reciben el nombre de haloclina, picnoclina
y termoclina, respectivamente.

De acuerdo con Lindstrom, E. J., investigador de la NASA, la profundidad tipica de
la picnoclina llega a extenderse de los 500 a los 1000 metros de profundidad en latitudes
medias (~ 40° latitud norte/sur). Debido a esto, cualquier perturbacién incidente en
esta region tiende a propagarse como una onda interna de gravedad, lejos de la regién
donde la onda se genera (Apel, 1988). Esta actividad se refleja en los perfiles verticales
de densidad y temperatura. Dichas perturbaciones ocurren, principalmente, debido a la
interaccion de la marea barotrépica con el relieve submarino, y deben su existencia a la
boyancia presente en fluidos estratificados, sin embargo, dada la relativa debilidad de la
boyancia, en comparacién con la gravedad, las ondas internas pueden llegar a alcanzar
amplitudes del orden de decenas de metros (Sanchez-Garrido 2009). Dichas ondas, por
consiguiente, se desarrollan y propagan tipicamente en la picnoclina (Lakshmanan,
2017). De acuerdo con Apel (1988), las ondas internas de gravedad tienen una maxima
amplitud en esta interfase, y disminuye hacia las fronteras del fluido, ademas, a menor
gradiente vertical de la densidad, tanto la frecuencia de onda como la velocidad de
propagaciéon disminuyen.

Recientemente, se ha impulsado el estudio de las ondas internas de gravedad debido

'Es decir, excluyendo efectos como el de la deriva de Stokes, asociados a un transporte neto de

masa
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al impacto que estas tienen sobre la dindmica ocednica, como se menciona en los parra-
fos anteriores. Su impacto depende de las escalas espaciales y temporales en las que se
enfoque el problema. Estas escalas pueden ir desde escalas microscépicas a planetarias
(Grimshaw, 2002). Por consiguiente, el estudio de este fenémeno ha permitido la ca-
racterizacién no sélo del océano, sino también de la atmésfera (y los fluidos geofisicos
en general). En la década de 1970, con la llegada de los transbordadores espaciales, los
oceandgrafos fisicos se percataron de la posibilidad de observar rasgos de ondas internas
de gravedad sobre la superficie del océano, mediante el estudio de imagenes de Radar
de Apertura Sintética (SAR, por sus siglas en inglés).

De acuerdo con Apel y Gonzéles (1983), la incidencia de ondas de gravedad internas
es comun en aguas estratificadas, sobre la plataforma continental, como grupos de ondas
con longitudes de onda variable (i.e., espacio entre cresta y cresta) pero altamenente
coherentes en el espacio, las cuales en su mayoria se propagan hacia la costa. Dichas on-
dulaciones generan una rugosidad en la superficie del océano que puede ser detectada de
manera indirecta con imagenes de radar mediante el principio de Retrodispersion de On-
das Electromagnéticas de Bragg. De forma general, este proceso consiste en la emision de
microondas (longitud de onda del orden de centimetros) por parte del radar a bordo de
un satélite y esta, al llegar a la superficie del océano, es reflejada y detectada nuevamen-
te por el instrumento. El “Canada Center for Remote Sensing” proporciona un material
educativo de libre acceso que explica el proceso de teledeteccién de las caracteristicas
oceédnicas superficiales (ver http://www.gep.uchile.cl/Biblioteca/Radar/gsarcd s.pdf)
para mayor detalle de este principio fisico y su aplicacién en la deteccién de ondas
internas, asi como sus ventajas y desventajas. Si bien, en esta tesis no se presenta un
estudio de teledeteccién de ondas, es importante mencionar estos métodos, pues abrie-
ron paso a nuevas forma de estudiar procesos ocednicos y atmosféricos de manera ex situ
y, gracias a ellos, se pueden generar prondsticos més precisos en la actualidad, mediante
el acoplamiento de modelos que incorporan tanto datos de medicién in situ, como los
datos registrados por satélites, con lo cual las predicciones numéricas se asemejan mas
a la realidad.

Fue a partir de la década de 1970 que la teledeteccion satelital comenzoé a tener un
area de oportunidad muy amplia en diversas areas de las Ciencias de la Tierra. En 1975,
con la mision espacial Apollo-Soyuz de la NASA, el Astronauta Vance Brand observé
por primera vez la rugosidad superficial del océano, mediante las imagenes obtenidas
en dicha misién (Jones y Wells, 1987). El desarrollo de exploraciones mediante el uso de
aeronaves, contemporédneas a la misiéon Apollo, permitié a los cientificos darse cuenta
que la rugosidad del océano actuaba como un dispersor isotrépico para una longitud de
onda de radar de 25 cm y la informacion obtenida a partir de estas imagenes podia ser
filtrada y, asi, generar imagenes de ondas de gravedad en aguas profundas, derrames
de petréleo, ondas internas, ondas costeras, entre otros rasgos, mismos que podian ser
detectados (Brown et al., 1976). Un rasgo atin mds sorprendente fue descubierto con el
uso de la teledeteccion: en 1976 Charles Elachi y John Apel estudiaron la “peculiaridad”
de la ocurrencia de “paquetes de ondas”, generados por la excitacion mareal de ondas
internas de corta longitud. La figura (1.2) muestra una captura del transbordador
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Challenger de la misién STS-41G de la NASA, donde se observa una de las primeras
imagenes obtenidas de solitones oceanicos.

Figura 1.2: Tren de solitones observado sobre el Estrecho de Gibraltar en la misién STS-
41G de la NASA (https://www.lpi.usra.edu/publications/slidesets/oceans/oceanviews/
slide_13.html)

En junio de 1978 fue llevada a cabo la primer misién espacial dedicada especifi-
camente a la observacién de los océanos, a partir de la cual el estudio de los océanos
mediante la teledeteccion cobré auge. De acuerdo con John Vesecky y Robert Stewart
(1982), la nave espacial SEASAT, fue disenada especificamente para detectar los es-
pectros direccionales de ondas de gravedad superficiales, de longitud larga. Para ello,
la nave fue equipada con un radar de apertura sintética cuya emision electromagnética
poseia una longitud de onda de 25 cm, un angulo de incidencia media de 23.4°, con una
resolucion espacial de 25 m. Estas caracteristicas del instrumento permitieron determi-
nar con mejor precision el espectro de ondas de la superficie oceanica. En particular,
las posteriores investigaciones de imagenes de radar, aplicadas al océano, guiaron a la
comunidad cientifica a identificar los paquetes de ondas vistos a partir de las imagenes
satelitales. Se descubrié que poseian caracteristicas atipicas a las de una onda interna y
su concurrencia se situaba, principalmente, sobre las plataformas continentales (Apel,
2003). Investigaciones mds detalladas encaminaron a la conclusién de que se trataba
de ondas solitarias o solitones oceanicos, ya que las imagenes obtenidas mostraban va-
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riaciones muy elongadas de la rugosidad de la superficie ocednica, teniendo longitudes
de onda que iban desde los 500 m hasta 20 km, y se situaban en margenes someros
(margenes continentales) (Alpers y Salusti, 1983; Apel y Gonzalez, 1983; Fu y Holt,
1984).

La primera vez que el fenémeno de ondas solitarias viajeras fue estudiado data de
1844, cuando el Ingeniero Naval Escocés John Scott Russell reporté para la British
Association for the Advancement of Science el avistamiento de la propagacién de una
onda solitaria, sobre la superficie libre del Canal de la Unién Glasgow-Edimburgo,
denomindndola en su reporte como “Onda de Traslacién” (Russell, 1845). En dicho
reporte, Russell narré haber visto una onda generada por un repentino frenado del
movimiento de una barcaza que atravesaba el canal. Dicha perturbaciéon continué el
trayecto a lo largo del canal, segin Russell, sin cambiar de forma ni velocidad. Russell
también mencion6 haber seguido a caballo a la onda solitaria hasta rebasarla mientras
atlin segufa en movimiento, registrando una velocidad aproximada de la onda de 3 ms™*,
preservando su forma original a lo largo de unos 10 m, y con una altura de entre 30 y
45 cm sobre la altura promedio del tirante de agua. Este descubrimiento se mantuvo
pausado hasta 1895, cuando los matematicos holandeses Diederik Korteweg y Gustav
de Vries desarrollaron un modelo tedrico de ondas no lineales a partir de las ecuaciones
de aguas someras y las ecuaciones de Navier-Stokes , concibiendo asi la famosa ecuacién
que denotamos como KdV. Korteg y de Vries acunaron el término soliton para denotar
el perfil caracteristico de esta onda. La ecuacién (1.1) es la forma candnica actual de
la KdV y estd definida por la cantidad 7, que representa una desviaciéon de la altura
promedio de la columna de agua:

Nt + MMz + 132 = 0, (1.1)

donde los subindices t y « denotan derivadas parciales respecto del tiempo y el espacio,
respectivamente. La ecuaciéon KdV tiene una no-linearidad cuadratica en el término
nm. v esta referida a un sistema de referencia que se mueve a la velocidad del solitén.

Si bien, para finales del siglo XIX ya habia un formalismo matematico relacionado a
los solitones, aun no existia un consenso que explicara la fenomenologia de los mismos.
Fue hasta 1965 que hubo un nuevo avance en cuanto a la teoria de solitones, con el
trabajo del fisico Norman Zabusky y el matemético Martin Kruskal. En este trabajo
los autores observaron la interaccién no lineal entre solitones, inmersos en un medio
dispersivo. La investigacion consistié en llevar a cabo la solucién numérica de la KdV, la
cual concluyé que los pulsos localizados (o solitones) no se dispersan irreversiblemente
bajo la interaccién nolineal. Es decir, el balance entre los términos no lineales y los
términos dispersivos de la KdV permite preservar la forma original de los solitones bajo
colisiones entre ellos y, por tanto, su propagacién subsecuente. Este descubrimiento, en
conjunto con las posteriores observaciones de iméagenes satelitales, llevaron a suponer
que las ondas internas detectadas por los satélites se asemejaban al fendmeno descrito
por Russell, con lo que el trabajo conjunto de experimentos tedricos y observacionales
guiaron al descubrimiento de los solitones ocednicos que forman parte de las ondas
internas de gravedad no lineales (Jackson et al., 2012; Apel, 2004).
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El impacto que el descubrimiento de las ondas solitarias internas ha tenido abarca
diversas esferas de la ciencia. Por una parte, tenemos ondas extremas como las ondas
rogue (por su denominacién en inglés), capaces de voltear embarcaciones en regiones
cercanas a la costa (Trulsen, 2006). Dentro de este mismo contexto, estan los Tsunamis,
cuya dindmica coincide con la de un solitén (Pelinovsky, 2006) y ambos fenémenos son
dificilmente predecibles, pero coinciden en un potencial de riesgo para los ecosistemas
y la seguridad de los seres humanos.

En el estudio de las ondas no lineales, las soluciones a la ecuaciéon de KdV pueden
ser de dos tipos: por un lado, soluciones fuertemente no lineales y por el otro soluciones
no lineales débiles (como lo es el caso de la ecuacién que se trabajé en esta tesis). Este
ultimo caso corresponde a una forma muy interesante de la KdV, donde se ha descu-
bierto la existencia de un nimero infinito de cantidades del movimiento conservadas en
espacio (Miura et al., 1968; Gardner y Morikawa, 1960). Estas constantes se refieren
a integrales de diversas formas de la amplitud de la onda viajera n(z,t) a lo largo de
un intervalo [0, L] donde L es la longitud del intervalo. Es importante hacer saber que
no todas estas cantidades tienen un significado fisico; sin embargo, representan una
propiedad importante de la KdV y la conservacién numérica de un mayor nimero de
invariantes es un sintoma de estabilidad de un esquema numérico. En el capitulo dos
se presenta una discusion més detallada referente a las invariantes de la KdV.

En esta tesis se consideran tres cantidades conservadas:

L
61 = / dea
0

la cual denotamos en el resto de la tesis como %7 y que fisicamente se identifica como
la masa asociada a la amplitud de la onda. Una segunda cantidad conservada %3 se

refiere a la integral:
L1
(D) :/ 77’]2d(E,
0 2

la cual Kruskal y Zabusky asociaron a la la energia que contiene la perturbaciéon de la
onda en el intervalo [0, L]. Finalmente, la tercera cantidad %3 estd dada como:

%3:/L 152,’,}2_1773 dz
s 2% ’

la cual no tiene asociada una cantidad fisica, y el coeficiente §% que multiplica a %3
permite modular la amplitud del solitén (Kruskal y Zabuzki, 1965). Existen diversas
posturas que indican que %, y %3 pueden ser tomadas como el momento y la energia,
respectivamente, de forma indirecta, lo cual se discute en el capitulo dos de esta tesis.

Se puede argumentar, con justa razon, que la singularidad de poseer un nimero
infinito de cantidades invariantes de la KdV, le confiere poco realismo para resolver el
caso general. Sin embargo, numerosas investigaciones muestran que, bajo ciertas modi-
ficaciones a la KdV, ésta es muy 1util para el estudio de las ondas internas de gravedad
no lineales y los solitones ocednicos. Por ejemplo, existen versiones extendidas de la
KdV con coeficientes variables que permiten estudiar fenémenos no lineales fuertes, en
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el sentido mencionado arriba (Grimshaw, et al., 2010). No obstante a estas limitacio-
nes, el formalismo mateméatico y numérico que posee la KdV continia siendo 1til como
una introduccién al estudio de los solitones en general y la construcciéon de esquemas
numéricos que formalmente conservan un cierto nimero de invariantes del movimiento.

De acuerdo con Choi (2000), la KAV es un caso limite de las ecuaciones mas gene-
rales que gobiernan las ondas internas oceanicas. Por ello, en este trabajo se reporta la
deduccién sistemética de la ecuacién KdV de manera introductoria al estudio numérico
de los solitones, con la finalidad de poder extender el esquema a un caso mas general y
realista, como proyecto a futuro. La motivacién principal de este proyecto de tesis surge
de dos preguntas cientificas fundamentales: 1) jpuede un esquema numérico implicito
de la KdV ser computacionalmente mas eficiente que uno explicito? y 2) ;bajo qué
condiciones un esquema numérico de la KdV puede mantener la integridad fisica de
las soluciones numéricas a periodos arbitrariamente grandes? Dado que los esquemas
numéricos representan un simil de las soluciones de ecuaciones diferenciales en el con-
tinuo, la estabilidad del esquema se verd reflejada en su capacidad para integrar de
manera estable las invariantes de la KdV. En relacion con lo anterior, la hipétesis de
trabajo es que un esquema numérico que converge de manera estable y consistente a
la solucién analitica, posee un numéricamente las mismas (o algunas) propiedades de
una ecuacién diferencial en el continuo. Por ello, podemos suponer que un esquema
con buen desempeno para conservar el andlogo numérico de %7, %2, y %3, asegura la
estabilidad numérica de los esquemas de integraciéon de la KdV de manera indefini-
da en el tiempo, con el error numérico controlado y acotado en el tiempo a un costo
computacional que compite con esquemas explicitos mas rapidos que no necesariamente
conservan eficientemente algunas de las tres cantidades mencionadas arriba.

La demanda que se hace sobre los esquemas numéricos de preservar numéricamente
ciertas cantidades fisicas y propiedades de las ecuaciones diferenciales que se preser-
van en el continuo, ha tenido un desarrollo histérico importante en la construccion de
esquemas numéricos de la atmosfera y del océano. En particular, estéd el caso de los pri-
meros modelos atmosféricos globales de circulacion general desarrollados en la década
de 1950 por Norman Phillips. El modelo de Phillips era un modelo simplificado de la
atmosfera de dos capas basado en el sistema cuasi-geostréfico aplicado a la esfera (Phi-
llips, 1956). A pesar de que las ecuaciones de la cuasi-geostrofia formalmente filtran las
ondas rapidas (ondas de inercia-gravedad y sonido), era imposible integrar el modelo
a tiempos largos de anos o décadas debido a que el disenio de los esquemas numéricos
de la adveccion (i. e., u - Vu; donde u(r,t) es el campo de velocidades) no permitia
preservar energia y enstrofia (i. e., el promedio de drea del cuadrado de la vorticidad).
Akio Arakawa resolvié el problema al final de los afios 60 en la Universidad de Cali-
fornia, Los Angeles, donde demostré que la conservaciéon numérica de densidades del
movimiento permitian hacer integraciones numéricas por largos periodos de tiempo de
manera estable (Arakawa, 1970) . Este avance fue crucial en el disefio de los esquemas
numéricos (en diferencias finitas) de los primeros modelos de circulacién general de la
atmosfera y del oceano para el estudio del clima.
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1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

El objetivo fundamental de la tesis es utilizar, de la literatura, un esquema implicito
que conserva dos invariantes 4] y %3 para mostrar su eficiencia computacional respecto
de esquemas que solo logran conservar %7 .

1.2.2. Objetivos particulares

Xt Estudiar la estabilidad numérica de un esquema explicito que formalmente pre-
serva 61 (Zabusky y Kruskal 1965).

Xt Estudiar la estabilidad numérica de un esquema implicito que formalmente pre-
serva €1 y €3 de la KdV (Zhu 2001).

Xt Estudiar por integracién numérica directa de largo plazo, las soluciones de esque-
mas explicitos en el tiempo: 1) esquema de Zabusky y Kruskal (1965), 2) esquema
de Lax-Wendroff y 3) esquema Walkley. De ahi, comparar con el esquema implici-
to de la KdV de Zhu (2001).

1.3. Motivacion

El trabajo de esta tesis constituye un paso necesario para la construcciéon de modelos
numericos de ondas internas no lineales que incluyan procesos fisicos y biolégicos de
relevancia para el estudio de la dindmica ocednica y los ecosistemas ocednicos, por lo
cual este proyecto propone construir un cédigo en diferencias finitas para la KdV en un
canal unidimensional, haciendo uso del lenguaje de programaciéon Python y, al mismo
tiempo, poner en practica los conocimientos de modelacién numérica adquiridos en la
licenciatura. De esta forma, se pretende profundizar en el estudio de las materias que
se requieren para disenar este tipo de modelos ocednicos.

1.4. Justificacion

Este estudio se realizé6 como propuesta de un método de integraciéon que fuera capaz
de resolver de manera estable la KdV y, al mismo tiempo, cumpliera numéricamente
con las propiedades que esta ecuacion posee en el continuo. La justificacién principal
se debe a que se ha mostrado en la literatura que los esquemas explicitos que se han
desarrollado hasta la fecha presentan errores numéricos que evolucionan gradualmente
al integrar la KdV, lo cual evita hacer corridas por grandes periodos de tiempo. Lo
anterior resulta un inconveniente crucial para poder realizar estudios més robustos a
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largo plazo enfocados a la Oceanografia y la Meteorologia. Por otra parte, este estudio
se justifica como un esquema que no requiere conocimientos avanzados de métodos
numéricos y que, al mismo tiempo, sirve como base para poder extender a casos mas
complejos y realistas, con la seguridad de que es un método estable y que desempena
eficientemente su capacidad para resolver de forma numérica la KdV. Es decir, este
proyecto se ajusté a las capacidades de un estudiante de la licenciatura en Ciencias de la
Tierra, con conocimientos basicos de ecuaciones andlisis numérico y métodos numéricos,
para desarrollar un estudio que permita establecer las bases de futuros proyectos maés
robustos que involucren el estudio de ondas no lineales del tipo KdV, aplicados a las
Ciencias de la Tierra.

1.5. Planteamiento del problema

A partir de las ecuaciones gobernantes (sin rotacién) para un fluido de aguas someras
con densidad constante se deduce la ecuacién de Korteweg y de Vries como la ecuacién
que, a primer orden, gobierna el balance entre el término no lineal cuadratico y el
término de dispersién. En seguida, a partir de la literatura disponible, se utilizan y se
programan los esquemas numéricos de Kruskal y Zabusky (1965) y Zhu (2001), para
integrar la ecuacion KdV, para su posterior analisis numérico. Ademas se incluyen dos
esquemas explicitos basados en los esquemas de tiempo de Lax-Wendroff y Walkley.

1.6. Método

Para la integracién numérica a largo plazo de la ecuacién KdV, se realizaron los pasos
siguientes:

1. Obtencién de la ecuacién general de la KdV a partir de primeros principios.

2. Transformacién de coordenadas en espacio y tiempo para utilizar la forma de la
KdV como en Zabusky y Kruskal (1965), y Zhu (2001).

3. Obtencion de la solucién analitica de la ecuacién KAV mediante métodos conven-
cionales.

4. Prueba de consistencia y derivacién de las formas discretas de los invariantes de
movimiento para los esquemas de Zabusky y Kruskal (1965) y Zhu (2001).

5. Integracién numérica temporal de la KdV mediante los esquemas explicitos de
Zabuzky y Kruskal (1965), Walkley y Lax-Wendroff, y el implicito de Zhu (2001)
con Newton-Raphson, tal como se muestra en la siguiente tabla:
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1.6 Método

Esquema Tipo Puntos del esténcil ~ Ax Paso de tiempo
Zhu-Newton-Raphson Implicito 201 0.0l Atgp, = 1.59 x 10~*
Zhu-Newton-Raphson Implicito 201 0.01 At = 100At zp4
Zhu-Newton-Raphson Implicito 201 0.01 At = 200At zp,,

Zabuzky-Kruskal Explicito 201 0.01 At = LAtzh,
Zabuzky-Kruskal Explicito 201 0.01 At = %Atzm
Zabuzky-Kruskal Explicito 401 0.005 At = ﬁAchu
Zabuzky-Kruskal Explicito 201 0.01 At = %Atzm
Zabuzky-Kruskal Explicito 401 0.005 At = %At zhy
Walkley Explicito 201 0.01 At = L Atzhy
Lax-Wendroff Explicito 201 0.01 At = %Atzm

Tabla 1.1: Total de integraciones reproducidas con los distintos esquemas numéricos

6. Desarrollo de los cédigos en Python. Ir a https://github.com/aarn96/ Tesis-KdV/
blob/main/KdV_AaronContreras_Tesis_LCT.ipynb para consulta.

7. Diseno de experimentos y su visualizacién, tal como se observa en la siguiente
tabla:

Esquema Ax At Hovmoller  Invariantes Colisién

de solitones

Zhu-Newton-Raphson  0.01  Atzp, = 1.59 v €1, Coy 63 v
Zhu-Newton-Raphson  0.01 100At zp4 v 1, G2y C3 v
Zhu-Newton-Raphson  0.01 200At zhu v C1, G2y G5 v
Zabuzky-Kruskal 0.01 l—loAt Zhu v €1, 6y 63,
Zabuzky-Kruskal 0.01 2% Atznu &1
Zabuzky-Kruskal 0.005 4—10 Atzha 1
Zabuzky-Kruskal 0.01 4—10 Atznu 1
Zabuzky-Kruskal 0.005 2—10 Atzhu 1
Walkley 0.01 Tl()Achu v 1, G2y C3
Lax-Wendroff 0.01 Tl()Achu v C1, G2y G5

Tabla 1.2: Serie de experimentos llevados a cabo
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1. INTRODUCCION

8. Pruebas numéricas de convergencia a la solucién analitica de la KdV, para el
esquema de Zhu-Newton-Raphson. Esto se realizdé mediante la integracion de la
KdV con el esquema antes mencionado, arrancando la solucién analitica como
condicion inicial.

1.7. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis esta dividido como sigue. El capitulo 2 se centra en la derivacién
de la KdV a partir de primeros principios. Ahi, se deriva la soluciéon no-lineal analitica
por métodos tradicionales de cdlculo. En el Capitulo 3 se muestra la conservacién de
las tres cantidades, 41, %2 y %3 para la KdV. Se detalla la estructura de los esquemas
numéricos de Zabusky y Kruskal, asi como el de Zhu, y se grafican los analogos discretos
de las tres constantes de movimiento que cada esquema reporta. El capitulo 4 se avoca
al diseno experimental numérico que permite explorar la sensibilidad de los esquemas a
la seleccién del paso de tiempo y de una variedad de condiciones iniciales que incluyen
la colisién entre solitones. Asimismo, se compara el desempenio de la solucién numérica
respecto de la solucién analitica del soliton. Se visualizan las soluciones numéricas me-
diante diagramas de Hovmoller. Se explora la habilidad de los esquemas para producir
soluciones estables a largo plazo. Finalmente, se concluye en el capitulo 5 y se propone
trabajo a futuro.
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Capitulo 2

Derivacion de la ecuacion KdV

Como se ha mencionado anteriormente, la riqueza de fenémenos que ocurren en el
océano y la atmosfera se manifiestan en un rango muy amplio de escalas temporales y
espaciales que cubren, al menos, 5 0 6 6rdenes de magnitud (ver figura 1.1). La hip6tesis
fundamental es que todos estos fendmenos se pueden explicar mediante la conservacién
de la masa, el momento y la energia total de un sistema no inercial en rotacién y es-
tratificado en la direccién del vector de gravedad. Al anadir reglas o parametrizaciones
de procesos microscépicos y termodindmicos, como la disipacién y los flujos de masa,
energia y momento entre las fronteras de los subsistemas, se completan las ecuaciones
que gobiernan de los fluidos geofisicos (Currie, 2016; Velasco-Belmont, 2004; Kundu et
al., 2015; Cushman-Roisin y Beckers, 2011). La dificultad analitica y numérica para
resolver en general las ecuaciones que gobiernan los fluidos surge de las interacciones
no lineales entre los movimientos de amplitud finita y la retroalimentacién con el esta-
do termodinamico del sistema atmédsfera-ocedano-criésfera. Estas interacciones llevan al
sistema a inestabilidades que se amplifican y desaparecen de forma muy compleja. Por
ello, es necesario hacer aproximaciones a las ecuaciones a fin de extraer soluciones que
permitan entender los procesos fisicos basicos que dominan la evolucién del fluido.

La KdV surge como una ecuacion diferencial no lineal débil de tercer orden, desde
el contexto de los fluidos geofisicos de aguas someras. Como una primera aproximacién
a este tipo de sistemas, se obtiene la ecuacién a partir de un caso muy simplificado sin
tomar en cuenta la rotacién, pero sin perder de perspectiva que esta deduccién toma
en cuenta la escencia de las ecuaciones gobernantes de los fluidos geofpisicos de aguass
someras y, aunque sea una simplificacién muy considerable, sélo es un ejercicio simplifi-
cado que busca, por el momento, desarrollar un esquema numérico de integracién para
la KdV que sea estable y, posteriormente, incorpoprar efectos de rotacion y estratifi-
cacién a dicha solucién numérica. Por otra parte, la KdV incorpora el balance entre la
tendencia a dispersar las ondas (i.e., cada onda viaja con diferente velocidad de fase) y
el término no lineal cuadratico que tiende a crear una singularidad espacial. Estos dos
términos son suficientes para generar un comportamiento nolineal que es observado en
multiples fenémenos en la atmosfera y el océano como se menciona en la introduccién.
En la siguiente seccion presentamos una derivacién de la KdV a partir de las ecuaciones
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2. DERIVACION DE LA ECUACION KDV

gobernantes de un fluido geofisico haciendo las aproximaciones necesarias.

2.1. Ecuaciones de conservacion: formalismo euleriano

Sea un volumen de control fijo V' de forma arbitraria con una superficie S como se
muestra en la figura 2.1. Al interior de V' se define una variable de campo ¢(z,y, z,t)
y el flujo de ¢ definido como el vector ¢u que atraviesa la superficie S de V. Si el
valor integrado del flujo ¢u sobre todos los elementos diferenciales de area S es positivo
entonces decimos que hay un flujo saliendo de V' que, en ausencia de fuentes y sumideros,
supone una reduccion del valor de ¢ al interior de V.

Figura 2.1: Volumen de control arbitrario, fijo en tiempo y espacio. El flujo de ¢ que
atraviesa la pared del volumen de control V' se compensa con la disminucién de ¢ dentro

de dicho volumen.
En otras palabras:

¢ / .
— | —dV = [ ¢u-ndS.
v ot S

Utilizando el teorema de la divergencia de Gauss la ecuacién de superficie se transforma
en una integral de volumen:

(9% _ [y,
VmW Avwwm
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2.1 Ecuaciones de conservacion: formalismo euleriano

o bien:

/V (gf +V- (¢u)) dV =0. (2.1)

Dado que el volumen de control es finito pero arbitrario, la tnica forma en que la
ecuacién (2.1) puede satisfacerse en todo instante es que el integrando sea cero en cada
punto del interior del volumen de control, es decir:

o¢

ot

La ecuacion (2.2) estd escrita en el llamado formalismo euleriano y se trata de una

ecuacién de conservacién para la variable de campo ¢(x,y, z,t) cuyos valores dependen

del transporte que el campo de velocidades u le imparte al campo ¢(x,y, z,t) en cada

punto del dominio, en cada instante de tiempo ¢. Decimos que la ley de conservacién

euleriana (2.2) esta escrita en la llamada forma de flujo. Es evidente que ¢ puede tomar

el papel de masa, momento lineal o energia para escribir las leyes de conservacién
correspondientes. Especificamente definimos estas variables como:

+ V- (¢u) = 0. (2.2)

¢ p: masa por unidad de volumen (kg m™3).
¢ p = pu: momento lineal por unidad de volumen (kg m=2s™1).
X pE=pe+ %p v? + p ®: energia total por unidad de volumen (kg m~'s~?).

Donde u es el campo de velocidades, p e es la energia interna termodindmica por unidad
de volumen y 1/2 pv? = 1/2 pu - u, es la energia cinética por unidad de volumen y
p® es la energia potencial por unidad de volumen.

2.1.1. Conservacion de masa

La conservacién de la masa se sigue directamente de la ecuacién (2.2) haciendo sim-
plemente ¢ = p, la densidad, suponiendo que no hay fuentes ni sumideros externos de
masa o reacciones al interior del volumen de control. Por tanto la conservacion de masa
para un fluido se expresa:

dp

a5 + V- (pu)=0. (2.3)

2.1.2. Conservacion del momento lineal

Recuperamos la ecuacion para el momento lineal haciendo ¢ = pu. Por tanto, se sigue
de (2.2) que sin fuentes ni sumideros de momento lineal se satisface:
dpu

5 T V- (puu) = 0. (2.4)
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2. DERIVACION DE LA ECUACION KDV

O bien, componente a componente:

aapt“ +V - (pun) =0, (2.52)
88”: +V - (pu) = 0, (2.5b)
8ap;u + V- (pwu) =0, (2.5¢)

donde u, v, w son las componentes del vector de velocidad u = uz +vj+ wlzz, a lo largo
de los ejes x,y, z, respectivamente.

La ecuacién (2.4) indica la conservacién total del momento lineal. Sin embargo,
cuando el volumen de control estd sujeto a fuerzas externas de cuerpo y superficie, el
momento lineal pu ya no se conserva al interior de este. Luego, para el volumen de
control V' tenemos:

/ <apu+v-(puu)> dV:/ pg*dV—l—/P-ﬁdS, (2.6)
v\ ot v s

donde pg* es la fuerza de cuerpo por unidad de volumen debida a la fuerza de gravedad
actuando en cada punto del volumen de control. La fuerza de superficie (kg m~'s~2) est4
determinda por el tensor de esfuerzos P, que contiene informacién cuantitativa sobre
la fuerza por unidad de area que se ejerce sobre un elemento de area dS en la direccién
paralela a su vector normal 71, con esfuerzos cortantes en direcciénes perpendiculares
al vector normal. Utilizando el teorema de Gauss sobre la integral de superficie en (2.6)
y el argumento del volumen arbitrario tenemos:

opu "

W+V'(puu):V-P+pg. (2.7)

Ahora usamos la igualdad V- (puu) = u(V-(pu))+pu-Vu junto con la conservacién

de la masa (2.3). Colectando términos reescribimos (2.7):

dp ou N
u(&ﬁ—v'(pu))—kpat+pu-Vu—V-P+pg ,

para obtener finalmente:

ou
P ot
El tensor de esfuerzos P se compone de dos partes para un fluido isétropo:

+pu-Vu=V-P+ pg*. (2.8)

P = —pl + o,

donde el término —plI representa el tensor de presién hidrostatica con I la matriz
identidad. Es decir, p(z,y, z,t) es la presion termodindmica que resulta cuando el fluido
estd en reposo (i. e., u = 0) bajo la accién de la gravedad (o alguna fuerza de cuerpo).
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2.1 Ecuaciones de conservacion: formalismo euleriano

El segundo término representa el tensor de esfuerzos debido a la viscosidad. Es facil
verificar que:
V-P=-Vp+V.o. (2.9)

Luego:
0 1 1
—u+u~Vu:—pr+g*+fV-0'.
ot p p

Observamos que esta forma euleriana de escribir la conservacion de momento lineal
se puede reinterpretar en el formalismo lagrangiano como:

P2 — Vp+pg*+V 0. (2.10)
Dt

En esta ecuacién la derivada material D/Dt = 0/0t + u - V, expresa que siguiendo

la parcela de fluido, su momento lineal no cambia en ausencia de fuerzas externas que

actien sobre ella. Por tanto, (2.10) es la expresion de la 2a ley de Newton aplicada a

los fluidos.

2.1.3. Conservacion de energia

La conservaciéon de la energia total por unidad de volumen la obtenemos haciendo
¢ = pE, donde E = e+ 1/2u - u, e es la energia interna del aire o del agua por unidad
de masa (variable de estado termodindmica) y 1/2v% = 1/2u - u es la energia cinética
por unidad de masa. Notamos que pE no es una cantidad conservada ya que sobre
el volumen de control actiian fuerzas de cuerpo y superficie generando un cambio en
tiempo de la energia total pE en su interior (i.e., potencia en Watts, Js~! ). Podemos
escribir esta idea formalmente para el volumen de control:

/ (M—I-V-(pEu)) de/(u-P)-ndS—i—/u-pg*dV+/deV, (2.11)
v\ ot S 1% 1%

donde J es el calentamiento molecular de la parcela del fluido. Del lado derecho de
(2.11), la primera integral define el trabajo por unidad de tiempo que realiza el tensor de
esfuerzos, la segunda integral es trabajo que realiza la fuerza de gravedad y finalmente
la tercera integral se refiere a la tasa de calentamiento por radiacién y conduccién.
Ahora bien,

(Ui(—p5ij +0’z‘j)),
>V lu P)= 6i (ui(=pdij + 0i5)) = O pyy) | Oluioy)

a:j 8xj 3xj
Vi(u-P)=-V-(pu)+V-o.

La integral de superficie para el tensor de esfuerzos P se transforma usando el
teorema de Gauss resultando en dos integrales de volumen, es decir:
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2. DERIVACION DE LA ECUACION KDV

/S(U'P)'ndsz—/VV-(pu)dV—i—/VV-(u-a)dV.

Volviendo a utilizar el argumento de que el volumen es arbitrario podemos escribir
el balance de energia como:

opE
%JFV'(PEu)=—V'(pu)+V-(u‘0)+u‘pg*+pJ,

o bien:

dpE
%—FV‘(pEu):—p(V-u)—u-Vp+u-(V-U)+0:Vu+u-pg*+pl (2.12)

Operando el producto punto de u sobre la ecuacién de momento lineal (2.8), obte-
nemos una expresiéon para la energia cinética:

0
p (875(1/2U2) +u- V(1/2v2)> =u-(V-P)+pg"*-u.
Usando (2.9) reescribimos:
P <gt(1/2v2) +u- V(1/2v2)> =—u-Vp+u-(V-0)+pg*-u. (2.13)

Podemos poner la ecuacién (2.13) para la energia cinética en forma de flujo y, asi,
comparar directamente término a término con la ecuacién (2.12). Consideremos las
identidades:

pu -V <;v2> =V (p;v2u> - %U2V - (pu). (2.14a)
0 (1) _ 0 (L) L (0
P <2v ) = 5 <p2v ) 5Y (815 . (2.14b)

Sustituyendo (2.14a) y (2.14b) en el lado derecho de (2.13), colectando términos y
usando nuevamente conservacién de masa (2.3):

0 1 1
pn <p2v2> +V. <p2v2u> =—u-Vp+u-(V-0)+pg*-u. (2.15)

Recordando que la energia total pE = pe + 1/2v?, podemos establecer el balance de
energia para la energia interna e, simplemente restando la ecuacién (2.15) de la ecuacién
(2.12):

ope

v + V- (peu) = —p(V-u)+o0:Vu+pl (2.16)

La ecuacién de balance de energia interna (2.16) es la expresién de la la ley de
termodinamica y tal como esta escrita arriba la podemos tomar como una generali-
zacién de la la ley de la termodindmica para los fluidos. El primer término del lado
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2.2 Fluidos ideales

derecho corresponde al trabajo mecanico de compresién o expansién mientras que los
otros dos términos son fuentes de calentamiento por viscosidad y por efectos diabaticos
(radiacién y conduccién) respectivamente. Faltaria una ecuacién de estado que relacio-
ne la densidad con la energia y la presién, es decir, e = e(p, p). Asi, se puede entender
que los términos —p(V - u) y o : Vu sirven para acoplar los cambios de energia in-
terna del fluido viscoso con los cambios en momento lineal pu y viceversa. El término
pdJ, sin embargo, nada tiene que ver con el movimiento macroscopico del fluido. Es el
calentamiento molecular puro.

2.2. Fluidos ideales

La primera simplificacién que se hace en los textos de fluidos es la llamada aproximacién
de Boussinesq que consiste en suponer que la densidad del fluido se descompone como:

,O(ZU,y,Z,t) :p0+p,($,y727t), (217)

donde pg es una densidad de referencia y p’ es una desviacién de dicho valor, tal que
|p'| << po. Una consecuencia importante de esta aproximacion es que, a primer orden,
el flujo se puede tratar como incompresible (Cushman-Roisin y Beckers, 2011), es decir:

V-u=0. (2.18)

En estas condiciones la ecuacién de balance de energia se simplifica mucho si tra-
tamos con fluidos incompresibles e inviscidos. En efecto, la ecuacién (2.16) se reduce
a: 5

g + V- (peu) = pJ. (2.19)

Si, ademads, tenemos que no existen flujos de energia por radiacion ni por conduccion
en la superficie del volumen de control, se sigue que el flujo es adiabdtico. En estas
condiciones la energia interna se conserva y podemos decir que la termodinamica esta
desacoplada del movimiento. Si, por otro lado, no existe viscosidad entonces el tensor

de esfuerzos es nulo o = 0. Asi, la ecuacién de momento (2.10) se reduce a:

ou

P ot

Ahora aplicamos la aproximacién de Boussinesq a (2.20) componente a componente,

de tal forma que en las componentes z y y del momento lineal pu la densidad p es

simplemnte pg, excepto en el término de la gravedad en la ecuacion para el momento
vertical, pw:

+pu-Vu=—-Vp+ pg*. (2.20)

@+u@+v@+w% @
Po\ar T Ty T Vo 9z’

ov  ov. Ov. Ov\_ _0p
Po\or ™oz Ty T Y82 ) T oy

< ow ow ow ow ) aop ., ,
PO a-

EJFU(%: 8y+w82 T e, TP
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2. DERIVACION DE LA ECUACION KDV

0, en su forma vectorial, la ecuacién que gobierna el momento lineal es:

ou 1 !
o Vut —Vp+ Lgre, = o0. (2.22)
ot Po PO

Para continuar la simplificacién diremos que el término p'/pog* es una constante
que denotaremos simplemente como g y que se le conoce en la literatura como gravedad

reducida. Es decir: 5 )
P w Vu+ —Vp+ge, =0. (2.23)
ot Po

2.3. Condicion dinamica de irrotacionalidad: Ecuacion de Ber-
noulli

Dada la complejidad matematica que suponen las ecuaciones que gobiernan el momento
lineal ppu (2.23), podemos imponer una condicién extra para simplificar el tratamiento
de las ecuaciones de movimiento. Para ello requerimos que la vorticidad, definida como
w =V X u, sea w = 0 en todo el dominio. Esto implica que el campo de velocidades
es el gradiente de una funcién escalar ¢(x,y, z,t) puesto que, por anélisis vectorial, el
rotacional de cualquier gradiente es cero. En otras palabras:

u=Vo, (2.24a)
V xV¢=0. (2.24b)
Puesto que el fluido es de Boussinesq, tenemos que satisfacer ademéds que el flujo es

incompresible (2.18). Asi, juntando la velocidad potencial (2.24a) con la conservacién
de masa, damos lugar a la Ecuacién de Laplace:

Vip = 0. (2.25)
Tomando el rotacional de la ecuacién (2.20):

ou

Vx[at

1
—l—u-Vu—i—pr—s—gez} =0.
0

Haciendo uso de la aproximacién de Boussinesq (2.17) y, por andlisis vectorial, se
cumple (2.24b). Entonces, basados en este razonamiento, tenemos que:

1
V x [V <p—|—gz>} =0.
Po
Por otra parte, desarrollando el rotacional de la derivada parcial temporal de u,

por la definicién que tenemos de vorticidad:

ou

ot

Ow

5 +V X (u-Vu). (2.26)

Vx[ +u-Vu]:
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2.3 Condicién dindmica de irrotacionalidad: Ecuacién de Bernoulli

Por tltimo, para manipular el término inercial (u-Vu), haremos uso de la siguiente
identidad vectorial:

V(A-B)=Ax(VxB)+(A-V)B+Bx(VxA)+ (B-V)A,

con la que, sustituyendo los vectores A y B por u, llegamos a que:
1 2
§V|u\ =ux(Vxu)+ (u-V)u.

Nuevamente, haciendo uso de la definicién de vorticidad propuesta, tendremos que
el rotacional del término advectivo sera:

u2

Vx(u-V)u:VxV(2>—Vx(uxw)

=Vx(wxu).

Haciendo uso de la identidad vectorial para el rotacional del producto vectorial,
tenemos:

Vx(wxu)=(u-Vw—(w-V)u+w(V-u)+u(V-w),

por incompresibilidad y la definicién de vorticidad, los dos ultimos términos de la
anterior ecuacion son idénticamente 0. Por lo que, tomando todos los términos en
conjunto llegamos a la Fcuacion de Vorticidad Sin Friccion:

%": =(w-V)u. (2.27)
Con lo cual hemos probado que, si la vorticidad es cero al tiempo t = 0, permanecera
igual en el tiempo subsecuente.

Ahora pasamos a la derivacién de la Ecuacion de Bernoulli. Para ello, tomamos
la ecuacién de Euler (2.23) y, habiendo probado que estamos trabajando con un flujo
potencial, el término advectivo puede reescribirse como u - Vu = %]u\Q —(uxw)y
considerando que la vorticidad es cero, tendremos que:

op 1 2 P
Vi—=+<=|V - =0.
{0+ 2vop+ L4 g
Recordando que nuestra ecuacion proviene de un escalar, resulta que:

Jdp 1

—+

o+l VOP + ez =FO), (2.28)

donde F(t) es una constante positiva para cualquier punto dentro del dominio del fluido.
(2.28) es la bien conocida Ecuacion de Bernoulli.

21



2. DERIVACION DE LA ECUACION KDV

2.4. Deduccion de la ecuacion KdV como una aproximacion de
onda larga de las ecuaciones de aguas someras, bajo el méto-
do de perturbaciones

Es bien sabido que las soluciones que se desprenden de la KdV cuentan con aplicacio-
nes no sélo en ondas viajeras en rios o lagunas, sino también en fenémenos de ondas
internas de gravedad oceanicas. Resulta ser que la KdV se convierte en un modelo con
la fisica méas simple posible para el caso de aguas someras y longitudes de onda largas,
comparadas con la altura de la columna de agua. La figura (2.2) representa las condi-
ciones de borde para definir el problema de frontera con el que se duduce la KdV en
este apartado.

[N

Figura 2.2: Modelo de la evolucién de la superficie libre en 3-D

A continuacion se presenta un bosquejo de la derivacién de la ecuacion KdV median-
te el método de perturbacién, basado en Karczewska y Rozmej (2018). La derivacion
parte de las ecuaciones para un canal o tanque de ondas superficiales, imponiendo la
condicién al fluido de ser irrotacional e incompresible. Para cerrar el problema, se im-
ponen dos condiciones a la superficie libre: 1) Bernoulli (dindmica) y 2) la derivada
material del desplazamiento vertical de la superficie es la velocidad vertical (cinemati-
ca). La geometria del canal se define tal como se puede observar en la figura (2.2); sin
embargo, se limita la geometria del canal a los ejes z y z dado que el problema 3D es
bastante méas complicado de resolver por el metodo de perturbaciones.
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2.4 Deduccién de la ecuacién KdV como una aproximacién de onda larga de las
ecuaciones de aguas someras, bajo el método de perturbaciones

2.4.1. Condiciones cinematicas de frontera

Estas condiciones de frontera surgen de imponer que tanto la superficie libre n(zx,y,t)
como la superficie que define la batimetria h(x,y) son superficies materiales, es decir
que las particulas de fluido no salen ni entran a traves de ellas. Mateméaticamente es
equivalente a definir una funcién F(z,y,z,t) = z — n(z,y,t) = 0 y una G(z,y,z) =
z — h(x,y) = 0 para n(z,y,t) y h(z,y) respectivamente, tal que:

D
Dy F(@y.t) =2 —n(z,y,1)] =0, z=n(z,y,1); (2.29a)
D
o bien:
br Dz Dy _ = On_ On_ on_,
Dt Dt Dt Vot “or Yoy
o bien:

on On  On _
— g — u% — ’Uaiy =
Puesto que u = Vo(z,y, z,t), entonces las componentes de la corriente estan dadas
como:
w9 o0 _09
or’ oy’ 0z
Entonces, la ecuacién (2.30) la podemos reescribir en términos del potencial de veloci-
dad, ¢(z,y, z,t). Reemplazando la notacién 9/0x por el subindice x y asi sucesivamente,
para las demas variables independientes:

¢r — (nt + Gune + ¢y77y) =0. (231)

Cuando z = h(z,y) la ecuacién (2.29b) se reescribe como:

0, Z = 77(3571%75)- (230)

b2 — (duha + dyhy) = 0. (2.32)

2.4.2. Condiciones dindmicas de frontera

Aparte de las condiciones de frontera cinemaéticas, debemos incluir la ley que permite la
evolucién en tiempo de la superficie libre n(z,y,t). Vamos a suponer que el término de
presién en la superficie libre es una constante que, sin pérdida de generalidad, podemos
poner igual a cero. Ahora bien, si a un tiempo dado tenemos que z = n(x, y, t), entonces
queda especificada la constante del lado derecho de la ecuacién (2.28), que conveniente-
mente podemos, sin perder generalidad, dejar como cero. Por tanto podemos reescribir
la ecuacion de Bernoulli como:

bt (B 6+ )+ an =0 (233

Notamos aqui que la ecuacién es no lineal debido al término cuadrético de la energia
cinética.
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2. DERIVACION DE LA ECUACION KDV

2.4.3. Deduccién de la KdV siguiendo a Karczewska y Rozmej (2018)

Para poder atacar el problema no lineal que nos presenta la ecuacién de Bernoulli, es
necesario hacer algunas simplificaciones. Primeramente la dependencia en la variable
independientes, y se anula, quedando solo las variaciones en el eje z vy z. De esta forma
las ecuaciones (2.25), (2.31), (2.32) y la de Bernoulli (2.28) se reducen a:

Gz + @2z = 0; h(z) < z < n(x,t). (2.34a)

¢ — (Nede + 1) = 0; z = n(x,t). (2.34b)

ot + % (62 + ¢2) +gn = 0; z = n(x, ). (2.34c)
¢z — hate = 0; z = h(z,t). (2.34d)

Y, resaltando que tenemos un fondo plano, entonces h, = 0, por lo que podemos elegir
de manera arbitraria una z(z,t) = h(z,t) = 0, de manera que (2.34d) queda expresado
simplemente como ¢, = 0 en z = 0. Ahora bien, notando que la superficie libre 7,
es medida a partir de una altura H, la cual es la profundidad de la columna de agua
cuando el fluido estd en reposo, procedemos a escribir las ecuaciones en un sistema
adimensional. Denotaremos por a a la amplitud de la onda superficial, por L a su
longitud de onda promedio y por H a la profundidad del canal. Por lo que hace a las
variables adimensionales, las introduciremos como se enuncia a continuacién:

- H .z .7
¢:W¢v 37:Z7 77:57
i=2 i ol

H’ L -

. . . . 2 .

Definimos nuevos pardmetros adimensionales a = 7 y 3 = (%) , y por medio de

la regla de la cadena, se puede mostrar de manera sencilla que el sistema de ecuaciones
(2.34) se transforma en:

Bosz + dzz = 0; 0<2<1+ai(a,t). (2.35a)

1- - i i
E@z - (0477@% + 775) = 0; Z=1+an(z,1). (2.35b)
¢z = 0; z=0. (2.35d)

Notemos que tanto o como  tienen el mismo orden de magnitud ,y 0 (o) = 0(8) << 1
para poder llevar a cabo el método de perturbaciéon. Con este método lo que busaca-
remos es realizar una expansiéon que nos permita tener una buena aproximacion para
ondas de una longitud grande y una amplitud considerablemente pequena, a compa-
racion de la profundidad de la columna de agua, caracteristicas intrinsecas de la onda
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ecuaciones de aguas someras, bajo el método de perturbaciones

propuesta por Russell. Ahora, por practicidad, trabajaremos desde este punto sin las va-
riables tildadas, recordando que estamos trabajando en el sistema adimensional (2.35).

De forma estandar, en métodos de perturbacién se propone una solucién al potencial
de la forma:

o(z,2,t) Z 2" (2,1), (2.36)

donde ¢("™(z,t) son las funciones a encontrar.

Antes de continuar con la deduccién de la KdV, probaremos primero si ¢ del método
perturbativo (2.36) satisface el laplaciano en forma adimensional (2.35a). Para ello,
sacamos la segunda derivada de (2.36) respecto a x:

Guw = Z MM m e N. (2.37)

Si tomamos la primera derivada de (2.36) respecto a z y aplicamos la condicién de
contorno (2.35d), podemos ver que #1) = 0; de manera que

¢z =Y _(m+2)(m+1)2"¢" ) m e N, (2.38)

m=0

Entonces, sustituyendo (2.37) y (2.38) en (2.35a) nos percatamos que existe una relacién

. 0 _— . .
recursiva de ¢§c;,;) con los términos pares y de ¢. con los impares; sin embargo, tomando
en cuenta que ¢1) = 0, descartamos los términos impares de la expresién, obteniendo:

o0
é(z, 2, 1) E Q%Q%x, eN. (2.39)
m=0

Y, sustituyendo (2.39) en (2.35a), probamos que se satisface el laplaciano (2.35a).
Ahora bien, para continuar con el desarrollo sistemético de la deduccion, definiremos

una nueva variable w(x,t) := (0) (x,t), con la idea de reducir el grado de las derivadas;
entoces, desarrollando (2.39) con esta nueva variable tendremos
2 3
o(x, z,t) = ) — /Bzwa 5—42 W3y — %zﬁww + ... (2.40)

y, con (2.40), tomamos las derivadas de ¢ respecto a x, z, y t, evaluando en la superficie
z=14+an

2 3
¢, =—B(1+an)w, + %(1+an)3w3x — 1620( —I—om) Wy + . .. (2.41)
6 9 2 3
=w— —(1 —(1 — .. 2.42
o B 2 2 4 3
Or=¢, — 5(1 + an) wg + ﬂ(l + an) wsg — 720(1 + an) Wszt + . (2.43)
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2. DERIVACION DE LA ECUACION KDV

A continuacién, teniendo en mente que a@ ~ << 1, podemos sustituir (2.41) —
(2.43) en (2.35b), truncando los términos de €' (a?,a3,...; 8%, 83,...;a8,...), llegamos
a la siguiente ecuacién:

N+ Wy + a(nw)y — %wgm =0. (2.44)
Procediendo de forma andloga para la condicién dindmica (2.35¢), obtenemos:
Nz + Wi + cww, — gng =0. (2.45)

Podemos deshacernos de la variable w, a fin de obtener una sola ecuacién de onda
para 7. Para ello, tomamos una aproximacién a orden cero de a y 3 del sistema (2.44)-
(2.45), dejandonos en un sistema de ecuaciones lineales:

N+ wy = 0; Ne + we = 0. (2.46)

Es sencillo ver que, de (2.46), w y 1 son solucién de una misma ecuacién de onda.
Para ello tomamos la derivada temporal de n; + w, = 0 y le restamos la derivada
espacial de n, +w; = 0, y llegamos a la ecuacién de onda 1 — 1., = 0. Ahora, restando
la derivada espacial de 7 + w, = 0 a la derivada temporal de 7, + w; = 0, tendremos
la ecuacién wy — wy, = 0; de manera que, con oy 3 a orden cero,

Nt = —MNx, Wy = —Wy. (2.47)

y, por lo tanto,
w=r. (2.48)
Ahora, podemos englobar a (2.44) y (2.45) en una sola ecuacién por medio de (2.48),
reduciendo los términos de a y 3 a primer orden, definiendo Q@ y Q¥ como nuevas
variables cuyos términos son funciones de 7 y sus respectivas derivadas respecto x. Con
lo que
w=mn+aQ + QY. (2.49)

Similar a la forma de proceder para llegar a (2.47), veamos ahora que también
existe una relacién entre las derivadas parciales de (2.49). Tomando la derivada parcial
de (2.49) respecto a t, haciendo uso de (2.47), tendremos que

o[@ + @] + 5@ + @] =0, (2:50)
por lo que, suponiendo que « y 8 son valores arbitrarios:
Q) — o), QP = Q). (2.51)

A continuacién, analicemos lo siguiente; si sustituimos (2.49) en (2.44) y (2.45),
discriminando los términos de « y 8 de orden superior a uno, y haciendo uso de (2.47),
tenemos

o Q) +2im, ) + 8 (Qg(f) - énsx) =0, (2.52)
o Q) +m. ) + 8 < @ - ;n3x> 0, (2.53)
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sustrayendo (2.52) a (2.53), bajo el supuesto que v y B son valores arbitrarios cercanos
a cero, y tomando en cuenta (2.51), llegamos a

1 1
an) = =5 QJ(CB) = 37 (2.54)
Integrando (2.54), obtenemos:
() — 1,2 ® L
QY = —-n7, QY = - nou; (2.55)
2 3
asi, (2.49) y (2.53) toman la forma
1 1
w=n—on’ + 3 8ma, (2.56)
3 1
e+ 1+ SNl + Bz = 0. (2.57)

La ecuacién (2.57) es la conocida ecuacién Korteweg-de-Vries (KdV) en un marco de
referencia fijo (o inercial), y su solucién analitica estd dada como:

n(z,t) = Asech? [ ZQA (x —t (1 + %))

«

. (2.58)

2.5. Invariantes de la KdV

Una interesante propiedad fisica y matematica que se desprende del estudio de los
solitones es la conservacién de ciertas constantes del movimiento (o invariantes del
sistema). Es posible demostrar que la KdV, a primer orden, es un sistema hamiltoniano
integrable (Miura, 1976; Zakharov y Faddeev, 1971); es decir, posee un ntimero infinito
de constantes de movimiento (Drazin, 1983, Miura et al., 1968; Gardner y Morikawa,
1960). Dado que la demostracién formal del infinito nimero de cantidades conservadas
sale de los limites de esta tesis, serefiere al lector a las referencias donde se demuestra
de forma rigurosa que la KdV es un sistema de ecuaciones diferenciales hamiltoniano
(véase Zakharov y Faddeev, 1971; Drazin, 1983; Gardner y Morikawa, 1960 y Miura,
1976).

Si bien, un numero infinito de cantidades conservadas no tiene precisamente una
significado fisico, las primeras invariantes de la KdV estan relacionadas con la con-
servacién de masa, momento y energia. Diversos autores coinciden en que la primera
invariante, %7, corresponde a la conservacién de la masa (por ejemplo, Kruskal y Za-
busky, 1965; Drazin, 1983; Zhu, 2001; Karczewska y Rozmej, 2018); no obstante, no
existe un consenso con respecto al significado fisico de %3 y %3. Autores como Yanfen
y De-Kang (2007), y Drazin (1983) coinciden en que %, y %3 corresponden fisicamente
a la conservacién de momento y energia cinética, respectivamente. Por el contrario,
Zabusky, Kruskal (1965) y Zhu (2001) indican que %% representa la conservacién de
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2. DERIVACION DE LA ECUACION KDV

la energia cinética ya que, como se mostrard en el capitulo siguiente, 62 toma la for-
ma de energia cinética de la perturbacion de la superfcie libre, de manera directa. Sin
embargo, si %2 cumpliera con una ley de conservacion para la energia cinética, esta
conservacion deberia seguirse en todas las formas de la KdV, lo cual no sucede cuan-
do estudiamos formas més complejas de la ecuacién (Karczewska, et al., 2017), en las
que la conservacion de la energia cinética no se obtiene directamente de %5, con lo
cual se concluye que las demds ivariantes, aparte de %] no precisamente representan
el momento y la energia cinética. En los trabajos de Karczewska et al. (2015), Ali y
Kalisch (2014), e Israwi y Kalisch (2019) se formulan las leyes de conservacién para el
momento y la energia, haciendo énfasis en que estas surgen a partir de la construccién
de la KdV y sus invariantes, mds no implica que la conservacién de %, y %3 signifique
explicitamente la conservaciéon del momento y la energia.

Recordemos que en esta tesis estamos trabajando con la forma ma&s sencilla de
la KdV, la cual posee una no linealidad débil (consideramos los términos no lineales
a primer orden dentro del método de perturbaciones). Por tanto, podemos seguir la
teoria propuesta por Zabusky y Kruskal (1965), de modo que consideraremos a %)
y %5 como la conservacién de masa y energia, respectivamente. En particular, como
resultado de la conservacién de %1, la KdV representa una importante area de estudio
en los sistemas ocednicos, costeros y atmosféricos, pues las ondas que obedecen a esta
familia de ecuaciones tienen la cualidad de viajar por grandes distancias, conservando
su forma original sin disiparse (a diferencia de como ocurre con las ondas de gravedad).
En este caso, esta propiedad fisica si es una implicaciéon directa de la conservacién de
%1, como se menciond en el parrafo anterior.

En el capitulo 3 se demuestra la conservacion analitica de las primeras tres inva-
riantes de la KdV y se presenta un esquema numérico implicito que conserva de manera
eficiente el andlogo numérico de 41 y %3, y se compara contra los esquema explicitos
de Zabusky y Kruskal (1965), Lax-Wendroff y Walkley, de los cuales inicamente el pri-
mero logra conservar %;. Si bien, desde un punto de vista numérico resulta imposible
construir un esquema que tenga un numero arbitrario de constantes de moviemiento,
mas adelante se muestra que si el esquema numérico se disenia incorporando algunas
de estas constantes del movimento, el modelo serd més estable, lo cual permitira la
integraciéon numérica de la KdV por grandes periodos de tiempo.
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Capitulo 3
Esquemas en diferencias finitas de la

KdV y diseno experimental

En este capitulo se presenta el estudio numérico de la KdV a partir de dos esquemas
en diferencias finitas de Zabusky y Kruskal (1965) y de Zhu (2001) que denotamos en
lo que sigue como ZK65 y Z01 respectivamente. Asimismo, se deduce la KdV adap-
tada a dichos esquemas y se obtiene la solucién analitica de la ecuaciéon a partir de
desarrollos algebraicos simples. De igual manera, presentamos la implementacién del
método Newton-Raphson como una propuesta para la integracién en tiempo de la KdV,
aplicado al esquema Z01, distinta a las utilizadas convencionalmente.

3.1. Transformacion de la KdV en la ecuacion de Kruskal y Za-
busky

A partir de este apartado, trabajaremos con la ecuacion KdV de la forma:
M+ MM + 67730 = 0. (3.1)

La ecuacién (3.1) describe la propagacién unidimensional y de largo tiempo, de
ondas con amplitud pequena pero finita, en un marco de referencia mdvil (Stoker,
1957; Gardner y Morikawa, 1960; Zabusky y Kruskal, 1965), tales como las ondas del
régimen de aguas someras. Por tal motivo, buscamos una transformacion para llegar a
esta forma de la KdV a partir de (2.57).

Sea: & = Q(x — t) y £ = Rat, (2.57) toma la forma:

3Q 8@

n; + oM + 6 Ra B

Escogemos
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tal que
3Q é@ — 52
6 R '

. « ~ 9 Q
93:35\/;($—t) y t= 26\/;15,

con lo cual, la KdV se transforma como n; + nn;z + 82134, consistente con (3.1).

Entonces,

3.2. Solucion analitica

Para obtener la solucién analitica de (3.1), seguiremos el desarrollo de Brauer (2000).
Se propone una solucién para (3.1) de la forma:

n(z,t) =n(x—pt)=n(),

con lo cual llegamos a la siguiente ecuacién diferencial homogénea no lineal:

—B1e + mne + 6°nze = 0. (3.2)

Cabe senalar que, a lo largo de estas secciones, haremos uso de los subindices (¢) como
una forma de representar los operadores diferenciales y las derivadas con las que vamos
a trabajar. Por otra parte, de (3.2), es sencillo ver que:

1
—pBne + (2772> + (527725)5 =0,
3

por lo que:

1
{ —Bn+ 50’ + 527724 =0,
3
asi, integrando respecto a &:

1
—B’I? + 5772 + (527725 = 01. (3.3)

Multiplicando (3.3) por ne:

1
—Bnme + 5?72775 + 0% noene = C11e.

Nuevamente, es facil mostrar que:

1 1/1 1
-8 (2772>€ +5 <3773>€ +6° <2n§>£ = (C1n)e

de manera que:
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3.2 Solucién analitica

e integrando respecto a £ nuevamente:

B 2 1 3 52 2
—577 +6’l7 +577£ :Cln+02. (3.4)

C1 y C5 son constantes que pueden tomar cualquier valor; sin embargo, con C =
Cy = 0 garantizamos que
si n—=0 = ¢— +£oo,
por lo que
sio e —0 = §— doo.

Estas condiciones son concordantes con el tipo de ondas que estamos estudiando, lo cual
puede verificarse facilmente de manera grafica. Drazin (1983) y Brauer (2000) muestran
mas a detalle la justificacién por la cual, en este caso, la eleccion de las constantes igual
a cero nos resulta tutil para llegar a la solucion analitica que estamos buscando.

De (3.4) tenemos entonces que:

n n
SN
Mg 5 B 3

Tomamos la raiz positiva (ver Brauer, 2000) e integramos:

52 (3.5)

[l

Consideramos a las variables primadas de (3.5) como variables continuas mudas y,
considerando por simplicidad una 7(§ = 0) = 0, proponmos la transformacion:

n = 3Bsech? (w),

entonces:

B — g = \/B\/1 — sech? (w).
Para simplificar la integracion, realizamos una sustitucién trigonométrica. De la
identidad cosh? () + sinh? (§) = 1, tenemos que:

1

coshZ (0) [cosh? (0) + sinh? (0) = 1] .

Entonces, 1 — tanh? (8) = sech? (), por tanto 1 — sech? (8) = tanh? (). As:

sqrtf — g = /Btanh (w).

Multiplicando ambos lados por 7:

nm = 38+/Bsech® (w) tanh? (w) .
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Ahora, expresamos dn’ en términos de dw':

n = 3Bsech? (w) = dn=6Bsech (w) % (sech (w)) dw,

= dn = 6fsech (w) (—sech (w) tanh (w)) d (w),
= dn= —6Bsech?® (w)tanh (w).

— Q,

Con lo cual:

68sech? (w') tanh (w') du’

n d77' B w B
/o /B — %’ B /0 3B/ Bsech? (w') tanh (w')

_ 2 (3.6)
[ -
2

= ——F=w.

VB
Ahora bien, de (3.5) y (3.6) tenemos:

Pero, recordando que 7 = 33sech? (w):

ot ()] = 5 (3)]
I S [(77)%] :

36
Evaluando la secante hiperbdlica por ambos lados y, tomando en consideracién que esta
es una funcién simétrica respecto del origen:

sech <\/B§> - L
20 38’

o bien:

n(z,t) = 3Bsech? [\2/5 (x — ﬂt)] . (3.7)

La solucién (3.7) es un solitén adimensional que viaja al oeste, sin cambiar su forma
original y es solucién de (3.1).
3.3. Primeras tres invariantes de la KdV

En este apartado probaremos la conservacion de las primeras tres invariantes de la
KDV (3.1): €1, 62 y 63. Siguiendo a Dazin (1983), definimos a una ley de conservacion
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tal que, dada una ecuacién de la forma:

or + 0x =0, (3.8)
ot Ox

donde T es una variable de campo que describe al fluido (por ejemplo, la densidad o la
temperatura) y X es el flujo de dicha propiedad. En efecto, (3.8) implica que T} = 0;
1. e., T' = cte. Esta relacién implica que tanto T' como X son independientes de sus
derivadas temporales. En particular, para el caso unidimensional con el que estamos
trabajando, aplicando (3.8) a la evolucién de n(z,t), tenemos que 7'y X dependen
Unicamente de z, t, 0, 7y, 72, ..., pero no de 7;. Por otra parte, si T' y X, son
integrables en un dominio de (—oo, o),

X — cte, conforme |z|— oo,

entonces se sigue que (3.8) puede reescribirse como:

gt/ T dr=0 o bien, / T dz = cte. (3.9)

—0o0

Cabe senalar que esta ley de conservacion presenta un inconveniente cuando tenemos
condiciones periddicas para u y sus derivadas en espacio y tiempo pues, para estos
casos, la ley se cumplird unicamente para cada periodo en el cudl estemos evaluando
las invariantes, a diferencia de los solitones que no son periddicos, en los cuales se
cumple la ley de conservacion en todo el dominio. Si bien, lo anterior puede limitar la
validez de la conservacién de %61, G2 y 63, esto no representa un problema para el diseno
de nuestro cédigo, ya que si definimos los bordes del dominio lo suficientemente lejos de
la perturbacién asociada al solitén, entonces aun es posible hacer comparaciones entre
las soluciones numeéricas (que por disenio son periédicas) y las soluciones analiticas.

Comenzamos por %;. Podemos separar la KAV (3.1) por diferenciales de tiempo y
espacio:

1

Aqui es donde intervienen las condiciones periddicas y, para que se cumpla la ley de
conservacion, acorde con el disenio de nuestro esquema, integramos en x en el intervalo
de [0, L], donde L es la longitud del intervalo. Luego:

L L 1 ) )
O (n)dx + Ox 3" +0°n; ) dx = 0.
0 0

Hemos reescrito la ecuacién (3.1) en forma de flujo y podemos dar cuenta de que el
término X de (3.8), sustituido en esta integral, es una diferencial exacta:

1
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Dicho lo cual, al integrar este término respecto a x y, por condiciones periédicas, tene-
mos que:

L
(¢1), =0, donde ¢ = /0 (n) dx. (3.10)

En cuanto a la segunda invariante %%, multiplicamos (3.1) por 7. Siguiendo la misma
linea que para %1, llegamos la siguiente forma de flujo:

L 1 2 L 1 3 1 2
) 7 )dr 4 [ Op | 50 +1m2e — sy | do =
0 \2 0 3 2

Nuevamente, por condiciones periddicas:

/OL (;772) dz = €. (3.11)

Por tltimo, para la tercera invariante %3 multimplicamos la KdV por —n?/2 vy,
al mismo tiempo, le sumamos §21,0, multiplicado por (3.1). Con lo que, reescrito en
forma de flujo, tenemos:

L 1
0 / (5277926 — 773> dx
“Jo \2 6

L

1 1 1

+ / Do <—8n4 - 552772772;5 + 82 + 8 amse — 25477§x> dz = 0.
0

Una vez mas, por periodicidad, concluimos que %3 es una constante del movimiento:

Fllo, 14
55 Mo~ g dx = ©3. (3.12)
0

A continuacién, analicemos el siguiente ejercicio: supongamos que 7 es una velocidad
u. Para cada una de las invariantes hemos multiplicado la KdV por cierto pardmetro (1
para 61, u para 63 y —u?/2 para %3). Sin perder de vista esta idea, podemos ver que
cada una de las invariantes tiene inmersa una densidad de movimiento. Por ejemplo,
suponiendo que queremos incorporar la densidad del fluido: para %} tendremos una
conservacion de masa, para %» cumplird una conservacién de momento zonal y para %3
tendremos la conservacién de energia cinética. Por lo tanto, fisicamente la conservacién
de estas cantidades representa la conservacion de formas de densidades del movimiento
inmersas en la KdV. Esto confirma la premisa citada por Israwi y Kalisch (2019),
donde hemos comprobado que el momento zonal y la energia cinética tinicamente estan
inmersas en %, y %3 respecivamente, méds no quiere decir que %> sea el momento zonal
ni %3 sea la energia cinética de la perturbacién de la superficie libre. Por otro lado, en
este caso se cumplié que %> coincidié directamente con la conservacién de la energia
cinética (tal cual como se indica en Zabusky, Kruskal (1965) y Zhu (2001)); no obstante,
no podemos aseverar que esto se cumpla para todas las formas de la KdV. Aunado a lo
anterior, ya que el desarrollo tedrico de esta forma de la KAV parte del caso de estudio
para aguas someras, dichas cantidades estan asociadas explicitamente a ondas de dicho
medio (ver Drazin, 1983 para mayor detalle).
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3.4. Esquema en diferencias finitas de Zabusky y Kruskal (1965)

El esquema numérico més simple para resolver la KdV es el propuesto por Zabusky y
Kruskal (1965), el cudl permite de manera formal sélo la conservacién de %, mientras
que presenta dificultades para conservar %5.

Para encontrar la discretizacion en diferencias finitas de la KdV, se propone utilizar
el esténcil definido en el intervalo cerrado, sobre el eje z, [0, L], con una malla de puntos
en x definidos por:

L ) .
Ax:ﬁ, .ﬁU]:]A.ZU y jZO, 1, 2,,N—1

Dadas las consideraciones anteriores, (3.1) se aproxima como:

1 [ At
+1 _ —1
B = = g (Re) Ot o ) (s =)
At
2
-0 W [77?+2 - 277jn+1 + 277?71 - 77?72] )

(3.13)

donde 6% es un pardmetro que modula la amplitud del solitén y fue obtenido previa-
mente de la derivacién de (3.1).
Al tratarse de un esquema explicito, tenemos una aproximacién condicionalmente

estable, con un error de truncamiento del orden & [(At)2 , (A:c)ﬂ .

De este esquema se desprende el andlogo discreto de la cantidad %7, que es una
integral sobre el dominio en el intervalo [0, L] y, en consistencia con la sintaxis del
lenguaje de programacién Python, estd dado como:

N—-2
G (n)=> 0} (3.14)
=0

Podria pensarse que la suma (3.14) se plante arbitrariamente sin considerar el
Az. No obstante, (3.14) se se sigue de (3.10) y su aproximacién en diferencias finitas
obedece a (3.13). En efecto, es claro ver que para demostrar (3.14), debemos demostrar
que Cfljj(n —-1)= ‘io”l]j(n +1). De (3.13) basta con demostrar lo siguiente:

N-2
1 /At
> 5 (50) O3 +95) G = 1)

J=0
Voo (3.15)
2 —
T2 O gy e — 2l + 20y — ] = 0.
=0
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O bien,
N-2
1 [ At
3 (&2) X e ) (=)
j=0
N-2
At
Ot R 2 e = 20 20y = p] = 0.
j=0

En efecto, para cualquier n del tiempo, escribimos cada termino de (3.15) en la siguiente
tabla:

i mhy M A i Fise M2 =201 +205
0 o e 2 [
1 3 N2 110 N3 21 210
2 3 1273 T2 o 23 2
3 Uk s N 372 s 24 2o

"2 2 , , ¢ [> Yo
NN_4 NN—g TNIN=51N—4 TIN—51N—6 IN—7  2NN—4  2NN_6

IN—6 2nN_s

IN—s IRUNSE 21N _4

N -5

N -4 7712v73 7712\/75 NIN—47N-3 TIN-47]N-5
N -3 7712\174 NIN-3NN—-2 7TIN-37N-—4
N -2

n3_s IN—270 NIN—21N—3 1IN —4 2mp 2NN—3

Tabla 3.1: Conservacion de masa, esquema de Zabusky y Kruskal, 1965

De la tabla 3.1 vemos lo siguiente:

¢ Los términos encerrados en color, en los extremos, se cancelan por condiciones de
periodicidad en las fronteras: n; = n;4n—_1.

¢ Los términos escritos en color se cancelan en el interior del esténcil.

De manera que (3.15) es idénticamente cero. Esto es, el andlogo discreto de & (‘51137 (n))
también se conserva.

3.4.1. Prueba de consistencia

Para el estudio de la consistencia de este esquema trabajaremos los términos de la KdV
por separado. Por otra parte, definimos 7 (z;) := 7;. Comenzamos con el término de
cambio local en tiempo de la KdV. Realizamos una expansién en serie de Taylor para
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n(t+ At) = 17;'“'H y n(t—At) = 77;-‘_1, manteniendo fijo cada punto z; del esténcil:

"= 0" 4 e, (AY)

1 1 1 (3.16)
o+ oyl (867 + Sl (A0° + Znuly, (A + 6 | ()]

A )
el (A = =gl (DD + ~agls, (M) — 6 (0]
o1 12t Itn 313t It 1t ltn .

Ahora bien, restando (3.17) de (3.16) y dividiendo entre 2At, el conjunto de ecuaciones
(3.16, 3.17) se reduce a:

(3.17)

n+1 n—1
n -1 ~ 2
9AL ~77t|tn+ﬁ[(At) }

) T,n—l—l _ 771@—1
1 = [
Aifﬁo{ oA el

Trabajando de manera analoga la parte espacial, aproximamos las derivadas en x
de la siguiente forma: para el término no lineal, primero, aproximaremos la derivada en
x de la siguiente forma:

Nj+1 = 15 + Nale; (Ax)

1 1 1 (3.18)
+ 5aele; (A) + Zomacle, (A2)° + Tl (Aa)' + 6 [(A2)’)
Nj—1=1j = Nala, (Az)
1 (3.19)

1 1
+ Sele; (A2)” = Sngale, (A2)° + uals, (Aa)* = 6 [(B2)°) .

Restando (3.19) a (3.18), tenemos que:

Tetl I noelsy + 0 (807

Es sencillo ver que 7 se aproxima como un promedio mévil de n]xj y sus vecinos; i. e.,

nj = 5 n(r; — Az) +n(2;) +n(z; + Az)]

— | =

=3 (Nj+1+mj +nj-1)-

Tomando en cuenta la consideracion anterior, se concluye lo siguiente:

1

Nj+1 — MNj—1
3 (Nj+1 +n; +nj-1) (W) N NNz, + O [(Ax)ﬂ

B 1 Nj+1 — Nj—1
AEBO {3 (Nj+1 +nj +nj-1) <J2A:p] = NjNale; W
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Por dltimo, para discretizar la tercera derivada con un error de truncamiento menor,
tomamos un Ax extra y realizamos nuevamente la expansién en serie de Taylor; i. e.,
evaluamos en 7 (z £ 2Az):

1
! (3.20)

1 1
+ 5 ele; 282)° + Fmuels, (282)" + 6| (282)°).

1
Nj—s = 10; — Mle, (2A1) + 577236!9;]- (2Az)?

1

(3.21)
1
— oele, (280)° + Lel, (280)" = 6| (282)°).

Restando (3.21) de (3.20):
A N 1 3 5
Nj+2 — Nj—2 = 2 |Nele; (282) + §773x|x]— (2Ax)° | + O | (2Ax)°| .
Pero, de (3.18) y (3.19):
=Tl A2 Azt~ (Az)?| 4+ 0 |(Ax)®
Ni+1 — Nj+1 =~ 77$|a:j T+ 3'773r|x]( T)”| + (Az)”|.

Entonces:

Nj+2 — 2nj4+1 + 2nj—1 — nj—2 2
: j2 (Axg)] 2 ~ 7733:|zj + 2 [(ACL’) :|
Nj+2 — 20j+1 +2nj—1 —nj—2 |

{ 9 (AJ})3 - "7336’%' |

lim
Az—0

De modo que, en el limite cuando At — 0, Ax — 0, la forma discreta propuesta por
el esquema de Zabusky y Kruskal (1965) es igual a la KAV (3.1) en el continuo.

3.4.2. Esquemas de integracion temporal para comparar con Zabusky y Krus-
kal (1965)

En la seccion anterior, hemos introducido el esquema de discretizacién numérico pro-
puesto por Zabusky y Kruskal (1965), mismo que es explicito en tiempo. A fin de
realizar comparaciones de desempeno del esquema de Zabusky y Kruskal, proponemos
evaluar su eficiencia contra tres esquemas mas de integracién explicita en tiempo: 1)
Up-wind, 2) Lax-Wendroff y 3) Wakley. Tal ejercicio se basé en el proyecto final de
Tiago Correia (2018) para el curso 4301 de Matemadticas Aplicadas de la Universi-
dad de Columbia, NN. YY., en abril de 2018. Dicho cédigo esta disenado en Jupyter
Notebook, con el lenguaje de programaciéon Python, mismo que puede ser consultado y
descargado en https://github.com/modessert /Numerical-Methods-KDV /blob/master/
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3.5 Esquema en diferencias finitas de Zhu (2001)

numerical KDV.ipynb. Cabe mencionar que el cédigo de Tiago Correia trabaja con la
ecuacion KdV estandar:

N + 6nng + N3 = 0. (3.22)

Dicho cédigo se fundamenta en la teoria establecida en el articulo de Shahrill, et al.
(2015) y, para pasar de (3.1) a (3.22) basta con aplicar a (3.1) la siguiente transforma-
cién:

Tyl = B.%'s; tzk = Ats. (3.23)

Donde . y t.x son las variables = y t de (3.1), mientras que z, y ts son las variables
de la KdV transformada. Con esto, vemos que con 62 = B2?/6 y 6B/A = 1 pasamos
de (3.1) a (3.22). Cabe mencionar que, en consistencia con Zhu (2001), ¢ = 62, donde
62 fue obtenido previamente en (3.1). Asf siguiendo el desarrollo de Correia (2018), los
esquemas a comparar son:

X Walkley:
At
B = = s () =8 () 8 ()" = ()]
At
— Em (U;L+2 - 277?—1—1 + 277?—1 - 77?—2) .

¢ Lax-Wendroff:

1 At 1 At 2 2
+1 __ n
AN [("?Jrl — 1) — A ((77?+1) + (nf-1) >]
At
- fw (77;'1+2 - 277;‘1+1 + 277?71 - 77?72) .

De estos esquemas numeéricos no se prueba formalmente si conservan o no los inava-
riantes %1, %2, y 3. Los experimentos numéricos propuestos se usaron para realizar las
comparaciones pertinentes entre dichos esquemas y se muestran en la segunda seccién
del capitulo cuatro de esta tesis.

3.5. [Esquema en diferencias finitas de Zhu (2001)

Este esquema consiste en una aproximacion en diferencias finitas, donde se propone
una discretizacién implicita que permite la conservacién de una invariante de orden
superior. Ademas, este esquema, linealmente, es incondicionalmente estable y posee un

error de truncamiento del & [At + (Aac)ﬂ , ¥ se enuncia a continuacién:

n n+z 2 n+i 2 1 n.mn
0+ DAL A <77j 2> + 220 (nj 2) - = (77]' nj“> —0. (3.24)
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1
Donde 77;14_2 = % (T}?Jrl + 17;‘) Los operadores discretos Ag, Ay, y A_ representan las

aproximaciones en diferencias finitas (centrado, progresivo y regresivo, respectivamente)
de las derivadas respecto a x, y el subindice ; denota el operador discreto progresivo de
la derivada temporal:

77;7’_5_1 - 77?_1 n;L+1 — 77;'1

Ao (77;1) = IAT ) Ay (77?) = Az
Ay T WM
-07) =S y M= SR

3.5.1. Prueba de consistencia

Primero analizaremos el término del cambio local temporal del esquema. Es sencillo
ver que la discretizacién de este término surge de una aproximacion en serie de Taylor
para 7 (t + At). De (3.16) vemos que:

n+l _ . n
% & Nelt, + O (At).
) nn+1 _ nn
1 £ T Y= [}
A:fso{ Al el

Los siguientes términos requieren un anélisis mas detallado. Vemos primero que los
operadores discretos surgen de aproximaciones en series de Taylor, tal que AL es igual
a (3.18), A_ esigual a (3.19) y Ag es la sustraccién de (3.19) a (3.18). Entonces, para
el término dispersivo desarrollamos de adentro hacia afuera cada uno de los operadores:

A <"?+%> - ﬁ (g =) + (nf = )| + 0 (A0).

=
n+3 1 n+1 n+1 n+1 n n n
Ay {A— <77j 2)} :m [(77]:1 — 2+ Ujj1> + (01 — 21 +"7j—1)}
+ 0 (Ax).
=

n+3i 1 n n n n
sl o (5 2t 20

1
g (e — 20+ 200y — 1) + O [ (Aw)?].

4 (Ax)
De n;-lt vemos que, en el limite cuando At tiende a cero, 77;-”1 = 77;?. Con lo cual:
Alif_ﬂlo Ao Ay A n; =5 (Az)? (77j—2 — 2054 + 2052 — 77j—2) +0 [(Aw) } :
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RV nt3 e |t
dim 2o [o (5]} -t m

En cuanto al término advectivo (al cual denotaremos como TNL), tomando en
consideracion que Ag es un operador lineal y discreto, con un error de truncamiento
asociado de segundo orden, cuya construccién ha sido mostrada en lineas anteriores,
tenemos:

2 )21 ) 1 2 N2

o (78) = fo (™) = s [ ()" ()
1

12Azx

o [(Agﬂ .

+ g e =+ () = ()]

Sin embargo, nuevamente hacemos uso del operador nj,; con lo cual, en el limite cuando
At tiende a cero:

Jim (TN} = ()" — (20)7) + 0 [(a0)]

1
= 1Az (U;‘lﬂ - 77?71) (77}11 + nj’Ll) L0 [(Amﬂ
1 1
= s (=) 5 (W + ) + 0 [ (B)%).

Ahora bien, notemos que el término de la suma es la forma discreta de 7;, la cual
consiste un promedio mévil entre los puntos que se encuentran a una distancia +Ax
de 1|s,; es decir,

1
ny ~ 5 [0 (o + Az) + 1 (25 + Aa)].

Por lo tanto,
lim lim {TNL} =n"n.|l» W
AT, Afmy (TTNLY = el
En conclusién, en el limite cuando At y Ax tienden a cero, el esquema (3.24) es igual a

la KdV en el continuo (3.1), mas un error de truncamiento del orden & {At + (Am)z]

3.5.2. Integracion temporal del esquema con Newton-Raphson

El principal reto que representé esta tesis fue consolidar un cédigo de integracién a
largo plazo de la KdV (3.1) que, al mismo tiempo, permitiera la conservacién de las
invariantes del movimiento (¢, é2 y %3). En particular, el esquema propuesto por Zhu
2001 permite la conservaciéon formal de los andlogos numéricos de las invariantes del
movimiento 61 y 3. Dado que en articulo de Zhu se prueba la conservacién numérica
de %3, se omitird esta demostracién formal en la tesis y se refiere al lector al articu-
lo antes citado. Por otra parte, el squema numérico propuesto por Zhu para la KdV
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resulta en un sistema de ecuaciones no lineales, cuyo nimero es igual al numero de pun-
tos del esténcil menos uno, con condiciones de frontera periddicas. Ejercicios lineales
similares a este pueden resolverse mediante el método de Newton-Raphson, dado que
éste representa un ejercicio algebraico menos complejo que otros esquemas numéricos,
cuyo estudio sale de los limites de esta tesis (por ejemplo técnicas de continuacién por
pseudo-arco). De la literatura sabemos que, ademads, este método converge de forma
cuadratica (Remani, 2013), con lo cual aseguramos la estabilidad de integraciones de
largo plazo, minimizando la pronta aparicién de errores computacionales que desesta-
bilicen la solucién numérica. Si bien, en esta tesis no se reporta la demostracién formal
de la convergencia cuadrética, en el andlisis de resultados se muestra de forma grafica
que dicho esquema logra hacer las integraciones numeéricas a largo plazo, conservando
las invariantes 61y %3, con una mayor tolerancia a presentar errores numéricos asocia-
dos al esquema per se. De esta forma, también numericamente, podemos explorar la
estabilidad no-lineal del método de integracién propuesto en esta tesis.

A grandes rasgos, el método de Newton-Raphson es una linealizacién mediante
una expansién en serie de Taylor de una funcién vectorial de varias variables que nos
permite obtener de forma iterativa los vecinos de esa funcién evaluada en un punto
en R™, donde m es la dimensién del espacio que se requiere para definir un vector en
el esténcil. Entonces, para cada paso de tiempo dado, es necesario iterar un niimero
de veces hasta que el criterio de convergencia se haya satisfecho; es decir, a partir del
Jacobiano de la funcién, la iteracién con el método de Newton-Raphson se construye
como:

) = k-1 _ j(sc(kfl))_l F (sc(kfl)) , (3.25)

donde k£ = 1, 2, ..., n, representa la iteracién que termina cuando la diferencia en
valor absoluto |£(®) — £(*~1)| < ¢ donde e representa el umbral de error permitido.
FEmpiricamente, y por disefio experimental, en esta tesis se determiné que bastan tan
solo dos iteraciones en (3.24) por cada paso de tiempo. Denotamos x € RNP el vector
definido por el niimero de puntos que componen el esténcil (N P) en el intervalo cerrado
[0, L] a lo largo del eje = de longitud L; F' es una funcién vectorial no lineal (i.e., con
términos no lineales cuadraticos) que toma valores en RNP v devuelve valores en RVF,
mientras que J ()" es el inverso de su matriz Jacobiana. Por lo anterior, mediante
(3.25) buscamos resolver el sistema de ecuaciones no lineal F'(x) = 0 (consultar Remani,
2013 para una descripcién formal mds detallada de este método).

Ahora, para ilustrar este método de iteracién, aplicaremos (3.25) a (3.24). Primero,

vemos que (3.25) puede ser reecrito como un sistema de ecuaciones lineal, de la forma:

d=—-J'F.0O bien,
dj = —J;; Fy;

)

(3.26)

donde d = n"t1) — () = 77;”1 —nj . Sin embargo, dado que buscamos resolver el
sistema en un tiempo futuro, tenemos que (3.24) es nuestra funcién a evaluar para
resolver el sistema en la siguiente iteracién (n+ 1) correspondiente al tiempo futuro; es
decir, F = F (77”“, 77”) = F; (77?“, nZ") donde 0 <j<NP-1,0<¢:<NP—1son
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los indices de los puntos del esténcil. Por otra parte, redefinimos las variables temporales
de manera que 7)?“ := Uj corresponde al valor en el futuro (n+1) y nf := V; a su

valor pasado en n. De esta manera, reescribimos (3.24):

o . n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n n n n n _
F] = F] (nj_Qa Mi—1s M5 M1 M2y Mi—2> Mj—15 M55 Njg1s 77j+2) =0,

— F; (U;,V;) = 0.

(3.27)

Las ecuaciones (3.27) indican claramente el cardcter implicito y no-lineal del esque-
ma de discretizaciéon de Zhu (3.24). En cuanto al jacobiano de la funcién, definimos los
parametros:

i Ay i At
1 =€ ——3, 2 = ;

4(Az)? 12Az
donde k1 se define como el pardmetro dispersivo y ko es el advectivo. Cabe precisar
que estamos derivando con respecto a U; ya que V;, al ser el término “presente”, es
considerado como una constante, por lo que su derivada es identicamente cero. Con lo
anterior en mente, podemos definir un operador diferencial:

. oU; ~ )0 de Io contrario.

OF; 1, sit=y;
5ij j { J
De esta forma, el jacobiano de (3.24) es:

Jij = 0ij + ko[ dix1, j (2Uiz1 + Vigr ) — i1, j ( 2U;i—1 + Viq ) ]

3.28
+ k1 [ divo, j —0i—2, 5 —2( 6iy1, j — 0i-1, 5 ) | (3.28)

Una vez construido el jacobiano, el sistema algebraico fue resuelto mediante el len-
guauje de programacion Python, con el uso de la funciéon 1inalg.solve de la libreria
numpy. Por ultimo, la toma de decision para elegir el niimero de iteraciones del méto-
do, fue de forma heuristica; es decir, se calcularon las normas de Fj a cada paso de
tiempo, en cada una de las iteraciones, hasta asegurar que el fuera lo suficientemente
cercano a cero y no creciera significativamente, con lo cual comprobamos la convergen-
cia cuadratica del esquema y, al mismo tiempo el esquema pudiera ser comparado de
manera “justa”’ contra los esquemas explicitos.

3.6. Diseno experimental

En este apartado se muestra la lista de experimentos que permiten comparar el des-
empeno del esquema implicito no lineal de Zhu-Newton-Raphson, contra los esquemas
explicitos de Zabusky y Kruskal (1965), Walkley, y Lax-Wendroff (en sintonia con Co-
rreia, 2018 y Shahrill, et al., 2015). Para ello, utilizamos la misma condicién inicial del
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articulo de Zabusky y Kruskal; es decir, n(z,t = 0) = cos (rz); = € [0, 2]. Los valores
exactos para 61, G2 y 63, a partir de esta condicién inicial son, simplemente:

2
%12/ nda::O,
0
21
‘52:/ —n?dz = 0.5,
0 2

2

1 1

&, = / (252773 - 6773) dz ~ 0.00238844.
0

Noétese que hemos truncado %3 hasta la octava cifra decimal.

3.6.1. El experimento control

Para la integracién numérica de Zhu-Newton-Raphson, se mantuvo fijo el ntimero de
puntos del estencil, N — 1, y se definieron distintos pasos de tiempo con la condi-
cién inicial propuesta por Zabusky y Kruskal (1965). Se definié un ntimero de puntos
N = 201 para el esténcil espacial, a un paso de tiempo Atzp, = 1.59 x 10~* tal que,
numéricamente, se satisface la condicion de estabilidad lineal, con un parametro CFL,
cAt/Ax < 0.01; donde ¢ = 1, es la velocidad adimensional de propagacién maxi-
ma de los solitones, que se establece a partir de una inspeccién de los diagramas de
Hovmoller, como se verd mas adelante en los resultados. La integracién del cédigo de
Zhu-Newton-Raphson se realizé en tiempo adimensional de 0 a 12. Se calcularon los
andlogos discretos de €1, %2 y %3, como se indica en el apartado 3.4. Por ultimo, se
utilizaron dos iteraciones con el método de Newton-Raphson, para cada paso de tiem-
po. Debido a que la convergencia del esquema de Newton-Raphson es cuadritica, se
decidié sélo utilizar dos iteraciones. El uso de mas iteraciones con Newton-Raphson no
disminuian sustancialmente el error.

3.6.2. Esquemas explicitos

Este es un grupo de experimentos en donde se varié el paso de tiempo y el nimero
de puntos del esténcil corresponde al que se usa en el control de Zhu; . e., 201. El
cédigo de estos esquemas se modificé a partir de los cédigos de Tiago Correia, como se
mencioné anteriormente en la seccién 3.4. Para evitar violar la condiciéon de CFL, se
utilizaron pasos de tiempo diez veces mas pequeno que el utilizado en el esquema de
Zhu-Newton-Raphson (i. e., 1.59 x 107%). A partir de estas soluciones, se graficaron los
correspondientes diagramas de Hovmoller.

3.6.3. Prueba numérica de convergencia del esquema Zhu- Newton-Raphson

Este experimento consistié en comparar la solucion analitica de la KdV, dada por un so-
litén como condicién inicial (ver ecuacién (3.7)), contra la solucién numérica del esque-
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3.6 Diseno experimental

ma Zhu-Newton-Raphson, con los pasos de tiempo At = 100Atzp, v At = 200Atzhy.
El objetivo de estos dos experimentos fue mostrar el desfase entre las soluciones a estos
pasos de tiempo y, junto con el calculo de las €1, %2 y %3, estudiar numéricamente la
convergencia del esquema a la soluciéon analitica.
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Capitulo 4

Analisis de Resultados

En la siguiente tabla se muestran los tiempos de computo que tomaron las integraciones
numéricas de 0 a 12 unidades de tiempo adimensional, para cada uno de los esquemas
con los distintos pardametros de integracion evaluados:

Esquema Ax At Tiempo aproximado Tiempo de
de cémputo [h] colapso (=)
Zhu-Newton-Raphson  0.01  Atgp, = 1.59 x 10~% 9.38
Zhu-Newton-Raphson  0.01 100At zpa 0.09
Zhu-Newton-Raphson  0.01 200At zhe 0.04
Zabuzky-Kruskal 0.01 %Atzm 0.035 6.1
Zabuzky-Kruskal 0.01 %Atzm 0.30 8.4
Zabuzky-Kruskal ~ 0.005 Atz 0.72 8.5
Zabuzky-Kruskal 0.01 ﬁAtzm 0.78 8.5
Zabuzky-Kruskal — 0.005 35 A Zh 0.61 8.4
Walkley 0.01 At Zhy 0.05 1.2
Lax-Wendroff 0.01 %Atz;w 0.05 1.1

Tabla 4.1: Tiempos de computo y colapso de los distintos esquemas evaluados con diferentes

pardmetros

De la tabla (4.1) podemos visualizar los tiempos de cémputo que conllevaron las
integraciones numéricas de los distintas esquemas evaluados en este proyecto. Los tiem-
pos de cémputo fueron arrojados en el cédigo de integracién. Por otra parte, los tiempos
de colapso se refieren al tiempo maximo aproximado hasta el cual los esquemas logran
integrar la KdV. Cabe anticipar que (a primera vista) que el esquema de Zhu-Newton-
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

Raphson conlleva un alto costo computacional; sin embargo, con las graficas mostradas
mas adelante, se vera que este costo es relativo, pues el esquema permite pasos de tiempo
lo suficientemente grandes como para competir computacionalmente contra los esque-
mas explicitos trabajados en esta tesis. Mds aun, este esquema logra integraciones por
periodos de tiempo mayores que los demas esquemas explicitos de manera mas estable

(siempre y cuando exista una eleccién adecuada de los parametros de integracién).

4.1. Esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson

Primera invariante

— 1.000x1071° A
©
c
o 0.000
n
qc) 15
—1.000x1071> A
£
8 —2.000x1071% 4 —— Aty =1.59x10~4
'T_" —— Aty = 100Atzn,
O _3.000x10-15{ — A2 =20080m
0 2 4 6 8 10 12
Tiempo adimensional (t)
Segunda invariante
-1
— 5.000x10 — Atz =1.59x107*
g —— Aty = 100Atzn,
O 4.980x107" A —— At, = 200Atzny
n
c
@ 4.960x1071 4
£
T 4.940x107!
D,
o~ -1
@) 4.920%x10
0 2 4 6 8 10 12
Tiempo adimensional (t)
Tercera invariante
? 2.390%103
RS
n
C 2.380x1073 A
(]
£
T 2.370x1073
© —— Atz =1.59x104
‘—H" —— Aty = 100Atzn,
QO 2.360%1073{ —— Aty = 200Atzpy

0 2 4 6 8
Tiempo adimensional (t)

Figura 4.1: Resultado de la conservacién numérica de 61, 6> y 3, considerando el método

implicito de Zhu-Newton-Raphson para distintos pasos de tiempo

10 12
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4.1 Esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson

La figura (4.1) es el resultado de la conservacién numérica de 61, 62 y 63 para el
esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson. Se muestra una integracién temporal de
0 a 12 [uta] (unidades de tiempo adimensional). Las invariantes se calcularon con tres
distintos pasos de tiempo: (a) el control Atzy, = 1.59 x 1074, (b) Aty = 100Atzp, v
(¢) Aty = 200Atzp,. En la grafica se puede observar el desempeno del esquema pa-
ra conservar, principalmente, %, v %3. En cada una de estas cantidades se presentan
variaciones del orden de 10716 para el paso de tiempo més fino, Atzp,. Sin embargo,
respecto a los pasos de tiempo mas grandes, se observa que las variaciones en 4; y
%3 son marcadamente méas grandes, ambas con variaciones del orden de 107¢ (lo cual
sale del orden de precisién de la maquina). Incluso se puede observar que %3 presenta
variaciones mucho mayores con los pasos de tiempo mayores, lo cual podria sugerir
que %3 no se conserva; no obstante, se debe tener presente que estas cantidades fueron
evaluadas con pasos de tiempo cien y doscientas veces mayores que el paso de tiempo
de control y, ademads, cada una de las invariantes se desprenden del esquema numéri-
co mismo Yy, si ocurren errores de inestabilidad en el esquema, las invariantes van a
presentar estos mismos errores, generando un error de convergencia a las cantidades
analiticas, més no implica que no se conserven las mismas. Con relacién a lo anterior,
en general, podemos afirmar que las variaciones de estas cantidades aumentan en orden
de magnitud conforme aumenta el paso de tiempo.

Respecto a %5, podemos ver que el esquema mantiene a esta cantidad en un rango
de 0.492 a 0.5. Algo interesante a notar es que no hay variaciones significativas en esta
cantidad, a distintos pasos de tiempo, mostrando unicamente un entre cada % con
los distintos At. Sin embargo, hay que recordar que el esquema de Zhu (2001), solo
conserva 6 y 6s.

La figura (4.2) es el diagrama de Hovméller obtenido para el esquema de Zhu-
Newton-Raphson con el paso de tiempo mas fino, Atzp,, el cual es el resultado grafico
de la salida del modelo 7 (z,t), en el intervalo de tiempo de 0 a 12 [uta], sobre el do-
minio de 0 a 2 [uda] (unidades de distancia adimensional). En este diagrama podemos
observar que los solitones se propagan a distintas velocidades y en ambas direcciones
sobre el eje x. Debido a esto, se generan colisiones entre ellos, en distintos puntos del
dominio. A primera vista, vemos que existen dos regiones de colisiones multiples: (a) la
primera entre los tiempos 4 y 5, y (b) la segunda entre los tiempos 9 y 10.2, aproxima-
damente. Una inspeccion cuidadosa de las figuras del diagrama revela que los solitones
viajan sin perder su amplitud y su forma original, después de cada colisién. Durante
las colisiones ocurren s en tiempo para cada solitén; sin embargo, cada solitén continiia
viajando a las mismas velocidades que tenian antes de la colisién, lo cual representa
una interaccién no-lineal. En la figura (4.2) vemos que existe un buen desempeno en la
integreacién del experimento control (i. e., para el paso de tiempo Atzp,), en el sen-
tido de que, los andlogos numéricos de las constantes de movimiento 671, %2, y %3 son
casi-constantes. Esta condiciéon permite mantener los errores numéricos dentro de un
margen muy reducido y redunda en mantener bien acotadas las inestabilidades asocia-
das al término cuadratico no lineal (nn,). Méds adelante se muestra el analisis de ambas
regiones cercanas a las colisiones multiples, donde se puede confirmar que el esquema
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

realiz6 una integracién eficiente de la KdV.

Tiempo adimensional (t)

O T T 1
0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 150 1.75 2.00
Distancia adimensional (x)

| TS

-1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 2.4
nix, t)

Figura 4.2: Hovmodller de n para el esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson, conside-

rando un Atzp,
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4.1 Esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson

En la figura (4.3) podemos apreciar los tiempos de generacién del primer solitén y
su evolucién después de aproximadamente 1.15 [uta]. Estas gréficas fueron producidas
a partir del esquema de Zabuzky y Kruzkal (1965) y con el esquema implicito de
Zhu (2001), propuesto en esta tesis. Tenemos una comparacién entre integraciones
con distintos pasos de tiempo para probar la estabilidad del esquema Zhu-Newton-
Raphson con pasos de tiempo muy contrastantes, de manera que en (4.3) se visualizan
las integraciones con el paso de tiempo de control (Agp,) contra pasos de tiempo
100At zpy v 200At zp,,. La linea azul punteada representa la condicién inicial, como se
menciona en la seccion del diseno experimental. Respecto a la generacién y evolucién
de los solitones, podemos observar que tnicamente se presenta un corrimiento de fase
entre las tres soluciones, justo en la regién donde se generan nuevos solitones. En (4.4)
se muestra un acercamiento para ¢t € [0, 6], en donde se captura la primera colisién
multiple y, con la cual, podemos confirma lo antes dicho.

Generacion del primer solitén t=0.32 [utal

n
\
1.0 -=-el AN e
P \ s
\\\\ /,/’
\\\ //)
0.5 p
/
—_— \\ //
™ AN i
~— \\ ,/
= 00 N
N s
N /
N /
N ;
N S
\ /
\\ //
_05 4 N /
0.5 e ) --- Condicién inicial
N
. v —— Atz =1.59x10"*
Y B P Aty =100Atzn,
~1.04 QRS At, = 200Atzp,
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Distancia adimensional (x)

Evolucién del solitén a t=1.15 [uta]

=== Condicién inicial

—— Atz =1.59x107%

------ Aty = 100Atzhy
At; = 200Atzpy

2.0 4
1.5

1.0

0.5 4

n(x,t)

0.0 -

—0.5

—1.0 4

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Distancia adimensional (x)

Figura 4.3: Generacién del primer solitén y su evolucién con distintos At, considerando el

esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson
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Tiempo adimensional (t)

0.00 0.25 050 0.75 100 125 150 175 2.00
Distancia adimensional (x)

-1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 2.4
nix, t)

Figura 4.4: Hovmoller de n para primera colisién multiple, considerando el esquema de

Zhu-Newton-Raphson, a un Atzp,,
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4.1 Esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson

En la figura (4.5) podemos verificar que, durante las colisiones multiples, solo se nota
que existen corrimientos en la fase de los solitones. Tomando este resultado en cuenta,
junto con el resultado de la figura (4.1) podemos comprobar que, en los tiempos de
esta primera colisién, no se muestran cambios sutanciales en las tres constantes de
movimiento %1, 2 y 6s.

Antes de la colisiéon: t=2.42 [uta]

1.5 -== Atz =1.59x10~%
—— At; = 100Atzp,
1.0 —— At, =200Atzp,
=
% 0.5
< 0.0
_05 4
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Distancia adimensional (x)
Durante la colisién: t=4.84 [uta]
1.5 --= Atzp,=1.59x10~*
—— At; = 100Atzp,
1.0 4 —— At = 200Atzp,
= 0.5
\>-<; .
< 0.04
—0.5 1
_1'0 - T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Distancia adimensional (x)
Después de la colisién: t=7.26 [uta]
-—— Atzp,=1.59x107*
2 —— At; = 100Atzp,
—— At = 200Atzp,
=
x 17
<
0_
-1

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Distancia adimensional (x)
Figura 4.5: Evolucién de la primera colisién multiple de solitones. Gréfica generada con las

salidas del esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson, comparando distintos At

De (4.5) se puede ver que la estabilidad del esquema de Zhu-Newton-Raphson es
muy aceptable, incluso para pasos de tiempo muy grandes. Esto puede confirmar-
se en las graficas de la evolucion de los solitones con el paso de tiempo maés ancho
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

Aty = 200At zp,, de donde incluso, aunque hemos forzado a no converger la solucién
del esquema de Zhu-Newton-Raphson a la analitica debido a pasos de tiempo excesi-
vamente grandes, el esquema es mas estable que los esquemas explicitos. Por tanto,
aunque el esquema llegue a perder estabilidad y presente corrimientos de fase entre los
distintos pasos de tiempo, continia simulando bien el comportamiento de los solitones,

y mantiene un buen desempeno de integracion.

Antes de la colision: t=8.71 [uta]

——— Atzp,=1.59x10~%
5 —— At; = 100Atzp,
—— At, =200Atzp,
= 1
x
<
O -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Distancia adimensional (x)
Durante la colisién: t=9.68 [uta]
1.5 —== Atgp,=1.59x10~*
—— At; =100Atzp,
1.01 —— Aty =200Atzpy
o051
X
- 0.0 1
_05 4
_10 4
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
Distancia adimensional (x)
Después de la colisién: t=10.52 [uta]
-—— Atzp,=1.59x10~*
54 —— Aty = 100Atzp,
—— At, =200Atzp,
=
5 1
<
0 -

Distancia adimensional (x)

Figura 4.6: Evolucién de la segunda colisién multiple de solitones. Gréfica generada con

las salidas del esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson, comparando distintos At

La figura (4.6) refuerza lo expuesto en el parrafo anterior, ya que podemos ver la
evolucién de los solitones justo antes, durante y después de la colisién de todos los
solitones. Vemos que cada uno de los solitones que se generaron en la figura (4.3)
han colisionado entre todos, cada uno de ellos conservando sus formas, amplitudes y

contindan su camino con las mismas velocidades que iniciaron.
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4.1 Esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson

Tiempo adimensional (t)

Distancia adimensional (x)

-1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 2.4
nix, t)

Figura 4.7: Hovmoller de n para primera colisién multiple, considerando el esquema de

Zhu-Newton-Raphson, a un Atzp.,
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

La figura (4.7) es un acercamiento de la segunda regién de colisiones multiples, con
t € [6, 12], de la figura (4.2). El analisis de este diagrama demuestra que, en efecto, el
esquema implicito, utilizado en esta tesis, permite la integracién por largos periodos de
tiempo, conservando la convergencia del esquema de Newton-Raphson.

En la siguiente seccion se muestra el resultado del diagrama de Hovmoller para el
esquema de Zhu-Newton-Rapshon, con un paso de tiempo doscientas veces mayor que
el paso de tiempo de control, Atzyp,, en el cudl se puede observar que hay un buen
desempeno para integrar por largos periodos de tiempo, conservando la estabilidad
numérica. Ademds, junto con la figura (4.6), nuevamente reafirmamos que la no linea-
lidad cuadrédtica del término advectivo (nn,) permite miltiples colisiones de solitones,
sin generar difusién numérica de los mismos. Lo anterior es evidente en la figura (4.7)
donde, al tiempo ¢ ~ 9.68 [uta], colisionan todos los solitones que se generaron al tiempo
t ~ 1.15 [utal).

4.2. Comparacion del esquema implicito contra los explicitos

A continuacién se muestran los resultados obtenidos de la comparacién entre el esquema
implicito de Zhu-Newton-Raphson contra los esquemas explicitos de: (1) Zabusky y
Kruskal (1965), (2) Walkley y (3) Lax-Wendroff. Para los tres esquemas explicitos se
usaron pasos de tiempo diez veces mas pequenios que el Atyzp,. En (4.8) se visualiza la
salida del diagrama de Hovmoéller para el esquema de Zhu-Newton-Raphson, evaluado
ent € [0, 12], con un paso de tiempo doscientas veces mayor que el paso de tiempo de
control (Atzp,). De esta grafica podemos ver que el comportamiento de los solitones
también se muestra estable aunque, como vimos en la figura (4.1), hemos forzado al
esquema a presentar errores de convergencia y, aunado a lo anterior, es evidente que
hay una pérdida de resolucién en el tiempo.

Ahora bien, con respecto a los esquemas explicitos, es importante mencionar que
unicamente se graficaron los resultados para t € [0, 6], ya que los tres esquemas presen-
taron inestabilidades numéricas importantes dentro de este intervalo de tiempo, como
se discutira en los siguientes parrafos.

De la figura (4.12) se puede ver claramente que los esquemas de Walkley y Lax-
Wendroff no pudieron simular n(z, t) para periodos de tiempo comparables con el esque-
ma de Zhu-Newton-Raphson. Esto se puede comprobar ficilmente con sus diagramas
Hovmoller (4.12). En ellos vemos que ambos esquemas no fueron capaces de simular la
solucién numérica més alld de ¢t = 1 [uta] y pierden estabilidad inmediatamente después
de la generacién de los solitones. Por otro lado, dados los resultados mostrados en la
figura (4.12), vemos que no consiguen conservar ninguna de las tres cantidades de mo-
vimiento, con lo cual se puede aseverar que estos esquemas no toleran las interacciones
no-lineales que conlleva la KdV.
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4.2 Comparacién del esquema implicito contra los explicitos

Tiempo adimensional (t)
[9)]

OI T T T T 1
0.00 0.25 050 075 1.00 125 150 175 2.00

Distancia adimensional (x)

-1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 2.4
nix, t)

Figura 4.8: Hovmoller de 7, considerando el esquema implicito de Zhu-Newton-Raphson, a

un At = QOOAchu
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Tiempo adimensional (t)

O T T T T T 1
0.00 0.25 050 0.75 1.00 125 150 1.75 2.00

Distancia adimensional (x)

-1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 2.4
nix, t)

Figura 4.9: Hovmoller de 7, considerando el esquema explicito de Zabuzky-Kruskal (1965),

aun At = %OAchu
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4.2 Comparacién del esquema implicito contra los explicitos

Tiempo adimensional (t)
w

0.00 0.25 050 0.75 100 125 150 1.75 2.00
Distancia adimensional (x)

' |l T T T '

-1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 2.4
nix, t)

Figura 4.10: Hovmdller de 7, considerando el esquema explicito de Walkley, a un At =

1
10t Zhu
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Tiempo adimensional (t)

0.00 0.25 050 0.75 100 125 150 175 2.00
Distancia adimensional (x)

' l T T T '

-1.6 -0.8 0.0 0.8 1.6 2.4
nix, t)

Figura 4.11: Hovmoller de 7, considerando el esquema explicito de Lax-Wendroff, a un

At = L Atzh
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4.2 Comparacién del esquema implicito contra los explicitos

La figura (4.9) corresponde al diagrama de Hovméller de n para el esquema de
Zabuzky y Kruskal (1965). En ella se puede ver que este esquema tuvo el mejor des-
empeno, comparado con los esquemas de Walkley (figura 4.10) y Lax-Wendroff (figura
4.11), logrando una integracién temporal cercana a t = 6 [utal; sin embargo, de la figu-
ra (4.15) vemos que la generacién e interaccién entre solitones detonan inestabilidades
en la integracion de los esquemas explicitos, y dichas inestabilidades crecen hasta el

punto en el que se viola la tolerancia de los esquemas para continuar la integracion de
la KdV.

Primera invariante

%‘ —— Zhu-NR: At = 200Atzn,
c —— ZK: At =Mz,
(o] 4
= 2.00x10%%° — LW: At= A,
% — WA: At=%Az,
-_% 1.00x10255 |
B,
—
© 0.001

0 2 4 6 8 10 12

Tiempo adimensional (t)
Segunda invariante

% —— Zhu-NR: At = 200Atzs,
g 4.00x10%° + — ZK: At =%z,
‘@ 3.00x101° - T WA= o
5 — WA: At= 1Az,
£ 2.00x109° 4
©
O 1.00x109° -
o~
U 000 1 T T T T T T T

0 2 4 6 8 10 12

Tiempo adimensional (t)
Tercera invariante

(‘:t; 6.00%x10%° 4 —— Zhu-NR: At = 200Atz,
g — ZK: At =Rz,
‘W 4.00%1029° — LW At= LAz,
GCJ — WA: At=1Az,
€
5 2.00x102%
i)
m
© 0.00

0 2 4 6 8 10 12
Tiempo adimensional (t)
Figura 4.12: Conservacién numérica de 61, 6> y 63 del esquema implicito de Zhu-Newton-
Raphson, a un At = 200Atzp,, contra los esquemas explicitos integrados con un At =

1
ﬁAchu

Una inspeccién cuidadosa de (4.12) nos permite confirmar que los esquemas explici-
tos no toleran de forma eficiente el comportamiento no linealde la KdV. Esto puede
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

confirmarse mediante las figuras (4.13) y (4.14). En la figura (4.13) observamos que el
esquema explicito de Lax-Wendroff es el primero en presentar errores numéricos que
desestabilizan el esquema. Esto ocurre aproximadamente a partir de ¢ = 0.2, tiempo
con el que coincide la generacién del primer soliton, y el esquema colapsa en ¢t =~ 1.1. De
igual manera, vemos que no se conserva ninguna de las invariantes, con lo que podemos
confirmar que este esquema no es util para el estudio de la KdV, pues no tolera siquiera
la generacion de los solitones, afirmacién que se comprueba con la figura (4.11)

Primera invariante

'(—_U‘ 1.50%107 1 4 —— Zhu-NR: At = 200At 4,
c — ZK: At= 1Az,
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= — LW At=1Az,
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Figura 4.13: Acercamiento en ¢t € [0.0,1.1] 1.4 a €1, 62 y €3, obtenidos del esquema implici-
to de Zhu-Newton-Raphson, a un At = 200Atz,, contra los esquema explicitos, con

unAt = Tlo Achu

Ahora bien, de las figuras (4.12) y (4.13) podemos ver que los esquemas explicitos de
Zabuzky-Kruskal (1965) y Walkley aparentan tener un comportamiento similar luego de
la generacion del primer soliton; sin embargo, dicha dindmica gener6 una inestabilidad
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4.2 Comparacién del esquema implicito contra los explicitos

numérica en el esquema de Walkley, situacién que puede cotejarse en la figura (4.14). En
dicha figura se puede apreciar que, inmediato al tiempo de generacién de los solitones,
el esquema de Walkley genera un error numérico que se reproduce y expande hasta
t ~ 1.2, tiempo en el cual el cémputo del esquema colapsa. De lo anterior se infiere
que este esquema tampoco tolera la propiedad no linealde la KdV, situacién que puede
verificarse con la figura (4.10)

Primera invariante

% L= Zhu-NR: At = 2004ty
c 3.00x10724 Z-K: At:%AZhu
.g — L-W: At= Az,
5 2.00X1072{ — WA: At=1Az,
£
g 1.00%1072 A
—
U 000 1 T T T T T T
1.106 1.108 1.110 1.112 1.114 1.116
Tiempo adimensional (t)
Segunda invariante
©
g //,_/_/—/
5 1.50 1 —— Zhu-NR: At = 200Atzh,
% — ZK: At=E Az,
= — LW At= LAz,
5 1.00 — WA: At=EAzm,
©
o
O 5.00x107

1.106 1.108 1.110 1.112 1.114 1.116
Tiempo adimensional (t)

Tercera invariante

— 1.50x10"
= //
c
o
» 1.00x10? A —— Zhu-NR: At = 200Atzn,
qc_) — ZK: At=Azny
€ — L-W: At =50z,
'-g 5.00 - — WA: At=1Az,
m
© 0.001

1.106 1.108 1.110 1.112 1.114 1.116

Tiempo adimensional (t)

Figura 4.14: Acercamiento en t = 1.1, a 61, > y %3, obtenidos del esquema implicito de
Zhu-Newton-Raphson, a un At = 200Atzp,, contra los esquema explicitos, con unAt =

1
ﬁAchu

Por otro lado, en la figura (4.12) hemos visto que el esquema explicito de Zabuzky
y Kruskal (1965) logra calcular 47, %2 y %3 hasta t ~ 6.1. En la gréfica (4.15) com-
probamos que las invariantes de la KdV han generado un error numérico a un tiempo
inmediato después de la primer colisién multiple de solitones. Si bien, de la literatura
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se ha demostrado que el esquema de Zabuzky y Kruskal (1965) no conserva no conserva
%> ni 3, por lo menos si conserva explicitamente 7. Si analizamos la figura (4.15), se
puede suponer que 4] no se conserva, lo cual supone una incongruencia entre la teorfa
establecida por Zabuzky y Kruskal y el andlisis experimental de este esquema.
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Figura 4.15: Acercamiento en t = 6 a 41, 62 y %3, obtenidos del esquema implicito de
Zhu-Newton-Raphson, a un At = 200Atzp,, contra el esquema explicito de Zabuzky y
Kruskal (1965), a unAt = 15 At zpy

Para comprobar numéricamente la conservaciéon de %, se llevaron a cabo cuatro
experimentos mas para el esquema de Zabuzky y Kruskal, en los cuales se compararon
las integraciones con distintos pasos de tiempo (tal como puede observarse en la tabla
1.2). El fin de dichos experimentos consistié en estudiar la convergencia del esquema
numérico de Zabuzky y Kruskal (1965) a la solucién numérica de la KdV. Dado que los
analis de estabilidad no lineales salen de los limites de esta tesis, se buscé hacer este
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estudio de manera experimental, modificando los pardametros de integracion de dicho
esquema e integrando de 0 a 12. En las siguientes graficas se observan los resultados
obtenidos:

0.00 1
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famy 243 |
T —5.00x10
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C
()
£ -1.00x10%44 +
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—— ZK: Ax=0.005, At = 35Azp,
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Tiempo adimensional (t)

Figura 4.16: Conservacién de 41, %> y %5 de la KdV, mediante el esquema explicito de

Zabuzky y Kruskal (1965), con diferentes pasos de tiempo

De la figura (4.16) vemos que el esquema de Zabuzky y Kruskal (1965) no llega mas
alld de un tiempo aproximado a 8.4. Podemos apreciar que este esquema comienza a
ser inestable, por lo menos, desde un tiempo aproximado a 7.4, siendo menos eficientes
los experimentos llevados a cabo con los pasos de tiempo menores.
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Figura 4.17: Acercamiento a %7, del esquema explicito de Zabuzky y Kruskal (1965), para
At = 3 Atzhy
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De un acercamiento a los experimentos con At = %Atz;w, vemos en la gréfica
(4.17) que el primer experimento en colapsar fue el que inicializamos con Az = 0.005,
lo cual nos darfa un indicio de la condicién de estabilidad que se requiere para que el
esquema de Zabuzky y Kruskal sea estable. Ahora bien, con los experimentos mostrados
en la figura (4.18), podemos ver que la conservacién de C; llega hasta poco después de
t ~ 8.4, haciendo uso de un At = %Atzm y, nuevamente vemos que necesitamos un
Ax “ancho” y un paso de tiempo muy pequeno para poder calcular ) por més tiempo;
sin embargo, persisten las variaciones en dicha cantidad.
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Figura 4.18: Acercamiento a %7, del esquema explicito de Zabuzky y Kruskal (1965), para
At = At zp,

De los experimentos anteriores hemos visto que un paso de tiempo mas pequeiio
permite una conservacién de %) por tiempos més prolongados. Lo antes expuesto nos
indica que la conservacién de %] depende de la estabilidad del esquema numérico. Es
decir, si existe la conservacion de esta cantidad; sin embargo si el esquema desarrolla
errores numéricos durante el computo que se propaguen e inestabilicen al esquema, esto
se vera reflejado también en las invariantes del movimiento. Dicho de otra manera, la
conservacion de %] es condicionalmente estable y depende de Az y At.

4.3. Prueba numérica de convergencia del esquema Zhu-Newton-
Raphson
A continuacién se muestra el iltimo resultado de los experimentos llevados a cabo en

este proyecto. En la figura (4.19) se muestra el resultado de la integracién de la KdV,
tomando como condicién inicial su soluciéon analitica. La linea roja punteada de la
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grafica (4.19) es la solucién analitica, para ser comparada con la solucién numérica del
esquema de Zhu-Newton-Raphson. En la primera seccién de este apartado fue mostrado
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Figura 4.19: Solucién analitica de la KdV comparada con la solucién numérica del esquema

implicito de Zhu-Newton-Raphson, a distintos pasos de tiempo

que el esquema de Zhu-Newton-Raphson posee una convergencia cuadratica no-lineal,
por este motivo, se realizd la integracién del esquema con los pasos de tiempo mas
grandes: Aty = 100Atzpy v Ate = 200Atzp,, con la seguridad de que el esquema se
mantendria estable. Dado que las solucion analitica no es periddica, se decidié realizar
la comparacién en el intervalo z,t € [1, 2],[0, 12]. En la figura (4.19) se muestra la
evolucién de las soluciones en el dominio L € [0,2], para los tiempos ¢t = 1.25, ¢t =
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1.50, t = 1.75, y t = 2.00.

Por tltimo, un andlisis exhaustivo de la figura (4.19), muestra que el esquema de
Zhu-Newton-Raphson tuvo un excelente desempeno para reproducir la solucién analiti-
ca de manera estable y por periodos largos de tiempo; sin embargo, vemos que, entre
mas grande es el paso de tiempo, las soluciones comienzan a “atrasarse”, y ese efecto
estd asociado a la pérdida de resolucion temporal, como se menciond anteriormente.
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Capitulo 5

Conclusiones

Del analisis de resultados obtenidos en la tesis se resume lo siguiente:

X El método de Newton-Raphson asegura la convergencia numérica a la solucién
analitica de la KdV y permite que el esquema sea incondicionalmente estable, lo
cual nos facilita explorar el computo de los esquemas numeéricos por periodos de
tiempo mas largos que los esquemas explicitos estudiados en esta tesis.

¢ Si bien un nimero infinito de cantidades conservativas implica una aproximacién
muy restringida e idealizada de la KdV (lo cual genera un sistema “artificial”,
alejado de la realidad), los resultados que obtuvimos en este estudio fueron un
buen ejercicio numérico para entender la fenomenologia de los solitones y las
aplicaciones que estos pueden tener en los fluidos geofisicos y la dindamica oceanica.

X¢ Del analisis de resultados obtenidos del método de Zhu-Newton-Raphson, es evi-
dente que, en realidad, el costo computacional que debemos pagar para integrar
la KdV con este esquema es aceptable, dado que posee las siguientes ventajas
sobre los esquemas explicitos estudiados en la tesis:

1. Dado que la convergencia del método de Newton-Raphson es cuadratica,
bast6 con utilizar dos iteraciones de dicho método para integrar de manera
mas eficiente la KAV por periodos de tiempo maés extensos de lo que toleran
los esquemas explicitos. Con ello, podemos asegurar que esta aproximacién
permite la integracion numérica por periodos muy largos de tiempo, haciendo
uso de pasos de tiempo “mayores” de lo que requeriria un esquema explicito.
Esto nos da la ventaja de realizar corridas largas sin que el esquema presente
inestabilidades numéricas.

2. De los diagramas Hovmoller podemos ver que la conservacién numérica de
cantidades de movimiento resulté ser un buen criterio para asegurar la es-
tabilidad numérica de nuestro esquema. En particular, la conservacién de
%1, junto con %3, al ser una propiedad que se desprende de la KdV, hacen

69



5. CONCLUSIONES

constar que el esquema de Zhu-Newton-Raphson es consistente con la solu-
cién analitica de la KAV, con lo cual podemos asegurar iteraciones largas sin
perder estabilidad.

3. Otra de las virtudes que demostré este esquema es su capacidad para repro-
ducir de manera idéntica el comportamiento de la solucién analitica de la
KdV, presentando como tinica desventaja el corrimiento de fase asociado a
los distintos pasos de tiempo. Con lo cual, podemos decir que se comprobéd
(por lo menos, de forma experimental) la convergencia de este esquema a la
solucién analitica de la KdV.

Xt Del esquema de Zabuzky y Kruskal se concluye que, computacionalmente, es
mucho mas costoso que el esquema de Zhu-Newton-Raphson, ya que requirié un
paso de tiempo cuarenta veces menor que el paso de tiempo de control utilizado en
el método de Zhu-Newton-Raphson, para integrar la KdV solamente hasta t ~ 8,
con la aparicién de un error numérico desde, aproximadamente, ¢ = 6.0. Cabe
recordar que este esquema fue disenado en un tiempo en el que las herramientas
computacionales eran escasas y el disenio de esquemas numéricos més robustos era
muy costoso para esa época. Si bien, el esquema de Zabuzky y Kruskal demanda
un alto costo computacional, fue un gran avance para el estudio de los sistemas no
lineales, pues dicho estudio permitié comprobar de manera tedrica la existencia
de solitones mediante la ecuacion KdV y demostrar la interaccién no lineal que
involucra este sistema.

Xt Aunque en la serie de experimentos realizados con el esquema de Zhu-Newton-
Raphson pareciera ser que el definido con un paso de tiempo doscientas veces
mayor que el control (8000 veces mayor que el At més fino utilizado en Zabuzky
y 2000 veces mayor que el utilizado en Walkley y Lax-Wendroff), logra preservar
de manera global %] y %3 de una manera mucho més eficiente que los esquemas
explicitos.

Xt Aparentemente, existe una relacién entre la conservacion de %, con los corrimien-
tos de fase de las soluciones numéricas del esquema Zhu-Newton-Raphson. Se
propone, como trabajo a futuro, probar esta hipdtesis.

En conclusion, hemos comprobado la eficiencia del método propuesto en esta tesis
para resolver numéricamente la KdV y resulté tener un desempeno mucho mejor que los
esquemas explicitos revisados en la literatura. La principal ventaja de este esquema so-
bre los otros es que tolera pasos de tiempo mucho mayores que los esquemas explicitos,
sin perder estabilidad. Es decir, con una buena eleccién de parametros para la discre-
tizacion de Zhu, asi como un numero razonable de iteraciones de Newton-Raphson,
el esquema puede competir facilmente contra los demads esquemas, sin generar errores
numéricos que desestabilicen el computo de la soluciéon. Cabe recordar que también es
importante considerar el equipo de cémputo con el que se corra el esquema, pues de
ello dependerad la agilidad del tiempo de computo que tome la integracién del esquema.
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Se concluye también que la conservacién de %3 es un buen criterio para asegurar que
nuestro esquema es estable. Aunado a lo anterior, se demostré también la consistencia
de este método, con lo cual podemos concluir que el método propuesto en esta tesis
converge a la solucién analitica de la KdV unidireccional y adimensional.

Actualmente existen métodos més complejos (como los métodos espectrales o el de
elemento finito), que han demostrado tener un buen desempeno para estudiar sistemas
como la KdV. No obstante, dichos métodos requieren de conocimientos que salen del
alcance de los obtenidos hasta el momento de realizar esta tesis. Por ello considero que
este proyecto fue un ejercicio que me ha dejado satisfecho, ya que que se ajusté a mis
capacidades y posibilidades en cuanto a conocimientos adquiridos en la licenciatura, al
mismo tiempo que me permitié obtener nuevos, y explorar nuevas areas de la ciencia y
adquirir conocimientos en programacion.

Si bien, este proyecto se llevé a cabo con la forma mas ideal de la KdV, los resultados
obtenidos de los experimentos fueron mejor que los esperados, pues se codificé un
esquema que no solamente permite la integraciéon numérica de la KdV por periodos
largos de tiempo, sino que asegura la convergencia a la solucién analitica. Lo anterior
indica que este esquema puede llevarse a la practica en zonas donde podemos dispensar
de incluir més términos de las ecuaciones de movimiento, como en canales, estuarios
o estrechos, donde podemos reducir las ecuaciones de movimiento y hacer un estudio
simplificado, pero que nos dé informacién importante de la incidencia de solitones en
dichas zonas, y comparar mediciones in situ de variables como la velocidad, temperatura
o la altura de la superficie libre y, asi, contrastar el desempeinio del esquema con la
realidad, para el estudio de solitones en sistemas de aguas someras.

Como trabajo a futuro se propone extender este esquema a un estudio con la KdV
en su forma dimensional para probar su desempeno en un sistema real.
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