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1. Introduccion

El desarrollo técnico y disponibilidad de métodos para recuperar informaciéon geométrica de
“objetos de la vida real” ha dado paso a la posibilidad de analizar computacionalmente una diversa
variedad de piezas y superficies como datos 3D.

Ya sea con métodos de escaneo tridimensional (3D) o fotogrametria, la reconstruccién de objetos
ha creado gran interés cientifico en desarrollar algoritmos que permitan obtener informacion de los
datos reconstruidos. Por ejemplo, informacién que es cominmente 1til dentro de diversas areas de
la ciencia es la relacionada con métricas morfolégicas sobre superficie; como distancia y curvatura.

Un area donde hay gran interés para este tipo de desarrollos es la arqueologia. Estas técnicas
computacionales facilitan la recoleccion de datos sobre artefactos arqueologicos e incluso permiten
analizar propiedades que no se podrian encontrar de otra forma, ya sea porque no existen los
instrumentos de mediciéon adecuados o porque los objetos no pueden ser manipulados.

Un ejemplo de colaboracién de este tipo es la cooperacion que existe entre el Instituto Nacional
de Arqueologia e Historia (INAH) Michoacén y el laboratorio BIOCOMLAB del Instituto de
Ciencias Aplicadas y Tecnologia (ICAT) de la UNAM [1]. Producto de esta colaboracién se han
reconstruido por medio de fotogrametria y escaneo 3D objetos arqueolégicos como figuras de barro,
tepalcates, joyas y huesos, desenterrados de excavaciones en sitios arqueologicos.

El propdsito de esta recoleccion de datos 3D es tener la posibilidad de procesar y visualizar
esta informacion por medio del desarrollo de algoritmos y software. Esto da paso a la obtencién
de desarrollos como el de [2], donde se obtiene un descriptor de forma basado en el gradiente. Este
descriptor permite encontrar las zonas de una pieza con un mayor cambio en su curvatura. Esto a
su vez, permite a un arquedlogo la obtencién de nuevos datos para clasificar y analizar una pieza
arqueologica.

Parte importante del desarrollo en [2] es la implementacién de un Octree y un método de
calculo de vecinos. Esto permite el procesamiento eficiente de datos de nubes de puntos, particu-
larmente con algoritmos como los llamados ‘libres de mallas’. Ademas, la implementacién se realiza
considerando el paradigma de computacion en paralelo, utilizando CUDA.

1.1. Nube de puntos 3D

Una nube de puntos es un conjunto de puntos en el espacio 3D que representan una escena u
objeto [3]. Métodos para obtener representaciones discretas de superficies en forma de datos 3D,
como escéneres 3D, LiDAR(light detection and ranging) o fotogrametria, dan como resultado nubes
de puntos. En este caso, cada punto representa la localizacién dentro del sistema coordenado XYZ
de la superficie de un objeto real.

Dependiendo el caso de uso, para la reconstruccion de la superficie los puntos obtenidos pueden
pasar por un post-procesado que permite recuperar informacién de nubes de puntos incompletas,
con ruido o valores atipicos (outliers) o con un muestreo no uniforme. Finalmente, es comin
obtener una malla triangular, ya sea para visualizacion o aplicacién de algoritmos como el Método
de Elemento Finito.

Por otro lado, procesar directamente sobre la nube de puntos permite resultados mas exactos
debido a que los datos no pasan por un proceso de suavizado o interpolacién, ademas que, evitar
la obtencion de un mallado triangular permite ahorrar considerable tiempo de procesamiento.



1.1.1. Obtencién de nubes de puntos por fotogrametria

La fotogrametria es una técnica que se basa en la geometria multivista para, por medio de 2
o mas fotografias distintas de una escena, triangular la posicion de los puntos que representan la
superficie discretizada dentro de la escena 3D.

A continuacién se presenta de forma general, y para el caso mas sencillo de 2 vistas, la resolucién
al problema de fotogrametria.

X

Figura 1: Diagrama de un punto X proyectandose sobre dos planos imagen con centro C'y C". Los
tres se encuentran en el mismo plano epipolar junto con los puntos z y a2’ y los epipolos e y €.

Dadas dos imégenes con puntos x y 2/, se busca encontrar su proyecciéon X en el espacio 3D
(Fig. 1). Se siguen los siguientes pasos:

1. Adquisicion de fotografias. Se deben poder apreciar caracteristicas compartidas del objeto
en ambas iméagenes. Al tomar la fotografia es importante tomar en cuenta informaciéon como
la posicion de los centros de las camaras.

2. Obtencién de la matriz fundamental F. Geométricamente, la matriz fundamental repre-
senta un mapeo del espacio 2D del plano de la imagen al espacio proyectivo. Una propiedad
importante de la matriz Fundamental es su correspondencia 2’7 Fz = 0. Con esto es posi-
ble encontrar F' por medio de caracteristicas pareadas entre las dos imagenes (al menos 7
caracteristicas [4]). Esto se logra por medio de calibracién, que puede ser:

» Calibracion fotogramétrica: Utilizando un patrén de dimensiones conocidas, como un
tablero de ajedrez.

= Autocalibracion: Combinando algoritmos de deteccién de caracteristicas como SIFT
(Scale-Invariant Feature Transform) o SURF (Speeded-Up Robust Features) y algoritmos
para deteccién de valores atipicos, como RANSAC(Random Sample Consensus).

3. Encontrar matrices de camara. La matriz de caAmara esta compuesta de los parametros
intrinsecos (distancia focal, punto principal, etc.) y extrinsecos (rotacién y translacién entre



coordenadas de la cdmara y el mundo) de la cdmara. Esta matriz permite encontrar un punto
3D X con las relaciones x = PX, 2’ = P'X (Fig. 1).

Las matrices de camara correspondientes a una matriz F' se pueden obtener con las ecuaciones
1 y 2 (obtenidas de [4]), donde e y €’ son los epipolos, que son los punto de interseccién de
la linea que una a los centros de las camaras con el plano de imagen.

P = [1]0] (1)

P =[] x Fle] (2)

4. Triangulacién: Como se observa en la Fig. 1, los puntos correspondientes = y 2’ se intersecan
en el espacio proyectivo sobre el punto X. Al contar con las matrices de camara es posible
triangular X con las relaciones x = PX, 2/ = P'X.

Cabe mencionar que hay diferentes formas de lograr la triangulaciéon dependiendo, por ejemplo,
del conocimiento de la escena, o si las camaras estan calibradas.

Esta misma idea se transmite a la fotogrametria con N-vistas. Para este caso, aunque los
algoritmos puedan ser sencillos en implementacién, son dificiles de optimizar debido a la gran
cantidad de operaciones matriciales que llegan a involucrar, especialmente cuando se procesan
miles de fotografias de alta definicion.

Afortunadamente existen soluciones de software que realizan el proceso de fotogrametria de
manera eficiente. Software como 3DF Zephyr [5] o Qlone [6] permiten obtener de manera agil una
reconstruccién 3D por fotogrametria al recibir como entrada una serie de fotografias de la escena.

Sin embargo, el uso de un buen software de reconstruccién no es suficiente para garantizar
buenos resultados. Es igual de importante para reconstruir apropiadamente el objeto 3D considerar
cosas como: el uso de la camara y lente correcto, un ajuste adecuado de la distancia focal y velocidad
de obturacion, el uso de la correcta iluminacion y el enfoque adecuado del objeto desde diferentes
angulos. Todo esto es mas facil de lograr cuando se realiza fotogrametria de “rango corto”, donde
a diferencia de la fotogrametria aérea, se tiene un mayor control sobre las condiciones de la toma.

1.1.2. Obtencién de nubes de puntos por Escaneo 3D

Cuando se habla de escaneo 3D se hace referencia a diversas tecnologias basadas en el uso de
la luz (6pticas) o en contacto, que logran obtener un modelo 3D con la forma de un objeto de la
vida real.

Las tecnologias de contacto, como una Maquina de Medicién por Cooordendas (CMM, por sus
siglas en inglés), son opciones mds precisas, pero a la vez més costosas, dificiles de manipular y
tardadas. Debido a estas dificultades es que en este trabajo el enfoque serd en tecnologias dpticas,
cuyo funcionamiento consiste en emitir luz o radiacién hacia el objeto para capturar informacion
de su superficie con una camara o sensor. Entre este tipo de escaner encontramos tecnologias como:
LIDAR, escéner de luz estructurada, tomografia computarizada, cdmaras tiempo de vuelo (TOF,
por sus siglas en inglés), entre otros.

El tipo de escéner éptico mas comun es el de luz estructurada. Este consta de una camara y
un emisor de luz y funciona proyectando un patréon de luz sobre la superficie del objeto a escanear
(franjas). La luz deformada es capturada por la cdmara. Al comparar el patrén proyectado con el



capturado se puede obtener informacion de profundidad del objeto, que a su vez, permite calcular
las coordenadas para formar una nube de puntos.

La principal ventaja del escaneo 3D sobre otras tecnologias de reconstrucciéon es la capacidad
de capturar pequenos detalles sobre la superficie de los objetos con mayor exactitud y precisién,
ademas de no verse tan afectado por las variantes condiciones de luz sobre la pieza a reconstruir.

1.1.3. Obtencion de métricas sobre nube de puntos

La obtencién de métricas sobre una superficie 3D discretizada es una tarea donde convergen
areas de ciencias de la computacién como procesamiento geométrico de datos, vision computacional
y graficacion. Es una tarea de gran interés ya que permite la obtencion de datos geométricos desde
los datos 3D. El uso de algoritmos para identificar métricas de una superficie puede representar
una gran ayuda para la rapida clasificacion de un objeto o incluso para obtener descriptores que
no son posibles de obtener mediante la interaccion manual con el objeto.

Realizar este procesamiento sobre nubes de puntos representa trabajar con una mayor exactitud,
debido a que se procesan los datos directamente obtenidos de la superficie real, sin transformarlos
en una malla de tridangulos. Para aplicaciones de tiempo real esto también implica una mayor
velocidad de procesamiento.

En este trabajo la métrica de interés es la distancia geodésica (Cap. 3) sobre la superficie.
Esto puede ser visto como la distancia minima entre dos puntos siguiendo la curvatura del objeto
o como el camino mas corto entre dos puntos sin dejar la superficie. A esto también se le llama
distancia intrinseca. La distancia intrinseca se mide sobre la geometria intrinseca de la superficie.
Esto difiere de una distancia extrinseca que serfa una distancia euclidiana (Fig. 2).

Figura 2: Distancia extrinseca o euclidiana (rojo) y distancia intrinseca o geodésica (azul) en un
toroide.
En particular se buscan resolver los siguientes 2 casos de medicion de distancia geodésica:
1. Distancia geodésica desde una fuente: Desde un punto de inicio la distancia a todos los demés
puntos de la nube
2. Distancia geodésica de punto a punto: Dados dos puntos distintos de la nube calcular la
distancia geodésica entre ellos.

Ambos casos entregan informacién de interés para el analisis de una pieza y, como se vera en
el Capitulo 4, resolver el primer caso resuelve el segundo.

4



1.1.4. Interacciéon con nube de puntos

Para lograr realizar mediciones especificas sobre un objeto de manera virtual, ademas del
renderizado, es muy util poder interactuar de alguna manera con la nube de puntos y posibilitar
la seleccion de zonas especificas de la superficie. Esto permite una manera rapida y sencilla de
encontrar resultados, incluso para alguien que no esta familiarizado con el funcionamiento del
algoritmo.

Lo mas sencillo para conseguir este tipo de funcionamiento es implementar una interaccién
utilizando el ratén de la computadora. Un método comun de seleccién de objetos 3D, utilizando el
raton, consiste en lanzar un rayo desde la posicion de la cdmara con direccién hacia la posicién es-
pacial 3D que representa puntero del ratén sobre la ventana de renderizado. A este tipo de métodos
se le conoce como Seleccion Raycast o Raypicking [7], debido a la técnica de renderizado conocida
como Ray Casting que consiste en lanzar un rayo desde la caAmara para encontrar intersecciones
del rayo con los objetos de la escena y asi discriminar que objetos seran renderizados.

Con un método como este se podra seleccionar y observar de forma intuitiva las zonas o puntos
de la nube desde donde se mediran distancias como las mencionadas: de punto a punto o desde
una sola fuente.

1.1.5. Procesamiento en paralelo

El procesamiento de nubes de puntos, y otros tipos de datos 3D, suele ser altamente paraleli-
zable. Es por esto que desarrollos como [2] realizan paralelismo por medio de tarjetas graficas con
el uso de tecnologias como CUDA [8].

CUDA o Arquitectura Unificada de Dispositivos de Cémputo, es una plataforma de desarrollo
de computo paralelo creada por la empresa NVIDIA para la programacion de sus Unidades de
Procesamiento Gréfico (GPU’s). Su modelo de programacién funciona por medio de ‘kernels’ que
son un codigo a ejecutarse en el dispositivo de forma paralela en n hilos de ejecuciones, donde la
cantidad de hilos es definida por el usuario.

Los algoritmos desarrollados en este trabajo buscaran ser paralelizables y aprovechar al maximo
la arquitectura de las tarjetas graficas actuales, buscando asi una velocidad de procesamiento casi
en tiempo real.

1.2. Impacto arqueoldgico

La arqueologia es un area de las ciencias donde el uso de herramientas de reconstruccion 3D ha
mostrado gran utilidad. En [9] se argumenta que dentro de la arqueologia el procesamiento de un
objeto 3D puede llevar a dos direcciones distintas; su uso para documentacion o para analisis. En
el caso de tareas de documentacion lo menciona como “nuevas técnicas para obtener una sencilla y
precisa documentacién de hallazgos arqueoldgicos”[9]. Lo anterior tanto para el almacenamiento,
visualizacién y exposicion de la informacion.

Por otra lado las tareas de andlisis conllevan un procesado posterior a la recoleccién de datos,
que permitird al arquedlogo obtener medidas cuantificables de la pieza. El anélisis de objetos
arqueologicos por computadora cobra gran importancia no sélo al hacer el trabajo del arquedlogo
mas sencillo sino por otorgar la capacidad de realizar mediciones que no serian posibles con métodos
tradicionales.

En [10] se observa como ejemplo la obtencién de parametros métricos como longitud, altura y
el ancho de un grupo de bifaces del periodo paleolitico. De igual manera, se presenta el posterior



calculo de centro de masa, volumen y area superficial. En este caso, el uso de métodos compu-
tacionales eliminé la ambigiiedad de las mediciones manuales y permitiéo obtener parametros que
son dificiles de obtener manualmente, como el centro de masa.

Otro ejemplo interesante es el de [11] donde se reconstruyeron con fotogrametria piezas de
marmol encontradas en el fondo del mar que se cree eran transportadas por barcos romanos que
encallaron. Los objetos reconstruidos permitieron obtener pardmetros como volumen y centro de
masa para después posicionarlos a prueba y error sobre modelos reconstruidos de distintos barcos
romanos de la época. Después de un analisis hidrostatico y de cargas se concluyeron probables
caracteristicas de diseno de los barcos que transportaban este tipo de carga.

1.2.1. Analisis de restos 6seos con técnicas tradicionales de Arqueologia forense

Una tarea arqueoldgica comun tiene que ver con el andlisis de restos 6seos. Esta es un area en la
que la arqueologia llega a converger con las ciencias forenses pues las técnicas de medicion, registro
y analisis de datos son muy similares. Es de esta relacién que surge la disciplina de Arqueologia
forense

Los huesos pueden ser un registro muy duradero y confiable de donde se obtiene informacién
sobre la vida y muerte de la persona. Ademas de analisis biolégicos o quimicos, como de DNA
o radiocarbono, el tamafo o forma de ciertos huesos puede dar informacién de la edad y el sexo
del humano. Marcas, fracturas o agujeros pueden indicar la causa de la muerte o cambios en el
tamano, forma y densidad del hueso ayudan a identificar enfermedades o padecimientos que pudo
sufrir el individuo.

En campo, el arquedlogo experimentado identifica huesos basandose en su experiencia visual e
incluso tactil (existe el ejercicio de palpar tus propios huesos mientras sostienes una pieza, para
imaginarte como el hueso a identificar “encajaria” en tu propio cuerpo. [12]). Dependiendo del
estado de los huesos, el antropdélogo forense con su conocimiento es capaz de conjeturar si los
huesos son humanos o no, asi como identificar edad, sexo y el posible contexto y causa de la
muerte.

Ya en el laboratorio se busca tener un registro cuantificable de los restos dseos excavados.
Las técnicas tradicionales de mediciéon que han sido empleadas por siglos consisten en utilizar
instrumentos de medicion como: calibrador deslizante, calibrador de extension, cinta métrica, regla,
antropémetro, tabla osteométrica, mandibulometro, goniémetro, entre otros.

Las mediciones se realizan con la ayuda de manuales [13][14][15], como guia, aunque la expe-
riencia del arquedlogo también juega un papel importante en la recoleccion de datos.

1.2.2. Errores en las mediciones

En [16] se realizé un andlisis de error en medidas osteométricas del esqueleto humano realiza-
das por métodos manuales. Se pide a participantes con diferentes niveles de experiencia realizar
mediciones de acuerdo al manual Data Collection Procedures for Forensic Skeletal Material de
Moore-Jansen [17].

Los 3 factores de error se detallan de la siguiente manera:

» Error de Medicién Técnico relativo (TEM) Variabilidad entre observadores al tomar
la misma medida

= ANOVA de mediciones repetitivas Andlisis de la varianza de la repetibilidad de resul-
tados obtenidos por la misma persona.



= Indice de Error Escalado (SEI). Error intraobservador, determina si la variabilidad de
medicién realizada por la misma persona es constante entre las 4 rondas de mediciones

Entre los resultados se puede destacar que se encontraron dentro del manual casos donde la
definicién de la medida no era clara y otros donde las puntos de referencia eran poco claros e
inconsistentes.

Estos casos junto con mediciones con altos valores TEM y SEI y significativas diferencias en el
ANOVA de mediciones repetidas, fueron eliminadas para la segunda revision del manual [15]. En
esta edicién se pueden consultar los valores de error obtenidos por todas las mediciones y pruebas.

Aunque eliminar mediciones no confiables evita errores, de alguna manera se reduce la cantidad
de datos estadisticos que pueden ser de utilidad al extraer informacion de una pieza. Esto a su
vez elimina factores importantes de andlisis que pueden ayudar a clasificar o analizar dicho objeto
forense.

1.2.3. Uso de imagenelogia en Arqueologia forense

La imageneologia moderna ha creado nuevas posibilidades de medicion y anélisis de huesos. En
[18] v [19] se destacan los siguientes tipos de imégenes utilizadas en arqueologia

1. Fotografia: Util para registrar el proceso de recoleccién de los huesos y el contexto de su
hallazgo. La facilidad de la obtencién de la fotografia ayuda a tener el registro en todo
momento del estado de la pieza.

2. Radiografia: La radiografia ayuda a encontrar caracteristicas utiles dentro de la estructura
interna del hueso. Por ejemplo, para estimar la edad bioldgica en los restos de un subadulto
se utiliza la radiografia para evaluar el desarrollo de los huesos y la formacion dental dentro
del craneo[18].

3. Tomografia computarizada: Una desventaja de la radiografia es que el objeto 3D es proyecta-
do a una imagen 2D. La Tomografia computarizada (TC) consiste en una serie de radiografias
que son combinadas para crear una reconstruccion 3D. Es por esto que la TC permite lograr
el mismo analisis que con la radiografia, pero con una mayor claridad al considerar la posicion
espacial de las zonas de interés dentro de la pieza. Sin embargo, su uso en arqueologia es
limitado debido a su poca accesibilidad y alto costo.

4. Resonancia magnética: La resonancia magnética (RM) tiene un uso menor a la TC dentro
de la arqueologia forense debido a que no provee el detalle suficiente para analizar huesos,
sin embargo se han documentado casos positivos de su uso[20][21].

5. Escaneo de superficie: El escaneo 3D es una opcién menos costosa para obtener un modelo
3D. Su uso estd en auge, principalmente para registro y replicacién de huesos (con impresién
3D) para exhibicion [22].

6. Fotogrametria. La fotogrametria es otra técnica moderna y méas econémica de obtener mode-
los 3D. A diferencia del escaneo, la fotogrametria requiere de un especialista con experiencia
para obtener buenas resultados, tal vez es por esto que su uso no ha sido a tan gran escala.
El uso de una camara de buena calidad permite recuperar de los objetos texturas de gran
calidad, por lo que el uso hasta ahora dentro de la arqueologia ha sido de documentacion
y visualizacion de piezas, aunque el analisis 3D es posible, igual que en otros métodos de
captura 3D.



1.3. Restos encontrados en la excavacién de Tingambato

La zona arqueolédgica de Tingambato se localiza en el municipio de Santiago Tingambato en
Michoacan, México. El primer registro de la existencia de esta zona data de 1842, aunque por anos
la relevancia de este asentamiento en el México Prehispanico no fue estudiada.

En [23][24] se presenta un andlisis, basado en estudios estudios recientes, que propone una
periodificaciéon de Tingambato. Con la ayuda de pruebas de radiocarbono y andélisis geofisico y
arquitecténico de la zona, realizado por tecnologia LiDAR, se teoriza que esta zona fue habitada
aproximadamente desde el ano 0 hasta alrededor del 600 DC.

En 1978 se realizo una primera excavaciéon en Tingambato, con el registro de una tumba [25]
donde se localizaron restos 6seos y objetos ornamentales.

En 2011 se encontrd una segunda tumba con los restos completos de un solo individuo, que al
dia de hoy es referido como la ‘princesa guerrera’ [26]. De estos restos se han obtenido diversas
superficies de huesos. Por ejemplo, del craneo se ha obtenido una nube de puntos por medio de
escaneo 3D. Para este proceso se utilizo el escaner de luz estructurada Revopoint MINI que hace
uso del software Revo Scan 5 [27] para reconstruir la nube de puntos. En la Fig. 3 se observan los
restos del craneo visualizados con el software desarrollado en [2].

Figura 3: Visualizaciéon de la nube de puntos del crdneo encontrado en la segunda tumba de
Tingambato [26].



Figura 4: Agujeros sobre la superficie del craneo, causados por posible desnutricién del individuo.
Visualizado con el software MESHLAB [28].

En el crdaneo de la princesa guerrera se pueden observar orificios (Fig. 4). Algunos de estos
agujeros son resultado de la exposicion del craneo al ambiente, otros, al ser analizados por expertos
del INAH en arqueologia forense son identificados como posibles rasgos de una enfermedad comin
en la antigua ciudad de Tingambato. Sin embargo, debido al pequeno tamano de los hundiduras
sobre la superficie es complicado realizar mediciones morfoldgicas precisas con métodos manuales.

1.4. Objetivo

Partiendo del octree y el método de de célculo de vecinos implementado en [2] se pretende
disenar e implementar un algoritmo para medicién de distancia geodésica sobre nube de puntos.
La paralelizacién de los métodos buscara un procesamiento eficaz.

La implementacién de los algoritmos se pondra en uso al analizar restos 6seos humanos encon-
trados en el sitio de Tingambato, donde los métodos arqueoldgicos existentes para mediciéon de
huesos atin tienen espacio para mejorar en precision y variedad.

1.5. Objetivos especificos

= Desarrollar herramientas que permitan a un especialista interactuar con un objeto 3D para
seleccionar regiones de interés.

= Desarrollar un método de medicion de distancia geodésica sobre nube de puntos.

= Probar los algoritmos desarrollados sobre huesos obtenidos en excavacion para comprobar la
utilidad del método.



2. Marco teorico

2.1. Discretizacion del objeto 3D

Una manera popular de obtener métricas es operar sobre una malla 3D o mesh. Normalmente
los métodos dentro de este enfoque aprovechan que se conocen las vecindades entre nodos para
definir operadores matematicos, como la derivada. A su vez estos operadores permiten construir
ecuaciones diferenciales que representen fenémenos fisicos.

Otra aproximacion a este problema es trabajar directamente sobre la nube puntos. A este tipo
de métodos se les conoce como ‘Métodos Libres de Malla’ o en inglés ‘Mesh-free’.

Los métodos libres de malla modelan el comportamiento del sistema mediante ecuaciones que
no consideran la geometria predefinida para la discretizacion del dominio. Estos métodos son ttiles
para simulaciones computacionalmente costosas.

2.2. Manejo eficiente de nubes de puntos

Procesar datos con una técnica libre de mallas tiene sus dificultades, mas que nada, porque no
hay una relacién directa entre los puntos de la nube posicionados en el espacio. Es por ello que se
necesitan estructuras de datos eficientes que permiten resolver problemas como el de la bisqueda
de vecinos méas cercanos.

En este trabajo se retoma el trabajo de [29][2] donde se desarroll6 un sistema de alto rendimiento
para simulaciones fisicas computacionales con el método libre de mallas llamado Hidrodindmica de
Particulas Suavizadas (SPH, por sus siglas en inglés) [30]. Para ello se desarrollé una estructura de
datos tipo Octree dindmico donde se almacenan las particulas y un método de calculo de vecinos,
que es una tarea elemental a resolver en los sistemas libres de mallas.

2.2.1. Octree

El octree es una estructura de datos de tipo arbol que divide espacialmente el espacio vo-
lumétrico 3D recursivamente en 8 cuadrantes, es decir, 8 nodos hijos. El octree cuenta con una
profundidad que es el niimero maximo de subdivisiones realizadas.

En [29] el octree estd disenado como un octree lineal, completo e indexado, con una profundidad
que se puede especificar del 1 al 10. La navegacion del octree se realiza con la técnica de la clave
Morton [31][32] que es almacenada en un dato de 32 bits. La clave Morton es tinica para cada nodo
(pero no para cada particula) y esté referenciada a la posicién espacial del nodo, de la siguiente
manera:

Obtencién de la clave Morton

= Se toman los 2 bits mas significativos para una etiqueta que indica si el nodo tiene particulas
y los 30 restantes para el indice del nodo.

» La etiqueta se llena con 005 si el nodo esta vacio o 015 si contiene al menos 1 particula.

= Para el indice primero se calcula la posicion normalizada del nodo respecto al volumen total
del octree. Para la posicion ng,n,,n. representada por un valor tipo double, se normaliza
como:

Ng ny

Ny = 7,
OClyidth OClheight OClgepth

n,

Ty

10



» Posteriormente se convierte el double a un valor entero de 10 bits. Para esto se realiza un
corrimiento a la derecha multiplicando por 400, = 10000000004

Injcm' = (n_:r>40016 Injyi = (ny)40016 n_:m = (nz)40016

= Finalmente se forma el indice de la clave Morton intercalando los 10 bits de los 3 enteros,
comenzando por los bits méas significativos. Esto se muestra en la Fig. 5.
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Figura 5: Ejemplo Clave Morton

2.2.2. Calculo de vecinos

Respecto al célculo de vecinos, en [29] se aprovecha la clave Morton (MK) para encontrar los
26 nodos vecinos a un nodo del arbol utilizando operaciones binarias.
La vecindad radial del nodo se divide en tres grupos, vecinos por cara, arista y vertice (Fig. 6)

V::ara = {VRv VLa VUa VDa VF: VB}
Varista = {Vrv, Vap, Ver, Ve, Viv, Voo, Vir, Vi, Vor, Vus, Vor, Vos}

Veertice = {Vrur, Vrus, Veor, Vour, Vivs, Vior, Vips}

Figura 6: Vecinos por cara, arista y vértice
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Para entender el método hay que analizar el ordenamiento espacial de los nodos respecto la
clave Morton, también llamada indexado Order Z. Considerando los nodos hijos de un nodo padre,
las “Morton key” seguiran este ordenamiento en Z, como se muestra en la Fig. 7.

Figura 7: Ordenamiento Z de nodos hijo dentro de un nodo padre.

Donde el nodo en la esquina posterior, inferior, izquierda es el primero, respecto al ordenamiento
y los nodos estds ordenados del 0 (0002) al 7 (1115).

Entonces, para encontrar los vecinos se utilizan operaciones binarias. Primero, si se consideran
los vecinos por cara:

Vecino derecho-izquierdo

Se multiplica la MK del nodo actual por 0015, existen 2 posibles resultados

a) Si el resultado es 0005 el nodo actual se encuentra del lado izquierdo de su nodo padre.
b) Si el resultado es 0015 el nodo actual se encuentra del lado derecho del nodo padre.

Ahora, para encontrar el vecino derecho:

= Sia), el vecino se encuentra a la derecha del nodo padre, el vecino se obtiene con la operacién
XOR entre la MK original y 001,

= Sib), el vecino puede existir si el nodo padre tiene vecino a la derecha. Si existe, el vecino
esta a la izquierda del nuevo nodo padre encontrado a la derecha, el resultado se obtiene con
XOR entre la nueva MK y 0015.

Para encontrar el vecino izquierdo:
= Sia), el vecino puede existir si el nodo padre tiene vecino a la izquierda. Si existe, el vecino

esta a la derecha del nuevo nodo padre encontrado a la izquierda, el resultado se obtiene con
XOR entre la nueva MK y 0015.

» Si b), el vecino se encuentra en el nodo padre y se obtiene con la operaciéon XOR entre la
MK original y 0015.
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Vecino arriba-abajo

Primero, se realiza la operacion AND entre la MK y 0105. Si el resultado es 0005 el nodo se
encuentra en la parte inferior, si es 010, en la superior.

Las operaciones para encontrar los vecinos de arriba-abajo siguen la misma logica ya mostrada.

Vecino frontal-posterior

Finalmente, para el iltimo caso se realiza la operacién AND entre la MK y 1005. Si el resultado
es 000, el nodo se encuentra en la parte posterior, si es 100, el nodo se encuentra en la parte
frontal.

Las operaciones para encontrar los vecinos frontal-posterior siguen la misma logica ya mostrada.
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3. ;Coémo medir sobre superficies? La distancia Geodésica

3.1. La geodésica

En el espacio continuo la geodésica es una generalizacion de la recta euclidiana para espacios
curvos. Por ello, se asume que esta debe cumplir con propiedades de la recta euclidiana, como son:
el ser la curva méas “recta” o directa o el ser la curva mas corta. A continuacion se explican estas
propiedades en el contexto de la geodésica.

Rectitud

Figura 8: La recta geodésica de un plano es una longitud de arco en una esfera (Textura obtenida
de Nasa 3D Resources https://nasa3d.arc.nasa.gov/detail /earOxuu2)

Considerando que una linea recta geométricamente no tiene curvatura y dinamicamente no
tiene aceleracion, se puede encontrar una condicion similar para la curva geodésica.

Tomando en cuenta el triedro de Frenet para una curva I' sobre la superficie S € R? como la
que se visualiza en la Fig. 9.

Figura 9: Triedro de Frenet sobre una curva I' sobre la superficie S
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En las ecuaciones 3 y 4 se muestran las curvaturas de la curva I' con vector tangente 7', normal

N y binormal B =T x N.
dT
k,=(N,— 3
(%) B

ky = <B, %> (4)

donde <, > es el producto punto y Z—f el cambio de la tangente sobre la superficie .

Al moverse sobre la curva I, se sigue a la curvatura normal k,, y cualquier cambio sobre esta
direccién sera una curvatura geodésica k,. Una forma sencilla de entenderlo es imaginar que se
conduce un auto siguiendo la curva sobre la superficie. En este caso, cualquier giro del volante
ocasionard una curvatura geodésica.

La curvatura normal es inherente a la superficie S por lo que la curva geodésica puede tener
un k, # 0. Cuando una curva es geodésica, el vector tangente es paralelo a la curva (como en
la fig. 9), esto es indicativo de que se esta siguiendo el camino mas corto. Sin embargo, al existir
curvatura geodésica el triedro rota y el vector tangente deja de ser paralelo.

De esta manera encontramos un simil de rectitud, ya que al igual que esperamos que una recta
euclidiana no tenga curvatura, podemos esperar que la curva geodésica entre dos puntos tenga una
curvatura geodésica igual k, = 0.

Curva mas corta

De nuevo tomamos el caso de la recta euclidiana. Si miramos a la recta localmente, podemos
decir que, dados 2 puntos de su vecindario local, la distancia sobre la recta es la distancia minima
entre ellos. Es decir, la recta es un minimo local de distancia.

Si llevamos este pensamiento a una variedad resulta en lo mismo.

Figura 10: Curva local minima
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De la figura 10, se tiene una longitud de arco en rojo que por un lado es localmente minima,
pero que ademads, permite asumir con facilidad que también la distancia globalmente mas corta
entre A y B. Al ser la mas corta global es valido asumirla como una geodésica.

Por otro lado, la curva rosa también cumple con tener minima distancia local por lo que también
es una geodésica aunque claramente no es globalmente mas corta.

Otro ejemplo interesante es el del toroide doble de la Fig. 11. Aqui se ven 3 geodésicas cuyo
trazo se puede imaginar retomando la idea de rectitud. Si se camina por la superficie comenzando
de A y solo siguiendo la curvatura normal de la superficie (sin cambiar de direccién) se llegard en
los 3 casos al mismo punto.

Figura 11: Geodésicas entre dos puntos sobre una variedad de genus 2. Imagen obtenida de [33]

Como se puede ver en estos ejemplos la idea de distancia minima local nos lleva a afirmar que
para una variedad:

= La distancia global minima no es igual a la geodésica.

= Entre dos puntos sobre la superficie pueden existir multiples geodésicas.

3.2. Distancia Geodésica

Tomando en cuenta lo explicado en las secciones anteriores llegamos a una definicién de dis-
tancia geodésica, descrita como; la geodésica minima entre dos puntos, o lo que es igual, el camino
globalmente méas corto entre ellos.

Definicién
La distancia geodésica dgentre dos puntos p, ¢ de una variedad V' es:

dy(p,q) = infrp,g-v = L[T] (5)

donde L es una funciéon que asigna un valor real a la longitud de la curva I'.
Esto se interpreta como que d, es el infimo de la longitud de todas las curvas geodésicas que
van a p a q.
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3.3. Problema geodésico discreto

3.3.1. Algoritmos de caminos mas cortos

Como ya se hizo alusion, otra forma de plantear el problema de la geodésica es considerar
el camino més corto. Para resolver este problema, un algoritmo muy famoso en ciencias de la
computacion es el algoritmo de Dijkstra [34], el cual procesa superficies discretizadas como grafos
en O(nlog(n)) donde n es el numero de nodos del grafo. Por ejemplo, uno de los muchos posibles
usos del algoritmo es la resolucién de un laberinto (Fig. 12).
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Figura 12: Distancia geodésica de un grafo (imagen obtenida de [35])

En este caso la geometria de la superficie del laberinto esta dada por los caminos y obstaculos.
Dentro de esta superficie la resolucién (unica) del laberinto entre un punto y el otro cumple con
ser una distancia geodésica. Al ser este el camino mas corto sobre esta superficie discretizada se
puede considerar que la solucién del laberinto es una distancia geodésica.

Ahora jqué sucede si en un lugar de un laberinto o un grafo nuestra superficie discreta es una
aproximacién a una superficie real o suave? Un posible problema con Dijkstra se puede observar
en la Fig.13
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Figura 13: Aproximacién discreta de una Superficie suave. Izquierda. distancia més corta con
Dijkstra. Derecha, distancia més corta real

Mientras la distancia més corta real es de d = v/ L? + L2, el resultado de Dijkstra es 2L y lo
serd siempre sin importar que tan subdividido este el g. Esto sucede debido a que el algoritmo de
Dijkstra solo avanza por las aristas del grafo, que son las interconexiones conocidas de la malla
que representa la superficie discretizada.

3.3.2. La solucién Geodésica poliédrica y suave

Como se explica en [36], el resultado obtenido con Djikstra en la seccién anterior no es inco-
rrecto. Resultados como los de Djikstra y otros algoritmos con bases en computacién geométrica
son utiles para encontrar la distancia geodésica cuando la geometria de la superficie discreta es
exacta, cosa que sucede, por ejemplo, en superficies creadas por software de modelado 3D o CAD.

A este tipo de circunstancias se les clasifica en [36] como el “Problema geodésico poliédrico”,
diferenciandolos del “Problema geodésico suave” donde la distancia se mide sobre una geometria
discreta que es una aproximacién de una geometria real

Para casos como el segundo, como ya se mostrd, métodos poliédricos como Djikstra no se
aproximan a la soluciéon de una geodésica real. Esto da pauta a buscar algoritmos que den resul-
tados mas exactos al problema de medir distancia geodésica sobre superficies suaves que, como se
vera a continuacién, son algoritmos relacionados con la simulacion computacional y resolucion de
ecuaciones diferenciales parciales.

3.3.3. Técnicas basadas en resolver ecuaciones diferenciales

La idea general de estos métodos consistes en resolver con simulaciéon computacional un proble-
ma de valor inicial o de frontera para generar un superficie de coste sobre la geometria discretizada.
Dicho coste estara relacionado con la distancia y con un algoritmo de optimizacién, como descenso
del gradiente, se podra obtener un camino minimo o distancia geodésica.

En [36] se hace una clasificacién de estos métodos entre “Métodos de Frente de Onda” y
“Métodos de difusién”, la diferencia siendo el tipo de ecuacion que caracteriza a la distancia.
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En los “Métodos de Frente de Onda” el problema se transforma en resolver la propagacién de
un frente de onda para medir distancias. Una forma popular de simular la propagacién de la onda
es con la ecuacion eikonal cuyo origen y uso se explica en la siguiente seccion.

3.4. La ecuacion eikonal

La ecuacién eikonal es la ecuacion fundamental de éptica geométrica que permite a la vez,
encontrar el avance de un frente de onda de particulas y de los rayos de luz, que son las curvas
ortogonales al frente de onda. Es por ello que se puede derivar la ecuacion desde el andlisis de la
propagaciéon de un rayo de luz o desde la ecuacion de una onda electromagnética que se propaga
en el espacio (partiendo de las ecuaciones de Maxwell). Para el primer caso se puede obtener
utilizando la formulacién conocida en mecéanica clasica como de Hamilton-Jacobi, como se muestra
a continuacion:

Partiendo del principio de Fermat, el tiempo en que se propaga la luz por un medio isotrépico
desde un punto A a B, también llamado ‘longitud de camino éptico’, se encuentra con la ecuacion

6.
S = / ¥ ds (6)

A
donde n es el indice de refraccién del medio y ds la longitud de arco sobre la trayectoria

ds = \/da? + dy? + d2?

La ecuacién 6 se parametriza respecto a Z, para obtener:

B
S:/ ndz\/&? 4+ 92 + 1 (7)

A
donde 7 y son derivadas respecto a z. De la ec. 7 podemos obtener el langrangiano (ec. 8)

Lz, &,y,9,2) = n(x,y,2)V/ 1+ 3% + ¢ (8)

Si definimos la ec. 8 con los momentos generalizados, donde un momento generalizado p; es:

;

.2 .2.
VvV T] + 2323

se obtiene la ecuacion 9

(VS)? = p2 +p) +p2 =n’ (9)

que es una representacion clasica de la llamada ‘ecuacién eikonal escalar’, donde n es un valor
real.
El langrangiano se puede obtener de esta funciéon de momentos (ec. 9), de la siguiente manera:

B
S:/ ny/ 2 + 92 + 22ds
A
L =ny\/12% + 92 + 22
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P+t + 2
VA e

L = 2p, +ypy + p- (10)

L=n

Para obtener el hamiltoniano se aplica la tranformada de Legendre a 10, que consite en multi-
plicar la derivada de la funcién original por la variable de derivacién y restar la funcién original.
Esto da como resultado:

H = ip, +yp, — L

que es igual a :
H=-P,

Finalmente, de 11 se obtiene la ecuacion de Hamilton-Jacobi.

() () - -

Al elevar la ec. 12 al cuadrado y reacomodar sus términos se obtiene

() () - (3 -

que es la forma general de la ecuaciéon eikonal. En 6ptica geométrica la ecuacién eikonal es la
EDP de Hamilton Jacobi de la luz que se propaga por un medio.

En [37] se puede encontrar una solucién para el caso de la evoluciéon de una onda, utilizando
las ecuaciones de Maxwell. Aqui solo se mostrara la relacion entre la ecuacién eikonal y un frente
de onda que avanza.

3.4.1. Aproximacion de la eikonal como un frente de onda

Analizamos el problema en 1 dimension. Consideremos una curva I' € ) que se expande con
velocidad F' > 0 (Fig. 14). Ya que solo la componente normal de la velocidad es la que produce
el avance de la curva hacia adelante, ignoramos la componente tangencial, por lo que F es una
velocidad normal.

Z—f = F(z,t)n
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Figura 14: Curva I' creciendo en direccién de la normal (vector color rojo).

Para caracterizar la posicién en el espacio se puede utilizar una funciéon 7'(x) que nos da el
tiempo de llegada t al pasar por la coordenada x. Entonces el tiempo de llegada se puede ver como:

T(x(t) =t
derivando respecto a t resulta:

dl' dr ]
dr dt
drT
=
dx "

Que en dimensiones mayores es igual a:
VTFn=1 (14)

donde n es la direcciéon hacia donde avanza la curva y es igual a la direcciéon del gradiente
normalizada

vT
n=-——
|VT|
Sustituyendo la n en la ec. 14 se obtiene:
1
T =—=
VT =

donde el tiempo de llegada T es la solucién del problema de frontera conocido como la ecuacion
eikonal.

VT (2)|F(z) =1,2 € Q
T(x) =0,z €T,
(15)

La funcién F' es dada y en éptica geométrica % es el indice de refraccién n(z).
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3.4.2. Solucion viscosa

Las soluciones viscosas son una teoria de soluciones ‘débiles’ para EDP no lineales, como la
ecuacion eikonal.
En [38] se demostré que la ecuacién de Hamilton-Jacobi estatica:

H(z,u(z), Du(xz)) =0, x€Q
(16)
u(zr) =¢, x €0,

1no tiene una soluciéon completa y solo admite soluciones débiles. Por lo tanto, en [38] se aproxima
una solucién al agregar un término de viscosidad.

La misma idea se puede aplicar a la ecuacion eikonal. Para encontrar su solucién se busca
una solucién viscosa T', que es el tiempo necesario para que la curva alcance el punto (x,y, z). Lo
anterior es lo mismo que interepretar el resultado viscoso como la funcién de distancia. En [39] se
presenta con mayor detalle como las soluciones viscosas de la ecuacion eikonal son funciones de
distancia y como la distancia euclidiana es solucién de la ecuacion eikonal homogénea.

3.4.3. Aproximacion numérica

Debido a que la ecuacion eikonal es una ecuacién diferencial parcial hiperbdlica y que su mode-
lado asemeja una onda que se propaga hacia el frente, un método numérico de discretizacion con
esquema ‘upwind’ (contraviento) es apropiado para producir una solucién viscosa de la ecuacion.
Este tipo de solucién también toma en cuenta que la velocidad de propagacion es siempre positiva
F > 0, por lo que la onda se propaga hacia la frontera.

Consideremos la ecuacién 17, que propone [40]:

[maz(Di;f_T, 0)2 + min(Di*jifT., 0)2 + max(Di;ZT, 0)2 + min(D;ZT, 0)2 + max(D;jo, 0)2 + min(D;Z_T, 0)2+]1/2 = F; (17)
Donde D es el operador de diferencias hacia atras y hacia adelante en z, y y 2z, que aproxima
la solucion con el método de euler.
D — Gi — Gi-1 D — Giv1 — Gi
h h
Otro esquema tipo upwind ampliamente utilizado es el llamado de Godunov [41]:
—x T — + —z z
[max (DT, — DT, 0)? + max(D YT, —DSIT, 0)% + max (DT, DT, 0°]? = F; - (18)

En ambos casos las diferencias son tomadas de los vecinos siguiendo una plantilla de un grid
cartesiano 3D como se muestra en la Fig. 15.
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Figura 15: Plantilla de vecinos para actualizar el valor de un nodo

3.5. El Método de Marcha Rapida

El método de de Marcha Répida [42] o Fast Marching Method (FMM) resuelve la ecuacién de
propagacion de frente de onda (eikonal) sobre un grid ortogonal cuando la velocidad de propagacion
es positiva, es decir, que avanza hacia adelante. Cuando se considera que la propagacién tiene
velocidad positiva y negativa, esto se resuelve con los métodos llamados de level set.

Es el método mas popular para resolver la ecuacion eikonal. Pertenece a los métodos llamados de
‘etiquetado’ o 'label setting’, igual que el algoritmo de caminos minimos de Dijkstra. Por otro lado,
este método si converge a la distancia geodésica real aiin manteniendo la complejidad O(nlog(n))
en el peor caso.

3.5.1. Algoritmo

Como se meciond anteriormente, el algoritmo esta inspirado en Dijkstra y tiene la misma
metodologia de congelar valores cuando a estos ya se les ha calculado su distancia maxima. Para
esto es necesario poder encontrar vecinos, ya sea con la malla de tridngulos o con un método libre
de mallas.

La idea general del algoritmo es que, al estar sobre un nodo o punto se calcula su distancia
utilizando la informacién de sus vecinos que ya tienen solucion. Posteriormente se avanza hacia
los vecinos que no han sido visitados por el algoritmo. Durante el procesamiento esto se sigue con
el uso de al menos 3 listas o estructuras de datos. La primera almacena a los nodos aceptados
que son los que ya se utilizaron para calcular el valor de sus vecinos y su solucién ya fue encon-
trada. Los nodos de la Banda de Prueba que representa al frente de onda que va creciendo en
cada iteracion, agregando nodos para obtener su solucién, y los nodos lejanos que son los que no
han sido alcanzados por el algoritmo atin. Este funcionamieto se observa en el diagrama de la Fig. 16
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Figura 16: Diagrama del algoritmo de marcha rapida, imagen obtenida de [43]

A continuacién se muestran los pasos del algoritmo. Primero con su inicializaciéon y posterior-
mente con un ciclo iterativo.
Algoritmo 1: Algoritmo FMM

Inicializacion:

Inicializar el nodo fuente con valor 0 y el resto como infinito;
Agregar nodo fuente a la Banda de Prueba;

Iteracion:
mientras hay elementos en la Banda de Prueba hacer
Seleccionar el nodo con valor menor de la Banda de Prueba;
Resolver la ecuacion eikonal para los vecinos cardinales al nodo seleccionado y
agregarlos a la Banda de Prueba;
El punto seleccionado se Acepta y sus vecinos entran a la Banda de Prueba;
fin

Para que este algoritmo sea eficiente es muy comin que para la Banda de Prueba se utiliza una
etructura Monticulo (Heap). El monticulo se actualiza cada que un valor del grid es reemplezado.

3.6. Meétodo iterativo Rapido

Un problema con el algoritmo de marcha réapida es que, al igual que Dijkstra, no es paralelizable.
La actualizacion se da celda por celda en un orden estricto, debido a que se toma en cada paso el
valor menor actual de distancia.

Se han propuesto diferentes alternativas para lograr la paralelizacién. Estas buscan eficientar
con la eleccién de otro tipo de estructura de datos o cambiar la metodologia con que funciona el
método [44]. Entre estos ultimos casos esta el llamado Método iterativo Répido[45] (FIM, por sus
siglas en inglés).

Asi como FMM es un algoritmo de etiquetado, FIM esta basado en algoritmos llamados de
‘correcion de etiquetado’ o ’label correcting’, como el algoritmo de Belmann-Ford que permite
encontrar el camino mas corto en una grafica. Este tipo de algoritmos se basan en iteraciones y en
actualizar la distancia minima encontrada en cada nodo por cada iteracion.

Es asi que estos métodos abren la posibilidad a la paralelizaciéon ya que no hay un orden de
actualizacién y todos los nodos se pueden procesar a la vez. A diferencia de FMM donde la lista
se ordena para procesar los valores mas pequenos antes de los mas grandes , FIM desecha la lista
ordenada para buscar la paralelizacién. Por otro lado, esto a su vez causa que la complejidad de
operaciones de FIM incremente (0(kNV)), sin embargo, para nuestro caso, donde se busca distancia
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geodésica, la simulacion de onda es relativamente sencilla, sin colisiones con otras ondas y con una
funcion de velocidad constante. Con estas condiciones el término k resulta muy pequenio.
Algoritmo:

En este caso el algortimo sustituye la Banda de Prueba por una Lista Activa donde se mantie-
nen los nodos hasta que convergen a una solucion.

Algoritmo 2: Algoritmo Eikonal - Inicializacién y Actualizacion

Inicializacién:
Inicializar condiciones de frontera en el grid;

Inicilalizar el nodo fuente a 0 y el resto del grid a infinito;
Agregar los vecinos cardinales del nodo fuente a la lista activa L;

Actualizacion:

mientras L no estd vacia hacer
para cada nodo x en L hacer
Calcular un nuevo U, resolviendo la ecuacién eikonal;
Revisar si el punto convergié comparando U, actual y anterior;
si el nodo convergio entonces
Remover x de L;
Agregar los vecinos no convergidos de = a L;
fin

fin

fin

En la Fig. 17 se muestra el diagrama del avance del algoritmo.

(a) Initial stage (b) After first update () After second update

Figura 17: Tteraciones del algoritmo FIM. Imagen obtenida de [46]

3.7. Distancia geodésica sobre nubes de puntos

En [47] se propone un método para medir distancia sobre sub-variedades de R" y nubes de
puntos. El método se basa en aproximar la distancia intrisica calculando distancias euclidianas
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extrinsicas sobre una banda que rodea a la variedad. En el caso de nubes de puntos estd banda
era construida como la unién U de esferas de radio R, donde el centro de cada esfera era un punto
submuestreado de la nube de puntos (Fig. 18).

Para resolver la distancia, sobre la banda creada sobre la superficie se resuelve la ecuacion
eikonal con el método de Marcha Réapida. De esta manera se obtiene un algoritmo para medir
distancia geodésica con la misma precision y complejidad del FMM.

Figura 18: Medicion de distancia intrinseca o geodésica utilizando la uniéon de esferas.
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4. Desarrollo

4.1. Seleccién de puntos
Se presenta el desarrollo de un método de seleccién de puntos con una técnica raycast

4.1.1. Selecciéon con Raycast

Para entender la manera en que funciona el raycasting hay que recordar el pipeline de renderiza-
do gréfico para objetos 3D. En general, el proceso consiste en utilizar las matrices Modelo M, Vista
V' y Proyeccion P para realizar transformaciones entre los siguientes sistemas de coordenadas:

» Coordenadas del mundo: Son las coordenadas tridimensionales del espacio 3D. Para colocar
un objeto en el mundo se multiplican sus vértices por la matriz Modelo.

Pmundo =M x Pobj

= Coordenadas de la camara: La escena 3D se traslada al espacio de la camara para su rende-

rizado. Esto se logra multiplicando por la matriz Vista.

Pm'sta =V x Pmundo

= Coordenadas Proyectadas: Se proyectan los objetos 3D a una imagen 2D. Para ello se mul-
tiplica por la matriz de proyeccion o se dividen las coordenadas x,y entre la z (Coordenadas

homogéneas).
Pproj =P x Pvista

» Coordenadas de dispositivo normalizadas (NDC por sus siglas en inglés): Se obtienen coor-

denadas homogéneas que van de -1 a 1.

= Coordenadas de pantalla: Las coordenadas normalizadas se pasan a la ventana de renderiza-
do. Las coordenadas de pantalla van en x de 0 al ancho de la pantalla y en y, de 0 al alto de

la pantalla.

Figura 19: Proyeccién a NDC de un cubo representado como malla de tridngulos (izquierda) y
nube de puntos (derecha).

En la Fig. 19 se muestra una representacién de un objeto en una escena 3D proyectado a la

pantalla.
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Ahora tomemos en cuenta que al dar clic sobre la ventana lo que se obtiene son las coordenadas
de pantalla que representa a ese pixel. Para recuperar las coordenadas del mundo de la geometria
sobre la que se hizo clic se lanza un rayo desde el centro de la cAmara con direccién hacia la posicién
en coordenadas del mundo del punto seleccionado (Fig. 20).

Screen r = -

Figura 20: Rayo lanzado desde la cAmara en el proceso de raypicking

De esta manera, tenemos un rayo:
r=0+ Dx (19)

con origen 0 y direccion D.

Una vez se tiene el origen y direccion del rayo o recta el siguiente paso es encontrar el punto o
puntos que intersecta o que son mas cercanos.

Existen numerosas opciones de algoritmos para encontrar la interseccién de un rayo para dife-
rentes tipos de geometria. Una opcién adecuada para el caso actual seria utilizar la divisién espacial
del octree, que es realizada como un cubo para cada nodo. Al utilizar algoritmos para encontrar
intersecciones con una caja cualquiera [48] o caja delimitadora orientada en ejes (AABB por sus
siglas en inglés) con métodos como el ‘método slab’ [49] es posible encontrar los nodos del nivel
méas bajo de profundidad que intersectan al rayo. El siguiente paso y ultimo paso seria encontrar
la distancia més cercana de las particulas dentro de los nodos intersectados.

Por otro lado, otra opcion viable debido a la paralelizacion, es obtener la distancia de cada
particula a la recta, de forma paralela. Este caso es paralelo para cada particula, mientras que el
anterior es paralelo para cada nodo y después de encontrar todas las intersecciones de nodos con
el rayo, hay que buscar la particula mas cercana dentro de los nodos intersectados.

Para aprovechar mejor la paralelizacién se opta por la segunda opcién, donde la distancia mas
cercana se calcula utilizando la proyeccion del punto sobre la recta, como se muestra en la figura
21.

Figura 21: Medicién de distancia minima de un punto a una recta

28



Como se sabe, la distancia mas corta entre el punto y una recta es la distancia perpendicular
del punto hacia la recta. Para esto se encuentra la proyeccién de una particula con posiciéon P sobre

una recta con origen O y direcciéon D. Esto se obtiene con el producto punto entre los vectores D
y OP.

t=D-OP

Para encontrar el punto P’

PP=0O+t-D

Finalmente la distancia del punto a la recta es:

dist = ||P' — P||

Una vez se obtienen todas las distancias mas cercanas entre cada punto y la recta, el ultimo
paso es seleccionar entre todos los puntos el mas cercano a la recta. Este punto se tomara como el
seleccionado.

En la siguiente seccién se explica la implementacién de este método con CUDA.

4.1.2. Implementacién con CUDA

Al detectar el click del ratén se obtienen las coordenadas de pantalla respecto a la posicién
actual del cursor cursory, cursory. Posteriormente se obtiene el origen y la direccién del rayo con
las matriz de proyeccién P y vista V, siguiendo un proceso de transformacién de coordenadas
inverso al descrito es la seccién anterior. Primero se obtienen las coordenadas NDC.

Cursorx
NDCyxy =2x —— = —
XX dth
cursory
NDCy =1—-2x —— -
Y . height
NDCy
NDC = |V 1_7 1CY (20)
0

En la ec. 20 se establece Z como -1. Con esto se puede encontrar direccién en coordenadas del
mundo

Para la direccién del rayo, se obtiene con un vector director que parte del origen con direccion
a las coordenadas 3D del punto donde se hizo clic.

V-1P-'NDC
|V-1P-INDC||

En cuanto al origen, se puede almacenar la posicién actual de la cdmara en coordenadas del
mundo o es posible obtener la posicion con la inversa de la matriz V.

D= (21)

(22)
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Todo este procesamiento se realiza en ejecucién serial dentro del CPU.

Posteriormente se copia el punto de origen y vector direccién a la memoria de la GPU y se
lanza el kernel distanceLine2Point donde cada hilo de ejecucion encuentra la distancia minima
desde cada particula hasta la recta. La ejecucion se da en una cantidad de hilos cercana a la
cantidad de particulas.

Después se utiliza la biblioteca de CUDA thrust como una medida rapida de ejecutar en dispo-
sitivo un ordenamiento de los valores de distancia de menor a mayor. Con esto se logra encontrar
el minimo de las distancias encontradas y lo que serd la MK y posicién del punto seleccionado.

Para identificar la particula seleccionada, el atributo selected de la estructura Particula de la
particula seleccionada cambia su valor a 1. Finalmente, con el kernel colorPoint se cambia el color
de la particula y se identifica como la elegida.

En la Fig. 22 se observa el diagrama de procesos del método descrito. La ejecucion considera
tanto cdédigo en “Host” (CPU) y “Device” (GPU).

e

[ Inicializar Particulas ] Host

v

[ Inicializar Octree ]

¥

[C.upiar memoria a de*.rit:e]

v

distancelLine2Point

\

Thrust : obtener minimo

o "\

Deproyectar coordenadas }— k ‘L :
' Color Point
5l ! . 4
|
|
|
NO |
|
|
|
|

Figura 22: Diagrama de procesos del método de selecciéon implementado
4.2. Medicién de distancia geodésica

A continuacién se presenta el algoritmo propuesto para resolver el problema de distancia y
camino geodésico.
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4.2.1. Meétodo

Inspirado en [47] se plantea aproximar la distancia geodésica por medio de distancias euclidianas
extrinsecas. Para ello se aprovecha la divisién espacial del octree implementado en [29]. Se busca
que el octree funcione como una cuadricula tridimensional (Fig. 23) sobre el que se resuelve la
ecuacién eikonal (ec. 3.4.1).
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Figura 23: Visualizacion del octree como Cuadricula tridimensional. Arriba: nube de puntos de
media esfera. Abajo: Nube de puntos de toroide.

Para aprovechar la paralelizacién con CUDA, en lugar de utilizar el FMM la resolucion de la
ec. 3.4.1 sobre la nube se basa en el algoritmo de FIM [45].

En un principio se utilizan los 6 vecinos cardinales que considera el algoritmo de FIM para
avanzar el frente de onda. Para esto se utiliza el mismo método de cédlculo de vecinos para los
nodos del octree, implementado en [29].
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El esquema de discretizacion utilizado para resolver la ecuacién es el de Godunov hacia ade-
lante. Para obtener la solucién se resuelve la ecuacién cuadrética (ec. 18) de acuerdo al algoritmo
siguiente, presentado en [50]:

Algoritmo 3: Pseudocodigo discretizacién [50]
Xmin = min(qbix) ¢+I)a
Ymin = min(¢_y7 ¢+y);
Zmin = min((b_za ¢+Z)7

ordenar(Xoin, Ymin, Zmin) como a < b < ¢;

si |a — ¢| < § entonces
‘ u=(a+b+c+/(a+b+c)?—3(a2+b%+c%— costo)) * (1/3);
en otro caso
si |a — b| < § entonces
‘ u=(a+b+ /2 xcost?+ (a — b)) x (1/2);
en otro caso
‘ U = a + cost;

fin
fin
La ecuacién cuadrética del Algoritmo 3 se obtiene de la ecuacién 23.
U(z) — U(x)*™n N U(z) — U(x)ymn N U(z) — U(x)*™n _ 1 (23)
AX AY AZ f(x)?

donde A es el espaciado en la cuadricula (AX = AY = AZ = 1), f(z) = 1 es la velocidad
de propagacién, U es la aproximacién ¢ a un nodo x = (i, j, k) y U(xz)™" es el minimo sobre los
vecinos adyacentes en el eje x,y,z.

Sin embargo, al probar este algoritmo en diferentes geometrias 3D se obtienen resultados in-
consistentes debido a que en ocasiones no se logra en encontrar el vecino adecuado para continuar
el avance del frente de onda. Una opcién para solucionar este problema es disminuir el nivel de
profundidad del arbol sobre los nodos que se ejecuta el algoritmo. Sin embargo, esta opcién creara
menor precision en el método. Otra opcion es aumentar el nimero de vecinos que se buscan, lo
cual es facil de realizar ya que el método de busqueda de vecinos considera encontrar hasta 26
vecinos del nodo.

Por lo tanto, se opta por buscar 26 vecinos en lugar de 6. En este caso, el cdlculo de distancia
se realiza sumando la distancia a la que convergio el nodo actual mas la distancia euclidiana entre
el nodo actual y el nodo vecino. En la siguiente seccién se especifica mejor el funcionamiento del
método.

Es de esta manera que se resuelve la ecuacién eikonal con funcion de velocidad constante 1 y
comenzando desde 1 punto hacia todos los demas puntos, es decir, se obtiene la distancia intrinseca
de un punto a todos.

4.2.2. Algoritmo

Para la implementacion del algoritmo se define la estructura OctreeNode, con los siguientes
atributos:

= morton_key: Clave Morton del nodo.
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= particleIndex: Indice (de un arreglo que contiene ordenados a todos los puntos de la nube
[29]) de la primer particula del nodo.

= p_count: Cantidad de puntos en el nodo.

= statusVis: Variable para llevar registro de la lista activa. Los valores posibles son: 1 para
los nodos lejanos, 0 para los que estan en la lista activa, -1 para los nodos que convergen y
-3 para el nodo inicial (source).

» fimSolution: Resultado de la iteracién actual del algoritmo.

» fimSolution_last: Resultado de la iteracién anterior del algoritmo. Se guarda el resultado
para comparar y saber si el nodo convergié.

cost: Costo relacionado al nodo.

En la Fig. 24 se muestra el diagrama de procesos del algoritmo tanto en Host como Device.

9
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

[ Inicializar Particulas ] Device

v

[ Inicializar Octree ]

v

Obtener Posicion de

+ Modos
[C.c-piar memoria a de*.rit:e]
Inicializar FIM

!

lteracion FIM

<l Colorear Puntos

Figura 24: Diagrama de procesos del método de medicion de distancia implementado.

Los procesos son los siguientes:

» Obtener posicion de nodos: Para ello se decodifica la clave Morton:
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e Se forman las posiciones normalizadas de 10 bits al ir tomando cada 3 digitos de la clave
Morton, dependiendo de si se busca la pos x,y o z.

e Se obtiene la posicién normalizada dividiendo entre 40046

— N - Ty, — Nz

" 000 YT 4001 7 4004

e Se obtiene la posicion en el espacio multiplicando la posicion normalizada por las di-
mensiones del octree.

Ny = Ng * OCtyidrh ny = ﬁy : OCtheight N, =N, - OCtdepth

s Inicializar FIM: Primera iteracion del algoritmo. Converge el nodo inicial y sus vecinos se
agregan a la lista.

s Iteracion FIM: Se calcula fimSolution para todos los nodos de la lista activa con la ecuacion
24.

fimSolution = ¢ + costo (24)

donde el costo es la distancia euclidiana entre el nodo actual y su vecino con el valor menor
de distancia ¢.

mwzwwm—%ﬁﬂ%m—%ﬂﬂ%m—@ﬁ

= Colorear puntos: Se colorea el resultado fimSolution de forma interpolada con el kernel
paintDistance. El valor del gradiente va de 0 a al valor de distancia maxima encontrado. Los
colores siguen el siguiente orden (Fig. 25): amarillo — naranja — rojo — morado — azul.

0 Dist. Max.

Figura 25: Gradiente de color que ejemplifica los colores con los que se visualiza el resultado.

El Algoritmo se ejecuta como se muestra en el Alg. 4.

35



Algoritmo 4: Algoritmo para método propuesto

Inicializacién
Inicializar statusVis en el nodo fuente como —3, y en todos los demas como 1;
Inicializar fimSolution en el nodo fuente como 0, y en los deméas como o0;

Inicializar la posicién espacial de cada nodo. Lanzar el kernel ilnitFastlterative para la
primera iteracién ;

Actualizacion

mientras Lista activa no estd vacia hacer

para cada Nodo X en Lista activa hacer
Calcular fimSolutiony con ec. 24.

si fimSolutionx < fimSolution_lastx entonces

Se buscan los 26 nodos vecinos;

Para los nodos vecinos N no vacios se hace una primera iteracion del algoritmo
para calcular fimSolution con la ec 24;

si fimSolutiony < fimSolution_lasty entonces
‘ N se agrega a la lista activa (statusVis = 0);

fin

Remover X de la Lista activa (statusVis = —1);

fin

fin

fin
Lanzar el kernel paintDistance.

4.2.3. Camino geodésico

Se ha desarrollado un algoritmo para dibujar el camino geodésico entre dos puntos especificados.
Para ello se selecciona un segundo punto después del nodo inicial (con un clic derecho) y se avanza
desde este buscando en los nodos vecinos el valor de distancia menor. Se itera esta operacién hasta
que se encuentra el nodo inicial (F1M Solution = 0).

El algoritmo descrito da como resultado un camino formado por una lista de nodos. Poste-
riormente, con la posicién de dichos nodos se forman multiples curvas de Bézier de 3er orden,
interconectadas, donde los puntos de control son dichos nodos. El camino obtenido se muestra con
color verde en la Fig. 26. El ejemplo es de un plano con una particula por nodo del octree. En
verde se colorean las particulas dentro de los nodos seleccionados como parte del camino geodésico
y con la linea punteada se dibujan las curvas de Bézier.
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Figura 26: Camino geodésico sobre plano

Ademas de esto, para facilitar el uso del algoritmo al medir superficialmente zonas de interés
como marcas o agujeros sobre la superficie, se implemento la posibilidad de hacer multiples selec-
ciones con el ratén que formen una sola curva continua. Cada que se hace un nuevo clic el algoritmo
utiliza el ultimo punto tomado como punto final como el nuevo punto inicial y encuentra una nueva
geodésica. La curva resultante serda una suma de la geodésica calculada en cada clic y la distancia
total la suma de las distancias encontradas.
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5. Pruebas y resultados

Las pruebas para los resultados mostrados se realizan con un equipo con las siguientes especi-

ficaciones:

» CPU: AMD FX8370
» Memoria: 12Gb RAM

s GPU: Geforce GTX 970

La tarjeta grafica cuenta con las siguientes caracteristicas:

s Procesador:

e 1664 CUDA Cores
e Frecuencia base de 1050 Mhz
e Frecuencia boost de 1178 Mhz

s Memoria:

e 4Gb de memoria GDDR5
e 256 bit de bus de memoria
e Ancho de banda de memoria de 225 GB/s

5.1. Resultados algoritmo de seleccién

En la tabla 1 se muestran los tiempos de procesamiento del algoritmo de selecciéon desglosado
por sus etapas:

= Deproyectar: Deproyectar coordenadas de pantalla.

= distance2Line: Medir distancia de cada punto al rayo.

s Thrust min: Encontrar distancia minima con Thrust.

= colorPoint: Cambiar identificacion y color del punto seleccionado.

?

El procesamiento se compara entre nubes con diferentes densidades de puntos. En este caso la
densidad es la cardinalidad del conjunto de puntos que forman la nube.

Tabla 1: Tiempos de procesamiento de algoritmo de seleccién con nubes de puntos de diferentes

densidades
Densidad 108,875 | 254,012 | 495,612 | 1,968,409 | 7,868,025
Procesos Tiempo (ms)
Deproyectar | 5 6 ) 4 270
distance2Line | 0.073 0.15 2.47 12.947 137.68
Thrust min 0.392 0.375 0.306 0.38 2.64
colorPoint 0.004 0.015 0.007 0.019 0.067
Total 5.469 6.54 7.783 17.346 410.387
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En la Fig. 27 se muestra la ventana del programa renderizando una nube de puntos (puntos
de color gris) con 2 puntos seleccionados. El punto amarillo es el punto de inicio del algoritmo y
se selecciona con clic izquierdo. El segundo punto, en azul, seria el final del camino geodésico y se
selecciona con clic derecho.

Figura 27: Seleccién de puntos visualizada por el software. Punto amarillo es el seleccionado con
clic izquierdo y el punto azul es seleccionado con clic derecho.

5.2. Pruebas del algoritmo de distancia geodésica con geometrias co-
nocidas

Se pone a prueba el funcionamiento del algoritmo con planos cuadrados y medias esferas, de
diferentes dimensiones y densidades de puntos, creadas con el software de modelado 3D Blender
[51]. Esto tiene el objetivo de utilizar objetos 3D con geometria sencilla y distancias simples de
calcular y comparar. El software Blender crea estos obetos con un espaciado uniforme y unidades en
Blender Units. Esta es una unidad interna del programa que se puede referenciar a una unidad real.
Para el caso de los resultados mostrados, la informacién se deja como una unidad adimensional.

Los modelos de plano y esfera se muestran en la Fig. 28.
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Figura 28: Objetos creados con software de modelado para pruebas. Arriba: vista ortografica sobre
7. Abajo: vista frontal en perspectiva.

Un punto importante para el uso del programa es la profundidad maxima del octree a utilizar,
ya que de esto dependera lo refinado de la cuadricula tridimensional sobre la que avanzard el
algoritmo. Entre mas refinada sea la cuadricula mas preciso sera el resultado y mas tardado el
procesamiento. Al interpretar resultados obtenidos en [29], se decide para las pruebas un nivel de
profundidad méximo de 8, pensando en un buen punto medio entre velocidad de procesamiento y
precision.

5.2.1. Resultados con plano

En la figura 29 se presenta el resultado visual del algoritmo al correrlo sobre una nube de puntos
que representa un plano de dimensiones 10x10. El punto inicial en este resultado es la esquina
superior izquierdo del plano. Cada punto de la nube se renderiza de acuerdo a un pseudocolor que
representa la distancia del punto actual al punto inicial o fuente. Los colores inician en blanco para
los valores més cercanos y terminan en azul para los mas lejanos.
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Figura 29: Resultado visual del algoritmo de medicién de distancia geodésica en plano de 10x10
con diferentes densidades de puntos.

En la imagen 30 se muestra con valores numéricos como cambia el color respecto al valor de
distancia calculado.

Figura 30: Resultado del algoritmo de mediciéon con marcas de distancia

En las tablas 2 y 3 se observan resultados numéricos de distancia para planos de diversas
dimensiones, junto con el célculo de error porcentual y total. Las mediciones consideradas son
‘Lado a Lado’, es decir un lado del cuadrado y ‘Diagonal’, que es la diagonal del plano.
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Tabla 2: Resultados de medir distancia Lado a Lado en un plano cuadricular de diferentes dimen-

siones
Medicion ‘Lado a Lado’
Dimensiones | # de puntos | Dist. Real | Dist. Algo. | Error Rel. % | Error total

1x1 108,875 1 1.13 13 0.13

10x10 254,012 10 10.04 0.4 0.04

50x50 495,612 50 49.87 0.26 0.13
100x100 1,968,409 100 100.078 0.078 0.078
200x200 7,868,025 200 199.687 0.156 0.313

Tabla 3: Resultados de medir distancia Diagonal en un plano cuadricular de diferentes dimensiones

Medicion ‘Diagonal’

Dimensiones | # de puntos | Dist. Real | Dist. Algo. | Error Rel. % | Error total
1x1 108,875 1.414 1.599 13.083 0.185
10x10 254,012 14.14 14.47 2.333 0.33
50x50 495,612 70.71 70.532 0.251 0.178
100x100 1,968,409 141.421 141.531 0.077 0.11
200x200 7,868,025 282.842 282.4 0.156 0.442

En la tabla 4 se observan los tiempos de ejecucion para el plano de 10x10 con diferentes
densidades de puntos y en 5 los resultados de tiempos para planos de diferentes dimensiones. Los
tiempos estan desglosados en los 4 procesos que componen el procesamiento del algoritmo. Los
tiempos seleccionados son los mas altos encontrados después de probar el algoritmo 10 veces.

Tabla 4: Tiempos por proceso de un plano de 10x10 con diferentes densidades

Densidad de puntos | 2,704 | 92,412 | 254,012 | 497,008
Procesos Tiempo (ms)

nodePos 9.776 11.57 11.58 3.434
initFIM 3.406 3.45 3.411 3.434
FIM 191.17 195.35 | 195.87 | 189.72
paintDistance 3.408 3.4517 3.6 3.783
Total 207.76 | 213.8217 | 214.461 | 200.371

Tabla 5: Tiempos por proceso de planos con diferentes dimensiones

Dimensién 1x1 | 10x10 | 50x50 | 100x100 | 200x200
Procesos Tiempo (ms)

nodePos 9.7809 9.75 9.863 9.818 9.819
initFIM 3.406 3.405 3.393 3.424 3.4155
FIM 102.01 195.87 414.5 659.58 913.75
paintDistance | 3.16 3.27 3.425 3.981 3.24
Total 118.3569 | 212.295 | 431.181 | 676.803 | 930.2245
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5.2.2.

Para la media esfera se considera la distancia mas larga desde un extremo a otro, es decir, la
mitad de la circunferencia de la esfera. Esta distancia se calcula como d = 7 r, donde r es el radio

Resultados Media Esfera

de la esfera. El reultado visual se puede observar en la Fig. 31

Figura 31: Resultado visual algoritmo de medicién de distancia geodésica en media esfera de radio

10.

En la tabla 6 se muestran los resultados con esferas con diferentes medidas de radio y en la

tabla 7 los tiempos al procesar la media esfera.

Tabla 6: Resultados de distancia en esferas de diferentes radios

Medicion 7 Perimetro”

Radio | # de puntos | Dist. Real | Dist. Algo. | Error % Error total
1 3,977 3.1415 2.928 6.7961165 | 0.2135
5 250,209 15.7 16.7 6.36942675 | 1
10 999,617 31.415 32.9263 4.81075919 | 1.5113
50 3,996,033 157 164.8 4.96815287 | 7.8
100 3,996,033 314.15 331.3 5.45917555 | 17.15

Tabla 7: Tiempo por procesos con media esfera de diferentes radios

Radio 1 | 5 | 10 50 100
Procesos Tiempo (ms)

nodePos 9.771 9.78 9.767 9.905 9.89
initFIM 3.39 3.39 3.402 3.404 3.99
FIM 43.179 | 151.39 261.569 | 534.0596 912.899
paintDistance | 3.414 3.558 4.218 6.5 6.44
Total 59.754 | 168.118 | 278.956 | 553. 8686 | 933.219
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5.2.3. Pruebas con otros objetos 3D

En la Figura 32 se muestra el resultado visual con una espiral creada con software de modelado
3D. La forma de la espiral permite ver como se desarrolla la distancia geodésica desde un extremo
al otro del objeto (desde color blanco hasta azul).

Figura 32: Espiral creada por software de modelado

En la fig. 33 se muestra una prueba con un toroide. Esto permite probar el algoritmo sobre una
superficie con un agujero (genus=1).

Figura 33: Prueba en toroide

Finalmente en la fig. 34 se muestra el resultado con un paraboloide hiperbdlico.
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Figura 34: Prueba en paraboloide hiperbdlico

En la tabla 8 se recompilan los resultados de tiempo para las pruebas con estos objetos.

Tabla 8: Resultados de tiempo de algoritmo de distancia para espiral, toroide y parab. hip.

Objeto | Densidad | Dist. Max medida | Tiempo[ms]
Espiral 107,624 39.73 305.4
Toroide 9,216 2.6 46.29
Parab. Hip. 145,161 12.62 125.77

5.3. Resultados del camino geodésico

A continuacién se muestran resultados del algoritmo de camino geodésico. En la Fig. 35 se

muestra la traza sobre un plano de 10x10 y en Fig. 36 el camino geodésico sobre la espiral. El
punto de inicio se marca con 1 y el final con 2.
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Figura 35: Camino geodésico sobre plano

B SPH Octree

Figura 36: Camino geodésico sob




6. Analisis de resultados

6.1. Algoritmo de seleccién

Dentro del uso del algoritmo la seleccién de puntos debe ser una tarea muy rapida de realizar,
permitiendo la posibilidad de seleccionar sin problemas puntos de la zona de manera continua.

En la tabla 1 donde se muestran los tiempos de procesamiento del algoritmo se observa un
tiempo de procesamiento muy rapido (menor a 20ms) hasta alcanzar &~ 2210° de puntos. Por otro
lado, al llegar a una pieza con 7 millones de puntos se observo el aumento exponencial en el tiempo
de procesamiento del algoritmo.

Comparacion de tiempos

400
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300 A

250 A

200 A

Tiempo (ms)

150 4

100 4

50 4

T T T T T T \ T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Densidad de puntos (x103)

Figura 37: Comparacion de tiempos del algoritmo de seleccién respecto a la densidad de puntos.

Aun cuando el aumento de tiempo es grande, el tiempo maximo de respuesta de 410ms es un
resultado aceptable para esta operacion.

6.2. Algoritmo de distancia

Aunque los resultados con geometrias conocidas muestran un porcentaje bajo de error relativo
a la distancia maxima medida (tablas 2, 3), cuando la distancia maxima es muy grande esto
ocasiona un error absoluto que llega a ser considerable. Analizando el comportamiento de este error
en la medicién se asume que esta directamente relacionado con la discretizacion por cuadricula
tridimensional que se logra con el uso del octree. Esto es parte de la aproximacion que se utilizo
basandose en la idea de aproximar la distancia geodésica con distancias euclidianas. En este caso
las distancias euclidianas son las distancias entre el centro de cada nodo del octree.

Esto es mas claro al considerar la geometria de la pieza, pues en un plano el error serda menor
que en una pieza 3D. El caso de la esfera es la de mayor error posible pues es como seguir una
circunferencia con solo lineas rectas de tamano igual a la celda de menor tamano de la cuadricula.
En este caso entre menor el tamano de las celdas, mejor seréd la aproximacion.

Hasta ahora no se han hecho pruebas controlando las dimensiones de los nodos del octree o
la cantidad de particulas admisibles en cada uno. En el desarrollo del octree utilizado [2] se evita
llegar a un octree completo, con una particula para cada nodo, por evitar problemas de memoria
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en la GPU. Sin embargo, podria buscarse un método para refinar ciertas partes del octree donde se
procesara el camino geodésico, permitiendo encontrar resultados mas exactos en cuanto a distancia.

Por otro lado, respecto a la velocidad de procesamiento, hay dos aspectos que modifican los
resultados: distancia maxima y densidad de puntos. En la figura 38 se muestra una comparacién
de como ambos factores afectan el procesamiento del algoritmo.

Tiempo vs Densidad de puntos Tiempo vs Distancia maxima
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200 300 400 500 0 50

Cantidad de puntos (x103)

Figura 38: Cambio en el tiempo de procesamiento del plano respecto a la densidad de puntos y la
distancia maxima encontrada.

Como se observa en la Fig. 38, el aumento en densidad de puntos no causa un cambio signi-
ficativo, es la dimensién o distancia méaxima a medir lo que cambia el tiempo de procesamiento,
casi linealmente. Esto es un comportamiento esperado ya que una mayor distancia es una mayor
cantidad de iteraciones necesarias para que la expansion de la onda llegue a ese punto. Por otro
lado, la paralelizacion permite que la densidad de puntos no afecte en tiempo de procesamiento.

6.3. Comparacién con software

En las tablas 9 y 10 se comparan los tiempo de ejecuciones de planos y media esfera de diferentes
tamanos con dos software de procesamiento de nube de puntos. El primero es Meshlab [28] que
es un estandar en el uso cientifico de software para analisis y manipulaciéon de objetos 3D y el
segundo es GIGAMESH [52] que es un software con enfoque para el uso arqueoldgico en andlisis
3D. Los tiempos del algoritmo propuesto son la suma de sus 4 procesos.

Tabla 9: Comparacién de tiempos al procesar planos de diferentes dimensiones con el algoritmo
propuesto y los software Meshlab y GIGAMESH
Tiempo (ms)

Dim | Densidad de p | Dist. Max. | Propuesta | MESHLAB | GIGAMESH
1x1 108,875 1.414 119 609 603
10x10 254,012 14.14 213 1259 1677
50x50 495,612 70.71 431 2114 3514
100x100 1,968,409 141 676 8279 15889
200x200 7,868,025 282 931 35125 89739
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Tabla 10: Comparacién de tiempos al procesar la media esfera con diferentes dimensiones utilizando
el algoritmo propuesto y los software Meshlab y GIGAMESH

Tiempo (ms)

Dim (radio) | Densidad de p | Dist. Max. | Propuesta | MESHLAB | GIGAMESH
1 3,977 3.1415 59.754 448 19

5 250,209 15.7 168.118 1271 1363

10 999,617 31.415 278.956 4162 7118

50 3,996,033 157 553.8686 14140 30418

100 3,996,033 314.15 933.219 43678 33044

En la Fig 39 se grafica la comparacion de tiempos respecto a la distancia maxima encontrada.

Comparacion de tiempos entre algoritmo y software
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Figura 39: Comparacion de tiempos respecto a distancia maxima encontrada entre el algoritmo
propuesto y los software meshlab y gigamesh

Al comparar con algoritmos de distancia geodésica en un software popular como Meshlab y
uno especializado en arqueologia como GIGAMESH, se observa que el algoritmo propuesto tiene
un procesamiento mas rapido. En los peores casos de prueba, para Meshlab con la media esfera, el
algoritmo propuesto fue aproximadamente un 50 % mas réapido y para GIGAMESH con el plano
de 200x200 el algoritmo propuesto fue 100 veces mas rapido.
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7. Aplicacion en arqueologia

7.1. Pruebas del algoritmo de distancia geodésica con restos 6seos en-
contrados en excavacion

A continuacién se muestran resultados del proceso de trabajo que se debe realizar para utilizar
el algoritmo en el andlisis de una pieza arqueologica.

Los restos 6seos procesados son los del craneo encontrado en la tumba II en la excavacion de
Tingambato [26]. La nube se recuperé por medio de escaneo 3D por luz estructurada y tiene una
densidad de 1,211,511 puntos.

1. Seleccionar el punto de inicio. Se puede hacer un acercamiento a la zona de interés con
el uso del teclado para mover la camara. Se posiciona el puntero del ratén sobre el punto a
seleccionar y se hace clic. El punto se muestra en rojo (Fig. 40).

Figura 40: Proceso de trabajo con pieza Arqueolédgica. Seleccionar punto de inicio. La imagen
inferior presenta un acercamiento con mayor iluminacién.
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2. Ejecutar el algoritmo de distancia.

Se ejecuta el algoritmo al presionar una tecla del teclado. Al terminar cada paso del algoritmo
la consola mostrara sus tiempos de procesamiento. Después se mostrara la nube con un
pseudocolor que va del amarillo al azul (Fig. 41). El pseudocolor esté referido a la distancia
desde ese punto al punto inicial.

Figura 41: Proceso de trabajo con pieza Arqueoldgica. Ejecutar algoritmo de distancia de uno a
todos los puntos. Se coloca una estrella para mostrar el punto de inicio.

3. Camino geodésico.

Para visualizar el camino geodésico se presionar el botén izquierdo sobre un segundo punto
de la nube. El camino geodésico se mostrara en verde 42.

Figura 42: Proceso de trabajo con pieza Arqueoldgica. Seleccionar punto final del camino geodésico.
Se coloca una estrella para mostrar el punto de inicio.
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4. Camino geodésico multiple

Después de dibujar el primer camino geodésico se selecciona un segundo punto. El algoritmo
calculara automaticamente la segunda geodésica y la consola mostrara la distancia total. En
la Figura 43 se muestra un ejemplo donde se usa el camino geodésico multiple para seleccionar
una zona circular.

Figura 43: Proceso de trabajo con pieza Arqueoldgica. Seleccion de zona circular

7.1.1. Resultados de tiempo

La nube de puntos del crdneo cuenta con una densidad de 1,211,511 puntos. Los tiempos
de procesamiento fueron: Para selecciéon, un promedio de 8.295 ms. Para el algoritmo de
distancia, 670.948 ms, para una distancia maxima de 295.788.

7.2. Pruebas del algoritmo de distancia geodésica con otros objetos
arqueoloégicos

En la Fig. 44 se muestra el algoritmo sobre la nube de puntos de una reconstruccién por

fotogrametria de una escultura encontrada en la Zona Arqueoldgica de Thuatzio, Michoacan. El

analisis es valioso debido a que la forma y tamano de la figura permite hacer comparaciones de
distancia con la pieza real.
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Figura 44: Resultado sobre el Coyote de Ihuatzio

En la Fig. 45 se muestra una pequena figura de ceramica encontrada Tingambato. El resultado
del algoritmo permite encontrar medidas en las hendiduras de la ceramica que representa una
forma humanoide.
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Figura 45: Resultado sobre Figura de cerdmica excavada en sitio

Los resultados de tiempo para estos resultados se muestran en la tabla 11.

Tabla 11: Resultados de tiempo para procesamiento de distancia en objetos arqueolégicos

Objeto Densidad | Dist. Max medida | Tiempo[ms|
Coyote 511944 33.91 289.159
Fig. Ceramica 444047 21.727 192.85

En la Fig. 46 se muestra el camino geodésico sobre la figura de ceramica.
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Figura 46: Camino geodésico sobre figura de cerdmica (en verde).

Los resultados con pruebas reales muestran la capacidad del algoritmo de trabajar con geo-

metrias de superficies reconstruidas. La velocidad de procesamiento se mantuvo dentro de lo espe-
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8. Discusion

Hay dos cosas importantes a rescatar en este trabajo. Por un lado ;Dé donde nace la necesidad
de usar nubes de puntos? Como se ha mencionado, el uso pensado para el algoritmo es sobre
objetos 3D obtenidos mediante algin dispositivo de captura tridimensional. Estos dispositivos
proporcionan nube de puntos como resultado inicial de la reconstruccion, lo que simplifica el
proceso en comparaciéon con medir sobre una malla 3D reconstruida. Esta aproximacién elimina
un paso, lo que no solo ahorra tiempo y reduce los costos de procesamiento, sino que también
previene alteraciones en la superficie del objeto generadas por el algoritmo de reconstruccién de la
malla 3D. Esto a su vez se traduce en una mejora sustancial en la exactitud y precisiéon que sera
posible obtener con las mediciones.

Por otro lado, es crucial resaltar la relevancia de este trabajo en el contexto de la arqueologia
A pesar de los considerables esfuerzos realizados por los arquedlogos en la recopilacién de datos
a través de técnicas como la fotogrametria, el LIDAR y el escaner 3D, la capacidad de llevar
a cabo analisis detallados de estos datos es un paso esencial que por ahora estd subdesarrollado.
Afortunadamente existen trabajos recientes en arqueologia digital que ya resuelven algunas de estas
problematicas, sin embargo, hasta ahora la mayoria de ellos se limitan a tareas muy especificas y
no existen muchas opciones en técnicas o herramientas publicas para que estos especialistas puedan
medir directamente sobre nubes de puntos

Trabajos como este cobran importancia ya que proporcionan a los arquedlogos la capacidad
de obtener medidas reales de las nubes de puntos que generan. Esto, a su vez, brinda informacién
valiosa sobre los objetos de estudio en arqueologia, contribuyendo al avance y enriquecimiento de
esta disciplina.

8.1. Limitaciones del método
Con lo presentado hasta ahora se tiene las siguientes limitaciones:

» El resultado numérico de distancia es dependiente de la discretizacion hecha por los nodos del
octree. Como se demostr6 en [47], el resultado obtenido aproximando la suma de distancias
euclidianas converge a la distancia geodésica real de la superficie. Sin embargo, existira un
error asociado a las dimensiones de los nodos que son sobre los que se esparce el frente de
onda. Por la misma razoén, la capacidad del algoritmo de detectar una superficie continua
depende de que no existan nodos vacios, o en el caso de detectar agujeros, de que existan nodos
vacios en la zona. Este comportamiento también puede ocasionar errores en determinadas
circunstancias.

= El camino geodésico con la curva de Bézier no es la mejor aproximacion al camino geodésico
real, ademéas la curva de 3er orden puede dar resultados incorrectos cuando hay una baja
cantidad de nodos en el camino. Lo mejor seria utilizar una técnica de optimizacién como
descenso del gradiente para obtener una curva geodésica més exacta.

= Una tercera limitante tiene que ver con la aplicacién del método. Dependiendo del método
de captura 3D, el objeto estard o no escalado a unidades reales. Por lo tanto, si la escala del
objeto no tiene las dimensiones correctas el método no entrega medidas reales. Para lograrlo
hay que referenciar el objeto recuperado con una escala u objeto con medidas conocidas. Por
lo tanto aun requeriria un trabajo de ingenieria extra para que el método entregue datos
utiles de la vida real.
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9. Conclusiones

En esta tesis se siguid el desarrollo de un algoritmo para seleccion de puntos y medicién de
distancia geodésica sobre nube de puntos. La seleccién de puntos se resolvié con una técnica
de seleccién raycast, lanzando un rayo desde la cdmara a la escena para intersectar el punto
seleccionado. La solucion del problema de medicion se basé en la resolucién de la ecuacién eikonal
y aprovecha la computacion paralela y una division espacial tipo Octree para ofrecer una solucion
eficaz. El algoritmo estd pensado para procesar nubes de puntos obtenidas con tecnologias como
fotogrametria o escaneo 3D, sobre piezas reales, por lo que se espera que sea capaz de trabajar con
diversas geometrias de superficie y densidades de nube de puntos. Como caso de estudio el trabajo
de tesis utiliza la arqueologia, por ello, se presenta el estado actual en el uso de herramientas de
arqueologia, enfocado en la medicion de restos dseos, y el panorama en el uso de tecnologias de
captura 3D en arqueologia digital.

En primer lugar, el objetivo de crear una herramienta que permita interactuar con un objeto
3D se logré con la implementacion del método de raypicking. Este método al implementarse con
computo paralelo (CUDA) resulté en una medida eficaz para la tarea comin de seleccionar puntos
de interés en un objeto tridimensional, en este caso, una nube de puntos.

En cuanto a las capacidades del algoritmo de distancia, con el uso del octree y CUDA se
obtiene un algoritmo que procesa rapidamente nubes de puntos de considerable tamano (probado
con distancia méxima de aprox. 315 unidades de vértice) y densidad de puntos (probado con aprox.
8 millones de puntos).

Se realizé comparaciones de tiempo con softwares de procesamiento 3D populares como Mesh-
lab, obteniendo en todos los casos un resultado mas eficiente con el algoritmo propuesto. Las
mediciones presentaron un bajo error relativo, respecto a la distancia maxima medida, y un error
total creciente, al aumentar esta misma distancia. Se considera que la exactitud del algoritmo
mejoraria enormemente teniendo un mayor control en las dimensiones de los nodos del octree de
lo que se ha probado hasta ahora.

Por otro lado, y de acuerdo al tercer objetivo especifico, gracias a una colaboracion con el
INAH, el algoritmo se pudo probar con restos arqueolégicos encontrados en sitio. Especificamente
con un craneo con caracteristicas de superficie interesantes para expertos en arqueologia forense.
Los resultados con el craneo son positivos en cuanto a tiempo de procesamiento y capacidad de
manipulacién. Es posible, de manera intuitiva, dibujar caminos geodésicos sobre la superficie de
objetos, siendo incluso capaz de encontrar circunferencias de agujeros.

Hablando de las aplicaciones del trabajo realizado, con el desarrollo de la tesis se obtiene una
herramienta que acerca a no expertos en computacion a tener la capacidad de realizar mediciones
sobre nubes 3D que sigan la curvatura del objeto, y ademas hacerlo de forma eficiente. En un futuro
se espera que este tipo de herramientas resuelvan la problematica existente de poder obtener mas
datos de interés de objetos capturados con tecnologias 3D.
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