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Resumen

Desde hace tiempo, diversos acontecimientos tanto en sistemas naturales como so-
ciales han tenido efectos catastroficos en nuestra sociedad, por ejemplo: los terre-
motos han causado danos y derrumbes de viviendas, los incendios forestales han
desequilibrado cadenas alimenticias, los derrumbes de los mercados financieros han
tenido repercusiones econdmicas a nivel mundial, etc. Un buen entendimiento de es-
tos sistemas puede ayudar a disminuir las posibles consecuencias negativas gene-
radas. Para llegar a un entendimiento general del comportamiento de los sistemas
se puede dar un primer paso estudiando un caso especifico de los mismos. Por
ello en este trabajo se presenta un modelo de retroalimentacion negativa basado
en umbrales para contribuir al entendimiento de sistemas complejos que presenten
avalanchas de actividad e intermitencia. Especificamente, el modelo se utiliza para
reproducir en un periodo de tiempo la dinamica del precio de la accién de Shell. El
trabajo se centra en desarrollar una solucién analitica del modelo y en la caracteriza-
cion mediante un diagrama de fases. Para la caracterizacion se hace una definicion
formal de los distintos regimenes existentes del modelo y se utilizan simulaciones de
este. También se utiliza la solucion analitica para encontrar propiedades que permi-
tan encontrar las fronteras de los distintos regimenes existentes. Al final se presenta
como posible trabajo futuro aplicar el modelo al sistema especifico de las forma-
ciones de hielo de la Antartida para dar una posible explicacion para las drasticas

disminuciones que ha tenido a lo largo de los anos.
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Capitulo 1

Introduccion y objetivos

En este trabajo se estudian sistemas complejos que dependen de algun factor ex-
terno, mediante bucles de retroalimentacion negativa y avalanchas de actividad ge-
neradas a partir del factor externo. Este primer capitulo comienza con el estudio
de las principales caracteristicas de los sistemas complejos, estas caracteristicas y
componentes distintivos de dichos sistemas son: retroalimentacion, interdependen-
cia de sus variables, comportamiento cadtico, geometria fractal, criticalidad autoor-
ganizada, existencia de estados metaestables y actividad cuya distribucidén sigue

una ley de potencia.

1.1. Caracteristicas de los sistemas complejos

Un circuito de retroalimentacion es un mecanismo por el cual el cambio en una va-
riable resulta en una amplificacion (retroalimentacién positiva) o una amortiguacién

(retroalimentacion negativa) de ese cambio (Ormand, 2023).

Un ejemplo sencillo de retroalimentacion negativa es un termostato que regula la
temperatura del aire dentro de un edificio. En invierno, un aumento de la temperatura
encima del nivel deseado le indica al termostato que apague el horno, amortiguando

de esta manera el aumento de temperatura.
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Otra caracteristica de los sistemas complejos son sus variables fuertemente inter-
dependientes. En efecto, el gran numero de variables en un sistema complejo junto
con su interdependencia hace complicado analizar las entradas que contribuyen a
una salida observaday el alcance de las aportaciones de cada factor se vuelve dificil

de predecir.

Ya que las variables en un sistema complejo dependen en gran parte unas de
otras, las alteraciones en las entradas del sistema pueden llevar a consecuencias no
esperadas. Debido a esto la prediccion precisa del comportamiento de los sistemas
complejos se vuelve dificil (Ormand, 2023), incluso pudiendo presentar el llamado

"Caos”.

La primera persona en notar la posibilidad del caos fue Henri Poincaré. El notd
que un sistema determinista puede presentar un comportamiento aperidédico que de-
pende sensiblemente de las condiciones iniciales, con lo que la prediccion a largo

plazo se convierte en algo practicamente imposible (Strogatz, 2015, p. 2).

Parte de la motivacion de Poincaré provenia del problema de las orbitas de tres
cuerpos celestes que experimenta atraccion gravitacional mutua. En lugar de cen-
trarse en orbitas individuales utilizé el comportamiento de las orbitas que surgen de
conjuntos de puntos iniciales, con ello Poincaré pudo demostrar que eran posibles

orbitas muy complicadas, orbitas ahora llamadas cadticas (Ott, 2002, p. 1).

Agregando a lo anterior, cuando James Clerk Maxwell estudio el movimiento de
las moléculas de gas, en la década de 1860, sabia que pequefios cambios en el mo-
vimiento inicial de las particulas darian lugar a cambios gigantescos en las trayecto-
rias de las moléculas. Probablemente también sabia que un sistema compuesto por
dos particulas de gas en colisidon en una caja no tendria movimiento de tipo estado

estable ni de oscilacion periddica o cuasi peridédica, como estaban acostumbrados
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en esa época, Yy que el comportamiento a largo plazo de los movimientos no seria

predecible para todo fin practico (Alligood et al., 1997, pp. vi-vii).

Algunos sistemas complejos dan lugar a estructuras llamadas "fractales”. De ma-
nera general los fractales se definen como formas geométricas complejas con una
estructura fina en escalas arbitrariamente pequefas. Estas pueden tener algun grado
de autosimilitud. Es decir, al acercarnos a una pequefa parte de un fractal veremos
caracteristicas muy similares a el fractal entero. Esta similitud puede ser exacta o

solo aproximada (Strogatz, 2015, p. 405).

Una manera de obtener estructuras fractales o auto semejantes es llevar al punto

critico a un sistema termodinamico ajustando la temperatura.

Por ejemplo, el tamario de las islas o dominios de spins en el modelo de Ising
sigue una distribucién libre de escala en T' = T, (donde T es la temperatura critica).
Pero existen sistemas no térmicos que presentan caracteristicas similares a aquellos
del punto critico, sin necesidad de ajustar un parametro externo, es decir, de manera

autoorganizada.

La criticalidad autoorganizada es una forma diferente de estudiar la naturaleza.
La idea principal es que derivado unicamente de la interaccion sencilla de sus partes,

el sistema evoluciona a un estado critico (Bak, 1996, p. xi).

La ciencia de la criticalidad autoorganizada tiene por objetivo ayudar a compren-
der como es que la naturaleza puede presentar un comportamiento complejo emer-

gente partiendo de leyes sencillas de sus partes constitutivas.
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El punto critico de la dinamica de los sistemas estudiados aqui funciona como un
atractor que es alcanzado desde un estado de equilibrio, de esta manera los siste-

mas dinamicos evolucionan naturalmente hacia un estado critico.

Aunado a esto, la criticalidad autoorganizada explica unos cuantos patrones ubi-
cuos existentes en la naturaleza que consideramos como compleja. La estructura

fractal y los eventos catastroficos estan entre esas regularidades (Bak, 1996, p. xi).

Es importante destacar que un sistema complejo puede ser observado en un es-
tado de equilibrio débilmente estable, un estado donde un pequefio cambio en las

condiciones puede provocar un cambio mayor en el sistema (Ormand, 2023).

Un ejemplo paradigmatico de lo anterior es el de los terremotos: es posible que
a lo largo de meses o incluso anos se presentan terremotos de magnitud relativa-
mente pequefia muchas veces al dia. Podria pensarse que el sistema geoldgico se
encuentra en una especie de equilibrio donde se disipa cuasi-continuamente la ener-
gia que se acumula en las fallas. Pero de vez en cuando y sin previo aviso puede

haber terremotos de gran magnitud con consecuencias devastadoras.

En efecto, algunos sistemas grandes con un gran numero de componentes evo-
lucionan hacia un estado fuera de equilibrio donde pequenas perturbaciones pueden
conducir a eventos denominados como avalanchas (Bak, 1996, pp. 1-2). Cabe sefia-
lar que las avalanchas surgen cuando un sistema responde a condiciones externas
cambiantes mediante eventos discretos e impulsivos que abarcan una amplia gama

de tamanos.

Un ejemplo de sistemas que presentan avalanchas es el caso de los materia-
les magnéticos bajo el efecto de un campo magnético externo cambiante. En este

ejemplo cada particula del material tiene su spin orientado aleatoriamente, confor-
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me aumente el campo magnético externo algunas particulas cambiaran su spin. El
hecho de que algunas particulas cambien su spin puede desencadenar que un gran
numero de particulas también cambien su spin provocando que estas particulas ali-

neen su orientacion, obteniendo de esta manera una avalancha (Sethna et al., 1993).

Lo ejemplos de sistemas que presentan avalanchas son diversos, se han encon-
trado avalanchas en: dindamica de superconductores (Field et al., 1995) y superfluidos
(Lilly et al., 1996), sonido emitido durante las transiciones de fase martensitica (Ortin
et al., 1995), fluctuaciones en el mercado de valores (Bak et al., 1997), erupciones
solares (Lu et al., 1993), fallas en cascada en las redes eléctricas (Carreras et al.,
2000), fallas en sistemas disefiados para un rendimiento 6ptimo (Carlson y Doyle,
1999), toma de decisiones en grupo (Galam, 1997) y fractura en materiales desor-
denados (Petri et al., 1994).

Al mismo tiempo, los sistemas complejos se componen de grupos de agentes re-
lacionados. Por ejemplo, las avalanchas de nieve no son una gran cantidad de copos
de nieve que por coincidencia se mueven en una sola direccion, sino que la masa
de nieve es un sistema acoplado con fuertes relaciones, lo que lleva frecuentemente
en forma de una ley de potencia a eventos muy grandes. A diferencia de las leyes
de potencia, las distribuciones Gaussiana, Uniforme, Exponencial y Poisson pueden
surgir de la independencia o falta de relacidén de objetos o eventos (Fieguth, 2017,
p. 212).

En tal sentido, los sistemas no lineales desafian las suposiciones respecto a la
superposicion, asi como las distribuciones conocidas como leyes de potencia desa-
fian las suposiciones con respecto a promedios y al aprendizaje de la experiencia
(Fieguth, 2017, p. 212).
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Una vez presentadas las caracteristicas de los sistemas complejos es momento
de abordar en esta tesis el concepto de "intermitencia” en la dinamica de la variable

de un sistema, el cual sera un concepto clave en el resto del trabajo.

El concepto de intermitencia fue propuesto por primera vez por Pomeau y Manne-
ville (1980) cuando estudiaron sistemas dinamicos disipativos simples que exhibian
una transicién de un comportamiento periédico estable a un comportamiento cadtico.
En el trabajo descubrieron que la intermitencia era una ruta al caos que involucraba
una alternancia entre una dinamica regular y una cadtica, los autores describieron
3 tipos de intermitencia dependiendo del tipo de bifurcacion que tenia un parametro
de bifurcacién (Guan et al., 2020).

En esta tesis se propone que algunos sistemas sociales y naturales presentan
un comportamiento intermitente con transiciones entre un estado con dinamica con
cambios relativamente suaves y un estado con cambios abruptos provocados por el
cambio continuo de un factor externo. En la siguiente seccion de este capitulo se
presenta el sistema de salas de cine como ejemplo especifico de sistema social con
la intermitencia mencionada, también se realiza un analisis utilizando la dependencia
de una condicién externa cambiante y utilizando el proceso de retroalimentacion

negativa.
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1.2. Avalanchas de actividad en sistemas con retro-

alimentacién negativa

El sistema social de salas de cine se conforma por el numero de personas que asis-
ten en cada semana a ver una pelicula especifica y por el numero de salas de cine
que presentan esta misma pelicula especifica. Escobar y Castillo (2018) encontraron
que la dinamica del numero de salas de cine como funcion del tiempo se podia re-
producir si se conoce la dinamica del numero de personas como funcion del tiempo.
Debido a que existe un numero diferente de personas que asisten a ver una deter-
minada pelicula, la dinamica del numero de salas de cine en funcion del tiempo es

diferente para distintas peliculas.

En la Figura 1.1 se presenta la dinamica del numero de salas de cine que presen-
tan la pelicula especifica: Harry Potter 7, la dinamica se presenta desde la semana
que el numero de salas alcanzé su audiencia maxima (semana 0). En este sistema
social cada sala de cine representa a los elementos sistema y el numero de perso-
nas que asisten a ver la pelicula representa la condicidon externa a la que responde

el sistema.

4000

35001

3000 4

25001

2000 4

1500

1000 -

NUmero de salas de cine

500

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
NUmero de semanas desde el maximo

Figura 1.1: Dinamica del numero de salas de cine que presentan una determinada
pelicula. Datos tomados de www.boxofficemojo.com.
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En la figura es posible notar que en el periodo 0 a 3y 4 a 7 la dinamica del numero
de salas de cine mantiene una dinamica de cambios relativamente suaves, mientras
que en las semanas 3 a4y 7 a 10 se presenta una disminucién en el numero de
salas para después regresar a una dinamica de cambios relativamente suaves en
las semanas 10 a 19. En esta dinamica se considera que ocurre intermitencia con
una transicion entre cambios relativamente suaves y un estado con cambios en la

dinamica de los elementos sistema.

Para reproducir la dinamica del nimero de salas de cine como funcion del tiem-
po Escobar y Castillo (2018) propusieron un modelo en donde consideraron que el
nuamero de personas que asistia a ver una determinada pelicula funcionaba como

un factor externo al cual respondia el numero de salas de cine.

La dinamica intermitente del sistema se puede explicar considerando que con-
forme el numero de personas se agota, el numero de salas disminuye debido a que
cada sala necesita un numero minimo de personas para obtener ganancias. Si una
determinada sala recibe menos gente de la esperada se pueden presentar perdidas

para las cadenas de cine, por lo que la mejor opcion seria cerrar el numero de salas.

La tranquilidad relativa seguida por una disminucion es explicada por Escobar
y Castillo por un proceso de retroalimentacion negativa. El sistema cuenta con re-
troalimentacion negativa debido a que, al cerrar una determinada cantidad de salas
de cine, el numero de personas por cantidad de sala aumentaria, haciendo de esta
manera rentables a las demas salas y con ello menos probable que se cierran mas
salas de cine. El sistema de salas de cine es un ejemplo especifico de un sistema
con el proceso de retroalimentacion negativa. Este proceso es de gran importancia
para exponer el modelo que se estudia en esta tesis, por lo que a continuacion se

explica con mas detalle.
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De manera general el proceso de retroalimentacion negativa es el siguiente:

Primero, el sistema se encuentra en un estado de tranquilidad relativa, es decir,
en un estado con cambios relativamente pequefos en la variable del sistema. Des-
pués surge un efecto del factor externo (independiente al sistema) que provoca un
cambio en la variable interna del sistema. El cambio en la variable interna provoca
una oposicion indirecta al efecto externo, que a su vez impide un mayor cambio en
la variable del sistema. Debido a la oposicidén del factor externo, el sistema regresa
a un estado de tranquilidad relativa. Si continua el efecto del factor externo sobre
el sistema, entonces provocara un cambio en la variable interna del sistema hasta

llegar de nuevo al estado de equilibrio.

El proceso de retroalimentacion negativa se muestra en el siguiente diagrama.

Ver Figura 1.2.

Equilibrio S Efecto externo

/ independiente

/

Oposicion
indirecta de
efecto externo

Zal
\ Cambio en

variable interna

Modifica el
equilibrio

Figura 1.2: Proceso de retroalimentacion negativa.

Para explicar mejor a los procesos de retroalimentacion negativa, conviene re-
pasar el funcionamiento del llamado "gobernador centrifugo”. Un gobernador es una
parte de una maquina por medio de la cual la velocidad de la maquina se mantiene
casi uniforme, a pesar de las variaciones en la potencia motriz o la resistencia. La
mayoria de los gobernadores dependen de la fuerza centrifuga de una pieza conec-

tada con un eje de la maquina (Maxwell, 1867).
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En la Figura 1.3 se muestra el diagrama sobre el gobernador centrifugo.

El mecanismo del gobernador centrifugo es el siguiente: cuando la velocidad de
una maquina aumenta sobre un valor deseado, las esferas comienzan a separarse
debido a un aumento de la fuerza centrifuga provocado por la velocidad de la ma-
quina. La separacion de las esferas provoca el cierre de la valvula, esto disminuye
el flujo del fluido de trabajo que alimenta una turbina y hace disminuir la velocidad
de la maquina. De otro modo, cuando la velocidad de la maquina decae, las esfe-
ras comienzan a descender. Esto ocasiona la apertura de las valvulas y con ello un

aumento en la velocidad de la maquina (Umana, 2019).
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Figura 1.3: Diagrama de un gobernador centrifugo. Tomado de Estimacién del mar-
gen de reserva y contingencia para el control de frecuencia en redes electricas con
mix de generacion, por A. J. Umana, 2019.

Los pasos del diagrama de la Figura 1.2 se pueden aplicar al ejemplo del gober-
nador centrifugo, donde el regulador tiene la funcién de factor externo independiente

y el vapor es la oposicion indirecta del efecto externo. Ver Figura 1.4.
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El regulador se ajusta.

Fluye mas vapor.

El gobernador es levantado.
La valvula se cierra.

Fluye menos vapor.

o R P

Figura 1.4: Proceso de retroalimentacion negativa para el gobernador centrifugo.

El gobernador centrifugo no explica avalanchas ni intermitencia, se presenta para
generar un mayor entendimiento del proceso de retroalimentacion negativa. Este
proceso se puede aplicar a diversos sistemas sociales y naturales, como es el caso
de las extinciones en masa de especies. En la siguiente seccion se presenta este

ejemplo especifico junto con ejemplos diversos de sistemas sociales y naturales.

1.3. Retroalimentacién negativa en sistemas sociales

y naturales

Para el caso del sistema de las extinciones en masa de especies, un meteorito pue-
de tener el rol de factor externo y la muerte de animales debido al hambre es la

oposicion indirecta a este efecto externo.

Para este sistema existe una analogia muy adecuada entre el gobernador centri-
fugo y los procesos evolutivos:
La accion de este principio es exactamente igual a la del gobernador cen-
trifugo de la maquina de vapor, que verifica y corrige cualquier irregularidad
casi antes de que sea evidente; y de la misma manera, ninguna deficiencia
desequilibrada en el reino animal puede alcanzar una magnitud conspicua,
porque se haria sentir en el primer paso, al hacer que la existencia sea dificil

y que la extincion sea casi segura. (Wallace, 1858)
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Los pasos del diagrama de la Figura 1.2 aplicados al ejemplo de los procesos

evolutivos se muestra en la Figura 1.5.

1. Unenorme meteorito golpea.

2. Lacomida por animal disminuye.

3. Los animales grandes mueren de hambre.
C 4. Hay mas alimento por animal.

5. Los animales dejan de morir por hambre.

Figura 1.5: Proceso de retroalimentacion negativa para las extinciones de especies.

La flecha en el diagrama muestra el paso donde la variable del sistema comien-
za a disminuir de nuevo debido a que despues de un tiempo los efectos del factor

externo continuan afectando al sistema.

Para el caso de suministro de salas de cine, la asistencia semanal disminuyente
sirve como factor externo y que los cines dejen de presentar la pelicula es la oposi-

cion indirecta del efecto externo, se tiene el diagrama de la Figura 1.6.

1. La asistencia a los cines disminuye.

2. Disminuye la asistencia por teatro.

3. Los cines mas vacios remueven la pelicula.
Q 4. Hay mas gente por cine activo.

5. Los cines no remueven la pelicula.

Figura 1.6: Proceso de retroalimentacion negativa para las salas de cines.

Por otro lado, el proceso de retroalimentacion negativa también se encuentra
en el mercado de acciones. Este proceso se encuentra en el precio de acciones de

empresas directamente relacionadas con el precio del petréleo. El precio del petréleo
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ejerce la funcidn de factor externo y el precio de la accidén de la empresa directamente
relacionada con el petréleo es la oposicién indirecta del efecto externo. Se tiene el

siguiente diagrama. Ver Figura 1.7.

1. El precio del petrdleo disminuye. Los
dividendos potenciales disminuyen.

2. Los duefios de las acciones de Shell venden
al precio de comprador.

3. El precio de la accién disminuye
(“mercado de compradores”).

4. Las ventas se detienen.

. El precio se estabiliza.

wu

Figura 1.7: Proceso de retroalimentacion negativa para el mercado de acciones.

Aunque los sistemas cuentan con un proceso de retroalimentacion negativa, la
disminucion de su variable no se detiene por completo debido a que el factor externo
continua disminuyendo provocando cambios en el sistema que generan mas dismi-

nuciones.

Para aplicar los conceptos de retroalimentacion negativa y dinamica intermiten-

te en sistemas se muestra a continuacion un ejemplo de este ultimo caso presentado.

En la Figura 1.8 se presenta el precio de la acciéon de Shell como funcion del
tiempo. En esta tesis se considera que la dinamica del precio presenta una dinamica
intermitente, con cambios relativamente suaves y cambios abruptos. En base a esto

se da una posible explicacién del proceso.

La dinamica intermitente se intenta explicar considerando al precio del petréleo
como factor externo y utilizando el hecho que el precio del petréleo disminuyé en el

mismo periodo de tiempo que se presenta la dinamica.
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Figura 1.8: Dinamica del precio de la accion Shell en un periodo de tiempo del afio
2014. En el eje x se muestran los dias desde el 20 de junio del 2014.

Para explicar la dinamica intermitente se supone que los accionistas colocan di-
ferentes umbrales sobre el precio del petréleo. Conforme este disminuya y alcance
el precio de la accion los umbrales de los accionistas seran superados. Con cada
umbral superado los accionistas venderan las acciones para no tener perdidas con-

siderables en el futuro.

En este sistema se tiene un proceso de retroalimentacion negativa, ya que vender
acciones hace que el precio de la accion disminuya y provoca que no sea atractivo
vender a un precio inferior al que se compraron las acciones. Al detenerse las ventas
se obtiene por momentos una dinamica con tranquilidad relativa, si el precio del pe-

troleo continua disminuyendo las ventas ocurriran de nuevo y el proceso se repetira.

El objetivo de esta tesis es crear un modelo para analizar sistemas con avalan-
chas de actividad e intermitencia, utilizando umbrales con distintos significados y

utilizando factores externos que determinen la dinamica observada.
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De manera general se propondra un modelo de retroalimentacién negativa ba-
sado en umbrales para contribuir al entendimiento de sistemas complejos que pre-
sentan procesos de avalanchas de actividad e intermitencia. Se desarrollara una
solucion analitica del modelo y se buscara caracterizar al mismo mediante un dia-
grama de fase. En particular el modelo se utiliza para reproducir las disminuciones
que ha tenido el precio de la accion de Shell en funcion del tiempo en un periodo de

tiempo especifico.

Con la caracterizacién del modelo se espera poder distinguir a los distintos re-
gimenes existentes, se espera identificar de manera facil y rapida al régimen que

pertenece un sistema solo conociendo el valor de sus parametros.

Los objetivos de la tesis se desarrollaran en los siguientes 5 capitulos. Al inicio
del capitulo 2 se presenta el modelo propuesto por Escobar y Castillo de retroalimen-
tacion negativa para sistemas que dependen de un factor externo en agotamiento,
al igual que se presenta la aplicacién y la caracterizaciéon de ese modelo. Al final
del capitulo se presenta el modelo que se desarrolla en esta tesis. El modelo de la
tesis se basa en el modelo de Escobar y Castillo, por lo que una comprension de su

modelo ayudara a entender los cambios hechos al mismo.

El capitulo 3 comienza con simulaciones del modelo para reproducir datos de
sistemas reales. Después, se presenta un tratamiento analitico del modelo y se pre-
senta la evolucion temporal de la variable del sistema como funcion del factor externo
y como funcién de los parametros del modelo. En ese mismo capitulo se comparan
las simulaciones microscépicas del modelo con simulaciones de la solucion analitica

y se presentan los diversos regimenes existentes.
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En el capitulo 4 se define formalmente a los distintos regimenes, se presenta un
meétodo para obtener las fronteras en el espacio de los parametros donde comien-
zan los regimenes y se comparan las fronteras obtenidas con simulaciones micros-
cdpicas con las fronteras obtenidas con simulaciones tedricas. Después se utiliza la
solucion analitica para encontrar distintas propiedades que ayuden a fijar una du-
racion total para las simulaciones y para encontrar a las fronteras de una manera
rapida. Al final del capitulo se presenta la caracterizacion del modelo mediante las

simulaciones tedricas.
En el capitulo 5 se explora la posibilidad de aplicar el modelo para explicar las
variaciones de masa que ha tenido la Antartida desde el afio 2002 hasta el afio 2023,

quedando esto como posible trabajo futuro.

Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Un nuevo modelo de
retroalimentacion negativa con

umbrales

El modelo que se presenta en esta tesis se basa en el articulo Intermittent dynamics
in complex systems driven to depletion (Escobar y Castillo, 2018), en el articulo se
presenta un modelo basado en retroalimentacion negativa con el objetivo de explicar
el comportamiento de sistemas con elementos no interactuantes y dependientes de
factores externos en agotamiento. Se le haran cambios al modelo presentado en
el articulo para predecir la dinamica de diferentes sistemas naturales. Primero se
explicara en que consiste el modelo del articulo, después se presentaran los cambios

en el modelo y se presentara una posible aplicacion del modelo.

2.1. Modelo con retroalimentacion negativa

Para explicar la dinamica de las variables del sistema, el modelo de los autores
empieza asignando umbrales de energia a cada agente y distribuyendo un factor

externo ¢(t¢) entre cada uno de ellos.

17
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Para asignar los umbrales de energia el modelo toma valores al azar de una
distribucion normal con valor medio p y varianza o2, estos umbrales se consideran
constantes en el tiempo y como propiedades intrinsecas de los elementos. Los um-
brales independientes del tiempo se designan como z; > 0 para cada uno de los

elementos constituyentes : = 1, ..., V.

Ahora, se define a ¢(t) como el factor externo que decae conforme pasa el tiem-
po, esta funcion representa la energia disponible total generalizada y se distribuye
de manera aleatoria entre los N(¢) elementos activos en el tiempo ¢. Debido a que
los umbrales son tomados aleatoriamente de una distribuciéon normal, la dinamica de
N (t) es estocastica. Si en el tiempo ¢ + 1 la cantidad total de energia de un elemento
esta por debajo de ese umbral, dicho elemento es eliminado por completo del siste-
ma. La cantidad de energia que tiene cada elemento no se considera acumulable, en
cada iteracion cada elemento pierde la energia anterior y le es asignado una nueva

cantidad.

Se define a o,(t) como el estado del elemento ¢, con ¢,(t) = 0 para el elemento
inactivo (eliminado) o el valor 1 para el elemento activo. Con esto N (t) = Y.V, o4(t)
devuelve el numero de elementos activos en el tiempo ¢, por lo que la dinamica del

sistema sigue la siguiente regla microscopica:
oi(t +1) = 0;(1)O(Ti(t) — i) (2.1)

Donde ©(z) representa la funcion escalon de Heaviside y 7;(t) es una porcion de la

sefial externa, matematicamente se tiene que cumplir la igualdad:

N(®)
Z Ti(t) = q(t) (22)
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Ya que la porcion de la sefal entrante esta distribuida uniformemente sobre los ele-

mentos activos ¢, esta debe de tener el valor esperado:
t
71 = 1) = L (2.3)

Debido al agotamiento de los factores los sistemas adquieren una dinamica que
puede cambiar de manera intermitente entre comportamientos con gran actividad
y comportamientos con tranquilidad relativa, es decir, con cambios relativamente

suaves en el sistema.

r b
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entacion
negativa
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Figura 2.1: Adaptado de "Intermittent dynamics in complex systems driven to deple-
tion.”(p. 3), por Escobar, J.V. y Pérez Castillo I, 2018, Scientific Reports 8, 4825.
https://doi.org/10.1038/s41598-018-23033-x
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De manera natural el modelo conduce a una retroalimentacion negativa que per-
mite reproducir los cambios suaves y los cambios grandes que se producen a medida

que el factor externo se va agotando.

Para entender la dinamica que pueden tener los sistemas se presenta en la Fi-
gura 2.1 la evolucion temporal de la densidad de los umbrales activos y la densidad
de las ocupaciones, denotados por p;(x) y p:(T) respectivamente. En la Figura 2.1a
se muestra una evolucion de ambas densidades para una sefal que decae rapida-
mente, se muestra que en el tiempo ¢t = 0 ambas densidades no se superponen.
En el siguiente paso de tiempo (t = 1) las densidades se superponen, lo que provo-
ca que la fraccion superpuesta de umbrales activos se conviertan en inactivos. La
disminucion de umbrales activos aumentara la ocupacion promedio 7'(t) y hara que
la distribucién p,(7T") vuelva a valores altos. En el tiempo ¢ = 2 no habra superposi-
cion alguna, ningun elemento del sistema sera eliminado y no habra actividad en el
sistema. Conforme la sefial externa siga decayendo el proceso se repetira, esto se
muestra en el tiempo ¢ = 3 y t = 4. La secuencia de eventos llega a su fin cuando
todos los elementos del sistema se conviertan en elementos inactivos. Debido a que
en este proceso el sistema paso por momentos de inactividad se denomina que el

sistema se encuentra en un régimen intermitente.

En la Figura 2.1c se muestra el proceso cuando la sefal externa decae de ma-
nera relativamente lenta, en este caso ambas distribuciones se acercan de manera
que solo una pequefia porcion de p;(x) es removida en cada iteracion. Debido a que
siempre hay actividad en el sistema se denomina que el sistema esta en un régi-
men continuo. El comportamiento de los sistemas en sus respectivos regimenes se

muestra en la Figura 2b y 2d.
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En el articulo se probd el modelo en un ejemplo especifico comparando simu-
laciones del modelo con datos reales del numero de salas cines que exhiben una
pelicula dada como funcién del tiempo. La idea central es que cada sala de cine
necesita un umbral para lograr una ganancia por cada pelicula reproducida. Con el
umbral no superado se producirian perdidas en la cadena de los cines, lo cual no

seria conveniente para los duefos de las cadenas.

En la simulacién se reprodujo la dinamica de salas de cines de grupos de cines
que mostraron una pelicula especifica con audiencia semanal disminuyente. Estos

datos son empiricos.

Se considerd como factor externo el nimero de personas ¢(t) que llenan los N ()
cines en una determinada semana t. Después de la semana t + 1 se remueven los

cines si la asistencia a cada cine fue menor que su umbral asignado.

Se asumié que la distribucién de las salas de cine respecto a los umbrales si-
gue una distribucién normal y se uso el hecho de que la asistencia a los cines es
en general muy bien descrita por una exponencial decreciente. También se usé la
aproximacion de primer orden de ignorar las restricciones geograficas y se distribuyo
de manera aleatoria a la cantidad de personas ¢(¢) entre la cantidad de cines dispo-

nibles.

Es importante notar que el incremento y la disminucion del valor esperado de T'(t)
es el proceso que da lugar a la retroalimentacién negativa. Que haya menos cines
provoca que la ocupacion por cine aumente, disminuyendo la probabilidad de que

los cines estén por debajo de su umbral en la siguiente iteracion.

Respecto al factor externo, se opté por una exponencial decayente como sefal

externa ¢(t) = goe~ 7, €l parametro 7 fue importante debido a que controla la veloci-
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dad a la que el factor externo decae. Otro parametro relevante fue el coeficiente de
variacion inicial k = % ya que el cociente permite realizar un diagrama de fase para

clasificar los distintos regimenes donde puede estar el sistema.

Una vez definido el factor externo, se realizaron simulaciones en las que se en-
contraron que el modelo es capaz de reproducir la dinamica de las salas de cines
notablemente bien, ademas se encontrd evidencia de que el sistema de los cines
esta caracterizado por una sola distribucion de salas, con lo cual a cada pelicula

diferente le corresponden unos mismos umbrales.

Esto implica que basta dar el numero inicial de cines N (0) para reproducir toda la
serie temporal de las salas de cines N(t) usando como entrada una serie temporal
especifica para ¢(t). Por lo que las avalanchas de actividad se pueden predecir a

pesar de la naturaleza estocastica de N(t).

Con relacién al tratamiento analitico del modelo, se encontré que para una sefal
externa que decae exponencialmente este esta muy bien descrito por la ecuacion

dinamica de campo medio:

N(t+1) = @ erfc 2’?{; i(;)(ﬂ) (2.4)

Con esta ecuacidn se encontraron expresiones analiticas para las lineas de tran-
sicion de un diagrama de fase dinamico correspondiente a la dinamica microscopica
del sistema. Las lineas se compararon con un diagrama de fase obtenido con simu-

laciones Monte Carlo de la misma dinamica microscopica.
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2.1.1. Definicion de los distintos regimenes en el sistema

En el diagrama de fase dinamico se logro identificar a cuatro regimenes distintos
en el espacio de los parametros (k, %). A continuacion, se definen a estos distintos

regimenes:

1. El régimen intermitente se denomina a el lugar donde el sistema no es capaz
de sincronizar con la senal externa dando como resultado avalanchas de acti-
vidad.

2. En el régimen continuo y asincrono | los parametros imposibilitan al sistema
sincronizar con la sefal externa, pero ninguna avalancha se genera si no que

suceden cambios de manera suave.

3. En el régimen continuo y sincrono ocurren cambios de manera suave y el sis-

tema es capaz de seguir la sefial externa.

4. En el régimen continuo y asincrono Il el sistema no es capaz de sincronizar
con la sefal externa, pero esta vez debido a restricciones en las condiciones

iniciales T'(t) > 0.

En la Figura 2.2a se muestra el diagrama de fase para el modelo de campo me-
dio, en la Figura 2.2b y 2.2c se muestra el diagrama de fases de intermitencia para
el modelo microscopico y para el de campo medio respectivamente. Los cuatro re-
gimenes mencionados en los que se puede encontrar el sistema se muestran en la

Figura 2.2a.

Para cuantificar la intermitencia se utilizé el tiempo acumulado normalizado de
inactividad, el cual es calculado sumando los intervalos At en los que la actividad
se mantiene sin cambios. Esta cantidad es 0 cuando el sistema se encuentra en el
regimen continuo y no cero cuando se encuentra en el regimen intermitente. Ade-

p=T(t)
V210

mas de este parametro, se definio el parametro z(t) = que caracteriza la
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habilidad del sistema para seguir el factor externo. Iterando la ecuacién dinamica del
campo medio (2.4) y siguiendo el valor de los 2 parametros se identificaron los cuatro

regimenes en el espacio de los parametros (x, 1/7) mostrado en la Figura 2.2a.
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Figura 2.2: Adaptado de "Intermittent dynamics in complex systems driven to deple-
tion.”(p. 4), por Escobar, J.V. y Pérez Castillo I, 2018, Scientific Reports 8, 4825.
https://doi.org/10.1038/s41598-018-23033-x

En la Figura 2.2b y 2.2c se muestra el tiempo acumulado de inactividad calculado
con el campo medio y con el modelo microscopico en la cual es posible hacer una
comparacion entre ambos. Cabe resaltar que en la aproximacion de campo medio
se muestra una linea de bifurcacion x,,(7) que separa el regimen sincrono del asin-
crono /1 y en todas las graficas se muestra una linea de bifurcacion «.(7) que separa

el regimen asincrono del regimen sincrono.

La obtencion de la lineas de bifurcacion no se profundiza debido a que no toman

un papel relevante para el modelo de la tesis (presentado en la seccion 4 de este
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capitulo). En esta seccion se busca dar una nocion sobre los regimenes en donde
puede estar un sistema, ya que en el capitulo 4 se buscara el diagrama de fases para

el modelo de la tesis mediante un metodo diferente.

2.2. Simulaciones: Reproduciendo los resultados del

articulo

Como un ejercicio sobre este modelo, se llevaron a cabo simulaciones con los mis-
mos parametros utilizados en el articulo (u = 400, 0 = 0.45u). Se siguieron los mis-
mOos pasos con las mismas suposiciones para reproducir los resultados de 2 de las
4 peliculas presentadas como ejemplo. Estas 2 peliculas fueron Harry Potter 7 y

Beautiful Mind. Las graficas se muestran a continuacion:

Harry Potter 7 00025 Distribucion normal
LR R v O Modelo
B @ Datos [}
S oooz0
ooy i
08
u [ ] (] E
* bl g ans
s 000 28
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* .g 0.0005
* e &
[ ]
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(a) Grafica de los datos reales y del mo- (b) Distribuciéon normal utilizada para to-
delo con escala logaritmica en el eje Y. mar los umbrales del modelo.

Figura 2.3: Graficas para la pelicula Harry Potter 7

En la Figura 2.3 se muestran las graficas para la pelicula Harry Potter 7y en la
Figura 2.4 las graficas para la pelicula Beautiful Mind. En Figura 2.3a y Figura 2.4a
se muestran el numero de salas N(t) contra el tiempo ¢, en estas se compara a los
datos reales y al modelo. En Figura 2.3b y Figura 2.4b se muestra la grafica de la
distribucion normal utilizada para tomar los umbrales del modelo. Se logré reproducir

los resultados obtenidos en el articulo con buena exactitud.
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Figura 2.4: Graficas para la pelicula Beautiful Mind
2.3. Un nuevo modelo y una posible aplicacion

El modelo de la tesis se presenta con un ejemplo y después se presenta de mane-
ra general, la posible aplicacién del modelo es explicar los comportamientos de los
precios de acciones correspondientes a empresas de petréleo. Como se mostro en
la introduccion, los precios de dichas acciones tienen en algunos momentos drasti-
cas caidas donde es posible observar las mismas avalanchas de actividad que se
presentaron en el articulo anterior, pero las cuales no son posibles de explicar con

el modelo original.

Para el modelo de la tesis se usara la notacion P, para la variable del sistema
estudiada (el precio de la accion en el ejemplo anterior) y ¢; para el factor externo,
la notacidén se usara para distinguir el modelo de la tesis del modelo de Escobar y

Castillo.

Para aplicar el modelo se puede suponer que los inversionistas siguen la estra-
tegia de colocar umbrales en ciertos precios de la accion de manera que si el precio
de la accion baja de su umbral establecido entonces venderan todas sus acciones

en posesion. El momento para vender las acciones depende del precio actual de
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la accion, pero también de los dividendos que deja la accion. Es decir, hay un ba-

lance entre lo que ganaran por los dividendos y lo que ganarian por vender la accion.

Para el caso de las acciones de las empresas directamente relacionados con pe-
troleo como Shell, el precio del petrdleo nos sirve como factor externo con el que
los accionistas determinan umbrales sobre los precios, debido a que el precio del

petroleo afecta de manera directa a este tipo de empresas.

Se puede suponer que los accionistas que compran las acciones vendidas se
quedan con ellas por tiempo indefinido. Debido a que los umbrales dependen del
factor externo, estos dependeran del tiempo y no seran fijos, aunque todos los um-

brales se moveran juntos manteniendo la distancia entre ellos constante en el tiempo.

En la Figura 2.5 se muestra una simulacion del modelo para 2 pasos de tiempo.
En este ejemplo se tomd como valor inicial del precio de la accién a F, = 100. Para
realizar la simulacion primero se tomaron aleatoriamente N = 100000 valores de una
distribucion normal con valor medio ;. = 0 y varianza ¢* = 16, después a cada valor
se les afadi6 el factor externo ¢, = goBe*” donde 3 = 1.5, ¢y = 85 y v = 25. Afa-
diendo el factor externo se tiene una distribucién normal con valor medio ;1 = 127.5
y la misma varianza que la original. Notese que se utilizé a v en la exponencial de-

cadente para distinguir el modelo de la tesis del modelo de Escobar y Castillo.

Conforme avance el numero de iteraciones el factor externo disminuira debido a
gue es una exponencial decreciente, después de 4 iteraciones una cantidad de la
distribuciéon de umbrales toma un valor menor que el precio de la accion, por lo que
estos umbrales se eliminan y se le resta al precio de la accion la cantidad n AP,
en donde n4 es la cantidad de umbrales que se eliminan y AP es el valor inicial del
precio de la accion dividido por la cantidad total de umbrales N. El numero 4 en la

variable n, hace referencia a la iteracion 4 en la que se encuentra la simulacién. En la
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Figura 2.5a se muestra el precio de la accién y la distribucién de umbrales después
de este proceso, en la Figura 2.5b y 2.5¢ se muestra el proceso detallado de lo que

ocurre en la iteracion 5.

En la Figura 2.5b se muestra el precio de la accion y la distribucién de umbrales
antes de que los umbrales sean eliminados. En la Figura 2.5¢ se muestra la distri-
bucion de umbrales en la iteracion 5 después de que los umbrales con valor menor
que el valor del precio de la accion sean eliminados, también se muestra el precio
de la accidn después de que se le restara la cantidad n;A P, donde n; es el nume-
ro de umbrales eliminados. Debido a que en esta iteracion el precio de la accidon y
la distribucion de umbrales se separan, el precio de la accion se estabiliza por un
momento. Conforme continuen las iteraciones la distribucion de umbrales seguira

interactuando con P, el precio de la accion al instante ¢, y el proceso se repetira.

_—> lasventas se T El precio se estabiliza.

La motivacion para vender se ve detiene.
obstaculizada. E . Distribucién de umbrales.
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7501
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Figura 2.5: Diagrama de retroalimentacion negativa para la accién de Shell.
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Una diferencia que tiene el modelo de esta tesis con el modelo de Escobary Cas-
tillo es que en este ultimo los umbrales eran constantes en el tiempo debido a que se
distribuia el factor externo sobre las salas de cine. En este modelo no se distribuye
el factor externo, si no que los umbrales de los agentes se colocan sobre él, esto

hace que los umbrales no sean constantes en el tiempo.

En los siguientes capitulos se mostrara que el parametro ., o y el valor inicial de
la variable del sistema P, determinan el valor final de la variable del sistema. Esta
variable depende del sistema en cuestion, en este ejemplo la variable del sistema que
se estudia es el precio de la accion como funcién del tiempo. Esta es otra diferencia

que tiene este modelo con el anterior, donde el valor de la variable siempre llegaba

a cero.
EEE Distribucion de umbrales.
I \Variable del sistema
(0]
2000
&
Q
e
un
U 1500+
Q
©
[7)]
fa 1000 1
c
Q
-
@D 5001
L

95 100 105 110 115 120 125 130

Figura 2.6: Distribucién de los accionistas sobre los umbrales siguiendo una distri-
bucién normal. La distribucion se encuentra alrededor del valor ¢(3)5 = 113.
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Se puede rescatar del caso anterior la suposicion de que la distribucion de los
agentes respecto a los umbrales sigue una distribucion normal y que es un sistema
de retroalimentacion negativa asociado a una variable que decrece monotonamente

con el tiempo. Ver Figura 2.6

En la introduccion se mencion6 que este sistema presenta la caracteristica de
retroalimentacion negativa. Esto debido a que la venta de acciones disminuye el
precio, con lo que disminuye la tendencia de que se sigan vendiendo acciones. El

proceso se puede resumir de la siguiente manera:

1. Hay un precio del petroleo ¢; y un precio de la accién.
2. Los accionistas determinan su umbral.
3. Venden aquellos que quedan por debajo del precio de la accion.

4. El precio de la accion disminuye.

El factor externo (precio de petréleo) no disminuye de manera indefinida, llega
un momento en el que el precio alcanza un minimo. En ese momento es cuando el

modelo finaliza.

2.3.1. El modelo de manera general

En esta subseccion se presenta al modelo de la tesis de manera general con el obje-
tivo de explicar la dinamica de diferentes sistemas naturales y sociales que el modelo

de Escobar y Castillo no puede explicar.

El modelo se construye para sistemas con agentes que tomen umbrales de una
distribucion normal que depende de un factor externo. Conforme el valor del factor

externo cambie en el tiempo, la distribucion de los umbrales se movera con él. Si el
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factor externo es mono6tonamente decreciente entonces llegara un punto en el tiem-
po en el cual una fraccion de la distribucion de umbrales tendra un valor menor que
la variable P,. Para que el modelo sea aplicable a un sistema entonces cada que
un umbral tenga un valor menor que la variable P, los agentes del sistema deben
provocar una actividad que disminuya el valor de la variable del sistema estudiada y
con ello desapareciendo en el proceso. En el ejemplo anterior esta actividad corres-
ponde al momento en el que los accionistas venden sus acciones con umbral menor

que el valor del precio de la accion.

Para explicar la dinamica de la variable del sistema, primero, el modelo define
a N como el numero total de agentes que tiene un determinado sistema, después
el modelo asigna umbrales a los agentes de manera que la distribucion de agentes

sobre los umbrales siga una distribucién gaussiana con valor medio . y varianza o2.

A la distribucion gaussiana se le afiada en cada iteracion ¢ el factor ¢,3, de ma-
nera que se obtiene una distribucion de umbrales con valor medio i+ ¢, y varianza
o%. Esto nos da la dependencia de los umbrales con el tiempo, el factor 3 es el en-

cargado de reducir o incrementar el impacto del factor externo en los umbrales.

El modelo toma en cuenta que, con el factor externo en agotamiento, los umbra-
les de la distribucion disminuiran mientras pase el tiempo. Esto debido a que en una
siguiente iteracion ¢ + 1 se anadira a la distribucién (con valor medio ) el factor ¢, 13
el cual es menor que el factor ¢;5. Por lo que en la iteracion ¢ + 1 la distribucidn de
umbrales tendra valor medio 1 + ¢,.13 y varianza o?. Llegara un punto donde la dis-
tribucion de umbrales alcance a la variable del sistema y después de una iteracion
el valor de esta sera mayor que el valor de una parte de la distribucion. Cada agente

va a provocar una actividad si el valor de su umbral es menor que el valor P,.
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Es importante mencionar que el valor que se agrega a la distribucion de umbra-
les con el factor ¢,5 puede alejar demasiado a la variable P, de la distribucién de
umbrales, de manera que necesitan pasar mas de 10 iteraciones para que ambos
interactuen. Es por esto por lo que se define a t; como la iteracion en la cual en la
siguiente iteracién t; + 1 la variable P, sera mayor que el valor minimo de la distribu-

cion de umbrales.

Ahora, la actividad de los agentes provocara una disminucion sobre la variable
del sistema de valor AP por cada umbral de agente superado por la variable P,.
Para obtener el nuevo valor de la variable del sistema, a esta se resta el numero de

umbrales superados n,,; multiplicado por la cantidad AP:

PtH-l = Pti - ntﬁ-lAP (25)

Donde el valor ¢;, es el tiempo inicial de las iteraciones.

El valor de AP se toma de manera que cumpla con la relacion APN = P,,. Eluso
de esta relacion implica que el momento cuando todos los umbrales sean superados

por P, sera el momento cuando el valor de P, sea 0.

En este momento cabe resaltar que la suposicion de que una vez superado el
umbral de un agente este no tiene un papel en el resto de la simulacion provoca que
la variable P, obtenida con el modelo sea una funcion monétonamente decreciente,

por lo que el modelo no toma en cuenta los posibles aumentos que pueda tener P,.

Después de cierto tiempo los umbrales volveran a disminuir hasta alcanzar al
nuevo valor de la variable del sistema y el proceso se repetira de nuevo. El proceso
se dejara de repetir hasta que el factor externo haya alcanzado su minimo, en ese

momento es cuando la simulacion finaliza.



Capitulo 3

Validacion y solucion analitica

En este capitulo se presenta la prueba del modelo mediante la simulacion de la posi-
ble aplicacion mostrada al final del capitulo anterior. En la seccion 3.2 se presenta los
pasos para obtener una solucién analitica del modelo y en la seccién 3.3 se presenta

la validacién de la solucién analitica con simulaciones microscopicas.

3.1. Simulacion del nuevo modelo

Para la simulacion del nuevo modelo se utilizaron datos del precio del petréleo del
afno 2014, con esto se logro reproducir para el mismo periodo de tiempo a datos del

precio de la accion Shell. Ver Figura 3.1
Los valores de los umbrales se obtuvieron de manera que su distribucion fuera

una distribucién normal con parametros 1 = 32y ¢ = 4.2. El numero de los accionis-

tas en el sistema se eligid6 de manera arbitraria como N = 20000.

33
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Figura 3.1: Simulacion del nuevo modelo. Como parametros de la distribucion normal
se utilizbapu=32yoc=42.

En la anterior figura es posible notar que el modelo relaciona a ambas funcio-
nes de manera que se puede reproducir el precio de la accién solo con el factor
externo. Se puede observar una dinamica intermitente en la simulacion del modelo,
con momentos de drasticas caidas y momentos de inactividad. EI modelo es capaz
de explicar la dinamica intermitente del precio de la accién debido a el proceso de

retroalimentacion negativa que presenta.

3.2. Solucidn analitica

Después de comparar al modelo propuesto con datos reales se le dio un tratamiento
analitico al modelo y se encontro la evolucién temporal de la variable del sistema

como funcion del factor externo ¢, el parametro o y el parametro (.

Para esto, primero se definié a N como el numero total de umbrales que existen
en un determinado sistema, asi mismo se definié a « como los valores de los um-
brales que cada agente toma al azar de una distribucién normal con valor medio . y

varianza o2.
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En la distribucion normal se supuso que el valor minimo del dominio era el va-
lor medio menos 4 veces la desviacion estandar, por lo que el valor minimo de los
umbrales tomados de esta distribucién se define por o/, el cual esta dado por la
aproximacion:

o ~pu—4o (3.1)

Una aproximacion valida para N grande.

Sumando al umbral el factor externo ¢; multiplicado por /5 se aproximo el valor
minimo de los umbrales que dependen del tiempo, este valor se define por u; y su

valor toma la siguiente aproximacion:
up = o+ qf (3.2)

Se define a P,, como el valor de la variable del sistema en el tiempo inicial ¢,. El
tiempo inicial ¢; se define como la iteracion en la cual en la siguiente iteracién t; + 1
la variable P, es mayor que el valor minimo de la distribucién de umbrales. Para
obtener el tiempo ¢; se iguald a u; (la aproximacion del valor minimo de los umbrales

que dependen del tiempo) con el valor inicial P;,:
O/ + qtz/B = Pti (33)

Para resolver la ecuacion anterior, se supuso que el factor externo es una exponen-

cial decreciente ¢, = Ce~%/7. Se obtuvo la siguiente igualdad:

of +Cpe” /7 =P, (3.4)

1

Se esta suponiendo que el factor externo decrece muy rapidamente y que el sistema

se ajusta a esos cambios, a veces lo hace de manera "suave” y a veces lo hace de
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manera abrupta. Esto es lo que precisamente da lugar a la intermitencia.

Resolviendo la ecuacion (3.4) para el tiempo ¢;, se encontré el tiempo donde la

variable del sistema es igual al valor minimo de los umbrales:

— CBe /" =P, —do (3.5)
— et = P“C—_ﬁa (3.6)
e = B (3.7)

cp
Este tiempo se tomd como el tiempo inicial, debido a que en la siguiente iteracion el

valor minimo de los umbrales sera superado.

Cada agente con umbral superado por el valor P, le restara a la variable del
sistema la cantidad AP y los umbrales superados se eliminan de la distribucién de
umbrales. Para obtener el nuevo valor de la variable del sistema, se le resta el nu-

mero de umbrales superados n,,,; multiplicado por la cantidad AP:
Piy1 = Piyo — 1 AP (3.8)

Este numero de umbrales superados se puede aproximar con la multiplicacion del
numero total de umbrales N por el valor de la integral de la funcién de densidad de

la distribucion gaussiana. Ver Figura 2.6.

P, 1 B (z—p—qt;118)?

e 207 dx 3.9
up ., OV2T (3.9)

N1 ~ N

En la integral anterior se integra sobre los valores que pueden tomar los umbrales,
desde el valor minimo de los umbrales dependientes del tiempo «' en el tiempo ¢, + 1

hasta el valor donde llega la variable del sistema en el tiempo ;.
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El valor de u;_,, se obtiene sustituyendo el tiempo ¢; + 1 en la aproximacion (3.2):

Uy g A — 40 + g1 B (3.10)

Sustituyendo la aproximacion anterior en la aproximacion de n;, ., se obtuvo:

(zfu*qti+1ﬁ)2

B (3.11)

N1 = N/
4o+qt;+18 TV 27T

Con el cambio de variable w =+ — i — ¢q;,11 0 la integral tomo la siguiente forma:

Py, —p—qi,+18 1 w2
ne1~N e 202 dw 3.12
=N [ o (3.12)

Noétese que cuando se eliminan los umbrales, el nuevo valor minimo de los umbrales

es igual a P, en el tiempo ¢; + 1, este nuevo valor minimo de los umbrales se define

por uy ;-
up 1 = P, (3.13)
Y debido al agotamiento del factor externo en t; + 2 se tiene:
Upo = Py — 1B+ Q2B < P (3.14)

En el tiempo t; + 2 se eliminaran los umbrales superados y la variable del sistema

tomara el siguiente valor:

Pt¢+2 = Pti+1 - ntiJrQAP (315)
Donde n, - esta dado por:
Frit1 1 (x—p—q98)?
Nps ~ N e gy (3.16)

! o\ 2w
t;+2
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Se sustituy6 a u; ., en la aproximacion anterior:

Pti+1 1 _(x—u—qtﬁgﬁ)Z

e 202 dx (3.17)

Ng42 = N
Pr,—qi,+18+qe, 428 OV 2m

Y se hizo el cambio de variable w = = — 1 — q;,4+20:

Prit1—p—at;+26  q 2
N2 = N e 202dw (3.18)
Pr,—p—q; 418 oV2m

Se notd que el nuevo valor minimo de los umbrales era:
n
/iy = Pi (3.19)

Y que en t; + 3 este nuevo valor minimo disminuye conforme la siguiente relacion:

"

Up, 43 = Pt¢+1 - Qt¢+26 + Qti+3ﬁ < Pti+1 (3-20)
Por lo que en ese tiempo el precio de la accidn toma el siguiente valor:
Fiv3 = Pit2 — ni43AP (3.21)

Donde se cumple la siguiente aproximacion para ny, . s:

Ptz 1 (@-wu—ay 438
N3 = N e 202 dx (3.22)
“2;/4-:

oV 2T

Sustituyendo la relacién (3.20) en la aproximacion (3.22) y con el cambio de variable

w =1 — [t — q,+3/3 S€ obtuvo:

Prite—p—at;+36 1 2

e 207 dw (3.23)

nti+3 ~ N
Pit1—p—qi 428 OV 27
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Es posible observar que de manera general para t > 1 se tiene:

Fivt = Priyi1 — ny 1 AP (3.24)

Por lo que la variable del sistema depende del valor de su anterior iteracion, de la
cantidad que cada agente del sistema le resta a la variable y de la cantidad de um-

brales que son superados.

Para t > 2, esta cantidad de umbrales superados es aproximadamente:

Prjpt—1—p—qe, 1+ 1

U!Q

e 202dw (3.25)

Mo = N
Pt o—p—qi4t-10 OV 27

Con la siguiente aproximacion para t = 1:

Pty—p—a;+18 w2
N1 R N/ e 202 dw (3.26)
—40

Con esto se tienen de manera general:

Pytt—1—p—qe;+¢8 1 2

e 207 dw (3.27)
Pitt—2—p—qt;+t—18 OV 2m

Pyt~ P11 — APN

La aproximacién general se puede simplificar utilizando el hecho de que es una ecua-

cion de tipo recursiva y utilizando propiedades de las integrales.

Para esto nétese que la aproximacion (3.27) puede tomar la forma:

Pritt—2—p—at;+t-18 1 w2

Ptﬁ»t*l ~ Pti+t72 — APN 67272dw (328)
Pytt—3—p—qi;+t—28 OV 2m

Si se sustituye en la misma aproximacion (3.27) se obtiene:

Pypt—2—p—qt;+t—18 1 Py, pt—1—p—qe,+¢8 1

w2
Pt ~ Py yrs—APN e 22 dw—APN

Py vt—3—p—qr+t—28 O 2m Pritt—a—p—aqt,4t-18 OV 2m

w2

e 202 dw



CAPITULO 3. VALIDACION Y SOLUCION ANALITICA

e 202 dw
Pitt—2—p—qi+t-18 OV 2m

Pritt—2—p—at;+t-18 w2 Pypt—1—p—qr+8 1 w2
~ P, 41-2—APN / e 202 dw +/
P yi—3—p—qt,+t—28 OV 2m

Pypt—1—p—qe;+¢8 1 w2

~ Pyi—2 — APN e 202dw (3.29)
Peiyt—3—pi—at;+t—20 TV 27

Repitiendo el proceso se llega a:

1 w2
T207 (] 3.30
sl (3.30)

Pyt—1—p—qe;+¢8
Pyt~ P, — APN /
—40

Ya que el factor APN tiene que ser una constante se hizo la suposicion APN = P,

con esto el termino comun P, se puede factorizar:

P, t—1—p—qe;+¢8 1 u2
Po..,~P,. —P, e 202 du 3.31
ti+t t; t; /;40 0‘\/% ( )
Py rt—1—1—qt;+18 1 u2
<~ P.,=~P, 1—/ e 22du 3.32
ti+t t; < i, /o ) ( )

La igualdad APN = P;, supone que todos los agentes del sistema siguen la estra-
tegia de colocar umbrales en los valores que puede tomar la variable del sistema.
Ademas, si se superan los umbrales de todos los agentes el valor de la variable del

sistema llegara a cero.

En los sistemas reales no es necesario que todos los agentes cumplan con la
condicion de tener umbrales, bastaria que solo una gran cantidad de agentes la

cumplan para lograr predecir la dinamica del sistema con el modelo aqui planteado.

Ahora, notese que en la aproximacion (3.32) se puede cambiar el limite inferior

de la integral y seguir teniendo la misma aproximacion:

Py, pt—1—p—qt;+¢8 1 w2
Py, =~ P, (1 —/ emﬂdu) (3.33)

o) o\ 2T
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La integral anterior es igual a la integral de la identidad:

(E>é /q e~ dr = %(erf(q\/E) +1) (3.34)

™ —00

Por lo que la integral de (3.33) se puede reescribir utilizando las propiedades de las

integrales, obteniendo:

1 Py, pt—1—p—qe;+¢8 2 1 1
Vo2 /_Oo e rdu = B erf | Pryi—1 — 1 — G 292 +1] (3.35)

Se sustituyo la relacion (3.35) en la aproximacion (3.33) y se obtuvo lo siguiente:

P~ P, (1 ! (erf (P“*H i q“*“@) + 1)) (3.36)
2 202

Simplificando el lado derecho se tiene:

1 Py —p— C]t,-+t5 1
P ~P, |——erf : : —
1+t t; ( 5 ( 52 + 5

~ b (1 —erf (Ptﬁtl ol QtiHB)) (3.37)
2 202

Con la propiedad de la funcion error:

erfe(z) = 1 — erf(z) (3.38)

Se llego a la siguiente forma simplificada:

Pyt~ I;“ [erfc (P“*H — K il )] (3.39)

202
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Es posible notar que la evolucién temporal de la variable del sistema es una
ecuacion de tipo recursiva. En el modelo de Escobar y Castillo (2018) se obtuvo una
ecuacion similar, solo que en ella la variable recursiva se encontraba fuera de la
funcidn error complementaria, lo que permitié encontrar de manera analitica las con-

diciones para que el modelo se sincronice con una sefial externa de la forma Ce /7.

En nuestro caso la variable recursiva se encuentra dentro de la funcion error
complementaria, lo cual provoca que no se pueda encontrar de la misma manera las

condiciones para que el modelo se sincronice con la sefal externa.

Esta diferencia provoca que no se pueda desarrollar la caracterizacién del mo-
delo siguiendo el mismo método. La caracterizacion de este modelo se abarca a

profundidad en la seccién 4.4.

Para considerar que los agentes son eliminados después de haber sido supe-
rado su umbral falta agregar la condicién de que (en la iteracion t¢; + t) el término
% [erfc <Pt+%;§*qtﬁﬂ sea menor que el valor de la variable del sistema de la ite-
racion anterior, cuando no ocurra se debera tomar este valor anterior de la variable

del sistema como el valor de la siguiente iteracion. Con esto la ecuacion toma la

forma:
Py Pri+e-1—n—du+18 i Py, Py pt—1—p—qiB
P = 2 [erfc< V252 ﬂ St Pypt—1 > 5+ [erfc <T)]

. Py, Pt 1—p—qe.
Pti%»tf]_ Si Pti+t71 <= 2757, |:erfc< t;+t—1 2/22 Qtz+tﬁ):|

Con esta condicion la variable del sistema se convierte en una funcién decrecien-
te. Ya que este modelo no toma en cuenta los posibles aumentos que puedan ocurrir

en la dinamica.
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3.3. Validacion de la solucidon analitica con simulacio-

nes microscopicas

Una vez obtenida la solucién analitica que describe el comportamiento del modelo,
se seleccionaron diversos valores de los parametros y se realizaron simulaciones
utilizando la solucion analitica. Estas simulaciones tedricas se compararon con si-

mulaciones microscopicas del sistema.

En las simulaciones microscopicas se simuldé paso por paso el proceso descri-
to del modelo. Para ambas simulaciones se fijé el parametro 5 de manera que las
simulaciones comenzaban en el tiempo t;, ya que en este tiempo la distribucion de

umbrales comienza a interactuar con la variable del sistema.

La comparacion de ambas simulaciones se hizo con el fin de observar si ambas
concordaban. Ademas, con las simulaciones que se obtuvo una idea general de los

distintos regimenes que existen en el modelo.

Se realizaron 4 comparaciones en las que se asignaron diferentes valores espe-
cificos a los parametros del sistema. Se buscd que los valores de los parametros
estuvieran dispersos sobre el espacio de parametros para ver si en las diferentes
condiciones ambas simulaciones concordaban, para ello se buscé que en ambas si-
mulaciones se presentaran los mismos cambios relativamente suaves y los cambios

abruptos.

. . . , =t
En cada simulacion se consideré un factor externo ¢; = goe ™, ya que se espera
gue una sefal monétonamente decreciente presente en ocasiones cambios abruptos
en la dinamica del sistema. Se utilizé a v en la exponencial decadente para distinguir

el modelo de la tesis del modelo de Escobar y Castillo. Se encontré 2 regimenes
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generales en los que podia estar el sistema. Estos regimenes se definen como:
régimen continuo y régimen intermitente. En el siguiente capitulo, el régimen continuo

se clasifica en 2, el régimen continuo y sincrénico y el régimen continuo y asincronico.
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(a) Factor externo q(t)

(b) Grafica de las simulaciones.

Figura 3.2: Primera comparacion de la simulacion tedrica contra la simulacion mi-
croscopica.

La comparacion de las simulaciones comienza en el régimen continuo. En la Fi-
gura 3.2, se presenta a la izquierda la grafica del factor externo utilizado. A la derecha
se presenta tanto la simulacion teérica como la microscépica obtenida con dicho fac-
tor externo. Debido a que la dinamica de la variable obtenida con las simulaciones
no presenta cambios abruptos, se identificd que las simulaciones estaban en el régi-

men continuo. Los parametros utilizados en las simulaciones fueron o = 30y v = 15.

Utilizando diferentes valores de los parametros en las simulaciones, se obser-
vO que para valores mayores de sigma y gamma (¢ > 30y v > 15) el sistema se
encuentra en un régimen continuo o suave. Para estos parametros del sistema, se

observo que la solucién analitica se ajusta de manera perfecta a la simulacién.

Se observo que si el valor de ¢ se disminuye desde 30 la ecuacion seguira ajus-

tando a las simulaciones con buena exactitud, pero empezara a transitar hacia el
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régimen donde el sistema presenta inactividades de 1 iteracion. Ver Figura 3.3.
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Figura 3.3: Segunda comparacién de la simulacién tedrica contra la simulaciéon mi-
croscopica.

En el siguiente capitulo se denomina a este régimen como el régimen continuo y
asincronico, debido a que la dinamica de la variable estudiada no es capaz de sin-

cronizarse con el factor externo.

Para valores menores de v = 15 se hace notable un cambio hacia un régimen
con cambios abruptos en la variable del sistema, este régimen se denomina régi-
men intermitente. Para valores de v menores que 15, la sefal externa desciende de
manera mas rapida. Esto permite observar cambios abruptos en la dinamica de la
variable del sistema estudiada. La grafica de la variable del sistema con estos cam-

bios se muestra en la Figura 3.4.

En la Figura 3.4 se observan cambios abruptos superiores al 2% del valor de
la variable del sistema. Para definir al régimen intermitente interesa unicamente los
cambios abruptos acompafiados de momentos de inactividad en la variable. Esto
porque un cambio del 2 % de la variable no acompafiado de ninguna inactividad im-

plicaria que el cambio se produce unicamente debido a la velocidad a la que cae el
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factor externo. Por el contrario, un cambio abrupto del 2 % junto con inactividad en
el sistema implica que el sistema ha disminuido drasticamente hasta el punto de al-
canzar el proceso de retroalimentacion negativa. Proceso que da lugar a momentos

de tranquilidad relativa.
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(b) Grafica de las simulaciones.

Figura 3.4: Tercera comparacion de la simulacion teérica contra la simulacion mi-
croscopica.

Cuando se tienen valores de sigma aproximadamente de 2.8 (o ~ 2.8) el sistema
se encuentra en el régimen intermitente para todos los valores de v. En este régimen
la dinamica de la variable del sistema obtenida con la simulacion tedrica se ajusta

a la simulacién microscopica, pero la diferencia entre ambas crece hasta un 4 % del
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valor inicial de la variable del sistema (F7,). En la Figura 3.5 se muestra esta diferencia

entre el tiempo 10 y 20.
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Figura 3.5: Cuarta comparacion de la simulacion tedrica contra la simulacién micros-
copica.

En la anterior figura se puede observar que los grandes saltos en el valor de la
variable del sistema tienen como resultado los momentos de tranquilidad relativa que
se buscaba. Estos saltos junto con la tranquilidad relativa es lo que denominamos

anteriormente como intermitencia.

Cabe destacar que, en este proceso, se tienen momentos de inactividad para
después tener grandes momentos de caida sin algun previo aviso. Comparando la
grafica del factor externo junto con la grafica de las simulaciones es posible observar
que un factor externo con pequefios cambios puede provocar subitas caidas. Por lo

que, en un sistema real, podria provocar una catastrofe sin previo aviso.

En el siguiente capitulo se dan las definiciones exactas sobre los distintos re-
gimenes existentes en el modelo. También se analiza si las pequenas diferencias
entre las simulaciones tedricas y microscopicas tienen algun efecto al momento de

obtener las fronteras de los distintos regimenes existentes.
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Capitulo 4

Caracterizacion del modelo

En el capitulo anterior se comparé las simulaciones tedricas obtenidas a partir de
la solucién analitica del modelo con simulaciones microscopias, también se presen-
taron los diversos regimenes donde el sistema puede encontrarse dependiendo del

valor de sus parametros.

En la primera seccion de este capitulo se presenta una definicion formal de los
distintos regimenes existentes, dependiendo de las propiedades que la variable del

sistema tiene en cada uno de ellos.

En la siguiente seccion se muestra el método para encontrar las fronteras donde
terminan los distintos regimenes, en el espacio de los parametros v y 0. Nétese que
se utilizé la notacion de ~ para distinguir el modelo de la tesis del modelo de Esco-
bar y Castillo (2018). También se comparan las fronteras obtenidas de la simulacion

microscopica con las obtenidas de la simulacién tedrica.

En la seccidn 4.3 se utiliza la solucion analitica para encontrar distintas propieda-
des que ayuden a fijar una duracion total para las simulaciones y para encontrar a las

fronteras de una manera rapida. Al final del capitulo se presenta la caracterizacion

49
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del modelo.

4.1. Definicidn de los distintos regimenes existentes

La definicion de los distintos regimenes existentes comienza con el régimen conti-
nuo y sincroénico, el cual cubre la mayor zona en el espacio de parametros. En este
régimen se notd que la variable estudiada del sistema se sincroniza con una funcién

de la sefal externa, esta funcion es:
fi=Ce ' 4 Py (4.1)

Donde P es el valor final de la variable del sistema.

Se notd que en este régimen la dinamica de la variable del sistema comienza
con cambios pequenos. Hay poca actividad al inicio de las iteraciones debido a que
solo pocos umbrales son superados, por lo que el valor de la variable del sistema es
practicamente constante. Debido a esto la variable del sistema solo se sincroniza con
la funcion de la sefial externa para iteraciones posteriores, en las cuales la variable

del sistema tiene disminuciones considerables. Ver Figura 4.1.
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Figura 4.1: Grafica de simulacion tedrica y sefial externa en el régimen continuo y
sincronico.
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Para comparar la variable del sistema con la funcién de la sefial externa se uso6

la siguiente diferencia:

forier = fory _ Ce”WHHD 4 Py — (Ce W0 + Py)

Jivj1 — Py Ce- ity + Pp — Py

Ce~ D/ (e=1/7 — 1)
Ce—(titi)/ve=1/7

(1= 1)
6_1/7

= (1— e (4.2)

Al solo depender del parametro ~, la diferencia permite verificar si la funcion de la
senal externa decae a la misma velocidad que la variable del sistema. Con esto,
el régimen continuo y sincronico se define como los valores en el espacio de los
parametros que cumplen con la siguiente condicion:

ty—2

Z <Pti+j+1 - PtH—j o fti+j+1 - fti+j) < 0.003 (4 3)
Pitj — Py Jtrivr — Py

J

Para valores de j con valores de la variable del sistema tal que F;,; < 80%F,,, y

con t; un tiempo final.

Se eligio el valor 0.003 debido a que le da a la frontera del régimen continuo y
sincronico la caracteristica de superponerse con la frontera del régimen con inacti-
vidad de 1 iteracion. Con esto el régimen continuo y sincrénico terminaria cuando
comience el régimen de inactividad de 1 iteracion, esto se muestra con mas detalle

en la seccion 4.3.

Después del régimen continuo sincrono se tiene al régimen continuo y asincro-
nico, este se divide en el régimen de inactividad de 1 iteracion y de 2 iteraciones. El

régimen continuo y asincronico se caracteriza porque la variable del sistema deja de
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parecerse a la sefal externa de acuerdo con la ecuacion anterior, aunque esta sigue

presentando cambios relativamente suaves. Ver Figura 4.2.

Variable del sistema
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Simulacion tedrica u = 40, 0 =25y y = 20.
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Figura 4.2: Grafica de simulacion tedrica en el régimen de inactividad de 1 iteracion.

Debido a que se presentan inactividades de 1 iteracidén y de 2 iteraciones en este

régimen la variable del sistema deja de decrecer monétonamente. El régimen de

inactividad de 2 iteraciones se muestra en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: Grafica de simulacion tedrica en el régimen de inactividad de 2 iteracio-

nes.

Después de definir a estos regimenes se procedio a definir al régimen intermi-

tente 1. El régimen se define como el conjunto de valores en el espacio de los pa-

rametros donde la variable del sistema estudiada presenta inactividad de 1 iteracion
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después de una caida de al menos 2 % del valor inicial de la variable del sistema, es
decir, (2%) - P,,. Ver Figura 4.4.
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Figura 4.4: Grafica de simulacion tedrica en el régimen intermitente 1.

El régimen intermitente de 2 iteraciones se define de manera similar. Este régimen
se define como el lugar en el espacio de los parametros donde la variable del sistema
estudiada presenta inactividad de 2 iteraciones después de una caida de al menos

2 % del valor inicial de la variable del sistema. Ver Figura 4.5.
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Figura 4.5: Gréfica de simulacion tedrica en el régimen intermitente 2.
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En estos 2 ultimos regimenes es donde se presenta intermitencia junto con sus
cambios abruptos en la variable del sistema estudiada. Al final de capitulo se mues-
tra que el régimen intermitente 1 y el régimen intermitente 2 son similares, por lo que

se elige al régimen intermitente 2 para definir a un unico régimen intermitente.

Cabe sefalar que los sistemas a los que se aplica el modelo pueden cambiar
entre los distintos regimenes mediante el cambio de los parametros del sistema.
Para tener una idea clara del lugar donde ocurre el cambio entre estos regimenes,
en la siguiente seccion se muestran los pasos para obtener con las simulaciones
microscopicas y tedricas a las fronteras de dichos regimenes. Ademas, se grafican
las fronteras en el espacio de los parametros v y o, y se comparan las fronteras
de las simulaciones microscopicas con las fronteras obtenidas de las simulaciones

teodricas.
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4.2. Fronteras de los regimenes de la simulaciéon mi-

croscopica y tedrica

Para identificar las fronteras donde comienzan los distintos regimenes en el espacio
de los parametros o y ~, se ejecutaron para distintos valores de estos parametros
distintas simulaciones donde se buscé que se cumplieran las condiciones de los re-

gimenes presentados en la seccion anterior.

Para recorrer de una manera éptima el espacio de los parametros se fijé el para-
metro v y se disminuyo el valor del parametro o en pasos de Ao = 1 desde el valor

arbitrario o = 50.

Para cada valor del parametro o se buscé la condicion del régimen requerido;
cuando se cumplié la condicion, se guardé el valor de o y ~ para cada punto de la
frontera de la ultima simulaciéon que no cumplia con la condicién buscada. Luego, el
valor de v se incrementd en pasos de Ay = 1y se redujo nuevamente el valor de
o en pasos de Ao = 1 desde el valor arbitrario 0 = 50. Todo el recorrido de se hizo

para un valor fijo del parametro .

Este método para encontrar a las fronteras supone que las fronteras se encuen-
tran en valores menores del valor arbitrario de ¢ = 50. También se supone que la
frontera se extiende a lo largo del parametro ~, debido a que este parametro se man-

tiene fijo mientras se disminuye el valor de o.

Se utilizé este método para encontrar la frontera donde comenzaba el régimen de
inactividad de 1 iteracion. Debido a que los valores de los umbrales del modelo son
tomados aleatoriamente de una distribucién normal, se espera que para diferentes

simulaciones microscoépicas los puntos que conforman la frontera difieran un poco.
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Por esta razon, para las simulaciones microscépicas el proceso se repitié 100 veces
y se representd a la frontera mediante un mapa de calor. Por otra parte, la frontera

utilizando simulaciones tedricas solo se realizé una vez.

El resultado de las simulaciones se muestra en la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Comparacion de mapa de densidad de la simulacion microscopica con
la frontera de simulacion tedrica. Duracion de 25 iteraciones, frontera de inactividad
de 1 iteracion.

La frontera se encontré para simulaciones con duracién total de 25 iteraciones,
en las simulaciones microscoépicas se utilizé un valor de N = 10000 para el numero
total de umbrales. Este mapa muestra las zonas de la frontera donde los puntos que
la componen se encuentran mas o menos dispersos debido a la toma de valores

aleatorios de la distribucion normal.

Segun el codigo de colores presentado a la derecha de la figura anterior, los
puntos mas oscuros representan puntos que se encontraron mas veces en el mismo

lugar cuando se ejecutd cada simulacién para buscar a la frontera, mientras que los
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puntos mas claros representan puntos de la frontera que se repitieron pocas veces

cuando se ejecutaron las simulaciones.

A diferencia del modelo del articulo de Escobar y Castillo (2018) no se graficé a
los regimenes en el espacio % ya que en este modelo se encontrd que las fronteras
eran independiente unas de otras al cambiar el valor del parametro u. En la seccion
4.3 se hace un analisis mas detallado de las fronteras y se presenta el caso de fron-

teras que dependen unas de otras al cambiar el valor del parametro F;,.

Después de obtener el mapa de calor, se compararon mas fronteras de la simula-
cion microscoépica con las tedricas para un numero mayor de iteraciones totales. Se
encontré que, para un numero mayor a 100 de iteraciones totales en las simulacio-
nes, la frontera del régimen obtenido con las simulaciones tedricas y microscopias

dejan de coincidir (no se muestra).

Esto se puede explicar tomando en cuenta el efecto aleatorio que tiene el modelo
debido a que los umbrales toman de manera aleatoria sus valores de una distribu-
cion normal. También se puede explicar debido a la poca sensibilidad que puede
detectar las simulaciones microscépicas en comparacion de la sensibilidad de las

simulaciones teoricas.

Para un valor inicial de la variable del sistema de P;, = 100 en las simulaciones
tedricas, se notd que facilmente se puede alcanzar un cambio de AP = 1.25 x 107°
de acuerdo con la relacion APN = P,.. Si se quisiera alcanzar lo mismo con las
simulaciones microscopicas se necesitaria que el numero total de umbrales fuera
de N = 8,000, 000. Esta gran cantidad de umbrales requeriria una gran cantidad de

poder computacional para realizar las simulaciones microscépicas.
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Sin embargo, las simulaciones tedricas describen con buena exactitud a las si-
mulaciones microscopicas. En la Figura 4.7 se presenta una comparacion de ambas

simulaciones.
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Figura 4.7: Comparacion de la simulacién tedrica contra la simulacion microscopica.

A primera vista en la Figura 4.7a casi no se puede apreciar ninguna diferencia
entre ambas simulaciones, pero al acercarnos se pueden ver pequeias discrepan-

cias. Ver Figura 4.7b.



4.2. FRONTERAS DE LOS REGIMENES DE LA SIMULACION MICROSCOPICA Y TEORICA

En la Figura 4.7b se puede ver que la simulacién microscépica presenta inacti-
vidades de 1 iteracion, aunque la simulacion teérica no la presente para el mismo
valor de los parametros 1, o y «. Esto provoca que las fronteras encontradas con las

simulaciones tedricas y microscopicas no colapsen en un solo lugar.

La simulacion tedrica disminuye en menor medida y de manera consistente. Es-
trictamente la simulacién tedrica nunca tiene inactividad, mientras que la microscopi-
ca si va a presentar inactividad siempre que la distribucion de umbrales no decrezca
lo suficiente como para encontrarse con el valor de la variable del sistema. La simu-
lacién microscopica tiene momentos de completa inactividad, pero en general va a

la par que la simulacion tedrica.

Esta diferencia fundamental explica la discrepancia entre las fronteras presenta-

das con cada tipo de simulacion en la Figura 4.6.

Esto pasa para los regimenes de 1 inactividad, 2 inactividades, régimen continuo
sincronico y asincronico. Solo cuando se define el régimen intermitente 1 es cuando
ambas fronteras vuelven a acercarse y con el régimen intermitente 2 ambas fronte-
ras vuelven a coincidir para una duracion total mayor a 100 iteraciones. Ver Figura
4.8.

Esta frontera donde inicia el régimen intermitente 2 se encontré para simulacio-
nes con duracion total de 1000 iteraciones, en las simulaciones microscopicas se

utilizé un valor de V = 10000 para el numero total de umbrales.

Enla Figura 4.8 es posible notar que la condicion de la caida del 2 % de la variable
del sistema en el régimen intermitente 2 es suficiente para eliminar los efectos del

azar que se tienen al tomar valores aleatorios de una distribucion normal.
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Figura 4.8: Comparacion de la frontera de la simulacion microscopica con la frontera
de la simulacion teérica. Duracion total de 1000 iteraciones, frontera de régimen
intermitente 2. EI mapa de calor se obtuvo con la simulacién de 100 fronteras.

Con esto se muestra que si se ignora los efectos que se tienen al tomar valo-
res aleatorios de una distribucion normal, entonces las fronteras de las simulaciones
tedricas concuerdan de buena manera con las fronteras de las simulaciones micros-
copicas. Esto que permite hacer uso solo de la simulacién tedrica para encontrar
fronteras con un mayor numero de duracion total de iteraciones, utilizando asi una

menor cantidad de recursos computacionales.

En la siguiente seccion se utiliza la solucion analitica encontrada para definir
una duracion total para cada simulacion como funcién de los parametros u, o y .
Con esto se define el momento exacto donde no hay mas actividad por parte de los
umbrales provocando la nula actividad en la variable del sistema. Una vez definida
la duracion total, en la seccion 4.4 se realiza la caracterizacidn general del modelo

aqui presentado.
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4.3. Propiedades de la solucién analitica

4.3.1. Duracion total de las simulaciones

En los anteriores capitulos se estudidé el modelo utilizando valores arbitrarios para
la duracion total de las simulaciones. Para realizar la caracterizacion del modelo, se
fij6 una duracion total de las simulaciones mediante una funcion que depende de los

parametros: P, i, oy .

Para seleccionar la cantidad total de iteraciones en las simulaciones se utilizdé a

la solucién analitica del modelo:

P, Pyt 1—p—qz. . P, Py 1—pu—
ti [erfc( i t—1— ‘1t2+tﬁ):| si Pti—i-t—l > % [erfc( i +t—1— [ thﬂ)]

P _ 2 V202 V252
ti+t —
. Py, Pyt 1—p—qt.
Piiyia Si Py <= [erfc( st 1/2%%”6”

La cantidad total de iteraciones se fijo utilizando el tiempo en el que la variable del
sistema llega a su valor final. Esto ocurre cuando el factor externo es aproximada-

mente cero, si se supone que ocurre en el tiempo ¢, se tiene:

qtz‘thfﬂ ~ 0 (45)

Sustituyendo en la solucion analitica del modelo se llega a:

P, Priy1 —
Piyyi, ~ Tt [erfc (Ll“ﬂ (4.6)

202

En este tiempo la variable del sistema es practicamente constante Piyi, = By

por lo que la aproximacion anterior toma la siguiente forma:

. P —
Pti-hgf ~ % |:erfC <%2M):| (47)
o
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En esta ecuacion se conoce el valor inicial de la variable P,., 1y o, y se quiere

conocer el valor de final de la variable P, .

La ecuacion (4.7) no puede resolverse de manera analitica, pero se puede resol-
ver mediante métodos numéricos. La grafica que se obtiene al resolver de manera

numeérica la ecuacion para un caso especifico se muestra en la Figura 4.9.

NUmero de iteraciones

= N w ey (9, (o] ~
o o o o o o o
o o o o o o o

o

0 20 40 60 80 100 120 140
Gamma (y)

Figura 4.9: Duracion total de iteraciones como funciéon de gamma . Las simulaciones
se realizaron con los parametros ;. = 40, P, = 100 y o = 20.

En la grafica se muestra la duracion total de iteraciones como funcién del para-
metro gamma que debe tener la simulacién para llegar al valor final de la variable del
sistema. La grafica corresponde a los valores de los parametros . = 40, P,, = 100y

o = 20.

En la ecuacion (4.7) se observa que el valor final de la variable solo depende
de los parametros P,,, i, o, y no depende del parametro . Aunque no depende de
gamma, la duracién total de la simulacion si depende del parametro. Debido a que el
tiempo en el que la variable del sistema llega a su valor final depende de la velocidad

a la que disminuya el factor externo.
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4.3.2. Colapso de las distintas curvas

En los capitulos anteriores solo se utilizé el valor especifico de P,, = 100 para encon-
trar a las fronteras de los distintos regimenes, en esta seccion se cambio el valor del

parametro P;, y se encontr6 que las fronteras dependen linealmente del parametro.

Para entender esto veamos que en la solucion analitica:

v T oo (Przer )
' 2 202

Es posible cambiar el valor del parametro P;,, si se multiplica por su inverso a u, o y

Gt )
Pyivt—1—p—qe;+¢8
Pt 1 et I
P 2 V20?2
Povi-1  p gy 4tB
= — |erfc P P P

Para comprobar esta propiedad en las fronteras, se buscé una frontera para un
valor arbitrario del parametro P;,. Después se cambio el valor del parametro y se
buscé la frontera para este respectivo valor. Luego, ambas fronteras se graficaron
en el espacio de los parametros o y . Al final se dividieron los valores o de cada
frontera por los 2 respectivos valores iniciales de la variable P, y se encontr6 que
ambas fronteras se superponen en una unica frontera general, por lo que ambas

fronteras dependen linealmente del valor inicial de la variable del sistema.

Que dependan linealmente del parametro muestra que la funcion de la frontera

donde comienza un régimen tiene la forma:

o(P0,v,p) = PO~ h(v, p) (4.8)
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Para este tipo de régimen, se puede utilizar la propiedad anterior para obtener la

frontera de un valor especifico de P,, sin necesidad de realizar ninguna simulacion.

Para obtener a la frontera basta con multiplicar los valores de o de la frontera general

por el valor P;, de la frontera buscada.

Simulacion teérica g = 0y Py = 100.
1024 Régimen continuo y asincrénico
T Simulacion teérica g = 0y Py, = 50.
Régimen continuo y asincrénico
°
L
Régimen continuo y
> a sincronico
S
o ® 8
5 1

O 10"+ .
o ¥ ‘oo
—_— . . LN

| Reégimen continuo y : L .

asincrénico
- [ 1)
[ ] L
[ ] [ ]
10° 1 I I 1 I I I 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
g
Pt.

Figura 4.10: Comparacion de la frontera donde comienza el régimen continuo y asin-
cronico para distintos valores iniciales de la variable del sistema.

En la Figura 4.10 se muestran las fronteras donde empieza el régimen continuo

y asincronico correspondiente al valor de parametro ;. = 0. La leyenda en la figura

muestra los valores iniciales de la variable del sistema P, = 100 y P,, = 50 que se

utilizaron para realizar las simulaciones tedricas. Notese que en la figura se muestra

a el eje z como sigma dividido por el respectivo valor inicial de la variable -.

(3

Para la frontera donde comienza la inactividad de 2 iteraciones se comprobo esta

misma propiedad, esto se muestra en la Figura 4.11.



4.3. PROPIEDADES DE LA SOLUCION ANALITICA

Simulacién teérica i = 0y Py, = 100.
Inactividad de 2 iteraciones
Simulacién tedrica y = 0y Py = 50.
Inactividad de 2 iteraciones

102

Inactividad de 1
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Figura 4.11: Comparacion de la frontera donde comienza el régimen de inactividad
de 2 iteraciones para distintos valores iniciales de la variable del sistema.

Para la frontera del régimen intermitente 2 también se comprobd la misma pro-

piedad. Ver Figura 4.12.

". Simulacién tedrica gy = 0y P, = 100.
10?2 T 'll Régimen intermitente 2.
I l" Simulacién teérica g = 0y P, = 50.
o~ I! Régimen intermitente 2.
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Figura 4.12: Comparacion de fronteras donde comienza el régimen intermitente 2
para distintos valores iniciales de la variable del sistema.
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Después de comprobar la propiedad se busco la frontera donde comienza el régi-
men de inactividad de 1 iteracién y se compard la frontera donde comienza el régimen

continuo y asincronico. Ver Figura 4.13.

Il
1024 .|
i l' Régimen continuo y
H sincrénico
Régimen continuo y
—_ asincrénico
>
S
g !
O 1014 !!
O ® [ ] L ]
- ] [}
L L
L ] L ]
L] L]
Simulacién teérica u = 40. ® °
®  Inactividad de 1 iteracién .o
Simulacién teérica u = 40.
Régimen continuo y asincréonico
10° i i | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Py,

i

Figura 4.13: Comparacion de la frontera donde comienza el régimen de inactividad
de 1 iteracién con la frontera donde comienza el régimen continuo y asincronico.

En la figura anterior la leyenda muestra el valor de p usado y el régimen que
se utilizd para encontrar a la frontera. Es posible observar como la frontera donde
comienza el régimen de inactividad de 1 iteracién se superpone con la frontera don-
de comienza el régimen continuo y asincronico. Esto demuestra que la variable del
sistema deja de estar en sincronia con el factor externo a la vez que se presentan

inactividades de 1 iteracion en su dinamica.

Por ultimo, la Figura 4.14 muestra como la frontera donde comienza el régimen
intermitente 1 se superpone con la frontera donde comienza el régimen intermitente
2. Ambas fronteras difieren para valores de log,,(v) < 11, pero ambas fronteras se
toman como equivalentes. Debido a esto, en este trabajo se toma a la definicién del

régimen intermitente 2 como un uUnico régimen intermitente.
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Figura 4.14: Superposicion de la frontera donde comienza el régimen intermitente 1
con la frontera donde comienza el régimen intermitente 2.
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4.4. Caracterizacion del sistema mediante simulacio-

nes tedricas

Para caracterizar al modelo se realizé un diagrama de fases donde se distingui6 a un
régimen intermitente, el régimen continuo y asincrénico y el régimen continuo y sin-
cronico. La caracterizacion se hizo con las respectivas fronteras de los regimenes
y se hizo para tres valores diferentes del parametro p. Se utilizaron simulaciones
tedricas para la caracterizaciéon del modelo debido a que requerian menor poder

computacional.

Se busco las fronteras donde comienza el régimen intermitente y el régimen con-
tinuo y asincronico. Las fronteras se buscaron utilizando las definiciones de los regi-

menes de la seccion 4.1 y siguiendo los pasos explicados de la seccion 4.2.

Para encontrar una frontera mas exacta de los regimenes, el recorrido se hizo
disminuyendo con cambios de Ac = 0.1 a sigma desde el valor 0 = 80 y se aumento
con cambios de Ay = 0.1 a gamma desde el valor v = 1. Con esto se caracteriz6 al

sistema como funcién de . en el espacio de los parametros o y .

Las figuras 4.15, 4.16 y 4.17 muestran la caracterizacion del modelo mediante
un diagrama de fases, en el eje y se grafica a log,, () y en el eje x se muestra a
o Noétese que combinando a las fronteras mediante un eje de 7.% se puede obtener

una caracterizacion en 3 dimensiones. Ver Figura 4.18.
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Régimen intermitente.

Régimen continuo y sincrénico.
Simulacion tedrica £ = 0

Simulacion teérica :T =0

Régimen continuo y
asincronico

0.01 0.10 0.20

Figura 4.15: Caracterizacion del modelo en el espacio de los parametros v y o para
w=0.
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Figura 4.16: Caracterizacion del modelo en el espacio de los parametros v y o para
w=40.
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Régimen intermitente.

Régimen continuo y sincrénico.
Simulacion tedrica ;- = 0.80

Simulacion teérica :T =0.80

Régimen continuo y
asincronico

log10(Y)

Figura 4.17: Caracterizacion del modelo en el espacio de los parametros ~ y o para
= 80.
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Figura 4.18: Caracterizacion del modelo en 3 dimensiones.
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Capitulo 5

Explorando aplicar el modelo para
explicar las variaciones de masa de
la Antartida

Por ultimo, se explora brevemente la posibilidad de una dinamica intermitente en la
variacion de masa que ha tenido la Antartida desde el ano 2002 hasta el afio 2023

segun datos de la NASA (Global Climate Change: Vital Signs, 2023). Ver Figura 5.1.
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Figura 5.1: Variacion de masa de la Antartida desde el afio 2002 hasta el afio 2023.
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En la figura anterior se puede notar que en los periodos (2002, 2007), (2015, 2017)
y (2020,2022) ha habido un periodo de inactividad, mientras que en los periodos

(2010,2014) y (2017,2019) ha habido una reduccion drastica en la variable.

Debido a la posibilidad de una dinamica intermitente se consider6 que el modelo
puede aplicarse para explicar de manera parcial las variaciones en la masa de la
Antartida. Se puede hacer una version del sistema en la que el modelo podria ser
aplicado, para esto se toma como unico factor externo a la temperatura promedio
global y el derretimiento de las formaciones de hielo como una oposicion de este

efecto externo. Ver Figura 5.2.

1. Latemperatura promedio global aumenta.

La atmosfera cede calor al sistema.

3. Las formaciones de hielo comienzan a
derretirse.

4. Laatmosfera disminuye su temperatura
localmente.

5. Las formaciones de hielo dejan de
derretirse.

R

Figura 5.2: Proceso del sistema con el cual seria posible aplicar el modelo.

La flecha muestra el paso donde la variable del sistema comienza a disminuir de
nuevo debido a que el factor externo continua afectando al sistema después de un

tiempo.

Al ceder calor la atmosfera para derretir al hielo provoca que en cierta medida el
hielo deje de derretirse. A su vez, el derretimiento de la masa de la Antartida provo-
caria la liberacién de carbono y una disminucién del efecto albedo. Esto provocaria
un aumento en la temperatura promedio global, generando de esta manera un pro-

ceso de retroalimentacion positiva.
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Como trabajo futuro queda pendiente verificar si la absorcidén de calor del hielo es
significativa como para aplicar el modelo. También se espera que el modelo pueda
modificarse o pueda ser usado junto con otros modelos que tomen en cuenta otros
factores que afecten al sistema ademas de la temperatura promedio global. Un ejem-

plo de estos factores puede ser la temperatura del océano circundante a la Antartida.

Un problema por arreglar en el modelo es que, de ser aplicable, requeriria que
la temperatura promedio global (factor externo) aumentara continuamente para pro-
vocar mas disminuciones en la masa de la Antartida. Si la temperatura es alta y se
mantiene constante el modelo no predeciria ninguna variacion a lo largo del tiempo,

lo cual parece no tener sentido.

Como ejercicio el modelo se aplicod para reproducir los datos reales. Para la simu-
lacion se supuso que los umbrales de las formaciones de hielo derretidas desde el
ano 2002 hasta el afio 2022 siguieron una distribucion normal. Se utilizd6 como factor
externo a una funcion de la temperatura promedio global (—1g, + 1) - 7760, donde ¢,
es el inverso de la temperatura promedio global. Ver Figura 5.3a. En este caso se
uso6 a g = 7760 para que el factor externo y la variable del sistema fueran del mismo
orden de magnitud. Se utilizé como valor total de los umbrales a N = 20588 y una

AP = 0.15.

En la Figura 5.3 se muestra la comparacion de la dinamica obtenida con el mode-
loy la dinamica de los datos reales. En la figura se observa que fue posible ajustar el
modelo a los datos reales, de manera que el modelo predice las avalanchas de acti-
vidad con un error de una iteracion, esto es la discrepencia entre ambas dinamicas
entre el afio 2017 y el 2020. Esto indica que el modelo tiene una cantidad suficiente
de parametros para ajustarse a una gran cantidad de funciones, por lo que es im-
portante verificar si el modelo es aplicable a un sistema antes de realizar cualquier

ajuste.
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Figura 5.3: Aplicacion del modelo a los datos de la disminucién de masa de la An-
tartida. Como parametros de la distribucién normal se utilizé a 4 = —150 y o = 280.



Capitulo 6

Conclusiones

A partir de una seinal externa, se propuso un modelo de retroalimentacion negativa
basado en umbrales para reproducir las avalanchas de actividad y la intermitencia
que pueden ocurrir en algunos sistemas complejos. Especificamente, el modelo se
utilizé para reproducir en un periodo de tiempo la dinamica del precio de la accién
de Shell.

Ademas, se encontrd una solucion analitica para el modelo y se encontré la evo-
lucién temporal de la variable del sistema como funcion del factor externo ¢; y tres
parametros: o, 'y P,,. Se comparo las simulaciones de la solucion analitica con
simulaciones microscopicas y se encontré que ambas concordaban. Ademas, se
compararon las fronteras de los regimenes obtenidas con cada simulacion y se en-
contré6 que ambas concordaban. Asi mismo, se encontré que la solucién analitica
es capaz de reducir el poder computacional requerido para realizar simulaciones en
comparacion con el poder computacional requerido por las simulaciones microsco-

picas.
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Por otra parte, se identificaron a los distintos regimenes existentes en el modelo
y se hizo una definicion formal de los mismos, se encontrd un régimen intermitente
en el que se presentan avalanchas de actividad. Se comenzé el modelo intentan-
do explicar la dinamica intermitente de variables de algunos sistemas. Sin embargo,
también se encontr6 un régimen continuo y sincrono en el que en el que el sistema
se sincroniza con la sefal externa, por lo que el modelo puede explicar también la

dinamica de variables con Unicamente cambios relativamente suaves.

Utilizando la solucidn analitica se encontré que se podia cambiar el valor del
parametro P;, si se cambiaba el valor de u, o y ¢;,+5. Con esto se encontré que
las fronteras de los distintos regimenes del modelo dependen linealmente de F;,.
Utilizando esta propiedad junto con la frontera del régimen intermitente y régimen
continuo y sincronico, se logré hacer una caracterizacién del modelo para el caso
especifico de un factor externo que decae exponencialmente. La caracterizacién se
hizo mediante un diagrama de fases, con ella se espera identificar de una manera
rapida y precisa el régimen en el que se encuentra un determinado sistema depen-

diendo de los valores de sus parametros.

El modelo de la tesis se baso en el modelo de Escobar y Castillo (2018), la di-
ferencia entre ambos modelos es que en el modelo presentado en este trabajo no
distribuye el factor externo entre agentes de un sistema, si no que los umbrales de los
agentes se colocan sobre el factor externo lo cual hace que los umbrales no sean
constantes en el tiempo. Esto ultimo le permite al modelo del trabajo explicar una
dindmica de una variable donde su valor no necesariamente llegue a ser cero, en
comparacion con el modelo de Escobar y Catillo donde el valor de la variable siem-
pre llegaba a cero. Debido a esta propiedad del modelo presentado en este trabajo
se puede modelar sistemas como el sistema del precio de la accién de Shell, donde

el precio no necesariamente llega a cero.
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Se tiene que destacar que para utilizar el modelo es necesario verificar que se
cumplan con las condiciones que se utilizaron para desarrollar el modelo. Ya que pa-
ra desarrollar el modelo se supuso que la dinamica del sistema depende del factor
externo y se supuso que todos los agentes del sistema tienen umbrales, los cuales

al ser superados provocan que los agentes disminuyen a la variable del sistema.

Por ultimo, se explord la posibilidad de aplicar el modelo a las disminuciones que
ha tenido la masa de la Antartida desde el afio 2002 hasta el afio 2023. Se espera
que el modelo sea capaz de explicar de manera parcial las variaciones que se han
tenido, debido a que la atmosfera cede calor a las formaciones de hielo y puede que
detenga en cierta medida mas deshielo. Como trabajo futuro falta verificar si el ca-
lor que cede es significativo como para aplicar el modelo, al igual que se tiene que

encontrar el factor externo a usar en el modelo.

Con esto falta descubrir una manera de verificar cuando se cumplen las condicio-
nes del modelo para poder ser aplicado, ademas de una manera de dar los umbrales
de los agentes para los sistemas. De igual manera, falta validar al modelo probandolo

con mas datos de sistemas reales.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES
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Apéndice A
Codigo utilizado

Cadigo utilizado (lenguaje de programacién Python).

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import math

import random

import pandas as pd

import seaborn as sns

#Se cargan los datos para la pelicula Beatiful Mind
BMx, BMn = np.loadtxt(
'/content/drive/MyDrive/Datos/Beautiful Mind Time Series.txt',

skiprows = 1, usecols = [0,1], unpack = True )

BMg = np.loadtxt(
'/content/drive/MyDrive/Datos/Beautiful Mind Time Series.txt',

skiprows = 1, usecols = [2], unpack = True )

#Se cargan los datos para la pelicula Harry Potter 7
HPx, HPn = np.loadtxt(
'/content/drive/MyDrive/Datos/Harry Potter 7 Time Series.txt',
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skiprows = 1, usecols = [0,1], unpack = True )

HPq = np.loadtxt(
'/content/drive/MyDrive/Datos/Harry Potter 7 Time Series.txt',

skiprows = 1, usecols = [2], unpack = True )

#Se define a la media y a la desviacidén esténdar
meanl1=400
sigmal =0.45*meanl

#Se define el tamafio de las figuras

plt.rcParams["figure.figsize"] = (10, 7)

#Se crea la distribucidén de los cines para la pelicula Harry Potter 7
yl = np.random.normal (meanl, sigmal, 4125)
#Se crea un histograma con la distribucidn

count, bins, ignored = plt.hist(yl, 250)

#Se le da titulo a la figura

plt.title("Distribucién de las salas de cine")

#Se le afiaden etiquetas a los ejes
plt.xlabel ("Umbral")

plt.ylabel("Cantidad de salas de cine con ese umbral")

#Se muestra la figura

plt.show()

#Se define la cantidad inicial de cines para la pelicula Harry Potter 7

NO = 4125

#Se define la cantidad inicial de personas para la pelicula

q0 = 21542336
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#Se crean dos listas para guardar los datos de la simulacién
Lista = []
Ejex =[]

#Se crea un ciclo for para obtener los datos de la simulacién

for i in range(0,20):

#Namero de personas en la iteracién i

n = math.ceil(HPq[i])

#Se distribuye la cantidad de personas entre el nimero de cines
Array = np.arange(NO)
np.full like(Array, n/NO)

Array

#Se agregan a la lista el nuimero de cines en la iteraciém i

Lista.append(NO)

#Se crea una copia del nimero actual de cines

NA = NO

#S5i la cantidad de personas en el cine es menor que el umbral
#entonces se elimina la pelicula del cine
for j in range(0, NA):
if Array[j] < yi[j]:
#A1l final NO nos da la cantidad de cines restantes
#que siguen muestrando con la pelicula

NO = NO-1

#Se borra el umbral de los cines eliminados
for k in range(0, NA-NO):
numero = yl.tolist().index(max(y1l))
yl = np.delete(yl, [numero])
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#Se guarda el numero de la iteracidén mas uno

Ejex.append(i+1)

#Se grafican los datos con el eje Y en escala logaritmica

plt.plot(Ejex, np.log(Lista), linewidth=10, alpha = 0.2)

plt.scatter(Ejex, np.log(Lista), label = 'Modelo’',
marker = r"$ \bigcirc $", s = 70, alpha = 1)

plt.scatter (HPx, np.log(HPn), label = 'Datos', marker = r"o", color = "0.3")

#Se le afiade titulo a la figura

plt.title("Harry Potter 7")

#Se muestran las etiquetas de los datos

plt.legend()

#Se les afiaden etiquetas a los ejes
plt.xlabel('t')
plt.ylabel('N(t)"')

#Se muestra la figura

plt.show()

#Se crea la distribucidén de los cines para la pelicula Beatiful Mind

yl = np.random.normal(meanl, sigmal, 2222)

#Se crea un histograma con la distribucidn

count, bins, ignored = plt.hist(yl, 250)

#Se le da titulo a la figura

plt.title("Distribucién de las salas de cine")
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#Se le afiaden etiquetas a los ejes

plt.xlabel ("Umbral")

plt.ylabel("Cantidad de salas de cine con ese umbral")

#Se muestra la figura

plt.show()

#Se define la cantidad inicial de cines para la pelicula Beatiful Mind
NO = 2222

#Se define la cantidad inicial de personas para la pelicula

q0 = 3884556 #Cantidad inicial de personas

#Se crean dos nuevas listas para guardar los datos de la simulacidn
Lista = []

Ejex =[]

#Se crea un ciclo for para obtener los datos de la simulacién

for i in range(0,20):

#Namero de personas en la iteracién i

n

= math.ceil(BMq[i])

#Se distribuye la cantidad de personas entre el numero de cines

Array = np.arange(NO)

Array = np.full_like(Array, n/NO)

#Se agregan a la lista el numero de cines en la iteraciém i

Lista.append(NO)

#Se crea una copia del numero actual de cines

NA = NO
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#5i la cantidad de personas en el cine es menor que el umbral
#entonces se elimina la pelicula del cine
for j in range(0, NA):
if Arrayl[j] < y1[j]:
#A1l final NO nos da la cantidad de cines restantes
#que siguen muestrando con la pelicula
NO = NO-1

#Se borra el umbral de los cines eliminados
for k in range(0, NA-NO):
numero = yl.tolist().index(max(y1l))
y1l = np.delete(yl, [numero])

#Se guarda el nimero de la iteracidén mas uno

Ejex.append(i+1)

#Se grafican los datos con el eje Y en escala logaritmica

plt.plot(Ejex, np.log(Lista), linewidth=10, alpha = 0.2)

plt.scatter(Ejex, np.log(Lista), label = 'Modelo’,
marker = r"$ \bigcirc $", s = 70, alpha = 1)

plt.scatter (BMx, np.log(BMn), label = 'Datos', marker = r"o", color = "0.3")

#Se le afiade titulo a la figura

plt.title("Beautiful Mind")

#Se muestran las etiquetas de los datos

plt.legend()

#Se les afladen etiquetas a los ejes
plt.xlabel('t')
plt.ylabel('N(t)"')



91

#Se muestra la figura

plt.show()

#Co6digo del modelo para los precios de empresas

#relacionadas con el petrdleo

#Se define al factor externo
def q(t, q0, gamma):
return qO*np.exp(-t/gamma)

#Se cargan los datos de la accidén de Shell del afio 2014

#xR es el tiempo en semanas

#PR es el precio de la accidén en cada semana

xR, PR = np.loadtxt('/content/drive/MyDrive/Datos/Datosl.txt',

skiprows = 1, usecols = [0,1], unpack = True

#(R es el precio del petrdéleo en cada semana
QR = np.loadtxt('/content/drive/MyDrive/Datos/Datosl.txt',

skiprows = 1, usecols = [2], unpack = True )

#Se definen los valores de los parametros
sigmal = 4.2
meanl = 32

t =0

#Se define un nimero de acciones

N = 20588

#Se define al precio inicial
P0=82.35
P=82.35
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#Se define la disminucion por cada accion vendida
DeltaP = PO/N
Beta = 0.57

#Se crean dos nuevas listas para guardar los datos de la simulacidn
Lista = []
Ejex = []

#Se crea la distribucidén de los inversionistas sobre los umbrales

alpha = np.random.normal(meanl,sigmal, N)

alpha = alpha.tolist()

alpha.sort()

#Se crea un ciclo for para obtener los datos de la simulacidn

for i in range(0, 126):

#Se agrega a la lista el valor del precio de la accidén en la iteracidm i

Lista.append(P)

#Se agrega a la lista el valor de la iteracidm i

Ejex.append (i)

#Se calculan los umbrales dependientes del tiempo
u = alpha+QR[i]*Beta
u = u.tolist()

#Si el precio de la accidén ha superado a un umbral de un inversionista
#entonces se venderan las acciones correspondientes

for j in range(0, N):

if ul[jl<PO:

# Se le resta al precio de la accidén el valor DeltaP por cada accidén vendida



93

P -= DeltaP
#Se elimina al valor minimo de los umbrales

alpha.pop(0)

else:

break

#Se actualiza el valor del precio de la accidn

PO =P

#Se le afiade titulo a la figura

plt.title("Precio vs Tiempo" )
#Se le afiaden etiquetas a los ejes
plt.xlabel('Tiempo"')
plt.ylabel('Precio de la accidn')
#Se grafican los datos
plt.scatter(Ejex, Lista, label = 'Modelo’,
marker = r"$ \bigcirc $", s = 70, alpha = 1)
plt.plot(Ejex, Lista, linewidth=10, alpha = 0.2)

plt.scatter (xR, PR, label = 'Datos', marker = r"o", c = "0.3")

#Se muestran las etiquetas de los datos

plt.legend ()

#Se muestra la figura

plt.show()

#Comparacidén de la simulacién microscédpica con la simulacibén tedrica
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mean1=80
sigmal =12
q0 = 85
gamma = 15
N = 100000
P0=100
P=100
DeltaP = P/N
Beta = 1.5
Lista = []
Ejex = []
Valorqt = []

t =math.floor (-gamma*np.log((PO-meanl+4*sigmal)/(q0*Beta)))

alpha
alpha

alpha.

Lista.

np.random.normal (meanl,sigmal, N)

alpha.tolist()
sort ()
append (P0O)

Ejex.append(t-t)

Valorqt.append(q(t,q0,gamma) *Beta)

for i

in range(t+1, t+50):

Ejex.append(i-t) #Se agrega a la lista el valor i

u=

alpha+q(i,q0,gamma)*Beta #Se calculan las u's

Valorqt.append(q(i,q0,gamma)*Beta)

for

j in range(0, N):
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if ul[jl<PO:
P -= DeltaP
alpha.pop(0) #= np.delete(alpha, [indice]) #Se elimina al valor minimo
#de las alpha's

else:
break
Lista.append(P)

PO =P

meanl= 80

sigmal = 12

P0=100
q0 = 85

gamma = 15

Beta = 1.5
t0 =math.floor (-gamma*np.log((PO-meanl+4*sigmal)/(qO0*Beta)))

ccc = 0.99

ListaPrecios = []
ListaPrecios.append(P0)
Experimento = []

Ejex1l = []
Ejex1.append(t0-t0)

for m in range(1, 50):

Ejexl.append(t0+m-t0)
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if 0.5%PO*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl-q(tO+m+ccc-1,q0,gamma)*Beta)/
(math.sqrt(2*( sigmal*sigmal) )) ) )< ListaPrecios[-1]:
ListaPrecios.append( 0.5%P0*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl
-q(t0+m+ccc-1,q0,gamma)*Beta) /
(math.sqrt(2*( sigmal*sigmal) )) ) ) )
else:
ListaPrecios.append(ListaPrecios[-1])

Experimento.append(ListaPrecios[-1]-meanl-q(tO+m+ccc-1,q0,gamma)*Beta+100)

print("mu:", meanl,", sigma:", sigmal,", gamma:", gamma, "tO:", tO)

plt.rcParams["figure.figsize"] = (10, 7)

50
0

limitesuperior

limiteinferior

plt.scatter(Ejexl[limiteinferior:limitesuperior],

ListaPrecios[limiteinferior:limitesuperior],

12 y $\gamma$ = 15."',
marker = r"$ \bigcirc $", s = 70, alpha = 1, ¢ = "dodgerblue")

label = 'Simulacidén tedrica $\mu$ = 80, $\sigma$

plt.plot(Ejexl[limiteinferior: limitesuperior],
ListaPrecios[limiteinferior: limitesuperior], linewidth=10,
alpha = 0.2, ¢ = "dodgerblue")
plt.scatter(Ejex[limiteinferior:limitesuperior],
Lista[limiteinferior:limitesuperior],
label = 'Simulacién microscépica $\mu$ = 80, $\sigma$ = 12 y $\gamma$ = 15.°',

marker = r"o", ¢ = "0.3")

plt.xlabel('Tiempo', size = 25)
plt.ylabel('Variable del sistema', size = 25)

18)
18)

plt.xticks(size

plt.yticks(size
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plt.legend(fontsize = 14, loc = 0)

plt.show()

#Comparacidén de la frontera del régimen de inactividad de 1 iteracidn

#obtenida con la simulacidén tedérica y microscdpica

[]
(]

LimiteSigma40

LimiteGamma40

for k in range(0, 150):
for i in range(0, 50):
meanl= 40
sigmal = 50-ii
if k >= 50:
if 17-4 > O:
sigmal = 17-
q0 = 85

gamma = 1+1x*k

P0=100

Beta = 1.5
t0 =math.floor (-gamma*np.log((PO-meanl+4*sigmal)/(q0*Beta)))

t = t0+1

ccc = 0.99

ListaPrecios = []
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ListaPrecios.append(PO)
Experimento = []

Ejex1l = []
Ejex1.append(t0)

bandera = 0

for m in range(1, 26):

if bandera ==

break

if 0.5%P0*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl
-q(tO+m+ccc-1,q0,gamma)*Beta )/
(math.sqrt(2*( sigmal*sigmal) )) ) )< ListaPrecios[-1]:
ListaPrecios.append( 0.5%P0*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl
-q(tO+m+ccc-1,q0,gamma) *Beta) /
(math.sqrt(2x( sigmal*sigmal) )) ) )

else:

LimiteSigma40.append(sigmal+1)
LimiteGamma40 .append (gamma)

bandera = 1
ListaPrecios.append(ListaPrecios[-1])

Ejex1.append (t0+m)

if bandera ==
break

#Simulacion microscopica

(]
(]

LimiteSigma40S

LimiteGamma40S



for m in range(0, 150):
for i in range(0, 50):
meanl= 40
sigmal = 50-ii

PO = 100

q0 = 85
gamma = 1 + m

N = 10000
P=100

DeltaP = P/N
Beta = 1.5

t =math.floor (-gamma*np.log((PO-meanl+4*sigmal)/(q0*Beta)))

alpha = np.random.normal (meanl,sigmal, N)

alpha = alpha.tolist()
alpha.sort()
Lista.append(P0)

Ejex.append(t)
for i in range(t+1, t+26):
Ejex.append(i) #Se agrega a la lista el valor i

u = alpha+q(i,q0,gamma)*Beta #Se calculan las u's

for j in range(0, N):
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if ul[jl<PO:
k = k+1
P —-= DeltaP

alpha.pop(0)#Se elimina al valor minimo de las alpha's

else:
break
Lista.append(P)
if Lista[-1] < 95:

if k == 0:
v=1
break

k=20
PO =P
if v ==

LimiteSigma40S.append(sigmal+1)
LimiteGamma40S.append (gamma)

break
#Grafica de las fronteras
fig, ax = plt.subplots(facecolor = 'white')
ax.spines['bottom'].set_linewidth(2)
ax.spines['left'] .set_linewidth(2)
ax.spines['top'].set_linewidth(2)

ax.spines['right'].set_linewidth(2)

ax.set_facecolor('white')
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plt

plt

plt

plt

plt
plt

plt
plt

plt
plt

plt

plt

plt

plt

.rcParams["figure.figsize"] = (10, 7)

.plot(LimiteSigma40, LimiteGamma40, label = "Simulacion tedérica $\mu$ = 40",

color = "dimgray")

.scatter(LimiteSigma40S, LimiteGamma40S, label =

"Simulacion microscépica $\mu$ = 40", color = "dodgerblue")

.axis([1, 51, 4, 151])

.xlabel(r'$\log_{10}(\sigma)$', size = 15)
.ylabel(r'$\log {10} (\gamma)$', size = 15)

.xticks(size = 12)

.yticks(size = 11)

.xscale("log")

.yscale("log")

.tick_params(length=14, direction = "inout")

.tick_params(axis='both', direction = "inout", which='minor', length=8)

.legend(fontsize = 13, loc = 3)

.show()

#Cdédigo para encontrar el nimero de iteraciones

#de las simulaciones como funcidén de gamma y sigma.

Valores de m = []

Valores_de_gamma = []
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for k in range(0, 150):
for i in range(0, 1):
meanl= 40
sigmal = 20-ii

P0=100

h3 = np.vectorize(math.erfc)

for x in range(0, 101):

x = 101-x
if 0 <x - ( (P0/2)*h3( (x-meanl)/
math.sqrt (2% math.pow( sigmal, 2) ) ) ) < 4:
precio_limite = x
break
q0 = 85

gamma = 1+1x*k

Beta = 1.5
t0 =math.floor (-gamma*np.log((PO-meanl+4*sigmal)/(q0*Beta)))

t = t0+1

ccc = 0.99

ListaPrecios = []
ListaPrecios.append(PO)
Experimento = []

Ejex1l = []
Ejex1.append(t0)
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bandera2 = 0
for m in range(1, 1000):

if bandera2 ==
break
if 0.5%P0*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl
-q(tO+m+ccc-1,q0,gamma) *Beta )/

(math.sqrt(2x( sigmal*sigmal) )) ) )< ListaPrecios[-1]:
ListaPrecios.append( 0.5%PO*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl
-q(tO0+m+ccc-1,q0,gamma) *Beta) /

(math.sqrt(2*( sigmal*sigmal) )) ) ) )
else:
ListaPrecios.append(ListaPrecios[-1])

Ejex1.append (t0+m)

if ListaPrecios[-1] < precio_limite:
bandera2 = 1
Valores_de_m.append (m)
Valores_de_gamma.append (gamma)

break

fig, ax = plt.subplots(facecolor = 'white')
ax.grid(1, linestyle="solid", linewidth=0.4)

ax.spines['bottom'].set_linewidth(2)
ax.spines['left'].set_linewidth(2)
ax.spines['top'].set_linewidth(2)
ax.spines['right'].set_linewidth(2)

ax.set_facecolor('white')

plt.rcParams["figure.figsize"] = (10, 7)
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rango = 200
inf = 0

plt.scatter(Valores_de_gamma[inf:rango], Valores_de m[inf:rango]

, ¢ = "firebrick")

plt.ylabel(r'Nimero de iteraciones', size = 25)

plt.xlabel(r'Gamma ($\gamma$)', size = 25)

18)
18)

plt.xticks(size

plt.yticks(size

plt.show()

#Codigo para la caracterizacidén

def normal_distribution(x, mean, sigma):

return np.exp(-1*((x-mean)**2) /(2% (sigma**2)))/(math.sqrt(2*np.pi) * sigma)

def q(t, q0, gamma):
return qO*np.exp(-t/gamma)

#Frontera del régimen continuo y sincrénico

from scipy.optimize import curve_fit

(]
(]

LimiteSigmaORC

LimiteGammaORC
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for k in range(0, 1500):
for fi in range(0, 800):
meanl = 0
sigmal =80-0.1x*f
P0=100

numero = 0.8 x PO

q0 = 85
gamma = 2+0.1x*k

if gamma > 10:
if 40-0.1xfi > O:
sigmal = 40-0.1x*fi

h3 = np.vectorize(math.erfc)

for x in range(0, 101):
x = 101-x
if 0 <x - ( (P0/2)*h3( (x-meanl)/
math.sqrt(2* math.pow( sigmal, 2) ) ) ) < 4:
precio_limite = x

break

Beta = 1.5
t0 =math.floor (-gamma*np.log((PO-meanl+4*sigmal)/(q0*Beta)))

ccc = 0.99

ListaPrecios = []
ListaPrecios.append(P0)
Experimento = []

Ejex1l = []
Ejexl.append(t0)
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bandera2 = 0
quitar = 0

quitarn = 0

for m in range(1, 1000):

if bandera2 ==

break

Ejex1.append (t0+m)
if 0.5%P0*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl
-q(tO+m+ccc-1,q0,gamma) *Beta) /
(math.sqrt (2% ( sigmal*sigmal) )) ) )< ListaPrecios[-1]:
ListaPrecios.append( 0.5%P0*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl
-q(tO+m+ccc-1,q0,gamma) *Beta) /
(math.sqrt(2*( sigmal*sigmal) )) ) ) )
else:

ListaPrecios.append(ListaPrecios[-1])

if ListaPrecios[-1] < numero:

quitar = m

-100

numero

if ListaPrecios[-1] < precio_limite:
bandera2 = 1
quitarn = m

break

def q1(t, C1, b):

return Cl*np.exp(-t/gamma)+b

popt, pcov = curve_fit(ql, Ejexl[quitar:], ListaPrecios[quitar:])
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a=20
limitea = 0.003

for j in range(quitar, quitarn):

a = a +( (ListaPrecios[j+1]-ListaPrecios[j]l)/
(ListaPrecios[j+1] -popt[1] ) - ( q1(j+1, popt[0], popt[1])
-q1(j, popt[0], popt[1]) )/ (q1(j+1, popt[0], popt[1])-popt[1] ) )**2

if a > limitea:
LimiteSigmaORC.append(sigmal+0.1)
LimiteGammaORC. append (gamma)
break

if a > limitea:

break

#Frontera del régimen intermitente

(]
(]

LimiteSigmaOI2NuevaDefinicion

LimiteGammaOI2NuevaDefinicion

for k in range(0, 1500):
for i in range(0, 800):
meanl= 0
sigmal =80-0.1x*f
P0=100

q0 = 85
gamma = 1+0.1xk
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if gamma >10:
if 30-0.1xf>0:
sigmal = 30-0.1x*fi

h3 = np.vectorize(math.erfc)

for x in range(0, 101):

x = 101-x
if 0 <x - ( (P0/2)*h3( (x-meanl)/
math.sqrt (2% math.pow( sigmal, 2) ) ) ) < 4:
precio_limite = x
break
N = 10000

DeltaP = PO/N

Beta = 1.5

t0 =math.floor (-gamma*np.log((PO-meani+4*sigmal)/(qO0*Beta)))
t = t0+1

ccc = 0.99

ListaPrecios = []
ListaPrecios.append(PO)
Experimento = []

Ejex1l = []
Ejex1.append(t0)

kk =0

Il
(@}

bandera

Il
(@)

bandera?2

for m in range(1, 1000): #1, 81
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if bandera ==
break
if bandera2 ==

break

if 0.5%P0O*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl
-q(tO+m+ccc-1,q0,gamma) *Beta) /
(math.sqrt(2x( sigmal*sigmal) )) ) )< ListaPrecios[-1]:
ListaPrecios.append( 0.5%PO*( math.erfc( (ListaPrecios[-1]-meanl

-q(t0+m+ccc-1,q0,gamma) *Beta) /

(math.sqrt(2*( sigmal*sigmal) )) ) ) )
kk = 0
else:

ListaPrecios.append(ListaPrecios[-1])
if kk ==
if ListaPrecios[-4]-ListaPrecios[-3] > 0.02*P0:
LimiteSigmaOI2NuevaDefinicion.append(sigmal+0.1)
LimiteGammaOI2NuevaDefinicion.append (gamma)

bandera = 1
kk = kk+1
Ejexl.append (t0+m)
if ListaPrecios[-1] < precio_limite:
bandera2 = 1

break

if bandera ==

break

#Coédigo para graficar la caracterizacién
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meanl = 0

fig, ax = plt.subplots(facecolor = 'white')

ax.spines['bottom'].set_linewidth(2)
ax.spines['left'] .set_linewidth(2)
ax.spines['top'].set_linewidth(2)
ax.spines['right'] .set_linewidth(2)

ax.set_facecolor('white')

plt.rcParams["figure.figsize"] = (10, 7)

plt.plot(LimiteSigmaOI2NuevaDefinicion[:]/np.array(100),

LimiteGammaOI2NuevaDefinicion[:], label =

f"Régimen intermitente.\n"+r" Simulacidén tedrica $\frac{\mur{P_{t {i}}}$ = o",
color = "yellowgreen")

plt.plot(LimiteSigmaORC[:]/np.array(100), LimiteGammaORC[:], label =

f"Régimen continuo y sincrénico.\n"

+r"Simulacidén tedrica $\frac{\mu}{P_{t_{i}}}$ = 0 ", color = "darkorange")

plt.yscale("log")

plt.x1im(0.01, 0.6)
plt.ylim(1, 156)

plt.xlabel(r'$\frac{\sigmat{P_{t_{i}}}$', size = 25)
plt.ylabel(r'log$ {10} (\gamma$)', size = 25)

18)
18)

plt.xticks(size

plt.yticks(size

plt.tick_params(length=14, direction = "inout")
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plt.tick_params(axis='both', direction = "inout", which='minor', length=10)

plt.legend(fontsize = 13, framealpha=0, loc = 9, labelspacing = 0,

bbox_ to_anchor=(0.45, 1.15), ncol = 2)

plt.xticks([0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6])

plt.show()

#Coédigo para aplicar el modelo

#a los datos de la disminucidén de masa de la Antartida

dfafio = pd.read_csv("/content/Datosantartica.txt", header =None)
dfafio = dfafio.rename(columns={0:"Datos"})

afio = []

Dato = []

Incertidumbre = []

for i in range(dfafio.shape[0]):
a, b, ¢ = dfafio.loc[i] [0].split()
afio.append(float(a))
Dato.append(float (b))
Incertidumbre.append(float(c))

dfT = pd.read_csv("/content/T.txt", header = 0)

afioT = []

DatoT1 = []
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DatoT2 = []

for i in range(1, dfT.shape[0]):
a, b, ¢ = dfT.loc[i] [0].split()
afioT.append (float(a))
DatoT1.append(float (b))
DatoT2.append(float(c))

sigmal = 280
meanl = -150
t =0

N = 20588

P0=3062.29
P=3062.29

DeltaP = PO/N
Beta =(PO-meanl+lx*sigmal)/(-1*DatoT2[122]+1)

Lista = []
Ejex = []
alpha = np.random.normal (meanl,sigmal, N)

alpha = alpha.tolist()

alpha.sort()

for i in range(0, 21):
Lista.append(P)

Ejex.append(i) #Se agrega a la lista el valor i

u = alpha+(-1*np.array(DatoT2[i+122])+1)*Beta

u = u.tolist()
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for j in range(0, N):

PO

plt
plt

plt

plt

plt

plt

plt

plt

plt.

plt

if ul[jl<PO:
P —-= DeltaP

alpha.pop(0) #Se elimina al valor minimo de las alpha's

else:
break
=P

.xlabel('Tiempo"')
.ylabel('Variacidén de masa de la Antartida [Gt]')

.scatter (Ejex+np.array(2002), Lista - np.array(3000), label = 'Modelo’,

marker = r"$ \bigcirc $", s = 70, alpha = 1)

.plot (Ejex+np.array(2002), Lista - np.array(3000), linewidth=10,

alpha = 0.2)
.scatter(aflo, np.array(Dato), label = 'Datos', marker = r"o", c¢c = "0.3")
.plot (aflo, np.array(Dato), marker = r"o", ¢ = "0.3")
.legend ()
.tick_params(axis='both', labelrotation = 0, direction = "inout",

which='both', length=10)
xticks(np.linspace (2002, 2023, 8))

.show()



