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Resumen

Debido a la marcada tendencia de miniaturización de los sistemas electró-

nicos, donde los efectos cuánticos son cada vez más relevantes, una des-

cripción acertada del transporte electrónico en nanosistemas debe con-

templar una descripción cuántica de la estructura electrónica del material.

Gracias a la llegada de los aislantes topológicos se han descubierto pro-

piedades cuánticas que brindan nuevas posibilidades dentro de los dispo-

sitivos electrónicos.

Fenomenológicamente, estosmateriales se comportan en su interior como

aislantes mientras que su superficie es conductora. Los HOTIs (por sus si-

glas en inglés, Higher Order Topological Insulators), por su parte, son una

nueva clasificación dentro de estos materiales. Los HOTIs tienen la carac-

terística peculiar de ser aislantes en su interior o bulto y a la vez tener es-

tados de borde conductores en dimensiones diferentes, donde, de acuer-

do a la dimensión d del material, los estados conductores de borde son

clasificados. En el presente trabajo exploramos el espectro electrónico de

un HOTI de orden dos, usando un Hamiltoniano de amarre fuerte. Centra-

mos este estudio en un CHOTI (por sus siglas en inglés, Chiral Higher Order

Topological Insulator) donde se presentan estados conductores de arista

con direcciones en un solo sentido. Para caracterizar los estados, usamos

el IPR (por sus siglas en inglés, Inverse Participation Ratio) e identificamos

las variaciones en la relación de dispersión almodificar el tamaño del siste-

ma. Posteriormente, estudiamos las propiedades de transporte electrónico

en un dispositivo formado por una nanobarra conectada a dos terminales

usando la relación de Landauer entre la conductancia y la transmisión, em-

pleando la paquetería KWANT.

Con el fin de generarmás estados conductores, simulamos un agujero cua-

drado dentro del sistema de la nanobarra. Encontramos que se generan

estados conductores de arista al realizar un agujero de un tamaño mayor

al de la celda unitaria. Gracias a los avances experimentales, se han encon-

trado pruebas de que elBi2Se3 dopado con Sm presenta las características

de un CHOTI, por lo que constituye un material en el cual se pueden con-

trastar los resultados de este trabajo.
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Introducción 1
1.1 Materiales cuánticos

La materia condensada combina la química y la física de las partículas a

una densidad finita y a una temperatura baja. Dependiendo de otros fac-

tores como lo son la presión o el espín de las partículas podemos distin-

guir ciertas fases de la materia. Clásicamente tenemos fases de la materia

como la fase sólida, líquida o gaseosa, sin embargo, en el régimen cuánti-

co esto cambia radicalmente [1]. La mecánica cuántica predice numerosas

fases de la materia como lo son los materiales ferromagnéticos, los con-

densados, superconductores, entre otras. Asimismo, dentro de estas nue-

vas fases se encuentran las llamadas fases electrónicas, las cuales, deben

su nombre al comportamiento de los electrones. Desde sus inicios y debi-

do a la naturaleza cuántica del electrón fue necesario crear una teoría para

predecir el comportamiento y propiedades para estas nuevas fases elec-

trónicas. Fue así entonces que gracias al trabajo de Felix Bloch, se formuló

el concepto de bandas electrónicas en sólidos, describiendo la función de

onda en términos de sumomento cristalino (~k) y dando origen a la teoría de

bandas. Esta teoría predice continuos de niveles de energía llamados ban-

das que describen los niveles permitidos de los electrones en función del

momento cristalino [2]. Por otra parte, dentro de la teoría cuántica se tiene

otro aspecto esencial, la energía de Fermi. La energía de Fermi es el último

nivel energético que puede ser ocupado por los electrones dentro de un

sólido. Desde este punto de vista, la relación entre estas bandas y la ener-

gía de Fermi permite explicar las propiedades electrónicas de transporte

del material en cuestión [3]. Comúnmente al pensar en fases electrónicas

es típico pensar en las fases de aislante eléctrico y de conductor eléctrico.

Por un lado la fase de aislante tiene la peculiaridad de tener una brecha

energética a la energía de Fermi; es decir, su última banda ocupada (banda

de valencia) y su primera banda desocupada (banda de conducción) están

separadas. Por otro lado, la fase de conductor eléctrico posee la caracterís-

tica de que su energía de Fermi se sitúa entre una misma banda; en otras
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palabras, la energía necesaria para una excitación electrónica es infinitesi-

mal. Los materiales cuánticos son una nueva clase especial de materiales

que exhiben propiedades electrónicas peculiares debido a su estructura

de bandas. Estos materiales son de suma relevancia hoy en día ya que es-

tos tienen propiedades únicas, pudiendo ser fuertemente útiles en en la

creación y desarrollo de nuevas tecnologías e innovaciones futuras [4]. La

historia de los materiales cuánticos topológicos comienza con el descubri-

miento del efecto Hall cuántico. El efecto Hall es un fenómeno del siglo XX

en donde se tiene un material bidimensional conductor. A este sistema se

le hace pasar un campomagnético externo y perpendicular a su superficie,

dando como resultado la aparición de una corriente asociada en los bor-

des y por lo tanto un campo eléctrico asociado. Posteriormente al efecto

Hall, en 1985, Klaus von Klitzing ganó el premio nobel por el descubrimien-

to del efecto hall cuántico (QHE). Este descubrimiento se basa en la versión

cuántica del fenómeno del efecto Hall. La corriente producida por añadir

el campo magnético externo, esta vez aparece cuantizada.

Este experimento incentivó a la comunidad científica a explorar a detalle la

naturaleza cuántica de la cuantización de la conductancia Hall enmúltiplos

enteros de e2/h. La explicación final de esta cuantización pudo entenderse

en términos de un objeto matemático construido a través de las propieda-

des del material en el ”bulto”, el cual es un invariante topológico conocido

como número de Chern [5].

La palabra topología viene del griego ”τoπoς” que significa posición o loca-

ción. Siendo este nombre apropiado para la topología, ya que es la rama de

las matemáticas que estudia las propiedades geométricas que solamente

son dependientes de las posiciones relativas de los componentes y no de

conceptos como la longitud, magnitud o tamaño. Asimismo, la topología

no toma en cuenta las propiedades que no son destruidas por transforma-

ciones continuas o suaves, como el cortar, rasgar o perforar los espacios

[6].

Como mencionamos al inicio de esta sección, las fases electrónicas pue-

den ser descritas por las funciones de onda en términos del momento ~k;

ahora el espacio generado por dichas funciones puede ser un haz fibrado

no trival al cual es posible asignarle un invariante topológico [7]. La topolo-

gía comenzó a tener mucha relevancia dentro de la ciencia de la materia

condensada con la llegada de materiales cuánticos topológicos.
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1.2 Aislantes topológicos

Comomencionamos anteriormente, un constante objetivo de la ciencia en

la materia condensada es el encontrar nuevas fases electrónicas de la ma-

teria. En 1988, Haldane [8] propuso replicar el efecto Hall cuántico sin el uso

de un campomagnéticomediante unmodelo de juguete en una red de pa-

nel de abeja, la misma del grafeno. En 2005, Kane y Mele [9], propusieron

duplicar el modelo de Haldane por las interacciones espín-órbita dentro

de las monocapas de grafeno, surgiendo así el Quantum Spin-Effect (QSE).

Los aislantes topológicos tridimensionales aparecieron en 2007 [10] como

un novedoso campo de la física de sólidos y captaron la atención de la

comunidad científica rápidamente. Estos materiales comenzaron como la

generalización en tres dimensiones delefectoHall cuántico, es decir, un ais-

lante tridimensional en su interior que posee superficies conductoras, dan-

do como resultado estados de borde de dimensión dos. En estos aislantes,

se encontró de nueva cuenta la presencia de un invariante topológico. Este

invariante está fuertemente relacionado con las simetrías, brindando alma-

terial de características especiales. Por ejemplo, una de las implicaciones

que tiene la topología directamente en el material es la permanencia de

estados conductores, presentes aún pesé a deformaciones o perturbacio-

nes en el material.

Posteriormente a este descubrimiento, se presentaron los primeros candi-

datos experimentales para estos materiales como lo son el BixSb1−x [11],

HgTe [12, 13]. El método utilizado para descubrir generalmente estos mate-

riales es llamado ARPES (por sus siglas en inglés ”Angle-resolved photoe-

mission spectroscopy”). Esta espectroscopia emplea un fotón para expul-

sar un electrón del cristal con el fin de determinar la estructura electróni-

ca con un análisis del momento del electrón expulsado. Esto comprueba

directamente la existencia de los estados conductores metálicos de la su-

perficie y por consiguiente los invariantes topológicos [14].

1.2 Aislantes topológicos 3



1.3 Aislantes topológicos de orden superior

Hace apenas unos años, un nuevo descubrimiento llegó a impactar en la

comunidad científica del área del estado sólido. Este descubrimiento arrojó

un nuevo tipo de material en el área de materia condensada: los aislantes

topológicos de orden superior. Estos HOTI (por sus siglas en inglés), a dife-

rencia de los aislantes topológicos clásicos, poseen sus estados de borde

en dimensiones menores de la dimensión de su frontera [15]. Para ejempli-

ficar esto, imaginemos un cubo. La dimensión del cubo es tres, mientras

para un aislante topológico clásico los estados conductores de borde apa-

recen en las caras, en un aislante topológico de orden superior es capaz

de tener estos estados hasta en los vértices, en otras palabras, los estados

cuánticos se restringen en mayor grado.

De acuerdo al grado al que se restrinjan estos estados, es el orden que se

le asignará al material. Si se tiene un sistema de dimensión n = 3, los esta-
dos de borde de un aislante superior de orden 2 aparecerán en n− 1. En el

aislante superior de orden tres en n − 2 y así sucesivamente. Estos aislan-

tes han sido fuertemente sustentados teóricamente y experimentalmente

a través de cálculos de primeros principios y argumentos topológicos, y

de técnicas experimentales complementarias como el interferómetro de

Josephson respectivamente. Además, se han encontrado materiales que

presentan estas características; ejemplos son el bismuto como un HOTI

[16, 17] o el Bi2−xSmxSe3 como un CHOTI [18, 19].

1.4 Conductancia cuantizada

La conductancia eléctrica es un fenómeno de la física que describe la ca-

pacidad de un material para permitir el flujo de corriente eléctrica. Clásica-

mente hablando, la conductancia se describe gracias a la ley de Ohm. Esta

establece que para crear una corriente es necesario mover a los electro-

nes. Qué tan rápido estos se puedan mover depende de la naturaleza del

material.
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Así entonces,existe una relación lineal entre la corriente eléctrica (I) y la

diferencia de potencial (V ) a través de un material conductor, representa-

da por la relación V = IR, donde R es la resistencia del material. La con-

ductancia del material está definida como el inverso de la resistencia, es

decir: G = R−1. Esta conductancia clásica se caracteriza por ser un fenó-

meno continuo, donde la resistencia puede tomar valores de manera gra-

dual sin ser restringida a valores específicos [20]. Por otro lado, la conduc-

tancia cuantizada es un fenómeno notable que se manifiesta en sistemas

a escalas muy reducidas, como nanoestructuras ymateriales de dimensio-

nes atómicas. En estos sistemas, se observa que la conductancia eléctrica

se presenta en valores discretos o ”cuantizados”, en contraste con la con-

ductancia continua de la física clásica.

Un ejemplo notable de conductancia cuantizada se encuentra en el antes

mencionadoefectoHall cuántico entero, descubierto porKlausvonKlitzing

en 1980. Este efecto muestra que la conductancia en ciertos materiales

bidimensionales se cuantiza en múltiplos de una constante, la constante

de von Klitzing (RK = h/e2), donde h es la constante de Planck y e la car-

ga elemental [21]. La conductancia cuantizada se manifiesta sobre todo en

sistemas altamente controlados, como en dispositivos de efecto Hall cuán-

tico o estructuras nanoescalonadas [22]. Este fenómeno reveló a la comu-

nidad cómo se comporta verdadermente la naturaleza de los electrones,

teniendo así implicaciones significativas en el área de la física de la materia

condensada y el desarrollo de dispositivos electrónicos.

En la primera parte de esta tesis abordamos conceptos esenciales dentro

del área de la materia condensada; como las fases electrónicas, materia-

les cuánticos, topología y un resumen de cómo fue el descubrimiento de

los aislantes topológicos de orden superior y sus detalles. Además, con el

fin de posteriormente abordar el tema de transporte electrónico, introduji-

mos elconceptode conductancia cuántica. En la seccióndelmarco teórico,

comenzamos describiendo la metodología empleada en el trabajo con la

construcción del hamiltoniano de amarre fuerte y por consiguiente el ha-

miltoniano de Schindler [15] empleado en este trabajo.

Debido a la importancia de los dispositivos electrónicos, presentamos la

teoría involucrada dentro del transporte electrónico como es la formula-

ción de Landauer-Buttiker, el problema cuántico de una partícula atrave-

1.4 Conductancia cuantizada 5



sando una barrera de potencial finita, el método de diferencias finitas y la

construcción de la matriz de dispersión, método que emplea la paquetería

KWANT. Asimismo presentamos las expresiones para calcular las cantida-

des de la densidad de probabilidad como la de la densidad de corriente. En

la sección de resultados presentamos las bases y la caracterización de la

estructura electrónica de nuestro cristal mostrando el diagrama de fases

topológicas. Posterior a ello y como parte de nuestro trabajo realizamos

el análisis de transporte para un nanodispositivo de dos terminales em-

pleando el hamiltoniano previamente mencionado. Finalmente para ahon-

darmás dentro del comportamiento de los estados conductores de super-

ficie de nuestro material caracterizamos estos mismos estados de borde

con la adición de un agujero dentro de la nanobarra. Al término de la tesis

se mencionan las conclusiones obtenidas de esta última sección.
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Marco teórico 2
El estudio del transporte electrónico en aislantes topológicos de orden su-

perior conlleva el uso de varios conceptos clave para el buen entendimien-

to de sus propiedades electrónicas. Por ello, en este capítulo se presen-

tan los conceptos de: hamiltoniano de amarre fuerte, la formulación de

Landauer-Buttiker, el problema de una partícula atravesando una barrera

de potencial finita, la matriz de dispersión y el cálculo de las cantidades

de las densidades de probabilidad y corriente de la paquetería de KWANT

[23], empleados en el presente estudio.

2.1 Hamiltoniano de amarre fuerte

El hamiltoniano de amarre fuerte recibe su nombre debido a que en elmo-

delo los electrones sienten una interacción fuerte con los núcleos. Este

modelo es muy útil para dar un panorama general de las consideraciones

empleadas dentro de nuestro análisis con el fin de describir el comporta-

miento electrónico de un aislante topológico de orden superior. El modelo

de amarre fuerte en una dimensión para una cadena monoatómica toma

en consideración un electrón interactuando conmuchos núcleos. Además,

se aplica la aproximaciónBorn-Oppenheimer, es decir, los núcleos se consi-

deran fijos con respecto almovimiento del electrón, debido a que el núcleo

es aproximadamente dosmil vecesmásmasivo que el electrón [24, 25]. Así

entonces el hamiltoniano es:

Helec = K +
∑

j

Vj; Vj = −e2

4πε0| ~Rj − ~r|
(2.1)

Siendo K = p2

2m
la energía cinética y, ~r y ~Rj la posición del electrón y la po-

sición del núcleo, respectivamente.
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En adición, consideramos que en la cadena monoatómica infinita donde

existe un estado por sitio designado por n.

Fig. 2.1: Cadena monoatómica donde cada sitio corresponde a un estado designado por |n〉
[26].

Para resolver este hamiltoniano proponemos una función de onda de prue-

ba de la forma:

|φ〉 =
∑

n

φn |n〉 (2.2)

Donde |n〉 es un orbital centrado en la posición n. Por conveniencia consi-

deramos que todos los orbitales son ortogonales.

〈n|m〉 = δn,m (2.3)

Finalmente la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo queda

como:

∑
m

Hn,mφm = Eφn (2.4)

donde cada elemento de matriz Hn,m es:

〈n|H |m〉 = Hn,m (2.5)
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Asimismo el problema lineal a solucionar es el siguiente:


Hn,m





...

φ1
φ2
...

φn
...


= E



...

φ1
φ2
...

φn
...


(2.6)

Una vez con todas estas definiciones, se tiene que:

Helec |m〉 = (K + Vm) |m〉︸ ︷︷ ︸
hamiltoniano de orbital centrado en m

+
∑
j 6=m

Vj |m〉 (2.7)

En esto, se puede notar que aparece K + Vm, es decir el hamiltoniano que

describe un electrón interactuando con un núcleo; y como estamos consi-

derando que |m〉 es un orbital atómico:

Helec |m〉 = εatómico |m〉 +
∑
j 6=m

Vj |m〉 (2.8)

En función para obtener los elementos de matriz (2.5):

Hn,m = εatómico 〈n|m〉 +
∑
j 6=m

〈n|Vj |m〉 (2.9)

Este último término representa que, exceptuando el m-ésimo núcleo, un

electrón en el m-ésimo átomo puede transferirse al n-ésimo átomo. Este

valor es más cercano cuando n y m son iguales.

Entonces escribimos:

∑
j 6=m

〈n|Vj |m〉 =


V0 n = m

−t n = m± 1
0 En otro caso

(2.10)

En seguida, definimos que:

ε0 = εatómico + V0 (2.11)
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Con la consideración anterior (2.10) los elementos de matriz quedan:

Hn,m = ε0δn,m − t(δn+1,m + δn−1,m) (2.12)

La matriz H tridiagonal es:

H =



. . .

ε0 −t 0 0 ... 0
−t ε0 −t 0 ... 0
0 −t ε0 −t ... 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...

0 0 0 −t ε0 −t
. . .


(2.13)

El teorema de Bloch nos dice que dentro de un sistema que es invariante

traslacionalmente los eigenestados pueden ser expresados de la forma:

Ψ~k(~r) = e
~k·~ru~k(~r) (2.14)

Ψ~k(~r + ~R) = e
~k· ~RΨ~k(~r) (2.15)

Para darle solución a la ecuación (2.4), se propone una solución que cum-

pla con el antes mencionado teorema de Bloch (2.15):

φn = be−ikna; b : Constante de normalización. (2.16)

La constante b viene de normalizar los N sitios que hay en el sistema. Sus-

tituyendo en la ecuación de Schrödinger (2.4) tenemos:∑
m

Hn,mφm =
∑
m

(ε0δn,mφm − tδn+1,mφm − δn−1,mφm)∑
m

Hn,mφm = ε0φn − tφn+1 − tφn−1∑
m

Hn,mφm = ε0be
−ikna − t

(
be−ik(n+1)a + be−ik(n−1)a

) (2.17)
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Finalmente el espectro:

Eφn = ε0φn − t
(
e−ikabeikna + eikabe−ikna

)
E(k) = ε0 − t(e−ika + eika︸ ︷︷ ︸

2cos(ka)

)

E(k) = ε0 − 2t cos(ka)

(2.18)

Graficando la relación de dispersión:

Fig. 2.2: Relación de dispersión para la mono-cadena de amarre fuerte. Energía en función del
vector de onda k en la primera zona de Brillouin.

Hamiltoniano SSH

Unavez resuelto el problema de una cadenamonoatómica infinita es nece-

sario conocer lamanera de pasar de un hamiltoniano definido en el espacio

real a un hamiltoniano en términos del momento cristalino ~k. Ejemplifica-

mos el camino a seguir con el modelo de Su-Schrieffer-Heeger [27, 28].

Para comenzarelmodelo se contempla una cadena conNceldas unitarias,

la celda unitaria está compuesta por dos sitios A y B, y dos hoppings v y w

(véase figura 2.3). Además, estemodelo hace la aproximación de solo consi-

derar un orbital por sitio ydespreciar la interacción electrónica. La dinámica

2.1 Hamiltoniano de amarre fuerte 11



Fig. 2.3: Esquema de la cadena para el modelo de SSH. Línea punteada indica la celda
unitaria, las líneas finas indican los hoppings intracelda, las líneas gruesas los hoppings
extracelda.

de cada electrón está descrito por el hamiltoniano de una solo partícula de

la forma:

Ĥ = v
N∑

m=1

(
|m,B〉〈m,A| + |m,A〉〈m,B|

)
(2.19)

+ w
N−1∑
m=1

(
|m+ 1, A〉〈m,B| + |m,B〉〈m+ 1, A|

)
(2.20)

En las ecuaciones (2.19) y (2.20) los términos |m,A〉 y |m,B〉 con m ∈
1, 2, ..., N denotan el estado de la cadena donde el electrón es en la celda

m en el sitio de la subred A y B, respectivamente. Por simplicidad, tomare-

mos las amplitudes de los hoppings como reales y no negativas, es decir:

v, w ≥ 0. Así entonces la matriz con N = 3 queda de la forma:

H =


〈0, A|Ĥ|0, A〉 〈0, A|Ĥ|0, B〉 〈0, A|Ĥ|1, A〉 〈0, A|Ĥ|1, B〉 〈0, A|Ĥ|2, A〉 〈0, A|Ĥ|2, B〉
〈0, B|Ĥ|0, A〉 〈0, B|Ĥ|0, B〉 〈0, B|Ĥ|1, A〉 〈0, B|Ĥ|1, B〉 〈0, B|Ĥ|2, A〉 〈0, B|Ĥ|2, B〉
〈1, A|Ĥ|0, A〉 〈1, A|Ĥ|0, B〉 〈1, A|Ĥ|1, A〉 〈1, A|Ĥ|1, B〉 〈1, A|Ĥ|2, A〉 〈1, A|Ĥ|2, B〉
〈1, B|Ĥ|0, A〉 〈1, B|Ĥ|0, B〉 〈1, B|Ĥ|1, A〉 〈1, B|Ĥ|1, B〉 〈1, B|Ĥ|2, A〉 〈1, B|Ĥ|2, B〉
〈2, A|Ĥ|0, A〉 〈2, A|Ĥ|0, B〉 〈2, A|Ĥ|1, A〉 〈2, A|Ĥ|1, B〉 〈2, A|Ĥ|2, A〉 〈2, A|Ĥ|2, B〉
〈2, B|Ĥ|0, A〉 〈2, B|Ĥ|0, B〉 〈2, B|Ĥ|1, A〉 〈2, B|Ĥ|1, B〉 〈2, B|Ĥ|2, A〉 〈2, B|Ĥ|2, B〉

 (2.21)

H =



0 v 0 0 0 0
v 0 w 0 0 0
0 w 0 v 0 0
0 0 v 0 w 0
0 0 0 w 0 v
0 0 0 0 v 0


(2.22)
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En el caso de un número infinito de celdas, la ecuación de Schrödinger

para el modelo de SSH es de la forma:

H =



. . .

0 v 0 0 0 0
v 0 w 0 0 0
0 w 0 v 0 0
0 0 v 0 w 0
0 0 0 w 0 v
0 0 0 0 v 0

. . .


=



...

A(k)eik

B(k)eik

A(k)e2ik

B(k)e2ik

A(k)e3ik

B(k)e3ik

...


= E(k)



...

A(k)eik

B(k)eik

A(k)e2ik

B(k)e2ik

A(k)e3ik

B(k)e3ik

...


(2.23)

Gracias a la consecuencia del teorema de Bloch (2.15), podemos notar

que los estados dentro de la ecuación de Schrödinger en el espacio real

para el modelo de SSH (2.23) son los mismos con una fase distinta. Esto

nos permite reescribir nuestra ecuación de Schrödinger en términos del

momento ~k como los estados de este sistema de la siguiente forma:

H(~k) =
[

0 v + we−ik

v + weik 0

]
(2.24)

H(~k)
[
A(k)
B(k)

]
= E(k)

[
A(k)
B(k)

]
(2.25)

Con las eigenenergías asociadas para la ecuación (2.25):

E(k) = ±|v + e−ikw| = ±
√
v2 + w2 + 2vw cos k (2.26)

Hamiltoniano de Schindler

Así entonces podemos plantear que nuestro hamiltoniano empleado para

describir al aislante superior de orden dos, el cual se plantea a partir de

conocer las conexiones dentro y fuera de nuestra celda unitaria, es decir

los hoppings [15].

Hc(k) =
(
M+

∑
i

cos ki

)
τzσ0+∆1

∑
i

sin kiτxσi+∆2(cos kx−cos ky)τyσ0 (2.27)
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Con:

τx = σx =
(

0 1
1 0

)
; τy = σy =

(
0 −i
i 0

)
;

τz = σz =
(

1 0
0 −1

)
; τ0 = σ0 =

(
1 0
0 1

)

Desarrollando el hamiltoniano, multiplicando los términos de las matrices

tenemos:

τz ⊗ σ0 =
(
τz 0
0 τz

)
=


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 (2.28)

τx ⊗ σx =
(

0 τx

τx 0

)
=


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 (2.29)

τx ⊗ σy =
(

0 −iτx

iτx 0

)
=


0 0 0 −i
0 0 −i 0
0 i 0 0
i 0 0 0

 (2.30)

τx ⊗ σz =
(
τx 0
0 −τx

)
=


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 (2.31)

τzσx se multiplica por la parte de

(
M +∑

i cos ki

)
. Mientras tanto los térmi-

nos de τxσy, τxσy, τxσz se multiplican por ∆1 sin kx, ∆1 sin kz , ∆1 sin kz respec-
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tivamente. Finalmente al aplicar la suma de matrices de 4 × 4 obtenemos

la matriz.

H(~k) =



(
M + t

∑
i cos ki

)
∆1 sin kz − i∆2(cos kx − cos ky)

i∆1 sin kz + i∆2(cos kx − cos ky) −
(
M + t

∑
i cos ki

)
0 i∆1 sin kx + ∆1 sin ky

∆1 sin kx + ∆1 sin ky 0
0 ∆1 sin kx − i∆1 sin ky

∆1 sin kx − i∆1 sin ky+ 0

−i∆1 sin kz + ∆2(cos kx − cos ky) −
(
M +∑

i cos ki

)
(
M +∑

i cos ki

)
−i∆1 sin kz − i∆2(cos kx − cos ky)


(2.32)

Es relevante contemplar la inclusión de los parámetro del hamiltoniano

(2.32) M , t,∆1 y ∆2. Estos serán de suma importancia para crear o no las

fases topológicas dentro de la sección de resultados. En el trabajo mapea-

remos este hamiltoniano a una red cúbica.

2.2 Transporte electrónico

El transporte electrónico es un área fundamental en el tratamiento de dis-

positivos electrónicos del estado sólido, que como su nombre lo indica, re-

fiere almovimiento de los electrones. Por ende, estudiar su formalismo nos

brindará una manera adecuada de comprender el comportamiento de los

estados conductores de borde exóticos en nuestro presente trabajo. Para

comenzar, es necesario mencionar que existen varios formalismos dentro

de la física clásica que brindan una descripción adecuada a la descripción

del movimiento de los electrones. Sin embargo, la electrónica propuesta

dentro de nuestro trabajo involucra el uso de sistemas nanoscópicos don-

de la mecánica cuántica juega un papel importante. Por ello, la teoría de la

conductancia de Landauer-Buttiker fue la necesaria para desempeñar un

análisis adecuado. A continuación ahondaremos dentro de su formalismo.

Primeramente consideraremos un sistema que consta de tres partes prin-

cipales. Dos electrodos, dos contactos llamados ”source” y ”drain” y un con-
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Fig. 2.4: Esquema del sistema electrónico.

ducto llamado canal, como se muestra en la figura 2.4. Estos electrodos

están descritos en términos de la función de Fermi:

f(E) = 1
1 + e(E−µ)/kT

(2.33)

DondeE es la energía, µ el potencial químico, k la constante de Boltzmann

y T la temperatura. De esta manera los electrones contenidos generarán

una corriente a través del canal desde el ”source” hasta el ”drain”, debido a

la diferencia en el potencial químico. Elmodelo de Landauer-Buttiker hace

varias consideraciones, la primera es la de tomar que el transporte electró-

nico que se lleva dentro del canal es coherente, es decir que los electrones

dentro de él se pueden considerar como una onda. Además, los contactos

llevan la función de fungir como guías de onda. Por otra parte se emplea

un régimen balístico, haciendo alusión a que el movimiento de los elec-

trones dentro del canal se asemeja a trayectorias rectas [29]. Además es

importante mencionar que un régimen balístico se caracteriza por poseer

un tiempo de transmisión lineal, es decir:

tiempo ∝ L (2.34)

Con L como la longitud del material. Matemáticamente el desarrollo de

este modelo comienza con la relación de la conductancia, la cual está de-

finida a pequeñas diferencias de potencial (ordenes de meV) como:

G = 2e2

h

N∑
n=1

Tn (2.35)
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Con Tn como la probabilidad de transmisión de un electrón y e la carga fun-

damental.Al calcularse la conductancia gracias a la contribución de cada

electrón se hace indispensable conocer la transmisión del sistema.

2.3 Partícula atravesando una barrera de potencial

Una buenamanera de ejemplificar sencillamente el transporte electrónico

dentro de unmaterial es la de pensar en el problema de una partícula atra-

vesando un potencial finito. El problema consta de una barrera de potencial

cuadrado de altura finita definida por U(x):

Fig. 2.5: Barrera de potencial de altura U0, da origen a tres soluciones distintas. Región I con
x < 0 la onda incidente se propaga libremente en la dirección x, la parte reflejada
de esta onda se mueve igualmente libre pero con dirección -x. Región II, la parte
transmitida de la onda incidente es transmitida a través del potencial U(0) = U0.
Región III, para x > L la onda transmitida que logra atravesar la barrera de potencial
se propaga en la dirección x libremente.
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Suponiendo que L, el parámetro del ancho de la barrera de potencial y la

altura de la misma U0 son finitas, se tiene un haz uniforme de electrones

independiente del tiempo con una energía E moviéndose en la dirección

x. Además, es de notarse que existen tres casos dentro de este problema.

Cuando E > 0, E = 0 y cuando cumple la condición que E < U0, siendo

este último caso el más interesante desde el punto de vista que, clásica-

mente, la partícula no podría traspasar el potencial, sin embargo, al ser este

un caso cuántico la expectativa es que exista un tunelaje [24, 30]. La ecua-

ción de Schrödinger independiente del tiempo para este problema es la

siguiente:

− ~2

2m
d2Ψ(x)
dx2 + U(x)Ψ(x) = EΨ(x) ; −∞ < x < ∞ (2.36)

En orden de responder a nuestro problema, dividiremos las soluciones de

acuerdo a las regiones propuestas en la figura 2.5. Así entonces tenemos

tres ecuaciones de la forma:

ΨI(x) para la solución en la región I con −∞ < x < 0, es decir:

− ~2

2m
d2ΨI(x)
dx2 = EΨ(x) ; −∞ < x < 0 (2.37)

ΨII(x) para la solución en la región II con 0 ≤ x ≤ L:

− ~2

2m
d2ΨII(x)
dx2 + U0ΨII(x) = EΨII(x) ; 0 ≤ x ≤ L (2.38)

ΨIII(x) para la solución en la región III con L < x < ∞:

− ~2

2m
d2ΨIII(x)
dx2 = EΨIII(x) ; L < x < ∞ (2.39)

Para proseguir con la solución de las ecuaciones es necesario hacer notar

que es necesario que se cumplan las siguientes condiciones:
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1.- Condición de continuidad:

ΨI(0) = ΨII(0) (2.40)

ΨII(L) = ΨIII(L) (2.41)

2.- Condición de lisura:

dΨI(x)
dx

∣∣∣∣∣
x=0

= dΨII(x)
dx

∣∣∣∣∣
x=0

(2.42)

dΨII(x)
dx

∣∣∣∣∣
x=L

= dΨIII(x)
dx

∣∣∣∣∣
x=L

(2.43)

Al ser la ecuación de Schrödinger una ecuación diferencial ordinaria de se-

gundo orden homogénea podemos resolverla mediante elmétodo del po-

linomio característico, es decir para la solución dentro de la zona (I) tene-

mos:

d2ΨI(x)
dx2 = −2mE

~2 ΨI(x) ; −∞ < x < 0 (2.44)

Nombramos k =
√

2mE/~2, con lo cual:

d2ΨI(x)
dx2 = −k2ΨI(x) ; −∞ < x < 0 (2.45)

Proponiendo la solución: ψI = Aeax y sustituyendo:

Aa2eax = −k2eax ; −∞ < x < 0 (2.46)

Factorizando y obteniendo el polinomio característico tenemos:

eax(a2 + k2) = 0 ; −∞ < x < 0 (2.47)

Sabiendo que la función eax nunca se hace cero para argumentos reales,

podemos obtener que a = ±i
√
k Por lo tanto, la solución general para la
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ecuación diferencial de la zona I y III son una combinación lineal de la for-

ma:

ΨI = Aeikx +Be−ikx (2.48)

ΨIII = ξeikx + Fe−ikx (2.49)

Recordando que k =
√

2mE/~.
Aplicando la fórmula de Euler para obtener las soluciones de una forma

oscilatoria se tiene que:

e±ikx = cos(kx) ± i sin(kx) (2.50)

Donde las constantes dentro de las ecuaciones (2.49) pueden ser comple-

jas. Sin embargo, al observar el problema podemos notar que las solucio-

nes dentro de la región I cumplen con la descripción de que existen dos

ondas propagándose, una incidente en x y otra reflejada en −x (esto se

puede comprobar aplicando el operador p̂ a la función y verificando si el

valor propio es negativo o positivo ) por lo que las dos constantes A y B

son diferentes de cero. Con esto podemos escribir que la onda incidente

es Ψincidente(x) = Ae+ikx y la onda reflejada es Ψreflejada(x) = Be−ikx

Por lo tanto la amplitud de la onda incidente es:

|Ψincidente(x)|2 = Ψ∗
incidente(x)Ψincidente(x) = (Ae+ikx)∗(Aeikx) = A∗A = |A|2

(2.51)

siguiendo elmismo camino podemos determinar que las amplitudes de la

onda reflejaday transmitida son: |Ψreflejada(x)|2 = |B|2 y |Ψtransmitida(x)|2 = |E|2

respectivamente. Por otro lado, en la región III observamos que solo existe

una onda que se propaga en la dirección x, esto nos indica que la constante

F = 0.
Con todo esto podemos saber que la transmisión de la onda está dado por

estas amplitudes de la forma:

T (L,E) = |Ψtransmitida(x)|2
|Ψincidente(x)|2 = |ξ|2

|A|2
(2.52)

con L como el ancho de la barrera de potencial y E la energía total de la

partícula.
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Por otra parte, en la región II la solución a (2.38) se obtiene reorganizando

la ecuación de Schrödinger como:

d2ΨII(x)
dx2 = β2ΨII(x) ; −∞ < x < 0 (2.53)

donde β2 es un número real positivo debido a que U0 > E . Así, entonces:

β2 = 2m
~2 (U0 − E) (2.54)

La solución general a la ecuación diferencial de la región II es la siguiente:

ΨII = Ceβx +De−βx (2.55)

|ξ|2/|A|2

El siguiente paso será encontrar dicha expresión. Recordando las condicio-

nes de continuidad y lisura:

1.- Condición de continuidad:

A+B = C +D (2.56)

CeβL +De−βL = ξeikL (2.57)

2.- Condición de lisura:

ik(A−B) = β(C −D) (2.58)

CβeβL −Dβe−βL = ikξeikL (2.59)

Multiplicando ik((2.56)) + ((2.58)) obtenemos:

2ikL = (ik + β)C + (ik − β)D (2.60)

A = ik + β

2ik C + ik − β

2ik D (2.61)
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Multiplicando β((2.57)) ± ((2.59)) obtenemos:

2βCeβL = (β + ik)ξeikL (2.62)

C = ik + β

2β eikL−βLξ (2.63)

2βCe−βL = (β − ik)ξeikL (2.64)

D = −ik + β

2β eikL+βLξ (2.65)

Sustituyendo las ecuaciones ((2.63)) y ((2.65)) en ((2.61))

A = ik + β

2ik

(
ik + β

2β eikL−βLξ

)
+ ik − β

2ik

(
−ik + β

2β eikL+βLξ

)
(2.66)

Factorizando:

A =
[

(β + ik)2

4ikβ e(ik−β)L − (β − ik)2

4ikβ e(ik+β)L
]
ξ (2.67)

Asignando las identidades: β ± ik = αe±iθ con: α =
√
β2 + k2 y θ =

tan−1( k
β
):

A =
[
β2 + k2

4ikβ e(ik−β)L+i2θ − β2 + k2

4ikβ e(ik+β)L−i2θ

]
ξ (2.68)

Reordenando y factorizando:

A

ξ
= β2 + k2

4ikβ
[
e−βLeikL+2iθ − eβLeikL−2iθ

]
(2.69)

Calculando el modulo al cuadrado:

|A|2

|ξ|2
=
(
A

ξ

)(
A

ξ

)∗

= (β2 + k2)2

16k2β2

[
e−βLeikL+2iθ − eβLeikL−2iθ

] [
e−βLe−ikL−2iθ − eβLe−ikL+2iθ

]
(2.70)

|A|2

|ξ|2
= (β2 + k2)2

16k2β2

[
e−2βL + e2βL − e4iθ − e−4iθ

]
(2.71)
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Convirtiendo a funciones hiperbólicas:

|A|2

|ξ|2
= (β2 + k2)2

16k2β2 [2 cosh(βL) − cos(4θ)] (2.72)

Teniendo que: cos(4θ) = 1 − 8k2β2

(k2+β2)2 :

|A|2

|ξ|2
= 1

16k2β2

[
2(k2 + β2)2(cosh(2βL) − 1)

]
+ 1 (2.73)

La identidad cosh(2θ) − 1 = 2sinh2(θ) nos permite:

|A|2

|ξ|2
= 1

16k2β2

[
4(k2 + β2)2(sinh(βL))

]
+ 1 (2.74)

Obteniendo el inverso:

T (L,E) = |ξ|2

|A|2
= 1

1 + (k2+β2)2

4k2+β2 sinh(βL)
(2.75)

Al tener los valores de las constantes dentro de las soluciones, podemos

así gráficar la parte real e imaginaria de la función de nuestro problema.

Estas soluciones están representadas en la figura 2.6

2.3.1 Matriz de dispersión

Una vez resuelto el problema de una partícula a través de una barrera de

potencial, podemos pasar a nuestro problema central del trabajo; un ais-

lante topológico de orden superior que funge como canal. Para resolver

este problema, utilizamos la paquetería llamada KWANT [23]. Kwant hace

uso de la matriz de dispersión para calcular la función de transmisión que

obtuvimos en la sección anterior. Para obtener la matriz de dispersión son

necesarios los siguientes pasos [31].

2.3 Partícula atravesando una barrera de potencial 23



(a) Parte real de las eigenfunciones de onda.

(b) Parte imaginaria de las eigenfunciones de onda.

Fig. 2.6: Las tres soluciones a la ecuación estacionaria de Schrödinger para el problema
de una onda atravesando una barrera de potencial. Las regiones I y III poseen
comportamiento oscilatorio donde la partícula se mueve libremente, además se nota
una disminución de la amplitud. La región II posee una solución de tipo exponencial
donde la onda se mueve a través del potencial U0.

Método de diferencias finitas

A partir de discretizar el espacio, la función de onda se vuelve un vector

infinito, donde cada valor tiene a la función evaluada en un número n de

∆x es decir: n∆x.

ΨII = ΨII(0),ΨII(∆x),ΨII(2∆x),ΨII(3∆x), ...,ΨII(n∆x) (2.76)
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Fig. 2.7: Gráfica de Discretización de la función de onda Φ(x) en trozos de tamaños ∆x.

Así entonces recurrimos almétodo de diferencias finitas, el cual se basa en

expresar las derivadas de una manera distinta como se presenta a conti-

nuación. A partir de la definición de derivada:

dΨ
dx

∣∣∣∣∣
x0

= lim
∆x→0

Ψ(x0 + ∆x) − Ψ(X0)
∆x ≈ Ψ(x0 + ∆x) − Ψ(X0)

∆x (2.77)

dΨ
dx

∣∣∣∣∣
x0

= lim
∆x→0

Ψ(x0 + ∆x/2) − Ψ(x0 − ∆x/2)
∆x ≈ Ψ(x0 + ∆x/2) − Ψ(X0)

∆x
(2.78)

Aplicamos el mismo procedimiento para la segunda derivada:

dΨ
dx

∣∣∣∣∣
x0

= lim
∆x→0

d
dx

∣∣∣
x0+∆x/2

− d
dx

∣∣∣
x0−∆x/2

∆x (2.79)

dΨ
dx

∣∣∣∣∣
x0

= lim
∆x→0

Ψ(x0 + ∆x/2 + ∆x/2) − Ψ(x0 − ∆x/2 + ∆x/2)
∆x2 −

Ψ(x0 + ∆x/2 − ∆x/2) − Ψ(x0 − ∆x/2 − ∆x/2)
∆x2 (2.80)
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dΨ
dx

∣∣∣∣∣
x0

= lim
∆x→0

Ψ(x0 + ∆x) − 2Ψ(x0) + Ψ(x− ∆x)
∆x2 ≈

Ψ(x0 + ∆x) − 2Ψ(x0) + Ψ(x− ∆x)
∆x2 (2.81)

Una vez con esta última expresión es posible reescribir nuestro problema

en términos lineales, es decir, pasar de una ecuación diferencial (ĤΨ = EΨ)

a un sistema linear (HΨ = E~Ψ) convirtiendo así el operador diferencial Ĥ

a una matriz H. Sustituyendo la expresión de la segunda derivada en la

ecuación de Schrödinger a través del siguiente desarrollo:

−~2

2m Ψ′′

II(x) + Vn(x)ΨII(x) = EΨII (2.82)

−~2

2m

[
ΨII(x+ h) − 2ΨII(x) + ΨII(x− h)

h2

]
+ Vn(x)ΨII(x) = EΨII (2.83)

−~2

2m∆x2 [ΨII(x+ h) − 2ΨII(x) + ΨII(x− h)] + Vn(x)ΨII(x) = EΨII (2.84)

Para simplificar la notación introducimos:Ψn
II = ΨII(x+n∆x) conn = 0, 1, 2, 3, ..., N

Teniendo entonces con la nueva notación:

−~2

2m∆x2

[
Ψn+1

II − 2Ψn
II + Ψn−1

II

]
+ VnΨn

II = EΨn
II

Tomando en cuenta t = ~2

2m∆x2 como el parámetro energético y de salto.

Debido a las condiciones de frontera vistas en la sección anterior tenemos

una superposición de ondas planas en los contactos.

• Para n≤0:

Ψn
II = eikn + re−ikn

• Para n > L:

Ψn
II = teikn
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Ahora podemos escribir las funciones de onda para cada parte de la inter-

fase del electrodo central.

n = 0 re−ik (2.85)

n = 1 r + (E − V1)Ψ1
II + Ψ2

II = −t (2.86)
...

n = N ΨN−1
II + (E − VN)ΨN

II + teik(N+1) = 0 (2.87)

n = N + 1 ΨN
II − reikN = 0 (2.88)

El sistema se vuelve una matriz tridiagonal de la forma:

eik −t 0 · · · · · · · · ·
t E − V1 t 0 · · · · · ·
0 t E − V2 t 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · 0 t E − VN eik(N+1)

· · · · · · · · · 0 t −eikN





t
Ψ1

II
Ψ2

II
· · ·
ΨN

II
t


=



−eik

−t
0

· · ·
0
0


(2.89)

Con las amplitudes r y t se etiquetan de la forma: rf y tf respectivamente

para hacer alusión a las amplitudes de la onda reflejada y transmitida de

una onda que se propaga de la dirección izquierda a derecha. Haciendo

el mismo tratamiento se pueden calcular las amplitudes de una onda que

se propaga de derecha a izquierda, teniendo así las amplitudes r
′
f y t

′
r . Fi-

nalmente esta expresión puede ser computada para calcular la matriz de

dispersión de la forma:

s =
[
rf tr
t

′
r r

′
f

]
(2.90)

2.3.2 Densidades locales y densidad de corriente

Dentro de la documentación de la paquetería de KWANT [23] encontramos

el cálculo de cantidades relevantes dentro dentro del estudio de sistemas

cristalinos, como lo son las densidades de probabilidad y las densidades

de corriente.
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Densidades locales

Para calcular las densidades de probabilidad locales dentro de nuestro sis-

tema, la paquetería KWANTutiliza un operador llamado densidad, definido

como:

ρi = ψ†
i Mψi (2.91)

donde M es una matriz que define opcionalmente la cantidad que desea-

mos calcular por cada sitio. Por otro lado, i indica un sitio en nuestro sistema

y ψi es un vector consistente de los componentes de la función de onda.

Densidades de corriente

Similar al casomencionado anteriormente, para calcular las densidades de

corriente de nuestro sistema es necesario utilizar la matriz M

Jab = i
(
ψ†

b(Hab)†Mψa − ψ†
aM(Hab)ψb

)
(2.92)

donde la matriz Hab es la matriz de hopping entre el sitio a y b.

2.4 Desorden tipo Anderson

Conel fin deobservar la robustez de los estados de arista dentro denuestro

material y por consiguiente comprobar una de las propiedades brindadas

de la topología, introducimos un desorden dentro del sistema.

Los sistemas ordenados, gracias a su simetría y a su regularidad pueden

ser estudiadosmatemáticamente desde diferentes acercamientos. Sin em-

bargo, cuando existen impurezas, defectos y/o deslocalizaciones dentro

de un material presenta una tarea compleja de abordar. Como vimos an-

teriormente en un cristal infinito, poseemos simetría traslacional donde las

funciones de onda están descritas por funciones de Bloch. La adición de

impurezas resulta en una corrección perturbativa a la conductancia dentro

delmaterial. Conforme el desorden sea mayor dentro del sistema la condi-

ción de periodicidad se va rompiendo. Esto conlleva a que la propagación
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de los electrones es completamente cancelada y su función de onda em-

piece a ser exponencialmente localizada en el espacio. Esta localización

espacial es llamada la localización deAnderson y es debida a la dispersión

que existe dentro del material [32]. Considerando una onda plana Figura

2.8, el fenómeno de interferencia entre las ondas generadas por su disper-

sión es producida dentro de una cierta región, donde la amplitud de onda

decrece exponencialmente.

Fig. 2.8: (A)Una onda extendida en un espacio libre y (B) una onda localizada en un desorden
medio.(C)Definición de camino libre medio. (Imagen tomada de la referencia [33]).

El camino libre medio está definido como la distancia media que un partí-

cula debe llevar para tener una colisión (dispersión) Figura 2.8. El fenómeno

de que la conductancia disminuye debido a las impurezas aparece siem-

pre y cuando la longitud de onda los electrones es menor que el camino

libre medio [33].
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Descripción del trabajo 3
3.1 Objetivo general

Caracterizar las propiedades electrónicas de un aislante topológico de or-

den dos haciendo uso de un hamiltoniano de amarre fuerte empleando có-

digos propios en el lenguaje de programación de Python y las paquetería

PythTB. Posteriormente, simular el transporte electrónico de un dispositivo

electrónico de nanobarra con un aislante superior de orden dos fungiendo

como canal de transporte y dos contactos perpendiculares al eje Z. Calcu-

lar la conductancia y observar las diferentes fases electrónicasmediante el

uso de la paquetería de Python KWANT [23] y su variación ante desorden

de tipo Anderson. Finalmente simular un agujero al centro de la nanobarra

para comparar los resultados de conductancia ybandas electrónicas al dis-

positivo sin agujero con el fin de encontrar posibles mejoras de transporte

electrónico.

La principal motivación del trabajo es que debido a la tendencia de la mi-

niaturización de los transistores para la creación de nuevas tecnologías en

las últimas décadas es de relevancia explorar las propiedades electrónicas

de estos nuevos materiales para dar pie a futuras implementaciones en el

área de la nanoelectrónica.
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Resultados 4
4.1 HOTI

Los aislantes topológicos de orden superior son nuevas fases de lamateria

en el área de la física de la materia condensada, por ello, hemos estudiado

el material de un aislante superior de orden dos (SOTI, por sus siglas en

inglés), es decir, un aislante tridimensional con estados de borde en las

aristas. Iniciamos con el análisis de la estructura electrónica del material y

después caracterizamos el transporte electrónico en una nanobarra.

4.1.1 Celda unitaria

Primeramente es necesario conocer la estructura cristalina de nuestro sis-

tema; para ello, construimos una red cúbica en el espacio real del hamil-

toniano de Bloch del SOTI (figura 4.1b). En esta red, los puntos infinitos se

escriben a partir de:

~R = n1 ~a1 + n2 ~a2 + n3 ~a3; n1, n2, n3 ∈ Z (4.1)

Con ~a1, ~a2 y ~a3 como los vectores base de nuestra red real. Para nuestro

caso, una red cúbica simple los vectores base se escriben como:

~a1[a] = (1, 0, 0) ~a2[a] = (0, 1, 0) ~a3[a] = (0, 0, 1) (4.2)

Una vez definida nuestra red, determinamos la celda unitaria asociada a

ella. En la figura 4.1a se presenta una representación de la celda unitaria,

donde los puntos rojos demarcan los puntos de nuestra red ~R. Por otro

lado las esferas de color gris indican el decorado dentro de nuestra celda

unitaria.
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Las coordenadas espaciales de nuestro decorado son las siguientes:

A = 0.25 ~a1 + 0.25 ~a2 + 0.0 ~a3 (4.3)

B = 0.25 ~a1 + 0.75 ~a2 + 0.0 ~a3 (4.4)

C = 0.75 ~a1 + 0.25 ~a2 + 0.0 ~a3 (4.5)

D = 0.75 ~a1 + 0.75 ~a2 + 0.0 ~a1 (4.6)

Una vez demarcado estos puntos, mediante la repetición de nuestra celda

unitaria, podemos recrear un nanocristal. La figura 4.1b muestra la repeti-

ción de la celda unitaria diez veces en las direcciones X, Y y Z, provocando

el origen del bulto de nuestro cristal. Por otro lado y para un estudio más

(a) (b)

Fig. 4.1: (a) en el espacio real. Puntos de color rojo indican los puntos de la red ~R. (b)
Repetición de la celda unitaria diez veces en las tres direcciones X, Y y Z.

práctico, fue necesario definir nuestromaterial en elespacio recíproco. Esta

nueva red es formada a partir de la red real con la relación siguiente: sea

una red ~R, su red recíproca ~G cumple la relación:

ei ~G· ~R = 1 (4.7)

Por consiguiente, la red recíproca se expresa como:

~G = m1~b1 +m2~b2 +m3~b3; m1,m2,m3 ∈ Z (4.8)
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En el caso particular de una red de tres dimensiones en el espacio recípro-

co ~G, cada vector base está definido como:

~ai · ~bj = 2πδij; con : i, j = 1, 2, 3 (4.9)

Esta nueva red recíproca presenta las mismas dimensiones que la red real

pero con dimensiones de longitud−1. Esto nos permite analizar un sistema

periódico, como es nuestro caso, mediante la resolución de un hamilto-

niano dependiente de ~k, es decirH(kx, ky, kz). Como consecuencia del teo-

rema de Bloch, esto posibilita que nuestro problema de resolver una red

gigantesca en el espacio real se reduzca a un problema de eigenvalores

en la celda unitaria periódica en el espacio recíproco [34]. La imagen 4.2

nos muestra la primera zona de Brillouin en donde se definen los puntos

de alta simetría del sistema.

Fig. 4.2: Red en el espacio recíproco ~G. Puntos azules representan los puntos de la red recípro-
ca.
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4.1.2 Hamiltoniano

Empleamos comomodelo el hamiltoniano de amarre fuerte (ecuación 2.27

[15]), este hamiltoniano describe un aislante topológico de orden dos en

función de los puntos ~k (espacio recíproco), haciendo uso del teorema de

Bloch. El hamiltoniano cuenta con una simetría Cz
4T . Así pues, la simetría

Cz
4 refiere a que nuestro sistema tiene una invarianza rotacional cada 90°

con respecto al eje Z. En cambio, la simetría de reversión temporal indica

que el sistema posee una simetría en la cual el sistema tiene una invarianza

independientemente del sentido del tiempo. Donde σi y τi (con i = x, y, z)

son las tres matrices de Pauli y ∆2 es el parámetro que habilita o no las

simetrías del hamiltoniano.

H4(k) =
(
M +

∑
i

cos ki

)
τzσ0 + ∆1

∑
i

sin kiτxσi + ∆2(cos kx − cos ky)τyσ0

Con : M, t ∈ R y ∆1,∆2 ∈ R
(4.10)

Además, el hamiltoniano consta con los parámetros realesM, t y paráme-

tros ,∆1 y∆2 asociados a las conexiones (hoppings) y las posiciones de los

motivos (onsite). En particular, M representa el término en la diagonal, es

Fig. 4.3: Representación gráfica de los parámetros del hamiltoniano. La celda unitaria se
encuentra marcada con linea rayada y los vectores de la red representados con ~a1, ~a2
y ~a3 . Parámetro M asociado a los átomos. Parámetros ∆2 asociado con términos
intracelda. Parámetro ∆1 asociado con términos extracelda e intracelda. Parámetro t
relacionado con términos extracelda.
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decir, los átomos dentro de nuestra celda unitaria. t,∆1 y∆2 representan los

términos fuera de la diagonal (hoppings), que constituyen las conexiones

entre nuestros átomos. Dentro de estos hoppings, ∆2 figura los término in-

tracelda, mientras∆1 y∆2 los términos extracelda. Es de relevancia señalar

que estos parámetros están asociados de igualmanera con la contribución

del acoplamiento espín-órbita. La figura 4.3 nos muestra un esquema de

los parámetros dentro de nuestra celda unitaria. Es de relevancia remarcar

que la dirección brindará el signo positivo o negativo del valor del hopping.

4.1.3 Espacio de fases topológicas

Al ser nuestro modelo, un hamiltoniano de amarre fuerte, la variación de

los parámetros del hamiltoniano juega un rol importante en la creación de

la fase topológica. En el artículo de Schindler et al. [15] semenciona la crea-

ción de este espacio fase gracias al invariante topológico asociado. Concre-

tamente, |M |
t

permite la aparición de las fases de aislante convencional o

de aislante topológico de orden dos, mientras que ∆2 crea tanto la simetría

traslacional (Cz
4 ) como la simetría de reversión temporal (T ). Valoresmedios

entre el rango de valores de 1 < M/t < 3 y valores de ∆2 > 0 permiten la

fase de aislante topológico de orden superior, mientras que otros crean la

fase de aislante trivial o normal. Por esta razón, y a partir de ahora haremos

uso de un valor de M
t

= 2 y de ∆2 = 2 para ejemplificar la fase reportada

de aislante topológico de orden dos. Por otro lado, usaremos M
t

= 0 y de
t

∆2=0 para mencionar la fase de aislante trivial (ver figura 4.4).
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Fig. 4.4: Espacio fase Figura 4.10. Círculo de color naranja indica la combinación de parámetros
tomados en la fase de aislante topológico de orden dos. Círculo de color verde indica
la combinación de parámetros tomados en la fase de aislante normal.

4.1.4 Bulto

El bulto de un material es la parte interior de este y donde no existen fron-

teras. Por consiguiente, esperamos que las bandas de nuestro material, in-

dependientemente de la fase del hamiltoniano, no presenten estados con-

ductores [34]. Paraverificareste hecho, tomamospuntos de la red recíproca
~G que forman un recorrido a través de los puntos de alta simetría dentro

de la celda unitaria del espacio recíproco, figura 4.5.

El primer paso fue obtener las eigenenergías; debido a que el bulto de

nuestro material está descrito por el hamiltoniano (4.10), fue resolver la

ecuación de Schrödinger independiente del tiempo y obtener los eigen-

valores de nuestro hamiltoniano (2.27) mediante la diagonalización de la

matriz (2.32). La energía de Fermi está en E = 0.0[t]

Este proceso se realizó con un código propio en el lenguaje de programa-

ción de Python y la paquetería PythTB [35]. La gráfica de las eigenenergías

en función de los valores de k del recorrido por el espacio recíproco, mos-

trada en la figura 4.5, fue la siguiente:

Tanto en la figura 4.6a y la figura 4.6b observamos dos estados, los cuales

están degenerados, provocando que existan en total cuatro estados. Estos
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Fig. 4.5: Representación del recorrido en k mostrado en verde, en el espacio recíproco. Puntos
de alta simetría marcados con puntos azules.

(a) Parámetros; ∆2 = 0.0, M
t

= 0.0. (b) Parámetros: ∆2 = 2.0, M
t

= 2.0.

Fig. 4.6: Recorrido en puntos de alta simetría en el espacio recíproco en función de la energía.
Cada linea de color rojo, negro, verde y amarillo representa un orbital dentro de
nuestra celda unitaria (ver figura 4.1a).

estados cuánticos, están directamente relacionados con los cuatro moti-

vos dentro de nuestro hamiltoniano, debido a que estamos considerando

un orbital por sitio.

Por otro lado, y como mencionamos en la sección 4.1.3 empleamos dos

combinacionesdeparámetros para representar las fases quepresenta nues-

tro hamiltoniano. La gráfica de la energía en función del recorrido realizado

a través de los puntos de alta simetría en ~k, nos confirma que para ambas
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variaciones de parámetros se obtiene un brecha energética y por lo tanto

dos aislantes. Esto, debido principalmente a que no existe ningún estado

cruzando la energía de Fermi. Además, es de resaltar que en nuestro mo-

delo consideramos EF = 0.0[t] conveniente ya que nuestro estudio está

enfocado en el transporte electrónico.

Para seguir confirmando el supuesto de que nuestro bulto es un aislante y

con el objetivo de abarcarmás puntos~k dentro de nuestra celda unitaria en

el espacio recíproco, proseguimos a graficar las superficies de las mallas

creadas mediante los tres vectores de momento: en concreto las mallas:

{(kx, ky)}, {(ky, kz)} y {(kz, kx)}. Una vez obtenidas estas mallas, prosegui-

mos con la resolución de la ecuación de Schrödinger con nuestro hamilto-

niano (4.10) y así obtener las eigenenergías.
Al igual que en la resolución de nuestro hamiltoniano con los puntos ~k

(a) Superficie de la malla
{(kx, ky)} con un kz = 1.0.

(b) Superficie de la malla
{(ky, kz)} con un kx = 1.0.

(c) Superficie de la malla
{(kx, kz)} con un ky = 1.0.

Fig. 4.7: Superficies formadas por las distintas mallas de k en función de la energía, parámetros:
M = 2.0, t = 1.0, ∆1 = 1.0 y ∆ = 2.0.

de alta simetría, la fase esperada de nuestro material es la de un aislante

topológico de orden dos, por ello, obtuvimos las eigenenergías con los pa-

rámetros señalados en la figura 4.7. Esta figura, ilustra que en ninguna de

las superficies graficadas se encuentran estados donde se cruce la energía

de Fermi (E = 0.0[t]), por lo cualy hasta ahora, con los puntos graficados del
espacio recíproco, se puede concluir que nuestro material es un aislante

trivial en su bulto.
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4.1.5 Densidad de estados

Siguiendo nuestra hipótesis de que el bulto es un aislante, realizamos un

análisis complementario para verificar este hecho. La densidad de estados

(DOS, por sus siglas en inglés) clasifica todos los estados cuánticos posibles

de nuestro hamiltoniano (2.1) de acuerdo a su energía. Matemáticamente

la densidad de estados está definida como:

D(E) =
∑
ij

Dij(E) (4.11)

Dij(E) = dNij

d~k

d~k

dE
(4.12)

con Nij como el número de estados y ~k vector de onda. La resolución de

la ecuación de Schrödinger con nuestro hamiltoniano, nos permitió encon-

trar los eigenvalores y encontrar el número de estados por energía. Este

cálculo lo realizamos con un código propio de pythtb [35].

El resultado de este cálculo queda mostrado en la figura 4.8. Esta, nos dic-

(a) Parámetros: ∆2 = 2.0 y M/t = 2.0 (b) Parámetros: ∆2 = 0.0, M/t = 0.0.

Fig. 4.8: Número de estados en función de la energía para el bulto de nuestro material.

ta que no existe ningún estado a la energía cero (Energía de Fermi), por lo

cual, se puede concluir que el bulto de nuestro material, independiente-

mente de la fase empleada, es un aislante trivial.
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4.1.6 Monocristal

Posterior al estudio del bulto de nuestro material, se decidió explorar el

mismo SOTI pero ahora con un sistema finito, es decir, creando bordes en

el material. Para lograr esto, realizamos dos cortes al sistema de tres di-

mensiones en las direcciones de X y de Y . Para lograr esto, fue necesario

crear fronteras en el sistema real haciendo finito el sistema en dos direccio-

nes, volviendo así nuestro sistema un monocristal con repetición en el eje

Z . Una vez rota esta simetría traslacional que existía en las tres direcciones,

el espacio real ~R se escribe como:

~R = n1 ~a1; n1 ∈ Z (4.13)

Debido a que conocemos que la red ~R está definida como ~R = n1 ~a1, po-

demos proponer que la red ~G se componga de un vector base b1 y que

este vector cumpla con la condición (4.9). Por lo tanto y suponiendo que

los puntos en el espacio recíproco se definen como ~G = m1~b1, aplicamos

la definición (4.7) para comprobar su veracidad:

ei ~R· ~G = ei(n1a1)·(m1b1) = e2πi(n1m1) (4.14)

Es decir, la única manera en la que se cumpla está igualdad es cuandom1

es un entero, por lo cual la red ~G cumple con nuestras definiciones. Es decir

su espacio recíproco asociado se vuelve en una red unidimensional de la

forma:

~G = m1~b1; m1 ∈ Z (4.15)

Al estar formada la red ~G solamente por el vector base ~b1, la zona de Bri-

llouin para esta nueva red son los puntos inmersos entre lamitad delvector
~b1 y la mitad del vector −~b1. Así, entonces la zona de Brillouin y la represen-

tación gráfica delespacio recíproco para nuestromonocristal estánmostra-

das en la figura 4.9. Unavez este tratamiento, nuestro sistema real depende

únicamente de valores de kz . Entonces, para obtener los eigenvalores aso-

ciados a nuestro sistema, debimos resolver de nueva cuenta la ecuación

de independiente del tiempo Schrödinger tomando como puntos la zona

de Brillouin de ~G asociada para la repetición unidireccional de cien veces

la celda unitaria del espacio real en la dirección Z . Una vez esto, prosegui-
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Fig. 4.9: Espacio recíproco asociado para el monocristal. Los puntos de la red están indicados
por círculos azules. Zona de Brillouin señalada con franjas rosas.

mos con la diagonalización del hamiltoniano con la ayuda códigos propios

de Python y la paquetería de KWANT [36]

La figura 4.10, muestra muchos estados; para ser precisos existen cien re-

(a) Parámetros:
M = 0.0, ∆1 = 1.0, ∆2 = 0.0, t = 1.0.

(b) Parámetros:
M = 2.0, ∆1 = 1.0, ∆2 = 2.0, t = 1.0.

Fig. 4.10: Relación de dispersión para las dos fases permitidas en nuestro hamiltoniano para
un sistema de nanobarra con simetría traslacional hacia el eje Z. Finito en los ejes X
y Y; tamaño de (10x10)a, con a = constante de red.

peticiones de la celda unitaria, debido a que existen cuatro átomos o moti-

vos por celda unitaria, nuestra gráfica presenta cuatrocientos estados. Para

la primera figura 4.10a observamos que no existen estados que crucen a

través de la energía de Fermi, es decir, se tiene un aislante trivial en el mo-

nocristal, pese a la imposición de la frontera en el material. Esto, se debe
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principalmente al rompimiento de las simetrías de Cz
4T , es decir, diferentes

valores para el parámetro ∆2. En cambio, la figura 4.10b, presenta estados

que cruzan la energía cero, provocando la existencia de estados conducto-

res, correspondiente principalmente a la adición de las fronteras en nuestro

material, lo que nos dice que se exhiben fases topológicas para esta fase

en este sistema. Estos estados cruzan desde la banda de valencia hasta la

banda de conducción de abajo hacia arriba y de arriba hacia abajo, es decir

el material posee quiralidad en sus estados topológicos. Esto se comprue-

ba gracias a la pendiente que presentan los mismos. Agregando a este úl-

timo punto; seam la pendiente a los estados, param > 0 tenemos que los

estados conductores transitan de abajo hacia arriba. En el caso contrario,

es decirm < 0 el estado cruzaría de arriba hacia abajo.

4.1.7 Conductancia

Otro eje importante en nuestro trabajo fue el del transporte electrónico.

Para trabajar este ámbito, propusimos la distribución en el espacio real del

monocristal de SOTI fungiendo como canal y dos contactos perpendicula-

res al eje Z como se ilustra en la figura 4.11. Una vez teniendo esta disposi-

Fig. 4.11: Representación gráfica de la distribución del sistema contactos-canal para el análisis
de transporte electrónico.
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ción, aplicamos la fórmula de Landauer para dos terminales siguiente:

G2t = M
q2

h
T ; q = e (4.16)

Esta expresión nos indica que la conductancia G2t es igual al producto del

número de canales M donde pueda fluir la corriente por el cociente de

la carga (donde q = e) al cuadrado entre la constante de Planck h por la

transmisión T . Esta transmisión nos indica que tanto de la corriente logra

transmitirse y no reflejarse. Una vez logrado esto, se prosiguió con la ob-

tención de la conductancia G en función de la energía mediante códigos

propios en el lenguaje de python y con la paquetería KWANT. Este análisis

nos brindó la figura 4.12a. Entrando en profundidad a esta figura, se puede

observar que en el valor de la energía de Fermi (E = 0.0[t]), la conductancia
tiene un valor de G = 0.0[e2/h], conforme se avanza en el valor absoluto de

la energía, la conductancia tiende a aumentar, reflejando que, en efecto, el

material es un aislante. Pasando a la figura 4.12b, dónde aparece la fase to-

pológica de aislante deordendos, semuestra que la conductancia es cons-

tante enelvalordeG = 2.0[ e2

h ], sobre todoenel intervalo deenergías dónde
se tienen los estados conductores de borde, es decir (0.75[t] < E < 0.75[t])
la energía a la cual nuestro aislante se comportará como conductor en las

aristas. En efecto, la conductancia (G) es dependiente del número de ca-

nales como lo indica la fórmula de Landauer (4.16), esto nos dice que se

tienen dos canales degenerados en cada sentido.

Densidad de estados

Ladensidaddeestadospara nuestromonocristal, siguiendoel razonamien-

to de la sección 4.1.5, nos sirve para identificar los estados conductores que

aparecen a la energía de Fermi. Esta densidad se presenta en la figura 4.13,

arrojando que existen dos estados a la energía cero. La principal diferen-

cia entre un aislante topológico y un aislante topológico de orden superior

es que los estados conductores que este último presenta, cuentan con

una localización mayor. En nuestro caso, un aislante topológico de orden

dos SOTI, tiene sus estados en las aristas del material. Para observar de

unamejormanera esta afirmación, observamos su presencia y distribución
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(a) Fase de aislante trivial con simetría traslacional en el eje Z. Ejes X y Y de tamaño
(10x10)a, a = constante de red, parámetros:
M = 0.0, ∆1 = 1.0, ∆2 = 0.0, t = 1.

(b) Aislante topológico de orden dos con simetría traslacional en el eje Z. Ejes X y Y
de tamaño (10x10)a, a = constante de red. Parámetros empleados:
M = 2.0, ∆1 = 1.0, ∆2 = 2.0, t = 1.

Fig. 4.12: Bandas asociadas junto a las conductancia.

calculando el número de estados en un corte perpendicular al eje Z del

material. La densidad de probabilidad depende de la energía, por lo tan-

to a cada energía se tendrá una diferente distribución espacial del estado.

En la figura 4.14 se empleó E = 0.5[t], con lo cual, observamos que exis-

te una localización precisa en las esquinas del material marcadas con un

tono mayoritariamente azul. Otro punto a resaltar en la localización de es-

tos estados es que estos aparecen de acuerdo al sentido o dirección que

establezcamos la corriente eléctrica, es decir la interpretación que se le

de a los contactos para la transmisión. En la figura 4.14 observamos que se

tienen dos esquinas con un mayor valor en la función del número de esta-

dos, esto provocado al sentido en el que la corriente eléctrica fluye desde

el contacto ”source” hasta el contacto ”drain” (figura 4.11. En otras palabras,
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Fig. 4.13: Número de estados para una SOTI con simetría traslacional en el eje z. Ejes X y Y de
tamaño (10x10)a, con a = constante de red. Existen estados a la energía E = 0.0[t]

si se usará el otro sentido de transmisión los estados con un mayor valor

serían los opuestos a los observados. Esta propiedad va directamente re-

lacionada con la simetría de reversión temporal, puesto que es necesario

poseer los estados conductores en ambos sentidos del desplazamiento

del tiempo. Es por esto mismo que los estados son llamados quirales. Para

Fig. 4.14: Gráfica de densidad de estados local a E = 0.5[t] para un corte perpendicular al eje
Z.

4.1 HOTI 47



representar desde otra perspectiva estos estados conductores, asociamos

una escala de color sobre la densidad de probabilidad para cada posición

en tres dimensiones. La figura (izquierda 4.15), muestra el sistema con los

canales en el espacio real, en ella observamos que la densidad de probabi-

lidad, representada en azul, aparece especialmente en dos aristas opues-

tas del material. Cabe recalcar que asimismo como sucedió en el número

de estados para un corte perpendicular del material, esto nos indica que

solo se está tomando una dirección de la transmisión de acuerdo a la po-

sición de los estados. Para analizar de una mejor manera este supuesto,

Fig. 4.15: Monocristal en el espacio real, Tamaño del sistema de (20x20)a y a una energía de
E = 0.5[t]. Parámetros: M = 2.0, ∆1 = 1.0, ∆2 = 2.0, t = 1. (Izquierda) densidad
de probabilidad. (Derecha) densidades de corriente representadas por conos azules.

graficamos los motivos para el monocristal con reciprocidad en Z junto a

los vectores de la densidad de corriente asociada en el espacio real.

Como podemos observar en la figura (derecha 4.15) cuando se tiene una di-

rección de propagación determinada existen dos canales orientados hacia

el mismo sentido dentro del material. Por otra parte podemos comprobar

que la simetría Cz
4T se conserva gracias a esta distribución.
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4.1.8 IPR

Continuando con las propiedades del aislante topológico de orden supe-

rior, hasta ahora conocemos que este tiene estados conductores de borde

en las aristas y quirales, pero ¿Qué características poseen estos estados?

Una de las principales es la localización, en otras palabras, que los esta-

dos conductores presentan una alta restricción espacial. De acuerdo a la

teoría de Anderson [37], los estados localizados corresponden a una dismi-

nución dentro de la conductancia. Para comprobar este hecho, calculamos

el IPR (índice de partición inversa, por sus siglas en inglés), con la expresión

(4.17), la cual nos indica si un estado cuántico está restringido (muy locali-

zado) o no. Unamayor restricción espacial para los electrones corresponde

a valores cercanos a E = 0.0[t], mientras que valores que tienden a −∞ re-

presentan una menor localización, debido a que en nuestro caso, la figura

4.16 está graficada logarítmicamente. Porotro lado, esta imagen señala que

los estados que cruzan de la banda de valencia a la banda de conducción

poseen un fuerte restricción, lo que les otorga una buena propiedad para

posibles futuras aplicaciones en nanodispositivos [38].

Fig. 4.16: Gráfica de las bandas para un aislante superior de orden dos con un mapa de color
azul basado en el indice de partición inversa (IPR).

IPR~k(E) =
Nsites∑

~i

(
1
Ng

Ng∑
g=1

|Ψ~kg(~r~i)|
2
)2

(4.17)

Con g como el número de degeneraciones y ~r~i como las posiciones de los

centros de los sitios.
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4.1.9 Desorden tipo Anderson

Por otra parte, el desorden tipo Anderson es una perturbación que aplica-

mos al material para verificar si el material posee o no una robustez ante

las impurezas o deformaciones. Para ello, se aplicó un potencial aleatorio al

hamitoniano 2.27 en la diagonal de la matriz, siendo este un desorden fuer-

te. Después, resolvimos el hamiltoniano para encontrar los eigenvalores y

obtener las energías asociadas a nuestro sistema. La figura 4.17 presenta

una conductancia constante a G = 2[e2/h], debido a los dos canales pre-

sentes en el rango de energías de (0.75[t] < E < 0.75[t]).

Fig. 4.17: Gráfica de la energía en función de la conductancia G para un SOTI fungiendo
como canal y dos contactos. Cuatro funciones de conductancia con la adición de un
desorden de Anderson entre −0.1[t] y 0.1[t] en un SOTI de (20x20)a. Se mantienen
cuatro canales pese a las impurezas y/o deformaciones.
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4.1.10 Tamaño

En el caso de sistemas periódicos, como es nuestro caso, es importante

controlar el tamaño del sistema puesto que este está estrechamente rela-

cionado con la formación de cristales y sus propiedades. Para estudiar esto,

estudiamos la fase de aislante topológico de orden dos (SOTI) empleando

el sistema de monocristal al cual se le calculó su conductancia G con el

mismo análisis que en la sección 4.1.7. Esta figura nos arroja que la con-

Fig. 4.18: Gráfica de la energía en función de la conductancia G para un SOTI fungiendo
como canal y dos contactos. Tamaños de acuerdo al color: Magenta (10x10)a, rosa
(20x20)a, azul (30x30)a, naranja (40x40)a.

ductancia se mantiene constante en el valor de dos pese al aumento del

tamaño. Debido a esto, podemos afirmar que nuestros estados conducto-

res de las aristas se mantienen invariantes ante el tamaño. Esta propiedad

le otorga a nuestro sistema valor dentro de las propiedades para futuras

aplicaciones.
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4.2 HOTI con agujero

Los bordes en el SOTI son imprescindibles para la aparición de los estados

conductores, como observamos en la sección anterior. Debido a esto, pro-

pusimos explorar el material realizando un agujero cuadrado en el interior

del monocristal y paralelo al eje Z . El agujero en el centro consta de un pa-

rámetro A[a] (a = parámetro de red) el cual indica su espesor. La figura 4.19

nos muestra la representación gráfica del parámetro A. Una vez realizado

Fig. 4.19: Esquema del agujero realizado al canal con el parámetro de corte A[a] representado.

este corte dentro de nuestro monocristal, proseguimos a calcular las ban-

das. Para ello, fue necesario resolver el hamiltoniano tomando los puntos
~kz asociados al espacio reciproco del monocristal con el agujero, es decir

figura 4.9. Utilizando la paquetería adjunta de Python, KWANT, fue posible

realizar este cálculo con un código propio creado en este ambiente. La fi-

gura 4.20 presenta la gráfica de los valores de la energía obtenidos. En ella

se pueden observar distintos valores de A para las diferentes filas, el valor

del parámetro Amodifica el tamaño del agujero dentro de nuestro mono-

cristal. Asimismo, se presentan las gráficas de conductancia y de bandas,

asociadas para cada valor de A.

Observamos que el valor de A que crea una fase topológica con estados

conductores, es el tamaño deA = 0.5[a] puesto que aparecen estados que

cruzan la energía de Fermi. Además, es de notarse que los estados que

pertenecen a la banda de conducción y a la banda de valencia están más

cerca de la energía de Fermi que en nuestro sistema sin el agujero figu-
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ra 4.12b. Este tamaño de A = 0.5[a] y el tamaño de A = 1.0[a] pueden ser

posibles candidato para implementar un nanotransistor asignándoles una

compuerta lógica a los diferentes valores de la conductancia en un ran-

go de energía determinado. Con respecto a los otros valores de A, estos

no crean ningún estado conductor puesto a que no se encuentra ningún

cruce por la energía de Fermi. Sin embargo, es de resaltar que la tenden-

cia al aumentar el agujero es que las bandas de valencia y conducción se

separen cada vez más.
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(a) A = 0.5

(b) A = 1.0

(c) A = 1.5

(d) A = 2.0

Fig. 4.20: Diferentes valores de A y su representación

4.2.1 Conductancia

Con respecto a la conductancia, aplicamos un análisis idéntico que en la

sección 4.1.7 donde se utilizó un SOTI como canal y dos contactos perpen-

diculares al eje Z Figura-4.11. Una vez escrito este sistema, obtuvimos la

conductancia G para el sistema en función de la energía.
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Fig. 4.21: Aislante topológico de orden dos con simetría traslacional en el eje Z. Ejes X y Y
de dimensión (10x10)a, con a= parámetro de red. Tamaño del agujero central
A = 0.5a, parámetros:
M = 2.0, ∆1 = 1.0, ∆2 = 2.0, t = 1, a) Bandas electrónicos con presencia de estados
de borde degenerados a E = 0.0. b) Conductancia (G) del SOTI.

En la figura 4.21 se observa que la conductancia mantiene un valor de G =
2.0[e2/h] en un rango aproximado de energía de −0.4 < E < 0.4, refirién-
dose a los dos canales presentes a la hora de la transmisión electrónica

de acuerdo a la fórmula de Landauer. Añadiendo, existe conductancia de

valor G = 3.0[e2/h], lo que indica que existe un tercer canal empleado du-

rante el transporte a energías mayores a E = 0.4t o menores a E = −0.4[t]
aproximadamente. En energías mayores se hace notar que existen cuatro

canales empleados, dos del agujero y dos del exterior. Para observarmejor

estos estados para el caso de A = 0.5[a] se gráfico la corriente y la densi-

dad de estados localizada para nuestro monocristal.

4.2.2 Desorden tipo Anderson y tamaño

Siguiendo con el análisis a estos nuevos estados presentes en nuestro mo-

nocristal, el desorden de tipo Anderson es importante para caracterizar

nuestro material ante posibles deformaciones o impurezas como vimos en

la sección 4.1.9. Por ende, calculamos la conductancia aplicando un poten-

cial aleatorio en el rango de −0.1[t] y 0.1[t] dentro de nuestro hamiltoniano.

Además, repetimos el proceso cinco veces para asegurarnos de cómo se
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comporta el material. La figura 4.22 arroja que la conductancia G se man-

Fig. 4.22: Desorden de un potencial aleatorio entre −0.1[t] y 0.1[t] para un SOTI con un agujero
A = 0.5[a] de tamaño: (10x10)[a].

tiene constante en el valor de G = 2[e2/h], G = 3[e2/h] y G = 4[e2/h]. Este
resultado indica que al igual que sucedió con el IPR, los nuevos estados

presentes en el monocristal se mantienen invariantes, en este caso ante

posibles impurezas o deformaciones. Por otro lado, recordando otra de las

propiedades especiales brindadas de la topología a este material es la de

conservar los estados conductores de arista pese al aumento de tamaño.

En la figura 4.23 podemos comprobar que la conductancia se mantiene en

los valores esperados pese a tener diferentes tamaños de sistema del na-

nodispositivo.
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Fig. 4.23: Gráfica de la energía en función de la conductancia G para un SOTI fungiendo
como canal y dos contactos. Tamaños de acuerdo al color: Magenta (10x10)a, rosa
(20x20)a, azul (30x30)a, naranja (40x40)a.
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4.2.3 Densidad de estados

La densidad de estados es una forma fácil de visualizar si es que existen es-

tados a la energía de Fermi, ya que caracteriza todos los estados de acuer-

do a su energía. Por lo que, calculamos la densidad de estados para nues-

tro monocristal con un agujero de tamaño A = 0.5[a] siguiendo el mismo

proceso mencionado anteriormente.

La figura 4.24 muestra que existen estados a la energía cero, por lo cual

Fig. 4.24: Gráfica de las densidades de probabilidad para un SOTI con tamaño (20x20)a.
Tamaño del agujero A = 0.5[a]. Energía = 0.5[t]

podemos concluir que estos estado son conductores.
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Conclusiones 5
En la primera sección de nuestro trabajo, realizamos un análisis yuna carac-

terización de los estados electrónicos de nuestro sistema gracias al mode-

lo de amarre fuerte empleado. Para los valores de 1 < M/t < 3 y de ∆2 > 0
pudimos caracterizar las fase de aislante topológico de orden dos quiral.

Por otro lado, para valores distintos de ∆2/t y de M/t caracterizamos la

fase de aislante trivial.

Respecto a la parte de transporte electrónico, simulamos un nanodispo-

sitivo con dos terminales y una sección dispersora ambas de nuestro ma-

terial. En la sección dispersora encontramos que los estados conductores

presentes aparecen en parejas dependiendo del orden de propagación de

los electrones.

Observamos que la densidad de probabilidad y la densidad de corriente

graficada en tres dimensiones están ubicadas en las aristas del sistema.

Adicionalmente, introdujimos un desorden de tipo Anderson para simular

impurezas dentro delmaterial, permitiéndonos verificar la preservación de

los estados conductores dentro de las gráficas de conductancia. Asimis-

mo, comprobamos la robustez de estos estados conductores a pesar del

aumento del tamaño de la sección transversal dispersora de nuestro ma-

terial.

Finalmente, simulamos un agujero dentro de sección conductora (canal),

con lo cual, aparecieron nuevos estados conductores de borde. El número

de estados depende del tamaño del agujero. En tamaños mayores o igua-

les a una celda unitaria encontramos dos, tres y cuatro canales de transmi-

sión, siendo el límite cuatro celdas unitarias para desaparecer dichos esta-

dos en las aristas delmaterial. Estos resultados aportan a la caracterización

de posibles dispositivos electrónicos; como nanotransistores basados en

aislantes topológicos de orden superior. Así como de tener futuras aplica-

ciones en dispositivos de nanoelectrónica, optoelectrónica y espintrónica

[39, 40].
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