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Capitulo 1

Introduccion

En la dltima década se han logrado grandes descubrimientos en la cien-
cia, siendo algunos de los més notables en el drea de la fisica: el descu-
brimiento del bosén de Higgs, la deteccion de ondas gravitacionales y, uno
que emocioné hasta a los menos interesados en el tema, la primer ima-
gen del horizonte de eventos de un agujero negro (todos premios nobel).
Estos acontecimientos despiertan y renuevan la curiosidad del ser humano
por conocer, descubrir y explorar el Universo que nos rodea; entender las
razones de los fendémenos que se observan y predecirlos es la meta de la
investigacién.

Cada descubrimiento hecho a lo largo de la historia no sélo contesta algu-
nas dudas, sino que genera nuevas preguntas que requieren respuesta. El
caso de la observacién del agujero negro en M87 nos dio un primer vistazo
a una prediccion de la teoria de la relatividad general, una teoria de hace
mas de 100 anos.

La teoria de la relatividad general fue desarrollada en 1915 por uno de los
fisicos méas famosos de la historia: Albert Einstein. Dicha teoria establece
que la gravedad puede ser estudiada como curvatura del espacio-tiempo
causada por la presencia de masa o energia. Esta teoria se basa en dos
principios fundamentales:

= Principio de relatividad: No existe ningin marco de referencia pre-
ferencial, i.e., las leyes de la fisica son las mismas para todos los
observadores en movimiento relativo uniforme entre si.
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= Principio de equivalencia: La fuerza de la gravedad es equivalente a
la aceleracion, en un sistema de referencia en caida libre se anulan los
efectos de la gravedad y la fisica medida empata con la que se mide
usando relatividad especial.

Gracias a la teoria de la relatividad general, se tuvo un nuevo entendi-
miento de la fisica en general y particularmente un nuevo enfoque sobre la
naturaleza de la luz y cémo era afectada por la gravedad de los objetos. La
idea de un objeto lo suficientemente masivo para evitar el escape de la luz
fue propuesto desde el siglo XVIII por John Michell [I], sin embargo, fue
hasta la década de 1930 que los fisicos Subrahmanyan Chandrasekhar [2] y
Robert Oppenheimer [3] usando la teoria de la relatividad general demos-
traron que una estrella lo suficientemente masiva que agota su combustible
y colapsa bajo la accion de la gravedad puede formar un objeto extrema-
damente denso y compacto, un agujero negro.

Los agujeros negros son cuerpos masivos cuya caracteristica principal es
que la luz no puede escapar una vez que cruza una superficie conocida
como el horizonte de eventos. Es natural pensar que si un objeto esférico
colapsara a un punto, su centro, tendra una densidad infinita y un volumen
nulo. A ese punto se le conoce como la singularidad y en €l las leyes de la
fisica actuales dejan de ser vélidas.

Existe un tipo de agujero negro conocido como agujero negro regular, cuya
caracteristica principal es que no presenta esta singularidad fisica. En el
trabajo presente se realizarda un estudio sobre la evolucién de la sombra
que proyecta un agujero negro regular, a partir del estudio de geodésicas
en el espacio-tiempo de Hayward. Lo que se busca es entender la evolu-
cién de un agujero negro por colapso gravitacional con un modelo que no
termine en la singularidad fisica, siendo un objeto con estas caracteristicas
un buen candidato para modelar agujeros negros. Esto se lograra a partir
del analisis del angulo de la sombra que proyecta el objeto compacto en el
cielo del observador, el cual para la métrica de Hayward atin no ha sido es-
tudiado. Este tipo de analisis pueden ser de utilidad en un futuro respecto
a las observaciones obtenidas por colaboraciones como es el caso del Event
Horizon Telescope [4].

Como ya se mencioné antes, la primer imagen de la vecindad del horizonte
de eventos de un agujero negro fue un verdadero logro para la astrofisica
ya que nos permitié observar por primera vez un agujero negro de manera



“directa”. A pesar de ser la primer imagen, desde antes ya habian perso-
nas trabajando en modelar estos objetos compactos; una de estas personas
fue el fisico-matematico aleman Karl Schwarzschild, cuyo trabajo hoy en
dia es utilizado para comprender los conceptos de horizonte de eventos,

singularidad y, por supuesto, agujero negro.






Capitulo 2

Agujeros Negros

Los agujeros negros son objetos masivos cuya caracteristica principal es

su fuerte atraccion gravitacional que impide que a partir de cierta regién
cualquier cuerpo pueda escapar de él.
En este capitulo se realiza un breve repaso a las ecuaciones de campo
de Einstein para entender la relacién entre estos objetos compactos y la
curvatura al espacio-tiempo y se estudia la métrica de Schwarzschild desde
distintos sistemas de coordenadas para comprender las caracteristicas del
agujero negro que modela esta métrica.

2.1. Las ecuaciones de campo

La teoria de la relatividad general establece una conexién entre la geo-
metria del espacio-tiempo (una variedad 4-dimensional) y la energia conte-
nida en él, esta relacion fue propuesta por Einstein a través de las ecuacio-
nes de campo. Estas ecuaciones dependen de 3 tensores; el tensor métrico
(guw), €l tensor de Ricci (Ry) y el tensor de energia momento (7),,).

El tensor métrico es utilizado para medir distancias entre dos puntos del
espacio-tiempo. Esta distancia o intervalo cambia dependiendo de la curva-
tura del espacio-tiempo y puede ser usada para caracterizar el movimiento
de los objetos en la variedad dado por efectos gravitacionales. El tensor
métrico satisface las ecuaciones de campo, es simétrico (g, = gvu) v debe
ser no-degenerado (det(g,,) # 0) para que exista un tensor inverso g"” tal

5



6 CAPITULO 2. AGUJEROS NEGROS

que g" guo = .

El segundo tensor que aparece en las ecuaciones de campo es el tensor de
Ricci. Este tensor estd definido por medio de la contraccién del tensor de
Riemann usando el tensor métrico.

El tensor de curvatura de Riemann es un tensor muy famoso en el campo
de la relatividad general ya que, como su nombre lo indica, describe la
curvatura del espacio-tiempo en términos de la variacion de las componen-
tes de la métrica en diferentes direcciones. Esta curvatura es debido a la
presencia de la materia/energia contenida en el espacio-tiempo por lo que
se encuentra relacionado con el tensor de energia-momento. El tensor de
Riemann se obtiene de considerar la no-conmutacién de derivadas V sobre
un vector dual y se escribe de la siguiente manera:

Ry =200u T, + T Thn) (2.1)

Las componentes algebraicamente independientes de este tensor dependen
de la dimension n en la que se trabaje gracias a sus simetrias y antisimetrias,
siendo un total de % componentes algebraicamente independientes.
El caso mas comun con el que se suele tratar es tener dimensién n =4 (3
componentes espaciales y 1 temporal), dando un total de 20 componentes
algebraicamente independientes.

A partir de la simetria bajo el intercambio del primer y segundo par de
indices, R,,n0c = Raou, se puede definir el tensor conocido como el tensor

de Ricci de la siguiente manera:
Raﬁ = gMVRuOcVB = g“l/RVﬁlJ«a — RlO/él/ﬁ = Rgua = Rﬁa (22)

Este tensor describe cémo la curvatura del espacio-tiempo varia de un punto
a otro. Contrayendo los indices de este tensor es como se obtiene el escalar
de Ricci, el cual se define como la traza del tensor de Ricci:

R=gRys (2.3)

Este escalar es una medida de la curvatura promedio del espacio-tiempo en
un punto dado.

Finalmente, el ultimo tensor que se requiere para escribir las ecuaciones de
campo es el tensor de energia-momento. El tensor de energia-momento es
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un tensor simétrico que describe la densidad y el flujo de energia y momen-
to en el espacio-tiempo, los cuales son la fuente del campo gravitacional en
las ecuaciones de campo de Einstein.

Con estos 3 tensores y el escalar de Ricci es como se construyen las ecua-
ciones de campo, dadas por:

1 887G
Guy = Ruy - §Rg#y + Agl“j = CTTMV (24)

donde G, es un tensor definido como el tensor de Einstein. A partir de
este momento se tomarda G =1y ¢ = 1 en el resto del trabajo. En este tra-
bajo nos centraremos en fenémenos gravitacionales en los que la constante
cosmoldégica es despreciable, i.e. A = 0. Bajo estas premisas, las ecuaciones
que modelan el espacio-tiempo se ven como:

1
R, — §R9/w = 8T, (2.5)

A través de las ecuaciones de campo (ecs. (2.5))) y con las definiciones de
los tensores mencionados anteriormente se establece cémo la materia y la
energia curvan el espacio-tiempo y afectan la geometria del mismo. Es claro
que el lado izquierdo de las ecuaciones de campo depende de la métrica que
se considere para medir el espacio-tiempo y el lado derecho depende de lo
que se considere dentro del Universo y puede o no depender igualmente de
la métrica. La primera solucién exacta a estas ecuaciones es conocida como
la métrica de Schwarzschild.

2.2. La métrica de Schwarzschild

Karl Schwarzschild fue un fisico-matemaético alemén nacido en 1873 que
contribuyé enormemente al avance de la astrofisica en el drea de agujeros
negros. La solucién que dio a las ecuaciones de campo [] describe la geo-
metria del espacio-tiempo de un objeto esférico, estatico y masivo, como
podria serlo una estrella. Para dicha solucién, se consideran algunos as-
pectos preliminares para el espacio-tiempo [6]: es esféricamente simétrico
por lo que se usan coordenadas esféricas espaciales (r, 0, ¢) para facilitar el
célculo, también es estatico (g, no depende de ¢ y la métrica es invariante
ante inversiones temporales), el espacio-tiempo es vacio, lo que implica que
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el tensor T}, = 0 y es asintéticamente plano.

Para derivar la métrica de Schwarzschild se propone inicialmente un ele-
mento de linea tomando en cuenta la simetria esférica y la independencia
temporal, esto puede ser expresado como:

ds® = —f(?“)dt2 + g(r)dr2 + 7r2d0? (2.6)

Siendo f(r) y g(r) funciones que serdn determinadas gracias a las ecuacio-
nes de campo (ecs. (2.5))). Las ecuaciones de campo dependen del tensor
de energia-momento que se escoja. Si se toma 7}, = 0, i.e. en el vacio,
se obtendran 3 ecuaciones para f(r) y g(r), una por cada coordenada Ty,
Tvr v The (la ecuaciéon para Tyg por simetria es la misma que Tpg). Con
estas 3 ecuaciones de campo y considerando el limite asintético se llega a
la métrica

ds? = — (1 n ;) dt? + (1 + ;)71 dr? + 1r2d0>2 (2.7)

Con ¢ una constante por determinar. Para obtener su valor, se toma un
caso particular que es modelar una “estrella” de masa M y se usa el limite
de campo débil. Este limite es 1til cuando la curvatura al espacio-tiempo
es pequena, la métrica se puede aproximar como la métrica de Minkowski
con una pequeiia correccién en la parte de t y de r. Para la parte temporal
goo = —1 4+ 2¢ [7] donde ¢ = M/r el potencial gravitacional de la teoria
Newtoniana, siendo M la cantidad de materia contenida dentro de una
esfera de un radio muy grande. Es por ello que, comparando con ([2.7)), se
llega a que ¢ = —2M y se obtiene el elemento de linea:

ds* = —f(r)dt* + f(r)"rdr? + r2dQ? (2.8)

donde la funcién f(r) estd denotada por f(r) = g(r)™' =1 — % Esta
métrica describe el espacio-tiempo vacio alrededor de cuerpo esféricamente
simétrico de masa M. Esto es el espacio-tiempo de Schwarzschild en coor-
denadas de Boyer-Lindquist.

La métrica es una solucién a las ecuaciones de campo a partir de la
cual surge el teorema de Birkhoff. Este teorema establece que toda solu-
cién con simetria esférica de las ecuaciones de Einstein en el vacio debe ser
estatica y asintéticamente plana [8]. Por la manera en como se construye
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la solucién de Schwarzschild, satisface las condiciones de Birkhoff, por lo
que es la Unica solucién posible bajo estas condiciones y no sélo aplica para
estrellas, si no también para agujeros negros u objetos con distribuciones
de masa suave como nubes de gas en equilibrio hidrostatico.

En esta métrica existen distintos puntos interés, uno de ellos es cuando
r = 0 ya que la métrica se vuelve singular (no estd definida). Otro punto
de interés es al que se le denomina radio de Schwarzschild r;, = 2M donde,
al igual que el caso anterior, la métrica es singular. Esto podria decirnos
que al igual que r = 0, = r, es una singularidad. Sin embargo existen
singularidades fisicas y singularidades de coordenadas. Las singularidades
de coordenadas son, como el nombre lo indica, singularidades debidas al
sistema de coordenadas que se utiliza y pueden ser evitadas cambiando a
otro sistema de coordenadas. Las singularidades fisicas son aquellas que,
sin importar un cambio de coordenadas, seguiran estando presentes en la
métrica. Estas pueden ser identificadas utilizando una combinacién del es-
calar de Riemann o de Ricci, e.g. R, Ry, R* yR 05 R* R*P [§]. En el caso
de la métrica de Schwarzschild, el escalar de Ricci es:

_12r}
=

(2.9)

De donde se puede observar que » = 0 es una singularidad fisica y r = r},
es una singularidad de coordenadas. Es por ello que se usa otro sistema
de coordenadas para visualizar el espacio-tiempo en la vecindad de r =
rp,, conocidas como las coordenadas de Kruskal-Szekeres. El cambio de
coordenadas de Boyer-Lindquist a Kruskal-Szekeres esta definido por:

t
T = <_1 + T> "/ sinh — (2.10)
Th 2Th
t
X = (—1 + T) e’/ cosh — (2.11)
Th 2ry,
para r < 15, y por:
t
T = <1 - T) e’/ cosh — (2.12)
Th 2ry,

t
X = (1 - T) e"/2m ginh —— (2.13)
Th 27y,
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Figura 2.1: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild. Se
encuentran marcados puntos importantes del espacio-tiempo; el futuro (pa-
sado) infinito temporal i* (i) es el punto terminal futuro (pasado) de
todas las geodésicas temporales que no terminan (inician) en r = 0 y el
infinito espacial i es el punto final o inicial de todas las geodésicas espa-
ciales. Ademads, se encuentra marcado el futuro (pasado) infinito nulo J+
(J7) que es el conjunto de puntos terminales futuros (pasados) de todas
las geodésicas nulas salientes (entrantes) a lo largo de las cuales r aumenta
(disminuye).

para r > 7.
En estas coordenadas, la métrica esta dada por:

4 3
dstg = —he=m/mh(—dT2 4 dX?) + r2dQ2 (2.14)
T

de donde se observa que ya no tiene inconveniente con r = 7.

Una manera de visualizar por completo este espacio-tiempo es por medio de
un diagrama de Penrose. Los diagramas de Penrose son compactificaciones
conformes del espacio-tiempo que sirven para dar un panorama completo de
la estructura causal del mismo. Partiendo de las coordenadas de Kruskal-
Szekeres, es posible llegar al diagrama de Penrose del espacio-tiempo de
Schwarzschild. El resultado se muestra en la figura 2.1

Este diagrama proporciona la representacion grafica de como es el espacio-
tiempo de Schwarzschild, manteniendo los conos de luz en la direccién es-
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perada (a 45°), un ejemplo de ellos se ilustra en la regién I. Se puede notar
que el espacio-tiempo se divide en 4 regiones separadas por r = rj,. A esta
superficie se le denomina el horizonte de eventos ya que, al ser los conos
de luz a 45°, una vez que una particula atraviesa este horizonte no puede
regresar y su Unico fin serd terminar en la singularidad fisica, la cual se
encuentra representada por la linea naranja horizontal de la regién II (en
r=0).

Las 4 regiones del diagrama representan; I el espacio-tiempo curvado de
“nuestro Universo” U, II el agujero negro, I1I, un agujero blanco (que con-
trario al agujero negro, todo lo que estd dentro de él tiene que salir) y
IV el espacio-tiempo de un Universo primado U’. También se encuentran
marcadas las hipérbolas que representan a r = cte (en azul) y a t = cte (en
rojo). Con esto, se puede ver que cualquier particula que inicie desde un
radio inicial lejano, r = oo, llegara al final al punto r = 0 (la singularidad)
de la regién II, pasando por el horizonte de eventos.

Asi como este cambio de coordenadas ayuda a realizar una interpreta-
cién mas detallada del agujero negro de Schwarzschild, existen diferentes
sistemas coordenados que facilitan los calculos en distintas situaciones, a
continuacién se explican dos sistemas de coordenadas que son de utilidad
para los siguientes capitulos.

2.2.1. Coordenadas de Lemaitre

Un cambio de coordenadas para remover la singularidad espacial r = rj
se obtiene al considerar una particula libre en caida radial en coordenadas
de Boyer-Lindquist (ec. (2.8). La ecuacién que se obtiene es:

% — _ﬁ (1 - %h) (2.15)

t = f(r)+ cte (2.16)

de donde, se puede construir el sistema de coordenadas de caida radial
considerando que la constante de integracién es cte = p; regresando a la
forma diferencial, se obtiene:

integrando, se obtiene:

dt=— | = (1—T—h>_1d7“+dp (2.17)

Th T
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Por otro lado, a partir de la métrica ([2.8)) se puede obtener el Lagrangiano:

1 1 . -1 . .
L= -mgutu’ = 5 [— <1 — T—h) 2 + (1 — rj) 72+ 17260 + r? sin 0%

2 r r
(2.18)

— 4
con’ = 4.

Las cantidades conservadas de este Lagrangiano son e = (1 — TTh)t para
la coordenada t y [ = 7“2& para la coordenada ¢. Usando la condicién de
normalizacién de la cuadrivelocidad (utu, = —1) y fijando la masa m =1,
se puede llegar a que el movimiento en el plano § = 7/2 esta descrito por
la ecuacion:

12

-1 —1
—1:—(1—@) e + (1—@) P (2.19)
r T T

Considerando un movimiento radial, i.e. [ = 0, se obtiene:

. r

2= e? - (1 - l) (2.20)
r

donde e es una constante a determinar.

Imponiendo que la particula se encuentra inicialmente en reposo (7(rg) =

0—=ryg= 12’;2) en el infinito (ro = co — €% = 1), se llega a:

=y (2.21)

tomando la raiz negativa debido a que se estd representando caida radial.
Si se integra la ecuacién anterior y se define la cte. de integracién como p,

se llega a:
dr = —dr,[— +dp (2.22)
Th

De las ecuaciones ([2.17]), (2.22]) se puede obtener la forma diferencial explici-

ta para T, p:
-1
dT:dtﬂ/%’l(u%) dr (2.23)

_ LA
dp_dt—h/rh(l r) dr (2.24)
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de donde, sustituyendo la métrica (2.8), se obtiene:

ds? = —dr? + " dp? 4 12402 (2.25)
r
donde r = [(p — 7‘)@]2/ 3. Estas coordenadas son sincronas (se pueden

escribir como ds? = —dr? + gupdz®da’), esto es que los relojes estdn en
calda radial desde el infinito hacia el origen.

2.2.2. Coordenadas de Painlevé—Gullstrand

En el sistema coordenado de Painlevé-Gullstrand, las coordenadas es-
paciales (1,0, ¢) son las mismas que en el sistema de coordenadas de Boyer-
Lindquist; la diferencia es la coordenada temporal que cambia a T, el cual
es el tiempo coordenado medido por un observador en caida libre radial
empezando en reposo en el infinito, a diferencia del tiempo t medido por
el observador estatico.

Para derivar esta métrica, se considera la 4-velocidad de un objeto cayendo
radialmente, esto es u* = %i: = z#. Gracias a la condicién de normali-
zacién de la 4-velocidad (-1 = gy u*u”) y a que la cantidad conserva-
da e (colocada explicitamente en la seccién se puede escribir como
e — ( 2M

— =7%)t = ft, se puede reescribir a 7 de la componente u" como:

F=—y\e2—f (2.26)

Con esto, se identifica la 4-velocidad de la forma:

U = g’ = (—e, ‘f‘f> (2.27)

Como el tiempo coordenado T serd el tiempo propio de un observador en
caida libre radial, las geodésicas deben ser ortogonales a las superficies
con T' = cte y el vector tangente a las geodésicas u, debe ser paralelo al
gradiente de 7" [9]. De este modo:

(2.28)
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Comparando con la expresién que se tenia para la 4-velocidad y tomando
el caso de reposo en el infinito, i.e. e = 1, se llega a:

_ Tho(y _Ta\7!
dT_dt+1/r(1 T) dr (2.29)

Sustituyendo en la métrica (2.8)), se obtiene:

2 2
9 T ry dr dr 2 12
ds :—(1—)<dT— Tl_%> + g 170

r

——(1—7h)dT +2 7h(11(1 +d —+ 7 (1&2
r r r r

Esta métrica es regular en r = r,. Algo a recalcar es que estas coordenadas
unicamente cubren las regiones I y II del diagrama, [2.1] para cubrir las
otras regiones se tendria que hacer el cambio en la métrica dr — —dr [10].
El Lagrangiano asociado a esta métrica es [11]:

_ L (g2 [Thepe | 22 | 20609222 | 52
5—2( <1 r)T +2 rTr—i—r + r°(sin 0°¢* + 07) (2.31)

con " la derivada respecto al tiempo propio 7.

Después de este breve repaso a la métrica de Schwarzschild y algunos de
sus sistemas coordenados puede hacerse la pregunta, ;la singularidad en el
origen en la métrica de Schwarzschild es una singularidad presente en la
naturaleza?. Esta pregunta ha llamado la atencién de los fisicos desde el
descubrimiento de los agujeros negros ya que, no existe evidencia empirica
de la existencia de este punto en el espacio-tiempo. Mas adelante se vera
que esta pregunta dio inicio a la idea de los agujeros negros regulares.

2.3. Sombra del agujero negro

Como se mencioné anteriormente, el reciente logro por parte del pro-
yecto Event Horizon Telescope [4] llevé a los agujeros negros a ser un tema
recurrente no sélo en las conferencias de astrofisica y cosmologia, sino tam-
bién a las platicas cotidianas de los aficionados a la ciencia. Esta imagen
se basa en un término conocido como la sombra del agujero negro.
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La sombra de un agujero negro es la regién obscura en su interior y se pro-
duce gracias a que la atraccion gravitacional del agujero negro es suficiente
para impedir que la luz escape.

Para tener una idea de cémo es que esta region se observa, se puede suponer
una fuente luminosa detras del agujero negro, los rayos de luz provenientes
de la fuente que atraviesen el horizonte de eventos seran atraidos (curvados)
al interior, mientras que los que no lo atraviesen llegardn hasta el observa-
dor. De este modo, el agujero negro tendrd la forma de un disco negro en
el cielo, a este regién obscura en el espacio se le conoce como sombra [11].
Para el caso del agujero negro de Schwarzschild, la sombra sera circular y
el borde corresponde a rayos de luz que giran asintéticamente en espiral
alrededor de un radio r = %rh conocido como la foto-esfera [I1]. La foto-
esfera es una superficie de radio constante donde los fotones se acumulan
a lo largo del mismo y eventualmente escapan, llegando al observador y
dejandolo ver un borde de sombra muy brillante.

De este modo, el observador vera la foto-esfera rodeando la sombra del
agujero negro (como se aprecia en la ﬁgura. Usualmente, el calculo de
la sombra se hace considerando un agujero negro eterno, i.e. un agujero ne-
gro que siempre ha existido al ser estatico y estacionario. El agujero negro
de Schwarzschild eterno es un ejemplo de este tipo y existe una férmula
analitica para calcular el radio angular de la sombra [12]. Dependiendo del
tipo de agujero negro, el calculo de su sombra se puede hacer de manera
analitica o numérica a través de diferentes métodos y técnicas cfr.[I1].

Un punto importante a considerar respecto a la sombra de los agujeros ne-
gros es que se cree que los agujeros negros eternos no existen, si no que los
agujeros negros tienen un inicio y un posible final, entonces ;jqué le pasa
a la sombra si el agujero negro que se estudia no fuera un agujero negro
eterno? y jsi fuera un agujero negro que surge por colapso gravitacional?
En el siguiente capitulo se discutird un posible escenario para responder a
esta pregunta.
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Figura 2.2: Primera imagen de un agujero negro supermasivo ubicado en
el centro de la galaxia M87 [4], en ella se puede apreciar la foto-esfera y la
sombra del agujero negro.



Capitulo 3

Colapso gravitacional

El colapso gravitacional es un proceso que ocurre cuando una estrella

masiva agota su combustible nuclear y el nticleo ya no puede sostener su
propia gravedad contrayéndose cada vez mas. Si la masa de la estrella es
mayor a la masa de Oppenheimer-Volkoff, el colapso gravitacional llevara
a la formacién de un objeto extremadamente denso [13], causando que la
estrella se vuelva un agujero negro.
En este capitulo se veran las condiciones de energia, las cuales son de
ayuda para caracterizar la energia-materia que curva el espacio-tiempo,
c6mo se modela un colapso gravitacional de polvo y la derivacién del mismo.
Ademds, se presentan las definiciones de algunas superficies especiales como
lo son los horizontes de eventos, aparentes y las superficies atrapadas.

3.1. El tensor de energia-momento

El tensor de energia-momento se utiliza para representar matematica-
mente la distribucién de energia y momento en el Universo. Esto implica
que, dependiendo de la materia, se tiene un tensor de energia momento
diferente.

Este es un tensor simétrico, cuyas componentes estan relacionadas con di-
ferentes aspectos de la materia y la energia de la siguiente formas:

= La densidad de masa relativista estd dada por la componente 00.

17
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= Kl flujo de energia estd dado por la componente kO con k = 1,2, 3.
Describe la densidad de la componente k-ésima del momento lineal.

= El flujo de momento estd dado por las componentes ij con i,j =
1,2, 3, puede ser la presion en la diagonal o el estrés cortante en las
demé&s componentes.

A continuacién se muestran unos de los ejemplos mas comunes.

3.1.1. Fluido perfecto

Muchos de los objetos astrofisicos son primeramente aproximados por
un fluido perfecto. Un fluido es un continuo de particulas el cual puede ser
estudiado por un promedio y depender de la regiéon que se busca estudiar y
del momento en que se mida. El tensor de energia-momento para un fluido
perfecto, anisotrépico e inhomogéneo esta dado por [14]:

TH = (e + pg)u*u” + peg"” + (pr — po)EHE” (3.1)

donde €(t,r) es la densidad de energia del fluido, p,(t,7),pg(t,r) son las
presiones radial y tangencial del fluido. Estas cantidades dependen del radio
y del tiempo debido a que es inhomogéneo. De igual manera esta presente
u? que representa la 4-velocidad de las particulas del fluido y €7 que es un
vector unitario tipo espacial ortogonal a ub.

Un fluido perfecto es definido en relatividad general como un fluido sin
viscosidad ni conduccién de calor en el marco de referencia comévil [I5].
Si se considera un fluido perfecto isotrépico, i.e. p = p, = py, el tensor de
energia-momento anterior se reduce a:

" = (e + p)urv” + pg"” (3.2)

La manera en que se relaciona la densidad de energia € y la presién p es por
medio de la ecuacién de estado. Para fluidos perfectos, el caso més simple
es el polvo, el cual se obtiene de considerar que p = 0. Asi, el tensor de
energia-momento para polvo es simplemente:

™" = eutu” (3.3)
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3.1.2. Tensor de energia-momento electromagnético

Una manera de escribir el tensor de energia-momento es asociar el
contenido a un campo fundamental (como es el caso del campo electro-
magnético). Para obtener la forma explicita del tensor electromagnético
se define la accion § = §; + S, donde S, = % J v—gRd*z correspon-
de a la parte geométrica (conocida como la accién de Einstein-Hilbert) y
Sm=—/ V—gLmd*z es la accién asociada a la parte de materia con £ la
densidad lagrangiana. La variacién de la accién resulta en:

6S = 5/Fg[iR — Lp)d'x

(3.4)
1
= - / G o9 /—gd*s — / §(Lmy/—g)d
K
El primer término corresponde al tensor de Einstein. Desarrollando el
término dentro de la segunda integral:

FEl Lagrangiano de materia puede depender de algtin otro tensor asociado
a un campo fundamental como lo puede ser el tensor de campo electro-
magnético definido como F),, = 9,A, — 0, A, con A, el 4-potencial. De ese
modo L,, = L(F) y la ecuacién anterior queda como:

5(Lo/=9) = V=g L) 50w 1 ()5 =g (3.6)

dghv

Con F = F},, F* un invariante de Lorentz. Usando la identidad §(y/—g) =
—%\/— 99.,09"" [6] en la ecuacién anterior para el segundo término, se llega
a:

OL(F , 1 Y
o(Lmv/—g) = \/—g(sg(w)ég“ — 5 V—9L(E)gudg" (3.7)
Y usando la regla de la cadena, el primer término se puede escribir como:
OL(F) dL 6F oF

_ab o 3.8
sgiv — dF sgrv T g (38)

El término 6 F se puede reescribir como:

§F = §(F,, F™) (3.9)
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Y usando el hecho de §(F),, F*) = 2F5Fy55g“”, se obtiene:

oF
dghv

Finalmente, usando las ecuaciones (3.8)) y (3.10)) se llega a

=2FF,4 (3.10)

LLFygulog™  (31)

5(Lv/=5) = V=9I2Lr F} Fus — 5

Y regresando a la definicién de la variacién de la accién asociada a la
materia.

1
08m = — / V=IRLEFFys = S L(F)gu 69" d'a (3.12)

Definiendo al tensor de energia-momento como:

1
Ty = LpFF,5— 1 L) g (3.13)
la ecuacién ([3:12) queda como 6S,, = — [ 2y/—gT}, 69" d*x. Asi, si k = 3,
la ecuacién resulta en:
68 =2 / (G — Tp)6g" /—gd*z =0 (3.14)
De donde se obtienen las ecuaciones de campo en su forma G, = T,.
Andlogamente, si se toma k = 4m, las ecuaciones de campo quedan como

G = 8nTy,.

El tensor electromagnético F),,, describe el campo electromagnético en el
espacio-tiempo. Si el espacio-tiempo tiene asociado un vector de Killing
temporal y el observador esta alineado con ese vector de Killing, se pue-
den definir los campos eléctrico y magnético a través del tensor de campo
electromagnético como [16]:

E® = —n, Fr (3.15)

B* = —n, F*he (3.16)

siendo n® la 4-velocidad del observador.
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3.1.3. Campo escalar

La ecuacion de un tensor de energia-momento asociado a un campo
escalar estd dado por:

1 1
Ty = VupVuyp — §gul/va¥7va<ﬂ - §9uvm2902 (3.17)
siendo ¢ un campo escalar y m la masa del bosén asociado al mismo.
Al igual que los anteriores tensores de energia momento, este tensor se
conserva, respetando la ecuacion:

vV, T" =0 (3.18)

A partir de la conservacién de T}, se puede llegar a la ecuaciéon de Klein-
Gordon.
La ecuacion de Klein-Gordon en el espacio tiempo de Minkowski es una
ecuacién de onda que describe la propagacién de un campo escalar en el
espacio-tiempo. Como se menciond anteriormente, el campo escalar asocia-
do a este tensor de energia-momento satisface la ecuacién de Klein Gordon
dada por:
0 2 2

<at2—v +m><p:0 (3.19)
A partir de esta ecuacién, se puede obtener la densidad de energia € y el
momento p asociado al campo escalar.
Estos tensores son impuestos a priori, sin embargo, existe una serie de
condiciones conocidas como las conocidas condiciones de energia las cua-
les, si se cumplen, nos proporcionan caracteristicas del tensor de energia-
momento.

3.1.4. Condiciones de energia

Dado un tensor de energia-momento se pueden verificar las condiciones
de energia para asegurarse que esté en términos de campos de materia
fisicamente posibles y se pueda hacer una distincién de su significado fisico.
La definicién de cada condicion viene de la teoria de la relatividad general a
través de consideraciones matematicas y fisicas. Estas condiciones son [14],
17]:
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= Condicién de energia débil: establece que para cualquier vector tipo
tiempo t* se debe satisfacer 7},,t#t” > 0. Si el vector es la 4-velocidad
de un observador u*, la desigualdad se ve como T}, utu” > 0y se
puede interpretar como que la densidad de energia de una fuente
de materia dada es no negativa (en cualquier sistema de referencia).
En el marco comévil y para un fluido perfecto se traduce como ¢ >
0,e+p=>0.

= Condicién de energia dominante: establece que la materia fluye a lo
largo de lineas de mundo temporales o nulas y que siempre se conserva
la masa total. Si se contrae al tensor de energia-momento con un
campo vectorial tipo tiempo dirigido al futuro v¥, la cantidad —T}'v”
se convierte en un campo vectorial nulo o temporal dirigido al futuro.
Esto implica que la densidad de energia domina las otras componentes
de T}, en el marco comévil (cuando el tensor es diagonal) por lo que
Too > |T3j], que se traduce para fluido perfecto como € > 0, —e < p <
€.

= Condicién de energia fuerte: establece que para todo vector nor-
malizado tipo tiempo dirigido al futuro t* se debe cumplir (7}, —
%Tgw,)t”t” > 0 o andlogamente R, t*t" > 0. En el marco comévil y
para fluido perfecto se traduce como € > 0,e+p > 0,e+3p > 0. Esta
condicion en particular puede ser violada para modelos de materia
fisicamente validos (campos escalares).

Estas condiciones de energia, pueden no ser las mismas que se aplican al
régimen de curvatura fuerte (cerca de la singularidad). Una posibilidad es
que en esta region se apliquen otras condiciones de energia que contemplen
efectos cudnticos, por lo que se podrian tener modelos que violen algunaf(s)
de las condiciones de energia atin dentro del marco de la relatividad general.

3.2. Condiciones de juntura

Dependiendo de la situacién fisica, de la geometria y de sus simetrias
serd preferible usar un sistema de coordenadas u otro para una métrica
dada. En algunos casos, si el espacio-tiempo se encuentra dividido en dos
regiones separadas por una superficie (cerrada), la métrica puede tener una
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forma distinta dependiendo de si se encuentra en el interior o en el exterior,
un ejemplo de esto se ve en la seccién La métrica debe satisfacer que
en esta superficie que separa las regiones se respeten ciertas condiciones
imperativas, conocidas como las condiciones de juntura.

Las condiciones de juntura en el contexto de los agujeros negros dados por
colapso esférico se refieren a las condiciones que deben cumplirse en una
superficie que separa las regiones en donde la métrica cambia de forma. Es-
tas condiciones ayudan a modelar el espacio-tiempo fijando algunos de los
parametros que caracterizan a la métrica en cada region y relacionandolos
entre si.

Existen dos condiciones, la primera se encuentra relacionada con la forma
métrica en ambos lados de la hipersuperficie que separa al espacio-tiempo
en dos regiones y la segunda habla de la relacién entre la materia y la
energia que entra y sale del agujero negro.

Para encontrar las condiciones de juntura, se asume que la variedad M se
divide en una regién interior y una exterior (M~ y M respectivamente)
separadas por la hipersuperficie ¥ la cual puede ser tipo-tiempo o tipo-
espacio [10]. En ¥ se puede definir un sistema de coordenadas y* tal que
pueda ser usado en ambas caras de la hipersuperficie y un vector normal a
la hipersuperficie n® apuntando al exterior (esto hace que —n® apunte al
interior). Ademas, cada regién M* tendra asociada una forma de la métri-
ca gi/ con coordenadas z$. La meta es encontrar las condiciones para las
cuales estos sistemas coordenados empatan en Y, i.e la forma de la métrica
en las dos regiones y que coincide en X.

Se puede asumir que X es atravesada por un conjunto de geodésicas or-
togonalmente. De modo que se puede tomar ¢ para denotar la distancia
propia a lo largo de esas geodésicas, siendo su valor positivo en el exterior,
¢ = 0 cuando atraviesa X y negativo en el interior. En otras palabras, para
un punto P fuera de X, se tendrd un valor £ que denote la distancia propia
de ¥ a P a lo largo de la geodésica. Dada esa construccion, se implica
que el desplazamiento a lo largo de la geodésica con coordenadas x$ puede
ser visto como dr§ = n®d¢ donde n, = n’ngdyt [I0]. Una vez estable-
cido cémo se denotan matematicamente las regiones en la variedad M se
pueden encontrar las condiciones de juntura.
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3.2.1. Primera condiciéon de juntura

Se puede expresar a la métrica en una region cercana a la hipersuperficie
> como:

9w = O(0)g, +O0(—0)g,, (3.20)

con O la distribucién de Heaviside, siendo 1 si £ > 0, -1 si £ < 0 o indetermi-
nado si £ = 0. La primera condicién de juntura se obtiene de asegurar que
con esta métrica se pueden construir cantidades geométricas bien definidas
como distribuciones. Derivando la expresién respecto a 7 y usando
la regla de la cadena, se obtiene:

uvy = @(é)gffm “'@(_E)g;yw +nana5(€) [glw]n’Y (3-21)

donde se usé que W = 0(£) (delta de Dirac) y se define [g,,] = g5, — g,
evaluadas en ¥. El dltimo término es singular [10] y al calcular los simbolos
de Christoffel generara términos proporcionales a ©(¢)d(¢) los cuales no son
distribuciones. Por lo tanto, es necesario que ese término sea cero para que
la derivada de la métrica siga siendo una distribucién. De ese modo se
impone la continuidad de la métrica en ¥, i.e. [gu] = 0 cerca de ¥ para
que el dltimo término de la ecuacién desaparezca. Desarrollando:

0= [gw] = lgmleaes = lgmeqer] (3.22)

donde e}, = a =. Para la ultima igualdad se usa [n®] = [eS] = 0 debido a
que y° es 1gua1 en ambos lados de X. De este modo, se obtiene la condicién
de que la 3-métrica inducida [he) = [guwese’s] = 0, esto es que debe ser
igual en ambos lados de X, lo que establece que la geometria en ambos
lados de ¥ esté bien definida.

3.2.2. Segunda condicion de juntura

Para la segunda condicién se necesita revisar antes algunos de los ob-
jetos geométricos que surgen de la métrica definida en la ecuacion (3.20)).
Los simbolos de Christoffel estaran dados por:

5, =0T +e(-Nrg7 (3.23)
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Una vez definidos, se puede llegar a que el tensor de Riemann se escribe
como:

R,5 = O(0) RS + O(—0) RS + 5(0)AS, (3.24)

donde Aj 5 = nfn, ([Fgé]nv - [ng]n(;). Del ultimo término en el tensor
de Riemann se observa que en el punto donde ¢ = 0, en X, representa una
singularidad de curvatura.

Como la 3-métrica es continua en 3., sus derivadas tangenciales también
deben serlo, por lo que si g,,,,,4 es discontinua, debe serlo a lo largo del vector
normal n®. Entonces, debe existir un campo tensorial x,,, = nﬁng [Guvra [N
tal que [gu,a ] = Kuna. Sustituyendo en las expresiones para el tensor A%w 5
se obtiene:

ntn

A s = 5 £ (k§ngny — kSngns — kgsn“ny + Kkgynng) (3.25)
nunﬂ v v P

Anp = 5 (Kpan’ng + Kygn"ng — kngng — nnykaeg) (3.26)

A=n'n, (ﬁa/gnanﬁ - ’I’LVTLZ,K,> (3.27)

Con estas expresiones, se puede hallar la parte del tensor de Einstein que
depende del término de la funcién §(¢). Por otro lado, el tensor de energia-
momento se puede escribir como:

Ty = ()T, +O(=0)T,, + 6()S, (3.28)

siendo los primeros dos términos los tensores de energia-momento de la
region exterior e interior y el tercero el término asociado a la presencia de
una fina distribucién de materia en 3.

Usando las ecuaciones de campo, se puede llegar a:

16mnS,, = npunpnl,—l—fip,,n’)nu—mnun,,—nmuy—(ﬁagnanﬁ—nn)guy (3.29)

con n = nfn,.

Con esta ecuacion, se puede demostrar que S, es tangente a X ya que
Suwn” = 0. Por ello, se puede descomponer este tensor de la forma S* =
Sabelie? y obtener:

167Syy = —kuvehey + thmageg‘eghab (3.30)
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Haciendo uso de la derivada covariante para el vector normal n,, se puede

llegar a la definicién de la curvatura extrinseca dada por [Kop] = [ny]ehel =
%ﬁlweg ey. A partir de esta definicién y de la ecuacién se obtiene la

relacion entre el tensor de energia-momento de la superficie X y el salto de

la curvatura extrinseca de un lado al otro, dada por:

Sab = = 5= ([Kat] = [KThar) (3:31)
s

La segunda condicion de juntura es que la curvatura extrinseca se anule.
Si [Kap = 0], el término con la funcién delta en las ecuaciones de campo
desaparece, al igual que el término con la funcién delta en el tensor de Rie-
mann. El hecho de que la curvatura extrinseca sea diferente dependiendo
del lado considerado en X se traduce como que existe una capa en la super-
ficie de & con un tensor de energfa-momento asociado T%% = § (ﬁ)Sabeg‘ef .
Con estas condiciones de juntura es que se puede hacer el “pegado” para
modelar los agujeros negros formados por colapso gravitacional. Por otro
lado, ya sea polvo o algiin otro tipo de materia en colapso, la aparicién
de un agujero negro se dara con la formacién de las superficies atrapadas,
conforme la materia colapse de una configuracién inicial sin la presencia de
éstas [14]. En la seccién se explica como se encuentran estas hipersu-
perficies y cémo se relacionan con los horizontes y la singularidad.

3.3. Colapso esférico de polvo

El modelo tedérico mas simple de colapso fue propuesto por Datt [I§]
en 1938 y por Oppenheimer y Snyder [3] en 1939 en el que se considera
un objeto estelar esféricamente simétrico con densidad constante y presién
interior nula, en su exterior se encuentra vacio. El colapso de polvo ho-
mogéneo resultara en la formaciéon de un agujero negro cuya singularidad
central puede ser evitada al detener el colapso gravitacional antes de al-
canzarla.

En este modelo, el colapso se divide en dos regiones separadas por el ho-
rizonte de eventos, dichas regiones se modelan utilizando métricas distin-
tas; debido a que el objeto estelar tiene densidad constante y posee si-
metria esférica, para el interior la forma de la métrica sera tipo Friedmann-
Robertson-Walker (FRW) y debido a que el objeto estelar es esféricamente
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simétrico y el espacio fuera del mismo es vacio, para el exterior la forma
de la métrica sera de Schwarzschild.

3.3.1. Interior (FRW)

Como ya se mencioné anteriormente, el espacio-tiempo al interior del
objeto estelar serd modelado usando la métrica FRW. Esta métrica se ve
como:

ds® = —dr? + a(7)2 [dx2 + S’m(x)QdQQ] (3.32)

donde 7 es el tiempo propio de las lineas con Y, 0, ¢ = cte. La superficie
con y = o representa el borde de la esfera de polvo.
Usando las ecuaciones de campo con un tensor de fluido perfecto con
p =0y con la métrica se pueden obtener expresiones para a. En el
caso de la componente 00:

8T 3

S = a?+1 (3.33)

y — da
con a= .

Por otro lado, debido a la conservacién del tensor de energia-momento
(V,TH = 0), junto con p = 0 se llega a la conservacién del nimero de
particulas V,(eut) = 0 [19]. Esta tdltima expresiéon se puede reescribir
como:

1
V=9
donde /=g = a(7)?sin x?sin 6. Eligiendo p = 0 al ser la tnica entrada
no-nula de la 4-velocidad se obtiene:

V(eu) = ——=0,(v~geut) (3.34)

dolea(r)®) =0 (3.35)

que, integrando, da como resultado directo ea® = cte. Esta constante se
puede tomar como %am siendo a,, el valor méximo del factor de escala [19].
Usando estas dos ultimas ecuaciones y definiendo el parametro n como
dr = adn se llega a:

(i‘;)Z = a*(am — 1) (3.36)
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Cuya solucién esta dada por:

1
a= §am(1 + cosn) (3.37)

donde el valor de n varia de 0 a m.
Recordando la definicién del pardmetro adn = dr e integrando, se puede
escribir el tiempo coordenado como funcién del parametro 7.

1

T = iam(n + sinn) (3.38)

Y usando la definicién de la constante, la densidad de energia queda como:

2 Lt cosn)| (3.39)
€E=—— |- cos .
8ma2, |2 g
Con estas expresiones es claro que el factor de escala comienza en a,, (como
se espera) y termina en 0. Asi mismo, la densidad de energia comienza en

€= % y termina en € = oo.
a’m

8m
Se puede escribir la métrica en términos del pardmetro n para tener el
factor de escala multiplicando todo. En la superficie de la esfera de polvo,

i.e. X = X0, esto se ve como:

ds? , = a(n)2 [—d772 + Sin(XQ)QdQQ]
a? (3.40)
™ (1 + cosn)? [—dn® + sin(xo)*dQ?]

3.3.2. Exterior (Schwarzschild)

Para el exterior de la esfera de polvo, el espacio-tiempo serd modelado

usando la métrica de Schwarzschild (ec. (2.8)).

oM dr?
2 2 2 2
ds® = —(1-— - )dt* + 7(1 - in) + r4d§) (3.41)

Esta métrica tiene asociado el Lagrangiano de la ecuacién (2.18]) como se
menciona en la seccién Si se consideran particulas siguiendo geodési-
cas radiales (¢ = 0), la ecuacién que describe el movimiento es:

2M

i?=e®—(1— —) (3.42)



3.3. COLAPSO ESFERICO DE POLVO 29

con e la constante de movimiento que sale de las ecuaciones de lagrange
para t.

Imponiendo la condicién de partir del reposo en r = Ry, se puede encontrar
que la energia de la particula es:

2M
2
=1-— 3.43
=1-3 (3.43)
Sustituyendo en la ecuacion ((3.42)) se llega a:
2M  2M
.2
=— - — 3.44
" r Ro ( )
Resolviendo la ec. diferencial e imponiendo que 7 = 0 en r = Ry se llega a:
/ Rg r 2\ /2 2r
T = 87M 2 <_R0 — Rig 4+ arc cos Rio -1 (345)

Definiendo un pardmetro 1 como 1 = arc cos (}% — ) [19] y recordando la

identidad sin (arccos (z)) = V1 — 22, se puede reescribir a 7 en términos
de este parametro.

RS 1/2

T = <8]\04) (n+sinn) (3.46)

El pardmetro n va de n = 0 a 7 = m, que se traduce en el intervalo de
r = Ry a r = 0. Diferenciando ambos lados de la ecuacién anterior se
obtiene que:

Rj

1/2
dr = (8]\4) (1 + cosn)dn (3.47)

Escribiendo la 3-métrica de Schwarzschild para el radio de la esfera de polvo
en términos del pardmetro 7, se obtiene:

ds?,; = —dr* + r?dQ?
2

1 2 Ro 2 2
1+ +dQ2
(14 cosn) [ (2 ) dn® +d

Comparando los coeficientes de d2? en las métricas (3.40) y (3.48) se ob-

tiene:

(3.48)

Ry = an, sin xo (3.49)
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Y comparando los términos de dr?, se obtiene:

Rj
Que con la relacién anterior se llega a:
2M = a,, sin xo° (3.51)

Estas dos ecuaciones dan la relacién entre los parametros, a,, y Xxo de la
métrica en la regién interior y Rg y M de la métrica en la region exterior.
Estas relaciones ayudan a pegar las 3-métricas de manera uniforme, pu-
diendo pasar de una a la otra a través de la superficie de la esfera de polvo
sin mayor complicacién y haciendo el espacio-tiempo un continuo. Asi se
completa la solucién de colapso gravitacional.

3.4. Superficies atrapadas

En una variedad diferencial 4-dimensional M, se pueden describir su-
perficies de dimensiones inferiores. En particular, cuando se usa una métrica
sobre una variedad diferencial para describir un espacio-tiempo se pueden
encontrar superficies muy particulares, tal es el caso de las superficies atra-
padas cuando se habla de agujeros negros.

Las superficies atrapadas son, como su nombre lo indica, superficies en el
espacio-tiempo a partir de las cuales los objetos no pueden volver por don-
de llegaron debido a la curvatura presente. Dicho de otro modo, sea ¥ una
hipersuperficie tipo-espacio, una superficie atrapada en Y es una superficie
S, 2-dimensional, cerrada cuya caracteristica principal es que las geodésicas
nulas dirigidas al futuro ortogonales a S (entrantes y salientes) convergen
localmente en S. Estas superficies son pruebas matematicas de cémo la
gravedad de un objeto deforma la estructura del espacio-tiempo y modela
superficies con caracteristicas especiales.

Un ejemplo de esto se puede obtener si se considera el colapso de materia
en un espacio-tiempo vacio de Schwarzschild. Cuando la materia se colapse
por debajo de r = 7y, a un tiempo dado (con ¢ fijo), una 2-esfera (a un r
fijo y 0 y ¢ libres) puede ser encontrada en el espacio-tiempo vacio entre
r = 1, v el radio de esfera colapsante, esta 2-esfera es lo que se conoce
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como superficie atrapada [20]. Esto puede entenderse mejor si se compara
con Minkowski. En el espacio-tiempo de Minkowski, en coordenadas esféri-
cas, tomando un punto en una grafica de t vs r (esto es una 2-esfera) se
puede identificar que los rayos de luz dirigidos al futuro pueden tomar dos
direcciones distintas. Por un lado, los rayos “salientes” representaran una
disminucién en el radio de la 2-esfera, mientras que los rayos “entrantes”
representaran un aumento en el radio de la 2-esfera. En el caso de Sch-
warzschild, una vez que el radio es menor a rp los rayos de luz dirigidos
al futuro provenientes de esta 2-esfera solo pueden llevar a radios cada vez
mas pequenos, esto hace que los rayos de luz dirigidos al futuro converjan
en ambas direcciones.

Para encontrar matemaéticamente una superficie atrapada, se puede utilizar
el concepto de la expansién de los rayos de luz. Para explicar este concepto
es necesario hablar antes de congruencia de geodésicas. Una congruencia
es un conjunto de curvas en una regién abierta del espacio-tiempo tal que
todos los puntos de la regién pertenecen a alguna de las curvas [21]. Sea
u* el campo vectorial tangente a una congruencia geodésica 4-dimensional
tipo-tiempo (como la 4-velocidad de algin fluido sin presién). Ahora, sea
v# un vector de separacién apuntado de una geodésica a otra geodésica
vecina, este vector obedece:

u’V,ut = BEv” (3.52)

siendo B,, = V,u,. Este tensor puede ser tomado como una medida de
error al transportar paralelamente al vector v¥ a lo largo de la congruen-
cia. Al ser un tensor de rango (0,2), se puede descomponer en su parte
antisimétrica y simétrica. Esta tltima, puede ser descompuesta en su tra-
za y su parte libre de traza al usar el tensor de proyeccién definido como
P}l = 6! + u'u,,. El resultado serd [21]:

L

BW:3

0P + 0 + wpw (3.53)
donde el término o, = By, — %HPW describe la distorsién en la forma,
el término wy, = By, describe la rotacion y finalmente ¢ describe la ex-
pansién de la congruencia y estd definida como § = V,u*. La expansién es
una medida de la tasa de cambio en la separacion entre dos rayos de luz
que se propagan en diferentes direcciones en el espacio-tiempo.
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En una superficie atrapada, la expansién de dos geodésicas nulas sera siem-
pre negativa en todas las direcciones espaciales. Esta expansién de geodési-
cas nulas se puede expresar en términos de una ecuacion diferencial ordina-
ria llamada ecuacion de Raychaudhuri. Esta ecuacion relaciona la expansiéon
con la curvatura del espacio-tiempo y, usando la ecuacién de Einstein ,
también relaciona la expansién con la distribucién de la materia y de la
energia. Si se evoluciona en el tiempo una superficie cerrada con la ecuacién
de Raychaudhuri y la expansion resulta ser negativa en todas las direcciones
en algin momento en el futuro, la superficie evolucionada es una superficie
atrapada.

Resumiendo, una superficie atrapada S es una superficie 2-dimensional (en
el caso que el espacio-tiempo sea 4-dimensional) en donde las geodésicas
nulas dirigidas al futuro y ortogonales de S salientes y entrantes tienen una
expansién 6 negativa en S.

Las superficies atrapadas se encuentran dentro del horizonte de eventos y
estan relacionadas con el horizonte aparente. Estos horizontes son superfi-
cies muy especiales y seran abordadas a continuacion.

3.4.1. Horizontes

En el campo de los agujeros negros existen diferentes tipos de horizon-
tes, el entendimiento de estos horizontes es de ayuda para entender mejor
la estructura causal de estos objetos extremadamente densos. Cada uno de
los horizontes cuenta con caracteristicas que los definen pero no siempre se
encuentran en lugares del espacio-tiempo diferentes. Los tres tipos de hori-
zontes que se discutiran son el horizonte de eventos, el horizonte aparente
y el horizonte de Cauchy.

El horizonte de eventos es uno de los horizontes mas famosos, es una hiper-
superficie a partir de la cual los objetos no pueden escapar del agujero negro
yva que es unidireccional, s6lo se puede atravesar desde el exterior hacia el
interior. En esta hipersuperficie nula, todos los eventos en el exterior estan
causalmente desconectados del interior, haciendo que los observadores fue-
ra del horizonte no puedan recibir senales del interior, aunque el interior si
puede recibir informacién del exterior.

El horizonte de eventos separa al espacio-tiempo en dos regiones dividi-
das de acuerdo al comportamiento de los rayos de luz (o los objetos en
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general). Afuera de él, la luz (los objetos) estd conectada por una curva
tipo-luz (o tipo-tiempo) al infinito y lo puede alcanzar, lejos del agujero
negro. Por otro lado, en el interior del horizonte, la luz (o cualquier ob-
jeto) irremediablemente terminard en un punto en especifico. Ese punto
serd la singularidad, como la que se forma en el estado final del colapso
gravitacional de polvo y una vez presente, estara cubierta por el horizonte
de eventos en todo momento, siempre y cuando se hable de una solucién
“genérica” [21].

El ejemplo que se conoce y que se ha mencionado anteriormente de ho-
rizonte de eventos es 7 = 73 en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Esta
superficie es peculiar debido a que si una particula va cayendo al interior
del agujero negro de Schwarzschild y un observador en el infinito sigue su
trayectoria, el observador nunca vera que la particula cruza r = 7.

Estas hipersuperficies, los horizontes de eventos, caracterizadas por una
funcién f(x) = cte son nulas, esto quiere decir que su gradiente d, f (nor-
mal a la hipersuperficie S) es cero. Pueden pensarse como una coleccién de
geodésicas nulas z#(\) llamadas generadoras de la hipersuperficie [21].
Dependiendo del espacio-tiempo sobre el que se estudie, el horizonte de
eventos estara parametrizado de cierta manera; en el caso de una métrica
estacionaria, es facil definirlo matematicamente. En este tipo de métrica,
uno de los vectores de killing es d; y se puede adaptar la métrica tal que
el tensor métrico satisfaga que 9;g" = 0. En t = cte y 1 lo suficientemente
grande se puede adoptar un sistema de coordenadas tal que sobre la hi-
persuperficie S se vea como Minkowski en coordenadas esféricas. Por otro
lado, si se aleja lo suficiente y se fija el radio, lo que se veran son cilindros
infinitos tipo-tiempo con r = cte. Existe un sistema coordenado tal que
estas hipersuperficies seguiran siendo tipo-tiempo hasta que se disminuya
a un cierto r = rp donde la hipersuperficie S pasa a ser nula y se le de-
nominard el horizonte de eventos. Determinar dicho punto es sencillo, se
necesita saber en qué valor de r = cte la hipersuperficie se hace nula (puede
ser otra funcién f = cte). Para ello se toma la 1-forma 0,r y se busca en
qué punto su norma se anula, esto es:

g"0,(r)0u(r) =0 (3.54)

En el caso de Schwarzschild (un caso estdtico) esta ecuacién da como re-

sultado ¢"" = 1 — ™ = 0, que se traduce como 7 = 73, tal como es de
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esperarse.
El horizonte de eventos es el limite de la regién cuyos eventos no pertene-
cen al pasado causal del futuro nulo infinito. Es por ello que se considera
una propiedad global del espacio-tiempo, esto implica que no se puede lo-
calizar con experimentos locales en un intervalo de tiempo finito. Debido a
eso, este horizonte puede no ser muy 1util para evolucionar agujeros negros
dindmicos al ser no-local en el tiempo, para estos casos es preferible usar
el horizonte aparente.

El horizonte aparente es una superficie 2-dimensional espacial cuando la
coordenada temporal t es constante [22]. Este horizonte puede estar trasla-
pado con el horizonte de eventos bajo ciertas circunstancias, tal es el caso
de un objeto estacionario en el cual ambos horizontes son el mismo. El ho-
rizonte aparente depende del encajamiento de esa superficie (el horizonte)
en el espacio-tiempo [22] y es el limite entre los rayos de luz que se dirigen
hacia el exterior y se mueven al exterior y los que se dirigen al exterior
pero se mueven al interior. A diferencia del horizonte de eventos, es una
nocién local del limite del agujero negro. Una definicion mas clara de esta
superficie estd relacionada con las superficies atrapadas ya que es la super-
ficie atrapada mas exterior o el limite de la unién de todas las superficies
atrapadas.

Este horizonte depende de la posicién y velocidad del observador, por lo
que puede ser distinto para diferentes observadores. Es decir, un objeto
puede estar dentro del horizonte aparente de un observador, pero fuera del
horizonte aparente de otro observador en una posicién diferente. A diferen-
cia del horizonte de eventos de aqui si se puede escapar.

El término de horizonte aparente es muy importante para la relatividad
numérica ya que el gasto computacional es menor con respecto al horizonte
de eventos y es de ayuda para extirpar la region del agujero negro junto
con la singularidad para tener un céalculo estable.

Ambos horizontes tenderdn asintéticamente a la misma superficie conforme
el agujero negro comience a asentarse. Si el horizonte aparente existe, se
formara el horizonte de eventos fuera de éste (o serdn el mismo) aunque
esto no aplica para algunas teorias de gravedad modificada.

El dltimo horizonte es el horizonte de Cauchy el cual es una superficie en el
espacio-tiempo tal que las perturbaciones dentro del horizonte s6lo pueden
ser influenciadas por eventos que ocurran en el interior y las perturbacio-
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nes fuera de este no pueden ser influenciadas por esos mismos eventos. Esta
superficie no tiene restricciones para ser atravesada como el horizonte de
eventos. Es la regién en donde la evolucién estd dada tnicamente por las
condiciones iniciales [I0].

3.4.2. Singularidades

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, los horizontes y las sin-
gularidades estan estrechamente relacionados. Los teoremas de la singula-
ridad de Hawking-Penrose establecen que si se satisfacen las condiciones
de energia (ver sec. , el espacio-tiempo es hiperbdlico, la relatividad
general es valida y si se forma una superficie atrapada durante el colapso,
la aparicién de la singularidad es inevitable [23]. Sin embargo, la prediccién
de la formacién de una singularidad es vista (a falta de evidencia empirica)
como un indicativo del fallo de la relatividad general para modelar estos
objetos [24]. Un intento por solucionar este problema es proponer modelos
de relatividad general acoplados con teoria cuantica o introducir conceptos
relacionados a teorias no-lineales.

La singularidad se habra formado si existe alguna geodésica que no puede
extenderse dentro de la variedad, sin embargo termina en un valor finito de
un parametro afin, esto se conoce como incompletitud de geodésicas [21].
Se puede saber en qué punto de la variedad existe una singularidad fisi-
ca revisando divergencias en los escalares invariantes de curvatura, pero su
entendimiento “fisico” ain es un misterio ya que a la fecha no se han obser-
vado indicios de su existencia. Es por ello que se espera que en los agujeros
negros formados por colapso gravitacional, esta regién del espacio-tiempo
con densidad infinita no se alcance después de todo y haya un frenado que
detenga el colapso antes de su formacién.

El modelo de Bardeen del espacio-tiempo es el primero en donde una su-
perficie atrapada nula encierra una regién en cuyo interior no aparece una
singularidad, haciendo que la métrica sea regular, i. e. se puede tener una
solucién de agujero negro sin singularidad, un agujero negro regular [25].






Capitulo 4

Agujeros negros regulares

En la fisica, los agujeros negros juegan un papel muy importante para

la prediccion de eventos ya que debido a la curvatura extrema que generan
en el espacio-tiempo, producen efectos que otros objetos astrofisicos no.
Estos objetos existen de diferentes formas y propiedades, como lo son los
tipo Kerr (agujero negros rotantes). En el capitulo anterior se menciona la
existencia de una clasificacion de agujeros negros conocidos como agujeros
negros regulares los cuales tienen como caracteristica principal que no se
alcanza la singularidad. Eventualmente, podrian ser los agujeros negros que
existen en el Universo.
Una explicacién para que no se forme la singularidad en un agujero ne-
gro regular es que exista un frenado en el colapso, dejando asi una regién
central de densidad finita, un nicleo cuya vecindad tiene el comportamien-
to del espacio-tiempo de De Sitter. El primer modelo de estos objetos fue
propuesto por Bardeen en 1968 [25].

4.1. Agujero negro de Bardeen

Los agujeros negros regulares surgen de la idea de que las singularida-
des no se encuentran en el Universo y son producto de teorias clasicas de
la gravedad. Sakharov (fisico nuclear) y Gliner (cosmdlogo) sugieren que
la singularidad para fuentes de materia puede ser evitada considerando un
nucleo de Sitter en el centro del espacio-tiempo [26]. Basado en esta idea

37
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es que Bardeen propuso la primer solucién para un agujero negro estatico,
esféricamente simétrico y regular. En el interior de la métrica propuesta,
existe una regién que se comporta como una solucién de Sitter [27].

Mas adelante se planted la idea de usar las ecuaciones de campo de Eins-
tein en presencia de un campo electromagnético para reproducir el agujero
negro de Bardeen. Una de las maneras de obtener este agujero negro (y
de los agujeros negros regulares) es acoplando la relatividad general a la
electrodindmica no-lineal, interpretando al campo gravitacional de un mo-
nopolo magnético o eléctrico no-lineal como el modelo del agujero negro
regular. Este agujero negro se interpreta como un monopolo magnético en
una electrodindmica no lineal (NLED) acoplada a la gravedad [28]. Con-
trastando con Schwarzschild, la funcién f(r) en Bardeen (ver seccién

se escribe como: )
2Mr

=1 gym

donde ¢, es la carga magnética del agujero negro y M su masa. No fue
directa la interpretacion de ese parametro g, que al principio parecia no
tener una explicacion fisica, fue hasta que Ayoén-Beato y Garcia encontra-
ron que este agujero negro puede ser modelado si se considera que su fuente
es producto de una densidad lagrangiana L£(F') donde F' = F,, F* es el
tensor de campo electromagnético contraido [28]. A partir de esta propues-
ta, se han encontrado soluciones de agujeros negros regulares considerando
fuentes magnéticas o eléctricas, estacionarias o que incluyan rotacién y con
teorias de gravedad alternativas [27].

El agujero negro de Bardeen satisface la condicion de energia débil pero no
la condicién de energia fuerte, es por ello que una de las condiciones para
la formacién de la singularidad dadas por Einstein-Penrose no se satisface
y se vuelve regular. Asi, se forma un horizonte de eventos alrededor de
una regién atrapada pero sin la singularidad en su interior, dejando que la
métrica sea regular en todo el espacio-tiempo.

(4.1)

4.2. Agujero Negro de Hayward

Otro de los modelos de agujeros negros regulares mas famosos y que
actualmente se encuentra en discusion es el agujero negro de Hayward. En
el 2006 [24], Hayward propuso un agujero negro que en esencia, al igual
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que el de Bardeen, es una agujero negro de Schwarzschild modificado para
que sea regular.

Si se considera una métrica simétricamente esférica, estatica, asintética-
mente plana y con un tensor de energia-momento asociado que satisfaga la
condicién de energia débil (ver sec. , la estructura causal del espacio-
tiempo se puede visualizar como la de un agujero Negro de Reissner-
Nordstrom con algunas modificaciones para preservar la regularidad de
la métrica. La métrica de Reissner-Nordstrom estd dada por:

2 2\ !
T T
ds? — — (1_”1"‘3) d? + (1_”14_3) dr® + r2d0? (4.2)
r r r r

donde 7, representa la carga eléctrica. En r = 0 existe una singularidad
fisica pero al tratar con un agujero negro regular la regién donde se encon-
traba la singularidad pasa a ser un centro regular.

Primeramente, se considera que el comienzo del agujero negro es a partir
del colapso gravitacional y el fin es con su evaporacién. En la métrica de
Reissner-Nordstrom existiran dos horizontes conocidos como el horizonte
interior y el horizonte exterior los cuales se obtienen a partir de considerar

1— "t :—‘z = 0. Estos horizontes quedaran dentro de una regién estatica
y de manera local serdn horizontes atrapados [24]. Para poder describir la
evolucién de estos horizontes, y con ello la evolucién del agujero negro, se
asume que la métrica estatica y esféricamente simétrica estd dada de la
forma:

ds® = —f(r)dt* + f(r) " dr? + r2dQ? (4.3)

Esta métrica es en esencia la métrica (2.6]). Si es asintéticamente plano con
2M

masa M, se debe cumplir que para 7 — oo, f(r) — 1 — ==. esto es que se
vea como la métrica de Schwarzschild. Por otro lado, planitud en el centro
requiere que para r pequeno, f(r) =— 1 — Z—z, esto es que se vea como la
métrica de Sitter [29]. De este modo, el tensor de Einstein que se obtiene
con esa métrica a escalas pequenas cumple que G ~ z%' Por ello surge la
idea de una constante cosmoldgica efectiva A a escalas pequenas con una
longitud de Hubble /.

Con todo esto, Hayward propone que la funcién f(r) sea:

2Mr?

=1 e (44)
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siendo £ una escala fundamental. Cuando la escala fundamental es cero, se
recupera la solucién de Schwarzschild.

De acuerdo a la métrica , una superficie estd atrapada si f(r) < 0
y no lo estd si f(r) > 0. Los horizontes son las superficies que satisfacen
f(r) = 0. En el caso de esta métrica estatica, estos horizontes también
son horizontes de Killing [30]. A partir de la forma de la funcién f(r) y
dependiendo del valor de la masa M y del pardmetro ¢ pueden existir dos
horizontes, un horizonte o ninguno, lo que traduce como un agujero negro,
un agujero negro extremo o ningin agujero negro respectivamente. Si se
deja fija la escala fundamental, se pueden encontrar los ceros de f(r) y
llegar a un valor de masa minimo para que se forme el horizonte de Killing.

Este valor es M = %E, en cuyo caso sblo se tendra un tnico horizonte de
Killing degenerado en r = v/3¢. Si M < %E la funcién f(r) siempre serd

positiva y no se formara el agujero negro. Cuando M > %E se tendran
dos horizontes, el interior y el exterior.

En el agujero negro de Hayward, la materia puede ser descrita con una
ecuacién de estado politropica como resultado de la unién suave del in-
terior y exterior. Usando la métrica obtenida con la funcién f(r) dada
anteriormente y con la fuente de un fluido anisotrépico dado por [29]:

302 M2
R P e N Y V) (4.5)
302 M2 (13 — M2
Do = Pp = ( ) (4.6)

m(r3 +2M¢2)3

se obtiene una solucion a las ecuaciones de campo de Einstein.
Para tener una imagen mas detallada del agujero negro de Hayward es pre-
ferible sustituir la coordenada del tiempo estatico t por el tiempo avanzado
v, este tiempo avanzado satisface:

dr

v=1+ w (4'7)

Por lo que al obtener el diferencial y elevarlo al cuadrado:

2 o (N 2
dt* = d +<f(r)) f(r)dd (4.8)
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Y la métrica (4.3)) queda como:
ds* = —f(r)dv? + 2dvdr + r2dQ> (4.9)

Suponiendo que la masa M depende también del tiempo avanzado v, los
tensores de energia momento para la diagonal seguirdn siendo los mismos
pero se anadird una componente adicional referente a la combinacién de r
y v siendo estd equivalente a:

e M)
Vo An(r3 4 202 M)2

(4.10)

con M’ = %—Af.

Cuando £ = 0 o r es lo suficientemente grande, se recupera la solucién de
Vaidya. El espacio-tiempo de Vaidya se puede interpretar como una fuente
esféricamente simétrica que radia fotones al exterior. Esta emisién continua
de fotones causa que la fuente tenga un cambio de masa M dependiendo
de la coordenada v. En el centro del espacio-tiempo de Vaidya se crea una
singularidad, sin embargo, en el modelo radiativo propuesto por Hayward
el centro permanece regular con una densidad de energia central dada por
€= ﬁ [24], por lo que el valor de la escala fundamental es lo que evita
esa irregularidad.

Dependiendo de la derivada de M’(v) el flujo de energia serd positivo (si
crece M(v)) o negativo (si decrece M(v)). A partir del flujo de radiacién
entrante y saliente, se puede dar una imagen del proceso de formacién y
evaporacion del agujero negro regular de Hayward. Lo primero es establecer
seis tiempos avanzados consecutivos y considerar que M'(v) es continua
en las regiones delimitadas por estos tiempos. Estas regiones se pueden

caracterizar como:

» v hasta un valor v, con M(v) =0

v de v, hasta un valor v, con M'(v) >0

v de v, hasta un valor vy con M(v) = My > %é — M'(v) =0

v de vg4 hasta un valor vy con M'(v) < 0

v a partir de vy con M(v) =0
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Ademas, los puntos vy € (Vq,vc) ¥ Ve € (vg,vf) con M(v) = %6 son los
tiempos en los que se presentan los horizontes interior y exterior, los cuales
se unen en esos momentos formando una regién cerrada y compacta. Den-
tro de estos horizontes se encuentran todas las superficies atrapadas.
Como se mencionoé anteriormente, la derivada de la funcién M (v) es la que
regula el flujo de energia. Durante el intervalo de tiempo (v,, v.) el flujo de
energia es positivo y es interpretado usando la radiacién de Hawking. En
el intervalo de tiempo (vg,v¢) hay un flujo de energia negativo, el cual es
modelado por creaciéon de pares de particulas entrantes con energia nega-
tiva y particulas salientes con energia positiva. En esta fase se genera una
superficie de creacion de pares para un radio rg > 1y, fuera del agujero
negro.

Para poder modelar matematicamente esta superficie, se considera una
métrica tipo Vaidya de la forma:

ds* = — f(r)du® — 2dudr + r*dQ> (4.11)

donde se supone un tiempo u tal que u =t — [ % y una funcién de masa
N (u). Se ajusta el punto inicial de esta métrica de modo que r = ¢ cuando
u = v. De este modo, cuando r > 7y a partir del tiempo avanzado v > vg
se asume que el espacio-tiempo se comporta con esta nueva métrica, tal
que u va de vy hasta un valor vy con N(u) = M (u). Para los tiempos de u
anteriores a vg se fija N(u) = M.

Con esto, ya se tiene la imagen completa del agujero negro de Hayward.
Se comienza con un espacio-tiempo plano hasta que al tiempo v, comienza
el flujo de energia positivo para en v, inicie el colapso gravitacional y con
ello, la formacién del agujero negro. En v, ha colapsado por completo y se
mantiene en un estado estatico con una masa My hasta que en vy comienza
la evaporacion y la creacién de pares en la superficie que estd fuera del
agujero negro. A partir de v, desaparecen los horizontes y en vy el agujero
negro se evapora por completo y termina la creacién de pares, dejando un
espacio-tiempo plano. El horizonte interno nunca alcanza el centro r = 0,
donde la singularidad se formarfa. En la figura se muestra el proceso
completo. Debido a que en la fase de evaporacién la radiaciéon de Hawking
considera energias negativas, los teoremas clasicos de Hawking-Penrose de
formacion de la singularidad son compatibles con este agujero negro, a dife-
rencia del de Bardeen en donde a partir de cierto radio minimo, la condicién
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Figura 4.1: Diagrama de Penrose para el agujero negro regular de Hayward
a partir de [24].
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de energia fuerte se invalidaba [29]. Ademads, no se forma un horizonte de
eventos en el agujero negro de Hayward [24]. Un dltimo punto importante
a remarcar es que el agujero negro de Hayward en lugar de contar con una
singularidad fisica, se tiene una regién finita central de alta densidad.

Los agujeros negros regulares, incluyendo al de Hayward y al de Bardeen,
han sido objeto de estudio los tltimos anos en un intento por entender de
mejor manera estos objetos y darles una interpretacion fisica y posible. Uno
de los métodos mads usuales para darle explicacién fisica a esta regularidad
es usando electrodindmica no-lineal acoplada a la relatividad general para
encontrar soluciones libres de la singularidad fisica que la teoria convencio-
nal presenta.

4.3. Electrodinamica no-lineal

Las extensiones no-singulares del espacio-tiempo formado por aguje-
ros negros regulares han llevado a pensar en modificaciones en la materia
acoplada a la teoria de la relatividad general, siendo la electrodindmica
no-lineal un buen candidato para llegar a resultados interesantes.

La electrodindmica no lineal (NLED por sus siglas en inglés) es una exten-
sién de la electrodinamica clasica que considera interacciones no-lineales
entre los campos electromagnéticos y la materia. Una motivacion de NLED
es que el campo electromagnético debe perder su linealidad a altas energias
debido a las interacciones con otros campos fisicos [31].

En esta teoria, las ecuaciones de Maxwell, que describen los campos elec-
tromagnéticos, se modifican para incluir términos no lineales, cambiando
el comportamiento de los mismos. Fue propuesta por primera vez en 1943
por Born e Infield [32] con el fin de remover la singularidad central para
una carga puntual y la divergencia de la autoenergia del electrén en la
electrodinamica clasica.

Al estudiar la electrodindmica no-lineal como una posible fuente de grave-
dad se pueden estudiar varias geometrias de interés no-singulares, como es
el caso en los agujeros negros regulares. Es por ello que en los tltimos afios
se ha usado como una herramienta para explicar la geometria interna de
los agujeros negros donde se evita la singularidad.

Como ya se mencioné previamente, en los agujeros negros regulares se evita
la formacién de la singularidad fisica; para lograrlo se propone utilizar un
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tipo de materia que viole la condicién de energia fuerte. Una manera de
clasificar las soluciones regulares a las ecuaciones de campo es por medio de
la juntura que presentan. Si no hay juntura se dice que es una solucién con-
tinua en el espacio-tiempo. Con el agujero negro de Bardeen, Ayén-Beato
y Garcia propusieron que estos agujeros negros podian ser interpretados
como un monopolo magnético en el marco de la electrodindmica no-lineal
tal que se satisfaga la condicién de energia débil.

Existen diversas soluciones regulares a las ecuaciones de campo las cua-
les abarcan a los agujeros negros cargados eléctricamente, agujeros negros
magnéticos y agujeros negros cuya fuente es un monopolo. También exis-
ten soluciones regulares que consideran un interior lleno de materia (que
pueda violar alguna de las condiciones de energia) hasta una superficie que
respeta las condiciones de juntura y un exterior que puede ser representado
con la métrica Schwarzschild o de Reissner—Nordstrém.

Se ha demostrado [31] que existen diferentes densidades lagrangianas £(F')
asociadas a soluciones de agujeros negros con un centro regular y un com-
portamiento tipo Reissner-Nordstréom para r grande con una configuracién
eléctrica. Del mismo modo, existen soluciones regulares con configuracion
puramente magnética. En el caso de los agujeros negros estaticos, el mode-
lado puede ser logrado inicamente con una carga eléctrica o magnética [31].
Se puede mostrar que con un lagrangiano no-lineal adecuado para el cam-
po electromagnético es posible llegar a una solucién regular con una regioén
central cuya ecuacién de estado efectiva es de la forma p = —e.

El acople de la relatividad general con la electrodindmica no-lineal se puede
visualizar por medio de la accién. La accién S, tomando en cuenta la geo-
metria del espacio-tiempo (accién de Einstein-Hilbert) acoplada a la parte
de NLED (Lnr1ED), estd dada por:

S = /d4:c |g|(§ — Lyzep(F)) (4.12)

donde R es el escalar de curvatura de Ricci, g es el tensor métrico con-
traido, kK = 4w o % dependiendo de las unidades y Lnrep(F) es la densidad
lagrangiana dependiente del tensor de campo electromagnético y conside-
rando que en el régimen de campo débil debe tener el limite de Maxwell
(L — Fsi F — 0) [31]. Esta densidad lagrangiana £(F') se encuentra dada
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a sSu vez por:
—dp (aF)(V+3)/4
(1 T (aF )7 /A walv

donde « es el acople de la electrodindmica no-lineal y u, v son constantes
que dependen del tipo de agujero negro que se quiera modelar [14] (u = 3,
v = 3 para Hayward).

Gracias a la electrodindmica no-lineal es posible modelar objetos como el
agujero negro regular de Hayward usando un pardmetro conocido como la
carga magnética, la cual sera la encargada de evitar que durante el colap-
so se alcance la singularidad. Para lograrlo, a grandes rasgos, lo que hay
que hacer es suponer un colapso de polvo esférico, hacer las correcciones al
tensor de energia-momento adecuadas para violar alguna de las condicio-
nes de energia, proponer una forma de la métrica exterior y pegarla a la
interior con las condiciones de juntura. Todo esto se verd a mas detalle en
el siguiente capitulo.

LNLED = (4.13)



Capitulo 5

Colapso regular

En este capitulo se revisara la formaciéon de un agujero negro regular

tipo Hayward mediante el colapso de una nube de polvo en simetria esféri-
ca. El enfoque utilizado es el mismo presentado en [14] en donde supone
que la materia en regiones de muy alta curvatura tiene un comportamien-
to que no satisface la condicion de energia fuerte. Se muestran ademads
las modificaciones necesarias en el tensor de energia-momento para evitar
la formacion de una singularidad. Se hace también una reformulacién del
colapso esférico de polvo que da lugar a un agujero negro singular de Sch-
warzschild presentado en el capitulo que sirve para su generalizacién en
el caso regular.
Para describir un espacio-tiempo y explicar los eventos fisicos que ocurren
en él, se utiliza el tensor métrico. Este tensor puede presentar singulari-
dades, las cuales pueden aparecer al final del colapso gravitacional si se
cumplen ciertas condiciones enunciadas en los teoremas de singularidades.
Estas condiciones son [14]:

I La validez de la relatividad general durante el colapso.
II La validez de las condiciones de energia.

IIT La hiperbolicidad global del espacio-tiempo (para poder predecir even-
tos).

IV La formacién de superficies atrapadas en algin momento del colapso.

47
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Dado que no se ha observado alguna singularidad en el Universo, se especula
que en cierto momento del colapso se debe violar alguna de las condicio-
nes para su formacién [I4]. Esto llevaria a pensar que cerca del final del
colapso existe una fuerza repulsiva (una posible presién de degeneracion)
que detiene la fuerza gravitacional y, con ello, el agujero negro no termine
en la singularidad.

En las siguientes secciones se hace un repaso del colapso esférico de pol-
vo homogéneo y se muestra los resultados conocidos para la formacién de
un agujero negro singular (Schwarzschild en el exterior). Posteriormente y
siguiendo a [I4], se modifica la densidad de energia en la regién de cur-
vatura fuerte para modelar la formacién de un agujero negro regular tipo
Hayward en el exterior. Al final del capitulo se describen los horizontes
presentes en el espacio-tiempo resultante y se comparan los horizontes del
espacio tiempo de Schwarzschild y Hayward.

5.1. El colapso esférico

La métrica para describir el colapso esférico en el interior en coordena-
das coméviles estd dado por [I4]:

ds? = —e®dt? + e*dr? + C%d0? (5.1)

donde v, ¥ y C' son funciones que dependen unicamente de r y de t. La
funcion C es la funcion de radio de area y describe el radio de las esferas
con r constante.

Para describir la materia se utilizard un tensor de energia-momento de
un fluido perfecto isotrépico e inhomogéneo. En el marco de referencia de
reposo local del fluido, este tensor tendra la forma:

T = (e(t,r) + p(t, r))utu” + p(t,r)g"" (5.2)

Considerando la conservacién del tensor de energia-momento para la com-
ponente radial, i.e. V,T*" = 0 , se puede obtener una ecuacién que rela-
cione la funcién v con cantidades descritas por p y e:

/
R (5.3)
€E+p
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donde ’ es la derivada respecto a r.

Por otro lado, en un espacio-tiempo esféricamente simétrico, la distribucién
de materia estd dada por una funcién F(r,t) llamada masa de Misner-
Sharp. Esta funcién se puede interpretar como la cantidad de energia dentro
de una esfera de radio r en un tiempo ¢ [33]. En este espacio-tiempo se puede
ver como [14]:

F=C(1—-e 20?4+ e C? (5.4)

donde ’ es la derivada con respecto a r y ~es respecto a t.

Usando estas dos ecuaciones ( y ) y las 3 ecuaciones de campo
obtenidas con el tensor de Einstein, se tienen un total de 5 ecuaciones para
6 variables (v, ¢, F, p, € y C). Para cerrar el sistema de ecuaciones es
necesario identificar la ecuacién de estado del fluido, la cual puede ser de
la forma p = p(e).

Para asegurar que la densidad y presién sean regulares y que la funcion de
masa se comporte bien en el tiempo inicial ¢; es necesario imponer condi-
ciones iniciales a las funciones C' y F'. La componente tt de las ecuaciones
de Einstein se reduce a:

FI
INete]
Para el tiempo inicial ¢; se escoge que la funcién de radio de area sea
C(r,t;) = r y se define un “factor de escala” a(r,t) tal que C(r,t) =
ra(r,t) cfr.[14]. De este modo, el colapso esté descrito por a < 0. Con esta
nueva manera de escribir C', el comportamiento de F' debe ser tal que € no
diverja cuando r — 0. Una solucién trivial es F(r,t) = r3m(r,t) con m(r,t)
una funcién que es constante # 0 en ¢ = t;. Por tltimo, por la definicién
de la masa de Misner-Sharp (ec. ) en un tiempo inicial:

€ (5.5)

1 — e~200n
,r.2

m(r,t;) = a ( + e2”a2> (5.6)

Se le pide a la funcién m(t;,r) que sea regular cuando r — 0, por lo que si
el término e~2¥C"2 = 1 +12b(r,t) con b(r,t;) # 0, se cumple la regularidad
de m al inicio. De este modo, el sistema de ecuaciones queda como:

3m+rm/
€= latrd) (5.7)
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m
== 5.8
P=—g (5.8)

rb a
=2/ .

1+172b Va—H”a’ (5.9)

/
R (5.10)

€E+p

m = ale”?a* - b) (5.11)
p=ple) (5.12)

Estas ecuaciones ayudan a describir el colapso al interior de un cierto radio
rp (con b de “boundary”).

Como el colapso sera modelado usando una nube de polvo, lo mas na-
tural es que para el exterior se use una métrica del tipo:

2

A 20 (5.13)
)
con f(r) = 1—2M(r)/r y M(r) una funcién tal que para r grande se
recupere la métrica de Schwarzschild en vacio, i.e. M(r) — My cfr.[14].
Es importante este limite ya que la métrica de Schwarzschild describe un
agujero negro estatico una vez que el limite de la nube que se encuentra
colapsando cruce el horizonte cfr.[T14]. Asi, el interior y el exterior estardn
acoplados en la regién r, siempre y cuando se cumplan las condiciones de
juntura.

Dada la métrica , las ecuaciones de campo en su forma Gb, = T yel
escalar de Kretschmann son:

ds® = —f(r)dr® +

—2M'(r)

70—l — 2= V' 5.14
0 1 r2 ( )
_M//
T8 =T5 = —M(r) (5.15)
T
48M?  16M AM, M, 8M2 4M,. M,, M?
K=—%—"35 (5~ JHA— g 5t 3) (510)

De K se puede ver que para evitar la singularidad es suficiente pedir que
para r — 0, la funcién M (r) — r3cte, ya que de ese modo K queda finito.
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X

Figura 5.1: Diagrama del colapso esférico de la nube de polvo. La linea azul
separa las regiones interior M~ y exterior M™ y representa a la hipersu-
perficie X.

Ademas, para r tendiendo a 0 o a infinito f(r) — 1. De ese modo, para un
r pequeno, f(r) = 1—2r2cte, lo que resulta en 2 o 0 raices correspondientes
a 2 horizontes o a ninguno, respectivamente cfr.[14].

Para poder unir estas dos formas de la métrica (ec. y ec. (5.13)) es
necesario revisar las condiciones de juntura.

5.1.1. Condiciones de juntura en colapso

La nube colapsando (regién M ™) se separa del exterior (region M™)
por medio de una hipersuperficie 3-dimensional ¥ asumida tipo-tiempo la
cual se va desplazando al interior de la nube (ver fig. [5.1)).

La métrica en todo el espacio-tiempo se puede escribir como gljfy para
cada regién (con coordenadas z*¥) y como una métrica inducida 7, para
Y (con coordenadas y®) cfr.[I4]. La primer condicién de juntura dice que
la métrica inducida debe ser continua de los dos lados de 3, esto ya se
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discutié en la seccién Se puede expresar la métrica en 3 como [14]:

H v
+ 81} axi 4

+
r}/ab — aya Tyb‘gﬂl’ e egezg/il/ (517)

Y para que sea igual de ambos lados de la hipersuperficie se requiere que
Yab] = 7y — 70 =0

La segunda condicién de juntura se construye a partir de la curvatura
extrinseca, definida como:

Kab = guunuvaeg (518)
con n, = % (® = 0 es la forma paramétrica de ) [I4]. La se-
zY 5z

gunda condicién requiere que la curvatura extrinseca sea igual en ambos
— Tt - _

lados de X, [Ku| = K, — K, = 0.

Ambas regiones podrén ser “pegadas” al aplicar estas condiciones de jun-

tura. Si se considera una céscara esférica tipo-tiempo en un espacio-tiempo

dindmico arbitrario, dado por la métrica:

ds* = —A%dt* + B*dr* + D*dQ? (5.19)

se pueden llegar a las relaciones explicitas de las condiciones de juntura
dependiendo de las funciones A, B y D.

Tomando a ¥ en su forma paramétrica como ®(z#) = r — ry(t) = 0, la
métrica restringida a ¥ queda como:

ory 2
A2 - B2
<3t>

Por otro lado, la métrica en ¥ en coordenadas y®=7, 6 o ¢ es:

ds = — dt* + D?*dQ? (5.20)

dst = —dr? + Dy(7)dQ? (5.21)
Comparando ambas, se obtienen las relaciones:

Dy(7) = D(t(1),76(t(7))) (5.22)

2
<dt) = %(1 + B%1?) (5.23)
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con - para indicar la derivada respecto a 7.
Al usar la expresién para la curvatura extrinseca (ec. (5.18))) evaluada en
r =ry se llega a

B . B -2 . B A
K= To + Do o™ olobst A fy + B2 (5.24)
V1 + B2,2 A AB

B V14 B2r,?

Koo =D [ ZmD,+ Y2 p (5.25)
A B
Ky = sin® 0Ky (5.26)

donde A, By D estan evaluados en X, siendo la iltima ecuacién irrelevante
al tener simetria esférica. Asi, las condiciones de juntura proporcionan 4
ecuaciones para “pegar” las métricas, 'y,fu = Vo K/fu =K,,conp=r1o
6.
Ya establecida la forma de las condiciones de juntura, éstas pueden ser apli-
cadas a la situacién que se estd estudiando una vez que se fije la métrica.
Considerando el interior M~ con la forma de la métrica , la hiper-
superficie ¥ dada por &~ = r — r(t) = 0 y el caso en el que la frontera
comovil es constante (1, =cte), se puede obtener la relacién entre la métrica
y la métrica inducida [14].
dt
=
D(7) = Cy(t, 1) (5.28)

e’ (5.27)

Asi como la curvatura extrinseca explicita [14].
K. =veV (5.29)

Ky, =CCle™ (5.30)
con’ = %.
Por otro lado, sea el exterior M™* dado por la forma de la métrica ([5.13))
pero con coordenadas de la forma (7, R, 0, ¢) para diferenciarlo del inte-
rior, si 3 estd dada por @t =R — Ry(t) = 0 y Ry es la trayectoria radial
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de particulas en caida libre en el espacio-tiempo, de un modo anélogo al
resultado previo, se obtiene:

a7\ f(Re) +R2

(T 3
Dy(7) = Ro(T (7)) (5.32)
Kf—— Y (R4 f’2R) (5.33)

V/f+ 7éb2
K;é =RV f+ 7?.,1,2 (5.34)

Asi como se tomard una version semi-clasica del modelo de colapso (al con-
siderar un tensor de energia-momento que viole alguna de las condiciones
de energia), se tendré que considerar también una descripcién semi-clésica
en la geometria exterior del agujero negro (siendo esta una métrica regular
que puede ser obtenida a partir de considerar electrodindmica no-lineal,
ver . Para evitar la singularidad, se debe considerar un modelo de colap-
so de polvo homogéneo semi-clasico para el interior y ver las condiciones en
las que se puede acoplar al espacio-tiempo descrito por un agujero negro
regular [14].

5.2. Colapso de polvo

El colapso del polvo en el interior se obtiene de fijar p = 0 en las
ecuaciones ([5.7)-(5.12), dando como resultado que m = m(r) (ec. (5.8)),
y que v = v(t) (ec. (5.10)). Esta ultima funcién puede ser reescalada con
un tiempo comovil adecuado a v = 0 gracias a la ecuacién Ademés,
considerando una de las ecuaciones de campo (ec. ) se puede llegar a
que b = b(r). Con estos resultados y con la ecuacién , se llega a:

m(r)

a(r,t)

a*(r,t) = + b(r) (5.35)

Para imponer homogeneidad en el colapso se requiere que € = €(t). Si-
guiendo la ecuacién (5.7)), una solucién que cumple con homogeneidad es
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m =moy a = a(t), resultando en

3m
e(t) =~ (t)% (5.36)

Siguiendo la ecuacién para el factor de escala a, ec. (5.35)), y el resultado
anterior, se puede ver que:
.2 mo
a“(t) = —= + b(r 5.37
(1) = oy + 0 (5.:37)
De aqui se puede inferir que b = k =cte. Los valores de k pueden ser res-
tringidos a los valores de k = 0,=£1 por medio de un reescalamiento. Al
caso k = 0 se le llama “marginalmente ligado” y corresponde a particu-
las cayendo con velocidad nula en el infinito espacial cfr.[I4]. En ese caso
particular, se cumple:
. mo
a=—/— 5.38
: (5.39)
con el signo menos para representar el colapso. Integrando esta ecuacién,
se obtiene:

2/3
at) = <—;mt> +cte (5.39)

Tomando la condicién inicial para a mencionada en la seccién a(t; =
0) =1, se llega a:

alt) = (1 _ 2\/777015) " (5.40)

De esta tltima ecuacién se puede notar que la singularidad se alcanza a un
tiempo t, = 2/(3/mo).

Con estas restricciones para colapso de polvo homogéneo y considerando
las ecuaciones —, se pueden escribir las condiciones de juntura
en el interior como:

dt
=1 (5.41)
D(7) = rpa(t) (5.42)
Ko =0 (5.43)
K, = rpa(t) (5.44)
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en donde la tltima ecuacién es gracias a que e 2¥C"2 = 1.

EIPara la forma de la métrica en el exterior, el “pegado” se puede hacer
con la métrica de Schwarzschild ya que no debe existir flujo de materia del
interior al exterior atravesando un limite dado por r, =cte.

Con las ecuaciones — v lo encontrado para el interior de la nube
de polvo se llega a:

aT SR Mo) + R?

5.45
dt f(Rp, Mo) (5:45)
Ry(T (1)) = rpa(t) (5.46)
- Ry, M
1= \/f(Rb, M()) + Rb (5.48)
Si se toma f(R)=1— %, la ecuacién (5.47) puede ser escrita como:
. M,
Ry=——5 5.49
Imponiendo 2My = morg, se llega a:
fop = 0TS (5.50)
"7 aR2 '
Usando la ecuacion ([5.46]),
rpa morg
b = —
2rja’ (5.51)
__mo
242

siendo esta 1ltima ecuacién equivalente a derivar respecto de t la ecua-
cién ((5.38]).

Del andlisis anterior se puede decir que para polvo homogéneo la trayec-
toria de una particula en la superficie de la estrella es una geodésica. La

LCuando se fija la masa M (r) = Mo se estd suponiendo que el espacio-tiempo exterior
obedece la métrica de Schwarzschild.
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métrica debe ser continua en ambos lados de la superficie, un sistema. de
coordenadas 6ptimo para este trabajo en el exterior es la métrica de Sch-
warzschild en coordenadas de Lemaitre cfr.[14].

Las coordenadas de Lemaitre, como se mencioné anteriormente, represen-
tan un observador en caida libre y estan dadas por la ecuacién (2.25) que
puede ser escrita de la forma:

2M,
ds? = —dr? + O _dp® + R(p, 7)2dN> 5.52
R (p,7) (5.52)

2/3
con R(p,7) = [(p— ) 3*/° (200) /%
La trayectoria de una particula en caida libre que empieza en p = pg, 6 = 0y,
¢ = ¢o cumple que R(po, 7) = Ro(7). Haciendo uso de las ecuaciones ([2.23)

y (2.24) en la forma:

2 M, 2Mp\ !
dr =d 0220 gRr 5.53
T T+ R < R) ( )
R oMo\t
- (-0 54
dp = dT + 2M0< R) dR (5.54)

se puede encontrar la forma explicita de esta trayectoria si se usa el hecho

R 2 M, 2Mp\
dp—dr = [y =422 ) (1222 ¢
par <2MO ’R)( R) R

de que:

De donde para un p fijo, i.e. R(po, T) = Ro(T), se tiene:

R
—dr = 1/ﬁdno
0 (5.56)
dRy  [2M,
dr Ro
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Esta ecuacion es idéntica a la ecuaciéon de movimiento para colapso de pol-
vo marginalmente ligado (ec. (5.38))). Integrando y usando las condiciones
iniciales, esto es que Ro(0) = pg, se obtiene:

3 [2M, 23
Ro(T) = po (1 - = OT)

2\ pd (5.57)

= poa(T)

donde a(7) es un factor de escala adimensional. Comparando con la ecua-
cion de colapso de polvo homogéneo e identificando 2My = mgpg,
resultan ser la misma ecuacién.

Asi como se puede modelar el colapso de una nube de polvo homogéneo
con la métrica de Schwarzschild en el exterior de la nube, se puede modelar
el colapso de polvo homogéneo semi-clasico con una densidad de energia
efectiva con la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Lemaitre en el
exterior de la nube cfr.[14].

5.3. Colapso semi-clasico

Una manera en que se construye una solucién a las ecuaciones de campo
que no tenga una singularidad central es usar un modelo que viole alguna
de las condiciones de energfa.

Se pueden hacer correcciones semi-clasicas al tensor de Einstein para mos-
trar la invalidez de la relatividad general por medio de un tensor de correc-
cién G* cfr.[14], de modo que las ecuaciones de campo sean:

G + G =T, (5.58)

El tensor Gy;" se puede reescribir como una “correccion” al tensor de
energfa momento, 770", junto con el tensor que contiene la parte de materia
que puede o no violar las condiciones de energia. De este modo, obtenemos
un tensor de energia momento efectivo y las ecuaciones de campo ahora se
ven de la forma:

G =T5, =TH* + T (5.59)

El tensor de materia puede ser uno ya conocido como el de fluido perfecto
dado por la ecuacién (3.2)) , mientras que el tensor de correccién dependerd
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del cociente de la densidad de energia con la densidad de energia critica.
Esta densidad de energia critica aparece cuando las correcciones de la teoria
de relatividad general se vuelven importantes. Una manera de representar
la densidad de energia efectiva es [14]:

€of = €+ 62a1(ecr) + e3a2(ecr) + .. (5.60)

donde las a’s se obtienen de la expansion de T);J"™ para € < €.
Asi mismo, se pueden reescribir las ecuaciones (5.8) y (5.11f) para definir
Mef Y Pef COIMO:

Mef
met = ale™a% — b) (5.62)

Esta ultima ecuacion se cumple para una masa efectiva porque la defini-
cion de la masa de Misner-Sharp estd en términos de los coeficientes de la
métrica y no de las ecuaciones de campo de Einstein.

Si el tensor de energia momento efectivo es un fluido perfecto:

TY" = (€et + per)u’u” + perg"” (5.63)

con u* es la 4-velocidad del fluido. Se puede suponer que la densidad de
energia efectiva se puede separar en su parte de polvo y la correccién, i.e.
€cof = € + €corr, con el primer término del lado derecho representando la €

- . 2 :
de polvo. Con esta separacion y definiendo €corr = — = — se tiene que:
Ccr

62

€ef =— € —
€cr T €

— [6“] o (5.64)

€cr

—c [1+(6)]_1

€cr

Esta densidad de energia efectiva empata con la propuesta en la ecua-
cién . Las correcciones que se hagan al tensor de energia momento
pueden generar una repulsién al final del colapso que lo frene antes de que
se forme la singularidad. Una posibilidad para la forma de la densidad de
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energfa efectiva (inspirada por LQG [14]) con la forma de la ecuacién ([5.64))

es:
~y

14 (:)6] (5.65)

con 3y 7 constantes por determinar dependiendo del agujero negro que se
quiera modelar. La igualdad a la ecuacién se logra si se toma =1,
v = —1 y con el signo +.

Para este caso se toma la expansién efectiva en la densidad de energia y
no en la masa m o en el factor de escala a ya que de ese modo, en las
ecuaciones — se puede desacoplar de manera mas directa la parte
efectiva de lo demas. Partiendo de la ecuacién para polvo homogéneo
(m = cte,a = a(t)) y considerando a la densidad de energia como la densi-
dad de energia efectiva (a partir de ahora se usa el factor de escala efectivo
aer pero se sigue denotando como a) se obtiene:

€ef = €

3
€or = Z;ef (5.66)

donde se usa la ecuacién para obtener la forma explicita de la masa
de Misner-Sharp efectiva reescalada, mer = ad?.

Usando las ecuaciones anteriores y que la densidad de energia se puede
escribir como € = 36%, se llega a:

3mg v
1+ (ff’)ﬁ] (5.67)

3mo
)
a2 =" [1 + (@)?ﬁ] (5.68)
a a
377
o= ™m0 [1 n ]
a a

donde el signo menos de lado derecho en la ultima igualdad se usa para
referirse al colapso y se fija 3 = 1 para mantener hasta los términos de €
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en la expansién de la densidad de energia efectiva de la ecuacién (5.60)).
Se puede encontrar la presion efectiva per a través de:

mef
pef:_a,Q(.I
5.69
_ @ m o0
W a

donde la segunda igualdad es gracias a la ecuacion ([5.62)). Ahora, tomando
a a como ([5.68]) se llega a:

3
3mopay,

(ad; +a%)?

626Cr

(€cr + 6)2

Def = —
(5.70)

donde la segunda igualdad es gracias a que € = ?’a% V €er = 3;230. Finalmen-
Ccr

te, la ecuacién (5.63)) queda como:

2 2 2
o (e & _Cfa ) Y T 5.71
of < € t€  (€xr+€)? (€cr + 6)29 ( )

Y debido a que ppolvo = 0, se puede separar el tensor de energia momento
de la siguiente manera:

T8 = [+ O + 09 4 [ (——F P Yo P
= (e uhu — — wrut — ————
ef g €+ € (€x+€)? (€cr + e)2g
= T:(illvo + TCILgI/“I‘
(5.72)

donde la segunda igualdad es de identificar a pef = peorr. Asi, se puede
separar el tensor de energia momento efectivo en su parte de polvo y su
correccion, siendo ambos tensores de fluido perfecto.

La densidad de energia y presién efectivas (identificadas arriba por
y ) deben violar alguna de las condiciones de energia (definidas en
la seccion para evitar la formaciéon de la singularidad. Fijando los
valores €., e > 0, las validez de las condiciones de energia queda de la
siguiente manera.
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= Condicién de energia débil: Se debe cumplir que €of > 0y e+ per > 0.
La primer desigualdad es directa considerando la ultima igualdad de
La segunda también se cumple ya que:

2

€of T Pof = ﬁ

€

(5.73)

= Condicién de energia dominante: Se debe cumplir que €gf > 0y —€of <
Pef < €of. La primer igualdad ya se demostré. La segunda se cumple

debido a:
< e (5.74)
—e€e — €€ .
cr = € + Ecr — Cr
de donde
—€—€x < —€e< e+ € (5.75)

= Condicién de energia fuerte: Se debe cumplir que €qf > 0, €ef +per > 0
V €ef + 3per > 0. Las primeras dos desigualdades ya se demostraron y
la ultima se puede escribir como:

€€cr(€cr — 2€)

(et ca)? (5.76)

€of + 3Pet =
de donde se puede inferir que si € > <*, la condicién de energfa fuerte
NO se cumple.

Si se toma esta correccién semi-clasica al colapso de polvo, también se
debe revisar como es afectada la geometria del exterior fuera del borde de
la nube. Para ello, hace falta ver para qué condiciones el colapso descrito
por la ecuacion anterior se puede “unir” a una geometria exterior. En este
caso, se describird el exterior usando la métrica como un espacio-
tiempo con un agujero negro regular que pueda ser obtenido a través de la
NLED (ver apéndice [A)).

La funcién M (R) se puede escribir como:

MoRH

MR = s gy

(5.77)

donde ¢, es la carga de Hayward que evitara el colapso y p = 0 es la
solucién de Schwarzschild. Tomando en cuenta el escalar de Kretschmann
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K se obtiene una condicién para agujeros negros regulares, esto es que
w > 0 cfr.[14]. El caso del agujero negro de Hayward se obtiene al hacer
u=3yv=3.

Para unir los modelos es necesario usar las condiciones de juntura. A partir
de y tomando en cuenta que por homogeneidad el tiempo comévil ¢
es el mismo que el tiempo propio en 3, se obtiene:

iT A\ f(Re) + R}
e —f(Rb) (5.78)

Considerando una cédscara comévil (r = r,) y con ayuda de las ecuacio-

nes (5.28) y (5.32]), se obtiene:
Ry(T (1)) = rpa(t) (5.79)

A partir de las ecuaciones (5.33) y (5.43) y tomando M(R) dado por la
ecuacién (5.77)), la condicién de juntura para la curvatura extrinseca Ky

queda como:

f(M(Ry)) R
2

Mientras que con las ecuaciones (5.34) y ([5.44]) se tiene que, la condicién
de juntura para la curvatura extrinseca Kyg queda como:

rpa(t) = Ro\ f + Ry (5.81)

1= f(M(Ry)) + R}

Ry = — (5.80)

A partir de estas 4 ecuaciones, se pueden encontrar las condiciones necesa-
rias para poder pegar las métricas, estas son:

2My = riimg (5.82)
q = (rbacr)?’ (5.83)
i
- = — 5.84
=7 (5.84)

v=3 (5.85)
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En efecto, si se cumple lo anterior la ecuaciéon ([5.81)) queda como:

(D) -1 o 24m)
<rba(7f)>2 _ 2 Mo(rea)”
dt rya ((rpa)” + g2 )P/

a
- \/mo [1 . (acr)?’]”
a a
siendo esta ecuacion idéntica a ([5.68)) con el signo positivo. Un punto im-
portante a recalcar es que, por como fue definido el factor de escala a, para
que no exista la singularidad, @ debe tender a 0 cuando r — 0 con a siendo
finita en todo momento cfr.[14].

(5.86)

Con esto, se demuestra que se pueden pegar ambas regiones con un sis-
tema de coordenadas mas elegante, las coordenadas de Lemaitre cfr.[14].
Andlogamente a la ecuacién ([5.55)), obtenida de la métrica de Schwarzs-
child en coordenadas de Lemaitre, siendo M una funcién de R, podemos
definir un observador en caida libre en p = pg, 0 = 0y, ¢ = ¢ siguiendo
una trayectoria descrita por Ro = R(po,T) que cumple con la ecuacién

diferencial:
dRy 20, g\ M
— = — 1 5.87
dr \/Ro ( i 735) (5:87)

MoRE
(RE+ax)H/v
2My y ¢« = qpo, la ecuacion para el factor de escala a(7) queda como:

da mo q" —Hlv
Y A .
dr \/ a < + a”) (5-88)

Esta ecuacién coincide con (5.68) si identificamos v = 3 y p/v = —v.
Adems3s, se puede notar que a pesar de que a. siempre es positivo

) Cr )
puede ser positivo o negativo, por lo que la ecuacién se puede reescribir

donde se usé que M = Identificando Ro(T) = poa(T), mopg =




5.4. SUPERFICIES ATRAPADAS Y HORIZONTES 65

como cfr.[T4]:

da mo lq|377

— =y — |1+ = 5.89

dr \/ a [ a3 (5.:89)
Con esto se establece una correspondencia entre el modelo del agujero negro

regular en electrodinamica no-lineal y el colapso de polvo homogéneo semi-
clasico. Para el caso de Hayward, se toma v = —1, v =3, u = 3 y el signo

+ en las ecuaciones (5.65)) y (5.68|) para € y a respectivamente.

5.4. Superficies atrapadas y horizontes

Las superficies atrapadas son necesarias para que los fotones queden
atrapados y se pueda modelar el agujero negro [14]. Aunque en una configu-
racion inicial no estén presentes estas superficies, pueden formarse después
de que inicia el colapso de la materia. A la superficie atrapada més exte-
rior se le conocera como horizonte aparente, el cual en el caso de colapso
esférico (métrica (5.1))) puede ser caracterizada como la curva tp,(r) para
la cual la superficie C(r, t,,) se vuelve nula cfr.[14]. En otras palabras:

9" (0,C)(9,C) =0
grr(arc)Q + gtt(6t0)2 =0

e WO g 28072 — ) (5.90)
1-L o
o=

Todas las geodésicas localizadas dentro de la regién atrapada terminarén, si
es que se forma, en la singularidad. Las superficies atrapadas son inevitables
conforme la materia colapse. Para el caso efectivo, i.e. m = mer v a = aef,
se debe cumplir la ecuacién , que queda escrita como:

Mef = aef(e_m’a;ef2 —b) (5.91)

= aa

donde la segunda igualdad es porque se considera el caso homogéneo en
la ecuacién (5.10)) junto con la condicién de juntura (5.27) y en el caso
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marginalmente ligado. De este modo, ([5.90)) puede reescribirse como:

N2
(G
1—rfa®=0 (5.92)
1
Tha = m

con el valor absoluto en la dltima igualdad debido a que el radio del hori-
zonte aparente debe ser positivo.

El horizonte aparente estara presente inicamente en regiones que cumplan
Tha(t) < rp. Cuando rpa(t) = 74, el horizonte aparente cruza la frontera
y conecta con el correspondiente horizonte en el exterior cfr.[14]. En Hay-
ward, el comportamiento de a estd descrito por la ecuacién:

Q= —\/”;0 [1 + Zi} - (5.93)

La comparacion de este agujero negro con uno formado por colapso Oppenheimer-

Snyder-Datt (OSD) se encuentra representado en la fig.

Siguiendo la ecuacién para el caso de Hayward, si @ — 0 entonces 1y, —
400, dando lugar a la formacién de dos horizontes, uno interior y uno exte-
rior cfr.[I4], en lugar de uno como es el caso del colapso OSD (ver fig. [5.3)).
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-05F
— OSD

Hayward

Figura 5.2: Gréfica de a vs a para los modelos de Hayward y Oppenheimer-
Snyder-Datt (OSD). Se fijé a mg =1y ¢> = 0,1.

3.0F

25

— 0OSD
2.0+
Hayward
15+ — rp

1.0

05

Figura 5.3: Gréfica de rqp, = ﬁ vs a para los modelos de Hayward y OSD.

Se tomé6 a mg = 1y ¢> = 0,1. También se muestra un valor de r;, fijo para
hacer notar que, siguiendo la condicion 1., < rp, Hayward formard dos
horizontes (un interno y un externo) al cruzar 2 veces con 1, mientras que
el caso de OSD sélo formard un horizonte.






Capitulo 6

Sombra de una estrella en
colapso

La sombra de un agujero negro se refiere a la regién geométrica de la
proyeccién de la foto-esfera en el cielo del observador [34] y es de utilidad ya
que proporciona una forma de “observar” este tipo de objetos. La sombra
se puede visualizar a partir de la trayectoria de los rayos de luz provenientes
de una fuente externa colocada detras del agujero negro: una posibilidad
es que atraviesen el horizonte de eventos y no puedan llegar al observador
jamas (disco obscuro), la segunda posibilidad es que los rayos de luz pasen a
un radio lo suficientemente pequefio para dar vueltas alrededor de él hasta
que escapan y llegan al observador (anillo brillante).

La observacién de la sombra se encuentra caracterizada por el dngulo de
visién del observador. En este trabajo se va a describir la formaciéon de un
agujero negro mediante una estrella obscura en colapso a partir del angulo
de vision de dos observadores; uno estatico y uno en caida libre. En este
escenario dindmico, la sombra que determinan los observadores cambia con
el tiempo y el cambio en el dngulo de la sombra medido por el observador
nos puede dar una idea de como es la apariencia del agujero negro.

En este capitulo, se considerard el colapso de una estrella esféricamente
simétrica y obscura (para evitar la salida de los fotones una vez que ya
cruzaron el borde de la estrella) que comienza a un tiempo Ts = 0. Este
sistema puede modelarse como el colapso esférico de polvo homogéneo, el
cual se discutio en el capitulo anterior. En el plano del cielo del observador,

69
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la estrella obscura se puede ver como un disco negro (la sombra) suponiendo
una fuente luminosa detras de ella en direccion del observador. Debido a
que se considera que la estrella en colapso es opaca, el enfoque se centrara
en la métrica en el exterior de la estrella colapsante, la cual serd tomada
como la métrica de Hayward, considerando la funcién M (r) como y
se estudiaran casos para diferentes valores de ¢, (siendo ¢, = 0 la solucién
de Schwarzschild).

El analisis se hard con dos observadores para hacer una comparacién desde
dos puntos de vista, un observador fijo, a un radio al interior y otro al
exterior del radio limite de la estrella r;, y un observador en caida libre tal
que siempre se encuentre fuera de la estrella. Para modelar la sombra del
colapso regular en el espacio tiempo de Hayward se sigue la derivacién de
S. Schneider y V. Perlick [I1] para el espacio tiempo de Schwarzschild.

6.1. Geodésicas

La métrica de Hayward en coordenadas de Painlevé-Gullstrand se pue-
de escribir como la ec. (2.30) si se considera M como funcién de r. Esta
métrica resulta no contener la singularidad de coordenadas en r = r},. El
lagrangiano asociado a una particula en este espacio-tiempo sera:

1 2M (r) T\ > 2M (r) 0T Or ar\?
L= 2[_<1_ , )(a) T T s as T\ os

2, (00)? 90\ >
Siendo s igual a un parametro afin A para una particula tipo-luz o igual al

tiempo propio 7 para una particula tipo-tiempo. A partir de este lagran-
giano, para una particula tip-luz, las cantidades conservadas seran:

:_874: 1_2M(7‘) or  [2M(r) Or (6.2)
or r 1)) r O\
_OL o 0,0p
L= 95 = rsin 98)\ (6.3)
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siendo "la derivada respecto a A. E es la energia y L el momento angular.
Las geodésicas radiales tipo-tiempo que describen la trayectoria de un obje-
to con masa en caida libre pueden ser encontradas a partir del Lagrangiano
asociado a la métrica. A partir de la condicién de normalizacién de la cua-
drivelocidad, tomando el parametro afin como el tiempo propio 7y con 6
y ¢ fijos se tiene:

s 020 () 2 ()]

(6.4)

siendo la ultima igualdad tomando m = 1.

La parametrizacién dada por el tiempo propio 7 orientada al futuro con
respecto el tiempo coordenado T se expresa como dT'/drT > 0 y un movi-
miento entrante empezando de r > 7y se expresa como dr/dr < 0, con
la solucién a 1 —2M(r)/r = 0. A partir de y (6.4]), y considerando al
parametro s como el tiempo propio 7, se obtiene:

% = —\/52 -1+ 2]\/7{(1") (6.5)
dzz6—\/2M(7’)/7'\/€2—1+2M(r)/r (6.6)
dr 1—2M(r)/r ’

donde el cambio de E a ¢ es por la eleccién del pardmetro 7 (del mismo
modo hay un cambio de L a ¢). Dependiendo del valor de ¢ tenemos 3 casos:

» 0 <e < l:parar = r; tal que e2 = 1—2M(r;)/r; se tendrd dr/dr = 0

~1/2
y dT/dr = (1 — M) con 1y < r;. Este serd el caso de caida

=
libre desde el reposo en r;.

= ¢ = 1: cuando ; — oo se tendra el caso de caida libre desde el reposo
en el infinito. En esta configuracién se tiene dr/dr = —/2M(r)/ry
dT/dT = 1, en cuyo caso se puede sustituir el tiempo coordenado T’
con el tiempo propio 7.
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= 1 < e: en este caso, los observadores provienen del infinito con una
velocidad radial dirigida al interior diferente de 0.

Por otro lado, para r > r, se puede definir la tetrada ortonormal para
observadores estaticos tal que localmente se vea como un espacio-tiempo
plano. Gracias a la normalizacién de la 4-velocidad y considerando a un
observador tipo-tiempo, la tetrada queda como:

1 0
o= | 2M() 0T (6.7)
2M(r) 0 2M(r)/r O
=1/1— = <z '
“ r  Or + 1 _ 2M() oT (6.8)
10
1 0
= — 1
“ rsinf 0y (6.10)

Esta tetrada cumple que, para la métrica de Hayward en coordenadas de
Painlevé-Gullstrand, gfjf’,(ea, ep) = N con 1, la métrica de Minkowski. Pa-
ra un observador estatico, el campo vectorial ey representa la 4-velocidad
del mismo.

De manera analoga, para un observador en caida radial con € > 0 se puede
definir otra tetrada ortonormal. Para ello se emplea la condicién de nor-
malizacién de la 4-velocidad (utu, = —1) y que las primeras dos entradas

s6lo dependan de r y de T'. De esta forma se llega a:

: _E- \/2M(r)/r\/52 —1+2M(r)/r 0

0 1—2M(r)/r T (6.11)
0
— Ve -1+ 2M(r) [

.0 e\/2M(r)/r —\/e2 =1 +2M(r)/r O
G =cp + oY = (612)

5 _ 10
62_7“80

(6.13)
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1 0
Go — —_ 14
s rsinf 0y (6.14)

La velocidad relativa entre el observador estatico y el que estda en caida
radial se obtiene a partir de la formula de relatividad especial:

—1

Guwenes = N
—1

_\/1—2M(7“)/r T V12

v= %\/82 —1+2M(r)/r

(6.15)

de donde se puede ver que para € > 1 la velocidad relativa estd definida
si se satisface que r > 2M (r). Si 0 < € < 1, la velocidad relativa estara
definida sélo si se satisface 2M (r) < r < 2M(r)/(1 — £2).

Para calcular las geodésicas tipo-luz se puede fijar 6 = 7/2 (en el plano
ecuatorial) para hacer los calculos més sencillos, esto gracias a la simetria
estérica cfr.[I1]. Con esto, el lagrangiano se ve como:

B oM (r)\ [OT\? 2M (r) 0T Or or\? [ 0p\?
0—‘(1‘ - )(m) AT s T an) T o

(6.16)
Dividiendo entre %\)2 y multiplicando por 1 — %(r), se obtiene:
2
0 — 1_2M(7‘) B 1_2M(7“) or 49 2M(r) OT or
T r Oy r Oy dy

+g2+2
0y "

Junto con las expresiones ([6.2) y (6.3 para las constantes de movimiento
se llega a:

2 2,4
(i’;) _ EL;“ — 72 £ 2M (r)r (6.17)
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Esta ecuacion se encuentra asociado con el potencial ya que 7 ~ V(E,r).
Derivando respecto a ¢, se obtiene:

o |[or\? 9 [ E2%4
()] - (5 v

dr d*r 4B 6 Mor3 6 Mqr© dr
T = (T a0 G - )
d*r  2E*?3 M?(r)
— = - M 3M(r) —3
i 7 T+ M(r) 4+ 3M(r) Vo
(6.18)
donde la segunda igualdad es de identificar M (r) = 0 %5’53) Si la coorde-

nada r va a un valor extremo r,, a lo largo de la geodésica tipo-luz, la
ecuacion (|6.17)) se escribe como:

E27“f;1
1.2

—Tm +2M(rpy) =0 (6.19)

Partiendo de este hecho, la ecuacién (6.18)) para el valor de 7, se ve como:

d*r 2E8%r3, M?(ry)
(W)rzr = T —Tm+M(Tm) +3M(Tm) _STO
M?(ry,
= 2(rm — 2M (rpm)) — Ty + AM (1) — g M (rm) — (6.20)
My
. 3MP(rm)
=7Tm 7M0

. 2 .

Se define el radio r = 7, para el caso en que 572 = 0 (al igual que j—; =0)
que es donde hay un cambio de minimo local a maximo local, este radio
satisface la ecuacién implicita:

3M2(rmf)

i (6.21)

Tmf =

Este es el radio de una esfera compuesta de fotones en orbitas inestables
ante perturbaciones radiales.
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Usando (6.17)) en la ecuacion (6.16)) se llega a:

B 2M(r)\ [OT\? oM (r) OT r?
0= (1 r ><8r> +2 r 8r+1+EL2§4—r2—|—2M(1")7"

T /2M(r)r EVrS
dr r—=2M(r)  (r —2M(r))\/E?r3 — (r — 2M (r))L?

(6.22)

Para el caso que cumple r > 2M (r), el segundo término es mayor que el
primero, por lo que dependiendo de la relacién entre d7T/dr se escoge el
signo positivo o el negativo de la ecuacién anterior.

Para las geodésicas tipo-luz con un extremo en r = r,, dado por la ecua-

cién (6.19), las ecuaciones (6.17) y (6.22]) quedan como:

r\? i (rm — Tm
(i) _ TEM( ) _ r? + 2M(r)r (6.23)
ar _ 2M(r)r N V(1 — 2M (1))
dr— r—=2M(r) — (r —2M(r))/(rm — 2M (ry))r3 — (r — 2M (r))r3,
(6.24)

6.2. Sombra

Para calcular el dngulo de la sombra para observadores estéticos y en
caida libre se consideran geodésicas tipo-luz en el plano ecuatorial (6 =
7/2). Las trayectorias a lo largo de estas geodésicas estardn parametrizadas
por un parametro afin o. El vector tangente de la geodésica tipo-luz se
puede expandir en términos de las tetradas definidas en la seccién tal
que para ciertos dngulos a’s se satisface [11]:

.0 0 0
T—+7 f-i—tpa X(eo + cos ae; — sin aey)

ar " 'o (6.25)

X(€o + cos @€y — sin aeés)

donde " es la derivada respecto al parametro afin. Los angulos a y & son
los dngulos se forman entre el vector tangente a trayectoria de la geodésica
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tipo-luz y el vector tangente a la direccién radial en el respectivo sistema.
En el caso de «, el dngulo de la sombra esta definido para r, < r < oo,
mientras que para & estd definido para 0 < r < oo si € > 1. El factor de
escala y o y nos permite establecer la igualdad sin tener problemas con
la norma de la cuadrivelocidad y el signo depende de si se trata de una
parametrizacién dirigida al futuro (x,x > 0) o al pasado (x,x < 0) con
respecto a la coordenada 7' [11]).

Ton;atr'ldo los coeficientes de las componentes de % y % en la ecuacién ,
se obtiene:

2M(r) cos a
r (6.26)
=X (ECOS& — Ve -1+ 2M(r)/r)

1—

ﬁ
Il
=

—xsina

r (6.27)

—xsina

=

”
A partir de estas dos ecuaciones se puede obtener:

Or _ry/1=2M(r)/rcosa

Oy —sina
r (acos& —/e2 -1 —|—2M(r)/r>

—sina

(6.28)

Para las geodésicas tipo-luz con un extremo en r = r,,, usando las ecua-

ciones (6.23]) y (6.28) se obtienen las ecuaciones:

r2(rm — 2M (1)) 2M(r) (1 —2M(r)/r)cos® a

3, r sin? o (6:29)

~ 2
r2(rm = 2M (rm)) | 2M(r) _ (E cosd — /<! _ L 2M(WT> (6.30)

3 . ~
T2, r sin“ &

Resolviendo ambas ecuaciones para o y & se obtiene:

sina = /R(r,rm) (6.31)
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sin G = V1= 2M () /1R, 7m) (6.32)

et /2 —1+2M(r)/r\/1—R(r,rm)

donde R(r,7ry) = % El signo superior de la ecuacion
aplica si dr/de > 0y el inferior aplica si dr/dp < 0.

La sombra que se observa dependera de la posicién del observador mismo.
Si el observador se encuentra en r, > rp, las geodésicas tipo-luz que llegan a
él pueden provenir del infinito, pudiendo pasar por el radio de la superficie
de la estrella r, y llegar a un radio 7, en el que los fotones se encuentran
dando vueltas hasta que escapan al observador.

En el caso en que no hay fuentes entre el observador y el agujero negro,
se puede asociar la oscuridad a geodésicas tipo-luz cuya direccion inicial
termina cayendo dentro del horizonte de eventos 7. La luz que llegue al
observador representa a las geodésicas tipo-luz provenientes del infinito que
llegan hasta un radio limite y realizan un movimiento en espiral a lo largo
de ry, [1I] antes de escapar.

Las ecuaciones y establecen la relacién entre el angulo de es-
ta region obscura (la sombra) y el radio del observador dependiendo del
radio minimo asociado al radio de la estrella de polvo en colapso. La ecua-
cion corresponde a un observador estatico y es valida para posiciones
mayores al radio del horizonte 7. Por otro lado, la ecuacion corres-
ponde a un observador que se encuentra cayendo y que pasa por r, =1 a
T, = 0. Es valida para r > 0 si e > 1.

6.3. Observador estatico

Consideremos que la estrella de polvo comienza con un radio fijo rs = r;.
Conforme el colapso avanza, el radio de la estrella ry comenzard a disminuir.
Se fija el inicio del colapso en Ty = 0. La relacion entre el tiempo y el radio
de la estrella se encuentra dividiendo la ecuacion con la ecuacion
y considerando que la energia de la particula en la superficie de la estrella
ese?=1-2M(r;)/r;.

dI' — /2M(r)r Vr3\/ri — 2M (ry)
drr=2M(r)  (r—2M(r))\/2M(r)r; — 2M (r;)r (6:33)
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T T
20 20
15 15
10-\ . 10\ -
5 5
2 @, 6 10 1w T 2 @ 6 10 1w T
5 5
(a) g« = 0,0 (b) ¢« = 0,6375
T T
20 20
15\ 15\
" T.() 10 T.()
5 5
PR 10 1w T 2 @, 6 10 wuw
5 5
(c) g = 0,8967 (d) g = 1,0582

Figura 6.1: Graficas del colapso de polvo esférico para diferentes valores de
g+« en donde se muestran las etapas de la observaciéon del mismo. En todos
los casos se tomé My = 1 y se considera un observador estatico en r, = 10.

Integrando y fijando Ts = 0 en 75 = r;, se obtiene:

dr  (6.34)

T _/” V3 r; — 2M (r;) 2M (r)r
e (r=2M(r))/2M (r)r; — 2M (ry)r 7 —2M(r)

En la figura se muestran diagramas de espacio-tiempo para el colapso
de la estrella con un observador estatico. En ellos se muestran el tiempo
de colapso Ts(r) con respecto al tamano del radio de la estrella de polvo,
al igual que se incluye la posicién del observador (linea negra). Para este
observador, se supone que 1; > 7y, f.

A partir de la ecuacion y tomando r = rg para ubicarse en la
superficie de la estrella, & = 7/2 y €2 = 1 — 2M (r;)/r; (energfa total de la
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particula comenzando en reposo a un radio 7;), se llega a:

r3 rir2
m = LS 6.35
Tm —2M(ry) 1y —2M (1) ( )

Este radio minimo debe ser mayor o igual al radio limite encontrado a

partir de (6.21). Cuando el valor de 7, = 7p,¢, al valor del radio de la

estrella r, se le denotard como 7122). Este radio satisface las desigualdades

Tmf < 7122) < 1.

Con eso en mente, el colapso de la estrella de polvo se puede dividir en 3
etapas. La primer etapa comienza a un tiempo T < 0 y termina al inicio del
colapso, i.e. Ts = 0. A partir de ese momento comienza la segunda etapa,
la cual durara hasta que el valor del radio de la estrella sea rs = r§2) a un
tiempo T's = TS(Q), en ese instante, el radio minimo ha alcanzado su valor
limite 7, = 7y, s, el radio de la foto-esfera. La tercer y iltima etapa abarcara
el resto del colapso en el cual el radio minimo corresponde al valor limite
rmyf. La descripcién de la sombra dependerd de la posicién del observador
Ty, con respecto a la posicién inicial de la superficie de la estrella. Para
tal descripcion, en el caso estatico se consideran 3 posibilidades; r, > 7,
7122) < 1o KTy <719 < 7122). En los diagramas de la figura se
muestran las 3 etapas en las que se divide la observacién del colapso, asi

(2)

como el radio inicial que tiene la estrella antes de colapsar y el radio rs

6.3.1. Observador en r, > r;

En la primer etapa, antes de comenzar el colapso, la superficie de la
estrella estd fija a ry = r;. A partir de la ecuacion , el radio mini-
mo queda como 7, = r;. Con este valor para 7, y fijando r = r, en la
ecuacién (6.31)), se tiene:

) B r?(ro —2M(r,))
sina = \/T%(m M () (6.36)

Por lo que el observador ve una sombra con un dngulo constante en toda la
primer etapa. Esta etapa termina cuando comienza el colapso y los fotones
que salen de r,,, = r; alcanzan al observador en r,. Usando la ecuacién (6.24))
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con el signo positivo [II] de r = r; a r = r,, se llega a:

o — [0

r—2M(r)

Ti

ro : : (6.37)
n / \/5(ri — 2M (r;)) 0
r(r = 2M () (i — 2M(ri))r® = (r — 2M (r))r?

donde Tél) es el tiempo en que comienza la segunda etapa.

En la segunda etapa, la estrella colapsa y su sombra estard modelada a
partir del radio minimo por el que pasan los fotones. Este radio minimo
dependerd a su vez del radio en el que se encuentre la superficie de la
estrella 75 a través de la ecuacion . Siguiendo esta dependencia, la
ecuacion con r = r, queda como:

e — rir2(ro — 2M(r,))
\/ r3(r; — 2M (r;)) (6.38)

A partir de la ecuacién (6.24])) se puede encontrar el tiempo que les toma
a los fotones que salen a un radio rs llegar al radio del observador r,.
Integrando, se obtiene:

To /2M
T,-1,= [ V2MOr,

r—2M(r)

Ts

o /T3 (ri — 2M (r;))
" /rs (r —2M (r))\/(ri — 2M (r;))r3 — (r — 2M (r))rr2

dr

(6.39)

con Ty dado por la ecuacion . Asi, a partir de un valor fijo para el
radio de la estrella se puede encontrar la relacién entre el angulo de la
sombra « y el tiempo T, cuando los fotones llegan al observador.

La segunda etapa termina cuando el radio minimo es igual al radio de la
foto-esfera, i.e. r,, = 1y, 5, de modo que el radio de la estrella queda como
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2 . .
ry = rg ). Para ese radio, el tiempo T, es:

@) _ 7 ((2) o/ 2M(r)r
T, Ts(rs™) + Py 2M(r)dr

Y /5 — 20 ()
. dr
J (r = 2M () (s — 2M (1)) — (r — 2M(1)rgr

(6.40)

Finalmente, la tercera etapa comienza cuando el radio minimo ha alcanzado
el valor de 7p,r. A partir de este momento, el radio minimo que pueden
alcanzar los fotones que salen de la fuente y llegan al observador es el
radio de la esfera de fotones 7,,;. En ese radio los fotones quedan haciendo
espirales asintéticamente hasta que escapan al observador. Asi, el angulo
de la sombra queda constante dado por la ecuacion , fijando r = 7,

Y Tm = Tmf-
3
' Tinp(To — 2M (r,))
= 6.41
e \/Tg’("’mf —2M(rpmy)) (64)

En las figuras[6.2] y [6.3] se observan los resultados del déngulo de la sombra
para distintos casos con un observador estético.

6.3.2. Observador en r§2) <r,<r;

A diferencia. del caso anterior, al encontrarse en el interior de la estrella,
la observacién de la sombra sélo puede comenzar en el momento en que el
radio de la superficie de la estrella sea menor que el radio en el que se
encuentra el observador. Es por ello que las ecuaciones que definen a la
sombra corresponderan a las vistas en la etapa 2 (ecs. y ) y en
la etapa 3 (ec. (6.41)).

En las figuras y se muestra la evolucion de la sombra a través
del tiempo T, medido por el observador estdtico en r§2) < r, < r; para
diferentes valores de g.
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Ash Ash
2 2
\ Etapa 3 Etapa 3
% s
T~——
0 10 20 30 40 TO 0 10 20 30 40 TO
(a) g« = 0,0, 70 =55 (b) ¢« = 0,0, 7, = 10
(2497 Ash
3 3
Etapa 3
: :
Etapa 3 T~
0 10 20 30 40 To o 10 20 30 40 To
(¢c) g« =0,0, 7o =15 (d) g« = 0,6375, r, = 10
Asp Ash
2 z
Etapa 3 Etapa 3
: :
\— \—
0 10 20 30 20 To o 10 20 30 a0 lo

(e) g« = 0,8967, r, = 10

(f) g = 1,0582, 7, = 10

Figura 6.2: Gréficas del angulo de la sombra «gp, contra el tiempo T, medido
por el observador estatico a r, > r; para diferentes valores de g, y posiciones
del observador. En todos los casos se tom6é Mg =1y r; = 5.
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=50 T, = 18.0
b T, =211
T, =88 T, =22.7
T, =11.0 0 =22.

ey T, = 24.1
ey =25.4
T, =145 T, = 25.

(a) g« = 0,0, 70 =5,5 (b) ¢« =0,0, 7o =10

=273 T, = 18.0
r 301 T, = 21.1
T, =317 Iy =228
T, = 33.1 =22
To =343 To = 25.6

(¢) ¢« =0,0, 76 =15 (d) ¢« = 10,6375, ro = 10

T, =179 T, =179
T, =212 T, =214
T, =23.0 T, =23.3
T, = 24.6 T, = 25.0
T, =26.1 T, = 26.6

(e) g« = 0,8967, 1o = 10 (f) g = 1,0582, 1o = 10

Figura 6.3: Diagramas del dngulo de la sombra para el caso estatico para

diferentes valores de gx y 7o, se considera My =1y r; = 5.
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Osh Ush
: :
Etapa 3 Etapa 3
\
6 8 10 12 14 TO 6 8 10 12 14 To
: ;
(a) ¢« = 0,0 (b) g« = 0,6375
Ash Ash
H H
Etapa 3
x \E
6 8 0 1 1 T = g 10 S>3 lo
% :
(c) g« = 0,8967 (d) g. = 1,0582

Figura 6.4: Gréficas del angulo de la sombra agp, contra el tiempo T, medido
por el observador estatico a r, = 4,5 para diferentes valores de ¢.. En todos
los casos se tomé My =1y r; =5.
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T, = 6.0 T, = 6.0
T,=78 T, =79
T, =9.3 T, =95
T, =10.6 T, = 10.9
0,0 (b) g. = 0,6375
T, = 6.0 T, = 6.0
T, =79 T, =86
T,=95 T, = 10.6
T, = 10.9 T, =12.3
(c) ¢ = 0,8967 (d) g. = 1,0582

Figura 6.5: Diagramas del dngulo de la sombra para el caso estatico para
diferentes valores de g, se considera My =1, r, =4,5y r; = 5.
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Ash Ash
Tl Tl
2 Etapa 3 2 Etapa 3
£l i
8 8
T T
4 4|
0 2 4 8 To g 2 4 6 8 To
(a) ¢« =0,0 (b) g« = 0,6375
Asp Ush
T T
2 2
Etapa 3 Etapa 3
3 3
8 8
T T
4 4
o2 i 68 To 5 i 68 To
(c) ¢« =0,8967 (d) g« = 1,0582

Figura 6.6: Gréficas del angulo de la sombra «gp, contra el tiempo T, medido
por el observador estatico a r, = 3,8 para diferentes valores de ¢.. En todos

los casos se tomé My =1y r; =5.

6.3.3. Observador en r, <1, < 7122)

Similar al caso para el observador anterior, la sombra estara tinicamente
dada por la ecuacion en el momento en que la superficie de la estrella
cruza el radio del observador.

En las figuras[6.6] y [6.7] se observa el dngulo de la sombra oy, para diferentes
valores de g, cuando el observador estatico estd en rp < 1, < r§2)

Resumiendo, cuando el observador estdtico se encuentra fuera del radio
inicial de la estrella r;, la observacién de la sombra se divide en tres etapas;

la primera etapa corresponde a los fotones que salen de la fuente antes de
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¢ ¢

4 = b) ¢. = 0,6375

¢ ¢

) ¢« = 0,8967 ) g« = 1,0582

Figura 6.7: Diagramas del dngulo de la sombra para el caso estatico para
diferentes valores de g, se considera My =1, r, = 3,8 y r; = b.
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que comience al colapso y que alcanzan al observador, la segunda etapa
abarca desde el inicio del colapso hasta que el radio minimo por el que
pueden dar vueltas los fotones (r,,) es el valor de la foto-esfera (ry, = rum,f)
y la tercer etapa es para el resto del colapso.

En la primer etapa, el radio de la estrella permanece constante rs = r;. En
la segunda etapa va de este radio inicial ry = r; hasta un radio rs = r£2),
el cual satisface la ecuacién con ry, = 1y, . Finalmente, en la tercer
etapa el radio de la estrella 74 sigue disminuyendo pero deja de ser relevante
para la observacién de la sombra ya que el radio minimo queda fijo a 7.
Para este observador, el tinico cambio en la sombra ocurre en la segunda
etapa del colapso, esto es cuando el radio minimo 7, tiene un cambio de
ri a Tpyp. Esto tiene sentido ya que los fotones que marcan el borde de
la sombra siguen trayectorias circulares que dependen del tamano de la
estrella hasta llegar a ese radio minimo limite (la foto-esfera).

En el caso de Schwarzschild para diferentes radios iniciales del observador,
entre mas cercano se encuentre el observador a la estrella, el angulo de la
sombra serd mayor en cada una de las etapas. Ademads, el inicio de cada
etapa comenzard antes lo cual tiene sentido ya que es menor el tiempo en
llegar de la superficie de la estrella al observador.

Para los diferentes valores de g, entre mayor sea el valor de la carga de
Hayward, el final de la segunda etapa ocurrira a un T, mayor, esto es debido
a que el valor del radio de la foto-esfera es menor y, en consecuencia, los
fotones alcanzan un radio menor en sus Orbitas circulares. Debido a que
esta segunda etapa termina en un tiempo mayor y el radio r,, s es menor, el
angulo que alcanza la sombra es también menor para una carga de Hayward
@ mayor.

Para los observadores estaticos en r§2) < 1, < 1; s6lo se observan las etapas
2 y 3. El valor de g, al igual que en el caso del observador fuera de la
estrella, cambia el momento en que termina la segunda etapa, siendo de
una duraciéon mas larga a un ¢, mayor y alcanzando un angulo de sombra
menor en la ultima etapa.

Por tltimo, los observadores estaticos en 7, < r < rgZ) observan un
angulo de sombra constante en todo momento ya que el radio minimo 7y,
es exactamente el radio de la foto-esfera. Este radio constante, como se
explicé en los casos anteriores, serd menor si el valor de g, es mayor.



6.4. OBSERVADOR EN CAIDA LIBRE RADIAL 89

6.4. Observador en caida libre radial

La observacién sera dividida de igual manera en 3 etapas, las cuales
seran bajo las mismas condiciones que en el caso anterior; la primera ter-
minard cuando inicia el colapso, la segunda terminara cuando r,, = 7, y
la tercera tendrd un cambio de signo en la ecuaciéon que modela el angulo
de la sombra cuando el radio del observador r, = r,, s, a diferencia del caso
anterior donde el dngulo de la sombra permanecia constante al iniciar esta
etapa.

Para este andlisis se considerara que el observador se encuentra en caida
libre pero siempre fuera de la estrella en colapso, la cual tendra un radio
inicial r; > 7p,r. La relacién entre el tiempo coordenado T;, medido por el
observador y el radio r, en el que se encuentra el mismo se puede obtener

a partir de las ecuaciones (6.5)) y .
ar _ 5\/> V2M (r)ry/er —r +2M(r)
dr (r —2M(r))\/e2r —r + 2M(r)

- /oexﬁ V2M (r) \/521"—7“—1-2M()dr
o~ o (r—2M(r) \/627“—7“+2M()

(6.42)

donde la segunda igualdad es gracias a que se identifica al observador en
r =r} cuando T, =T = 0.

En los diagramas de espacio-tiempo de la figura[6.§se muestra la evolucién
del colapso de la estrella de polvo a la par del observador en caida para
My = 1, un radio inicial del observador de r) = 15 y distintos valores de
Gx-

Para la primer etapa, antes de que comience el colapso, la sombra estard
determinada por la ecuacién conr =7,y Tm = 7; como en el caso
estatico.

sind = VL= 2M (o) oy Riro, ) (6.43)

e+ /e2 =1+ 2M(r,)/Tor/1 — R(ro,7;)

Dependiendo de la posicion del observador, la sombra del agujero negro

cambiard de tamano. Al final de esta etapa el observador termina en r, =
*
.
En la segunda etapa, se usa la misma ecuacién para encontrar el tiempo

r
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Figura 6.8: Diagramas de espacio-tiempo del colapso de polvo esférico para
diferentes valores de g.. En todos los casos se tomé My = 1 y se considera
un observador cayendo con £ = 1 (reposo en el infinito) y que pasa por

ri=15a T =0.
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del observador (ec. (6.39))), pero en este caso el tiempo del observador T,
esta dado por la ecuacién y depende de la posicion del mismo. De
este modo, se obtiene una ecuacién que relaciona el radio del observador r,
con el radio de la estrella r;. Por otro lado, usando la ecuacién con
rm dada por y r = T, se obtiene una ecuaciéon que, para un 7y fijo,
establece la relacion entre el angulo de la sombra y el valor de r,. Usando
ambas ecuaciones se puede modelar el &ngulo de la sombra & con respecto
del radio del observador 7, variando el radio de la estrella r5. Esta segunda
etapa abarca desde r; = r; hasta ry = r§2).

La tercera etapa comienza cuando r,, = 7, la sombra serd en este caso

dada por la ecuacion (6.32)), con r = r,:

VI =2M (1) [Tor/R(T0, Tmf)
e+ /€2 —1+2M(r,)/ro\/1 — R(ro, rmy)

Finalmente, una vez que el observador traspase 7, = 7, , la ecuacién ([6.32))
tendrd un cambio de signo, resultando en la ecuacion:

\/1 - QM(TO)/TO\/R(Tmrmf)
€ — \/62 -1+ 2]\4(7“0)/"”0\/1 - R(Toarmf)

Esta etapa durard hasta que el observador llegue a r, = 7. Este cambio
de signo es debido a que en la ecuacion , cuando 1 = 7,5, dr/dp = 0.
Esto implica que a partir de ese radio dr/dy cambia de positivo a negativo.
En la figura [6.9] se muestran las 3 etapas del modelado de la sombra del
agujero negro para ¢, = 0 partiendo de dos valores distintos de r}. Asi
mismo, en la figura [6.10] se muestra la sombra del colapso para diferentes
valores de ¢, a un radio inicial del observador de 7} = 15. En las tablas
donde se muestran las sombras para cierto radio r, en las figuras|[6.9)y [6.10]
el color de la sombra estd asociado al tamano del angulo de la misma, es-
ta escala de grises se encuentra a la derecha en donde estdn senalados el
angulo minimo y maximo que puede tomar el angulo de la sombra con su
respectivo color (blanco y negro).

A partir de estas figuras se puede notar que, en el caso de los observa-
dores en caida libre para Schwarzschild, las etapas 1 y 3 tienen el mismo
comportamiento sin importar el cambio de r}. Esto es debido a que las
ecuaciones (6.43)), (6.44]) y (6.45) son independientes de la posicién del

sina =

(6.44)

sina =

(6.45)
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observador en T y depende de valores fijos como lo son 74, rp,p 0 €. La
diferencia entre las gréaficas es el momento en que comienza y termina la
segunda etapa. Esto se encuentra determinado por el radio r} ya que la
ecuacién para encontrar el tiempo coordenado medido por el observador
T, esté en términos de este dato (ver ec. (6.42))). A partir de esta depen-
dencia, el radio del observador r, queda en términos de 7}, rs y r;, por lo
que el angulo de la sombra (ver ec. (6.32))) queda también afectada por 7.
Conforme el valor de 7} sea mayor, el inicio y fin de la segunda etapa serd
a un radio menor. El cambio en el dngulo de la sombra de la primer etapa
a la segunda se debe al cambio en el radio minimo 7, que tiene la estrella
en el colapso hasta quedar fijo al inicio de la tercer etapa y retomando el
crecimiento esperado en el dngulo de la sombra, terminando en el mismo
valor angular para r, = 7.

Considerando la carga de Hayward distinta de cero, esta tiene un efecto en
la sombra cada vez mas notorio conforme el colapso avanza. El comienzo
de la tercer etapa ocurre a un radio menor debido a que el radio de la foto-
esfera disminuye si g, es mayor, es por ello que la sombra alcanza un angulo
més pequeno al final de la segunda etapa. Ademads, al final de la tercera
etapa el angulo de la sombra disminuira su crecimiento pudiendo inclusive
reducir de tamano si la carga de Hayward es lo suficientemente grande, de-
jando un maximo local y terminando con un dngulo para la sombra menor
(ver el caso con ¢, = 1,0583). Esto puede deberse al frenado que se impone
en el colapso para el agujero negro de Hayward, con este término amorti-
guando la contraccién gravitacional y mostrando una especie de efecto de
repulsién que se manifiesta en la sombra que ve el observador.
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Figura 6.9: Graficas del colapso de polvo esférico para ¢, = 0,0. Del lado
izquierdo se encuentran las graficas para el angulo de la sombra ag, contra
el radio del observador r,, mientras que del lado derecho estan las sombras
para un cierto radio r, en una de las etapas del colapso indicado en la parte
superior de la tabla. En todos los casos se tom6 My =1y e = 1.
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Figura 6.10: Graficas del colapso de polvo esférico para r} = 15. Del lado
izquierdo se encuentran las graficas para el angulo de la sombra a4, contra
el radio del observador r,, mientras que del lado derecho estan las sombras
para un cierto radio r, en una de las etapas del colapso indicado en la parte
superior de la tabla. En todos los casos se tomé My =1y e =1.
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Conclusiones

En la actualidad, los agujeros negros son objetos muy estudiados debi-
do a que proporcionan escenarios dificiles de encontrar en algiin otro lugar
del Universo. Gracias a las observaciones realizadas en los ultimos anos de
estos objetos es que se ha comenzado a comparar los datos obtenidos con
los modelos tedricos que se han desarrollado en las tultimas décadas. En la
bisqueda de modelos méas “realistas” de estos objetos compactos es que
surge la idea de los agujeros negros regulares, los cuales carecen de una
singularidad central. El espacio-tiempo de Hayward es un espacio-tiempo
regular que puede ser obtenido a partir de considerar el colapso de polvo
esférico homogéneo, imponiendo al final del colapso un tensor de energia-
momento que viola la condicién de energia fuerte, de modo que una de
las condiciones del teorema de singularidades no se satisface. Otra manera
de obtener este espacio-tiempo es a partir de las ecuaciones de campo de
Finstein y considerando un tensor de energia-momento proveniente de la
electrodindmica no lineal.

En el presente trabajo, se mostro la evolucion del angulo de la sombra pro-
ducida durante el colapso de una estrella en el espacio-tiempo regular de
Hayward a través de un método analitico sin un gran gasto computacional.
Este método nos permite visualizar el dngulo de la sombra a lo largo del
tiempo coordenado medido por un observador estatico y dependiente del
radio de un observador en caida radial. La estrella se asume que es opaca
y obscura. Gracias a que es obscura los fotones que atraviesan un radio
minimo r,, no escapan al observador y debido a que es opaca, el modelado

95
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sblo requiere de la métrica en el exterior del borde de la estrella, que en
nuestro caso es la de Hayward.

Para un observador estatico fuera de la estrella, el comportamiento de la
sombra se divide esencialmente en tres etapas. La primer y tercer etapa
mantienen un angulo de la sombra constante ya que el radio minimo 7y,
queda de igual modo constante tal que obedece la ecuacién . El cam-
bio en el dngulo de la sombra es en la segunda etapa donde el radio de la
estrella r,, asi como el radio minimo 7, va disminuyendo conforme pasa el
tiempo, lo cual es de esperarse gracias al colapso de la estrella. El término
de la segunda etapa e inicio de la tercera depende del valor de g, ya que
el radio de la foto-esfera depende del mismo. Para un valor de g, mayor,
la segunda etapa termina en un tiempo més tardio y causa que el angulo
de la sombra llegue a un valor menor. Para observadores entre el radio de
la foto-esfera y el radio inicial de la estrella, la evolucién de la sombra co-
mienza en la segunda etapa una vez que el radio de la estrella es menor al
del observador. Para un observador entre el radio del horizonte y el radio
de la foto-esfera, el valor del angulo de la sombra es constante y depende
del radio de la esfera de fotones.

En el caso de un observador en caida radial, presentara también tres etapas
dependientes del valor del radio minimo r,,. A diferencia de un observador
estatico, en este tipo de observador se ve un cambio en el angulo de la
sombra al final de la tercer etapa. La relacion entre la carga de Hayward g,
y el angulo de la sombra es que: “conforme la carga de Hayward sea mayor,
el angulo de la sombra comenzara a disminuir cada vez mas cerca del final
de la tercer etapa”. Esta disminucién en el dngulo que mide el observador
es atribuido al frenado que causa la carga de Hayward cerca de r = 0 y que
evita la formacién de la singularidad durante el colapso.

Los resultados presentados en esta tesis nos dan una nueva visiéon acerca
de la evolucién del colapso para los agujeros negros regulares, dejando ver
el efecto que tiene el frenado en la sombra medida por el observador. Una
propuesta para un trabajo posterior es considerar un modelo que incluya
rotaciéon en el colapso en un espacio-tiempo regular siguiendo la derivacién
que se realizé en este trabajo, haciendo los cambios necesarios. Otra pro-
puesta de investigacion seria trabajar en el régimen en que el radio en el
que se encuentra el observador en caida libre sea menor que el radio de la
superficie de la estrella ya que en la realizacién de este trabajo, el observa-
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dor siempre se encuentra en el exterior.

La sombra de los agujeros negros es un tema de investigacion recurrente en
la comunidad cientifica ya que las observaciones que se han hecho (Event
Horizon Telescope [4]) y que se hardn en un futuro pueden ser comparados
a través de los modelos tedricos de la sombra. La comprension de este tipo
de objetos (los agujero negros) es de gran relevancia en la actualidad y es
uno de los candidatos en la bisqueda de una teoria que logre unificar la
teoria de la relatividad con la fisica cuantica.






Apéndice A

Agujeros negros regulares y
NLED

Una manera de modelar un agujero negro regular con la forma de la
métrica es acoplando electrodindmica no-lineal (NLED) con la teoria
de relatividad general. El lagrangiano de la electrodindmica no-lineal se
escribe como [14]:

74:“’ (aF)(y+3)/4
(1 + (aF)V/4)1+/L/V

LNLED = (A1)

con « el parametro de acoplamiento y u, v constantes. En un espacio-
tiempo esféricamente simétrico y estdtico, como en (5.13)), se puede consi-
derar al tensor de Faraday F,3 como:

00 0 0
00 0 0

Fas=109 0 o —B() (A-2)
00 B 0

Es de esa forma debido a que no debe existir dependencia en t por esta-
ticidad ni en r al no ser un campo eléctrico. Ademds, este tensor obedece
las ecuaciones de campo de Maxwell:

V,LpFM =0 (A.3)
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Resolviendo para B(f), se obtiene:
B(6) = Qsin(0) (A4)

con () una constante que representa la carga que produce el campo que
satisface las ecuaciones de Maxwell.

El tensor de energia-momento tiene que deberse tinicamente a la parte de
NLED para poder considerar una solucién de vacio en el exterior. De este
modo y siguiendo la ecuacién , el tensor de energia momento se ve
como:

1
Ty = 8F£NLEDF:-F)\O' - Zg)\nﬁNLED (A'5)

En este caso las ecuaciones de campo se escribiran como G, = T},,,. Resol-

viendo para M(R) en las ecuaciones de campo dadas por (5.14) y (5.15)),
se obtiene:

Lt (L Gy
a21/4

M(R) = (aQ?)**— +o (A.6)

Definiendo ¢; = (%)1/4 = My, ¢ = (20Q?)'/%, se llega a:

MoRH

MR = v gy

(A7)

Cuando se fijan las constantes y = v = 3 se obtiene la métrica de Hayward
para este espacio-tiempo.
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