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Velocidad Axial dimensional [m/s]
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RESUMEN

En este trabajo se analiza el flujo por compresion en sus dos versiones: (i) continuo
y (ii) clasico mediante analisis de ordenes de magnitud, (iii) aproximacion de lubricacion
y (iv) métodos perturbativos. El flujo continuo por compresion de un liquido viscoso
newtoniano consiste en una configuracion de platos concentricos de radio r =a y separados
a una distancia H. El plato inferior contiene una serie de orificios del mismo diametro
distribuidos aleatoriamente. El liquido es inyectado por el plato inferior provocando que
el fluido entre por los orificios (medio poroso) e induciendo una fuerza en el plato superior
seguido de un laminado radial. El punto clave es calcular la fuerza que experimenta el
plato superior por efecto del liquido incorporando los mecanismos inerciales. El segundo
sistema es el flujo clasico por compresion en el cual, el liquido es colocado entre los dos
platos y por efecto de su viscosidad y mecanismos de tension superficial permanece en
plato situado en z = 0. El plato superior se aproxima al fluido mediante una velocidad
dh(t)/dt y comprime al fluido provocando un laminado radial. Ambos sistemas son
equivalentes, sin embargo, el flujo por compresién clasico presenta un problema extra
debido a la inercia del plato superior. Para resolver este ultimo se invoca que el sistema
esta en estado cuasi-estacionario y se invoca la aproximacion de lubricacion que consiste
en un andlisis de ordenes de magnitud. Para esto, se propone un esquema perturbativo a
orden cero (mecanismos viscosos) y a primer orden inerciales. Con el fin de resolver el
sistema se propone un conjunto de variables adimensionales que permiten describir las
ecuaciones en términos de un parametro de pequefiez a.. Asumiendo que las variables
cinematicas y dinamicas del sistema pueden ser expresadas es términos de series de
potencias de a., se obtiene expresiones analiticas a ordenes:

a) Cero

b) Primero
En todos los érdenes se encuentran expresiones analiticas para: (i) perfil de velocidades
radial, (ii) perfil de velocidades axial, (iii) presion radial y (iv) Fuerza normal. Estos
resultados se pueden expresar en términos de las propiedades geométricas y de la no
homogeneidad del liquido que entra en el plato inferior, o de la rapidez con la que se
aproxima el fluido. Este sistema se puede emplear para la caracterizacion de fluidos
newtonianos a través de la fuerza que experimenta y la altura del descenso del plato
superior sobre el fluido. Este trabajo de investigacion representa un esfuerzo en la
busqueda constante de sistemas de flujo que puedan caracterizar fluidos a través de la
funcidn viscosidad.

Palabras claves: Método perturbativo Fluido Newtoniano, Flujo continuo por
compresion, Viscosimetria y analisis de ordenes de magnitud.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION
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1. Preliminares
1.1 Flujo cortante y extensional en un sistema de lubricacion

Los sistemas de lubricacion involucran aceites o liquidos newtonianos y no-newtonianos.
Los fluidos newtonianos son aquellos en donde su viscosidad permanece constante e
independiente de la rapidez con que estos, sean deformados (Bird et al. 2002; Engmann et al.
2005; Engmann et al. 2005). La mayoria de estos, se conforman con componentes viscosas
y elasticas (Bird et al. 1987; Engmann et al. 2005) e involucran partes moviles y sistemas
que mimetizan el bombeo en medios porosos (Flujo continuo por compresién, Waters y
Gooden 1983). La dinamica lineal de estos sistemas, involucran componentes cortantes,
extensionales y rotaciones de los elementos materiales que los componen (Waters y Gooden).
En la reologia y estudio de la mecénica de fluidos no-newtoniana, este tipo de sistemas se
han utilizado en aplicaciones como ingenieria del tejido con la formacion de peliculas de
colageno tipo Il (Khadem y Rey 2021). Otras aplicaciones incluyen sistemas de lubricacion
y bio-materiales (Bhushan et al. 2002). En la literatura existen tres problemas basicos los
cuales, son descritos a continuacion:

A) Flujo radial entre discos paralelos (Bird et al. 2002)

B) Flujo por compresion (Bird et al. 2002, 1977)

C) Flujo por continuo por compresion (Waters and Goode 1983, 1984; Oliver et al.

1977).

D) Recubrimiento de polimeros (Zheng et al. 2023; Zhou et al. 2023)

Estos sistemas representan un reto para deducir expresiones analiticas para los campos de
velocidades radial, axial gradiente de presién y fuerza que experimenta el fluido debido a la
compresion (Waters y Gooden 1984). En este punto, se han hecho esfuerzos en la direccion
de encontrar expresiones analiticas para obtener la fuerza de compresion del plato superior
para mantener el laminado radial (Bird et al. 2002; Engmann et al. 2005). Otro sistema de
estudio es el flujo continuo por compresion. Este consiste en un sistema de platos separados
a una distancia H. El liquido es inyectado en el plato inferior y entra al sistema por medio de
una serie de orificios distribuidos aleatoriamente (Oliver et al. 1977). El fluido comprime al
plato superior a una distancia fija H y se produce un laminado radial. Las diferencias
principales entre el flujo por compresion y flujo continuo por compresion son mencionadas
a continuacion:

A) Flujo por compresién: El liquido es colocado entre los dos platos separados a una
distancia h(t). Se supone que el liquido se queda adherido en el plato inferior y que
no sale del sistema porque es lo suficientemente viscoso y su tension superficial es
alta. El plato superior, se aproxima con una velocidad dH(t)/ dt y el liquido es
comprimido radialmente. En este sistema, no se toma en cuenta la inercia del plato y
se supone que el proceso es cuasi-estacionario (Bird et al. 1977; Bird et al. 2002,
Engmann et al. 2005)

B) Flujo continuo por compresion: El flujo continuo por compresién es un sistema de
flujo que se estudia para evitar que existan partes méviles como el que se observa en
el flujo por compresion tradicional. Es decir, este sistema se presenta como una
alternativa al flujo por compresion tradicional. Asi que, los platos se colocan a una
distancia H(t) en donde en el plato inferior, se hace una serie de perforaciones que
permite la entrada del fluido a flujo volumétrico constante. Esta inyeccion del fluido
en el palto inferior permite simular el flujo por compresion que se define cuando el
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fluido es comprimido por el plato superior, en el flujo por compresion clasico
estudiado en mecéanica de fluidos (Oliver y Shahidullah 1981; Oliver et al. 1978;
Waters y Gooden 1983, 1984).

El sistema de flujo continuo por compresion y por compresion son ilustrados en la Fig.1

| : FLUJO CONTINUO POR COMPRESION
0 SZZ <H a

e={11111 1 fe|H

Il : FLUJO POR COMPRESION
F(t)—Fiqus = ma=md’h(t)/dt®

liquido

z F(t)l oo = dN(t)/dt
—

O P h0)
d

0<r<a
(b)

Figura 1.1. llustra los sistemas de lubricacion analizados en este trabajo: (a) flujo continuo
por compresién y (b) flujo por compresion
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1.2 Estado del arte: Antecedentes

Los sistemas de lubricacion han sido analizados primeramente como fluidos
newtonianos mediante andlisis y ordenes de magnitud, y mediante la aproximacion de
lubricacion (Bird et al. 2002; 1987). Estos sistemas han sido empleados en la biomecéanica
del cuerpo humano, bioingenieria del tejido (Bhushan et al 2002), estudio del colageno
(Campos et al. 2023) y la regeneracion de huesos (Del Pierre et al. 2023; Deplaigne y
Rochefort 2022). Las técnicas matematicas empleadas en la descripcion del flujo por
compresion pueden ser empleadas para describir la formacion de colageno libre de defectos
y complementarlas con otras técnicas avanzadas de simulacion (Khadem y Rey 2021). Este
sistema ha sido estudiado en geometrias complejas como esferas y puede ser punto de partida
en la ciencia e ingeniera de polimeros (Zheng et al. 2023; Zhou et al. 2023). Desde el punto
de vista experimental, esta configuracion puede servir para analizar y caracterizar las
propiedades materiales, mecanicas de plasticos (Roussel y Lanos 2003) y también de sélidos
con texturas en la superfice (Meeten 2004). En conclusion, el flujo por compresion involucra
en general problemas de lubricacion con mecanismos cortantes, extensionales uniaxiales,
biaxiales, rotaciones de cuerpo rigido e inicerciales y que son punto de partida en el estudio
de sistemas de lubricacion ( Burbidge y Servais 2004; Kompani, Venerus 2000).

Precisamente, este es un topico tan importante, que merece ser estudiado y entendido.
Esta es la razon principal de este trabajo de licenciatura, entender a profundidad este tipo de
configuraciones asociadas a los sistemas de lubricacion. Para entender los principios de este,
se postula la siguiente hipétesis de trabajo.

1.3 Hipotesis

Si el efecto combinado los mecanismos inerciales, cortantes y extensionales afectan la
dinamica de flujo por compresion, entonces esta sera cuantificada a través de la fuerza por
compresion, velocidad del plato superior, propiedades materiales, geométricas y el flujo
volumétrico.
1.4 Objetivos de la investigacion

1.4.1 General

Estudiar la respuesta dinamica del flujo por compresion de un fluido newtoniano en
un sistema de platos paralelos.

1.4.2 Particulares

A) Utilizar las ecuaciones de continuidad, transporte y reologica los mecanismos
Viscosos, cortantes y extensionales en el flujo por compresion.

B) Obtener expresiones analiticas para la velocidad radial, velocidad axial, gradiente de

presion y fuerza de compresion en funcion de las variables geométricas, materiales
cinematicos del sistema
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C) Obtener la fuerza que experimenta la geometria por efecto del liquido newtoniano.

D) Describir cualitativamente los mecanismos cortantes, extensionales y de rotacion del
cuerpo rigido asociados a estos sistemas.

1.5 Distribucion del material

En el capitulo 1 se prestd la introduccion, estado de arte, hipétesis y objeticos general y
particulares. En el capitulo 2, se describe el problema fisico y las ecuaciones de transporte.
En el tercer capitulo se resuelve el flujo continuo por compresion y por compresion para un
fluido newtoniano. En el cuarto capitulo, se analiza el método perturbativo equivalente a las
aproximaciones de lubricacion a ordenes cero y primero. En el quinto capitulo, se presenta
las simulaciones de los campos de velocidades y en el Gltimo se enlista la contribucion al
conocimiento y trabajo futuro.
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CAPITULO 2
PROBLEMA FISICO Y
ECUACIONES
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2.1 Problema de estudio
2.1.1 Andlisis de proceso flujo por compresion y continuo por compresion
A) Configuracion geométrica 1:

La primera geometria analizada es un sistema de platos paralelos circulares de radio
r = ay longitud L. El fluido es colocado en el sistema en el plato inferior y este se queda
adherido por efecto de la tension superficial en el sistema. El plato superior, se aproxima al
fluido con una velocidad Vz = dh(t) /dt, y produce un laminado radial. En este sistema, se
asume que: (i) El proceso es cuasi-estacionario, i.e. el plato se aproxima al fluido a
velocidades muy bajas, de tal manera que el sistema llega al equilibrio, y se puede suponer
que la rapidez instantanea puede ser despreciada, i.e., 6Vz/ ot = 0. El proceso es isotérmico,
es decir la temperatura es constante y por lo tanto las propiedades materiales del sistema no
cambian. Existe simetria cilindrica, es decir cualquier variable cinematica o dindmica no
depende de la coordenada angular 6, i.e. {} / 96 = 0. Los mecanismos gravitacionales son
despreciables, y el fluido se deforma continua e irreversiblemente por un gradiente de presién
inducido por un balance mecanico mediante el formalismo de Bernoulli (Bird et al 1987,
2002).

B) Configuracién geométrica 2:

La segunda configuracion es un sistema de platos concéntricos separados a una
distancia H. Los platos circulares tienen una longitud caracteristica r = a. En el plato inferior,
se hacen una serie de perforaciones distribuidas aleatoriamente y se supondra que el tamafio
de los orificios es el mismo. Un liquido es inyectado a flujo constante en el plato superior, y
el liquido permea a través de este ejerciendo una fuerza en el plato superior seguido de un
laminado radial (Waters y Gooden 1983, 1984). Las ventajas de este sistema, €S que no
existen partes méviles y que no se debe de tomar en cuenta la inercia del plato superior.

Las configuraciones de este trabajo, fueron descritas en las Fig. (1)

2.1.2 Ecuaciones de transporte
Las ecuaciones tedricas que se utilizaran en la descripcion de la fisica del sistema.

A) Ecuacion de continuidad
- =V-pV @)
B) Ecuacion de Cauchy
DV

—~ =.Vp+V-o+ 2
P P pg 2

C) Ecuacién reologica

La ecuacion constitutiva se puede expresar como:
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¢ =2uD

©)

EnlaEc. (3) u (Pas) es la viscosidad cortante y D es el tensor rapidez de deformacion definido

como:
2D=VV+VWV'

(4)

Sustituyendo la Ec. (3) en Ec. (2) y asumiendo que el liquido es incompresible y el proceso

es isotérmico, se tiene la bien fundamentada ecuacién de Navier-Stokes:

P2 = Vp +uVAV +pg

Dt

p(%/ +V- VV)= -Vp +uV?V +pg

El sistema se encuentra en estado estacionario, i.e.,

Lim, N 0
ot

Suponiendo que los mecanismos gravitacionales son despreciables, ie.,

p(V-VV)=-Vp +uV?V +pg = -Vp +pv?Vv

Por lo que la Ec. (8), toma la forma:

~lp(V-VV)= -Vp +uv?Vv
p(V-vV) |

2.1.3. Tensores cinematicos

()

(6)

(7)

(8)

(9)

Para obtener las componentes de las ecuaciones de transporte correspondientes, se
empelaran los siguientes vectores y tensores cinematicos y dinamicos en el sistema.
V= (Vr,VG,VZ) = (Vr(r,z),O,VZ(r,Z))

El tensor gradiente de velocidad tiene la forma:

oVvr oV oVz

or o o

vy o|1oVr V8 ove Vr 16vz
r oo r 00 r r 00

ovr oVo oVz

3 R

El tensor rapidez de deformacion D y el tensor de esfuerzos o tienen la siguiente forma:

ave
or
0

avr
0z

0

Vr

r

ovz
or

0

vz
0z

ovr
o
D:VV+VVT: 0 vr
2 r
%ﬂuﬂq
2\ oz or

Lfovz ovr
2\ or 0z
0
vz
0z

(10)

(11)

(12)
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Es importante notar, que el tensor rapidez deformacion, corresponde a un flujo mixto:

M v o 1(oVz ovr
or 0 Sl =t
Y 2 ar | oz
D=| 0 Tr 0 |+ 0 0 0 (13)
oVz E(MJF%J 0 0
0 0 = ) \2la  a

Extensionales

Cortantes

El tensor de vorticidad W (parte antisimétrica del tensor gradiente de velocidad) puede ser

descrito como:

0 1@%}

—— 28 or 0z

W = _T = 0 0 0 (14)
1@%) o o
2\ or 0z

Y el tensor de esfuerzos este definido como:

Grr 0 GI‘Z
6= 0 o, O (15)

o} 0 o

Una medida de los mecanismos que dominan el sistema de flujo, esta definida en término

del parametro K (Poole 2023).
_[Pl=[W]
D]+ W]

K(r.z)

(16)

En la Ec. (16), se |D| es la norma del tensor rapidez de deformacion, |W | es lanorma del

tensor vorticidad. La Ec. (16) tiene la siguiente estructura matematica:

_ J2(D:D)—2(W:W)
K(rz)= J2(D: D) +/2(W : W)
Entonces, se tiene lo siguiente:

D)= [ 22, ) o 20

De la misma manera, se tiene:

(VrJZ (GVZT
+|— | +| —
r 0z

J2ON W) - (8Vz _8Vrj2 :‘GVZ _ovr|

8z|

or 0z or

(17)

(18)

(19)
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Finalmente combinando las Ecs. (17-19)

(aVz ovr )2 (aw)z (Vr)z (8VZ jz oVz oVr
| 2| — | | — | + - -
K(rz)— o oz or r 0z o oz

(8VZ 6Vr)2 (OVr)z (Vr)z (aszz vz ovr
—t— | 42— |+ — | + — —
or 0z or r 0z or 0z

(20)

La Ec. (20) es una medida de los mecanismos cortantes, extensionales y las rotaciones de

cuerpo rigido en el sistema de estudio:

1: Flujo extensional
K(r.z) =40:Flujo cortante
—1: Vorticidad

(21)

En la siguiente seccion analizaremos dos tipos de flujo por compresion y calcularemos este
factor para analizar las zonas en las cuales domina estos mecanismos. Los flujos que seran

analizados son:

A) Flujo continuo por compresién
B) Flujo por compresién
C) Esquema perturbativo
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CAPITULO 3
FLUJO POR COMPRESION
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3.1 Flujo continuo por compresion
Este sistema consiste en dos platos concéntricos separados a una distancia H fija y de
radio a. En el plato inferior, es inyectado un fluido a flujo volumétrico constante Q. El sistema

se presenta en la Fig. (1a):
| : FLUJO CONTINUO POR COMPRESION
0<z<H a
Z

| H

1

Medio - Poroso

Figura 3.1. Flujo continuo por compresioén. El fluido es inyectado en la parte de abajo del
plato, simulando un medio poroso. El puto clave es deducir una expresion para la fuerza que
experimenta el plato superior por efecto del liquido.
3.1.1 Andlisis de proceso: Flujo continuo por compresion
Las siguientes restricciones son impuestas en el sistema de flujo continuo por
compresion:
Proceso isotérmico
Mecanismaos inerciales del liquido son despreciables
Simetria cilindrica
Coordenadas cilindricas
La presion en el sistema es solo funcién de la coordenada radial r
Vz.n2 €s solo funcion de r en z = -h/2
Vz.n €S pequefio en comparacion de Vr

El flujo es simétricoenr =0
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3.1.2 Ecuaciones teoricas

Las ecuaciones tedricas se basan en principios de conservacion de masa y de la
segunda ley de newton aplicada a un medio continuo. Es importante sefialar que,
simplificando la componente r de la ecuacion de movimiento, se tiene lo siguiente:
3.1.3 Componente r de la ecuacion de movimiento

P, %,

0=-— 1
or 0z @
3.1.4 Ecuacion constitutiva de Newton
dvz
G, =H—r (2)
dr
3.1.5 Perfil de velocidades radial y gradiente de presion
r h/2
—j vz, dr = ZrI Vr(r.z)dz (3)
0 0

Combinando la componente en r de la ecuacién de movimiento y la ecuacion de Newton, se

tiene la siguiente expresion analitica:

d’vr _1dp @)
dz> pdr
Al resolver la ecuacion diferencial de segundo orden, obtenemos la expresion:
Vr(r,z):i(jl—pz2 +C,z+C, (5)
2u dr
La primera condicion de simetria, implica que:
ovr(r,
M — ld_p Z+ Cl (6)
oz p dr
Enz =0, la velocidad Vr =0, por lo que:
C,=0 (7)
La constante C, puede ser calculada mediante la siguiente condicion de no deslizamiento en
la pared, i.e.
2
Vr(r,z:ihjzi@[in) +C, =0 (8)
2) 2pudr\ 2
Despejando C», se tiene la siguiente expresion analitica:
C,= _Ldp h? 9)
8u dr
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Sustituyendo en el perfil de velocidades general:

1( dp\(h2_ 4,2
Vr(rz)=—| -——|(h" -4z 10
(rz) SM( drj( ) 10
Sustituyendo el perfil de velocidades radial, se tiene la siguiente expresion analitica:
r h/2
—[1Vz ,dr =2r [ Vr(rz)dz = ri(—%jﬁ (11)
0 0 12p\ dr
Simplificando, se tiene la siguiente expresion:
J'er_h,zdr I (12)
) 12u dr
Derivando, con respecto a r, se tiene lo siguiente:
a4 Ier_h,zdr _df, L deys (13)
driy dr{ 12p dr
Al resolver la ecuacion, obtenemos:
Vz,, = 1 h® d [r d_pj (14)
12p dr dr
La ecuacion diferencial, puede ser escrita como:
a0 12Ves g (15)
dr\ dr h

El punto importante en esta expresion, es el flujo que entra debido a la distribucién de
orificios. Supongamos las siguientes condiciones:

Los orificios estan distribuidos aleatoriamente

El area de los orificios es: A = tD?/4

El area de cualquiera de los platos es: A = na?

El flujo de liquido que entra esta descrito po

nD* P-Pp
Q=—"—-1r0 16
2'u L (16)

El flujo puede ser descrito como la velocidad promedio en la superficie del plato inferior por
el area:

VsnD?
4

Q= (17)

Igualando los flujos volumétricos, se obtiene la velocidad promedio en la superficie:
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vs= D" PPy
2°n L

(18)

Considerando el plato inferior como un medio poroso, y suponiendo N orificios, la velocidad

axial tiene la siguiente estructura matematica:

2 2 2 N 4 n-
Vz-h/zzNMVSZNnD 2/4DTppD:N 7D2 i
na ma® 2°u L 2'ap L

Al sustituir en la ecuacion de la presion, se tiene lo siguiente:

i(r(]l—loj—rlzuN D PPo _g
dr dr h® 2%&’°u L

Simplificando

d( dp ND*
a(ra} {3—zsazhsLj(p'pD>:°

Por lo que,

d d ND*
ara(p-po +Pp)- r(Smj(p-pD) =0

Si se hace:

ND*
PPl ¢ = gL

Finalmente;

iriP- ra’P =0
dr dr

Desarrollando el operador:

Zd2 d 12,22 02
— P +r—P+(i’r*0”-0°)P =0
dr dr

r

Mediante la derivada una composicion de funciones:

2

(iocr)2 d—ZP +(iar)_LP+((ir(x)2 -0? )P =0

d(iar) d(l(xr)
Si hacemos que x = iar, entonces:
2
xzd—zP +xiP+(x2-02)P=0
dx dx

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)
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La solucion general de este problema, esta dada por las funciones de Bessel modificadas de
primera y segunda especie de orden cero:

P(x) =C.ly(x)+C,K,(x) (28)
Por lo que,

P(r) =Cyly(ar)+C,K, (ar) (29)
Las condiciones de frontera son las siguientes:

r=0; [P(r)|<M™ 30)
r=a; P=-Pges

Para evaluar las constantes, se sustituyen las condiciones de frontera. La funcion de Bessel
K no esta definida cerca de una vecindad del cero por lo que, la constante C, = 0. La constante

C: tiene es calculada con la segunda condicion de frontera:

— Pres 31
1 IO (aa) ( )
Sustituyendo en la ecuacion general de la presion,
l, (ar)
P(r) =-Ppes——% 32
(r) RES IO ((xa) ( )
Entonces
I, (ar
P(r)=P-Pres =Pres —Iz (((xa)) (33)

Despejando la presion p (r)

P (r) = PresPres %ﬁ:)) = Pres [1' IIZ EZ;))) (34)

3.1.6 Fuerza en el plato superior

La fuerza en el plato superior, esta definida de la siguiente manera:

2n

=l

Sustituyendo el perfil de presiones en la fuerza normal, por lo que:

I /
F= ntppecd’ (1 -2 M] (36)

lo(aa)

O ey

p(r)rdrde = 2nj-p(r)rdr (35)
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3.1.7 Flujo volumétrico a través de los discos

El flujo de liquido que sale por los platos se puede obtener mediante el perfil de
velocidades y el area de flujo radial, por lo que:

21 h/2 b2
Q=[ [ Vr adzdo=2n-2a [ Vidz 37)
0-h2  r=a 0

Entonces, se tiene la siguiente expresion analitica:

_ mah®( dp
Q= 6“( drj (38)

Al calcular la presion, se tiene la siguiente expresion:

L_dp_(r)j_p o u(@2) (39)

— MRES
dr lo(aa)
Entonces, el flujo volumétrico tiene la forma:

Q= hanpRES 0a |1(0La)

40
6u I, (0a) (40)
Despejando la presion pres se tiene:
2
|p= Q2 36;1 l,(ca)/ca 1o L (ca)/aa )
h I, (ca) I, (0a)
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3.2 Flujo por compresion entre un sistema de platos concéntricos.
Este sistema consiste en dos platos concéntricos separados a una distancia H fija y de
radio a. En el plato inferior, es inyectado un fluido a flujo volumétrico constante Q. El sistema

se presenta en la Fig. (3.2)

Il : FLUJO POR COMPRESION
F(t)-Fiqus = ma=md’h(t)/dt

liquido

Z F(t)lvplato =dh (t) / dt

i | s h(t

0<r<a a

Figura 3.2. Flujo por compresion. El fluido es colocado en el plato inferior y el plato superior
se aproxima con una velocidad dh(t)/ dt comprimiéndolo, de tal forma que se forma un
laminado radial. Este sistema tiene la desventaja que contiene partes moviles las cuales
implican que, en el balance de fuerzas, la inercia debe ser tomada en cuenta.

3.2.1 Andlisis de proceso: Flujo por compresion
Las siguientes restricciones son impuestas en el sistema de flujo continuo por

compresion:

A) Proceso isotérmico: T es constante

B) Mecanismos inerciales del liquido son despreciables

C) Simetria cilindrica: 0{}/06 =0

D) Coordenadas cilindricas: (r,0,2)

E) La presion en el sistema es solo funcion de la coordenada radial r
F) Vz.nzes solo funcion de ren z = -h/2

G) Vz.n2 es pequefio en comparacion de Vr

H) El flujo es simétricoenr=0
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3.2.2 Ecuacion de continuidad

10 oVz

~—(rvr)+——=0 42
r ar( ) oz 42)

3.2.3 Ecuacién de Movimiento

0=-P, %% (43)
or oz
3.2.4 Ecuacion reologica de Newton
6,= HM (44)
dz

3.2.5 Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera son las siguientes:
C.F.1: Vr(r,z=h)=0

M =0

dz 220 (45)
CF.3: Vz(r,z=0)=0

C.F.2:

C.F.4:Vz(r, z= h(t)) =h(t)
3.2.6 Perfil de velocidades radial

Combinando la ecuacion constitutiva con la de movimiento se tiene lo siguiente:

o°Vr 10
-2 (46)
0z n or
La solucidn de la ecuacion diferencial esta definida por un polinomio cuadratico
1d
Vr(r,z)= = Pricznc, (47)

2u dr
Al sustituir las condiciones de frontera (primera y segunda) en la solucién de la ecuacion

diferencial de segundo orden; se tiene lo siguiente:

_h@dp(( z )
Vr(rz)= e o {(h(t)j 1] (48)

De la ecuacion de continuidad se tiene lo siguiente:
10
Vz(zr) :—Fa(r'[Vrdz)+C3 (49)

Al substituir la expresion para la velocidad radial se tiene lo siguiente:
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Vz(zr):—hs(t) 12 3- z 12[r%j+c (50)
’ 2u | 3\ h(t) h(t) ) |ror\ dr ’

Aplicando la tercera condicion de frontera para la velocidad axial, la constante C3 vale cero,

por lo que se obtiene:

~ro(1 2 ) (2|1t dp
ve(z="5, [3[11(0} [h(t)ﬁrar(rdr) oy

3.2.7 Calculo del perfil de presiones y gradiente de presion
Finalmente, al aplicar la cuarta condicion de frontera, se obtiene lo siguiente:

g(rd_pj: 3M§1(t)r (52)
or\ dr h*(t)

Integrando la ecuacién diferencial para el gradiente de presion

dp_3uh(y)  C, (53)
dr  2h°(t) r

Una segunda integracion

]

_3“h(t) 2
p(r)= 0 r*+C,Lnr+C, (54)

Como la solucion debe permanecer acotada, por consistencia fisica, el valor de C4 debe ser
cero, si no la presion tenderia a menos infinito. Aplicando la condicion de que en r =a, la

presion es la atmosférica se tiene lo siguiente:

p - 2=, (55)
Por lo que la presion se puede escribir como:
3 (-ﬁ(t))a2 rY’
O ) °
A partir de la definicion de la presion es fécil calcular el gradiente de presion:
[
3uh(t
%: ;Tgt))r (57)
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3.2.8. Componente axial del campo de velocidades
Mediante el balance de masa y suponiendo que no existe deslizamiento en el plato

inferior, se tiene la siguiente expresion analitica:

Va(zr)=- MO 2 ) [ 2 18[rd_p) h(t) 2 Y ( z ))3uh()
) 2p | 30 h(t) h(t) dr 2n h(t) h(t) n3(t)

Finalmente, se tiene lo siguiente:
3
3/ A 1/ z
~Vz(zr)==h(t — = —=
(a1)=a"0) (h(t)) 3[h(t>j o

3.2.9 Calculo de la fuerza de compresion

Para calcular la fuerza en el plato superior por efecto del medio, se necesita evaluar

la siguiente integral:

2n

- .!l.(p-pa +0,) rdrdd= It_j[(p-pa +2u %)

z=h

rdrd6 (59)

z=h

Calculando la derivada de la integral y evaluando la integral se tiene lo siguiente:

el

Por lo tanto, la fuerza puede ser calculada mediante la siguiente expresion:

P
.Fz—n-([er:h

Insertando el gradiente de presion en la expresion de la fuerza, se tiene:

F = 2ni(p-pa )| rdr=2mn {((p-pa

z=h

2dr} = n_[z—p r2dr (60)

0 z=h

r’dr (61)

. :ni 3141[1(‘[) 3uh(t)i 3u(ﬁ(t))a4
<| 2h*(t) 2h3(t) 5 8h(t)

Por lo tanto, la expresion de Stefan tiene la siguiente forma:

_ 3mu ﬂ (t)a*
Fz - 8h3(t) (62)
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3.2.10 Célculo de la viscosidad aparente

Si la fuerza es constante, es decir Fz = FO, la ecuacién anterior se puede integrar para

obtener:

8 Fodt:(_dfl(t)j (63)
3mpa h*(t)
Integrando

8

h2(t)dh(t) = [-——F,dt
Jn*dn(t)=[ -3 <R
Finalmente
h2()=—2_Ft+C,

3mua

Aplicando la condicion inicial de que al tiempo cero la separacién del plato es hO

1 1 16F,

; h?(t) h2(1) ’ 3mpa’

(64)
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CAPITULO 4
PERTURBACION
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4. Método perturbativo regular
En este capitulo se presenta el algoritmo para la solucién de las ecuaciones

adimensionales acopladas por el método de perturbacion. Este método consiste en tres pasos
principales: (i) Variables adimensionales que permitan obtener grupos adimensionales que
describan los mecanismos macroscopicos y un pardmetro de pequefiez o perturbativo, (ii)
Las variables de interés son desarrolladas en series de potencias alrededor del parametro
perturbativo y (iii) obtener contribuciones a ordenes cero y primero respectivamente. A
continuacion, se desarrollan estos pasos.

4.1 Variables adimensionales
Para simplificar el problemay preparar el método perturbativo se propone el siguiente

conjunto de variables adimensionales para las coordenadas radial, axial, velocidades axial,
radial, esfuerzo cortante, gradiente de presion, esfuerzo total, fuerza normal y segundo

invariante del tensor rapidez de deformacion:

_Z P\ M= VZ o O L P (65)
z h,r a,Vr—<V>,Vz (hj<v>16(ik) HM,p (ajﬂo<v>
a h h h
En donde <V> es la velocidad media en r = a, dado por:
V-dS
”dS 2mah

Es importante destacar que el volumen que entra en el disco inferior es na? <Vz>y debe ser
igual por conservacion de masa al volumen que sale radialmente por lo que, se tiene lo
siguiente: 2wah <Vr>en r = a. Asi que, por conservacion de masa, se tiene la siguiente
expresion analitica: <Vr> = (a/2h) <V>. Para el método perturbativo, se argumenta que la
velocidad radial Vr debe ser del orden de < Vr > = a/2h <V>.
4.2 Ecuaciones de continuidad, movimiento y reoldgica adimensional

Sustituyendo las variables adimensionales en las Ecuaciones teoricas se tiene las

siguientes Ecuaciones adimensionales:

o 0 af 0 06, Op
oRe| Vi—+Vz— |[Vr=—| —|(r - +—— 67
( or Zazj r(ar( %) G(ee)j dz or ©7)
0
a3Re[Vr2+Vz£jw=a(gé(m(m)ﬂL G(Zz)j-@ (68)
or 0z ror 0z oz
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——+=—(1Vr)=0 (69)

4.3 Ecuacion reoldgica modelo de Newton

Sustituyendo las variables adimensionales en el modelo de Newton, se tiene lo siguiente:

» OW OV
oW, NV 70
@ "% 5 Ty (70)
ov
—2q M 71
0 =205 (71)
v
Co)= 2(1? (72)
ow
P 73
cS(zz) a 62 ( )
Las condiciones de frontera se pueden escribir como:
Vr(r,z)=0; vz(z,r)= u(r) en z=0
Vr(r,z)= Vz(r,z)=0 en z=1 (76)
Vr(r,z)=Vz(r,z)=0 en r=0

En donde la variable U(r) es constante cuando el flujo volumétrico de entrada es el mismo,

por lo que se tiene la siguiente expresion general.

1

'[ ru(r)dr=1 (77)
0

Experimentos en lubricacion y en recubrimientos, has demostrado que el ndmero de
Reynolds es pequefio por lo que, se puede despreciar.
4.4 Analisis perturbativo

Para deducir expresiones analiticas en el sistema, se propone utilizar un esquema
perturbativo para deducir una contribucion analitica viscosa y de inercia.
Es claro que las ecuaciones deducidas dependen del pardmetro o.. Nuestra hipotesis es que

las variables dindmicas pueden ser expandidas en términos de ., es decir:

Vr(r,z)= o’V (r,z)+a'Vr (r,z) +---+a'Vr;(1,2) Z(XJVI’ (r.z) (78)

Vz(r,z)= o’Vz,(r,z)+a'Vz, (r,z)+-+ aszj (rz)+-= ia’sz (r,2) (79)

=1
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p(r)= a’p, (r)+(11pl(r)+~-~+ajpj (r)+--= Zocjpj (r) (80)
E)
O (r,z)= aoc(ik)o (r,z)+ alc(ik)l (r,z)+ azcs(ik)z (r,z)++= Zajc(ik)j (r,z) (81)

j=0
Al sustituir las series de potencias dadas por las Ecs. (78)-(81) en las ecuaciones de
continuidad, movimiento, reoldgica Ec.(67)-(76), e igualando los coeficientes de los

polinomios a orden cero y primero, se obtienen las siguientes ecuaciones analiticas resumidas

enlaTabla4.1

Tabla 4.1. Resumen de las ecuaciones a ordenes cero y primero

Ecuaciones Orden cero: O (af) Primer orden: O (a!)
ovVz, 10 oVz, 10
Balance de Masa : +——(I’VFO):0 l+——(l’VI‘l):0
oz ror oz ror
0’ op in(rz):%+Re \ (rz)avr°(r’z)+Vz (rz)avr"(r’z)
Movimiento en r _2er (r,Z) =—20 ot o or o oz
0z or
- @, _, o, _
Movimiento en z - -
oz 0z
Vi, (r,z=0)=0 Vi, (r,z=0)=0
Vi, (r,z=1)=0 Vi, (r,z=1)=0
Condiciones de Vzo(r z=0)= (r) Vzo(r z= 0) -0
Frontera Vzo(r z=1)= VZO(T z=1)=0

Fuerza del liquido

en el plato

F = n{V)a’ j%rzdr
" n o

_w(V)a®top
F=- 2 J'a—rlrzdr

0

La Tabla (4.1) es un resumen de las ecuaciones principales obtenidas por el método
perturbativo. A continuacién, se da un resumen de las ecuaciones tedricas a orden cero y

primero:
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Orden cero: O (af)

a) El método perturbativo a orden cero, permite deducir expresiones analiticas para
las velocidades radial, axial, gradiente de presion y fuerza a orden cero.

b) Localmente, el orden cero se aproxima al flujo de Poiseuille en una rendija de
espesor 2B, ancho W y longitud L.

c) EIl perfil de presiones es parabolico y esto es una diferencia significativa en
comparacion con el flujo de Poiseuille en una rendija de espesor 2B, anchura W'y
longitud L. En este sistema, el perfil de presiones es lineal.

d) A orden cero, los perfiles de velocidad, gradiente de presion, perfil de presiones y
fuerza, coinciden con los obtenidos mediante la aproximacion de lubricacion.

e) Las fuerzas obtenidas en el flujo por compresion y flujo continuo por compresion
son equivalentes simplemente se debe de definir la velocidad promedio en el flujo
continuo por compresién como < V > = 2-1a dLnh(t)/dt (Waters y Gooden 1983)

Orden primero: O (a°)

En esta seccion, se presentan los resultados méas importantes del orden uno.
Basicamente, estos se reducen a la contribucion de los mecanismos inerciales los cuales,
son punto de partida en la expresion analitica de la fuerza. A continuacidn, se presentan
las ecuaciones cerradas para: (i) la velocidad radial, (ii) velocidad axial, y (iii) Fuerza
normal.

% =—% Re{3u(r)-—Iru(r)dr}—jru(r)dr (82)

La fuerza a orden uno, tiene la siguiente forma:

- :_nu;;\fjrz {%j;u(;)dh”;;{e { 3u0 2 2 ru(r)dr} | ru(r)dr}dr (83)

0 0

En el caso de flujo homogeéneo, u (r) =2, por lo que se tiene la siguiente expresion analitica:

F =F 1+9(m+4)(3m+4) R 84
Im = ' 0m 280(m+2) OR€ ( )

En el caso del flujo homogéneo, se tiene lo siguiente:
9
F,=F,i1+—oaRe 85
10 00{ 35 } ( )

Las Ecs. (82)-(85) fueron obtenidas por Waters and Gooden (1983, 1984) mediante un

esguema perturbativo regular.
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CAPITULOS5
SIMULACION Y ANALISIS
DE RESULTADOS
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En este capitulo se presentardn los resultados tedricos computacionales en el
programa de Wolfram Mathematica. Los calculos que se presentaran estan basados en las
ecuaciones desarrollados en los capitulos anteriores. Las simulaciones que se mostraran son:
(i) velocidad radial, (ii) velocidad axial, (iii) gradiente de presion.

5.1. Orden cero
5.1.1. Velocidad radial

En la Fig. (5.1) se ilustra la velocidad radial vs posicion axial para diferentes valores
de la coordenada radial. Las siguientes observaciones matematicas y fisicas son observables
en la Fig. (5.1):

Matematicamente

a) Esclaro, que, en todos los casos, se obtiene el clésico perfil parabolico descrito en la
literatura cientifica.

b) EI méximo se obtiene en la mitad de compresién del sistema y es observable que la
coordenada r permite el desarrollo del perfil de velocidades.

Fisicamente

c) Es evidente que, en las paredes, se cumple la condicién de no deslizamiento ya que
la velocidad en las paredes es cero debido a que existe una adherencia del liquido al
solido.

d) EI méximo es un acoplamiento entre las propiedades materiales y geométricas del
sistema y se determina analiticamente a través de la siguiente ecuacion:

Vro(r,z,m) = 6(r)*™*1(z — 22)

VELOCIDAD RADIAL A ORDEN CERO

(A=Y

—1=0.25
r=0.5
r=0.75
r=1.0

o0 o0oo
oo N o ©

Velocidad radial (Vr0)
o
~

© oo
N w

o

0 02 04 06 038 1 12 14 16
Longitud axial (z)

Figura 5.1. Simulacion de la velocidad radial vs longitud axial adimensionales en funcion
de la posicidn en el plato inferior asociado a la coordenada radial r.
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5.1.2. Velocidad axial

En la Fig. (5.2) se ilustra la velocidad axial vs posicion axial para diferentes valores
de m asociado a la homogeneidad del sistema. Es importante resaltar que la homogeneidad
estd asociada con la cantidad de fluido que entra a través de los orificios. Esta simulacion
toma como valor fijo a la coordenada radial r=0.5, es decir que el andlisis del perfil de
velocidades se realiza exactamente a la mitad del sistema. La expresion analitica que
representa lo mencionado anteriormente esta representada por la siguiente ecuacion:

Vzo(r,z,m) = (m + 2)r"™(1 + 223 — 322)
Lo siguientes puntos son observables en la Fig. (5.2):
Matematicamente:

El comportamiento de las cuervas en la es el mismo independientemente de la variacion del
parametro m, sin embargo, se puede observar que a valores pequefios de la longitud axial las
curvas tienden a formar una meseta y que al llegar a puntos criticos de la longitud axial (z)
se aprecia un comportamiento mono6tono decreciente en dichas curvas.

Fisicamente:

Se observa que el parametro m es una variable independiente que tiene un gran impacto con
respecto a la componente z del vector velocidad en el sistema. Enfatizando que cuando m es
igual a cero en el sistema se considera un flujo homogéneo, es decir, que el volumen que
entra por los orificios del plato inferior es el mismo; mientras que para valores mayores a
cero el sistema tendra un flujo no homogéneo.

VELOCIDAD AXIAL A ORDEN CERO

2
1.8
S 16
N
> 14
< 1.2 “o
3 m=
kel m=0.5
g 0.8 j
5 0.6 m=1.0
g 0.4 m=2.0
0.2
0 _
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Longitud axial (z)

Figura 5.2. Simulacién de la velocidad axial vs longitud axial adimensionales en funcion del
parametro m, asociado a la homogeneidad del sistema.
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5.1.3. Gradiente de presion

La Fig. (5.3) representa graficamente el gradiente de presion vs posicion axial para
diferentes valores del pardmetro m asociado a la homogeneidad del sistema, el cual esta
asociada con la cantidad de fluido que entra a través de los orificios ya sea para el valor de
m=0 homogéneo o para m>0 no homogéneo. La expresion analitica para el gradiente de
presion esta representada por la siguiente ecuacion:

dpo(r) _ 2m+1
e 12(r)

En la Fig. (5.3) podemos analizar las siguientes cuestiones matematica y fisicamente:
Matematicamente:

Cuando el parametro m es igual a cero la cuerva es lineal debido a que en este valor el sistema
es homogéneo, es decir que la cantidad de fluido que entra al sistema por los orificios del
plato inferior es el mismo; sin embargo, se puede observar que para la no homogeneidad del
sistema (valores diferentes a 0), las curvas formadas tienen un comportamiento creciente
exponencial.

Fisicamente:

El gradiente de presion es una funcion exclusiva de no homogeneidad del plato inferior del
sistema, es decir que su comportamiento dependera del parametro m no de las caracteristicas
del fluido.

El valor maximo del gradiente de presion se obtiene cuando el fluido llega al plato superior,
en la Fig. (5.3) se puede apreciar que este valor es z=1.

GRADIENTE DE PRESION A ORDEN CERO

12
10 /
. /
—m=0
m=1
) / m=3
2 / ‘ s
0 \ ‘ \

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Longitud axial (z)

Gradiente de presion (dP/dr0)
(o))

Figura 5.3. Simulacion del gradiente de presion vs longitud axial adimensionales en funcion
del pardmetro m, asociado a la homogeneidad del sistema.
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5.2. Primer orden

5.2.1. Velocidad radial

En la Fig. (5.4) y (5.5) se ilustran las simulaciones de la velocidad radial vs posicién axial
para diferentes valores de la coordenada radial con un valor fijo de m=0 (flujo homogéneo)
y variacion del valor de Reynolds (Re). Las siguientes observaciones matematicas y fisicas
son observables en las Fig. (5.4) y (5.5).

Matematicamente:

a)

b)

Se puede observar que en comparacion con la velocidad radial a orden cero (Fig. 5.1),
la velocidad radial a primer orden (Fig. 5.4) es afectada por el valor de Reynolds, en
donde se asigno un valor de Re=4 (flujo laminar) debido a que en el sistema el flujo
de entrada se da a velocidades muy bajas, en este se obtiene el clasico
comportamiento parabolico de las curvas descrito en la literatura cientifica, no
obstante, al aumentar el valor de Reynolds Re=20 se observa que comienza a formar
otro perfil de velocidades pero en direccidn contraria a la coordenada radial. (Fig.5.5).
El maximo se obtiene en la mitad de compresion del sistema y es observable que la
coordenada r permite el desarrollo del perfil de velocidades.

Fisicamente:

c)

d)

Se observa que, en las paredes, se cumple la condicion de no deslizamiento ya que la
velocidad en las paredes es cero debido a que existe una adherencia del liquido al
solido.

Se observa que la variacion del Reynolds causara un incremento de velocidad con
respecto a la longitud axial, en comparacion con la velocidad radial a orden cero (Fig
5.1).

El maximo es un acoplamiento entre las propiedades materiales y geométricas del
sistema y se determina analiticamente a través de la siguiente ecuacion:

VI'1 — (—6(1‘)m+1 + Re(Zm + 1) (_ 3_‘;) (r4m+1) + Re(m + 2) (_ %) (r3m+1)) (ZZ _

4m+1 4 _ 1825 1826
z) + Re(2m + Dr (3z = =

425 1225
5 5

- %z) + Re(m + 2)r3m+1 (—

3z4 3 2 11)
2 2z° + 3z T
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VELOCIDAD RADIAL A PRIMER ORDEN

1

0.9
__08
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g
®© 0.5 r=0.75
o
S04 r=1.0
8

0.2 Re=4
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0
0 0.5 1 15

Longitud axial (z)

Figura 5.4. Simulacion de la velocidad radial vs longitud axial adimensionales en funcion
de la posicidn en el plato inferior asociado a la coordenada radial r, m=0y Re=4.

VELOCIDAD RADIAL A PRIMER ORDEN

1

N \
0.9 ‘
0.8 ‘
a9 —=0.25
s 0.7 \
= r=0.5
._fg 0.6
r=0.75
‘g 0.5 |
5] r=1.0
kel 0.4
.g / m=0
E 0.3
2 Re=20
1
|
| 0
-1.8 -0.8 0.2 1.2 2.2 3.2

Longitud axial (z)

Figura 5.5. Simulacién de la velocidad radial vs longitud axial adimensionales en funcion
de la posicidn en el plato inferior asociado a la coordenada radial r, m=0 y Re=20.

44



5.2.2. Velocidad axial

EnlaFig. (5.6) y (5.7) se ilustra graficamente la velocidad axial vs posicion axial para
diferentes valores de m asociado a la homogeneidad del sistema. Es importante enfatizar que
la homogeneidad esta asociada con la cantidad de fluido que entra a través de los orificios en
el sistema. Esta simulacion toma como valor fijo a la coordenada radial r=0.5, es decir que
el andlisis del perfil de velocidades se realiza exactamente a la mitad del sistema; ademas se
hace una variacion del valor de Reynols (Re) en donde se puede observar como este valor
modifica las curvaturas de las simulaciones. La expresion analitica que representa lo
mencionado anteriormente esta representada por la siguiente ecuacion:

Vz, = ((m+ 2)r™)(1 + 223 — 322) — Re(2m + 1)(4m + 2)(r*™) <(— %) + <(§) -
(5)+(5)-%) - (- 2332)) - Retm + D)@m+ 2> ((-2) - (- %) +
(-(5)+ () - () - () += - )

De las Fig. 5.6 y 5.7, se puede analizar matematica y fisicamente los siguiente:

Matematicamente

El comportamiento de las cuervas en la es el mismo independientemente de la variacién del
parametro m, sin embargo, se puede observar que a valores pequefios de la longitud axial las
curvas tienden a formar una meseta y que al llegar a puntos criticos de la longitud axial (z)
se aprecia un comportamiento mondétono decreciente en dichas curvas.

Se puede visualizar que conforme aumenta el valor de Reynolds la curvatura es mas
pronunciada para los valores pequefios en la longitud axial (z) del sistema (Fig. 5.6 y 5.7) en
comparacion con la velocidad axial a orden cero (Fig. 5.2)

Fisicamente

El parametro m tiene la funcion de hacer que las curvas se trasladen a valores menores, es
decir entre mayor es el valor de m la curvatura tendra valores mas pequefios en la velocidad
axial del sistema, por lo tanto, el pardmetro m controla el impacto de la componente z en la
velocidad axial del sistema.

En los valores de Reynolds Re=4 y Re=50 de cada grafico se puede observar cémo los
mecanismos inerciales dominan sobre l0s viscosos.

Se observa que el parametro m es una variable independiente que tiene un gran impacto con
respecto a la componente z del vector velocidad en el sistema. Enfatizando que cuando m es
igual a cero en el sistema se considera un flujo homogéneo, es decir, que el volumen que
entra por los orificios del plato inferior es el mismo; mientras que para valores mayores a
cero el sistema tendra un flujo no homogéneo.
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VELOCIDAD AXIAL A PRIMER ORDEN
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Figura 5.6. Simulacion de la velocidad axial vs longitud axial adimensionales en funcion del
parametro m, asociado a la homogeneidad del sistema, r=0.5 y Re=4.
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Figura 5.7. Simulacion de la velocidad axial vs longitud axial adimensionales en funcion del
parametro m, asociado a la homogeneidad del sistema, r=0.5, Re=50.
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5.2.3. Gradiente de presion

La Fig. (5.8) representa graficamente el gradiente de presion vs posicion axial para diferentes
valores del pardmetro m asociado a la homogeneidad del sistema, el cual esta asociada con
la cantidad de fluido que entra a través de los orificios ya sea para el valor de m=0 homogéneo
0 para m>0 no homogéneo, con un valor fijo de Reynols (Re=4) debido a que en el sistema
el flujo de entrada se da a velocidades muy bajas. La expresion analitica para el gradiente de
presion esta representada por la siguiente ecuacion:

dp,

54 27
5p = 120" + Re(2m +1) (— ﬁ) (r*m*1) + Re(m + 2) (— ﬁ) (r3m+1)

En la Fig. (5.8) podemos analizar las siguientes cuestiones matematica y fisicamente:
Matematicamente:

Cuando el parametro m es igual a cero la cuerva es lineal debido a que en este valor el sistema
es homogéneo, es decir que la cantidad de fluido que entra al sistema por los orificios del
plato inferior es el mismo; sin embargo, se puede observar que para la no homogeneidad del
sistema (valores diferentes a 0), las curvas formadas tienen un comportamiento creciente
exponencial.

Se puede observar que en comparacion con el gradiente de presion a orden cero (Fig. 5.3), el
parametro de Reynolds tiene un impacto significativo en las curvas ya que los valores de del
gradiente de presion aumentan; para el caso de m= 0 (homogeneidad del fluido) los aumentan
linealmente, sin embargo, para valores mayores a cero (no homogeneidad del sistema)
potencializa significativamente los valores del gradiente de presién. Fig.5.8.

Fisicamente:

El gradiente de presion es una funcion exclusiva de no homogeneidad y del parametro de
Reynolds del plato inferior del sistema, es decir que su comportamiento dependera del
pardmetro m y del valor de Reynolds y no de las caracteristicas del fluido del sistema en
estudio.

El valor maximo del gradiente de presion se obtiene cuando el fluido llega al plato superior,
en la Fig. (5.8) se puede apreciar que este valor es z=1.
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GRADIENTE DE PRESION A PRIMER ORDEN

100
9
o
K] 80
o
S 70 —m=0
[y
© 60 m=1
2]
9 —
o 50 m=3
(]
T 40 m=5
Q
5 30 Re=4
8 20 =
© 10

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Longitud axial (z)

Figura 5.8. Simulacion del gradiente de presion vs longitud axial adimensionales en funcion
del pardmetro m, asociado a la homogeneidad del sistema, Re=4.

En la siguiente seccion, se presentara un resumen del presente trabajo de investigacion a
nivel de licenciatura. A continuacion, se enlistan los atributos de este capitulo

A) Se obtuvieron las simulaciones a orden cero de las velocidades axiales, radiales y
el gradiente de presion a orden cero.

B) Se obtuvieron las simulaciones a primer orden de las velocidades axiales, radiales
y gradiente de presion a primer orden.

C) Se observa que los mecanismos inerciales del fluido aumentan la capacidad de
carga del flujo por compresion, es decir la fuerza que impacta en el plato superior
por efecto del liquido, o la fuerza de compresion sobre el fluido.

Finalmente, en el siguiente capitulo, se presentan las conclusiones finales de este trabajo,
perspectivas a futuro y se se sugeriran las principales lineas de investigacion que pueden
continuar con este trabajo de fendmenos de transporte y reologia de fluidos complejos.
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES

49



6.1 Aportacion al conocimiento

En este trabajo se propuso un esquema perturbativo aplicado a un sistema de
lubricacion por compresion. En particular se analizan los mecanismos inerciales, cortantes y
extensionales. La geometria analizada es un sistema de platos paralelos circulares de radio r
= a y longitud L. El fluido es colocado en el sistema en el plato inferior y este se queda
adherido por efecto de la tension superficial en el sistema. El plato superior, se aproxima al
fluido con una velocidad Vz = dh(t) /dt, y produce un laminado radial. En este sistema, se
asume que: (i) El proceso es cuasi-estacionario, i.e. el plato se aproxima al fluido a
velocidades muy bajas, de tal manera que el sistema llega al equilibrio, y se puede suponer
que la rapidez instantanea puede ser despreciada, i.e., 6Vz/ ot = 0. El proceso es isotérmico,
es decir la temperatura es constante y por lo tanto las propiedades materiales del sistema no
cambian. Existe simetria cilindrica, es decir cualquier variable cinematica o dindmica no
depende de la coordenada angular 6, i.e. 6{} / 86 = 0. Los mecanismos gravitacionales son
despreciables, y el fluido se deforma continua e irreversiblemente por un gradiente de presion
inducido por un balance mecanico (Ecuacion de Bernoulli).

Las variables cinematicas y dindmicas importantes en el sistema son:

A) Velocidad radial: Vr (r,z)

B) Velocidad axial: Vz (r,z)

C) Distribucion de presiones: p(r)

D) Fuerza que ejerce el liquido en el plato superior
E) Rapidez de deformacion

F) Rapidez de extension

En este punto, la ecuacion que resulta es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales
no-lineales que describen los cambios de la velocidad en el tiempo-espacio y que para un
fluido newtoniano se conoce como la ecuacion de Navier-Stokes. Asumiendo que la masa se
conserva, el conjunto de ecuaciones diferenciales que describe el sistema son las siguientes:

2
p(Vr%+Vz%j=—@+u g(lg(rVr)j+a \ér
or 0z or or\ ror 0z

( oVz aij op (1@ oVr 82VZJ

A B
Vr(r,z=0)=Vr(rz=h(t))=0

Vz(rz=0)=0

Vz(r,z = h(t)) = dn(t)/dt

p(r=a) = Pum
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Este sistema es bastante complicado de manejar y la manera de abordarlo es con estas
opciones:

a) Numérico: (i) Diferencias finitas, (ii) Elemento finito, (iii) Sistemas hibridos
b) Aproximaciones: (i) Ordenes de Magnitud, (ii) Perturbativo

Para los métodos simplificados, la clave es analizar como son los componentes del vector
velocidad y entender que la componente dominante es la radial y la axial es pequefia. La masa
que es comprimida es la que fluye radialmente por el sistema geométrico.

Fuido Comprimido-Axialmente = Fuido Comprimido-Radialmente
Mc = pQ =pma’ (-dh(t)/dt) = p2mah(t) (Vr (r = a,2)))

Despejando la velocidad, se tiene la siguiente expresion matematica:

1 dh(t
(Vr(r=az)))= > h?t) [— di )j = h?t) Vz

Entonces, esta aproximacion, nos permite saber el orden de las velocidades. La velocidad

radial es del orden de:
Vi o[i(_mjj:o(ivoj
h(t) dt h(t)

o, [l O(G(n)c) N OU\LZL(OSJ

En las expresiones anteriores se definié la velocidad de aproximacion del “plato al fluido

como:

_dn®

V. =
0 dt

Estas velocidades son punto de partida para nuestro analisis adimensional. Cada uno de los
términos de las ecuaciones es analizado con este criterio y se obtiene las siguientes
expresiones, via la derivada de una composicion de funciones:
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1ngr+%_O
ror 0z

2
Red' (V M+V szao (—@j+ azé(lg(r\/r)jﬂxo 0 \gr
or 0z or or\ror 0z

2
Reo® (Vr% Vz%jzuo(—@jﬂx (12 %+a26 VZ]

0z 0z ror or oz°
Vr(rz=0)=Vr(rz=1)=0
Vz(rz=0)=0
Vz(rz=1)=1
P(r=1) =Py
R —pvoh,oc:h<<l,patrn Dam_
i a wYo,

El conjunto de ecuaciones diferenciales depende de dos numeros adimensionales asociados
a los mecanismos inerciales y viscosos. Estos estan definidos como:

pVOh;oc:E<<1

n a

Re =

El primero de ellos es el nimero adimensional de Reynolds asociado a la competencia entres
las fuerzas viscosas e inerciales. El segundo de ellos, es el cociente entre dos longitudes
caracteristicas que relacionan el espacio en el sistema de estudio. Este nimero o nos permites
discriminar y proponer los términos a ordenes cero y primero y es punto de partida en nuestro
analisis perturbativo. Los siguientes puntos importantes, son descritos a continuacion:

A) EIl pardmetro perturbativo o de pequefiez es a, i.e., a = h(t)/a <<1
B) Variables perturbadas: (i) Vr (r,z), (ii) Vz (r,z), (iii) p = p (1), (iv) cij (r,2)

Entonces, la serie de potencias, que se propone para resolver le sistema, es el siguiente:
Vr=a’Vr, + o'Vt + o’ Vr, +---+a"Vr,
Vz=0"Vz,+a'Vz, +0*Vz, +--+a"Vz,

0 1 2 n
P=ap,+tap +tap,+--+ap,

Estas series de potencias, son substituidas en las ecuaciones de conservacion de la masa y
ecuaciones de movimiento para obtener las contribuciones a ordenes cero y primero
respectivamente. A orden cero en el parametro alfa, se tiene lo siguiente:

O(ao):
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10 oVz,

—-—IVr,+ =0
ror 0z
O:—%-F%

o oz’
0=_®

0z
Vi, (rnz=0)=Vr,(rz=1)=0
Vz,(r,z=0)=0
Vz,(rz=1)=1
po (r :1 ) = patm

A primer orden el parametro alfa se tiene lo siguiente:
O((xl) :

1 g Vi + oVz, _
ror 0z

ovr, +Vz,
r

0

2
Re(VrO ovr, j __0p, OV

oz o o
0__9P
0z
Vz(rz=0)=0
Vz(rz=1)=0
p(r=1)=0

El conjunto de ecuaciones diferenciales es resuelto junto con las condiciones de frontera
correspondientes y se obtienen los resultados presentados anteriormente. Los siguiente putos
importantes de las ecuaciones obtenidas, son enlistados a continuacion:

Orden cero
O (a9):

A) A orden cero, el sistema se aproxima al flujo a gradiente de presion o flujo de
Poiseuille en una rendija de espesor 2B.

B) Este método perturbativo es equivalente a la aproximacién de lubricacion propuesta
en la literatura de mecanica de fluidos no-newtonianos y en la ciencia e ingenieria de
polimeros.

C) A orden cero, la presion describe un perfil parabélico en contraste con el perfil
tradicional del flujo de Poiseuille. El flujo de Poiseuille es un perfil lineal, mientras
que este, es similar al de la velocidad radial.
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D) La expresion para la fuerza a orden cero, es la clésica expresion deducida por Stefan

(1874). Esta fue deducida mediante analisis de ordenes de magnitud.

Primer orden

O (al):

E)
F)
G)
H)
1)
J)

K)

A primer orden se incorporan los efectos convectivos del operador derivada material
los cuales, estan relacionados con los mecanismos inerciales y viscosos.

De acuerdo con las condiciones de frontera, se observa que el perfil radial es
parabolico y se desprecian los mecanismos de deslizamiento.

El perfil axial es descrito por una ecuacion cubica independiente de los niUmeros
adimensional.

A primer orden se observa un perfil parabélico modificado por los mecanismos
inerciales a través del nimero de Reynolds.

El perfil de velocidades axial se ve modificado por los mecanismos inerciales y
presenta un aumento por efecto del nimero de Reynolds.

El gradiente de presion involucra el nimero de Reynolds y su expresion matematica
es cerrada, es decir es completamente analitica y no se recurre a métodos numéricos
para su desarrollo.

La fuerza a primer orden implica que existe una contribucion por lo mecanismos
viscosos e inerciales. Es claro que la fuerza, a primer orden aumenta por efecto de los
mecanismos del fluido.

Este trabajo de investigacion a nivel de licenciatura representa una aportacion en entender
los sistemas que presentan una mezcla cinematica de componentes cortantes y
extensionales y es punto de partida en investigaciones en la formaciéon de colageno.
Finalmente, en la siguiente Figura se hace un resumen del presente trabajo y
cualitativamente, se busca las areas en donde el flujo cortante, extensional y la mezcla
cinematica de estos dos flujos.
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d?h(t)
F(t) - I:quuido = mDiscoa == mDisco F F ( t )
Adherencia

Capilaridad
Adherencia
! a
| Cortante- Rotacion

Adherencia
0< r <1 A
=3 Extension  |Capilaridad
Cortante - Rotacion 0< L <1
Adherencia h (t)

Figura 6.1 llustra las zonas en donde se puede presentar los mecanismos de corte y
extensionales en el sistema de estudio.

A continuacion, se presentaran las perspectivas del trabajo futuro y las lineas que se pueden
seguir, en esta investigacion a nivel de licenciatura.

6.2 Trabajo en progreso

Una linea natural de investigacion de estos sistemas, es suponer que le fluido tiene
componentes elasticas y que es de naturaleza compleja, es decir que se pueden emplear
modelos mas sofisticados para describir sus propiedades. A continuacién, se mencionan
algunas posibles lineas de investigacion original:

A) Emplear modelos que describan fluidos complejos como: (i) Sistemas micelares, (ii)
Dispersiones de cristales liquidos, (iii) Polimeros, (iv) Fluidos biologicos: a) Sangre
humana con hipercolesterolemia, b) Sangre con cirrosis hepatica, c) Sangre con cancer,
etc,

B) Emplear ecuaciones reoldgicas nuevas que describan la formacion y la destruccion de la
estructura por efecto del flujo y que sean punto de partida en la descripcion de fendbmenos
como: (i) Adelgazamiento al corte, (ii) Engrosamiento al corte, (iii) Tixotropia, (iv)
Reopexia, (v) Bandeo y (vi) efectos de concentracion.

C) Experimentos con fluidos no-newtonianos y complejos para contrastar las predicciones
analiticas y numeéricas con los datos experimentales.

D) Simulaciones mediante computacion cientifica en COMSOL-MULTIPHISYCS. En este
punto, el espacio de estudio es una geometria rectangular de [0,1] x [0.1]—R, con el fin
de construir el mallado en el sistema, aplicar el método numérico y en el post-
procesamiento construir las soluciones.
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E) Evaluar los mecanismos inerciales de la geometria, a través de la segunda ley de Newton,
Ie.,

d*h(t
I:(t)_lzll’quido =ma :m%
Finalmente, este trabajo de investigacion representa una contribucion en la busqueda de
sistemas complejos que utilizan como herramientas de caracter organizacional a los
fendmenos de transporte, reologia de fluidos complejos y matemaética aplicadas a sistemas
de lubricacion, ciencia de polimeros e ingenieria del tejido, entre otros.
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