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INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES,UNAM

Ciudad Universitaria, CDMX Octubre 2023



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



PROTESTA UNIVERSITARIA DE INTEGRIDAD Y 

HONESTIDAD ACADÉMICA Y PROFESIONAL 
(Graduación con trabajo escrito) 

De conformidad con lo dispuesto en los artículos 87, fracción V, del Estatuto General, 68, primer 
párrafo, del Reglamento General de Estudios Universitarios y 26, fracción 1, y 35 del Reglamento 

General de Exámenes, me comprometo en todo tiempo a honrar a la Institución y a cumplir con los 

principios establecidos en el Código de Ética de la Universidad Nacional Autónoma de México, 

especialmente con los de integridad y honestidad académica. 

De acuerdo con lo anterior, manifiesto que el trabajo escrito titulado: 

Efectos de procesos radiativos en observables de precisión 

que presenté para obtener el grado de ----Doctorado---- es original, de mi autoría y lo realicé con 

el rigor metodológico exigido por mi programa de posgrado, citando las fuentes de 

ideas, textos, imágenes, gráficos u otro tipo de obras empleadas para su desarrollo. 

En consecuencia, acepto que la falta de cumplimiento de las disposiciones reglamentarias y 

normativas de la Universidad, en particular las ya referidas en el Código de Ética, llevará a la 

nulidad de los actos de carácter académico administrativo del proceso de graduación. 

Atentamente 

Antonio Rojas Ramos 

de cuenta de la persona alumna)' 
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1.4. Estructura de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2. Breve descripción del Modelo Estándar 28

2.1. Part́ıculas elementales del Modelo Estándar . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2. Lagrangiana del Modelo Estándar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.1. Mezcla de SU(2) y U(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.2.2. Mecanismo de Higgs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2.3. Generación de Masa de bosones y fermiones . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2.4. Auto-interacción de los bosones de norma . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.3. Fundamentos de QCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

i



2.3.1. Lagrangiana de QCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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delo (ĺınea sólida negra). La región sombreada azul queda definida a partir de

la inclusión de las incertidumbres para los parámetros del mesón ρ′. También
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Resumen

La necesidad de entender la estructura y el comportamiento de los hadrones que inter-

actúan fuertemente a bajas enerǵıas es de suma importancia, ya que podŕıan proporcionar

información relevante sobre su dinámica interna, las cuales no pueden ser descritas cuanti-

tativamente a partir de los principios fundamentales de la Cromodinámica Cuántica (QCD)

por su caracter no perturbativo. El momento dipolar magnético (MDM) del mesón ρ es una

de las propiedades que puede ayudar en este objetivo, por lo que la determinación de este

parámetro es importante. Por otra parte, dada la falta de evidencia directa de Nueva F́ısica

en el LHC a altas enerǵıas, las mediciones de precisión a bajas enerǵıas para ciertas observa-

bles, buscan desviaciones respecto a las predicciones teóricas e indicar la presencia de f́ısica

más allá del Modelo Estándar. Por esta razón, existe la necesidad de contar con cálculos

precisos que nos permitan entender los efectos de nueva f́ısica o los ya existentes dentro del

Modelo Estándar lo que lleva a la necesidad de recurrir a modelos fenomenológicos que inclu-

yan a la interacción fuerte de forma efectiva, tratando de modelar la dinámica subyacente.

Un ejemplo es el MDM del muón, cuya precisión depende de entender las contribuciones

hadrónicas, por lo que en este trabajo de tesis se aborda estos problemas considerando el

Modelo de Dominancia Vectorial (VMD) generalizado, en el cual los mesones vectoriales

neutros se acoplan a la corriente electromagnética, teniendo en cuenta a los hadrones como

grados de libertad relevantes e incluyendo la interacción con mesones pseudo-escalares.

En primer lugar, se hizo un análisis a un conjunto de modos de decaimiento y secciones

eficaces que involucra a los mesones ligeros π, ρ(770), ω(782) y ρ(1450) y sus interacciones
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hadrónicas efectivas para determinar sus correspondientes acoplamientos. La segunda parte

fue determinar el valor del momento dipolar magnético del mesón ρ (770) de forma indirecta

a través de un análisis de la sección eficaz experimental del proceso e+e− → π+ π− 2 π0. Bajo

VMD, uno de sus canales involucra al vértice de tres mesones ρ (770), asociado directamente

al vértice ρ+ ρ− γ el cual está parametrizado en términos de los multipolos electromagnéticos

del mesón ρ. La primera parte del trabajo se vuelve relevante para reducir los errores en

los resultados. Finalmente, se considera al decaimiento τ− → π− π0 ντ γ en donde se hace

una descripción de la parte independiente de modelo y del llamado canal ω, contribución

dependiente de modelo. Mostrando que en la interferencia del canal ω con la contribución

independiente, el proceso e+e− → π0 π0γ puede ayudar a explicar adecuadamente dichos

efectos. Además, se evalúa su implicación en la corrección de la ruptura de la simetŕıa del

isoesṕın electromagnético para las estimaciones basadas en el decaimiento del leptón τ− al

momento dipolar magnético del muón.
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Abstract

The need to understand the structure and behaviour of strongly interacting hadrons at

low energies is of paramount importance, as it could provide relevant information about

their internal dynamics, which, due to their non-perturbative nature, cannot be described

quantitatively from the fundamental principles of quantum chromodynamics (QCD). The

magnetic dipole moment (MDM) of the rho meson is one of the properties that can help in

this objective, so the determination of this parameter is important. On the other hand, given

the lack of direct evidence for new physics at the LHC at high energies, precision measure-

ments at low energies for certain observables look for deviations from theoretical predictions

and indicate the presence of physics beyond the Standard Model. For this reason, there is

a need for precise calculations that allow us to understand the implications of new physics

or existing physics within the Standard Model, leading to the need for phenomenological

models that effectively include the strong interaction and attempt to model the underlying

dynamics. An example is the muon MDM, whose accuracy depends on understanding the

hadronic contributions, so this thesis addresses these problems by considering the Genera-

lised Vector Dominance Model (VMD), in which neutral vector mesons are coupled to the

electromagnetic current, taking hadrons as relevant degrees of freedom and including the

interaction with pseudoscalar mesons.

First, an analysis of a set of decay modes and cross sections involving the light mesons π,

ρ(770), ω(782) and ρ(1450) and their effective hadronic interactions was carried out to de-

termine their corresponding couplings. The second part was to determine the value of the
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magnetic dipole moment of the ρ(770) meson indirectly through an analysis of the experi-

mental effective cross section from e+e− → π+π− 2 π0. In VMD, one of its channels involves

the three-meson ρ vertex (770), which is directly associated with the ρ+ρ−γ vertex para-

meterised in terms of the electromagnetic multipoles of the ρ meson. The first part of the

work becomes relevant to reduce the errors in the results. Finally, we consider the decay

of the τ− → π− π0 ν− γ decay, where a description of the model-independent part and the

so-called ω channel, the model-dependent contribution, is given. It is shown that when the

ω channel interferes with the independent contribution, the e+e− → π0 π0γ process can help

to adequately explain such effects. Furthermore, its implications for the correction of the

electromagnetic isospin symmetry breaking for estimates based on the decay of the lepton

τ− to the magnetic dipole moment of the muon are evaluated.
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Caṕıtulo 1

En este primer caṕıtulo se hace una breve introducción y descripción sobre los temas relevantes

a desarrollar a lo largo de este trabajo de tesis. La primera parte esta centrada en el estatus actual

de g − 2 del muón, fijando la atención en las contribuciones hadrónicas dada la tensión que existe

entre los resultados teóricos y experimentales. El segundo tema importante está enfocado en el

momento dipolar magnético del mesón ρ y la gran variedad de resultados teóricos existentes para

este parámetro. La necesidad de un análisis de parámetros hadrónicos a bajas enerǵıas se vuelve

relevante, ya que estos son indispensables en el desarrollo de los temas de este trabajo de tesis.

Finalmente, el caṕıtulo culmina con la descripción de la estructura de los distintos caṕıtulos que

componen a este trabajo de tesis.

Introducción

Dentro del Modelo Estándar de la f́ısica de part́ıculas, la interacción fuerte, descrita a

través de la Cromodinámica Cuántica (QCD), la evolución en enerǵıa de la intensidad de

la interacción juega un papel importante, ya que la constante de acoplamiento disminuye

en forma logaŕıtmica a grandes transferencias de momento (o, equivalentemente, la dismi-

nución de la constante de acoplamiento a pequeñas distancias). Sin embargo, está misma

propiedad implica un aumento de la constante de acoplamiento a transferencias de momento

pequeño, es decir, a grandes distancias. Este aumento limita la aplicación de la teoŕıa de per-

turbaciones. Aśı, la teoŕıa de interacción fuerte puede dividirse principalmente en dos áreas:
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espectroscopia de hadrones a bajas enerǵıas y los aspectos no perturbativos de los procesos a

altas enerǵıas. La primera guarda una estrecha relación con la propiedad de confinamiento:

los quarks y los gluones no pueden salir de su región de interacción fuerte y no pueden ser

observados como objetos f́ısicos reales. Los objetos f́ısicos, observados experimentalmente a

grandes distancias son los hadrones. El estudio de la interacción fuerte a bajas enerǵıas es

fundamental para comprender la estructura de los hadrones, como su masa, momento angu-

lar y propiedades de esṕın, aśı como para explorar fenómenos como la ruptura espontánea

de la simetŕıa quiral, los condensados de quark y gluón y la formación de estructuras no per-

turbativas como los glueballs y mesones exóticos. Sin embargo, la poca comprensión de este

régimen no perturbativo ha llevado al desarrollo de un gran numéro de métodos y técnicas

para describir las propiedades de los hadrones y las interacciones entre ellos. Esto incluye el

uso de modelos fenomenológicos, simulaciones en redes de QCD, teoŕıa de campos efectivas

y aproximaciones anaĺıticas.

Por otra parte, dado que se tiene un mejor entendimiento sobre la interacción electro-

magnética, es natural utilizarla como un sondeo para poder entender la estructura interna y

el comportamiento de la materia que interactúa fuertemente en función de sus constituyentes

fundamentales; los hadrones. Los primeros estudios comenzaron en la década de 1950 con

el trabajo de Hofstadter et. al. [1] utilizando haces de electrones energéticos con el objetivo

de comprender cómo es la interacción electromagnética a través las distribuciones de carga

y corriente dentro de los hadrones y dar información sobre su estructura interna. La ma-

terialización de estas interacciones son los factores de forma electromagnéticos, los cuales

proporcionan una herramienta importante para el entendimiento de la estructura de los es-

tados ligados en QCD. En part́ıcular, el estudio teórico de las propiedades electromagnéticas

de los mesones π y ρ, constituidos a partir de dos quarks ligeros (u, d), es de interés por-

que en muchos aspectos son los estados ligados más simples. Cabe señalar que la situación

experimental es muy diferente. Las propiedades de los piones son bien conocidas por los

experimentos. Por el contrario, la información experimental sobre el mesón ρ es limitada.
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Su tiempo de vida es muy corta, ≈ 4.5 × 10−24 s, por lo que las medidas directas de sus

propiedades electrodébiles (por ejemplo, factores de forma electromagnéticos y momentos

estáticos) son casi imposibles. Sin embargo, estos factores de forma son importantes para la

f́ısica hadrónica: por ejemplo, contribuyen a las corrientes de intercambio de mesones. Tam-

bién están estrechamente relacionados con los factores de forma de los nucleones. Además,

la descripción del mesón ρ es interesante por śı misma. En tales condiciones, el papel de

las investigaciones teóricas aumenta con el único objetivo de desentrañar las propiedades

f́ısicas de estos estados ligados. Estas cantidades podŕıan calcularse si existiera una teoŕıa

completa para la estructura hadrónica. Sin embargo, en ausencia de tal teoŕıa, los factores de

forma electromagnéticos proporcionan un excelente punto de encuentro entre las mediciones

experimentales y los cálculos teóricos de diferentes tipos de modelos.

Otro aspecto fundamental de la espectroscopia de hadrones a bajas enerǵıas son los de-

caimientos radiativos de mesones, los cuales están directamente relacionados a los procesos

de aniquilación electrón-positrón a hadrones, y cuya caracteŕıstica principal se centra en el

estudio de los mesones vectoriales de quarks ligeros, tanto isovectoriales como isoescalares,

para determinar ciertas propiedades y observables tales como su espectro, modos de decai-

miento y naturaleza. Estos procesos de aniquilación a su vez pueden venir mediados por

ciertas resonancias y sus efectos se pueden notar en las observables del proceso. Un impor-

tante subproducto de estos procesos de aniquilación, e+e− a hadrones, es la contribución de

la polarización de vaćıo hadrónica al momento magnético del muón. Por otro lado, directa-

mente relacionados con los estados isovectoriales, a través de la asunción de la Conservación

de Corriente Vectorial (CVC), se encuentra que estan relacionados con los decaimientos

hadrónicos o semileptónicos del leptón τ−. Al contrario de lo que sucede con el resto de los

leptones, (eletrón (e−) y muón (µ−)), la masa del leptón τ− (Mτ− ∼ 1.7 GeV) es suficien-

temente grande como para permitir este tipo de desintegraciones, que incluye a los mesones

ligeros (piones-π-, kaones -K y etas -η, η′-). Estos procesos incluyen además al correspon-

diente neutrino, ντ , y pueden incluir (en los llamados procesos radiativos) múltiples fotones,
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γ. Dichos decaimientos del leptón τ− proporcionan un entorno limpio en el cual estudiar

la interacción fuerte a enerǵıas bajas e intermedias, ya que la mitad del proceso, la parte

electro-débil, es limpia y está bajo control desde el punto de vista teórico. Por otra parte,

dado el intervalo de enerǵıas del sistema hadrónico que cubren estas desintegraciones (esen-

cialmente desde el umbral de producción del mesón π ∼ 0.14 GeV hasta la masa del leptón

τ−, Mτ ), las resonancias más ligeras se pueden intercambiar en capa de masa (on-shell), de

modo que sus efectos son notables y se puede proceder al estudio de sus propiedades.

En el resto de las secciones que conforman esta Introducción, se presenta el estado ac-

tual del momento dipolar magnético del muón y del mesón ρ, abordando con mayor detalle

aspectos que son parte fundamental para el objetivo y realización de este trabajo de tesis.

Primeramente, es necesario dar panorama general sobre el estado actual del momento di-

polar magnético del muón, describir las principales fuentes de incertidumbre asociadas a

las contribuciones hadrónicas y las tensiones significativas que existen entre los resultados

obtenidos a partir de datos experimentales provenientes de procesos de aniquilación e+e−

y los obtenidos a partir de lattice QCD. También es importante mencionar la importancia

de los datos hadrónicos del leptón τ−, que en principio, pueden utilizarse para evaluar la

contribución hadrónica principal a traves del canal a dos piones, salvo el requerimiento de

determinar las correcciones de isoesṕın necesarias [2]. Sin embargo, algunas de estas co-

rrecciones, por ejemplo: las correcciones requeridas de violación de isosṕın [3, 4] han sido

calculadas utilizando la teoŕıa de resonancia quiral (RχT) [5-7], y modelos de dominancia

vectorial (VMD) [8, 9], lo cual sirve como punto de partida y justificación en este trabajo

para estudiar el proceso radiativo τ− → π−π0ντγ.

Un escenario particular en la desintegración τ− → π−π0ντγ, dominada por la parte indepen-

diente del modelo [7-10], en acuerdo con el teorema de Low para la emisión de fotones suaves

[11], es la aparición de las resonancias ρ y ω, la cercańıa en masa juega un papel importante

en la comprensión de muchos fenómenos hadrónicos de baja enerǵıa. La llamada mezcla

ρ− ω es uno de los ingredientes clave en la descripción adecuada de los datos de dispersión
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e+e− → π+π−, que es la contribución hadrónica dominante para la predicción del momento

dipolar magnético g− 2 del muón en el modelo estándar (SM) [12-14]. Alĺı, se ha observado

que una contribución dependiente del modelo, asociada al llamado canal ω, tiene un efecto

relevante en el espectro dipión, pero no se identifican los roles espećıficos de cada una de

las resonancias involucradas, lo que dificulta identificar cómo se combinan las propiedades

particulares para obtener el resultado total. Este hecho no es trivial, ya que los procesos

involucran un vértice ρ− ω − π. Contabilizar adecuadamente este canal es importante para

la corrección de la ruptura de simetŕıa de isosṕın. Si bien este proceso radiativo no ha sido

medido, las perspectivas experimentales en Belle II podŕıan ofrecer una primera visión de

ello. Además, en la Ref,[13] se menciona de manera notable que la discrepancia entre la pre-

dicción del Modelo Estándar y la medida experimental se reduce sustancialmente cuando se

emplean los datos del τ . Sin embargo, la evaluación basada en e+e− ganó preferencia sobre

el uso de los datos del τ ya que como se concluye en la Ref. [12], la comprensión actual de

las correcciones de violación de isosṕın a los datos del τ , desafortunadamente, aún no está

a un nivel que permita su uso con incertidumbres competitivas. Parte del propósito de este

trabajo es revisar los análisis previos de VMD [8, 9] para las correcciones electromagnéticas

requeridas en los decaimientos de τ− a dipiones y comparar los resultados obtenidos con

los de RχT recientes [7], de modo que puedan ser considerados confiables en la predicción

del Modelo Estándar para aHVP,LO
µ . También se hace un análisis sobre ciertos aspectos feno-

menológicos similares que tiene con su contra-parte, al proceso e+e− → 2π0γ, a través del

llamado canal ω.

Un segundo punto que se desarrolla en esta introducción es el estado actual de las pre-

dicciones teóricas para el momento dipolar magnético del mesón ρ (770). En el estudio del

proceso de decaimiento τ− → π−π0ντγ, dicha observable tiene una contribución dependien-

te de modelo asociado directamente al vértice electromagnético ρ+ρ−γ (parametrizado en

términos de los multipolos electromagnéticos del mesón ρ). Aunque se sabe que en algunos

modelos de quarks no relativistas, proporcionan un valor µρ = 2, en unidades de e/2Mρ,
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similar al del bosón W . A la fecha, existen una serie de trabajos teóricos sobre la estructura

del mesón ρ que muestran que dicho valor podŕıa tener una leve desviación respecto a 2 que

vale la pena revisar.

La determinación indirecta de esta observable podŕıa llevarse a cabo a través del decaimiento

τ− → π−π0ντγ, ya que el ancho de decaimiento es una función del MDM del mesón ρ, pero a

falta de información experimental para este proceso de desintegración, dicha determinación

es imposible de realizar por el momento. Sin embargo, una alternativa para determinar de

manera indirecta el MDM del mesón ρ viene a través del uso de datos experimentales para

la sección eficaz del proceso e+e− → π+ π− 2 π0. El valor reportado en la Ref. [15], sugiere

un valor µρ = 2.1 ± 0,5. La idea surge a partir de que en el contexto del VMD, el proceso

de aniquilación a cuatro piones puede ser descrito a través de una serie de canales mediados

por los mesones ligeros ρ, ρ′, ω, π, a1, σ y f0. Uno de estos los canales, mediado a través

del mesón ρ, contiene al vértice electromagnético ρ+ρ−γ, lo que permite calcular la sección

eficaz total como función del MDM del mesón ρ y con ayuda de los datos experimentales

se puede ajustar el valor de dicha observable. Para dicha determinación se usaron datos

experimentales preliminares de la Colaboración BABAR [16] aśı como ciertas aproxima-

ciones para el valor de las constantes de acoplamiento involucradas en la descripción del

proceso, lo que genera que la incertidumbre sea relativamente grande en comparación con

las predicciones teóricas. La necesidad de hacer un nuevo análisis para este proceso, bajo

el mismo contexto, es con la finalidad de actualizar el valor reportado para µρ, pero ahora

usando los datos experimentales publicados por la colaboración BABAR [17] para el proceso

e+ e− → π+ π− 2π0, utilizando información experimental adicional para las constantes de

acoplamiento involucradas en lugar de las aproximaciones anteriores.

A medida que avanza la tecnoloǵıa, se aportan más datos de precisión desde el punto

de vista experimental. La credibilidad del Modelo Estándar está firmemente establecida, ya

que ahora puede reproducir teóricamente esos datos de precisión. Usando dicha teoŕıa, se

pueden hacer predicciones sobre el valor de acoplamientos, anchos de decaimiento, propie-
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dades electro-débiles, entre otras observables. También puede poner severas restricciones a

la posible f́ısica más allá del Modelo Estándar. Se puede enfatizar la importancia de mejorar

la precisión teórica para los casos de estudio particular en este trabajo; Corrección electro-

magnética y su respectiva contribución al momento dipolar magnético del muón para el caso

τ− → π−π0ντγ y la determinación del momento dipolar magnético del mesón ρ a través del

proceso de aniquilación e+e− → π+ π− 2π0; en el contexto de VMD, la descripción de dichos

procesos se hace asumiendo que el fotón virtual se acopla a una serie de mesones ligeros

intermedios, dicha interacción se codifica en las llamadas constantes de acoplamiento. Estas

constantes son importantes porque tienen implicaciones en las observables de los procesos.

Sin embargo, la determinación de manera directa de algunos acoplamientos no puede llevarse

a cabo, por lo que deben ser extráıdos de manera indirecta a través de procesos de aniquila-

ción o a partir de una serie de anchos de decaimiento de algunos procesos de baja enerǵıa.

Además, la inclusión del mesón ρ(1450) toma una relevante importancia para describir ade-

cuadamente ciertas observables de precisión. Lo que resulta en la necesidad de realizar un

análisis de un conjunto de modos de decaimiento y secciones eficaces en el régimen de baja

enerǵıa para extraer los parámetros utilizados para su descripción en el contexto de VMD

y las interacciones hadrónicas efectivas, que involucran a los hadrones de baja masa (ρ, ω

y π) y ρ′. Finalmente, este caṕıtulo culminará con la enumeración de los distintos caṕıtulos

de la tesis.

1.1. Estatus de g − 2 del muón

En abril del 2021, el experimento g − 2 del Fermilab [18-21], E989, publicó su primer

resultado para el momento anómalo magnético del muón aµ ≡ (gµ−2)/2 basado en los datos

de Run-1. Cuando se combina esté resultado con la medición anterior del experimento E821

del Brookhaven National Lab (BNL) [22], el resultado tiene una tensión de 4.2σ con respecto

a la predicción teórica recomendada en el White Paper [12] de la Iniciativa Teórica Muon g−2
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[14]. Sin embargo, el nuevo resultado de FNAL en Fermilab de Run-1/2/3 [23], al comparar

con la predicción de 2020 [12], arroja una discrepancia de 5.0 σ uno respecto al otro, lo cual

probablemente podŕıa indicar la existencia de f́ısica más allá del Modelo Estándar. Por lo

que, justo como se menciona en la Ref. [23], es necesaria una predicción teórica actualizada

que considere todos los datos disponibles hasta ahora. Además, se requiere de una mayor

precisión, ya que esto es esencial para poder decir de manera concluyente si esta diferencia

sustancial proviene de f́ısica más allá del Modelo Estándar o pueda arrojar una discrepancia

menor y menos significativa. Por lo que el estudio del MDM del muón tiene un significado

práctico muy importante hoy en d́ıa.

La incertidumbre en la predicción del Modelo Estándar del momento dipolar magnético

del muón, aSMµ , está limitada completamente por nuestro conocimiento de sus diferentes

contribuciones, las cuales están determinadas a través de la suma de todos los sectores:

aSMµ = aQED
µ + aEWµ + aHVP

µ + aHLbL
µ , (1.1)

donde aQED
µ son las contribuciones de lazos en QED; aEWµ son las contribuciones electrodébi-

les; aHVP
µ las contribuciones de polarización del vaćıo hadrónicas (HVP) y aHLbL

µ son las

contribuciones hadrónicas de dispersión de luz por luz (HLbL). Estos dos últimos conjuntos

distintos de contribuciones hadrónicas son las que presentan una mayor incertidumbre dentro

de la predicción del Modelo Estándar. En ambos casos, su evaluación viene a través de dos

enfoques complementarios: un método dispersivo, el cual toma datos experimentales como

punto de partida, y las evaluaciones de lattice QCD, en la que las correcciones hadrónicas

son calculadas mediante simulaciones numéricas en el denominado espacio-tiempo euclidiano.

Este punto es importante, por lo que será retomado en las siguientes secciones con un poco

más de detalle.
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Contribución Valor×1011 Referencias

Experimento (E821 + E989) 116 592 061 (41) Refs. [18, 22]

Experimento (FNAL+BNL) 116 592 059 (22) Refs. [23]

HVP LO(e+e−) 6931 (40) Refs. [24-29]

HVP NLO (e+e−) -98.3 (7) Refs. [29]

HVP NNLO(e+e−) 12.4 (1) Refs. [30]

HVP LO (lattice, udsc) 7116 (184) Refs. [31-39]

HLbL (fenomenoloǵıa) 92 (19) Refs. [40-52]

HLbL NLO (fenomenoloǵıa) 2 (1) Refs. [53]

HLbL (lattice, uds) 79 (35) Refs. [54]

HLbL (fenomenoloǵıa + lattice) 90 (17) Refs. [40-52, 54]

QED 116 584 718.931 (104) Refs. [55, 56]

Electrodébil 153.6 (1.0) Refs. [57, 58]

HVP (e+e−, LO+NLO+NNLO) 6845 (40) Refs. [24-30]

HLbL (fenomenoloǵıa + lattice + NLO) 92 (18) Refs. [40-54]

Valor Total SM 116 591 810 (43) Refs. [24-30, 40, 45-52]

[53-58]

Diferencia: ∆aµ = aexpµ (E821 + E989) − aSMµ 251 (59)

Cuadro 1.1: Resumen de las contribuciones de aSMµ , tal y como se recogen en las Refs. [12, 14, 23,
59]. En el primer bloque se muestran los resultados para las principales contribuciones hadrónicas,
aśı como el resultado combinado para el proceso de dispersión HLbL a partir de fenomenoloǵıa y
de lattice QCD disponibles hasta el momento. En el segundo bloque se resumen las cantidades que
entran en la recomendación final para la contribución del SM, en particular, la contribución total
HVP, evaluada a partir de datos e+e−, y el número total para la contribución HLbL.

En la Cuadro 1.1, se reproduce el estado actual de las predicciones del Modelo Estándar

[14], aśı como también los recientes resultados experimentales [18, 22, 23], las cuales sirven

como punto de referencia para las perspectivas de futuras mejoras experimentales. Ya que,

justo como lo hace Fermilab en sus nuevos resultados [23], el objetivo principal es reducir
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las incertidumbres experimental para los futuros experimentos de g − 2, como J-PARC

[60] y, potencialmente en el PSI [61] y los siguientes en Fermilab [62], por lo que está

claro que la teoŕıa debe mejorarse al mismo tiempo. Esto es particularmente importante, ya

que en lo que respecta a la contribución HVP, la situación actual es complicada dadas las

tensiones que existen entre los diferentes resultados, especialmente en el enfoque dispersivo,

donde las mediciones experimentales para las secciones eficaces e+e− → hadrones a bajas

enerǵıas estan basadas en más de veinte años de mediciones experimentales, y cuya predicción

obtenida en el White Paper del 2020 [12] es inferior en alrededor de 5 σ en comparación

con la media experimental del 2023 presentada por Fermilab [23]. A esto, hay que sumarle

los resultados presentados en lattice QCD por parte de la colaboración BMW [63], cuyo

resultado está más cerca de la media experimental y a 2.1 σ de tensión con la evaluación

basada en datos presentada en el White Papper del 2020 [12]. Por otro lado, justo como se

menciona en las Ref.[64, 65], para los resultados más recientes en el caso de la contribución

HLbL, los dos enfoques arrojan resultados compatibles dentro de los errores con la estimación

HLbL del White Paper 2020 [12]. Es por esta razón que la discusión se centra solo en las

contribuciones HVP y se dejan a un lado las contribuciones HLbL, sumado a que para

propósitos de este trabajo, estás no son relevantes.

1.1.1. Evaluaciones basadas en datos para la contribución HVP

La evaluación de la contribución HVP basada en datos está dada a través de una relación

de dispersión, la cual relaciona la contribución HVP a orden principal, denotada por aHVP,LO
µ ,

con la sección eficaz total para procesos de aniquilación e+e− → hadrones [66, 67]1:

aHVP,LO
µ =

α2

3 π2

∫ ∞

4m2
π

ds
K(s)

s
R(s), (1.2)

1La sección eficaz se define de manera inclusiva de fotones, ver Ref. [12], es decir, mientras que aHVP,LO
µ

es a orden O(α2), está contiene, por definición, contribuciones irreducibles de un fotón de orden O(α3). Esta
convención coincide con la que se utiliza en los cálculos númericos de lattice QCD.
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donde R(s) es la denominada relación R (hadrónica) definida por la sección eficaz desnuda

para el proceso de aniquilación e+e− → hadrones con respecto a la sección eficaz de procesos

de aniquilación e+e− a pares de muones de tipo puntual,

R(s) =
σ0(e+e− → hadrones(γ))

σpt
, σpt =

4 π α2

3 s
, (1.3)

y K(s) es el kernel de QED [67], el cual está definido por la expresión:

K(s) = x2 (1 +
1

2
x2) + (1 + x)2

(
1 +

1

x2

)
(log (1 + x) − x+

1

2
x2) +

1 + x

1 − x
x2 log x, (1.4)

donde x = (1 − βµ)/(1 + βµ) y βµ =
√

(1 − 4m2
µ/s).

La razón de utilizar la sección eficaz desnuda, (sección eficaz medida y corregida por la

radiación del estado inicial (ISR), el vértice del electrón a un lazo y la contribución de

polarización de vaćıo del fotón), es evitar una posible duplicación de las contribuciones

de orden superior que ya están incluidas y forman parte de aµ. Por otra parte, dado que

el kernel de QED, K(s), disminuye a medida que la enerǵıa s aumenta, la integral de la

ec. (1.2), se pondera hacia regiones de bajas enerǵıas y, como se menciona en la Ref. [68], hace

enfatizar la contribución del mesón ρ junto a una mezcla con el mesón ω, lo cual representa

aproximadamente un 73 % de la contribución total. Además, se sabe que alrededor del 93 %

de la contribución total proviene de valores para la enerǵıa s por debajo de 1.8 GeV [68].

Por lo que, dado que la sección eficaz total medida directamente de procesos de aniquilación

e+ e− → hadrones por encima de
√
s ≈ 1 GeV no se conoce con suficiente precisión, por

lo que es común utilizar secciones eficaces individuales exclusivas. Este enfoque dispersivo

gira en torno a la facilidad que se tiene sobre las mediciones de la sección eficaz hadrónica

e+e− a enerǵıas por debajo de unos pocos GeV. Sin embargo, como señalan los autores de

la Ref.[2], también es posible utilizar las desintegraciones hadrónicas del leptón τ− para la

evaluación de aHVP,LO
µ . Esté enfoque fue competitivo durante algún tiempo con el método

que considera procesos de aniquilación e+e−, aunque en la actualidad no se considera que
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este sea el caso [12] ya que existe un desacuerdo entre las funciones espectrales de los canales

a 2π y 4π obtenidas a partir de estas dos reacciones. Esto plantea un problema serio ya que

estos son dos de los canales dominantes de la contribución hadrónica total.

Procesos de aniquilación e+e− y decaimientos del leptón τ .

A partir de 1997, se dispusieron de funciones espectrales para el leptón τ− precisas [69-71],

lo que permitió obtener la parte iso-vectorial de la sección eficaz de procesos e+e− [72]. En

la medida en que la hipótesis de la conservación de corriente vectorial (CVC) sea correcta,

la parte iso-vectorial de la sección eficaz σ(e+e− → hadrones) está directamente relacionada

con la correspondiente desintegración del leptón τ a partir de una rotación de isosṕın [73].

La sección eficaz del proceso de aniquilación e+ e− a un estado final hadrónico X se puede

escribir en términos de una función espectral vX0 (s) como:

σ(e+e− → X) =
4π α2

s
vX0 (s), (1.5)

donde s ≡M2
X es el cuadrado de la enerǵıa de centro de masa para el proceso de aniquilación

e+ e−.

Por otra parte, para el proceso de decaimiento τ− → X− ντ , se tiene que:

dΓ

d s
=
G2

F |Vud|2 SEW

32π2m3
τ

(m2
τ − s)2 (m2

τ + 2 s) vX− (s), (1.6)

donde mτ es la masa del leptón τ , GF es la constante de Fermi, |Vud| es el elemento de matriz

de mezcla débil de la matriz Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) y SEW tiene en cuenta

las correcciones radiativas electro-débiles [74-78]. Por otro lado, las funciones espectrales son

obtenidas a partir de su correspondiente distribución invariante de masa y la suposición de

CVC implica que vX0 = vX− , donde vX− es la función espectral para las desintegraciones del

leptón τ− y la cual depende directamente de las correcciones de rompimiento de isoesṕın.

Con una apropiada combinación de estados finales, se tiene por ejemplo, para los canales a
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2π y 4 π que:

σ(e+e− → π+π−) =
4π α2

s
v

π−π0

,

σ(e+e− → π+π−π+π−) =
4π α2

s
v

π−3π0

,

σ(e+e− → π+π−π0π0) =
4π α2

s
(v

2π−π+π0

− vπ
−3π0

).

(1.7)

Centrando nuestra atención en el canal dominante a dos piones, π+π−, para el caso del

leptón τ− se tiene que:

1

Γ

dΓ

d s
(τ− → π−π0ντ ) =

6π|Vud|2 SEW

m2
τ

B(τ− → ντe
−ν̄e)

B(τ− → ντπ−π0)

×
(

1 − s

m2
τ

)(
1 +

2s

m2
τ

)
v−(s),

(1.8)

donde los B(i) se refiere a los Branching ratios. La simetŕıa SU(2) (CVC) implicaŕıa que

v−(s) = vπ
−π0

, y dichas funciones espectrales a su vez están relacionadas a los factores de

forma del pión F i
π(s) por:

vi(s) =
β3
i (s)

12π
|F i

π|2, (1.9)

donde βi(s) es la velocidad del pión. Antes de que sea posible una comparación precisa para

el canal a dos piones, es necesario tomar en cuenta los efectos de rompimiento de isoesṕın

RIB(s) como se menciona en la Ref.[4]. La versión correcta para la sección eficaz a dos piones

(ver detalles en Ref. [4]) puede ser escrita entonces como:

σ(e+e− → π+π−) =
[Kσ(s)

KΓ(s)

] dΓππ[γ]

ds

RIB

SIB

(1.10)

con

KΓ(s) =
G2

F|Vud|2m3
τ

384π

(
1 − s

m2
τ

)2 (
1 +

2 s

m2
τ

)
; Kσ(s) =

π α2

3 s
. (1.11)

Luego, el factor de corrección de rompimiento de isoesṕın queda definido por la expresión:

RIB =
FSR(s)

GEM(s)

β3
0(s)

β3
−(s)

∣∣∣ F0(s)

F−(s)

∣∣∣, (1.12)
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donde FSR(s) corresponde a la corrección radiativa para el estado final [79, 80], GEM(s)

denota a la corrección radiativa de largas distancias de orden α para el espectro del proceso

inclusivo de fotones τ− → π−π0ντ (γ) [13], β3
0(s)/β3

−(s) considera el imparto entre la razón

de los factores de espacio fase, relevante cerca del umbral, y F0(s), F−(s) son los factores de

forma electromagnético y débil para el pión, respectivamente. La razón entre estos factores

es la corrección más dif́ıcil de estimar. ya que por debajo de 1 GeV, dichos factores de forma

están gobernados principalmente por la resonancia del mesón ρ. Además de que se esperan

efectos importantes de rompimiento de isoesṕın (IB) asociados a las diferencias de masa y

ancho de decaimiento entre los mesones ρ± y ρ0, y la mezcla ρ− ω [81, 82].

A pesar de las mejoras que se tienen en el cálculo de las correcciones IB, todav́ıa existe

una discrepancia considerable entre la predicción basada en e+e− de 693.1 (4.0) × 10−10 y

la basada en τ de 703.0 (4.4) × 10−10 [83]. Esta diferencia asciende a 9.9(4.0) × 10−10, lo

cual corresponde aproximadamente a una desviación alrededor de 2 σ. Lamentablemente,

la comprensión de las correcciones IB a los datos del leptón τ aún no alcanza el nivel de

precisión necesario para igualar la precisión de los datos de procesos e+e−, lo que hace que

estos no sean considerados para su uso en la evaluación de la integral de dispersión para

HVP. Sin embargo, dado que sigue siendo una posibilidad, en este trabajo se examinará el

enfoque basado en datos del leptón τ , principalmente enfocado en el espectro del dipión,

en la corrección electromagnética GEM(s) y su contribución al MDM del muón ∆aµ bajo el

contexto de VMD. Esto se hace con el objetivo de cerrar las discrepancias existentes para

los valores obtenidos de ∆aµ bajo los modelos de VMD [8, 9] y RχT [3, 4, 7, 84].

Los avances en la evaluación de la contribución HVP basada en datos que incluyen al

canal más crucial a 2π, (datos de SND [85] y BESIII [86]) aśı como datos para e+e− → 3 π

[87, 88], el segundo canal más grande tanto en valor absoluto como en error no indican

cambios significativos en comparación con la situación descrita en la Ref. [12]. Además, se han

analizado restricciones de unitaridad y analiticidad para los canales π0γ [89] y K̄ K [90]. Sin

embargo, la situación se ha vuelto desconcertante, ya que en febrero del 2023, la colaboración
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CMD-3 lanzó los resultados de medición más reciente para la sección eficaz σ(e+e− → π+π−)

[91], la cuál, por śı sola, reduciŕıa la discrepancia existente con aExp
µ a menos de 2 σ. En

consecuencia, estos resultados de CMD-3 están en tensión con las mediciones anteriores para

el canal π+π−, realizadas por CMD-2 [92-94], SND [95, 96], KLOE [97-99], BABAR [100],

BES [101] y CLEO [102]. Estudios dedicados a las correcciones radiativas empleadas en los

generadores Monte Carlo que se utilizan en estos experimentos [103] podŕıan explicar esta

controversia. Por otro lado, de forma más discreta, pero relacionada, BABAR [104] muestra

que su método para medir e+e− → π+π−γ es robusto frente a la radiación adicional, pero

que vale la pena seguir de cerca.

De cara al futuro, nuevos datos en el canal cŕıtico π+π− con el mismo nivel de precisión

que BABAR [100, 105] y KLOE [97-99, 106] son requeridos, además de nuevos datos para

otros canales. Por otra parte, se sabe que el análisis de e+e− → π+π− de SND 2020 [96]

se basó solo en el 10 % de las estad́ıstica disponible, por lo que se está esperando una

actualización con un conjunto más completo de datos. Sin embargo, para resolver de forma

créıble las tensiones existentes, especialmente para el canal π+π−, los análisis ciegos son

de suma importancia, por lo que se espera que las colaboraciones como BABAR, CMD-3,

BESII y Belle II estén disponibles en los próximos años. Por último, para el éxito de este

programa, el desarrollo de generadores Monte Carlo con mayor precisión es necesario [107,

108].

1.1.2. Cálculos de la contribución HVP en lattice QCD

La contribución de orden principal HVP del momento anómalo magnético del muón aµ

se puede calcular en lattice QCD como una integral ponderada sobre el tiempo euclidiano

de la función de correlación de dos puntos de la corriente vectorial electromagnética de los

quarks [109, 110]. Está integral se hace restringiendo juiciosamente el rango de integración (o

ventana), lo cual permite construir sub-cantidades para la contribución HVP del momento

anómalo magnético del muón aHVP,LO
µ , lo que evita tener efectos estad́ısticos y/o sistemáticos
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problemáticos [111-113]. Estás mismas observables de ventanas sobre el tiempo euclidiano

también pueden obtenerse a partir del enfoque basado en datos a través de la relación

R, descrito anteriormente, salvo que debe incluirse una función de peso adecuada sobre la

integral de dispersión para aHVP,LO
µ [114]. Estás ventanas son una valiosa herramienta no

solo para detectar fuentes de desacuerdo entre los diferentes resultados de lattice QCD,

sino también para cuantificar las diferencias (si las hay) entre las determinaciones basadas

en datos y las basadas en lattice QCD, dado que este enfoque de las ventanas de tiempo

euclidiano permiten comparaciones más detalladas y sensibles entre cálculos independientes

para aHVP,LO
µ .

La predicción para HVP en lattice del White Paper de 2020 [12], resulta de la combinación

de los diferentes resultados por varias colaboraciones publicados antes de la fecha ĺımite de

marzo de 2020 [31-39] con una incertidumbre total de aproximadamente 2.6 %. En 2021, la

colaboración BMW publicó el primer resultado de lattice QCD para aHVP,LO
µ más preciso

hasta la fecha con una incertidumbre por debajo del porcentaje [63] (BMW20). Tomado de

forma aislada, el resultado de BMW20 muestra una tensión reducida con el promedio para aµ

de aproximadamente 1.5 σ del experimental, al mismo tiempo que se aleja 2.1 σ del resultado

dado en la Ref. [12] para el cálculo basado en datos para la contribución HVP. Bajo la

propuesta de las ventanas de tiempo euclidiano [111-113], en 2018 las colaboraciones RBC y

UKQCD propusieron la separación de la integral de tiempo euclidiano en tres contribuciones

de tiempos: cortos (t ≤ 0.4 fm), intermedios (0,4 ≤ t ≤ 1.0 fm) y largos (t ≥ 1.0 fm) [111].

La observable de la ventana intermedia aHVP,LO,W
µ se puede calcular en lattice QCD con alta

precisión estad́ıstica. Por lo que, dicha observable ha sido adoptada por la comunidad de g−2

del muón como una cantidad de referencia. Varios cálculos independientes de lattice QCD

para aHVP,LO,W
µ han sido llevados a cabo [63, 111, 115, 116], pero los resultados arrojados

no fueron del todo consistentes. Por un lado, el resultado inicial para la ventana intermedia

presentado por RBC/UKQCD [111] está alrededor de 1 σ respecto a la determinación a partir

de los datos [114]. Cálculos más recientes para aHVP,LO,W
µ , resumidos en la Fig. 1.1, fueron
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realizados por Aubin et al. [112, 117], Lehner & Meyer [118], las colaboraciones BMW [63],

χQCD [119], Mainz/CLS [115], ETM [116], RBC/UKQCD [120] y Fermilab/HPQCD/MILC

[65], son todos superiores en más de 3 σ por encima del valor obtenido a partir de los datos.

A pesar de que los resultados parecen coherentes unos respecto a los otros, estos no son

totalmente independientes, ya que justo como se menciona en la Ref. [65], deben tomarse en

cuenta las correlaciones estad́ısticas y sistemáticas debidas a las configuraciones compartidas.

Por lo tanto, es necesario un análisis más detallado de la ventana intermedia para aclarar el

panorama.

Figura 1.1: Comparación de los diferentes resultados en lattice QCD para la observable de la
ventana intermedia aHVP,LO,W

µ por Fermilab/HPQCD/MILC [65], RBC/UKQCD [111, 120], ETMC
[116], Mainz/CLS [115], Aubin et al. [112, 117], χQCD [119], BMW [63] y Lehner & Meyer [118].
Está figura fue tomada directamente de la Ref. [65].

Por otra parte, existe la posibilidad de evaluar las ventanas de tiempo euclidiano a través

de datos del leptón τ−. De echo, en la Ref. [121] se hace el cálculo por primera vez, mos-

trando que los resultados coinciden con las evaluaciones disponibles en lattice QCD para

la observable de la ventana intermedia, donde todas las evaluaciones son bastante precisas.
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Esto es particularmente interesante, ya que como se menciona con anterioridad, existe una

discrepancia entre el resultado obtenido basado en datos para e+e− con los valores obtenidos

en lattice QCD en está ventana intermedia. Una vez que se resuelvan las tensiones entre los

diferentes resultados en lattice QCD, las comparaciones detalladas de los resultados para

las ventanas, aśı como de otras sub-cantidades (véase, por ejemplo, la Ref. [122]), de lattice

QCD y el enfoque basado en datos permitirán realizar pruebas refinadas entre los dos enfo-

ques para la contribución HVP. Además, suponiendo que las tensiones entre los dos enfoques

se entiendan y se resuelvan, las cantidades de ventana pueden proporcionar una estrategia

útil para combinar los resultados de lattice QCD y los basados en datos para producir una

mejor precisión en la contribución total para aHVP,LO
µ [33].

1.1.3. Perspectivas para g − 2 del muón

Con todo lo mencionado anteriormente, lo más razonable es esperar a que se dispongan

de nuevos datos y nuevos resultados para las contribuciones hadrónicas de aµ, no solo para

la contribución HVP si no también para la contribución HLbL, a partir de los dos enfoques

independientes mencionados anteriormente. Cada uno de estos enfoques con la precisión

comparable con las perspectivas de los experimentos g−2. Si en determinado momento para

la contribución HVP como para HLbL las determinaciones basadas en datos y en lattice

QCD coinciden, se podŕıa obtener una predicción para aµ con una precisión sin precedentes

dentro del Modelo Estándar. En cambio, si se mantienen las tensiones entre los resultados,

particularmente para la contribución HVP, serán necesarios esfuerzos adicionales para tratar

de comprender de dónde surgen estas tensiones y de alguna forma tratar de resolverlas. Por lo

que será importante explorar en detalle las conexiones que existen entre la contribución HVP,

las secciones eficaces e+e−, los parámetros de baja enerǵıa relacionados, las correcciones

hadrónicas en función de en la constante electromagnética α y el ajuste electrodébil global

[123-128]. También, se espera en los próximos años que el experimento MUonE [129-132] en
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el CERN proporcioné un método independiente y competitivo para calcular la contribución

HVP, basado en la medición de alta precisión de la forma de la sección eficaz diferencial de

la dispersión elástica muón-electrón.

Por otra parte, se ha mencionado que los datos hadrónicos para decaimientos del leptón

τ− pueden utilizarse para evaluar la contribución HVP. Sin embargo, se requiere de la de-

terminación de las correspondientes correcciones de rompimiento de isoesṕın [2]. Aunque las

estimaciones fenomenológicas de estas correcciones no están lo suficientemente cuantificadas,

en la Ref.[133] se menciona que pueden calcularse de forma fiable en lattice QCD. Por lo que,

si se dispusiera de estos resultados precisos para las correcciones de isoesṕın en lattice QCD,

los datos provenientes a partir de decaimientos hadrónicos del leptón τ podŕıan utilizarse

para proporcionar interesantes comprobaciones cruzadas con otros modelos. Cabe señalar

que se esperan medidas precisas de las funciones espectrales de decaimientos del leptón τ

en Belle II en los próximos años que probablemente ayuden ampliar el panorama desde este

punto de vista.

Finalmente, el programa experimental de g − 2 continuará en J-PARC [60], con una

técnica experimental completamente independiente. Potencialmente aún más allá, con el

High-Intensity Muon Beams (HIMB) del PSI [61] y el Muon Campus del Fermilab [62].

Además, para la evaluación basada en datos de la contribución HVP, se requiere de un

programa sostenido en máquinas e+ e− (en Belle II, BES III y Novosibirsk), junto con el

cálculo de correcciones radiativas de orden superior y el desarrollo de generadores Monte

Carlo con mayor precisión. En el caso de los cálculos de HVP y HLbL en lattice QCD, las

incertidumbres sistemáticas y estad́ısticas pueden mejorarse significativamente con el acceso

a gran escala a futuras instalaciones informáticas de primer orden.
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1.2. Momento dipolar magnético del mesón ρ (770)

La descripción de la interacción fuerte entre quarks se dividen en dos direcciones. Desde

el punto de vista de las altas enerǵıas, estos se acoplan débilmente, por lo que los cálculos

perturbativos fiables ayudan un poco en la descripción cuantitativa de datos precisos de

baja enerǵıa. Desde el punto de vista de las bajas enerǵıas, se han desarrollado con éxito

varios modelos para describir un gran número de datos, los cuales, para ser cuantitativos,

requieren necesariamente de alguna aportación fenomenológica. En esta dirección, el estudio

de las propiedades electromagnéticas de los mesones π y ρ, los estados ligados más simples

construidos a partir de dos quarks ligeros (u, d), es de particular interés. Además, vale la

pena mencionar que la situación experimental es bastante diferente para estos dos mesones.

Las propiedades del pión son bien conocidas a partir de experimentos. Por el contrario,

los datos experimentales sobre el mesón ρ son escasos. Su tiempo de vida es muy corto,

aproximadamente 4.5 × 10−24 s, por lo que las medidas directas de sus propiedades electro-

débiles son prácticamente imposibles. Esto ha dado surgimiento a una gran cantidad de

trabajos teóricos, los cuales han considerado el estudio de las propiedades electro-débiles del

mesón ρ. Sin embargo, la base experimental sigue siendo limitada. Dado el interés particular

que se tiene sobre la obtención indirecta del MDM del mesón ρ en este trabajo, en el Cuadro

1.2 se proporciona el valor del MDM del mesón ρ a través de diferentes modelos, dejando

de lado muchos art́ıculos interesantes que dan un panorama un poco más general sobre la

estructura del mesón ρ, por ejemplo, algunos basados en el enfoque holográfico [134].

Note que existen una gran cantidad de cálculos para el MDM del mesón ρ a partir de

diferentes modelos efectivos basados en simétrias de QCD. En primer lugar, se hace referen-

cia a diferentes formulaciones relativistas particulares del modelo de quarks constituyentes

(CQM) basados en el trabajo de P. Dirac [135], denominada dinámica relativista Hamilto-

niana (RHD) o mecánica cuántica relativista (RQM) cuyas formas principales son la forma

instantánea (IF) [136, 137], la forma puntual (PF) [137, 138] y la dinámica de frente-luz (LF)

[139-143]. Dinámica de frente de luz en modelo de quarks constituyentes [144] (LF CQM) y
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funciones de onda (LFWF) [145].

Modelo µρ

[
e

2mρ

]
Referencias Modelo µρ

[
e

2mρ

]
Referencias

2.16 ± 0.03 Ref. [136] 2.083 Ref. [146]

2.26 Ref. [139] NJL 2.59 Ref. [147]

2.14 Ref. [140] 2.1 Ref. [148]

2.1 Ref. [141] QCD sum rules 2.0 ± 0.3 Ref. [149]

RHD 1.83 Ref. [142] 2.4 ± 0.4 Ref. [150]

1.92 Ref. [143] LF triangle 2.35 Ref. [151]

1.5 Ref. [137] Bag model 2.06 Ref. [152]

0.9 Ref. [137] RCQM 2.3 Ref. [153]

2.20 Ref. [138] RH 1.96 Ref. [154]

LF CQM 2.06 Ref. [155] EFT 2.24 Ref. [144]

LFWF 2.15 Ref. [145]

2.69 Ref. [156] 2.25 ± 0.34 Ref. [157]

2.44 Ref. [158] 2.02 Ref. [159]

DSE 2.01 Ref. [160] Lattice 2.39 ± 0.01 Ref. [161]

2.11 Ref. [162] 2.21 ± 0.08 Ref. [163]

2.11 Ref. [164] 2.11 ± 0.10 Ref. [165]

2.21 Ref. [166] Exp. VMD 2.1 ± 0.5 Ref. [15]

PiQM 2.29 ± 0.01 Ref. [167] Val. Obt.

Cuadro 1.2: Comparación de los diferentes resultados para el momento dipolar magnético µρ ( en

unidades de
[

e
2mρ

]
) en diferentes aproximaciones.

También hay enfoques basados en la ecuación de Dyson-Schwinger (DSE) [156, 158, 160,

162, 164, 166], la forma puntual de la mecánica cuántica invariante de Poincaré (PiQM) [167].

Otros más basados en el modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) [146-148]. Algunos autores

utilizan Reglas de Suma de QCD (QCD sum rules) [149, 150], diagramas de Feynman en
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el formalismo de frente de luz (LF-triangle) [151], el modelo de bolsa (Bag model) [152], el

modelo compuesto relativista (RCQM) [153], el modelo Hamiltoniano relativista construido

(RH) [154], una teoŕıa efectiva de campos de baja enerǵıa (EFT) construida a partir de la

Lagrangiana efectiva, invariante quiral, de mesones vectoriales que interactuan con piones

en presencia de campos externos más general [144], y cálculos en lattice QCD [157, 159, 161,

163, 165]. Se puede observar en el Cuadro 1.2 que la mayoŕıa de los resultados se agrupan

cerca del valor µρ = 2 [e/2mρ], es decir, cerca de la relación giromagnética g = 2, salvo en

algunos de los cálculos basados en los modelos LF, IF ,PF RHD [137, 142, 143] y RH [154]

donde se estimó que µρ < 2. Los autores de la Ref. [168], señalaron que la cercańıa universal

a g = 2 también se puede entender en comparación con el principio de equivalencia para los

mesones vectoriales.

Por otra parte, en la Ref. [15], el momento magnético del mesón ρ se obtuvo a partir de

los datos experimentales preliminares, proporcionados por BABAR [16], para sección eficaz

del proceso de aniquilación e+e− → π+π−2π0 bajo el contexto de VMD. El valor reportado

para el MDM del mesón ρ fue de µρ = 2.1 ± 0.5 [e/2mρ]. En un art́ıculo más reciente [17],

la Colaboración BABAR presenta los resultados definitivos sobre la mencionada reacción.

Justo como se menciona en la Ref. [136], es necesario un nuevo procesamiento de los datos

de BABAR que permita aumentar la precisión del valor de µρ extráıdo a partir de los datos

experimentales. Note que la incertidumbre asociada a este cálculo es grande respecto a las

otras aproximaciones, pero esto no solo se debe a el uso de datos experimentales preliminares,

también se debe a que este valor depende de las incertidumbres asociadas a los parámetros

involucrados (constantes de acoplamiento), para la descripción del proceso e+e− → π+π−2π0,

el cual está mediado por los mesones ρ(770), ρ(1450), ω(782), π, a1(1260), σ(600) y f0(980).

La inclusión del mesón ρ(1450) es de suma importancias para tener una mejor descripción y

ajuste de la sección eficaz del proceso a cuatro piones como una función de µρ. Sin embargo,

también es una fuente de incertidumbre dada la falta de información experimental. Por está

razón, un objetivo de este trabajo fue actualizar este valor µρ, a través del re-análisis del
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proceso e+ e− → π+ π− 2π0, bajo el mismo contexto dado en la Ref. [15], pero ahora usando

los datos experimentales más recientes de la colaboración BABAR [17]. Por otra parte, la

inclusión del mesón ρ′ lleva a la necesidad de hacer un análisis a un conjunto de modos de

decaimiento y secciones eficaces, en el régimen de baja enerǵıa, con el objetivo determinar

el papel desempeñado por este mesón y la extracción de sus parámetros e interacciones

hadrónicas efectivas que, además, involucra a otros hadrones de baja masa (ρ, ω y π).

1.3. Análisis de parámetros hadrónicos a bajas enerǵıas

La existencia de los mesones isovectoriales ρ(1450) y ρ(1700) y sus homólogos mesones

isoescalares parece estar bien establecida [169]. La explicación inicial de estos estados de

mesones vectoriales fue que son el primer radial 23 S1, y el primer orbital, 13D1, de los

mesones ρ y ω, ya que sus masas se aproximan a las predichas por el modelo de quarks [170].

Sin embargo, la existencia del mesón ρ(1450) fue apoyada por un análisis de los espectros

de masas η ρ0 obtenidos a través de la fotoproducción y procesos de aniquilación e+ e− y

numerosos análisis posteriores de los canales 2π, 4π y η ρ0 en procesos de aniquilación e+ e−

y decaimientos τ− [171]. Pruebas independientes tanto para ρ(1450) como para ρ(1700) en

sus modos de desintegración a 2π y 4π surgieron del estudio de las reacciones p̄n→ π−π0π0

[172] y p̄n → π−4π0, p̄n → 2π−2π−π+ [173]. Por otro lado, las pruebas de la existencia

conjunta de los mesones ρ(1450) y la ρ(1700) proceden principalmente de los canales π+ π−

y ω π0 en la procesos de aniquilación e+ e− y de los correspondientes canales cargados en

la desintegración del leptón τ−. Los datos sobre e+ e− → π+π−π+π− y e+ e− → π+π−π0π0

(excluyendo ω π0) y los correspondientes canales cargados en el decaimiento del τ− son

compatibles con la interpretación de dos resonancias [174-176].

Aunque existe un consenso general sobre la existencia de las resonancias ρ(1450), ρ(1700)

y sus homólogos isoescalares, existe una considerable ambigüedad en los parámetros de estas

resonancias. Los resultados de los canales para los que existe una fuerte interferencia con la
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cola de los mesones ρ, ω o ϕ, por ejemplo en π+π− y ωπ0, son sensibles a la elección del modelo

utilizado para estimar esta contribución. Los datos que se analizan tienen muchas medias

por encima del pico ρ, ω o ϕ y la cola de alta enerǵıa de una resonancia es una cantidad

bastante mal definida. Se desconocen las fases relativas de los mesones vectoriales de masa

superior. Además, las correcciones del modelo y la mezcla de estados desnudos a través de

canales hadrónicos comunes pueden inducir fases arbitrarias entre estados f́ısicos. Permitir

que éstas vaŕıen puede cambiar drásticamente la interferencia y, por tanto, los parámetros

de resonancia. Es esencial analizar todos los canales disponibles simultáneamente para tener

en cuenta correctamente la contribución de la apertura a la anchura total. Sin embargo, no

todos los datos son de calidad comparable y los datos de algunos canales son incoherentes.

Además, las intensidades de los acoplamientos entre el fotón virtual y los mesones vectoriales

están restringidos por otros datos experimentales. Es evidente que no se conoce con certeza ni

el número ni la naturaleza de todos los estados vectoriales. Falta un conocimiento detallado

de los canales hadrónicos espećıficos en sus desintegraciones.

Con todo lo mencionado anteriormente y teniendo la necesidad de incluir al mesón ρ

(1450) en la descripción de varios de los procesos que se desarrollan a los largo de este

trabajo, se tiene la necesidad de hacer un análisis a un conjunto de modos de decaimiento y

secciones eficaces, en el régimen de baja enerǵıa, con el objetivo de determinar el papel que

desempeña este mesón aśı como la extracción de sus parámetros e interacciones hadrónicas

efectivas que, además, involucra a otros hadrones de baja masa (ρ, ω y π). En un primer paso,

se determinan una serie de parámetros que dependen del modelo (Modelo de Dominancia

Vectorial VMD) a partir de diez modos de decaimiento que son insensibles al mesón ρ

(1450). Luego, se considera al decaimiento ω → 3π y se muestra la necesidad de extender la

descripción incorporando al mesón ρ (1450) y un término de contacto según lo prescrito por

la anomaĺıa de Wess-Zumino-Witten. En un segundo paso de este análisis, se incorporan los

datos de la sección eficaz experimental de los procesos de aniquilación e+e− → 3π (medidos

por SND, CMD2, BABAR y BESIII) y luego los datos del proceso e+e− → π0π0γ (medidos
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por SND y CMD2) para restringir aún más la región de validez de los parámetros del mesón ρ

(1450). La aplicación de los resultados de este análisis es de suma relevancia para el desarrollo

de esta tesis.

1.4. Estructura de la tesis

Como se ha dicho, este trabajo adopta el enfoque de una versión generalizada del Modelo

de Dominancia Vectorial (VMD) que permite describir el acoplamiento de mesones vecto-

riales y la corriente electromagnética,y los elementos de matriz hadrónicos de los diferentes

procesos desarrollados a lo largo de este trabajo. La idea principal se basa en que los factores

de forma que describen estas corrientes hadrónicas pueden ser descritos a través de hadrones

ligeros (vectoriales, axiales y/o pseudo-escalares, según sea el caso) que poseen los números

cuánticos apropiados para acoplarse [177, 178]. Dado que los quarks u y d son los compo-

nentes fundamentales de los hadrones, todos los modelos de VMD incluyen los mesones de

masa más baja, el π, ρ y el ω.

El viaje y desarrollo a través de este trabajo de tesis se realiza a través de una serie de seis

Caṕıtulos. Desafortunadamente para el lector, está Introducción desarrollada hasta ahora

forma parte del Cap. 1 y por tanto ya sabe su contenido, es innecesario repetir y describir

otra vez los elementos que la componen. El Cap. 2, parte de la necesidad de conocer los

componentes fundamentales necesarios para el desarrollo de esta tesis, proporcionando de

una breve introducción de los elementos que conforman al Modelo Estándar de part́ıculas

elementales a través de la descripción, primero, de la parte de interacción electro-débil; La-

grangiana, interacciones, generación de masa de fermiones y bosones para luego introducir

los conceptos fundamentales de la interacción fuerte, la descripción de modelos efectivos

(ChPT y VMD) que ayudan a la descripción del régimen no perturbativo de QCD, además

de una breve descripción de los Hadrones y sus constituyentes fundamentales, los quarks. El

desarrollo de los objetivos propuestos en este trabajo inicia a partir del Cap. 3, el cual pre-

26



senta un análisis de parámetros hadrónicos fundamentales para este trabajo. En el Cap. 4 se

desarrolla a detalle el modelo utilizado para la determinación indirecta del MDM del mesón

ρ a partir de los datos para la sección eficaz del proceso e+e− → 2 π0 π+ π−, el cual se descri-

be a través de una serie de canales que involucra a los mesones ligeros vectoriales. Además,

se discuten los valores de los parámetros del modelo que fueron definidos previamente, y se

hace una discusión y la comparación del resultado obtenido con los resultados de otros au-

tores previamente mostrados en el Cuadro 1.2. El Cap. 5 presenta el estudio del decaimiento

radiativo τ− → π−π0ντγ donde se determinan las partes dependiente e independientes de

modelo. Se determina completamente las correcciones electromagnéticas a primer orden al

decaimiento τ− → π−π0ντ y el efecto de rompimiento de isoesṕın originado por las correc-

ciones radiativas en la predicción del MDM del muón aµ. Finalmente en el Cap. 6 se dan las

conclusiones y observaciones más importantes de este trabajo. Como un extra, se incluyen

algunos apéndices con detalles esenciales para la realización de los cálculos de este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Breve descripción del Modelo

Estándar

En este caṕıtulo se hace una breve descripción de las part́ıculas e interacciones elementales que

constituyen al Modelo Estándar de f́ısica de part́ıculas. Se presentan los conceptos básicos en la

construcción de la Lagrangiana del Modelo Estándar, los fundamentos de la teoŕıa de interacción

fuerte (QCD) aśı como las bases de los modelos ChPT y VMD. Finalmente se presentan algunas

caracteŕısticas de los mesones ligeros.

El Modelo Estándar (SM) de la f́ısica de part́ıculas se basa en los grupos de norma

SU(3)C×SU(2)L×U(1)Y. Se trata de un modelo de gran éxito para la descripción de tres de

las cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza. Las interacciones electromagnética,

débil y fuerte entre las part́ıculas elementales conocidas en las escalas de enerǵıa disponibles

actualmente se predicen y describen mediante el Modelo Estándar en términos de una serie

de parámetros que pueden determinarse experimentalmente o calcularse a partir de la teoŕıa.

Por un lado, la teoŕıa electro-débil (también conocida como teoŕıa de Glashow-Weinberg-

Salam (GWS)) es una teoŕıa unificada que describe la interacción débil y electromagnética

de las part́ıculas elementales. Su prototipo fue el modelo de Glashow [179] para combinar la

28



interacción débil y electromagnética en el marco de la simetŕıa SU(2)L × U(1)Y. Weinberg

y Salam [180, 181], complementaron el mecanismo de Higgs [182] para generar las masas de

part́ıculas de norma y fermiones, y consiguieron situar el modelo en el marco matemático

de las teoŕıas de norma. Su renormalizabilidad fue demostrada por ’t Hooft [183, 184], com-

pletándola como una teoŕıa matemática autoconsistente.

Por otra parte, la Cromodinámica Cuántica (QCD) es una teoŕıa de norma basada en la

simetŕıa de color SU(3)C, donde surge la idea de la carga de color, la cual puede ser de tres

tipos y que es la fuente de la interacción fuerte que actúa entre los quarks [185, 186]. Está

fue elevada a la teoŕıa de la interacción fuerte cuando la libertad asintótica fue descubierta

por Gross, Politzer y Wilczek [187-189]. La esencia del Modelo Estándar, un nombre para

denotar la teoŕıa GWS y QCD, puede resumirse en las siguientes frases:

1. Los componentes básicos de la materia son los quarks y los leptones.

2. Sus interacciones se describen en el marco matemático de la teoŕıa de campos de norma.

3. El vaćıo está en una especie de fase superconductora.

2.1. Part́ıculas elementales del Modelo Estándar

Las part́ıculas y campos que componen al Modelo Estándar consisten en un bloque

compuesto de doce fermiones: leptones y quarks (esṕın = 1/2), cuatro bosones de norma: γ,

Z y W± (esṕın=1), ocho gluones y un bosón escalar, conocido como el bosón de Higgs, H

(esṕın =0) (Ver Fig. 2.1 1). A su vez, los fermiones pueden ser clasificados en términos de

sus componentes de isoesṕın en dobletes izquierdos (L) y singletes derechos (R) del grupo

de simetŕıa SU(2).

1Figura generada y modificada con TikZ Latex a partir del ejemplo mostrado en: https://texample.
net/tikz/examples/model-physics/
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éb
il)

F
u
erza

gravitacion
al

(M
asa)

Carga
Color
Masa

Esṕın
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Figura 2.1: Representación de las familias de part́ıculas y estructura generacional que componen al
Modelo Estándar de part́ıculas elementales. Cada generación está formada por dobletes de campos
izquierdos y singletes de campos derechos en la interacción electro-débil. El bloque está conformado
de seis leptones y seis quarks (y sus respectivas antipart́ıculas). Los quarks a su vez pueden llevar
carga de color (tres colores denotados por R , G y B (rojo, verde y azul por sus siglas en inglés).
Además de los quarks y los leptones, la inclusión de los bosones de norma y el bosón de Higgs
es necesaria para hacer una teoŕıa consistente. La teoŕıa electro-débil requiere un bosón de Higgs
neutro, pero podŕıan existir más.

Para los leptones, se tiene:

Leptones

 I3 = +1/2

I3 = −1/2
ψ =

 νe

e−


L

,

 νµ

µ−


L

,

 ντ

τ−


L

,

I = I3 = 0 e−R, µ
−
R, τ

−
R ,

(2.1)

donde I3 es la tercera componente de isoesṕın débil (I). Note que los leptones tienen

I3 = ±1/2 y su carga eléctrica es igual a Q = −e, donde e es la magnitud de la carga eléctrica

del electrón, mientras que sus correspondientes neutrinos son eléctricamente neutros. Hasta

donde se sabe, los distintos tipos de leptones cargados eléctricamente no experimentan tran-
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siciones significativas entre śı. Por lo que se puede definir un número leptónico para cada

familia, el cual se ha observado experimentalmente que se conserva. Además, en el Modelo

Estándar, los neutrinos derechos no existen.

Los quarks pueden ser definidos como un fermión que lleva carga de color y se presentan

en seis tipos (seis quarks de sabor). En términos de I3, estos pueden clasificarse como:

Quarks

 I3 = +1/2

I3 = −1/2
ψ =

 u

d′


L

,

 c

s′


L

,

 t

b′


L

,

I = I3 = 0, uR, dR, cR, sR, tR, bR,

(2.2)

donde D′T ≡ (d′, s′, b′) son los campos rotados por la matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa

(VCKM):

D′ = VCKM


d

s

b

 , VCKM =


Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb

 . (2.3)

Los quarks con I3 = 1/2 tienen carga eléctrica Q = 2
3
e, y aquellos con I3 = −1/2 tienen carga

Q = −1
3
e. Cada quark viene en tres colores (R, G y B (rojo, verde y azul por sus siglas en

inglés)). La carga de color es el grado de libertad responsable de la interacción fuerte y cuyos

mediadores de interacción son ocho campos vectoriales conocidos como gluones. También,

los quarks llevan otro número cuántico asociado, el número bariónico igual a B = 1
3
. Los

fotones y gluones son part́ıculas sin masa y tienen dos grados de libertad (polarizaciones),

Z y W son bosones masivos y tienen tres grados de libertad (polarizaciones), estos son los

mediadores de la interacción electro-débil. Al conjunto de quarks, leptones y bosones de

norma, es necesario agregarles una clase más de part́ıculas para hacer una teoŕıa consistente

con las masas e interacciones de las part́ıculas, los bosones de esṕın cero o bosones escalares

llamados bosones de Higgs. La teoŕıa electro-débil requiere un bosón de Higgs eléctricamente

neutro, pero en principio podŕıan existir más.
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La dinámica de los quarks se tratará en detalle un poco más adelante, ya que por ahora la

discusión se centrará en la interacción electro-débil.

2.2. Lagrangiana del Modelo Estándar

La Lagrangiana de la interacción electro-débil (EW), basada en el grupo de simetŕıa

SU(2)L × U(1)Y, antes de la mezcla y rompimiento espontáneo de la simetŕıa viene dada

por:

LEW = ψ̄ i γµDµ ψ − 1

4
Fµν · Fµν − 1

4
Bµν B

µν

+ (Dµϕ)†(Dµ ϕ) − V (ϕ) −Gf

[
ēR (ϕ† ψL) + (ψ̄L ϕ) eR

]
,

(2.4)

donde ψ está asociado al campo fermiónico, ec. (2.1) y (2.2), (ψL para dobletes, ψR para

singletes). Luego se tiene que:

Fµν = ∂µWν − ∂Wµ − gW Wµ ×Wν ,

Bµν = ∂µBν − ∂ν Bµ ,

(2.5)

donde se denotan a los bosones de norma de U(1) como Bµ y para SU(2), Wµ(x) =

(W 1(x), W 2(x), W 3(x)), los cuales constituye un triplete de isoesṕın (I = 1). La deriva-

da covariante que incluye tanto a Bµ como a Wµ está dada por:

Dµ = ∂µ + i gW Wµ · t + i
gB
2
Y, (2.6)

donde t = τ/2 es el generador de SU(2) asociado a las matrices de Pauli τ e Y se refiere a la

hipercarga. El isoesṕın débil y la hipercarga satisfacen la relación de Nishijima-Gell-Mann:

Q = I3 +
Y

2
, (2.7)
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a partir de esta relación, se puede deducir, por ejemplo que:

Y (νeL) = Y (e−L ) = −1, Y (νeR) = 0, Y (e−R) = −2,

Y (UL) = Y (dL) = 1/3, Y (uR) = 4/3, Y (dR) = −2/3.

(2.8)

La asignación de Y a otros fermiones es obtenido de forma similar.

Hay otro jugador importante en la descripción, V (ϕ) es el potencial de auto-interacción del

campo de Higgs,

V (ϕ) = λ
(
|ϕ|2 +

µ2

2λ

)2

, λ > 0, µ2 < 0. (2.9)

Note que no hay términos de masa (términos cuadráticos en los campos) en la Lagrangiana.

Por otra parte, el campo de Higgs es:

ϕ =

ϕ+

ϕ0

 (2.10)

donde, en la interacción electrobébil, ϕ+, ϕ0 son dos campos complejos escalares. Juntos,

constituyen un doblete de isoesṕın (I = 1/2, I3 = ±1/2), los cuales llevan hipercarga

Y (ϕ+) = Y (ϕ0) = 1. La auto-interacción del campo de Higgs es la responsable del rompi-

miento espontáneo de la simetŕıa de SU(2)L × U(1)Y, dando masa a los bosones de norma

como también a los fermiones. Note que se ha escrito la Lagrangiana solo para algún campo

ψ particular, por ejemplo: ψ = (νe, e
−). Sin embargo, la Lagrangiana para otros campos

puede ser escrita de manera similar. Aśı, la primera ĺınea de la ec. (2.4), se refiere al sector

de norma, mientras que la segunda ĺınea es conocido como sector de Higgs. La expresión

completa satisface la simetŕıa de norma SU(2)L×U(1)Y y es importante mencionar que tan-

to el sector de norma como el de Higgs son construidos para respetar la simetŕıa de norma

separadamente. El último termino de la ec. (2.4) está asociado al sector de Yukawa y es
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adherido para generar las masas de los fermiones, este puede escribirse como:

ēR (ϕ† ψL) + (ψ̄L ϕ) eR = ēR νeL ϕ
− + ¯νeL eR ϕ

+ + ēR eL ϕ
0† + ēL eR ϕ

0, (2.11)

La invariancia de este término viene a partir de la construcción del campo de Higgs como

un doblete de isoesṕın I = 1/2, y el producto de otro doblete de isoesṕın ψL es un invariante

bajo rotaciones de isoesṕın, mientras que al multiplicar de un singlete ψR, la expresión se

vuelve invariante de Lorentz porque cada término es de la forma: ψ̄R ψR ϕ o ψ̄L ψR ϕ. Se puede

demostrar que cada término es también invariante bajo U(1) quiral haciendo referencia a las

hipercargas dadas en la ec. (2.8).

2.2.1. Mezcla de SU(2) y U(1)

La interacción de los bosones de norma con los fermiones esta contenida en la derivada

covariante de la ec. (2.4), la cuál está dada por:

−Lint = gW ψ̄ γµ Wµ · t ψ +
gB
2
ψ̄ γµBµ ψ, (2.12)

donde, el acoplamiento a la parte del bosón neutro (términos que contienen W 3
µ y Bµ en la

ec. (2.12)), se expresa como:

1

2

[
ν̄eL γ

µ νeL
(
gW W 3

µ − gB Bµ

)
− ēL γ

µ eL
(
gW W 3

µ + gB Bµ

)
− 2 gB (ēR γ

µ eR)Bµ

]
. (2.13)

Dado que el campo electromagnético no debe acoplarse al neutrino, se define el bosón neutro

débil Z2 como: Zµ ∼ gW W 3
µ − gB Bµ y su componente ortogonal como el campo electro-

2”Bosón Neutro”se utiliza en general para referirse a cualquier miembro de carga neutra, incluido el
fotón, pero en lo sucesivo solo se utilizará para referirnos espećıficamente al Z, a menos que se indique lo
contrario.
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magnético Aµ. Con una normalización adecuada, se pueden expresar de la siguiente manera:

Aµ = cos θW Bµ + sin θW W 3µ =
1√

g2W + g2B

[
gW Bµ + gBW

3µ
]
,

Zµ = − sin θW Bµ + cos θW W 3µ =
1√

g2W + g2B

[
− gB B

µ + gW W 3µ
]
,

(2.14)

donde θW es el ángulo de Weinberg, el cuál esta relacionado a los acoplamientos de norma

de SU(2) (gW ) y U(1) (gB) por:

tan θW =
gB
gW

. (2.15)

Como resultado, el bosón Z se acopla a la componente derecha de los fermiones (v́ıa Bµ)

como a las componentes izquierdas (v́ıa W 3µ). Por esta razón hay que tener cuidado cuando

se dice que la fuerza débil trabaja solo con part́ıculas izquierdas. La sentencia es cierta solo

para corrientes cargadas que se acoplan a W±. La corriente neutra se acopla a Z que contiene

componentes derechas. El fotón se acopla a la componente I3 y la hipercarga de la part́ıcula,

que es el origen de la relación de Nishijima-Gell-Mann 3.

Por otro lado, usando las ecs. (2.14) para reescribir W 3
µ y Bµ en términos de Aµ y Zµ,

y denotando a los bosón W cargado como: W± = (W 1 ± W 2)/
√

2, la Lagrangiana de

interacción queda escrita como:

−Lint =
gW√

2
ψ̄L γ

µ
(
W+

µ τ+ +W−
µ τ−

)
ψL

+ gZ ψ̄ γ
µ
(
I3L −Q sin2 θW

)
ψ Zµ + e ψ̄ γµQψAµ,

(2.16)

donde τ± = (τ1 ± τ2)/2 y se usa la relación de Nishijima-Gell-Mann y el hecho de que

I3 ψR = 0 con:

gZ =
gW

cos θW
=

e

sin θW cos θW
, e = gW sin θW . (2.17)

3Es una lógica circular. Historicamente la hipercarga se asigna para satisfacer la relación de Nishijima-
Gell-Mann. Aqúı, sin embargo, se empieza del axioma de que la hipercarga es una constante fundamental
que todas las part́ıculas poseen.
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La parte de enerǵıa cinética de los campos de norma (derivadas de los campos) puede ser

escrita como:

LKE = −1

4

3∑
a=1

F a
µν F

aµν − 1

4
Bµν B

µν ,

= −1

4

(
2F−

µν F
+µν + FZ

µν F
Zµν + FA

µν F
Aµν

)
,

(2.18)

con F∓
µν = ∂µW

∓
ν − ∂ν W

∓
µ , FZ

µν = ∂µ Zν − ∂ν Z
µ, FA

µν = ∂µAν − ∂ν A
µ.

2.2.2. Mecanismo de Higgs

Ahora, regresando a la ec. (2.10), donde se define al campo original de Higgs en SU(2). La

razón para considerar un doblete del campo de Higgs es que se requiere utilizar tres bosones

de Goldstone más adelante y un doblete de isoesṕın de los campos de Higgs es el requisito

mı́nimo dentro de la simetŕıa SU(2). El campo de Higgs adquiere el valor de expectación de

vaćıo (vev)

|ϕ2| = |ϕ+|2 + |ϕ0|2 =
v2

2
. (2.19)

Observe que hay tres campos que pueden desaparecer. El vaćıo es infinitamente degenerado

y se elige al nuevo vaćıo en Re[ϕ0] = v/
√

2, Im[ϕ0] = ϕ+ = 0, a saber,

ϕ′ =

 0

(v +H)/
√

2

 , (2.20)

donde se usa la nomenclatura H = Re[ϕ0] − v
√

2 para denotarlo como un campo de Higgs

observable real. Este es el rompimiento espontáneo de la simetŕıa SU(2) (o SU(2)×U(1) si se

incluye además Bµ). El campo de Higgs antes de la ruptura de simetŕıa puede parametrizarse

como:

ϕ(x) =

ϕ+

ϕ0

 =
1√
2

 (ω1 + i ω2)/2

v +H − i ω3/2

 . (2.21)
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Sin perdida de generalidad, este campo puede ser reescrito como:

ϕ = exp
(
i
ω

v
· τ

2

) 0

v+H√
2

 . (2.22)

De hecho, en las proximidades del vaćıo elegido donde v ≫ |H|, |ω|, la ec. (2.22) se reduce a

la ec. (2.21). La razón para colocar tres de los campos en un exponente es porque se puede

realizar el nuevo campo de Higgs ec. (2.20) mediante una transformación de norma,

ϕ→ ϕ′ = U ϕ = exp[−i ω · τ/(2 v)]ϕ. (2.23)

Las componentes de ω desaparecen del campo de Higgs. Como la transformación de norma

también cambia al campo de norma Wµ, estos transforman a W′
µ como:

Wµ · t → W′
µ · t = UWµ · tU−1 +

i

gW
U ∂µ U

−1,

= UWµ · tU−1 − 1

gW v
∂µ ω · t.

(2.24)

El campo ω reaparece como la tercera componente (longitudinal) de los bosones de norma.

Normalmente, tres de los campos de Higgs son absorbidos por los campos de norma y se

han convertido en su tercera componente, lo que significa que se han vuelto masivos y la

fuerza electro-débil se ha vuelto de corto alcance. La aparición de los términos de masa se

mostrará expĺıcitamente más adelante en la ec. (2.25). Renombrando a los nuevos campos

ϕ′ y W ′
µ de nuevo como: ϕ, Wµ. Estas son las observables f́ısicas porque se vive en un vaćıo

donde la simetŕıa de norma se rompe espontáneamente.

2.2.3. Generación de Masa de bosones y fermiones

El mecanismo desarrollado para construir una teoŕıa de norma que pueda incluir la

posibilidad de que las part́ıculas fundamentales en el Lagrangiano del Modelo Estándar,
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fermiones y bosones de norma, tengan masa. Técnicamente la situación está bien controlada,

ya que no solo se puede escribir una teoŕıa consistente, sino que también se calculan las masas

de los bosones W± y Z. El procedimiento teórico para hacer que W± y Z sean masivos no

es dif́ıcil de entender y los cálculos solo implican un poco de álgebra. Por otra parte, las

masas de los fermiones se incluyen dentro de la teoŕıa mediante una variación del mismo

mecanismo. A continuación se presenta un breve resumen.

Masa de los bosones de Norma

Para esta parte, en primer lugar, es necesario echar un vistazo a la parte de la enerǵıa

cinética del sector de Higgs. Sustituyendo la ec. (2.20) en el primer término de la segunda

ĺınea de la ec. (2.4), se tiene que:

(
Dµ ϕ

)† (
Dµ ϕ

)
= (∂µ ϕ)† (∂µ ϕ) + ϕ† (gW Wµ · t +

gB
2
Bµ · Y )2 ϕ,

= (∂µ ϕ)† (∂µ ϕ) +
(v +H)2

8

[
2 g2W W−

µ W+µ + (−gW W 0
µ + gB Bµ)2

]
= (∂µ ϕ)† (∂µ ϕ) +

(gW (v +H)

2

)2

W−
µ W+µ +

1

2

(gZ (v +H)

2

)2

Zµ Z
µ.

(2.25)

Los términos lineales en la derivada desaparecen y se ha usado las relaciones:

gW W 0
µ − gB Bµ = gZ Zµ, gZ =

√
g2W + g2B. (2.26)

En ausencia de la interacción con el campo de Higgs (es decir, cuando H = 0), el segundo y

tercer término en la última ĺınea de la ec. (2.25) dan los términos de masa para W y Z. El

término con H da la interacción del campo de Higgs con W y Z. Considerando que hay un

factor 1/2 de diferencia entre los bosones vectoriales cargados y neutros, se tiene que:

mW =
gW v

2
, mZ =

gZ v

2
. (2.27)
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Nóte que la ec. (2.25) no contiene al campo electromagnético. Por lo tanto, el fotón no

adquiere masa. Esto no es accidental. Recordando que la simetŕıa fue rota por el vaćıo. Esto

significa que el valor de expectación del vaćıo tanto como el del operador de isoesṕın (SU(2))

t e hipercarga Y no desaparecen, es decir

t⟨ϕ⟩ =
τ

2

 0

v√
2

 ̸= 0, ⟨ϕ⟩ = ⟨ϕ⟩ ≠ 0, (2.28)

que es otra afirmación de la ruptura de simetŕıa en el nuevo vaćıo. Por otra parte, como

Q = I3 + Y/2 y ⟨ϕ⟩ = 1, se tiene que

Q⟨ϕ⟩ =
1

2
(1 + τ3)

 0

v√
2

 = 0. (2.29)

Por lo tanto, el vaćıo no es invariante bajo la transformación de norma SU(2)L × U(1)Y

por separado, sino que es invariante bajo la transformación de norma combinada U =

exp[Qe α(x)]. El campo de fotones generado por el operador de carga Q ha mantenido

su libertad de la transformación de norma, lo que significa que el campo de norma no tiene

masa.

Masa de los fermiones

Ahora, toca echar un vistazo a la interacción Higgs-fermión (el tercer término en la

segunda ĺınea de la ec. (2.4)), donde se tiene que:

−LHee ≡ Ge

[
ēR (ϕ† ψL) + (ψ̄ ϕ) eR

]
. (2.30)

Después del rompimiento de simetŕıa, la interacción Higgs-fermión es

−LHee →
Ge√

2
(v +H)(ēR eL + ēL eR) = me ē e+

me

v
(ē e)H, me =

Ge v√
2
. (2.31)
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El primer término da la masa y el segundo, la interacción del Higgs con los fermiones. Como

subproducto de la obtención del término de masa, una nueva interacción entre el Higgs con

el fermión aparece, Está interacción puede ser obtenida al remplazar el término de masa v

pot v+H, justo como una interacción con los bosones de norma como en la ec. (2.25). Note

también que el acoplamiento es proporcional a la masa del fermión.

Como se puede notar, no aparece ningún término de masa para los neutrinos, lo cuál los

deja con mnu = 0. Formalmente esto se debe a que, por suposición, la teoŕıa no contiene

ningún estado νR, por lo que no se puede escribir un término análogo Lint del fermión y dar

lugar a un término de asa del tipo ν̄R νL. Por lo que, los neutrinos no interaccionan con H.

Si hubiera un νR, esté seŕıa dif́ıcil de observar ya que tendŕıa I3 = 0 y Q = 0, y no podŕıa

acoplarse a W±, Z0 o γ.

Un efecto secundario importante de la generación de masa de los fermiones, es que la corriente

axial ya no se conserva, es decir,

∂µA
µ(x) = ∂µ ψ̄(x) γ5 γµ ψ(x) = 2mψ̄(x)ψ(x) ̸= 0. (2.32)

Esto se aplica tanto a la corriente cargada como para la corriente neutra. Por lo tanto, la

simetŕıa de norma quiral se rompe por el término de masa y sólo la corriente vectorial se

conserva 4. Este fenómeno se denomina ruptura de simetŕıa SU(2)L × SU(2)R → SU(2)V.

Masa del bosón de Higgs

La Lagrangiana del campo de Higgs puede ser extráıda del primer y segundo término

de la segunda ĺınea de la ec. (2.4). Usando el campo transformado ψ, se puede notar que:

ψ† ψ = (v +H)2/2 y (∂µ ψ)† (∂µ ψ) = ∂µH ∂µH/2. Dejando a un lado las interacciones con

4Esto no debe confundirse con la ruptura de la simetŕıa quiral en la QCD. En la QCD, la ruptura de la
simetŕıa quiral también se produce rompimiento espontáneo del vaćıo en QCD.
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el campo de norma y los fermiones y la parte del Higgs en la Lagrangiana se expresa como:

LH =
1

2
∂µH ∂µH − λ v2H2 −

(
λ v H3 +

λ

4
H4

)
,

=
1

2

(
∂µH ∂µH −m2

H H
2
)
− gW

4mW

m2
H H

3 − 1

32

g2W
m2

W

m2
H H

4,

m2
H = 2λ v2,

(2.33)

donde la ec. (2.27) fue usada para expresar la constante de acoplamiento en término de las

masas de los acoplamientos de norma. Los acoplamientos son proporcionales a las masas

de las part́ıculas de interacción. Esta es una caracteŕıstica destacada del Modelo Estándar.

A partir de esta Lagrangiana, se puede construir el propagador de Higgs y las reglas de

Feynman para las interacciones del campo de Higgs.

Interacciones de Norma

Como ya se mencionó con anterioridad, las interacciones de los bosones de norma con

los fermiones está contenida en la derivada covariante y pueden ser resumidas dentro de

la ec. (2.12), y al usar la ec. (2.14) para reescribir W 3
µ y Bµ en términos de Aµ y Zµ. Al

denotar a los bosones W cargados como W∓ = (W1 ± iW2)/
√

2 y usando la relaciones

Q = I3 + Y/2, I3 ψR = 0, se obtiene el resultado dado en la ec. (2.16). Sin embargo, para

los cálculos reales, es más conveniente separar los acoplamientos a la izquierda y derecha

o, alternativamente, en partes vectoriales y axiales-vector. Los tipos de acoplamiento que

aparecen en la regla de Feynman vienen dados por el elemento de matriz iLint. Por lo

tanto, omitiendo los operadores de campo y añadiendo un sufijo para diferenciar el sabor

del fermión, dichas interacciones se expresan como:

γ − f f : −i Qf e γ
µ, (2.34)

W± − f f : −i gW
2
√

2
γµ(1 − γ5), (2.35)
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Z − f f : −igZ
2
γµ

[
ϵL(f)(1 − γ5) + ϵR(f)(1 + γ5)

]
(2.36)

= −igZ
2
γµ(vf − afγ

5).

donde ϵL(f) = I3 −Qf sin2 θW , ϵR(f) = −Qf sin2 θW , vf = I3 − 2Qf sin2 θW y af = I3.

2.2.4. Auto-interacción de los bosones de norma

La Lagrangiana del campo de norma no abeliano contiene, además del término cinético

cuadrático, potencias superiores del operador que representan las auto-interacciones de los

bosones de norma,

Lnorma = −1

4
Fµν · Fµν − 1

4
FBµνF

µν
B = −1

4

∑
A

FAµν F
µν
A − 1

4
FBµν F

µν
B , (2.37)

donde

FAµν = ∂µWA ν ∂ν WAµ − gW (Wµ ×Wν)A

(Wµ ×Wν)A =
∑
B,C

ϵABCWBµWC ν

FBµν = ∂µBν − ∂ν Bµ

(2.38)

La auto-enerǵıa del bosón de norma viene dada por sus términos triples y cuárticos en la

ec.(2.37), la cual puede descomponerse en:

LGWS = LKE + LSE,

= −1

2

(
∂µWν − ∂ν Wµ

)
·
(
∂µWν

)
+ gW (Wµ ×Wν · ∂µWν)

− g2W
4

[
(Wµ ·Wµ)2 − (Wµ ·Wν) (Wµ ·Wν)

]
.

(2.39)

A partir de esta Lagrangiana, se pueden derivar las amplitudes de Feynman correspondientes

a los vértices de tres y cuatro bosones de norma (ver Apéndice B).

42



Vértice 3-W

Dado que que la interacción de tres bosones de norma es de suma importancia para los

estudios posteriores desarrollados en los Cap.4 y 5, de la ec. (2.39), tratando en primer lugar

a los elementos de matriz para el vértice 3-W. Reescribiendo el término como:

Wµ ×Wν · ∂µWν =
(
W 1

µ W
2
ν −W 2

µ W
1
ν

)
∂ν W 3

ν + (ćıclicidad),

= i (W−
µ W+

ν −W+
µ W−

ν ) ∂µ (cos θW Z + sin θW A)ν + (ćıclicidad)

(2.40)

donde, otra vez, se usa el hecho de que: W∓ = (W 1±iW 2)/
√

2 y la ec. (2.14). Los diagramas

de Feynman de las interacciones pueden ser obtenidas cálculando los elementos de matrix

de la ec. (2.40).

El ejemplo más común es considerar el vértice γ → W+W− (Ver apéndice B), cuya amplitud

de Feynman es:

Γλµν = i e
[
gµν (k1 − k2)λ + gνλ (k2 − k3)µ + gλµ (k3 − k1)µ

]
. (2.41)

El tratamiento y estudio de Γλµν será relevante, como ya se mencionó, en los Cap.4 y 5.

Otras auto-interacciones pueden ser el vértice de cuatro bosones W, descrito por los

términos cuárticos de la Lagrangiana dada en la ec. (2.39),

L4W = −g
2
W

4
(Wµ ×Wν) · (Wµ ×Wν). (2.42)

Sin embargo, para propósitos de este trabajo no es necesario entrar en detalles sobre la

obtención de las amplitud para dicho vértice. La amplitud expĺıcita puede ser consultada en

el Apéndice B.
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Interacciones del Higgs

La Lagrangiana de interacción para el acoplamiento Higgs-Bosón de norma se obtiene

expandiendo la ec. (2.25) y escogiendo los términos que contengan al campo de Higgs H, la

cual se resume a la siguiente expresión,

LW−H =
[
gW mW W−

µ W+µ +
1

2
gZ mZ Zµ Z

µ
]
H +

[g2W
4
W−

µ W+µ +
1

2

g2Z
4
Zµ Z

µ
]
H2, (2.43)

la cual contiene interacciones del tipo HW W , H Z Z y H2W 2, H2 Z2.

El acoplamiento con los fermiones se obtiene de nuevo a partir del término de masa del

fermión sustituyendo v → v + H que viene dado por el segundo término de la última

igualdad de la ec. (2.31), dado por:

LHff = −mf

v
ψ̄f ψH = −gW

mf

2mW

ψ̄f ψf H, (2.44)

mientras que las auto-interacciones del bosón de Higgs vienen resumidas en los dos últimos

términos de la ec. (2.33), dados por

LH−self = − gW
4mW

m2
H H

3 − 1

32

g2W
m2

W

m2
H H

4. (2.45)

La expresión es sencilla, pero al extraer elementos de matriz, es necesario contar cuidado-

samente el factor de simetŕıa. Por ejemplo, ⟨0|H3|h1 h2 h3⟩ → 3! y ⟨0|H4|h1 h2 h3 h4⟩, donde

hi son las i correspondientes part́ıculas de Higgs.

Sector de Yukawa

Ahora es necesario revisar cómo es la interacción generadora de masa fermiónica en el

sector del Higgs para quarks. Por lo tanto, es necesario escribir a los campos de quarks y
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Higgs, pertenecientes en dobletes de SU(2)L, como:

ψk L =

u′k L

d′k L

 , ϕ =

ϕ+

ϕ0

 , ϕc =

 ϕ0†

−ϕ−,

 (2.46)

donde u′k L(k = 1 ∼ 3) = u′L, c
′
L, t

′
L y d′k L = d′L, s

′
L, b

′
L. Recordar que las componentes

derechas son singletes. Se cree que los fermiones son sin masa. La razón para agregar acentos

es porque los campos de quarks que interactúan con el Higgs antes de la ruptura de simetŕıa

no necesariamente son los mismos que los quarks f́ısicos con masa definida. Nos referimos

a los campos con acentos como estados débiles propios y a los campos f́ısicos como estados

propios de masa.

Una interacción representativa de Yukawa, que genera masas se dio en la ec. (2.30).

Extendiendo la fórmula para incluir a todos los quarks del Modelo Estándar, la interacción

invariante de Yukawa de SU(2) puede escribirse como:

−LY (ψ, ϕ) =
∑
j,k

[
Yik ψ̄

′
j L ϕ d

′
kR + Y ′

j L ψ̄
′
j L ϕ

c u′kR

]
. (2.47)

Los términos con j ̸= k aparecen porque no hay razón para suponer que la interacción Higgs

sea diagonal de sabor. La Lagrangiana anterior está dispuesta de tal manera que dar masas

a los quarks u′j y d′k cuando ϕ0, ϕ0 † adquieren el valor de expectación de vaćıo. Yjk, Y ′
jk son

las constantes de acoplamiento de la interacción de Yukawa entre los quarks y el campo de

Higgs.

Cuando la simetŕıa se rompe espontáneamente, el campo de Higgs adquiere los valores de

expectación de vaćıo( ⟨ϕ±⟩ = 0, ⟨ϕ0⟩ = v/
√

2) y la ec. (refec:62) se convierte en:

−LY (ψ, ϕ) =
∑
j,k

[
ū′j LM

′
jk u

′
kR + d̄′j LMjk d

′
kR + h.c.

]
+ · · ·

≡
[
Ū ′
LM

U U ′
R + D̄′

RM
DD′

R + h.c.
]

+ · · · ,
(2.48)
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donde h.c. denota al conjugado hermitiano,

Mjk = Yjk
v√
2
, M ′

jk = Y ′
jk

v√
2
, MU = [M ′

jk], MD = [Mjk], (2.49)

y

U ′ =


u′

c′

t′

 , D′ =


d′

s′

b′

 . (2.50)

Como las matrices Mjk y M ′
jk no son diagonales en general, los estados propios débiles no

coinciden necesariamente con los estados propios de masa. Para describir los procesos f́ısicos,

se tiene que diagonalizar la ec.(2.48) y expresar la Lagrangiana en términos de los estados

propios de masa.

De acuerdo con la teoŕıa de matrices, alguna matriz N ×N (no necesariamente hermitiana)

puede ser diagonalizable usando dos matrices unitarias. Entonces, sean AL, A†
R, BL, B†

R

cuatro matrices unitarias, se puede escribir que:

MU
diag = ALM

U A†
R, MD

diag = BLM
D B†

R, (2.51)

donde

MU
diag =


mu

mc

mt

 , MD
diag =


md

ms

mb

 . (2.52)

Es posible elegir matrices unitarias AL, AR , BL , BR para que todas las masas mu , mc ,

mt y md , ms , mb sean reales. Dado que el producto de las matrices diagonales da como
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resultado

MU
diagM

U†
diag =


m2

u

m2
c

m2
t

 , MD
diagM

D†
diag =


m2

d

m2
s

m2
b

 . (2.53)

Usando la ec. (2.51), la ec. (2.48) puede ser expresada como:

−LM =
∑[

mj (ūj L uj R + ūj R uj L) +m′
j (d̄j L dj R + d̄j R dj L)

]
. (2.54)

La ec. (2.54) tiene exactamente la forma deseada de la Lagrangiana de masa del fermión.

Por lo tanto, se puede ver que los quarks en los estados propios de masa (U , D) se obtie-

nen a partir de los estados propios débiles (U ′, D′) mediante las transformaciones unitarias;

UL = AL U
′
L, UR = AR U

′
R, DL = BLD

′
L y DR = BR, D

′
R.

Por otro lado, la Lagrangiana libre Lfree y la Lagrangiana de interacción de corrientes

neutras Lnc, diagonales de sabor, no cambian su forma bajo las transformaciones unitarias

anteriores, sino que simplemente cambian sus componentes q′j → qj. Por lo tanto, se pueden

expresar igualmente bien utilizando los estados propios de masa desde el principio. Este es un

enunciado generalizado del mecanismo GIM [190], es decir, no existe ninguna corriente neutra

que cambie de sabor. Por otro lado, la Lagrangiana de interacción de la corriente cargada

Lcc conecta quarks de diferentes sabores y cambia su forma dependiendo de si se escribe en

términos de los estados propios débiles o de los estados propios de masa. Reescribiendo el

Lcc original dado en términos de los estados propios débiles por los de los estados propios

de masa,

−Lcc =
gW√

2

∑[
ūj L γ

µ Vjk dk LW
+
µ + d̄k L γ

µ V ⋆
jk uj LW

−
µ

]
, (2.55)

vea que la interacción no se cierra dentro de cada doblete, sino que induce la mezcla entre

diferentes generaciones. La matriz V = A†
LBL se denomina matriz Cabibbo-Kobayashi-
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Maskawa (CKM). Aplicando la trasformación de simetŕıa CP, los campos vectoriales se

transforman de acuerdo con

ψ̄1 γ
µ ψ2 → −ψ̄2 γµ ψ1, W+

µ → −W−µ. (2.56)

En consecuencia, la Lagrangiana cambia a:

−Lcc
CP−→ gW√

2

∑ [
d̄k L γµ Vjk uj LW

−µ + ūj L γµ V
⋆
jk dk LW

+µ
]
. (2.57)

Por lo tanto, la invariancia ante CP requiere que la matriz CKM sea real.

Parametrización de la Matriz CKM

Hay muchas formas de expresar a la matriz CKM, sin embargo, esta se parametriza por

tres ángulos de rotación y un ángulo de fase. Aqúı, siguiendo la convención adoptada por

PDG [169], se puede expresar como:

VCKM ≡


Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb

 = R23 (IδD R13 I
†
δD

)R12,

=


1 0 0

0 c23 s23

0 −s23 c23




c13 0 s13 e
−iδ

0 1 0

−s13 e−iδ 0 c13



c12 s12 0

−s12 c12 0

0 0 1

 ,

=


c12 c13 s12 c13 s13 e

−iδ

−s12 c23 − c12 s23 s13 e
iδ c12 c23 − s12 s23 s13 e

iδ s23 c13

s12 s23 − c12 c23 s13 e
iδ −c12s23 − s12 c23 s13 e

iδ c23 c13



(2.58)

donde IδD = diag(1, 1, eiδ) es la matriz de fase diagonal y cij y sij denotan al cos θij y sin θij

respectivamente. Estos tienen la propiedad de que en el ĺımite θ23 = θ13 → 0, la tercera
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generación se separa y se reduce a la matriz de rotación de Cabibbo con θC = θ12. Mediante

una re-definición adecuada de los campos de quarks, todos los elementos cij, sij pueden

pueden hacerse positivos, a saber, tomando los ĺımites 0 ≤ θij ≤ π/2, y 0 ≤ δ ≤ 2π.

Experimentalmente, se ha observado que c13 − 1 < 10−5, y por lo tanto, se puede aproximar

|Vus| = s12 c13 ≈ s12, |Vub| = s13 y |Vcb| = s23 c13 ≈ s23. Por lo tanto, parametrizando 5

s12 = λ, s23 = Aλ2, s13 e
−i δ = Aλ3 (ρ− i η). (2.59)

La matriz CKM queda expresada como:

VCKM =


1 − λ2/2 λ Aλ3 (ρ− i η)

−λ 1 − λ2/2 Aλ2

Aλ3 (1 − ρ− i η) −Aλ2 1

 + O(λ4), (2.60)

la cual comúnmente es conocida como parametrización de Wolfenstein [192], ρ y η son

parámetros reales que están relacionados a la violación de CP a través de la fase δ, tan δ =

η/ρ. Es importante destacar que el Modelo Estándar provee un marco para investigar el

proceso de violación de CP, pero no ofrece ninguna explicación para el origen dinámico de la

fase compleja. Por lo tanto, investigar su estructura es un paso necesario para encontrar pistas

sobre su origen, que podŕıa ir más allá del Modelo Estándar. Dado que la reproducibilidad

experimental del Modelo Estándar es muy buena, se espera que la parte conservadora de

CP de la matriz CKM (es decir, el valor absoluto de los elementos de la matriz) cambie

muy poco si el origen de la violación de CP está más allá del Modelo Estándar. De hecho,

en muchos modelos propuestos hasta ahora, este es el caso. Además de eso, es de especial

importancia verificar que:

VCKM V
†
CKM = V †

CKM VCKM = 1 (2.61)

5Históricamente, estos parámetros se introdujeron como aproximaciones convenientes. Ahora es común
adoptar la expresión dada en la ec. (2.59) como definición. Entonces si se define: ρ = s13

s12 s23
cos δ, η =

s13
s12 s23

sin δ, ec. (2.59) se vuelve exacta a todos los órdenes en λ, lo cual, teóricamente, es una caracteŕıstica
muy conveniente [191].
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es decir, que la matriz CKM sea unitaria. La determinación precisa de los elementos de

matriz de CKM es obligatoria ya que son parámetros fundamentales del Modelo Estándar

[193, 194].

2.3. Fundamentos de QCD

La Cromodinámica Cuántica (QCD) está firmemente establecida como el marco correcto

para describir los fenómenos de la interacción fuerte, que gobierna la dinámica de los quarks

y gluones, e indirectamente de los hadrones [187, 195-197], basada en la simetŕıa de norma

del grupo de color SU(3). Historicamente, el color fue introducido como un grado de libertad

dentro del modelo de quarks para tomar en cuenta el principio de Pauli en la descripción de

los bariones como estados de tres quarks [185, 186]. Los campos materiales de QCD son los

llamados quarks, que como ya se menciono anteriormente, son fermiones de esṕın 1
2

con seis

sabores (u, d, s, c, b, t). Estos están equipados con una especie de carga (eléctrica) conocida

como carga de color, la cual es muy similar al del electromagnetismo. La diferencia es que

existen tres tipos de cargas de color comúnmente denominadas Rojo, Verde y Azul (RGB).

De manera exactamente similar, la fuerza de color, mediada por el portador de color, el gluón,

el cual no tiene masa y viene en ocho tipos (nueve combinaciones de color-anticolor menos

uno que es color neutral). Aunque el marco matemático básico de la QCD es esencialmente

idéntico al de la Electrodinámica Cuántica (QED), la existencia de las tres cargas hace

que las ecuaciones de movimiento sean no lineales y genera caracteŕısticas distintivas muy

diferentes de las de la QED. Lo más conspicuo es un fenómeno conocido como confinamiento,

que impide que los quarks y gluones estén aislados, sino que los fuerza a formar hadrones y,

por lo tanto, no pueden aislarse ni examinarse directamente en el laboratorio.

Por otra parte, para procesos que ocurren a una escala de enerǵıa alta, los cálculos

perturvativos basados en QCD proporcionan una descripción muy precisa debido a la libertad

asintótica [198]. San embargo, para sistemas en los que dominan las escalas de baja enerǵıa
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(como los hadrones), es mucho más dif́ıcil hacer predicciones cuantitativas a partir de QCD,

ya que la teoŕıa perturvativa no es útil en este caso, ya que la constante de acoplamiento

crece a bajas enerǵıas. Por lo que, es necesario implementar métodos no perturvativos para

extraer as propiedades de los hadrones y muchos de estos métodos se han desarrrollado

y aplicado a sistemas hadrónicos durante las últimas décadas. En general, estos métodos

pueden dividirse en dos grupos. En primer lugar, están aquellos que utilizan las técnicas

de de las teoŕıas de campo efectivo y emplean a los mesones y bariones ligeros como sus

grados de libertad. El segundo grupo, por otra parte, calcula directamente las observables

hadrónicas a partir de la Lagrangiana de QCD, y por tanto, se basa en el lenguaje de los

quarks y los gluones. Sin embargo, para propósito de la presente sección, nos limitamos a

introducir los conceptos básicos de la QCD y de algunas teoŕıas efectivas que ayudarán al

desarrollo de este trabajo.

2.3.1. Lagrangiana de QCD

La Lagrangiana de QCD, obtenida aplicando el principio de norma con respecto al grupo

de color SU(3)C. Denotando a qαf como el campo del quark de color α y sabor f . Por

cuestiones de simplificación, adoptando la notación vectorial en el espacio de color: qTf ≡

(q1f , q
2
f , q

3
f ) con masas mf , la lagrangiana libre puede escribirse como:

L0 =
∑
f

q̄f
(
i γµ∂µ −mf

)
qf , (2.62)

es invariante bajo transformaciones globales arbitrarias del grupo de simetŕıa SU(3)C en el

espacio de color,

qαf (x) → (qαf )′ = Uα
β q

β
f , U U † = U † U = 1, detU = 1. (2.63)
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Las matrices de SU(3)C pueden ser escritas en la forma:

U = exp
{
− i gs

λa

2
θa

}
, (2.64)

donde λa (a = 1, 2, . . . , 8) denota a los generadores de la representación fundamental del

algebra grupo de simetŕıa SU(3)C [199], θa son parámetros arbitrarios y gs denota la constante

de acoplamiento de norma del grupo SU(3)C. Las matrices λa son sin traza y satisfacen la

relación de conmutación

[λa, λb] = 2 i fabc λc, (2.65)

donde fabc son las constantes de estructura del grupo SU(3)C, los cuales son parámetros

reales y totalmente antisimétricos. Como en el caso de la electrodinámica cuántica (QED),

se requiere que la Lagrangiana también sea invariante ante transformaciones locales SU(3)C,

es decir, θa = θa(x), por lo que es necesario cambiar las derivadas de los quarks por obje-

tos covariantes. Esto hace que aparezcan ocho parámetros de norma independientes, ocho

diferentes bosones de norma Gµ
a(x), los llamados gluones, entonces :

Dµ qf =
[
∂µ − i gs

λa

2
Gµ

a(x)
]
qf ≡

[
∂µ − i gsG

µ(x)
]
qf , (2.66)

donde se introduce la notación matricial

[Gµ(x)]αβ ≡
(λa

2

)
αβ
Gµ

a(x). (2.67)

Note que Dµqf tranforma exactamente de la misma forma que el vector de color qf , entonces

las propiedades de los campos de norma son:

Dµ → (Dµ)′ = U Dµ U †; Gµ → (Gµ)′ = U Gµ U † − i

gs
(∂µ U)U †. (2.68)
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Las transformaciones de norma del campo del gluón son más complicadas que las obtenidas

en QED para los fotones. Para construir un término cinemático invariante de norma para

los campos del gluón, es necesario introducir los correspondientes campos de fuerza:

Gµν(x) ≡ i

gs
[Dµ, Dν ] = ∂µGν − ∂ν Gµ − i gs[G

µ, Gν ] ≡ λa

2
Gµν

a (x),

Gµν
a (x) = ∂µGν

a − ∂νGµ
a + gs f

abcGµ
g G

ν
c .

(2.69)

Bajo una transformación de norma,

Gµν → (Gµν)′ = U Gµν U †, y Tr
(
Gµν Gµν

)
=

1

2
Gµν

a Ga
µν . (2.70)

Tomando la apropiada normalización para el término cinemático del gluón, finalmente se

tiene la Lagrangiana de QCD invariante de SU(3)C:

LQCD ≡ −1

4
Gµν

a Ga
µν +

∑
f

q̄f (iγµDµ −mf ) qf . (2.71)

Descomponiendo la Lagrangiana dentro de sus diferentes piezas, se tiene que:

LQCD = −1

4

(
∂µGν

a − ∂ν Gµ
a

) (
∂µG

a
ν − ∂ν G

a
µ

)
+
∑
f

q̄αf (i γµ ∂µ −mf ) qαf

+ gsG
µ
a

∑
f

q̄αf γµ

(λa
2

)
αβ
qβf

− gs
2
fabc (∂µGν

a − ∂ν Gµ
a)Gb

µG
c
ν −

g2s
4
fabc fadeG

µ
b G

ν
c G

d
µG

e
ν .

(2.72)

La primera ĺınea contiene los términos cinemáticos correctos para los diferentes campos que

dan lugar a los propagadores correspondientes. La interacción de color entre los quarks y

gluones viene dada por la segunda ĺınea, el ella intervienen las matrices λa. Por último,

debido al carácter no abeliano del grupo de color, en la última ĺınea el término Gµν
a Ga

µν

genera las autointeracciones cúbicas y cuárticas de los gluones. Todas las interacciones estan

dadas en términos de una sola constante gs, la cual es llamada constante de acoplamiento
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fuerte.

Para cuantificar correctamente la Lagrangiana de QCD, hay que añadir a LQCD los llama-

dos término de Fadeev-Popov [200], LGF+FP , el cual incluye la Lagrangiana anti-hermı́tica

que introduce los campos de fantasmas, LGF y el término que fija la norma LFG, una ex-

plicación muy pedagógica sobre estos términos se puede encontrar en Ref. [201]. Por otra

parte, desde el punto de vista de la invariancia de norma, la Lagrangiana de interacción

fuerte podŕıa también involucrar a los términos del tipo [202]

Lθ =
g2s θ̄

32 π2
ϵµνρσ Trc

[
Gµν Gρσ

]
, ϵ0123 = 1, (2.73)

donde ϵµνρσ denota al tensor totalmente antisimétrico LeviCivita. El aśı llamado término θ

en la ec. (2.73) implica una violación expĺıcita de P y CP de las interacciones fuertes. La

información emṕırica actual sobre el momento dipolar eléctrico del neutrón [203] indica que

el término θ es pequeño, sin embargo, se omiten los detalles sobre la ec. (2.73) en nuestra

discusión. Por otra parte, dado que la derivada covariante de los campos de quarks es inde-

pendiente del sabor, la Lagrangiana de la ec. (2.71) tiene simetŕıas adicionales, accidentales

y en este caso globales, aparte de la simetŕıa de norma. Tanto la dinámica de la teoŕıa (a

través de la ruptura espontánea de la simetŕıa) como los valores de las masas de los quarks

afectan cómo estas simetŕıas se realizan (aproximadamente) en la naturaleza.

2.4. Libertad asintótica en QCD

Una prueba importante, que sugiere que QCD es realmente la verdadera teoŕıa para

describir la interacción fuerte, fue el descubrimiento de la libertad asintótica, descubierta

por Gross, Politzer y Wilczek [187-189]. Esta propiedad, se basa esencialmente en que la

constante de acoplamiento gs se hace pequeña a grandes escalas de enerǵıa, y puede derivarse

a través del procedimiento de renormalización de QCD. Como en cualquier teoŕıa de campos,

las correcciones cuánticas perturvativas (de lazo) contienen divergencias ultravioletas, las
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cuales tienen que renormalizarse para que la teoŕıas produzca resultados significativos. Si la

teoŕıa es renormalizable, todas las divergencias pueden absorberse en una redefinición de la

constante de acoplamiento desnuda gs, las masas mf y los campos qf y Gµ (Ver ec. (2.71)).

Sin embargo, como se sabe, esta redefinición dependerá de la escala de enerǵıa µ a la que

se lleva a cabo la renormalización, lo cual en principio introduce cierta dependencia de los

parámetros de la teoŕıa respecto a µ. Como µ es un parámetro arbitrario que se introduce

a mano, las observables calculados a partir de la teoŕıa no deben depender de él. Por lo

que, este requisito conduce a varias ecuaciones del grupo de renormalización [204, 205]. Aśı,

por ejemplo, cuando una cierta observable se expande en una serie perturbativa, esta puede

escribirse genéricamente como:

P = c1 αs + c2 α
2
s + c3 α

3 + · · · (2.74)

Donde αs = αs = g2s/4 π a primer orden y los coeficientes c1, c2, c3, · · · se pueden obtener

a través del cálculo de los diagramas de Feynman correspondientes. Bajo el esquema de

Sustracción Mı́nima Modificada [206, 207] (M̄S), los coeficientes en la ec. (2.74) dependen

de la escala de enerǵıa µ como lnµ2, aśı como de la elección de la constante de sustrac-

ción (esquema de renormalización). αs en śı misma se convierte en una función de µ. Si la

observable se especifica en una escala de enerǵıa Q, esta también es una función de Q. Ya

se mencionó que µ es un artefacto que se introduce en el proceso de renormalización y las

observables f́ısicas no debeŕıan depender de él. A primer orden, αs es una constante, pero

adquiere dependencia de µ2 a medida que se tienen en cuenta correcciones de orden superior.

Por lo tanto, las siguientes ecuaciones deben cumplirse para P (µ2 αs, Q
2)

µ2 d

d µ2
P (µ2, αs, Q

2) =
[
µ2 ∂

∂ µ2
+ µ2∂ αs

∂ µ2

∂

∂ αs

]
P (µ2, αsQ

2) = 0,

=
[
µ2 ∂

∂µ2
+ β(αs)

∂

∂αs

]
P (µ2, αs, Q

2) = 0,

β(αs) = µ2 ∂αs

∂µ2
,

(2.75)
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lo cual se conoce como la ecuación del grupo de renormalización (RGE). La ecuación se puede

resolver utilizando una técnica conocida como método de caracteŕısticas. Introduciendo una

nueva variable ᾱ y un nuevo parámetro definido por:

τ = In(Q2/µ2), dτ =
dQ2

Q2
=
dᾱ(τ)

β(τ)
, (2.76)

con la condición de contorno ᾱs(0) = αs. Una solución para la ec. (2.76) se obtiene fácilmente,

τ =

∫ ᾱs

αs

dα

β(α)
. (2.77)

Diferenciando con respecto a τ y αs, uno puede obtener una ecuación para ᾱs(τ), lo que

significa que para una función anaĺıtica F (x), se tiene que:

(
− ∂

∂τ
+ β(αs)

∂

∂αs

)
F (ᾱs(τ)) = 0 (2.78)

Comparando con la ec. (2.74), se obtiene una solución general

P (τ, αs) = P (0, ᾱs(τ)). (2.79)

Esto significa que toda la dependencia de µ de una observable solo aparece a través de la

constante de acoplamiento ᾱs(µ). Esta es una conclusión notable. Dice que toda la dependen-

cia de escala de la renormalización se presenta solo a través de la constante de acoplamiento

en ejecución dependiente de la escala. Por lo tanto, todo lo que se necesita hacer es calcular

la observable como una función de la constante de acoplamiento.

La constante de acoplamiento dependiente de la escala αs(τ) se puede calcular utilizando

las ecs.(2.75) o (2.76) una vez que se conoce la función β. Sin embargo, la función β solo se
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puede obtener mediante el método de perturbaciones;

β(αs(τ)) = µ2 ∂αs(Q
2)

∂µ2
= −α2

s b0 [1 + b1 αs + b2 α
2
s + · · · ],

= − β0
4 π

α2
s −

β1
8π2

α3
s −

β2
128π3

α4
s + · · ·

(2.80)

Sustituyendo β(αs) = −b0 α2
2 en el grupo de renormalización dado por la ec. (2.76), se obtiene

que

αs(Q
2) =

αs(µ
2)

1 + αs(µ2) b0 In
(

Q2

µ2

) , (2.81)

donde

b0 =
β0
4 π

=
11CA − 2nf

12π
=

11 − 2
3
nf

4π
(2.82)

con nf es el número de especies de fermiones activos (mf < Q). A diferencia de QED, no se

puede utilizar Q2 = 0 como punto de referencia porque αs es divergente por lo que se debe

escoger Q2 = µ. Además, b0 es una función decreciente de Q2 que se conoce como libertad

asintótica. Esta es una de las caracteŕısticas sobresalientes de QCD. La libertad asintótica

fue la razón principal del éxito del modelo de partones en la explicación de los fenómenos

de dispersión inelástica profunda. También nos permite utilizar el método perturbativo para

fenómenos donde la enerǵıa Q2 es grande. Por otro lado, esto también significa que cuando

Q2 es pequeño, el método perturbativo deja de ser válido. En la QED, se pod́ıa definir una

constante de acoplamiento a larga distancia que es una cantidad medible. Sin embargo, en

la QCD, no existen observables correspondientes que puedan definir una constante de aco-

plamiento de manera ineqúıvoca. La constante de acoplamiento αs(Q
2) en la QCD depende

de la escala de renormalización µ2, aunque los observables f́ısicos no lo hacen, por lo que

se requiere tener una medición de referencia. Como el manejo matemático de la escala µ2

es engorroso, existe una expresión alternativa que no depende de de está y puede obtenerse
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reescribiendo la ec. (2.81) como:

1

αs(Q2)
− b0 InQ2 =

1

αs(Q2)
− b0 Inµ2 ≡ −b0 In Λ2, (2.83)

El lado izquierdo es una función de Q2 mientras que la ecuación del centro es una función de

µ solamente y por tanto, no depende de Q2 ni de µ2 y es una constante. Aśı, el lado derecho

define una constante universal Λ que no depende del punto de renormalización. En términos

de Λ, la constante de acoplamiento se escribe como:

αs(Q
2) =

1

b0 In(Q2/Λ2)
. (2.84)

En la discusión de los fenómenos de baja enerǵıa de la fuerza fuerte, incluida la dinámi-

ca nuclear, algunos modelos que ayudan a la descripción de ciertos fenómenos son VMD y

ChPT, los cuales son herramientas útiles indispensable. A continuación se hace una descrip-

ción de ellas.

2.4.1. Modelo de Dominancia Vectorial VMD

Un aspecto importante de la f́ısica hadrónica que concierne en esta sección es la inter-

acción entre el fotón y la materia hadrónica [208]. Esto se ha descrito notablemente bien

utilizando el modelo de dominancia vectorial (VMD). Este modelo asume que los componen-

tes hadrónicos de la polarización de vaćıo para el fotón se pueden identificar con los mesones

vectoriales conocidos. Esto ciertamente es una aproximación en las regiones alrededor de las

masas de los mesones ligados de quark-antiquark [209-211]. Resulta tentador tratar de esta-

blecer una conexión entre el antiguo lenguaje de dominancia vectorial y el Modelo Estándar

[212]. En el Modelo Estándar, los quarks, al ser cargados, se acoplan al fotón, por lo que la

contribución del sector fuerte al propagador del fotón surge de manera análoga a los lazos

electrón-positrón en QED, donde se puede aproximar razonablemente bien la auto-enerǵıa

del fotón usando propagadores y vértices en su forma básica sin preocuparse por los ordenes
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γ

q

q̄

γµ ν →
γ ρ γµ ν

Figura 2.2: Una simple representación de la imagen de VMD para la contribución hadrónica
al propagador del fotón. Los mesones vectoriales más pesados se incluyen en modelos VMD
generalizados.

superiores. Sin embargo en QCD, para los lazos de los quarks, no se pueden desestimar tan

fácilmente estos ordenes superiores en la expansión perturbativa. (Aunque para los quarks

pesados, los efectos de ordenes superiores pueden ser ignorados como una consecuencia de

la libertad asintótica).

Desarrollo historico de VMD

Las semillas de VMD fueron sembradas por Nambu [213] en 1957 cuando surgio la idea

de que la distribución de carga del protón y el neutrón podŕıan explicarse mediante la

contribución de un mesón vectorial isoescalar neutro. Sin embargo, fue Sakurai quien propuso

una teoŕıa de interacción fuerte mediada por mesones vectoriales [214] sacando ventaja de

la teoŕıa de campo no abeliana de Yang-Mills [215]. Le preocupaba la noción de corrientes

conservadas, el principio de norma y la universalidad de los acoplamientos ya que debeŕıan

aplicarse a la f́ısica de las interacciones fuertes, aśı como el problema de las masas de los

mesones de dicha teoŕıa. Publicó su trabajo con este asunto sin resolver con la esperanza de

que estimulara un mayor interés en el campo.

Kroll, Lee y Zumino persiguieron la idea de reproducir VMD a partir de una teoŕıa de campo

[216]. Dentro del modelo de VMD más simple, la contribución hadrónica de polarización

de vaćıo del fotón toma la forma de un mesón vectorial propagante (ver Fig.2.2), el cual

remplaza la contribución de QCD para el proceso de polarización. Posteriormente, esta
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interpretación se generalizó para que fuera válida para la totalidad de todas las interacciones

fotón-hadrón, formuladas en términos de una identidad de operador [216, 217], conocida

como identidad de campo-corriente (CFI). La corriente electromagnética, fuente del campo

de Maxwell jEMµ (x) = j3µ + 1
2
jYµ , fue identificada como una combinación lineal de las partes

isovectoriales e isoescalares del campo del mesón vectorial. Por ejemplo: la parte isovectorial

(con mρ la masa del mesón ρ0, ρ0µ(x) el campo asociado y gρ = 2 γρ el acoplamiento), el CFI

puede escribirse como:

[jEMµ (x)]I=1 =
m2

ρ

gρ
ρ0µ(x), (2.85)

y luego se generaliza [213] a un campo isovectorial, ρ⃗(x), del cual ρ0(x) es la tercera compo-

nente [es decir, ρ0(x) ≡ ρ3(x)]. La ec. (2.85), implica que el campo ρ⃗(x) es divergente bajo

la interacción fuerte, que no es más que la condición habitual de Proca

∂µ ρ⃗
µ = 0, (2.86)

para un campo vectorial masivo acoplado a una corriente conservada. La Lagrangiana re-

sultante para el sector hadrónico es el mismo que la Lagrangiana de Yang-Mills [215], pero

también tiene un término de masa que destruye la invariancia de norma local. Aunque la

invariancia de norma es necesaria para la renormalizabilidad, Kroll y compañia, no se preo-

cuparon por ello; afirmando que el valor no nulo de la masa haćıa posible conectar la ecuación

de conservación del campo, ec. (2.86), con la ecuación de movimiento del campo. El caso

de un campo vectorial masivo global en SU(2) (el campo ρ) que interactúa con un campo

triplete de piones y está acoplado a una corriente conservada es tratado en detalle por Lurie

[218]. Por otra parte, la ingenua prescripción del vértice γ − ρ que suele verse en VMD,

− em2
ρ

gρ
, sugiere un término de acoplamiento en el Lagrangiano efectivo de la forma

Leff = −
em2

ρ

gρ
ρ3µA

µ, (2.87)
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el cual viene sugerido a través de la sustitución CFI en la pieza de interacción de la La-

grangiana electromagnética , −e jEMµ Aµ (Una expĺıcación más detallada puede ser vista en

la Ref. [219]).

Con todo lo anterior y teniendo en cuenta a los hadrones como grados de libertad re-

levantes e incluyendo la interacción con mesones pseudoescalares, esta descripción es capaz

de dar cuenta de manifestaciones a baja enerǵıa de la interacción fuerte. La incorporación

de simetŕıas tales como el isoesṕın y la simetŕıa de sabor SU(3) permiten tanto clasificar a

los hadrones como relacionar sus propiedades. También se han considerado otras manifes-

taciones asociadas a los mesones vectoriales como bosones de norma y la incorporación de

simetŕıas superiores como extensiones de VMD [216, 220-222]. Para este trabajo, dado que

los hadrones implicados son los más ligeros, uno puede limitarse a la parte común a todos

los modelos basados en VMD. Aśı, la Lagrangiana efectiva para los mesones ligeros ρ, π, ω,

y ρ′ puede ser escrita como:

L =
∑

V=ρ, ρ′

gV ππ ϵabc V
a
µ π

b ∂µ πc +
∑

V=ρ, ρ′

gωV π δab ϵ
µνλσ ∂µ ων ∂λ V

a
σ π

b

+ g3π ϵabc ϵ
µνλσ ωµ ∂ν π

a ∂λ π
b ∂σ π

c +
∑

V=ρ, ρ′, ω

em2
V

gV
VµA

µ, (2.88)

donde se han etiquetado a los acoplamientos con su correspondiente campo de interacción

y, en general, V se refiere a un mesón vectorial y Aµ se refiere al campo del fotón. Las

constantes de acoplamiento son parámetros libres que deben determinarse experimental-

mente. Aunque, como se menciona anteriormente, se pueden establecer relaciones entre ellas

e incluso extraerse a partir de otras descripciones [5, 221, 223-226].

2.4.2. Teoŕıa Quiral perturbativa

La teoŕıa quiral perturbativa (ChPT, por sus siglas en inglés) es una teoŕıa de campo

efectivo que describe las propiedades de sistemas que interactúan fuertemente a enerǵıas

muy inferiores a las masas t́ıpicas de los hadrónes. Esto significa que es una aproximación
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sistemática e independiente de QCD, basada en las simetŕıas de la teoŕıa subyacente y en los

principios generales de la teoŕıa cuántica de campos. En lugar de utilizar quarks y gluones

como grados de libertad fundamentales, en ChPT se utilizan a los hadrones. A continuación,

se presenta un resumen breve de ChPT, basado en gran medida en las referencias [201, 227,

228], a la cual se puede recurrir para obtener una introducción más detallada.

Para la construcción de la Lagrangiana de QCD, se hace uso de la simetŕıa de color

SU(3)C, que es la base de la dinámica de la interacción fuerte. Dicha Lagrangiana, ec. (2.71),

tiene simetŕıas globales adicionales asociadas con los números de sabor de los quarks:

1. LQCD es invariante bajo una re-definición de una fase global para todos los sabores de

quark, es decir,

qf → exp(iθ) qf . (2.89)

Esta simetŕıa se asocia con la conservación del número bariónico.

2. LQCD también es invariante bajo la redefinición de una fase independiente para los

diferentes sabores de quark, es decir,

qf → exp(i θf ) qf . (2.90)

Esta simetŕıa implica la conservación del sabor.

3. Para las masas de los quarks iguales, existe una simetŕıa bajo transformaciones del

grupo SU(Nf) en el espacio de sabor

qf → Uff ′ qf ′ , U ∈ SU(Nf), (2.91)

la cual es una buena simetŕıa para el sector de quarks ligeros (u, d, s), donde su masa

puede ser ignorada en primera aproximación.

Por otra parte, se sabe que la ruptura dinámica de la simetŕıa quiral introduce una escala
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Λχ = 4π F0 del orden de 1 GeV [229]. Bajo este contexto, es común dividir los seis sabores

de quarks en los tres quarks ligeros u, d y s donde ml < Λχ y en tres quarks pesados c, b y t

donde mh > Λχ.Por lo que desde el punto de vista teórico, se pueden considerar dos ĺımites;

el ĺımite donde las masas de los quarks ligeros tiende a cero (ĺımite quiral) y el ĺımite donde

las masas de los quarks pesados tiende infinito [230]. Esta sección se centra exclusivamente

en el ĺımite quiral, considerando solo dos (u, d) o tres (u, d, s) quarks ligeros y omitiendo a

los quarks pesados de la discusión.

Introduciendo los campos de quark izquierdos y derechos, donde por comodidad se omite

el ı́ndice de sabor,

qL =
1

2
(1− γ5) q, qR =

1

2
(1 + γ5) q, γ5 = i γ0γ1γ2γ3, (2.92)

la Lagrangiana de la QCD, ec. (2.71) en el ĺımite quiral puede descomponerse en:

L0
QCD =

∑
l=u,d,s

(
q̄L,l i γ

µDµ qL,l + q̄R,l i γ
µDµ qL,R

)
− 1

4
Gµν

a Ga
µν . (2.93)

la cual tiene una simetŕıa global

SU(Nf)L ⊗ SU(Nf)R︸ ︷︷ ︸⊗U(1)V ⊗ U(1)A.

La simetŕıa asociada a la conservación del número bariónico es usualmente llamada U(1)V.

El grupo axial U(1)A no es una simetŕıa a nivel cuántico debido a la anomaĺıa Abeliana

[231-233]. Por tanto, esta Lagrangiana es invariante bajo una transformación independiente

global G ≡ SU(3)L ⊗ SU(3)R para los campos de quark izquierdos y derechos en el espacio

de sabor:

qL
G−→ gL qL, qR

G−→ gR qR, gL,R ∈ SU(Nf)L,R. (2.94)

Además, la Lagrangiana clásica en el ĺımite quiral tiene una simetŕıa global U(3)L×U(3)R, es

decir, es invariante bajo transformaciones unitarias independientes de sabor para los campos
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de quark izquierdos y derechos.

qL → UL qL, qR → UR qR. (2.95)

A nivel clásico, está simetŕıa quiral resulta en 2 × (8 + 1) = 18 corrientes conservadas:

Lµ
a = q̄L γ

µλa
2
qL, Rµ

a = q̄R γ
µ λa

2
qR, a = 1, · · · , 8,

V µ = q̄R γ
µ qR + q̄L γ

µ qL, Aµ = q̄R γ
µ qR − q̄L γ

µ qL.

(2.96)

Aqúı, las matrices de Gell-Mann actúan en el espacio de sabor, ya que qR y qL son tripletes

de sabores y el singlete para la corriente axial-vector Aµ = q̄γµγ5 q desarrolla la aśı llamada

anomaĺıa [231-233], lo que resulta en la ecuación de divergencia:

∂µA
µ =

3 g2s
16π2

ϵµνρσ Trc

(
Gµν Gρσ

)
, (2.97)

donde el factor de tres proviene del número de sabores. Para Nc grande (número de colores)

[234], el singlete para la corriente vector-axial se conserva.

En la teoŕıa cuantizada, las integrales espaciales sobre las densidades de carga de las corrien-

tes de simetŕıa dan lugar a los operadores de carga QLa, QRa (a = 1, . . . , 8) y QV . Estos son

generadores del grupo SU(3)L × SU(3)R × U(1)V, que actúan en el espacio de Hilbert de la

QCD, y satisfacen las relaciones de conmutación

[QLa, QLb] = i fabcQLc, [QRa, QRb] = i fabcQRc,

[QLa, QRb] = 0, [QLa, QV ] = [QRa, QV ] = 0,

(2.98)

donde fabc son las constantes de estructura antisimétricas del álgebra de Lie para el grupo

de simetŕıa SU(3) [199]. En el ĺımite quiral, estos operadores conmutan con el Hamiltoniano,

[QLa, H
0
QCD] = [QRa, H

0
QCD] = [QV , H

0
QCD] = 0. (2.99)
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Justo como se menciona en la Ref.[228], es conveniente considerar a las combinaciones lineales

QAa ≡ QRa −QLa y QVa ≡ QRa +QLa , que transforman como: QAa → −QAa y QVa → QVa

bajo Paridad. Además se asume que los generadores axiales QAa no aniquilan el estado

fundamental de la QCD, es decir

Qaa|0⟩ ≠ 0 (2.100)

Como consecuencia del teorema de Goldstone [235], cada generador axial QAa que no aniquila

el estado fundamental corresponde a un campo de bosón de Goldstone sin masa ϕa con esṕın

0. Además, de las relaciones dadas en la ec. (2.98), se tiene que [QVa , QAb
] = i fabcQAc y

aśı, el Goldstone transforma bajo el subgrupo SU(3)V, que deja al vaćıo invariante como un

octeto. Los miembros del octeto pseudoescalar (π, K, η) son identificados como los bosones

de Goldstone de QCD y podŕıan ser no masivos para quarks sin masa. Por otra parte,

después de activar las masas de los quarks en el término de masa, se tiene:

LM = −q̄Mq = −(q̄RM qL + q̄LM† qR), M = diag(mu, md, ms), (2.101)

y los Goldstone ya no serán sin masa. Sin embargo, las corrientes de simetŕıa ya no se

conservan (para más detalles, se sugiere ver la Ref. [227]). Además de las propiedades de

conservación de las corrientes, también se pueden calcular sus conmutadores, que se pueden

utilizar para derivar ciertas relaciones entre las funciones de Green de QCD análogas a las

identidades de Ward QED. El conjunto de todas las funciones de Green se recoge de forma

eficiente en una funcional generadora,

exp(iZQCD[v, a, s, p]) = ⟨0|T exp
[
i

∫
d4xLext(x)

]
|0⟩0, (2.102)

donde [202, 236]

Lext = q̄γµ

(
vµ +

1

3
vµ(s) + γ5 a

µ
)
q − q̄ (s− i γ5 p) q. (2.103)
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Los operadores de campo de quark q en Lext, como el estado fundamental |0⟩ se refieren al

ĺımite quiral. Además, a partir del funcional generador, se pueden obtener también funciones

de Green donde los campos de quark y el estado fundamental son aquellos con masas de quark

finitas, solo hay que evaluar la derivada funcional de la ec. (2.102) en s = diag(mu, md, ms).

Las identidades de Ward quirales resultan de una invariancia del funcional generador bajo

una transformación local de los campos de quark y campos externos [202, 236], que trasfor-

man como:

qL → exp
(
− i

Θ(x)

3

)
VL(x) qL, qR → exp

(
− i

Θ(x)

3

)
VR(x) qR, (2.104)

donde VL y VR(x) son matrices independientes en el espacio-tiempo, siempre que los campos

esten sujetos a las trasformaciones;

lµ → VL lµ V
†
l + i VL∂µ V

†
L , rµ → VR rµ V

†
R + i VR∂µ V

†
R,

v(s)µ → v(s)µ − ∂µΘ, s+ i p→ VR (s+ i p)V †
L ,

s− i p→ VL (s− i p)V †
R,

(2.105)

las cuales cancelan términos análogos originados en la parte cinética del Lagrangiano de los

quarks.

Teoŕıa quiral perturvativa para mesones

En el ĺımite quiral, lo que se requiere es que la Lagrangiana efectiva sea invariante bajo

SU(3)L ⊗ SU(3)R ⊗ U(1)V . Bajo el rompimiento espontáneo de la simetŕıa, el grupo quiral

actua de forma no lineal en los campos de los bosones de Goldstone [237, 238]. Definiendo

la matriz del grupo de simetŕıa SU(3),

U(x) = exp
(
i
ϕ(x)

F0

)
, (2.106)

66



donde el campo ϕ es una matriz hermitiana, sin traza 3 × 3, dada por:

ϕ(x) =
8∑

a=1

ϕaλa =


π0 + 1√

3
η

√
2π+

√
2K+

√
2 π− −π0 + 1√

3
η

√
2K0

√
2K−

√
2 K̄0 − 2√

3
η

 , (2.107)

donde el parámetro F0 es el ĺımite quiral de la constante de desintegración del pión. Bajo

una trasformación chiral local, U(x) transforma como [202]:

U(x) → VR(x)U(x)V †
L . (2.108)

Está transformación implica que ϕ transforma como ϕ(x) → V ϕV † bajo SU(3)V, es decir,

los bosones de Goldstone efectivamente forman un octeto SU(3). La Lagrangiana más general

con el menor número de campos externos (distintos de cero) puede escribirse como [202]:

L2 =
F 2
0

4
Tr[Dµ U (Dµ U)†] +

F 2
0

4
Tr(χU † + U χ†), (2.109)

con

Dµ U ≡ ∂µ U − i rµ U + i U lµ → VRDµ U V
†
L ,

χ ≡ 2B0 (s+ i p) → VR χV
†
L .

(2.110)

Denotando al cuadrimomento como O(q), la derivada covariante cuenta como O(q) y χ

como O(q2), de tal manera que la Lagrangiana de orden más bajo sea O(q2). Además, L2

es invariante bajo las sustituciones simultáneas U → U †, lµ → rµ, y χ → χ† y contiene dos

parámetros F0 y B0. El primer término de la ec. (2.109), describe el término cinemático de

los ocho bosones de Goldstone y el segundo término es un ejemplo de como el rompimiento

de simetŕıa expĺıcito por las masas de quarks es transferido del nivel de QCD al nivel de

la teoŕıa efectiva. Tanto, L0
QCD + Lext y L2 son invariantes bajo transformaciones quirales

locales.

En el marco de la Lagrangiana efectivo de orden más bajo, la constante B0 se relaciona con
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el singlete escalar del condensado de quarks por:

3F 2
0 B0 = −⟨ q̄ q ⟩0. (2.111)

Al consider el ĺımite isosṕın-simétrico mu = md = m̂ (de modo que no hay mezcla π0 − η),

se obtienen las masas de los bosones de Goldstone, al orden más bajo en las masas de los

quarks O(q2),

M2
π,2 = 2B0 m̂, M2

K,2 = B0 (m̂+ms), M2
η,2 =

2

3
B0 (m̂+ 2ms). (2.112)

Estos resultados, en combinación con la ec. (2.111), se denominan relaciones de Gell-Mann,

Oakes y Renner (Ver la Ref. [239]) y las predicciones de orden más bajo proporciona una

primera estimación de la relación entre las masas de los quarks,

M2
K

M2
π

=
m̂+ms

2 m̂
→ ms

m̂
= 25.9,

M2
η

M2
π

=
2ms + m̂

3 m̂
→ ms

m̂
= 24,3. (2.113)

Una caracteŕıstica notable de la ec. (2.109) es que una vez conocida F0 (a partir de la

desintegración del pión), la simetŕıa quiral permite hacer predicciones absolutas sobre otros

procesos. Además, dado el esquema perturbativo en términos de momentos y masas externos

se pueden construir Lagrangianas de ordenes superiores. Por ejemplo, para el caso O(q4),

construido por Gasser y Leutwyler [202], el cual contiene doce constantes de baja enerǵıa

(L1, . . . , L10, H1H2),

L4 = L1

{
Tr[Dµ U (Dµ U)†]

}2
+ · · · +H2 Tr

(
χχ†). (2.114)

Los valores numéricos de las constantes de baja enerǵıa Li no están determinados por la

simetŕıa quiral. Por analoǵıa con F0 y B0 de L2, son parámetros que contienen información

sobre la dinámica subyacente. Para una extensa revisión del estado de estas constantes de
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acoplamiento, véanse por ejemplo las Refs. [240, 241]. Finalmente, es importante mencionar

que ChPT puede ser extendido al sector de los bariones [242], que considera una variedad de

elementos matriciales con estados entrantes y salientes de un solo nucleón. Aunque la apro-

ximación general es análoga a la del sector de mesones, el sector bariónico presenta algunas

caracteŕısticas nuevas. En particular, a diferencia de las masas de los bosones de Goldstone,

las masas de los bariones no desaparecen en el ĺımite quiral. Sin embargo, para propósitos

de este trabajo, este tema queda fuera de la discusión realizada hasta ahora. Si el lector está

interesado en una descripción más completa de la teoŕıa ChPT, se sugiere revisar la Ref. [228].

Finalmente, en las últimas décadas, ChPT ha evolucionado en un enfoque maduro y

completo para las interacciones de baja enerǵıa entre los bosones de Goldstone, los nucleones

y los campos externos, con numerosas aplicaciones exitosas. ChPT ha desempeñado un papel

importante en la interpretación de cálculos de lattice QCD realizados a masas de piones no

f́ısicas. También ha servido como prototipo para enfoques semi-fenomenológicos en otros

sistemas.

2.5. Representación de Hadrones: Mesones y Bariones

en SU(3)

Usando la notación de las Ref. [243, 244], de los ocho generadores tensoriales F i
j de SU(3),

el conjunto F 1
1 , F 1

2 , F 2
1 y F 2

2 forman los generadores del subgrupo SU(2) × U(1). Además,

SU(2) ⊂ SU(2)×U(1) ⊂ SU(3), por lo que es conveniente clasificar los estados en una repre-

sentación del grupo SU(3). Los generadores del subgrupo SU(2) × U(1), convenientemente

tomados para corresponder al isosṕın y la hipercarga en el caso del grupo SU(3), son:

I+ = F 2
1 , I− = F 1

2 , I3 =
1

2
(F 1

1 − F 2
2 ),

Y = F 1
1 + F 2

2 = −F 3
3 ,

(2.115)
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Existen, por lo tanto, dos operadores diagonales en SU(3), I3 e Y . Aśı, el grupo de simetŕıa

SU(3) es un grupo de rango 2. Además, si se define a la carga eléctrica como Q = F 1
1 en

SU(3), la ec. (2.115) proporciona la ya conocida relación de Gell-Mann-Nishijima;

Q = I3 +
B + S

2
≡ I3 +

Y

2
.

Y = B + S.

(2.116)

Por otra parte, la representación fundamental es un vector que puede ser escrito como:

qi ≡


q1

q2

q3

 =


ū

d̄

s̄

 , (2.117)

el operador de campo que crea un quark u, un quark d o un quark s, respectivamente,

ū|0⟩ = |u⟩, d̄|0⟩ = |d⟩, s̄|0⟩ = |s⟩. (2.118)

Este operador de campo qi pertenecen a la representación 3 de SU(3), mientras que los

operadores de campo

qi = q⋆i =


q1

q2

q3

 =


u

d

s

 , (2.119)

pertenecen a la representación 3̄ de SU(3). El operado qi crea antiquarks o aniquila quarks.

Por otra parte, debe satisfacer que:

[F i
j , qk] = δik qj −

1

3
δij qk. (2.120)
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En la notación matricial, los operadores qi y qj pueden escribirse como una matriz fila y una

matriz columna, respectivamente,

q̄ = (ū d̄ s̄), q =


u

d

s

 , (2.121)

los cuales cumplen con las relaciones

[FA, q] = −λA
2
q, [FA, q̄] = q̄

λA
2
, (2.122)

con λA las matrices de Gell-Mann.

Por lo tanto, se puede ver que a partir de las ecs. (2.116), (2.118), (2.120) o (2.122), los

estados de quarks pertenecen a la representación de triplete del grupo de simetŕıa SU(3)

y tienen los siguientes números cuánticos: Es conveniente representar cada estado de la

I I3 S B Y Q
|u⟩ 1/2 1/2 0 1/3 1/3 2/3
|d⟩ 1/2 -1/2 0 1/3 1/3 -1/3
|s⟩ 0 0 -1 1/3 -2/3 -1/3

representación de triplete en un diagrama I − Y . Tal diagrama se llama diagrama de peso.

La representación 3̄ de SU(3) no es equivalente a la representación 3; está transforma como

qi = q⋆i . Es la hipercarga la encargada de distinguir a las representaciones 3 y 3̄. Los

antiquarks pertenecen a la representación 3̄ de SU(3).

2.5.1. Mesones

La teoŕıa de grupos proporciona poderosas herramientas para generar multipletes de

part́ıculas a partir de un par quark-antiquark o a partir de tres quarks. Un par quark-

antiquark se representa simbólicamente por 3̄⊗ 3, o más expĺıcitamente por qi qj. Además,

para construir part́ıculas observables a partir de quarks, es conveniente asignar un número
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bariónico de B = 1/3 a los quarks. Por lo que se tiene que:

qi |0⟩ : B = 1/3,

qi |0⟩ : B = −1/3.

(2.123)

El producto tensorial qi qj es reducible, ya que puede escribirse como:

qi qj =
(
qi qj −

1

3
δij q

k qk

)
+

1

3
δij q

k qk,

= P i
j (Octeto) + S(Singlete),

3̄⊗ 3 = 8⊕ 1.

(2.124)

Es claro que:

S =
1√
3
, (qk qk), (2.125)

donde S es invariante, mientras que P i
j es considerado como un operador de campo para

mesones pseudoscalares, definido por:

P i
j ≡ |P i

j⟩ =
(
qi qj −

1

3
δij q

k qk

)
|0⟩, (2.126)

el cual tiene número bariónico cero y es un octeto. Usando los diferentes tipos de sabor

de quarks u, d y s, se tiene que (q1, q2, q3) = (u, d, s) y (q1, q2, q3) = (ū, d̄, s̄) y las

representaciones 1 y 8 quedan escritas como:

S =
1√
3

(u ū+ d d̄+ s s̄), (2.127)

P i
j =


1
3
(2u ū− d d̄− s s̄) u d̄ u s̄

d ū 1
3
(−u ū+ 2 d d̄− s s̄) d s̄

s ū s d̄ 1
3
(−uū− d d̄+ 2 s s̄)

 (2.128)
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Para identificar mejor los campos f́ısicos asociados a las componentes tensoriales, se debe

tener alguna idea sobre la estructura interna de los mesones. Para las part́ıculas de menor

masa, es razonable suponer que cada quark está en la misma órbita S de un potencial común

y además, que no hay interacción entre quarks. Esta suposición implica, en primer lugar,

que el momento ángular total de un mesón proviene únicamente del acoplamiento de dos

espines intŕınsecod de quark 1
2
, lo que conduce a tener J = 0 y J = 1 y, en segundo lugar,

que su Paridad es impar. Por lo tanto, los mesones deben ser pseudoescalares (JP = 0−) o

vectoriales (JP = 1−).

En términos de los generadores de la representación fundamental.λA, con coeficientes de

campo real ϕA, para A = 1, · · · , 8, se tiene que:

P i
j =

1√
2

8∑
A=1

(λA)ij ϕA, (2.129)

con la normalización elegida de forma que:

P i
j P

i
j =

1

2

∑
Tr(λA λB)ϕA ϕB = ϕ2

1 + · · · + ϕ2
8. (2.130)

Usando las expresiones conocidad para λA se obtiene que:

P =


1√
6
η8 + 1√

2
π0 π+ K+

π− 1√
6
η8 − 1√

2
π0 K0

K− K̄0 − 2√
6
η8

 . (2.131)

La identificación de los campos f́ısicos con los śımbolos de las part́ıculas,se muestra en el

Cuadro 2.1 Por otra parte, el singlete para el mesón pseudoscalar η1, viene a través del

campo pseudoescalar ϕ0 y se representa por:

|η1⟩ =
∣∣∣uū+ dd̄+ ss̄√

3

〉
=
uū+ dd̄+ ss̄√

3
|0⟩ : |1, 0, 0, 0⟩. (2.132)
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Cuadro 2.1: Mesones pseudoescalares JP = 0− [Determinados a través de las ecs. (2.126) y
(2.129)],

Estado y su contenido de quarks |D1, Y, I, I3⟩
|P 2

1 ⟩ = |π+⟩ = |u d̄⟩
∣∣∣ϕ1+i ϕ2√

2

〉
: −|8, 0 1 1⟩∣∣P 1

1−P 2
2√

2

〉
= |π0⟩ =

∣∣∣uū−dd̄√
2

〉
|ϕ3⟩ : |8, 0, 1 0⟩

|P 1
2 ⟩ = |π−⟩ = |dū⟩

∣∣∣ϕ1−i ϕ2√
2

〉
: |8, 0, 1, −1⟩

|P 3
1 ⟩ = |K+⟩ = |us̄⟩

∣∣∣ϕ4+i ϕ5√
2

〉
: |8, 1, 1/2, 1/2⟩

|P 3
2 ⟩ = |K0⟩ = |ds̄⟩

∣∣∣ϕ6+i ϕ7√
2

〉
: |8, 1, 1/2, −1/2⟩

|P 2
3 ⟩ = |K̄0⟩ = |sd̄⟩

∣∣∣ϕ6−i ϕ7√
2

〉
: |8, −1, 1/2, 1/2⟩

|P 1
3 ⟩ = |K−⟩ = |sū⟩

∣∣∣ϕ4−i ϕ5√
2

〉
: |8, −1, 1/2, −1/2⟩∣∣∣− 3√

6
P 3
3

〉
= |η8⟩ =

∣∣∣uū+dd̄−2 ss̄√
6

〉
|ϕ8⟩ : |8, 0, 0, 0⟩

Similares consideraciones se aplican para los mesones vectoriales JP = 1−, los cuales son:

ρ+, ρ0, ρ− I = 1, Y = 0,

K⋆+, K⋆0 I = 1/2, Y = 1,

K⋆0, K⋆− I = 1/2, Y = −1,

ω8 I = 0, Y = 0.

(2.133)

El singlete para el bosón vectorial se denota como ω1 y tiene exactamente la misma estructura

que η1. Bajo el rompimiento de SU(3), un singlete de mesón puede mezclarse con la octava

componente de un octeto. Por ejemplo, ω8 y ω1 pueden mezclarse y las part́ıculas f́ısicas se

denotan como ω y ϕ. El diagrama de pesos para los mesones se muestra en la Figura 2.3.

2.5.2. Bariones

Ahora, se consideran a los bariones, los cuales tiene numero bariónico B = 1 y deben

construirse a partir de 3 quarks. El producto de tres campos de quark puede ser reducido en
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I3

Y

+1

−1

+1−1

π0, η, η′

(uū, dd̄, ss̄)

π−(dū)

K0(ds̄)

K−(ūs)

π+(ud̄)

K+(us̄)

K̄0(d̄s)

(a) JP = 0−

I3

Y

+1

−1

+1−1

ρ0, ω, ϕ

(uū, dd̄, ss̄)

ρ−(dū)

K⋆0(ds̄)

K⋆−(ūs)

ρ+(ud̄)

K⋆+(us̄)

K̄⋆0(d̄s)

(b) JP = 1−

Figura 2.3: Nonete = singlete + octeto formado por (u, d, s) y (u, d, s). La Fig.(a) corres-
ponde a los mesones con J = 0− observados y las combinaciones de pares quark-antiquark.
La Fig.(b), al igual que en la Fig.(a) pero para los mesones con J = 1−.

dos pasos a una combinación lineal de tensores irreducibles mediante simple cálculo tensorial,

3⊗ 3⊗ 3 = (6⊕ 3̄) × 3 = 1⊕ 8⊕ 8′ ⊕ 10. (2.134)

En un primer paso, el producto 3⊗ 3 resulta:

qj qk =
1

2
(qj qk + qk qj) +

1

2
(qj qk − qk qj),

=
1√
2
Sjk +

1√
2
Ajk,

(2.135)

donde el tensor simétrico Sjk = 1√
2
(qjqk − qkqj) tiene seis componentes independientes. El

tensor antisimétrico Ajk = 1√
2
(qj qk − qk qj) tiene tres componentes independientes. Ahora,

sea T i un vector perteneciente a la representación 3̄, el cuál puede escribirse en términos de

Alm como:

T i = ϵilmAlm, o Ajk =
1

2
ϵijk T

i. (2.136)
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En un segundo paso, los productos 3̄⊗3 y 6⊗3 se pueden descomponer en las sumas 1+8

y 8 + 10, respectivamente. Considerando primero la representación 3̄⊗ 3:

T i qj =
(
T i qj −

1

3
δij T

k qk

)
+

1

3
δij T

k qk. (2.137)

El operador octeto para los bariones se puede escribir como:

B̄i
j =

1

2

(
T i qj −

1

3
δij T

kqk

)
, (2.138)

donde

T i = ϵilmAlm =
1

1
√

6
ϵilm(ql qm − qm ql). (2.139)

Para la representación del singlete, se tiene que:

1

2

1√
3
T k qk =

1

2
√

3
ϵklmAlm qk.

=
1

2
√

6
ϵklm(ql qm − qm ql) qk.

(2.140)

Ahora, si se considera a la representación 6⊗ 3: está queda representada por:

Sij qk = Sij qk + Sjk qi + Ski qj − Sjk qi − Ski qj,

= T̂{ijk} − Sjk qi − Ski qj,

(2.141)

donde T̂{ijk} = Sij qk + Sjk qi + Ski qj es un tensor completamente simétrico y tiene diez

componentes independientes. Ahora, se tiene que (la comprobación es sencilla de realizar):

−(Sjk qi + Ski qj) + 2Sij qk = ϵkjl ϵ
lmn Sin qm + ϵkil ϵ

lmn Sjn qm. (2.142)

Por lo tanto, a partir de las ecs. (2.141) y (2.142), se obtiene

Sij qk =
1

3
T̂{ijk} +

1

3

[
ϵkjl δ

r
i + ϵkil δ

r
j

]
ϵlmn Srn qm. (2.143)
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Aqúı, se tiene que 6⊗ 3 = 10⊕ 8. La representación del decuplete puede escribirse como:

T̂{ijk} =
1√
3

[
Sij qk + Sjk qi + Ski qj

]
, (2.144)

y la representación del octeto (8′) es:

B̄′l
r =

1√
3
ϵlmn Srn qm, y B̄′l

l = 0. (2.145)

Aśı, con todo lo anterior se tiene que el producto qi qj qk se reduce a la suma:

qi qj qk =
1

2
ϵijk T

k qk +
1

2
Sij qk. (2.146)

I3

Y

+1

−1

+1−1

dusdds

uud

dss

uus

uud

uss

(a) JP = (1/2)+

I3

Y

+1

−1

+1−1

Σ0, Λ0
Σ−

n

Ξ−

Σ+

p

Ξ0

(b) JP = (1/2)+

Figura 2.4: (a)Un octete formado por tres quarks. (b) Bariones observados con J = (1/2)+.

Estados Barionicos

Los bariones ordinarios, son aquellos que están formados por los quarks ligeros u, d y

s, debeŕıan aparecer, justo como ya se mostro, como singletes, octetos y decupletes en el
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grupo de simetŕıa SU(3), (Ver Fig. 2.4 y Fig.2.5). Los bariones más ligeros con JP = 1
2

+
,

que incluyen al neutrón y al protón, Cuadro 2.2, forman octetos, mientras que aquellos con

JP = 3
2

+
, que incluyen a la resonancia ∆ y Ω−, Cuadro 2.3, forman un singlete. Por otra

parte, el singlete 1 de SU(3) es un estado uds (Λ1), similar en contenido a Λ0 encontrado en

el octeto; aunque puede aparecer a una enerǵıa más alta, está prohibido en el mulriplete del

estado básico por la estad́ıstica de Fermi-Dirac, y por tanto, no puede mezclarse. Tampoco

puede producirse la mezcla entre los multipletes 1
2

+
y 3

2

+
, ya que no hay dos estados que

tengan los mismos números cuánticos I, J e Y . A continuación presentamos sus respectivas

representaciones.

(i) Representación de octeto 8

A partir de las ecs. (2.138) y (2.145), se tiene que:

B̄i
j|0⟩ = |Bi

j⟩ =
1

2
√

2

[
ϵilm(ql qm − qm ql) qj −

1

3
δij ϵ

klm (ql qm − qm ql) qk

]
|0⟩, (2.147)

y para la representación 8′ se tiene que:

B̄′i
j|0⟩ = |B′i

j⟩ =
1

2
√

3
ϵikl Sjl qk |0⟩. (2.148)

Los octetos de bariones se identifican entonces como se muestra en la Cuadro 2.2. Por lo

tanto, a partir de la ec.(2.147) y el Cuadro 2.2, se ve que los ocho bariones conocidos para

JP = 1
2

+
se pueden representar como matrices de 3 × 3:

Bi
j =


1√
6
Λ0 + 1√

2
Σ0 Σ+ p

Σ− 1√
6
Λ0 − 1√

2
Σ0 n

Ξ− Ξ0 − 2√
6
Λ0

 , (2.149)
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I3

Y

+1

3/21/2−3/2 −1/2

−1

−2

+1−1

uds

dss

udd uud

uss

ddd uuu

uusdds

sss

(a) JP = (3/2)+

I3

Y

+1

3/21/2−3/2 −1/2

−1

−2

+1−1

Σ0

Ξ−

∆0 ∆+

Ξ+

∆− ∆++

Σ+Σ−

Ω−

(b) JP = (3/2)+

Figura 2.5: (a) Pueden construirse 10 combinaciones totalmente simétricas de tres quarks.
(b) Espectro observado de las resonancias JP = (3/2)+.

y,

B̄i
j =


1√
6
Λ̄0 + 1√

2
Σ̄0 Σ̄− Ξ̄−

Σ̄+ 1√
6
Λ̄0 − 1√

2
Σ̄0 Ξ̄0

p̄ n̄ − 2√
6

Λ̄0

 . (2.150)

Note que

B̄i
j = B⋆j

i γ0, (2.151)

donde el śımbolo ⋆ denota la conjugación compleja con respecto a SU(3), pero la conjugación

hermı́tica para los operadores de campo. El diagrama de pesos para la representación del

octeto se muestra en la Figura 2.4.

Representación de singlete 1
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A partir de la ec. (2.144), se tiene que:

Λ0
1 =

1

2

1√
6
ϵklm(ql qm − qmql) qk|0⟩,

=
1√
6
|[d, s]u+ [s, u] d+ [u, d] s⟩.

(2.152)

(ii) Representación del decuplete 10:

Cuadro 2.2: Bariones JP = 1
2

+

Estado: 8 Contenido de Quarks Q I I3 Y
|p⟩ = B̄3

1 |0⟩ 1√
2
|[u, d]u⟩ 1 1

2
1
2

1

|n⟩ = B̄3
2 |0⟩ 1√

2
|[u, d] d⟩ 0 1

2
−1

2
1

|Σ+⟩ = B̄2
1 |0⟩ 1√

2
|[u, s]u⟩ 1 1 +1 0

|Σ0⟩ = 1√
2
(B̄1

1 − B̄2
2)|0⟩ 1

2
|[d, s]u+ [u, s] d⟩ 0 1 0 0

|Σ−⟩ = B̄1
2 |0⟩ 1√

2
|[d, s] d⟩ -1 1 -1 0

|Λ0⟩ = − 3√
6
B̄3

3 |0⟩ 1√
12
|2 [u, d] s− [d, s]u− [s, u] d⟩ 0 0 0 0

|Ξ−⟩ = B̄1
3 |0⟩ 1√

2
|[d, s] s⟩ -1 1

2
−1

2
-1

|Ξ0⟩ = B̄2
3 |0⟩ 1√

2
|[s, u] s⟩ 0 1

2
1
2

-1

Estado: 8′ Contenido de Quarks

B̄′3
1 |0⟩ 1√

6

∣∣∣([u, d]+ u− 2uu d
)〉

B̄′3
2 |0⟩ − 1√

6

∣∣∣([u, d]+ d− 2 d d u
)〉

B̄′2
1 |0⟩ 1√

6

∣∣∣([u, s]+ u− 2uu s
)〉

1√
2

(
B̄′1

1 − B̄′2
2

)
|0⟩ 1√

12

{∣∣∣(− 2[u, d]+ s+ [u, s]+ d+ [d, s]+ u
)〉}

B̄′1
2 |0⟩ 1√

6

∣∣∣([d, s]+ d− 2 d d s
)〉

− 3√
6
B̄′3

3 |0⟩ −1
2

∣∣∣([s, d]+ u− [s, u]+ d
)〉

B̄′1
3 |0⟩ 1√

6

∣∣∣(2 s s d− [d, s]+ d
)〉

B̄′2
3 |0⟩ 1√

6

∣∣∣([s, u]+ s− 2 s s u
)〉

A partir de la ec. (2.144), se tiene que:

|Tijk⟩ =
1√
3

{
Sij qk + Sjk qi + Ski qj

}
|0⟩. (2.153)

La identificación detallada de los estados de la representación del decuplete se muestra en

el Cuadro 2.3. El diagrama de pesos para el decuplete de bariones se muestra en la Figura
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2.5.

Cuadro 2.3: Decuplete de bariones JP = 3
2

+
[Obtenidos a partir de la ec. (2.153)]

Estado Contenido de Quarks Q I I3 Y
|∆++⟩ ≡ 1√

6
|T111⟩ |uuu⟩ 2 3

2
3
2

1

|∆+⟩ ≡ 1√
2
|T112⟩ 1√

3
|u d u+ d u u+ uu d⟩ 1 3

2
1
2

1

|∆0⟩ ≡ 1√
2
|T122⟩ 1√

3
|u d d+ d d u+ d u d⟩ 0 3

2
−1

2
1

|∆−⟩ ≡ 1√
2
|T222⟩ |d d d⟩ -1 3

2
−3

2
1

|Σ⋆+⟩ ≡ 1√
2
|T113⟩ 1√

3
|uu s+ u s u+ s u u⟩ 1 1 1 0

|Σ⋆0⟩ ≡ 1√
2
|T123⟩ 1√

6

∣∣∣ u d s+ u s u+ s u u
+s d u+ s u d+ u s d

〉
0 1 0 0

|Σ⋆−⟩ ≡ 1√
2
|T322⟩ 1√

3
|s d d+ d d s+ d s d⟩ -1 1 -1 0

|Ξ⋆0⟩ ≡ 1√
2
|T133⟩ 1√

3
|u s s+ s s u+ s u s⟩ 0 1

2
1
2

-1

|Ξ⋆−⟩ ≡ 1√
2
|T233⟩ 1√

3
|d s s+ s s d+ s d s⟩ -1 1

2
−1

2
-1

|Ω−⟩ ≡ 1√
6
|T333⟩ |s s s⟩ -1 0 0 -2

Estados exitados

Hasta el momento solo se ha hablado de los mesones y bariones compuestos principal-

mente por los quarks ligeros u, d y s. Sin embargo, existe la posibilidad de formar mesones

encantados o charmed mesons, compuestos por el grupo de quarks ligeros más el quark c.

Estos mesones son identificados genéricamente como mesones D. Si se considera un cuarto

quark, en este caso c, el grupo de simetŕıa SU(3) se extiende al grupo de sometŕıa SU(4), el

cual se rompe debido a que la masa del quark c es mucho más grande y da como resultado

un total de 16 mesones. También existe la posibilidad de observar combinaciones de quarks

ligeros y pesados, tales como mesones pseudoescalares encantados: D+ (c d̄), D0 (c ū), D+
s ,

etc., mesones vectoriales encantados: D⋆0 (c ū), D⋆+
s (c s̄), etc. y sus correspondientes estados

radiales. De igual forma, existe la posibilidad de combinar quarks ligeros con el quark b,

genéricamente llamados mesones B, dando lugar a sus respectivas formas psudoescalares y

vectoriales. Adicionalmente a esto, también existe la posibilidad de tener estados excitados,

con la misma composición de quarks que los estados fundamentales de quark-antiquark o de

tres quarks y momento ángular orbital l = 0. Sin embargo, para los estados excitados l ̸= 0,
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lo que ocasiona una extensión del modelo de quarks para acomodar estos estados. Estos

estados excitados, con enerǵıas más altas, pueden ser obtenidos por excitaciones radiales,

orbitales o por la adición de pares quark-antiquark, lo que provoca que dichos estados sean

muy inestables, decaigan fácilmente y sean observados como resonancias [245]. Además, al

igual que los estados fundamentales, los estados excitados también se caracterizan por sus

números cuánticos (excitación orbital (n), esṕın (S), momento angular total (J), isoesṕın

(I), etc.) y un rasgo caracteŕıstico es la alternancia de Paridad con el aumento del momento

angular orbital. Para los mesones, la conjugación Carga-Paridad (CP) y la G-Paridad (com-

binanción de conjugación de carga con una rotación de isoesṕın) son operaciones definidas

por:

CP = (−1)S+1, G = (−1)J+I . (2.154)

Este punto es relevante, ya que a pesar de que estos estados excitados comparten el mismo

momento angular total (J) del estado base, no lo hacen para el momento angula (L) y esṕın

(S). Además, estos estados difieren del estado base en otras cantidades f́ısicas como la masa

y el ancho de decaimiento. Por ejemplo, para el caso espećıfico del mesón ρ, existe la posi-

bilidad de tener diferentes excitaciones radiales como: el mesón ρ(1450) (ρ′) con una masa

mρ′ = 1465 ± 25 MeV y un ancho de decaimiento Γρ′ = 400 ± 60 MeV [169], y el mesón

ρ(1700) (ρ′′), con una masa mρ′′ = 1720±20 MeV y un ancho de decaimiento Γρ′′ = 250±100

MeV [169], los cuales serán de relevancia en el desarrollo de este trabajo de tesis.

Con todo lo anterior, se concluye este caṕıtulo dedicado a la revisión de los elementos

básicos del Modelo Estandar de part́ıculas elementales aśı como de los elementos necesarios

del modelo de quarks que son de interés particular.
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Caṕıtulo 3

Parámetros hadrónicos de mesones

ligeros en observables de baja enerǵıa

En este caṕıtulo se presenta el análisis de un conjunto de modos de decaimiento y secciones

eficaces que involucran a los mesones vectoriales ρ (770), ω (782) y ρ (1450) (ρ′), descritos en el

contexto de VMD y sus interacciones hadrónicas efectivas incluyendo al pión (π), para determinar

sus correspondientes acoplamientos. Se realizó un ajuste a los datos experimentales haciendo uso

de la paqueteŕıa MINUIT para la minimización y la subrutina Vegas [246] para la integración del

espacio fase, necesario para obtener el resultado de las secciones eficaces de los diferentes procesos

analizados.

Las mediciones de baja enerǵıa en las que intervienen hadrones están alcanzando una

gran precisión. En general, pueden identificarse los espectros hadrónicos de baja masa que

contribuyen a los procesos y obtenerse los correspondientes parámetros de masa y ancho de

decaimiento. Los estados excitados pueden manifestarse en las observables de baja enerǵıa

como modificaciones en el valor de los parámetros efectivos de interacción, cuando no se

consideran expĺıcitamente. Para enerǵıas que alcanzan el umbral de su masa nominal, los

estados excitados exhiben sus caracteŕısticas resonantes en las observables y se incluyen ne-
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cesariamente para describir adecuadamente los datos experimentales. Por ejemplo: el mesón

vectorial ρ(1450) (denotado muchas veces como ρ′) es uno de tales estados excitados y puede

identificarse cuál es su contribución en la amplitud decaimiento para el proceso ω → 3π,

observando que el acoplamiento fuerte efectivo asociado a dicha transición, considerando sólo

al mesón ρ (770) como estado intermedio, se desv́ıa de lo observado en otros procesos que

son insensibles a dicho mesón ρ′ [217, 247]. Por otro lado, los espectros obtenidos en decai-

mientos hadrónicos del leptón τ− [248, 249] y en procesos de aniquilación e+e− en hadrones

[250], muestran claros indicios de su presencia y sirven para determinar su masa y anchura

total de decaimiento [169]. Esta importante información necesita ser complementada con la

anchura parcial de los diferentes modos de decaimiento, que a su vez tienen implicaciones

en los parámetros de los modelos que intentan describirlos. Esta información no ha sido

establecida, aunque se pueden extraer evidencias de observables particulares [169].

Los modos de decaimiento tales como ρ′ → ω π y ρ′ → π π son de particular interés para

desentrañar las contribuciones de los mesones ρ′ y ρ en observables de baja enerǵıa sensibles

para ambos mesones. De esta forma, la idea de hacer un análisis combinado de observables

de baja enerǵıa se muestra como una posibilidad para proporcionar más información sobre

esta cuestión. Además, son necesarios para una buena la descripción, por ejemplo, de los

procesos e+, e− → π0 π+ π− [88, 92, 251, 252], e+ e− → π0 π0 γ [250, 253-255] y en el pro-

ceso e+ e− → π0 π0 π+ π− a través del canal del mesón ω como estado intermedio [17, 256].

Este análisis también es relevante para la determinación indirecta del momento di-polar

magnético del mesón ρ y para la descripción del proceso τ− → π− π0 ντ γ para las partes

independientes y dependientes de modelo.

En un primer paso, se determinaron los parámetros del modelo que involucran a los me-

sones vectoriales ρ (770), ω (782) y al mesón pseudo-escalar π, a partir de diez modos de

decaimiento prácticamente insensibles al mesón ρ (1450), a saber: los decaimientos ρ→ π π

neutro y cargado, ρ0 → e+ e−, µ+ µ−, ω → e+ e−, µ+ µ−, ω → π0 γ, los modos neutro y

cargado ρ → π γ y π0 → γ γ.Luego, se incluyó al decaimiento ω → 3 π, inicialmente consi-
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derando que solamente estaba mediado por el mesón ρ como estado intermedio, esto para

exhibir la modificación de los parámetros previamente obtenidos, señalando la inconsisten-

cia y por tanto, que era necesario ampliar la descripción incorporando la contribución del

mesón ρ′ y un término de contacto como prescribe la anomaĺıa Wess-Zumino-Witten (WZW)

[257, 258]. En un segundo paso, se incorporaron los datos experimentales para las secciones

eficaces de los procesos e+ e− → 3π, medida por SND, CMD2, BABAR y BESIII [88, 92,

251, 252]), y e+ e− → π0 π0 γ medida por SND y CDM2 [250, 253-255], esto con la idea de

poder restringir aún más el régimen de validez de los parámetros del mesón ρ′. Como una

aplicación inmediata de los resultados, en el Caṕıtulo 4, Sección 4.5 se calcula la sección

eficaz del proceso e+ e− → 2 π0 π+ π− a través del aśı llamado canal del mesón ω, y se hace

una comparación con los datos experimentales reportados por BABAR [17] considerando el

resultado de los parámetros obtenidos en este análisis. Como subproducto, se hace un segui-

miento del comportamiento del acoplamiento entre los mesones ρ, ω y π para determinar su

estabilidad tras la inclusión de las contribuciones del mesón ρ′ y el término de contacto en

la descripción del proceso bajo consideración.

La interacción fuerte entre los mesones ω, ρ y π, codificada en el parámetro gωρπ, ne-

cesariamente involucra al menos a una de las part́ıculas fuera de capa de masa debido a

las restricciones del espacio fase. Aśı, la determinación de su valor podŕıa depender de las

condiciones cinemáticas particulares de la observable a consideración. Por ejemplo, estos me-

sones son producidos en experimentos dedicados a la producción hadrónica en aniquilaciones

electrón-positrón como se ha mencionado anteriormente y las desintegraciones hadrónicas

del leptón τ− [169, 248, 251, 259-261]. Aqúı solo se toman en cuenta los datos experimentales

de los primeros. La constante de acoplamiento gωρπ, los parámetros del mesón ρ′ y el término

de contacto incluido en el decaimiento ω → 3 π (g3π) usualmente aparecen juntos cuando

se describen los datos experimentales, exhibiendo una fuerte correlación entre ellos [247].

Por lo tanto, un análisis que involucra a datos de diferentes fuentes debeŕıa ayudar a desen-

trañar sus contribuciones individuales. Está información es relevante para el entendimiento
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de otros escenarios donde no se cuenta con la suficiente información para realizar un análisis

independiente y por lo que requiere basarse en una determinación bien fundamentada de

dichos parámetros para extraer conclusiones.

A partir de este punto, se procede a describir los procesos genéricos y la forma en que

fueron implementados en el análisis. Se hará una extensión de la discusión sobre cada con-

tribución y los posibles escenarios a lo largo de este trabajo de tesis.

3.1. Decaimiento V → P1 P2: Acoplamiento gV P1P2

La constante de acoplamiento de un mesón vectorial (V ) y dos mesones pseudo-escalares

(P ), denotada en general como gV P1P2 , puede ser extráıda de la medición del ancho de

decaimiento del proceso V → P1 P2. La amplitud de este proceso, ilustrado en la Fig. 3.1(a),

puede ser escrita como:

M = i gV P1P2 (p1 − p2)
µ ηµ(q), (3.1)

donde q, p1 y p2 son los cuadrimomentos del mesón vectorial inicial V y el par de pseudo-

escalares en el estado final, respectivamente. Por otro lado, ηµ es el tensor de polarización de

la part́ıcula vectorial. La expresión para el ancho de decaimiento queda descrita en términos

de la constante de acoplamiento y las masas de las part́ıculas involucradas como:

ΓV P1P2 =
g2V P1P2

48π

λ3/2(m2
V ,m

2
P1
,m2

P2
)

m5
V

, (3.2)

donde λ(x, y, z) = x2+y2+z2−2xy−2xz−2yz es la función de Källen, mV , mP1 y mP2 son las

correspondientes masas de la part́ıcula vectorial y el par de pseudo-escalares respectivamente.

De la ec. (3.2), es fácil ver que la constante de acoplamiento gV P1P2 es adimensional. Este

resultado es útil para obtener las constantes gρππ y gρ′ππ a partir de los datos experimentales

para los anchos de decaimiento parciales disponibles, este es el caso para el proceso de
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decaimiento ρ → π π [169]. En el Cuadro 3.1 se muestran los valores para la constante

de acoplamiento gρππ obtenidos a partir de dos diferentes procesos: ρ0(770) → π+ π− y

ρ+(770) → π+ π0 y su promedio pesado. El promedio pesado y sus incertidumbres esta

definido en general como (ver revisión de estad́ıstica de Particle Data Group (PDG) [169]):

x̄± δx̄ =

∑n
i wi xi∑n
i wi

±
( n∑

i

wi

)−1/2

, (3.3)

donde xi y δx̄ son los i valores y errores de las i mediciones y wi = 1/(δxi)
2 es el i peso

asociado con esta medición. Para este caso en espećıfico, xi se asocia a la constante de

acoplamiento.

V (q, η)

P1(p1)

P2(p2)

(a)

V (q, η)

ℓ−(l2)

ℓ+(l1)

γ

(b)

Figura 3.1: Decaimiento de un mesón vectorial de la forma (a) V → P P y (b) V → ℓ ℓ

Para el mesón ρ′, el ancho de decaimiento parcial no esta establecido, aśı, se puede

usar la ec. (3.2) y su anchura de decaimiento total de 400 MeV para establecer un ĺımite

superior del acoplamiento gρ′ππ ≤ 6.64 considerando que este puede ser el único modo de

decaimiento. Es necesario aplicar esta restricción para establecer la región de búsqueda de

este parámetro, tal cual se verá más adelante. El modo de decaimiento ρ′ → π π puede ser

también abordado de manera indirecta, considerándola como una parte de una cadena de

descomposición. Por ejemplo, en el decaimiento Ds → ρ(1450)π, donde el mesón ρ(1450) se

reconstruye utilizando el modo de decaimiento de dos piones, aunque para ello se requiere

información adicional sobre otros acoplamientos [262].
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Proceso gρππ

ρ0(770) → π+π− 5.944 ± 0.018

ρ+(770) → π+π0 5.978 ± 0.048

Promedio pesado gρππ

5.953 ± 0.017

Cuadro 3.1: Valores para el acoplamiento gρππ obtenidos a partir de los procesos neutro y cargado
y el promedio pesado, gρππ.

3.2. Decaimiento V → ℓ+ ℓ−: Acoplamiento gV

La transición vector-fotón depende de la constante de acoplamiento gV , descrita en la

ec. (2.88). Está puede ser extráıda de la medición del ancho de decaimiento del proceso tipo

V → ℓ+ ℓ−, donde V es un mesón vectorial y ℓ puede tratarse de electrones o muones. La

amplitud de este proceso, ilustrado en la Fig. 3.1(b), puede ser escrita como:

M = −i e
2

gV
ū(l1) γ

ν v(l2) ην(q), (3.4)

donde q, l1 y l2 son los cuadrimomentos del mesón vectorial inicial y el par de leptones en

el estado final, respectivamente. Por otro lado, ην es el tensor de polarización de V , ū(l1)

y v(l2) son los correspondientes espinores de los leptones. La expresión para el ancho de

decaimiento ΓV ℓℓ está dada en términos de la constante de acoplamiento gV , la masa del

mesón vectorial mV y la masa de los leptones mℓ como:

ΓV ℓℓ =
4π α2

3 g2V

(
2m2

ℓ +m2
V

) (
m2

V − 4m2
ℓ

)1/2
m2

V

. (3.5)

De la ecuación anterior, note que la constante de acoplamiento gV es adimensional. En el

Cuadro 3.2, se muestran los diferentes valores para la constante de acoplamiento gV para un

conjunto de mesones vectoriales, obtenidos a partir de los modos de decaimiento a un par de
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muones y electrones. También note que se incluye el valor para la constante de acoplamiento

gρ(1450), obtenida a partir de la información dada en PDG [169] pero se cita solo un valor

central, ya que la información experimental sólo proporciona una estimación de la anchura

de decaimiento. Seŕıa muy útil mejorar esta medida, aún aśı, este valor ayudará a orientar el

análisis sobre este parámetro cuando se consideran a los procesos de dispersión. El promedio

pesado para el acoplamiento ḡV que viene de los modos de decaimiento V → µ+ µ− y

V → e+ e− se muestra en el Cuadro 3.3, considerando a los mesones ρ(770), ω(782) y

ϕ(1020).

Proceso Acoplamiento Valor

ρ0(770) → e+ e− gρ 4.956 ± 0.021

ρ0(770) → µ+ µ− gρ 5.037 ± 0.021

ω(782) → e+ e− gω 17.058 ± 0.292

ω(782) → µ+ µ− gω 16.470 ± 2.469

ϕ(1020) → e+ e− gϕ 13.381 ± 0.216

ϕ(1020) → µ+ µ− gϕ 13.674 ± 0.479

ρ(1450) → e+ e− gρ(1450) 13.528

Cuadro 3.2: Constante de acoplamiento gV (V = ρ(770), ω(782), ϕ(1020), ρ(1450)) obtenida a
partir de los decaimientos a par de muones y electrones. Para la constante de acoplamiento gρ(1450)
se cita solo un valor central, ya que la información experimental sólo proporciona una estimación
de la anchura de decaimiento.

Acoplamiento Valor

ḡρ 4.966 ± 0.021

ḡω 16.972 ± 0.287

ḡϕ 13.528 ± 0.339

Cuadro 3.3: Promedio pesado para las constantes de acoplamiento ḡV (V = ρ, ω, ϕ).
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V (k, η)

P

γ(q, ϵ⋆)

V2

(a)

γ(q1, ϵ
⋆
1)

γ(q2, ϵ
⋆
2)

V1

V2

P

(b)

Figura 3.2: Decaimiento de un mesón vectorial en la forma (a) V → P γ y (b) P → γ γ.

3.3. Decaimiento V1 → P γ: Acoplamientos gV1Pγ y gV1V2P

La constante de acoplamiento gV1Pγ puede ser extráıda del ancho de decaimiento del

proceso V1 → P γ, donde nuevamente V1 se refiere a un mesón vectorial, P a un mesón

pseudo-escalar y γ al fotón. La amplitud de este proceso, ilustrado en la Fig. 3.2 (a), puede

ser escrita como:

M = i gV1P γ ϵ
βναµ kβ qα ηµ ϵ

∗
ν , (3.6)

donde k (η) y q (ϵ∗) son el cuadrimomento (tensor de polarización) de V1 y γ, respectivamen-

te. El ancho de decaimiento ΓV1P γ está dado en términos de la constante de acoplamiento

gPγ, la masa del mesón vectorial mV y las masas de los mesones pseudo-escalares mP ,

ΓV1Pγ = g2V1P γ

[
(m2

V1
−m2

P )3

96πm3
P

]
. (3.7)

Como se puede notar en la ec. (3.7), la constante de acoplamiento gV1Pγ tiene unidades de

enerǵıa inversa.

Por otra parte, el otro acoplamiento relacionado es uno donde dos mesones vectoriales inter-

actúan con un mesón pesudo-escalar, denotado por gV1V2P . Esté puede ser obtenido a través

del decaimiento radiativo de un mesón vectorial, visto previamente (V1 → P γ), conside-
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rando que la emisión del fotón viene mediada por un mesón vectorial neutro [217] ( Ver

Fig. 3.2(a)). Luego, la amplitud y el ancho de decaimiento de este proceso son similares a

los encontrados previamente en las ecs. (3.6) y (3.7), con el remplazo de la constante de aco-

plamiento gV1Pγ → gV1V2P (e/gV2). De aqúı, se sigue que la constante de acoplamiento gV1V2P

también tiene unidades de enerǵıa inversa, además, es importante mencionar que se utiliza

a este parámetro en lo sucesivo. Luego, para el análisis, se han considerado los siguientes

decaimientos, con sus respectivas combinaciones de carga: ω → π γ, mediado por el proceso

de decaimiento ω → π ρ → π γ; el decaimiento ρ → π γ, mediado por el proceso de decai-

miento ρ → π ω (ϕ) → π γ. Las contribuciones para el canal del mesón ϕ son relativamente

pequeñas y despreciables a este nivel [263, 264] (la razón esperada para gρωπ/gω ≈ 0.7, la

cual puede ser comparada con la razón gϕρπ/gϕ ≈ 0.06, tomando el promedio pesado de la

constante gϕ y, como una aproximación, |gϕρπ| = 0.86 ± 0.01 GeV−1, la cuál es obtenida

a partir de la consideración del ancho de decaimiento del proceso de decaimiento ϕ → 3 π

para ser totalmente contabilizado por el canal ρ π) y las contribuciones de otros canales son

relativamente pequeñas [259].

3.4. Decaimiento π0 → γ γ: Acoplamientos gPγγ y gV1V2P

La constante de acoplamiento gPγγ puede ser extráıda de la medición del ancho de decai-

miento P → γ γ. La amplitud de este proceso, ilustrado en la Fig. 3.2 (b), puede ser escrita

como:

M = i gPγγ ϵ
αµβν q1β q2α ϵ

∗
1µ ϵ

∗
2ν , (3.8)

donde q1 (η∗1) y q2 (η∗2) son los cuadrimomentos (tensor de polarización) de los fotones en el

estado final, respectivamente.

La anchura de decaimiento ΓPγγ puede ser escrita en términos de la constante de acopla-
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miento gPγγ y la masa del mesón pseudo-escalar mP como:

ΓPγγ =
g2Pγγ

64π
m3

P . (3.9)

De la ecuación anterior, ec. (3.9), se puede notar que la constante de acoplamiento gPγγ tiene

unidades de enerǵıa inversa.

Por otra parte, la constante de acoplamiento gV1V2P puede relacionarse con este decaimiento

considerando que la emisión de fotones está mediada por dos mesones vectoriales neutros,

π0 → ρω (ϕ) → γ γ [217]. Entonces, la amplitud y el ancho de decaimiento de este proceso

son similares a las mostradas en las ecs. (3.8) y (3.9) remplazando gPγγ → gV1V2P
4π α

gV 1 gV 2
. En el

Cuadro 3.4, se muestran los valores para la constante de acoplamiento gρωπ que viene a partir

de cuatro diferentes modos de decaimiento: ω(782) → π0 γ, ρ0(770) → π0 γ, ρ+(770) → π+ γ

y π0 → γ γ. Se han usado los diferentes valores para la constante de acoplamiento gV listadas

en el Cuadro 3.3, y se desprecia al canal ρ−ϕ en el decaimiento π0 → γ γ. No se consideran

los efectos de mezcla entre los estados π0−η−η′, aunque pueden ser relevantes en el análisis

de observables de precisión [265-269].

Proceso gρωπ (GeV−1)

ω(782) → π0 γ 11.489 ± 0.387

ρ0(770) → π0 γ 14.224 ± 2.227

ρ+(770) → π+ γ 12.358 ± 1.806

π0 → γ γ 11.712 ± 1.397

Cuadro 3.4: Valores de la constante de acoplamiento gρωπ obtenidos a partir de cuatro modos de
decaimiento diferentes.

3.5. Decaimiento ω → 3 π

En esta sección, ahora se considera al proceso de decaimiento ω(q, η) → π+(p1) π
−(p2) π

0(p3),

donde pi se refiere a los cuadrimomentos de los piones, q y η son el cuadrimomento y el tensor
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ω(q, η)

ρ+, ρ′

π−(p2)

π+(p1)

π0(p3)

(a)

ω(q, η)

ρ−, ρ′

π+(p1)

π−(p2)

π0(p3)

(b)

ω(q, η)

ρ0, ρ′

π0(p3)

π+(p1)

π−(p2)

(c)

ω(q, η) π−(p2)

π0(p3)

π+(p1)

(d)

Figura 3.3: Diagramas de Feynman para el proceso ω → 3π. Se muestran los canales para los
mesones ρ, ρ′ (a, b, c) y el término de contacto (d).

de polarización del mesón ω, respectivamente. Es importante mencionar que este proceso

puede recibir contribuciones de los mesones ρ, ρ′ además de un término de contacto como

se muestra en la Fig. 3.3. Aśı, la amplitud total de decaimiento puede ser escrita como:

Mω→3π = i ϵµαβγ η
µ p1

α p2
β p3

γ A(m2
ω), (3.10)

donde A(m2
ω) esta definida de la siguiente manera,

A(m2
ω) = 6 g3π + 2 gωρπ gρππ (Dρ0 [s12]+ Dρ+ [s13] +Dρ− [s23])

+2 gωρ′π gρ′ππ (Dρ′ [s12]+ Dρ′ [s13] +Dρ′ [s23]) , (3.11)

con sij = pi + pj y DV [p] = 1/(p2 −m2
V + ımV ΓV ). Por otra parte, los factores 6 y 2 en la

expresión para A(m2
ω) vienen de permutaciones ćıclicas y la conservación de cuadrimomento

utilizado para llevar la amplitud a la forma actual. La notación es expĺıcita para poder

denotar a las contribuciones asociadas a los mesones ρ y ρ′. Por otro lado, el ancho de

decaimiento se obtiene a partir de la integración del espacio fase completo a tres cuerpos
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[169] (Ver Apéndice C). Sin embargo, mientras que para un solo decaimiento este proceso no

genera un mayor problema, la inclusión en un análisis numérico que involucra a más procesos

requiere de un enfoque práctico para agilizarlo. Entonces, dado que se está interesado en las

constantes de acoplamiento (masas y anchos de decaimiento son tomados a su valor nominal),

el ancho de decaimiento puede ser descompuesto como un polinomio de las constantes de

acoplamiento como:

Γω3π = A1 g
2
3π + A2 g

2
ωρπ g

2
ρππ + A3 g3π gωρπ gρππ + A4 g

2
ωρ′π g

2
ρ′ππ

+A5 gωρ′π g3π gρ′ππ + A6 gωρ′π gωρπ gρππ gρ′ππ, (3.12)

donde los coeficientes Ai pueden ser identificados con la parte correspondiente al ancho de

decaimiento para los acoplamientos involucrados, y se calculan siguiendo la definición para

el ancho de decaimiento a tres cuerpos dada en PDG [169]. Los acoplamientos implicados

en el lado derecho de la ec. (3.12) asociados al mesón ρ′ no están establecidos, ni teórica

ni experimentalmente. Por otra parte, los estudios sobre el valor de |gωρ′π| han encontrado

un rango de valores entre 10 a 18 GeV−1 [217, 270]. La magnitud para el acoplamiento

de contacto en la literatura tiene diferentes aproximaciones y también se encuentra en un

amplio rango de valores entre 29 a 123 GeV−3 [217, 223-225, 271, 272].

Más adelante, se demostrará que la aproximación en la que sólo se considera al canal del

mesón ρ requiere un valor grande para la constante de acoplamiento gωρπ en comparación

con las estimaciones anteriores que consideraban decaimientos radiativos. de hecho, este

resultado fue el que motivo a incluir las contribuciones del mesón ρ(1450) y el término de

contacto.

3.6. Sección eficaz del proceso e+e− → ω → 3 π

La sección eficaz para el proceso e+(k+) e−(k−) → ω(q) → π+(p1)π
−(p2) π

0(p3) se obtiene

bajo la misma aproximación dada anteriormente en la Sección 3.5, es decir, siguiendo la
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misma notación para los cuadrimomentos de los piones, solo que ahora se tiene una enerǵıa

q2 = (k+ + k−)2 en lugar de m2
ω. La amplitud para el canal del mesón ω puede escribirse

como:

Me+ e−→3π =
e

q2
m2

ω

gω
Dω(q)A(q2) ϵµαβγ p1

αp2
βp3

γ lµ (3.13)

donde e es la carga eléctrica del positrón, lµ es la corriente leptónica definida por la expresión:

e+(k+)

e−(k−)

γ
µ

→ lµ = −i e v̄(k+) γµ u(k−). (3.14)

Por otro lado, A(q2) fue definida anteriormente en la ec. (3.11), pero ahora está dada como

función de la enerǵıa q2.

Siguiendo el mismo enfoque que para el caso del decaimiento ω → 3π, se hace una expansión

de la sección eficaz en términos de las constantes de acoplamiento y coeficientes evaluados

a las enerǵıas correspondientes reportadas por los diferentes experimentos, la cual queda

definida por la expresión:

σ(e+e− → ω → 3π) =
1

g2ω

(
B1 g

2
3π +B2 g

2
ωρπ g

2
ρππ +B3 g3π gωρπ gρππ +B4 g

2
ωρ′π g

2
ρ′ππ

+B5 gωρ′π g3π gρ′ππ +B6 gωρ′π gωρπ gρππ gρ′ππ

)
, (3.15)

Los coeficientes Bi son calculados una sola vez en cada punto de enerǵıa de los datos

experimentales, usando la descripción cinemática dada en la Ref. [273] (Ver Apéndice C), e

implementada en un programa Fortran en conjunto con la subrutina de integración Vegas

[246]. Para este caso, se consideraron los datos experimentales de SND [251], que a su vez

utilizan los datos de DM2 para ampliar su alcance hasta 2 GeV y donde se encuentran
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Figura 3.4: Datos experimentales para la sección eficaz del proceso e+e− → ω → 3π (śımbolos) de
SND [251], CMD2 [92], BABAR [88] y BESII [252]. Se muestra el correspondiente resultado (ĺınea
sólida) a partir de usar los valores obtenidos para los parámetros involucrados en este análisis,
Cuadro 3.6.

evidencias del modo de decaimiento ρ → 3π, con un valor para la fracción de decaimiento

de 10−4, por lo que su pequeñez justifica la decisión de no considerarlo en este análisis. Otra

consideración es que se tomó un rango de enerǵıa hasta alrededor de 0.82 GeV, esto para

evitar la contribución del mesón ϕ. Los datos de CMD2 [92] actualizaron la medición anterior

[255] con el objetivo de incluir a las contribuciones que faltaban en el rango de enerǵıa de

0.76 a 0.821 GeV, en ese caso no realizaron un análisis espectral.

Para los datos de BABAR [88], se considera un rango de enerǵıa por debajo de 0.9 GeV

para evitar la contribución, otra vez, del mesón ϕ. También encuentran que la fracción de

decaimiento del modo ρ → 3 π es del orden de 10−4. Por otro lado, se dispone de datos
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preliminares de BESIII [252] en un rango de enerǵıa de 0.7-3 GeV, por coherencia con el

enfoque del análisis, se han restringido a consideración estos datos a enerǵıas por debajo

de 0.8 GeV. Nótese que estos cortes en el valor superior de la enerǵıa no son los mismos

para todos los experimentos debido a sus diferentes agrupaciones energéticas. Sin embargo,

se ha verificado que el valor superior de enerǵıa considerado en esta región no afecta a los

resultados.

3.7. Sección eficaz del proceso e+ e− → ω π0 → π0 π0 γ

Para hacer la descripción de esta parte del trabajo, la notación utilizada para este proceso

es: e+(k+) e−(k−) → π0(p1)π
0(p2) γ(p3, η

∗), donde las variables entre paréntesis representan

a los correspondientes cuadrimomentos y η∗ representa al tensor de polarización del fotón.

El proceso es ilustrado por los diagramas en la Fig.3.5, en la que ambos, ρ y ρ′, se conside-

ran como estados intermedios. Otras contribuciones como la del mesón ϕ o escalares no se

consideran en esta etapa, aunque pueden ser relevantes para estimaciones de observables de

precisión, por ejemplo: el momento dipolar magnético del muón [269, 274].

La amplitud del diagrama (a), Fig. 3.5, puede escribirse como:

M(a) =
e2

q2

(
Cρ0 + eiθCρ′

)
Dω(q − p1) ϵµσϵλ q

σ (q − p1)
ϵ ϵαβν

λ (q − p1)
α p3

β η∗ν lµ, (3.16)

donde la parte leptónica lµ del proceso es exactamente la misma que la mostrada en la

ec. (4.30), además, se han definido a los factores globales,

Cρ0 =
(gωρπ
gρ

)2

m2
ρ0 Dρ0(q), Cρ′ =

gωρ′π gωρπ
gρ gρ′

m2
ρ′ Dρ′(q), (3.17)

con una fase relativa eiθ entre ambos canales. Note que la amplitud para el diagrama (b),

Fig. 3.5, considera el intercambio de piones neutros, respecto al diagrama (a), Fig. 3.5. Aśı,

su amplitud tiene exactamente la misma estructura que la amplitud M(a) y queda definida
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e−(k−)

e+(k+)

π0(p1)

π0(p2)

γ

ρ0,ρ′

ω

ρ0 γ(p3,η
⋆)

(a)

e−(k−)

e+(k+)

π0(p2)

π0(p1)

γ

ρ0,ρ′

ω

ρ0 γ(p3,η
⋆)

(b)

Figura 3.5: Diagramas de Feynman para el proceso e+ e− → ωπ → π π γ.)

bajo el intercambio de los cuadrimomentos p1 ↔ p2.

Luego, usando nuevamente la descripción cinemática dada en la Ref. [273] (Ver Apéndice

C), la sección eficaz se establece, en términos de los acoplamientos implicados, como:

σ(e+e− → 2π0γ) = C1

(
gωρπ
gρ

)4

+ C2

(
gωρπ
gρ

gωρ′π
gρ′

)2

C2

+
(
C3Cos(θ) − C4 Sin(θ)

) (
g3ωρπ
g3ρ

gωρ′π
gρ′

)
. (3.18)

Para este caso, se han considerado los datos experimentales para tres diferentes mediciones

de la colaboración SND [250, 253, 254], aunque estas últimas, Ref. [250], son una actualiza-

ción de las anteriores, la cuales son útiles para ilustrar el comportamiento de las constantes

de acoplamientos, incluso en aquellos casos en los que faltan algunas correcciones. Los datos

experimentales de la colaboración CMD2 [255] también están disponibles y se han utilizado

en este análisis. Uno se puede beneficiar del correspondiente análisis que los experimentos

llevaron a cabo, identificando la región de parámetros favorecida a partir de su propio ajuste.

En particular, se espera que la fase relativa sea grande (θ = 122 ± 80 en Ref. [250]), y la

introducción del parámetro A1 ≡
(

gωρ′π
gωρπ

)(
gρ
gρ′

)
para describir el proceso, en lugar de los

parámetros individuales (no confundir con el coeficiente A1 de la ec. (3.12)). Al conside-

rar a este último como una restricción para las constantes de acoplamiento individuales, y

buscando también el valor más favorable, usando los análisis experimentales como gúıa, se

esperaba que el valor estuviera alrededor de A1 ≈ 0.2.
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Figura 3.6: Datos experimentales para la sección eficaz del proceso e+ e− → π0 π0 γ (śımbolos) de
SND (SND00 [253], SND13 [254] y SND16 [250]) y CMD2 [255]. Los correspondientes resultados
(ĺınea sólida) fueron obtenidos usando los valores encontrados para los parámetros involucrados en
este análisis, Cuadro 3.7.

3.8. Análisis χ2. Resultados

Para determinar los acoplamientos hadrónicos de los mesones de baja enerǵıa y del mesón

ρ′, a partir de los procesos descritos anteriormente, se realizó un ajuste a varios conjuntos

de datos experimentales disponibles en la literatura utilizando la paqueteŕıa MINUIT. La
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función χ2 a minimizar se define por:

χ2(θ) =
N∑
i=1

(yi − µ (xi; θ))
2

E2
i

, (3.19)

donde θ = (θ1, ..., θN) son los parámetros a determinar; yi y Ei son los datos experimentales

y su correspondiente incertidumbre. Por otro lado, µ(xi; θ) son las estimaciones teóricas para

los correspondientes parámetros.

Parámetro Valor

gρππ 5.9485 ± 0.0536

gρ 4.9619 ± 0.0661

gω 17.038 ± 0.603

gωρπ (GeV−1) 11.575 ± 0.438

Cuadro 3.5: Valores para las constantes de acoplamiento encontrados a partir del ajuste de 10
modos de decaimiento diferentes descritos en el texto.

En un primer paso, se han determinado los parámetros del modelo que involucra a los

mesones ligeros, a partir de diez modos de decaimiento insensibles al mesón ρ′(1450), a saber:

los modos de decaimiento neutro y cargado para ρ → π π, los modos ρ0 → e+ e−, µ+ µ−,

ω → e+ e−, µ+ µ−, ω → π0 γ, los modos de decaimiento neutro y cargado para ρ → π γ y

π0 → γ γ, usando la información experimental para los diferentes anchos de decaimiento y

masas de las part́ıculas involucradas listadas en PDG [169]. En estos procesos intervienen

cuatro parámetros: gρ, gρππ, gω y gωρπ. En el Cuadro 3.5, se muestra el resultado del ajuste.

El valor de la función de minimización por grado de libertad (dof) es χ2/dof = 0,32. La

correlación entre los parámetros es mostrada en la Fig. 3.7 como un mapa de calor. La grande

correlación entre gω y gωρπ se debe al hecho de que este conjunto de observables implica tanto

la interacción ω − ρ− π como la transición ω-fotón combinadas. Luego, se incluyo al modo

de decaimiento ω → 3 π para mostrar la fuerte modificación del parámetro gωρπ previamente

obtenido, el cuál pasa a tener un valor de gωρπ = 14.572 ± 0.22 y un χ2/dof ≫ 1, lo que
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Figura 3.7: Matriz de correlación para las constantes de acoplamiento gρππ, gρ, gω y gωρπ a partir
de 10 modos de decaimiento, ver el texto para los detalles.

muestra una inconsistencia y por tanto, la necesidad de ampliar la descripción incorporando

las contribuciones del mesón ρ(1450) y un término de contacto como prescribe la anomaĺıa

WZW. Una vez incluidas estas contribuciones, se obtiene un valor de gωρπ = 11.576± 0.463,

el cual está de acuerdo con los resultados obtenidos anteriormente. A partir de aqúı, ésta fue

la forma de describir al decaimiento del mesón ω, y a este conjunto de datos se denotaron

como los 11 modos de decaimiento.

En un segundo paso, se incorporaron los datos experimentales para las secciones eficaces

de los procesos e+, e− → 3π (medidos por SND [251], CMD2 [92], BABAR [88] y BESIII

[252]) y e+, e− → π0 π0 γ (medidos por SND [250, 253, 254] y CDM2 [255]), esto para poder

restringir aún más la región de validez de los parámetros del mesón ρ(1450). Las restricciones

globales de otras mediciones, como la mencionada A1 y el ĺımite superior para el parámetro
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gρ′ππ, se incorporan estableciendo una región consistente para la búsqueda de los parámetros

en el proceso de minimización. En particular, se obtiene que A1 = 0.125 ± 0.05.

Parámetro Valor

gρππ 5.9486 ± 0.0755

gρ 4.9622 ± 0.0928

gω 16.652 ± 0.4726

gωρπ (GeV−1) 11.314 ± 0.383

gρ′ππ 5.4999 ± 1.0597

gωρ′π (GeV−1) 3.4774 ± 0.96262

g3π (GeV−3) -54.338 ± 6.6739

gρ′ 12.918 ± 1.1907

θ (in π units) 0.8715 ± 0.0512

Cuadro 3.6: Valores para los parámetros obtenidos a partir del ajuste de 11 modos de decaimiento
y todos los datos experimentales para las secciones eficaces.

Parámetro Valor

gρππ 5.9484 ± 0.0668

gρ 4.9618 ± 0.0819

gω 16.907 ± 0.6625

gωρπ (GeV−1) 11.486 ± 0.4951

gρ′ππ 4.5103 ± 1.0371

gωρ′π (GeV−1) 3.1363 ± 1.7702

g3π (GeV−3) -53.612 ± 6.8932

gρ′ 12.472 ± 1.2437

θ (in π units) 0.8697 ± 0.0452

Cuadro 3.7: Valores para los parámetros obtenidos a partir del ajuste de 11 modos de decaimiento
y los datos experimentales de la sección eficaz del proceso e+ e− → π0 π0 γ.
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Figura 3.8: Matriz de correlación para las constantes de acoplamiento considerando 11 modos de
decaimiento y los datos experimentales de la sección eficaz del proceso e+ e− → π0 π0 γ. Ver el
texto para los detalles.

En el Cuadro 3.7, se muestran los valores para las constantes de acoplamiento cuando se

consideran los 11 modos de decaimiento más los datos experimentales de la sección eficaz del

proceso e+, e− → π0, π0, γ, y en el Cuadro 3.6, se muestran los resultados cuando se añaden

los datos experimentales para la sección eficaz del proceso e+, e− → 3 π. Las matrices de

correlación correspondientes se muestran también como mapas de calor en las Figs. 3.8 y

3.9, respectivamente.

Para resumir los resultados, en la Fig. 3.10 se representan los valores para las diferentes cons-

tantes de acoplamiento en función del conjunto de datos considerados para la minimización

(eje x). Además, en la Fig.3.11 también se muestra el comportamiento de la fase relativa θ.

La variable x = 1 considera al conjunto de datos de los diez modos de decaimientos mencio-
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Figura 3.9: Matriz de correlación para las constantes de acoplamientos considerando 11 modos de
decaimiento y los datos experimentales de las secciones eficaces de los procesos e+ e− → π0 π0 γ y
e+ e− → ω → 3π. Ver el texto para los detalles.

nados anteriormente, obsérvese que sólo cuatro constantes implicadas se muestran con un

śımbolo; la variable x = 2 considera al conjunto de datos de los diez modos de decaimiento

más el decaimiento ω → 3π, considerando sólo al canal del mesón ρ como estado intermedio;

la variable x = 3 considera al conjunto de datos de los 11 modos de decaimiento como se

ha descrito anteriormente; los parámetros considerados en las variables x = 4,...,11, son los

resultados correspondientes cuando se añaden los datos experimentales de las secciones efica-

ces individuales a los 11 modos de decaimiento. A saber: e+, e− → 3π de SND [251] (x = 4),

CMD2 [92] (x = 5), BABAR [88] (x = 6) y BES III [252]) (x = 7), y e+, e− → π0, π0, γ de

SND [253] (x = 8), [254] (x = 9), [250] (x = 10) y CDM2 [255] (x = 11). La viarible para

x = 12 se deja vaćıa y x = 13 corresponde a incluir todos los datos. En aras de clarificar la
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1
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3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

10 decay modes

+ ω −> 3π (ρ)

+ ω −> 3π (ρ,ρ(1450),g
3π

)

  + ee ->3π SND

  + ee ->3π CMD2

  + ee ->3π BABAR

  + ee ->3π BES 3

  + ee ->2πγ SND 00

  + ee ->2πγ SND 13

  + ee ->2πγ SND 16

  + ee ->2πγ CMD2

All data

Figura 3.10: Acoplamientos involucrados en el análisis con sus correspondientes errores como una
función de un conjunto de datos considerados en el ajuste, para mostrar las variaciones en función
de las mismas además se muestra el correspondiente etiquetado del eje x. En 2 y 3, el śımbolo
(+) significa la adición del caso 1 (es decir, 10 modos de decaimiento). De 4 a 11, el śımbolo (+)
significa la adición del caso 3 (es decir, 11 modos de decaimiento). En los casos 4 a 11, el śımbolo
(+) significa la adición del caso 3 (es decir, más 11 modos de desintegración).

descripción anterior, en las Figs. 3.10 y 3.11 también se muestra la descripción y etiqueta-

do de los mismos, el cuál es correspondiente al eje x de las figuras antes mencionadas. La

ausencia de datos para los parámetro en cualquiera de estos valores de x significa que este

último no depende de el.

Finalmente, es importante mencionar que los resultados encontrados en este Caṕıtulo

son de alta relevancia para el desarrollo del Cap. 4 y Cap.5, ya que serán utilizados para

encontrar y describir ciertas observables de diferentes procesos. Primeramente, como una

aplicación inmediata de los resultados, en el Cap. 4, Sección 4.5, se hace el cálculo la sección

eficaz del proceso e+e− → 2 π0π+π− a través del llamado canal del mesón ω(782), lo cual

lleva a una comparación directa del resultado teórico obtenido con los datos experimentales

reportados por BABAR [17] para este proceso. Sin embargo, es importante mencionar que

no se consideran los datos experimentales más recientes medidos por SND [256], ya que no

se proporcionan expĺıcitamente. Este proceso ha sido considerado en estudios previos para
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1
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4
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8

9

10

11

12

13

10 decay modes

+ ω −> 3π (ρ)

+ ω −> 3π (ρ,ρ(1450),g
3π

)

  + ee ->3π SND

  + ee ->3π CMD2

  + ee ->3π BABAR

  + ee ->3π BES 3

  + ee ->2πγ SND 00

  + ee ->2πγ SND 13

  + ee ->2πγ SND 16

  + ee ->2πγ CMD2

All data

Figura 3.11: En la Figura se muestra el comportamiento de la fase relativa θ como una función
del conjunto de datos considerados en el ajuste de datos junto al correspondiente etiquetado para
el eje x, análogo al mostrado en la Fig. 3.10. En 2 y 3, el śımbolo (+) significa la adición del caso
1 (es decir, 10 modos de decaimiento). De 4 a 11, el śımbolo (+) significa la adición del caso 3 (es
decir, 11 modos de decaimiento). En los casos 4 a 11, el śımbolo (+) significa la adición del caso 3
(es decir, más 11 modos de desintegración).

probar la viabilidad de los modelos y dar cuenta de los datos observados. También es impor-

tante mencionar que dichos resultados encontrados hasta el momento son relevantes para la

evaluación de la sección eficaz total del proceso e+e− a 4π, necesaria para la determinación

indirecta del momento dipolar magnético del mesón ρ [15] y estudiar los efectos de ruptura

de la simetŕıa de isoesṕın en comparación con su análogo a partir de decaimientos del leptón

τ− [275, 276]. Además, estos resultados son utilizados en la descripción del proceso radiativo

τ− → π− π0 ντ γ desarrollado en el Cap.5 y en la obtención de ciertas observables.
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Caṕıtulo 4

Momento dipolar magnético del

mesón ρ (770).

El siguiente caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: Primeramente se hace una breve

introducción del vértice electromagnético ρ+ρ−γ y su estructura multipolar. Luego, bajo VMD se

hace la descripción de los diferentes canales para la descripción del proceso e+e− → 2π0 π+ π−.

La determinación indirecta del momento dipolar magnético del mesón ρ se hace a partir de dejar

a la sección eficaz total del proceso e+e− → 2π0 π+ π− como una función de este parámetro libre,

el cual se debe ajustar a los datos experimentales proporcionados por BaBar [17]. Finalmente se

discuten algunos de los resultados obtenidos.

4.1. Introducción

Para nuestra comprensión de la estructura de la interacción fuerte, los factores de forma

electromagnéticos tienen una importancia fundamental ya que constituyen una herramienta

importante para comprender la estructura de los estados ligados en QCD. La precisión de

los datos experimentales modernos ha renovado el interés por estudiar el mecanismo de in-

teracción de los quarks dentro de los hadrones. Los mesones del sector ligero, formados por

los quarks ligeros u y d, son de interés, especialmente el estudio de las propiedades electro-
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magnéticas de los mesones π y ρ, porque son los estados ligados más simples. Sin embargo,

la situación experimental es bastante diferente ya que, por un lado, las propiedades de los

piones están bien establecidas por los experimentos mientras que los datos experimentales

sobre el mesón ρ son escasos dado que su vida media ∼ 4.5×10−24 s es muy corta, por lo que

las medidas directas de sus propiedades electro-débiles sean casi imposibles de realizar. Por

otro lado, hoy en d́ıa existe una gran variedad de trabajos que toman en consideración las

propiedades electro-débiles del mesón ρ, obteniendo aśı mucha información teórica mientras

que la base experimental sigue siendo escasa. En la Introducción de este trabajo de tesis,

se mencionaron diferentes tipos de trabajos teóricos basados en diferentes modelos efectivos

para QCD (Ver Cuadro 1.2), y cuya particularidad es que en todos se obtiene el valor para

el momento dipolar magnético del mesón ρ. Por ejemplo: los basados en mecánica cuánti-

ca relativista (RQM) y derivados [136-145], las aproximaciones basadas en la ecuación de

Dyson-Schwinger [156, 158, 160, 162, 164, 166], la forma puntual de la mecánica cuántica

invariante de Poincaré (PiQM) [167], en el modelo de Nambu-Jona-Lasinio [146-148], reglas

de suma de QCD [149, 150], diagramas de Feynmann en el formalismo del frente de luz

[151], el modelo de bolsa [152], el modelo compuesto relativista (RCQM) [153], el modelo

Hamiltoniano relativista [154], una teoŕıa de campo efectivo de baja enerǵıa (EFT) [144],

cálculos de QCD en lattice [157, 159, 161, 163, 165].

Por otra parte, justo como se hace en la Ref. [15], existe la posibilidad de obtener el MDM

del mesón ρ de manera indirecta a partir de los datos experimentales para la sección eficaz

del proceso e+e− → 2π0 π+π−. Usando datos preliminares de la Colaboración BABAR [16],

se encontró un valor para el MDM de ρ de µexp
ρ = 2.1 ± 0.5 en unidades de [e/2mρ]. Sin

embargo, recientemente la colaboración BABAR presentó [17] nuevos datos experimentales

para la el proceso mencionado. Por lo que es necesario, como lo mencionan los autores de la

Ref. [136], un nuevo procesamiento de los datos que permita aumentar la precisión para el

valor de µρ extráıdo de los datos experimentales. Por está razón, en este caṕıtulo se presenta
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el reanálisis del proceso e+e− → 2π0 π+ π−, siguiendo el enfoque de VMD usado en la Ref.

[15], pero ahora usando los datos experimentales más recientes publicados por la colaboración

BABAR [17]. La descripción del proceso e+e− → 2π0 π+ π− esta determinada por una serie

de canales que involucran a los mesones ρ(770), ρ(1450), ω(782), a1(1260), σ(600), f0(980)

y π y por ende, la descripción del proceso es fuertemente dependiente de una serie de

constantes de acoplamiento que involucra a estos mesones. Muchos de estos acoplamientos

ya han sido determinados previamente en el Cap. 3, por lo que se toman directamente sus

correspondientes valores numéricos. Sin embargo, la inclusión de los mesones a1, σ y f0

involucra una fuente de incertidumbre dada la falta de información experimental, por lo que

es necesario hacer ciertas hipótesis, que se irán describiendo a lo largo de este caṕıtulo, para

los valores de sus correspondientes constantes de acoplamiento.

4.2. Vértice electromagnético para una part́ıcula Vec-

torial

Como se ha mencionado con anterioridad en el Cap. 2, Sub-sección 2.2.4, los bosones

de norma W±, Z0 tienen autointeracciones que son caracteŕısticas de la teoŕıa de norma

no abeliana. Para el caso del bosón W±, la producción de pares viene dada principalmente

mediante el proceso e+ e− → W−W+ a través de tres diagramas a nivel árbol, Fig. 4.1.

La contribución tradicional (a) por śı sola, da una sección eficaz que crece en función de la

enerǵıa del centro de masa s y viola la unitariedad a altas enerǵıas, por lo que son necesarios

nuevos procesos (Fig. 4.1 (b)-(c)). El proceso con acoplamiento no lineal del bosón W con

el fotón γ y el bosón Z funciona de tal manera que cancela estos problemas a altas enerǵıas

s haciendo que la sección eficaz decrezca lentamente (logaŕıtmicamente). Por lo tanto, la

comparación de la sección eficaz medida del proceso e− e+ → W−W+ con la teoŕıa es una

excelente prueba de la existencia del triple acoplamiento de norma (abreviado TGC por sus

siglas en inglés) y de su magnitud. Los datos de PDG [169] concuerdan bastante bien con la
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predicción teórica [277, 278] y confirman la existencia del TGC. En la teoŕıa, existe un cuarto

diagrama mediado por el bosón de Higgs. Sin embargo, experimentalmente no es necesario

considerarlo, ya que que el acoplamiento del bosón de Higgs con el fermión es proporcional

a la masa del fermión y a la enerǵıa de producción del par de bosones W , existe un factor

m2
e/m

2
W que reduce su contribución a un nivel despreciable.

Figura 4.1: Diagramas de Feynman para el proceso e−e+ → W−W+. (a) Corriente cargada,(b)
Electromagnética y (c) Corriente neutra Los sufijos µ, ν y λ denotan los estados de polarización
de los bosones vectoriales.

Las amplitudes de Feynman para los acoplamiento γ − f f y γ → W+W− vienen dadas

en las ecs. (2.34) y (2.41), descritas con anterioridad en el Cap.2, en las Sub-secciones 2.2.3

y 2.2.4 respectivamente. Por lo que, la amplitud para el vértice W W V (V = γ, Z) puede

escribirse como:

⟨f |iLWWV|i⟩ = i gV
[
gµν (k1 − k2)λ + gνλ (k2 − k3)µ + gλµ (k3 − k1)ν

]
gV = e for V = γ

gV = e cot θW for V = Z.

(4.1)

Esta forma es muy restrictiva, ya que define la estructura del TGC y su intensidad de forma

única. Sin embargo, la Lagrangiana más general para el triple acoplamiento de bosones de
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norma en la literatura [279-283], consistente con la invariancia Lorentz, se expresa como:

iLTGC = gVWW

[
gV1 V

µ
(
W−

µν W
+ν −W+

µν W
−ν
)

+ κV W
+
µ W−

ν V µν

+
λV
m2

W

V µν W+ρ
ν W−

ρµ + i gV5 εµνρσ

{(
∂ρW−µ

)
W+ν −W−µ

(
∂ρW+ν

)}
V σ

+ i gV4 W
+
µ W−

ν

(
∂µ V ν + ∂ν V µ

)
− κ̄V

2
W−

µ W+
ν ε

µνρσ Vρσ

− λ̄V
2m2

W

W−
ρµW

+µ
ν ενραβ Vαβ

]
,

(4.2)

donde W es el campo para los bosones cargados, W µν = ∂µW ν−∂ν W µ, V puede ser campo

del fotón o del bosón Z y Vµν = ∂µ Vν − ∂ν Vµ. La constante de acoplamiento global se fija

mediante gVWW = e para V = γ y gVWW = e cot θW para V = Z y θW es el ángulo de mezcla

débil. Una vez definidos los acoplamientos globales, hay siete parámetros complejos para dos

opciones de V = Z, γ, sumando un total de catorce. Sin embargo, son demasiados para ser

medidos simultáneamente por lo que es necesario introducir algunas hipótesis. Primero, hay

que ver cómo transforman bajo las simetŕıas de paridad (P), conjugación de carga (C) e

inversión temporal (T):

W−
µ

C→ −W †
µ, Aµ

C→ −Aµ

Vµ(t,x)
P→ V µ(t,−x), ∂µ

P→ ∂µ,

Vµ(t,x)
T→ V µ(t,−x), ∂µ

T→ −∂µ,

(4.3)

con Aµ el potencial electromagnético (vector real) y Vµ = W±,0
µ , Aµ. Los tres primeros

términos de la ec. (4.2) respetan P, C y T. El cuarto término respeta la simetŕıa CP, pero

los tres últimos términos no. Una restricción lógica es exigir que la simetŕıa CP se cumpla. La

invariancia de norma electromagnética fija gγ1 = 1 y gγ5 = gZ5 = 0. Las restantes constantes

gZ1 , κγ, κZ , λγ y λZ se asumen reales (es decir, invariantes bajo T). Luego, la simetŕıa SU(2)

implica [282, 284] que:

κZ = gZ1 − tan2 θW (κγ − 1), λZ = λγ, (4.4)
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reduciendo el número de parámetros para TGC a solo tres, gZ1 , κγ y λγ. Este conjunto de

tres parámetros son el punto de partida del análisis experimental convencional. En el Modelo

Estándar sus valores son: gZ1 = κγ = κZ = 1, y λγ = λZ = 0 a nivel de árbol.

Ahora bien, usando la notación de la Ref.[285], al tomar el valor de expectación de la

Lagrangiana entre los estados f́ısicos |p, ϵh⟩ y |p′, ϵh′⟩ para W±, donde ϵh,h′ son los vectores

de polarización, teniendo en cuenta que (p · ϵh) = (p′ · ϵh′) = 0 y p2 = p′2 = m2
W , la función

de vértice para V = γ, Z en el espacio de momento puede expresarse como:

gVWW Γµ
h′,h ≡ gVWW ⟨p′ s′ h′|Jµ(0)|p s h⟩, (4.5)

donde p (p′), s (s′) y h (h′) son los correspondientes momentos, espines, helicidades respecti-

vamente y

Γµ
h′,h = i (ϵ⋆h′)β V

µαβ (ϵh)α
(p2=m2, p′2=m′2)

= −
[
GV

1 (p+ p′)µ (ϵ⋆h′ · ϵh)

+Gv
2

{
ϵ⋆µh′ (q · ϵh) − ϵµh (q · ϵ⋆h′)

}
+GV

3 (p+ p′)µ (q · ϵ⋆h′) (q · ϵh)/m2
]
,

(4.6)

con qµ = (p− p′)µ y los factores de forma electromagnéticos definidos como:

GV
1 (q2) = 1 +

1

2
λV

q2

m2
, GV

2 = 1 + κV + λV , GV
3 = −λV . (4.7)

El momento dipolar magnético µW y el momento cuadrupolar eléctrico QW del bosón cargado

W pueden ser expresados en términos de κγ y λγ como [285]:

µW =
e

2mW

(1 + κγ + λγ),

QW = − e

m2
W

(κγ + λγ).

(4.8)

La prueba de la ec. (4.8) puede verse en el Apéndice E, mientras que los resultados combi-
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nados en PDG [169] para estos parámetros son:

gZ1 = 0.984+0.018
−0.020, κγ = 0.982 ± 0.042, λγ = −0.022 ± 0.019. (4.9)

Ahora, ¿qué pasa si se considera el acoplamiento V V γ?, donde V denota a una part́ıcula

vectorial de esṕın igual a 1. Bueno, la respuesta es que la estructura para este vértice V V γ

también puede ser asociada de manera directa con los diferentes multipolos de una part́ıcula

V . Para establecer dicha relación se debe considerar una parametrización de la forma más

general posible para luego, análogo al caso del vértice W W V , imponer las restricciones

debidas a las simetŕıas de la teoŕıa, particularmente las simetŕıas discretas C, P y T. La

identificación de las estructuras multipolares se ha realizado en detalle en la Ref. [286], donde

se parte de la expresión para la amplitud asociada al proceso V (q1, η1) → V (q2, η
⋆
2) + γ(k),

que es descrita por el elemento de matriz de la corriente electromagnétia dada por:

λ

µ

ν

V (q2)

γ(k)

V (q1)

→ ⟨V (q2, η
⋆
2)|Jele

µ (0)|V (q1, η1)⟩ = η⋆λ2 ην1 Γµνλ, (4.10)

donde Γµνλ denota al vértice V V γ y η1 (η⋆2) los correspondientes tesores de polarización

asociados a las part́ıculas V . Después de aplicar las simetŕıas C, P y CP, el vértice Γµνλ

puede descomponerse en las siguientes estructuras de Lorentz [15]:

Γµνλ = α(q2) gνλ (q1 + q2)µ + β(q2) (gµν qλ − gµλ qν)

− γ(q2)

M2
V

(q1 + q2)µ qν qλ − q1λ gµν − q2ν gµλ.
(4.11)

α(q2), β(q2) y γ(q2) son los factores de forma electromagnéticos asociados a la part́ıcula
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vectorial V . Siguiendo a la Ref. [287], la forma de relacionar los factores de forma del vértice

V V γ con los momentos multipolares, es a partir de las expresiones clásicas para la carga

eléctrica CV , el momento dipolar magnético µ⃗V y momento cuadrupolar eléctrico QV ,se hace

en la Ref. [287], dadas por:

CV =

∫
d3 x ρelm(x),

µ⃗V =
1

2

∫
d3 x x⃗× J⃗elm(x),

Qij
V =

∫
d3 x xi xj ρelm(x),

(4.12)

donde el cuadrivector de corriente se define como: Jelm
µ = (ρelm, J⃗elm

µ ). En el ĺımite estático,

los multipolos electromagnéticos son identificados como: la carga eléctrica CV = α(0), el

momento dipolar magnético muV = β(0) (en unidades de e
2MV

) y el cuadrupolo QV =

1 − β(0) + 2 γ(0) (en unidades de e
2M2

V
). Análogo al caso del vértice WWV , existe otro

conjunto de parámetros para definir a los multipolos electromagnéticos para part́ıculas de

esṕın 1, κV y λV , relacionados a los previos como: β(0) = 1 + κV + λV y γ(0) = λV [287].

Normalmente, los valores para los multipolos de un part́ıcula vectorial se toman iguales a los

del bosón W a nivel árbol. Sin embargo, esto no debeŕıa ser del todo correcto, ya que no están

ligados a una simetŕıa de norma y más bien se espera que reflejen la dinámica de interacción

fuerte entre quarks. Por lo que se ha utilizado una variedad de aproximaciones efectivas de

QCD para calcular el MDM de los mesones vectoriales ligeros. El más representativo es el

del mesón ρ, que como ya se vio anteriormente en el Cuadro 1.2, el valor para el MDM se

encuenta en una región alrededor de 2 (en unidades e
2mρ

).

A partir de aqúı, el interés particular es determinar de manera indirecta el MDM del

mesón ρ justo como se hace en la Ref. [15]. La descripción del proceso e+e− → 2π0 π+π−

en sus diferentes canales se hace bajo el enfoque de VMD, pero ahora se usan los datos más

recientes publicados por la colaboración BABAR [17] para la sección eficaz de este mismo

proceso.
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4.3. Descripción del proceso e+e− → 2 π0 π+π−

La notación para este proceso es: e+(k+) e−(k−) → π+(p1)π
0(p2)π

−(p3)π
0(p4), donde

entre paréntesis se denotan a los correspondientes cuadrimomentos, los cuales cumplen la

relación de conservación:

q = k+ + k− =
4∑

i=1

pi. (4.13)

La amplitud total del proceso puede escribirse de la siguiente forma:

MT =
e2

q2
Jµ(p1, p2, p3, p4), lµ, (4.14)

donde lµ corresponde a la parte puramente leptónica, definida con anteriormente en el Cap. 3,

Sec. 3.6, ec. (3.14), mientras que Jµ corresponde al elemento de matriz hadrónico de los

piones asociado a la corriente electromagnética:

Jµ(p1, p2, p3, p4) = ⟨π+(p1)π
0(p2)π

−(p3)π
0(p4)|Jµ

elm(0)|0⟩. (4.15)

Por otra parte, la expresión para la sección eficaz diferencial viene dada por la expresión

[169]:

dσ =
(2π)4 |MT |2

4
√

(k+ · k−)2 −M2
1M

2
2

δ4
(
q −

n∑
i=1

pi

) n∏
i=1

d3pi
(2π)3 2Ei

, (4.16)

donde M1, M2 son las masas de las part́ıculas iniciales y |MT |2 denota el cuadrado de la

amplitud total. La descripción adecuada del proceso e+e− → 2π0 π+ π− y la expresión para

la sección eficaz diferencial, ec. (4.16), salvo la aplicación de los factores estad́ısticos adecua-

dos [273], ayudarán a tener una buena descripción teórica de los datos experimentales de la

sección eficaz.

En el ĺımite de isoesṕın, el elemento de matriz para el canal 2π+ 2π− puede expresarse

en términos del elemento de matriz Jµ(p1, p2, p3, p4) para el canal 2 π0 π+ π− [275, 288]. Del
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mismo modo, los elementos matriciales de la corriente vectorial cargada, relevante para el

decaimiento de τ−, también pueden expresarse en términos de Jµ(p1, p2, p3, p4) [288], con

la normalización habitual de la corriente vectorial cargada V µ
cc = d̄ γµ u en términos de

campos de los quarks. Además del isoesṕın, estos elementos matriciales para la corriente

electromagnética también están limitados por la invariancia de norma, la simetŕıa de Bose y

la invariancia de carga C. Para el canal de interés, basta con considerar estas tres simetŕıas.

Aśı, la invariancia de norma (conservación de la corriente vectorial) implica que:

qµ J
µ(p1, p2, p3, p4) = 0. (4.17)

Las restantes restricciones de simetŕıa para Jµ(p1, p2, p3, p4) son:

Simetŕıa de Bose (intercambio de piones neutros) implica que:

Jµ(p1, p2, p3, p4) = Jµ(p1, p4, p3, p2),

Invariancia de carga C (intercambio de piones cargados) implica que

Jµ(p1, p2, p3, p4) = −Jµ(p3, p2, p1, p4),

(4.18)

lo que siempre se puede manifestar escribiendo [275] que:

Jµ(p1, p2, p3, p4) = Mµ
r (p1, p2, p3, p4) + Mµ

r (p1, p4, p3, p2)

−Mµ
r (p3, p2, p1, p4) −Mµ

r (p3, p4, p1, p2),

(4.19)

donde Jµ(p1, p2, p3, p4) se puede escribir en términos de una amplitud reducida, Mµ
r (p1, p2, p3, p4),

que no está limitada por la invariancia de carga C o la simetŕıa de Bose. Como consecuencia,

en este trabajo todas las amplitudes de los diferentes canales se expresan en términos de

las reglas de Feynman (Ver Apéndice B), las cuales deben cumplir las mismas propiedades

de Jµ(p1, p2, p3, p4). Una consideración importante para facilitar la simplificación de las ex-

presiones resultantes, consiste en eliminar los términos proporcionales a qµ en las diferentes
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amplitudes Mµ
r (p1, p2, p3, p4) y, por tanto, también en Jµ(p1, p2, p3, p4). La eliminación de

estos términos puede conducir a decir que hay aparentes violaciones de la invariancia de

norma. Sin embargo, no hace falta decir que esos términos siempre pueden ser recuperados

de forma única para un elemento matricial dado, imponiendo la conservación de corriente.

Figura 4.2: Diagramas de Feynman que componen al denominado Canal A del proceso de produc-
ción a 4π: ρ → ππ → πρπ → 4π.

4.3.1. Canal A

El primer canal del proceos e+e− → 2π0 π+π− a describir es el denominado Canal A,

donde los estados intermedios involucrados son los mesones ρ, π y ρ′. Los diagramas de

Feynman que ilustran este canal se muestran en la Fig. 4.2, donde los estados resonantes

iniciales son ρ y ρ′, los cuales se acoplan a la corriente leptónica definida exactamente igual

que en la ec. (3.14), Cap.3, Sec. 3.6. La parte de la Lagrangiana de interacción que involucra
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a los mesones vectoriales (V ), pseudo-escalares (P ) y al fotón (A) esta definida por:

L = gV PP ϵabc V
a
µ P

b ∂µ P c +
em2

V

gV
VµA

µ, (4.20)

donde gV PP y gV son las constantes de acoplamiento efectivas.

Las amplitudes de cada diagrama son escritas expĺıcitamente, con el fin de no perder gene-

ralidad. Aśı, para el diagrama (a) de la Fig.4.2, la amplitud queda escrita como:

Mµ
Ar(p1, p2, p3, p4) = −e

(
Cαµ

a − C ′αµ
a

)
(q − 2p1)α Sπ− [q − p1](q − p1 + p2)γ D

ηγ
ρ− [s43] r43η,

(4.21)

donde la fase relativa entre ρ y ρ′ se toma igual a 1800 [275, 276], ya que dicha fase es

favorecida en el análisis de la sección eficaz experimental [15]. Luego, para simplificar la

escritura, es necesario definir las siguientes expresiones:

Dαµ
V [p] = −i

( gαµ − pαpµ

m2
V −imV ΓV

p2 −m2
V + im2

V ΓV

)
, Sπ± [q] =

i

q2 −m2
π±
, (4.22)

Cαµ
a =

(gρππ)3

gρ
m2

ρ0 D
αµ
ρ0 [q], C ′αµ

a =
gρ′ππ (gρππ)2

gρ′
m2

ρ′ D
αµ
ρ′ [q], (4.23)

sij = pi + pj, rij = pi − pj, (4.24)

donde Dµν
V [p] y Sπ± [q] son los propagadores generalizados para una part́ıcula vectorial y el

pión respectivamente. Siguiendo la misma notación, la amplitud para el diagrama (b) de

Fig. 4.2, asociado al intercambio de piones neutros, puede escribirse como:

Mµ
Ar(p1, p4, p3, p2) = −e

(
Cαµ

a − C ′αµ
a

)
(q − 2 p1)α Sπ− [q − p1](q − p1 + p4)γ D

ηγ
ρ− [s23] r23η,

(4.25)
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Luego, la amplitud del diagrama (c), Fig.4.2, asociada al intercambio de piones cargados,

queda escrita como:

Mµ
Ar(p3, p2, p1, p4) = −e

(
Cαµ

a − C ′αµ
a

)
(q − 2 p3)α Sπ+ [q − p3] (q − p3 + p2)γ D

ηγ
ρ [s41] r14η.

(4.26)

Finalmente la amplitud del diagrama (d) de la Fig. 4.2, asociada al intercambio de piones

neutros y cargados, es:

Mµ
Ar(p3, p4, p1, p2) = −e

(
Cαµ

a − C ′αµ
a

)
(q − 2 p3)α Sπ+ [q − p3] (q − p3 + p4)γ D

ηγ
ρ+ [s21] r12η.

(4.27)

Note que las amplitudes del Canal A dependen de las constantes de acoplamiento gρππ, gρ,

gρ′ y gρ′ principalmente. Esto será relevante en el posterior análisis de la sección eficaz del

proceso.

Figura 4.3: Diagramas de Feynman que constituyen el denominado Canal B en el proceso de
producción a 4π : ρ → ρρ → 4π.

4.3.2. Canal B

La extracción del MDM del el mesón ρ se basa en la existencia del vértice ρ+ ρ− γ. Este

vértice queda determinado en este segundo canal, denominado Canal B, y cuyos diagramas
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de Feynman se ilustran en la Fig. 4.3. Dado el rango de enerǵıa que se considera, alrededor

de 3 GeV, permite que el fotón se acople a estados intermedios como los mesones ρ y ρ′, los

cuales a su vez se acoplan a un par de mesones ρ. La estructura de estos vértices es similar

a la del vértice electromagnético W W γ, pero con diferentes constantes de acoplamiento

globales que muestran que se trata de un proceso de interacción fuerte, dichas constantes

son: gρππ y gρ′ππ respectivamente y donde se ha considerando al mesón ρ como un bosón de

norma del grupo de simetŕıa SU(2), y se generaliza al caso del mesón ρ′. Bajo el esquema

de VMD, la amplitud del diagrama (a) en Fig. 4.3, puede escribirse como:

Mµ
Br(p1, p2, p3, p4) = −e

(
Cαµ

b − C ′αµ
b

)
r12γ D

λγ
ρ+ [s21] Γ1

αλδD
ηδ
ρ− [s43] r43η. (4.28)

Bajo el intercambio de piones neutros, diagrama (b) de la Fig. 4.3, la amplitud queda escrita

como:

Mµ
Br(p1, p4, p3, p2) = −e

(
Cαµ

b − C ′αµ
b

)
r14γ D

λγ
ρ+ [s41] Γ2

αλδD
ηδ
ρ− [s23] r23η. (4.29)

Las constantes Cαµ
b y C ′αµ

b son exactamente las mismas que para el Canal A, es decir,

Cαµ
a = Cαµ

b y C ′αµ
a = C ′αµ

b y por lo tanto, este canal depende de las mismas constantes de

acoplamiento del Canal A.

Por otra parte, la estructura del vértice γ(q) − ρ+(s21) − ρ−(s43) queda definida a partir

de la expresión:

δ

λ

α

ρ−(s43)

ρ+(s21)

γ(q)
→ Γ1

αλδ = (1 + i γ) Γ0
αλδ, (4.30)
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donde γ ≡ ΓV /mV y por conservación de cuadrimomento, se tiene que: q = s21 + s43. Sea

q̄1 = s43 − s21 y β(0) = β0, la estructura a nivel árbol para el vértice Γ0
αλδ esta definida por:

Γ0
αλδ = gλδ q̄1α + β0 (qδ gαλ − qλ gδα) + s21λ gδα − s43δ gαλ. (4.31)

Con la idea de usar la identidad de Ward, y usando la conservación de cuadrimomento

q = s21 + s43, es fácil mostrar que se cumple:

qα Γ0
αλδ = gλδ q̄1 · q + s21δ s21λ − s43λ s43δ. (4.32)

Tomando la estructura dada en la ec. (4.31), sumando y restando los términos correctos

que ayuden a construir la identidad de Ward y mantener la invariancia de norma al mismo

tiempo, se tiene que:

Γ0
αλδ = gλδ q̄1α + β0 (qδ gαλ − qλ gδα) + s21λ gδα − s43δ gαλ

+
q̄1α
q̄1 · q

(qδ s21λ − qλ s43δ) −
q̄1α
q̄1 · q

(qδ s21λ − qλ s43δ).
(4.33)

Luego, agrupando los términos adecuadamente, se tiene que:

Γ0
αλδ =

q̄1α
q̄1 · q

(
gλδ q̄1 · q + s12δ s21λ − s43λ s43δ

)
+ β0 (qδ gαλ − qλ gδα) + Fαδ[q̄1] s21λ − Fαλ[q̄1] s43δ,

(4.34)

donde, nuevamente para simplificar la escritura, se define la estructura genérica:

Fµν [p] ≡ gµν −
pµ
p · q

qν . (4.35)

Por otra parte, el propagador inverso para una part́ıcula vectorial está definido como:

(
iDv

λδ[p]
)−1

= gλδ (p2 −m2
v + i γ p2) − pλ pδ (1 + i γ). (4.36)
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y la diferencia de propagadores inversos que se necesitan puede escribirse de la siguiente

forma:

(
iDρ−

λδ [s43]
)−1

−
(
iDρ+

λδ [s21]
)−1

= (1 + i γ)
[
gλδ q̄1 · q + s21δ s21λ − s43λ s43δ

]
, (4.37)

donde se usa el hecho de que q = s21 + s43 y q̄1 · q = s243 − s221. Teniendo en cuenta de

que Γ1
αλδ = (1 + i γ) Γ0

αλδ, al comparar las ecs. (4.37) y (4.32), es evidente que la Identidad

de Ward se satisface correctamente. Insertando la ec. (4.37) en la definición del vértice

electromagnético ρργ, esté queda definido como:

Γ1
αλδ =

q̄1α
q̄1 · q

{(
iDρ−

λδ [s43]
)−1

−
(
iDρ+

λδ [s21]
)−1}

+ (1 + i γ)
{
β0 (qδ gαλ − qλ gδα) + Fαδ[q̄1] s21λ − Fαλ[q̄1] s43δ

} (4.38)

Finalmente, usando el hecho de que: Dλγ
v (p)

[
Dv

λδ(p)
]−1

= gγδ, al sustituir la ec. (4.38) en la

amplitud del diagrama (a), ec. 4.28, se tiene que:

Mµ
Br(p1, p2, p3, p4) = −e

(
Cαµ

b − C ′αµ
b

){ q̄1α
q̄1 · q

i
(
Dηγ

ρ− [s43] −Dηγ
ρ+ [s21]

)
r12γ r43η

+ (1 + i γ) r12γ D
λγ
ρ+ [s21]

(
β0 (qδ gαλ − qλ gδα) + Fαδ[q̄1] s21λ − Fαλ[q̄1] s43δ

)
Dηδ

ρ− [s43] r43η

}
,

(4.39)

Bajo el intercambio de piones neutros, diagrama (b) de la Fig. 4.3, haciendo un procedimiento

análogo al caso anterior, es fácil mostrar que la amplitud queda escrita como:

Mµ
Br

(p1, p4, p3, p2) = −e
(
Cαµ

b − C ′αµ
b

){ q̄2α
q̄2 · q

i
(
Dηγ

ρ− [s23] −Dηγ
ρ+ [s41]

)
r14γ r23η

+ (1 + i γ) r14γ D
λγ
ρ+ [s41]

(
β0 (qδ gαλ − qλ gδα) + Fαδ[q̄2] s41λ − Fαλ[q̄2] s23δ

)
Dηδ

ρ− [s23] r23η

}
,

(4.40)

donde el intercambio de piones neutros lleva a la sustitución de q̄1 = s43−s21 → q̄2 = s23−s41.
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4.3.3. Canal C

Los diagramas que constituyen al tercer canal del proceso e+e− → π+π−2π0, denominado

como Canal C, se ilustran en la Fig. 4.4.

Figura 4.4: Diagramas de Feynman para el canal C para la producción 4π: ρ → πρπ → 4π

Este canal viene mediado a través del mesón ρ (ρ′), que a su vez sigue con la emisión de dos

piones y un mesón ρ, el cuál finalmente decae a dos piones. Por lo tanto, este canal incluye

los términos de contacto ρρππ y ρ′ρππ. Sin embargo, VMD no proporciona información

directa de cuanto debeŕıa valer dichos términos. La manera para fijar estos términos es bajo

el requerimiento de invariancia de norma para los canales A, B y C en conjunto, es decir,

qµ (Mµ
Ar

+ Mµ
Br

+ Mµ
Br

) = 0. (4.41)

Por lo que es necesario calcular las diferentes amplitudes de los diagramas que constituyen

al Canal C. Aśı, comenzando con el diagrama (a) de la Fig. 4.4, su amplitud queda escrita
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como:

Mµ
Cr(p1, p2, p3, p4) = i e

(
Cαµ

c − C ′αµ
c

)
Γ1
αγ D

ηγ
ρ− [s43] r43η, (4.42)

donde se definen los términos:

Cαµ
c =

gρππ gρρππ
gρ

m2
ρ0 D

αµ
ρ0 [q], C ′αµ

c =
gρππ gρ′ρππ

gρ′
m2

ρ′ D
αµ
ρ′ [q]. (4.43)

Aqúı se están suponiendo dos cosas muy relevantes: primero que gρρππ y gρ′ρππ son estructuras

compuestas solamente por constantes de acoplamiento conocidas a través de los canales A

y B, y lo segundo es que la estructura Γ1
αγ es exactamente la misma para las contribuciones

que vienen de los mesones ρ0 y ρ′ respectivamente. Luego, bajo el intercambio de piones

neutros, diagrama (b) de la Fig.4.4, la amplitud queda descrita como:

Mµ
Cr(p1, p4, p3, p2) = i e

(
Cαµ

c − C ′αµ
c

)
Γ2
αγ D

ηγ
ρ− [s23] r23η, (4.44)

La amplitud bajo el intercambio de piones cargados, diagrama (c) de la Fig. 4.4, queda

definida como:

Mµ
Cr(p3, p2, p1, p4) = i e

(
Cαµ

c − C ′αµ
c

)
Γ3
αγ D

ηγ
ρ+ [s41] r14η. (4.45)

y la correspondiente amplitud para el diagrama (d), Fig. 4.4, correspondiente al intercambio

de piones cargados y neutros, es:

Mµ
Cr(p3, p4, p1, p2) = i e

(
Cαµ

c − C ′αµ
c

)
Γ4
αγ D

ηγ
ρ+ [s21] r12η. (4.46)

Ahora bien, la condición de invariancia de norma para los canales A, B y C, ec. (4.41),

implica que:

qµ

(
Mµ

Ar
+ Mµ

Br

)
= −qµMµ

Cr
. (4.47)

Por conservación de la corriente, qµ J
µ
elm = 0, los términos proporcionales a qµ en las amplitu-
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des automáticamente se pueden cancelar. En ese sentido, note que al contraer el propagador

con qµ, se tiene que:

qµD
αµ
ρ [q] = −i qαDρ[q], Dρ[q] =

1

q2 −m2
ρ + imρΓρ

, (4.48)

y por simetŕıa de isoesṕın, sij · rij = m2
i −m2

j = 0, lo que ayuda a simplificar la expresión

rijηD
ηγ
ρ [sij] = −i rγij Dρ[sij], Dρ[sij] =

1

s2ij −m2
ρ + imρΓρ

, (4.49)

En base a lo anterior, tomando la expresión para la amplitud Mµ
Ar(p1, p2, p3, p4), ec. (4.21),

escribiendo la expresión expĺıcita para el propagador del pión, al contraer con qµ se tiene

que:

qµMµ
Ar

(p1, p2, p3, p4) = i e
(
Ca − C ′

a

)
x1 · q

z12γ
(q − p1)2 −m2

π−
rγ43Dρ− [s43], (4.50)

donde se han definido, por comodidad, los términos x1 = q − 2 p1, z12 = q − p1 + p2 y

Ca =
(gρππ)3

gρ
m2

ρ0 Dρ0 [q], C ′
a =

gρ′ππ (gρππ)2

gρ′
m2

ρ′ Dρ′ [q]. (4.51)

Además, note que si uno desarrolla el denominador del propagador del pión, por simetŕıa de

isoesṕın, se tiene que: (q − p1)
2 −m2

π− = q2 − 2 p1 · q = x1 · q, lo que implica que:

qµMµ
Ar

(p1, p2, p3, p4) = i e
(
Ca − C ′

a

)
z12γ r

γ
43Dρ− [s43]. (4.52)

Por otra parte, al contraer la amplitud Mµ
Br

(p1, p2, p3, p4), ec. (4.39) con qµ, es fácil mostrar

que:

qµMµ
Br

(p1, p2, p3, p4) = i e
(
Cb − C ′

b

)(
r12γ r

γ
43Dρ− [s43] − r43γ r

γ
12Dρ+ [s21]

)
. (4.53)

125



Sea Cab = Ca = Cb y C ′
ab = C ′

a = C ′
b, al sumar las contribuciones dadas en la ec. (4.52) y

ec. (4.53), se tiene que:

qµ

(
Mµ

Ar
(p1, p2, p3, p4) + Mµ

Br
(p1, p2, p3, p4)

)
= i e

(
Cab − C ′

ab

){(
z12γ + r12γ

)
rγ43Dρ− [s43] − r43γ r

γ
12Dρ+ [s21]

}
.

(4.54)

A simple vista, parece que hace falta agregar la contribución de la amplitud Mµ
Ar(p3, p4, p1, p2)

para que la estructura sea simétrica. Aśı, tomando x3 = q−2 p3 y z34 = q−p3+p4, al contraer

con qµ la amplitud Mµ
Ar(p3, p4, p1, p2), ec. (4.27), se tiene que:

qµMµ
Ar

(p3, p4, p1, p2) = i e
(
Cab − C ′

ab

)
z34γ r

γ
12Dρ+ [s21]. (4.55)

Sumando nuevamente, ahora se tiene que:

qµ

(
Mµ

Ar
(p1, p2, p3, p4) + Mµ

Ar
(p3, p4, p1, p2) + Mµ

Br
(p1, p2, p3, p4)

)
= i e

(
Cab − C ′

ab

){(
z12γ + r12γ

)
rγ43Dρ− [s43] +

(
z34γ − r43γ

)
rγ12Dρ+ [s21]

}
.

(4.56)

Al contraer con qµ el resto de las amplitudes, tomando z14 = q− p1 + p4 y z32 = q− p3 + p2,

se tiene que:

qµMµ
Ar

(p1, p4, p3, p2) = i e
(
Cab − C ′

ab

)
z14γ r

γ
23Dρ− [s23],

qµMµ
Br

(p1, p4, p3, p2) = i e
(
Cab − C ′

ab

)(
r14γ r

γ
23Dρ− [s23] − r23γ r

γ
14Dρ+ [s14]

)
,

qµMµ
Ar

(p3, p2, p1, p4) = i e
(
Cab − C ′

ab

)
z32γ r

γ
14Dρ+ [s41],

(4.57)

volviendo a sumar se tiene que:

qµ

(
Mµ

Ar
(p1, p4, p3, p2) + Mµ

Ar
(p3, p2, p1, p4) + Mµ

Br
(p1, p4, p3, p2)

)
= i e

(
Cab − C ′

ab

){(
z14γ + r14γ

)
rγ23Dρ− [s23] +

(
z32γ − r23γ

)
rγ14Dρ+ [s41]

}
.

(4.58)

Por lo que, se puede identificar que las expresiones que resultan de contraer las amplitudes
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del Canal C con qµ son:

qµMµ
Cr

(p1, p2, p3, p4) = −i e
(
Cc − C ′

c

)
qα Γ1

αγ r
γ
43Dρ− [s43],

qµMµ
Cr(p1, p4, p3, p2) = −i e

(
Cc − C ′

c

)
qα Γ2

αγ r
γ
23Dρ− [s23],

qµMµ
Cr(p3, p2, p1, p4) = −i e

(
Cc − C ′

c

)
qα Γ3

αγ r
γ
14Dρ+ [s41],

qµMµ
Cr(p3, p4, p1, p2) = −i e

(
Cc − C ′

c

)
qα Γ4

αγ r
γ
12Dρ+ [s21],

(4.59)

donde ahora se tiene

Cc =
gρππ gρρππ

gρ
m2

ρ0Dρ0 [q], C ′
c =

gρππ gρ′ρππ
gρ′

m2
ρ′Dρ′ [q]. (4.60)

Por la condición de invariancia de norma impuesta, sumando en pares adecuadamente se

tiene

− qµ

(
Mµ

Cr(p1, p2, p3, p4) + Mµ
Cr(p3, p4, p1, p2)

)
= i e

(
Cc − C ′

c

){
qα Γ1

αγ r
γ
43Dρ− [s43] + qα Γ4

αγ r
γ
12Dρ+ [s21]

}
,

(4.61)

y

− qµ
(
Mµ

Cr(p1, p4, p3, p2) + Mµ
Cr(p3, p2, p1, p4)

)
= i e

(
Cc − C ′

c

){
qα Γ2

αγ r
γ
23Dρ− [s23] + qα Γ3

αγ r
γ
14Dρ+ [s41]

}
.

(4.62)

Ahora, para comparar ĺınea a ĺınea las ecs. (4.56) y (4.61), es necesario, primero, que las

correspondientes contantes de acoplamiento sean iguales para todos los canales, es decir,

Cabc = Cab = Cc ⇔ gρρππ = (gρππ)2,

C ′
abc = C ′

ab = C ′
c ⇔ gρ′ρππ = gρ′ππ gρππ,

=⇒ Cabc =
(gρππ)3

gρ
m2

ρ0 Dρ0 [q], C ′
abc =

gρ′ππ (gρππ)2

gρ′
m2

ρ′ Dρ′ [q],

(4.63)
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y de esta forma se puede identificar que:

qα Γ1
αγ = z12γ + r12γ,

qα Γ4
αγ = z34γ − r43γ.

(4.64)

Luego, comparando las ecs. (4.58) y (4.62), las estructuras restantes son:

qα Γ2
αγ = z14γ + r14γ,

qα Γ3
αγ = z32γ − r23γ.

(4.65)

Es necesario factorizar el cuadrivector qα de las expresiones anteriores. Esto se logra intro-

duciendo las estructuras adecuadas de la siguiente manera:

Γ1
αγ =

{
z12γ

x3α
x3 · q

+ r12γ
x3α
x3 · q

}
, Γ2

αγ =
{
z14γ

x3α
x3 · q

+ r14γ
x3α
x3 · q

}
,

Γ3
αγ =

{
z32γ

x1α
x1 · q

− r23γ
x1α
x1 · q

}
, Γ4

αγ =
{
z34γ

x1α
x1 · q

− r43γ
x1α
x1 · q

}
.

(4.66)

Ahora, resta introducir las expresiones para los diferentes Γi
αγ en las correspondientes am-

plitudes del canal C.

Las expresiones simplificadas para las amplitudes del canal A quedan finalmente definidas

como:

Mµ
Ar

(p1, p2, p3, p4) = i e
(
Cabc − C ′

abc

)
Dρ− [s43] r

γ
43 z12γ

x1
µ

x1 · q︸ ︷︷ ︸
aµ11

,

Mµ
Ar

(p1, p4, p3, p2) = i e
(
Cabc − C ′

abc

)
Dρ− [s23] r

γ
23 z14γ

x1
µ

x1 · q︸ ︷︷ ︸
aµ21

,

Mµ
Ar

(p3, p2, p1, p4) = i e
(
Cabc − C ′

abc

)
Dρ+ [s41] r

γ
14 z32γ

x3
µ

x3 · q︸ ︷︷ ︸
aµ31

,

Mµ
Ar

(p3, p4, p1, p2) = i e
(
Cabc − C ′

abc

)
Dρ+ [s21] r

γ
12 z34γ

x3
µ

x3 · q︸ ︷︷ ︸
aµ41

.

(4.67)
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Luego, las amplitudes para el canal B quedan determinadas por las expresiones:

Mµ
Br

(p1, p2, p3, p4) = i e
(
Cabc − C ′

abc

){
Dρ− [s43] r

γ
43 r12γ

q̄1µ
q̄1 · q︸ ︷︷ ︸

bµ11

−Dρ+ [s21] r
γ
43 r12γ

q̄1µ
q̄1 · q︸ ︷︷ ︸

bµ12

+ (1 + i γ)Dρ− [s43]Dρ+ [s21] β0
(
q · r12 rµ43 − q · r43 rµ12

)︸ ︷︷ ︸
bµ13

}
,

(4.68)

Mµ
Br

(p1, p4, p3, p2) = i e
(
Cabc − C ′

abc

){
Dρ− [s23] r

γ
23 r14γ

q̄2µ
q̄2 · q︸ ︷︷ ︸

bµ21

−Dρ+ [s41] r
γ
23 r14γ

q̄2µ
q̄2 · q︸ ︷︷ ︸

bµ22

+ (1 + i γ)Dρ− [s23]Dρ+ [s41] β0
(
q · r14 rµ23 − q · r23 rµ14

)︸ ︷︷ ︸
bµ23

}
,

(4.69)

y para el Canal C, las expresiones de las amplitudes resultantes están dadas por:

Mµ
Cr

(p1, p2, p3, p4) = −i e
(
Cabc − C ′

abc

){
Dρ− [s43] r

γ
43 z12γ

x3
µ

x3 · q︸ ︷︷ ︸
cµ11

+Dρ− [s43] r
γ
43 r12γ

x3
µ

x3 · q︸ ︷︷ ︸
cµ12

}
,

Mµ
Cr

(p1, p4, p3, p2) = −i e
(
Cabc − C ′

abc

){
Dρ− [s23] r

γ
23 z14γ

x3
µ

x3 · q︸ ︷︷ ︸
cµ21

+Dρ− [s23] r
γ
23 r14γ

x3
µ

x3 · q︸ ︷︷ ︸
cµ22

}
,

Mµ
Cr

(p3, p2, p1, p4) = −i e
(
Cabc − C ′

abc

){
Dρ+ [s41] r

γ
14 z32γ

x1
µ

x1 · q︸ ︷︷ ︸
cµ31

−Dρ+ [s41] r
γ
14 r23γ

x1
µ

x1 · q︸ ︷︷ ︸
cµ32

}
,

Mµ
Cr

(p3, p4, p1, p2) = −i e
(
Cabc − C ′

abc

){
Dρ+ [s21] r

γ
12 z34γ

x1
µ

x1 · q︸ ︷︷ ︸
cµ41

−Dρ+ [s21] r
γ
12 r43γ

x1
µ

x1 · q︸ ︷︷ ︸
cµ42

}
.

(4.70)

Para construir las amplitudes invariantes de norma, es necesario sumar las amplitudes de

los canales A, B y C correctamente. En primer lugar, se puede definir la amplitud Mµ
ABC1r

como la suma de las diferentes contribuciones;

Mµ
ABCr1

= Mµ
Ar

(p1, p2, p3, p4) + Mµ
Ar

(p3, p4, p1, p2) + Mµ
Br

(p1, p2, p3, p4)

+ Mµ
Cr

(p1, p2, p3, p4) + Mµ
Cr

(p3, p4, p1, p2),
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= fg

{
(aµ11 + cµ11) + (aµ41 + cµ41) + (bµ11 + cµ12) + (cµ42 + bµ12) + bµ13

}
, (4.71)

donde fg denota un factor global asociado a las constantes de acoplamiento. La expresión

correcta, resulta ser igual a:

Mµ
ABCr1

= i e
(
Cabc − C ′

abc

){
Dρ− [s43] r

γ
43 z12γ L

µ(x1, x3) +Dρ+ [s21] r
γ
12 z34γ L

µ(x3, x1)

+Dρ− [s43] r
γ
43 r12γ L

µ(q̄1, x3) +Dρ+ [s21] r
γ
12 r43γ L

µ(x1, q̄1)

+ (1 + i γ)Dρ− [s43]Dρ+ [s21] β0

(
q · r12 rµ43 − q · r43 rµ12

)}
,

(4.72)

donde la estructura genérica invariante Lµ(α, β) se define como:

Lµ(α, β) ≡ αµ

α · q
− βµ

β · q
. (4.73)

Por último, haciendo algo similar con las amplitudes restantes, definiendo Mµ
ABCr2

como la

sumas de las contribuciones;

Mµ
ABCr2

= Mµ
Ar

(p1, p4, p3, p2) + Mµ
Ar

(p3, p2, p1, p4) + Mµ
Br

(p1, p4, p3, p2)

+ Mµ
Cr

(p1, p4, p3, p2) + Mµ
Cr

(p3, p2, p1, p4),

= fg

{
(aµ21 + cµ21) + (aµ31 + cµ31) + (bµ21 + cµ22) + (cµ32 + bµ22) + bµ23

}
,

(4.74)

la cual finalmente se traduce a la siguiente expresión:

Mµ
ABCr2

= i e
(
Cabc − C ′

abc

){
Dρ− [s23] r

γ
23 z14γ L

µ(x1, x3) +Dρ+ [s41] r
γ
14 z32γ L

µ(x3, x1)

+Dρ− [s23] r
γ
23 r14γ L

µ(q̄2, x3) +Dρ+ [s41] r
γ
14 r23γ L

µ(x1, q̄2)

+ (1 + i γ)Dρ− [s23]Dρ+ [s41] β0

(
q · r14 rµ23 − q · r23 rµ14

)}
.

(4.75)

Note que la información de las constantes de acoplamiento está factorizada completamente

en Cabc y C ′
abc, las cuales dependen de gρππ, gρ, gρ′ππ y gρ y cuyos valores fueron encontrados

previamente en el Cap. 3 y resumidos en el Cuadro 3.6.
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4.3.4. Canal D

El cuarto canal, es uno de los más relevantes para la descripción de los datos experi-

mentales de BaBar [17] del proceso e+e− → 2 π0 π+ π−. Este canal corresponde aquel cuyas

contribuciones vienen mediadas a través de los mesones ρ (ρ′) y ω como estados intermedios

y al que se ha denominado como Canal D. Los diagramas de Feynman correspondientes a

este canal se ilustran en la Fig.4.5.

Figura 4.5: Diagramas de Feynman para el Canal D para el proceso de producción a 4π: ρ →
ωπ → πρπ → 4π

Note que se incluyen en estos diagramas términos adicionales correspondientes al mesón

ρ′, además de un diagrama que incluye el término de contacto, ya que como se vio en

el análisis del Cap. 3, estos términos son relevantes para mantener la consistencia en los

valores de sus correspondientes constantes de acoplamiento. Otro aspecto importante que

mencionar es que para este canal, el acoplamiento ω − ρ(ρ′) − π juega un rol importante.
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Este acoplamiento queda determinado a partir de la siguiente Lagrangiana de interacción,

Lω = gωρπ δab ϵ
µνλσ ∂µ ων ∂λ ρ

a
σ π

b, (4.76)

Nuevamente, la descripción de las amplitudes para cada diagrama se hace de manera indivi-

dual. Primero, la amplitud más general y simplificada para el diagrama (a), Fig. ??, queda

descrita como:

M(a)µ
Dr = −2ie

(
Cd + eiθ C ′

d

)(
gρππ gωρπDρ0 [s13] + gρ′ππ gωρ′πDρ′ [s13]

)
V̂ µ
ω , (4.77)

donde eiθ corresponde a la fase relativa entre ρ y ρ′, que inicialmente se considera a 1800. Sin

embargo, por lo visto en el Cap. 3, Sec.3.7, donde se estudia el proceso e+e− → 2π0 γ, la fase

relativa tiene un efecto considerable sobre el canal del mesón ω. Por esta razón, para este

canal en particular se debe considerar con una fase relativa, hasta el momento desconocida.

Luego, es necesario definir las variables que contienen a las constantes de acoplamiento como:

Cd =
gωρπ
gρ

m2
ρ0 Dρ0 [q]Dω[q − p2], C ′

d =
gωρ′π
gρ′

m2
ρ′ Dρ′ [q]Dω[q − p2], (4.78)

y la estructura genérica V̂ µ
ω , con el objetivo de simplificar la escritura, queda definido por:

V̂ µ
ω = ϵαηβσ ϵ

µγχσ qγ pα1 p
χ
2 p

η
3 p

β
4 . (4.79)

Siguiendo la misma estructura que para el caso anterior, la amplitud para el diagrama (b)

de la Fig.4.5, puede ser escrita como:

M(b)µ
Dr

= −2ie
(
Cd + eiθ C ′

d

)(
gρππ gωρπDρ+ [s41] + gρ′ππ gωρ′πDρ′ [s41]

)
V̂ µ
ω . (4.80)
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Luego, para el diagrama (c), Fig.4.5, análogo al caso anterior, la amplitud es:

M(c)µ
Dr

= −2ie
(
Cd + eiθ C ′

d

)(
gρππ gωρπDρ− [s43] + gρ′ππ gωρ′πDρ′ [s43]

)
V̂ µ
ω . (4.81)

y la amplitud del término de contacto, diagrama (d) de la Fig.4.5, queda escrita como:

M(d)µ
Dr

= −6 i e
(
Cd + eiθ C ′

d

)
g3π V̂

µ
ω . (4.82)

Notando que existen términos comunes entre las amplitudes, la amplitud del Canal D total

queda definida como la suma de las amplitudes individuales, es decir

Mµ
Dr

(p1, p2, p3, p4) = M(a)µ
Dr

+ M(b)µ
Dr

+ M(c)µ
Dr

+ M(d)µ
Dr

,

la cual finalmente se traduce a la siguiente expresión:

Mµ
Dr

(p1, p2, p3, p4) = −i e
(
Cd + eiθ C ′

d

)
A[(q − p2)

2] V̂ µ
ω , (4.83)

con

A[(q − p2)
2] = 6 g3π + 2 gρππ gωρπ

(
Dρ0 [s13] +Dρ+ [s41] +Dρ− [s43]

)
+ 2 gρ′ππ gωρ′π

(
Dρ′ [s13] +Dρ′ [s41] +Dρ′ [s43]

)
.

(4.84)

Es evidente que la expresión dada en la ec. (4.83)es invariante de norma por śı misma, basta

con poner atención al término V̂ µ
ω , ya que al contraer con qµ, se tiene que:

qµMµ
Dr

(p1, p2, p3, p4) ∝ qµ V̂
µ
ω = ϵαηβσ ϵ

µγχσ qµ q
γ pα1 p

χ
2 p

η
3 p

β
4 = 0, (4.85)

ya que a pesar de que q es par bajo el intercambio de ı́ndices µ y γ, el tensor de Levi-Civita

es impar ante dicho intercambio de cualquiera de sus ı́ndices.

Por otra parte, es necesario aplicar la simetŕıa de Bose-Einstein (BE)(intercambio de

piones neutros) a todos los diagramas del Canal D, Fig.4.5, lo cual se hace intercambiando
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p2 ↔ p4. La amplitud resultante bajo este cambio es:

Mµ
Dr

(p1, p4, p3, p2) = i e
(
CBE

d + eiθ C ′BE
d

)
A[(q − p4)

2] V̂ BEµ
ω . (4.86)

donde, la variables que contienen a las constantes de acoplamiento se modifican,

CBE
d =

gωρπ
gρ

m2
ρ0 Dρ0 [q]Dω[q − p4], C ′BE

d =
gωρ′π
gρ′

m2
ρ′ Dρ′ [q]Dω[q − p4]. (4.87)

Por otra parte, se tiene ahora que:

V̂ BEµ
ω = ϵαηβσ ϵ

µγχσ qγ pα1 p
η
2 p

β
3 p

χ
4 . (4.88)

y

A[(q − p4)
2] = 6 g3π + 2 gρππ gωρπ

(
Dρ0 [s13] +Dρ+ [s21] +Dρ− [s23]

)
+ 2 gρ′ππ gωρ′π

(
Dρ′ [s13] +Dρ′ [s21] +Dρ′ [s42]

)
.

(4.89)

Note que este canal tiene una fuerte dependencia de las constantes de acoplamiento gωρπ,

gωρ′π, gρ, gρ′ , gρππ, gρ′ππ, g3π y la fase relativa θ, cuyos valores han sido determinados a partir

del análisis presentado en el Cap. 3 y resumidos en el Cuadro 3.6 y que serán de utilidad en

la descripción de la sección eficaz exclusiva de este canal y la sección eficaz total del proceso

de producción a cuatro piones.

4.3.5. Canal E

El quinto canal canal involucra al mesón vectorial axial a1 y al mesón ρ (ρ′) como estados

intermedios y cuyos diagramas de Feynman han sido ilustrados en la Fig.4.6. La forma más

sencilla de la Lagrangiana efectiva para la interacción fuerte entre a1(q)−ρ(k)−π(p) (donde

q, k y p son los correspondientes cuadrimomentos) puede ser escrita como [289]:

La1 = 2 ga1ρπ

(
ρµ a

µ
1 q · k − ∂ν ρ

µ ∂µ a
ν
1

)
. (4.90)
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Figura 4.6: Diagramas de Feynman para el canal E del proceso a 4π: ρ → πa1 → πρπ → 4π

La descripción de las amplitudes para este canal se hace de manera análoga que en los

casos anteriores. Para el diagrama (a) de la Fig. 4.6, la amplitud puede escribirse como:

Mµ
Er(p1, p2, p3, p4) = −e

(
Cµχ

e − C ′µχ
e

)
Λ1χλD

λα
a1

[q − p1] Ω1αβ D
βη
ρ− [s43] r43η, (4.91)

donde, para simplificar la escritura, se han definido los siguientes términos:

Cµχ
e =

(ga1ρπ)2 gρππ
gρ

m2
ρ0 D

µχ
ρ0 [q], C ′µχ

e =
ga1ρ′π gρaπ gρππ

gρ′
m2

ρ′ D
µχ
ρ′ [q], (4.92)

y

Λ1χλ = q · (q − p1) gχλ − qλ (q − p1)χ,

Ω1αβ = (q − p1) · s43 gαβ − (q − p1)β s43α.

(4.93)

La simplificación de la ec. (4.91) puede hacerse en diferentes pasos, primero es fácil mostrar
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que:

Λ1χλD
λα
a1

[q−p1] = −iΛχα
1 Da1 [q−p1], Da1 [q−p1] =

1

(q − p1)2 −m2
a1

+ ima1 Γa1

, (4.94)

ya que la parte longitudinal del propagador es proporcional a Λ1χλ × (q − p1)
λ = 0. Luego,

usando conservación de corriente y la simetŕıa de isoesṕın, las partes longitudinales de los

propagadores Dµχ
ρ0 [q] y Dβη

ρ− [s43] pueden cancelarse. Aśı, la amplitud para el diagrama (a),

Fig.4.6, se resume a lo siguiente:

Mµ
Er

(p1, p2, p3, p4) = −i e
(
Ce − C ′

e

)
Dρ− [s43]Da1 [q − p1] r

β
43 Λµα

1 Ω1αβ, (4.95)

con las constantes

Ce =
(ga1ρπ)2 gρππ

gρ
m2

ρ0 Dρ0 [q], Ce =
ga1ρ′π gρaπ gρππ

gρ′
m2

ρ′ Dρ′ [q]. (4.96)

Siguiendo la misma idea para el resto de los diagramas, bajo el intercambio de piones neutros,

diagrama (b) de la Fig.4.6, la amplitud es escrita como:

Mµ
Er

(p1, p4, p3, p2) = −e
(
Cµχ

e − C ′µχ
e

)
Λ1χλD

λα
a1

[q − p1] Ω2αβ D
βη
ρ− [s23] r23η. (4.97)

cuya simplificación puede escribirse como:

Mµ
Er

(p1, p4, p3, p2) = −i e
(
Ce − C ′

e

)
Dρ− [s23]Da1 [q − p1] r

β
23 Λµα

1 Ω2αβ, (4.98)

donde

Ω2αβ = (q − p1) · s23 gαβ − (q − p1)β s23α, (4.99)

Bajo el intercambio de piones cargados, diagrama (c) de la Fig.4.6, la amplitud puede escri-
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birse como:

Mµ
Er(p3, p2, p1, p4) = −e

(
Cµχ

e − C ′µχ
e

)
Λ3χλD

λα
a1

[q − p3] Ω3αβ D
βη
ρ− [s41] r14η, (4.100)

donde ahora se definen las estructuras:

Λ3χλ = q · (q − p3) gχλ − qλ (q − p3)χ,

Ω3αβ = (q − p3) · s41 gαβ − (q − p3)β s41α (4.101)

La simplificación de la amplitud resulta ser:

Mµ
Er

(p3, p2, p1, p4) = −i e
(
Ce − C ′

e

)
Dρ+ [s41]Da1 [q − p3] r

β
14 Λµα

3 Ω3αβ. (4.102)

Finalmente para este canal, la amplitud del diagrama (d), Fig. 4.6, queda escrita como:

Mµ
Er

(p3, p4, p1, p2) = −e
(
Cµχ

e − C ′µχ
e

)
Λ3χλD

λα
a1

[q − p3] Ω4αβ D
βη
ρ+ [s21] r12η, (4.103)

que al simplificar, se tiene que:

Mµ
Er

(p3, p4, p1, p2) = −i e
(
Ce − C ′

e

)
Dρ+ [s21]Da1 [q − p3] r

β
12 Λµα

3 Ω4αβ. (4.104)

con

Ω4αβ = (q − p3) · s21 gαβ − (q − p3)β s21α. (4.105)

Note que la descripción de las amplitudes para este canal dependen de las constantes de

acoplamiento del mesón a1, espećıficamente de ga1ρπ y ga1ρ′π, aśı como del ancho de decai-

miento que puede ser tomado como una constante. La constante de acoplamiento ga1ρπ es

determinada de manera independiente (Ver Apéndice D) a través del decaimiento a1 → ρπ.

El correspondiente acoplamiento para ρ′, dada la falta de infromación experimental, es d́ıficil
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de estimar. Una manera de dar un posible valor es a través de un ajuste, es decir, dejarlo

como parámetro libre junto a β0 y estimar un posible valor. Otra posibilidad es haciendo la

hipótesis de que ga1ρπ = ga1ρ′π. Los valores para los acoplamientos restantes en estas ampli-

tudes, gρππ, gρ y gρ′ se conocen gracias al análisis realizado en el Cap. 3 y sus valores son

reportados en el Cuadro 3.6. Esto será relevante en el análisis de la sección eficaz total del

proceso de producción a cuatro piones.

4.3.6. Canal F

El sexto canal, denominado como Canal F involucra al mesón vectorial ρ (ρ′) y a los

mesones escalares σ (600) y f0(980) como estados intermedios que decaen a dos piones como

se ilustra en los diagramas de la Fig.4.7.

Figura 4.7: Diagramas de Feynman para el Canal C en el proceso de producción a 4π: ρ →
ρσ(f0) → 4π

Este canal, en particular, carece de intercambios de piones neutros y cargados ya que

provienen del mismo vértice y, además, se ha ignorado el vértice que involucra al mesón ρ0

a par de piones neutros. Por otra parte, la interacción entre una part́ıcula vectorial (V), una
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part́ıcula pseudo-escalar (P) y un escalar (S) está parametrizada por la Lagrangiana:

LS = gV1V2S V1µ V
ν
2 S + gSP1P2 S P1 P2, (4.106)

donde gV1V2S y gSP1P2 son las constantes de acoplamiento efectivas.

La descripción de las amplitudes para este canal se hace de manera individual partiendo por

el diagrama (a), Fig.4.7, y cuya la amplitud puede ser escrita como:

Mµ
Fσr

(p1, p2, p3, p4) = −i e
(
Cµα

σf − C ′µα
σf

)
Dσ[s24]Kαβ D

βη
ρ0 [s31] r31η (4.107)

donde se definen los siguientes términos:

Cµα
σf =

gσππ gρρσ gρππ
gρ

m2
ρ0 D

µα
ρ0 [q], C ′µα

σf =
gσππ gρ′ρσ gρππ

gρ′
m2

ρ′ D
µα
ρ′ [q],

Dσ[s24] =
1

s224 −m2
σ + imσ Γσ

, Kαβ = q · s31 gαβ − qβ s31α.

(4.108)

con Dσ[s24] asociado al propagador del pión.

Para simplificar la expresión dada en la ec. (4.3.6), se hace uso de la conservación de corriente

y la simetŕıa de isoesṕın. Esto permite cancelar las partes longitudinales de los propagadores

Dµα
ρ0 [q] y Dβη

ρ0 [s31]. La expresión simplificada es:

Mµ
Fσr

(p1, p2, p3, p4) = i e
(
Cσf − C ′

σf

)
Dσ[s24]Dρ0 [s31]K

µ
β r

β
31 (4.109)

donde ahora se tiene que:

Cσf =
gσππ gρρσ gρππ

gρ
m2

ρ0 Dρ0 [q], C ′
σf =

gσππ gρ′ρσ gρππ
gρ′

m2
ρ′ Dρ′ [q]. (4.110)

Note que la expresión anterior es invariante de norma por śı misma. Haciendo la contracción
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de la amplitud con qµ, se puede mostrar que:

qµMµ
Fσr

(pq, p2, p3, p4) ∝ qµK
µ
β r

β
31 =

(
q · s31 q · r31 − q · r31 q · s31

)
= 0. (4.111)

A partir de la relación de VMD, la constante de acoplamiento gρρσ = −(e/gρ) gρσγ (Ver

Apéndice D). Por otra parte, gρσγ = 0.63 ± 0,15 GeV−1 es determinada a través del proceso

de decaimiento ρ → σγ, mientras que gρ = 4,962 fue determinada a través del análisis del

Cap. 3, por lo que se puede determinar a la constante gρρσ sin problemas. La constante de

acoplamiento gσππ = 3.69 ± 1.6 puede ser determinada a través del proceso de decaimeinto

σ → ππ.

El caso para el diagrama (b), Fig.4.7, se trabaja de manera similar. Para este caso,

el mesón σ es remplazado por el mesón f0, lo que provoca remplazar el correspondiente

propagador y constantes de acoplamiento, es decir:

Mµ
Ff0r

(p1, p2, p3, p4) = −i e
(
Cµα

f0f
− C ′µα

f0f

)
Df0 [s24]Kαβ D

βη
ρ0 [s31] r31η, (4.112)

donde ahora se tiene que:

Cµα
f0f

=
gf0ππ gρρf0 gρππ

gρ
m2

ρ0 D
µα
ρ0 [q], C ′µα

f0f
=
gf0ππ gρ′ρf0 gρππ

gρ′
m2

ρ′ D
µα
ρ′ [q]. (4.113)

Usando los mismos argumentos que para el caso anterior, la amplitud se puede simplificar a

la expresión:

Mµ
Ff0

(p1, p2, p3, p4) = i e
(
Cf0f − C ′

f0f

)
Df0 [s24]Dρ0 [s31]K

µ
β r

β
31. (4.114)

con

Cf0f =
gf0ππ gρρf0 gρππ

gρ
m2

ρ0 Dρ0 [q], C ′
f0f

=
gf0ππ gρ′ρf0 gρππ

gρ′
m2

ρ′ Dρ′ [q], (4.115)
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y

Df0 [s24] =
1

s224 −m2
f0

+ imf0 Γf0

. (4.116)

Las correspondientes constantes de acoplamiento para el mesón f(980) se toman iguales a

las del mesón σ, lo cual podŕıa tener posibles efectos de grandes incertidumbres en la sección

eficaz en el régimen de bajas enerǵıas.

4.3.7. Canal G

Finalmente, el séptimo y último canal, denominado Canal G, que se considera en este

trabajo es uno no resonante para los mesones ρ y ρ′. Este canal viene mediado a través de la

emisión de dos piones por parte del fotón correspondiente a la parte leptónica, seguido por

la emisión de part́ıculas escalares como estados intermedios, σ o f0(980), las cuales decaen

finalmente a dos piones, ilustrado en la Fig.4.8.

Figura 4.8: Diagramas de Feynman para el Canal G del proceso de producción a 4π: ππ →
ππσ(f0) → 4π
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Note que la emisión de los piones neutros viene a partir del vértice particular con el

mesón escalar, esto limita a solo tener intercambio de piones cargados. Para el diagrama (a)

de la Fig.4.8, la amplitud puede ser escrita como:

Mµ
Gr

(p1, p2, p3, p4) = i e (gσππ)2Dσ(s42)
(q − 2 p1)

µ

(q − p1)2 −m2
π−
. (4.117)

Análogo al caso realizado en el Canal C, usando simetŕıa de isoesṕın, se tiene que: (q−p1)2−

m2
π− = x1 · q, con x1 = q−2 p1. Por lo que la simplificación para esta amplitud queda escrita

como:

Mµ
Gr(p1, p2, p3, p4) = i e (gσππ)2Dσ[s42]

x1
µ

x1 · q
. (4.118)

Bajo el intercambio de piones cargados, y siguiendo las mismas consideraciones anteriores

para el propagador del pión cargado, la amplitud del diagrama (b), Fig.4.8, queda escrita

como:

Mµ
Gr(p3, p2, p1, p4) = −i e (gσππ)2Dσ[s42]

x3
µ

x3 · q
, (4.119)

donde previamente se definió a x3 = q − 2 p3.

Note que las amplitudes individualmente no son invariantes de norma por śı mismas. Sin

embargo, la suma de ambas amplitudes śı crea una amplitud totalmente invariante de norma,

la cual queda escrita como:

Mµ
Gr

= i e (gσππ)2Dσ[s42]L
µ(x1, x3), (4.120)

con Dσ[s42] previamente definido en la ec. 4.108 y la estructura invariante Lµ(α, β) fue

definida en la ec. (4.73).

Ahora, existe la posibilidad que este canal pueda ser mediado por el mesón f0 (980)

como estado intermedio, ver Fig.4.8 diagramas (c-d). La descripción de los diagramas (c)

y (d) (intercambio de piones cargados) puede hacerse siguiendo la misma idea usada en la

descripción previa para de los diagramas (a) y (b). La diferencia principal radica en la modi-
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ficación en el propagador de las masas, ancho de decaimiento y constantes de acoplamiento

asociadas ahora al mesón f0. La suma de amplitudes de los diagramas (c) y (d) da como

resultado, otra vez, una amplitud invariante de norma, escrita como:

Mµ
G′

r
= i e (gf0ππ)2Df0 [s42]L

µ(x1, x3), (4.121)

con Df0 [s42] definido en la ec. (4.116). Nuevamente, como ya se menciono anteriormente, la

información de las constantes de acoplamiento y parámetros de los mesones escalares σ y f0

no está bien determinados a falta de información experimenta, lo que produce una fuente de

incertidumbre. Sin embargo, se espera que esta falta de precisión no afecte demasiado en la

predicción del MDM del mesón ρ, ya que se espera que estas contribuciones sean pequeñas

en comparación con las contribuciones de los canales previos.

Finalmente como nota para el lector, en este estudio se considera que el ancho de decai-

miento del mesón ρ(770) es dependiente de enerǵıa, es decir

Γρ(q
2) =

(√
q2
)−5 (

λ[q2, m2
π, m

2
π]
)3/2

m−5
ρ

(
λ[m2

ρ, m
2
π, m

2
π]
)3/2 Γρ, (4.122)

con λ[a, b, c] ≡ a2 + b2 + c2 − 2 a b− 2 a c− 2 b c. Esto en principio es valido para las demás

part́ıculas, no obstante para el caso del mesón ω, su ancho de decaimiento es demasiado

pequeño como para que pueda tener un efecto considerable. Para los mesones a1, σ y f0,

dadas las incertidumbres experimentales, los anchos de decaimiento están dados en términos

de ciertos rangos de enerǵıa, por lo que se toma un ancho promedio para estos mesones.

4.4. Sección eficaz del proceso e+ e− → 2 π0 π+ π−

El cálculo de la sección eficaz para los procesos de aniquilación e+e− → hadrones es

de suma importancia para el cálculo de las principales contribuciones hadrónicas a g − 2

del muón, ahadµ . Sin embargo, para el principal propósito de este trabajo, el cálculo de la
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sección eficaz del proceso e+(k+) e−(k−) → π+(p1)π
0(p2) π

−(p3) π
0(p4) es importante para

la determinación del MDM del mesón ρ.

Partiendo de la expresión dada en PDG [169], ec. (4.16), despreciando las masas de los

electrones (me = 0), la expresión para sección eficaz puede definirse como:

d σ =
(2π)4 |MT |2

4
√

(k+ · k−)2
δ4

(
q −

n∑
i=1

pi

) n∏
i=1

d3pi
(2π)3 2Ei

. (4.123)

donde el cuadrado de la amplitud |MT |2 está definido a partir de la expresión:

|MT |2 =
1

s2
lµν h

µν . (4.124)

El factor 1/s2 viene a partir de la expresión del propagador de fotón, mientras que el término

hµν = Jµ Jν† es el tensor asociado a la parte hadrónica. Por otro lado, lµν es el tensor asociado

a la parte leptónica, definido por la expresión:

lµν = lµ l
†
ν = e2

(
k+µ k−ν + k−µ k+ν −

q2

2
gµν

)
. (4.125)

Note que la parte hadrónica tiene que considerar a todas las amplitudes de los siete dife-

rentes canales descritos con anterioridad. Aśı, la amplitud al cuadrado |MT |2 considera las

amplitudes al cuadrado de los diferentes canales más las interferencias de los mismos.

Por otra parte, la elección de las variables cinemáticas esta basada en la Ref.[273], donde

se trabaja el espacio fase covariente a n cuerpos, el cual se resume en el Apéndice D. Para el

caso n = 4, es necesario multiplicar la expresión de la sección eficaz por un factor estad́ıstico

igual a 1
(2π)12

. Esto hace que la expresión obtenida para la sección eficaz a partir de la

Ref. [273] coincida con la expresión dada en PDG, ec. (4.123) para un proceso de dispersión

a cuatro cuerpos. En términos de las variables cinemáticas, la expresión utilizada para la
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sección eficaz total puede escribirse como:

σ(s) =

∫ s1+

s1−

ds1

∫ s2+

s2−

ds2

∫ u1+

u1−

du1

∫ u2+

u2−

du2

∫ t0+

t0−

dt0,

∫ t1+

t1−

dt1

∫ t2+

t2−

dt2

× |M|2

4 (2π)8
√

(k+ · k−)2
FEF.

(4.126)

Las expresiones para los ĺımites de las variables t2, t1, t0, u2, u1, s2 y s1 y el factor de espacio

fase FEF se muestran expĺıcitamente en el Apéndice C, Sec. C.7, las cuales están basadas

en la cinemática dada en la Ref.[273].

Los resultados para la sección eficaz de este proceso, ec. (4.126), se obtienen a través de

la integración numérica en FORTRAN con ayuda de la sub-rutina Vegas [246]. Sin embargo,

está integración numérica solo puede hacerse si se conocen todos los parámetros involucrados

en la sección eficaz, provenientes de los diferentes canales del proceso e+ e− → 2π0π+π−. Por

lo que, surge la necesidad de conocer una serie de constantes de acoplamiento, sumado al

hecho que la descripción del proceso incluye al mesón ρ′. Sin embargo, aqúı se vuelve relevante

el análisis realizado en el Cap. 3, ya que muchos de los valores numéricos para una serie de

acoplamientos fueron obtenidos (Ver Cuadros 3.7 y 3.6). Por otro lado, las constantes de

acoplamiento que involucran a los mesones a1, σ y f0 se han calculado de manera individual

(Ver Apéndice D). Se puede decir entonces que la obtención de un resultado numérico para

la sección eficaz total del proceso se puede realizar satisfactoriamente. A continuación se

mostrarán algunos de los resultados obtenidos.

4.4.1. Sección eficaz para los canales A, B y C del proceso e+e− →

2 π0π+π−

Dados los datos experimentales publicados por BABAR [136] para la sección eficaz el

proceso e+e− → 2π0π+π−, uno puede comparar las contribuciones que tienen los diferentes

canales descritos anteriormente. El primer resultado que se muestra es la contribución de

los canales mediados a través del mesón ρ. Esta contribución está construida a partir de
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las amplitudes de los canales A, B y C, resumidas en las ecs. (4.72) y (4.75), donde se

ha dejado a β0 como parámetro libre. En el trabajo de Czyz ,et.al. [276], muestran cual

es la contribución de su denominado canal ρ en comparación con los datos preliminares

de BABAR [16] para la sección eficaz del proceso de producción a cuatro piones. En su

aproximación, utilizan una especie de constante de acoplamiento global, la cual se ajusta a

los datos experimentales aśı como los anchos de decaimiento para los mesones ρ y ρ′. Por

otra parte, en el trabajo de y Gudiño et. al. [15], la descripción del proceso a cuatro piones

se hace bajo el contexto de VMD, algo similar al presentado en este trabajo. Sin embargo, se

tomaron como referencia a los datos experimentales preliminares de BABAR [16]. Además,

las constantes de acoplamiento para el mesón ρ′ han sido fijadas bajo la hipótesis de que

las razones de las constantes de acoplamiento anulan la información de la resonancia a

la que perteneces y por tanto son iguales a las del mesón ρ. El resto de las constantes

de acoplamiento involucras en esta contribución fueron calculadas a partir de evaluaciones

individuales para decaimientos del mesón ρ. Por tanto, los resultados aqúı mostrados no

pueden ser directamente comparables con los trabajos antes menciondos ya que, en primer

lugar y como punto relevante a lo largo de este trabajo, los valores de las constantes de

acoplamiento se ha fijado a partir de un análisis que involucra un cierto número de procesos

de decaimiento y secciones eficaces (Ver Cap. 3). Luego, se ha mostrado que en conjunto,

los canales A, B y C forman una amplitud invariante de norma, por lo que su contribución

individual a la sección eficaz total no puede ser mostrada. En la Fig. 4.9, se muestra el

resultado teórico obtenido para la contribución de los canales A, B y C a la sección eficaz

total del proceso e+e− → 2π0π+π− para valores de β0 = 1, 2 y 3, esto con la finalidad de

mostrar que tan sensible es esta observable al dicho parámetro. Note que la contribución de

los canales A, B y C se vuelve relevante a partir de enerǵıas aproximadas
√
s > 1.3 GeV.

Además, note que el valor más óptimo a considerar en la descripción del proceso para el

parámetro libre es β0 = 2, ya que su contribución se ajusta mejor a la descripción de los

datos experimentales a partir de
√
s > 1.6. Esto es importante, ya que se espera que esta
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Figura 4.9: Contribución de los canales A, B (con β0 = 1, 2, 3) y C a la sección eficaz total del
proceso e+ e− → 2π0π+π− comparado respecto a los datos experimentales de BABAR [17].

contribución cobra relevancia en la descripción de la sección eficaz total a partir de ese rango

de enerǵıa. Las contribuciones para los casos β0 = 1 y 3 muestran la sensibilidad de está

observable al parámetro β0. Por un lado, la contribución a β0 = 1 queda muy por debajo de

los datos experimentales, mientras que la contribucón obtenida a β = 3 queda por encima

de los datos experimentales a enerǵıas superiores de
√
s > 1.6. Este punto es interesante, ya

que nos dice que el ajuste al valor de β0 debe estar alrededor de dos, y por lo mencionado

anteriormente, se sabe que β0 esta directamente relacionado con el MDM del mesón ρ.

4.4.2. Sección eficaz para el proceso e+e− → 2 π0 π+ π− a través del

mesón ω

El denominado Canla D es aquel cuya contribución esta mediada a través del mesón ω.

Las amplitudes que describen este canal estan dadas en las ecs. (4.83) y (4.86), las cuales

quedan determinadas por una serie de constantes de acoplamientos; gωρπ, gωρ′π, gρ, gρ′ , gρππ,

gρ′ππ, g3π y aśı como de la fase relativa entre los mesones ρ y ρ′, asociada al valor del ángulo
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θ. Gracias al análisis realizado en Cap.3, todos los valores para estas constantes de acopla-

mientos han sido determinados a través de diferentes modos de decaimiento, primeramente

insensibles al mesón ρ′, y luego con la inclusión del decaimiento ω → 3π, se incluyen las

contribuciones del mesón ρ′ y el término de contacto (proporcional al acoplamiento g3π). La

inclusión de la información para las secciones eficaces de los procesos e+ e− → 3π (medida

por SND [251], CMD2 [92], BABAR [88] y BESII [252]) y el proceso e+ e− → ω π → 2 π0 γ

(medida por SND [250, 253, 254] y CDM2 [255]), se volvió relevante para la obtención de

los resultados presentados en los Cuadros 3.6 y 3.7. Tomando las expresiones dadas en las

ecs. (4.83) y (4.86), uno puede calcular la sección eficaz del proceso e+e− → 2π0π+π− a

través del canal del mesón ω ( con ayuda de la cinemática dada en el Apéndice D).

Figura 4.10: Mediciones de la sección eficaz para el proceso e+e− → ωπ0 → π+π−2π0 de diferentes
experimentos ( BABAR [17], SND [250, 253, 254] y CMD2 [255]) como función de la enerǵıa del
centro de masa ECM con incertidumbres estáticas. Los datos medidos en otras desintegraciones
distintas de ω → π+π−π0 se escalan por el apropiado branching ratio. La ĺınea sólida azul corres-
ponde a la evaluación del modelo considerando los valores para parámetros dados en el Cuadro
3.7, mientras que la ĺınea negra punteada corresponde a la evaluación del modelo considerando los
valores de los parámetros dados en el Cuadro 3.6.

En la Fig.4.10, se muestran los resultados teóricos encontrados usando los valores para las
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constantes de acoplamiento conocidas, Cuadros 3.6 (ĺınea entrecortada) y 3.7 (ĺınea solida).

También se muestra el conjunto de datos experimentales presentados por BABAR [17]. Los

datos para SND [250, 253, 254] y CMD2[255] corresponden a datos escalados ya que fueron

obtenidos a partir de la medición de la sección eficaz para el proceso e+e− → ππγ. Observe

que existe una buena descripción de los datos utilizando cualquiera de los dos conjuntos

de parámetros. También se muestra la contribución del mesón ρ′ (ĺınea discontinua verde)

para ilustrar su relevancia, ya que juega un papel importante, no trivial, para el término

de interferencia, la fase θ, y por tanto para explicar adecuadamente los datos. Por otra

parte, también se muestra la contribución no resonante (g3π) procedente de la desintegración

del mesón ω (término de contacto), la cual puede verse afectada por el procedimiento de

sustracción del fondo seguido por los experimentos. Es importante mencionar que este canal

juega un papel importante en la descripción de la sección eficaz total del proceso e+e− →

2π0 π+ π− total [17], ya que se trata de la contribución dominante a bajas enerǵıas de la

cual se podŕıa extarer infromación relevante.

Figura 4.11: Contribución de los canales A, B (con β0 = 2,), C y D a la sección eficaz total del
proceso e+ e− → 2π0π+π− comparados respecto a los datos experimentales de BABAR [17].

Tomando como referencia el valor β0 = 2, en la Fig. 4.11, se muestra la contribución que
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resulta de a partir de los canales A, B, C y D. Note que parece que la descripción bajo VMD

de estos cuatro primeros canales es adecuada para describir de forma adecuada la sección

eficaz experimental del proceso e+e− → 2π0π+π−. Sin embargo, es evidente que es necesario

incluir la contribución de los canales restantes (E, F y G). Dicha contribución se espera sea

pequeña pero relevante en la descripción de los datos experimentales.

4.4.3. Resultados para la sección eficaz total.

Ahora, es necesario presentar los resultados para la sección eficaz total. En la Fig.4.12,

se muestra la sección eficaz individual obtenida para los diferentes canales junto a la con-

tribución total proveniente de la suma de todos los canales (considerando las diferentes

interferencias entre ellos). Para el caso de los canales A, B y C, ya se ha mencionado que

la descripción para el caso particular β0 = 2 se asemeja más a los datos experimentales

dentro del rango de enerǵıa
√
s > 1.6 GeV. Dado que estos son los canales que contribuyen

más a altás enerǵıas, el resultado de la interferencia con otros canales no tiene variaciones

considerables. También se ha mostrado que la contribución del mesón ω, Canal D, tiene

relevancia en el régimen de bajas enerǵıas y que la contribución de los mesones ρ y ρ′ tiene

una interferencia destructiva, ya que la sección eficaz para este canal decae rápidamente

hasta alcanzar un mı́nimo.

Los canales que presentan mayores incertidumbres son aquellos que involucran a los me-

sones a1, σ y f0, es decir, los canales E, F y G. Primeramente porque los parámetros de

los mismos (masa puntual y ancho de decaimiento) no están bien establecidos experimental-

mente. Por ejemplo, para el caso del mesón σ(600), en PDG [169], la masa queda establecida

en un rango de enerǵıa alrededor de los 400-600 MeV, mientas que su ancho de decaimiento

esta establecido alrededor de 100-800 MeV. Para el caso del mesón a1(1260), a pesar de que

se tiene una masa puntual de 1230±40 MeV, la incertidumbre en el ancho de decaimiento es

relevante, ya que tiene un rango de enerǵıa que va de 250-600 MeV y lo mismo sucede en el

caso del mesón f0(980), donde la masa puntual es de 990± 20 pero su ancho de decaimiento
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varia en el rango de 10-100 MeV. Por esta razón es que se han tomando como valores de

referencia a las masas promedio y anchos de decaimiento promedio para dichos mesones; a1,

σ y f0.

Por otra parte, las constantes de acoplamiento que involucran a los mesones ρ, a1, σ y f0,

han sido calculadas individualmente (Ver Apéndice E). Sin embargo, a falta de información

experimental para los diferentes modos de decaimiento de los mesones σ, a1, f0 y ρ′ hace que

no todas las constantes de acoplamiento puedan ser determinadas a partir de los principios

de VMD. Una solución que se ha propuesto es que algunas de ellas sean iguales a otras, por

ejemplo, las constantes de acoplamiento que involucran al mesón f0 con otros mesones se

han tomado iguales a las del mesón σ. También aquellas que involucran a los mesones ρ′ y a1

son tomadas iguales a aquellas que involucran a ρ y a1. Una alternativa factible para evitar

estas suposiciones seŕıa dejarlos como parámetros libres y ajustarlas junto con el parámetro

β0 a los datos experimentales de la sección eficaz total del proceso e+e− → 2π0π+π−.

Figura 4.12: Resultado para las diferentes secciones eficaces para los diferentes canales que invo-
lucran a los mesones ρ, ρ′, ω, a1, σ y f0 (La contribución del mesón ρ se resume en los canales A,
B (β0 = 2) y C que en conjunto forman una amplitud invariante de norma) para la descripción del
del proceso e+ e− → 2π0π+π−. Los resultados son comparados respecto a los datos experimentales
de BABAR [17]
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El resultado final para la sección eficaz total del proceso e+e− → 2π0π+π− se muestra

en la Fig. 4.13. Justo como se puede observar, el resultado para la sección eficaz es sensible

al cambio en el valor del parámetro β0, análogo a lo observado en los canales A, B y C

mostrados con anterioridad.

Figura 4.13: Resultados para la sección eficaz total del proceso e+e− → 2π0π+π−, obtenida a
partir de la suma de todos los canales presentados a lo largo de este trabajo que son necesarios
en la descripción del proceso. Dichos resultados son comparados con los datos experimentales de
BABAR [17].

En la Fig. anterior se puede ver que la elección β0 = 2.1 reproduce dentro de las barras

de error los resultados experimentales. Sin embargo existen pequeñas diferencias que no se

entienden del todo, por ejemplo: la brecha que existe alrededor de s = 1.2 GeV, la predicción

teórica no se ajusta del todo a los datos experimentales, lo mismo sucede alrededor de s = 1.6

GeV. Se podŕıa pensar que la diferencia se debe a efectos de otras resonancias que no se

incluyen dentro de este análisis, ya sea en conjunto con los mesones ρ, ρ′ provenientes del

fotón o en lugares como el decaimiento del mesón ω a un mesón ρ y un π en el canala del

mesón ω (Canal D), ya que la interferencia de estas resonancias podŕıa ser considerable y

mejorar los resultados en esta región.

En la Fig. 4.14, se muestra la región de baja enerǵıa, < 1 GeV, donde se puede observar
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que los datos experimentales son bien reproducidos bajo los resultados obtenidos a partir de

nuestra descripción del proceso e+e− → 2 π0 π+π−.

Figura 4.14: Resultado preliminar para la sección eficaz del proceso e+ e− → 2π0 π+ π− obtenida
para la región de bajas enerǵıas, de 0.6 a 1.1 GeV, en comparación con los resultados experimentales
de BABAR [17]

4.5. Factor de Forma eléctrico y el MDM

Se sabe que la magnitud del momento dipolar magnético está directamente relacionada

al parámetro β0 en unidades de e
2m2

ρ
. Sin embargo, para garantizar que dicho parámetro

esté en unidades de carga eléctrica e adecuadas, es necesario renormalizar. Esto se consigue

con ayuda del factor de forma de carga eléctrica para el mesón ρ, (Fρ(q
2)). Esté factor se

obtiene a través de las reglas de Feynman utilizadas en la descripción del Canal B, ec. (4.39).

Utilizando sólo el primer término del vértice entre los tres mesones ρ, se tiene que:

Fρ (q2) =
gρππm

2
ρ

gρ

1

q2 −m2
ρ + imρ Γρ(q)

−
gρ′ππm

2
ρ′

gρ′

1

q2 −m2
ρ′ + imρ′ Γρ′(q)

. (4.127)
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Está expresión debe cumplir con la condición de que en el ĺımite q2 → 0, Fρ(q
2) → −1; lo

cual nos dice que la relación entre las constantes de acoplamiento es:

gρππ
gρ

− gρ′ππ
gρ′

= 1. (4.128)

Usando los valores encontrados en el Cap. 3, Tabla 3.6, la igualdad mostrada en la ec.

4.128 no se cumple ya que el lado derecho de dicha expresión es igual a 0.772. Por tanto,

es necesario hacer una renormalización al grupo de canales A, B y C, que en conjunto son

invariantes de norma. Esto garantiza que la carga eléctrica sea exactamente igual a 1 y,

por tanto, el parámetro β0, aśı como los demás multipolos, estén en unidades de carga e

correctas. Por lo tanto, considerando el valor β = 2.1 usado en la descripción de la sección

eficaz, se tiene que:

|µ| =
1

0.772
β0 =

1

0.772
(2.1) = 2.72

[ e

2mρ

]
. (4.129)

Este es el resultado obtenido para el momento dipolar magnético del mesón ρ, consideran-

do los valores centrales para todas las constantes de acoplamiento involucradas aśı como

los valores puntuales de las diferentes masas de las part́ıculas involucradas en los diferen-

tes canales que conforman la descripción del proceso e+ e− → 2 π0π+π−. Las conclusiones

generales para este caṕıtulo serán presentadas en el Cap. 6.
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Caṕıtulo 5

Decaimiento τ− → π−π0ντγ y el MDM

del muón (g − 2)

En este caṕıtulo, se hace la descripción del proceso de decaimiento τ− → π−π0ντγ, fijando

especialmente la atención a la parte dependiente del modelo. Luego, se calcula el factor de correc-

ción electromagnético GEM(t) dentro de la región definida por las incertidumbres de los parámetros

involucrados y posteriormente se obtiene la correspondiente contribución a ∆aHVP,LO
µ .

Como ya se mencionó anteriormente en la Introducción de este trabajo, el momento

dipolar magnético del muón es un escenario interesante en el que la precisión experimental y

teórica se encuentran actualmente bajo un gran escrutinio. En abril del 2021, el experimento

g-2 del Fermilab E898 [18-21] publicó su primer resultado para momento magnético del

muón aµ ≡ (gµ − 2)/2 basado en los datos de Run-1. Cuando se combina esté resultado

con la medición anterior del experimento E821 (BNL)[22], el resultando tiene una tensión

de 4.2σ respecto al valor teórico reportado en el White Paper [12] de la Iniciativa Teórica

Muon g − 2 [14]. Sin embargo, el tema no termina aqúı, el nuevo resultado de FNAL en

Fermilab correspondiente a los datos de Run-1/2/3 [23], al comparar con la predicción del

2020 [12], arroja una discrepancia de 5 σ uno respecto al otro. No obstante, aún se espera

155



un aumento significativo de la estad́ıstica, lo que exige un esfuerzo teórico para llegar a un

manejo sólido de las diferentes contribuciones. Por otra parte, se sabe que la contribución

hadrónica principal viene a través de la polarización de vaćıo (HVP,LO), que presenta las

mayores incertidumbres y las cuales son del mismo orden que las experimentales, por lo

que una mejor descripción teórica es de suma importancia. Además, se ha mencionado que

la determinación de está contribución suele definirse en términos de un enfoque dispersivo

que utiliza datos de procesos e+ e− [12, 14]. También se ha mencionado previamente que

los cálculos realizados en lattice están alcanzando cierta región de precisión, aunque todav́ıa

existen diferencias en las predicciones que hay que comprender [63]. Por tanto, se espera que

los futuros experimentos para g − 2 en J-PARC [60], PSI [61] y Fermilab [62] den un paso

significativo dentro de esta contribución particular.

Por otra parte, la estimación del momento dipolar magnético del muón basada en datos

del leptón τ−, requiere de la incorporación de las correcciones de todas las contribuciones

que rompen la hipótesis de CVC. En particular, para determinar la contribución hadrónica

principal, aHVP,LO
µ , determinada a partir del modo de decaimiento a dos piones, se requiere

incorporar a la corrección ∆aµ todas las fuentes de rompimiento de isoesṕınRIB(t). Está tiene

en cuenta las correcciones de: espacio fase, radiación del estado final, electromagnética y la

corrección debida a los factores de forma. También se deben tomar en cuanta las correcciones

electro-débiles de cortas distancias SEW [74-78]. Dichas correcciones han sido calculadas

anteriormente [13], y se sabe que la principal fuente de incertidumbre procede de la relación

entre los factores de forma [79, 80] y del término asociado a la corrección electromagnético

[13]. Es por esta razón que esta parte del trabajo está centrada en la obtención una de

estas correcciones, la electromagnética, a través del decaimiento τ− → π+π−ντγ (no visto

experimentalmente). Debido a la falta de información experimental, está debe es estimada

teóricamente.

En la descripción de este decaimiento a través de la aproximación quiral (ChPT) a

orden O(p4) [3, 4], se obtuvo que la contribución de la corrección electromagnética para
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∆ a
(HV P,LO)
µ es del orden de −10×10−11. Sin embargo, más recientemente, bajo una descrip-

ción quiral con resonancias [7] se ha encontrado que la contribución puede ser del orden de

(−15.9+5.7
−16.0)×10−11 a O(p4) y de (−76±46)×10−11 a O(p6), lo cual confirma las estimaciones

previas al correspondiente orden O(p4), pero a orden O(p6), se tiene una gran contribución

dependiente del modelo utilizado, con grandes incertidumbres. Una descripción del decai-

miento τ− → π−π0ντ l
+l−, bajo la misma aproximación quiral, se ha realizado para estudiar

la masa invariante del di-leptón, mostrando los efectos de la contribución dependiente de

modelo [290]. Por otro lado, también se cuenta con una descripción para el decaimiento

τ− → π−π0ντγ basado en la aproximación de VMD, en la cual se encontró y se menciona

que la parte dependiente del modelo puede ser relevante en ciertas observables como: el es-

pectro del fotón y en la distribución del invariante de masa del dipión [8, 9]. Además de que

se identificó como fuente principal al mesón ω como estado intermedio. Tras la inclusión de

las correcciones virtuales, una parametrización para el factor electromagnético fue obtenida,

lo que dio lugar a una contribución para ∆ aHVP,LO
µ de −37 × 10−11 [8]. Un análisis exhaus-

tivo nuevamente considerando los datos experimentales para el decaimiento del leptón τ− a

dos piones es necesario. Por ello, en esta parte del trabajo se hace una nueva revisión del

decaimiento τ− → π−π0ντγ, siguiendo la misma ĺınea de trabajo como en las Refs. [8, 9],

poniendo especial atención a la parte dependiente de modelo donde además, como se discute

más adelante, se incluye la contribución del mesón ρ′. Por otra parte, el momento di-polar

del mesón del mesón ρ y los acoplamientos entre los mesones ρ, ρ′, ω y π son relevantes

en la descripción del proceso τ− → π−π0ντγ. Estos son parámetros libres cuyos valores ya

han sido obtenidos previamente en el Cap. 3. Por otro lado, para mostrar la contribución de

la parte dependiente de modelo en otras observables, se calcula la distribución de la masa

invariante de di-mesón (además de la distribución angular), eligiendo una enerǵıa de corte

para el fotón apropiada y un valor preciso para el acoplamiento gωρπ. Luego, el factor de

corrección radiativa para el decaimiento τ− → π−π0ντ , GEM(t), es calculado dentro de la re-

gión definida por las incertidumbres de dichos parámetros y la correspondiente contribución
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para ∆ aHV P,LO
µ es obtenida. Al final se presenta una discusión sobre los resultados.

5.1. Decaimiento τ− → π−π0ντγ

Estableciendo la notación: τ−(P ) → π−(p−) π0(p0) ντ (q) γ(k, ϵ⋆) para la descripción del

proceso radiativo, donde los correspondientes cuadrimomentos están escritos entre parénte-

sis y ϵ⋆ es el correspondiente tensor de polarización del fotón. Definiendo ciertas variables

auxiliares en términos de los cuadrimomentos: Q ≡ p0− p−, k− ≡ p− + p0, k+ ≡ k− +k y las

variables invariantes t = k2− = (p0 + p−)2 y t′ = k2+ = (k− + k)2 = t + 2k− · k. La amplitud

total, en el ĺımite de simetŕıa de isoesṕın (mπ− = mπ0), para el proceso de decaimiento

radiativo τ− → π− π0 ντ γ puede ser escrita de forma general como [4, 291]:

M = eGF V
⋆
ud ϵ

⋆ µ
[
Fν ū(q) γν (1 − γ5) (mτ + /P − /k) γµ u(P )

+ (Vµν − Aµν) ū(q) γν (1 − γ5)u(P )
]
,

(5.1)

donde la primera ĺınea corresponde a la radiación del leptón τ− y Fν = Qν
f+[t]
2P ·k , siendo f+[t]

el factor de forma hadrónico definido a través del elemento de matriz ⟨π0 π−|d̄ γµ u|0⟩ =

f+[t] (p− − p0)
µ. La invariancia de norma (ϵµ → ϵµ + kµ) implica las identidades de Ward

kµ Vµν = (p− − p0)ν f+[t], kµAµν = 0. (5.2)

Los tensores Vµν y Aµν , corresponden a las contribuciones Vectorial y Axial de la transición

W− → π− π0 γ respectivamente. Imponiendo la ec. (5.2) y la invarincia de Lorentz, se tiene

la siguiente expresión para el tensor Vectorial Vµν dependiente de estructura:

Vµν = −f+[t′]
p−µ

p− · k
(Q− k)ν − f+[t′] gµν +

f+[t′] − f+[t]

k− · k
k−µQν + V̂µν , (5.3)
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con

V̂µν ≡ v1 p− · k Fµν [p−] + v2 p0 · k Fµν [p0]

+ v3 p0 · k p− · k Lµ(p−, p0) p−ν + v4 p0 · k p− · k Lµ(p−, p0) k+ν ,

mientras que la parte axial queda definida por el tensor

Aµν = i a1 ϵµνρσQ
ρ kσ + i a2 k+ν ϵµλρσ k

λ pρ− p
σ
0

+ i a3 ϵµνρσ k
ρ kσ+ + i a4 (p0 + k)ν ϵµλρσ k

λ pρ− p
σ
0 ,

donde, otra vez, se hace uso de las estructuras invariantes de norma Fµν [p] y Lµ(α, β) defi-

nidas anteriormente en las ecs. (4.35) y (4.73) del Cap.4, respectivamente. Las estructuras

tensoriales Vµν y Aµν dependen de los factores de forma vectoriales (vi) y axiales (ai) res-

pectivamente. Tomando en cuenta de que t′ = (P − q)2 = t+ 2 k− ·k, el teorema de Low [11]

manifiesta que:

Vµν = −f+[t]
p−µ

p− · k
Qν − f+[t]Fµν [p−] + 2

d f+[t]

d t
p0 · k Lµ(p0, p−)Qν . (5.4)

5.1.1. Amplitud de decaimiento en el contexto de VMD

La amplitud para el proceso radiativo τ → π−π0ντγ en el contexto de VMD se obtiene

de forma similar a como se hizo en las Refs. [8, 9]. La única y principal diferencia es la forma

en la que se trabaja para exhibir la invariancia de norma expĺıcitamente, aislando la parte

que contribuye a la identidad de Ward en el vértice ρργ y cómo contribuyen a la estructura

general de la ec.(5.1). En la Fig. 5.1, se muestran los diagramas que contribuyen a la parte

sin estructura independiente y dependiente de modelo. Las amplitudes pueden ser descritas

individualmente como:

159



Radiación del leptón τ

La amplitud para la radiación del leptón τ−, diagrama (a) de la Fig.5.1, puede escribirse

como:

M(a) = i
eGF V

⋆
ud√

2
gρππ GρQλD

χλ
ρ [k−] ū(q)γχ (1 − γ5)

1

/P − /k −mτ

/ϵ⋆u(P ), (5.5)

donde, Dµν
ρ [k−] representa al propagador del mesón ρ, gρππ es el acoplamiento ρ− π− π, Gρ

es el acoplamiento débil determinado a partir del acoplamiento W −ρ, GF es la constante de

Fermi y V ⋆
ud es el correspondiente elemento de matriz CKM. Después de desarrollar algunos

términos, la amplitud puede ser escrita como:

M(a) = −i C Qλ

[
Dχλ

ρ [k−]
P · ϵ
P · k︸ ︷︷ ︸

a1

−Dαλ
ρ [k−]

1

2P · k
(
kα ϵ

χ − ϵα k
χ + i kβ ϵµ ϵχαβµ

)︸ ︷︷ ︸
a2

]
lχ,

donde C ≡ eGF V ⋆
ud√

2
gρππ Gρ, y la corriente leptónica queda definida por la expresión: lχ ≡

ū(q) γχ (1 − γ5)u(P ). Los términos etiquetados como a2 son invariantes de norma por śı

mismos, mientras que los términos etiquetados como a1 necesitan de una combinación de

otros términos para ser invariante de norma.

Radiación del estado intermedio ρ

El diagrama (b) de la Fig.5.1 muestra la emisión del fotón a partir del estado intermedio,

mesón ρ. Esta contribución contiene la información de la estructura electromagnética del

vértice ρργ, en particular la información del momento dipolar magnético del mesón ρ justo

como se ha visto en el Cap. 4, el cual contribuye a la parte dependiente de modelo. La

amplitud correspondiente para este diagrama queda escrita como:

M(b) = −C QλD
νλ
ρ [k−] Γαµν ϵ

⋆αDχµ
ρ [k+] lχ, (5.6)
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Figura 5.1: Principales diagramas que contribuyen a la parte sin estructura independiente y
dependiente de modelo para el decaimiento τ− → π− π0 ντ γ.

donde Γαµν es el vértice electromagnético ρργ, con la carga eléctrica e factorizada. Por lo

visto en el Cap. 4, Sec. 4.3, se sabe que este vértice debe cumplir con la identidad de Ward:

kα Γαµν =
[
iDρ

µν [k+]
]−1

−
[
iDρ

µν [k−]
]−1

. (5.7)

Bajo la inclusión de correcciones absortivas al vértice electromagnético y propagador, en el

ĺımite quiral (para las part́ıculas en el lazo): Γαµν = (1+ iγ) Γ0
αµν con γ ≡ Γ

mρ
y Γ0

αµν definido

para este caso como:

Γ0
αµν = (k+ + k−)α gµν + β0 (kµ gνα − kν gαµ) − k+µ gνα − k−ν gαµ, (5.8)

el cual esta escrito en términos de los correspondientes cuadrimomentos que describen a este

proceso en particular, con β(0) el momento dipolar magnético del mesón ρ en unidades de

e/2mρ. El valor canónico del MDM usado para part́ıculas sin estructura como el bosón W
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es β0 = 2. En el Cap. 4 se ha mostrado que el valor encontrado para µρ, aśı como para las

diferentes predicciones teóricas inspirados en QCD, Cuadro 1.2, apuntan a un valor alrede-

dor de ese orden para el mesón ρ.

Por otra parte, es necesario trabajar la relación entre el vértice electromagnético y los pro-

pagadores para hacer expĺıcita la invariancia de norma de la amplitud. Los detalles pueden

parecer irrelevantes, ya que las reglas de Feynman correspondientes se construyeron siguien-

do esa condición. Sin embargo, es de interés mostrar cuales son las partes independientes y

dependientes de modelo. Dado que el momento dipolar magnético entra en la parte depen-

diente de modelo, la parte independiente se puede aislar y se puede dejar como parámetro

libre al MDM del mesón ρ. Esto se hace con la idea de observar sus posibles efectos en las

observables del proceso. Partiendo de la identidad de Ward, ec. (5.7), se puede mostrar que

la diferencia de propagadores inversos es igual a:

[
iDρ

µν [k+]
]−1

−
[
iDρ

µν [k−]
]−1

= (1 + iγ)
[
gµν (k+ + k−) · k − k+µ k+ν + k−µ k−ν

]
. (5.9)

Sin embargo, en la amplitud M(b), se tiene la estructura ϵαΓαµν , la cual puede ser escrita de

la siguiente manera:

ϵα Γαµν =
k+ · ϵ
k+ · k

[[
iDρ

µν [k+]
]−1

−
[
iDρ

µν [k−]
]−1]

+ (1 + iγ)
[
− ϵα Fαν [k+] k+µ − ϵα Fαµ[k−] k−ν + ϵα β0

(
kµ gνα − kν gµα)

]
.

(5.10)

Al sustituir en la amplitud M(b) y hacer las correspondientes simplificaciones, la amplitud

queda escrita como:

M(b) = i C Qλ
k+ · ϵ
k+ · k

[
Dχλ

ρ [k−] −Dχλ
ρ [k+]

]
lχ − C (1 + iγ)QλD

νλ
ρ [k−]

×
[
− ϵα Fαν [k+] k+µ − ϵα Fαµ[k−] k−ν + ϵα β0 (kµ gνα − kν gµα)

]
Dχµ

ρ [k+] lχ.

(5.11)
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Radiación del pión

La amplitud que describe la radiación proveniente del pión cargado, diagrama (c) en

Fig.5.1, puede escribirse de la siguiente forma:

M(c) = i C
p− · ϵ
p− · k

(Q− k)λD
χλ
ρ [k+] lχ. (5.12)

Término de contacto

La amplitud del término de contacto, diagrama (d), Fig.5.1, queda descrita por la expre-

sión :

M(d) = i C ϵλD
χλ
ρ [k+] lχ. (5.13)

Las amplitud que resulta de la combinación de las amplitudes para los diagramas (a)-(d),

Fig. 5.1, se puede escribir de forma general como:

M1 = eGF V
∗
udϵ

∗µ
{
f+[t]Lµ(p, p−)Qν +

(
f+[t′] − f+[t]

)
Lµ(k+, p−)Qν

− f+[t]

2P · k

[
Fµν [Q]Q · k + i Qα kβ ϵναβµ

]
− f+[t′]Fµν [p−] + V̂µν

}
lν ,

(5.14)

donde se ha hecho uso de la relación Gρ gρππ/
√

2 = m2
ρ y lν ≡ ū(q) γν (1− γ5)u(P ). Por otro

lado, como se vio anteriormente, la estructura V̂µν , ec. (5.4), queda determinada a partir de

los factores de forma vi’s, los cuales, para este modelo, están definidos como:

v1 = −v2 = β0
[f+[t′] − f+[t]]

2 k− · k
, v3 = 0,

v4 = 2
(β0

2
− 1

)(1 + iγ)

m2
ρ

(
f+[t′] − f+[t]

)
k− · k

,

Es importante mencionar que aqúı se ha usado la forma más sencilla para definir el factor de

forma, es decir, f+[t] ≡ fρ[t] = m2
ρ/(m

2
ρ − t − iγt), con γ ≡ Γρ(t)/mρ. Además, se satisface

la relación: (f+[t′]−f+[t])
2 k−·k = (1 + iγ) f+[t] f+[t′]

m2
ρ

. Por otra parte, los factores vi provienen de la

emisión del fotón a través del mesón ρ, ya que son proporcionales a β0, y a los términos
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fuera de capa de masa del mesón ρ. Además, el valor β0 = 2 muestra la propiedad de hacer

v4 nulo. Aunque β0 es un parámetro libre para un estado compuesto como lo es el mesón ρ,

este valor particular de β0 = 2 se predice para el momento dipolar del bosón de norma W ,

y normalmente se toma como base para este tipo de cálculos.

La identificación de la parte independiente de modelo, de acuerdo con el teorema de Low [11],

se hace tomando solamente las contribuciones de orden O(k−1) y O(k0). Aśı, la amplitud de

Low queda definida como:

MLow = eGF V
∗
ud ϵ

µ
{
f+[t]Lµ(P, p−)Qν + 2 p0 · k Lµ(p0, p−)

d f+[t]

d t
Qν

− f+[t]

2P · k

[
Fµν [Q]Q · k + i Qα kβ ϵναβµ

]
− f+[t]Fµν [p−]

}
lν ,

(5.15)

la cual, como era de esperarse, resulta ser la misma que para los resultados obtenidos pre-

viamente en la descripciones de VMD [8, 9] y χpT [4, 7], con V̂µν y Aµν nulos.

Por otra parte, el factor de forma f+[t] puede ser extráıdo directamente de la distribución

invariante de masa para los dos piones a partir del decaimiento no radiativo (Ver Apéndice

F), el cual puede ser descrito a través de las contribuciones tipo Breit-Wigner de los mesones

vectoriales ρ(770), ρ(1450) y ρ(1700) [292] como:

f+[t] =
1

1 + β + γ

{
fρ[t] + β fρ′ [t] + γ fρ′′ [t]

}
, (5.16)

donde β = B0 e
i fb y γ = G0 e

i fg definen magnitudes y fases relativas. Los parámetros obte-

nidos a partir del ajuste de los datos experimentales de Belle [249] pueden ser consultados

en el Cuadro F.1 del Apéndice F donde también se muestran que los acoplamientos involu-

crados para el modelo, ec. (F.16). Estos acoplamientos están relacionados por (Ver Apéndice

F para más detalles):

β

1 + β + γ
=
m2

ρ

m2
ρ′

Gρ′ gρ′ππ
Gρ gρππ

,
γ

1 + β + γ
=

m2
ρ

m2
ρ′′

Gρ′′ gρ′′ππ
Gρ gρππ

. (5.17)
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Figura 5.2: Contribuciones dependientes de modelo para el decaimiento τ− → π−π0ντγ. La
contribución relevante en este caso es aquella que viene mediada a través del mesón ω (b).

5.1.2. Contribuciones Dependientes de Modelo (MD)

En la Fig. 5.2, se muestran los diagramas puramente dependientes del modelo para el

decaimiento τ− → π−π0ντγ, los cuales vienen definidos a través de la presencia de los estados

intermedios: a1(1260), ω(782) y π. Con anterioridad, se ha mostrado que el canal relevante

es aquel que incluye al mesón ω como estado intermedio [8, 9], diagrama (c) de la Fig. 5.2.

Por lo tanto, considerando al tensor Aµν = 0, solo es necesario concentrarse en la descripción

de este canal en particular. La amplitud de esta contribución puede ser escrita como:

Mω =
V ⋆
udGF√

2
Gρ gωπγ gωρπ ϵαβµδ k

δ ϵ⋆µ pα0 D
βλ
ω [p0 + k] ϵϕλχσ (p0 + k)ϕ pχ−D

σν
ρ [k+] lν , (5.18)

donde Dβλ
ω [p0+k] y Dσδ

ρ [k+] son los correspondientes propagadores de los mesones vectoriales

ω y ρ, respectivamente. Note que, tras la contracción de los correspondientes tensores de
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Levi-Civita, sólo los términos proporcionales a la métrica en los propagadores sobreviven.

Tomando nuevamente la relación Gρ gρππ/
√

2 = m2
ρ y, por la ec. (3.7) obtenida en el Cap.3,

Sec.3.3, se sabe que: gωπγ = e gωρπ/gρ, por lo que la amplitud toma la siguiente forma general:

Mω = eGF V
⋆
ud ϵ

⋆µ V̂ (ω)
µν ℓν , (5.19)

donde V̂
(ω)
µν contribuye directamente al tensor V̂µν con los siguientes coeficientes:

vω1 = −Cω fω[(p0 + k)2] fo[t
′] (p0 + 2k) · p0, vω2 = Cω fω[(p0 + k)2] fo[t

′](p0 + k) · p−,

vω3 = Cω fω[(p0 + k)2] f+[t′], vω4 = −Cω fω[(p0 + k)2] fo[t
′].

(5.20)

El propagador para el mesón ω y la constante Cω quedan definidos por las expresiones:

fω(q2) ≡ m2
ω

m2
ω − q2 − imωΓω

, Cω =
g2ωρπ

m2
ωgρgρππ

. (5.21)

Por otra parte, el factor de forma fo[t
′] debe ser construido bajo una estructura similar a

f+[t] (Ver Apéndice F para los detalles), es decir :

fo[t
′] =

1

1 + β1

{
fρ[t

′] + β1 fρ′ [t
′]
}
, (5.22)

donde β1 = B1 e
i θ, relacionado con las constantes de acoplamiento del modelo y la fase

relativa θ entre los mesones ρ y ρ′, mientras que B1 = |(mρ/mρ′)
2 (Gρ′/Gρ) (gωρ′π/gωρπ)| ( el

término Gρ′/Gρ queda determinado a través de los parámetros de f+[t], ec. (F.16)). Note que

el parámetro θ, asociado al ángulo de la fase relativa entre los mesones ρ y ρ′ en la descripción

de los procesos e+ e− → π0 π0γ y e+e− → 2π0π+π−, es el mismo que se utiliza aqúı. Además,

también note que fo[t
′] involucra diferentes para parámetros asociados a la contribución del

mesón ρ′. Para evaluar las contribuciones correspondientes, se utilizan nuevamente los valores

obtenidos en el Caṕıtulo 3 para las diferentes constantes de acoplamiento, reportadas en el

Cuadro 3.4. Luego, se ha tomado el valor de β0 = 2 como base para el momento dipolar
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magnético del mesón ρ.

5.1.3. Distribución de masa invariante del dipión

En el decaimiento radiativo real, la parte divergente infrarroja debe cancelarse al incluir

correcciones radiativas virtuales. En ausencia de tales correcciones, puede utilizarse un corte

en la enerǵıa del fotón para evitar ese régimen divergente. Una forma de implementar dicho

corte es introduciendo una masa ficticia a nivel cinemático, de tal forma que la enerǵıa del

fotón no pueda ser inferior a este corte. En ese contexto, se ha demostrado que la distribución

de masa invariante del dipión es una observable útil para estudiar la dinámica subyacente

[4].

Figura 5.3: Distribución de masa invariante del dipión, normalizado con el ancho de decai-
miento no radiativo (Γnr), usando un corte en la enerǵıa del fotón Eγmin

= 300 MeV. La ĺınea
punteada corresponde a la distribución invariante total, la ĺınea entrecortada corresponde a
la distribución considerando la contribución exclusiva del mesón ρ′ en el canal ω, y la ĺınea
solida es la contribución que se obtiene al considerar la amplitud de Low.

En la Fig. 5.3,se muestra la distribución de masa invariante del dipión para la amplitud

radiativa completa (MI + MD), y las contribuciones individuales que viene de las diferentes
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interferencias entre las partes MI y el canal ω, considerando tanto al mesón ρ como al mesón

ρ′ como estados intermedios, además de que dicha observable se normaliza a la anchura de

decaimiento no radiativo (Γnr). Se utiliza un corte para la enerǵıa del fotón de Eγmin
= 300

MeV, implementado como una masa ficticia a nivel cinemático, de tal manera que la enerǵıa

del fotón no pueda ir más abajo de ese corte.

La ĺınea punteada corresponde a la distribución de masa invariante del dipión total (MI

+ MD), mientras que la ĺınea entrecortada corresponde a la contribución exclusivamente

del mesón ρ′ en el canal del mesón ω y la linea sólida corresponde a la distribución MI

exclusivamente.

Figura 5.4: Distribución de masa invariante del dipión, normalizado con el ancho de decai-
miento no radiativo (Γnr), usando un corte en la enerǵıa del fotón Eγmin

= 300 MeV. La ĺınea
punteada corresponde a la distribución invariante total, la ĺınea entrecortada corresponde a
la distribución considerando la contribución exclusiva del mesón ρ′ en el canal ω, y la ĺınea
solida es la contribución que se obtiene al considerar la amplitud de Low.

Por otra parte, la distribución asociada para la emisión del pión cargado a un ángulo

particular con respecto al momento del dipión en el marco de referencia del leptón τ también

puede ser explorada. En la Fig.5.4, se muestra la distribución de masa invariante del dipión

debida exclusivamente al canal del mesón ω, normalizada a la anchura de decaimiento no
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radiativa (Γnr), para varios ángulos de emisión del pión cargado (ĺıneas superiores). Las

ĺıneas inferiores consideran solamente la contribución del mesón ρ′ sobre el canal del mesón

ω para los correspondientes ángulos. Note que se favorecen los ángulos pequeños y que las

estructuras resonantes individuales se pueden identificar de manera independiente.

5.2. Correcciones radiativas para la polarización de vaćıo

hadrónico y MDM del muón

El ancho de decaimiento diferencial a cuatro cuerpos está dada por [4]:

dΓ =
(2π)4

2mτ

|M|2 δ4
(
P − p− − p0 − k− q

) d3 p−
(2π)3 2E−

d3 p0
(2π)3 2E0

d3 q

(2π)3 2Eν

d3 k

(2π)3 2Eγ

, (5.23)

donde al integrar sobre el tri-momentos del fotón y del neutrino y usando la relación

d3 p−
2E−

d3 p0
2E0

= π2

4m2
τ
dt du dx, se tiene que:

dΓ =
1

32 (2π)6m3
τ

[ ∫ d3 q

2Eν

d3 k

2Eγ

|M|2 δ4
(
P − p− − p0 − k − q

)]
dt du dx, (5.24)

con t = (p− + p0)
2, u = (P − p−)2 y x = (k + q)2. Al trabajar al orden principal en la

expansión de Low, en el ĺımite de isoesṕın (mu = md), se tiene que la amplitud tiene la

forma:

M = e ε⋆µ(k)M(0)
ππ

( p−µ

p− · k
− Pµ

P · k

)
+ O(k0), (5.25)

donde

M(0)
ππ = GF V

⋆
ud

√
SEW f+[t] (p− − p0)ν ū(q) γν (1 − γ5)u(P ), (5.26)

es la amplitud del orden principal para el decaimiento no radiativo que incluye las correccio-

nes radiativas de cortas distancias (SEW). Es decir, a O(k−1), la amplitud para el decaimiento

radiativo es proporcional a la amplitud del decaimiento no radiativo de acuerdo al teorema

de Low [11].
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Por otra parte, la cinemática nos dice que la amplitud al cuadrado del proceso no radiativo

a dos piones, |M(0)
ππ |2, está completamente caracteriza por dos variables, las cuales se pueden

elegir como el cuadrado del invariante de masa del sistema de los piones t = (p− + p0)
2 y el

invariante del sistema ντ − π0, u = (q − p0)
2, es decir,

|M(0)
ππ |2 = 2G2

F |Vud|2
{
|f+[t]|2D+(t, u) + O(k)

}
, (5.27)

donde la función principal queda definida como:

D+(t, u) = 2u2 − 2 (m2
τ +m2

π− +m2
π0 − t)u+

m2
τ

2
(m2

τ − t) + 2m2
π− m2

π0 . (5.28)

La elección de la variable t es inmediata ya que los factores de forma dependen de esta

variable, en cambio, la elección de la segunda variable no lo es. La elección de u se debe a

que esta relacionada directamente con la enerǵıa del pión cargado, u = (P − p−)2.

Por otra parte, el espectro hadrónico del decaimiento del leptón τ a dos piones, corregido

por las correcciones radiativas O(α), se construye a partir de tres contribuciones:

dΓ(τ2π(γ))

d t
=
dΓ0

d t
+
dΓ1

v

d t
+
dΓ1

r

d t
. (5.29)

Los supeŕındices sobre los términos del lado derecho, ec. (5.29), denotan el correspondiente

orden en α, mientras que los sub-́ındices v y r) hacen referencia al tipo de correcciones,

virtuales y reales respectivamente. Cuando se trabaja con el espectro inclusivo de fotones, la

integración sobre todas las enerǵıas de fotones reales debe hacerse en el último término. Aśı,

de acuerdo con las Refs.[3, 4], tras reagrupar los efectos de todas las correcciones radiativas,

el espectro corregido puede reescribirse como:

dΓ(τ2π(γ))

d t
=
G2

F m
3
τ SEW |Vud|2

384 π3
β3
π+

(
1 − t

m2
τ

)2 (
1 +

2 t

m2
τ

)
|f+[t]|2 GEM(t), (5.30)
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donde βπ+ es la velocidad del pión en el marco de referencia de reposo del dipión. Los efectos

de correcciones de cortas distancias para la razón de decaimiento radiativo se codifican en

SEW, que incluye la re-sumación de los logaritmos dominantes, correcciones subdominantes

[293], y la suma de los efectos de las interacciones fuertes [78]. El factor GEM(t) introducido

en la ec. 5.30 contiene todos los efectos de las correcciones electromagnéticas de largas

distancias de orden O(α) y la cual es el objetivo principal de esta parte del trabajo. En

términos de las razones que aparecen en la ec. 5.29, está función se define como:

GEM(t) = 1 +
dΓ1

v

d t
+ dΓ1

r

d t
dΓ0

d t

. (5.31)

Esta función es finita en el ĺımite de fotones infrarrojos ya que los términos divergentes en

las correcciones virtuales y reales se anulan entre śı. La función electromagnética GEM(t)

depende de los detalles del modelo utilizado para describir las interacciones de los fotones

con los hadrones. Los teoremas de Burnett y Kroll y Zakharov, Kondratyuk y Ponomarev

[294, 295] son de utilidad, ya que permiten dividir el espectro dipiónico del decaimiento

radiativo τ → ππντγ en sus partes independientes (MI) y dependientes (MD) del modelo:

dΓ1
r

d t
=
dΓ1

r(MI)

d t
+
dΓ1

r(MD)

d t
. (5.32)

El primer término contiene la divergencia infrarroja en la enerǵıa del fotón que es necesaria

para cancelar el término divergente correspondiente en la corrección virtual. Es independien-

te del modelo en el sentido de que sólo contribuye la estructura hadrónica ya presente en

la desintegración no radiativa. Este término término tiene su origen en los fotones emitidos

por las cargas de τ− y π− como si se tomaran como part́ıculas puntuales.

La estructura electromagnética de los hadrones y otros acoplamientos de fotones a hadrones

dependientes del modelo entran en el segundo término de la ec. (5.32), que es regular para

fotones infrarrojos. En la Ref.[4], las contribuciones dependientes del modelo se trataron en

el marco de la teoŕıa quiral perturbativa complementada con términos anómalos quirales.
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Según sus resultados, los términos dependientes del modelo afectan a los valores de GEM(t)

en un 0.5 % en la mayor parte de la región de t. Como se reconoció en la Ref.[4], no debe

esperarse que algunas de sus contribuciones axiales dependientes del modelo sigan siendo

adecuadas cuando se realiza la extrapolación a grandes momentos (como los que se encuen-

tran en decaimientos de τ). Por otro lado, dado que la enerǵıa liberada a los hadrones en la

desintegración τ → ππνγ puede ser tan grande como mτ , algunas de las resonancias ligeras

bien establecidas pueden producirse como estados intermedios en su capa de masa.

Dadas todas estas consideraciones, en la Ref. [248] se ha utilizado un modelo de VMD para

estudiar los efectos de las contribuciones dependientes del modelo en diferentes observables

asociados con el decaimeinto radiativo τ → ππντγ. Se encontró que algunas de estas obser-

vables dependen del modelo las cuales muestran diferencias importantes con respecto a los

resultados de la Ref. [4]. Estas diferencias se deben esencialmente a la producción y desinte-

gración del mesón vectorial ω (782) como estado intermedio en el decaimiento τ → ππντγ.

En esta sección, se exploran algunas de las consecuencias de tales contribuciones en VMD a

la parte dependiente del modelo de las correcciones radiativas de larga distancia.

Usando la descomposición mostrada en la ec. (5.32), la función electromagnética GEM(t) se

puede dividir, tal y como se propone en la Ref. [4], como:

GEM(t) = G0
EM(t) +Grest

EM(t), (5.33)

donde el primer término denota la pieza independiente de modelo, mientras que el segundo

término incluye los términos dependientes de modelo. En está parte del trabajo, para estimar

la función G0
EM(t) se usan las expresiones calculadas en la Ref.[4], la cual se ha probado que

es correcta y por tanto se pone atención en la evaluación del segundo término de la ec. (5.33)

basado en VMD descrito anteriormente.
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Figura 5.5: Función GEM(t) que incluye las partes independientes y dependientes de modelo
(ĺınea sólida negra). La región sombreada azul queda definida a partir de la inclusión de las
incertidumbres para los parámetros del mesón ρ′. También se incluyen las contribuciones
de Low (ĺınea sólida roja), la contribución que solo incluye al mesón ρ′ en el canal ω (ĺınea
entrecortada verde), el resultado para la función G0

EM(t) (ĺınea entrecortada negra).

En la Fig. 5.5 se muestra la función electromagnética que incluye las partes MI y MD

fijando todos los parámetros libres que se tiene en el ancho de decaimiento radiativo del

proceso τ → ππντγ y el momento dipolar magnético del mesón ρ a β(0) = 2. Se consideran

las contribuciones de los mesones ρ y ρ′ en el canal omega al que se le denomina GEM(t)

Total (ĺınea sólida) y se define una región sombreada considerando las respectivas incerti-

dumbres asociadas a los parámetros del mesón ρ′. También se incluye el resultado para la

función G0
EM(t) ( ĺınea entrecortada negra) y la función GEM(t) que corresponde a las con-

tribuciones de la amplitud de Low (ĺınea sólida roja) y las contribuciones de los mesones ρ

(ĺınea azul entrecortada) y ρ′ (ĺınea verde entrecortada) exclusivas sobre el canal del mesón ω.
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Figura 5.6: Función GEM(t) considerando la región delimitada por las incertidumbres de ρ′

(banda sombreada azul). Además, se incluye una región de proyección (banda sombreada
amarilla) considerando una mejora del 20 % en el valor de las constantes de acoplamiento
del mesón ρ′ (gωρ′π, gρ′ππ). También se incluye el resultado para la función G0

EM(t).

En la Fig. 5.6, se muestra la función electromagnética GEM(t) para las incertidumbres

actuales sobre los parámetros encontrados para el mesón ρ′ (región sombreada azul) tal

cual se mostro anteriormente en la Fig. 5.5. Además se incluye una región de proyección

(región interior amarilla) la cual considera una mejora del 20 % de las incertidumbres pa-

ra los parámetros gωρ′π y gρ′ππ, que puede ser alcanzable teniendo un mejor control sobre

los parámetros que describen al proceso e+e− → π0π0γ y su correspondiente distribución

angular.

Con lo anterior, se procede a calcular las contribuciones a ∆aHVP,LO
µ asociada al factor de

corrección electromagnética GEM(t) tomando en cuenta diferentes contribuciones de interés,

aśı como la contribución para la función G0
EM(t).
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5.2.1. Correcciones de rompimiento de isoesṕın para aHVP,LO
µ

Como ya se hab́ıa mencionado en la Introducción de este trabajo, la evaluación de la

contribución principal para la polarización de vaćıo hadrónica (HVP) puede hacerse por

medio de la relación de dispersión [66, 67]:

aHVP,LO
µ =

1

4π3

∫ ∞

tthr

dtK(t)σ0
e+e−→hadrones(t), (5.34)

donde K(t) es el kernel a bajas enerǵıas, el cual incrementa su contribución para E < Mρ y

cuya expresión resulta ser igual a

K(t) =
x2

2
(2 − x2) +

(1 + x2)(1 + x)2

x2

(
In(1 + x) − x+

x2

2

)
+

(1 + x)

(1 − x)
x2In(x), (5.35)

con

x =
1 − βµ
1 + βµ

, βµ =
√

1 − 4m2
µ/t, (5.36)

y σ0
e+e−→hadrones(t) es la sección eficaz desnuda 1. Además, se puede relacionar la función

espectral hadrónica de los decaimientos del leptón τ− con la sección eficaz hadrónica e+e−

incluyendo las correcciones radiativas y los efectos de rompimiento de isoespin (IB). Para el

estado final a dos piones, se tiene que [3, 4, 13]:

σ0
ππ =

[Kσ(t)

KΓ(t)

dΓππ[γ]

d t

] RIB(t)

SEW

, (5.37)

donde

KΓ(t) =
G2

F |Vud|2m3
τ

384π3

(
1 − t

m2
τ

)2 (
1 +

2 t

m2
τ

)
, y Kσ =

π α2

3 t
. (5.38)

1Aunque la radiación del estado final perteneceŕıa a HVP,NLO, siempre se incluye en HVP,LO (y no en
HVP,NLO) ya que eliminar esta radiación de los datos medidos es inviable. Por lo tanto, también se necesita
un factor de radiación de estado final (FSR) en las correcciones radiativas.
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Las correcciones de rompimiento de isoespin, RIB, quedan definidas por:

RIB(t) =
FSR(t)

GEM(t)

β3
π+π−

β3
π+π0

∣∣∣FV [t]

f+[t]

∣∣∣2. (5.39)

El término SEW codifica las correcciones radiativas electrodébiles de cortas distancias [74-78],

mientras que el término FSR(t) tiene en cuanta la radiación de los piones en el estado final

[79, 80]. Por otra parte, el término de corrección electromagnética GEM(t), ya fue discutido

en la Sec. 5.2, mientras que el término β3
π+π−/β3

π+π0 corresponde al factor de espacio fase. El

último termino en RIB(t) es la razón entre el factor de forma neutro (FV [t]) y el factor de

forma cargado (f+[t]) del pión.

Para estudiar el efecto de la corrección por RIB sobre aHVP,LO
µ , se tiene que evaluar la

siguiente expresión:

∆ aHVP,LO
µ =

1

4π3

∫ t2

t1

dtK(t)
[Kσ(t)

KΓ(t)

dΓππ[γ]

dt

] [ RIB

SEW

− 1
]
. (5.40)

Sin embargo, dado que el trabajo está centrado sobre la corrección radiativa electromagnética

principalmente, tomando SEW = 1,
β3
π+π−
β3
π+π0

= 1 y
∣∣∣FV (t)
f+(t)

∣∣∣2 = 1, omitiendo el término FSR(t),

los efectos del decaimiento τ− → π−π0ντγ no visto, pueden ser estimados por:

∆ aHVP,LO
µ |GEM(t) =

1

4π3

∫ tmax

4m2
π

dtK(t)
[Kσ(t)

KΓ(t)

dΓππ[γ]

dt

] [ 1

GEM(t)
− 1

]
. (5.41)

En el Cuadro 5.1, se muestran los resultados para ∆a
(HVP,LO
µ |GEM(t), considerando las

diferentes contribuciones para GEM(t): (i) considera la contribución de la función G0
EM(t),

(ii) GEM(t) (Low) es la función electromagnética que considera la contribución de la amplitud

de Low junto con G0
EM(t), (iii) GEM(t) (SI) toma en cuenta la contribución independientes

de estructura más la función G0
EM(t), (iv) GEM(t) (Full) toma en cuenta las contribuciones

MI, MD y la función G0
EM(t) considerando exclusivamente la contribución del mesón ρ en
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GEM (t) ∆aHVP,LO
µ (×10−11)

(i) G0
EM (t) 18.3

(ii) GEM (t) (Low) -12
(iii) GEM (t) (SI) -15
(iv) GEM (t) (Full) −38.3+2.8

−3.2

(v) GEM (t) (Full+ρ′) −94.2+32.3
−91.9

(vi) GEM (t) (Projection) −94.2+28.2
−66

Cuadro 5.1: ∆aHVP,LO
µ |GEM(t) ( ×10−11) para varias contribuciones de la función electro-

magnética GEM(t).

el canal ω, (v) GEM(t) (Full + ρ′) considera las contribuciones del caso anterior más la

contribución del mesón ρ′ y una fase relativa entre ρ y ρ′ para el canal ω, además de tomar

en cuenta las incertidumbres individuales para los correspondientes parámetros del mesón

ρ′ involucrados, sin incluir sus posibles correlaciones mostradas en la Fig.3.9 del Cap.3. Por

último, GEM(t) (Projection) es el resultado obtenido para una reducción proyectada del 20 %

en las incertidumbres de las constantes de acoplamiento gωρ′π y gρ′ππ mientras se mantiene

el valor central fijo. Los resultados aqúı obtenidos para ∆aHVP,LO
µ |GEM(t) considerado (i), (ii)

y (iii) son consistentes con los resultados obtenidos en trabajos previos (ver por ejemplo

las Refs.[4, 7-9]). El resultado considerado en (iv) es consistente con la estimación previa

de −37 × 10−11 [8]. Esta gran contribución del canal del canal ω está bien controlada,

con incertidumbres relativamente pequeñas asociadas principalmente a las incertidumbres

del acoplamiento gωρπ. El resultado considerando en (v) se vuelve anómalamente grande y

puede señalar la ruptura de la aproximación, ya que exigiŕıa un análisis más profundo, como

se ha señalado, del origen de las principales incertidumbres del mesón ρ′ y su interacción

con el mesón ω a través del acoplamiento gωρ′π. El valor obtenido para este caso se parece

un poco a −(76 ± 46) × 10−11 obtenido a O(p6) en una descripción quiral con resonancias

[7].
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

A continuación se presentan las conclusiones de este trabajo de tesis:

En el Cap. 3, se ha explorado el papel del mesón ρ′ en observables de baja enerǵıa mediante

el análisis de un conjunto de modos de decaimiento y secciones eficaces. En un primer paso,

se determinaron los parámetros del modelo que involucra a los mesones ligeros a partir de

diez modos de decaimiento que no son sensibles al mesón ρ′. Esto proporcionó la base para

la región esperada de estos parámetros y sirvió como referencia para la evolución de su com-

portamiento a medida que se agregaban observables sensibles al mesón ρ′. La incorporación

del proceso de decaimiento ω → 3 π, considerando solo al mesón ρ como estado interme-

dio, indujo una fuerte desviación para el acoplamiento gωρπ respecto a los valores obtenidos

previamente. Los otros acoplamientos involucrados: gρ, gρππ y gω, también reflejaron esta

tensión (salto en estos parámetros en la Fig.?? en el valor del eje x2). Al extender la des-

cripción incorporando al mesón ρ′ y un término de contacto como lo prescribe la anomaĺıa

WZW, este parámetro se ajustó a los resultados previos obtenidos a partir de los datos

experimentales (en la Fig.??, valor del eje x3). Al incorporar los datos de la sección eficaz de

e+e− → 3π (medidos por SND, CMD2, BABAR y BESIII) y de e+ e− → π0π0γ (medidos

por SND y CMD2), se puede restringir aún más la región de validez de los parámetros para

el mesón ρ′. El análisis mostró que la sensibilidad a la fase relativa y a los parámetros del
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ρ′. La restricción en la relación entre los parámetros, codificada en A1, fue muy útil para

situar los parámetros dentro de la región f́ısicamente esperada. El comportamiento de los

parámetros gωρ′π y g3π reflejó una dependencia del proceso, ya que favorecieron diferentes

valores para e+e− → 3π en comparación con la sección eficaz de e+ e− → π0π0γ. Esto puede

deberse a la diferente precisión experimental y a la región de enerǵıa explorada por cada

proceso. Además, dado que g3π es una contribución no resonante, puede verse afectado por el

procedimiento de sustracción del fondo seguido por los experimentos. En general, se observa

que el comportamiento del acoplamiento gρωπ fue muy estable al incluir la contribución del

mesón ρ′ y el término de contacto, favoreciendo un valor de gρωπ = 11.314± 0.383GeV( − 1)

para todos los datos experimentales. Esto es importante, ya que este parámetro tiene impli-

caciones en otros observables relacionados con la f́ısica de precisión. Como una aplicación,

los resultados fueron utilizados en el calculo de la sección eficaz de e+ e− → 4π desarrolla-

do a lo largo del Cap. 4 para la determinación de manera indirecta del momento dipolar

magnético del mesón ρ, µρ usando los datos experimentales medidos por BABAR. Los datos

se describieron adecuadamente, lo que demuestra la importancia de incluir las contribucio-

nes del mesón ρ′ y el término de contacto. Los resultados también fueron aplicados en la

descripción del proceso τ− → π−π0ντγ. Este análisis a mostrado la importancia del mesón

ρ′ y ha proporcionado una región confiable para sus parámetros. Sin embargo, este no es

un análisis exhaustivo, ya que no se incluyeron otros procesos como las desintegraciones

del leptón τ−, pero sienta las bases para ampliarlos en otros procesos de bajas enerǵıas, al

tiempo que señala regiones definidas para los parámetros.

En el Cap. 4, se ha estudiado el proceso e+ e− → π+ π− 2π0 con la finalidad de estudiar

y calcular teóricamente la sección eficaz en función del parámetro β0, la cual se compara

posteriormente con los datos experimentales de BABAR [empty citation], y permite ob-

tener de manera indirecta un valor para el momento dipolar magnético del mesón ρ. Estè

fue el propósito fundamental del caṕıtulo, ya que como se menciona anteriormente, a pesar

179



de la basta cantidad de modelos y predicciones teóricas que se tienen para el MDM del

mesón ρ, en la actualidad se carece de información experimental de dicha cantidad. Nuestro

análisis consistió primeramente en el desarrollo de los distintos canales permitidos para la

descripción del proceso e+e− → π+π−2π0, donde los mediadores son los mesones π, ω, a1,

σ, f0, ρ y ρ′, y cuyas amplitudes fueron construidas invariantes de norma electromagnéti-

ca individualmente o bien como parte de un conjunto para el caso de aquellas que están

mediadas por el mesón ρ. Según se discute en las Refs. [empty citation], la sección eficaz

mediada por los canales a través del mesón ρ a bajas enerǵıas (< 1.5 GeV) están muy por

debajo de los resultados experimentales y por el contrario, a altas enerǵıas (> 1.5 GeV)

se tiene un excedente. Es por está razón la importancia de incluir al mesón ρ′, ya que con

esto, ambos problemas son resueltos. Para nuestra descripción, este mesón entra de forma

natural al rango de enerǵıas que se están considerando. Sin embargo, para poder trabajar

con este mesón es necesario conocer las distintas constantes de acoplamiento que se presen-

tan a lo largo de los diferentes canales. Algunas de ellas fueron encontradas en el análisis

del Cap. 3 y cuyos valores fueron tomados directamente para el análisis de los canales A,

B, C y D de este caṕıtulo y cuya descripción para la sección eficaz parece ser lo bastante

buena. Sin embargo, la parte complicada resulta cuando se consideran a los canales E, F y

G, ya que estos canales involucran a los mesones a1, σ y f0 y su información experimental

de sus parámetros (masa puntual y anchos de decaimiento) son bastante malos, aśı como

también se carece de la información experimental de sus modos de decaimiento. Lo mismo

sucede con el mesón ρ′, a pesar de que su masa puntual y su ancho de decaimiento esta bien

establecido, la información experimental de los diferentes modos de decaimiento es nula, lo

que complica el análisis de las constantes de acoplamiento que involucran la interacción de

ρ′ con los mesones σ, f0 y a1.

Por otra, en la descripción de la sección eficaz del proceso e+e− → π+π−2π0, se ha encon-

trado que el canal que tiene una mayor contribución en el régimen de bajas enerǵıas (0.65

a 1.4 GeV) es el canal mediado por el mesón ω (Canal D). Para enerǵıas superiores a 1.4,
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la aportación principal viene a través de los canales A, B y C descritos como un conjunto

invariante de norma y que particularmente traen la información multipolar del vértice de

tres mesones ρ (Canal B). Esto facilita la descripción del proceso, ya que se ha dejado a

β0 como parámetro libre, el cual está directamente relacionado con el MDM del mesón ρ.

Esto permitió hacer un ajuste a los datos experimentales de BABAR dando como resultado

un valor de β0 = 2. Bajo la normalización adecuada, el resultado para el MDM del mesón

ρ es |µρ| = 2,59 [e/2Mρ]. Este es el resultado más importante del caṕıtulo, ya que es una

actualización del resultado previo mostrado en la Ref.[empty citation].

En el Cap. 5, se ha estudiado el proceso de decaimiento radiativo τ− → π−π0ντγ, cuya

principal contribución dependiente de modelo, el denominado canal ω, muestra que la distri-

bución de masa invariante del dipión en ángulos particulares de la emisión del pión cargado

es sensible a los estados resonantes individuales. Además, se ha calculado la interferencia

de este canal con la contribución independiente de estructura conocida, y se ha obtenido la

función electromagnética GEM(t), cuya principal fuente de incertidumbre se identificó con

los parámetros del mesón ρ′. Con esto, se ha obtenido la corrección electromagnética a la

estimación del momento dipolar magnético del muón. La contribución principal concuerda

con las determinaciones anteriores independientemente del modelo. La parte dependiente de

modelo involucra dos fuentes principales, el momento dipolar magnético del mesón ρ, cuyo

valor se fija en β0 = 2, y el llamado canal ω, siendo este último la principal contribución, con

incertidumbres relativamente pequeñas considerando sólo el mesón ρ. Nuestros resultados

confirman el hallazgo previo [empty citation] de que grandes efectos dependientes de mode-

lo estaban en juego y era la razón de la desviación observada con respecto a la aproximación

Chiral en O(p4) [4]. La contribución del canal ω se hace anómalamente grande al incluir

la contribución del mesón ρ′ (con grandes incertidumbres también). En vista de la aproxi-

mación de fotones suaves, esto puede apuntar a una posible ruptura de la aproximación.

Estimaciones utilizando la metodoloǵıa de χPT con resonancias a O(p6) [empty citation],

descubrieron que los términos de orden superior eran importantes, señalando la relevancia
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del mesón ω y otras contribuciones, aunque con un manejo diferente de las incertidumbres

debido a las propias aproximaciones del modelo. El factor de forma utilizado en las estima-

ciones aparece en las funciones del numerador y denominador que definen GEM(t). Aśı, su

efecto pasa a ser subdominante y no debeŕıa marcar diferencias en los resultados obtenidos

anteriormente.
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Apéndice A

Traza de matrices Gamma y Sección

Eficaz

A.1. Notación y Convención

Tensor Métrico: gµν = gµν =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


,

Coordenada contravariante: xµ = (x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z) = (t,x),

Coordenada covariante: xµ = gµν x
ν = (t,−x),

Producto escalar: A ·B = AµB
µ = Aµ g

µν Bν = A0B0 −A ·B,

Derivadas: ∂µ =
∂

∂ xµ
=

( ∂

∂ t
,−▽

)
, ∂µ =

∂

∂ xµ
=

( ∂

∂ t
,▽

)
,

Cuadriderivadas: ∂µA
µ = ∂µAµ.

(A.1)
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A.2. Solución de ondas planas

La solución de ondas planas para la ecuación de Dirac es:

(γµ i ∂µ)ψ(x) = 0, (A.2)

ψ(x) =
1

(2 π)3

∫
d3p

2E

[
u(p) e−ip·x + v̄(p) eip·x

]
, (A.3)

en la representación quiral (ver ec. (??)) son expresadas como:

ur(p) =

√p · σ ξr√
p · σ̄ ξr

 =

√
E +m

2

(1 − σ·p
E+m

)
ξr(

1 + σ·p
E+m

)
ξr

 , (A.4)

vr =

 √
p · σ ηr

√
−p · σ̄ ηr

 =

√
E +m

2

 (
1 − σ·p

E+m

)
ηr

−
(
1 + σ·p

E+m

)
ηr

 , (A.5)

(A.6)

ξ1 =

1

0

 , ε2 =

0

1

 , ηr = i σ2 ε
⋆
r =

 0 1

−1 0

 ε⋆r. (A.7)

Satisfacen las siguientes ecuaciones:

/p ≡ pµ γ
µ,

(/p−m)u(p) = 0, (/p+m) v(p) = 0,

ū(p) (/p−m) = 0, v̄(p)( /p+m) = 0,

u†s(p)ur(p) = v†s(p) vr(p) = 2E δrs,

ūs(p)ur(p) = −v̄s(p) vr(p) = 2mδrs,

ūs(p) vr(p) = v̄s ur(p) = 0,∑
r=±1/2

ur(p) ūr(p) = /p+m,
∑

r=±1/2

vr(p) v̄(p) = /p−m.

(A.8)
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A.2.1. Igualdad de Gordon

ūs(p
′) γµ ur(p) =

1

2m
ūs(p

′)
[
(p+ p′)µ + i σµν (p′−p)ν

]
ur(p), (A.9)

ūs(p
′) γµ γ5 ur(p) =

1

2m
ūs(p

′)
[
(p′ − p)µ + i σµν(p′ + p)ν

]
γ5 ur(p). (A.10)

A.3. Matrices γ de Dirac

γµ γν + γν γµ = {γµ, γν} = 2 gµν ,

γ5 = i γ0γ1γ2γ3 = − i

4 !

∑
εµνρσ γ

µγνγργσ,

(γ5)2 = 1, γ5γµ + γµγ5 = {γ5, γµ} = 0,

σµν =
i

2
[γµ, γν ], σ0i = i αi, σij = εijk σ

k,

γ0 (γµ)† γ0 = γµ, γ0(γ5)† γ0 = −γ5,

γ0 (γ5γµ)† γ0 = γ5 γµ, γ0(σµν)† γ0 = σµν ,

γ5γσ = − i

3 !
εµνρσ γ

µγνγρ,

γµγνγρ = gµνγρ − gµργν + gνργµ − iγ5εµνρσ γσ,

(A.11)

A.4. Conjugación de Carga de Matrices

C = i γ2 γ0, CT = C† = −C, C C† = 1, C2 = −1,

C γµT C−1 = −γµ, C γ5T C−1 = γ5,

C (γ5 γµ)T C−1 = γ5 γµ, C σµν T C−1 = −σµν .

(A.12)
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A.5. Representación quiral (Weyl)

α =

−σ 0

0 σ

 , β = γ0 =

0 1

1 0

 , γ = βγ =

 0 σ

−σ 0

 . (A.13)

γ5 =

−1 0

0, 1

 , C =

i σ2 0

0 −i σ2

 . (A.14)

A.6. Representación Pauli-Dirac

α =

0 σ

σ 0

 , β = γ0 =

1 0

0 −1

 , γ = βα =

 0 σ

−σ 0

 . (A.15)

γ5 =

0 1

1 0

 , C = i γ2γ0 =

 0 −i σ2

−i σ2 9

 . (A.16)

Escribiendo las funciones de onda en las representaciones de Weyl y Pauli-Dirac como ΦW ,

ΦD, están mutuamente conectadas por:

ΦD = S ΦW , γD = S γW S−1, S =
1√
2

 1 1

−1 1

 . (A.17)

A.7. Traza de Matrices γ

γµ γ
µ = 4, (A.18)

γµ /Aγ
µ = −2 /A, (A.19)

γµ /A /Bγµ = 4 (A ·B) (A.20)
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γµ /A /B /C γµ = −2 /C /B /A, (A.21)

γµ /A /B /C /D γµ = 2
[
/D /A /B /C + /C /B /A /D

]
, (A.22)

Tr[1] = 4, Tr[γµ] = Tr[γ5] = 0, (A.23)

Tr[γµ1γµ2 · · · γµ2n+1 ] = 0, (A.24)

Tr[γµ1γµ2 · · · γµn ] = (−1)nTr[γµn · · · γµ2γµ1 ], (A.25)

Tr[γµγν ] = 4 gµν , (A.26)

Tr[γµγνγργσ] = 4 [gµν gρσ + gµσ gνρ − gµρ gνσ], (A.27)

+Tr[γ5γµγνγργσ] = −4 i εµνρσ = 4 i εµνρσ, (A.28)

Tr[γ5] = Tr[γ5γµ] = Tr[γ5γµγν ] = [Tr][γ5γµγνγρ] = 0. (A.29)

A.8. Tensor antisimétrico LeviCivita

εijk = εijk =


+1 : ijk = permutación par de 123,

−1 : ijk = permutación impar de 123,

0 : si dos ı́ndices cualesquiera son iguales

(A.30)

εµνρσ = −εµνρσ =


+1 : µνρσ = permutación par de 123,

−1 : µνρσ = permutación impar de 123,

0 : si dos ı́ndices cualesquiera son iguales

(A.31)

εµνρσεαβγδ = −det [gλλ
′
], λ = µνρσ, λ = αβγδ,

εανρσεα
βγδ = −det [gλλ

′
], λ = νρσ, λ = βγδ,

εαβρσεαβ
γδ = −2 (gρν gσδ − gρδ gσγ),

εαβγσεαβγ
δ = −6 gσδ,

εαβγδεαβγδ = −24.

(A.32)

187



A.9. Suma de polarizaciones para part́ıculas vectoria-

les

Los cuadrivectores de polarización εµ(λ), (λ = 0, · · · , 3) en el marco de referencia en

reposo están definidos por:

εµ(0) = (1, 0, 0, 0) : polarización escalar,

εµ(1) = (0, 1, 0, 0) : polarización transversal,

εµ(2) = (0, 0, 1, 0) : polarización transversal,

εµ(3) = (0, 0, 0, 1) : polarización longitudinal.

(A.33)

En el sistema de coordenadas donde el cuadrimomento de la part́ıcula esta dado por:

qµ = (ω, 0, 0, |q|). (A.34)

Los cuatro vectores de polarización se potencian a:

εµ(s) =
( ω
m
, 0, 0,

|q|
m

)
,

εµ(+) = − 1√
2

(0, 1,+i, 0),

εµ(−) =
1√
2

(0, 1,−i, 0),

εµ(l) =
( |q|
m
, 0, 0,

|ω|
m

)
.

(A.35)

La segunda y tercera ĺınea, denominadas polarizaciones circulares, son alternativas para las

componentes transversales. Los vectores de polarización cumplen la condición de ortogona-

lidad,

εµ(λ)ε⋆µ(λ′) = gλλ
′
, (A.36)
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y la condición de completes es:

∑
λ=all

gλλ
′
εµ(λ) ε⋆ν(λ′) = gµν . (A.37)

A.10. Vectores de polarización para una part́ıcula real/-

virtual

Los vectores de polarización de una part́ıcula (εµ(λ)) son ortogonales al momento qµ de

la part́ıcula.

qµ ε
µ(λ) = 0. (A.38)

Sólo se permiten las polarizaciones transversales para el fotón real, y satisfacen:

∑
λ=±

εi(λ) εj(λ) = δij −
qiqj

|q|2
. (A.39)

Para el caso de un bosón vectorial masivo,

∑
λ=±,l

εµ(λ) εν(λ) = −
(
gµν − qµqν

m2

)
. (A.40)

El requisito de la restricción de la ec. (A.38) elimina la polarización escalar y la condición

de completitud se convierte en la ec. (A.40).

Para fotones virtuales con momento temporaloides (es decir, q2 > 0), la discusión anterior

puede extenderse simplemente reemplazando m por
√
q2.

Para momentos espacialoides (q2 < 0), la polarización longitudinal se hace temporaloide

reemplazando la masa con
√

−q2. En consecuencia, la métrica para la suma de polarizaciones

debe modificarse para mantener la condición de completitud:

∑
λ=±1,l→0

(−1)λ+1 εµ(λ) ε⋆ν(λ) = −
(
gµν − qµqν

q2

)
. (A.41)
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Apéndice B

Reglas de Feynman

Regla de Feynman 1: Ĺıneas externas: Se adjuntan funciones de onda a los fermiones

(anti-fermiones) o vectores de polarización de bosones para cada part́ıcula entrante o saliente

(Fig. B.1). A veces se omiten los ı́ndices del espinor para los fermiones. Los espinores de Dirac

ur(pi)

(a)

ūs(pf )

(b)

v̄s(pi)

(c)

vr(pf )

(d)

ϵ(k,λ)

(e)

ϵ⋆(k′,λ′)

(f)

Figura B.1: Las funciones de onda para los estados inicial o final para: los fermiones (a)-(b),
anti-fermiones (c)-(d) y vectores de polarización para bosones (e)-(f).

satisfacen las siguientes relaciones:

∑
s

us(p) ūs(p) = /p+m,

∑
s

vs(p) v̄s(p) = /p−m,

(B.1)

donde se introduce la notación /p ≡ γµ pµ. Mientras que los vectores de polarización satisfacen:

∑
λ

ϵµ(p, λ) ϵ⋆ν(p, λ) = −gµν +
pµ pν
m2

(B.2)
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Regla de Feynman 2: Ĺıneas internas: A cada ĺınea interna, se le adjunta uno de

los propagadores dependiendo de la especie de part́ıcula. Para los fermiones, el signo del

momento sigue el de una flecha.

Fermión Escalar

p
→

i (/p+mf )

p2 −m2
f + i ϵ

,
p

→ i

p2 −m2 + imΓ
,

Fotón Bosón W±

qµ ν → −i gµν
q2
,

qµ ν → i
gµν
M2

W

,

Vector Higgs Escalar

qµ ν → i
( −gµν + qµ qν

m2
V −imV ΓV

q2 −m2
V + imV ΓV

)
,

p
→ i

p2 −m2
H + i ϵ

.

Regla de Feynman 3: Vértices de fermiones y bosones de norma: Para los vértices

de fermiones y bosones de norma, se adjuntan constantes de acoplamiento y factores γ

apropiados. El fotón se acopla a la corriente electromagnética con carga Qf e y es de tipo
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vectorial. Qf viene dado por:

γ

f f

µ
= −i Qf e γ

µ,

W±

l l′

µ
= −i gW

2
√

2
γµ (1 − γ5),

W±

qi qj

µ
= −i gW

2
√

2
γµ (1 − γ5)Vji,

Z

f f

µ
= −i gZ

2
γµ (vf − af γ

5),

V (qjqi)

W

ν

µ

= i
gW Vji

2
√

2
gV gµν ,

A(qjqi)

W

ν

µ

= i
gW Vji

2
√

2
gA gµν

P (qjqi)

W

p

p

µ
= i

gW Vji

2
√

2
gP pµ,
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V

P (p) P ′(p′)

µ
= i gV PP ′ (p− p′)µ,

V

γ

µ

ν

P P ′
= i e gV PP ′ gµν ,

γ

P (p) P ′(p′)

µ
= −i QP (p− p′)µ,

P

µ ν

V (p) V (p′)
= i e gV V ′P ϵαµβνp

αp′β,

Regla de Feynman 4: Acoplamientos no lineales de los bosones gauge: Debido

a la naturaleza no abeliana de la teoŕıa electrodébil, los bosones gauge tienen autoacopla-

mientos dados en las Ecs. (1.56) y (1.58). Sus gráficas de Feynman se muestran en Figura

1.5. Obsérvese que no hay acoplamientos γZZ ni ZZZ. En la figura, todos los se consideran
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hacia el interior.

λ

ν

µ

k3

V

k2

W+

k1

W−

→ i gV

[
gµν (k1 − k2)λ + gνλ (k2 − k3)µ + gλµ(k3 − k1)ν

]
,

µ

ν

α

β

V1

V2

W+

W−

→ −i gV1 gV2

[
2 gαβ gµν − gαµ gβν − gαν gβµ

]
,

µ

ν

α

β

W+

W+

W−

W−

→ i g2W

[
2 gαβ gµν − gαµ gβν − gαν gβµ

]
,

donde gV = e para V = γ o gV = e cot θW para V = Z y gW = e/ sin θW .
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Apéndice C

Cinemática

Para calcular las observables de decaimientos de la forma i→ f , es necesario describir su

cinemática, la cual dependerá esencialmente del número de part́ıculas en el estado final f . En

este trabajo solo se trabaja con decaimientos a dos, tres y cuatro cuerpos. Por tanto, se hace

una breve descripción cinemática de los mismos aunque la cinemática de un decaimiento a

dos cuerpos sea trivial.

C.1. La razón diferencial de decaimiento

La amplitud invariante M para el decaimiento i → f está definida en términos de la

matriz S dada por:

⟨f |S|i⟩ = δfi − i(2π)4 δ4
(
pi −

∑
f

pf

) 1√
2Ei

∏
f

1√
2Ef

M, (C.1)

donde pi = (Ei, p̄i) y pf = (Ef , p̄f ) son los cuadrimomentos de las part́ıculas iniciales y

finales respectivamente. Para describir este proceso, la razón diferencial de decaimieto es:

dΓ =
(2π)4

2Ei

|M|2 δ4
(
pi −

∑
f

pf

)∏
f

d3pf
(2π)3 2Ef

N, (C.2)
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con N el factor estad́ıstico que viene de incluir un factor 1
n!

si existen n part́ıculas idénticas

en el estado final,

N =
∏

k=tipos de particulas

1

nk !
. (C.3)

Por simplicidad, se trabaja en el sistema de referencia en el cual la part́ıcula que decae

se encuentra en reposo (sistema de reposo), en este sistema de referencia, Ei = mi. Y

restringiendo al caso de probabilidades de decaimiento no polarizadas,

|M|2 =
1

2 si + 1

∑
pol

|M|2, (C.4)

con si = 0, 1/2, 1, 3/2, 2... el esṕın de la part́ıcula inicial. Por otro lado, cinemáticamente

¯|M|2 depende únicamente de los invariantes de Lorentz que se puedan formar con los cua-

drimomentos de las part́ıculas involucradas, los cuales a su vez dependen de un conjunto de

variables cinemáticas independientes.

C.2. Decaimientos a dos cuerpos

El caso más trivial es cuando se considera un decaimiento a dos cuerpos, siguiendo la

notación de PDG [169], se tiene que considerar el caso: P (P,M) → P1(p1,m1)P2(p2,m2),

donde, en el sistema en reposo de P , la razón diferencial de decaimiento es:

dΓ =
1

32π2
|M|2 |p1|

M2
dΩ, (C.5)

donde

E1 =
M2 −m2

2 +m2
1

2M
,

|p1| = |p2| =
1

2M

√
λ(M2,m2

1,m
2
2),

(C.6)
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con λ(α, β γ) = α2 + β2 + γ2 − 2αβ − 2αγ − 2 βγ la función de Källén y dΩ = dϕ1 d cos θ1

el ángulo sólido de la part́ıcula 1. El invariante de masa M = Ecm, puede ser determinado

de la enerǵıa y cuadrimomento usando

Ecm =
[
(E1 + E2)

2 − (p1 + p2)2
]1/2

,

= [m2
1 +m2

2 + 2E1E2(1 − β1β2 cos θ)]1/2.

(C.7)

C.3. Decaimientos a tres cuerpos

Considere el decaimiento P (P,M) → P1(p1,m1)P2(p2,m2)P3(p3,m3), donde se deno-

tan sus correspondientes cuadrimomentos y masas entre paréntesis. Para este proceso, la

conservación de cuadrimomento establece que P = p2 + p2 + p3, y la razón diferencial de

decaimiento, en el sistema en reposo de P , esta dada por:

d9ΓP (P1P2P3) =
(2π)4

2M
|MP (P1P2P3)|2 δ4

(
p−

3∑
j=1

pj

) 3∏
j=1

d3pj
(2π3 2Ej)

N. (C.8)

Para este caso. utilizando conservación de cuadrimomento, el número de productos escalares

se reduce a tres, por ejemplo: p1 · p2, p1 · p3 y p2 · p3.

. Además, se pueden parametrizar a dos variables cinemáticas:

1. E2, la enerǵıa de P2 en el sistema en reposo de la part́ıcula inicial,

2. E3, la enerǵıa de P3 en el mismo sistema de referencia.

En términos de estas variables, los productos escalares son:

P · p1 = M2 −M (E2 + E3), (C.9)

P · p2 = M E2, (C.10)

P · p3 = M E3, (C.11)

p1 · p2 =
1

2
(M2 −m2

1 −m2
2 +m2

3) −M E3, (C.12)
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p1 · p3 =
1

2
(M2 −m2

1 +m2
2 −m3

3) −M E2, (C.13)

p2 · p3 = −1

2
(M2 −m2

1 +m2
2 +m2

3) +M (E2 + E3). (C.14)

(C.15)

Es eveidente que la probabilidad de decaimiento no polarizada depende cinemáticamente de

E2 y E3, es decir

|MP (P1P2P3)|2 = f(E2, E3). (C.16)

La integración parcial de la razón diferencial de decaimiento, ec. (C.8), es trivial,

d2ΓP (P1P2P3) =
N

(4π)3M
|MP (P1P2P3)|2 dE2 dE3. (C.17)

La región cinemática accesible para este decaimiento es:

{
m3 ≤ E3 ≤

m2 − (m1 +m2)
2 +m2

3

2M
,E−

2 [E3] ≤ E2 ≤ E+
2 [E3]

}
, (C.18)

donde las funciones E±
2 [E3] están definidas por:

E±
3 [E3] =

(M − E3)(M
2 −m2

1 +m2
2 +m2

3 − 2M E3)

2 (M2 +m2
3 − 2M E3)

+

√
E2

3 −m2
3

2 (M2 +m2
3 − 2M E3)

×
[
(M2 −m2

1 +m2
2 +m3

3 − 2M E3)
2 − 4m2

2 (M2 +m2
3 − 2M E3)

]
.

(C.19)

Si el orden de integración sobre E2 y E3 se invierte, el dominio va a ser diferente. Dicho

dominio de integración se obtiene al hacer 2 ⇔ 3 en las ecs. (C.18) y (C.19).

En ocaciones es conveniente describir el decaimiento P → P1P2P3 en términos de invariantes

de Lorentz [169]. En este caso, escogiendo 1. s12 = (p1 + p2)
2, el cuadrado del invariante de

masa del sistema P1P2.

2. s13 = (p1 + p3)
2, el cuadrado del invariante de masa del sistema P1P3.

En el sistema en reposo de P , estos invariantes se pueden escribir en términos de las enerǵıas
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E2 y E3, es decir,

s12 = M2 +m2
3 − 2M E3,

s13 = M2 +m2
2 − 2M E2.

(C.20)

Los elementos diferenciales del espacio fase están relacionados por el Jacobiano de las trans-

formaciones dadas en la ec. (C.20),

dE2 dE3 =
∣∣∣ ∂(E2, E3)

∂(s12, s13)

∣∣∣ ds12 d s13 =
ds12 ds13

4M2
. (C.21)

La amplitud de probabilidad es ahora un función de s12 y s13, y la razón diferencial de

decaimiento esta dada por:

d2ΓP (P1P2P3) =
N

4 (4π)3M3
|MP (P1P2P3)|2 ds12 ds13. (C.22)

Integrando sobre s13 y luego sobre s12, el dominio queda definido como:

{
(m1 +m2)

2 ≤ s12 ≤ (M −m3)
2, s−13[s12] ≤ s13 ≤ s+13[s12]

}
, (C.23)

donde

s±13[s12] =
1

2 s13

{
2 (M2 +m2

1 − s12) s1@ − (M2 −m2
3 − s12)(s12 −m2

1 +m2
2)

±
√
λ(M2,m3

3, s12)λ(s12,m2
1,m

2
2)
}
.

(C.24)

Si el orden de integración se invierte, el dominio se obtienen camniando 2 ⇔ 3 en las

ecs. (C.23) y (C.24).

Expresando los productos escalares en términos de s12 y s13, se tiene que:

P · p1 =
1

2
(s12 + s13 −m2

2 −m2
3), (C.25)

199



P · p2 =
1

2
(M2 +m2

2 − s13), (C.26)

P · p3 =
1

2
(M2 +m2

3 − s12), (C.27)

p1 · p2 =
1

2
(s12 −m2

1 −m2
2), (C.28)

p1 · p3 =
1

2
(s13 −m2

1 −m2
3), (C.29)

p2 · p3 =
1

2
(M2 +m2

1 − s12 − s13). (C.30)

La ventaja de trabajar con variables cinemáticas invariantes de Lorentz es que la amplitud

de probabilidad de decaimiento no polarizada será expĺıcitamente invariante bajo transfor-

maciones de Lorentz, y por tanto, independiente del sistema de referencia.

C.4. Decaimientos a cuatro cuerpos

La cinemática de los decaimientos a cuatro cuerpos no es trivial debido al número de va-

riables que se involucran. Considerando el decaimiento P (P,M) → P1(p1,m1)P2(p2,m2)P3(p3,m3)P4(p4,m4),

donde la conservación de cuadrimomento dice que: P = p1 + p2 + p3 + p4. En el sistema en

reposo de P , la razón diferencial de decaimiento es:

d12ΓP (P1P2P3P4) =
(2π)4

2M
|MP (P1P2P3P4)|2 δ4

(
P −

4∑
j=1

pj

) 4∏
j=1

d3pj
(2π)3 2Ej

N, (C.31)

para simplificar el cálculo, la integración parcial de está se lleva a cabo en diferentes sistemas

de referencia con ayuda de la invariancia de Lorentz.

La amplitud de probabilidad depende de once invariantes de Loretz; P · p1, P · p2, P · p3,

P ·p4, p1 ·p2, p1 ·p3, p1 ·p4, p2 ·p3, p2 ·p4, p3 ·p4 y εαβγδ p
α
1 p

β
2 p

γ
3 p

δ
4. Usando la conservación de

cuadrimomento, el número de productos escalares se reduce a seis, los cuales son, por ejem-

plo: p1 · p2, p1 · p3, p1 · p4, p2 · p3, p2 · p4, p3 · p4. Note además, que la amplitud de probabilidad

para este caso va a depender del tensor de Levi-Civita. Aśı, es conveniente introducir las
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siguientes combinaciones de cuadrimomentos: p12 = p1 + p2, q12 = p1 − p2, p34 = p3 + p4 y

q34 = p3 − p4.

Con la adecuada elección de la orientación de los ejes de coordenadas, en el sistema en reposo

de P , siempre es posible reducir las doce variables del espacio fase a sólo nueve. Sin embar-

go, de acuerdo con la conservación de cuadrimomento, se tienen cuatro relaciones entre las

componentes de los momentos, E1 + E2 + E3 + E4 = M y p1 + p2 + p3 + p4 = 0, de esta

manera, de las nueve variables, cinco son únicamente independientes. De acuerdo con la ref.

[empty citation], se pueden elegir las siguientes variables:

1. s12 = p212, el cuadrado del invariante de masa del sistema P1P2.

2. s34 = p234, el cuadrado del invariante de masa del sistema P3P4.

ç 3. θ1, el ángulo formado por el trimomento del la part́ıcula P1 en el sistema en reposo del

sistema P1P2 con respecto a la dirección P1P2 en el sistema de reposo de la part́ıcula P .

4. θ3, el ángulo formado por el trimomento de la part́ıcula P3 en el sistema en reposo del

sistema P3P4 con respecto a la dirección de P3P4 en el sistema de reposo de la part́ıcula P ,

5. ϕ, el ángulo entre los planos definidos por los sistemas P1P2 y P3P4 en el sistema de reposo

de P .

Para ser más espećıficos, sea p1 el trimomento de la part́ıcula P1 en el sistema de reposo

de P1P2 y p3 el trimomento de P3 en el sistema de reposo de P3P4. Además, sea , n̂12, un

vector unitario en la dirección del sistema P1P2 en el sistema de reposo de P , n̂1 el vector

unitario a lo largo de la proyección de p1 perpendicular a n̂12, y sea n̂3 un vector unitario a

lo largo de la proyección de p3 perpendicular a n̂12. Entonces se tiene que:

cos θ1 =
n̂12 · p̄1
|p1|

,

cos θ3 = − n̂12 · p̄3
|p3|

cosϕ = n̂1 · n̂3,

sinϕ = (n̂1 × n̂12) · n̂3.

(C.32)
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Los invariantes de Lorentz quedan definidos por:

p212 = s12,

p234 = s34,

q212 = 2 (m2
1 +m2

2) − s12,

q234 = 2 (m3
1 +m4

2) − s34,

p12 · q12 = m2
1 −m2

2,

p34 · q34 = m2
3 −m2

4,

p12 · p34 =
1

2
(M2 − s12 − s34),

p12 · q34 = p12 · p34
m2

3 −m2
4

s34
− χβ34 cos θ3,

p34 · q12 = p12 · p34
m2

1 −m2
2

s12
+ χβ12 cos θ1,

q12 · q34 = p12 · p34
m2

1 −m2
2

s12

m2
3 −m2

4

s34
+
m2

3 −m4
4

s34
χβ12 cos θ1 −

m2
1 −m2

2

s12
χβ34 cos θ3

− β12β34

[√
s12 s34 sin θ1 sin θ3 cosϕ+ p12 · p34 cos θ1 cos θ3

]
εµνρσ p

µ
12 p

ν
34 q

ρ
12 q

σ
34 =

√
s12 s34 β12 β34 χ sin θ1 sin θ3 sinϕ,

(C.33)

donde

β12 =
λ1/2(s12,m

2
1,m

2
2)

s12
,

β34 =
λ1/2(s34,m

2
3,m

2
4)

s34
,

χ =
[
(p12 · p34)2 − s12s34

]1/2
=
λ1/2(M2, s12, s34)

2
.

(C.34)

El resto de los productos escalares están definidos por:

P · p12 =
1

2
(M2 + s12 − s34), (C.35)

P · p34 =
1

2
(M2 − s12 + s34), (C.36)

P · q12 = (m2
1 −m2

2)
(

1 +
p12 · p34
s12

)
+ χβ12 cos θ1, (C.37)
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P · q34 = (m2
3 −m2

4)
(

1 +
p12 · p34
s12

)
+ χβ34 cos θ3. (C.38)

La probabilidad de decaimiento no polarizada va a depender de cinco variables cinemáticas

independientes, es decir, es una función

|MP (P1P1P3P4)|2 = F (s12, s34, cos θ1, cos θ3, ϕ). (C.39)

La integración de la razón diferencial de decaimiento no es trivial. El elemento diferencial

del espacio fase d3pj/2Ej es un invariante de Lorentz ya que:

d3pj
2Ej

=

∫ +∞

−∞
δ(pαj pjα −m2

j) θ(p
0
j) d

4pj =

∫ ∞

0

δ(pαj pjα −m2
j) d

4pj. (C.40)

Esta propiedad es de mucha utilidad, pues la integración parcial se puede realizar en dife-

rentes sistema de referencia donde la integración no sea muy complicada, por ejemplo: para

los elementos diferenciales del espacio fase de las part́ıculas P1 y P2, (d3p1/2E1, d
3p2/2E2),

se realiza en el sistema de reposo del sistema P∞P∈, mientras que el elemento diferencial

del espacio fase para las part́ıculas P∋ y P△ (d3p3/2E3, d
3p4/2E4), se hace en el sistema de

reposo P3P4.

Una vez realizado el cálculo, se encuentra que la razón diferencial de decaimiento a cuatro

cuerpos tiene la siguiente forma:

d5ΓP (P1P2P3P4) =
N χβ12 β34
4 (4π)6M3

|MP (P1P2P3P4)|2 ds12 ds34 d cos θ1d cos θ3dϕ, (C.41)

cuyo espacio fase f́ısicamente accesible queda definido por:

(m1 +m2)
2 ≤ s34 ≤ (M −m3 −m4)

2, (C.42)

(m3 +m4)
2 ≤ s34 ≤ (M −

√
s12)

2, (C.43)

− 1 ≤ cos θ1 ≤ 1, −1 ≤ cos θ3 ≤ 1, −π ≤ ϕ ≤ π. (C.44)
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En caso de que las variables s12, s34, θ1, θ3 y ϕ no sean las variables más adecuadas para

describir algunos de los decaimientos a cuatro cuerpos, el cambio de variables a x1, x2, x3,

x4 y x5 viene dado por las transformaciones:

x1 = g1(s12, s34, cos θ1, cos θ3, ϕ)

x2 = g2(s12, s34, cos θ1, cos θ3, ϕ)

x3 = g3(s12, s34, cos θ1, cos θ3, ϕ)

x4 = g4(s12, s34, cos θ1, cos θ3, ϕ)

x5 = g5(s12, s34, cos θ1, cos θ3, ϕ)

(C.45)

y las transformaciones inversas por:

s12 = h12(x1, x2, x3, x4, x5),

s34 = h34(x1, x2, x3, x4, x5),

cos θ1 = h1(x1, x2, x3, x4, x5),

cos θ3 = h3(x1, x2, x3, x4, x5),

ϕ = hϕ(x1, x2, x3, x4, x5),

(C.46)

Ahora, la amplitud de decaimiento no polarizada es una función de las nuevas variables y

los elementos diferenciales del espacio fase en cada uno de los conjuntos de variables quedan

relacionados por medio del Jacobiano de la transformación

ds12ds34d cos θ1d cos θ3dϕ =
∣∣∣∂(s12, s34, cos θ1, cos θ3, ϕ)

∂(x1, x2, x3, x4, x5)

∣∣∣dx1dx2dx3dx4dx5, (C.47)

En términos de las nuevas variables conemáticas independientes, la razón diferencial de

decaimiento queda definida por:

d5ΓP (P1P2P3P4) =
nχβ12β34
4 (4π)6M3

∣∣∣∂(s12, s34, cos θ1, cos θ3, ϕ)

∂(x1, x2, x3, x4, x4)

∣∣∣|M|2dx1dx2dx3dx4dx5, (C.48)
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y la región de espacio fase accesible está definida por:

mı́n(x5) ≤ x5 ≤ máx(x5),

mı́n(x4) ≤ x4 ≤ máx(x4),

mı́n(x3) ≤ x3 ≤ máx(x3),

mı́n(x2) ≤ x2 ≤ máx(x2),

mı́n(x1) ≤ x1 ≤ máx(x1),

(C.49)

donde la parte complicada está en determinar estos mı́nimos y máximos.

C.5. Espacio fase para procesos de producción con n

part́ıculas en el estado final

Siguiendo el trabajo de R. Kumma [empty citation], se hace un leve resumen sobre el

estudió y determinación de la sección eficaz para un proceso de produccción con n part́ıculas

en el estado final. En genaral, para procesos de producción de la forma

A(q1) + A(q2) →
n∑

i=1

ai(pi), (C.50)

la integral de espacio fase a evaluar está dada por:

Pn =
[ n∏

i=1

∫
d4pi δ(p

2
i +m2

i )
]
δ4
(
Q−

n∑
i=1

pi

)
F (q1, q2; pi), (C.51)

con Q = q1 + q2; F (q1, q2; pi) el módulo al cuadrado de la amplitud del proceso. Para este

caso, se definen (3n− 4) variables cinemáticas invariantes de Lorentz, las cuales especifican

un punto en el espacio fase en términos de todos los 1
2
(n + 1)(n + 2) productos escalares

del tipo Pi · Pj (j ̸= k) formados con los cuadrimomentos q1, q2 y pi. Estos cuadrimoentos
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definen a las variables invariantes de Lorentz como:

s ≡ s0 = Q2, t0 = (q1 − p1)
2, sr = (Q−

r∑
i=1

pi)
2, (C.52)

ur = (Q− pr+1)
2, tr = (q1 − pr+1)

2, 1 ≤ r ≤ n− 2, (C.53)

donde pr denota el cuadrimomento de la r-ésima part́ıcula; u0 y sn−1 se definen como:

u0 = s1, sn−1 = m2
n.

La integral del espacio fase Pn se transforma en una integral definida de rango (3n − 5),

dada por la expresión:

Pn =
1

2
π
{
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
}− 1

2
{
s
[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
]− 1

2
}n−2

×
n−2∏
r=1

∫ sr+

sr−

dsr

n−2∏
r=1

[ ∫ ur+

ur−

dur
[
λ(s, sr, s

′
r)λ(s,m2

r+1, ur)
]− 1

2

]
×

∫ t0+

t0−

dt0

n−2∏
r=1

[ ∫ tr+

tr−

dtr
[
(1 − ξ2r ) (1 − η2r) (1 − ς2r )

]− 1
2

]
F (sr;ur; tr)

(C.54)

donde

s′r =
( r∑

i=1

pi
)2

= sr + (r − 1) s+
r∑

i=1

m2
i −

r∑
j=1

uj−1,

ξr =
[
(s+M2

1 −M2
2 )(s+ s′r − sr) − 2s(rM2

1 +
r∑

i=1

m2
i −

r∑
j=1

tj−1)
][
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s, sr, s

′
r)
]− 1

2
,

ηr =
[
2 s (sr +m2

r+1 − sr+1) − (s+m2
r+1 − ur) (s+ sr − s′r)

] [
λ(s,m2

r+1, ur)λ(s, sr, s
′
r)
]− 1

2 ,

ωr =
[
(s+M2

1 −M2
2 ) (s+m2

r+1 − ur) − 2 s (M2
1 +m2

r+1 − tr)
] [
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

r+1, ur)
]− 1

2 ,

ςr = (ωr − ξr ηr)
[
(1 − ξ2r ) (1 − η2r)

]− 1
2 ,

(C.55)
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con λ(a, b, c) = (a2 + b2 + c2 − 2 ab− 2 ac− 2 cb) y los ĺımites de integración de las variables

sr, ur y tr son:

sr− =
( n∑

i=r+1

mi

)2

, sr+ =
(√

sr−1 −mr

)2
, 1 ≤ r ≤ n− 2,

ur± = s+m2
r+1 −

(sr +m2
r+1 − sr+1)(s+ sr − s′r)

2 sr
±

[
λ(sr,m

2
r+1, sr+1)λ(s, sr, s

′
r)
] 1

2

2 sr
,

para 1 ≤ r ≤ n− 2,

tr± = M2
1 +m2

r+1 −
(s+M2

1 −M2
2 )(s+m2

r+1 − ur)

2 s
+

[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

r+1, ur)
] 1

2

2 s
χr±

para 0 ≤ r ≤ n− 2,

(C.56)

donde

χr± = ξr ηr ±
[
(1 − ξ2r ) (1 − η2r)

] 1
2 , para r > 0,

= ±1, para r = 0.

(C.57)

La sección eficaz de dispersión o producción para este caso esta dado por la ec. (C.54) por

un factor multiplicativo [empty citation]:

σ(s) = ⌋(s)Pn, (C.58)

donde ⌋(s) es una cosntante que depende de la enerǵıa del centro de masa (
√
s = Q). Sin

embargo, la expresión para la sección eficaz diferencial que se utiliza en este trabajo fue

tomada directamente de PDG [169], cuya expresión esta dada por:

dσ =
(2π)4 |MT |2

4
√

(q1 · q2)2 −M2
1M

2
2

dΦn(Q; p1, .., pn), (C.59)

donde

dΦn(Q; p1, .., pn) = δ4
(
Q−

n∑
i=1

pi

) n∏
i=1

d3pi
(2π)3 2Ei

, (C.60)
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con M1 y M2 las masas de las part́ıculas incidentes.

La diferencia entre las expresiones para la sección eficaz diferencial entre el trabajo de R.

Kumar [empty citation], ec.C.51, y la dada en PDG [169], ec. (C.60) viene dada en esta

cosntante ⌋(s). Al comparar, para que los resultados sean compatibles, la expresión dada en

la ec. (C.54) debe ser multiplicada por un factor

1

(2π)3n 4
√

(q1 · q2)2 −M2
1 M

2
2

, (C.61)

esto con la idea de poder comparar con datos o referencias experimentales que utilizan la

convención de PDG, justo como se hace en el Cap.3.

C.6. Caso n = 3

Como primer caso particular, se desarrolla el caso n = 3, necesario para el desarrollo del

Cap. 3 en las Secciones ?? y ?? donde se tratan a los procesos e+e− → 3π y e+e− → 2πγ.

Tratando el proceso de la forma más general posible, tomando un proceso de dispersión

genérico, por ejemplo: e−(y1) e
+(y2) → A+(z1)B

0(z2)C
−(z3), donde se han denotando a sus

correspondientes cuadrimomentos entre paréntesis. Sea Q = y1 + y2, y
2
1 = M2

1 y y22 = M2
2

para las part́ıculas iniciales, z21 = m2
1, z

2
2 = m2

2 y z23 = m2
3, el espacio fase para este caso

queda determinado por:

P3 =
1

2
π
{
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
}− 1

2
{
s
[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
]− 1

2
}

×
∫ s1+

s1−

ds1

∫ u1+

u1−

du1
[
λ(s, s1, s

′
1)λ(s,m2

2, u1)
]− 1

2

×
∫ t0+

t0−

dt0

∫ t1+

t1−

dt1
[
(1 − ξ21) (1 − η21) (1 − ς21 )

]− 1
2 ,

(C.62)
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donde se definen las variables cinemáticas:

s ≡= s0 = Q2, s1 = (Q− p1)
2, u1 = (Q− p2)

2, (C.63)

t0 = (y1 − p1)
2, t1 = (y1 − p2)

2, (C.64)

Luego, de acuerdo a las definiciones dadas en la ec. (C.55), se tiene que:

u0 ≡ s1, (C.65)

s2 = m2
3 (C.66)

s′1 = s1 +m2
1 − u0, (C.67)

ξ1 =
[
(s+M2

1 −M2
2 ) (s+ s′1 − s1) − 2 s (M2

1 +m2
1 − t0)

][
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s, s1, s

′
1)
]− 1

2 ,

(C.68)

η1 =
[
2 s (s1 +m2

2 − s2) − (s+m2
2 − u1) (s+ s1 − s′1)

][
λ(s,m2

2, u1)λ(s, s1, s
′
1)
]− 1

2 , (C.69)

ω1 =
[
(s+M2

1 −M2
2 ) (s+m2

2 − u1) − 2 s (M2
1 +m2

2 − t1)
][
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

2, u1)
]− 1

2 ,

(C.70)

ς1 = (ω1 − ξ1 η1)
[
(1 − ξ21) (1 − η21)

]− 1
2 . (C.71)

Los ĺımites de integración quedan definidos por:

s1− = (m2 +m3)
2, (C.72)

s1+ = (
√
s−m1)

2, (C.73)

u1± = s+m2
2 −

(s1 +m2
2 − s2)(s+ s1 − s′1)

2 s1
±

√
λ(s1,m2

2, s2)λ(s, s1, s′1)

2 s1
, (C.74)

t0± = M2
1 +m2

1 −
(s+M2

1 −M2
2 )(s+m2

1 − u0)

2 s
+

√
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

1, u0)

2 s
χ0±,

(C.75)

χ0± = ±1, (C.76)
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t1± = M1
1 +m2

2 −
(s+M2

1 −M2
2 )(s+m2

2 − u1)

2 s
+

√
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

2, u1)

2 s
χ1±,

(C.77)

χ1± = ξ1 η1 ±
√

(1 − ξ21)(1 − η21), (C.78)

(C.79)

y la sección eficaz queda determinada por la expresión:

σ(s) =

∫ s+

s−

ds

∫ s1+

s1−

ds1

∫ u1+

u1−

du1

∫ t0+

t0−

dt0

∫ t1+

t1−

dt1
|MT |2

4 (2π)5
√

(q1 · q2) −M2
1 M

2
2

FEF,

(C.80)

con

FEF =
1

2
π
{
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
}− 1

2
{
s
[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
]− 1

2
}

×
[
λ(s, s1, s

′
1)λ(s,m2

2, u1)
]− 1

2
[
(1 − ξ21) (1 − η21) (1 − ς21 )

]− 1
2

(C.81)

C.7. Caso n = 4

Este caso en part́ıcular es importante y necesario para la descripción de las diferentes

secciones eficaces descritas en el Cap.4 para procesos de producción a cuatro cuerpos. Sea

el caso genérico: e+(q1)e
−(q2) → A+(p1)B

0(p2)C
−(p3)D

0(p4) a describir, con Q = q1 + q2,

q21 = M2
1 , q22 = M2

2 las masas de las part́ıculas incidentes y p21 = m2
1, p

2
2 = m2

2, p
2
3 = m2

3 y

p24 = m2
4 las masas de las part́ıculas resultantes. Utilizando la expresión dada en la ec. (C.54),

el espacio fase esta dado por:

P4 =
π

2

{
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
}− 1

2
{
s
[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
]− 1

2
}2

∫ s1+

s1−

ds1

∫ s2+

s2+

ds2

×
∫ u1+

u1−

du1
[
λ(s, s1, s

′
1)λ(s,m2

2, u1)
]− 1

2

∫ u2+

u2−

du2
[
λ(s, s2, s

′
2)λ(s,m2

3, u2)
]− 1

2

×
∫ t0+

t0−

dt0

∫ t1+

t1−

dt1
[
(1 − ξ21) (1 − η21) (1 − ς21 )

]− 1
2

∫ t2+

t2−

dt2
[
(1 − ξ22) (1 − η22) (1 − ς22 )

]− 1
2 .

(C.82)
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Las variables cinemáticas quedan definidas por:

s ≡ s0 = Q2, t0 = (q1 − p1)
2, s1 = (Q− p1)

2, s2 = (Q− p1 − p2),

u1 = (Q− p2)
2, u2 = (Q− p3)

2, t1 = (q1 − p2)
2, t2 = (q1 − p3)

2,

(C.83)

donde, por definición se tiene que u0 = s1 y s3 = m2
4 y

s′1 = s1 +m2
1 − u0, (C.84)

s′2 = s2 + s+m2
1 +m2

2 − u0 − u1, (C.85)

ξ1 =
[
(s+M2

1 −M2
2 )(s+ s′1 − s1) − 2s(M2

1 +m2
1 − t0)

][
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s, s1, s

′
1)
]− 1

2 ,

(C.86)

ξ2 =
[
(s+M2

1 −M2
2 )(s+ s′2 − s2) − 2s(2M2

1 +m2
1 +m2

2 − t0 − t1)
][
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s, s2, s

′
2)
]− 1

2 ,

(C.87)

η1 =
[
2s(s1 +m2

2 − s2) − (s+m2
2 − u1)(s+ s1 − s′1)

][
λ(s,m2

2, u1)λ(s, s1, s
′
1)
]− 1

2 , (C.88)

η2 =
[
2s(s2 +m2

3 − s3) − (s+m2
3 − u2)(s+ s2 − s′2)

][
λ(s,m2

3, u2)λ(s, s2, s
′
2)
]− 1

2 , (C.89)

ω1 =
[
(s+M2

1 −M2
2 )(s+m2

2 − u1) − 2 s(M2
1 +m2

2 − t1)
][
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

2, u1)
]− 1

2 ,

(C.90)

ω2 =
[
(s+M2

1 −M2
2 )(s+m2

3 − u2) − 2 s(M2
1 +m2

3 − t2)
][
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

3, u2)
]− 1

2 ,

(C.91)

ς1 = (ω1 − ξ1 η1)
[
(1 − ξ21)(1 − η21)

]− 1
2 , (C.92)

ς2 = (ω2 − ξ2 η2)
[
(1 − ξ22)(1 − η22)

]− 1
2 . (C.93)

Los correspondientes ĺımites de integración son:

s1− = (m2 +m3 +m4), (C.94)

s1+ = (
√
s−m1)

2, (C.95)

s2− = (m3 +m4)
2, (C.96)
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s2+ = (
√
s1 −m2)

2, (C.97)

u1± = s+m2
2 −

(s1 +m2
2 − s2)(s+ s1 − s′1)

2 s1
±

[
λ(s1,m

2
2, s2)λ(s, s1, s

′
1)
] 1

2

2 s1
, (C.98)

u2± = s+m2
3 −

(s1 +m2
3 − s3)(s+ s2 − s′2)

2 s2
±

[
λ(s2,m

2
3, s3)λ(s, s2, s

′
2)
] 1

2

2 s2
, (C.99)

t0± = M2
1 +m2

1 −
(s+M2

1 −M2
2 )(s+m2

1 − u0)

2 s
+

[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

1, u0)
] 1

2

2 s
χ0±

(C.100)

χ0± = ±1, (C.101)

t1± = M2
1 +m2

2 −
(s+M2

1 −M2
2 )(s+m2

2 − u1)

2 s
+

[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

2, u1)
] 1

2

2 s
χ1±

(C.102)

χ1± = ξ1 η1 ±
[
(1 − ξ21)(1 − η21)

] 1
2 , (C.103)

t2± = M2
1 +m2

3 −
(s+M2

1 −M2
2 )(s+m2

3 − u2)

2 s
+

[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )λ(s,m2

3, u2)
] 1

2

2 s
χ2±

(C.104)

χ2± = ξ2 η2 ±
[
(1 − ξ22)(1 − η22)

] 1
2 . (C.105)

(C.106)

Finalmente la sección eficaz queda definida por:

σ(s) =

∫ s+

s−

ds

∫ s1+

s1−

ds1

∫ s2+

s2−

ds2

∫ u1+

u1−

du1

∫ u2+

u2−

du2

∫ t0+

t0−

dt0,

∫ t1+

t1−

dt1

∫ t2+

t2−

dt2

× |M|2

4 (2π)8
√

(q1 · q2)2 −M2
1 M

2
2

FEF,

(C.107)

donde el factor de espacio fase a cuatro cuerpos queda definido por:

FEF =
π

2

{
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
}− 1

2
{
s
[
λ(s,M2

1 ,M
2
2 )
]− 1

2
}2 [

λ(s, s1, s
′
1)λ(s,m2

2, u1)
]− 1

2

[
λ(s, s2, s

′
2)λ(s,m2

3, u2)
]− 1

2
[
(1 − ξ21)(1 − η21)(1 − ς21 )

]− 1
2
[
(1 − ξ22)(1 − η22)(1 − ς22 )

]− 1
2

(C.108)
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Apéndice D

Más constantes de acoplamiento

En este apéndice se hace una breve revisión de las constantes de acoplamiento, no inclui-

das en el análisis de parámetros hadrónicos del Cap.?? pero que son necesarias en el Cap.??

de este trabajo. Sin embargo, es necesario presentar primero una lista de valores experi-

mentales de ciertas cantidades f́ısicas como masa y ancho de decaimiento de las part́ıculas

que son usadas a lo largo de este trabajo de tesis. Todos los valores experimentales fueron

tomados de la versión más reciente de PDG [169].

D.1. Decaimiento V → πγ: Acoplamiento gV πγ

La constante de acoplamiento gV πγ puede ser calculada usando el proceso V → πγ, cuya

amplitud está dada por:

γ(k,ϵ⋆)

π(pπ)

V (q, η) → M = − gV πγ ηµ ε
βναµ kβ qα ϵ

⋆
ν . (D.1)
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donde q, ηµ, son el cuadrimomento y el vector de polarización para el mesón vectorial (V) y

k, ϵ⋆ son el cuadrimomento y vector de polarización para el fotón. Calculando el ancho del

decaimiento a dos cuerpos (Ver Apéndice ??, Sec. ??) V → πγ y despejando la constante

de acoplamiento gV πγ, se obtiene la expresión:

gV πγ =

√
12π ΓV→πγ

( 2mV

m2
V −m2

π

)3

, (D.2)

con la que se obtienen una serie de valores para la constante de acoplamiento gV πγ, Cuadro

D.1, considerando diferentes procesos.

Proceso Acoplamiento Valor

ρ− → π−γ gρ−π−γ 0.22 ± 0.02

ρ0 → π0γ gρ−π−γ 0.24 ± 0.02

ω− → π0γ gωπ0γ 0.69 ± 0.07

Cuadro D.1: Valores obtenidos para la constante de acoplamiento gV πγ a través de diferentes
procesos.

D.2. Decaimiento σ → ππ: Acoplamiento gσππ

La amplitud para el proceso σ → π+π−, definida a través del acoplamiento de tres

part́ıculas escalares queda definido simplemente como:

π+(pπ+)

π−(pπ−)

σ(q) → M = −gσππ. (D.3)
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Al calcular el ancho de decaimiento del mesón σ a dos piones en el ĺımite de isoesṕın1,

despejando la constante de acoplamiento gσππ, se obtiene la siguiente expresión:

gσπ+π− =
(

16 π Γσ→π+π−
m2

σ√
m2

σ − 4m2
π

) 1
2
. (D.4)

Debido a que se requiere el valor de la constante de acoplamiento más general, es necesario

considerar la relación:

Γσ→ππ =
3

2
Γσ→π+π− , (D.5)

por lo que la expresión final para la constante de acoplamiento es:

gσππ =
(32

3
π Γσ→ππ

m2
σ√

m2
σ − 4m2

π

) 1
2
, (D.6)

cuyo valor numérico resulta ser:

gσππ = 3.69 ± 1.6 GeV (D.7)

D.3. Decaimiento a1 → ρπ: Acoplamiento ga1ρπ

El valor para la constante de acoplamiento ga1ρπ puede obtenerse a través de los procesos

de decaimiento a− → ρ− π0 y a−1 → ρ0 π−. Sin embargo, trabajando nuevamente en el ĺımite

de isoesṕın para la masa de los piones, dado que se ha considerado que la masa de los

mesones ρ cargados y neutros tienen la misma masa para este caso, la amplitud del proceso

1Masas de piones cargados y neutros iguales (mπ+ = mπ−)
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queda definida como:

ρ−,0(k, ϵ⋆)

π0,−(pπ)

a−1 (q, η) → M = −2 ga1ρπ
(
k · q ηµ ϵ⋆µ − kµ qν ηµ ϵ

⋆
ν

)
, (D.8)

donde q ηµ) y k (ϵ⋆ν) son los correspondientes cuadrimomentos (vectores de polarización)

para los mesones a−1 y ρ respectivamente.

Calculando el ancho de decaimiento correspondiente, la expresión al despejar la constante

de acoplamiento ga1ρπ es:

ga1ρπ =
( 12 π Γa−1 →ρ−,0π0,−

λ1/2(m2
a1
,m2

ρ,m
2
π)

2m2
a1

(m2
a1

+m2
ρ −m2

π)2 + 2m2
a1
m2

ρ

) 1
2

(D.9)

donde λ(x, y, z) = x2+y2+z2−2(x y+x z+y z) la función de Källén.Luego, usando los valores

experimentales necesarios, se tiene que el valor numérico para la constante de acoplamiento

esta dentro del rango 2.55-3.95 GeV, esto se debe al valor del ancho de decaimeinto para

el mesón a1. Sin embargo, para este caso, tomando el valor promedio, se tiene que el valor

para la constante ga1ρπ es:

ga1ρπ = 3.25 ± 0.3 GeV (D.10)

D.4. Decaimiento ρ→ ρσ: Acoplamiento gρρσ

A diferencia de otras constantes de acoplamiento, gρρσ no puede ser obtenida directamente

de un decaimiento, sin embargo, se puede considerar el proceso de decaimiento ρ → ρσ,

Fig. D.1 (a) y bajo el contexto de VMD, uno de los mesones ρ viene de la hadronización

del fotón en el proceso ρσγ, Fig. D.1 (b), para luego identificar cuanto vale la constante de
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acoplamiento gρρσ en términos de las constantes gρσγ y gρ.

ρ(q) ρ(p)

σ

(a)

ρ(q) γ ρ(p)

σ

(b)

Figura D.1: Desde el punto de vista de VMD, el proceso ρ→ ρσ puede verse como el proceso
radiativo ρ→ σγ seguido de la hadronización del fotón a un mesón ρ.

Para el caso del proceso ρ→ ρσ, Fig. D.1 (a), el elemento de matriz esta dado por:

M(a) = −gρρσ εµ η⋆µ, (D.11)

donde εµ y η⋆µ corresponden a los vectores de polarización de los mesones ρ inicial y final

respectivamente. Por otro lado, el elemento de matriz del proceso ρ → σγ, seguido de la

hadronización del fotón a un mesón ρ, Fig. D.1 (b), está dado por:

M(b) = gρσγ

(em2
ρ

gρ

) εµ η⋆µ
q2

, (D.12)

con q el momento del mesón ρ inicial.

Al igual estos dos elementos de matriz, ec. (D.11) y ec. (D.12), la constante gρρσ queda

definida por:

gρρσ = −
em2

ρ

q2
gρσγ
gρ

. (D.13)

La expresión para la constante gρσγ se obtiene a través del ancho de decaimiento experimental

del proceso ρ→ σγ

gρσγ =
3

α
Γρ→σγ

( 2mρ

m2
ρ −m2

σ

)3

, (D.14)

donde α ≈ 1/137 es la constante de estructura fina y el valor numérico de la constante gρσγ
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es:

gρσγ = 0.63 ± 0.15 GeV−1. (D.15)
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Apéndice E

Expansión multipolar de la función

vértice

En el Cap. ??, sec. ??, se hace una relación entre las observables en la función de vértice

relativista dada en la ec. (??) con los momentos dipolar magnético y cuadrupolar eléctrico.

En este apéndice, siguiendo los argumentos de la ref. [285], la función vértice tratada aqúı

es un elemento de matriz para la corriente eléctrica entre los estados inicial y final de un

bosón vectorial con momento p, esṕın s y helicidad h.

gVWW Γµ
h′,h ≡ gVWW ⟨p′ s′ h′|Jµ(0)|p s h⟩. (E.1)

Γµ
h′,h = i (ε⋆h′)β V

µαβ (εh)α
(p2=p′2=,2)

= −
[
GV

1 (p+ p′)µ (ε⋆h′ · εh)

+Gv
2 {ε

⋆µ
h′ (q · εh) − εµh(q · ε⋆h′)} +GV

3 (p+ p′)µ (q · ε⋆h′)(q · εh)/m2
]
.

(E.2)

Sea qµ = (p+ p′)µ, se tiene que:

GV
1 (q2) = 1 +

1

2
λV

q2

m2
, GV

2 (q2) = 1 + κV + λV , G
V
3 (q2) = −λV . (E.3)
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E.0.1. Marco de Breit

Trabajando en el llamado marco de Breit, donde los momentos de las part́ıculas entrantes

y salientes se expresan como1:

pµ = (E, 0, 0, p), E =
√
p2 +m2,

p′µ = (E ′, 0, 0,−p), E ′ =
√
p2 +m′ 2.

(E.4)

Elegiendo los momentos p, p′ para que estén en el plano x− z. Los vectores de polarización

en el marco de Breit se expresan como sigue:

q = p− p′ = (0, 0, 0, 2 p) → q2 = −4 p2,

ε+ = −2−1/2 (0, 1,+i, 0), ε′+ = ε− = 2−1/2(0, 1,+i, 0),

ε− = 2−1/2 (0, 1,−i, 0), ε′− = ε+ = −2−1/2 (0, 1,+i, 0),

ε0 = (p/m, 0, 0, E/m), ε′0 = (p/m, 0, 0,−E/m).

(E.5)

Entonces, tras cálculos sencillos, se obtiene:

Γ−
0+ = −2 pE

m
G2,

Γ0
00 = −2E

[
G1 +

2 p2

m2

(
G1 −G2 −

2E2

m2
G3

)]
,

Γ0
−+ = 2E G1.

(E.6)

Otros Γµ
h′h pueden calcularse de forma similar, pero no se necesitan aqúı.

E.0.2. Momento Magnético

El momento magnético µ se define clásicamente por su enerǵıa en el campo magnético

B.

E = −µ ·B. (E.7)

1El signo de los momentos definidos en el marco de Breit es consistente con los tratamientos en las
refs. [285, 296]
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Hmag = e

∫
d3 x JµAµ = −e

∫
d3 xJ(0,x) ·A(0,x), (E.8)

donde se ha fijando t = 0 y A0(0,x) = 0. Sea el potencial electromagnético de la forma:

A = C
ex − i ey√

2
e−iq·x, q = 2p = 2 p ez. (E.9)

El campo magnético esta dado por:

B = ∇×A = −iq×A → A =
1

i|q|
(By,−Bx, 0). (E.10)

Sustituyendo la ec. (E.10) en la ec. (E.8) e igualando con la ec. (E.7), se obtiene que:

µ− ≡ 1√
2

(µx − i µy) = ĺım
|q|→0

1

|q|

∫
d3 x e J−(0,x) e−iq·x. (E.11)

Aplicando el teorema de Wigner-Eckart [297], se tiene que:

µ ≡ ⟨s sz = s|µz|s sz = s⟩ = ⟨s s|10s s⟩⟨s||µ||s⟩,

⟨s s′z|µ−|s sz⟩ = ⟨s s′|1 − 1 s sz⟩ ⟨s||µ||s⟩

= ĺım
|q|→0

1

|q|

∫
d3 x ⟨|s s′z|e J−(0,x)|s sz⟩ e−iq·r

(E.12)

El lado derecho de la ec. (E.12) se relaciona con la función vértice Γ−
h′,h a través de la

ec. (E.1). La función vértice relativista se ha expresado como la amplitud de helicidad en el

marco de Breit. En este marco, la dirección del momento del estado final es a lo largo del

eje z negativo, y por tanto h = sz, h
′ = −s′z. Lo que lleva a:

Γµ
h′,h/2E = ⟨−ph′|Jµ(0)|ph⟩/2E |q|/m→0→ (−1)s

′+s′z

∫
d3 x⟨s′ s′z|Jµ|s sz⟩ e−iq·x. (E.13)

El factor 2E es el factor de normalización relativista. El factor (−1)s
′+s′z surge de la rotación

del eje de cuantización final en 180o. Denotando el operador de rotación como Ry(θ), se tiene
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que:

|s′, s′z⟩ = Ry(π)|s′ h′⟩ =
∑
λ

|s′ λ⟩ ⟨s′ λ|Ry(π)|s′, h′⟩ =
∑
λ

ds
′

λh′(π)|s′ λ⟩

= (−1)s
′−h′|s′ − h′⟩ = (−1)s

′+s′z |s′ − h′⟩,
(E.14)

donde dsh′ h es la matriz de rotación. De la ec. (E.12), se obtiene que:

µ =
⟨s s|10s s⟩

⟨s s′z|1 − 1 s sz⟩
ĺım
|q|→0

1

|q|

∫
d3 x ⟨|s s′z|e J−(0,x)|s sz⟩ e−iq·r. (E.15)

Sustituyendo la ec. (E.13) en la expresión anterior y utilizando la expresión para Γ−
0+ dada

en la ec. (E.6), se obtiene finalmente que:

µ =
⟨s s|10s s⟩

⟨s 0|1 − 1 s+⟩
ĺım
|q|→0

1

|q|
(−1)

e

2E
Γ−
0+,

=
e

2m
G2 =

e

2m
(1 + κγ + λγ)

(E.16)

E.1. Momento Cuadrupolar

En el tratamiento no relativista, el momento cuadrupolar esta definido como:

Q =

∫
d3 x ⟨s sz = s|(3 z2 − r2) ρ(x)|s sz = s⟩,

= 2

∫
d3 x ⟨s s|r2 ρ(x)P2(cos θ)|s s⟩,

(E.17)

donde P2(cos θ) es el polinomio de Legendre de segundo orden y ρ(x) = e J0(0,x) es el

operador de densidad de carga normalizado como:

e =

∫
d3 x ⟨s s|ρ(x)|s s⟩. (E.18)

La expresión ec. (E.17) está contenida en el lado derecho de la ec. (E.13). Por otra parte,

ρ(x) = e J0(0,x) y el factor exponencial pueden expandirse como funciones de funciones
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esféricas de Bessel y polinomios de Legendre de cos θ. Por lo tanto, la tarea restante consiste

en expandir el lado izquierdo de la ec. (E.13) en términos de multipolos.

E.1.1. Expansión Multipolar

Siguiendo la notación de la ref.[296] donde se elaboró una fórmula general para la ex-

pansión multipolar de la función vértice relativista. El elemento matricial de la corriente

electromagnética entre los estados |p′ s′, λ′⟩ y |p s, λ⟩ donde s s′, λλ′ son el esṕın y la he-

licidad de los estados inicial y final, toma una forma especialmente sencilla en el marco de

Breit bajo la suposición de la invariancia bajo P y T. Dado que el momento cuadrupolar

eléctrico se origina a partir de una distribución no uniforme de la carga, uno esta interesado

la componente temporal de la corriente ( ρ = e J0), la cual se comporta como un escalar

bajo una operación de rotación. La correspondiente función vértice se expresa como2:

Γ0
h′,h = ⟨p′ s′ h′|j0(0)|p s h⟩ = (−1)2 s

′ ∑
j=0

s′ J s

h′ 0 h

 Qj(s
′, s) (E.19)

donde QJ es una función real si es invariante bajo T y depende de J, s′, s pero no de

h′, h, como resultado del teorema de Wigner-Eckart. Por otro lado, la amplitud desaparece

si h′ + h ̸= 0 debido a la conservación del momento angular ( J3 ). Sólo los términos con

J = par o impar, dependiendo de la paridad relativa de los estados inicial y final contribuyen

en la suma en la ec. (E.19) debido a que la paridad y la invariancia bajo rotación se da a

través de 180o en el eje y. El śımbolo 3j está relacionado con los coeficientes de Clebsch-

2Las funciones vértice correspondientes a las componentes espaciales J± = ∓(J1 ± i J2) tienen una
expresión similar (ver ref.[296]). Para m = m′, J3 desaparece en el marco de Breit debido a la conservación
de la corriente.
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Gordan mediante: j1 j2 j3

m1 m2 m3

 =
(−1)j1−j2−m3

√
2j3 + 1

⟨j1m1 j2m2|j3 −m3⟩. (E.20)

Esto desaparece a menos que m1+m2+m3 = 0 y |ji−jj| ≤ jk ≤ ji+jj (relación triangular).

Para la función de vértice γ W W de triple acoplamiento de norma (TGC), es necesario fijar

m = m′, s′ = s = 1 y la ec. (E.19) se simplifica a

Γ0
h′,h =

 1 0 1

h′ 0 h

 Q0 +

 1 2 1

h′ 0 h

 Q2. (E.21)

Los términos con J > 2 no contribuyen debido a la relación triangular. Para relacionar el

momento cuadrupolar Q con la función de vértice, es necesario resolver para Q0 y Q2.

Usando 1 0 1

0 0 0

 = − 1√
3
,

1 2 1

0 0 0

 =

√
2

15 1 0 1

−1 0 1

 =
1√
3
,

 1 2 1

−1 0 1

 =

√
1

30
,

(E.22)

y sustituyendo las expresiones para Γ0
00 y Γ0

−+, ec. (E.6), en el lado izquierdo de la ec. (E.21),

se obtiene que:

Q0 =
1√
3

(−Γ0
00 + 2 Γ0

−+) = 2
√

3E
[
G1 +

2 p2

3m2

{
G1 −G2 −

2E2

m2
G3

}]
Q2 =

√
10

3
(Γ0

00 + Γ0
−+) = −

√
10

3

4E p2

m2

[
G1 −G2 −

2E2

m2
G3

]
.

(E.23)

sustituyendo las expresiones dadas en la ec. (E.3) dentro de la ec. (E.23) y considerando

el factor de normalizacion relativista 2E, la ec. (E.23) en el ĺımite no relativista queda
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expresada como:

eQ0

2E
→

√
3 e

[
1 + λ

2 p2

m2
+

2 p2

3m2

{(
1 + λ

2 p2

m2

)
− (1 + κ+ λ) + 2λ

}]
eQ2

2E
→ −

√
40

3

e p2

m2

[
1 + λ

2 p2

m2
− (1 + κ+ λ) + 2λ

]
.

(E.24)

También es necesario expandir el lado derecho de la ec. (E.13) de forma idéntica que en la

ec. (E.21), teniendo aśı:

(−1)1+s′z

∫
d3 x ⟨1 s′z|J0(0,x)|1 sz ⟩ e−i q·x =

 1 0 1

h′ 0 h

 QNR
0 +

 1 2 1

h′ 0 h

 QNR
2 , (E.25)

donde QNR
0 y QNR

2 pueden ser obtenidos a partir de la sustitución de

e−i q·r =
∞∑
J=0

(−i)J(2 J + 1)jJ(|q|r)PJ(cos θ), (E.26)

en el lado izquierdo de la ec. (E.25). Para sz?s
′
z = 1 (h = −h′ = 1), se tiene que:

QNR
J (q2) =

(2J + 1)(−i)J 1 J 1

−1 0 1


∫

d3 x⟨11|ρ(c)PJ(cos θ)|11⟩jJ(|q|r). (E.27)

Expandiendo en las funciones esféricas de Bessel hasta |q|2,

j0(|q|r) ≈ 1 − |q|2 r2/6 = 1 − 2 p2 r2/3, j2(|q|r) ≈ |q|2 r2/15 = 4 p2 r2/15, (E.28)

y usando las expresiones dadas en las ec. (E.17) y ec. (E.18), se tiene que:

QNR
0 =

√
3 e

{
1 + O

( p2
m2

)}
, QNR

2 = −
√

40

3
Qp2

{
1 + O

( p2
m2

)}
(E.29)
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Identificando la ec. (E.24) con QNR
2 en el ĺımite cuando p2 → 0, finalmente se obtiene que el

momento cuadrupolar queda definido como:

Q = − e

m2
(κ− λ). (E.30)
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Apéndice F

Factor de Forma para el canal omega

en el proceso τ− → ππντγ

En el contexto del modelo VMD, el decaimiento τ → ππγ (τ2π), de acuerdo con G-

paridad, se produce por medio de resonancias hadrónicas vectoriales V −
j (JP = 1−). Estas

resonancias se crean como estados intermedios (virtuales) las cuales decaen al estado hadróni-

co final π− π0, (ver Fig. F.1). Para el caso del decaimiento τ2π, los estados intermedios son:

ρ−(770), ρ−(1450), ρ−(1700), ω(782),... Sin embargo, es bien conocido que este decaimiento

esta fuertemente dominado por la producción del mesón vectorial ρ−(770), por lo que es

razonable considerar solo la contrbución de este mesón.

Por otro lado, el dominio del cuadrado del momento transferido incluye el punto t = m2
ρ.

En este punto en particular, el propagador del mesón ρ, al orden más bajo en la teoŕıa de

perturbaciones diverge. Sin embargo, lo que se hace para eliminar dicha divergencia es incluir

correcciones absortivas a un lazo [298], las cuales surgen principalmente de lazos con meso-

nes π−π0. Dichas correcciones la propagador se pueden incluir fácilmente en el cálculo de la

corriente hadrónica, hα, separando el estado hadrónico |ρ−⟩ en sus componentes transversal

y longitudinal, la cual queda determinada por:
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τ−

ντ

π−

π0

W−

(a)

=
∑

j

τ−

ντ

π−

π0

W−

V −
j

(b)

Figura F.1: Diagramas de Feynman para el decaimiento τ− → π−π0ντ en el modelo VMD. Los
estados intermedios V −

j denotan resonancias hadrónicas cargadas con JP = 1−.

hα = ⟨π−π0|d̄γαu|0⟩ = f+(t)(pπ− + pπ0)α + f−(t)(pπ− + ππ0

)α,

=
∑
sρ

[⟨π−π0|ρ−⟩T T ⟨ρ−|d̄γαu|0⟩
t−m2

ρ + i Im
∏T (t)

+
⟨π−π0|ρ−⟩L L⟨ρ−|d̄γαu|0⟩

m2
ρ − iIm

∏L(t)

]
+ · · · ,

(F.1)

donde Im
∏T (t) y Im

∏L(t) son las piezas transversal y longitudinal de la parte absortiva

de la corrección a la autoenerǵıa a un lazo, respectivamente [298], las cuales están definidas

por:

Im
∏

T (t) =
√
tΓρ(t) =

g2ρππ
48π

t β3
π−π0 θ(t− [mπ− +mπ0 ]2),

Im
∏

L(t) = −
g2ρππ
16π

∆2
π−π0

t
βπ−π0 θ(t− [mπ− +mπ0 ]2),

(F.2)

donde

∆π−π0 = m2
π− −m2

π0 ,

βπ−π0 =
λ1/2(t,m2

π− ,m2
π0)

t
.

(F.3)

Los elementos de matriz ⟨π−π0|ρ−⟩T/L y T/L⟨ρ−|d̄γαu|0⟩ se parametrizan de acuerdo con

la covariancia de Lorentz, lo cual define las constantes de acoplamiento de las interacciones
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ρ−π−π0 y W−ρ− ,

⟨π−π01ρ−⟩T/L = gρ−π−π0 (pπ− − pπ0) · ϵT/L(pρ, sρ),

T/L⟨ρ−|d̄γαu|0⟩ = Gρ−

[
ϵT/Lα (pρ, sρ)

]⋆
.

(F.4)

Las fases de los estados vectoriales, |π−π0⟩ y |ρ−⟩T/L, se escogen de manera que los acopla-

mientos gρππ y Gρ sean reales positivos. Por otro lado, las componentes transversal ϵT (pρ, sρ)

y longitudinal ϵL(pρ, sρ) del vector de polarización del mesón vectorial ρ−(770) satisfacen las

relaciones:

∑
sρ

[ϵTα(pρ, sρ)]
⋆ϵTβ (pρ, sρ) = −gαβ +

(pρ)α(pρ)β
p2ρ

≡ Tαβ(pρ),

∑
sρ

[ϵtα(pρ, sρ)]
⋆ϵLβ =

(pρ)α(pρ)β
p2ρ

≡ Lαβ(pρ).

(F.5)

Los tensores Tαβ(pρ) y Lαβ(pρ) son los denominados proyectores transversal y longitudinal,

respectivamente, y cumplen la relación:

Tαβ(pρ) + Lαβ(pρ) = gαβ. (F.6)

El cálculo de los factores de forma f+[t] y f−[t] se desarrolla en términos de la ec. (F.1), los

cuales quedan determinados por:

f+[t] =
Gρ gρππ

m2
ρ − t− iIm

∏T (t)
,

f−[t] = −
[ Gρ gρππ

m2
ρ − t− iIm

∏T (t)
− Gρ gρππ

m2
ρ − iIm

∏L(t)

]∆π−π0

t
.

(F.7)

Note que en el ĺımite de isoesṕın, f−[t] = 0 (∆π−π0 = mπ− − mπ0
= 0). Sin embargo, las

expresiones anteriores para los factores de forma también pueden ser obtenidas a partir de

aplicar las reglas de Feynman correspondientes al diagrama de la Fig. F.1 (b). En este caso,

de acuerdo a la Ref. [298], el propagador del mesón vectorial ρ−(770) que se debe emplear
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es:

Dαβ[pρ] = − i Tαβ(pρ)

t−m2
ρ + iIm

∏T (t)
+

i Lαβ(pρ)

m2 − iIm
∏L(t)

. (F.8)

Para simplificar, tomando el ĺımite de la simetŕıa de isoesṕın, haciendo hincapié de que los

efectos que inducen el rompimiento de la simetŕıa de isoesṕın son despreciables, el factor de

forma que gobierna el decaimiento τ2π se puede escribir como:

f+[t] =
m2

ρ

m2
ρ − t− i

√
tΓρ(t)

. (F.9)

Para t = 0, se satisface la condición de normalización f+[0] = 1. La distribución del cuadrado

del invariante de masa del sistema hadrónico final y la función espectral toman la forma :

dΓ(0)(π−π0)

dt
=
GF |Vud|2m3

τ

384π

(
1 − t

m2
τ

)2 (
1 − 2 t

m2
τ

)
β3
π−π0|f+[t]|2,

v−(t) =
1

24
β3
π−π0 |f+[t]|2.

(F.10)

Considerando las contribuciones de los mesones vectoriales ρ−(1450) y ρ−(1700) para el

factor de forma, f+[t] se puede calcular usando reglas de Feynman al diagrama (b) de la

Fig. F.1, cuya amplitud es proporcional al mismo de la siguiente manera:

Mb = i
eGF Vud√

2
Qλ

{
Gρ gρππD

µλ
ρ (k−) +Gρ′ gρ′ππD

µλ
ρ′ (k−) +Gρ′′ gρ′′ππD

µλ
ρ′′ (k−)

}
lµ, (F.11)

donde se han definido a las variables k− = (pπ0 +pπ−), Qλ = (pπ0−pπ−)λ y lµ = ū(pντ ) γµ (1−

γ5)u(Pτ ) corresponde a la parte leptónica asociada al par τ− − ντ .

En el ĺımite de isoesṕın, el propagador de los mesones vectoriales tiene la siguiente expresión

general:

Dαβ
V [p] = −i

(gαβ − pα pβ

m2
V

(1 + i γ)

p2 −m2
V + i γ p2

)
, (F.12)

donde γ ≡ ΓV /mV . Luego, al factorizar el término Gρ gρππ/m
2
ρ en la ec. (F.11) y contrayendo

los diferentes propagadores con Qλ, en el ĺımite de isoesṕın, el factor de forma f+[t] puede
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identificarse como:

f+[t] =
m2

ρ

m2
ρ − t− i γ t

+
Gρ′ gρ′ππ
Gρ gρππ

m2
ρ

m2
ρ′ − t− i γ′ t

+
Gρ′′ gρ′′ππ
Gρ gρππ

m2
ρ

m2
ρ′′ − t− i γ′′ t

. (F.13)

Imponiendo la condición de normalización f+[0] = 1, la expresión para el factor de forma

puede resumirse a:

f+[t] =
1

1 + β + γ

{
fρ[t] + β fρ′ [t] + γ fρ′′ [t]

}
, (F.14)

donde

fρi [t] =
m2

ρi

m2
ρi
− t− i γi t

. (F.15)

Las respectivas constantes de acoplamiento para los mesones ρ′ y ρ′′, quedan resumidas en

términos de los parámetros β y γ, como:

β

1 + β + γ
=
m2

ρ

m2
ρ′

Gρ′ gρ′ππ
Gρ gρππ

γ

1 + β + γ
=

m2
ρ

m2
ρ′′

Gρ′′ gρ′′ππ
Gρ gρππ

(F.16)

Incluyendo una fase relativa entre las resonancias, los parámetros β y γ quedan definidos de

la siguiente forma:

β = B0 e
i fb , γ = G0 e

i fg . (F.17)

Por otro lado, la Colaboración Belle [249] reportó una clara señal para la resonancia ρ′′

(ρ(1700)) en el decaimiento τ− → π−π0ντ . En la Fig. F.2 (a), se muestra un ajuste para el

cuadrado del factor de forma, ec. (F.14), a los datos experimentales de Belle, donde se han

dejado como parámetros libres a las masas, anchos de decaimiento y fases relativas. En el

Cuadro F.1 se muestran los valores obtenidos para dichos parámetros libres.
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(a) (b)

Figura F.2: (a) Factor de forma del pión extráıdo de datos experimentales al decaimiento
τ− → π−π0ντ de la Colaboración Belle [249]. Las diferentes curvas corresponden a ajustes en
diferentes aproximaciones que incluyen a las resonancias ρ, ρ′ y ρ′′. La azul corresponde a nuestra
aproximación, la ĺınea roja corresponde al ajuste en relaciones de dispersión (DR) y la ĺınea verde
corresponde al ajuste cuando f+[t] solo incluye a las resonancias ρ y ρ′ [292]. (b) De forma ilustra-
tiva se compara el cuadrado de f+[t] con el cuadrado del factor de forma fo[t] para el canal ω, la
banda azul corresponde al error asociado a los diferentes acoplamientos.

Parámetro Valor Parámetro Valor

mρ 0.7747 GeV Γρ 0.14612 GeV

mρ′ 1.3832 GeV Γρ′ 0.56532 GeV

mρ′′ 1.8680 GeV Γρ′′ 0.39408 GeV

B0 -0.40281 fb 1.1321

G0 -0.17245 fg 4,3756 × 10−8

Cuadro F.1: Valores para los parámetros libres obtenidos del ajuste al cuadrado del factor de
forma f+[t].

Para la descripción de la parte independiente de estructura del proceso τ− → π−π0ντγ

bajo VMD (Ver Cap.5), el uso del factor de forma f+[t] es correcto, ya que en dicha parte,

se exhibe una clara dependencia del mesón ρ. Sin embargo, las contribuciones de la parte

dependiente de modelo presentan como estados intermedios a los mesones a1(1260), ω(782)

y π, donde se ha mostrado con anterioridad [8-10], que el canal relevante es aquel que incluye
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al mesón ω. Una diferencia importante que se hace en este trabajo respecto a las versiones

previas, es que para este canal del mesón ω, el factor de forma f+[t] obtenido previamente

debe ser modificado, ya que los acoplamientos involucrados claramente son diferentes. Sin

embargo, la falta de información experimental no permite hacer un análisis de dicho factor de

forma como para el caso de f+[t]. Por otra parte, en el Cap. 3, se ha mostrado que la inclusión

del mesón ρ′ en la descripción de los procesos e+e− → ωπ0 → π0π0γ y e+e− → ωπ → 4π,

es de suma importancia para tener una buena descripción de los datos experimentales de

sus respectivas secciones eficaces, además de que se exhibe la sensibilidad e importancia de

la fase relativa y los parámetros del mesón ρ′ [299]. Con esto en mente, y dada la falta de

información experimental del mesón ρ′′ y sus acoplamientos, la amplitud del canal ω (ver

Cap.5) que incluye a ρ′ y su fase es:

Mω = e VudGF ϵ
µ V̂ (ω)

µσ

{
Gρ gωρπD

σν
ρ (k+) + ei θGρ′ gωρ′πD

σν
ρ′ (k+)

}
lν , (F.18)

donde V̂
(ω)
µσ queda definido a partir de las estructuras dadas en la ec. ?? que contribuye al

tensor V̂µν definido en la ec. (5.4). Procediendo de la misma manera que para el caso del

factor de forma f+[t], factorizando las constantes Gρ gωρπ/m
2
ρ en la ec. (F.18) y contrayendo

los propagadores con V̂
(ω)
µσ , por propiedades de los tensores de LeviCivita, el nuevo factor de

forma puede ser identificado como:

fo[t
′] =

m2
ρ

m2 − t′ − i γ t′
+ eiθ

Gρ′ gωρ′π
Gρ gωρπ

m2
ρ

m2
ρ′ − t′ − i γ′ t′

, (F.19)

el cual, bajo la condición de normalización fo[0] = 1, puede ser escrito como:

fo[t
′] =

1

1 + β1

{
fρ[t

′] + β1 fρ′ [t
′]
}
, (F.20)

donde

β1 = B1 e
i θ =

m2
ρ

m2
ρ′

Gρ′

Gρ

gωρ′π
gωρπ

ei θ. (F.21)
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Para estimar el parámetro B1, los valores para las diferentes constantes de acoplamiento y la

fase relativa θ que involucran al mesón ρ′, pueden ser tomados del Cuadro 3.4. Sin embargo,

no se tiene control sobre los acoplamientos que involucran a la parte electro-débil, es decir,

se desconocen los valores de las constantes Gρ′ y Gρ.

Una manera de fijar el valor para dichas constantes, GV − , es por medio de la relación

establecida por la simetŕıa de isoesṕın [300]

GV − =

√
2m2

V

gV
, (F.22)

donde, como se vio en el Cap. 3, el acoplamiento gV puede ser extráıdo a partir de los modos

de decaimiento V → ll (Ver Tabla 3.4). Sin embargo, dada la buena descripción teórica del

factor de forma f+(t) a los datos experimentales de Belle, de la relación dada en la ec. (F.16),

se tiene que:

Gρ′

Gρ

=
∣∣∣ β

1 + β + γ

∣∣∣ gρππ
gρ′ππ

m2
ρ′

m2
ρ

. (F.23)

Sustituyendo en la ec. (F.21), la constante B1 queda determinada en términos de las cons-

tantes de acoplamiento, es decir,

B1 =
∣∣∣ β

1 + β + γ

∣∣∣ gρππ
gρ′ππ

gωρ′π
gωρπ

. (F.24)

Tomando los valores para las constantes de acoplamiento gρππ, gρ′ππ, gωρπ y gωρ′π del Cuadro

3.4 y dado que β = B0 e
i fb , a partir del ajuste a los datos de Belle al factor de forma, Cuadro

F.1, se tienen los valores para B0 y fb. El signo menos en B0 se puede absorber en la fase,

es decir, tomando fb = 1,1321 + π, por lo que se tiene que:

∣∣∣ B0 e
i fb

1 +B0 ei fb +G0 ei fg

∣∣∣ = 0.536407. (F.25)

Sustituyendo en la ec. F.24, se tiene que: B1 = 0,178305.

De forma ilustrativa, en la Fig. F.2 (b) se muestra el factor de forma |fo[t]|2 en conjunto
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con |f+[t]|2, aśı como los datos experimentales de la Colaboración Belle. Note que, como era

de esperarse, existe una diferencia considerable entre ambos factores de forma construidos.

Primero por que fo[t] solo depende de dos resonancias (ρ, ρ′) mientras que f+[t] depende de

tres resonancias (ρ, ρ′ y ρ′′) y está ajustado a un cierto número de parámetros libres. Por

otra parte, el ajuste de parámetros libres de fo[t] debeŕıa estar asociado a la información

experimental del proceso de decaimiento τ− → ππντ a través del canal omega, sin embargo,

a falta de información experimental esto no es posible. Por otro lado, la banda azul está

asociada a los errores de los acoplamientos gρππ, gρ′ππ, gωρπ, gωρ′π aśı como a la fase relativa

θ (Ver Cuadro 3.4). De la Fig. 3.9, es fácil ver que la correlación entre los acoplamientos

que determinan B1 es nula, es decir, los acoplamientos son independientes uno de otro. Aśı,

tomando sus máximos y sus mı́nimos, se puede maximizar o minimizar la constante B1

dependiendo si se quiere una cota superior o inferior para fo[t]. Esté punto es importante,

ya que dichos errores son relevantes para el cálculo de la corrección radiativa GEM(t), (Ver

Cap.5), aśı como para determinar los errores para ∆aµ a g − 2 del muón.

Finalmente, es importante mencionar que la amplitud del decaimiento τ− → π−π0ντ está

directamente relacionado a la componente isovectorial de la sección eficaz σ(e+ e− → π+ π−)

a través de una rotación de isoesṕın, lo que en principio dice que el factor de forma del pión

puede ser extráıdo utilizando ambos conjuntos de datos. Sin embargo, existen discrepancias

entre las diferentes medidas experimentales que pueden deberse a la subestimación de las

incertidumbres sistemáticas. Por un lado, la amplitud medida en experimentos e+e− [93, 94,

97-100, 105, 301-306] es ligeramente inferior a la que viene de decaimientos del leptón τ−

[71, 249, 307, 308], y la discrepancia no puede explicarse completamente mediante el cálculo

de los efectos que violan isoesṕın [3, 13, 22]. Además del barrido energético adoptado en la

mayoŕıa de las medidas experimentales para procesos de dispersión e+e−, algunos experi-

mentos recientes utilizan el llamado método de retorno radiativo, esto con el fin de extraer la

sección eficaz σ(e+e− → π+π−) a partir de los datos de e+e− → π+π−γ, comprobando dife-
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rentes rangos de enerǵıa para el invariante de masa de dos piones a través del fotón radiado

(comúnmente denominada radiación de estado inicial, ISR) [108, 309-315]. El claro ejemplo

son los datos de BABAR [100, 105], que utilizan este método, los cuales han reducido la

tensión con las mediciones experimentales para decaimientos del leptón τ−, sin embargo, las

discrepancias se mantienen con los datos de KLOE para el caso e+e− → π+π−γ. Por otro

lado, usando las correcciones de ruptura de isosṕın [3, 13, 22], la predicción a partir de los

datos de e+e− es Br(τ− → π−π0ντ ) = (24.94 ± 0.25) [316], que es 2.1 σ menor que la media

que viene a partir de mediciones de decaimientos de τ−, Br(τ− → π−π0ντ ) = (25.49 ± 0.09)

[169]. Para los datos experimentales de BABAR, la discrepancia es de aproximadamente 1.2

σ, mientras que par KLOE es de 2.7 σ [316]. Este es un punto importante, ya que el cálculo

de las correcciones de rompimiento de isosṕın para este canal son un ingrediente esencial

para la estimación de la contribución hadrónica ∆aµ a g − 2 del muón a partir de los datos

experimentales del leptón τ−.
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traints for the HLbL contribution to the muon anomalous magnetic moment”, Phys.

Lett. B798, 134994 (2019).

50G. Colangelo, F. Hagelstein, M. Hoferichter, L. Laub y P. Stoffer, “Longitudinal short-

distance constraints for the hadronic light-by-light contribution to (g− 2)µ with large-Nc

Regge models”, JHEP 03, 101 (2020).

51V. Pauk y M. Vanderhaeghen, “Single meson contributions to the muon‘s anomalous

magnetic moment”, Eur. Phys. J. C74, 3008 (2014).

52I. Danilkin y M. Vanderhaeghen, “Light-by-light scattering sum rules in light of new

data”, Phys. Rev. D95, 014019 (2017).

53G. Colangelo, M. Hoferichter, A. Nyffeler, M. Passera y P. Stoffer, “Remarks on higher-

order hadronic corrections to the muon g − 2”, Phys. Lett. B735, 90-91 (2014).

54T. Blum, N. Christ, M. Hayakawa, T. Izubuchi, L. Jin, C. Jung y C. Lehner, “The hadro-

nic light-by-light scattering contribution to the muon anomalous magnetic moment from

lattice QCD”, Phys. Rev. Lett. 124, 132002 (2020).

55T. Aoyama, M. Hayakawa, T. Kinoshita y M. Nio, “Complete Tenth-Order QED Contri-

bution to the Muon g − 2”, Phys. Rev. Lett. 109, 111808 (2012).

56T. Aoyama, T. Kinoshita y M. Nio, “Theory of the Anomalous Magnetic Moment of the

Electron”, Atoms 7, 28 (2019).

242

https://doi.org/10.1007/JHEP10(2018)141
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.100.034520
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2019.134994
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2019.134994
https://doi.org/10.1007/JHEP03(2020)101
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-014-3008-y
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.014019
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2014.06.012
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.124.132002
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.111808
https://doi.org/10.3390/atoms7010028


57A. Czarnecki, W. J. Marciano y A. Vainshtein, “Refinements in electroweak contributions

to the muon anomalous magnetic moment”, Phys. Rev. D67, [Erratum: Phys. Rev. D73,

119901 (2006)], 073006 (2003).
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115M. Cè, A. Gérardin, G. von Hippel, R. J. Hudspith, S. Kuberski, H. B. Meyer, K. Miura,

D. Mohler, K. Ottnad, S. Paul, A. Risch, T. San José y H. Wittig, “Window observable
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