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Capitulo 1

Introduccion

En la teoria de grupos, el estudio de los grupos simples ha sido exhaustivo.
En el caso finito éste puede rastrearse hasta los primeros trabajos de Galois quien
demostré que, para los valores de n mayores a 4, los grupos alternantes A, son
simples y construye, para un p primo, los grupos PSL;(p).

Mis tarde, en el mismo siglo, Sylow nos presenta las primeras herramientas
para la clasificacion de estos grupos y no es sino hasta 1980 que dicha clasifi-
cacion se considera terminada, aun cuando el grueso de la prueba se encontraba
disperso en diferentes trabajos. Es a finales del siglo que Gorenstein, Lyons y So-
lomon, mediante el programa GLS, presentan el trabajo que reunird en un solo
lugar la prueba del teorema de clasificacion de grupos simples finitos. El articulo
“The status of the classification of the finite simple groups” por Michael Aschba-
cher [Asc04]] nos da un panorama general del trabajo hecho hasta la fecha en lo
referente al caso finito.

A pesar de que el caso finito ha sido ampliamente estudiado, cuando hablamos
de grupos simples infinitos es hasta 1951 que Graham Higman exhibi6 la primera
construccién para un grupo simple infinito finitamente generado. Posteriormen-
te aparecio el grupo de J. R. Thompson, el cual se construyé como un grupo de
homeomorfismos del conjunto de Cantor o, de manera alternativa, como cierto
grupo algebraico de automorfismos. El mismo Graham Higman es quien més ade-
lante generaliz6 este ejemplo presentando una construccién mas general para una
familia de grupos simples numerables.

Es por lo anterior que el objetivo principal de este trabajo es introducir herra-
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mientas tedricas que nos permiten obtener una cantidad infinita de grupos simples
numerables a partir de los llamados sistemas Cantor minimales.

Fijando un conjunto de Cantor con el cual trabajar y un homeomorfismo, que
por sus caracteristicas particulares llamaremos “minimal”, tomaremos el grupo de
aquellos homeomorfismos del Cantor que al ser evaluados se pueden ver como la
aplicacion de alguna iteracién del homeomorfismo minimal. Es este grupo al que
llamaremos el grupo pleno topologico.

Para el resultado principal demostraremos que el derivado del grupo pleno
topologico de un sistema Cantor minimal es simple.

Es Hiroki Matui quien dio la pauta de inicio para este trabajo en su articulo
“Some remarks on topological full groups of Cantor minimal systems” [Mat06].
En lo que se refiere a la simplicidad del derivado del grupo pleno topolégico,
se retoman y profundizan las pruebas dadas por S. Bezugly y K. Medynets en
su articulo “Full groups, flip conjugacy, and orbit equivalence of Cantor minimal
systems” [BMOS]], y corregidas en lo posterior por Yves de Cornulier en su traba-
jo “Groupes pleins-topologiques [d’apres Matui, Jushenko, Monod, ...]” [dC13].
Ademads se habla de la relevancia que siguen jugando, aun en el caso infinito, los
grupos simples de orden finito, en particular los grupos alternantes.

Se presentan también las construcciones de dos familias de sistemas Cantor
minimales. La primera de estas familias cuenta con una cantidad numerable de
ejemplos, uno por cada nimero primo, mientras que la segunda resulta ser mas
basta al obtener, por cada irracional, uno de estos sistemas. La construccion de es-
ta ultima familia se basa en uno de los conocidos contraejemplos de Denjoy el cual
retomamos de las notas “Dynamics: Introductory Lectures” escritas por el mate-
matico John Milnor [Mil0O1] y parte de un homeomorfismo en la circunferencia,
el cual desarrollaremos més alla del contexto del trabajo citado.

Es por lo expuesto que, en lo general, la presente tesis aborda todo lo necesario
para construir una familia suficientemente grande de ejemplos de grupos simples
infinitos. Con ellos serd posible trabajar y ofrecer un punto de comparacién contra
los ejemplos ya existentes, mismos que se han trabajado en menor medida desde
finales del siglo pasado y principios del siglo en curso. Tenemos por ejemplo
el articulo “Cantor systems, piecewise translations and simple amenable groups”
[JM13] donde, mediante la construccion retomada en este trabajo, se estudia en
estos grupos la propiedad de ser promediables, la cual ha cobrado cierta relevancia
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en el estudio de la teoria de grupos en los dltimos afos.

La relevancia de la presente tesis a desarrollar, se centra en la necesidad que
existe, en el campo de la teoria de grupos, de la ampliacion de los conocimientos
y estudios que se tienen para el caso de los grupos simples infinitos y como de
manera anéloga al caso finito, es necesario contar con una cantidad suficiente de
parametros y referencias para el desarrollo posterior de la clasificacién y estudio
de los mismos.



Capitulo 2

Sistemas Cantor minimales

Para encaminar el presente trabajo, dedicaremos este capitulo a introducir los
conjuntos con que estaremos desarrollando el resto de la teoria; ademds aquellos
homeomorfismos que serdn de interés para la tesis como base para la construccién
de los grupos con los que se trabajara en lo posterior.

Muchos de nosotros estamos familiarizados con la clasica construccion, en los
reales, del conocido “Conjunto de Cantor ternario” que se construye a partir del
intervalo unitario cerrado y consta de aquellos puntos que en su expansion ternaria
no poseen ningun uno. Dicho conjunto resulta ser un espacio métrico, compacto,
perfecto y totalmente disconexo, propiedades topoldgicas a partir de las cuales se
puede dar una caracterizacion de lo que se entenderd por un conjunto de Cantor.

Un resultado que utilizaremos es que cualesquiera dos espacios métricos, com-
pactos, perfectos y totalmente disconexos son homeomorfos y en consecuencia,
cualquier espacio con estas propiedades es homeomorfo al conjunto de Cantor ter-
nario. Esta demostracion se puede encontrar en el libro “Topology” por Hocking
y Young especificamente en su capitulo 2, subseccion 2-15, teorema 2-97, junto a
sus corolarios 2-98 y 2-99 [HY61]].

De manera general, definimos que cualquier espacio topolégico métrico ) es
un conjunto de Cantor si es homeomorfo al conjunto de Cantor ternario, es decir,
es compacto, perfecto y totalmente disconexo.

Consideremos entonces uno de estos conjuntos digamos y,, arbitrario pero fijo,
dado en los términos ya mencionados y denotamos H () al grupo de los homeo-
morfismos de ¥ en ) con la estructura de grupo dada con la composicién.
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Tomando un ¢ € H()), consideraremos un par de conjuntos que serdn tiles
en el desarrollo posterior de la teoria.
Primero, para x € ), llamaremos la @-drbita de x al conjunto:

orby(x) = {¢"(x)|n € Z},

mientras que al abierto:

sop(@) = {x € x|o(x) # x}

lo llamaremos el soporte de .

Entre los elementos de H () existen algunos caracterizados por propiedades
que, en este trabajo, consideraremos de importancia.

Diremos, por ejemplo, que un homeomorfismo ¢ € H() es periddico si existe
una n > 0 tal que, para cualquier x € ¥ se tiene que ¢@"(x) = x, es decir, ¢" =1
considerando a 1 como la funcién identidad.

Concretamente, los homeomorfismos con los que trabajaremos son aquellos
que cumplan la siguiente definicion:

Definicion 2.1. Diremos que ¢ € H () es minimal si para toda x € y, x tiene una
@Q-0rbita densa.

Asi para ¥ un conjunto de Cantor y ¢ : ¥y — X un homeomorfismo minimal,
denominaremos a la pareja (x, @) un sistema Cantor minimal.

Es importante para nosotros saber que los objetos que se acaban de introducir
pueden ser aterrizados en ejemplos concretos dentro de la matemdtica con el fin
de hacer la comprension de las dindmicas de éstos mds clara para el lector; por lo
que a continuacién presentaremos dos construcciones de los mismos. La primera
de ellas desde el punto de vista algebraico y de la teoria de niimeros y la segunda
con una construccion geométrica a partir de uno de los conocidos contraejemplos
de Denjoy. Cada uno de los cuales nos presenta familias numerables, de sistemas
Cantor minimales.

2.1. Los enteros p-adicos

El matemético aleman K. Hensel es el primero en estudiar a los nimeros p-
adicos en 1904. Mas adelante en su articulo “What are p-adic numbers? what are
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they used for?” [Roz13] el matemético U. A. Rozicov profundiza en la importan-
cia de estos en el drea de la teoria de nimeros y como dan lugar al estudio del
andlisis p-adico; el cual extiende sus aplicaciones en disciplinas como la fisica,
las ciencias de la computacion, el andlisis numérico y simulaciones, la criptogra-
fia, la combinatoria, la genética, la teoria de autématas y lenguajes formales por
mencionar algunas.

Los enteros p-adicos pueden ser pensados como la manera de escribir a los
enteros en base p, para p un primo, con la particularidad de que estos tendran una
cantidad infinita de digitos y en varios trabajos incluso se representan como sumas
infinitas; sin importar la representacion que demos, nos serd posible definir entre
ellos una norma que define, de manera natural, una métrica y asf trabajar con la
topologia inducida por dicha métrica.

De esta manera dicho conjunto resulta tener una cantidad de propiedades tini-
cas, por ejemplo, por cada primo p podemos generar un campo de nimeros p-
adicos donde cualesquiera dos bolas son ajenas o una estd contenida en la otra.
Existen también, por supuesto, propiedades que perdemos como el orden; ade-
mds, ninguno de estos campos es algebraicamente cerrado y sin embargo la nor-
ma definida en cada uno se puede extender, de manera natural, a sus cerraduras
algebraicas.

En el articulo ya citado de Rozicov [Roz13] se define el valor p-ddico de un
entero, este induce una norma p-adica junto a su métrica y topologia, sin em-
bargo en nuestro trabajo queremos partiremos de cero para la construccion de
nuestro conjunto de Cantor para ello consideramos N* = N'\ {0} y construimos
el conjunto de los enteros p-adicos fijando un p € Z primo y tomando el producto
[Mken+ Z/ p*7Z como espacio topolégico con la topologia producto, en la cual cada
factor 7/ p*Z es espacio topolégico con la topologia discreta.

Veamos primero que para este espacio existe una métrica compatible con la
topologia, es decir, [Tyen+ Z/p*Z es un espacio métrico.

Consideremos x,y € [Tien+ Z/p*Z, de modo que x = (x;)ieny Y ¥ = (i)ien.
Asi la distancia entre x y y quedard definida de la siguiente forma:

0 si x;j=y,

| &

i donde 6; =
1 1 si Xi 75)1,'.

d(xay) =

™

1
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Proposicion 2.2. Afirmamos que la topologia producto es igual a aquella inducida
por la métrica dada.

Demostracion. Comencemos tomando un basico de la topologia producto,

U=Ux--xUx [] z/r'z,
k=n-+1

y un punto x € U, con x = (x;);en+. De manera que, para i € {1,...,n}, x; € U;;
probaremos que B 1 (x) CU.
on+

Paray € B i (x) tenemos que d(x,y) < 5. Usando la definicién de d(x,y)
on+

2)‘[
a % 2,1—1“ Sabiendo que §; =0 6 §; = 1 se sigue que, para

cualquier i < n, ¢; = 0.

reescribimos, Y

En términos de nuestros puntos, para y = (y;);env, por la definicion de &;, si
i < n entonces x; = y;.
Habiendo tomado x € U, tenemos que para i < n, x; € U; y por lo anterior
vi € U;, entonces y € U demostrando la contencién que buscdbamos.
Ahora tomemos un punto x € [Trey, Z/ pk7Z, donde x = (x;);cn+, y una bola de
radio € > 0 alrededor de este punto, B¢ (x). Para dicha € > 0 sabemos que existe
o 1
una k € N* tal que, Y77 | 5 <E.
Si definimos
U={x}tx-x{x}tx [] z/r'z,
Jj=k+1
y tomamos y € U, con y = (y;);en+, tendriamos que, para i < k, y; = x;, haciendo
0;=0yasid(x,y) <Y, % Habiendo escogido k de manera que Y17, % <€,
se sigue que d(x,y) < €y, por tanto, y € Be(x), asi U C B_1 (x) y por tanto son
on+1

iguales.
Por lo ya demostrado podemos concluir que ambas topologias son, como afir-
mamos, equivalentes. 0

Definicion 2.3. Los enteros p-ddicos, que denotaremos Z,, son el subconjunto de
ken+ Z/ p*Z dado en los siguientes términos:

Para un (x;)ien+ € [Txen+ Z/p*Z, diremos que, (x;)ien+ € Zp, Si, para cuales-
quiera r,s € N* con r > s, se tiene que x, = x; (méd p*)
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Proposicion 2.4. Z,, con la topologia inducida por la métrica, es un conjunto de
Cantor.

Para la siguiente demostracion tendremos un par cosas a considerar; primero
para demostrar la compacidad de Z, usaremos el teorema 2-75 del libro de Hoc-
king y Young [HY61]], el cual nos dice que un espacio es compacto si es completo
y totalmente acotado, también consideremos la definicién de espacios totalmente
acotados, dada en el ya mencionado libro, como aquellos espacios métricos X pa-
ra los que, dada una € > 0, existe una cantidad finita de conjuntos Uy, ..., U,. los
cuales cumplen que, X = U} ,U; y para cualquier i € {1,...,n}, diam(U;) < €.

Demostracion. Comencemos mostrando que es completo. Para ello tomemos una
sucesion {X;} jeny de Cauchy en Z,. Con x; = (xy;)ien+, para cada k € N. Lo que
deseamos es ver que €sta converge.

Proponemos y € Z,, con'y = (y;)ien+ y cuyas entradas se determinardn de la
siguiente forma:

Para n € N*, determinaremos la n-ésima entrada de y, y,, usando que % > 0.
Por ser {x;},cny de Cauchy, existe N € N, tal que, para cualesquiera ry s € N, si
r,s > N entonces d(X,,X;) < 3r.

De esa forma para m y [ € N, fijas y ambas mayores que N, sabemos que
d(x;,X,) < %, por la definicién de distancia, tendriamos que Y-, % < % No-
temos que para que esta desigualdad se cumpla, sabiendo &; =0 6 &; = 1, debe
cumplirse que &; = 0 para cualquier i € {1,2,...,n}.

Considerando x; = (x;;)ien+ ¥ Xm = (Xmi)ien+, S€ sigue que para toda para toda
i €{1,2,...,n}, x;; = Xm;; en particular, x;,, = Xx,,,. Definimos entonces y, = x;,.

Argumentemos por qué {X;};cry converge a y:

Para € > 0 sabemos que existe n € N tal que ZL" < €. Por cémo definimos
a 'y, tenemos que, para dicha n, existe una N tal que, para cualquier r > N, si
X, = (Xi)ien+ se tiene que x; = yy, para cualquier k € {1,...,n}. Asi, para k €
{1,...,n}, & = 0 de lo cual se sigue que Y, % < % Por la definicién dada
de la distancia, d(x,,y) < % y en consecuencia, d(x,,y) < €. Podemos concluir
entonces, la convergencia de la sucesion de Cauchy.

Para demostrar que ademads Zj, es totalmente acotado, daremos una € > 0 ar-
bitraria. Sabemos que existe siempre una N € N* suficientemente grande, de ma-
nera que 2LN < €. Denotemos por A al conjunto de los elementos x € Z,, con
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X = (xj)ien+, tales que, para cualquier k > N, x; = 0. Este conjunto resulta ser
finito, dado que, para la eleccién de las primeras N entradas de x existen a lo mas
Hﬁvzl p' combinaciones.

Asf la familia . = {B i (x)|x € A} es una familia finita de subconjuntos de
Z,, donde cada bola tiene un didmetro menor a €.

Al tomar un punto y € Zj, si y = (y;)jen, el punto y’ = (y;),-eN*, definido de
manera que, para i € {1,--- ,N}, y, =y; y parai > N, y. = 0, cumple a un mismo
tiempo que y' € Ay d(y,y') < ZLN es decir, existe y/ € A tal que y € B% (y). Esto
nos dice que Z, C |J.# y finalmente son iguales. Podemos concluir que nuestro
conjunto es totalmente acotado.

Habiendo demostrado que es completo y totalmente acotado se sigue de la
caracterizacion mencionada previa a la demostracion, Z, es compacto.

Para demostrar que Z, es un conjunto de Cantor hace falta demostrar aun
que es perfecto. Para ello consideremos un punto y = (y;)ien+ € Z,, cualquiera.
Para una € > 0 arbitraria sabemos que existe n € N tal que % < €. Para tal n
consideremos y, € Z/p"Zy y,11 € Z/p" ' Z, comoy € Z p» podemos afirmar que
Yni1 =yn (méd p*). Ademds sabemos que existe yo € Z/p" ! Z tal que yo # yn i1
Yy Yo =yn (méd p"). Definamos el punto X € Z,, con X = (x;);en+ € Zp, de manera
que, parai € {1,...,n}, x; =y; y parai € N*, si i > n entonces x; = yp.

Por ser X, 11 = Y0 Y Y0 # Yn+1> Xut1 7 Ynt1 Yy a1y # X.

Como para i € {1,...,n}, x; = y;. Se tendria entonces que & = 0 y en conse-
cuencia Y ;- % < 3, es decir, d(x,y) < 7. Por ser 5 < €, d(x,y) < €.

Asi tenemos X € Z, con X #y y X € Be(y), al ser € arbitraria, al igual que y,
podemos concluir que todo punto en Z, es de acumulacion, es decir, Z,, es per-
fecto.

Probaremos que [Tren Z/ p*7Z es totalmente disconexo, esto nos llevard a con-
cluir que Z;, mismo lo es, al ser un subespacio de éste.

Consideremos un par de puntos X, y € [Tren: Z/p*Z con x #y. Si x = (x;)jen
y'y = (yi)ien+, al ser puntos distintos tenemos que, debe existir una n € N* tal que
Xn 7 Yn-

Para i € {1,...,n} consideremos los conjuntos U; = {x;}, V; = {y;} y los sub-
conjuntos de [Trene Z/p*Z:

U=Ux-xUx [] 2/p2yv=vix--xVix [] z/pr*Z.
k=n-+1 k=n+1
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Notemos que estos son abiertos y cerrados, que x € U como y € V, coinciden
con su cerradura y son disjuntos, por lo que separan a los puntos en [[;en- Z/p*7Z
que tomamos de manera arbitraria.

Esto que demuestra que el espacio es totalmente disconexo, propiedad que

hereda Z,.
Tenemos finalmente que Z, cumple con las propiedades dadas que caracteri-
zan a los conjuntos de Cantor. [

Para este conjunto de Cantor daremos un homeomorfismo que se calcula de
manera sencilla.

Denotaremos al uno del conjunto como 1 = (1;);en+ y usaremos la estructura
de grupo aditivo que se induce en el producto, dada la estructura aditiva de los
factores.

De manera que el homeomorfismo del que hablamos es aquel que “suma uno",
defindmoslo como:

O : Ly — Lp,

donde para x € Z, con X = (x;);en-,
o(x) = (xi+1)jens.

Recordando que cada factor es ciclico, es decir, que en cada factor es generado
por el 1 y usando la topologia discreta, es facil ver que la funcién definida es un
homeomorfismo. Solo nos aseguraremos que las 6rbitas son densas en Z,.

Observacion 2.5. Para X = (x;)ien+, Y = (Vi)ien+ elementos de Z, y n € N*, si
Xn = y, entonces paratodoi € {1,...,n— 1}, x; = y;.

Demostracion. Paso base n =?2.

Suponiendo que x; = y;, sabemos que, para x; € Z/ p*7, existe un vnico x €
Z/pZ tal que x; = x (mod p). Por la manera en que Z, estd definido sabemos
que x» = x1 y de la misma forma y, =y con x; y y; € Z/pZ. Por ser x; =y, por
hipdtesis, se tiene que xo = y;. De la unicidad de x podemos concluir que x; = xy
de igual forma y; = x por lo tanto x; = y;. Lo que necesitibamos demostrar para
el paso base.

Paso inductivo.

Supongamos que, si x,, =y, entonces, para cualquieri € {1,...,.n—1},x;=y;
y que X, +1 = Yn+1. Usando un argumento andlogo al anterior tenemos que para
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Xpi1 € 7/ P17 existe un tnico x € Z/p"7Z tal que x,1 = x (méd p"). Por la
manera en que Z, estd definido, sabemos que x,1 = Xu, Yu41 = yu CON Xp, Yy
yn € Z/p"7Z. Por ser x,,1 = y,+1 por hipétesis, se tiene que x,.+1 = y,. De la
unicidad de x podemos concluir que x,, = x y de igual forma y, = x, por lo tanto
Xn = yn y por hipétesis de induccién, para cualquieri € {1,...,n— 1}, x; = y;. Asi,
paratodai € {1,...,n}, x; = y; como desedbamos. O

Para probar la densidad de las orbitas, tomemos un elemento x € Z), y su o-
orbita, orbs (x) . Necesitamos demostrar que para un elemento y = (y;)ien.« de Z,,
y € > 0 existe un k € Z tal que 6*(x) € Be(y).

Demostracion. Para € > (0 sabemos que existe n € N* tal que % < €. Para di-
cha n fijémonos en las respectivas entradas x, y y, € Z/p"7Z de los puntos que
tomamos. Por ser Z/p"Z ciclico, existe k € 7Z tal que x, +k = y,. Al aplicar el
homeomorfismo o a x, las siguientes igualdades se cumplen:

(Gk(x>)n =x,+k= Yn.

Por el resultado anterior si el punto 6*(x) y el punto y coinciden en su n-ésima
entrada aseguramos que, para i € {1,...,n}, (6¥(x)); = y;, por la definicién de
distancia, d(0*(x),y) < 2 y por la eleccién de n, menor también que €. Asegu-
rando que 6¥(x) € Be(y), como 6¥(x) € orbs(x) podemos concluir la densidad
de orbgs (x) en Z,,. O

Asf, para cada p primo, la pareja (Z,, ) es un sistema Cantor minimal.

2.2. Homeomorfismos minimales asociados a rota-
ciones irracionales

Nuestro siguiente ejemplo es de tipo geométrico en R/Z, y esta basado en la
construccién propuesta por Andrés Navas en la seccion 1 del capitulo 3 del libro
“Grupos de difeomorfismos en el circulo” [NavQ7] donde se ilustra la importancia
de las hipoétesis del teorema de Denjoy, el cual en uno de sus corolarios nos dice
que para un f € H(R/Z), si f es C? entonces f tiene una 6rbita finita o f es
minimal.
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Ko Xe Xs Xa X Xe Xe Xz Ka XoXa XaXsy Xy {X/X¢ X, XaoXs Kis K
o —90 o 0 0 0 0 06 0 0 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0.1 02 03 0.4 0. 0.7 08 0.9

Figura 2.1: Puntos en el intervalo.

Se prueba mediante esta construccion que existe f en H(R/Z) tal que f no
tiene orbitas finitas y ademads tiene un conjunto de Cantor invariante. Retomare-
mos de las notas “Dynamics: introductory lectures” del matemético John Milnor
[Mil01]; en su capitulo V seccidn 15B los pasos para dicha construccion y a partir
de los podremos construir un sistema Cantor minimal partiendo de un irracional
arbitrario Q.

Siguiendo los pasos sentados por Milnor tomaremos, para cada k € Z, el con-
junto de los puntos x; en el intervalo [0, 1) con x; = kot méd Z.

A modo de ilustracion, para el irracional o¢ = 1+T\ﬁ calcularemos de manera
explicita algunos de los puntos de los que hablamos y veremos como estos se

distribuyen en el intervalo [0, 1).

k=2 k=-9 k=6
200 ~3.236 =0.236 | 9 ~ —14.562 =0.437 | 60t = 9.708 = 0.708
Xy ~0.236 x_9~0.437 xg ~ 0.708

Para este irracional en especifico podemos ver en la figura[2.T|que
_xo < e <_x2 < e <_x_9 < x6<

Estos puntos quedan distribuidos de manera densa en el intervalo y al fijarnos
en su imagen bajo la proyeccién a la circunferencia R/7Z se ven en ella como la
orbita del O bajo la rotacion de angulo o.

Proposicion 2.6. Para cualquier punto x € R/Z, su 6rbita bajo una rotacion irra-
cional es densa y en consecuencia la 6rbita de O también lo es.

Demostracion. Consideremos un punto cualquiera x € R/Z y pensemos en su
orbita bajo la rotacion R.

Supongamos que ésta es finita, existe entonces un k € N tal que R% (x) = x, es
decir,x+ kot =x moédZyasika =0 méd Z 6 ko = r con r € Z; esto implicaria
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que a = 7, contradiciendo la irracionalidad de «. Asf podemos decir que nuestra
Orbita es infinita.

Para llegar a una contradiccion, supongamos que dicha 6rbita no es densa y
consideremos el conjunto U = (R/Z) \ orbg, . (x). En este conjunto tomaremos un
intervalo I C U abierto y maximal respecto a la contencién y supondremos que,
para cualquier n € N, R} (x) ¢ I. Ademas, tanto la 6rbita, su complemento y el
intervalo 7 son conjuntos que la rotacién mantiene invariantes.

Llamamos € a la longitud del intervalo I con € > 0; al fijarnos en imdgenes
directas bajo iteraciones. Para cada n € N, R}, (1) es también un intervalo de longi-
tud €, pues la rotacién preserva la longitud, asi mismo este se mantiene contenido
en U. Tendriamos entonces una cantidad numerable de intervalos de longitud &
distribuidos a lo largo de la circunferencia y contenidos en el complemento de la
orbita.

Veamos que estos ademds deben ser ajenos: Si existieran i, j € N, con i # J,
tales que R’ (1) NRY,(I) # 0, tendriamos que hay un punto y € I para en cual una
de sus iteraciones bajo la rotacién es elemento también de 1.

Podemos asegurar que lex (y) # v, pues de ser asi y serfa un punto periédico
pero sabemos que en las rotaciones irracionales eso no puede suceder. Asi, sabien-
do que las rotaciones preservan la orientacion y la distancia angular, el intervalo /
no regresa en s mismo, es decir, R¥ (1) # I.

Si RX,(I) e I son intervalos distintos que se intersectan e I es un intervalo
maximal respecto a la contencién dentro de U, se sigue que R, (1) Norbg,, (x) # 0;
esto resulta una contradiccién, ya que R¥ (1) C U.

Podemos asegurar entonces que los intervalos cubren por completo la cir-
cunferencia y, en consecuencia, existe un k € N para el que x € R (I). Asi
(RE)~1(x) € I 1o que contradice la eleccién del intervalo por lo que no puede
existir un intervalo tal. Podemos concluir que la 6rbita de cualquier punto bajo la
rotacion es densa. O

Para poder obtener nuestro conjunto de Cantor, vamos a “ensanchar’ nuestros
puntos, asociando a cada uno un intervalo [ay, by de longitud I; por cada k € Z de
manera que Y ycz lk = 1.

Consideremos, en este caso, para cada k € Z las longitudes [; definidas de la
siguiente manera:
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0.25 0.26 0.27 0.28

Figura 2.2: Intervalo [ay, b;|

0.39882 0.39883

Figura 2.3: Intervalo [a_g,b_o|

& si kel
I = .
s si ke ZU{0}

Para asignar los intervalos definiremos primero un par de funciones, para x €
[0,1):

a(x) = Z{lk|xk <x}yb(x)= Z{lk|xk < x}.

Definidas asi podemos afirmar que nuestras funciones son monétonas. Para
aquellas x € [0,1) que cumplen que, para cualquier k € Z, x # xy, a(x) = b(x).
Para tales x la longitud del intervalo [a(x),b(x)] es O y en consecuencia dicho
intervalo consta de un tnico punto. Para los puntos de la forma x; para algin
k € Z, denotaremos a(x;) = ay y b(x;) = by. Notemos que by = a; + I, por lo que
el intervalo [ay, by] tiene longitud /. Esto nos da nuestros intervalos asignados y
cada uno con la longitud buscada.

Veamos cémo son algunos de estos intervalos para los puntos que localiza-
mos en el intervalo anteriormente. Para k = 2 ilustramos el intervalo [a;, b;] en la
figura[2.2] igualmente para k = —9 tenemos la figura[2.3]y para k = 6 la figura[2.4]

Notemos que los intervalos [ay, b;] ademads de ser disjuntos preservan el mismo
orden con el que los puntos x; y se distribuyen a lo largo del intervalo [0, 1). Esto
lo demostraremos a continuacion.

Proposicion 2.7. Parany n' € Z, con n # ', se tiene que [a,, by N [a,,by] =0,
mads aun, si n < n’ entonces b, < a,y.
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as éf’-

O @
0.46426 0.46428 0.4643 0.46432

Figura 2.4: Intervalo [ag, bg|

b
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—— o0 .
025 826 027 o028 0.39882 039883 0.46428 0.4643 046432

o
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4—0—0—0—©
0.3

*—0—© —@ —0 90— 00—

0.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 2.5: Intervalos

Demostracion. Tomemos n'y n’ € Z de manera que x, < x,;, tendremos entonces
que, para cualquier k € Z, si x; < x, entonces x; < X,y Asi {li|xx <x,} C{lk|xx <
Xy} con by € {Ix|xx < x,}, pero I, & {Ilx|x; < xn}. Por lo que al sumar se cumpliria
que a, < a,, por lo que los extremos izquierdos de los intervalos respetan el orden.

Por la transitividad de la contencién se tiene también que {li|x; < x,} C
{l|xr < x,y} y dado que el conjunto de los puntos de la forma x;, para algin
k € Z, es denso en el intervalo, sabemos que existe m € Z tal que x,, < x;,; < x,y7.
Asi tendremos que 1, & {Ix|xx < x,}, pero L, € {Ix|xx < xy} y al sumar se tendrd
que b, < ayy. O

Esto permite concluir que nuestros intervalos son disjuntos y respetan el orden,
tal como lo muestra la figura

Tenemos hasta ahora que las funciones monétonas a(x) y b(x) generan, por
cada punto x; € [0, 1), subintervalos cuyas longitudes /; suman 1 y respetan la
distribucién de dichos puntos. Para aquellos puntos en el intervalo que no son
de la forma x;, para algun k, las funciones nos generan un punto determinado de
manera Unica por los intervalos de a su alrededor.

Con esto podemos definir una funcién que lleve los puntos de los intervalos
lar, D] en su respectivo x; y a los “intervalos degenerados” que constan de un
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a b a, b a b

— 0 - — O— — —o-— o— -
025 026 027 o028 0.39882 0139883 0.48426 0.46428 0.4643 y,’Zs‘zsz

X3 Xio 7(2 X X7 | X1 9%Xa Xa Xo X1 X7 ;X-ﬁﬁ ><-2 [ X0
2 0.3 \
0. . .

00— 0—0—0 —0—
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 2.6: Mapeo punto-intervalo.

a’y by

Figura 2.7: Mapeo g

unico punto los mapee en la x asociada a éstos.

En la figura 2.6 vemos una representacién visual de dicha funcién y esta re-
sultard mondtona también, gracias a que la distribucién de los intervalos respeta
el orden de los puntos x; y es constante en dichos intervalos.

Hay entonces una tinica manera de extender la funcion el resto de la recta con
un mapeo continuo G : R — R tal que, para cualquier x € [0, 1), G([a(x),b(x)]) =
xy tal que G(x+ 1) = G(x) + 1 y asi a través de la proyeccion 7 : R — R/Z
trasladar este mismo escenario a la circunferencia como se ilustra en la figura[2.7]

Seran aquellos puntos que se encuentran en el complemento de los intervalos
sobre la circunferencia los que consideraremos como elementos del conjunto ¥

Proposicion 2.8. El conjunto y es de Cantor.

Demostracion. Recordando que este espacio lo estamos tomando con sus métri-



CAPITULO 2. SISTEMAS CANTOR MINIMALES 17

cas usuales y su topologia inducida, para la compacidad veremos simplemente
que x es un subconjunto cerrado de R/Z, el cual sabemos es compacto.

Notemos que nuestro conjunto esta formado unicamente de punto aislados por
lo que este es cerrado y por ello también compacto.

Para argumentar que ) es perfecto, recordemos que al tomar las longitudes
Iy de nuestros intervalos (ay,by) éstas suman 1. Por lo que no podemos tener
intervalos abiertos en el intervalo [0, 1) que intersecten a uno de estos intervalos
mas pequeflos y por tanto tengan alguno de sus extremos por elementos.

De lo anterior se sigue que, al ser nuestros intervalo ajenos, tanto el conjunto
de sus extremos, como el de sus imdgenes bajo la proyeccion son densos en el
intervalo y lo serdn también dentro de R/Z y en consecuencia dentro de y con la
topologia inducida.

Teniendo un conjunto denso en ), podemos afirmar que todos sus puntos son
de acumulacioén y al ser también cerrado es entonces perfecto.

Nos queda justificar que nuestro conjunto es totalmente disconexo. Para ello
usamos el argumento anterior una vez mds, ahora sobre R/Z, donde entre cua-
lesquiera dos puntos distintos podemos encontrar a la imagen bajo la proyeccién
de uno de los intervalos [ag,bi] y x es el complemento de las imdgenes de los
mismos, por lo que éste no podria tener un subconjunto conexo.

Por tanto, ) es un conjunto de Cantor. [

Para terminar esta seccidn, construiremos un homeomorfismo minimal sobre
este conjunto de Cantor.

Recordemos que en el ejemplo de Z,, el homeomorfismo que usamos resulté
ser aquel que “sumaba uno” y consideremos algo andlogo que podriamos aplicar
en este ejemplo.

Recordemos que las imdgenes de los puntos x; distribuidas sobre R /Z son la
orbita del O bajo la rotacién por un dngulo . Asi podemos pensar que al aplicar
dicha rotacion a los puntos, los subindices de estos se recorren. Este movimiento
nos guiard para definir en cada intervalo asociado funciones que envien al inter-
valo [ay, by| en el intervalo [ay 1, bg+ 1] como ilustran las figuras 2.8]y

Esto induce una unica manera de rotar aquellos puntos fuera de los intervalos
y un homeomorfismo ¢ de } en ¥ que mueve también los puntos fuera de las
imagenes de intervalos de manera unica. Esta “rotacion” ¢ es el homeomorfismo
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Figura 2.8: Desplazamiento de los puntos

18
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Figura 2.9: Desplazamiento de intervalos

que buscamos y se ve como la rotacion de los puntos de nuestro conjunto de
Cantor por el dngulo a7.

Observacion 2.9. ¢ es minimal.

Demostracion. Sabiendo que las 6rbitas bajo la rotacion son densas podemos con-
cluir que los puntos de nuestro conjunto ) lo son también y nuestro homeomor-
fismo ¢ es, en consecuencia, minimal. O]

Con esto hemos presentado dos ejemplos de sistemas Cantor minimales uno
numerable y otro no numerable en dos contextos distintos de la matemaética.

Conociendo ya una cantidad considerable de ejemplos de dichos sistemas,
continuaremos con el estudio de éstos y aquellas propiedades que serdn de uti-
lidad en lo posterior para el presente trabajo.
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2.3. Propiedades generales de los sistemas

Comenzaremos la seccién con un par de lemas, respecto a como estos homeo-
morfismos se comportan con los subconjuntos abiertos y cerrados del respectivo
conjunto de Cantor.

Para ¢ € H()) diremos que un punto x € y es recurrente si paratodo A C x
abierto y cerrado, existe un n > 0 de tal manera que @"(x) € A.

Lema 2.10. Para A C ) abierto y cerrado, si todo punto de A es recurrente,
entonces la funcion Ny : A — N, definida por:

Na(x) = min{n € N*|¢" (x) € A},
estd bien definida y es continua.

Demostracion. Considerando que para toda x € A, x es recurrente, existe siempre
una ng € N tal que ¢ (x) € A. Asi el conjunto

R, ={neN*|p"(x) €A}

es no vacio y por ser N bien ordenado, R, tiene minimo. Denotemos a ese mini-

mo 14 (¥).

Demostremos por induccion que, para todo k € N¥,
A= {x € AIna(x) = k}

es abierto y cerrado.

Paso base. Consideremos A} = {x € A|na(x) = 1}, usando la definicién de 14
podemos expresar a A} como el conjunto {x € A|@(x) € A}. Expresado de esta
manera, es facil ver que A = AN ¢@~'(A). Sabiendo tanto que A tanto es abierto
y cerrado, como que ¢ es un homeomorfismo, deducimos que ¢! (A) es también
abierto y cerrado, asimismo AN ¢~ (A). Por tanto, A; es abierto y cerrado.

Paso Inductivo. Supongamos que, para toda i € N*, si i < k sucede que A; es
abierto y cerrado y probemos que Ay, | es también abierto y cerrado.
Por definicién sabemos que

A1 ={x€Ana(x) =k+ 1},
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por lo que podemos expresarlo de la manera siguiente:

k

Ak = ()71 (A)NA)\ A
i=1

Al ser @ un homeomorfismo, @**! también lo es. De lo cual se sigue que, al ser
A abierto y cerrado, (1) ~1(A) y (¢*T1)~1(A) N A lo seran igualmente abiertos
y cerrados. Ademas, teniendo por hipétesis de induccién que para cualquier i €
{1,...,k}, A; es abierto y cerrado, Uf-‘zlAi es abierto y cerrado.

Considerando todo lo anterior, por ser (¢*¥™1)~1(A)NA abierto y UL A; ce-

rrado,
k

(@D ) na\Uas

i=1
es abierto.
Andlogamente, por ser (¢**1)~1(A)NA cerrado y UX_,A; abierto,

k
(@) A)nA)\ J4s
i=1
es cerrado y finalmente Ay es, en consecuencia, abierto y cerrado.
Concluimos ya que para toda k € N*, A; es abierto y cerrado. Notando que
N, ({k}) = A tendrfamos que para toda k € N*, 1, ' ({k}) es en particular abier-
to, es decir 14 es continua. 0

Demostrado lo anterior llamaremos a Ny la funcion tiempo de primer retorno.

Lema 2.11. Sea (), @) un sistema Cantor minimal. Si A C x es abierto y cerrado,
entonces el conjunto ) es la union de las imdgenes de A bajo las iteraciones de @,

x=Ue').
i€Z
Demostracion. Primero recordemos que A C . Sabiendo que para i € Z, ¢' :
X — X se tiene que @'(A) C yx, por tanto U;cz,¢'(A) C x.
Ahora, por ser ¢ minimal, para x € ) tenemos que ANorby(x) # 0, es decir,
existe un xg tal que xo € A y xo € orbgy(x). De esto tltimo podemos asegurar la
existencia de ko € Z, tal que ¢*0(x) = xo.
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Tomando k = —kg tenemos que k € Z y ¢¥(xy) = x con xo € A; entonces, existe
k € Z tal que x € *(A) y, por tanto, x € U;cz,¢'(A).

Podemos concluir que U;c7¢'(A) C x y en consecuencia ¥ = Ujcz@'(A).

Por lo tanto podemos ver a ¥ como la unién de las imagenes de A bajo las
potencias enteras del homeomorfismo ¢. U

Lema 2.12. Cualquier x € X es recurrente.

Demostracion. Consideremos, para x € X, €l conjunto:
Z(x) = {n € Z|¢"(x) €A},

por el resultado anterior tenemos que para toda x € x, Z(x) # 0. Lo que demos-
traremos es que, para cualquier elemento de Y, este conjunto no es acotado por
arriba. Definamos, para k € Z, el conjunto:

M, = {x € z]sup(Z(x)) <k},

es decir, los elementos de ) para los que Z(x) es acotado por arriba por k, tenemos
entonces que si x € My y r > k entonces ¢’ (x) ¢ A.

Supongamos que existe alguna x € y para la cual Z(x) es acotado por arri-
ba, tendriamos entonces que existe alguna k € Z para la cual M) # (. Dada la
definicion de M, esto implicaria que, si n > k, M,, # 0 pues M C M,,.

Ahora para un m < k y x € My, consideremos el elemento ¥~ (x) en y y apli-
quemos a dicho elemento el homeomorfismo ¢" con r > m. Teniendo en cuenta
que, por ser r > m, r+ (k—m) > k y recordando que x € Mj, obtenemos que
@ Tk=m)(x) ¢ A; es decir, " (¥ (x)) ¢ A y, por tanto, sup(Z(@* " (x))) <my
asi M, # 0.

Lo anterior nos dice que de, existir k € Z tal que M) # 0, por tricotomia ten-
driamos que, para todo m € Z, M,, # 0. Tenemos entonces una familia .%# de
conjuntos cerrados distintos del vacio y anidados en x:

F={MyecP(x)kel}.

Por la compacidad de )y podemos concluir que la interseccién de .# es distinta del
vacio, NgezMj # 0.

Tenemos entonces que existe x €  tal que para cualquier i € Z, ¢'(x) ¢ A pero
por el lema anterior eso es una contradiccion. Esta viene de suponer alguno de los
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My # 0, es decir suponer que, para algin x € ¥, Z(x) es acotado por arriba y por
tanto no lo son. De lo anterior podemos concluir que, para cualquier x € ), existe
un n > 0 tal que ¢"(x) € A. En particular para x € A, x es recurrente.
Observemos que de manera similar podemos demostrar que dicho conjunto
tampoco puede estar acotado inferiormente. 0

En el capitulo siguiente definiremos el grupo pleno topolégico de un sistema
Cantor minimal y usaremos estos resultados para encontrar algunos de los ele-
mentos del mismo.



Capitulo 3
El grupo pleno topoldgico

Teniendo a los conjuntos de Cantor y sus homeomorfismos minimales defi-
nidos e identificados, en este capitulo definiremos el grupo pleno topolédgico al
homeomorfismo minimal en nuestro Cantor.

Definicion 3.1. Para un sistema Cantor minimal (), ¢) definimos su grupo pleno
topolégico denotado [@] de la siguiente forma.
Dadoun f € H(Y), f € [¢] si para cualquier x € ¥, f(x) € orbg(x).

Es claro que, tanto ¢, como cualquiera de sus iteraciones son elementos del
grupo. Exhibiremos otros elementos de éste.

Recordemos que para definir 114 usamos simplemente el hecho de que para
un abierto y cerrado A, ¥ = U;cz¢'(A), por lo que, mientras esta hipétesis se
satisfaga, podemos definir la funcién ¢4 de la siguiente manera:

MM (x) si x€A,
Pa(x) =
X si x ¢ A.
Lema 3.2. @4 es un elemento de (@) y, mds aiin, el homeomorfismo g = @~ '@, es

periodico.

Demostracion. Comencemos verificando que ¢4 es inyectiva.
Tomemos x; y x € x tales que @4(x;) = @4(x2). Veremos que no puede su-
ceder que x; € A mientras x; € x \ A. Si suponemos lo anterior, se tendria que

24
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@M (1) (x1) = x, pero, al ser N4 la funcién de primer retorno, M) (x;) € A asi
que x; € A, lo que contradice la hipdtesis de x;.

Parael caso en el que x| y x5 € x \ A es claro que x| = x, y si tanto x; como x; €
A tendriamos que @) (x;) = @™ ™) (x,), si My (x1) # Na (x2) podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que 14 (x;) > Na(x2) y en consecuencia 1 (x;) >
Na(x1) — Na(x2) > 0.

Asi @M)=Ma(2) (x1) = x;. Como x; € A, M) =M®)(x) € A, 1o que es
una contradiccidn, pues 14 (x]) es el tiempo de primer retorno de x;.

Esto nos dice que M4 (x1) = Na(x2) y x1 = @°(x;) = @M =M2) (x ) = x,.

Para ver que @4 es suprayectiva, consideremos x € . Six ¢ A, @a(x) = x.

En otro caso, si x € A tomemos U (x) = max{u € Z~|¢"(x) € A}. Haciendo
y= @Y™ (x) tenemos que y € A y N (y) = —U (x), por la eleccién de U (x) y dado
que x € A. Asi g4 (y) = 90 (y) = 9 VW (y) = 9 V¥ (pV () = x.

Ahora demostraremos que la restriccion de ¢4 a A es continua y de inversa
continua. Sea B C ) abierto, tenemos entonces que

¢;'(B) = {x € Alga(x) € B} = {x € A" (x) € B} = [ J (9™™)~'(B).

xey

Sabiendo que, para toda a € Z, ¢@“ es continua, tenemos que cada uniendo es
abierto y su unidn es abierta; lo que se puede demostrar de manera andloga para
(pA_l. Por tanto ¢|4 es un homeomorfismo.

Ahora tomemos x € ). Deseamos ver que existe un k € Z tal que @ (x) =
¢*(x), lo que haremos separando dos casos posibles.

Six € y\ A entonces @4 (x) = x, es decir, para k = 0 se tiene que @4 (x) = ¢°(x).
Asi @4(x) € orby(x). Para el caso x € A, tomamos k = 14(x) ya que @4(x) =
@M (x) y @M (x) € orby(x). Se sigue de lo anterior que @ (x) € orbg(x).
Concluimos que @4 € [@].

Para la periodicidad de ¢~'¢,, veamos primero que para x € ¥, podemos
encontrar siempre k € N* tal que (¢~ @4 )¥(x) = x.

Si x € A, por la definicion de 1y, el homeomorfismo manda a x a la itera-
cién previa al primer retorno de x a A como se puede ver en la figura [3.1] asf
¢ palx) = 9~ (9™ (x)) = MO ().

El elemento ™™ ~1(x) ¢ A por lo que al aplicarle ¢~ '@, una vez més se
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™~
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Figura3.1: Caso 1, x € A

tendria que

(0 0a)*(x) = 0 ' oa(@  oa(x)) = 0 ' pa (9™ (x))
= ¢~ (MW (x)) = 92 (),

pues @4 fija a @MW ~1(x) ya que ™™~ (x) ¢ A. Esto nos dice que al seguir
aplicando el homeomorfismo ¢! ¢4 regresamos sobre la 6rbita de x hasta volver
a ésta tras 14 (x) veces de aplicar ¢! a x, es decir, (¢~ @) ™M™ (x) = x.

Para x ¢ A tenemos la ﬁgura que nuevamente ilustra la situacion. Para este
caso, hari falta regresar con @ ! sobre la 6rbita de x hasta entrar a A, por lo que
usaremos nuevamente U (x) = max{u € Z~|¢*(x) € A} y haciendo y = ¢V (x),
tenemos que y € Ay Na(y) = Na(x) — U (x).

Sabiendo que x ¢ A y por la eleccién de U (x), (¢~ @4) Y™ (x) = VM) (x) =
¥, pues estamos regresando sobre la drbita de x hasta entrar a A.

Al aplicar el homeomorfismo ¢~ !¢, tenemos una situacién aniloga a la del
caso anterior, donde el homeomorfismo ¢ !¢, devuelve a y a la iteracién anterior
de @, antes de su primer retorno a A.

De esta manera, como 14 (y) = N4 (x) — U (x), (¢~ 4) &~V (x) = x.

Podemos concluir que para x € ¥ existe un z € A tal que (¢ @4)™) (x) = x.
De esta manera siendo ¥ un compacto y A un subconjunto cerrado de éste, con
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Figura 3.2: Caso 2, x ¢ A

N4 continua, tomaremos k = sup{n4 (x)|x € A}, (@' @a)¥' = 1 es decir, 9~ @
es periddico. [

Antes de introducir algo de teoria extra demostraremos un lema que nos ayu-
dar4 en los resultados principales. Este lema nos habla de las hipdtesis necesarias
que un homeomorfismo debe cumplir para poder descomponer nuestro conjunto
como la unién disjunta de imagenes de un abierto y cerrado bajo las iteraciones
del homeomorfismo y poder hablar de una funcién de primer retorno para éste asi
como el resto de los resultados que se desprenden de la existencia de la misma.

Lema 3.3. Sean f € H(y) y n € N*.Si, para todo i € {1,...,n—1}, f' no tie-
ne puntos fijos, existe un abierto y cerrado U tal que, para cualesquiera j, k €
{0,....n—1}, fAU)NFI(U) =0y x = Uierf'(U).

En particular si f* =1y f define una accion libre de 7./nZ entonces las
imdgenes directas f'(U) forman una particion de .

Demostracion. Veremos primero que, para x € ), existe una vecindad abierta y
cerrada V, disjunta de Uj<j<,,f'(Vy).
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Tomemos i € {1,...,n— 1} arbitraria y supongamos que cualquier vecindad
V de x intersecta a fi(V); entonces, para una familia numerable de vecindades
anidadas en x, tenemos una sucesién de puntos {x; }xen+ donde cada x; € f/(V)N
Vi. De esta manera tanto la sucesién {x; };en+ como la sucesion {f7(xx) bren
convergen a x.

Por la continuidad de f* se tendrfa que f*(x) = x, lo cual es una contradiccién,
ya que supusimos f* sin puntos fijos. De esta manera, para cadai € {1,...,n—1},
existe una vecindad V; de x tal que V;N f/(V;) = 0 y tomando

Vi= () Vi
0<i<n
se tiene la vecindad de x que buscdbamos.

De la cubierta {V,|x € x}, dada la compacidad de y, podemos extraer una
subcubierta finita {Wi|k € {1,...,m}}. Notemos que dichos W; cubren a todo el
conjunto, al mismo tiempo que cada uno es ajeno a sus primeras n — 1 imagenes
directas. Asi para cada k € {1,...,m} definimos

Xke=w\ U Fwy,
0<j<k,—n<i<n
de manera que a cada W; le quitamos los elementos que tiene en comun con las
imagenes bajo f desde —n a n de todos los W; anteriores a él. Nos aseguramos de
mantener ajenas a las imagenes directas de estos con las imdgenes directas de sus
anteriores hasta la iteracion (n — 1), para asi poder tomar:

U= |J X
1<k<m

Veremos que U satisface las condiciones buscadas. Por la construccion de U
y la de cada uno de los X; podemos asegurar que, dados i y j € {1,...,n—1},
f)nfiu)=o.

Demostremos entonces que ¥ = U;cz.f (U).

Es facil ver que Ujezf (U) C x. Para la otra contencién tomemos x € j arbi-
traria, por ser {Wy|k € {1,...,m}} una subcubierta de ), existe ko € {1,...,m} tal
que x € W, tenemos entonces dos casos:

a) Six ¢ Up< jcky—n<i<nf'(W;) entonces x € X, asi x € f2(U) y en conse-
cuencia es elemento de Ujezf(U).
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b) En el caso en que x € U< jeky—n<i<nf'(W;) se tiene que existen j e i, con
1 <j<koy—n<i<n,tales que x € f/(W;). De manera que podemos
escoger jo =min{j € {1,...,ko}| existei € {—n,...,n} tal que x € f1(W;)}
e i tal que x € fio (Wj,). Dado que jj era el minimo con dicha propiedad,
x no pudo ser removido con las imdgenes anteriores del resto, y asi x €

fio (on)'

Como f(X;,) C fo(U) y f°(U) C Uiezf'(U) ya que f es un homeomorfis-
mo, se tiene ,una vez mas que x € Ujczf' (U).

Por ser f un homeomorfismo y U # 0, paratodai € {1,...,n—1}, fi(U) # 0.
Finalmente, si f define una accién libre sobre Z/nZ, {f/(U)|i € {1,...,n—1}}
es particion de . [

Este resultado nos permite encontrar, para cualquier homeomorfismo del gru-
po pleno, un abierto y cerrado U tal que dentro de éste, el homeomorfismo se
comporta como @ y donde es posible definir una funcién de primer retorno conti-
nua y el homeomorfismo periddico asociado.



Capitulo 4
Teoria ergodica

Para continuar con la teorfa a desarrollar y acercarnos a los resultados centrales
del presente trabajo, introduciremos en el capitulo algunas definiciones y resulta-
dos tomados del libro “Lectures on ergodic theory and Pesin theory on compact
manifolds” [Pol93]. Estos trabajos abordan de forma clara y directa todo lo rela-
cionado con medidas invariantes bajo un homeomorfismo y formaran parte de la
columna vertebral del grueso de nuestras argumentaciones.

Como sabemos, los objetos de estudio en teoria de la medida son los espacios
de medida (X, %), donde X es un conjunto arbitrario y % una c-algebra. En teoria
ergddica nuestros objetos bdsicos ademds de los espacios métricos (X, %) son
también las transformaciones medibles, T : X — X con T~ (%) C 4, asi como
aquellas medidas de probabilidad, m :  — R, que se comportan de manera
apropiada respecto a T en el siguiente sentido.

Definicion 4.1. Una medida de probabilidad m en (X, %) se dice T-invariante si,
para cualquier B € &, m(T ' (B)) = m(B).

Es facil ver que, si T es ademds biyectiva y su inversa es también medible,
nuestra definicion es equivalente a pedir que m(B) = m(T(B)), para cualquier
Bc A.

Es, entonces, natural e importante para nuestro trabajo preguntarnos cuando
estas medidas invariantes existen. La respuesta la encontramos en el siguiente
lema, el cual corresponde al lema 1.2 del libro citado.

30
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Lema 4.2. Si T : X — X es un homeomorfismo de un espacio topolégico com-
pacto X y A es su o-dlgebra de borelianos, existe al menos una medida T -
invariante de X.

Demostracion. Para esta prueba haremos referencia a la definicién 6.1 y el teore-
ma 6.5 del libro de Peter Walters “An introduction to ergodic theory” [Wal43l]. En
la primera se define la topologia débil* en el espacio de medidas para un espacio
métrico y se demuestra, en dicho teorema, que si el espacio métrico es compacto,
su espacio de medidas con esta topologia también lo sera.

De esta manera, si elegimos una medida m : 8 — R™ cualquiera, para cada
n € N*, podemos definir una medida m, mediante la combinacién afin

 m+T"m+ (T*)zm 44 (T*)”*lm

my )
n

donde, para k € N*y B € 4, (T*)*m(B) = m((T*)~'(B)).

Sabiendo que nuestro espacio de medidas es convexo para cada k, my es un
elemento del mismo y usando la compacidad, podemos asegurar que existe un
punto de acumulacién m para la sucesion {my }ren+, es decir, existe una subsuce-

sién {my, }icn+ tal que m = lHmy o 1y
Usando lo anterior y por la forma en que definimos a la medidas tendriamos

que
~ , m—(T)mY _ .
m= limmy;, = lim | my;. + # =limT*my, =T"m,
[—oo ' oo ! ki [—>o0 !
de lo que podemos concluir que nuestra medida es T'-invariante. [

Para un conjunto de Cantor ¥ tomaremos la o-dlgebra de Borel, %,, dada
por su topologfa. Por lo que (x,%,) resulta ser un espacio de medida compacto,
ademads ¢ es una transformacién medible por ser un homeomorfismo.

Usaremos la notacién .# () para hablar del conjunto de las medidas de pro-
babilidad para y, es decir, aquellas para las cuales la medida de y es uno. Sabemos
ya que este conjunto es no vacio pues para cada x € y tenemos la medida definida,
para cada B € %,, por la siguiente regla de correspondencia:

1 si x€B,
Ox(B) =
0 si x¢B.
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Lo que ademds nos da una inyeccién de y en .# (), asignando a cada x la
medida &,.

Al subconjunto de .# () cuyos elementos sean aquellas medidas ¢-invarian-
tes, lo denotaremos .#y(y ), el cual por nuestro lemaf4.2]es distinto del vacio.

Para continuar son necesarias un par de definiciones.

Definicion 4.3. Para B € %, definimos los limites

Zy (B) =sup{c(B)|o € #y(x)}y £, (B) =inf{o(B)|o € 4, (%)}-

Proposicion 4.4 (Lema de fragmentacién). Para todo y € [@] y € > 0, hay siempre
una m € Ny homeomorfismos Y1, ¥, ..., W, € [@], tales que, W =y ys ... ¥, Y,
paraie {l,...,m}, ,?J(sop(l//i)) < €. Si ademds elegimos Y de manera que para
un entero n < 1, y" = 1, entonces se puede probar que para todo i € {1,...,m},
vl =1.

Demostracion. Si existe un n > 0 tal que y" = 1, afirmamos que todo elemento
X € X posee una vecindad y-invariante arbitrariamente pequefia; ademds podemos
encontrar vecindades de x tan pequefias como queramos y ajenas a sus imigenes
directas bajo y, las cuales, al ser y periédico, son una cantidad finita. Asi al unir
esta vecindad y sus imdgenes tendremos una vecindad de x que es y-invariante.
Podemos deducir entonces la existencia de una particion {U,} de abiertos y ce-
rrados y-invariantes, tales que, para cualquier j, £ (U;) < €. Esta induce una
descomposicion Y = Y1 ;... ¥y, donde, para cada j, y; tiene un soporte conte-
nido en U; y existe un n > 0 tal que y7 = 1.

Ahora, si ¥ no tiene una Orbita finita, escogemos un n € N tal que € > %;
por el lema[3.3]sabemos que existe un abierto y cerrado U tal que, para cualquier
ic{l,....n—1}, UNy'(U) = 0. Esto nos dice que, para cualquier medida de
probabilidad u, u(U) < 1 < ¢, es decir, £,/ (U) < 1/n <.

Por el mismo lema, sabemos que y = UgezW*(U), por lo que tenemos las
hipétesis suficientes para usar el lema[3.2]y definir el homeomorfismo . Deno-
tando T = 7, "y se tiene que ¥ = yy 7. Notemos ademds que T = (v ')ty
v~ lyy es periddico, por el caso anterior se puede descomponer. [

Definicion 4.5. A la factorizacién ¥ = w1y, ...y, la llamaremos una fragmen-
tacion de y.
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Veamos ahora que, siempre que un abierto y cerrado de nuestro conjunto de
Cantor sea mas pequeio que otro en términos de cualquier medida de probabili-
dad, podremos encontrar un homeomorfismo en el grupo pleno que inyecte el mas
pequefio en el mds grande.

Lema 4.6. Para (), ¢) un sistema Cantor minimal y A,B C ) abiertos y cerrados
si, para cualquier |1 € Mo(X), L(B) < U(A) existe entonces un o € (@] tal que
o(B) C A.

Demostracion. Definiremos primero la funcién f = 84 — dp. Por hipétesis se ten-
dria que para cualquier medida de probabilidad invariante u, [ fdu > 0.

Afirmamos que, en este caso, deben existir ¢ > 0 y Ny > 5 tales que, para
cualquier N > Ny y x € ¥,

1 N—-1 ;
§ I 0 >

Es decir, debe existir un real positivo ¢ y una Ny, para las cuales ¢ acota inferior-
mente al promedio de las evaluaciones de f, al menos en las primeras N iteracio-
nes de x bajo @, para cualquier N > Nj.

De no suceder esto podriamos dar sucesiones (¢ )ren+ de reales, (Ng)ren+ de
naturales y (x;)ren+ de puntos en y, tales que

_ | Nl
limc, <0y Ne Z o' (x)) < cg.
i=0

Con ello definimos la sucesion de medidas (L )xen+ con

| Nl
=~ Y, 0.5,
Ne i o
donde, la funcién @' 6, parauni € {1,...,N—1} y k € N* se calculaen A € B,
como:

PLE(A) = iy, (A),
de manera que, para cada k € N*, [ fdu, <0.

Sabiendo ya que el conjunto .# () es compacto, se sigue que, la sucesién
(Mi)ken+ tiene un punto de acumulacion p en .#y(y). Esta medida no solo es
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invariante, también se cumplird que, [ fdu, — [ fdu, debido a la eleccion de
las sucesiones (¢x)ken+» (Ni)ken+ Y (X )kens- Asi [ fdu <0, 1o que resulta en una
contradiccion por como se defini6 la funcion f.

Lo anterior nos permite concluir la existencia de la cota ¢ y el natural Ny
que podemos elegir mayor a 5. Esto nos dice también que, para cualquier i €
{1,...,No}, @' no puede tener puntos fijos y por el lema tenemos un abierto y
cerrado U para el cual, si i, j € {1,...,No} y j # i entonces ¢'(U)N @/ (U) = 0.
Ademids ¥ = U,ez¢"(U).

Usando 1y, la funcién primer tiempo de retorno a U, se puede encontrar una
particion de abiertos y cerrados (V;) de U donde V; = {x € U|ny(x) =1}y, para
cualesquiera iy j € {0,...,1— 1}, ¢'(V;) N ¢/ (V;) = 0. Ademas sabemos que al
hacer variar a 7, las imagenes directas forman, también, una particiéon de U. A ésta
se le conoce como la torre de Kakutani-Rokhlin.

Dicha particién se puede refinar en otra (U;), tal que, sii € {0,...,n(U;) — 1},
¢'(U;) sea un subconjunto de A\ B, B\ A, ANB o bien  \ (AUB); obteniendo asf
la siguiente descomposicion para x:

x=|]| | ] o' (U;).

Jj i€{0,...n(U;)-1}

Para un j arbitrario, tomaremos a; como la cantidad de factores ¢'(U;) que se
quedan totalmente contenidos en A \ B y, de manera andloga, b; es la cantidad de
éstos que se queda totalmente contenida en B\ A de manera que, para cada j,

b] 1 rl(Uj)_l

aj— _ ,'x . |
nw;) — nU;) l;) f(¢'(x)) Zc>0

Podemos dar entonces una permutacién 7; en {0,...,n(U;)}, de manera que,
€sta permutacion envie los A; en los B; y fije todo fuera de €stos; dicha permuta-
cién definird, de manera natural, un elemento @ € [@] que preservard globalmente
cada torre enviando a B en A.

Notemos que podemos asegurarnos que cada permutacion T; resulte ser par ya
que, por la eleccién de Ny, se puede asegurar que, para cualquier j, n(U;) > 5y
que tanto a; como b; son mayores que 2; podriamos entonces componer con una
transposicion de ser necesario y obtener el elemento o deseado. [
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Hasta ahora estdn sentadas las bases tedricas para avanzar en el siguiente ca-
pitulo al resultado central del presente trabajo. Este nos asegurara la existencia de
grupos simples infinitos en el contexto presentado durante los capitulos previos;
para lo cual haremos un recuento corto de lo que se conoce, en la generalidad,
sobre grupos simples y la importancia del resultado a presentar.



Capitulo 5

Grupos simples infinitos

Para abordar el dltimo de nuestros resultados y el teorema central del presente
trabajo retomaremos primero algunos conceptos en teoria de grupos, entre ellos el
de grupo simple y daremos un panorama general de por qué estos ultimos resultan
de especial interés en la matemaética.

Recordemos que para un grupo cualquiera G, decimos que, un subgrupo K de
G es un subgrupo normal si para cualquier x € G se cumple que x 'Kx C K y
diremos que G es un grupo simple, si sus Unicos subgrupos normales son 1 y G,
donde 1 = {e} con e el neutro del grupo.

La perspectiva de interés en torno a los grupos simples es una de represen-
tacion y clasificacion de grupos. Para el caso finito, la clasificacion de todos los
grupos simples, misma que fue completada en el afio 2008, ha sido uno de los
proyectos de investigacion mds ambiciosos en la matemadtica del siglo 20.

El andlisis y clasificacién de los grupos finitos en general se resume a resolver
el llamado “problema de extensiéon” donde, para dos grupos X y Y, deseamos en-
contrar todas las posibles extensiones de X por Y, es decir, todos aquellos grupos
G donde exista un subgrupo normal H de G con

l1—H—G—G/H—1,

de manera que H = X y G/H =Y. Problema que resulta dificil de abordar en la
generalidad y que se reduce nuevamente a atacar aquellos casos donde el grupo Y
es un grupo simple.

En vista de lo anterior podemos decir que los grupos simples son el andlogo

36
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en la teoria de grupos de lo que son los nimeros primos en la teoria de nimeros,
en términos de descomposicion en factores mds pequefios; y aun cuando no se
tiene un resultado con la fuerza del teorema de factorizacion tinica en primos, los
subgrupos simples de un grupo nos brindan cierto control en lo que se refiere a la
estructura general de éste.

Aun cuando para el caso finito tenemos una completa y explicita clasificacién
de todos los grupos simples, el caso no finito ha probado ser un reto complicado
de abordar con los pocos ejemplos que tenemos a la mano de ellos y lo complejo
de sus construcciones. Existe, por ejemplo, la construccion de un grupo simple
infinito y finitamente generado dada por Graham Higman como el cociente de un
grupo infinito finitamente generado.

Es por ello que la meta planteada para este trabajo es presentar el resultado
que, a partir de un sistema Cantor minimal, nos permitird extraer un grupo simple
infinito. Siendo que hemos dado una familia basta de estos sistemas tendremos,
potencialmente, la misma cantidad de grupos simples infinitos.

Retomaremos primero, del caso finito, la demostracién que nos permite probar
que el grupo As es un grupo simple. Esto como herramienta para visualizar como
una extension de esta idea se aplicard al caso no finito expuesto en lo posterior.

Proposicion 5.1. El grupo As es simple.

Demostracion. Para esta prueba recordemos que, para n > 2, el grupo A, es ge-
nerado por los 3-ciclos, es decir, cualquier permutacién T puede escribirse como

T=cC1C2" " Cy,

donde, cada c; es un 3-ciclo de S5. Bastaria entonces ver que cualquier subgrupo
normal de A5 tiene como elementos a todos los 3 ciclos.

Si ademads n > 4, todos los 3-ciclos son conjugados en A,,. Asi la demostracion
se reduce a mostrar que basta con que en un subgrupo normal haya un 3-ciclo.

Las demostraciones de los resultados mencionados pueden encontrarse en el
libro “Algebra abstract and concrete” [GoolS]] de Frederick M. Goodman, en su
capitulo 10 seccién 10.3 sobre simplicidad en grupos alternantes.

En particular, para n = 5, ambos resultados son ciertos. A5 es generado por los
3-ciclos y los 3-ciclos son conjugados en As.

Tomemos un subgrupo N normal de As distinto del trivial, debe existir enton-
ces una permutacién T € N no trivial.
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Por la descomposicion en ciclos de la permutacion 7 se tendrdn solamente tres

casos:
1. ©= (abc).
2. 7= (abcde).

3. t=(ab)(cd).

Para el caso 1, sabiendo que todo los 3-ciclos son conjugados en As, por ser
N normal tendriamos que todo 3-ciclo es elemento de N. Dado que los 3-ciclos
generan a As tendriamos que As C N y asi N = As.

Para el caso 2, donde T = (abcde), tomemos la permutacién o = (ab)(cd) €
As y calculemos la conjugacién 7’ = ato~!, 1a cual es un elemento de N por ser
este normal.

v = ata™! = (ab)(cd)(abede)(ab)(cd) = (adceb).
Dado que N es un subgrupo y 7, 7' € N, el producto 77/ € N y
17’ = (abcde)(adceb) = (aec).

Esto nos dice que N tiene como elemento a un 3-ciclo y nos refiere al caso 1.
Para el caso 3 con 7 = (ab)(cd), de manera andloga al caso anterior, tomare-
mos la permutacién B = (abe) € As y la conjugacién 7/ = BT~ € N.

t = BB~ = (abe)(ab)(cd)(aeb) = (be)(cd).
El producto 77’ es, en consecuencia, elemento de N y
17 = (ab)(cd)(be)(cd) = (abe),
reduciendo el argumento una vez més al caso 1. O

En general, para un grupo G cualquiera, definimos, para los elementos x,y €
G, su conmutador como el elemento [x,y] = x~'y~lxy y denotamos G’ al grupo
derivado, generado por los conmutadores.
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Observacion 5.2. Notemos ahora que cada 3-ciclo puede expresarse como un con-
mutador,

(abc) = (ab)(ac) (ab)*l(ac)*1 = (ab)(ac)(ab)(ac) = [(ab), (ac)].

Dicha observacion nos dejard establecer la analogia con nuestro resultado
principal. Deseamos, como lo hicimos con los 3-ciclos en As, probar que, si N
es un subgrupo normal no trivial de [@]" sucede que, para cualesquiera g,h € [¢],
el conmutador [g,4] € N, asi N contendria todos los conmutadores, llevandonos a
que N tiene que ser todo el grupo [@]’ y en consecuencia [@]’ no tiene subgrupos
normales propios.

Previo a nuestro resultado principal hablaremos, en un grupo arbitrario G, de
la cerradura normal de un conjunto, denotada S C G, ((S)). La cual se refiere al
subgrupo normal de G mds pequefio que contiene a S.

Por su definicién, es fécil ver que, si S C S’ C G entonces ((S)) C ((S')). Queda
demostrar simplemente una propiedad de esta respecto a las factorizaciones de los
elementos del grupo.

Lema 5.3. Para g y h € G, si existen g1,...,8s,h1,...,h, € G tales que g =
8182 -8y h="hihy---h, entonces

g, € (({lgishjlli € {1,....s} yje{l,...,r}}).

Demostracion. Comenzaremos con una induccion sobre s.
Paso base. Si s=1, lo que deseamos demostrar para g € G es que, si existen
hy,...h, € G tales que h = hih;-- - h,j entonces

g, h] € ({({[g:hjllj € {1,-..,r} 1)),

esto lo haremos por induccién sobre r.

Paso base. Si r = 1, por la definicién de la cerradura normal, es claro que
(8,7 € ({[g,11}))-

Paso inductivo. Nuestra hipotesis de induccion nos dice que si existen A, .. .,
h. € G tales que h = hyhy - - h, entonces [g,h] € (({[g,h;]|j€{1,...,r}})).

Supongamos que existen Ay, ...h. h.1 € Gtalesque h=hihy---h.h, 1y de-
notemos h’ = hyh; - - - h,; 1o que tenemos entonces es que & = h'h,, | y observemos
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que

8.8 = [g. W' hry1] = g(Whri1)g™ (Whyy) ™" = gh'herg il !
=gh'g ™ ghy1g” ' h )\ W =gl g™ (ghyiag T iy )W
=gh'g (g, hp 1|l = gh'g T W T (g, by JH
= (gh' g~ W [g.het I~ = [g, W [g bt I (5.1)

Como /' se descompone en exactamente r factores, por hipétesis de induccion,
tendriamos que

8. /'] € (g, hjllj € {1,....r}})).

Dado que la cerradura normal respeta la contencién y
(gl € (Lo} S {lg ]l € {1vsrir+ 131,
entonces
8.7 € ({{[s.hjllj € {1,....n,r+1}})),
como (({[g,hj]|j€{1,...,,r+1}})) es normal,
W [g,hri )1 € (({[g: hjllj € {1, onr+13))).

Igualmente, por ser un subgrupo,

(8 11 [g, b1 € ({lg,hjllj € {1, nr+13)),

asi [g,h] € (({[g,hj]|j€{1,...,,r+1}})); conlo que concluirfamos la induccién
sobre r y el paso base de la induccién sobre s.

Paso inductivo. La hipétesis de induccion nos dice que, si existen gp,...,&s, ¥
hi,....,h,€eGcong=g182---8sy h=hihy---h, entonces

[g,7) € ({lgi,hjlli e {1,...ospyje{l,....ri})).

Supongamos que existen gi,. .., &s,&s+1,M1,...,hr EGCONg=g182 " &s&s+1
y h= h1h2 o -/’lrh,»_,_].
Como en el paso anterior, denotemos g’ = g1g2---gsasi g = g'gs11y

9] = [g'ss1, 1] = (8'85+1)h(g'gs1) 0" = glgsrihg yg '
= 'gsrihg 1 g T T = (ggrihgih T hg T W
= gl[gs+l7h]hgl_lh_l = g/[gs+17h]gl_1glhg'_lh_l
= ¢[gs+1,Mg g h]. (5.2)
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De manera andloga como g’ se descompone en s factores la hipétesis de in-
duccién nos dice que [¢',h] € (({[gi,hjlli€ {1,...,s} y je{l,...,r}})), como

{lgi-hjllie{l,....styje{l,....r}} C
{[gi,hj]|i€ {1,...,S,S+1} ij {1,...,1’}}, (53)

asi [¢/,h) € ({[gihjlli€ {1,...,s+ 1}y je{l,....r ]}y
g'1gs+1,Mg' ™" € (({lgihjlli € {1,....s+ 1}y j € {L,....r}})).

Por ser subgrupo el producto de estos es también elemento de dicha cerradura
normal, es decir,

[g,h] € (({lgshjllie{1,....s+ 1}y jef{l,....r}}).
]

Tenemos finalmente todo lo necesario para abordar nuestro resultado principal
y demostrar que, en cualquier sistema Cantor minimal, el derivado del grupo pleno
topoldgico es simple.

Teorema 5.4. Para (), Q) un sistema Cantor minimal, (@]’ es un grupo simple no
trivial.

Demostracion. Comencemos tomando un subgrupo N de [¢]’ normal y no trivial,
ademds de homeomorfismos gy & € [¢].

Para f € N distinto de la identidad, existe en ) un x tal que x # f(x). Por ser
f un homeomorfismo, debe existir un abierto y cerrado E no trivial de y tal que
ENf(E)=0.

Sabiendo que la funcion que asocia a cada y € .#y () con p(E) es continua
y Ly (E) > 0, tomaremos € = L, (E). Por la proposicion existen, para g y h,
fragmentaciones g,...,gsy hy,...,h,talesque g =g1-g2--- g, h="hy-hy---h,
y tanto .Zf" (sop(g;)) como %" (sop(/z;)) sean ambos menores a 5.

El lema previo nos dice que el elemento [g,/] pertenece a la cerradura nor-
mal del subgrupo generado por los elementos [g;,h}], con i € {I,...,s} y j €
{1,...,r}; esto reduce la demostracién a ver que, sii € {1,...,styje{l,...,r},
el elemento [g;,hj] € N.
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f

E /_N

f(E)

Figura 5.1: Homeomorfismo o

Sean i € {1,...,s} y j€{l,...,r}, definimos U como el abierto y cerrado
sop(gi) Usop(h;), notando que £, (U) < € = Z (E).

Podemos entonces, por el lema[4.6] encontrar un « € [¢] tal que a(U) C E;
dado que N es normal tenemos que el homeomorfismo ¢ = a~! for € N. Lo que
ilustra el diagrama 5]

Consideremos ahora el elemento &; = [hj,q] = hjqh;'q ™"

, afirmamos que
hj € N ya que hthjfl € N, N es normal y el producto (hth;l)q_1 € N pues
N es un subgrupo. Por un argumento andlogo el elemento [g;, h jl €N.

Sabiendo que a(U) C E, que, por elecciénde E, ENf(E) =0y g= o' fa,
se tiene que U N¢q(U) = 0. De lo anterior y sabiendo que U = sop(g;) Usop(h;),
los elementos gfl y ghjq conmutan. Asi

[8i,hj] = gihjg; it = gi(hjqhi'q g (hjghi g™
= gi(hjgh;'q e (ahjq 'h;") = gihj(qh;'q Vg (ghiq~ ;!
= gihjg; ' (qh7'q ) (ghjq )it = gihjgr it = [gi hil, (5.4)
y por tanto [g;,h;] € N como desedbamos.
Podemos concluir entonces que todo subgrupo normal de [@] no trivial con-

tiene a [@]’. Es decir, [@]’ no tiene subgrupos normales propios por lo que [¢]’ es
simple. [
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Este tltimo resultado presenta la conclusion del presente trabajo, permitiéndo-
nos obtener, por cada sistema Cantor minimal, un grupo simple a través del calculo
del derivado de su grupo pleno topoldgico; ademds nos presenta la oportunidad de
profundizar en el resto de las propiedades que se cumplen dentro del mismo y las
diferencias que se pueden encontrar en los diferentes grupos derivados para los
ejemplos que se introdujeron en el primero de nuestros capitulos.

Asi, con lo expuesto en el presente trabajo, podemos dar un paso adelante
desde la presentacion del grupo de Highman a una coleccion no numerable de
grupos simples infinitos y que bajo las condiciones que Matui establece en el
teorema 5.4 de su articulo “Some remarks on topological full groups of Cantor
minimal systems” [Mat06] pueden ser también finitamente generados.
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