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RESUMEN 

En este trabajo se analiza el efecto de una reacción transitoria en la concentración 

promedio en diferentes geometrías, cilíndricas: (i) capilar de radio r = a y longitud z = L, 

(ii) corona circular de radio r = R1 y r = R2 y longitud z = L. Para caracterizar la 

transferencia de materia, se empleará el balance de masa del componente A y una ecuación 

constitutiva análoga a la ecuación de Maxwell-Cattaneo empleada en transferencia de 

energía, la cual se puede dividir en una contribución asociada a los procesos de relajación 

inducido por la resistencia que presenta el medio a la transferencia de masa, combinado 

con la transferencia de masa molecular y la transferencia de masa convectiva. Asumiendo 

que, el proceso se encuentra en estado no estacionario y que el flux de masa solamente 

depende de una coordenada característica la cual, depende de la geometría que se esté 

analizando, y descartando los cambios en la temperatura (proceso isotérmico), se obtiene 

una ecuación diferencial parcial lineal que describe los cambios temporales de la 

concentración, los mecanismos de relajación, de transporte de materia molecular y 

finalmente de reacción por efecto del tiempo de proceso. Esta ecuación es transformada 

del espacio del tiempo al espacio de Fourier con el fin de obtener el perfil de 

concentraciones, la concentración promedio y el flux de masa interfacial. Con las 

expresiones analíticas obtenidas se construyen las funciones de transferencia que 

describen la variable de entrada y la variable de salida. La variable de entrada en este caso 

será la reacción dependiente del tiempo en el espacio de Fourier y la de salida es la 

concentración promedio. Para facilitar la interpretación física se emplearán variables 

adimensionales que facilitaran la interpretación en el sistema y se propondrá un grupo 

adimensional que describirá el tiempo de relajación entre el tiempo asociado a los 

mecanismos de transporte molecular en el sistema. Finalmente, este trabajo será simulado 

en el programa Wolfram Mathematica y se probaran el efecto de la geometría sobre las 

propiedades materiales del medio. La aportación de este trabajo consiste en encontrar, 

deducir y optimizar las variables que permiten maximizar la respuesta matemática entre 

la reacción química y la concentración promedio. Este trabajo representa una primera 

aproximación en el uso de los fenómenos de transporte, dinámica lineal y fármacos 

controlados. 
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𝑵𝑨+ λ𝐴

𝜕

𝜕𝑡
𝑵𝑨 = -D𝐴𝛻𝐶𝐴 + 𝐶𝐴𝑽 

 

Figura 0. Se observa el sistema de estudio del presente proyecto tesis, en donde la 

fuente es una reacción transitoria oscilatoria, y la respuesta a este sistema es una 

concentración promedio. 

 

PALABRAS CLAVE: transferencia de masa, liberado de fármacos, liberación de fármacos 

controlada, ecuación de Maxwell-Cattaneo, transformada de Fourier, Función de 

transferencia compleja. 
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1.1 INTRODUCCIÓN 

La liberación de fármacos es un aspecto fundamental en el área de la fisicoquímica y 

consiste en suministrar un componente químico y liberarlo o dosificarlo de una manera 

regulada. Esta, involucra un acoplamiento entre los mecanismos de transporte de momento 

y masa. El mecanismo clásico es el transporte Fickiano, sin embargo, este tipo de sistema 

produce inconsistencias físicas y por lo tanto se debe cambiar. Siguiendo el formalismo de 

Maxwell-Cattaneo, se introduce un coeficiente local de transferencia de masa que toma en 

cuenta la resistencia del medio, i.e., en términos matemáticos (Corvera-Poire y Hernández-

Machado 2010) 

A A A1 λ D C C
t

 
+ = −  + 

 
A

N V  

En particular, si  = 0, se recupera el modelo Fickiano.  

1.2 ANTECEDENTES 

El diseño y aplicación de sistemas de dosificación controlada de medicamentos y los 

sistemas de dirección localizada de la actividad de un determinado fármaco es actualmente 

uno de los aspectos de mayor relevancia en el desarrollo de nuevas formas de medicación 

(Sáez et al. 2003; Mansour et al. 2023).  La dosificación es la determinación del tamaño, 

frecuencia y número de dosis de un medicamento o radiación que debe administrarse a una 

persona con fines terapéuticos, preventivos o diagnósticos y la rama de la farmacología que 

la estudia se llama Posología. La edad es crítica en la dosificación ya que los niños y las 

personas de edad avanzada requieren de menor cantidad de medicamento que los adultos 

(Flores et al. 2012; Mansour et al. 2023). Los medicamentos no sólo están formados por 

sustancias activas (principio activo), que son las responsables de la acción terapéutica, sino 

que se adicionan y mezclan otras sustancias que no tienen acción terapéutica y que 

generalmente son inertes e inocuas. La función de estas otras sustancias es dar estabilidad, 

consistencia, sabor, forma y conservar a la sustancia activa. A estos compuestos accesorios 

se les denominan excipientes o vehículos y juegan un papel importante en la elaboración, 

almacenamiento y liberación de la molécula activa y transporte del medicamento al 

organismo. Los excipientes de acuerdo al uso farmacéutico reciben diversos nombres como 

vehículo, disolvente, base (Flores et al.  2012).  La degradación térmica es de menor 
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importancia debido a las relativamente pequeñas fluctuaciones de temperatura que se dan en 

el organismo (Sáez et al. 2003).  

 

1.3 LIBERADO DE FÁRMACOS CONTROLADOS 

En los últimos años se han desarrollado nuevas formas de liberación modificada 

(conocida también como liberación controlada) que presentan ventajas de pautas posológicas 

más cómodas, coincidiendo con las principales comidas y menor número de tomas/día o de 

otro tipo, como la rapidez de acción o liberación en un determinado tramo del tracto 

gastrointestinal (por ejemplo: comprimidos osmóticos, comprimidos matriciales, “liotabs”, 

sistemas de liberación colínica, etcétera) (Lastres Garcia 2002; Ramirez Rigo 2010; 

Paredero Dominguez 2014).  Una forma farmacéutica oral convencional de comprimidos o 

cápsulas de gelatina rígida, al ser ingerida, en un tiempo corto, normalmente unos pocos 

minutos, comienza a liberar el principio activo en el tracto gastrointestinal. Si se cambia la 

velocidad, el lugar o el momento de liberación del principio activo una vez administrada la 

forma farmacéutica, nos encontramos ante una forma de dosificación de liberación 

modificada.   

Sin embargo, existen pocas investigaciones que describan la transferencia máxima de 

masa en función de la frecuencia del sistema y además que tomen en cuenta la resistencia 

interna que presenta la fase a la transferencia de masa. Precisamente esta es la razón por la 

que es importante esta investigación a nivel de licenciatura. Analizar el efecto de la 

transferencia de masa con una ecuación análoga a la de Maxwell Cattaneo y obtener la 

función de Transferencia Compleja que describe la relación entre la reacción oscilatoria y la 

concentración promedio en términos de las propiedades materiales del sistema. 

 

1.4 HIPÓTESIS 

Si el efecto del introducir una reacción oscilatoria modifica la concentración 

promedio, entonces esta será cuantifica a través de la función de transferencia compleja y los 

mecanismos de transporte molecular y de relajación. 

1.5 OBJETIVOS 

 

1.5.1 GENERAL 
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G: Estudiar la respuesta dinámica entre una reacción oscilatoria y la concentración promedio 

para los dos sistemas. 

1.5.2 PARTICULARES 

 

P1: Obtener expresiones analíticas para la concentración, concentración promedio, densidad 

de flujo de materia y función de transferencia compleja en función de las propiedades 

materiales del sistema. 

P2: Analizar la función de transferencia en el espacio de Fourier en el dominio de las 

frecuencias. 

P3: Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las ecuaciones y 

que se obtengan grupos adimensionales que describan los mecanismos físicos que gobiernan 

este sistema irreversible.  

P4: Utilizar datos experimentales provenientes de la literatura con el fin de obtener las curvas 

resonantes en función de la concentración de un sistema afín en ingeniería química. 

1.6 DISTRIBUCIÓN DEL MATERIAL 

En el capítulo 1 se presenta la introducción, el estado del arte, hipótesis, objetivos. En 

el capítulo 2 se ilustra el sistema físico, en el capítulo 3 se presenta el modelado matemático 

de las geometrías propuestas. En el capítulo 4 se presenta las simulaciones computacionales 

y análisis de resultados y finalmente en el 5 las conclusiones pertinentes.  
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2.1 RAZONAMIENTO 

En este capítulo se discutirá el sistema físico y el modelado matemático de las ecuaciones 

de transporte. Para este caso se utilizará el balance de materia del componente A y la 

ecuación constitutiva de Fick modificada con una ecuación de relajación que describe la 

transferencia de masa en la interfase del fluido. Esta ecuación representa una analogía con 

la ecuación de Maxwell-Cattaneo que se aplica en los procesos de relajación y de 

transferencia de masa y de energía por efecto de 2 fases de estudio. Para resolver las 

ecuaciones se utilizará el formalismo de Fourier el cual, transformará el espacio del 

tiempo al espacio de las frecuencias. Para simular este sistema se propondrán 3 geometrías 

simples;  

a)  Geometría capilar de radio r =a y longitud z = L 

b) Corona circular de radios R1 y R2 con una longitud z = L 

c) Rendija de espesor 2B, anchura W y longitud L. 

  

2.2 ECUACIONES TEÓRICAS 

Las ecuaciones teóricas que se utilizaran en la descripción de la física del sistema. 

Ecuación de relajación  

(
𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑡
)

Rel
=

𝐶𝐴0- C𝐴

𝜆
         (1)

  

Balance del componente A  

𝜕𝐶𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
+ (

𝜕𝐶𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
)

Rel
 = -∇ ⋅ 𝑁𝐴 + R𝐴(𝑡)     (2) 

Ecuación constitutiva Jeffrey-Maxwell 

La ecuación constitutiva de Cattaneo, se puede expresar como: 

𝑵𝑨+ λ𝑞
𝜕

𝜕𝑡
𝑵𝑨= -D𝐴𝛻𝐶𝐴 + 𝐶𝐴𝑽       (3) 

Combinando las Ecs. (2-3) se obtiene la ecuación reológica que describe al sistema de 

estudio: 

𝑵𝑨 = −𝑂DA(𝐷𝑡)𝛻𝑪𝑨        (4) 

Entonces se tiene lo siguiente: 

𝑂DA(𝐷𝑡) =
𝐷𝐴

1+𝜆𝐴
𝜕

𝜕𝑡

        (5) 

Ecuaciones dinámicas  

Por lo tanto, al combinar las ecuaciones, se tienen la ecuación dinámica del sistema. 
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𝜕

𝜕𝑡
𝐶𝐴(𝑡)+ 

𝐶𝐴(𝑡)-C𝐴0

𝜆
 = O𝐷𝐴

(𝐷𝑡)𝛻2𝐶𝐴(𝑡)+ R𝐴(𝑡)     (6) 

La Ec. (6) es punto de partida en el presente estudio. En donde, el Laplaciano se toma la 

parte radial r 

𝛻𝑟
2𝐶𝐴 =

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑟
)        (7) 

La Ecs. (6) y (7) pueden combinarse, para obtener la pemeabilidad dinámica del sistema, 

es decir, se tiene lo siguiente: 

𝐶𝐴(r,t) =
 1

𝜕

𝜕𝑡
 −𝑂𝐷𝐴

(𝐷𝑡)
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
)

(-R𝐴(𝑡))      (8) 

La permeabilidad dinámica, se puede expresar de la siguiente manera: 

𝐶𝐴(r,t) = K(r,t)(-R𝐴(𝑡))        (9) 

Series de Fourier  

Para resolver la Ec. (9), se supone que las funciones son continuas y de clase C1 en un 

dominio abierto de R2, por lo que la transformada de Fourier, toma la forma:  

𝐹(𝜔) =
1

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑡)𝑒-iωtdt
∞

−∞
       (10) 

Al aplicar la Ec. (10) sobre las Ecs. (8) y (9) se deduce una expresión analítica para la 

velocidad en terminos de la variable radial r y la frecuencia.  

Condiciones de frontera 

En este punto, se utilizaran las siguientes condiciones de frontera, por lo que se tiene lo 

siguiente:  

𝐶𝐴(r = a,t) = 𝐶𝐴𝑊
         (11) 

Y la temperatura debe ser finita en r  = 0, por lo que se tiene lo siguiente: 

𝐶𝐴(r = 0,t) = 𝐶𝐴MAX
        (12) 

Concentración promedio  

El flujo volumétrico en el sistema, se  puede calcular mediante la integral de superficie  

en el espacio de Fourier.  

⟨𝐶𝐴(𝜔)⟩ =
∫ ∫ 𝐶𝐴

𝑎

0

2𝜋

0
(r,ω)rdrdθ

∫ ∫ rdrdθ
𝑎

0

2𝜋

0

       (13) 



17 

 

A partir de del Ec. (13), se construye la permeanilidad dinámica en el sistema o function 

de transferencia compleja. 

⟨𝐶AFM(𝜔)⟩

⟨𝐶AF(𝜔)⟩
= 𝑅(𝜔) = 𝑅𝑒[𝑅(𝜔)] + iIm[𝑅(𝜔)]    (14) 

En donde R() es la función de transferencia compleja, < CA > es la cocentración  

promedio de Fick-Maxwell. La función de transferencia compleja tiene la siguiente 

estructura matempatica: 

⟨𝐶𝐴(𝜔)⟩ =
πR3

4

1

𝐷𝐴
𝑆𝑤(𝜔)        (15) 

La función de transferencia compleja  

𝐶AFM(𝜔) = 8𝑖2 𝑂𝛷(iω)/𝐷𝐴

(aβ(𝜔))
2 ( 1- 2

𝐽1(aβ(𝜔))/aβ(𝜔)

𝐽0(aβ(𝜔))
)    (16) 

En la Ec. (16) O y  son la función fluidez compleja que depende de la frecuencia y el 

parámetro beta que es el inverso de una longitud característica en donde viven las 

funciones de Bessel.  

𝑂𝛷(iω) =
1

𝑂DA(iω)
         (17) 

En donde la función viscosidad toma la forma: 

𝑂DA(iω) =
𝐷𝐴

1+𝜆𝐴(iω)
        (18) 

Este parámetro contiene la información fenomenológica asociada a los procesos 

irreversibles en el sistema. La Ec. (16) es clave para entender la función de transferencia.  
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CAPÍTULO III 

MODELADO MATEMÁTICO 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



19 

 

3.1 ANÁLISIS DE PROCESO  

Para modelar el sistema se suponen las siguientes restricciones físicas. El sistema fluye 

por dos geometrías. La primera de ellas es un capilar de radio r  =  a y longitud z = L, y 

la segunda es una corona circular de radio r = R1 y r = R2 y longitud z = L. 

 

a) El proceso es en estado no estacionario.  

b) Se introducen mecanismos de relajación por efecto de la perfusión del fármaco 

en la sangre y organismos. 

c) El proceso es no isotérmico, i.e. la temperatura no es constante y no es 

necesario el balance de energía. 

d) La transferencia de materia se debe a una fuente externa. 

e) El sistema de coordenadas es colocado en el centro del tubo por lo que, se 

supone simetría cilíndrica. 

 

 

 

 

Figura 3.1.  Sistemas de estudio de este proyecto de tesis de licenciatura. La 

primera geometría consiste en un capilar de radio R y longitud z = L. El segundo 

sistema, consiste en dos tubos concéntricos de radios r = R1, r = R2  y longitud z 

= L. 

( )A
R ω ( )A

C ω

( )
( )

( ) ( )A A

t
t λ D t t V

t


+ = −  +



A

A A A

C
C C C

( )A
C ω( )A

R ω

R

2R

1R

L

L
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3.2 PROBLEMA FÍSICO Y ECUACIONES   

De la ecuación de balance de masa, se tiene: 

 

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑡
= −∇ ∙ 𝑁𝐴 + 𝑅𝐴(𝑡) 

(1) 

 

𝑁𝐴 = −𝐷𝐴𝐵∇𝐶𝐴 + 𝐶𝐴𝑉 (2) 

 

Combinando las ecuaciones:  

 

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑡
= −∇ ∙ (−𝐷𝐴𝐵∇𝐶𝐴 + 𝐶𝐴𝑉) + 𝑅𝐴(𝑡) 

(3) 

 

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑉 ∙ ∇𝐶𝐴 = −𝐶𝐴(∇ ∙ 𝑉) + ∇𝐷𝐴∇𝐶𝐴 + 𝐷𝐴𝐵∇2𝐶𝐴+𝑅𝐴(𝑡) 

 

(4) 

 

Se eliminan 3 términos ya que se tienen velocidades bajas, el gas es compresible por lo tanto 

se desprecia el próximo termino y además se hace la suposición que el sistema es isotérmico, 

por lo que queda:  

 

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑡
= 𝐷𝐴𝐵∇2𝐶𝐴+𝑅𝐴(𝑡) 

 

(5) 

 

Ahora analizando esta última ecuación en coordenadas cartesianas, se tiene lo siguiente: 

 

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑡
=

𝐷𝐴𝐵

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑟
) + 𝑅𝐴(𝑡) 

(6) 

 

[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
−

1

𝐷𝐴𝐵

𝜕

𝜕𝑡
] 𝐶𝐴 = −

1

𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(7) 

 

Realizando la transformada de Fourier: 
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Coordenadas 

cilíndricas 

Coordenadas 

rectangulares 

Coordenadas 

cilíndricas 

Coordenadas 

rectangulares 

Corona de 

radios 𝑅1 y 

𝑅2 

[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

𝑖2

𝐷𝐴𝐵
𝑖𝑤] 𝐶𝐴 = −

1

𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(8) 

 

Y se toma el siguiente termino, que se identifica con: 

𝛽2 =
𝑖3𝑤

𝐷𝐴𝐵
 

(9) 

 

Por lo que: 

[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+ 𝛽2] 𝐶𝐴(𝑟, 𝑤) = −

1

𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(10) 

 

De esta ecuación tenemos la siguiente solución (coordenadas cilíndricas): 

𝐶𝐴(𝑟, 𝑤) = 𝐶1𝐽0(𝛽𝑟) + 𝐶2𝑌0(𝛽𝑟) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(11) 

 

Y analizando dicha solución en coordenadas rectangulares:  

𝐶𝐴(𝑟, 𝑤) = 𝐶1 cos(𝛽𝑟) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑟) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(12) 

 

Además, la solución para la corona circular de radios 𝑅1 y 𝑅2 es: 

𝐶𝐴(𝑟, 𝑤) = 𝐶1𝐽0(𝛽𝑟) + 𝐶2𝑌0(𝛽𝑟) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(13) 

 

Con condiciones de frontera:  

𝑟 = 0     𝐶𝐴 = 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎 

𝑟 = 𝑎     𝐶𝐴 = 𝐶𝐴𝑟 

𝑟 = 𝑎    𝐶𝐴 = 𝐶 

𝑟 = −𝑎    𝐶𝐴 = 𝐶 

𝑟 = 𝑅1     𝐶𝐴 = 𝐶𝐴1 

𝑟 = 𝑅2     𝐶𝐴 = 𝐶𝐴0 

Se procede a resolver estas ecuaciones para conocer las concentraciones promedio:  

< 𝐶𝐴 > =
∫ ∫ 𝐶𝐴 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

0

2𝜋

0

∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

0

2𝜋

0

 

< 𝐶𝐴 > =
∫ ∫ 𝐶𝐴(𝑟) 𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

−𝑎

𝑤

0

∫ ∫  𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

−𝑎

𝑤

0
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Corona de 

radios 𝑅1 y 

𝑅2 

 

< 𝐶𝐴 > =
∫ ∫ 𝐶𝐴(𝑟, 𝑤) 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

0

2𝜋

0

∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

0

2𝜋

0

 

 

3.3 CONCENTRACION PROMEDIO EN UN CAPILAR. 

En esta sección se abordará el problema de la concentración promedio en función de 

la posición y el tiempo. Para esto, trabajaremos con la ecuación de conservación de masa con 

reacción química y la ecuación constitutiva de Fick modificada con los componentes de 

relajación del modelo de Fick, este modelo nos permitirá obtener una expresión análoga a la 

de Maxwell-Cattaneo las cuales se utilizan en transferencia de energía. Es claro que los 

resultados serán función de las propiedades materiales del medio y de la geometría. En la 

siguiente sección se presentará la figura y las características geométricas del sistema de 

estudio correspondiente, comenzando con la geometría de un capilar. Se tienen vistas 

diferentes para este tipo de geometría, la vista frontal en la que se pueden apreciar de forma 

detallada los ejes, la dirección, su longitud, el fluido e inclusive se puede ver detalladamente 

el radio. 

 

Figura 3.2 Geometría frontal asemejando una vena en el modelo capilar. 

 

Además, se tiene la vista del costado, es cómo si se pudiera ver a través del tubo, en esta vista 

se puede observar de forma detallada el radio y el grosor de la pared. 

 

( )A
R ω ( )A

C ω

r

z

a

L
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Figura 3.3 Ilustra la geometría básica utilizada en la deducción de la ecuación de la 

concentración promedio para una reacción química dependiente del tiempo. 

Comenzamos con las coordenadas cilíndricas, por lo que evaluamos las condiciones de 

frontera en la ecuación correspondiente a dicha Ec. (11):  

  

𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎 = 𝐶1𝐽0(𝛽(0)) + 𝐶2𝑌0(𝛽(0)) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(14) 

 

𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎 = −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(15) 

 

𝐶𝐴𝑟 = 𝐶1𝐽0(𝛽𝑎) + 𝐶2𝑌0(𝛽𝑎) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

 

(16) 

 

Tomaremos el valor de 𝐶2 = 0 y despejamos el valor de 𝐶1 de esta última ecuación (Ec. 16): 

 

𝐶1 =
𝐶𝐴𝑟 +

1
𝛽2𝐷𝐴𝐵

𝑅𝐴()

𝐽0(𝛽𝑎)
 

 

 
(17) 

 

Ahora en el numerador, inicialmente con el primer término de la ecuación correspondiente, 

procedemos a realizar la integración:  

𝐶1 ∫ ∫ 𝐽0 (𝑟𝛽) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =
𝐶1 ∗ 2𝜋

𝛽2
∫ 𝐽0 (𝑟𝛽) 𝑟𝛽 𝑑𝑟𝛽

𝑎𝛽

0

𝑎

0

2𝜋

0

 
(18) 

 

𝑢 = 𝑟𝛽 (19) 
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𝐶1 ∗ 2𝜋

𝛽2
∫ 𝐽0 (𝑢) 𝑢 𝑑𝑢

𝑎𝛽

0

 
(20) 

 

𝑑

𝑑𝑢
[𝐽1 (𝑢) 𝑢] = 𝐽0 (𝑢) 𝑢 

(21) 

 

𝐶1 ∗ 2𝜋

𝛽2
∫

𝑑

𝑑𝑢
[𝐽1 (𝑢) 𝑢] 𝑑𝑢

𝑎𝛽

0

 
(22) 

 

𝐶1 ∗ 2𝜋

𝛽2
[𝐽1 (𝑢) 𝑢]|0

𝑎𝛽
=

𝐶1 ∗ 2𝜋

𝛽2
𝐽1(𝑎𝛽)𝑎𝛽 − 0 =

𝐶1 ∗ 2𝜋

𝛽2
𝐽1(𝑎𝛽)𝑎𝛽 

(23) 

 

El segundo termino en la ecuación es cero por el valor de 𝐶2, y el ultimo termino es constante, 

de modo que:  

𝐶𝐴(𝑟, 𝑤) =
𝐶12𝜋

𝛽2
𝐽1(𝑎𝛽)𝑎𝛽 −

1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡)𝜋𝑎2 

(24) 

 

En el denominador tenemos: 

∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

0

2𝜋

0

=
𝑎2

2
(2𝜋) = 𝑎2𝜋 

(25) 

 

Realizando el cociente, finalmente se tiene: 

< 𝐶𝐴(𝑟,) > =

𝐶12𝜋
𝛽2 𝐽1(𝑎𝛽)𝑎𝛽 −

1
𝛽2𝐷𝐴𝐵

𝑅𝐴(𝑡)𝜋𝑎2

𝑎2𝜋
 

(26) 

 

< 𝐶𝐴(𝑟,) > =
2

𝑎𝛽

𝐶𝐴𝑟𝐽1(𝑎𝛽)

𝐽0(𝑎𝛽)
+ [

𝑎2

(𝑎𝛽)2𝐷𝐴𝐵
(1 − 2

𝐽1(𝛽∗)

𝛽∗𝐽0(𝛽𝑎)
)] (−𝑅𝐴()) 

 

(27) 

 

La Ec. (27) representa el resultado más importante de la presente teoría y es punto 

de partida en los cálculos posteriores. Nótese, que la Ec. (27) contiene 2 

contribuciones asociadas a la función de trasferencia suponiendo que la 

concentración inicial va evolucionando con respecto al tiempo. La segunda es una 

contribución que está asociada a la concentración inicial multiplicada por el 

cociente de funciones de Bessel de ordenes 0 y 1ero. 
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3.4 CONCENTRACION PROMEDIO EN UNA RENDIJA. 

Ahora como en la sección anterior, evaluamos las condiciones de frontera en la 

ecuación correspondiente a coordenadas rectangulares (rendija): 

 

Figura 3.4 Rendija de anchura 2a, espesor W y longitud axila L. 

𝐶 = 𝐶1 cos(𝛽𝑎) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(28) 

 

𝐶 = 𝐶1 cos(𝛽(−𝑎)) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽(−𝑎)) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(29) 

 

Esta última ecuación (Ec. 29) la podemos escribir como: 

𝐶 = 𝐶1 cos(𝛽𝑎) − 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

 

(30) 

 

Sumamos ambas Ecs. (28) y (30) y multiplicamos toda la ecuación por 
1

2
:  

𝐶 = 𝐶1 cos(𝛽𝑎) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(31) 

 

𝐶 = 𝐶1 cos(𝛽𝑎) − 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(32) 

 

El resultado es: 

z

X

Y

aa

W

L
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1

2
[2𝐶 = 2(𝐶1 cos(𝛽𝑎)) − 2 (

1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴())] 

(33) 

 

𝐶 = 𝐶1 cos(𝛽𝑎) − (
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴()) 

(34) 

 

Ahora procedemos a despejar 𝐶1: 

𝐶1 = [𝐶 +
𝑅𝐴()

𝛽2𝐷𝐴𝐵
]

1

cos(𝛽𝑎)
 

(35) 

 

Si queremos encontrar el valor de 𝐶2 simplemente sustituimos este valor obtenido de 𝐶1 en 

cualquiera de las ecuaciones (31) o (32) y obtenemos:  

𝐶 = [𝐶 +
𝑅𝐴()

𝛽2𝐷𝐴𝐵
]

1

cos(𝛽𝑎)
cos(𝛽𝑎) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎) −

1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(36) 

 

𝐶 = [𝐶 +
𝑅𝐴()

𝛽2𝐷𝐴𝐵
] + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎) −

1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(37) 

 

𝐶 − 𝐶 = 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎) (38) 

 

0 = 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎) (39) 

 

0

𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑎)
= 𝐶2 

(40) 

 

𝐶2 = 0 (41) 

 

Conociendo estos valores procedemos a integrar primero el numerador, inicialmente con el 

primer término de la ecuación correspondiente: 

𝐶1 ∫ ∫ cos (𝛽𝑟) 𝑑𝑟𝑑𝑧
𝑎

−𝑎

𝑤

0

= 2
𝐶1𝑤

𝛽
∫ cos (𝛽𝑟) 𝑑𝛽𝑟

𝑎𝛽

−𝑎𝛽

 
(42) 

 

𝑢 = 𝛽𝑟 (43) 

 

2
𝐶1𝑤

𝛽
[𝑠𝑒𝑛(𝑢)]|0

𝑎𝛽
= 2

𝐶1𝑤

𝛽
𝑠𝑒𝑛(𝑎𝛽) 

(44) 
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El segundo término de la ecuación es igual a cero ya que contiene a 𝐶2, y el último termino 

es constante, de modo que:  

𝐶𝐴(𝑟, 𝑤) = 2
𝐶1𝑤

𝛽
𝑠𝑒𝑛(𝑎𝛽) −

1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴()2𝑎𝑤 

(45) 

 

Y en el denominador, tenemos:  

∫ ∫  𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

−𝑎

𝑤

0

= 𝑎 − (−𝑎)𝑤 = 2𝑎𝑤 
(46) 

 

Realizando el cociente para coordenadas rectangulares, se obtiene: 

< 𝐶𝐴(𝑟,) > =
2

𝐶1𝑤
𝛽

𝑠𝑒𝑛(𝑎𝛽) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴()2𝑎𝑤

2𝑎𝑤
 

(47) 

 

< 𝐶𝐴(𝑟,) > =
𝐶1

𝛽𝑎
𝑠𝑒𝑛(𝑎𝛽) −

1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(48) 
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3.5 CONCENTRACION PROMEDIO EN UNA CORONA CICULAR. 

De igual modo, como en el modelo del cilindro, se pueden apreciar vistas distintas para este 

tipo de geometría, la vista, viendo de este modo sus ejes se observa la dirección en la que 

corre el fluido, su longitud, el fluido e incluso se pueden notar parcialmente los radios ya que 

este tipo de geometría consiste en dos cilindros concéntricos de diferente diámetro.  

 

Figura 3.5 Geometría frontal asemejando una vena en el modelo de la corona circular. 

She puede distinguir que el fluido tiene una mayor resistencia a fluir, esto debido a que el 

área de contacto es mayor y fluye de un modo diferente a la geometría anterior, por lo que se 

puede deducir que será necesaria una mayor fuerza pulsátil para que el fluido fluya. En la 

vista de costado, se pueden apreciar claramente los dos radios de una manera precisa, así 

como el grosor de las paredes de ambos cilindros. 

 

Figura 3.6 Vista de frente asemejando una vena en el modelo de la corona circular. 
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Continuando con los cálculos de concentración promedio para la corona circular, evaluamos 

las condiciones de frontera en la ecuación correspondiente a la corona circular (13): 

𝐶𝐴1 = 𝐶1𝐽0(𝛽𝑅1) + 𝐶2𝑌0(𝛽𝑅1) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(49) 

 

𝐶𝐴0 = 𝐶1𝐽0(𝛽𝑅2) + 𝐶2𝑌0(𝛽𝑅2) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(50) 

 

Y ahora sumamos estas ecuaciones: 

𝐶𝐴1 + 𝐶𝐴0 = 𝐶1𝐽0(𝛽𝑅1) + 𝐶1𝐽0(𝛽𝑅2) + 𝐶2𝑌0(𝛽𝑅1) + 𝐶2𝑌0(𝛽𝑅2) − 2
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(51) 

 

Factorizando: 

𝐶𝐴1 + 𝐶𝐴0 = 𝐶1(𝐽0(𝛽𝑅1) + 𝐽0(𝛽𝑅2)) + 𝐶2(𝑌0(𝛽𝑅1) + 𝑌0(𝛽𝑅2))

− 2
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(52) 

 

Si queremos conocer los valores de las constantes 𝐶1 o 𝐶2, podemos despejar de esta última 

ecuación.  

𝐶1(𝐽0(𝛽𝑅1) + 𝐽0(𝛽𝑅2))

= 𝐶𝐴1 + 𝐶𝐴0 − 𝐶2(𝑌0(𝛽𝑅1) + 𝑌0(𝛽𝑅2)) + 2
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(53) 

 

𝐶1 = [𝐶𝐴1 + 𝐶𝐴0 − 𝐶2(𝑌0(𝛽𝑅1) + 𝑌0(𝛽𝑅2))

+ 2
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴()]

1

𝐽0(𝛽𝑅1) + 𝐽0(𝛽𝑅2)
 

(54) 

 

𝐶2(𝑌0(𝛽𝑅1) + 𝑌0(𝛽𝑅2))

= 𝐶𝐴1 + 𝐶𝐴0 − 𝐶1(𝐽0(𝛽𝑅1) + 𝐽0(𝛽𝑅2)) + 2
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴() 

(55) 

 

𝐶2 = [𝐶𝐴1 + 𝐶𝐴0 − 𝐶1(𝐽0(𝛽𝑅1) + 𝐽0(𝛽𝑅2))

+ 2
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴()]

1

𝑌0(𝛽𝑅1) + 𝑌0(𝛽𝑅2)
 

(56) 

 

Entonces se proceden a realizar las operaciones para resolver la integral de la corona de 2 

radios, en el numerador tenemos: 

∫ ∫ [𝐶1𝐽0(𝛽𝑟) + 𝐶2𝑌0(𝛽𝑟) −
1

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡)] 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑎

0

2𝜋

0

 (57) 
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Integramos el primer término, ya que será muy parecido a la integración del segundo término: 

 

∫ ∫ 𝐶1𝐽0(𝛽𝑟) 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

0

2𝜋

0

=
𝐶12𝜋

𝛽2
∫ 𝐽0(𝛽𝑟) 𝛽𝑟 𝑑𝛽𝑟

𝑎𝛽

0𝛽

 
(58) 

 

𝑢 = 𝛽𝑟 (59) 

 

𝐶12𝜋

𝛽2
∫

𝑑

𝑑𝑢
[𝐽1(𝑢) 𝑢] 𝑑𝑢

𝑎𝛽

0

= 𝐶12𝜋𝐽1(𝑢) 𝑢|0
𝑎𝛽

=
𝐶12𝜋

𝛽2
𝐽1(𝑎𝛽) 𝑎𝛽 − 0 =

𝐶12𝜋

𝛽2
𝐽1(𝑎𝛽) 𝑎𝛽 

(60) 

 

Por lo que la solución del segundo término es:  

𝐶22𝜋

𝛽2
𝑌1(𝑎𝛽) 𝑎𝛽 

(61) 

 

El tercer término del numerador es constante y el numerador queda finalmente como:  

𝐶12𝜋

𝛽2
𝐽1(𝑎𝛽) 𝑎𝛽 +

𝐶22𝜋

𝛽2
𝑌1(𝑎𝛽) 𝑎𝛽 −

2𝜋𝑎

𝛽2𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(62) 

 

En el denominador tenemos: 

∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

0

2𝜋

0

=
𝑎2

2
(2𝜋) = 𝑎2𝜋 

(63) 

 

Realizando el cociente de ambos resultados (numerador y denominador): 

< 𝐶𝐴 > =

𝐶12𝜋
𝛽

𝐽1(𝑎𝛽) 𝑎 +
𝐶22𝜋

𝛽
𝑌1(𝑎𝛽) 𝑎 −

2𝜋𝑎
𝛽2𝐷𝐴𝐵

𝑅𝐴(𝑡)

𝑎2𝜋
 

(64) 

 

< 𝐶𝐴 > =
𝐶12

𝛽𝑎
𝐽1(𝑎𝛽) +

𝐶22

𝛽𝑎
𝑌1(𝑎𝛽) −

2

𝛽2𝑎𝐷𝐴𝐵
𝑅𝐴(𝑡) 

(65) 

 

 

Observe que la Ec. (65) contiene 2 contribuciones asociadas a la función de 

trasferencia suponiendo que la concentración inicial va evolucionando con 

respecto al tiempo. La segunda es una contribución que está asociada a la 

concentración inicial multiplicada por el cociente de funciones de Bessel de 1er 

orden. 
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4.1 RESULTADOS  

En este capítulo se presentan los resultados principales de las ecuaciones de transporte 

y constitutivas reducidas. Un punto importante, es la de presentar los perfiles de 

concentración dependientes de la posición y del tiempo. La programación se hizo con base 

en las ecuaciones teóricas del capítulo 3 las cuales, fueron programadas en el software 

Wolfram Mathematica y exportadas a una hoja de cálculo (Excel) con el fin de dilucidar los 

mecanismos pertinentes involucrados en esta tesis de investigación a nivel licenciatura. 

Existen varias consideraciones importantes, en el desarrollo de las ecuaciones. 

 

1. El primer sistema que fue estudiado es la geometría capilar de radio r =a y longitud z 

= L. Este sistema consiste en un tubo inextensible en el cual un fármaco cambia su 

concentración en función de la posición y del tiempo. Para describir la trasferencia 

de masa en el sistema, se emplea el balance del componente A y la ecuación 

constitutiva de Fick modificada por efecto de los mecanismos de relajación. 

Asumiendo que satisfacen las condiciones de la transformada de Fourier, se tiene una 

relación para la función de transferencia compleja en sus partes real e imaginaria. 

 

2. El segundo sistema que se muestra es la corona circular de radios R1 y R2 y longitud 

z = L. Aquí se aproxima a que el fármaco se difunde en radialmente y existen dos 

áreas de contacto en la cuales, la concentración disminuye. El punto fino, es el efecto 

de la geometría el cual, incorpora curvas resonantes y antiresonantes en el sistema de 

estudio. 
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4.2 TRANSPORTE MOLECULAR EN UN CAPILAR  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.1. Difusión de un fármaco en una geometría capilar, caracterizado por el 

modelo de Fick. 
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Figura 4.2. Parte real de la función de transferencia compleja vs frecuencia para el 

modelo molecular de Fick en una geometría capilar de radio r = a y longitud z = L.  

 

 
 

Figura 4.3. Parte imaginaria de la función de transferencia compleja vs frecuencia para 

el modelo de Fick asociado a los mecanismos moleculares, en una geometría capilar de 

radio r = a y longitud z = L.  
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4.3 TRANSPORTE MOLECULAR EN UNA CORONA CIRCULAR 

Figura 4.4. Geometría de la corona circular que consiste en dos tubos concéntricos de 

radios R1 y R2 con longitud z = L. Los radios R2 > R1 son las longitudes características 

radiales del sistema y L es la longitud axial del sistema de estudio. 
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Figura 4.5 Parte real de la función de transferencia compleja vs frecuencia en función 

de la razón geométrica R. El efecto de una disminución del área es vital en la respuesta 

del sistema. 
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Figura 4.6. Parte imaginaria de la función de transferencia compleja vs frecuencia en 

función de la razón geométrica R. Es claro que la parte imaginaria se modifica por 

efecto la razón geométrica R y las curvas se desfasan hacia la derecha a valores de 

frecuencia mayores.  

 

4.4 CONCENTRACIÓN PROMEDIO. MODELO MAXWELL-CATTANEO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.7 Geometría en un capilar teniendo en cuenta el modelo de Maxwell-Cattaneo. 
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Figura 4.8 Parte real de la función de transferencia compleja vs frecuencia en función 

de la razón geométrica R. El efecto de una disminución del área es vital en la respuesta 

del sistema. 

 

Figura 4.9 Parte imaginaria de la función de transferencia compleja vs frecuencia en 

función de la razón geométrica R. El efecto de una disminución del área es vital en la 

respuesta del sistema. 
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Figura 4.10 Parte imaginaria de la función de transferencia compleja vs frecuencia en 

función de la razón geométrica R. El efecto de una disminución del área es vital en la 

respuesta del sistema. 

 
Las simulaciones presentadas en las Figs. (4.8)-(4.10) muestran el efecto de los mecanismos 

de relajación sobre el sistema. Los siguientes puntos importantes son discutidos a 

continuación: 

A) A frecuencias bajas o menores de 1, i.e.,  < 1, el sistema no presenta una respuesta 

dinámica. 

B) A una frecuencia crítica se observa un comportamiento monótono creciente hasta un 

valor máximo resonante a una frecuencia resonante. 

C) Físicamente, la respuesta del máximo se obtiene cuando la frecuencia de proceso se 

empata con la frecuencia del material.  

D) El máximo de las curvas se debe a un acoplamiento entre las propiedades transporte 

molecular y de relajación a través del número adimensional de Deborah.  

E) A una frecuencia mayor a la resonante, el sistema describe un comportamiento 

decreciente hasta un valor asintótico que tiende a cero. 

F) Es importante notar que, existen resonancias secundarias asociadas a diferentes 

tiempos característicos en el sistema dinámico lineal.  

G) Por otra parte, al aumentar el valor del Deborah, el sistema de estudio presenta un 

comportamiento resonante de menor intensidad observable, en la disminución de las 

curvas resonantes. 

H) Las resonancias secundarias pueden relacionarse al cociente de funciones de Bessel.  

I) La parte imaginaria de la función de transferencia muestra un comportamiento a bajas 

frecuencias seguido de un comportamiento monótono creciente hasta un valor 

máximo seguido de una discontinuidad y un mínimo anti-resonante. 

-15

-10

-5

0

5

10

15

1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4

I-
F

T
C

FRECUENCIA

CONCENTRACIÓN PROMEDIO

b : De = 0.5

c : De = 1.0

d : De = 2.0

b

c
d

( )A
R ω ( )A

C ω

r

z

a

L



41 

 

J) El comportamiento resonante/anti-resonante es conocido como comportamiento tipo 

diente de Sierra. Este, es típico de la parte imaginaria de estos sistemas transitorios, 

difusivos y de relajación. 

K) Físicamente, la resonancia o anti-resonancia se podría deber a un cambio en la 

reacción oscilatorio.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



42 

 

4.5 CONCENTRACIÓN PROMEDIO: CORONA CIRCULAR  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.11 difusión de un fármaco en una geometría de corona circular, caracterizado 

por el modelo de Fick. 
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Figura 4.12 Parte real de la función de transferencia compleja vs frecuencia en función 

de la razón geométrica R. El efecto de una disminución del área es vital en la respuesta 

del sistema. 

 
 

Figura 4.13 Parte imaginaria de la función de transferencia compleja vs frecuencia en 

función de la razón geométrica R. El efecto de una disminución del área es vital en la 

respuesta del sistema. 
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En las Figs. (4.12) y (4.13) se observa la parte real de la funcón de transferencia compleja vs 

frecuencia para una corona circular ene l liberado de faramcos. Laas siguientes conclusione 

son obtenidas de estas simulaciones: 

 

A) A frecuencias bajas se observa que la respuesta dinámica es constante, i.e. no hay un 

cambio con la frecuencia.  

B) A una frecuencia crítica el sistem experimenta un comportamiento monótono 

creciente hasta un valor máximo. 

C) El valor máximo esta determinado por un acoplamiento entre las propiedades 

inerciales y viscoelásticas del material. 

D) A un valor crítico de frecuencia, el sistema muestra una transición de un valor 

maximo a un minimo por efecto de la frecuencia.  

E) El valor mínimo, puede asociarse a un fenómeno antiresonante asocaido a los 

mecanismos de la fuentes oscilatoria, es decir una reacción que depende de la 

frecuencia a través de uan función exponencial. 

F) La grafíca de este sistema es importante porque a una frecuencia critica el sistema 

presenta la máxima liberación del farmaco, pasando por una zonza de transición en 

donde la liberación llega a su minimo valor, seguido de un valor asintótico que tiende 

a un valor constante.  

G) El efecto de R es el de disminuir la respuesta dinámica del sistema porefecto del área 

de transferencia de masa.  

H) En el caos de la parte imaginaria de la función de transferencia compleja, se observan 

las clasicas curvas resonates. A bajas frecuenciasl la respuesta es minima, mientras 

que a un valor critico se observa el maximo resonantes, seguiod de un 

comportamiento decreciente hasta un valor asintótico.  

I) A una frecuencia crpitica, se observa un tren de picos secundarios seguido de un 

comporatmiento oscialtorio que se desvaeces con  la frecuencia. 

J) El efecto de la resonancia decrece conforme R -> 1 debido a que existe menor área 

de contacto en el sistema de flujo. 

K) Es importante notar que, en el casos de las curvas resonantes y anti-resonantes son 

opuestas dependiendo de la geometria. Para clarificar este punto se debe de enfatizar 

en esto: 

(i) En la parte real del capilar, se observa un comportamiento resonante, mientras 

que en la corona circular, existe una transición de maixmo a minimo.  

(ii) En el capilar y la corona circular la parte imaginaria disipa, es decir las curvas 

son resonantes y los maximos son funciones del numero de Deborah y de la 

relacion geométrica R. 
 
 

Finalmente, en este capitulo se presentaron las dos simulaciones pertinentes de este trabajo 

el cual, consiste en deducir una expresión para la cocnentración promedio y el flux de 

transferencia de masa a través de un modelo que mejora el transporte molecula de materia. 

El modelo incorpora los mecanismos de relajación a través de un coeficiente interfacial de 
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transferencia de materia y este se puede analizar o visualizar como una medida de la 

resistencia que presenta el medio debido a transferencia de masa.  
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CAPÍTULO V 

CONCLUSIONES 
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5.1 APORTACIÓN AL CONOCIMIENTO 

En este trabajo se analizó el efecto de una reacción transitoria en la concentración 

promedio en diferentes geometrías, cilíndricas: (i) capilar de radio r = a y longitud z = L, 

, (ii) corona circular de radio r = R1 y r = R2 y longitud z = L. Para caracterizar la 

transferencia de materia, se empleará el balance de masa del componente A y una ecuación 

constitutiva análoga a la ecuación de Maxwell-Cattaneo empleada en transferencia de 

energía, la cual se puede dividir en una contribución asociada a los procesos de relajación 

inducido por la resistencia que presenta el medio a la transferencia de masa, combinado 

con la transferencia de masa molecular y la transferencia de masa convectiva. Asumiendo 

que, el proceso se encuentra en estado no estacionario y que el flux de masa solamente 

depende de una coordenada característica la cual, depende de la geometría que se esté 

analizando, y descartando los cambios en la temperatura (proceso isotérmico), se obtiene 

una ecuación diferencial parcial lineal que describe los cambios temporales de la 

concentración, los mecanismos de relajación, de transporte de materia molecular y 

finalmente de reacción por efecto del tiempo de proceso. Esta ecuación es transformada 

del espacio del tiempo al espacio de Fourier con el fin de obtener el perfil de 

concentraciones, la concentración promedio y el flux de masa interfacial. Con las 

expresiones analíticas obtenidas se construyen las funciones de transferencia que 

describen la variable de entrada y la variable de salida. La variable de entrada en este caso 

será la reacción dependiente del tiempo en el espacio de Fourier y la de salida es la 

concentración promedio. Para facilitar la interpretación física se emplearán variables 

adimensionales que facilitaran la interpretación en el sistema y se propondrá un grupo 

adimensional que describirá el tiempo de relajación entre el tiempo asociado a los 

mecanismos de transporte molecular en el sistema. Finalmente, este trabajo será simulado 

en el programa Mathematica y se probaran el efecto de la geometría sobre las propiedades 

materiales del medio. La aportación de este trabajo consiste en encontrar, deducir y 

optimizar las variables que permiten maximizar la respuesta matemática entre la reacción 

química y la concentración promedio. Este trabajo representa una primera aproximación 

en el uso de los fenómenos de transporte, dinámica lineal y fármacos controlados. 
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5.2 TRABAJO FUTURO 

Este trabajo tiene como una línea natural de continuación los experimentos de los 

resultados teóricos deducidos en esta tesis de licenciatura. Por ejemplo 

a) El estudio de fármacos controlados a través de experimentos que permitan contrastar 

lo encontrado en estos estudios teóricos. 

b) Simulaciones computacionales que involucren computación científica y que permitan 

dilucidar maneras diferentes de evaluar los mecanismos de transporte. En este punto, 

será de vital importancia, los softwares que permitan una interfaz donde se aprecien 

las líneas de corriente, las líneas de flujo y perfiles de concentración, perfiles de 

temperatura y que clarifiquen este tipo de mecanismos (COMSOL 

MULTIPHYSICS). 

c) Combinar lo deducido en este trabajo con datos experimentales de laboratorio que 

permitan contrastar las técnicas tradicionales de liberado de fármacos controlados con 

las predicciones teóricas de este trabajo basado en termodinámica irreversible y 

ecuaciones constitutivas.  

d) Estudiar nuevas bio-rutas para proponer mecanismos alternos que permitan describir 

la naturaleza de los mecanismos que implican una eficiencia en las propiedades 

materiales y que sean mucho más realistas para entender el complejo comportamiento 

de sistemas de partículas en medios continuos. 
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