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Resumen 

El estudio de la mecánica cuántica, desde una perspectiva geométrica, relaciona las 

propiedades físicas con las características y los elementos de un espacio métrico. En 

particular, el tensor cuántico geométrico (TCG), cuya parte real e imaginaria corresponden 

respectivamente a la métrica de Fubini-Study y a la curvatura de Berry, captura la 

información geométrica más importante de un sistema cuántico. De esta manera, ha sido 

utilizado para estudiar fenómenos eléctricos, evoluciones cuánticas, y transiciones de fase 

cuánticas y topológicas. 

   Por su parte, la computación cuántica es una tecnología en desarrollo que aprovecha los 

fenómenos cuánticos de superposición y entrelazamiento para realizar cálculos complejos 

que son ineficientes para la computación clásica. Entre sus potenciales aplicaciones, destaca 

la simulación de sistemas cuánticos, el cálculo de fases geométricas, y la cuantificación de 

valores esperados. En adición, diversos autores han utilizado la computación cuántica para 

calcular el tensor cuántico geométrico de modelos físicos, como el modelo XY, el modelo de 

Lipkin-Meshkov-Glick o el modelo topológico de Su-Schrieffer-Heeger. 

   En esta tesis, se diseñaron 36 algoritmos cuánticos para calcular la parte real e imaginaria 

del TCG de los sistemas de un cúbit con rotaciones genéricas y de dos cúbits con 

entrelazamiento. Los algoritmos se implementaron en Qiskit, y se ejecutaron en el simulador 

de computación cuántica QasmSimulator, así como en la computadora cuántica IBM_Lagos. 

Los tensores se calcularon en función de uno de los parámetros de los sistemas físicos, y se 

hicieron pruebas a diferente número de mediciones por algoritmo para evaluar la eficiencia. 

Los resultados se compararon con los valores teóricos de los tensores y se comprobó que los 

algoritmos cuánticos funcionan adecuadamente. En adición, se exhibió el funcionamiento de 

IBM_Lagos para ejecutar los respectivos algoritmos y se relacionó el TCG con el grado de 

entrelazamiento del sistema de dos cúbits. 
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Capítulo I: Introducción 

1. Antecedentes 

En las últimas décadas, ha proliferado el interés por estudiar la mecánica cuántica desde una 

perspectiva geométrica, la cual relaciona las propiedades físicas de un sistema cuántico con 

las características geométricas de un espacio métrico [1]. A través de este enfoque, se han 

podido describir y explicar sistemas físicos [2], fenómenos de entrelazamiento [3], transiciones 

de fase cuánticas y topológicas [4], así como la evolución de los estados cuánticos [5]. 

   Por su parte, el espacio de los estados cuánticos es descrito por el espacio complejo 

proyectivo ℂℙ, en el que la noción de distancia se define naturalmente por la métrica de 

Fubini-Study [6]. Este elemento geométrico cuantifica la distinguibilidad estadística entre dos 

estados cuánticos que se derivan de una misma familia de hamiltonianos [7], y se ha utilizado 

para identificar transiciones de fase cuánticas y topológicas [8]. A su vez, la métrica se ha 

generalizado para el caso de estados mixtos [9], y ha sido calculada en el modelo XY [7], en el 

modelo de Dicke [10], en el modelo SSH [11], y en ciertos modelos de aislantes             

topológicos [12]. 

   Asimismo, M. V. Berry introdujo en 1984 la aclamada fase de Berry, también conocida 

como fase geométrica [13], que se define como el factor de fase que adquiere un sistema 

cuántico al evolucionar adiabáticamente sobre una trayectoria cerrada en el espacio 

paramétrico. Esta fase es independiente del dinamismo del sistema cuántico, y por lo tanto, 

es de naturaleza geométrica [14]. Sus implicaciones están presentes en fenómenos como el 

efecto Hall cuántico [15], el efecto Aharonov-Bohm [15] o la polarización eléctrica en 

condiciones de cero temperatura y nulo campo eléctrico [16].  

   Consecuentemente, la fase de Berry ha sido estudiada en diversos sistemas cuánticos. 

Sjöqvist (2000) calculó la fase geométrica para un sistema de spines-½ entrelazados [17], 

mientras que Basu (2006) dedujo la relación entre la fase y la concurrencia del sistema 

mencionado [18]; a su vez, en el 2004, De Chiara y Palma calcularon la fase de Berry para el 

sistema de spin-½ dentro de un campo magnético variable [19]; en el mismo año, Yi, Wang, 
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y Zheng obtuvieron la fase de Berry en un sistema compuesto bipartito [20]. Además, el 

estudio de la fase de Berry se ha generalizado para sistemas abiertos [21], estados mixtos [22], 

y evoluciones no adiabáticas [23]. 

   A su vez, el tensor cuántico geométrico (TCG) es un elemento matemático cuya parte real 

es el tensor métrico de Fubini-Study, mientras que la parte imaginaria corresponde a la 

curvatura de Berry, que se define como la fase de Berry por unidad de área en el espacio 

paramétrico [24]. De esta manera, el TCG captura la información geométrica más importante 

de un sistema cuántico, y por lo tanto, es clave para comprender gran variedad de fenómenos 

físicos. 

   Subsecuentemente, el tensor cuántico geométrico se ha calculado analítica y 

numéricamente en diversos modelos. Cheng mostró el TCG del sistema de spin ½ en un 

campo magnético [24], mientras que Kolodrubetz, Gritsev, y Polkovnikov hicieron lo propio 

para el modelo XY con un campo transverso [25]. Por su parte, Rattacaso y colaboradores 

(2020) calcularon el TCG para estados cuánticos fuera del equilibrio [26], mientras que Bleu 

(2018) et al. estudiaron el tensor en sistemas cuánticos de dos bandas [27]. Recientemente, 

Gutiérrez-Ruiz et al. (2021) cuantificaron el tensor cuántico geométrico para una versión del 

modelo LMG [28], mientras que Chen et al. Computaron apenas en el 2023 el TCG de 

variaciones hermíticas y no hermíticas del modelo SSH [29]. 

   Además, en los últimos años el TCG ha sido cuantificado experimentalmente. En el 2019, 

Yu, M. y colaboradores reportaron la primera medición experimental completa del tensor 

cuántico geométrico en un par de cúbits, conformados por vacancias de nitrógeno en 

diamante [30]. Por su parte, Gianfrate et al. (2020) cuantificaron el TCG de una microcavidad 

planar de GaAs/AlGaAs [31], mientras que Tan, et al. (2019) consiguieron medir el tensor 

cuántico geométrico en cúbits superconductores [32].  

   Por otro lado, la computación cuántica es una tecnología en desarrollo que aprovecha los 

fenómenos cuánticos de superposición y entrelazamiento para realizar cálculos, con el fin de 

resolver una clase específica de problemas más rápido que la computación clásica. Sus 

potenciales aplicaciones son variadas, e incluyen soluciones en ciberseguridad, en el diseño 
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de fármacos, en la innovación en materiales, en finanzas, en problemas de optimización y en 

la simulación de sistemas cuánticos [33,34].  

   Con la llegada en el último lustro de las primeras computadoras cuánticas (con un número 

relativamente pequeño de cúbits), se ha utilizado esta tecnología para calcular las propiedades 

geométricas de sistemas cuánticos. Zang et al. reportaron en el 2017 la medición de la fase 

de Berry en circuitos superconductores [35], mientras que Murta, Catarina y Fernández-

Rossier (2020) diseñaron un algoritmo para obtener la fase de Berry por la vía de la 

computación cuántica sin requerir la integración de la curvatura [36]; por su parte, Tamiya, 

Koh y Nakagawa (2020) utilizaron el algoritmo cuántico variacional de eigenvalores (VQE, 

por sus siglas en inglés) para evaluar la fase de Berry [37], mientras que Xiao, Freericks y 

Kemper (2021) demostraron la robustez de invariantes topológicas en una computadora 

cuántica con ruido [38]. Por su parte, Stokes et. al (2019) diseñaron un algoritmo cuántico para 

aproximar el tensor cuántico geométrico en circuitos parametrizados [39], mismo año en el 

que Tan et al. midieron el tensor cuántico geométrico en cúbits superconductores [40]. Por 

último, el año pasado, Zheng et al. (2022) utilizaron un sistema de cuatro cúbits para obtener 

el tensor cuántico geométrico del modelo BHZ [41]. 

   De esta manera, las publicaciones que se mencionan en este apartado han sido valiosas para 

los campos de investigación en geometría cuántica, transiciones de fase, invariantes 

topológicas, y computación cuántica, y sostienen amplia relevancia en la motivación para 

realizar esta trabajo. Por lo tanto, en esta tesis se propone el diseño de algoritmos cuánticos 

para calcular el tensor cuántico geométrico del modelo de: a) Un cúbit con rotaciones 

genéricas, b) Dos cúbits con entrelazamiento. El enfoque del trabajo consistió en la 

cuantificación por medio del modelo del circuito cuántico de los valores esperados de los 

gradientes de las matrices unitarias que describen los sistemas cuánticos correspondientes.   

Dichos valores esperados, al multiplicarse, componen cada uno de los elementos de ambos 

tensores cuánticos geométricos. 
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2. Motivación 

   El desarrollo de este trabajo está motivado por varios aspectos. El primero, por las 

potenciales aplicaciones del tensor cuántico geométrico para detectar transiciones de fase 

cuánticas y topológicas, que pueden tener impacto en el diseño y la fabricación de una 

computadora cuántica con protección topológica ante la decoherencia ambiental. El segundo, 

por la reciente posibilidad de ejecutar algoritmos cuánticos en computadoras con varias 

unidades de cúbits, lo que plantea un nuevo paradigma para el cálculo de las características 

geométricas de un sistema cuántico. Por último, por lo general no es eficiente simular 

sistemas con correlaciones cuánticas bajo un esquema de computación clásica. De esta 

manera, la intención de estudiar el modelo de dos cúbits con entrelazamiento es aprovechar 

las cualidades que ofrece la computación cuántica para simular sistemas con correlaciones 

cuánticas, y a su vez, servir como base para el cálculo del tensor cuántico geométrico de un 

amplio volumen de cúbits entrelazados.  
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3. Hipótesis 

Es posible plantear un conjunto de algoritmos cuánticos que calculen el tensor cuántico 

geométrico del espacio asociado a un cúbit con rotaciones genéricas, y a un sistema de dos 

cúbits con entrelazamiento, que involucra derivadas de operadores unitarios en distintas 

direcciones. 
 

4. Objetivos  

4.1 Objetivo general 

Diseñar y programar los algoritmos cuánticos que calculen el tensor cuántico geométrico del 

espacio asociado a un cúbit con rotaciones genéricas, y a un sistema de dos cúbits con 

entrelazamiento. 

4.2 Objetivos específicos 

▪ Establecer el espacio paramétrico del modelo de un cúbit con rotaciones genéricas, y 

del sistema de dos cúbits con entrelazamiento. 

▪ Determinar los valores esperados que se requieren para calcular el TCG de cada 

sistema cuántico, que involucra derivadas de operadores unitarios (que no son 

unitarias). 

▪ Calcular analíticamente el TCG de ambos sistemas de cúbits. 

▪ Descomponer los operadores respectivos a los valores esperados como una suma 

ponderada de matrices unitarias, que representarán el espacio tangencial del espacio 

de parámetros del sistema. 

▪ Esquematizar los algoritmos cuánticos para cuantificar el TCG del sistema de un cúbit 

con rotaciones genéricas. 

▪ Diseñar los algoritmos cuánticos para calcular el TCG del sistema de dos cúbits con 

entrelazamiento, cuyo espacio paramétrico es mayor que el sistema de un cúbit. 

▪ Implementar los algoritmos cuánticos en el simulador de computación cuántica 

Qasmsimulator y en la computadora cuántica IBM_Lagos. 
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▪ Evaluar cualitativamente el rendimiento de los algoritmos cuánticos y su 

comparación con el resultado analítico. 

▪ Relacionar algunos elementos del  TCG con el grado de entrelazamiento del sistema 

de dos cúbits. 
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Capítulo II: Marco teórico 

I. Geometría de los estados cuánticos 

1. Formalismo de la mecánica cuántica 

   La mecánica cuántica estudia los estados cuánticos y las observables de un sistema físico; 

los primeros son representados por funciones de onda y los segundos por operadores, los 

cuales cumplen con las condiciones suficientes para ser representados como vectores y 

transformaciones lineales, respectivamente [42]. Por consiguiente, la mecánica cuántica se 

puede analizar dentro del formalismo de un espacio vectorial generalmente complejo, 

continuo e infinito ℂ [43,44]. 

   Por su parte, las funciones de onda f(x) cumplen con ser funciones de cuadrado integrable 

en un intervalo dado, es decir, 

∫ |f(x)|2dx <
xf
x0

∞, 

de manera que el espacio vectorial en el que se desarrolla la mecánica cuántica es 

particularmente, el subespacio complejo L2, también conocido como espacio de Hilbert [45], 

por la naturaleza probabilística en la descripción de estos sistemas físicos. 

1.1 Estados cuánticos 

   Un estado cuántico |𝜓⟩ con eigenestados {|𝑘⟩} y eigenvalores {Pk} respectivos a algún 

operador dinámico P que cumplen la ecuación de eigenvalores P|k >= Pk|k >,  es descrito 

de manera general como, 

                     |ψ⟩ = ∑ ak|k >k ,     ak ∈ ℂ, 

en donde ak = ⟨𝑘|𝜓⟩, ∑ |ak|
2

k = 1, tal que |ak|
2 representa la probabilidad de que el sistema 

colapse en el estado |𝑘⟩ al realizar una medición. De esta forma, cada estado cuántico 

|ψ(a1, a2, a3,…)⟩ está caracterizado por un conjunto complejo {a1, a2, a3,…} que se 

relaciona con las componentes de un vector unitario en el espacio de Hilbert [46]. 

(1) 

(2) 
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1.2 Espacio de Hilbert 

   El espacio de Hilbert (ℋ) está definido como el conjunto de vectores ψℋ1, ψℋ2, … , ψℋn 

y escalares υℋ1, υℋ2, … , υℋn, tal que se satisfacen las siguientes propiedades [47]: 

1) ℋ es un espacio vectorial. 

2) ℋ tiene un producto interno entre cualesquiera dos vectores ψℋm,  ψℋk, que se 

define como (ψℋm, ψℋk) = ∫ ψℋmk
∗ ∙ ψℋk dx

xf
x0

, tal que: 

a) (ψℋm, ψℋk) = (ψℋk, ψℋm)
∗. 

b) El producto interno es lineal con respecto al segundo factor y antilineal 

con respecto al primero. 

c) El producto interno de un vector ψℋk con él mismo es un número real 

positivo, y solo es cero cuando ψℋk = 0. 

3) ℋ es separable. 

4) ℋ es completo.  

1.2.1 Espacio de Hilbert de dimensión finita 

   Los sistemas físicos de la mecánica cuántica son generalmente descritos por espacios de 

Hilbert de dimensión infinita; no obstante, cuando los estados cuánticos de un sistema son 

finitos y discretos, se puede utilizar el formalismo de un espacio de Hilbert finito de 

dimensión 𝒩 (ℋ𝒩), en donde cada estado cuántico está representado por un vector unitario 

de dicha dimensión [48,49]. Algunos ejemplos incluyen a la descripción cuántica del momento 

angular [49], el fenómeno de polarización de un fotón [50] y el estudio del procesamiento de 

información cuántica [51]. 

1.3 Perspectiva geométrica de la mecánica cuántica 

   Como se mencionó, la mecánica cuántica se estudia a través del formalismo de los espacios 

de Hilbert. Por otro lado, de la misma manera que en otros campos de la física, la mecánica 

cuántica puede ser formulada por medio de un lenguaje puramente geométrico; la geometría, 

por su parte, está presente en la cuántica desde un nivel fundamental, dado que el espacio de 

los estados cuánticos presenta estructuras geométricas como la métrica y la curvatura, que 

inducen y explican fenómenos cuánticos no triviales [52].  
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   Así pues, el elemento matemático más utilizado para exhibir las propiedades geométricas 

del espacio cuántico es el tensor cuántico geométrico, cuyas partes real e imaginaria 

corresponden respectivamente a la métrica del espacio ℂP y a la curvatura de Berry del 

espacio paramétrico. De esta manera, a través del análisis geométrico de la mecánica cuántica 

se han podido describir y explicar sistemas físicos, fenómenos de entrelazamiento, 

transiciones de fase cuánticas y topológicas, evoluciones cuánticas, por mencionar algunos 

ejemplos [53,54]. 

   En las siguientes secciones, se introducen los conceptos para comprender y calcular cada 

una de las componentes del tensor cuántico geométrico, así como los componentes del 

modelo del circuito cuántico, y los algoritmos base para la determinación de valores 

esperados; todo estos elementos fueron centrales en el trabajo que se llevó a cabo en esta 

tesis. 

2. La distancia entre dos estados cuánticos 

2.1 Distancia entre dos elementos del espacio de Hilbert  

   La distancia en el espacio de Hilbert entre dos vectores unitarios con coeficientes 

complejos, |ψ (α1, α2, … , α𝒩)⟩ y |ψ′(β1, β2, … , β𝒩)⟩, está dada por la magnitud de la 

diferencia vectorial de los estados, 

Distancia ℋ(|ψ⟩, |ψ
′⟩) = √|α1 − β1|2 + |α2 − β2|2 +⋯+ |a𝒩 − b𝒩|2 . 

   Esto implica que la distancia en ℋ𝒩 entre dos estados cuánticos que difieren únicamente 

por una fase global Φ, no es necesariamente cero, 

Distancia ℋ𝒩( |𝜓⟩, eiΦ|𝜓⟩) ≠ 0 ⇔  Φ ≠ 2πn, n ∈ Ζ. 

   Sin embargo, dado que los estados cuánticos poseen invariancia gauge, |𝜓⟩ ≡ eiΦ|𝜓⟩, la 

ecuación (4) no cumple con una de las condiciones propias de toda función distancia (ver 

sección 2.4.1). Por lo tanto, es necesario redefinir la distancia entre dos estados de maneras 

más convenientes, específicamente, dentro del espacio complejo proyectivo [55].  

 

(3) 

(4) 
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2.2 Espacios proyectivos ℙ 

2.2.1 Espacio proyectivo real ℝℙ 

   El espacio proyectivo real de dimensión n, denotado por ℝℙn, se define como el conjunto 

de rayos que pasan por el origen del espacio ℝn+1. En consecuencia, cada rayo corta en dos 

puntos antipodales a la esfera unitaria Sn centrada en el origen de ℝn+1 (ver figura 1 para el 

caso n = 2), y por lo tanto,  

ℝℙn ≃ Sn/ℤ2, 

tal que ℤ2 es un grupo de dos elementos [56].  

 

Figura 1. Espacio proyectivo ℝℙ2. Cada rayo 𝔍 ∈ ℝℙ2 intersecta en dos puntos a la esfera S2. 

2.2.2 Espacio proyectivo complejo ℂℙ 

   El espacio proyectivo complejo de dimensión n, denotado por ℂℙn , es el conjunto de rayos 

que pasan por el origen del espacio ℂn+1. A su vez, dos elementos Z, Z′ ∈ ℂℙn, representan 

el mismo punto (Z = Z′) si,  

                        cZ = c(z1: z2: … : zn+1) = Z
′,      {zi} ∈ ℂ,  c ∈ ℂ − {0}, 

tal que al menos algún zk es diferente de cero. Por su parte, el conjunto {zi} recibe el nombre 

de coordenadas homogéneas del punto Z [57]. A su vez, el espacio proyectivo complejo ℂℙn 

puede ser mapeado como una esfera de dimensión 2n + 1,  

(5) 

(6) 
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ℂPn ≃ S2n+1 U(1)⁄ , 

donde U(1) es el grupo unitario de grado 1. Además, el producto interno fint de dos puntos 

Zp,  Zp′  en el espacio proyectivo se define como [57],  

fint(Zp,  Zp′) =∑ Zpk′Zpk
k

, 

tal que  Zp = (Zp1, Zp2, … , Zp(n+1)). Por último, cabe agregar que ℂPn es un espacio métrico, 

con una métrica de Kähleriana [58] que es descrita en la sección 2.4.3. 

2.3 Los estados cuánticos y el espacio proyectivo ℂℙ𝐧 

   En la mecánica cuántica, cada estado cuántico |ψa ⟩ tiene un respectivo vector en el espacio 

de Hilbert (ver sección 1.1).  Además, carece de significado físico el multiplicar este vector 

por una fase eiξ, o por un escalar. Por consiguiente, dentro del formalismo de un espacio de 

Hilbert finito de dimensión n + 1, se cumple, 

(a1, a2, … , an+1)~(za1, za2, … , zan+1),    z ∈ ℂ, 

donde {ak} y {zak}  son las componentes respectivas de los vectores |ψa ⟩ y z|ψa > en el 

espacio ℋn+1. Por otro lado, la ecuación (9) es similar a la ecuación (6), la cual define a un 

punto dentro del espacio complejo proyectivo (sección 2.2.2), por lo que se visualiza una 

correspondencia entre un estado |ψa ⟩ y un elemento de ℂPn. La posibilidad de introducir un 

producto interno, y de poder representar propiedades como la superposición, permite 

describir al espacio de los estados cuánticos como un espacio complejo proyectivo [46]. 

2.3.1 El espacio cuántico de dos niveles y ℂℙ𝟏 

   Un sistema cuántico de dos niveles, como el sistema de un electrón de spin-1/2, está 

caracterizado por el conjunto de vectores complejos (𝒸1, 𝒸2)
t que residen en el espacio de 

Hilbert de dimensión dos [46], y por otro lado, por los elementos del espacio proyectivo ℂP1 

(ver sección 2.3). De acuerdo con la ecuación (7), 

ℂP1 ≃ S3 U(1) ≃⁄ S2, 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 
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tal que S2 es la superficie de la esfera que reside en el espacio ℝ3. Esta esfera recibe el 

nombre de la esfera de Bloch, cuyos puntos de la superficie corresponden a los estados 

cuánticos del sistema de dos niveles [59]. 

   Dicha esfera se aprecia a continuación en la figura 2. En esta configuración, los puntos de 

la esfera que se intersectan con el eje z positivo y negativo se definen como el estado |0⟩ y 

|1⟩ respectivamente: mientras tanto, los estados de la superficie corresponden a una 

combinación lineal entre tales estados, |ψ⟩ = 𝓇0|0⟩ + 𝓇1|1⟩. 

 
Figura 2. Esfera de Bloch cuya superficie representa el espacio cuántico de dos niveles.  

   En la secciones 2.2 y 2.3 se introdujo el espacio complejo proyectivo ℂℙ𝐧 y su relación 

con el espacio de los estados cuánticos. A continuación, se elabora sobre el concepto de 

distancia dentro de este espacio, y por ende, sobre la métrica de los estados cuánticos.  

2.4 Métrica de ℂℙ𝐧: métrica de Fubini-Study 

2.4.1 Espacio métrico y función distancia 

   Un espacio métrico es un conjunto no vacío ℳ, que cuenta con una estructura conocida 

como métrica o función distancia 𝒹: ℳ ×ℳ → ℝ+. Esta función toma un par de elementos 

x, y ∈ ℳ, y les asigna un valor real no-negativo, tal que se cumplen las siguientes cuatro 

propiedades [60,61]: 
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1) 𝒹(x, y) ≥ 0 , 

2) 𝒹(x, y) = 0 ⇔ x = y, 

3) 𝒹(x, y) = 𝒹(y, x),  

4) 𝒹(x, y) ≤ 𝒹(x, z) +  𝒹(z, y).  

    De esta manera, dentro de un mismo espacio métrico es posible definir una variedad de 

funciones distancia, siempre que se obedezcan las condiciones de la ecuación (11). 

2.4.2 Tensor métrico 

   El tensor métrico ℊℳ es una herramienta geométrica que define la distancia infinitesimal 

entre dos puntos vecinos que forman parte de un espacio métrico ℳ. Por lo tanto, permite 

calcular la distancia entre dos puntos así como la longitud de cualquier curva paramétrica 

dentro del espacio. De esta manera, varias de las propiedades geométricas de ℳ son 

determinadas por el tensor métrico [62,63,64,65].  

2.4.2.1 Notación de Einstein 

   En su desarrollo de la teoría de la relatividad, Einstein introdujo una notación para 

representar la sumatoria de términos con índices similares (wi, xi); tal notación se muestra a  

continuación [66]. 

wixi ≅∑wixi

n

i=1

. 

   A su vez, la notación de Einstein para representar una doble sumatoria, dado un par de 

parejas con índices iguales (wij, xi; wij, yj  ), se define como [66],  

wijxiyj ≅∑∑wijxiyj.

n

j

n

i

 

   Por lo tanto, dada una matriz cuadrada T(n) cuyos elementos están dados por ti,j, y dado 

un vector s(n) = (s1, s2, … , sn), se cumple, 

tijsisj ≅ sTs
′, 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 
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tal que s′ es el vector transpuesto de s. 

2.4.2.2 Definición formal del tensor métrico 

   Dado un espacio métrico ℳn cuya base está dada por 𝓂 = (𝓂1, 𝓂2,… ,𝓂n), el tensor 

métrico ℊℳ
n
(𝓂) está definido como un tensor covariante, simétrico, de rango dos y de 

dimensión n x n, como se visualiza a continuación,  

ℊℳ
n
(𝓂p) =

(

 
 
 

ℊ𝓂1𝓂1

ℳn
ℊ𝓂1𝓂2

ℳn
⋯ ⋯ ℊ𝓂1𝓂n

ℳn

ℊ𝓂2𝓂1

ℳn
⋱ ⋯ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ℊ𝓂μ𝓂υ

ℳn
⋮ ⋮

⋮ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮
ℊ𝓂n𝓂1

ℳn
⋯ ⋯ ⋯ ℊ𝓂n𝓂n

ℳn

)

 
 
 

, 

tal que cada punto 𝓂p ∈  ℳ
n cuenta con un tensor métrico asociado ℊℳ

n
(𝓂p) que cumple 

con las siguientes propiedades [67,68]: 

1) Las segundas derivadas de ℊℳ
n
 existen y son continuas. 

2) El tensor ℊℳ
n
 es simétrico (ℊij

ℳn
= ℊji

ℳn
).  

3) ℊℳ
n
 no es una matriz singular, es decir, (ℊℳ

n
)
−1

 existe. 

4) La distancia que se calcula a partir del tensor métrico ℊℳ
n
 es independiente del sistema 

de coordenadas de ℳn. 

2.4.2.3 Tensor métrico Riemmaniano 

   El tensor métrico ℊℳs de un espacio métrico suave ℳS se le conoce como tensor métrico 

Riemmaniano si es definido positivo, es decir, para cualquier vector v(v1, v2, … , vn) ∈ ℳS, 

v ≠ (0, 0, … , 0),  se cumple que [69], 

ℊij
ℳSvivj > 0. 

(15) 

(16) 

1 En la notación de Einstein los índices pueden ser representados por subíndices o superíndices. 
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   Consiguientemente, la distancia infinitesimal dsℳs
 entre dos elementos vecinos ps y          

 ps + dps del espacio métrico ℳS con coordenadas 𝓂s1, 𝓂s2,… ,𝓂sn esta dada en función 

del tensor geométrico ℊℳs(ps) como [70], 

dsℳ
2(p, p + dp) = ℊ𝓂si,𝓂sj

ℳs d𝓂sid𝓂sj. 

2.4.2.4 Cálculo de la longitud de una curva a partir del tensor métrico Riemmaniano 

   La longitud de una curva ζ(t) parametrizada por ζ1(t), ζ2(t), …, que reside dentro del 

espacio métrico ℳn, está dada por [71]. 

Lζ(t) = ∫ √| ℊij
ℳ dζi

dt

dζj

dt
 |

tf
t0

dt,  

tal que t0 ≤ t ≤ tf y ℊℳ es el tensor geométrico Riemmaniano de ℳn. 

2.4.2.4.1 Cálculo de la longitud de una curva paramétrica en el espacio ℝ𝟑  

   Dado un espacio ℝ3 con coordenadas cilíndricas r, θ, z, y con una distancia ℓ2, el tensor 

geométrico está definido como, 

ℊℝ
3(r,θ,z) = (

1 0 0
0 r2 0
0 0 1

) 

   Consiguientemente, con base en la ecuación (18), la longitud de una curva ξ parametrizada 

por r(t) = 2t, θ(t) = sin t , z(t) = t2, está dada por, 

Lξ(t) = ∫ √| ℊij
ℳ
dξi
dt

dξj

dt
 |

tf

t0

dt, 

de manera que ξ1 = r(t), ξ2 = θ(t),  ξ3 = z(t). Al sustituir en la ecuación (20) los valores 

del tensor métrico y las derivadas de las funciones ξ1, ξ2, ξ3, se obtiene la longitud de la curva 

paramétrica en función de t, 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 
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Lξ(t) = ∫ √|ℊ11
ℳ(2)2 + ℊ22

ℳ(cos t)2 + ℊ34
ℳ(2t)2  |

tf

t0

dt = 

= ∫ √|(2)2 + (r2)(cos t)2 + (2t)2  |
tf

t0

dt = ∫ √|4t2 cos t +  4t2 + 4 |
tf

t0

dt, 

tal que t0 ≤ t ≤ tf. 

2.4.2.5 La métrica y el cambio en el sistema coordenado del espacio métrico 

   El tensor métrico ℊℳ conserva la distancia entre cualesquier dos elementos del espacio 

métrico asociado ℳn sin importar el sistema de coordenadas que se tome como referencia; 

no obstante, las componentes del tensor métrico sí varían dependiendo del  nuevo sistema 

coordenado [72].  

   De esta manera, dado el tensor métrico ℊℳ
′
 asociado a un sistema de coordenadas 

𝓂1
′,𝓂2

′, … ,𝓂n
′, del espacio ℳn, el tensor métrico ℊℳ

′′
 que corresponde al  nuevo 

sistema coordenado dado por  𝓂1
′′,𝓂2

′′, … ,𝓂n
′′, se define como,  

ℊij
ℳ′′

= ℊrs
ℳ′ d𝓂r

′

d𝓂i
′′
 
d𝓂s

′

d𝓂j
′′
 , 

como consecuencia de que el tensor métrico ℊℳ es por definición un tensor covariante [73]. 

2.4.2.6 Tensor métrico hermitiano 

   Un tensor métrico dado por una matriz compleja, hermitiana, y que además es definido 

positivo, se conoce como tensor métrico hermitiano ℊ𝒽. Consiguientemente, dada una 

variedad compleja Μn, el tensor métrico hermitiano asociado está descrito por, 

ℊ𝒽
n
= ℊΜ

n
+ iωΜ

n
, 

tal que ℊΜ
n
 es un tensor riemmaniano y ωΜ

n
 es una forma bilineal no degenerada y 

antisimétrica conocida como forma fundamental. En caso de que dωΜ
n
= 0, el tensor 

(21) 

(22) 

(23) 
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adquiere el nombre de métrica de Kähler, y el espacio métrico recibe el nombre de variedad 

de Kähler [74]. 

2.4.3 Métrica del espacio de los estados cuánticos ℂℙ𝐧: métrica de Fubini-Study 

   Dentro del espacio ℂℙn,  la distancia entre dos elementos está dada por la métrica 

Kähleriana de Fubini-Study [75], que se define como [76], 

DFS(ψ1, ψ2) = √1 − |⟨ψ1|ψ2⟩|2, 

tal que ψ1, ψ2 ∈ ℂℙ
n. Por su parte, DFS(ψ1, ψ2) mide la distancia estadística entre dos 

estados cuánticos [77], es decir, indica qué tan difícil es distinguir el estado cuántico ψ1 del 

estado cuántico ψ2 en un experimento reiterativo [78]. Consiguientemente, la distancia de 

Fubini-Study entre dos estados cuánticos infinitesimalmente cercanos, ψ(λ)  y  ψ(λ + dλ),  

está determinada por, 

DFS(ψ(λ),ψ(λ + dλ)) = √1 − |⟨ψ(λ)|ψ(λ + dλ)⟩|2, 

tal que λ = {λ1, λ2, … , λm} es el conjunto de parámetros que definen a ψ(λ) en el espacio 

Cℙn,  y cuyo tensor métrico asociado es el tensor métrico de Fubini-Study ℊFS. 

   Asimismo, la distancia de Fubini-Study cuenta con varias aplicaciones dentro de la 

mecánica cuántica, entre las que se incluyen: el estudio de la evolución de los estados 

cuánticos [79], la clasificación de transiciones de fase cuánticas y topológicas [80], algoritmos 

variacionales [81,82] e inclusive, aprendizaje automático cuántico [83].  

A continuación, se trata el tema de la curvatura de Berry, cuya información geométrica 

permite entender una variedad de fenómenos dentro de la mecánica cuántica y su conexión 

con el tensor cuántico geométrico. 

3. Curvatura de Berry 

3.1 Fase de Berry 

   La fase de Berry, también conocida como fase geométrica [84], es la fase que adquiere un 

estado cuántico después de evolucionar adiabáticamente en una trayectoria cerrada sobre un 

(24) 

(25) 
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espacio paramétrico; cumple con ser invariante gauge, y por lo tanto, es un fenómeno 

observable [85]. Su existencia desempeña un rol importante en fenómenos físicos tales como 

el efecto Hall cuántico, anómalo y topológico, la polarización eléctrica, la magnetización   

orbital [86], y tiene aplicaciones en la física molecular, atómica y nuclear, en fotónica, óptica 

clásica, y en materia condensada [85]. 

3.1.1 Fase de Berry: caso discreto 

   Dado un estado cuántico inicial |ν0⟩ que evoluciona adiabáticamente N veces (|ν1⟩, 

|ν2⟩, |ν3⟩, … |νN⟩) en una trayectoria cerrada (|νN⟩ = |ν0⟩ ), se acumula una fase, 

ϕB = −Im [ln(⟨ν0|ν1⟩⟨ν1|ν2⟩ … ⟨νN−1|νN⟩)], 

la cual recibe el nombre de fase de Berry, cuyo valor es invariante gauge [87]; esto significa 

que, en el caso de una transformación gauge de los estados cuánticos |ντ⟩ → e
iϑ(τ)|ντ⟩, la 

fase de Berry mantiene su valor, dado que cada  |ντ⟩ aparece como bra y como ket en la 

formulación matemática de la ecuación (26) y por ende las fases de cancelan.  

 
Figura 3. Evolución discreta de |υ0⟩ en una trayectoria cerrada. Posterior a la evolución, |υ0⟩ adquiere una fase 

geométrica. 

   Consiguientemente, la ecuación (26) resulta equivalente a,  

ϕB = −∑ Im[ln(⟨ντ|υτ+1⟩)]

N−1

τ=0

, 

con la sutil diferencia de que, en este caso, la fase ϕB sólo es invariante gauge módulo 2π. 

Esta formulación matemática es más conveniente para tratar el caso continuo de la fase de 

Berry. 

(26) 

(27) 
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3.1.2 Fase de Berry: caso continuo 

   Un estado cuántico |ν (λ)⟩ que depende de n parámetros λ = (λ1, λ2, … , λn) y que a su 

vez es suave y diferenciable en λ, acumula una fase al evolucionar de manera continua y 

adiabática en una trayectoria cerrada sobre el espacio paramétrico [88] definido por λ. Dicha 

fase es la fase de Berry ϕB, y con base en la ecuación (27), tiene la siguiente formulación 

matemática en el límite continuo [88,89],  

ϕB = −Im [∮⟨ν(λ)|∇λ|ν(λ)⟩ ∙ dλ] = ∮ i ⟨ν(λ)|∇λ|ν(λ)⟩ ∙ dλ = ∮A(λ) ∙ dλ, 

tal que el término i⟨ν(λ)|∇λ|ν(λ)⟩ es un vector de n componentes que se conoce como 

conexión de Berry [90] A(λ) = (A1, A2, … , An). De esta forma, la fase de Berry es definida 

como la integral de A(λ) sobre una trayectoria cerrada en el espacio de parámetros. Por lo 

tanto, la fase de Berry depende del camino en el que un estado evoluciona dentro del espacio 

paramétrico [91] y por ende, se considera de carácter geométrico.  

   A su vez, es importante enfatizar que la conexión de Berry no es invariante gauge [92], y por 

lo tanto, no puede ser observada. Por el contrario, la fase de Berry en el límite continuo sí 

cumple con esta condición (módulo 2π) y por lo tanto, es posible medirla. 

3.2 Curvatura de Berry 

   En el apartado anterior, se definió a la fase de Berry como una integral de línea sobre una 

trayectoria cerrada ζ. No obstante, al utilizar el teorema generalizado de Stokes sobre la 

ecuación (28), la fase de Berry se calcula como una integral de superficie en el espacio 

paramétrico definido por λ = (λ1, λ2, … , λn), como se visualiza a continuación, 

ϕB = ∮ A(λ)
ζ

∙ dλ = ∬ ∑∑(δμAυ − δυAμ)dλμ ∧ dλν

μ−1

υ=1

n

μ=1S

=∬ ∑∑Ωμυ dλμ ∧ dλυ

μ−1

υ=1

n

μ=1S

, 

en donde S es la superficie encerrada por ζ en el espacio paramétrico, Aυ y Aμ son componentes 

de la conexión de Berry  A(λ), cuyo término Ωμν = δμAυ − δυAμ recibe el nombre de curvatura de 

Berry, la cual es definida como la fase de Berry por unidad de área dλμ ∧ dλυ. 

(28) 

(29) 
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   De esta manera, la fase de Berry no es más que la suma de la curvatura en cada punto de la 

superficie encerrada por ζ en el espacio de parámetros [93]. Dicha curvatura es, como la fase, 

una cantidad invariante gauge y, por lo tanto, es conveniente utilizarla para calcular ϕB. 

 

Figura 4. Fase de Berry en el espacio paramétrico. a) Las fases de Berry dependen de su trayectoria cerrada en 

el espacio paramétrico. b) La fase de Berry como una integral sobre la superficie encerrada por ζ1 en el espacio 

paramétrico de dos dimensiones. 

    Por su parte, cada punto λp del espacio paramétrico propio del conjunto de estados |ν (λ)⟩ 

cuenta con un tensor  antisimétrico asociado Ων(λp), de dimensión n y rango 2. Este tensor 

recibe el nombre de tensor de curvatura de Berry [94], y se construye a partir de la familia de 

curvaturas Ωμυ(λp), μ, υ ∈ λ = (λ1, λ2, … , λn), como se muestra a continuación, 

Ων(λp) =

(

  
 

Ωλ1λ1 Ωλ1λ2 ⋯ ⋯ Ωλ1λn
Ωλ2λ1 ⋱ ⋯ ⋯ ⋮

⋮ ⋮ Ωμυ ⋮ ⋮

⋮ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮
Ωλnλ1 ⋯ ⋯ ⋯ Ωλnλn)

  
 
. 

    Asimismo, la curvatura y la fase de Berry tienen relevancia en diversos campos de la física. 

Son responsables de fenómenos como la ferroelectricidad, las transiciones de fase 

topológicas, la magnetización orbital y el efecto Hall (cuántico y anómalo), y tienen 

aplicaciones en física de la materia condensada, electrónica, espintrónica, computación 

cuántica topológica, entre otras [93,95]. 

(30) 
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    En la siguiente sección, se aborda el concepto del tensor cuántico geométrico (TCG), el 

cual contiene algunas de las características geométricas más importantes del espacio de los 

estados cuánticos, como son la métrica de Fubini-Study y la curvatura de Berry.  

4. Tensor cuántico geométrico (TCG) 

   Como se revisó en la sección 2.3, el espacio de los estados cuánticos puede describirse 

como el espacio complejo proyectivo ℂPn, cuya noción de distancia está determinada a través 

de la métrica de Fubini-Study. Por otra parte, el enfoque geométrico de la mecánica cuántica 

plantea una descripción de los fenómenos cuánticos a partir de las características geométricas 

del espacio ℂPn y del espacio paramétrico, las cuales son proporcionadas por el tensor 

cuántico geométrico (TCG) [96]. 

   El TCG se introduce a continuación; dado un hamiltoniano ℋ(λ) que depende suavemente 

de n parámetros λ = (λ1, λ2, … , λn), los cuales conforman la base del espacio cuántico ℳc, 

tal que cada punto λp de ℳc corresponde a una combinación lineal |ψ(λp)⟩ = ∑ϕℕ de los 

eigenestados de ℋ(λ), se define el tensor cuántico geométrico 𝒬ψen el punto λp como [97], 

𝒬λμλν
ψ

(λp) = ⟨δψλμ(λp)|δψλυ(λp)⟩ − ⟨δψλμ(λp)|ψ(λp)⟩⟨ψ(λp)|δψλυ(λp)⟩, 

tal que 𝒬λμλν
ψ

 es el elemento de la fila μ y columna ν de 𝒬ψ, como se visualiza a continuación 

en la ecuación (32),  

𝒬ψ(λp) =

(

 
 
 
 

𝒬λ1λ1
ψ

𝒬λ2λ1
ψ

⋯ ⋯ 𝒬λ1λn
ψ

𝒬λ2λ1
ψ

⋱ ⋯ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ 𝒬λμλν
ψ

⋮ ⋮

⋮ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮

𝒬λnλ1
ψ

⋯ ⋯ ⋯ 𝒬λnλn
ψ

)

 
 
 
 

. 

   Dicho tensor cuántico geométrico 𝒬ψ es de rango dos y dimensión n, el cual está 

conformado por una parte real que corresponde a la métrica de Fubini-Study ℊψ y una 

imaginaria respectiva a la curvatura de Berry Ωψ [97], 

(31) 

(32) 
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𝒬λμλυ
ψ

(λp) = ℊλμλυ
ψ

+ i [−
1

2
 Ωλμλυ
ψ

]. 

   De esta manera, 𝒬ψ provee información geométrica sobre los estados cuánticos |ψ(λ)⟩ que 

se utiliza para detectar transiciones de fase cuánticas y topológicas [98], para describir 

fenómenos de interferencia, entrelazamiento, y la evolución de estados [99,100], así como para 

explicar una variedad de fenómenos cuánticos mencionados en las secciones previas de este 

documento. En las siguientes secciones, se muestra el desarrollo matemático que relaciona 

al tensor cuántico geométrico con la métrica de Fubini-Study y la curvatura de Berry. 

4.1 TCG y la métrica de Fubini-Study 

   Como se mencionó en la sección 2.4.3, la métrica de Fubini-Study entre dos estados 

infinitesimalmente cercanos está dada por,  

DFS(ψ(λ),ψ(λ + dλ)) = √1 − |⟨ψ(λ)|ψ(λ + dλ)⟩|2; 

asimismo, mediante la expansión de Taylor de varias variables1,  

|ψ(λ + dλ)⟩ = |ψ⟩ +∑|δiψi⟩

n

i=1

dλi +∑∑|δijψij⟩

n

i=1

n

j=1

dλidλj + O(dλ
3); 

⟨ψ(λ)|ψ(λ + dλ)⟩ = 1 +∑⟨ψ|δiψi⟩

n

i=1

dλi +∑∑⟨ψ|δijψij⟩

n

i=1

n

j=1

dλidλj + O(dλ
3) 

tal que δkψk =
δψ

δλk
,  δkhψkh =

δ2ψ

δλkδλh
. Posteriormente, al sustituir la ecuación (36) dentro de 

la ecuación (34) y aproximar a segundo orden, la distancia infinitesimal de Fubini-Study 

resulta equivalente a,  

 dsFS = √1 − |⟨ψ(λ)|ψ(λ + dλ)⟩|2 = √1 − ⟨ψ(λ)|ψ(λ + dλ)⟩[⟨ψ(λ)|ψ(λ + dλ)⟩]∗ 

≈ √−[∑⟨ψ|δiψi⟩

n

i=1

dλi +∑⟨δiψi|ψ⟩

n

i=1

dλi +
1

2
∑∑⟨ψ|δijψij⟩

n

i=1

n

j=1

dλidλj +
1

2
∑∑⟨δijψij|ψ⟩

n

i=1

n

j=1

dλidλj +∑∑⟨δjψj|ψ⟩⟨ψ|δiψi⟩

n

i=1

n

j=1

dλidλj] 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 
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≈ √−[∑(⟨ψ|δiψi⟩ + ⟨δiψi|ψ⟩)

n

i=1

dλi +∑∑[
1

2
(⟨δijψij|ψ⟩ + ⟨ψ|δijψij⟩) + (⟨δiψi|ψ⟩⟨ψ|δjψj⟩)]

n

i=1

dλidλj

n

j=1

]. 

    Posteriormente, al considerar las siguientes relaciones matemáticas, 

⟨ψ|δiψi⟩ + ⟨δiψi|ψ⟩ = 0; 

⟨δijψij|ψ⟩ + ⟨ψ|δijψij⟩ + ⟨δjψj|δiψi⟩ + ⟨δiψi|δjψj⟩ = 0, 

⟨δjψj|δiψi⟩ + ⟨δiψi|δjψj⟩ = 2Re[⟨δiψi|δjψj⟩] 

Re[⟨δiψi|ψ⟩⟨ψ|δjψj⟩] = ⟨δiψi|ψ⟩⟨ψ|δjψj⟩ 

y sustituir tales ecuaciones dentro de la ecuación (37),  

dsFS
2 ≈ −∑∑[−

1

2
(⟨δjψj|δiψi⟩ + ⟨δiψi|δjψj⟩) + (⟨δjψj|ψ⟩⟨ψ|δiψi⟩)]

n

i=1

dλidλj

n

j=1

 

≈ −∑∑[−
1

2
(2Re[⟨δiψi|δjψj⟩]) + (Re[⟨δiψi|ψ⟩⟨ψ|δjψj⟩])]

n

i=1

dλidλj

n

j=1

 

≈∑∑Re[⟨δiψi|δjψj⟩ − ⟨δiψi|ψ⟩⟨ψ|δjψj⟩]

n

i=1

dλidλj

n

j=1

, 

se identifica que el primer término dentro de la sumatoria de la ecuación (39) es la parte real 

del tensor cuántico geométrico, de manera que, en notación de Einstein,  

dsFS
2 ≈ Re [𝒬λiλj

ψ
] dλidλj. 

    Consiguientemente, al revisar la ecuación (17) que define la métrica de Fubini-Study ℊpipj
FS ,  

 dsFS
2 = ℊpipj

FS dpidpj, 

se concluye, que, en efecto, 

Re [𝒬λiλj
ψ
] = ℊλiλj

FS . 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 



 

~ 24 ~ 
 

4.2 TCG y la curvatura de Berry 

   De acuerdo con la ecuación (29), la curvatura de Berry se calcula como,  

Ωλμλυ = δλμAυ − δλυAμ, 

tal que Aυ = i⟨ν|δλυνλυ⟩ y Aμ = i⟨ν|δλμνλμ⟩. Por lo tanto, al sustituir los componentes de la 

conexión de Berry dentro de la ecuación (43), 

Ωλμλυ = i⟨δλμνλμ|δλυνλυ⟩  + i⟨ν|δλυλμνλυλμ⟩ − (i⟨δλυνλυ|δλμνλμ⟩  +  i⟨ν|δλμλννλμλυ⟩) 

= i(⟨δλμνλμ|δλυνλυ⟩ − ⟨δλυνλυ|δλμνλμ⟩) = i(⟨δλμνλμ|δλυνλυ⟩ − (⟨δλμνλμ|δλυνλυ⟩)
∗
) 

= i(2i ∗ Im[⟨δλμνλμ|δλυνλυ⟩]) = −2Im[⟨δλμνλμ|δλυνλυ⟩]. 

   A su vez, al considerar que Re[⟨δλμνλμ|ν⟩] = Re[⟨ν|δλυνλυ⟩] = 0, entonces, 

−2 ∗ Im[⟨δλμνλμ|ν⟩⟨ν|δλυνλυ⟩] = 0, 

de manera que al sumar las ecuaciones (44) y (45), 

Ωλμλυ = −2 ∗ Im[⟨δλμνλμ|δλυνλυ⟩ − ⟨δλμνλμ|ν⟩⟨ν|δλυνλυ⟩] = −2 ∗ Im [𝒬λμλν
ψ
]. 

   Por lo tanto, se concluye con la relación entre el tensor cuántico geométrico y la curvatura 

de Berry: 

Im [𝒬λμλν
ψ
] = −

1

2
Ωλμλυ. 

   Hasta el momento, se ha hecho referencia al tensor cuántico geométrico y a los elementos 

que lo conforman. En la siguiente sección, se introducen los temas relacionados con la 

computación cuántica, para construir y desarrollar el algoritmo del TCG bajo el marco de 

referencia del modelo del circuito cuántico.  

 

 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 
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II. Computación cuántica 

   La computación cuántica es el procesamiento de la información que utiliza y aprovecha 

fenómenos cuánticos como la superposición y el entrelazamiento. Por su parte, una 

computadora cuántica está compuesta por un conjunto de cúbits, sobre los cuales se inicializa, 

procesa y extrae información, y tiene el objetivo de solucionar problemas que una 

computadora clásica no puede realizar de manera eficiente. 

1. Modelo del circuito cuántico 

   La estructura más explorada para realizar el procesamiento de información cuántica es el 

modelo del circuito cuántico. En este modelo, una serie de cúbits representan el estado 

cuántico inicial, el cual evoluciona ante la aplicación de una serie de compuertas cuánticas 

que corresponden a una operación unitaria sobre el sistema; a esta operación unitaria se le 

conoce como algoritmo cuántico; finalmente, la información es extraída al realizar la 

medición final de los cúbits [101], como se muestra en la figura 5.  

 

 

Figura 5. Modelo del circuito cuántico. Se compone de un conjunto de cúbits que representan el estado inicial, 

compuertas cuánticas que evolucionan el estado cuántico y un sistema de medición. 

2. Cúbits 

   La unidad de información en la computación clásica es el bit, el cual solo toma uno de dos 

valores, el ‘0’ o el ‘1’. Análogamente, la unidad de información en la computación cuántica 

se conoce como cúbit, el cual es definido como la superposición lineal de dos estados,  

|𝜓⟩ = 𝛼|0⟩  +  𝛽|1⟩ , 

donde 𝛼 y 𝛽 son números complejos tales que |𝛼|2 + |𝛽|2 = 1, y cuyos estados |0⟩ y |1⟩ 

conforman una base ortonormal. Por lo tanto, el cúbit |𝜓⟩ es un estado cuántico contenido en 

(48) 
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un espacio de Hilbert de dos dimensiones [102]. A su vez, posterior a una medición, la 

probabilidad de que el cúbit colapse al estado |0⟩ es de |𝛼|2, mientras que al estado |1⟩, de 

|𝛽|2.  

   Asimismo, dado que la fase global de un sistema cuántico carece de significado físico [103], 

el estado general de un cúbit se expresa como, 

|𝜓⟩  = cos (𝜃/2)|0⟩ + 𝑒𝑖𝜙sin (𝜃/2)|1⟩, 

tal que 𝜃 = {−4𝜋, 4𝜋} y 𝜙 = {−𝜋, 𝜋}. Por su parte, un cúbit también puede ser formulado 

de manera general como la multiplicación de una matriz unitaria 𝑈 ∈ 𝑆𝑈(2) con un estado 

cuántico inicial |𝜓0⟩, como se muestra a continuación [104], 

|𝜓⟩ = 𝑈(𝜃, 𝜙1, 𝜙2)|𝜓0(𝜃0, 𝜙0)⟩. 

2.1. Esfera de Bloch 

   La esfera de Bloch (figura 6) es un instrumento para visualizar geométricamente un cúbit, 

y está definida como una esfera de radio 1 en el espacio tridimensional, tal que los puntos de 

su superficie corresponden a los estados cuánticos de un sistema de dos niveles [105]. 

      De esta manera, el estado de un cúbit está representado por un vector unitario dentro de 

la esfera, llamado vector de Bloch, cuya orientación está dada por los ángulos {𝜃, 𝜙} de la 

ecuación (2). En esta representación, el estado |0⟩ está dado por el vector de Bloch que apunta 

en la dirección z, mientras que el vector que apunta en la dirección contraria  representa el 

estado |1⟩. 

 
Figura 6. Esfera de Bloch cuya superficie representa el conjunto de estados de un cúbit. 

(49) 

(50) 
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2.2. El estado de N cúbits 

  De manera análoga al caso de un solo cúbit, el estado de un conjunto de 𝑁 cúbits está 

determinado por la superposición de 2𝑁 estados cuánticos,  

   |𝜓𝑁−𝑞𝑢𝑏𝑖𝑡𝑠 > = 𝛼0|00…  0 >  + 𝛼1|00…1 >  +⋯+ |1…10 > + 𝛼2𝑁|1…11 >,  

 

de manera que  ∑|𝛼𝑘|
2 = 1, tal que {|00…  0 >, |00…1 >, . . ., |1… 11 >}  es una base 

ortonormal a la que se le conoce como base computacional; por consiguiente, un incremento 

lineal en el número de cúbits incrementa exponencialmente el tamaño del espacio           

cuántico [106]. 

2.3. Entrelazamiento 

   El entrelazamiento es un fenómeno cuántico que retrata el comportamiento de un grupo de 

elementos (partículas, moléculas, cúbits) en el que no se puede describir el estado de cada 

uno de ellos de manera independiente; esto implica que, en el caso de tener, por ejemplo, dos 

fotones entrelazados, la medición del estado cuántico de alguno tiene un efecto inmediato 

sobre el estado del segundo [107].  

    De manera formal, dado un espacio vectorial ℋ𝑛 cuya descomposición tensorial es             

ℋ = ℋ1⊗ℋ2⊗… ⊗ℋ𝑛, tal que |𝜓ℱ⟩ ∈ ℋℱ, se dice que un estado |𝜓⟩ ∈ ℋ es separable 

si se puede descomponer como, 

|𝜓⟩   =  |𝜓1⟩ ⊗ |𝜓2⟩ ⊗ … ⊗ |𝜓𝑛⟩; 

en caso contrario, |𝜓⟩ es un estado entrelazado [108]. 

   Por su parte, el entrelazamiento es crítico en los algoritmos en los que se cree contar con 

una ventaja cuántica, e inclusive, diversos autores consideran que este fenómeno es el que 

permite a la computación cuántica ser más eficiente para la resolución de ciertos        

problemas [109, 110]. 

 

(51) 

N dígitos 

(52) 
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2.4. Estado de dos cúbits 

El estado de dos cúbits, según la ecuación (51), se describe como la superposición de los 

estados cuánticos que conforman la base computacional  {|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩}, 

|𝜓𝑑𝑜𝑠𝑞𝑢𝑏𝑖𝑡𝑠⟩ = 𝑎00|00⟩ + 𝑎10|10⟩ + 𝑎01|01⟩ + 𝑎11|11⟩, 

donde |𝑎00|
2 + |𝑎01|

2 + |𝑎10|
2 + |𝑎11|

2 = 1, de manera que el cuadrado de la amplitud de 

cada uno de los coeficientes complejos {𝑎00, 𝑎01, 𝑎10, 𝑎11} representa la probabilidad de que 

el estado de dos cúbits, al ser medido, colapse al estado correspondiente [111]. 

2.4.1. Estados entrelazados de dos cúbits: estados de Bell 

Un sistema cuántico conformado por dos cúbits (|𝜓1⟩, |𝜓2⟩) presenta entrelazamiento 

siempre que no se pueda describir como |𝜓2⟩ ⊗ |𝜓1⟩. Algunos ejemplos son los estados de 

Bell, que se visualizan en la ecuación (54) y cuentan con máximo grado de           

entrelazamiento [112, 113]. 

|Φ+ > =  
1

√2
(|00 > +|11 >). 

|Φ− > =  
1

√2
(|00 > −|11 >). 

|Ψ+ > =  
1

√2
(|01 > +|10 >). 

|Ψ+ > =  
1

√2
(|01 > −|10 >). 

 

 

 

 

(53) 

(54) 
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2.4.2. Concurrencia y estados entrelazados 

   En el caso del sistema cuántico de dos cúbits, la concurrencia es una de las medidas que 

indica el grado de entrelazamiento; se formula como [114], 

𝐶𝑜𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 (|𝜓𝑑𝑜𝑠𝑐ú𝑏𝑖𝑡𝑠 >)  =  | < 𝜓𝑑𝑜𝑠𝑐ú𝑏𝑖𝑡𝑠|�̃�𝑑𝑜𝑠𝑐ú𝑏𝑖𝑡𝑠 > |, 

tal que, 

|�̃�𝑑𝑜𝑠𝑐ú𝑏𝑖𝑡𝑠 > =  −𝑎11
∗ |00 > +𝑎10

∗ |01 > +𝑎01
∗ |10 > +𝑎00

∗ |11 >. 

Consiguientemente, mediante las ecuaciones (53), (55) y (56), se define la concurrencia 

como, 

𝐶𝑜𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 (|𝜓𝑑𝑜𝑠𝑐ú𝑏𝑖𝑡𝑠 >) =  |2𝑎01
∗ 𝑎10

∗ − 2𝑎00
∗ 𝑎11

∗ |, 

de manera que adquiere un valor de uno si un sistema cuántico cuenta con máximo grado de 

entrelazamiento (como en el caso de los estados de Bell que se presentan en la sección 

anterior), o de cero, si el sistema es un estado separable como los elementos de la base 

computacional [115]. 

2.5. Cúbits ancilla 

   Dentro del área de algoritmos cuánticos, los cúbits que reproducen el estado cuántico que 

se desea estudiar o evolucionar, se conocen como cúbits del sistema |𝜓𝑠 >. En adición, un 

conjunto extra de cúbits, llamados cúbits ancilla |𝜓𝑎 >, puede ser introducido para asistir el 

estudio o la evolución cuántica de los cúbits del sistema [116, 117].  

    Entre sus aplicaciones se encuentra la ampliación del espacio de Hilbert de los cúbits del 

sistema, para realizar operaciones cuánticas que no pueden ejecutarse de otra forma; a su vez, 

pueden ser utilizados para conocer información sobre el estado de un conjunto de cúbits sin 

la necesidad de realizar una medición sobre estos últimos [118].  

3. Compuertas cuánticas 

   Un sistema cuántico cerrado, como lo es un conjunto de cúbits (siempre que no tenga 

interacción con el ambiente), sólo puede evolucionar de manera unitaria. En el modelo del 

circuito cuántico, el estado conformado por un conjunto de cúbits es manipulado y 

(55) 

(56) 

(57) 
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transformado por compuertas cuánticas, que se representan matemáticamente por medio de 

matrices unitarias [118, 119]. 

3.1. Matrices unitarias 𝑼(𝒏) 

   Las matrices unitarias 𝑈(𝑛) son una clase de matrices cuadradas que tienen la propiedad 

de que al actuar sobre un espacio vectorial 𝑉𝑛, conservan la norma de los vectores así como 

el ángulo entre ellos. Formalmente, se cumple que, 

𝑈(𝑛) 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑎𝑟𝑖𝑎 ↔ 𝑈𝑈∗ = 𝐼𝑛, 

donde 𝑈∗ es la matriz traspuesta conjugada de 𝑈 mientras que 𝐼𝑛 es la matriz identidad de 

dimensión n [120]; si además, det(𝑈(𝑛)) = 1, a la matriz se le conoce como unitaria especial 

𝑆𝑈(𝑛), tal que cualquier matriz unitaria se puede describir como, 

𝑈(𝑛) = 𝑒𝑖𝜙𝑆𝑈(𝑛), 

3.2. Compuerta cuántica de N cúbits 

   Una compuerta cuántica 𝒬 que evoluciona el estado de N cúbits |𝜓𝑁⟩ se representa por una 

matriz unitaria 𝑈𝒬(𝑁), de manera que posterior a la aplicación de la compuerta, el estado   de 

los cúbits está dado por 𝑈𝒬|𝜓𝑁⟩. Asimismo, cualquier compuerta cuántica 𝒬 puede ser 

descompuesta por una serie de compuertas que actúan únicamente en uno o en dos            

cúbits [121], lo que facilita la implementación física de los algoritmos cuánticos. En las 

subsecuentes secciones, se presentan las principales compuertas de uno y dos cúbits. 

3.3. Compuertas cuánticas de 1 cúbit 

   Una compuerta cuántica general 𝐺 que actúa sobre un único cúbit está descrita por una 

matriz unitaria 𝑈𝐺(2), dada de manera general como, 

𝑈𝐺(2) = 𝑒
𝑖𝜙𝑆𝑈𝐺(2) = 𝑒

𝑖𝜙 (
𝑒𝑖𝑎cos(

𝜃

2
) −𝑒−𝑖𝑏sin (

𝜃

2
)

𝑒𝑖𝑏sin(
𝜃

2
) 𝑒−𝑖𝑎cos (

𝜃

2
)
), 

𝑛 ∈ ℕ, (58) 

𝜙 ∈ ℝ. (59) 

(60) 
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tal que 𝜃 ∈  (0, 4𝜋) y 𝑎, 𝑏, 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋) [122]. A continuación, se describen las compuertas 

cuánticas de un cúbit que se utilizaron en este trabajo.  

 

Figura 7. Compuerta cuántica G que actúa sobre un cúbit |𝜓 >. El estado del cúbit posterior a la transformación 

unitaria está dado por  𝐺|𝜓 >. 

3.3.1. Compuerta NOT 

   La compuerta NOT, que también se conoce como compuerta X, está dada por la matriz 

unitaria [123], 

𝑁𝑂𝑇 ≡ 𝑋 = (
0 1
1 0

), 

cuyo efecto es el de invertir el estado de un cúbit, de manera que 

𝑁𝑂𝑇|0 > = |1 >, 

𝑁𝑂𝑇|1 > = |0 >. 

3.3.2. Compuerta Hadamard 

   La compuerta Hadamard es una de las compuertas de un cúbit más utilizadas para realizar 

algoritmos cuánticos, ya que realiza un mapeo de las bases computacionales hacia una 

superposición de estados con igual probabilidad de ocupación; está definida matricialmente 

como [123], 

𝐻 =
1

√2
(
1 1
1 −1

), 

cuyo efecto sobre las bases computacionales se muestra en la ecuación (64). 

𝐻|0 > =  
1

√2
(|0 > +|1 >), 

𝐻|1 > =  
1

√2
(|0 > −|1 >). 

 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 
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3.3.3. Compuerta RX 

   Previamente, se definió a la esfera de Bloch en la sección 2.1 como una herramienta de 

visualización en la que la orientación del vector de Bloch indica el estado de un cúbit; por lo 

tanto, la rotación del vector de Bloch es en sí una transformación unitaria. La compuerta 

cuántica que corresponde a la rotación del vector sobre el eje X de la esfera de Bloch se 

conoce como RX (𝜃𝑥), y está definida matricialmente como [123],  

RX (𝜃𝑥) =  (
cos (

𝜃𝑥
2
) −𝑖 𝑠𝑖𝑛 (

𝜃𝑥
2
)

−𝑖 𝑠𝑖𝑛 (
𝜃𝑥
2
) cos (

𝜃𝑥
2
)

), 

de manera que el ángulo de rotación alrededor del eje x está dado por 𝜃𝑥 2⁄ , como se aprecia 

a continuación en la figura 8. 

 
Figura 8. Rotación del vector |𝜓𝑜⟩ en un ángulo de 𝜃𝑥 2⁄  alrededor del eje x de la esfera de Bloch. El estado 

cuántico posterior a la rotación es |𝜓′⟩ = 𝑅𝑥(𝜃𝑥)|𝜓𝑜⟩. 

3.3.4. Compuerta RY 

   Consiguientemente, la rotación del vector de Bloch en un ángulo de 𝜃𝑦 2⁄  alrededor del eje 

y, está dada por la compuerta cuántica RY(𝜃𝑦 2⁄ ), cuya representación matricial se muestra 

a continuación [123], 

RY(𝜃𝑦 2⁄ ) =  (
cos (

𝜃𝑦

2
) −𝑠𝑖𝑛(

𝜃𝑦

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝜃𝑦

2
) cos (

𝜃𝑦

2
)
),     

𝜃𝑧 ∈ (0, 4𝜋), (65) 

𝜃𝑦 ∈ (0, 4𝜋). (66) 
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3.3.5. Compuerta RZ 

   Asimismo, la rotación del vector de Bloch alrededor del eje z de la esfera de Bloch, en un 

ángulo de 𝜃𝑧 2⁄ , está dada por la compuerta cuántica RZ(𝜃𝑧 2⁄ ), definida matricialmente 

como [113], 

RZ(𝜃𝑧 2⁄ ) =  (
𝑒−𝑖(

𝜃𝑧
2
) 0

0 𝑒𝑖(
𝜃𝑧
2
)
), 

3.3.6. Compuerta de fase 𝑷𝒉 

   La compuerta Ph(𝛿) se utiliza para agregar una fase al estado de un cúbit, tal que   

Ph(𝛿)|𝜓 > ≔ 𝑒𝑖𝛿|𝜓 >. La definición matricial de la compuerta de fase se describe a 

continuación [123], 

Ph(𝛿) =  𝑒𝑖𝛿 (
1 0
0 1

), 

3.3.7. Compuerta 𝑺† 

   La compuerta 𝑆† es otra de las compuertas que agregan una fase al estado de un cúbit |𝜓⟩ =

𝓌0|0⟩ +𝓌1|1⟩, de manera que 𝑆†|𝜓⟩ = 𝓌0|0⟩ + 𝑒
𝑖(−𝜋 2⁄ )𝓌1|1⟩. Esta compuerta se 

visualiza matricialmente como [124],  

𝑆† = (
1 0
0 −𝑖

). 

3.3.8. Compuerta general de un cúbit 

   Es posible descomponer cualquier compuerta G de un cúbit con tres compuertas de rotación 

(RZ, RY, RZ) y una compuerta de fase Ph(𝛿). Al tomar como definición de una compuerta 

general la ecuación (60), la compuerta G está dada por [125], 

G(𝑎, 𝑏, 𝜃, 𝜙) = Ph(𝜙) ∙ RZ(𝑏 − 𝑎) ∙ RY(𝜃) ∙ RZ(−𝑎 − 𝑏), 

que se representa en el modelo cuántico se indica en la figura 9. 

 

Figura 9. Compuerta general de un cúbit en el modelo del circuito cuántico. 

𝜃𝑧 ∈ (0, 4𝜋). (67) 

𝛿 ∈ (0, 2𝜋). (68) 

(69) 

(70) 
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   Es importante hacer la observación de que el orden de las compuertas es inverso al 

comparar la ecuación (70) y el circuito de la figura 9, debido a que en el modelo del circuito 

cuántico, el orden en el que actúan una serie de compuertas es de izquierda a derecha. 

3.4. Compuertas cuánticas de 2 cúbits 

   Para implementar un algoritmo cuántico sólo es necesario contar con compuertas de uno o 

dos cúbits. Las compuertas cuánticas de dos cúbits están definidas por matrices del grupo 

𝑈(4), y ofrecen la posibilidad de crear entrelazamiento entre un conjunto de bits cuánticos. 

Entre las principales se encuentran la CNOT, las compuertas controladas, y la compuerta 

SWAP. A continuación, se presentan las compuertas de múltiples cúbits que se emplearon 

en este trabajo. 

3.4.1. Compuerta CNOT 

   La compuerta CNOT es la compuerta de dos cúbits más utilizada; la razón detrás es por la 

posibilidad de componer cualquier algoritmo cuántico a través de compuertas generales de 

un cúbit y compuertas CNOT [126]. Esta compuerta actúa sobre dos cúbits, el cúbit de control 

y el cúbit target, como se muestra a continuación en la figura 10. 

 

Figura 10. Compuerta CNOT. Se muestra el cúbit de control |𝜓𝑐⟩ y el cúbit target |𝜓𝑡⟩. El estado del cúbit 

de control determina si la compuerta NOT es aplicada sobre el cúbit target. 

   El funcionamiento de la compuerta es de la siguiente manera. Si el cúbit de control está en 

el estado |1⟩, el cúbit target sufre una transformación unitaria equivalente a la aplicación de 

una compuerta NOT; en el caso de que el cúbit de control se encuentre en el estado |0⟩ , el 

cúbit target no experimenta ninguna transformación [126]. La acción de la compuerta se 

visualiza en la ecuación (71), 
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CNOT[(𝛼|0𝑐 > +𝛽|1𝑐 >)⊗ |0 >𝑡] ≔ 𝛼|0𝑐0𝑡 > +𝛽|1𝑐1𝑡 >, 

donde 𝛼, 𝛽 ∈  ℂ. Consiguientemente, la matriz unitaria que corresponde a la compuerta 

CNOT se muestra a continuación [127], 

CNOT =  (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

). 

3.4.2. Compuertas controladas 

   Una compuerta cuántica que actúa sobre dos cúbits recibe el nombre de compuerta 

controlada (CG) si el estado de uno de los cúbits (cúbit de control) indica la probabilidad con 

la que se aplica determinada compuerta G al segundo de los cúbits (cúbit target). El estado 

del cúbit de control que activa la ejecución de la compuerta G puede definirse como |0⟩ (se 

indica con un círculo sin rellenar) o |1⟩ (circulo rellenado), tal como se muestra en la        

figura 11. 

 
Figura 11. Compuertas controladas. a) La compuerta tiene un estado de activación de uno en el cúbit de control 

|𝜓𝑐⟩. b) El estado de activación es de cero. 

   Consiguientemente, el efecto de una compuerta controlada CG sobre un par de cúbits, dada 

una compuerta general G(𝑎, 𝑏, 𝜃) y un estado de activación de |1⟩ en el cúbit de control, se 

observa a continuación, 

CG|1>(𝑎, 𝑏, 𝜃)[ 𝑎00|00 > + 𝑎01|01 >  + 𝑎10|10 > + 𝑎11|11 >] = 

 

mientras que, si el estado de activación es el |0 >, el estado cuántico queda definido como, 

(71) 

(72)

<< 

= 𝑎00|00 > + 𝑎01|01 > + 𝑎10|1 > ⨂G(𝑎, 𝑏, 𝜃)|0 > +𝑎11|1 > ⨂G(𝑎, 𝑏, 𝜃)|1 >, 

 

(73) 
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CG|0>(𝑎, 𝑏, 𝜃)[ 𝑎00|00 > + 𝑎01|01 >  + 𝑎10|10 > + 𝑎11|11 >] = 

   A su vez, la matriz unitaria que describe la acción de la compuerta controlada de dos cúbits 

CG(𝑎, 𝑏, 𝜃) es mostrada subsecuentemente [128]: 

 

3.4.2.1. Compuertas controladas con N cúbits de control 

   Para realizar algoritmos cuánticos más complejos, es necesario contar con más de un cúbit 

de control en una compuerta controlada; la compuerta solo tendrá efecto en el cúbit target si 

el estado de los cúbits de control es el adecuado. En la figura 12, se visualiza una compuerta 

con dos cúbits de control. 

 

Figura 12. Compuerta controlada con dos cúbits de control. La compuerta sólo tendrá efecto en el cúbit target 

si los cúbits de control se encuentran en el estado |11⟩. 

𝑎00|0 > ⨂G(𝑎, 𝑏, 𝜃)|0 > +𝑎01|0 > ⨂G(𝑎, 𝑏, 𝜃)|1 > +𝑎10|10 > +𝑎11|11 >. 

 

(74) 

CG|1>(𝑎, 𝑏, 𝜃) ≔

(

 
 

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 𝑒𝑖𝑎cos(
𝜃

2
) −𝑒−𝑖𝑏sin (

𝜃

2
)

0 0 𝑒𝑖𝑏sin(
𝜃

2
) 𝑒−𝑖𝑎cos (

𝜃

2
) )

 
 
, 

 

CG|0>(𝑎, 𝑏, 𝜃) ≔

(

 
 

𝑒𝑖𝑎cos (
𝜃

2
) −𝑒−𝑖𝑏 sin (

𝜃

2
) 0 0

𝑒𝑖𝑏sin (
𝜃

2
) 𝑒−𝑖𝑎 cos (

𝜃

2
) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1)

 
 
. 

 

(75) 

(76) 
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   Asimismo, la matriz unitaria que corresponde a una compuerta controlada CG con n cúbits 

de control, está dada como [129], 

(

 
 
 
 

1 0 … 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
… 0 … 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 𝐺11 𝐺12
0 0 0 0 0 𝐺21 𝐺22)

 
 
 
 

, 

tal que 𝐺11, 𝐺12, 𝐺21 𝑦 𝐺22 son las componentes matriciales de la compuerta cuántica G. 

3.4.3. Compuerta general de 𝑵 cúbits 

   Una compuerta general de 𝑁 cúbits es una compuerta capaz evolucionar un estado cuántico 

de 𝑁 cúbits |𝜓𝑛⟩ hacia cualquier otro estado |𝜓𝑛
′ ⟩. Además, se representa por una matriz 

unitaria 𝑈(2𝑁) con 2𝑁 parámetros reales linealmente independientes, de manera que el 

número de parámetros crece de manera exponencial con el número de cúbits; por ejemplo, 

una compuerta cuántica de dos cúbits cuenta con 16 parámetros linealmente       

independientes [130]. 

   Por otro lado, en la sección 3.2 se mencionó que cualquier algoritmo cuántico, incluida una 

compuerta de N cúbits, se puede componer con compuertas de uno y dos cúbits; sin embargo, 

el número de compuertas necesarias crece exponencialmente con respecto al número N de 

cúbits [131]. 

3.5. Operaciones cuánticas no unitarias 

   Hasta ahora, únicamente se ha mencionado sobre la posibilidad de realizar operaciones 

unitarias. No obstante, se ha demostrado que es posible aplicar operaciones no unitarias a un 

conjunto de cúbits que se encuentra dentro de un sistema cuántico más extenso. Esto se logra 

a través de la adición de cúbits ancilla, o con la ampliación del espacio de Hilbert en el que 

se define el conjunto de cúbits [132]. 

(77) 
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   La importancia de esta clase de transformaciones radica en que a través de operaciones no 

unitarias, es posible solucionar una variedad más amplia de problemas, e incluso se piensa 

que la resolución eficiente de problemas NP requiere de este grupo de operaciones [133]. 

Algunos de los trabajos que incluyen operaciones cuánticas no unitarias son el algoritmo 

realizado por Viyuela et al. para observar la fase de Uhlmann a través de cúbits 

superconductores [134], la simulación de sistemas cuánticos abiertos realizada por              

Chang et al. [135], o el algoritmo cuántico de búsqueda diseñado por Zakaria [136]. 

3.5.1. Ejemplo de una operación cuántica no unitaria 

   Considérese el circuito cuántico que se muestra a continuación en la figura 13, 

 

Figura 13. Circuito cuántico que realiza una operación no unitaria sobre el cúbit |0⟩𝑆. P y Q son compuertas 

de un cúbit. 

en donde P y Q son compuertas de un cúbit; consiguientemente, el estado de los dos cúbits 

previo a la medición del cúbit A está dado por, 

1

2
 (|0⟩𝐴(P + Q)|0⟩𝑆 + |1⟩𝐴(P − Q)|0⟩𝑆), 

tal que se presentan dos posibilidades después de medir: si el cúbit A colapsa al estado |0⟩, 

el cúbit S se encuentra en el estado (P + Q)|0⟩; por otra parte, si colapsa al estado |1⟩, el 

segundo cúbit evoluciona al estado (P − Q)|0⟩. En la mayoría de los casos, las matrices de 

transformación (P + Q) y (P − Q) no son unitarias dado que P, Q ∈ U(2), por lo que en 

ambas posibilidades, el cúbit S experimenta una operación no unitaria [137]. 

3.6. Algoritmo cuántico para el cálculo del valor esperado de un operador no unitario 

   Realizar operaciones cuánticas no unitarias no es algo trivial; no obstante, Somma et al. 

publican en el 2002 un algoritmo cuántico para calcular el valor esperado de un operador no 

(78) 



 

~ 39 ~ 
 

unitario ⟨𝜓|𝑆 O|𝜓⟩
𝑆
, siempre que el operador O pueda ser descrito como una suma ponderada 

de matrices unitarias [138], 

O =∑𝜌𝑖

2𝑚

𝑖=1

U𝑖
†V𝑖 , 

donde U𝑖 , V𝑖 ∈ U(𝑛), y 𝜌𝑖 ∈  ℝ
+.  

   El circuito cuántico correspondiente requiere de dos conjuntos de cúbits; el primero está 

conformado por  𝑚 + 1 cúbits ancilla, mientras que el segundo está dado por 𝑛 cúbits que 

contienen la información del estado |𝜓⟩
𝑆
. Los pasos para implementar el algoritmo diseñado 

por Somma et al. se presentan a continuación [138, 139]: 

1. Calcular la constante 𝒩𝑐, definida como, 

𝒩𝑐 =∑𝜌𝑖

2𝑚

𝑖

. 

2. Aplicar una compuerta Hadamard al primer cúbit ancilla |0⟩𝑀, llamado cúbit de 

medición. 

3. Implementar la compuerta P𝑐, tal que, 

P𝑐 (|0⟩𝐴1⊗
|0⟩𝐴2 …⊗

|0⟩𝐴𝑚) =  

√
𝜌1
𝒩𝑐
|00…0⟩𝐴 +√

𝜌2
𝒩𝑐
|00…1⟩𝐴 +⋯+√

𝜌𝑚
𝒩𝑐
|11…1⟩𝐴. 

4. Inicializar el estado del sistema, 

|𝜓⟩𝑆 =|𝜓⟩𝑆1
⊗ |𝜓⟩

𝑆2
…⊗ |𝜓⟩

𝑆𝑚
. 

5. Implementar las compuertas controladas CU1, CU2, … , CUn, así como 

CV1, CV2, … , CVn. 

6. Aplicar una segunda compuerta Hadamard al cúbit de medición. 

7. Medir el valor esperado 〈2𝜎+〉 en el cúbit de medición1. Después de un número 

polinomial de mediciones, se cumple que,  

𝒩𝑐 ∗ 〈2𝜎+〉 ≅ ⟨𝜓|𝑆 O|𝜓⟩
𝑆
. 

(79) 

(80) 

(81) 

(82) 

(83) 

1 Para realizar la medición del valor esperado complejo 〈2𝜎+〉 = 〈𝜎𝑥〉 + 𝑖〈𝜎𝑦〉 de un cúbit, se mide en la base 

𝜎𝑥 para calcular la parte real y posteriormente en la base 𝜎𝑦 para la imaginaria. 
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   Consecuentemente, en la figura 14 se presenta el circuito cuántico correspondiente para 

calcular ⟨𝜓|𝑆 O|𝜓⟩
𝑆
. 

 
Figura 14. Algoritmo cuántico para calcular el valor esperado de un operador que puede ser no unitario, tal que 

⟨𝜓|𝑆 O|𝜓⟩
𝑆
= 𝒩〈2𝜎+〉. El cúbit M es el cúbit de medición, los cúbits 𝐴𝑖 hacer referencia a los ancilla y los 

cúbits 𝑆𝑖 a los del sistema.  

4. Medición de un cúbit 

   En el modelo del circuito cuántico, la extracción de información de una computadora 

cuántica se realiza por medio de la medición del estado de los cúbits [140]. El símbolo que 

representa esta operación se muestra a continuación en la figura 15. 

Figura 15. Símbolo en el modelo del circuito cuántico que indica la medición de un cúbit. 

   Por su parte, la mecánica cuántica dicta que al medir el estado de un cúbit |𝜓𝑞⟩, solo se 

puede discernir entre dos estados que conforman una base ortonormal 𝑢𝑏 = {|𝑢⟩,|𝑢
⊥⟩}. Por 

otro lado, el estado de un cúbit se puede expresar como la combinación lineal de los 

elementos de cualquier base ortonormal de ℋ2 [141], 

|𝜓⟩ = 𝓂1|𝑢⟩ +𝓂2|𝑢
⊥⟩, 𝑚1,𝑚2 ∈  ℂ, (84) 
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tal que, posterior a una medición en la base 𝑢𝑏, el estado |𝑢⟩ es medido con una probabilidad 

de |𝑚1|
2, mientras que el estado |𝑢⊥⟩ con una probabilidad de |𝑚2|

2. 

   Así pues, el tipo de medición que más se utiliza en el modelo del circuito cuántico es en la 

base computacional, denotada por {|0⟩, |1⟩}, en donde |0⟩ [|1⟩] se refiere al estado alineado 

al eje z positivo [negativo] de la esfera de Bloch, de manera que [142], 

𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑟 |0⟩ = |⟨0|𝜓⟩|2, 

𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑟 |1⟩ = |⟨1|𝜓⟩|2. 

   Por otra parte, realizar mediciones en bases diferentes a las computacionales puede tener 

sus ventajas y aplicaciones, por lo que se presentan algunas alternativas.  

4.1. Medición de un cúbit en diferentes bases 

   Dado el estado de un cúbit descrito por las bases computacionales |𝜓⟩ = 𝛼1|0⟩ + 𝛽1|1⟩, y 

dada una base ortonormal en ℋ2,  {|𝑏⟩,|𝑏⊥⟩}, existe una matriz unitaria U𝑏, tal que [143], 

U𝑏|𝜓⟩ = 𝛼1U𝑏|0⟩ + 𝛽1U𝑏|1⟩ = 𝛼1|𝑏⟩ + 𝛽1|𝑏
⊥⟩, 

en donde U𝑏 se construye como, 

U𝑏 = |𝑏⟩⟨0| + |𝑏
⊥⟩⟨1|, 

tal que,  

U𝑏|0⟩ = |𝑏⟩, 

U𝑏|1⟩ = |𝑏
⊥⟩. 

   De esta manera, la medición del estado |𝜓⟩ en la base {|𝑏⟩,|𝑏⊥⟩} es equivalente a la 

medición en las bases computacionales del estado U𝑏
†|𝜓⟩, como se observa a continuación en 

la ecuación (89). 

|⟨𝑏|𝜓⟩|2 = |(⟨0|U𝑏
†⟩)|𝜓⟩|

2
= |⟨0|(U𝑏

†|𝜓⟩)|
2
, 

|⟨𝑏⊥|𝜓⟩|2 = |(⟨1|U𝑏
†⟩)|𝜓⟩|

2
= |⟨1|(U𝑏

†|𝜓⟩)|
2
. 

(85) 

(86) 

(87) 

(88) 

(89) 
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   Por otra parte, la mayoría de las computadoras cuánticas sólo cuentan con la capacidad de 

realizar mediciones en la base computacional, por lo que para medir en otras bases, se debe 

introducir una transformación auxiliar U𝑏, como se muestra en la figura 16. 

 
Figura 16. Circuito cuántico para medir un cúbit en la base {|𝑏⟩,|𝑏⊥⟩}. La compuerta U𝑏

†
 está determinada por 

{|𝑏⟩,|𝑏⊥⟩}. 

4.1.1. Medición en la base X 

   La base ortonormal 𝑋: {𝜓𝑥
+, 𝜓𝑥

−}, dada por los eigenvectores de la matriz de Pauli 𝜎𝑥,  

𝜓𝑥
+ =

1

√2
(
1
1
) , 𝜓𝑥

− =
1

√2
(
1
−1
),  

cuenta con una matriz unitaria asociada U𝑏𝑥,  

U𝑏𝑥 =
1

√2
(
1 1
1 −1

), 

de manera que se cumple que U𝑏𝑥
† = H. Por lo tanto, el circuito cuántico para medir el 

estado de un cúbit |𝜓⟩ en la base 𝑋 se compone de en la figura 17, en donde la medición 

final se realiza en las bases computacionales. 

 
Figura 17. Circuito cuántico para medir un cúbit en la base 𝑋. 

4.1.2. Medición en la base Y 

   Por su parte, la base ortonormal 𝑌: {𝜓𝑦
+, 𝜓𝑦

−}, que se compone por los eigenvectores de la 

matriz de Pauli 𝜎𝑦 , 

𝜓𝑦
+ =

1

√2
(
1
𝑖
) , 𝜓𝑦

− =
1

√2
(
1
−𝑖
),  

tiene una matriz asociada U𝑏𝑦, 

U𝑏𝑦 =
1

√2
(
1 1
1 −1

), 

(90) 

(91) 

(92) 

(93) 
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tal que U𝑏𝑦 = H ∙ S
†; por lo tanto, es posible medir un estado |𝜓⟩ en la base 𝑌 a través del 

circuito cuántico que se muestra en la figura 18. La medición final se efectúa en las bases 

computacionales. 

 
Figura 18. Circuito cuántico para medir un cúbit en la base 𝑌.    

   De esta manera, se ha hecho referencia a la mayoría de los temas y conceptos relacionados 

con este trabajo. A continuación se presenta el  capítulo de metodología, en donde se indican 

los procedimientos con los que se diseñaron los algoritmos cuánticos para calcular el TCG 

de los dos modelos físicos propuestos. 
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Capítulo III: Metodología 

En este capítulo, se discuten los métodos que se llevaron a cabo para diseñar un conjunto de 

algoritmos cuánticos con el objetivo de calcular el tensor cuántico geométrico (TCG) de dos 

sistemas físicos: el sistema de un cúbit con rotaciones genéricas, y el sistema de dos cúbits 

con entrelazamiento.  

   Como primera parte, se establecieron los modelos respectivos de cada sistema. Las 

rotaciones genéricas de un cúbit se representaron como una compuerta cuántica general; por 

su parte, el sistema de dos cúbits se definió como el circuito cuántico compuesto por una 

compuerta general de un cúbit, en conjunto de una compuerta controlada genérica de dos 

cúbits, cuya función fue la de inducir entrelazamiento en el sistema. El circuito se visualiza                               

en la figura 19 dentro de la sección de metodología: modelo de dos cúbits con 

entrelazamiento. 

   Con base en los circuitos mencionados en el párrafo anterior, se determinaron las matrices 

unitarias 𝑈𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜(𝜌), así como los parámetros 𝜌 = {𝜌1, 𝜌2, … , 𝜌𝑛} que describen cada 

modelo cuántico, y que a su vez precisan el espacio paramétrico de cada sistema; con esta 

información, se establecieron los valores esperados2, 

〈𝑂𝜌𝑖〉 = ⟨0|𝑈𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜
† 𝜕𝜌𝑖𝑈𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜|0⟩, 

〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗 〉 = ⟨0|(𝜕𝜌𝑖𝑈𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜)
†
𝜕𝜌𝑗𝑈𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜|0⟩, 

con los que se calcularon analíticamente las componente 𝓂,𝓃 del 𝑇𝑄𝐺𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 de la forma, 

(𝑇𝑄𝐺𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜)𝑚,𝑛 = 〈𝑂𝜌𝑚𝜌𝑛 〉 − (〈𝑂𝜌𝓂〉)
†
〈𝑂𝜌𝑛〉. 

      Consecuentemente, se realizó el cálculo del 𝑇𝑄𝐺𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 vía computación cuántica, que 

consistió en la cuantificaron a través de algoritmos cuánticos de los valores esperados que se 

definieron en la ecuación (94). No obstante, cabe señalar  que el diseño de los algoritmos no 

2 En esta sección, 𝜕𝜌𝑈 indica la derivada de la matriz 𝑈 con respecto a 𝜌. 

 

(95) 

𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 ∈ {𝜌}, 𝑖 ≤ 𝑗, (94) 
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es trivial, dado que los gradientes de 𝑈𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜 no son unitarios, y por consecuencia, los 

operadores {𝑂𝜌𝑖 , 𝑂𝜌𝑖,𝜌𝑗} tampoco lo son. 

   Por consiguiente, los operadores {𝑂𝜌𝑖 , 𝑂𝜌𝑖,𝜌𝑗} se descompusieron como una suma 

ponderada de matrices unitarias 𝑂 = ∑𝛼𝑠𝑈𝑠, 𝛼𝑠 ∈ ℝ,  con lo que se diseñó un conjunto de 

algoritmos cuánticos por medio del esquema propuesto por Somma et al. [138] (sección 3.6 

del marco teórico), para calcular los valores esperados que se mencionan en la ecuación (94).  

   Posteriormente, los circuitos cuánticos se optimizaron para minimizar el número de 

compuertas. A su vez, se utilizaron en su mayoría compuertas cuánticas de rotación (RX, 

RY, RZ), y sus respectivas controladas, para facilitar la implementación de los algoritmos. 

   Los circuitos fueron implementados en la interfaz de computación cuántica IBM Quantum 

Lab, a través del kit de desarrollo de software de computación cuántica Qiskit, en su versión 

0.24.1. Consiguientemente, se ejecutaron los algoritmos en el simulador de computación 

cuántica de IBM, QasmSimulator, así como en la computadora cuántica de siete cúbits, 

IBM_Lagos3. Por su parte, cada algoritmo se ejecutó 20000 veces; en las primeras 10000 se 

midió en la base 𝜎𝑥, y en las restantes en la base 𝜎𝑦, con lo que se calcularon las partes real 

e imaginaria de los valores esperados correspondientes. 

Finalmente, se calculó el TCG de cada modelo cuántico con los valores esperados que se 

computaron a través de la ejecución de los algoritmos, y por último, se comparó de manera 

cualitativa la similitud entre los valores teóricos del TCG con los que se obtuvieron por la 

vía de la computación cuántica, con el fin de evaluar los algoritmos. A continuación, se 

muestran los desarrollos específicos de  cada modelo. 

1.  Modelo de un cúbit con rotaciones genéricas 

   El modelo de un cúbit genérico es descrito por la matriz unitaria 𝑈1𝑞, 

𝑈1𝑞 = (
𝑒𝑖𝑎cos(

𝜃

2
) −𝑒−𝑖𝑏sin (

𝜃

2
)

𝑒𝑖𝑏sin(
𝜃

2
) 𝑒−𝑖𝑎cos (

𝜃

2
)
), (96) 

3 La computadora cuántica IBM_Lagos cuenta con tiempos de coherencia medios 𝑇1: 123.36 𝜇𝑠, 𝑇2: 74.42 𝜇𝑠, 
y un tiempo medio de compuerta de 330.67 𝑛𝑠. 
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cuyos tres parámetros 𝜌1𝑞 = {𝑎, 𝑏, 𝜃} determinan la dirección del vector de Bloch y por ende 

el estado del cúbit. Dado el número de parámetros, se estableció un espacio paramétrico de 

tres dimensiones, y se definieron los nueve valores esperados (〈𝑂𝜌𝑖〉, 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗 〉 , 𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 ∈

{𝜌1𝑞}, 𝑖 ≤ 𝑗) para encontrar el 𝑇𝐶𝐺1𝑞 de este modelo físico. Posteriormente, cada uno de los 

operadores 𝑂𝜌𝑖 , 𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗  se describieron como una suma ponderada de matrices unitarias, como 

se detallan en la tabla 1. 

Tabla 1. Descomposición de los operadores {𝑂𝜌𝑖 , 𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗 } como una suma ponderada de 

matrices unitarias para el caso de un cúbit con rotaciones genéricas.  

Operador  𝑂 = ∑𝛼𝑠𝑈𝑠  

𝑈†𝜕𝑎𝑈 
1

2
𝑈†[𝑅𝑧(−2𝑎 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃) + 𝑅𝑧(−2𝑎 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃) ] 

𝑈†𝜕𝑏𝑈 
1

2
𝑈†[𝑅𝑧(2𝑏)𝑅𝑥(−𝜃) + 𝑅𝑧(2𝑏)𝑅𝑥(𝜃 − 2𝑏)] 

𝑈†𝜕𝜃𝑈 
1

2
𝑈†[𝑅𝑧(𝑏 − 𝑎 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃)𝑅𝑧(𝜂)] 

𝜕𝑎𝑈
†𝜕𝑎𝑈 

1

4
(𝑅𝑦(2𝜃) + 𝑅𝑦(−2𝜃) + 2𝐼) 

𝜕𝑏𝑈
†𝜕𝑏𝑈 

1

4
(𝑅𝑥(2𝜃 + 2𝜋) + 𝑅𝑦(−2𝜃 − 2𝜋) + 2𝐼) 

𝜕𝜃𝑈
†𝜕𝜃𝑈 

1

4
𝐼 

𝜕𝑎𝑈
†𝜕𝑏𝑈 

1

4
[𝑅𝑦(𝜃)𝑅𝑧(𝛾)𝑅𝑥(−𝜃) + 𝑅𝑦(𝜃)𝑅𝑧(𝛾)𝑅𝑥(𝜃 − 2𝜋) + 𝑅𝑦(−𝜃)𝑅𝑧(𝛾)𝑅𝑥(−𝜃)

+ 𝑅𝑦(−𝜃)𝑅𝑧(𝛾)𝑅𝑥(𝜃 − 2𝜋)] 

𝜕𝑎𝑈
†𝜕𝜃𝑈 

1

4
[𝑅𝑦(𝜃)𝑅𝑧(𝜙)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃)𝑅𝑧(𝜂) +   𝑅𝑦(−𝜃)𝑅𝑧(𝜙)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃)𝑅𝑧(𝜂)] 

𝜕𝑏𝑈
†𝜕𝜃𝑈 

1

4
[𝑅𝑥(𝜃)𝑅𝑧(𝜂)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃)𝑅𝑧(𝜂) +  𝑅𝑥(−𝜃 − 2𝜋)𝑅𝑧(𝜂)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃)𝑅𝑧(𝜂)] 

  

   De esta manera, con la información de la tabla 1 se diseñaron nueve algoritmos cuánticos, 

uno por cada valor esperado, los cuales se implementaron en la interfaz de IBM Quantum 

Lab. Los parámetros 𝑎 = 𝜋/4, 𝑏 = 𝜋/6, se mantuvieron constantes, mientras que 𝜃 se varío 

de 0 a 4𝜋 con incrementos de (2 25⁄ )𝜋. De esta forma, se calculó el tensor cuántico 

geométrico de un cúbit con rotaciones genéricas en función del parámetro 𝜃, a partir de los 

Tabla 1.  La matriz identidad de dimensión 2 está dada por 𝐼2. Por su parte, 𝑈 = 𝑈1𝑞; 𝜕𝜌𝑈1𝑞 = 𝜕𝑈1𝑞/𝜕𝜌; 𝜙 =

𝑎 + 𝑏; 𝛾 = 2𝜙 + 𝜋; 𝜂 = −𝑎 − 𝑏 − 𝜋;   
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valores esperados que se obtuvieron por medio de la ejecución de los circuitos en 

QasmSimulator, y se compararon los resultados con los valores teóricos del tensor cuántico. 

   Por último, se estudió el desempeño de los algoritmos sobre la componente del tensor 

𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏) en el caso de: a) variar el número de mediciones4 (shots), b) cambiar el valor de 

los parámetros 𝑎 y 𝑏, c) ejecutar los algoritmos en la computadora cuántica IBM_Lagos. 

2.  Modelo de dos cúbits con entrelazamiento 

   El modelo particular de dos cúbits con entrelazamiento que se estudió en esta tesis se 

definió con base en el circuito cuántico que se muestra en la figura 19, 

 
Figura 19. Sistema de dos cúbits con entrelazamiento parametrizado por los ángulos 𝑎1, 𝑏1, 𝜃1, 𝑎2, 𝑏2, 𝜃2. 

donde 𝑈1 es una compuerta general de un cúbit con parámetros 𝑎1, 𝑏1, 𝜃1, y 𝐶𝑈2 es una 

compuerta controlada genérica parametrizada por 𝑎2, 𝑏2, 𝜃2, de manera que la matriz unitaria 

que especifica este modelo cuántico está dada por, 

𝑈2𝑞 = 𝐶𝑈2(𝑈1⊗ 𝐼2) = 

=

(

 
 
 

𝑒𝑖𝑎1cos(
𝜃1
2
) 0 −𝑒−𝑖𝑏1sin (

𝜃1
2
) 0

0 𝑒𝑖𝑎1cos(
𝜃1
2
) 0 −𝑒−𝑖𝑏1sin (

𝜃1
2
)

𝑒𝑖(𝑎2+𝑏1)cos(
𝜃2
2
) sin (

𝜃1
2
) −𝑒𝑖(−𝑏2+𝑏1)sin (

𝜃2
2
)sin (

𝜃1
2
) 𝑒𝑖(𝑎2−𝑎1)cos(

𝜃2
2
)cos (

𝜃1
2
) −𝑒−𝑖(𝑏2+𝑎1)sin (

𝜃2
2
)cos (

𝜃1
2
)

𝑒𝑖(𝑏2+𝑏1)sin(
𝜃2
2
) sin (

𝜃1
2
) 𝑒𝑖(−𝑎2+𝑏1)cos (

𝜃2
2
)sin (

𝜃1
2
) 𝑒𝑖(𝑏2−𝑎1)sin(

𝜃2
2
) cos (

𝜃1
2
) 𝑒−𝑖(𝑎2+𝑎1)cos (

𝜃2
2
)cos (

𝜃1
2
) )

 
 
 
, 

tal que 𝐼2 es la matriz identidad de dimensión dos; consiguientemente, se precisaron los 

parámetros del sistema cuántico, 𝜌2𝑞 = {𝑎1,  𝑏1, 𝜃1, 𝑎2, 𝑏2, 𝜃2}, y con base en la ecuación 

(94), se establecieron los 27 valores esperados necesarios para calcular el tensor cuántico 

geométrico del sistema de dos cúbits con entrelazamiento (𝑇𝐶𝐺2𝑞). 

   Posteriormente, los operadores correspondientes (𝑂𝜌𝑖 , 𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗 , 𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 ∈ {𝜌2𝑞}, 𝑖 ≤ 𝑗) se 

descompusieron como una suma ponderada de matrices unitarias  descritas en  la tabla 2, la 

(97) 

4Al número de mediciones que se realiza sobre un algoritmo cuántico se conoce como número de shots. 
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cual muestra la descomposición unitaria únicamente de las derivadas de 𝑈2𝑞 (para ver la 

descomposición explícita de los operadores, véase el Anexo 1).  

Tabla 2. Descomposición de las derivadas de 𝑈2𝑞 como suma ponderada de matrices 

unitarias para el caso de dos cúbits con entrelazamiento. 

Derivadas 𝜕𝜌𝑈2𝑞 =∑𝛼𝑠𝑈𝑠 

𝜕𝑎1𝑈2𝑞 
1

2
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2] + 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝑏1𝑈2𝑞 
1

2
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2] + 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝜃1𝑈2𝑞 
1

2
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(𝑏1 − 𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃1)𝑅𝑧(𝜂1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝑎2𝑈2𝑞 
1

2
[(𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑏2𝑈2𝑞 
1

2
[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝜃2𝑈2𝑞 

1

2
[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋

− 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

Tabla 2. La notación 𝜕𝜌𝑈2𝑞 indica la derivada parcial de 𝑈2𝑞 con respecto al parámetro 𝜌; 𝐼2, 𝐼4, 𝑃ℎ2, 𝑃ℎ4 

hacen referencia a las matrices identidad y de fase de dimensiones dos y cuatro; a su vez, 𝜂1 = −𝑎1 − 𝑏1 − 𝜋; 
𝜂2 = −𝑎2 − 𝑏2 − 𝜋. 

   De esta forma, se diseñaron 27 algoritmos cuánticos a través del esquema descrito por 

Somma et al. [97], cada uno para calcular un determinado valor esperados (〈𝑂𝜌𝑖〉, 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗〉 ,

𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 ∈ {𝜌2𝑞}, 𝑖 ≥ 𝑗). Asimismo, los circuitos se implementaron en IBM Quantum Lab, y se 

ejecutaron de manera que se varío el parámetro 𝜃1 de 0 a 4𝜋 en incrementos de 𝜋/5; mientras 

tanto, los parámetros 𝑎1 = 𝜋/4, 𝑏1 = 𝜋/6, 𝑎2 = 𝜋/7, 𝑏2 = 2𝜋/3, 𝜃2 = 𝜋/3, se mantuvieron 

constantes. 

   Posteriormente, se calculó el tensor cuántico geométrico del sistema de dos cúbits con 

entrelazamiento en función del parámetro 𝜃1, a partir de los valores esperados que se 

obtuvieron por vía de la computación cuántica, y se compararon estos resultados con los 

valores teóricos del tensor. 

   A su vez, se visualizó el rendimiento de los algoritmos cuánticos sobre el cálculo de la 

componente del tensor 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝑏1) en los siguientes casos: a) modificación de los valores 
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de los parámetros 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2. b) variación del número de shots o experimentos de 

medición. Por último, se analizó la posible  relación  de algún elemento de la  métrica y la 

curvatura con la concurrencia del sistema cuántico en este modelo.  

   En el siguiente capítulo, se  detallan los algoritmos cuánticos que se diseñaron para calcular 

el tensor cuántico geométrico de uno y dos cúbits, así como los resultados que se obtuvieron 

al ejecutar los circuitos cuánticos en el simulador de computación cuántica QasmSimulator 

y en la computadora cuántica real IBM_Lagos. 
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Capítulo IV: Resultados y discusión 

En este capítulo se  presenta el cálculo del tensor cuántico geométrico en dos modelos: el 

modelo genérico de rotación de un cúbit, y el modelo de un estado particular de dos cúbits 

con entrelazamiento. El tensor cuántico geométrico se calculó de manera analítica, y 

posteriormente, a través de la ejecución de algoritmos cuánticos para su comparación. 

1. Modelo de un cúbit con rotaciones genéricas 

   Es posible describir el estado general de un cúbit |𝜓𝑞⟩  como la multiplicación de una matriz 

SU (2) por un estado inicial |𝜓𝑞0⟩. Dicha matriz unitaria está dada por, 

𝑈1𝑞 = (
𝑒𝑖𝑎cos(

𝜃

2
) −𝑒−𝑖𝑏sin (

𝜃

2
)

𝑒𝑖𝑏sin(
𝜃

2
) 𝑒−𝑖𝑎cos (

𝜃

2
)
), 

tal que los parámetros 𝑎, 𝑏 𝑦 𝜃 definen el estado del cúbit. Dado que 𝑈1𝑞 depende de tres 

parámetros independientes, el tensor cuántico geométrico asociado (𝑇𝐶𝐺1𝑞) es un tensor de 

rango dos y dimensión tres, de manera que el elemento del tensor 𝑇𝐶𝐺1𝑞 (𝑖, 𝑗) corresponde a 

los parámetros 𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 , donde 𝑝1 = 𝑎, 𝑝2 = 𝑏, 𝑦 𝑝3 = 𝜃. 

1.1 Calculo teórico del 𝑻𝑪𝑮𝟏𝒒 

   El cálculo de la parte real del tensor cuántico geométrico 𝑇𝐶𝐺1𝑞 del modelo de un cúbit 

genérico que se caracteriza por la matriz unitaria 𝑈1𝑞, se muestra a continuación, 

𝑅𝑒(𝑇𝐶𝐺1𝑞) =
1

4
(
𝑠𝑖𝑛2(𝜃) −𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 0

−𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 0
0 0 1

), 

   mientras que la componente imaginaria del tensor cuántico geométrico está dada por, 

𝐼𝑚 (𝑇𝐶𝐺1𝑞) =
1

4
(

0 0 sin (𝜃)
0 0 −sin (𝜃)

−sin (𝜃) sin (𝜃) 0
). 

(98) 

(99) 

(100) 
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1.2 Algoritmos cuánticos para calcular el 𝑻𝑪𝑮𝟏𝒒 

  Se calculó el 𝑇𝐶𝐺1𝑞 dentro del marco de referencia de la computación cuántica y el modelo 

del circuito cuántico. Se presentan a continuación los algoritmos cuánticos que se diseñaron 

para calcular los nueve valores esperados (〈𝑂𝜌𝑖〉, 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗 〉 , 𝜌𝑖, 𝜌𝑗 ∈ {𝑎, 𝑏, 𝜃}, 𝑖 ≤ 𝑗) necesarios 

para calcular las nueve componentes del TCG correspondiente. Los algoritmos que se 

presentan ya han sido simplificados para disminuir el número de compuertas cuánticas y por 

ende, el tiempo de ejecución. La implementación de los algoritmos en Qiskit está referida en 

los anexos 2-10. 

1.2.1 Algoritmos cuánticos para calcular 〈𝑶𝒂〉, 〈𝑶𝒃〉, 〈𝑶𝜽〉 

   Los algoritmos cuánticos que se diseñaron para calcular los valores esperados 〈𝑂𝑎〉 =

〈0|𝑈1𝑞
† 𝜕𝑎𝑈1𝑞|0〉, 〈𝑂𝑏〉 = 〈0|𝑈1𝑞

† 𝜕𝑏𝑈1𝑞|0〉, y 〈𝑂𝜃〉 = 〈0|𝑈1𝑞
† 𝜕𝑏𝑈1𝑞|0〉, se muestran  en la 

figura 20, 

 
Figura 20. Algoritmos cuánticos para calcular los valores esperados: a) 〈𝑂𝑎〉, b) 〈𝑂𝑏〉, c) 〈𝑂𝜃〉, del sistema 

cuántico de un cúbit. La letra M indica que el cúbit es el de medición, la A que es un cúbit ancilla, y la S que el 

cúbit corresponde al sistema del que se busca calcular el tensor cuántico geométrico.  
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en donde se aprecian tres tipos de cúbits; los cúbits M, que representan los cúbits de medición, 

y sobre los cuales se extrajo la información para calcular los valores esperados; los cúbits A𝑖, 

que hacen alusión a los cúbits ancilla, los cuales permiten realizar operaciones cuánticas no 

unitarias; y los cúbits S𝑖, que hacen referencia al sistema cuántico que se estudia.  

   A su vez, se visualiza un esquema similar entre los circuitos 〈𝑂𝑎〉 y 〈𝑂𝑏〉; ambos circuitos 

utilizan un cúbit ancilla, y cada uno involucra cinco compuertas cuánticas. La razón detrás 

de su semejanza radica en que ambos operadores fueron descompuestos como suma de dos 

matrices unitarias; en contraste, 𝑂𝜃 es en sí es unitario, y por lo tanto cuenta con un circuito 

menos complejo que no necesita de cúbits ancilla. 

1.2.2 Algoritmos cuánticos para calcular 〈𝑶𝒂𝒂〉, 〈𝑶𝒃𝒃〉, 〈𝑶𝜽𝜽〉 

   Se presentan en la figura 21 los circuitos cuánticos para calcular 〈𝑂𝑎𝑎〉 =

〈0|𝜕𝑎𝑈1𝑞
† 𝜕𝑎𝑈1𝑞|0〉, y 〈𝑂𝑏𝑏〉 = 〈0|𝜕𝑏𝑈1𝑞

† 𝜕𝑏𝑈1𝑞|0〉. Se observa que cada algoritmo cuenta con 

dos cúbits ancilla, como consecuencia de que ambos operadores fueron descompuestos como 

suma de cuatro matrices unitarias. Por otro lado, estos circuitos están compuestos por menos 

compuertas cuánticas que los algoritmos respectivos para calcular 〈𝑂𝑎〉 y 〈𝑂𝑏〉, aunque estos 

últimos cuenten con una menor cantidad de cúbits como se mostró en la figura 20. 

 
Figura 21. Algoritmos cuánticos para calcular los valores esperados: a) 〈𝑂𝑎𝑎〉, b) 〈𝑂𝑏𝑏〉, del sistema cuántico 

de un cúbit 𝑈1𝑞 . Ambos circuitos cuentan con dos cúbits ancilla y con cuatro compuertas cuánticas. 

   Por su parte, no fue necesario diseñar un circuito para calcular el valor esperado         

〈𝑂𝜃𝜃〉 = 〈0|𝜕𝜃𝑈1𝑞
† 𝜕𝜃𝑈1𝑞|0〉, pues cuenta con un valor constante de 1 4⁄  como se mencionó 

en la tabla 1 dentro del capítulo de Metodología: modelo de un cúbit genérico. 
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1.2.3 Algoritmos cuánticos para calcular 〈𝑶𝒂𝒃〉, 〈𝑶𝒂𝜽〉, 〈𝑶𝒃𝜽〉  

   Posteriormente, en la figura 22 se presentan los algoritmos cuánticos que se diseñaron para 

calcular los valores esperados 〈𝑂𝑎𝑏〉 = 〈0|𝜕𝑎𝑈1𝑞
† 𝜕𝑏𝑈1𝑞|0〉, 〈𝑂𝑎𝜃〉 = 〈0|𝜕𝑎𝑈1𝑞

† 𝜕𝜃𝑈1𝑞|0〉, y 

〈𝑂𝑏𝜃〉 = 〈0|𝜕𝑏𝑈1𝑞
† 𝜕𝜃𝑈1𝑞|0〉, 

 
Figura 22. Algoritmos cuánticos para calcular los valores esperados: a) 〈𝑂𝑎𝑏〉, b) 〈𝑂𝑎𝜃〉, c) 〈𝑂𝑏𝜃〉, del sistema 

cuántico de un cúbit 𝑈1𝑞.  

en donde se observan circuitos más complejos que los previos, dado que los operadores 𝑂𝑎𝑏, 

𝑂𝑎𝜃, y 𝑂𝑏𝜃 están compuestos por la multiplicación de dos gradientes con respecto a diferentes 

parámetros. Con estos nueve algoritmos, fue posible calcular la parte real e imaginaria de los 

valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖〉, 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗 〉 , 𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 ∈ {𝑎, 𝑏, 𝜃}, 𝑖 ≥ 𝑗, y por ende, las nueve componentes 

del 𝑇𝐶𝐺1𝑞 (a través de la ecuación (95)), cuyos resultados  de ejecución se muestran en la 

siguiente sección. 



 

~ 54 ~ 
 

1.3 Cálculo del tensor cuántico geométrico 𝑻𝑪𝑮𝟏𝒒 por medio de la ejecución de 

algoritmos cuánticos 

   En la figura 23 se presentan las partes real e imaginaria de las componentes del tensor 

cuántico geométrico 𝑇𝐶𝐺1𝑞 que se obtuvieron por la vía de la computación cuántica, así como 

los respectivos valores teóricos del tensor; ambos se muestran en función de 𝜃. 

 

 
Figura 23. Tensor cuántico geométrico del sistema genérico de un cúbit en función del parámetro 𝜃. Se 

visualizan los valores que se obtuvieron de manera teórica, y por vía de la computación cuántica 

(QasmSimulator), de cada una de las nueve componentes: a) 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑎), b) 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏), c) 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝜃), d) 

𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑏, 𝑎), e) 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑏, 𝑏), f) 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑏, 𝜃), g) 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝜃, 𝑎), h) 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝜃, 𝑏), i) 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝜃, 𝜃). Los parámetros 

restantes, 𝑎 = 𝜋/4, 𝑏 = 𝜋/6, se mantuvieron constantes.  
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   De esta manera, se visualiza en la figura 23 que los resultados que se obtuvieron por medio 

de la ejecución de los algoritmos cuánticos en el simulador de computación cuántica 

QasmSimulator reproducen correctamente el comportamiento de la parte real e imaginaria 

de las componentes del tensor cuántico geométrico, para el sistema de un cúbit genérico.  

   A su vez, el cálculo teórico del 𝑇𝐶𝐺1𝑞 (ecuaciones (99)-(100)) indica que el valor de los 

parámetros 𝑎 y 𝑏 no tienen injerencia sobre las componentes del tensor; para comprobar que 

los algoritmos son consistentes con esto último, en las figuras 24a y 24b se exhibe la 

componente 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏) con  diferentes valores de 𝑎 y 𝑏; se visualiza que los resultados son 

equivalentes, y por lo tanto, los algoritmos son coherentes con el cálculo teórico del 𝑇𝐶𝐺1𝑞. 

 
Figura 24. Componente 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏) del tensor cuántico geométrico con distintos valores de los parámetros a 

y b: a) 𝑎 = 𝜋 4⁄ , 𝑏 = 𝜋 6⁄ ; 𝑏) 𝑎 = −𝜋 3⁄ , 𝑏 = 𝜋 2⁄ . 

   En la figura 25 se aprecia el efecto que tiene el número de shots (cantidad de mediciones 

que se realizaron por algoritmo cuántico) sobre el cálculo del tensor cuántico geométrico. En 

este caso, se visualiza que al realizar entre 5000 a 10000 mediciones por algoritmo, se 

obtienen buenos resultados; por su parte, alrededor de 1000 mediciones surgen discrepancias 

de hasta ± 0.1 en la componente del tensor 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏),  las cuales son significativas dado 

que el rango de valores es de ± 0.25; aun así, es posible relacionar los valores teóricos con 

los que se obtuvieron por la vía de la computación cuántica. Finalmente, una cantidad de 
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shots de 100 produce resultados que aparentan ser aleatorios; por lo tanto, la cantidad óptima 

de mediciones por algoritmo para obtener información sobre el tensor cuántico geométrico 

está en el rango de los miles de mediciones. 

 

Figura 25. Cálculo de la componente del tensor 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏) a diferentes números de shots por algoritmo 

cuántico. Cantidad de shots: a) 10,000; b) 5,000; c) 1,000; d) 100. 

   Por último, en las figuras 26 y 27 se exhiben los valores de la componente real e imaginaria 

de 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏), a partir de la ejecución de los algoritmos en la computadora cuántica 

IBM_Lagos. 
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   De esta manera, se visualiza que en ambos casos los resultados no se ajustan con los valores 

teóricos del tensor. Por un lado, el valor de la parte real del 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏) emula correctamente 

la existencia y la ubicación de los mínimos y los máximos que se obtuvieron a través del 

cálculo analítico, como se observa en la figura 26; sin embargo, para aproximadamente la 

mitad de los valores de 𝜃1 el error relativo oscila entre 50-100 %, y por lo tanto resulta 

complicado reconstruir el tensor cuántico geométrico a partir de los valores que se calcularon 

en la computadora IBM_Lagos. 

 
Figura 26. Cálculo de la parte real de la componente del tensor cuántico geométrico 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏) para el sistema 

de un cúbit, a través de la ejecución de los algoritmos en la computadora cuántica IBM_Lagos. 

   Por su parte, los resultados de la parte imaginaria del 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏) que se distinguen en la 

figura 27 fueron menos favorable; los valores se alejan demasiado del cero, tal que el 80 % 

de los puntos cuentan con un valor absoluto mayor a 0.05. Esta cantidad, aunque en un 

principio pequeña, es significativa, dado que el valor máximo que se puede obtener para la 

componente 𝐼𝑚[𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏)] es de 0.25. 
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Figura 27. Cálculo de la parte imaginaria de la componente del tensor cuántico geométrico 𝑇𝐶𝐺1𝑞(𝑎, 𝑏) para 

el sistema de un cúbit, a través de la ejecución de los algoritmos en la computadora cuántica IBM_Lagos. 

   Aun así, cabe mencionar que el diseño de los algoritmos cuánticos no es en sí la causa de 

las discrepancias entre los valores teóricos del tensor y los que se cuantificaron en 

IBM_Lagos. Como se muestra  en las figuras 23-25, la ejecución de los algoritmos en 

QasmSimulator produjo resultados que reproducen correctamente el tensor cuántico 

geométrico. Por lo tanto, el origen detrás de la disparidad que se muestra en las figuras 26 y 

27 reside en errores inherentes de la computadora cuántica IBM_Lagos. De acuerdo con 

Aseguinolaza et al. (2023), las computadoras cuánticas actuales son imperfectas, y cuentan 

con varios errores en el proceso de cálculo [144]. Estos errores aparecen en la inicialización de 

los cúbits, en el accionar de cada compuerta cuántica, e inclusive, en el momento de la 

medición. Dichos errores se van acumulando hasta que los resultados pierden significado, 

como se observa en  la figura 27.  

   No obstante, se hace notar que cuando 𝜃 adquiere valores cercanos a ±2𝜋, la precisión 

incrementa tanto para la parte real como la parte imaginaria; por lo tanto, los errores no son 
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sistemáticos, y tienen dependencia con respecto al valor de los parámetros. En adición, Shi y 

Malaney (2023) reportaron una fidelidad de la computadora cuántica IBM_Lagos apenas 

superior a 0.60 [145]; en su trabajo, lograron aumentar la fidelidad en un 15 %, a través de 

técnicas de mitigación de errores. Por lo tanto, las discrepancias que se visualizan en las 

figuras 26-27 son naturales dado el paradigma actual de las computadoras cuánticas, y se 

pueden disminuir a través de la implementación de algoritmos de corrección de errores, o del 

progreso en las técnicas de control de cúbits. 
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2. Modelo de dos cúbits con entrelazamiento 

   El modelo particular de dos cúbits con entrelazamiento que está basado en el circuito 

cuántico de la figura 28, 

 
Figura 28. Sistema de dos cúbits con entrelazamiento parametrizado por los ángulos 𝑎1, 𝑏1, 𝜃1, 𝑎2, 𝑏2, 𝜃2. 

en donde 𝑈1 y 𝑈2 son dos compuertas genérica, y cuyo estado cuántico está definido como, 

        |𝜓2𝑞⟩ = 𝑒
𝑖𝑎1 cos

𝜃1
2
|00⟩ + (0)|01⟩ + 𝑒𝑖(𝑎2+𝑏1) cos

𝜃2
2
sin
𝜃1
2
|10⟩ + 𝑒𝑖(𝑏2+𝑏1) sin

𝜃1
2
sin
𝜃2
2
|11⟩, 

el cual, a su vez está descrito por la matriz unitaria 𝑈2𝑞, 

𝑈2𝑞 = 𝐶𝑈2(𝑈1⊗ 𝐼2) = 

=

(

 
 
 

𝑒𝑖𝑎1cos(
𝜃1
2
) 0 −𝑒−𝑖𝑏1sin (

𝜃1
2
) 0

0 𝑒𝑖𝑎1cos(
𝜃1
2
) 0 −𝑒−𝑖𝑏1sin (

𝜃1
2
)

𝑒𝑖(𝑎2+𝑏1)cos(
𝜃2
2
) sin (

𝜃1
2
) −𝑒𝑖(−𝑏2+𝑏1)sin (

𝜃2
2
)sin (

𝜃1
2
) 𝑒𝑖(𝑎2−𝑎1)cos(

𝜃2
2
)cos (

𝜃1
2
) −𝑒−𝑖(𝑏2+𝑎1)sin (

𝜃2
2
)cos (

𝜃1
2
)

𝑒𝑖(𝑏2+𝑏1)sin(
𝜃2
2
) sin (

𝜃1
2
) 𝑒𝑖(−𝑎2+𝑏1)cos (

𝜃2
2
)sin (

𝜃1
2
) 𝑒𝑖(𝑏2−𝑎1)sin(

𝜃2
2
) cos (

𝜃1
2
) 𝑒−𝑖(𝑎2+𝑎1)cos (

𝜃2
2
)cos (

𝜃1
2
) )

 
 
 
, 

tal que  𝑈2𝑞|00⟩ = |𝜓2𝑞⟩, de manera que los parámetros 𝜌2𝑞 = {𝑎1, 𝑏1, 𝜃1, 𝑎2, 𝑏2, 𝜃2} 

especifican el estado del sistema; como consecuencia de la cantidad de parámetros, el tensor 

cuántico geométrico respectivo, 𝑇𝐶𝐺2𝑞, es un tensor de dimensión seis y rango dos, tal que 

el elemento del tensor 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑖, 𝑗) corresponde a los parámetros 𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 , donde 𝜌1 = 𝑎1, 𝜌2 =

𝑏1, 𝜌3 = 𝜃1, 𝜌4 = 𝑎2, 𝜌5 = 𝑏1, y 𝜌6 = 𝜃2. 

2.1 Cálculo teórico del 𝑻𝑪𝑮𝟐𝒒 

   A continuación, se muestra los valores del tensor cuántico geométrico 𝑇𝐶𝐺2𝑞 que se 

calcularon analíticamente, de manera que las matrices de tres por tres, 𝑇𝐶𝐺2𝑞
11, 𝑇𝐶𝐺2𝑞

12, 

𝑇𝐶𝐺2𝑞
21, 𝑇𝐶𝐺2𝑞

22, componen el tensor, 

𝑇𝐶𝐺2𝑞 = (
𝑇𝐶𝐺2𝑞

11 𝑇𝐶𝐺2𝑞
12

𝑇𝐶𝐺2𝑞
21 𝑇𝐶𝐺2𝑞

22), 

(101) 

(103) 

(102) 
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tal que la parte real del 𝑇𝐶𝐺2𝑞 está dada por 5,  

𝑅𝑒[𝑇𝐶𝐺2𝑞
11] =

1

8
(

2𝑠𝑖𝑛2(𝜃1) −2𝑠𝑖𝑛2(𝜃1) 0

−2𝑠𝑖𝑛2(𝜃1) 2𝑠𝑖𝑛2(𝜃1) 0

0 0 2

) ≅ 𝑅𝑒[𝑇𝐶𝐺1𝑞], 

𝑅𝑒[𝑇𝐶𝐺2𝑞
12] =

1

8
(

−𝑠𝑖𝑛2(𝜃1)(𝑐𝑜𝑠(𝜃2) + 1) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃1)(𝑐𝑜𝑠(𝜃2) − 1) 0

𝑠𝑖𝑛2(𝜃1)(𝑐𝑜𝑠(𝜃2) + 1) −𝑠𝑖𝑛2(𝜃1)(𝑐𝑜𝑠(𝜃2) − 1) 0

0 0 0

), 

𝑅𝑒[𝑇𝐶𝐺2𝑞
21] = [𝑅𝑒[𝑇𝐶𝐺2𝑞

12]]
T

, 

𝑅𝑒[𝑇𝐶𝐺2𝑞
22] = 

1

8

(

 
 
8 [𝑐𝑜𝑠2 (

𝜃2
2
) 𝑠𝑖𝑛2 (

𝜃1
2
) − 𝑐𝑜𝑠4 (

𝜃2
2
) 𝑠𝑖𝑛4 (

𝜃1
2
)] −2𝑠𝑖𝑛4 (

𝜃1
2
) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃2) 0

−2𝑠𝑖𝑛4 (
𝜃1
2
) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃2) 8 [𝑐𝑜𝑠2 (

𝜃2
2
) 𝑠𝑖𝑛2 (

𝜃1
2
) − 𝑐𝑜𝑠4 (

𝜃2
2
) 𝑠𝑖𝑛4 (

𝜃1
2
)] 0

0 0 1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜃1))

 
 
, 

 

mientras que la parte imaginaria del tensor cuántico geométrico se describe como,  

𝐼𝑚[𝑇𝐶𝐺2𝑞
11] =

1

8
(

0 0 2 sin(𝜃1)

0 0 −2 sin(𝜃1)

−2 sin(𝜃1) 2 sin(𝜃1) 0

) ≅ 𝐼𝑚[𝑇𝐶𝐺1𝑞], 

𝐼𝑚[𝑇𝐶𝐺2𝑞
12] =

1

8
(

0 0 0

0 0 0

𝑠𝑖𝑛(𝜃1)(cos(𝜃2) + 1) −𝑠𝑖𝑛(𝜃1)(cos(𝜃2) − 1) 0

), 

𝐼𝑚[𝑇𝐶𝐺2𝑞
21] = − [𝐼𝑚[𝑇𝐶𝐺2𝑞

21]]
T

, 

𝐼𝑚[𝑇𝐶𝐺2𝑞
22] =

1

8
(

0 0 −𝑠𝑖𝑛(𝜃2)(cos(𝜃1) − 1)

0 0 𝑠𝑖𝑛(𝜃2)(cos(𝜃1) − 1)

𝑠𝑖𝑛(𝜃2)(cos(𝜃1) − 1) −𝑠𝑖𝑛(𝜃2)(cos(𝜃1) − 1) 0

), 

5 La notación 𝐴T representa la matriz traspuesta de 𝐴. 

 

(104) 

(105) 

(106) 

(107) 

(108)

<0 

(109) 

(110) 

(111) 
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en donde se observa que la componente 𝑇𝐶𝐺2𝑞
11 es equivalente al tensor cuántico 

geométrico del caso de un cúbit. La razón detrás es que en los valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖〉, 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗〉, 

(𝜌𝑖, 𝜌𝑗 ∈ {𝑎1, 𝑏1, 𝜃1 }, 𝑖 ≤ 𝑗), las componentes de los operadores relacionadas con la 

compuerta 𝐶𝑈2 se cancelan, y por lo tanto 𝑇𝐶𝐺2𝑞
11 depende únicamente de la matriz unitaria 

genérica 𝑈1, que emula al caso de un cúbit genérico. A su vez, se comprueba en las 

ecuaciones (103)-(111) que la parte real e imaginaria del tensor cuántico geométrico es 

simétrica y antisimétrica respectivamente, de acuerdo con las referencias [67], [68], y [93], 

y con las secciones (2.4.2.2) y (3.2) del marco teórico. 

   A continuación, se presentan los algoritmos que se diseñaron para calcular las componentes 

del tensor cuántico geométrico de dos cúbits con entrelazamiento por la vía de la 

computación cuántica. 

2.2 Algoritmos cuánticos para calcular el 𝑻𝑪𝑮𝟐𝒒 

   El tensor cuántico geométrico de dos cúbits con entrelazamiento se computó a través de la 

de la ecuación (95) y de la ejecución de 27 algoritmos cuánticos, cada uno para calcular uno 

de los valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖〉, 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗〉 , 𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 ∈ {𝜌2𝑞}, 𝑖 ≤ 𝑗. Los algoritmos cuánticos se 

dividieron en cinco categorías, dependiendo de si los parámetros 𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 corresponden a la 

compuerta cuántica 𝑈1 o 𝐶𝑈2. 

2.2.1 Algoritmos cuánticos para calcular 〈𝑶𝝆𝒊〉, 〈𝑶𝝆𝒊𝝆𝒋〉, 𝝆𝒊, 𝝆𝒋 ∈ {𝒂𝟏, 𝒃𝟏, 𝜽𝟏} 

   Los algoritmos cuánticos para calcular los nueve valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖〉 =

〈0|𝑈2𝑞
† 𝜕𝜌𝑖𝑈2𝑞|0〉, 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗〉 = 〈0|𝜕𝜌𝑗𝑈2𝑞

† 𝜕𝜌𝑖𝑈2𝑞|0〉, 𝜌𝑖, 𝜌𝑗 ∈ {𝑎1, 𝑏1, 𝜃1} son equivalentes a los 

algoritmos que se presentaron para el modelo de un cúbit genérico. Aunque en un principio, 

los circuitos que se diseñaron para este caso fueron más complejos, con  hasta ocho 

compuertas de dos cúbits controladas según el modelo de Somma. et al [148], después de 

simplificar los algoritmos los resultados fueron equivalentes a los de la sección 1.2. De esta 

manera, se presenta en la figura 29 el circuito cuántico para calcular el valor esperado      

〈𝑂𝑎1〉, y se visualiza su equivalencia con el circuito para calcular 〈𝑂𝑎〉 que se expuso en la 

figura 20a. 
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Figura 29. Circuito cuántico para calcular 〈𝑂𝑎1〉. El circuito se visualiza equivalente al de la figura 20a. 

2.2.2 Algoritmos cuánticos para calcular 〈𝑶𝝆𝒊〉, 𝝆𝒊 ∈ {𝒂𝟐, 𝒃𝟐, 𝜽𝟐} 

   En la figura 30 se presenta el esquema que se utilizó para el diseño de los tres algoritmos 

para calcular los valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖〉 = 〈0|𝑈2𝑞
† 𝜕𝜌𝑖𝑈2𝑞|0〉, tal que los parámetros 𝜌𝑖 ∈

{𝑎2, 𝑏2, 𝜃2} corresponden a la compuerta 𝐶𝑈2.  

 
Figura 30. Algoritmo cuántico para calcular 〈𝑂𝜌𝑖〉. Las compuertas V1 y V2 dependen de 𝜌𝑖. 

   Asimismo, las compuertas cuánticas V1 y V2 dependen del parámetro en cuestión 𝜌𝑖, y se 

construyen a partir de la descomposición unitaria de las derivadas 𝜕𝜌𝑖𝑈2𝑞, que se mostraron 

en la tabla 2 del capítulo de metodología. A continuación, se especifican en la tabla 3 las 

compuertas cuánticas V1 y V2 en dependencia del parámetro 𝜌𝑖. 

Tabla 3. Compuertas cuánticas V1, V2. 

𝜌𝑖 V1 V2 

𝑎2 𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2) 

𝑏2 𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2) 

𝜃2 𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) 
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2.2.3 Algoritmos cuánticos para calcular 〈𝑶𝝆𝒊𝝆𝒋〉, 𝝆𝒊, 𝝆𝒋 ∈ {𝒂𝟐, 𝒃𝟐, 𝜽𝟐}, 𝒊 ≥ 𝒋. 

   Posteriormente, en la figura 31 se ilustra el esquema de los seis algoritmos cuánticos que 

se diseñaron para calcular los valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗〉 = 〈0|𝜕𝜌𝑖𝑈2𝑞
† 𝜕𝜌𝑗𝑈2𝑞|0〉, tal que 

𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 ∈ {𝑎2, 𝑏2, 𝜃2}, 𝑖 ≤ 𝑗.  

 

Figura 31. Algoritmo cuántico para calcular los valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗〉, 𝜌𝑖 , 𝜌𝑗 ∈ {𝑎2, 𝑏2, 𝜃2}, 𝑖 ≥ 𝑗. 

   A su vez, las compuertas cuánticas V1, y V2 que se visualizan en el circuito cuántico de la 

figura 31 dependen de la selección del parámetro 𝜌𝑖 , y son referidas en la tabla 3. Por su 

parte, las compuertas V3 y V4 dependen de 𝜌𝑗, cuya equivalencia se presenta  en la              

tabla 4. 

Tabla 4. Compuertas cuánticas V3, V4. 

𝜌𝑗 V3 V4 

𝑎2 𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2) 

𝑏2 𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2) 

𝜃2 𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) 

 

2.2.4 Algoritmos cuánticos para calcular 〈𝑶𝝆𝒊𝝆𝒋〉, 𝝆𝒊, ∈ {𝒂𝟐, 𝒃𝟐, 𝜽𝟐}, 𝝆𝒋, ∈ {𝒂𝟏, 𝒃𝟏} 

   Consiguientemente, en la figura 32 se exhibe el diseño de los algoritmos cuánticos para 

calcular 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗〉 = 〈0|𝜕𝜌𝑖𝑈2𝑞
† 𝜕𝜌𝑗𝑈2𝑞|0〉, tal que 𝜌𝑖 ∈ {𝑎2, 𝑏2, 𝜃2}, 𝜌𝑗 , ∈ {𝑎1, 𝑏1}. El esquema 

es parecido al algoritmo de la figura 31, pero con la adición de una compuerta controlada 
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𝐶𝑈2. La parte izquierda del circuito hace referencia a 𝜕𝜌𝑖𝑈2𝑞
†

, mientras que la                     

derecha a 𝜕𝜌𝑗𝑈2𝑞. 

 
Figura 32. Algoritmo cuántico para calcular los valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖𝜌𝑗〉, 𝜌𝑖 , ∈ {𝑎2, 𝑏2, 𝜃2}, 𝜌𝑗 , ∈ {𝑎1, 𝑏1}. 

 

   Por su parte, las compuertas V1 y V2 están dadas en dependencia del parámetro 𝑝𝑖, de la 

misma manera que en el circuito de la figura 32, y como se indica en la tabla 3. De igual 

forma, la composición de las compuertas V5 y V6 se presenta en la tabla 5, de acuerdo con  

en el parámetro 𝜌𝑗 en cuestión. 

                            Tabla 5. Compuertas cuánticas V5, V6. 

𝜌𝑗 V5 V6 

𝑎1 (𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2 (𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2 

𝑏1 (𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2 (𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2 

 

2.2.5 Algoritmos cuánticos para calcular 〈𝑶𝝆𝒊𝝆𝒋〉, 𝝆𝒊, ∈ {𝒂𝟐, 𝒃𝟐, 𝜽𝟐}, 𝝆𝒋, ∈ {𝜽𝟏} 

   Por último, se presentan en la figura 33 los algoritmos cuánticos para calcular los valores 

esperados 〈𝑂𝜌𝑖𝜃1〉 = 〈0|𝜕𝜌𝑖𝑈2𝑞
† 𝜕𝜃1𝑈2𝑞|0〉, 𝜌𝑖 , ∈ {𝑎2, 𝑏2, 𝜃2}, tal que las compuertas V1 y V2 

se componen como se indica en la tabla 3, con base en el parámetro respectivo 𝜌𝑖. Asimismo, 

el valor de la compuerta V7 está dado como 𝑅𝑧(𝑏1 − 𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃1)𝑅𝑧(𝜂1), tal que 

𝜂1 = −𝑎1 − 𝑏1 − 𝜋. 
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Figura 33. Algoritmo cuántico para calcular los valores esperados 〈𝑂𝜌𝑖𝜃1〉, 𝜌𝑖 , ∈ {𝑎2, 𝑏2, 𝜃2}. 

   Con esto se terminan de presentar los algoritmos cuánticos que se diseñaron para calcular 

el tensor cuántico geométrico de dos cúbits 𝑇𝐶𝐺2𝑞. Los circuitos se implementaron en IBM 

Quantum Lab como se mencionó en el apartado de metodología.  En la siguiente sección, se 

muestran los resultados que se obtuvieron a través de la ejecución de los algoritmos.  
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2.3 Cálculo del tensor cuántico geométrico 𝑻𝑪𝑮𝟐𝒒 por medio de la ejecución de 

algoritmos cuánticos 

   A continuación, se presentan en las figuras 34-38 los valores del tensor cuántico geométrico 

𝑇𝐶𝐺2𝑞 que se obtuvieron a través de la ejecución de los algoritmos en el simulador de 

computación cuántica QasmSimulator; los resultados están dados en función del parámetro 

del sistema, 𝜃1. 

 

 
Figura 34. Componente 𝑇𝐶𝐺2𝑞

11 del tensor cuántico geométrico en función de 𝜃1. Se indican los valores 

teóricos de los elementos del 𝑇𝐶𝐺2𝑞, así como los que se obtuvieron a partir de la ejecución de los algoritmos 

cuánticos en QasmSimulator: a) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝑎1), b) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝑏1), c) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝜃1), d) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑎1), e) 

𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑏1), f) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝜃1), g) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃1, 𝑎1), h) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃1, 𝑏1), i) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃1, 𝜃1). Se mantuvieron 

constantes los valores de los parámetros, 𝑎1 = 𝜋/4, 𝑏1 = 𝜋/6, 𝑎2 = 𝜋/7, 𝑏2 = 2𝜋/3, 𝜃2 = 𝜋/3. 
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   De esta manera, se comprueba en la figura 34 que la componente del tensor, 𝑇𝐶𝐺2𝑞
11, se 

reproduce correctamente por medio de la ejecución de los algoritmos cuánticos; a su vez, los 

resultados emulan el tensor cuántico geométrico para el caso de un cúbit (ver figura 23). 

 

 
Figura 35. Componente 𝑇𝐶𝐺2𝑞

12 del tensor cuántico geométrico en función de 𝜃1. Se indican los valores 

teóricos del tensor, así como los que se obtuvieron por la vía cuántica: a) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝑎2), b) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝑏3),      

c) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝜃2), d) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑎2), e) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑏2), f) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝜃2), g) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃1, 𝑎2), h) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃1, 𝑏2), 

i) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃1, 𝜃2). Los parámetros 𝑎1 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, 𝜃2, se mantuvieron constantes, mientras que se utilizó 

QasmSimulator para ejecutar los algoritmos. 

   Consiguientemente, en las figuras 35 y 36 se comprueba el correcto funcionamiento de los 

algoritmos para calcular las componentes 𝑇𝐶𝐺2𝑞
12 y 𝑇𝐶𝐺2𝑞

12. Por su parte, en todos los 
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elementos del tensor se visualiza una ligera diferencia aleatoria entre los valores teóricos y 

los calculados vía computación cuántica. Esta discrepancia es completamente normal, cuya 

causa radica en la naturaleza probabilística de la medición de un cúbit; no obstante, los 

elementos del tensor 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑏2), 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝑏2), 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏2, 𝑏2), y 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏2, 𝑎1), 

muestran en las figuras 35b, 35e, 36d y 36e una discrepancia mayor en los valores 

cuantificados por los algoritmos cuánticos.  

 

 
Figura 36. Componente 𝑇𝐶𝐺2𝑞

21 del tensor cuántico geométrico en función de 𝜃1. Se indican los valores 

teóricos del tensor, así como los que se obtuvieron por la vía cuántica: a) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝑎1), b) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝑏1),      

c) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝜃1), d) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏2, 𝑎1), e) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏2, 𝑏1), f) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏2, 𝜃1), g) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃2, 𝑎1), h) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃2, 𝑏1), 

i) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃2, 𝜃1).  Los parámetros 𝑎1 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, 𝜃2, se mantuvieron constantes, y los algoritmos cuánticos fueron 

ejecutados en QasmSimulator. 
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   Para entender que hace diferente el cálculo de dichas componentes, se observó y analizó en 

la figura 37 la determinación cuántica de los valores esperados que se emplearon para 

calcular el elemento del tensor 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑏2); de esta forma, se visualiza que la discrepancia 

es mínima en los valores esperados 〈𝑂𝑏1𝑏2〉, 〈𝑂𝑏1〉, 〈𝑂𝑏2〉, por lo que se descarta algún tipo de 

defecto en el diseño de los algoritmos. En cambio, la discrepancia que se observa en la figura 

37a se da como consecuencia de los pequeños errores absolutos que se acarrean al calcular 

el elemento del tensor 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑏2) mediante la ecuación (95). 

 
Figura 37.  Elemento del tensor cuántico geométrico: a) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑏2) = 〈𝑂𝑏1𝑏2〉 − 〈𝑂𝑏1〉

∗〈𝑂𝑏2〉, y los valores 

esperados b) 〈𝑂𝑏1𝑏2〉, c) 〈𝑂𝑏1〉, d) 〈𝑂𝑏2〉 que lo componen, en función del ángulo 𝜃1; se exhiben tanto los valores 

teóricos como los que se cuantificaros a través de algoritmos cuánticos. Los algoritmos se ejecutaron en 

QasmSimulator. 
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   Por último, en la figura 38 se presentan los resultados que se obtuvieron al calcular  la 

componente del tensor, 𝑇𝐶𝐺2𝑞
22, a través de la ejecución de los algoritmos en 

QasmSimulator. Se visualizan estructuras más complejas, específicamente en las 

componentes del tensor 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝑎1), 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝑏2), y 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝑏2); aun así, se observa 

que el cálculo del tensor a través de un enfoque de computación cuántica reproduce 

adecuadamente los nueve elementos que se consideran a continuación. 

 

 
Figura 38. Componente 𝑇𝐶𝐺2𝑞

22 del tensor cuántico geométrico en función de 𝜃1. Se indican los valores 

teóricos del tensor, así como los que se obtuvieron por la vía cuántica: a) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝑎2), b) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝑏2),       

c) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎2, 𝜃2), d) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏2, 𝑎2), e) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏2, 𝑏2), f) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏2, 𝜃2), g) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃2, 𝑎2), h) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃2, 𝑏2), 

i) 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝜃2, 𝜃2). Los parámetros 𝑎1 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, 𝜃2, se mantuvieron constantes, mientras que los algoritmos 

fueron ejecutados en QasmSimulator. 
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   Asimismo, el cálculo analítico del tensor cuántico geométrico (ecuaciones (108)-(116)), 

demuestra que es independiente de los parámetros 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2. Sin embargo, los algoritmos 

que se diseñaron en este trabajo contienen compuertas cuánticas definidas por dichos 

parámetros. En la figura 39 se visualiza el cálculo por algoritmos cuánticos del elemento del 

tensor 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝑎2), con una variación en dichos parámetros. Ambos resultados reproducen 

correctamente los valores teóricos, y por ende, el valor de los ángulos 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 no 

influyen en el cálculo por la vía de la computación cuántica. 

 
Figura 39. Cálculo analítico y por algoritmos cuánticos del elemento del tensor 𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑎1, 𝑎2), a diferentes 

valores de  𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2: a) 𝑎1 = 𝜋 4⁄ , 𝑏1 = 𝜋 6⁄ , 𝑎2 = 𝜋 7⁄ , 𝑏2 = 2𝜋 3⁄ , 𝜃2 = 𝜋 3⁄ , b) 𝑎1 = 𝜋 5⁄ , 𝑏1 = −𝜋 2⁄ , 

𝑎2 = 4𝜋 7⁄ , 𝑏2 = 𝜋 8⁄ , 𝜃2 = 𝜋 3⁄ . Los algoritmos se ejecutaron en QasmSimulator.    

   De esta manera, se comprueba que los algoritmos que se presentan en este trabajo en su 

forma de circuito cuántico calculan correctamente el tensor cuántico geométrico para el 

sistema de dos cúbits entrelazados, al ejecutarse dentro del simulador de computación 

cuántica QasmSimulator. Esto significa, en un principio, que los algoritmos cuánticos 

funcionan dentro de un esquema de computación cuántica resistente a errores. 
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2.4 Relación entre el grado de entrelazamiento del sistema de dos cúbits con el TCG. 

   Se determinó  el grado de entrelazamiento del estado de dos cúbits 𝜓2𝑞 a través del cálculo 

de la concurrencia del sistema, mediante ecuación (112), 

𝐶𝑜𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 (|𝜓2𝑞 >) = | < 𝜓2𝑞|�̃�2𝑞 > | =  
1

2
sin(𝜃1) sin (

𝜃2

2
). 

   Posteriormente, el análisis de las componentes del 𝑇𝐶𝐺2𝑞 culminó con la relación entre el 

grado de entrelazamiento del sistema y la componente de la métrica de Fubini-Study 

respectiva a los parámetros 𝑏1, 𝑏2, dada por, 

𝑅𝑒[𝑇𝐶𝐺2𝑞(𝑏1, 𝑏2)] = (𝐶𝑜𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 (|𝜓2𝑞 >))
2
. 

   De esta manera, se demuestra que es posible calcular una propiedad física no clásica que 

caracteriza la no separabilidad de un sistema cuántico por medio de las características 

geométricas local  como la métrica del espacio paramétrico asociado. Este resultado es muy 

importante para establecer la relación entre las métricas (propiedad local) y el grado de 

entrelazamiento.   

 

 

 

 

 

 

 

 

(113) 

(112) 
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Capítulo V: Conclusiones y trabajo a 

futuro 

1. Conclusiones 

   Este trabajo tuvo como objetivo diseñar un conjunto de algoritmos cuánticos para calcular 

las componentes complejas del TCG del sistema de un cúbit con rotaciones genéricas y de 

un sistema particular de dos cúbits con entrelazamiento, así como de probar el 

funcionamiento de los algoritmos en una computadora cuántica. 

   La funcionalidad de los algoritmos cuánticos fue verificada en ambos sistemas con el 

cálculo analítico del TCG (ecuaciones (99) y (100)). Por su parte, los valores teóricos 

denotaron la simetría de la parte real de los tensores geométricos, así como el carácter 

antisimétrico de la parte imaginaria; adicionalmente, este cálculo develó que el TCG del 

sistema de un cúbit está embebido en el tensor referente al sistema de dos cúbits entrelazados. 

Además, un resultado relevante es que se encontró una relación entre las componentes del 

TCG y la concurrencia (grado de entrelazamiento) del sistema de dos cúbits. 

   Con respecto al caso del sistema cuántico de un cúbit, se esquematizaron nueve algoritmos 

cuánticos que se ejecutaron en el simulador de computación cuántica QasmSimulator, cuyos 

resultados reprodujeron exitosamente las nueve componentes complejas del TCG en función 

del parámetro 𝜃. Las discrepancias detectadas fueron mínimas, cuya causa se atribuyó a la 

naturaleza probabilística de la medición de un cúbit. Además, los valores de los ángulos 𝑎 y 

𝑏 no influyeron en los cálculos vía computación cuántica del tensor, en conformidad con los 

valores teóricos. 

   En el segundo sistema, se diseñaron 27 algoritmos cuánticos para el caso de dos cúbits con 

entrelazamiento. La ejecución de los circuitos en QasmSimulator permitió encontrar las 36 

componentes complejas del TCG con desviaciones menores. A su vez, los algoritmos 

demostraron su funcionamiento sin importar la variación en los parámetros 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, 

respectivos al sistema de dos cúbits. En referencia al número de mediciones por algoritmo, 
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en ambos casos se determinó que se requiere una cantidad en el orden de los miles de 

muestras para tener resultados aceptables.  

   Por último, se evalúo cualitativamente el desempeño de los algoritmos en el ordenador 

cuántico IBM_Lagos. Se calculó una componente compleja de cada TCG por medio de la 

ejecución de los circuitos en esta computadora, y se comparó con los valores teóricos de los 

tensores. Los resultados fueron deficientes; en el mejor de los casos, se reprodujo el número 

y la ubicación de los máximos y mínimos de la componente real del tensor en función de 𝜃. 

  En conclusión, los algoritmos cuánticos que se presentaron en esta tesis calculan 

adecuadamente el TCG del sistema de un cúbit con rotación genérica y del sistema de dos 

cúbits con entrelazamiento, siempre que se ejecuten en un simulador de computación 

cuántica o en una computadora cuántica con tolerancia a errores. Sin embargo, los algoritmos 

son deficientes cuando son ejecutados en el paradigma actual de computación cuántica, como 

se demostró con el ordenador IBM_Lagos. Este trabajó expande el potencial de los 

ordenadores cuánticos hacia el cálculo de las características geométricas de los estados 

cuánticos, y sienta las bases para la cuantificación del tensor cuántico geométrico de sistemas 

más complejos que representen distintos modelos físicos. 
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2. Trabajo a futuro 

   En esta investigación se diseñó un conjunto de algoritmos cuánticos que calcularon 

correctamente el TCG del sistema de un cúbit genérico y del sistema de dos cúbits con 

entrelazamiento, siempre que los circuitos se ejecuten dentro de un esquema de computación 

cuántica exento de errores. De esta manera, este trabajo se convierte en una base para calcular 

el tensor cuántico de sistemas más complejos (mayor cantidad de cúbits) dentro del 

paradigma de computación cuántica actual. A continuación, se especifican las áreas de 

oportunidad para potenciar los resultados de este trabajo. 

• Algoritmos con corrección cuántica de errores: Como se mostró en esta 

investigación, los algoritmos cuánticos no tuvieron buenos resultados al ejecutarse en 

una computadora cuántica real, dado la cantidad de errores que todavía poseen estos 

ordenadores. Para mejorar los resultados, se pueden agregar algoritmos cuánticos de 

corrección de errores, que en su caso incrementarán la precisión de los algoritmos. 

• Escalamiento de los algoritmos para sistemas cuánticos entrelazados de n cúbits:  

El sistema más grande que se estudió en esta tesis fue de dos cúbits. Sin embargo, 

para que la computación cuántica presente una ventaja en contraposición a la 

computación clásica, la magnitud de los sistemas cuánticos debe estar en el orden de 

cientos de cúbits, y debe de existir entrelazamiento. Por lo tanto, se plantea la 

posibilidad de extender los algoritmos para un caso particular de n cúbits 

entrelazados, donde se presentaron las bases con este trabajo. 

• Cálculo del tensor cuántico geométrico de modelos de sistemas cuánticos de 

interés: En este trabajo se calculó el TCG de dos sistemas compuestos por cúbits, a 

partir de la matriz unitaria respectiva de cada uno. No obstante, existe la posibilidad 

de reparametrizar dichas matrices unitarias para que hagan referencia a otros modelos 

físicos de interés. Por ejemplo, es posible reparametrizar la matriz unitaria respectiva 

a un cúbit para tomar la formar del propagador del modelo del aislante topológico 

SSH. En consecuencia el TCG de este último modelo se puede calcular a partir del 

TCG de un cúbit, sin necesidad de rediseñar los algoritmos o de ejecutarlos 

nuevamente. Por lo tanto, en el supuesto de contar con un conjunto de algoritmos 



 

~ 77 ~ 
 

cuánticos con la capacidad de calcular el TCG de un sistema de n cúbits, es posible 

cuantificar el TCG de cualquier sistema cuyo propagador pueda ser reparametrizado 

como la matriz unitaria respectiva del estado cuántico de n cúbits. La principal ventaja 

es que la complejidad de la transformación entre los tensores cuánticos de los sistemas 

depende del número de parámetros, y no de la dimensión del espacio cuántico. 
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VI. Anexos  

1. Anexo 1: Descomposición unitaria de los operadores para el caso de dos cúbits con 

entrelazamiento. 

Operador 𝑂 = ∑𝛼𝑠𝑈𝑠 = (∑𝛼𝑠1𝑈𝑠1)
†(∑𝛼𝑠2𝑈𝑠2)  

𝑈2𝑞
†𝜕𝑎1𝑈2𝑞 

1

2
(𝑈2𝑞

†𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2] + 𝑈2𝑞
†𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝑈2𝑞
†𝜕𝑏1𝑈2𝑞 

1

2
(𝑈2𝑞

†𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2] + 𝑈2𝑞
†𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝑈2𝑞
†𝜕𝜃1𝑈2𝑞 

1

2
(𝑈2𝑞

†𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(𝑏1 − 𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃1)𝑅𝑧(𝜂1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝑈2𝑞
†𝜕𝑎2𝑈2𝑞 

1

2
[(𝑈2𝑞

†𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑈2𝑞
†𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2

− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝑈2𝑞
†𝜕𝑏2𝑈2𝑞 

1

2
[(𝑈2𝑞

†𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑈2𝑞
†𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)] 

𝑈2𝑞
†𝜕𝜃2𝑈2𝑞 

1

4
[𝑈2𝑞

†(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑈2𝑞
†𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2

− 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑎1𝑈2𝑞
†𝜕𝑎1𝑈2𝑞 

(
1

4
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]))

†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1

− 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2] + 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝑏1𝑈2𝑞
†𝜕𝑏1𝑈2𝑞 

(
1

4
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1))

⊗ 𝐼2]))

†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝜃1𝑈2𝑞
†𝜕𝜃1𝑈2𝑞 

(
1

4
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(𝑏1 − 𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃1)𝑅𝑧(𝜂1)) ⊗ 𝐼2]))

†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋

− 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋
− 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑎2𝑈2𝑞
†𝜕𝑎2𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2

− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑏2𝑈2𝑞
†𝜕𝑏2𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2

− 2𝑏2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 
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𝜕𝜃2𝑈2𝑞
†𝜕𝜃2𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2)

+ 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1
⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑎1𝑈2𝑞
†𝜕𝑏1𝑈2𝑞 

(
1

4
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1))

⊗ 𝐼2]))

†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝑎1𝑈2𝑞
†𝜕𝜃1𝑈2𝑞 

(
1

4
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]))

†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2

− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2
− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑏1𝑈2𝑞
†𝜕𝜃1𝑈2𝑞 

(
1

4
(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2]))

†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2

− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2
− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑎2𝑈2𝑞
†𝜕𝑏2𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2

− 2𝑏2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑎2𝑈2𝑞
†𝜕𝜃2𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2)

+ 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1
⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑏2𝑈2𝑞
†𝜕𝜃2𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2)

+ 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1
⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑎2𝑈2𝑞
†𝜕𝑎1𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]) 
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𝜕𝑎2𝑈2𝑞
†𝜕𝑏1𝑈2𝑞

† 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝑎2𝑈2𝑞
†𝜕𝜃1𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(−2𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(−𝜃2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2)

+ 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1
⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝑏2𝑈2𝑞
†𝜕𝑎1𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝑏2𝑈2𝑞
†𝜕𝑏1𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝑏2𝑈2𝑞
†𝜕𝜃1𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(2𝑏2)𝐶𝑅𝑥(−𝜃2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝑅𝑧(2𝑏2)𝑅𝑥(𝜃2 − 2𝑏2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2)

+ 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1
⊗ 𝐼2)] 

𝜕𝜃2𝑈2𝑞
†𝜕𝑎1𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2

− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1⊗ 𝐼2)])
†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1

− 𝜋)𝑅𝑦(𝜃1)) ⊗ 𝐼2] + 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(−2𝑎1 − 𝜋)𝑅𝑦(−𝜃1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝜃2𝑈2𝑞
†𝜕𝑏1𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2

− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1

⊗ 𝐼2)])
†

(𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(−𝜃1))⊗ 𝐼2]

+ 𝐶𝑈2[(𝑅𝑧(2𝑏1)𝑅𝑥(𝜃1 − 2𝑏1)) ⊗ 𝐼2]) 

𝜕𝜃2𝑈2𝑞
†𝜕𝜃1𝑈2𝑞 

(
1

4
[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2 − 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2

− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1⊗ 𝐼2)])
†

[(𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2

− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2) + 𝑃ℎ4(𝜋)𝐶𝑃ℎ2(𝜋)𝐶𝑅𝑧(𝑏2 − 𝑎2
− 𝜋)𝐶𝑅𝑦(𝜋 − 𝜃2)𝐶𝑅𝑧(𝜂2))(𝑈1⊗ 𝐼2)] 
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