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Introducción

Las preguntas que estaremos discutiendo en esta tesis son:

¿Qué grupos actúan en ciertos espacios? Si un grupo actúa en un espacio ¿qué podemos
decir acerca del grupo?

Nuestros grupos de interés son grupos libres y grupos virtualmente libres, y a su vez los
espacios en los que nos enfocaremos son gráficas, más precisamente árboles. La definición
de grupo libre es similar a la propiedad universal de bases para espacios vectoriales: es
suficiente con definir un morfismo en un subconjunto para extenderlo de manera única a
todo el espacio. En el contexto de grupos libres, a este subconjunto se le conoce como
subconjunto libre generador S, y como es de esperarse estos subconjuntos son a su vez
generadores del grupo, de modo que podemos expresar de manera única a sus elementos
como palabras reducidas de elementos de S. A su vez, dado un conjunto S cualquiera
podemos construir un grupo libre F que sea libremente generado por S. Por otro lado, un
grupo virtualmente libre es un grupo que tiene un subgrupo libre de índice finito.

Una gráfica no es más que un par de conjuntos pV,Eq donde V es un conjunto no vacío
de vértices y E está formado por subconjuntos de exactamente dos vértices. Esta manera
discreta de definir a las gráficas es equivalentes a pensarlas como espacios topológicos que
se identifican con la forma en la que las representamos con diagramas, profundizamos
en esta idea en el capítulo 3. Los árboles son aquellas gráficas que cumplen que para
cualesquiera dos vértices existe un único camino que los conecta. Estos son los espacios a
los que restringimos nuestra discusión.

En el primer capítulo comenzamos estudiando los grupos libres, tomando como refe-
rencia [Rot02], e introducimos el concepto de gráfica de Cayley de un grupo G respecto
de un subconjunto generador S, CaypG,Sq. En este caso nos apoyamos de [Löh17]. Estas
gráficas resultan convenientes pues para ellas se puede definir una acción libre del grupo
del cual fueron construidas. En este capítulo demostramos que los grupos libres cumplen
que su gráfica de Cayley es un árbol. Por último damos una demostración para el recíproco
lo que resulta en una caracterización para grupos libres (Teorema 1.50):

Un grupo G es libre si y sólo si admite una acción libre en un árbol.

Para el segundo capítulo nos basamos en [Ser80] y enfocamos nuestros esfuerzos en dar
una caracterización para grupos virtualmente libres. Para esto necesitamos introducir el
concepto de gráfica de grupos Y las cuales se definen a partir de una gráfica Y a la que
se le asocian grupos Yx a cada vértice x de Y , y también grupos Yy a cada arista y junto
con un monomorfismo de Yy Ñ Yx si x es extremo de y. Al mismo tiempo definimos su
grupo fundamental π ya que esto nos permiten construir un árbol rX, conocido como árbol
de Bass-Serre, y una acción de π en este árbol. Continuamos con probar que si Y una
gráfica de grupos tal que Y es finita y para cada vértice x el grupo Yx es finito, entonces
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su grupo fundamental es virtualmente libre. El recíproco también es verdadero, aunque
sólo nos limitamos a mencionarlo sin demostrarlo. Dicha demostración se puede consultar
en [KPS73]. El Teorema de Estructura (Teorema 2.35) nos da una condición para que un
grupo G sea el grupo fundamental de una gráfica de grupos, la cual es que G actué sin
inversiones en un árbol. Todo esto queda sintetizado en el Teorema 2.43:

Un grupo G es virtualmente libre si y sólo si actúa sin inversiones en un árbol T con
estabilizadores finitos y tal que G{T es finito. Más aún T – rX.

En el último capítulo nos basamos en el artículo [BLN01] para exponer la noción de
dimensión geométrica de grupos y dimensión geométrica propia, para los cuales necesitamos
de espacios clasificantes. También pensamos a las gráficas como complejos-CW para poder
considerarlas como espacios clasificantes y así poder utilizar lo hecho en los capítulos
anteriores. Concluimos que los grupos de dimensión geométrica 1 son exactamente los
grupos libres y bajo ciertas condiciones los grupos de dimensión geométrica propia 1 son
los grupos virtualmente libres.
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Capítulo 1

Caracterización de grupos libres

En este capítulo introducimos el concepto de grupo libre y desarrollamos la construcción

de un grupo libre a partir de un conjunto. Continuamos con la introducción a gráficas de

Cayley de un grupo y vemos su relación con grupos libres. Finalizamos con acciones de

grupos y la caracterización de grupos libres mediante acciones libres en árboles.

El contenido de este capítulo está basado en el capítulo 1 de [Löh17].

1.1. Grupos libres

Comencemos con la definición de subgrupo generado y conjunto generador.

Definición 1.1 (Subgrupo generado). Sea G un grupo y S Ď G un subconjunto no vacío.

El subgrupo generado por S es

xSyG “
č

tH | H subgrupo de G y S Ď Hu

“ ts1 ¨ ¨ ¨ sn | n P N, s1, . . . , sn P S Y S
´1u.

Si xSyG “ G, decimos que S genera a G, y a S le llamamos conjunto generador

de G. Por convención, el conjunto vacío genera al grupo que sólo tiene al elemento neutro

(grupo trivial).

Un conjunto generador resulta interesante, pues para que dos funciones sean iguales es

suficiente que coincidan en él. Esto lo vemos en la siguiente proposición.

Proposición 1.2. Sean G un grupo y S Ď G un conjunto generador de G. Si f : GÑ H

y g : GÑ H son morfismos de grupos tales que f çS“ g çS, entonces f “ g.

Demostración. Sea x P G. Como S es un conjunto generador de G, entonces el elemento x

es de la forma x “ s1 ¨ ¨ ¨ sn, donde s1, . . . , sn P S Y S
´1.

3



4 CAPÍTULO 1. CARACTERIZACIÓN DE GRUPOS LIBRES

Evaluando al morfismo f en x:

fpxq “ fps1 ¨ ¨ ¨ snq

“ fps1q ¨ ¨ ¨ fpsnq

“ gps1q ¨ ¨ ¨ gpsnq

“ gps1 ¨ ¨ ¨ snq “ gpxq.

Esta igualdad se satisface para cualquier elemento de G, de manera que f “ g.

Corolario 1.3. Sean G un grupo y S Ď G un conjunto generador de G. Si ϕ : S Ñ H es

una función entre grupos tal que un morfismo ϕ˚ : G Ñ H la extiende a G, entonces ϕ˚

es el único morfismo con esta propiedad.

Esto último parece similar a lo que sucede en espacios vectoriales, donde para definir un

morfismo basta definirlo en una base. Sin embargo, el resultado anterior sólo nos garantiza

la unicidad del morfismo. Entonces nos preguntamos: ¿Para cualquier función ϕ, definida

en un conjunto generador, es posible extenderla a todo el grupo? Los siguientes ejemplos

nos ayudara a responder esta pregunta.

Ejemplo 1.4. El grupo pZ,`q, es generado por el conjunto t1u. Dados un grupo G y una

función ϕ : t1u Ñ G podemos definir al morfismo

ϕ˚pnq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ϕp1q ¨ ¨ ¨ϕp1q
loooooomoooooon

n´veces

si n ą 0

0 si n “ 0

ϕp1q´1 ¨ ¨ ¨ϕp1q´1
looooooooomooooooooon

p´nq´veces

si n ă 0

El cual extiende a la función ϕ.

Ejemplo 1.5. El conjunto t0, 1u genera al grupo pZ,`q. Pero la función

f : t0, 1u ÝÑ Z
0 ÞÝÑ 2

1 ÞÝÑ 3

No se puede extender a ningún morfismo, pues la imagen del elemento neutro del dominio

no es el elemento neutro del contradominio.

Como vimos, no siempre podemos extender una función definida en un conjunto gene-

rador a algún morfismo de grupos, aunque los casos en los que sí podamos nos serán de

gran interés.
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Definición 1.6 (Grupo libre, propiedad universal). Sea F un grupo y S Ď F un subconjun-

to no vacío. Decimos que S genera libremente a F , o que F es libremente generado

por S, si F satisface la siguiente propiedad universal: Dado un grupo G y una función

ϕ : S Ñ G existe un único morfismo de grupos ϕ˚ : F Ñ G tal que ϕ˚ ˝ ι “ ϕ, donde ι es

la inclusión de S en F

S G

F

ϕ

ι
ϕ˚

Un grupo F es libre si contiene un conjunto S que lo genera libremente. A S le llama-

mos un conjunto libre generador. Por convención el conjunto vacío genera libremente

al grupo trivial.

El Ejemplo 1.5 nos brinda una condición necesaria sobre el conjunto S, la cual es que

ε R S, ya que de lo contrario podemos considerar a alguna función ϕ : S Ñ pZ,`q de tal

manera que ϕpεq :“ 1, y esta función no se puede extender a ningún morfismo.

Observación 1.7. 1. El elemento neutro no pertenece al conjunto libre generador.

2. Si un grupo G es generado libremente por el conjunto S Ď G, entonces S no contiene

elementos de orden finito. Pues de lo contrario existe s1 P S, de orden 1 ă n ă 8,

lo que nos permite definir a la función ϕ : S Ñ Z

ϕpsq “

#

1 si s “ s1

0 si s ‰ s1

Por definición de grupo libre, existe ϕ˚ : GÑ Z que extiende a ϕ. De manera que

0 “ ϕ˚pεq “ ϕ˚ps1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ s1
loooomoooon

n´veces

q “ ϕ˚ps1q ` ¨ ¨ ¨ ` ϕ
˚ps1q

loooooooooooomoooooooooooon

n´veces

“ n

Esto último es imposible.

3. Más generalmente tenemos que si un grupo G es libremente generado por S Ď G,

entonces se cumple que para cualesquiera s, t P S, s ¨ t ‰ ε. Ya que, de no suceder

esto tenemos que la función ϕ : S Ñ Z, dada por ϕpxq :“ 1 se puede extender a un

morfismo ϕ˚ : GÑ Z. Así

1 “ ϕ˚pεq “ ϕ˚ps ¨ tq “ ϕ˚psq ` ϕ˚ptq “ 2

Lo cual es absurdo.

Ejemplo 1.8. Como consecuencia de la Observación 1.7, tenemos que los grupos finitos

no son libres. En particular los grupos pZn,`q, con n ě 2, no son libres.
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En el siguiente ejemplo (y otros más adelante) utilizaremos al grupo simétrico de un

conjunto X, que es definido como SimpXq :“ tf : X Ñ X | f es una biyecciónu cuya ope-

ración binaria es la composición de funciones.

Ejemplo 1.9. Un grupo abeliano G no puede ser generado libremente por un conjunto S

cuya cardinalidad sea mayor o igual que 2. Supongamos que G es generado libremente por S.

Consideremos a dos elementos a, b P S distintos. Entonces la función ϕ : S Ñ Simpt1, 2, 3uq

definida como

ϕpsq “

$

’

’

&

’

’

%

p1 2q si s “ a

p2 3q si s “ b

id si s R ta, bu

se puede extender a un morfismo ϕ˚ : GÑ Simpt1, 2, 3uq. De esto tenemos que

p1 2 3q “ p1 2qp2 3q “ ϕ˚paqϕ˚pbq “ ϕ˚pabq

“ ϕ˚pbaq “ ϕ˚pbqϕ˚paq “ p2 3qp1 2q “ p1 3 2q

Lo cual no es posible.

Una propiedad importante de las bases en espacios vectoriales, es que si dos espacios

vectoriales sobre el mismo campo tienen bases de cardinalidad igual, entonces los espacios

son isomorfos. Algo similar sucede en grupos libres.

Proposición 1.10. Sean S y T conjuntos tales que existe una biyección h : S Ñ T . Si S y

T generan libremente a F y G, respectivamente, entonces existe un isomorfismo f : F Ñ G

que extiende a h (en particular f rSs “ T ).

Demostración. Consideremos a las inclusiones ι : S Ñ F y κ : T Ñ G. Por la definición de

grupo libre tenemos el diagrama conmutativo:

S T G

F

h

ι

κ

f

es decir, f ˝ ι “ κ ˝ h (de esto se sigue que f rSs “ T ). A su vez tenemos que

T S F

G

h´1

κ

ι

g

es decir, g ˝ κ “ ι ˝ h´1.

Con esto obtenemos pf ˝ gq ˝ κ “ f ˝ pι ˝ h´1q “ pκ ˝ hq ˝ h´1 “ κ, lo que se traduce en el

diagrama conmutativo:
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T G

G

κ

κ
f˝g

Pero otra función que hace del diagrama anterior conmutativo es la función idG. En-

tonces, por unicidad dada en la definición de grupo libre, se sigue que f ˝ g “ idG. De

manera análoga obtenemos que g ˝ f “ idF . Por lo tanto F – G.

Esta proposición nos ayuda a demostrar la unicidad de grupos libres.

Corolario 1.11 (Unicidad de grupos libres). Sea S un conjunto. Si S genera libremente

a los grupos F y G, entonces F – G.

Ejemplo 1.12. Veamos que el grupo pZ2,`q no es libre. Si S Ď Z2 es un conjunto libre

generador, entonces por el Ejemplo 1.9 el conjunto S cumple que |S| “ 1. De manera que

el conjunto t1u Ď Z (Ejemplo 1.4) está en biyección con el conjunto S. Por la Proposición

1.10, se sigue que Z2 – Z. Esto implica que Z2 es cíclico, lo cual no es cierto.

Una pregunta que nos surge es ¿para cualquier conjunto S existe un grupo F que es

generado libremente por S? La respuesta es sí, de modo que lo siguiente es demostrar la

existencia de dicho grupo para cualquier conjunto S. La idea es construirlo basándonos en

la Sección 5.5 de [Rot02].

Sea S un conjunto no vacío, y sea S´1 una copia ajena del conjunto S, es decir SXS´1 “

H y tal que existe una biyección S Ñ S´1 la cual denotamos por s ÞÑ s´1. Definimos el

alfabeto de S como

S Y S´1.

Si n es un entero positivo, definimos una palabra de S de longitud n ě 1 como una

función

w : t1, . . . , nu Ñ S Y S´1

aunque en la práctica, una palabra w de S la escribiremos como sigue: si wpiq “ seii , donde

si P S y ei P t´1,`1u,

w “ se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n ,

A n se le conoce como la longitud de la palabra w y la denotaremos por lpwq. La palabra

vacía , denotada por ε, es la única función ε : HÑ SYS´1 y cuya longitud es 0. Definimos

al conjunto

WpSq :“ tw | w es una palabra de Su Y tεu.
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Algo que cabe mencionar es que, como consecuencia de que dos funciones sean iguales, dos

palabras w “ se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n y u “ rd11 ¨ ¨ ¨ r

dm
m son iguales si y sólo si lpwq “ lpuq y para cada

1 ď i ď n, si “ ri y ei “ di.

En caso de que S “ H, entonces WpSq :“ tεu.

Definición 1.13 (Subpalabra). Una subpalabra de una palabra w “ se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n es o bien

la palabra vacía o una palabra de la forma u “ seii s
ei`1

i`1 ¨ ¨ ¨ s
ej´1

j´1 s
ej
j con 1 ď i ď j ď n.

Definición 1.14 (Palabra inversa). La palabra inversa de una palabra w “ se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n

es la palabra de la forma w´1 :“ s´enn ¨ ¨ ¨ s´e11

De la definición anterior se sigue que pw´1q´1 “ w.

Definición 1.15 (Palabra reducida). Una palabra w es reducida si w “ ε, o si w no

tiene subpalabras de la forma ss´1 o s´1s para alguna s P S.

Definición 1.16 (Concatenación). Dadas dos palabras w “ se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n y u “ rd11 ¨ ¨ ¨ r

dm
m de

S, su concatenación es la palabra

wu :“ se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n r

d1
1 ¨ ¨ ¨ r

dm
m

Para la palabra vacía se define como εw “ wε :“ w.

Definición 1.17 (Operaciones elementales, inserción, eliminación). Sean X y Y dos pa-

labra de S, posiblemente vacías. Sea w “ XY . Una operación elemental es o bien una

inserción, que es cambiar a la palabra w “ XY por Xss´1Y para algún s P S Y S´1, o

una eliminación de una subpalabra de w de la forma ss´1, es decir cambiamos a Xss´1Y

por XY .

Escribimos

w Ñ u

para denotar que la palabra u es resultado de aplicarle una operación elemental a la palabra

w. Definimos a la relación „ en WpSq como: u „ v si y sólo si existen u “ w1, w2, . . . , wn “

v palabras y operaciones elementales tales que

u “ w1 Ñ w2 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ wn “ v.

Esta relación es de equivalencia. Así denotamos la clase de equivalencia de una palabra w

por rws.
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Observación 1.18. Notemos que ss´1 „ ε y s´1s „ ε, es decir rss´1s “ rεs “ rs´1ss.

Más aún para una palabra w “ se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n se tiene que

rww´1s “ rse11 ¨ ¨ ¨ s
en
n s

´en
n ¨ ¨ ¨ s´e11 s

“ rse11 ¨ ¨ ¨ s
en´1

n´1 s
´en´1

n´1 ¨ ¨ ¨ s´e11 s

...

“ rse11 s
´e1
1 s

“ rεs.

De igual manera se puede ver que rw´1ws “ rεs.

Motivados por la Observación 1.18, podemos dotar al conjunto WpSq de una operación

binaria, a saber la concatenación de palabras, y esperar que esta operación binaria se

comporte bien con la relación definida a partir de operaciones elementales, ya que esta

observación nos está proporcionando, de alguna manera, los inversos. Esto lo formalizamos

en el siguiente lema.

Lema 1.19. Sea S un conjunto.

1. La concatenación en WpSq es asociativa.

2. Para u, u1, v, v1 PWpSq tales que u „ u1 y v „ v1, entonces uv „ u1v1.

3. xWpSq :“ WpSq{ „ con la operación de concatenación, es decir rusrvs “ ruvs, y el

elemento rεs forman un grupo.

4. Si G es un grupo y ϕ : S Ñ G una función, entonces existe un morfismo de grupos

ϕ˚ : xWpSq Ñ G tal que ϕ˚ ˝ ι “ ϕ, donde ι : S Ñ xWpSq y está dada por ιpsq “ rss.

Demostración. 1. La asociatividad de la concatenación es clara de la definición.

2. A la palabra uv le aplicamos las operaciones elementales que nos llevan de u a u1, así

obtenemos u1v. Ahora a la palabra u1v le aplicamos las operaciones elementales que

nos llevan de v a v1, con esto obtenemos u1v1.

3. Por el inciso 2 podemos asegurar que la concatenación en xWpSq está bien defini-

da. Como consecuencia del inciso 1, la concatenación en xWpSq es asociativa. De la

definición de la concatenación para ε se sigue que rεs es el elemento neutro. De la

Observación 1.18 se tiene que todo elemento rws en xWpSq tiene inverso, más aún

rws´1 “ rw´1s. Por tanto pxWpSq , concatenación, εq es un grupo.

4. Definimos a la función
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ϕ : WpSq ÝÑ G

se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n ÞÝÑ ϕps1q

e1 ¨ ¨ ¨ϕpsnq
en

Como la representación de cada palabra de S es única, tenemos que ϕ está bien

definida. Además ϕpuvq “ ϕpuqϕpvq.

Sea w PWpSq. Supongamos que w “ Xss´1Y , donde X y Y son subpalabras de w.

Entonces considerando la eliminación w “ Xss´1Y Ñ XY tenemos que

ϕpXss´1Y q “ ϕpXqϕpsqϕpsq´1ϕpY q “ ϕpXqϕpY q

De modo que ϕpXss´1Y q “ ϕpXY q, y por un argumento similar se obtiene lo mismo

para la inserción. Mediante un argumento inductivo tenemos que si w „ w1, entonces

ϕpwq “ ϕpw1q.

Con esto podemos definir a la función

ϕ˚ : xWpSq ÝÑ G

rws ÞÝÑ ϕpwq

la cual, por construcción de ϕ, está bien definida y es un morfismo de grupos. A su

vez, ϕ˚ cumple que ϕ˚ ˝ ι “ ϕ, pues

ϕ˚ ˝ ιpsq “ ϕ˚prssq “ ϕpsq “ ϕpsq.

Un hecho que nos será de utilidad es que la función ι, dada en el Lema 1.19, es inyectiva,

pues esto nos dice que en xWpSq hay un subconjunto que está en biyección con el conjunto

S. Veamos esto con detalle en la siguiente observación.

Observación 1.20. Veamos que ι es la inclusión de S en xWpSq, y para ello sólo resta

verificar que ι es inyectiva. Sean s1, s2 P S distintos. Si consideramos a la función f : S Ñ

Z dada por

fpsq “

$

’

’

&

’

’

%

1 si s “ s1

´1 si s “ s2

0 si s R ts1, s2u

Por el Lema 1.19(4), existe f˚ : xWpSq Ñ Z tal que

f˚pιps1qq “ fps1q “ 1 ‰ ´1 “ fps2q “ f˚pιps2qq

De modo que ιps1qιps2q
´1 R Núcpf˚q, y en particular ιps1qιps2q

´1 ‰ rεs, lo que implica que

ιps1q ‰ ιps2q.

Dicho esto, vamos a identificar al conjunto ιrSs con el conjunto S.
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Observación 1.21. El conjunto S es un conjunto generador de xWpSq.

Ya estamos en condiciones de probar la existencia de grupos libres, a partir de un

conjunto S, no vacío.

Teorema 1.22 (Existencia de grupos libres). Sea S un conjunto. Entonces el grupo xWpSq
es libremente generado por S. En particular existe un grupo F libremente generado por S.

Demostración. Lo que se hará es probar que S genera libremente al grupo xWpSq. Sea G
un grupo y ϕ : S Ñ G una función. Por el Lema 1.19(4) existe ϕ˚ : xWpSq Ñ G morfismo

de grupos tal que ϕ˚ ˝ ι “ ϕ, donde ι es la inclusión de S en xWpSq, esto último gracias a

la Observación 1.20. Entonces tenemos que el diagrama

S G

xWpSq

ι

ϕ

ϕ˚

es conmutativo. Ya sólo nos resta verificar la unicidad de ϕ˚. Supongamos que f es otro

morfismo de grupos que cumple f ˝ ι “ ϕ. En consecuencia

ϕ˚psq “ fpsq

esto para cualquier s P S. Como S es un conjunto generador en xWpSq, por la Observación

1.21, entonces, por la Proposición 1.2, se sigue que ϕ˚ “ f .

Corolario 1.23. Sea S un conjunto. Entonces existe un único grupo F libremente generado

por S, salvo isomorfismo.

Demostración. Es consecuencia directa del Teorema 1.22 y de el Corolario 1.11.

Al grupo libremente generado por un conjunto S lo denotaremos por F pSq.

Corolario 1.24. Si F es un grupo libremente generado por S Ď F , entonces S es un

conjunto generador de F .

Demostración. Sea T un conjunto tal que SXT “ H y que existe una biyección h : S Ñ T .

Por la Proposición 1.10, existe un isomorfismo f : F pT q Ñ F tal que f rT s “ S. Por

Observación 1.21, tenemos que T es un conjunto generador de F pT q, de modo que f rT s “ S

es un conjunto generador de F .

Por último, daremos una descripción más precisa de los elementos del grupo xWpSq

Proposición 1.25. Cada clase de equivalencia de xWpSq contiene exactamente una palabra

reducida.
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La demostración que haremos está basada en la hecha en [Rot02, Proposición 5.71,

p. 301] y [Rob95, Proposición 2.1.2, p. 46].

Demostración. Primero veamos que en cualquier clase de equivalencia de xWpSq existe una
palabra reducida, es decir que cualquier palabra en S está relacionada con alguna palabra

reducida, y para esto procederemos por inducción sobre la longitud de la palabra. Sea w

una palabra en S. Si lpwq “ 0, entonces w “ ε por lo que w es una palabra reducida.

Ahora bien, si lpwq “ n ě 1 tenemos dos casos, el primero que w sea una palabra reducida

con lo cual habríamos acabado, y el segundo que w no sea una palabra reducida, de esto

tenemos que w “ Xss´1Y , y en consecuencia la palabra w1 “ XY está relacionada con

w pero lpw1q ď n, así por hipótesis de inducción w1 „ w2 con w2 palabra reducida, y en

conclusión w está relacionada con una palabra reducida w2. De esto se sigue que en cada

clase de equivalencia de xWpSq existe una palabra reducida.

Ahora veamos que tal palabra reducida es única. SeaR :“ tw PWpSq | w es reducida u.

Para cada s P S definamos a las funciones |s| : RÑ R y |s´1| : RÑ R como

|se|pse11 ¨ ¨ ¨ s
en
n q “

#

sese11 ¨ ¨ ¨ s
en
n si se ‰ s´e11

se22 ¨ ¨ ¨ s
en
n si se “ s´e11

Como |se| ˝ |s´e| “ idF “ |s
´e| ˝ |se|, entonces se sigue que |se| es una permutación de R

con inversa |s´e|. Consideremos a la siguiente función del conjunto S al grupo simétrico

de R

ϕ : S ÝÑ SimpRq

s ÞÝÑ |s|

Como S genera libremente al grupo xWpSq existe un morfismo ϕ˚ : xWpSq Ñ SimpRq tal

que ϕ˚psq “ |s|, para cualquier s P S. Ahora, sean u y v dos palabras reducidas de S

que pertenezcan a la misma clase de equivalencia, es decir rus “ rvs, como ϕ˚ es función,

entonces ϕ˚prusq “ ϕ˚prvsq. Si u “ se11 ¨ ¨ ¨ s
en
n , tenemos que

rus “ rse11 s ¨ ¨ ¨ rs
en
n s,

y por tanto

ϕ˚prusq “ |se11 | ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ |s
en
n |,

de modo que ϕ˚prusqpεq “ u. De manera análoga tenemos que ϕ˚prvsqpεq “ v. En conclusión

u “ v.

El resultado anterior nos permite identificar, abusando de la notación, a cada clase de

equivalencia del conjunto F pSq “ xWpSq con la palabra reducida que contiene. De esta

manera, a los elementos de xWpSq los expresaremos como palabras reducidas.
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1.2. Gráficas de Cayley

En esta sección comenzamos con la definición de gráfica simple para después relacionar

este concepto con el de grupo libre.

Definición 1.26 (Gráfica Simple). Una gráfica simple Γ es un par ordenado pV,Eq de

conjuntos, con V no vacío, donde los elementos de E son subconjuntos de V de cardinalidad

2, es decir E Ď tA Ď V | |A| “ 2u. A los elementos de V les llamaremos vértices y a los

elementos de E aristas.

A largo de este capítulo a las gráficas simples, para efectos prácticos, las llamaremos

simplemente gráficas. Diremos que dos vértices u, v P V son vecinos o que son adyacentes

si están unidos por una arista, es decir tu, vu P E. Dado n P NY t8u, un camino de lon-

gitud n en Γ es una sucesión de vértices distintos tviu0ďiďn con la propiedad tvi, vi`1u P E

para toda i ď n. En el caso de que n ă 8, se denota por v0, . . . , vn y decimos que este

camino conecta a los vértices v0 y vn. Una gráfica es conexa si todos sus vértices están

conectados por algún camino. Un ciclo es un camino de vértices v0, . . . , vn de longitud

al menos tres y finita, con la propiedad de que los únicos vértices iguales son v0 y vn.

Una gráfica pV 1, E1q es una subgráfica de pV,Eq si V 1 Ď V y E1 Ď E. Por último un

isomorfismo entre dos gráficas Γ “ pV,Eq y Γ1 “ pV 1, E1q es una función biyectiva

f : V Ñ V 1 tal que tu, vu P E si y sólo si tfpuq, fpvqu P E1 para cualesquiera u, v P V .

En ocasiones, en lugar de trabajar una gráfica Γ como par ordenado de conjuntos, lo que

se hará es trabajar con un diagrama que represente a Γ. El cual se construye como sigue:

Por cada elemento de V se coloca un punto distinto en el diagrama. Luego, cada elemento

a de E se representa como un segmento cuyos extremos son los puntos identificados con

los elementos de a.

Ejemplo 1.27. Sean V :“ ta, b, c, du y E :“ tta, bu , ta, cu , tb, cu , tc, duu. El diagrama de

la Figura 1.1a representa a la gráfica Γ :“ pV,Eq.

Definición 1.28 (Árbol). Una gráfica Λ conexa y que no tiene ciclos la llamaremos árbol.

A una subgráfica que además es un árbol le llamaremos subárbol.

A las gráficas que son árboles se pueden caracterizar a partir de los caminos que existen

entre dos vértices cualesquiera.

Proposición 1.29 (Caracterización de árboles). Una gráfica Γ es un árbol si y sólo si para

cualesquiera dos vértices distintos existe un único camino que los conecta.

Demostración. ùñq Supongamos que Γ es un árbol. Por definición cualesquiera dos vér-

tices distintos x, y P V están conectados por un camino, digamos C dado por la
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(a) Representación de un gráfica (b) Ejemplo de árbol

Figura 1.1: Ejemplos de gráficas

sucesión x “ v0, v1, . . . , vn “ y. Ahora supongamos que existe otro camino C 1 distin-

to, descrito por tx “ u0, u1, . . . , um “ yu que conecta a los vértices x y y. Notemos

que C y C 1 comparten al menos dos vértices distintos, a saber x y y. Consideremos

al siguiente índice

r :“ min tk P N | vk ‰ uku ,

el cual existe ya que dicho conjunto no es vacío debido a que los caminos son distintos.

Ahora consideremos al índice

t :“ min tk P N | k ą r y existe l ě k, vt “ ulu ,

el cual también existe ya que n pertenece al conjunto descrito.

Hecho esto, podemos construir los siguientes caminos

C :“ vr´1, vr, vr`1, . . . , vt´1, vt

D :“ ut´1, . . . , ur, ur´1,

de modo que C YD es un camino, ya que vt “ ut y este último es adyacente a ut´1.

Y además es un ciclo ya que de lo contrario tendríamos que existen vi y uj vértices

tales que vi “ uj y con r ă i ă t y r ă j ă t, esto contradice la elección de t.

Por lo tanto C YD es un ciclo, y esto contradice el hecho de que Γ es un árbol.

ðùq Supongamos que Γ cumple que para cualesquiera dos vértices distintos existe un único

camino que los conecta. De esto se sigue que Γ es conexa. Ahora supongamos que Γ

tiene un ciclo C :“ tv0, v1, . . . , vnu, entonces los vértices v0 y v1 estarían conectados

por los caminos v0, v1 y v0, vn´1, . . . , v2, v1, los cuales son distintos. Esto contradice

nuestra suposición inicial, así que Γ no tiene ciclos. En conclusión Γ es un árbol.

Lo que queremos hacer es relacionar los conceptos de gráficas y grupos libre. Comenza-

remos con definiciones más generales.
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Definición 1.30 (Gráfica de Cayley). Sean G un grupo y S Ď G un conjunto generador

de G. La gráfica de Cayley de G con respecto al conjunto generador S es la gráfica que

denotaremos por CaypG,Sq y está dada por

V :“ G, y

E :“
 

tg, g ¨ su | g P G, s P pS Y S´1qz tεu
(

.

Veamos algunos ejemplos de gráficas de Cayley.

Ejemplo 1.31. La gráfica de Cayley del grupo pZ,`q con respecto al conjunto generador

t1u es la Figura 1.2a y con respecto al conjunto generador t2, 3u es la Figura 1.2b.

(a) CaypZ, t1uq
(b) CaypZ, t2, 3uq

Figura 1.2: Ejemplos de gráficas de Cayley

Ejemplo 1.32. La gráfica de Cayley del grupo pZ2,`q con respecto al conjunto generador

tp1, 0q, p0, 1qu es la Figura 1.3.

Observación 1.33. 1. Toda gráfica de Cayley CaypG,Sq es conexa, pues como S es un

conjunto generador de G, entonces g “ s1 ¨ ¨ ¨ sn. Definimos a los elementos g0 :“ g

y gi “ s´1
i gi´1 con i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu. Así g0, g1, . . . , gn es un camino que conecta a los

vértices g y ε. Con esto cualesquiera dos vértices en CaypG,Sq se pueden conectar.

2. Toda gráfica de Cayley CaypG,Sq es regular, esto es que cualquier vértice tiene el

mismo número de vecinos, más específicamente |pS Y S´1qz tεu |.

Figura 1.3: CaypZ2, tp1, 0q, p0, 1quq
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Gracias al Corolario 1.24, para un grupo F libremente generado por S Ď F podemos

considerar a la gráfica CaypF, Sq. Además, como cada elemento de F es una palabra re-

ducida única (Proposición 1.25) nos hace pensar que esto en CaypF, Sq se traduce en que

para cualesquiera dos vértices existe un único camino, lo que implicaría que CaypF, Sq es

un árbol (Proposición 1.29).

Teorema 1.34 (Gráficas de Cayley de grupos libres). Sea F un grupo libremente generado

por S Ď F . Entonces la gráfica CaypF, Sq es un árbol.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que F “ F pSq. Ya vimos que

CaypF, Sq es conexa, sólo resta verificar que no tiene ciclos, y para esto procederemos

por contradicción. Supongamos que g0, . . . , gn´1 es un ciclo en CaypF, Sq. Por definición,

existen s0, s1, . . . , sn P S tales que gi`1 “ gi ¨si para i P t0, . . . n´ 2u, y g0 “ gn´1 ¨sn. Con

esto tenemos que si “ g´1
i ¨ gi`1 para i P t0, . . . n´ 2u y sn “ g´1

n´1 ¨ g0. De manera que

s0 ¨ ¨ ¨ sn “ g´1
0 ¨ g1 ¨ g

´1
1 ¨ g2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ g

´1
n´2 ¨ gn´1 ¨ g

´1
n´1 ¨ g0 “ ε.

Pero la palabra s0s1 ¨ ¨ ¨ sn´1sn es reducida, pues cada gi es distinto. Esto es imposible ya

que la longitud de la palabra s0 ¨ ¨ ¨ sn no es cero. Por lo tanto CaypF, Sq no tiene ciclos, y

en consecuencia es un árbol.

No estaríamos haciendo bien nuestro trabajo si al tener esta implicación no nos pregun-

táramos sobre el recíproco. Es decir que, si CaypF, Sq es un árbol, entonces F es libremente

generado por S. Desafortunadamente el siguiente ejemplo nos arroja que esto es falso.

Ejemplo 1.35. La gráfica de Cayley CaypZ2, t1uq consiste en solamente dos vértices unidos

por una sola arista, y esto claramente es un árbol, aunque el grupo pZ2,`q no es libre.

Ahora nos preguntamos sobre ¿qué condiciones hay que agregar para que el reciproco

del Teorema 1.34 sea cierto? Si ponemos atención al Ejemplo 1.35 es fácil darnos cuenta

que lo que hace que pZ2,`q no sea libremente generado por t1u es justamente el hecho

de que 1 ` 1 “ 0, es decir que al combinar los elementos de t1u llegamos al elemento

neutro. Esto nos hace intuir que si F es un grupo libremente generado por S, y S es tal

que s ¨ t ‰ ε para todo s, t P S, entonces en la gráfica CaypF, Sq al considerar caminos

formados solamente de elemento de S vamos obtenido caminos cada vez más largos, de

esta manera no sería posible regresar a algún vértice por el que ya habíamos pasado, es

decir, no es posible formar ciclos en CaypF, Sq.

Teorema 1.36. Sea G un grupo y S Ď G un conjunto generador que satisface que s ¨ t ‰

ε para todo s, t P S. Si la gráfica de Cayley CaypG,Sq es un árbol, entonces S genera

libremente a G.
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Demostración. Para probar que S genera libremente al grupo G, mostraremos que existe

un isomorfismo f : F pSq Ñ G cuya restricción a S es la identidad en S. De esto se sigue

que S genera libremente a G.

Ahora bien, como S genera libremente a F pSq, la inclusión de S en G se puede extender

a un morfismo ϕ : F pSq Ñ G. De esto tenemos que ϕpsq “ s para cualquier s P S, lo

que implica que ϕrSs “ S, y como S genera a G se sigue que ϕ es sobreyectiva. sólo resta

verificar que ϕ es inyectiva, y para esto procederemos por contradicción. Supongamos que

ϕ no es inyectiva. Entonces el conjunto

tlpwq P N | w P Núcpϕqz tεuu ‰ H.

Sea s1 . . . sn P Núcpϕqz tεu la palabra de longitud mínima. Analicemos los siguiente casos

Supongamos n “ 1. Como ϕ çS“ idS , entonces s1 “ ϕps1q “ εG, lo que implica que

s1 ¨ s1 “ εF pSq, y esto contradice la hipótesis del conjunto S.

Supongamos n “ 2. De esto tenemos que

εG “ ϕps1 ¨ s2q “ s1 ¨ s2

y esto contradice la hipótesis del conjunto S.

Supongamos n ě 3. Consideremos a los elementos g0, . . . , gn´1 P G definidos como

g0 :“ εF pSq

gi`1 :“ gi ¨ ϕpsi`1q

para i P t1, . . . , n´ 2u.

Notemos que estos elementos son distintos pues si sucede que gi “ gj con i ă j,

tenemos que

gi “ gi ¨ ϕpsi`1q ¨ ¨ ¨ϕpsj´1q ¨ ϕpsjq,

esto implica que si`1 . . . sj P Núcpϕq. Si si`1 . . . sj ‰ ε, entonces se contradice la mi-

nimalidad de s1 . . . sn; y por otro lado, si si`1 . . . sj “ ε, la palabra s1 . . . sisj`1 . . . sn

es una palabra más pequeña que s1 . . . sn y que pertenece a Núcpϕqz tεu, esto igual

contradice la minimalidad de s1 . . . sn.

Ahora bien, también notemos que CaypG,Sq contiene a las aristas

tg0, g1u , . . . , tgn´2, gn´1u
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y

tgn´1, g0u “ tϕps1q ¨ ¨ ¨ϕpsn´1q, 1u

“ ts1 . . . sn´1, ϕps1 . . . snqu

“ ts1 . . . sn´1, s1 . . . snu .

De modo que la sucesión de vértices g0, . . . gn´1 es un ciclo en CaypG,Sq. Esto contradice

el hecho de que CaypG,Sq es un árbol.

Por lo tanto ϕ es inyectiva, que es lo que buscábamos.

1.3. Acciones de grupos en gráficas

Antes de continuar recordaremos las acciones de grupos en conjuntos las cuales nos

serán de interés cuando dicho conjunto se trate de una gráfica.

Definición 1.37 (Acción izquierda de grupo). Sea G un grupo y S un conjunto no vacío.

Una G-acción izquierda, o simplemente acción, de G en S es una función ρ : GˆS Ñ S,

definida como ρpg, sq :“ g ¨ s, tal que

1. @g1, g2 P G @s P S g1 ¨ pg2 ¨ xq “ pg1 ¨ g2q ¨ x

2. @s P S ε ¨ s “ s

En este caso diremos que G actúa en S.

Y si además se cumple que

3. @g P Gz tεu @s P S g ¨ s ‰ s

a tal acción le llamaremos acción libre. En este caso diremos que G actúa libremente en

S.

Definición 1.38 (Órbita y Estabilizadores). Sea G un grupo que actúa en un conjunto S.

Para s P S definimos a su órbita como

G ¨ s :“ tg ¨ s | g P Gu

Para s P S definimos a su grupo estabilizador como

Gs :“ tg P G | g ¨ s “ su

Consideremos una acción pg, sq ÞÑ g ¨s de G en S. Sea g P G un elemento fijo. Entonces

la aplicación s ÞÑ g ¨ s es una permutación del conjunto S, pues tiene como inversa a la
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función s ÞÑ g´1 ¨ s, esto es consecuencia de la definición de acción. Denotemos por gγ a

dicha permutación. Adicionalmente, por el inciso 1 de la definición de acción, se cumple

que pg1g2q
γ “ gγ1 ˝ g

γ
2 . Esto determina un morfismo de G en SimpSq.

Recíprocamente, sea γ : G Ñ SimpSq un morfismo, dado por γpgq :“ gγ . Entonces la

función definida como g ¨s :“ gγpsq es una acción de G en S, ya que para g1, g2 P G y s P S

1. g1 ¨ pg2 ¨ sq “ gγ1 pg
γ
2 psqq “ pg

γ
1 ˝ g

γ
2 qpsq “ pg1g2q

γpsq “ pg1 ¨ g2q ¨ s

2. ε ¨ s “ εγpsq “ idSpsq “ s

Con esto podemos determinar acciones de grupos a partir de ciertos morfismos. Si la acción

es libre, entonces el morfismo que se determina es inyectivo.

Ejemplo 1.39 (Traslación a la izquierda). Sea G un grupo. La traslación a la izquierda

de G es la acción determinada por el morfismo

G ÝÑ SimpGq

g ÞÝÑ ph ÞÑ g ¨ hq

Y notemos que esta acción es libre.

Definición 1.40 (Acción libre en gráficas). Sean G un grupo y pV,Eq una gráfica. Decimos

que G actúa en la gráfica pV,Eq si existe una G´acción en V de tal forma que para

cualquier g P G, se cumple que tg ¨ u, g ¨ vu P E si y sólo si tu, vu P E.

Si además se satisface que para g P Gz t1u

1. @u P V g ¨ u ‰ u

2. @u, v P V tg ¨ u, g ¨ vu ‰ tu, vu

decimos que dicha acción es libre

Una observación importante es que si un grupo G actúa en una gráfica pV,Eq, entonces

G actúa tanto en V como en E.

Ejemplo 1.41. El grupo trivial actúa libremente en cualquier gráfica.

Ejemplo 1.42. Consideremos a la gráfica pV,Eq dada por la Figura 1.4. Entonces la

función ¨ : ZˆGÑ G definida como n ¨ xi :“ xn`i es una acción libre de Z en G.

Ejemplo 1.43 (Traslación a la izquierda en gráficas de Cayley). Sea G un grupo y S Ď G

un conjunto generador. La acción por traslación a la izquierda en CaypG,Sq es la acción

determinada por la acción de G en los vértices de CaypG,Sq

G ÝÑ SimpGq

g ÞÝÑ ph ÞÑ g ¨ hq
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Figura 1.4: Gráfica en la que actúa Z

La cual sí cumple la definición de acción en gráficas, pues para g P G

tu, vu es arista de CaypG,Sq ðñ v “ u ¨ s para alguna s P S Y S´1ztεu

ðñ g ¨ v “ g ¨ u ¨ s

ðñ tg ¨ u, g ¨ vu es arista de CaypG,Sq

Además, esta acción siempre cumple el inciso 1 de la Definición 1.40, ya que el grupo G

actúa en los vértices de CaypG,Sq mediante la acción por traslación a la izquierda (Ejemplo

1.39).

El Ejemplo 1.43 satisface casi todas las condiciones de acción libre en gráficas, sólo resta

verificar que: @u, v P V tg ¨ u, g ¨ vu ‰ tu, vu. Pero si dicha acción satisface esto, entonces

lo que podemos hacer es considerar s P S y una arista tu, vu, y con esto tendríamos que

ts ¨ u, s ¨ vu ‰ tu, vu, y a su vez

ts ¨ ps ¨ uq, s ¨ ps ¨ vqu ‰ ts ¨ u, s ¨ vu

esto último es ts2 ¨ u, s2 ¨ vu ‰ ts ¨ u, s ¨ vu. Lo que nos dice esta última diferencia es que el

conjunto S no puede tener elementos de orden 2. Ahora, teniendo esta condición necesaria

nos preguntamos si ¿será también una condición suficiente? La siguiente proposición nos

muestra que en efecto esto ocurre.

Proposición 1.44 (Acción libre en gráficas de Cayley). Sea G un grupo y S Ď G un

conjunto generador (no vacío). Entonces la acción de traslación a la izquierda en la gráfica

CaypG,Sq es libre si y sólo si S no contiene elementos de orden 2.

Demostración. ùñq (Contrapuesta) Supongamos que S tiene un elemento s de orden 2.

Con esto

s ¨ tε, su “
 

s, s2
(

“ ts, 1u

Por tanto dicha acción no es libre.

ðùq (Contrapuesta) Supongamos que la acción enunciada no es libre. Entonces por lo visto

en el Ejemplo 1.43 tenemos que existen g P Gz t1u y una arista tv, v1u de CaypG,Sq

tales que
 

v, v1
(

“ g ¨
 

v, v1
(

“
 

g ¨ v, g ¨ v1
(
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Figura 1.5: Ejemplo de árbol generador

Por definición v1 “ v ¨s para alguna s P SYS´1z tεu. Por la igualdad de los conjuntos

anteriores tenemos los siguiente casos

a) g ¨ v “ v y g ¨ v1 “ v1. Como la acción de G en los vértices es libre, se sigue que

g “ ε, esto contradice la elección de g.

b) g ¨ v ‰ v y g ¨ v1 ‰ v1. Entonces en G tenemos

v “ g ¨ v1 “ g ¨ pv ¨ sq “ pg ¨ vq ¨ s “ v1 ¨ s “ pv ¨ sq ¨ s “ v ¨ s2

De esto obtenemos que s2 “ ε. Dado que s ‰ ε, concluimos que s P S es de

orden 2.

Tenemos ya una condición necesaria y suficiente para que la traslación por la izquierda

en gráficas de Cayley sea una acción libre. Recordemos el Teorema 1.34, la cual nos dice

que si tenemos un grupo libre F , entonces su gráfica de Cayley CaypF, Sq es un árbol, y

por lo que acabamos de ver, esto se traduce en que F actúa libremente en un árbol, a saber

CaypF, Sq. Obtenido esto, lo que sigue es ver si el recíproco es verdadero, es decir que si

un grupo G actúa libremente en un árbol, entonces G es libre. Adelantando la respuesta,

en efecto esto sucede. Para lograrlo lo que tendremos que hacer es obtener un subconjunto

libre generador S de G a partir de de la acción de G en un árbol T , por lo que necesitamos

una manera de obtener información del grupo G a partir de la acción. De esto surge la

siguiente definición.

Definición 1.45 (Árbol generador). Sea G un grupo que actúa en una gráfica pV,Eq

conexa. Un árbol generador de esta acción es un subárbol pT,Rq de pV,Eq tal que @v P

V |T X pG ¨ vq| “ 1.

Ejemplo 1.46. Consideremos a la acción de Z del Ejemplo 1.42. Las órbitas determinadas

por esta acción son: tai | i P Zu , tbi | i P Zu y tci | i P Zu. Con esto un árbol generador de

está acción es la gráfica con vértices ta0, b0, c0u y aristas tta0, b0u , tb0, c0uu. (Figura 1.5)

Lo siguiente es probar, apoyándonos en el Lema de Zorn, la existencia de árboles

generadores para cualquier acción en gráficas conexas.
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Teorema 1.47 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado F (no vacío) en el

que toda cadena tiene una cota superior en F , contiene al menos un elemento maximal.

Lema 1.48 (Existencia de árboles generadores). Cualquier acción de un grupo en una

gráfica conexa admite un árbol generador.

Demostración. Sea G un grupo que actúa en una gráfica pV,Eq. Definamos a la familia de

conjuntos

TG :“ t subárboles de pV,Eq que contienen a lo más un elemento de cada órbita u

Como V ‰ H, entonces para v P V tenemos que tvu P TG. Claramente TG es un conjunto

parcialmente ordenado con la relación subgráfica. Además, cualquier cadena ascendente

tiene una cota superior en TG, a saber la unión de sus elementos. Por el Lema de Zorn, TG
tiene un elemento maximal pT,Rq.

Veamos que pT,Rq es un árbol generador para la G-acción en pV,Eq. Para esto proce-

deremos por contradicción.

Supongamos que pT,Rq no es un árbol generador de dicha acción. Esto implica que existe

v P V tal que |T X pG ¨ vq| ‰ 1. Como pT,Rq P TG, entonces |T X pG ¨ vq| “ 0, es decir

T X pG ¨ vq “ H. Con esto probaremos que existe un vértice r P V tal que uno de sus

vecinos pertenece a T y que T X pG ¨ rq “ H.

Sea u P T . Como la gráfica pV,Eq es conexa existe un camino C descrito por la sucesión

u “ v0, . . . , vn´1 “ v. Para obtener al vértice que buscamos aplicaremos inducción sobre

la longitud del camino C, la cual es n. Si n “ 1, entonces el vértice que buscamos es v.

Ahora bien, para n ě 2, consideremos a vk el primer vértice de C que no pertenece a T .

Analicemos los siguientes casos

Si T X pG ¨ vkq “ H, entonces vk es el vértice que buscamos.

Si T XpG ¨ vkq ‰ H, entonces existe g P G tal que g ¨ vk P T . Consideremos al camino

C1 dado por vk, . . . , vn´1. Así el camino g ¨ C1, descrito por g ¨ vk, . . . , g ¨ vn´1, conecta

a los vértices g ¨vk y g ¨v. Pero la órbita de g ¨v no intersecta a T , pues G ¨g ¨v “ G ¨v.

Como la longitud del camino g ¨C1 es menor o igual que n´k, entonces por hipótesis

de inducción este camino contiene un vértice con la propiedades deseadas.

Ahora, con este vértice r P V , cuya órbita no intersecta a T , y uno de sus vecinos t pertenece

a T , podemos definir a la gráfica pT Y tru , RY tr, tuq. Por construcción esta gráfica es un

árbol que pertenece al conjunto TG y contiene propiamente al árbol pT,Rq. Esto contradice

la condición de ser maximal de pT,Rq.

Por lo tanto pT,Rq es un árbol generador de la G´acción en pV,Eq.
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Antes de enunciar el teorema que nos interesa, necesitamos hablar brevemente de la

excentricidad y del centro de una gráfica, ya que será necesario probar un lema que involucra

estos conceptos.

En una gráfica finita pV,Eq (es decir, con V finito) la excentricidad de un vértice

v P V es la longitud máxima que puede alcanzar un camino que inicia en v. Y el centro de

la gráfica es el conjunto de vértices de excentricidad mínima. Para lo siguiente tengamos

presente que el centro de un árbol es, o bien un vértice, o bien dos vértices adyacentes.

Además el centro de un árbol es invariante bajo automorfismos.

Lema 1.49. 1. Cualquier acción de un grupo finito en un árbol tiene un punto fijo

global (esto es que existe un vértice o una arista que es fijado por la acción bajo

cualquier elemento del grupo).

2. Si un grupo G actúa libremente en un árbol, entonces G no tiene elementos de orden

finito.

Demostración. 1. Sea G “ tg1, . . . , gnu un grupo que actúa en un árbol T . Sea v un

vértice de T . Notemos que |G ¨ v| ď n. Sea T 1 el subárbol que tiene como vértices al

conjunto G ¨ v y sus aristas son todas las aristas de caminos (de longitud mínima)

de T que conectan elementos de G ¨ v. Así T 1 es un árbol finito, de manera que su

centro es, o bien un vértice, o bien dos vértices adyacentes. Como el centro de un

árbol es invariante bajo automorfismos, en el primer caso obtenemos un vértice que

es fijado por la acción bajo todos los elementos de G, y en el segundo caso obtenemos

una arista que es fijada por la acción bajo todos los elementos de G. De modo que

la acción no es libre.

2. Si G actúa libremente en un árbol T y tiene un elemento a ‰ ε de orden finito,

entonces el subgrupo H generado por a es finito, el cual actúa sobre T . Por el inciso

anterior, existe un vértice o una arista que es fijado por todos los elementos de H.

En particular por a. Esto contradice el hecho de que G actúa libremente en T .

Por lo tanto G no tiene elementos de orden finito.

Teorema 1.50 (Caracterización de grupos libres). Un grupo es libre si y sólo si admite

una acción libre en un árbol.

Demostración. ùñq Sean G un grupo libre, y S Ď G un conjunto libre generador. Por el

Teorema 1.34, la gráfica CaypG,Sq es un árbol (no vacío). Por la Observación 1.7,

conjunto S no tiene elementos de orden finito, así por la Proposición 1.44, la acción

por traslación a la izquierda de G en CaypG,Sq es libre.
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ðùq Sea G un grupo que actúa libremente en un árbol T . Si G es el grupo trivial, entonces

por convención tenemos que él es libre. Así que supongamos que G es no trivial. Por

el Lema 1.48 existe un árbol generador T 1.

Paso 1. Construir un conjunto S que sea candidato para generar libremente a G.

Diremos que una arista a “ tu, vu de T es esencial si u es vértice de T 1 y v no lo

es. Notemos que T tiene al menos una arista esencial, ya que de no ser así, entonces

todos los vértices de T pertenecen a T 1, de modo que la órbita de cualquier vértice

v es justamente tvu, lo que implica que G no actúa libremente en T , ya que G es

no trivial. Dicho esto, sea a “ tu, vu una arista esencial, con u vértice de T 1, como

T 1 es un árbol generador, existe ga P G de tal manera g´1
a ¨ v es vértice de T 1, o

lo que es lo mismo v es vértice de ga ¨ T 1. Si h P G es tal que h´1 ¨ v es vértice de

T 1, entonces, como T 1 es un árbol generador h´1 ¨ v “ g´1
a ¨ v. Dado que G actúa

libremente en T , h “ ga. De esta manera ga es el único elemento determinado por la

arista a. Definamos
pS :“ tga P G | a es esencial u .

Veamos que pS cumple:

a) ε R pS. Pues de lo contrario existe una arista a “ tu, vu, con v que no es vértice

de T 1 y tal que 1 ¨ v “ v es vértice de T 1. (absurdo)

b) pS no tiene elementos de orden 2, pues como G actúa libremente en T , el Lema

1.49 nos garantiza que G no tiene elementos de orden finito.

c) Si a y a1 son aristas esenciales, con ga “ ga1 , entonces a “ a1 ya que T es un

árbol y no puede haber dos aristas conectando a las subgráficas conexas T 1 y

ga ¨ T
1 “ ga1 ¨ T

1.

d) Si ga P pS con tu, vu arista esencial, y u vértice de T 1, entonces la arista
 

g´1
a ¨ u, g´1

a ¨ v
(

es esencial ya que por construcción g´1
a ¨ u no es vértice de

T 1 y g´1
a ¨ v sí lo es. Con esto g´1

a “ gg´1
a ¨a P

pS.

Ahora bien, consideremos a la siguiente familia de conjuntos

F :“
!

S Ď pS | @a, b P S, a ¨ b ‰ ε
)

.

Esta familia de conjuntos es no vacía pues, por los incisos a y b, cualquier elemento

g P pS cumple que tgu P F . Entonces el podemos aplicar el Lema de Zorn a F con la

relación de subconjunto. Así F tiene un elemento maximal S. Este conjunto cumple

que S X S´1 “ H y por tanto S´1 Ď Sc. Sea b P Sc, si b R S´1, entonces a ¨ b ‰ ε,

de manera que S Ĺ S Y tbu P F , esto contradice la maximalidad de S, por tanto
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Figura 1.6: Ciclo en T

Sc “ S´1. Del inciso d tenemos que S´1 ‰ H. Por lo tanto S y S´1 forman una

partición de pS.

Paso 2. Verificar que pS genera a G, y por tanto S también lo genera.

Primero veamos que la familia

 

g ¨ T 1 | g P G
(

forma una partición de T . Como T 1 es no vacío, entonces cada g ¨ T 1 es no vacío. Si

tenemos que v es vértice de g ¨T 1 y h ¨T 1, entonces g´1 ¨ v y h´1 ¨ v son vértices de T 1.

Dado que T 1 es un árbol generador g´1 ¨ v “ h´1 ¨ v, y como G actúa libremente en

T se sigue que g “ h. Y si comparten una arista, se puede reducir al caso anterior.

Para cualquier v vértice de T se tiene que existe un único g P G tal que g ¨v es vértice

de T 1, o lo que es lo mismo v es vértice de g´1 ¨ T 1.

Sea g P G. Sea v un vértice de T 1. Como T es conexo, entonces existe un camino

C que conecta a los vértices v y g ¨ v. Por lo visto antes, podemos suponer que C
intersecta a los árboles g0 ¨ T

1, . . . , gn ¨ T
1, en este orden, con gi ‰ gi`1 para todo

i P t0, . . . , n´ 1u y g0 “ 1 y gn “ g.

Sea i P t0, . . . , n´ 1u. Como T 1 es un árbol generador y gi ‰ gi`1 los árboles gi ¨T 1 y

gi`1 ¨ T
1 están unidos por una arista ai. Por definición g´1

i ¨ ai es una arista esencial,

y el elemento que determina en pS es si :“ g´1
i ¨ gi`1. Con esto obtenemos que

g “ gn “ g´1
0 ¨ gn

“ g´1
0 ¨ g1 ¨ g

´1
1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ gn´1 ¨ g

´1
n´1 ¨ gn

“ s0 ¨ s1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ sn

Por tanto pS genera al grupo G. Por construcción de S se sigue que S genera a G.
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Paso 3. Probar que S genera libremente a G.

Por el Teorema 1.36, para ver que S genera libremente aG es suficiente con probar que

CaypG,Sq “ CaypG, pSq no tiene ciclos. Supongamos que existe un ciclo g0, . . . , gn´1.

Por definición tenemos que cada gi “ gi´1 ¨ si (i.e. si “ g´1
i´1 ¨ gi) para alguna si P pS,

con i P t1, . . . , n´ 1u, y a su vez g0 “ gn´1 ¨ sn (i.e. sn “ g´1
n´1 ¨ g0) con sn P pS. Sea

ai la arista esencial que determina al elemento si. Con esto, la arista ai conecta al

árbol T 1 con el árbol si ¨ T 1, de modo que gi´1 ¨ ai conecta a los árboles gi´1 ¨ T
1 y

gi ¨ T
1. Como T 1 es conexo, entonces cada gi ¨ T 1 es conexo. De modo que, existe un

ciclo en T (ver Figura 1.6). Esto contradice el hecho de que T es un árbol. Por lo

tanto CaypG,Sq no tiene ciclos, y en consecuencia S genera libremente al grupo G.



Capítulo 2

Grupos virtualmente libres

El objetivo de este capítulo es dar un resultado más general al Teorema 1.50. Inicia-

mos con la definición de presentaciones de grupos, y seguimos con introducir gráficas de

grupos. Posteriormente construiremos el grupo fundamental y el árbol de Bass-Serre para

cualquier gráfica de grupos. Finalizamos con la demostración del Teorema 2.38 que nos da

propiedades sobre el grupo fundamental de gráficas de grupos finitas.

2.1. Presentaciones de grupos

Definición 2.1 (Subgrupo normal generado). Sea G un grupo y S Ď G un subconjunto.

El subgrupo normal generado por S es

xSyŸG “
č

tH | H es un subgrupo normal de G y S Ď Hu

“
 

g1 ¨ s1 ¨ g
´1
1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ gn ¨ sn ¨ g

´1
n | n P N, s1, . . . , sn P S Y S

´1, g1, . . . , gn P G
(

Definición 2.2 (Generadores y relaciones). Sea S un conjunto, y R Ď WpSq un subcon-

junto de palabras de S . Sea F pSq el grupo libre generado por S. Al grupo

xS | Ry :“ F pSq{xRyŸF pSq

lo llamamos el grupo generado por S con las relaciones R.

Si G es un grupo tal que G – xS | Ry, entonces xS | Ry es una presentación de G.

Definición 2.3 (Grupo finitamente presentado). Un grupo G es finitamente presentado

si tiene una presentación xS | Ry con S y R finitos.

Es claro que un grupo finitamente presentado es finitamente generado.

Teorema 2.4 (Primer teorema de isomorfismo). Sean f : GÑ H un morfismo de grupos

y N ŸG tal que N Ď Núcpfq. Entonces existe un único morfismo de grupos f : G{N Ñ H

tal que f ˝ π “ f , donde π : GÑ G{N es la proyección canónica.

27
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G H

G{N

f

π
f

En particular, si f es sobreyectiva, entonces H – G{Núcpfq.

Proposición 2.5 (Propiedad universal de grupos dados por generadores y relaciones). Sea

S un conjunto y sea R Ď WpSq. El grupo xS | Ry generado por S con las relaciones R

junto con la proyección canónica π : S Ñ F pSq{xRyŸF pSq “ xS | Ry satisface la siguiente

propiedad universal: Para cualquier grupo G y cualquier función ϕ : S Ñ G que cumpla

que para toda palabra r P R

ϕ˚prq “ εG

donde ϕ˚ es la función dada por el inciso 4 del Lema 1.19, existe un único morfismo

ϕ : xS | Ry Ñ G tal que ϕ ˝ π “ ϕ.

Demostración. Como vimos ϕ˚ es el único morfismo tal que ϕ˚ ˝ ι “ ϕ (Teorema 1.22).

Ahora bien, como ϕ˚prq “ 1G para todo r P R, entonces xRyŸF pSq Ď Núcpϕ˚q. Por El Primer

Teorema de Isomorfismo, existe un único morfismo ϕ : xS | Ry Ñ G tal que ϕ ˝ ρ “ ϕ˚,

donde ρ : F pSq Ñ xS | Ry es la proyección canónica de F pSq a xS | Ry. Y componiendo

esta igualdad con ι, por la derecha obtenemos que ϕ ˝ π “ ϕ. Y cualquier otro morfismo

ψ : xS | Ry Ñ G que cumpla ψ ˝ π “ ϕ cumple a su vez que ϕ çπrSs“ ψ çπrSs, y como S

es un conjunto generador de F pSq, se asegura que ψ “ ϕ. Así ϕ es el úncio morfismo con

esta propiedad.

S

F pSq G

xS|Ry

ι
ϕ

π

ρ

ϕ˚

ϕ

Ejemplo 2.6. Todo grupo G tiene una presentación. Sea G un grupo. Consideremos a la

función idG : G Ñ G, gracias al Teorema 1.22 y a la definición grupo libre se sigue que

existe un único morfismo f : F pGq Ñ G tal que restringido a G es idG. Sea R :“ Núcpfq,

dado que R es normal en F pGq, es igual a su subgrupo normal generado, de modo que

xG | Ry “ F pGq{R. Dado que f es sobreyectiva, el Primer Teorema de Isomorfismo nos

garantiza que F pGq{R – Impfq “ G. En consecuencia G – xG | Ry

Ejemplo 2.7. Para n P N, tenemos que xx | xny – Zn. Primero notemos que F ptxuq “
 

xk | k P Z
(

. Definamos la función f : txu Ñ Zn como fpxq :“ 1. Esta función cumple que
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f˚pxnq “ n¨f˚pxq “ n¨1 “ 0. Por la Proposición 2.5 existe un morfismo f : xx | xny Ñ Zn
que extiende a f . Como 1 P Impfq, entonces f es sobreyectiva. Ahora, si xm P xx | xny,

cumple que fpxmq “ 0, entonces 0 “ m ¨ fpxq “ m ¨ 1 “ m, y como el orden de 1 en Zn
es n, entonces n|m, de manera que xm P xxnyŸF pSq “

 

xkn | k P Z
(

. Por tanto xm es el

elemento neutro en xx | xny. En conclusión f es un isomorfismo.

Ejemplo 2.8. Veamos que xxy | xyx´1y´1y – Z2. Definamos a la función f : tx, yu Ñ Z2

como fpxq :“ p1, 0q y fpyq :“ p0, 1q. Así f˚pxyx´1y´1q “ f˚pxq` f˚pyq´ f˚pxq´ f˚pyq “

0. Por la Proposición 2.5 existe un morfismo f : xxy | xyx´1y´1y Ñ Z2 que extiende

a f . Como p1, 0q, p0, 1q P Impfq, entonces f es sobreyectiva. Notemos que la relación

xyx´1y´1 nos permite conmutar a los elementos x y y, de manera que las palabras en

xxy | xyx´1y´1y son de la forma xnym con n,m P Z. Ahora, sea xnym P xxy | xyx´1y´1y

tal que fpxnymq “ p0, 0q, así

p0, 0q “ n ¨ fpxq `m ¨ fpyq “ pn,mq

De modo que n “ m “ 0. Por tanto f es inyectiva, y en conclusión es un isomorfismo.

Ejemplo 2.9. Para n P N con n ě 3 definimos al grupo diédrico como

Dn :“ xs, t | sn, t2, tst´1 “ s´1y

Ahora, consideremos a los gruposG yH, y a sus presentaciones xSG | RGy y xSH | RHy,

respectivamente (gracias al Ejemplo 2.6 las presentaciones de grupos siempre existen). Con

esto definamos al grupo P :“ xSG\SH | RG\RHy. Observemos que existe una inclusión

canónica de G en P y también de H en P , de manera que podemos decir que en P hay

subgrupos isomorfos a G y H. Más aún, de la definición de presentación de grupo y de

la Proposición 1.25, podemos asegurar que los elementos de P son palabras reducidas del

conjunto SG\SH , es decir palabras de la forma p1p2 . . . pk donde cada pi ‰ 1, y además pi
y pi`1 pertenecen a conjuntos distintos. Al grupo P se le conoce como el producto libre

de G y H. Lo siguiente es dar una generalización de esta idea.

2.2. Producto libre

Definición 2.10 (Producto libre amalgamado, propiedad universal). Sea A un grupo, y

sean α1 : A Ñ G1 y α2 : A Ñ G2 morfismos de grupos. Un grupo G junto con morfismos

β1 : G1 Ñ G y β2 : G2 Ñ G tales que β1 ˝ α1 “ β2 ˝ α2, es llamado un producto libre

amalgamado de G1 y G2 sobre A (con respecto a α1 y α2) si se satisface la siguiente

propiedad universal: Para cualquier grupo H y morfismos ϕ1 : G1 Ñ H y ϕ2 : G2 Ñ H

tales que ϕ1 ˝ α1 “ ϕ2 ˝ α2 existe un único morfismo ϕ : G Ñ H con ϕ ˝ β1 “ ϕ1 y

ϕ ˝ β2 “ ϕ2
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G1

A G H

G2

β1

ϕ1

α1

α2

ϕ

β2

ϕ2

El producto libre amalgamado es denotado por G1 ˚A G2 o simplemente como G1 ˚ G2,

cuando A es el grupo trivial, y en este caso le llamaremos producto libre.

Teorema 2.11 (Existencia y unicidad de producto libre con amalgamado). Sea A un

grupo, y sean α1 : A Ñ G1 y α2 : A Ñ G2 morfismos de grupos. Entonces existe G :“

G1 ˚A G2 (junto con los morfismos β1 : G1 Ñ G y β2 : G2 Ñ G) el cual es único salvo

isomorfismo. Más aún G tiene la presentación

xtxg | g P G1u \ txg | g P G2u |

!

xα1paqx
´1
α2paq

| a P A
)

YRG1 YRG2y

donde

RGi :“
 

xgxhx
´1
k | g, h, k P Gi con g ¨ h “ k en Gi

(

Demostración. Unicidad: Supongamos que existe L un grupo junto con γ1 : G1 Ñ L y

γ2 : G2 Ñ Lmorfismos que igual cumplen dicha propiedad universal. Entonces tenemos que

existen únicos morfismos β : GÑ L y γ : LÑ G tales que β ˝β1 “ β ˝β2 y γ ˝γ1 “ γ ˝γ2.

Con esto obtenemos que el morfismo γ ˝ β : GÑ G cumple que γ ˝ β ˝ β1 “ γ ˝ β ˝ β2, es

decir

G1

A G G

G2

β1

β1

α1

α2

γ˝β

β2

β2

pero otro morfismo que satisface esto es justamente idG. Por la unicidad que nos brinda la

Definición 2.10 obtenemos que γ ˝ β “ idG. De manera análoga tenemos que β ˝ γ “ idL.

Por lo tanto G – L.

Existencia: Veamos que el grupo H descrito por la presentación dada en el enunciado

cumple con la Definición 2.10. Por lo anterior obtenemos que G – H.

Definamos a las funciones

γi : Gi ÝÑ H

g ÞÝÑ xg

con i P t1, 2u. Las relaciones RGi nos aseguran que estas funciones son morfismos, pues

γipg ¨ hq “ xgh “ xg ¨ xh “ γipgq ¨ γiphq
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Por las relaciones
!

xα1paqx
´1
α2paq

| a P A
)

obtenemos que

γi ˝ α1pgq “ γpα1pgqq “ xα1paq “ xα2paq “ γpα2pgqq “ γi ˝ α2pgq

Ahora veamos que H cumple la propiedad universal. Sea L un grupo y ϕ1 : G1 Ñ L y

ϕ2 : G2 Ñ L morfismos tales que ϕ1˝α1 “ ϕ2˝α2. Lo que buscamos es probar la existencia

de un único morfismo ϕ : H Ñ L tal que ϕ ˝ α1 “ ϕ ˝ α2. Consideremos a la función

ϕ : txg | g P G1u \ txg | g P G2u ÝÑ L

xg ÞÝÑ

#

ϕ1pgq si g P G1

ϕ2pgq si g P G2

Está función cumple que

ϕ˚pxα1paqx
´1
α2paq

q “ ϕ˚pxα1paqqϕ
˚px´1

α2paq
q “ ϕ1pα1paqqpϕ2pα2paqqq

´1 “ eL

pues ϕ1 ˝ α1 “ ϕ2 ˝ α2. A su vez, para xgxhx´1
z , con g, h, z P Gi y g ¨ h “ z, tenemos que

ϕ˚pxgxhx
´1
z q “ ϕ˚pxgqϕ

˚pxhqϕ
˚pxzq

´1 “ ϕipgqϕiphqϕipzq
´1 “ eL

Por la Proposición 2.5 existe un morfismo ϕ : H Ñ L, el cual por construcción cumple que

ϕ ˝ γ1 “ ϕ1 y ϕ ˝ γ2 “ ϕ2.

Consideremos a S :“ txg | g P G1u\txg | g P G2u, el cual es un conjunto generador de H.

Si ψ : H Ñ L es un morfismo que satisface ψ ˝ γ1 “ ϕ1 y ψ ˝ γ2 “ ϕ2, entonces ψ satisface

que ψ çS“ ϕ çS , entonces ψ “ ϕ (Proposición 1.2). De manera que ϕ es el único morfismo

que cumple la propiedad deseada.

Ejemplo 2.12. Un ejemplo interesante de producto libre es Z2 ˚ Z2 pues resulta tener la

siguiente presentación xs, t | t2, tst´1 “ s´1y, este grupo es mejor conocido como diédrico

infinito D8.

Como vimos en la prueba de existencia del producto libre, Z2 ˚Z2 tiene la presentación

xa, b | a2, b2y en donde Z2 “ xa | a
2y y Z2 “ xb | b

2y. Definimos a la función

f : ta, bu ÝÑ xs, t | t2, tst´1 “ s´1y

a ÞÝÑ st

b ÞÝÑ t

con la cual se cumple que f˚pa2q “ stst “ sptst´1q “ ss´1 “ 1, y f˚pb2q “ t2 “ 1. Gracias

a la Proposición 2.5, existe un morfismo f : Z2 ˚Z2 Ñ D8 que extiende a f . De la misma

manera podemos obtener un morfismo g : D8 Ñ Z2 ˚ Z2 que extiende a la función

g : ts, tu ÝÑ xa, b | a2, b2y

s ÞÝÑ ab

t ÞÝÑ b



32 CAPÍTULO 2. GRUPOS VIRTUALMENTE LIBRES

ya que de esto tenemos g˚pt2q “ 1 y g˚ptst´1q “ bpabqb “ ba “ pabq´1 “ g˚psq´1.

Es fácil ver que f ˝ g “ idD8 ya que tanto f ˝ g como idD8 coinciden en un conjunto

generador del dominio, y por la Proposición 1.2 se sigue. Análogamente g ˝ f “ idZ2˚Z2 .

Por lo tanto obtenemos el isomorfismo deseado.

Notemos que la propiedad universal del producto libre sería la siguiente

Definición 2.13 (Producto libre, propiedad universal). Sean G1 y G2 grupos. Un grupo

G es el producto libre de G1 y G2 si satisface que: Para cualquier grupo H y morfismos

ϕ1 : G1 Ñ H y ϕ2 : G2 Ñ H existe un único morfismo ϕ : GÑ H tal que ϕ ˝ ιi “ ϕi.

Gi H

G

ιi

ϕi

ϕ

donde ιi es la inclusión de Gi en G, con i P t1, 2u.

Esto nos motiva a dar una definición para el producto libre de varios grupos. Consi-

deremos a una familia de grupos tGiuiPI , con I un conjunto de índices no vacío. Y para

cada i P I, sea xSi | Riy una presentación del grupo Gi. Con esto podemos definir a los

conjuntos

S :“
Ů

iPI Si, y R :“
Ů

iPI Ri.

Con estos definimos al grupo P :“ xS | Ry, el cual es una generalización del producto

libre para dos grupos. Este grupo lo denotamos por ˚iPIGi. Además podemos dar una

descripción de este grupo. Como los elementos del grupo libre F pSq son palabra reducidas

del conjunto S, y dado que S es la unión de los conjuntos G1is podemos decir que un

elemento en F pSq es de la forma

s1s2 ¨ ¨ ¨ sn con cada sj P Gi para algún i P I.

Y más aún, si tenemos que sj y sj`1 pertenecen al mismo Gi podemos considerar al

elemento s1j :“ sjsj`1 P Gi (operarlos con la operación de Gi), y así tenemos solamente

palabras que

s1s2 ¨ ¨ ¨ sn con cada sj P Gi y sj`1 P Gk, con i ‰ k.

Ahora notemos que estas palabras son reducidas en un sentido más estricto, ya que no

estamos pidiendo que términos consecutivos pertenezcan a diferentes G1is, a diferencia del

capitulo 1 donde sólo pedíamos que términos consecutivos no sean inversos.

Los elementos que causan ambigüedad son justamente cada palabra εGi , ya que su

propiedad de ser neutro en su respectivo Gi puede confundirse con propiedad de ser neutro

en F pSq de la palabra vacía ε. Para evitar esto consideramos a las palabras que no tengan

como término a ningún neutro de algún Gi.

Con todo esto estamos considerando solamente a las palabras
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s1 ¨ ¨ ¨ sn con cada sj ‰ εGi para todo i P I, y además si sj P Gi, entonces sj`1 R Gi.

Así cada elemento de ˚iPIGi “ xS | Ry “ F pSq{xRyŸF pSq es una clase lateral cuyo repre-

sentantes son palabras de la forma antes descrita. Abusando de la notación, escribiremos

a los elementos de ˚iPIGi como los representantes de cada clase lateral.

El producto libre generalizado pude definirse también a partir de una propiedad uni-

versal.

Definición 2.14 (Producto libre generalizado, propiedad universal). Sea tGiuiPI una fa-

milia de grupos, con I un conjunto de índices no vacío. Un grupo G es el producto libre de

tGiuiPI si satisface que: Para cualquier grupo H y morfismos tϕi : Gi Ñ HuiPI , existe un

único morfismo ϕ : GÑ H tal que ϕ ˝ ιi “ ϕi.

Gi H

G

ιi

ϕi

ϕ

donde ιi es la inclusión de Gi en G, para toda i P I.

Veamos que el grupo ˚iPIGi cumple con la anterior propiedad universal.

Proposición 2.15. Sea tGiuiPI una familia de grupos, con I un conjunto de índices no

vacío. Y para cada i P I, sea xSi | Riy una presentación del grupo Gi. El grupo ˚iPIGi “

x
Ů

iPI Si |
Ů

iPI Riy cumple la propiedad universal del producto libre generalizado.

Demostración. Sean H un grupo y tϕi : Gi Ñ HuiPI morfismos. Definamos a la función

ϕ :
Ů

iPI Si ÝÑ H

s P Sk ÞÝÑ ϕkpgq

Dado que cada ϕi es un morfismo, entonces debe de satisface que para r P Ri, ϕiprq “ 1H ,

por lo que para todo r P
Ů

iPI Ri se tiene que ϕ˚prq “ 1H . Entonces por la Proposición 2.5

se sigue que existe un morfismo ϕ : ˚iPIGi Ñ H tal que para toda s P
Ů

iPI Si, ϕpsq “ ϕpsq.

Como cada g P Gi se expresa de manera única como palabras de Si, entonces se sigue que

para todo g P Gk, ϕpgq “ ϕpgq “ ϕkpgq. Considerando las inclusiones tιi : Gi Ñ ˚iPIGiuiPI

como las que a cada g P Gi lo asocia con la palabra reducida g P ˚iPIGi, podemos asegurar

que ˚iPIGi satisface la propiedad universal deseada.

2.3. Grupo fundamental de gráficas

Antes de comenzar es conveniente mencionar lo qué es una digráfica y la relación que

tiene con las gráficas simples. Nos basaremos en [CZ09].
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Figura 2.1: Ejemplo de digráfica.

Una digráfica D es un par ordenado pV, F q de conjuntos, con V no vacío, donde F

es un subconjunto de V ˆ V . A los elementos de V los llamamos vértices y a los de F

flechas.

Una flecha pu, vq de D, decimos que es simétrica si pv, uq también es una flecha de D,

y llamaremos a la digráfica D simétrica si todas sus flechas son de este tipo. Una flecha

pu, vq de D es un lazo si u “ v.

Si tenemos una gráfica simple Γ “ pV,Eq, podemos construir a la digráfica D :“ pV, F q,

donde F :“ tpu, vq | tu, vu P Eu. Claramente D es una digráfica simétrica y sin lazos.

Figura 2.2: Construcción de una digráfica a partir de una gráfica simple.

Ahora bien, si tenemos una digráfica simétrica sin lazos D “ pV, F q, entonces podemos

definir la siguiente gráfica simple Γ “ pV,Eq, dondeE :“ ttu, vu | pu, vq P F con u y v distintosu.

Esto nos da una manera de hacer una correspondencia uno-a-uno entre las gráficas

simples y las digráficas simétricas sin lazos. A su vez nos permite traducir los conceptos y

Figura 2.3: Construcción de una gráfica simple a partir de una digráfica.
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Figura 2.4: Construcción de una gráfica a partir de digráficas con lazos.

teoremas vistos en el capítulo anterior para digráficas simétricas sin lazos.

Considerando digráficas simétricas que tengan lazos la correspondendia anterior ya no

es uno-a-uno.

Sin embargo, teniendo los conceptos para digráficas simétricas que no tienen lazos es

fácil llevar estos a las digráficas simétricas en general.

Un hecho importante es que para árboles la correspondencia anterior siempre es uno-a-

uno pues estos por definición no admiten lazos. A lo largo del capítulo enfocaremos nuestro

estudio en este tipo de gráficas, de manera que podemos aplicar los conceptos y teoremas

del capítulo anterior, y en particular acciones de grupos en gráficas.

Habiendo comentando todo esto pasemos a dar la siguiente definición, la cual es una

manera de formalizar esta idea de digráficas simétricas y además nos proporciona una

notación que nos facilita distinguir entre el sentido de las flechas.

Definición 2.16 (Gráfica de Serre). Una gráfica de Serre Γ consiste en un conjunto

X “ vertpΓq, un conjunto Y “ aristpΓq y dos funciones

Y Ñ X ˆX, y ÞÑ popyq, tpyqq

donde opyq y tpyq los llamaremos el origen y el termino de y, respectivamente. Y

Y Ñ Y, y ÞÑ y

las cuales satisfacen que para cualquier y P Y

y “ y, y ‰ y, opyq “ tpyq.

Para fines prácticos, a lo largo de este capítulo a una gráfica de Serre la llamaremos

simplemente gráfica, si es que no hay ambigüedad.

Para simplificar los diagramas de este tipo de gráficas, solamente colocaremos una arista

entre vértices adyacentes.

Ejemplo 2.17. Consideremos a la gráfica Γ dada por vertpΓq :“ tx1, x2u y aristpΓq :“
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ty, yu donde popyq, tpyqq “ px1, x2q. Esta gráfica la podemos representar mediante los dia-

gramas de la Figura 2.5.

Figura 2.5: Diagramas de la gráfica Γ

Dada una gráfica Y , una orientación de Y es un subconjunto A Ď aristpY q tal que

aristpY q es unión disjunta de A y A :“ ty | y P Au.

Definición 2.18 (Gráficas de grupos). Una gráfica de grupos Y consiste en una gráfica

Y , un grupo Yx para cada vértice x de Y , y un grupo Yy para cada arista de y de Y , junto

con un monomorfismo Yy Ñ Ytpyq, que denotamos por a ÞÑ ay. Además de que Yy “ Yy

Ejemplo 2.19. Consideremos la siguiente gráfica Y

y a los grupos Yu :“ Q, Yv :“ R y Yy “ Yy :“ Z, junto con los morfimos

Z ÝÑ R
n ÞÝÑ n

Z ÝÑ Q
n ÞÝÑ n

Sea Y una gráfica de grupos con Y una gráfica conexa. Definamos al grupo F pYq como

el grupo dado por la presentación

x
ď

xPvertpY q

Yx Y aristpY q |
ď

xPvertpY q

Rx YRy (2.1)

donde las relaciones Rx cumplen que Yx “ xYx | Rxy, y R son las relaciones

y “ y´1, yayy´1 “ ay para todo y P aristpY q, a P Yy.

Más precisamente F pYq es el cociente del grupo

˚xPvertpY qYx ˚ F paristpY qq

entre el subgrupo normal generado por los elementos
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yy, yayy´1payq´1 con y P aristpY q, a P Yy.

Ahora bien, sea c un camino de longitud n de Y que comience en un vértice x0. Con-

sideremos a y1, . . . , yn las aristas en c, y así tomemos xi “ opyi`1q “ tpyiq. Una palabra

de tipo c en F pYq es un par pc, µq donde µ “ pr0, . . . , rnq es una sucesión de elementos

ri P Yxi . El elemento

|c, µ| :“ r0y1r1y2 ¨ ¨ ¨ ynrn P F pYq

diremos que es el elemento asociado con el par pc, µq.

Considerando al conjunto Y y
y :“ tay | a P Yyu, podemos definir lo siguiente.

Definición 2.20 (Palabra reducida). Diremos que pc, µq es reducida si satisface lo si-

guiente: si n “ 0 y r0 ‰ ε; si n ě 1, y ri R Y
yi
yi para cada índice i tal que yi`1 “ yi.

El siguiente teorema lo enunciamos sin demostración pero se puede consultar en [Ser80,

Teorema 11].

Teorema 2.21. Si pc, µq es un palabra reducida, el elemento asociado |c, µ| en F pYq es

distinto de ε.

Corolario 2.22. La proyección canónica Yx Ñ F pYq es inyectiva para cualquier x P

vertpY q.

De manera que, abusando de la notación, no distinguiremos a los elementos del grupo Yx
y sus imágenes bajo la proyección canónica Yx Ñ F pYq.

Definición 2.23 (Grupo fundamental deY). Sean Y una gráfica de grupos y x0 un vértice

de Y . El grupo fundamental de Y en x0 se define como

π1pY, x0q :“ t|c, µ| P F pYq | c tiene como primer y último vértice a x0u.

Lema 2.24. Sea tGiuiPI una familia de grupos, con I ‰ H. Para cada Gj existe un

subgrupo normal H E˚iPIGi tal que Gj Ď H y H XGi “ H para todo i ‰ j.

Demostración. Sea Gj un grupo de la familia tGiuiPI . Consideremos a la función f :
Ů

iPI Gi ÝÑ Z definida como 0 para los elementos de Gj y 1 para los demás Gi’s. Con esto

obtenemos un morfismo f : F p
Ů

iPI Giq ÝÑ Z que extiende a f .

NombremosK a Núcpfq. En particularKEF p
Ů

iPI Giq, Gj Ď K y ademásKXGi “ H.

Considerando la familia de inclusiones tιi : Gi Ñ F p
Ů

iPI GiquiPI , la propiedad universal

de producto libre generalizado nos da un morfismo ϕ : ˚iPIGi ÝÑ F p
Ů

iPI Giq. Dado que

la normalidad se preserva bajo imagen inversa ϕ´1rKsE˚iPIGi. También del hecho de ser

función ϕ´1rGjs Ď ϕ´1rKs. Y por último, para i ‰ j, ϕ´1rKsXϕ´1rGis “ ϕ´1rKXGis “

ϕ´1rHs “ H.

Gracias a la propiedad universal podemos identificar a cada ϕ´1rGis con Gi.

Por lo tanto ϕ´1rKs es el subgrupo H que deseábamos.
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Proposición 2.25. Sean Y una gráfica de grupos y T un árbol maximal de Y . Definamos al

grupo G :“ F pYq { xaristpT qyŸF pYq. Consideremos a p : F pYq Ñ G la proyección canónica

y gy a la imagen de y P aristpY q bajo la proyección p. Entonces:

1. El grupo G se puede describir como el cociente de ˚xPvertpY qYx ˚ F paristpY qq con el

subgrupo normal generado por

gy “ g´1
y , gya

yg´1
y “ ay para todo y P aristpY q, a P Yy

gy “ ε para todo y P aristpT q.

2. Para cualquier x0 P vertpY q, la proyección p induce un isomorfismo entre los grupos

π1pY, x0q y G.

Demostración. 1. De la definición de F pYq tenemos que sus elementos pertenecen a

˚xPvertpY qYx ˚ F paristpY qq

sujetos a las relaciones

yy, yayy´1payq´1 con y P aristpY q, a P Yy.

Ahora bien, como consecuencia del Lema 2.24 notemos que el subgrupo xaristpT qyŸF pYq

es ajeno a cada grupo vértice Yx. De manera que podemos identificar a cada Yx con

su imagen bajo p. Por otro lado F paristpY qq bajo p resulta ser tgy | y P aristpY qu.

Y las relaciones descritas arriba bajo p resultan ser

gygy, yayg´1
y pa

yq´1 con y P aristpY q, a P Yy.

Y por último

gy “ ε para todo y P aristpT q.

2. Para x P vertpY q, sea cx el camino en T que conecta a los vértices x0 y x (por la

Proposición 1.29 este camino existe y es único). Consideremos a y1, . . . , yn las aristas

del camino cx, y tomemos

γx :“ y1 . . . yn P F pYq

Con esto, para cada Yx (x P vertpY q) definamos la función

fx : Yx ÝÑ π1pY, x0q

a ÞÝÑ γx ¨ a ¨ γ
´1
x
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La cual está bien definida, pues los elementos de su imagen en efecto pertenecen al

grupo π1pY, x0q, y además cada fx es un morfismo de grupos.

Ahora, definamos a la función

g : aristpY q ÝÑ π1pY, x0q

y ÞÝÑ γopyq ¨ y ¨ γ
´1
tpyq

que, al igual que las funciones anteriores, está bien definida. De esto obtenemos un

morfismo g˚ : F paristpY qq Ñ π1pY, x0q que extiende a g.

Por la propiedad universal de producto libre, existe un morfismo

ϕ : ˚xPvertpY qYx ˚ F paristpY qq ÝÑ π1pY, x0q

tal que ϕpaq “ γx ¨ a ¨ γ
´1
x y ϕpyq “ γopyq ¨ y ¨ γ

´1
tpyq para a P Yx, y P aristpY q.

Veamos que RY aristpT q Ď Núcpϕq, donde R es el conjunto de relaciones definido en

el inciso anterior.

ϕpyyq “ ϕpyqϕpyq “ γopyq ¨ y ¨ γ
´1
tpyq ¨ γopyq ¨ y ¨ γ

´1
tpyq

“ γtpyq ¨ y ¨ γ
´1
opyq ¨ γopyq ¨ y ¨ γ

´1
tpyq

“ ε

así como también que

ϕpyayy´1q “ ϕpyqϕpayqϕpyq´1

“ pγopyq ¨ y ¨ γ
´1
tpyqq ¨ pγtpyq ¨ a

y ¨ γ´1
tpyqq ¨ pγtpyq ¨ y

´1 ¨ γ´1
opyqq

“ γopyq ¨ y ¨ a
y ¨ y´1 ¨ γ´1

opyq

“ γopyq ¨ a
y ¨ γ´1

opyq

“ γtpyq ¨ a
y ¨ γ´1

tpyq

“ ϕpayq

y si y P aristpT q, entonces sucede que ctpyq “ copyqy o bien coptq “ ctpyqy. En el primer

caso

ϕpyq “ γopyq ¨ y ¨ γ
´1
tpyq

“ γopyq ¨ y ¨ pγopyq ¨ yq
´1

“ γopyq ¨ y ¨ y
´1γ´1

opyq

“ ε

Para el segundo caso es análogo.
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Por tanto xR Y aristpT qyŸ Ď Núcpϕq. Gracias al Primer Teorema de Isomorfismo y

al inciso anterior, existe un morfismo ψ : G Ñ π1pY, x0q tal que ψ ˝ p “ ϕ, más

precisamente

ψpaq “ γx ¨ a ¨ γ
´1
x

ψpgyq “ γopyq ¨ y ¨ γ
´1
tpyq

Notemos que ppγxq “ 1, así para a P Yx

ppψpaqq “ ppγx ¨ a ¨ γ
´1
x q

“ ppγxq ¨ ppaq ¨ ppγ
´1
x q

“ ppaq

“ a

y para y P aristpY q

ppψpgyqq “ ppγopyq ¨ y ¨ γ
´1
tpyqq

“ ppγopyqq ¨ gy ¨ ppγ
´1
tpyqq

“ gy

Con esto p˝ψ “ id en un conjunto generador de G, de modo que p˝ψ “ idG. Por otro

lado, sea |c, µ| P π1pY, x0q considerando |c, µ| “ r0y1r1y2 ¨ ¨ ¨ ynrn y xi :“ opyi`1q “

tpyiq tenemos

ψpppriqq “ ψpriq “ γxi ¨ ri ¨ γ
´1
xi y ψpppyiqq “ γxi´1 ¨ yi ¨ γ

´1
xi

de modo que

ψppp|c, µ|qq “ pγx0 ¨ r0 ¨ γ
´1
x0 qpγx0 ¨ y1 ¨ γ

´1
x1 q ¨ ¨ ¨ pγxn´1 ¨ yn ¨ γ

´1
xn qpγxn ¨ rn ¨ γ

´1
x0 q

“ γx0 ¨ pr0y1 ¨ ¨ ¨ ynrnq ¨ γ
´1
x0

“ r0y1 ¨ ¨ ¨ ynrn

“ |c, µ|

La penúltima igualdad se da pues γx0 “ ε. En conclusión ψ ˝ p “ idπ1pY,x0q.

Este resultado nos permite definir de otra manera al grupo fundamental de una gráfica

de grupos

Definición 2.26 (Grupo fundamental de Y). Sean Y una gráfica de grupos y T un árbol
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maximal de Y . El grupo fundamental de Y en T es

π1pY, T q :“ F pYq { xaristpT qyŸF pYq

Más aún, podemos asegurar lo siguiente.

Corolario 2.27. El grupo fundamental de una gráfica de grupos es independiente del árbol

maximal o vértice que se tome.

Y de esto:

Corolario 2.28. Sean Y una gráfica de grupos, T un árbol maximal de Y y pc, µq una

palabra reducida cuyo tipo c es un camino cerrado. Entonces la imagen de |c, µ| en π1pY, T q,

bajo la proyección canónica, es distinta de 1.

Esta última manera de definir el grupo fundamental de una gráfica de grupos nos

permite obtener un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.29. Considerando a la gráfica de grupos Y como

Calculemos por definición a F pYq,

F pYq “ xYu \ Yv \ ty, yu | RYu \RYv \ ty
´1 “ y , yayy´1 “ ayuy

Notemos que su único árbol maximal es justamente Y , de manera que π1pY, Y q está dado

por

F pYq { xaristpY qyŸF pYq “ xYu \ Yv | RYu \RYv \ ta
y “ ayuy “ Yu ˚ Yv

Un hecho importante que veremos más adelante es que un grupo G que actúa en

un árbol libremente es el grupo fundamental de cierta gráfica de grupos. Lo siguiente es

construir una gráfica cuyo rol en nuestra búsqueda de caracterizar a los grupos virtualmente

libres es vital. Tal gráfica resultará ser un árbol y es conocido como árbol de Bass-Serre.

2.4. Árbol de Bass-Serre

Brevemente recordemos lo que es una gráfica cociente. Sea G un grupo que actúa

libremente en una gráfica conexaX. La gráfica cociente G{X está dada por: vertpG{Xq “
Ť

vPvertpXqG ¨ v, y dos vértices son adyacentes en G{X si y sólo si algunos de sus elementos

lo son en X.

Para lo siguiente, consideremos:
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Y una gráfica de grupos con Y una gráfica conexa y no vacía.

T un árbol maximal de Y .

A una orientación de Y .

Si y P aristpY q, definimos

epyq :“

#

0 si y P A

1 si y R A

y |y| denotará a una de las dos aristas y o y que pertenece a A.

El propósito de esta sección es construir una gráfica rX “ rXpY, T q a partir de la gráfica

de grupos Y que cumpla lo siguiente:

Una acción del grupo π “ π1pY, T q en rX.

Un morfismo p : rX Ñ Y que induzca un isomorfismo π{ rX – Y .

secciones vertpY q Ñ vertp rXq y aristpY q Ñ aristp rXq de p (estas secciones serán

denotadas como x ÞÑ rx y y ÞÑ ry)

Con esto obtendremos una acción del grupo π en la gráfica rX donde conocemos la

gráfica cociente y los estabilizadores de los vértices y las aristas, a saber los grupos vértice

Yx y los grupos arista Yy, respectivamente. Más aún, dicha gráfica rX resultará ser un árbol.

En lo que sigue, el conjunto de clases laterales izquierdas de un subgrupo H en un

grupo G será denotado por G{H.

Definamos a los vértices y aristas de la gráfica rX como

vertp rXq :“
ğ

xPvertpY q

π{πx, aristp rXq :“
ğ

yParistpY q

π{πy

donde

πx “ Yx, πy “ Y w
w pw “ |y|q

Denotaremos por rx a la clase lateral πx, y por ry a la clase πy. Ahora bien, sólo resta definir

a las funciones

aristp rXq ÝÑ aristp rXq

gry ÞÝÑ gry

y

aristp rXq ÝÑ vertp rXq ˆ vertp rXq

gry ÞÝÑ popgryq, tpgryqq
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y lo haremos como sigue

gry :“ gry

opgryq :“ gg
´epyq
y o rpyq

tpgryq :“ gg
1´epyq
y t rpyq

donde gy denota la imagen de y en π. Ahora hay que verificar que estas funciones están

bien definidas. La primera se sigue del hecho πy “ Y w
w “ πy. Para la segunda primero hay

que verificar que para z P πy se tiene

zg´epyqy o rpyq “ g´epyqy o rpyq

lo que es equivalente a

gepyqy πyg
´epyq
y Ď πopyq “ Yopyq

Entonces, si g, h P π son tales que gry “ hry, implica que h´1g P πy y por lo visto

ph´1gqg´epyqy o rpyq “ g´epyqy o rpyq

de lo que obtenemos que opgryq “ ophryq.

Para la tercera hay que verificar

gepyq´1
y ryg1´epyq

y Ď πtpyq “ Ytpyq

lo cual se sigue de un argumento similar al hecho antes.

Con esto tenemos que la gráfica rX está bien definida. Además tenemos la función dada

por

π ˆ vertp rXq ÝÑ vertp rXq

pg, hrxq ÞÝÑ pghqrx

está bien definida pues

h1rx “ h2rx ô h´1
2 h1 P πx ô h´1

2 g´1gh1 P πx ô gh1rx “ gh2rx

y, por construcción de rX, es una acción de π en rX. Al morfismo p lo definimos como

ppgrxq :“ x.

Para y P aristpT q, se cumple que gy “ 1, por lo que opryq “ o rpyq y tpryq “ t rpyq. Con

esto, las secciones x ÞÑ rx y y ÞÑ ry inducen un isomorfismo T – rT Ď rX.
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Teorema 2.30 (Árbol de Bass-Serre). Sean Y una gráfica de grupos conexa no vacía, T

un árbol maximal de Y y A una orientación de Y . Entonces la gráfica rX “ rXpY, T q es un

árbol.

Demostración. Primero veamos que rX es conexa. Sea y P aristpY q, entonces si epyq “ 0

tenemos que opryq “ o rpyq, y si epyq “ 1 tenemos tpryq “ t rpyq, de modo que alguno de

los extremos de la arista ry pertenece al árbol rT . Entonces la subgráfica más pequeña por

contención W de rX que contiene a todas las aristas ry (y P aristpY q) es conexa. Más aún,

para grx P vertp rXq se cumple que grx P π ¨ rT Ď π ¨W , de manera que π ¨W “ rX.

Ahora lo que haremos es probar que existe un S Ď π subconjunto generador tal que

para todo s P S, W Y sW es conexa, y para probar esto basta con ver que W y sW tienen

un vértice en común ya que tanto W como sW es conexa. Sea S la unión de los conjuntos

Yx (x P vertpY q) y tgyu (y P aristpY q). Sea s P Yx, para algún x P vertpY q, entonces las

gráficas W y sW comparten el vértice rx “ srx. Sea gy, para algún y P aristpY q, entonces

las gráficas W y gyW comparten el vértice:

opgyryq “ gyg
´1
y o rpyq “ o rpyq, si epyq “ 1;

gyĄtpyq “ tpryq, si epyq “ 0.

Mediante un argumento inductivo obtenemos que para cualesquiera s1, . . . , sn P S

W Y s1W Y s1s2W Y ¨ ¨ ¨ Y s1 ¨ ¨ ¨ snW

es conexa.

Con esto podemos probar que rX es conexa. Consideremos rx0 P vertpW q un vértice fijo,

y sea grx P vertp rXq un vértice cualquiera. Como S genera a π, existen s1, . . . , sn P S tales

que g “ s1 ¨ ¨ ¨ sn. Por lo visto arriba los vértices rx0 y grx están conectados.

Para probar que rX no tiene ciclos, lo que se hará es ver que todos los caminos ce-

rrados de rX tienen un retroceso (i.e. ryi`1 “ ryi, para algún i). Para esto procederemos

por contradicción. Sean rc un camino cerrado sin retrocesos, ps1ry1, . . . , snrynq la sucesión de

sus aristas, y px0, x1, . . . , xnq la sucesión de vértices bajo la proyección c de rc en Y . En

particular x0 “ xn. Consideremos ei :“ epyiq y gi :“ gyi , así

tpsnrynq “ sng
1´en
n rx0 “ s1g

´e1
1 rx0 “ ops1ry1q

tps1ry1q “ s1g
1´e1
1 rx1 “ s2g

´e2
2 rx1 “ ops2ry2q

...

tpsn´1ryn´1q “ sn´1g
1´en´1

n´1 rxn´1 “ sng
´en
n rxn´1 “ opsnrynq .

Definimos qi :“ sig
´ei
i , con lo que tenemos
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qngnrn “ q1

q1g1r1 “ q2
...

gn´1gn´1rn´1 “ qn

con ri P rxi “ πxi . De esto

gnrn “ q´1
n q1

g1r1 “ q´1
1 q2

...

gn´1rn´1 “ g´1
n´1qn

de manera que

g1r1g2r2 ¨ ¨ ¨ gnrn “ 1. (2.2)

Sea pc, µq la palabra de tipo c definida por µ “ p1, r1, r2, . . . , rnq. Veamos que pc, µq es

reducida. Supongamos que c tiene aristas tales que yi`1 “ yi. Entonces gyi`1 “ g´1
i y

ei`1 “ 1´ ei. De la igualdad qigiri “ qi`1 obtenemos

psig
´ei
i qgiri “ si`1g

ei`1

i`1

y de esto ri “ gei´1
i ps´1

i si`1qg
1´ei
i . Tenemos que probar que ri R Y

yi
yi , lo que es equivalente

a que

s´1
i si`1 R g

1´ei
i Y yi

yi g
ei´1
i

Pero esto último es igual al estabilizador π
ryi , así que hay que ver que s´1

i si`1ryi ‰ ryi, pero

esto se cumple pues como rc no tiene retrocesos, entonces siryi ‰ si`1ryi`1 “ si`1ryi`1 “

si`1ryi, así siryi ‰ si`1ryi. Dado que c es un camino cerrado y pc, µq es reducida, por el

Corolario 2.28 obtenemos que la imagen de |c, µ| en π1pY, T q es distinta de 1. Sin embargo,

su imagen es g1r1 ¨ ¨ ¨ gnrn dada por la Ecuación 2.2.

Por lo tanto rX no tiene ciclos, y en consecuencia es un árbol.

2.5. Teorema de estructura

Teniendo en cuenta el árbol de Bass-Serre, lo que nos interesa ahora es obtener condi-

ciones para que un grupo G sea el grupo fundamental de una gráfica de grupos Y, ya que

de está manera G actuará naturalmente en el árbol de rX de Y.

Definición 2.31. Sea G{X una gráfica cociente y T 1 un subárbol de G{X. Considerando

la proyección p : X Ñ G{X. Un levantamiento de T 1 es un subárbol T de X tal que

T Ď p´1rT 1s y T – T 1. En este caso diremos que T 1 se levanta a T .
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Definición 2.32. Sea G un grupo que actúa en una gráfica X. Decimos que G actúa sin

inversiones si para cualesquiera y P aristpXq y g P G se cumple gy ‰ y.

Lema 2.33. Sea X una gráfica conexa y G un grupo que actúa sin inversiones en ella.

Todo subárbol T 1 de G{X se levanta a un subárbol de X.

Demostración. Sea Ω el conjunto de subárboles de X que se proyectan inyectivamente en

T 1. Notemos que Ω ‰ H ya que vertpXq ‰ H. Considerando el orden parcial inducido por

la contención podemos aplicar Lema de Zorn y con esto obtenemos un elemento maximal

T0 de Ω. Sea T 10 la imagen de T0 en T 1.

Lo que afirmamos es que T 10 “ T 1, y para ver esto procederemos por contradicción.

Supongamos que T 10 Ĺ T 1. Esto implica que vertpT 10q Ĺ vertpT 1q, y dado que T 1 es conexa

sea y1 P aristpT 1q tal que opy1q P vertpT 10q y tpy1q R vertpT 10q. Sea y un levantamiento de

y1, y ya que podemos intercambiar a y por cualquier gy con g P G, supongamos que

opyq P vertpT0q, esto nos es posible gracias a que T0 se proyecta inyectivamente en T 10 y

opy1q P vertpT 10q lo que implica que un levantamiento de opy1q pertenece a vertpT0q.

Sea T1 la gráfica que resulta de agregar tpyq y y, y a T0. Notemos que T1 es un árbol.

Y además que T1 se proyecta inyectivamente en T 1 pues la proyección de tpyq en T 1 no

pertenece a T 10. Esto contradice la maximalidad de T0.

Por lo tanto T 10 “ T 1, y así T0 es un levantamiento de T 1.

Lema 2.34. Sea G un grupo que actúa sin inversiones en una gráfica conexa X y T un

subárbol generador. Sea Y una subgráfica de X que contenga a T y que cada una de sus

aristas tenga un extremo en T y además G ¨ Y “ X. Para cada arista y P aristpY q con

origen en T , sea gy un elemento de G tal que gytpyq P vertpT q.

El grupo H generado por los elementos gy y los estabilizadores Gx (con x P vertpT q) es

igual a G.

Los elementos gy en efecto existen ya que T intersecta a todas las orbitas de los vértices

en exactamente un elemento.

Demostración. Sea g P G, y x P vertpT q. Lo que haremos será analizar al vértice gx

poniendo atención en su distancia al árbol T , a la cual llamaremos n.

Si n “ 0, entonces gx P vertpT q, de esto se sigue que g P Gx y por tanto g P H.

Si n “ 1, entonces gx es adyacente a algún vértice de T , digamos x0 y llamemos y0

a la arista con origen en x0 y término en gx. Dado que G ¨ Y “ X, existe r P G tal que

ry0 P aristpY q, y más aún r P Gx0 ya que x0 P vertpT q y T es un subárbol generador. Con

esto tenemos que rgx es un vértice de Y que es adyacente a un vértice x0 de T , el cual

podemos suponer que es el origen de la arista que lo conecta a rgx, de modo que existe

algún gy tal que gyrgx P vertpT q. Y dado que x P vertpT q y T es subárbol generador, se
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sigue que gyrg P Gx, es decir gyrg “ gx para algún gx P Gx, de lo que obtenemos que

g “ r´1g´1
y gx P H.

Ahora supongamos que si gx está a distancia n se cumple que g P H. Supongamos que

gx está a distancia n` 1 de un vértice de T , digamos que

x0, g1x1, g2x2, . . . , gnxn, gx

es la trayectoria de longitud mínima entre T y gx, donde cada xi P vertpT q. Por hipótesis

de inducción tenemos que gn P H. Luego trasladamos la trayectoria con g´1
n y obtenemos

que en particular que xn P vertpT q y g´1
n gx es adyacente a este, de esta manera podemos

proceder como en el caso n “ 1, así g´1
n g P H y como g´1

n P H concluimos que g P H.

Teorema 2.35. Si un grupo G actúa sin inversiones en un árbol X, entonces G es el

grupo fundamental de una cierta gráfica de grupos Y, donde Y “ G{X.

Antes de demostrar este Teorema lo que haremos será construir la gráfica de grupos Y

tal que el grupo G sea su grupo fundamental.

Para definir una gráfica de grupos necesitamos una gráfica, los grupos asociados a cada

vértice y arista, y los morfismos de cada arista a su término. La gráfica que nos servirá

es justamente G{X. Lo siguiente a hacer es determinar los grupos para los vértices y las

aristas.

Sea T un árbol maximal deG{X. Como consecuencia del Lema 2.33 podemos considerar

a j : T Ñ X un levantamiento, y A una orientación de G{X donde

epyq :“

#

0 si y P A

1 si y R A

El levantamiento j implicitamente define las secciones vertpG{Xq “ vertpT q Ñ vertpXq

y aristpT q Ñ aristpXq. Gracias a la maximalidad de T tenemos implícitamente una sección

aristpG{Xq Ñ aristpXq aunque lo que buscamos es que dicha sección preserva la orientación

de la aristas, es decir buscamos extender a j a un sección j˚ : aristpG{Xq Ñ aristpXq tal

que j˚pyq “ j˚pyq, y para esto sólo basta con definirlo en aristpG{Xq. Más aún, dado que

T es maximal sólo basta con definir los valores de A´ aristpT q.

Sea y P aristpG{Xq tal que opyq P vertpT q, y como j es inyectiva lo conveniente es

definir opj˚pyqq :“ jpopyqq. Dado que tpjpyqq y jptpyqq tienen la misma proyección en G{X,

existe γy P G tal que tpjpyqq “ γyjptpyqq. Entonces extendemos y ãÑ γy a todo aristpG{Xq

mediante γy “ γ´1
y y γy “ 1 para y P aristpT q. Esto nos permite definir a j˚ para cada

y P aristpG{Xq como sigue

opj˚pyqq :“ γ
´epyq
y jpopyqq

tpj˚pyqq :“ γ
1´epyq
y jptpyqq.
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Recordemos que el estabilizador para un elemento x se denota como Gx. Con esto

definimos los grupos para vértices y aristas como sigue

Yv :“ Gjpvq para v P vertpY q

Yz :“ Gj˚pyq para y P aristpY q.

Y el morfismo Yy Ñ Ytpyq lo definimos como a ÞÑ ay :“ γ
epyq´1
y aγ

1´epyq
y . Notemos que

está definición es posible ya que γepyq´1
y Gj˚pyqγ

1´epyq
y Ď Gjptpyqq.

Sea φ : πpY, T q Ñ G el morfismo definido por las inclusiones Yv ãÑ G y por φpgyq :“ γy.

Y sea ψ : rXpY, T q Ñ X definida como

ψpgrxq :“ φpgqjpxq, y

ψpgryq :“ φpgqj˚pyq.

SeaW la subgráfica más pequeña deX que contiene a las aristas j˚pyq, con y P aristpY q.

Cada arista de W tiene un extremo en jrT s ya que jrT s ĎW y T es generador, y a su vez

G ¨W “ X. Más aún, de la definición de ψ tenemos que W Ď ψr rXs, y de la definición de

φ se sigue que este induce isomorfismos entre los estabilizadores de los vértices y aristas

de rX y X. Gracias al Lema 2.34 aseguramos que φ es sobreyectiva, y por tanto también

ψ. Dado que φ induce isomorfismos entre los estabilizadores de vértices y aristas de rX y

X se tiene que ψ es localmente inyectiva (i.e. inyectiva en aristas con un origen dado).

Lema 2.36. Sea f : X Ñ T un morfismo de gráficas localmente inyectivo con X conexa y

T un árbol. Entonces f es inyectiva.

Demostración. Sean v, u P vertpXq tales que fpvq “ fpuq.

Supongamos que v ‰ u. Dado que X es conexa, existe un camino no trivial que conecta

a v y u, llamémoslo

v “ x0, x1, . . . , xn´1, xn “ u.

Dado que fpvq “ fpuq y T es un árbol, existe un m P t0, 1, . . . , nu tal que fpum´1q “

fpumq. Como um´1 y um son adyacente, y f es localmente inyectiva se sigue que fpum´1q ‰

fpumq, lo cual contradice lo dicho arriba.

Por lo tanto v “ u.

Teorema 2.37. Con las hipótesis y notación utilizadas arriba, las siguientes propiedades

son equivalentes:

1. X es un árbol.

2. ψ : rX Ñ X es un isomorfismo de gráficas.

3. φ : πpY, T q Ñ G es un isomorfismo de grupos.

El Teorema 2.35 se sigue de la implicación p1q ñ p3q.
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Demostración. La implicación p1q ñ p2q se sigue del Lema 2.36 ya que ψ es sobreyectivo

y localmente inyectivo.

La implicación p2q ñ p1q se obtiene como consecuencia del Teorema 2.30.

Ahora veamos la implicación p2q ñ p3q. Sea n P Núcpφq. Sea rx P vertp rXq, así pues

ψpnrxq “ φpnqjpxq “ jpxq, y por otro lado ψprxq “ jpxq. Como ψ es isomorfismo se sigue

que nrx “ rx, por lo que n P G
rx. Dado que φ restringido a G

rx es un isomorfismo obtenemos

que Núcpφq XG
rx “ t1u. Por lo tanto n “ 1, y así φ es isomorfismo.

La implicación p3q ñ p2q se sigue de la definición de ψ.

2.6. Resultado principal

Antes de iniciar cabe hacer mención de que la torsión de un grupo es el conjunto de

los elementos de orden finito. Habiendo dicho esto, el objetivo de esta sección es demostrar

el siguiente resultado.

Teorema 2.38. Sea Y una gráfica de grupos con las siguientes propiedades:

1. La gráfica Y es finita.

2. Para cada x P vertpY q el grupo Yx asociado con x es finito.

Sean T un árbol maximal de Y y G :“ π1pY, T q el grupo fundamental de Y en T . Entonces:

a. G es finitamente generado.

b. Todo subgrupo libre de torsión de G es libre.

c. G tiene un subgrupo libre de torsión de índice finito.

A continuación seguiremos trabajando con las hipótesis y notación del Teorema ante-

rior.

Lema 2.39. Sea H un subgrupo de G. Supongamos que H X gYxg
´1 “ tεu para todo

x P vertpY q y para todo g P G. Entonces H es un grupo libre.

Demostración. Consideremos el árbol rXpY, T q, con T un árbol maximal de Y . Entonces G

actúa en rX, de modo que H actúa en rX. Si h P H es tal que para una arista gπỹ P aristp rXq

se tiene que hgπỹ “ gπỹ, entonces g´1hg P πỹ “ Y w
w Ď Ytpwq, donde w “ |y|. Digamos que

g´1hg “ a P Ytpwq, de esto tenemos que h “ gag´1, por hipótesis se sigue que h “ ε. En

conclusión H actúa libremente en el árbol rX.

Ahora lo que haremos será construir una gráfica simple A a partir de la gráfica de Serre
rX, en la que actúe libremente el grupo H, pues por el Teorema 1.50 esto implica que H

es un grupo libre. Definamos a la gráfica simple A como



50 CAPÍTULO 2. GRUPOS VIRTUALMENTE LIBRES

vertpAq :“ vertp rXq,

aristpAq :“ t topyq, tpyqu | y P aristp rXqu.

Notemos que las aristas de A en efecto son conjuntos de cardinalidad 2, ya que rX no

tiene ciclos (Teorema 2.30). Como todo camino en A está inducido por un camino en rX,

y rX es un árbol, por la Proposición 1.29 se sigue que A es un árbol. Es claro que H actúa

libremente en A.

Como Y es una gráfica finita, y cada Yx es finito, con x P vertpY q, entonces podemos

elegir a un n P N que sea múltiplo de los ordenes de los Yx’s. Sea E un conjunto finito de

n elementos. Si F es un grupo finito, diremos que un morfismo f : F Ñ SimpEq es regular

si la F´acción en E que determina es una acción libre. Continuaremos suponiendo que E

es finito.

Lema 2.40. Supongamos que el orden de F divide a n. Entonces:

1. Existe un morfismo regular f : F Ñ SimpEq, el cual es único salvo conjugación por

un elemento de SimpEq.

2. Si F 1 es un subgrupo de F , cada morfismo regular de F 1 en SimpEq se extiende a un

morfismo regular de F en SimpEq.

3. Si F 1 y F 2 son dos subgrupos de F , y φ es un isomorfismo de F 1 en F 2, entonces

para cualquier morfismo regular f : F Ñ SimpEq existe un s P SimpEq tal que

fpφpxqq “ s ¨ fpxq ¨ s´1, para cada x P F 1.

Demostración. 1. Sea m :“ n
|F | . Consideremos al conjunto C :“

m
ğ

i“1

Fi donde cada Fi

es una copia de F . Entonces F actúa libremente en C mediante

F ˆ C ÝÑ C

px, cq ÞÝÑ xc

De manera que el morfismo inducido es regular. Y como C está es correspondencia

uno a uno con E, existe un morfismo f : F Ñ SimpEq regular.

Ahora veamos que este morfismo es único salvo conjugación de un elemento de

SimpEq. Sea g : F Ñ SimpEq un morfismo regular. Denotaremos por ¨f y ¨g a la

acción de F en E inducida por f y g, respectivamente. Sean

F ¨f a1, F ¨f a2, . . . , F ¨f ak

las órbitas de la acción f . Como la acción es libre, entonces |F ¨f ai| “ |F |, de modo

que

n “ |E| “
k
ÿ

i“1

|F ¨f ai| “ k|F |



2.6. RESULTADO PRINCIPAL 51

lo que implica que k “ m. En conclusión, la acción f induce m órbitas en E. De la

misma manera podemos ver que g induce m órbitas en E, digamos

F ¨g b1, F ¨g b2, . . . , F ¨g bm

Como la órbitas de la acción f forman una partición del conjunto E y la acción ¨f
es libre podemos definir la función

s : E ÝÑ E

x ¨f ai ÞÝÑ x ¨g bi

con x P F . Esta función es biyectiva pues su función inversa es justamente

t : E ÝÑ E

x ¨g bi ÞÝÑ x ¨f ai

que de igual manera, se puede definir así pues las órbitas de la acción g en E forman

una partición y la acción ¨g es libre. Así s P SimpEq.

Sea z P F . Entonces

ps´1 ˝ gpzq ˝ sqpx ¨f aiq “ ps
´1 ˝ gpzqqpx ¨g biq

“ s´1pz ¨g px ¨g biqq

“ s´1pzx ¨g biq

“ zx ¨f ai

“ fpzqpx ¨f aiq

de modo que fpzq “ s´1 ˝ gpzq ˝ s para cualquier z P F .

2. Sea f0 : F 1 Ñ SimpEq un morfismo regular. El morfismo regular f : F Ñ SimpEq,

dado por el inciso anterior, cumple que f çF 1 es un morfismo regular de F 1 en SimpEq.

Nuevamente por el inciso anterior, tenemos que existe s P SimpEq tal que para todo

z P F 1, f0pzq “ s ˝ f çF 1 pzq ˝ s
´1. Con esto podemos considerar al morfismo regular

f˚0 pzq :“ s ˝ fpzq ˝ s´1 de F en SimpEq, el cual extiende a f0.

3. Notemos que f ˝ φ : F 1 Ñ SimpEq es un morfismo regular. También f çF 1 : F
1 Ñ

SimpEq es un morfismo regular. Por el inciso 1, tenemos que existe s P SimpEq tal

que f ˝ φpxq “ s ˝ f çF 1 pxq ˝ s
´1 “ s ˝ fpxq ˝ s´1 para toda x P F 1.

Lema 2.41. Existe un morfismo ϕ : G Ñ SimpEq tal que la restricción a cada Yx, con

x P vertpY q, es un morfismo regular.
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Demostración. Para definir al morfismo ϕ utilizaremos el hecho de que el grupo G tiene

una presentación dada por la Proposición 2.25, y gracias a la Proposición 2.5 basta con

definir una función ϕ en cada Yx (x P vertpY q) y en cada y P aristpY q tal que

ϕ˚pyay´1q “ ϕ˚payq con y P aristpyq, a P Yy

ϕ˚pyq “ idE con y P aristpT q

Primero definiremos a la función ϕ en Yx con x P vertpT q y las aristas de T . Para esto, sea

x0 P vertpT q fijo. Como el orden de E es múltiplo del orden del grupo Yx, entonces por el

Lema 2.40(1) existe fx0 : Yx0 Ñ SimpEq morfismo regular.

Ahora bien, sea x1 P vertpT q otro vértice distinto a x0 y adyacente a este en el árbol

T . Supongamos (sin perdida de generalidad) que la arista y P aristpT q tiene como origen

y termino a los vértices x0 y x1, respectivamente. Con esto tenemos lo siguiente

Y y
y Ytpyq

Yy SimpEq

Y y
y Yopyq

fx0

Como Y y
y – Y y

y vía el isomorfismo Φ dado por ay ÞÑ ay, tenemos

Y y
y Ytpyq

Yy SimpEq

Y y
y Yopyq

Φ

fx0

de manera que podemos definir la función f : Y y
y Ñ SimpEq como f :“ fx0 ˝ Φ, la cual

es un morfismo regular. Por el Lema 2.40(2) podemos extenderlo a un morfismo regular

fx1 : Yx1 Ñ SimpEq, que por construcción cumple que

fx1pa
yq “ fx0pa

yq para a P Yy

Hecho esto continuamos con otro vértice x2 P vertpT q distinto a x0 y x1, y adyacente a

alguno de esto. Supongamos (sin perdida de generalidad) que x2 es adyacente a x1 y que

la arista y P aristpT q tiene como origen y termino a x1 y x2, respectivamente. Haciendo un

proceso similar al hecho arriba tenemos que existe fx2 : Yx2 Ñ SimpEq morfismo regular

tal que

fx2pa
yq “ fx1pa

yq para a P Yy
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Dado que vertpT q “ vertpY q y Y es una gráfica finita, mediante un argumento inductivo

construimos morfismos regulares para cada Yx (x P vertpY q), que cumplen

ftpyqpa
yq “ fopyqpa

yq para a P Yy

Entonces la función ϕ la definimos en cada Yx como el respectivo morfismo regular fx (i.e.

ϕpaq :“ fxpaq, a P Yx). Y en cada y P aristpT q como ϕpyq :“ idE .

Resta definir a la función ϕ en las aristas y R aristpT q. Sea y P aristpY q una arista que no

pertenezca a T . Tenemos que

Y y
y Ytpyq

Yy SimpEq

Y y
y Yopyq

Φ

ftpyq

fopyq

en particular ftpyq çY y
y

y fopyq çY y
y
˝Φ son morfismo regulares de Y y

y en SimpEq. Por la

unicidad dada por el Lema 2.40(1), existe sy P SimpEq tal que

sy ˝ ftpyqpa
yq ˝ s´1

y “ fopyqpa
yq para a P Yy

Con esto definimos a ϕpyq :“ sy.

Por tanto, si y P aristpY q y a P Yy

ϕ˚pyayy´1q “ ϕ˚pyq ˝ ϕ˚payq ˝ ϕ˚pyq´1

“ sy ˝ ftpyqpa
yq ˝ s´1

y

“ fopyqpa
yq

“ ϕ˚payq

y si y P aristpT q, entonces ϕ˚pyq “ idE .

Por lo tanto existe el morfismo ϕ : GÑ SimpEq deseado.

Demostración del Teorema 2.38. a. Por como se eligió a la gráfica de gruposY, el grupo

G es finitamente presentado y por tanto es finitamente generado.

b. Sean H un subgrupo libre de torsión, y gag´1 P H X gYxg
´1, con x P vertpY q.

Como a P Yx y Yx es finito, entonces a es de orden finito, digamos k. De manera que

pgag´1qk “ gakg´1 “ ε, y como H es libre de torsión gag´1 “ ε, de modo que a “ ε.

Por el Lema 2.39, H es libre.

c. Consideremos a H como el núcleo del morfismo ϕ dado por el Lema 2.41. Como el

orden de E es finito, entonces el orden del conjunto SimpEq es finito, a saber n!,
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y por el Primer Teorema de Isomorfismo tenemos que G{H – Impϕq Ď SimpEq,

lo que implica que G{H es finito y en particular H es de índice finito en G. Como

la restricción de ϕ a cada Yx (x P vertpY q) es regular, implica que es inyectiva, de

manera que H X Yx “ t1u. Ahora si H contiene a un elemento conjugado de algún

grupo Yx, digamos gag´1 con a P Yx, entonces

gag´1 “ h P H ñ a “ g´1hg P g´1Hg Ď H

ñ a P Yx XH “ t1u

ñ a “ ε

Así h “ ε. De modo que HX gYxg´1 “ tεu para todo x P vertpY q y para todo g P G.

Por el Lema 2.39, H es libre y en particular libre de torsión.

Corolario 2.42. El grupo G es virtualmente libre.

A. Karras, A. Pietrowsky y D. Solitar (J. Australian Math. Soc., 1973, [KPS73]) pro-

baron el reciproco de este corolario, es decir un grupo G virtualmente libre es el grupo

fundamental de una gráfica de grupos Y tal que Y es finita y cada grupo vértice también.

Sin embargo, la prueba de esto se sale de los propósitos de este escrito, así que sólo lo

mencionamos y lo ocuparemos en la prueba del siguiente teorema.

Teorema 2.43. Un grupo G es virtualmente libre si y sólo si actúa sin inversiones en un

árbol T con estabilizadores finitos y tal que G{T es finito. Más aún T – rX.

Demostración. ðùq Como G actúa sin inversiones en un árbol T por el Teorema 2.35 se

sigue que G es el grupo fundamental de una gráfica de grupos Y donde Y “ G{T ,

el cual estamos suponiendo que es finito, y cada grupo vértice Yx :“ Gjpxq, con

x P vertpY q, es finito ya que por hipótesis los estabilizadores son finitos. Ahora, por

el Teorema 2.38 el grupo fundamental de la gráfica de grupos Y es virtualmente libre,

es decir G lo es. Gracias al Teorema 2.37 tenemos que T – rXpY, T0q, donde T0 es

un árbol maximal de G{T .

ùñq Como G es virtualmente libre, este es el grupo fundamental de una gráfica de grupos

Y tal que Y es finita y cada grupo vértice también es finito. Con esto G actúa sin

inversiones en el árbol de bass-serre rXpY, T0q, donde T0 es un árbol maximal de Y .

Cuyos estabilizadores son precisamente Yx, los cuales son finitos, y además G{ rX – Y

que igual es finito.
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2.7. Un par de ejemplos

Ejemplo 2.44. Consideremos la gráfica de grupos Y dada por

donde Yu :“ Z2 “ xa | a
2y y Yv :“ Z2 “ xb | b

2y, y Yy “ Yy :“ t1u. Por el Ejemplo 2.29

obtenemos que π1pY, Y q “: π es justamente

Z2 ˚ Z2 – xa, b | a
2 “ 1, b2 “ 1y.

Notemos que en la presentación anterior se cumple que a “ a´1 y b “ b´1. De esta manera,

un elemento de π1pY, Y q “: π es una palabra que puede ser de la forma

1. ε :“ palabra vacía.

2. abab . . . ba (comienza en a y termina en a)

3. abab . . . ab (comienza en a y termina en b)

4. baba . . . ab (comienza en b y termina en b)

5. baba . . . ba (comienza en b y termina en a)

Primero calculemos su Árbol de Serre rX. Por construcción tenemos que

vertp rXq “ π{Yu
Ů

π{Yv

Las clases laterales izquierdas en π{Yu admiten un único representante cuyo último término

es b (es decir palabras del tipo 3 y 4). Dado gYu P π{Yu, tenemos que gYu “ tgε, gau “

tg, gau, de esto último es fácil ver que solamente uno y sólo uno de los elementos g y ga

tiene como último término b.

Con esto tenemos que las clases laterales izquierdas π{Yu son de la siguiente manera

π{Yu “ tYu , bYu , abYu , babYu , ababYu , . . . u

De manera similar podemos ver que los elementos de π{Yv tienen un único representante

a palabras cuyo último término es a.

π{Yv “ tYv , aYv , baYv , abaYv , babaYv , . . . u

Y finalmente aristp rXq “ π{Yy “ π{t1u – π. Y dado que Y es el único árbol maximal

tenemos que gy “ 1 para y P aristpY q. De modo que las aristas en rX son justamente los

elementos de π.

Con todo esto obtenemos que, dada una arista p en rX, su oppq es qYu donde q resulta

ser
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si p “ ε, q “ ε.

si p no termina en a, q “ p .

si p términa en a, q es p sin su último termino.

y su tppq es rYv donde r resulta ser

si p “ ε, r “ ε.

si p no termina en b, q “ p .

si p termina en b, r es p sin su último término.

Por lo tanto rX se puede ver como

Figura 2.6: Diagrama de rX

Ahora bien, por el Teorema 2.38, π tiene un subgrupo libre de torsión de índice finito.

En este caso podemos decir explícitamente qué subgrupo es. Consideremos al subgrupo H :“

xaby en π. Veamos que en efecto este subgrupo cumple todo lo establecido.

Primeramente notemos que H es un grupo cíclico infinito, de manera que H – Z, así
H es libre de torsión.

Por otro lado, las clases laterales izquierdas de palabras del tipo 1, 3 y 5 son represen-

tantes de la misma clase, a saber H, ya que

ε P H.

ab . . . ab “ pabqk P H para alguna k P Z.

ba . . . ba “ pabq´k P H para alguna k P Z.

Y por otro lado las palabras del tipo 2 y 4 pertenecen a la clase de a ya que

ab . . . baH “ aH ðñ paq´1ab . . . ba P H ðñ b . . . ba P H.
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ba . . . abH “ aH ðñ paq´1ba . . . ab P H ðñ aba . . . ab P H.

Por tanto el índice de H en π es 2.

Una manera de describir la acción de π en este árbol es la siguiente: primero analizamos

como actúan los elementos a y b de π en el árbol, y luego cada elemento de π, que es una

palabra formada por a y b.

Figura 2.7: Árbol rX

Comencemos con ver como actúa a en el árbol. Recordemos que a tiene orden 2.

Figura 2.8: Acción de a en rX

Esto lo podemos interpretar como que el elemento a refleja el árbol con respecto al

vértice Yu.

Ahora pasemos a ver como actúa el elemento b.

Figura 2.9: Acción de b en rX

De igual manera, podemos interpretar esto como que el elemento b refleja el árbol con

respecto al vértice Yv.

Y entonces, cualquier elemento de π, que es una palabra de a y b, actúa como una su-

cesión alternada de las dos acciones anteriores. Por ejemplo, el elemento baba P π primero

refleja al árbol con respecto al vértice Yu, pues así actúa a, después lo hace con respecto al

vértice Yv, continua con hacerlo con respecto Yu y finaliza con reflejar el árbol respecto a

Yv.

Ejemplo 2.45. Sea Y la siguiente gráfica de grupos

donde Yu “ Z2 “ xa | a
2y, Yv “ Z3 “ xb | b

3y, y Yy “ t1u. Por el Ejemplo 2.29 se sigue

que π :“ πpY, Y q “ Z2 ˚ Z3. De esto obtenemos que rX tiene como vértices y aristas a los

conjuntos π{Z2 \ π{Z3 y π, respectivamente.

Comencemos por analizar al vértice Z2 P vertp rXq.
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Para que una arista g P aristp rXq tenga como extremo al vértice Z2 debe de suceder que

gZ2 “ Z2. Esto sólo se cumple cuando g “ ε ó g “ a.

En el caso g “ ε sus extremos son opεq “ Z2 y tpεq “ Z3.

Figura 2.10: Caso g “ ε para vértice Z2

Y en el caso g “ a sus extremos son opaq “ aZ2 “ Z2 y tpaq “ aZ3.

Figura 2.11: Caso g “ a para vértice Z2

Con esto aseguramos que el vértice Z2 tiene únicamente dos vecinos de la forma h1Z3

y h2Z3, para algunos h1, h2 P π.

Ahora analicemos al vértice Z3 P vertp rXq. Para que una arista g P aristp rXq tenga como

extremo a Z3 debe de cumplir que gZ3 “ Z3, así g “ ε, g “ b ó g “ b2.

El caso g “ ε ya lo revisamos. El caso g “ b sus extremos son opbq “ bZ2 y tpbq “

bZ3 “ Z3.

Figura 2.12: Caso g “ b para vértice Z3

Por último, el caso g “ b2 sus extremos son opbq “ b2Z2 y tpbq “ b2Z3 “ Z3.

Figura 2.13: Caso g “ b2 para vértice Z3

Con esto aseguramos que el vértice Z3 tiene únicamente tres vecinos de la forma

h1Z2, h2Z2, y h3Z2, para algunos h1, h2, h3 P π.
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Recordemos que el grupo π actúa en la gráfica rX, digamos mediante ‚. Entonces para

cualquier vértice gZ2 P vertp rXq se tiene que g´1 ‚ gZ2 “ pg
´1gqZ2 “ Z2, es decir cualquier

vértice de la forma gZ2 P vertp rXq se puede ver como como el vértice Z2, con lo que gZ2

sólo tiene dos vecinos de la forma h1Z3 y h2Z3. Mediante un argumento similar, tenemos

que cualquier vértice gZ3 P vertp rXq sólo tiene vecinos de la forma h1Z2, h2Z2, y h3Z2.

En conclusión podemos visualizar a la gráfica rX como

Figura 2.14: Árbol rX

donde los vértices rojos corresponden a los vértices que están en la órbita de Z3 y los

oscuros son los vértices que perteneces a la órbita del vértice Z2.

Por último describamos la acción de π en la gráfica rX, para esto procederemos de

manera análoga a como lo hicimos en el ejemplo anterior, primero analizaremos como

actúan los elementos a, b y b2, para luego analizar como actúa cualquier elemento de π.

Esto lo haremos tomando en cuenta sólo la siguiente parte de la gráfica rX.

El elemento a actúa cómo se ve en la figura 2.16. Con esto tenemos que los que hace

este elemento al actuar es reflejar la gráfica rX con respecto al vértice Z2.

El elemento b actúa cómo se ve en la figura 2.17. Esto lo podemos interpretar como que

b rota en sentido antihorario a la gráfica rX con respecto al vértice Z3.

El elemento b2 actúa cómo se ve en la figura 2.18. Esto lo podemos interpretar como
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Figura 2.15: Parte del árbol rX

Figura 2.16: Árbol bajo la acción del elemento a

Figura 2.17: Árbol bajo la acción del elemento b

Figura 2.18: Árbol bajo la acción del elemento b2

que b2 rota en sentido horario a la gráfica rX con respecto al vértice rX.

Un elemento arbitrario de π, que es una palabra formada por a, b y b2, actúa como una

sucesión alternada de las acciones anteriores tomando en cuenta su último término. Por

ejemplo, el elemento b2ab P π actúa primero aplicando la acción de b en rX que es rotar

sentido antihorario con respecto al vértice Z3 , depués la acción de a en rX que es reflejar

con respecto el vértice Z2 y finaliza con la acción de b2 en rX que es rotar en sentido horario
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con respecto el vértice Z3.



62 CAPÍTULO 2. GRUPOS VIRTUALMENTE LIBRES



Capítulo 3

Noción de dimensión en grupos

Para este último capítulo introducimos un par de nociones de dimensión para grupos. Para

ello nos apoyamos de [BLN01] y también mencionamos algunas definiciones de topología

para poder definir espacio clasificante.

3.1. Complejos-CW

Definición 3.1 (Suma de espacios topológicos). Sea tXi | i P Iu una familia de espacios

no vacíos y ajenos dos a dos. La topología suma de los Xi es el espacio p>Xi,Oq, donde

O :“ tU Ď >Xi | U XXi es abierto en Xi para toda i P Iu

Definición 3.2 (Adjunción de espacios topológicos). Sean X y Y dos espacios topológicos,

y sean A un subespacio de X y f : A Ñ Y una función continua. Entonces el espacio

adjunto es

X >f Y :“ X > Y { „

donde X > Y le asociamos la topología suma, y „ es la relación generada por: a „ fpaq.

Es decir las clases de equivalencia descritas por la relación „ son: txu para x P XzA y

x P Y zf rAs, y los subconjuntos tyu Y f´1pyq para y P f rAs.

Observación 3.3. Es posible adjuntar varios subespacios de un espacio X, esto se hace

como sigue: Sean X y Y dos espacios topológicos, y sean Aα una familia de subespacios de

X y fα : Aα Ñ Y una familia funciones continuas. Consideramos a la función

f : >αAα ÝÑ Y

x P Aα ÞÝÑ fαpxq

Y aplicamos la definición anterior

Para la siguiente definición tengamos presente que el n-disco esDn :“ tx P Rn | }x} ď 1u

y que la n-esfera es Sn´1 :“ tx P Rn | }x} “ 1u, cumplen que Sn´1 “ BDn Ď Dn. Por

definición, la n-célula es en :“ tx P Rn | }x} ă 1u.

63
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Definición 3.4 (Complejo CW). Un espacio X es un complejo-CW si se puede construir

mediante el siguiente procedimiento:

1. Comenzamos con un espacio discreto X0.

2. El n-esqueleto Xn lo obtenemos a partir del (n-1)-esqueleto Xn´1 adjuntando

n´ células enα vía funciones ϕα : Sn´1 Ñ Xn´1. Es decir

Xn “ Xn´1 >ϕ p>αD
n
αq

donde cada Dn
α es una copia ajena del n´disco, y ϕ se obtiene como en la observación

3.3.

3. Si este proceso lo terminamos en un número finito de pasos, digamos m, entonces

obtenemos X “ Xm, y decimos que X es un complejo CW m-dimensional. De lo

contrario obtenemos que X “
Ť

nX
n. En este último caso a X lo dotamos de la

topología coherente: Un conjunto A Ď X es abierto (cerrado) si y sólo si AXXn es

abierto (cerrado) para cualquier n.

Ejemplo 3.5. Un ejemplo sencillo para complejo-CW es Sn. Veamos como es su cons-

trucción para el caso S2.

El 0-esqueleto está conformado solo por un punto. Luego pegamos los extremos D1 a

dicho punto. Por último agregamos dos D2 pegando su frontera de ambos a X1. Ver figura

3.1.

Otra manera de dotar a S2 con estructura de complejo-CW es como sigue: el 0-esqueleto

es un solo punto; Agregamos D2 pegando su toda su frontera a X0.

Figura 3.1: S2 como ejemplo de complejo-CW

Continuemos con dar la idea de homotopía. Sean f, g : X Ñ Y funciones continuas entre

espacios topológicos. Una homotopía entre las funciones f y g es una función continua

F : X ˆ r0, 1s Ñ Y tal que para cualquier x P X, se cumple que F px, 0q “ fpxq y

F px, 1q “ gpxq. A su vez decimos que f es homotópica a g. La idea detrás de una

homotopía es deformar continuamente un subespacio en otro. Lo que sigue es dar la misma

idea pero fijando un subespacio.
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Sea F : X ˆ r0, 1s Ñ Y una homotopía entre las funciones f y g, y sea K Ď X un

subespacio. Decimos que F : X ˆ r0, 1s Ñ Y es una homotopía relativa a K entre las

funciones f y g, si para cualesquiera x P K y t P r0, 1s, se cumple que

F px, tq “ fpxq “ gpxq.

Esto nos ayuda a formalizar la idea de deformar continuamente un espacio en otro.

El caso que nos interesa es cuando un espacio se puede contraer a un punto, ya que en

particular los árboles son de este tipo es espacios.

Definición 3.6 (Contracción). Sea X un espacio topológico. Una contracción de X es

una homotopía F entre la función idX y alguna función constante g : X Ñ X. A su vez

decimos que X es contraíble.

Definición 3.7 (Retracción). Sea X un espacio topológico y K Ď X un subespacio. De-

cimos que K es una retracción de X si existe una función continua r : X Ñ K tal que

r ˝ ι “ idK , donde ι es la inclusión de K en X. A la función r le llamamos retracción de

X a K.

Retomando la idea de homotopía relativa, lo que nos interesa ahora es estabilizar al

subespacio K a lo largo de la homotopía, es decir, que los puntos del subespacio K queden

fijos a lo largo de la homotopía. Para ello nos servirá la definición de retracción.

Definición 3.8 (Retracto fuerte por deformación). Sea X un espacio topológico y K Ď X

un subespacio. Decimos que K es una retracto fuerte por deformación de X si existe

una retracción r : X Ñ K y una homotopía F : X ˆ r0, 1s Ñ X relativa a K entre las

funciones idX : X Ñ X e ι ˝ r : X Ñ X, donde ι es la inclusión de K en X.

Ahora, veremos un lema que nos ayudará a determinar cuando una función es continua

en un espacio X a partir de verificar que sea continua en una familia de cerrados que

cubran al espacio X.

Lema 3.9. Sean X y Y espacios topológicos, tAiuni“1 una colección finita de cerrados de

X, y f : X Ñ Y una función. Si X “
Ťn
i“1Ai y para cada Ai se cumple que f çAi es

continua, entonces f es continua.

Demostración. Sea C Ď Y cerrado. Como f çAi es continua, entonces pf çAiq
´1rCs es

cerrado en X. También es claro que pf çAiq
´1rCs “ f´1rCs X Ai, así f´1rCs X Ai es

cerrado en X.

Ahora bien,

f´1rCs “ f´1rCs XX “ f´1rCs X p
n
ď

i“1

Aiq “
n
ď

i“1

pf´1rCs XAiq
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Por tanto la imagen inversa de C bajo f es la unión finita de cerrados, lo que resulta ser

un conjunto cerrado en X.

Lo que sigue es probar que si un complejo-CW Z es la unión numerable de complejos-

CW tZnunPN tales que Zn´1 es un retracto fuerte por deformación, entonces se puede

garantizar que Z1 es un retracto fuerte por deformación de Z, es decir, se pueden concatenar

las homotopías entre cada uno de los complejos-CW Zn y Zn´1.

Proposición 3.10. Sea Z “
Ť

ně1 Zn un complejo CW, donde cada Zn es un subcomplejo

de Z. Para cada n ą 1, supongamos que Zn´1 es un retracto fuerte por deformación de

Zn, en particular Zn´1 Ď Zn. Entonces Z1 es un retracto fuerte por deformación de Z.

Demostración. Sea n ě 2. Por hipótesis tenemos que Zn´1 es un retracto fuerte por

deformación de Zn, es decir, existe un retracción rpnq : Zn Ñ Zn´1 y una homotopía

F
pnq

: Zn ˆ r0, 1s Ñ Zn entre las funciones idZn y ipnq ˝ rpnq. Componiendo F pnq con la

función pid ˆ rnpn ´ 1qt ´ n ` 1sq : Zn ˆ r
1
n ,

1
n´1 s Ñ Zn ˆ r0, 1s, obtenemos a la función

F pnq : Zn ˆ r
1
n ,

1
n´1 s Ñ Zn que cumple F pnqpx, 1

nq “ x y F pnqpx, 1
n´1q “ ipnq ˝ rpnqpxq “

rpnqpxq.

Definamos a la función Gpnq : Zn ˆ r0, 1s Ñ Zn como sigue

Gpnqpx, tq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

x si t P r0, 1
n s

F pnqpx, tq si t P r 1
n ,

1
n´1 s

F pn´1q ˝ prpnq ˆ idqpx, tq si t P r 1
n´1 ,

1
n´2 s

F pn´2q ˝ prpn´1q ˆ idq ˝ prpnq ˆ idqpx, tq si t P r 1
n´2 ,

1
n´3 s

...

F p2q ˝ prp3q ˆ idq ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ prpnq ˆ idqpx, tq si t P r12 , 1s

Dado que Zn ˆ r0, 1
n s cada Zn ˆ r

1
k ,

1
k´1 s son un cerrado en Zn ˆ r0, 1s, y a su vez Gpnq

es continua en cada uno de esto, por el Lema 3.9 podemos asegurar que es continua en

Zn ˆ r0, 1s. También es claro que Gpnq es un retracto fuerte por deformación de Zn en Z1.

Por construcción, Gpnq coincide con Gpn´1q en Zn´1 ˆ r0, 1s.

Con esto podemos definir a G : Zˆr0, 1s Ñ Z como Gpnq en cada Znˆr0, 1s. Además G

es continua ya que dado un abierto U Ď Z, tenemos que para toda n P N, UXZn es abierto,

de manera que pGpnqq´1rU X Zns es abierto, y como G´1rU s “
Ť

nPNpG
pnqq´1rU X Zns se

sigue que G´1rU s es abierto. Y es claro que G es una retracción por deformación fuerte de

Z en Z1.

Para esta parte cabe mencionar que una gráfica simple puede pensarse como un complejo-

CW de dimensión 1, y esto se hace como sigue: Dada una gráfica simple Γ “ pV,Eq, defi-

nimos a X0 :“ V . Para cada arista uv P E consideramos una 1´célula e1
uv (segmentos de
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recta), y a X1 lo definimos a partir de pegar cada e1
uv mediante una función que identifique

a sus extremos con los vértices u y v.

Lo que acabamos de hacer es una formalización que nos permite pensar a las gráficas

simples como un diagrama continuo, justo como las habíamos representado anteriormente.

A su vez, de manera muy similar, podemos pensar a las gráficas de Serre como un

complejo-CW.

Proposición 3.11. Todo árbol es contraible.

Demostración. Sea T un árbol.

Primero analizaremos el caso en el que T es finito, y procederemos por inducción sobre

n, la cantidad de aristas de T . Si n “ 1 ó n “ 2, entonces T es homeomorfo al intervalo

r0, 1s Ď R, y por tanto es contraible. Supongamos que todo árbol con n aristas es contraible

y que T tiene n` 1 aristas. Sea e una arista de tal manera que uno de sus extremos tenga

exactamente un vecino, digamos que los extremos de e son u y v, y que v es dicha hoja. A

e junto con sus extremos lo podemos contraer al vértice u y el resto T queda intacto, esto

es que T ´te, vu es un retracto fuerte por deformación de T . Por hipótesis de inducción se

sigue que T ´ te, vu es contraible y por tanto T .

Ahora veamos el caso en el que T es infinito. Sea v P vertpT q un vértice fijo. Si consi-

deramos a u P vertpT q otro vértice, entonces el camino Cvu entre v y u es un árbol finito.

Por lo visto arriba este es contraible. Y dado que T se puede ver como unión de caminos

Cvu con u P vertpT q. Por la Proposición 3.10 se sigue que T es contraible.

3.2. Espacios clasificantes

En esta última sección introducimos la idea de espacio clasificante para subgrupos, ya

que esto es una generalización de lo que hicimos en los capítulos anteriores. Lo expuesto

aquí está basado en [BLN01] y [Lüc00].

Comenzamos con definir cómo un grupo actúa es un complejo-CW .

Definición 3.12 (Acción celular). Sea G un grupo y X un complejo-CW. Decimos que G

actúa celularmente en el complejo-CW X si G actúa continuamente en X, y toda célula

de X se proyecta de manera homeomorfa a su imagen bajo la acción de cada g P G.

Ejemplo 3.13. Sea G un grupo, S Ď G un conjunto generador, y CaypG,Sq su gráfica de

Cayley. Por lo que vimos en el capítulo 1 sabemos que G actúa en CaypG,Sq de manera

que cada vértice bajo la acción es un vértice y lo mismo sucede con las aristas. Por tanto

G actúa en este complejo-CW de tal manera que toda célula es homeomorfa a su imagen

bajo G.
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Lo que sigue es darle un nombre a los complejos-CW para los cuales se puede definir

un G-acción en ellos.

Definición 3.14 (G-CW-complejo). Sea G un grupo y X un complejo-CW. Decimos que

X es un G-CW-complejo si admite una G-acción celular, y además si un elemento g P G

deja una célula fija como conjunto, entonces la deja fija puntualmente.

Diremos que X es un G-CW -complejo propio si el estabilizador de cualquier célula es

finito. Y si el estabilizador de cada célula es solamente el elemento neutro de G a X lo

llamaremos G-CW -complejo libre.

Más información sobre G-CW -complejos se puede encontrar en [Die87, II.1 y II.2] y

[Lüc89, Sección 2].

A lo largo del capitulo 1 nuestros objetos de interés fueron las acciones libres en árboles.

Otra manera de verlas es como acciones en árboles cuyos estabilizadores son el subgrupo

trivial tεu. En el capitulo 2 obtuvimos acciones en un árbol donde los estabilizadores eran

finitos. Podemos generalizar esta idea para familias de subgrupos F que cumpla que los

estabilizadores de la acción pertenezcan a ella.

Una familia F de subgrupos de un grupo G es una colección de subgrupos que es

cerrada bajo conjugación y al tomar subgrupos. Los casos que nos conciernen son precisa-

mente: la familia T R que solo contiene al subgrupo trivial, y la familia FIN formada por

los subgrupos finitos.

Definición 3.15 (Espacio clasificante para familia de subgrupos). Un espacio clasificante

EFG para F es un G-CW -complejo tal que los estabilizadores pertenece a F y para todo

H P F el conjunto de puntos fijos EFG
H es contraible o vacío.

Esta definición nos ofrece un panorama muy amplio para clasificar familias de subgru-

pos. Sin embargo, nuestro propósito no es tan ambicioso y solo queremos enfocarnos en

las familias T R y FIN pues estas nociones han estado involucradas en lo hecho en los

capítulos anteriores.

Para el caso F “ T R, al ser el neutro el único estabilizador se sigue que ET RG es un

G-CW -complejo libre, y además el conjunto de puntos fijos del único elemento de la familia

es el espacio completo. De modo que el espacio clasificante para la familia del trivial queda

como:

Definición 3.16 (Espacio clasificante ET RG). Es G-CW -complejo libre X contraible.

Cabe mencionar que ET RG coincide con ser el espacio total EG del haz universal

G-principal EG Ñ BG. Para más detalles ver [KL05]. Aprovecharemos este hecho para

denotar al espacio ET RG como EG.
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Ejemplo 3.17. Sea G un grupo libre. Por el Teorema 1.50 sabemos que G actúa en un

árbol, el cual es un complejo-CW contraible. De manera que este árbol es un espacio cla-

sificante EG.

Ejemplo 3.18. Consideremos a G como el grupo Z ˆ Z con la suma usual y R2 vis-

to como complejo-CW de la siguiente manera: el conjunto de las 0-células está descrito

por taiju, donde i, j P Z. Las 1-células tienen como extremos a puntos aij y akl tales

que
a

pi´ kq2 ` pj ´ lq2 “ 1. Y las 2-células tienen como frontera a cuatro aristas cuyos

extremos son de la forma taij , api`1qj , aipj`1q, api`1qpj`1qu.

La acción del grupo ZˆZ en este complejo-CW dada por pn,mq¨px, yq :“ px`n, y`mq

cumple con ser una acción celular. Así R2 es un G-CW -complejo, más aún es libre ya que

dicha acción es libre, y además es contraible, de modo que R2 es un modelo para el espacio

clasificante EG.

En los artículos [Mil56] y [Seg68] se da una construcción de un espacio clasificante EG

para cualquier grupo G, esto nos garantiza que lo siguiente está bien definido.

Definición 3.19 (Dimensión geométrica dgpGq). Sea G un grupo. Definimos la dimen-

sión geométrica de G como la dimensión mínima para un espacio clasificante EG.

A este número lo denotaremos por dgpGq.

Para el caso F “ FIN , el espacio clasificante EFING se suele denotar por EG. Y

dado que los estabilizadores son finito, este G-CW -complejo es propio. Un estudio de

grupos para los cuales existen buenos modelos geométricos de EG se puede encontrar en

[BCH94, Sección 2].

Definición 3.20 (Espacio clasificante EG). Es G-CW-complejo propio X tal que para

cualquier subgrupo finito H ď G se cumple que el conjunto de puntos fijos XH en X es

contraible.

Una generalización de la construcción para un espacio clasificante EG, dada en [Mil56]

y [Seg68], nos garantiza la existencia del espacio clasificante EG.

Definición 3.21 (Dimensión geométrica propia dgpGq). Sea G un grupo. Definimos la

dimensión geométrica propia de G como la dimensión mínima para un espacio clasi-

ficante EG.

A este número lo denotaremos por dgpGq.

Es fácil determinar a los grupos de dimensión geométrica propia igual a 0. Son justa-

mente los grupos finitos. A continuación vemos esto a detalle.

Proposición 3.22. Un grupo G es finito si y sólo si dgpGq “ 0.
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Demostración. ùñq Supongamos a G finito. Dado que para el complejo-CW conformado

por un sólo punto x junto con la G-acción dada por g ¨ x :“ x satisface que el

estabilizador de la única 0-célula es exactamente G, el cual es finito, y a su vez este

complejo-CW es contraible lo que implica que los puntos fijos de todo subgrupo de

G es también contraible. Por lo tanto este complejo-CW es un espacio clasificante

EG, en consecuencia dgpGq “ 0.

ðùq Supongamos que dgpGq “ 0. Entonces un espacio clasificante EG está conformado

sólo por 0-células. Veamos que hay exactamente una 0-célula. Supongamos que x1 y

x2 son dos 0-células distintas. Por definición los estabilizadores Gx1 y Gx2 son finitos.

De modo que Gx1XGx2 es un subgrupo finito de G por que su conjunto de puntos fijos

es contraible. Sea g P Gx1XGx2 , con esto tg ¨x1, g ¨x2u “ tx1, x2u es contraible lo cual

es imposible ya que x1 y x2 son puntos distintos. Por lo tanto el espacio clasificante

EG está conformado solamente por una 0-célula x y en consecuencia G “ Gx que es

finito.

El siguiente teorema nos da una estrecha relación que hay entre el grupo fundamental

G de gráficas de grupos, pues la acción de G es su árbol de Bass-Serre rX lo dota de una

estructura de espacio clasificante EG. Lo que nos índica que esta noción de dimensión nos

acompaño desde el capítulo 2.

Teorema 3.23. Si G es el grupo fundamental de una gráfica de grupos Y tal que el grupo

asociado a cada vértice es finito, entonces la acción de G en su árbol de Bass-Serre rX, le

da a rX una estructura de espacio clasificante EG

Demostración. Por el Teorema 2.30 sabemos que G actúa en el árbol rX donde los esta-

bilizadores son justamente los grupos asociados a cada vértice, de modo que está acción

cumple con tener estabilizadores finitos.

Sea H un subgrupo finito de G. Es claro que rXH no tiene ciclos, pues rXH Ď rX. Veamos

que es conexa. Sean u, v P vertp rXHq. Entonces existe una sucesión de vértices adyacentes

en rX de u a v, digamos

u, x1, x2, . . . , xn, v

Sea h P H. Aplicando h a este camino tenemos

hu “ u, hx1, hx2, . . . , hxn, hv “ v

el cual es un camino entre u y v en rX, pero en un árbol el camino entre cualesquiera dos

vértices es único, de modo que hxi “ xi para todo i P t1, . . . , nu.

Por tanto cada xi P vertp rXHq, en consecuencia rXH es conexa.
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Con lo anterior tenemos que rXH es un árbol, y por tanto es contraible.

Habiendo hecho todo este fantástico recorrido no queda más que traducir lo hecho en

el capítulo 1 y 2 en términos de dimensión geométrica.

Comencemos con los grupos libres, los cuales por el Teorema 1.50 sabemos que son

aquellos que actúan libremente en un árbol, es decir en un complejo-CW de dimensión 1, y

por tanto los grupos libres no triviales son exactamente aquellos de dimensión geométrica

1.

Teorema 3.24. Un grupo G no trivial es libre si y sólo si dgpGq “ 1.

Ahora los grupos virtualmente libres cumplen con ser aquellos que actúan en un árbol

con estabilizadores finitos.

Como vimos en el capítulo 2 (Teorema 2.43), los grupos virtualmente libres son los

grupos que actúan en un árbol con estabilizadores finitos, incluso tenemos la descripción

de dicho árbol rXpY, T0q donde G es el grupo fundamental de la gráfica de grupos Y tal

que cada grupo vértice es finito, así por el Teorema 3.23 tenemos que dgpGq ď 1. Por otro

lado, si dgpGq “ 0, entonces por la Proposición 3.22 tenemos que G es finito, de modo que

todo subgrupo de G es finito y por tanto no pueden ser libres, lo que contradice el hecho

de que G sea virtualmente libre. Por consiguiente dgpGq “ 1.

Ahora bien, si un grupo G cumple con dgpGq “ 1, actúa en un árbol con estabilizadores

finitos. Aunque para poder aplicar el Teorema 2.43 necesitamos que G actúe sin inversiones,

es decir que la acción sea libre en las 1-células, además de que G{T sea un espacio compacto,

lo que significa que G{T es un gráfica finita. Agregando esta condición obtenemos que G

es virtualmente libre, gracias al Teorema 2.43.

Teorema 3.25. Un grupo G es virtualmente libre si y sólo si dgpGq “ 1 donde G actúa

libremente en las aristas de su espacio clasificante y cuyo cociente es compacto.
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