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Introduccion

Las preguntas que estaremos discutiendo en esta tesis son:

¢ Qué grupos actian en ciertos espacios? Si un grupo actia en un espacio ;qué podemos
decir acerca del grupo?

Nuestros grupos de interés son grupos libres y grupos virtualmente libres, y a su vez los
espacios en los que nos enfocaremos son graficas, més precisamente arboles. La definicién
de grupo libre es similar a la propiedad universal de bases para espacios vectoriales: es
suficiente con definir un morfismo en un subconjunto para extenderlo de manera tnica a
todo el espacio. En el contexto de grupos libres, a este subconjunto se le conoce como
subconjunto libre generador S, y como es de esperarse estos subconjuntos son a su vez
generadores del grupo, de modo que podemos expresar de manera tnica a sus elementos
como palabras reducidas de elementos de S. A su vez, dado un conjunto S cualquiera
podemos construir un grupo libre F' que sea libremente generado por S. Por otro lado, un
grupo virtualmente libre es un grupo que tiene un subgrupo libre de indice finito.

Una gréfica no es mas que un par de conjuntos (V, E') donde V es un conjunto no vacio
de vértices y F esta formado por subconjuntos de exactamente dos vértices. Esta manera
discreta de definir a las graficas es equivalentes a pensarlas como espacios topolégicos que
se identifican con la forma en la que las representamos con diagramas, profundizamos
en esta idea en el capitulo 3. Los arboles son aquellas graficas que cumplen que para
cualesquiera dos vértices existe un tnico camino que los conecta. Estos son los espacios a
los que restringimos nuestra discusion.

En el primer capitulo comenzamos estudiando los grupos libres, tomando como refe-
rencia [Rot02], e introducimos el concepto de grafica de Cayley de un grupo G respecto
de un subconjunto generador S, Cay(G,.S). En este caso nos apoyamos de [Loh17|. Estas
graficas resultan convenientes pues para ellas se puede definir una accion libre del grupo
del cual fueron construidas. En este capitulo demostramos que los grupos libres cumplen
que su grafica de Cayley es un arbol. Por tltimo damos una demostraciéon para el reciproco
lo que resulta en una caracterizacion para grupos libres (Teorema 1.50):

Un grupo G es libre si y sdlo si admite una accion libre en un drbol.

Para el segundo capitulo nos basamos en [Ser80| y enfocamos nuestros esfuerzos en dar
una caracterizacién para grupos virtualmente libres. Para esto necesitamos introducir el
concepto de grdfica de grupos Y las cuales se definen a partir de una grafica Y a la que
se le asocian grupos Y, a cada vértice x de Y, y también grupos Y, a cada arista y junto
con un monomorfismo de Y, — Y, si x es extremo de y. Al mismo tiempo definimos su
grupo fundamental w ya que esto nos permiten construir un arbol X , conocido como arbol
de Bass-Serre, y una acciéon de 7 en este arbol. Continuamos con probar que si Y una
grafica de grupos tal que Y es finita y para cada vértice x el grupo Y} es finito, entonces
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su grupo fundamental es virtualmente libre. El reciproco también es verdadero, aunque
s6lo nos limitamos a mencionarlo sin demostrarlo. Dicha demostracién se puede consultar
en [KPS73|. El Teorema de Estructura (Teorema 2.35) nos da una condiciéon para que un
grupo G sea el grupo fundamental de una grafica de grupos, la cual es que G actué sin
inversiones en un arbol. Todo esto queda sintetizado en el Teorema 2.43:

Un grupo G es virtualmente libre st y solo si actia sin inversiones en un drbol T' con
estabilizadores finitos y tal que G/T es finito. Mds ain T =~ X.

En el ultimo capitulo nos basamos en el articulo [BLNO1| para exponer la nocién de
dimensién geométrica de grupos y dimensiéon geométrica propia, para los cuales necesitamos
de espacios clasificantes. También pensamos a las graficas como complejos-C'W para poder
considerarlas como espacios clasificantes y asi poder utilizar lo hecho en los capitulos
anteriores. Concluimos que los grupos de dimensién geométrica 1 son exactamente los
grupos libres y bajo ciertas condiciones los grupos de dimensién geométrica propia 1 son
los grupos virtualmente libres.
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Capitulo 1

Caracterizacion de grupos libres

En este capitulo introducimos el concepto de grupo libre y desarrollamos la construcciéon
de un grupo libre a partir de un conjunto. Continuamos con la introducciéon a graficas de
Cayley de un grupo y vemos su relaciéon con grupos libres. Finalizamos con acciones de
grupos y la caracterizacion de grupos libres mediante acciones libres en arboles.

El contenido de este capitulo esta basado en el capitulo 1 de [Loh17].

1.1. Grupos libres
Comencemos con la definicién de subgrupo generado y conjunto generador.

Definiciéon 1.1 (Subgrupo generado). Sea G un grupo y S < G un subconjunto no vacio.

El subgrupo generado por S es

(SHa = ﬂ{H | H subgrupo de G y S < H}
={s;---s, |neN, sy,...,s, €808}
Si (SYa = G, decimos que S genera a G, y a S le llamamos conjunto generador

de G. Por convencion, el conjunto vacio genera al grupo que sélo tiene al elemento neutro

(grupo trivial).

Un conjunto generador resulta interesante, pues para que dos funciones sean iguales es

suficiente que coincidan en él. Esto lo vemos en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.2. Sean G un grupo y S € G un conjunto generador de G. St f : G — H
y g: G — H son morfismos de grupos tales que f |s= g |g, entonces f = g.

Demostracion. Sea x € G. Como S es un conjunto generador de G, entonces el elemento x

es de la forma z = sq - - - s, donde $1,...,5, €5 U S™L.

3



4 CAPITULO 1. CARACTERIZACION DE GRUPOS LIBRES

Evaluando al morfismo f en x:

f(@) = f(s1--sn)
= f(Sl) . f(sn)
=g(s1)---g(sn)
=g(s1---5n) = g(x).
Esta igualdad se satisface para cualquier elemento de G, de manera que f = g. ]

Corolario 1.3. Sean G un grupo y S € G un conjunto generador de G. Si ¢ : S — H es
una funcidn entre grupos tal que un morfismo ¢* : G — H la extiende a G, entonces p*

es el unico morfismo con esta propiedad.

Esto ultimo parece similar a lo que sucede en espacios vectoriales, donde para definir un
morfismo basta definirlo en una base. Sin embargo, el resultado anterior sélo nos garantiza
la unicidad del morfismo. Entonces nos preguntamos: ;jPara cualquier funcién ¢, definida
en un conjunto generador, es posible extenderla a todo el grupo? Los siguientes ejemplos

nos ayudara a responder esta pregunta.

Ejemplo 1.4. El grupo (Z,+), es generado por el conjunto {1}. Dados un grupo G y una

funcion ¢ : {1} — G podemos definir al morfismo

[ o(1)--- (1) si n>0
—
n—veces
©*(n)=< 0 si n=20

(—n)—wveces

El cual extiende a la funcion .

Ejemplo 1.5. El conjunto {0,1} genera al grupo (Z,+). Pero la funcion

f: {0,1} — Z
0 — 2
1 — 3

No se puede extender a ningin morfismo, pues la imagen del elemento neutro del dominio

no es el elemento neutro del contradominio.

Como vimos, no siempre podemos extender una funcién definida en un conjunto gene-
rador a algin morfismo de grupos, aunque los casos en los que si podamos nos seran de

gran interés.



1.1. GRUPOS LIBRES )

Definicién 1.6 (Grupo libre, propiedad universal). Sea F' un grupo y S < F un subconjun-
to no vacio. Decimos que S genera libremente a F, o que F es libremente generado
por S, st F satisface la siguiente propiedad universal: Dado un grupo G y una funcion
w: S — G existe un unico morfismo de grupos ¢* : F — G tal que p* o1 = @, donde v es

la inclusion de S en I

S —“*5a

Un grupo F' es libre si contiene un conjunto S que lo genera libremente. A S le llama-
mos un conjunto libre generador. Por convencion el conjunto vacio genera libremente

al grupo trivial.

El Ejemplo 1.5 nos brinda una condicién necesaria sobre el conjunto S, la cual es que
e ¢S, ya que de lo contrario podemos considerar a alguna funcion ¢ : S — (Z, +) de tal

manera que @(g) := 1, y esta funciéon no se puede extender a ningin morfismo.
Observacion 1.7. 1. El elemento neutro no pertenece al conjunto libre generador.

2. Siun grupo G es generado libremente por el conjunto S € G, entonces S no contiene
elementos de orden finito. Pues de lo contrario existe s1 € S, de orden 1 <n < o0,

lo que nos permite definir a la funcion ¢ : S — Z

go(s)z{ 1 st s=s1

0 st s# s

Por definicion de grupo libre, existe ¢* : G — Z que extiende a p. De manera que

0=¢p"()=¢"(s1-- - s1) = *(s1) + -+ 9" (s1) = n

. _/ “ )

n—veces n—uveces

Esto tltimo es imposible.

3. Mads generalmente tenemos que si un grupo G es libremente generado por S < G,
entonces se cumple que para cualesquiera s,t € S, s-t # €. Ya que, de no suceder
esto tenemos que la funcion ¢ : S — Z, dada por ¢(x) := 1 se puede extender a un

morfismo ¢* : G — Z. Asi

1=p*(e) =p*(s-t) = p*(s) + p*(t) =2
Lo cual es absurdo.

Ejemplo 1.8. Como consecuencia de la Observacion 1.7, tenemos que los grupos finitos

no son libres. En particular los grupos (Zy,+), con n = 2, no son libres.
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En el siguiente ejemplo (y otros méas adelante) utilizaremos al grupo simétrico de un
conjunto X, que es definido como Sim(X) := {f : X — X | f es una biyeccion} cuya ope-

racién binaria es la composiciéon de funciones.

Ejemplo 1.9. Un grupo abeliano G no puede ser generado libremente por un conjunto S
cuya cardinalidad sea mayor o igual que 2. Supongamos que G es generado libremente por S.
Consideremos a dos elementos a,b € S distintos. Entonces la funcion ¢ : S — Sim({1, 2, 3})

definida como

Lo cual no es posible.

Una propiedad importante de las bases en espacios vectoriales, es que si dos espacios
vectoriales sobre el mismo campo tienen bases de cardinalidad igual, entonces los espacios

son isomorfos. Algo similar sucede en grupos libres.

Proposicion 1.10. Sean S y T conjuntos tales que existe una biyeccion h : S —T. 515 y
T generan libremente a F' y G, respectivamente, entonces existe un isomorfismo f : F — G

que extiende a h (en particular f[S]=1T).

Demostracion. Consideremos a las inclusiones ¢ : S — F' 'y k: T'— G. Por la definicién de

grupo libre tenemos el diagrama conmutativo:

PN LR NG

_-T
L\L /,/”/
T f

r

es decir, f or = ko h (de esto se sigue que f[S] =T). A su vez tenemos que

Rt L
T —— S —— F

A
n\[ 7
-~ g

a -

es decir, gok = toh™ L
Con esto obtenemos (fog)orx = fo(toh™!) = (koh)oh™ =k, lo que se traduce en el

diagrama conmutativo:
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T L5 @G

>
K //
2" fog

G

Pero otra funcion que hace del diagrama anterior conmutativo es la funcién idg. En-
tonces, por unicidad dada en la definicién de grupo libre, se sigue que f o g = idg. De

manera anéloga obtenemos que g o f = idp. Por lo tanto F' =~ G. O

Esta proposicién nos ayuda a demostrar la unicidad de grupos libres.

Corolario 1.11 (Unicidad de grupos libres). Sea S un conjunto. Si S genera libremente

a los grupos F' y G, entonces F =~ G.

Ejemplo 1.12. Veamos que el grupo (Z*,+) no es libre. Si S S Z? es un conjunto libre
generador, entonces por el Ejemplo 1.9 el conjunto S cumple que |S| = 1. De manera que
el conjunto {1} € Z (Ejemplo 1.4) estd en biyeccion con el conjunto S. Por la Proposicion

1.10, se sigue que Z2 = 7. Esto implica que Z? es ciclico, lo cual no es cierto.

Una pregunta que nos surge es jpara cualquier conjunto S existe un grupo F' que es
generado libremente por S? La respuesta es si, de modo que lo siguiente es demostrar la
existencia de dicho grupo para cualquier conjunto S. La idea es construirlo basdndonos en
la Seccion 5.5 de [Rot02].

Sea S un conjunto no vacio, y sea S~! una copia ajena del conjunto S, es decir SNnS~! =
& v tal que existe una biyeccion S — S~! la cual denotamos por s — s~ !. Definimos el
alfabeto de S como

SusSh

Si m es un entero positivo, definimos una palabra de S de longitud n > 1 como una
funcién
w:{l,...,n} > SuS!
aunque en la practica, una palabra w de S la escribiremos como sigue: si w(i) = s;*, donde
si€Sye e{-1,+1},

€n

fr— el...
w =8 Ein

A n se le conoce como la longitud de la palabra w y la denotaremos por I(w). La palabra
vacia, denotada por ¢, es la tnica funcién € : @ — SuS~! y cuya longitud es 0. Definimos

al conjunto

W(S) := {w | w es una palabra de S} u {&}.
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Algo que cabe mencionar es que, como consecuencia de que dos funciones sean iguales, dos

dy |

palabras w = s{!' -+ s y u = r{" - -rdm son iguales si y solo si [(w) = I(u) y para cada

m
1<i<n,s;,=r;ye =d;.

En caso de que S = ¢, entonces W(S) := {e}.

Definicion 1.13 (Subpalabra). Una subpalabra de una palabra w = s§' - -- s es o bien

€i+1 €j—1

2 _ L€ €; . .
la palabra vacia o una palabra de la forma u = s;*s;"" sl s) conl<i<j<n.

€n

Definicion 1.14 (Palabra inversa). La palabra inversa de una palabra w = s7'--- s&

-1 ._ .—e —e1
es la palabra de la forma w™" := s, -+ 5]

De la definicién anterior se sigue que (w=!)~! = w.

Definicién 1.15 (Palabra reducida). Una palabra w es reducida si w = €, o si w no

1

tiene subpalabras de la forma ss™ o s™'s para alguna s € S.

Definicién 1.16 (Concatenacion). Dadas dos palabras w = s{* - s yu = r‘fl coopdm e
S, su concatenacion es la palabra

dm

= el DY € dl DY
wu 1= 8y serTy T

Para la palabra vacia se define como ew = we := w.

Definicién 1.17 (Operaciones elementales, insercion, eliminacion). Sean X y Y dos pa-
labra de S, posiblemente vacias. Sea w = XY . Una operacién elemental es o bien una
insercion, que es cambiar a la palabra w = XY por Xss~'Y para algin s € S U S™!, o
una eliminacion de una subpalabra de w de la forma ss™', es decir cambiamos a X ss~ 'Y

por XY.

Escribimos

para denotar que la palabra u es resultado de aplicarle una operacién elemental a la palabra
w. Definimos a la relacion ~ en W(S) como: u ~ v si y s6lo si existen v = wy, wa, ..., w, =

v palabras y operaciones elementales tales que
u = w1 —)’u}g—)-.._)wn:'vl

Esta relacion es de equivalencia. Asi denotamos la clase de equivalencia de una palabra w

por [w].
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1 1

Observacién 1.18. Notemos que ss™! ~ ¢ y s7's ~ ¢, es decir [ss™] = [¢] = [s7s].

Mads ain para una palabra w = s7* -+ - s&n se tiene que

o™ =[5 s s 57
= s s s
- [si's7°)

De igual manera se puede ver que [w™ w] = [e].

Motivados por la Observacion 1.18, podemos dotar al conjunto W(S) de una operacion
binaria, a saber la concatenacién de palabras, y esperar que esta operacién binaria se
comporte bien con la relacion definida a partir de operaciones elementales, ya que esta
observacién nos esta proporcionando, de alguna manera, los inversos. Esto lo formalizamos

en el siguiente lema.
Lema 1.19. Sea S un conjunto.
1. La concatenacion en W(S) es asociativa.
2. Para u,u’,v,v" € W(S) tales que u ~ u' y v ~ o', entonces uv ~ u'v'.

3. W(S) = W(S)/ ~ con la operacion de concatenacion, es decir [u][v] = [uv], y el

elemento [g] forman un grupo.

4. 8i G es un grupo y ¢ : S — G una funcion, entonces existe un morfismo de grupos
o* W\(S) — G tal que p* oL = @, donde v : S — W(S) y estd dada por (s) = [s].

Demostracion. 1. La asociatividad de la concatenacién es clara de la definicién.

2. A la palabra uv le aplicamos las operaciones elementales que nos llevan de u a u’, asi
obtenemos u/v. Ahora a la palabra u/v le aplicamos las operaciones elementales que

nos llevan de v a v’, con esto obtenemos u'v’.

3. Por el inciso 2 podemos asegurar que la concatenacion en )7\/\(5) estd bien defini-
da. Como consecuencia del inciso 1, la concatenaciéon en 17\/\(5) es asociativa. De la
definiciéon de la concatenacion para € se sigue que [g] es el elemento neutro. De la
Observacion 1.18 se tiene que todo elemento [w] en W(S) tiene inverso, mas atin

[w]~! = [w™!]. Por tanto (W\(S) , concatenacion, €) es un grupo.

4. Definimos a la funcion
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?: W(S) — G

s{heeesir o p(s1)% - p(s,)n

Como la representacion de cada palabra de S es unica, tenemos que @ esta bien
definida. Ademas p(uv) = o(u)p(v).
Sea w € W(S). Supongamos que w = Xss~ 'Y, donde X y Y son subpalabras de w.

Entonces considerando la eliminacion w = Xss™'Y — XY tenemos que

B(Xss7Y) = B(X)p(s)p(s)'p(Y) = 2(X)p(Y)

De modo que $(Xss~ 1Y) = (XY, y por un argumento similar se obtiene lo mismo

para la inserciéon. Mediante un argumento inductivo tenemos que si w ~ w’, entonces

?(w) =p(w').
Con esto podemos definir a la funcion

o* W(S) — G
[w]  — B(w)
la cual, por construccion de @, esta bien definida y es un morfismo de grupos. A su
vez, ©* cumple que ¢* o1 = ¢, pues
p*ou(s) = ¢*([s]) = B(s) = p(s).
O

Un hecho que nos seréa de utilidad es que la funcién ¢, dada en el Lema 1.19, es inyectiva,
pues esto nos dice que en )7\/\(5 ) hay un subconjunto que esta en biyecciéon con el conjunto

S. Veamos esto con detalle en la siguiente observacion.

Observacion 1.20. Veamos que ¢ es la inclusion de S en W\(S), y para ello sdélo resta
verificar que ¢ es inyectiva. Sean s1, s9 € S distintos. Si consideramos a la funcion f : S —

7. dada por

1 st s =81
f(S) = -1 st S = S9
0 si s¢{si,s2}

Por el Lema 1.19(4), existe f* : )7\/\(5) — Z tal que
f*(us1)) = f(s1) =1 # =1 = f(s2) = [*(e(s2))

De modo que 1(s1)t(s2) ™! ¢ Nuic(f*), y en particular 1(s1)t(s2) ™! # [€], lo que implica que
t(s1) # 1(s2).

Dicho esto, vamos a identificar al conjunto ¢[.S] con el conjunto S.
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Observacion 1.21. El conjunto S es un conjunto generador de )7\/\(5)

Ya estamos en condiciones de probar la existencia de grupos libres, a partir de un

conjunto S, no vacio.

Teorema 1.22 (Existencia de grupos libres). Sea S un conjunto. Entonces el grupo W\(S )

es libremente generado por S. En particular existe un grupo F' libremente generado por S.

Demostracion. Lo que se hard es probar que S genera libremente al grupo )7\/\(5) Sea G
un grupo y ¢ : S — G una funciéon. Por el Lema 1.19(4) existe ¢* : 17\/\(5’) — G morfismo
de grupos tal que ¢* o1 = ¢, donde ¢ es la inclusiéon de S en W\(S ), esto ultimo gracias a

la Observacion 1.20. Entonces tenemos que el diagrama

S — G

es conmutativo. Ya so6lo nos resta verificar la unicidad de ¢*. Supongamos que f es otro

morfismo de grupos que cumple f ot = . En consecuencia

esto para cualquier s € S. Como S es un conjunto generador en 17\/\(5' ), por la Observacion
1.21, entonces, por la Proposiciéon 1.2, se sigue que p* = f.
O

Corolario 1.23. Sea S un conjunto. Entonces existe un inico grupo F' libremente generado

por S, salvo isomorfismo.
Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 1.22 y de el Corolario 1.11. O
Al grupo libremente generado por un conjunto S lo denotaremos por F(.5).

Corolario 1.24. Si F' es un grupo libremente generado por S < F', entonces S es un

conjunto generador de F'.

Demostracion. Sea T un conjunto tal que SNT = (F y que existe una biyecciéon h : S — T
Por la Proposicion 1.10, existe un isomorfismo f : F(T) — F tal que f[T] = S. Por
Observacion 1.21, tenemos que T es un conjunto generador de F(T'), de modo que f[T] = S

es un conjunto generador de F. O
Por tltimo, daremos una descripcién mas precisa de los elementos del grupo W\(S )

Proposicion 1.25. Cada clase de equivalencia de )7\/\(5’) contiene exactamente una palabra

reducida.
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La demostracion que haremos esta basada en la hecha en [Rot02, Proposiciéon 5.71,

p. 301] y [Rob95, Proposicion 2.1.2; p. 46].

Demostracion. Primero veamos que en cualquier clase de equivalencia de W\(S ) existe una
palabra reducida, es decir que cualquier palabra en S esta relacionada con alguna palabra
reducida, y para esto procederemos por induccién sobre la longitud de la palabra. Sea w
una palabra en S. Si I(w) = 0, entonces w = € por lo que w es una palabra reducida.
Ahora bien, si [(w) = n > 1 tenemos dos casos, el primero que w sea una palabra reducida
con lo cual habriamos acabado, y el segundo que w no sea una palabra reducida, de esto
tenemos que w = Xss~'Y, y en consecuencia la palabra w’ = XY esta relacionada con
w pero l(w') < n, asi por hipdtesis de induccion w’ ~ w” con w” palabra reducida, y en
conclusion w esta relacionada con una palabra reducida w”. De esto se sigue que en cada
clase de equivalencia de )7\/\(5 ) existe una palabra reducida.

Ahora veamos que tal palabra reducida es tnica. Sea R := {w € W(S) | w es reducida }.

Para cada s € S definamos a las funciones |s|: R — Ry |s7!| : R — R como

€ €1 e ; e —e1
{551~--sn" st S° #F 8
€2 e ;

So t Sy st s

Como [s¢| o |s7¢| = idp = |s7¢| o |s®|, entonces se sigue que |s¢| es una permutaciéon de R

con inversa |s~¢|. Consideremos a la siguiente funcion del conjunto S al grupo simétrico

de R

p: S — Sim(R)

s —> |s|

Como S genera libremente al grupo W(S) existe un morfismo * : W(S) — Sim(R) tal
que ¢*(s) = |s|, para cualquier s € S. Ahora, sean u y v dos palabras reducidas de S
que pertenezcan a la misma clase de equivalencia, es decir [u] = [v], como ¢* es funcion,

entonces p*([u]) = ¢*([v]). Si u = s7* - - - s5*, tenemos que

[u] = [s7']--- [si],
y por tanto
P*([u]) = Isy'[o---olsyn,

de modo que ¢*([u])(e) = u. De manera analoga tenemos que ¢*([v])(¢) = v. En conclusion

U= . O

El resultado anterior nos permite identificar, abusando de la notacién, a cada clase de
equivalencia del conjunto F(S) = W(S ) con la palabra reducida que contiene. De esta

manera, a los elementos de W(S) los expresaremos como palabras reducidas.
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1.2. Graficas de Cayley

En esta seccidon comenzamos con la definicién de grdfica simple para después relacionar

este concepto con el de grupo libre.

Definiciéon 1.26 (Grafica Simple). Una grdfica simple T' es un par ordenado (V, E) de
conjuntos, con'V no vacio, donde los elementos de E son subconjuntos deV de cardinalidad
2, es decir E € {ACV | |A| =2}. A los elementos de V' les llamaremos vértices y a los

elementos de E aristas.

A largo de este capitulo a las graficas simples, para efectos practicos, las llamaremos
simplemente grdficas. Diremos que dos vértices u, v € V son vecinos o que son adyacentes
si estan unidos por una arista, es decir {u,v} € E. Dado n € N u {o0}, un camino de lon-
gitud n en I es una sucesion de vértices distintos {v;},<;<, con la propiedad {v;,vi11} € E
para toda ¢ < n. En el caso de que n < o0, se denota por vy, ...,v, y decimos que este
camino conecta a los vértices vg y v,. Una grafica es conexa si todos sus vértices estan
conectados por algin camino. Un ciclo es un camino de vértices vy, ..., v, de longitud
al menos tres y finita, con la propiedad de que los tinicos vértices iguales son vy y vy.
Una grafica (V') E') es una subgrdfica de (V,E) si V! < V y E' < E. Por tltimo un
isomorfismo entre dos grificas ' = (V,E) y I' = (V',E’) es una funciéon biyectiva

f:V = V' tal que {u,v} € E siy solosi {f(u), f(v)} € E' para cualesquiera u,v € V.

En ocasiones, en lugar de trabajar una grafica I' como par ordenado de conjuntos, lo que
se haré es trabajar con un diagrama que represente a I'. El cual se construye como sigue:
Por cada elemento de V' se coloca un punto distinto en el diagrama. Luego, cada elemento
a de E se representa como un segmento cuyos extremos son los puntos identificados con

los elementos de a.

Ejemplo 1.27. Sean V :={a,b,c,d} y E := {{a,b},{a,c},{b,c},{c,d}}. El diagrama de
la Figura 1.1a representa a la grifica T := (V, E).

Definicién 1.28 (Arbol). Una grdfica A conexa y que no tiene ciclos la llamaremos drbol.

A una subgrafica que ademés es un arbol le llamaremos subdrbol.
A las graficas que son arboles se pueden caracterizar a partir de los caminos que existen

entre dos vértices cualesquiera.

Proposicion 1.29 (Caracterizacion de arboles). Una grifica T' es un drbol si y sdlo si para

cualesquiera dos vértices distintos existe un unico camino que los conecta.

Demostracion. =) Supongamos que I' es un arbol. Por definicion cualesquiera dos vér-

tices distintos z,y € V estan conectados por un camino, digamos C' dado por la
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(a) Representacion de un grafica (b) Ejemplo de &rbol
Figura 1.1: Ejemplos de graficas
sucesion x = vg, v1,. .., v, = y. Ahora supongamos que existe otro camino C” distin-
to, descrito por {x = ug,u1,...,uy, =y} que conecta a los vértices = y y. Notemos

que C'y C' comparten al menos dos vértices distintos, a saber x y y. Consideremos
al siguiente indice

r:=min{k eN | vy # ug},

el cual existe ya que dicho conjunto no es vacio debido a que los caminos son distintos.

Ahora consideremos al indice
t:=min{keN|k>ryexistel >k, vy =y},

el cual también existe ya que n pertenece al conjunto descrito.

Hecho esto, podemos construir los siguientes caminos
C:= Up—1,Upr, Ur41,--.,Ut—-1, V¢

D := Ut—1y -+« Up, Up—1,

de modo que C' U D es un camino, ya que v; = u; y este tltimo es adyacente a u;_1.
Y ademaés es un ciclo ya que de lo contrario tendriamos que existen v; y u; vértices

tales que v; = u; yconr <i<tyr <j<t,esto contradice la eleccion de t.

Por lo tanto C U D es un ciclo, y esto contradice el hecho de que I' es un arbol.

<=) Supongamos que I' cumple que para cualesquiera dos vértices distintos existe un tinico
camino que los conecta. De esto se sigue que I' es conexa. Ahora supongamos que I'
tiene un ciclo C := {vg, v1, ..., v,}, entonces los vértices vy y v1 estarian conectados
por los caminos vy, v1 ¥ vg, Up—1,--., V2,01, los cuales son distintos. Esto contradice
nuestra suposicion inicial, asi que I' no tiene ciclos. En conclusiéon I' es un arbol.

O]

Lo que queremos hacer es relacionar los conceptos de grdficas y grupos libre. Comenza-

remos con definiciones mas generales.
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Definiciéon 1.30 (Grafica de Cayley). Sean G un grupo y S € G un conjunto generador
de G. La grdfica de Cayley de G con respecto al conjunto generador S es la grdfica que
denotaremos por Cay(G, S) y estd dada por

V=G, y
E:={{g,9-5} | ge G, se(SuS\{e}}.

Veamos algunos ejemplos de graficas de Cayley.

Ejemplo 1.31. La grifica de Cayley del grupo (Z,+) con respecto al conjunto generador

{1} es la Figura 1.2a y con respecto al conjunto generador {2,3} es la Figura 1.2b.

O — @ @ -
2 1 0 1 2

(a) Cay(Z,{1})

e e o o 9
210 1 2
(b) Cay(Z,{2,3})

Figura 1.2: Ejemplos de gréaficas de Cayley

Ejemplo 1.32. La grifica de Cayley del grupo (Z?,+) con respecto al conjunto generador
{(1,0),(0,1)} es la Figura 1.5.

Observacion 1.33. 1. Toda grifica de Cayley Cay(G, S) es coneza, pues como S es un
conjunto generador de G, entonces g = s1--- Sy. Definimos a los elementos gy := g
Y g = sl-_lgl-,l coni€{l,--- ,n}. Asi go,g1,-..,gn €S un camino que conecta a los

vértices g y e. Con esto cualesquiera dos vértices en Cay(G,S) se pueden conectar.

2. Toda grifica de Cayley Cay(G,S) es regular, esto es que cualquier vértice tiene el

mismo niimero de vecinos, mds especificamente |(S U ST\ {e}|.

N ‘(—2,2) ® 2 .(0,2) 2 %o

21) \ (R} .(0,1) % %3

h ‘(—2,0) (BT .(0,0) %0 %5

) ‘(—2.-1> ’(—1.-1) ‘(0,-1> ‘(1,-1) ‘(2,:'1')

; ?(-2,-2) ?(-1,-2) f(o,-z) ?(1,-2) 025

Figura 1.3: Cay(Z2,{(1,0),(0,1)})
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Gracias al Corolario 1.24, para un grupo F' libremente generado por S € F podemos
considerar a la grafica Cay(F,S). Ademas, como cada elemento de F' es una palabra re-
ducida tnica (Proposicion 1.25) nos hace pensar que esto en Cay(F, S) se traduce en que
para cualesquiera dos vértices existe un tnico camino, lo que implicaria que Cay(F,S) es

un arbol (Proposicion 1.29).

Teorema 1.34 (Graficas de Cayley de grupos libres). Sea F' un grupo libremente generado

por S € F. Entonces la grdfica Cay(F,S) es un drbol.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que F' = F(S). Ya vimos que
Cay(F,S) es conexa, solo resta verificar que no tiene ciclos, y para esto procederemos
por contradicciéon. Supongamos que go, . .., gn—1 €s un ciclo en Cay(F,S). Por definicion,
existen sg, 1, ..., 8, € S tales que g;+1 = g;-s; parai € {0,...n — 2}, ¥ go = gn—1"Sn. Con

esto tenemos que s; = g; ' - gi+1 para i€ {0,...n — 2} ¥ 8, = g, - go. De manera que
S0 Sn =05 g1 g1 g2 Gnle Gn1- Gyt g0 = €

Pero la palabra sgsi - - - s,—18, es reducida, pues cada g; es distinto. Esto es imposible ya
que la longitud de la palabra sg - - - s, no es cero. Por lo tanto Cay(F, S) no tiene ciclos, y

en consecuencia es un arbol. O

No estarfamos haciendo bien nuestro trabajo si al tener esta implicacién no nos pregun-
taramos sobre el reciproco. Es decir que, si Cay(F, .S) es un arbol, entonces F es libremente

generado por S. Desafortunadamente el siguiente ejemplo nos arroja que esto es falso.

Ejemplo 1.35. La grdfica de Cayley Cay(Za,{1}) consiste en solamente dos vértices unidos

por una sola arista, y esto claramente es un drbol, aunque el grupo (Zs,+) no es libre.

Ahora nos preguntamos sobre ;jqué condiciones hay que agregar para que el reciproco
del Teorema 1.34 sea cierto? Si ponemos atenciéon al Ejemplo 1.35 es facil darnos cuenta
que lo que hace que (Z2,+) no sea libremente generado por {1} es justamente el hecho
de que 1 + 1 = 0, es decir que al combinar los elementos de {1} llegamos al elemento
neutro. Esto nos hace intuir que si F' es un grupo libremente generado por S, y S es tal
que s -t # € para todo s,t € S, entonces en la grafica Cay(F,S) al considerar caminos
formados solamente de elemento de S vamos obtenido caminos cada vez mas largos, de
esta manera no serfa posible regresar a algin vértice por el que ya habiamos pasado, es

decir, no es posible formar ciclos en Cay(F,S5).

Teorema 1.36. Sea G un grupo y S < G un conjunto generador que satisface que s -t #
e para todo s,t € S. Si la grifica de Cayley Cay(G,S) es un drbol, entonces S genera

libremente a G.
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Demostracion. Para probar que S genera libremente al grupo GG, mostraremos que existe
un isomorfismo f : F'(S) — G cuya restriccion a S es la identidad en S. De esto se sigue
que S genera libremente a G.

Ahora bien, como S genera libremente a F'(S), la inclusién de S en G se puede extender
a un morfismo ¢ : F(S) — G. De esto tenemos que ¢(s) = s para cualquier s € S, lo
que implica que p[S] = S, y como S genera a G se sigue que ¢ es sobreyectiva. solo resta
verificar que ¢ es inyectiva, y para esto procederemos por contradicciéon. Supongamos que

© no es inyectiva. Entonces el conjunto
{l(w) e N | we Nic(p)\{e}} # .

Sea s1 ..., € Nuc(p)\ {e} la palabra de longitud minima. Analicemos los siguiente casos

» Supongamos n = 1. Como ¢ |g= idg, entonces s; = ¢(s1) = e, lo que implica que

8181 = €p(s), y esto contradice la hipotesis del conjunto S.

= Supongamos n = 2. De esto tenemos que
ec = p(s1-82) = 51" 82

y esto contradice la hipotesis del conjunto S.

= Supongamos n > 3. Consideremos a los elementos gg, ..., gn—1 € G definidos como
9o 1= Ep(s)

gi+1 = Gi - SO(Sz'H)

paraie {1,...,n —2}.

Notemos que estos elementos son distintos pues si sucede que g; = g; con i < j,

tenemos que

9i = gi - ¢(si+1) - p(si-1) - p(85),

esto implica que S;41...5; € Nuc(p). Si si41...5; # €, entonces se contradice la mi-
nimalidad de s ... s,; y por otro lado, si s;;1...5; = ¢, la palabra s1...5;5;41...5,
es una palabra mas pequena que $;...s, y que pertenece a Nic(¢)\ {¢}, esto igual

contradice la minimalidad de s7 ... s,.

Ahora bien, también notemos que Cay(G, S) contiene a las aristas

{90791} P {gn—Q;gn—l}



18 CAPITULO 1. CARACTERIZACION DE GRUPOS LIBRES

{gn-1,90} = {p(s1) -+ p(sn-1), 1}
={s1...50-1, ©(81...5)}

={s1...50-1, S1..-Sn}.

De modo que la sucesion de vértices go, ... gn—1 €s un ciclo en Cay(G,S). Esto contradice
el hecho de que Cay (G, S) es un arbol.

Por lo tanto ¢ es inyectiva, que es lo que buscabamos. O

1.3. Acciones de grupos en graficas

Antes de continuar recordaremos las acciones de grupos en conjuntos las cuales nos

seran de interés cuando dicho conjunto se trate de una gréfica.

Definiciéon 1.37 (Accion izquierda de grupo). Sea G un grupo y S un conjunto no vacio.
Una G-accion izquierda, o simplemente accion, de G en S es una funcion p: GxS — S,

definida como p(g,s) := g - s, tal que
1.Y91,92€ G Vs€S g1-(92-2) =(g1-92) - @
2.VseS e-s=s

En este caso diremos que G actia en S.

Y si ademds se cumple que
3. Yge G\{e} VseS g-s#s

a tal accion le llamaremos accion libre. En este caso diremos que G actia libremente en

S.
Definiciéon 1.38 (Orbita y Estabilizadores). Sea G' un grupo que actia en un conjunto S.

= Para s € S definimos a su érbita como
G-s:={g-s|geG}
s Para s € S definimos a su grupo estabilizador como

Gs:={9eG|g-s=s}

Consideremos una accion (g,s) — g-s de G en S. Sea g € G un elemento fijo. Entonces

la aplicaciéon s — ¢ - s es una permutacién del conjunto .S, pues tiene como inversa a la
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1

funcién s — g7 - s, esto es consecuencia de la definiciéon de accién. Denotemos por g7 a

dicha permutacién. Adicionalmente, por el inciso 1 de la definiciéon de accién, se cumple

que (g192)” = g7 © g5. Esto determina un morfismo de G en Sim(S).

Reciprocamente, sea v : G — Sim(S) un morfismo, dado por ¥(g) := ¢”. Entonces la

funcion definida como g- s := ¢g7(s) es una accion de G en S, ya que para g1,g2 € Gy s€ S
L g1 (g2-5) = 9{(95(s)) = (9] ©93)(5) = (9192)7(5) = (91" g2) - 5
2. e-s=¢"(s) =idg(s) = s

Con esto podemos determinar acciones de grupos a partir de ciertos morfismos. Si la accién

es libre, entonces el morfismo que se determina es inyectivo.

Ejemplo 1.39 (Traslacion a la izquierda). Sea G un grupo. La traslacion a la izquierda

de G es la accion determinada por el morfismo
G — Sim(G)
g +— (h—g-h)
Y notemos que esta accion es libre.

Definiciéon 1.40 (Accion libre en gréficas). Sean G un grupo y (V, E) una grifica. Decimos
que G actia en la grifica (V,E) si existe una G—accion en V' de tal forma que para
cualquier g € G, se cumple que {g-u,g-v} € E siy solo si {u,v} € E.

Si ademds se satisface que para g € G\ {1}
1. YVueV g-u+#u
2. Yu,veV {g-u,g-v} # {u,v}
decimos que dicha accion es libre

Una observacion importante es que si un grupo G actia en una grafica (V, E'), entonces

G actua tanto en V como en F.
Ejemplo 1.41. El grupo trivial actia libremente en cualquier grdfica.

Ejemplo 1.42. Consideremos a la grifica (V,E) dada por la Figura 1.4. Entonces la

funcion - : Z x G — G definida como n - x; := Tpy; s una accion libre de Z en G.

Ejemplo 1.43 (Traslacion a la izquierda en graficas de Cayley). Sea G un grupo y S € G
un conjunto generador. La accion por traslacion a la izquierda en Cay(G,S) es la accion

determinada por la accion de G en los vértices de Cay (G, S)

G — Sim(Q)
g — (h—g-h)
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da. a. a a a
o ® e ®" 9’
b. b. b b b
e o T . o o>
C. C. C C C
o o o’ % o

Figura 1.4: Grafica en la que actta Z

La cual si cumple la definicion de accion en grdficas, pues para g € G

{u,v} es arista de Cay(G,S) <= v =u-s para alguna s S v S™'\{e}
= g-v=g-u-s

<= {g-u,g-v} es arista de Cay(G,S)

Ademds, esta accion siempre cumple el inciso 1 de la Definicion 1.40, ya que el grupo G
actia en los vértices de Cay (G, S) mediante la accion por traslacion a la izquierda (Ejemplo
1.39).

El Ejemplo 1.43 satisface casi todas las condiciones de accion libre en graficas, sélo resta
verificar que: Yu,v € V' {g-u,g-v} # {u,v}. Pero si dicha accion satisface esto, entonces

lo que podemos hacer es considerar s € S y una arista {u, v}, y con esto tendriamos que

{s-u,s v} # {u,v}, y asuvez

{s-(s-u),s-(s-v)} #{s-u,s v}

esto tltimo es {s%-u, s%-v} # {s-u,s-v}. Lo que nos dice esta tltima diferencia es que el
conjunto S no puede tener elementos de orden 2. Ahora, teniendo esta condicién necesaria
nos preguntamos si jserda también una condicién suficiente? La siguiente proposiciéon nos

muestra que en efecto esto ocurre.

Proposicion 1.44 (Acciéon libre en gréficas de Cayley). Sea G un grupo y S < G un
conjunto generador (no vacio). Entonces la accion de traslacion a la izquierda en la grifica

Cay(G, S) es libre si y sdlo si S no contiene elementos de orden 2.

Demostracion. =) (Contrapuesta) Supongamos que S tiene un elemento s de orden 2.

Con esto
s-{e,s} = {5,82} = {s,1}
Por tanto dicha accién no es libre.

<=) (Contrapuesta) Supongamos que la accién enunciada no es libre. Entonces por lo visto
en el Ejemplo 1.43 tenemos que existen g € G\ {1} y una arista {v,v'} de Cay(G, S)

tales que
{v,v’} =g- {v,v’} = {g‘v,g‘v’}
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Figura 1.5: Ejemplo de arbol generador

Por definiciéon v' = v-s para alguna s € SUS~!\ {e}. Por la igualdad de los conjuntos

anteriores tenemos los siguiente casos

a) g-v=vyg-v =v. Como la accion de G en los vértices es libre, se sigue que

g = €, esto contradice la eleccion de g.

b) g-v#vyg-v #v. Entonces en G tenemos

v=g-v=g-(v-s)=(g-v)-s=v-5=(@w-5)-s=0-5>

2

De esto obtenemos que s = €. Dado que s # €, concluimos que s € S es de

orden 2.

O

Tenemos ya una condiciéon necesaria y suficiente para que la traslaciéon por la izquierda
en graficas de Cayley sea una accién libre. Recordemos el Teorema 1.34, la cual nos dice
que si tenemos un grupo libre F'; entonces su grafica de Cayley Cay(F,S) es un arbol, y
por lo que acabamos de ver, esto se traduce en que F' actta libremente en un arbol, a saber
Cay(F, S). Obtenido esto, lo que sigue es ver si el reciproco es verdadero, es decir que si
un grupo G actiia libremente en un arbol, entonces G es libre. Adelantando la respuesta,
en efecto esto sucede. Para lograrlo lo que tendremos que hacer es obtener un subconjunto
libre generador S de G a partir de de la accién de GG en un arbol T', por lo que necesitamos
una manera de obtener informacion del grupo G a partir de la accion. De esto surge la

siguiente definicion.

Definicién 1.45 (Arbol generador). Sea G un grupo que actia en una grifica (V,E)
conexa. Un drbol generador de esta accion es un subdrbol (T, R) de (V, E) tal que Yv €
V |Tn(G-v)|=1.

Ejemplo 1.46. Consideremos a la accion de Z del Ejemplo 1.42. Las drbitas determinadas
por esta accion son: {a; | i€ Z},{b; | i€ Z} y{c; | i€ Z}. Con esto un drbol generador de

estd accion es la grdfica con vértices {ao, bo, co} y aristas {{ag,bo} ,{bo,co}}. (Figura 1.5)

Lo siguiente es probar, apoyandonos en el Lema de Zorn, la existencia de &arboles

generadores para cualquier accidén en graficas conexas.
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Teorema 1.47 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado F (no vacio) en el

que toda cadena tiene una cota superior en F, contiene al menos un elemento mazximal.

Lema 1.48 (Existencia de arboles generadores). Cualquier accion de un grupo en una

grdfica conexa admite un drbol generador.

Demostracion. Sea G un grupo que actta en una grafica (V, E). Definamos a la familia de

conjuntos
T = { subdrboles de (V,E) que contienen a lo mds un elemento de cada drbita }

Como V # (&, entonces para v € V tenemos que {v} € Ti. Claramente T es un conjunto
parcialmente ordenado con la relacion subgrdfica. Ademés, cualquier cadena ascendente
tiene una cota superior en T, a saber la unién de sus elementos. Por el Lema de Zorn, Tg
tiene un elemento maximal (7', R).

Veamos que (T, R) es un arbol generador para la G-accion en (V, E). Para esto proce-
deremos por contradiccion.
Supongamos que (7', R) no es un arbol generador de dicha accion. Esto implica que existe
v eV tal que [T n (G-v)| # 1. Como (T, R) € Tg, entonces |T' n (G - v)| = 0, es decir
T n (G-v) = . Con esto probaremos que existe un vértice r € V' tal que uno de sus
vecinos pertenece a T'y que T'n (G- 1) = .

Sea u € T'. Como la gréfica (V, E) es conexa existe un camino C descrito por la sucesion
u = vg,...,Up—1 = v. Para obtener al vértice que buscamos aplicaremos induccién sobre
la longitud del camino C, la cual es n. Si n = 1, entonces el vértice que buscamos es v.
Ahora bien, para n > 2, consideremos a vy, el primer vértice de C que no pertenece a T

Analicemos los siguientes casos
» SiTn (G- v) =, entonces vy, es el vértice que buscamos.

» SiTn(G-v) # J, entonces existe g € G tal que g- vy, € T'. Consideremos al camino
C" dado por g, ...,v,_1. Asi el camino g-C’, descrito por g- vk, ..., g vn_1, conecta
a los vértices g- v v ¢g-v. Pero la 6rbita de g-v no intersecta a T', pues G-g-v = G- v.
Como la longitud del camino g-C’ es menor o igual que n — k, entonces por hipotesis

de induccién este camino contiene un vértice con la propiedades deseadas.

Ahora, con este vértice r € V', cuya 6rbita no intersecta a T', y uno de sus vecinos ¢ pertenece
a T, podemos definir a la grafica (T' u {r}, R u {r,t}). Por construcciéon esta grafica es un
arbol que pertenece al conjunto T¢; y contiene propiamente al arbol (7, R). Esto contradice
la condicion de ser maximal de (T, R).

Por lo tanto (T, R) es un arbol generador de la G—accion en (V, E).
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Antes de enunciar el teorema que nos interesa, necesitamos hablar brevemente de la
excentricidad y del centro de una grafica, ya que seré necesario probar un lema que involucra
estos conceptos.

En una grafica finita (V, E) (es decir, con V finito) la excentricidad de un vértice
v € V es la longitud maxima que puede alcanzar un camino que inicia en v. Y el centro de
la grafica es el conjunto de vértices de excentricidad minima. Para lo siguiente tengamos
presente que el centro de un arbol es, o bien un vértice, o bien dos vértices adyacentes.

Ademés el centro de un arbol es invariante bajo automorfismos.

Lema 1.49. 1. Cualquier accion de un grupo finito en un drbol tiene un punto fijo
global (esto es que existe un vértice o una arista que es fijado por la accion bajo

cualquier elemento del grupo).

2. Si un grupo G actia libremente en un drbol, entonces G no tiene elementos de orden

finito.

Demostracion. 1. Sea G = {g1,...,9n} un grupo que actua en un arbol 7. Sea v un
vértice de T. Notemos que |G - v| < n. Sea T” el subarbol que tiene como vértices al
conjunto G - v y sus aristas son todas las aristas de caminos (de longitud minima)
de T' que conectan elementos de G - v. Asi T” es un arbol finito, de manera que su
centro es, o bien un vértice, o bien dos vértices adyacentes. Como el centro de un
arbol es invariante bajo automorfismos, en el primer caso obtenemos un vértice que
es fijado por la accion bajo todos los elementos de G, y en el segundo caso obtenemos
una arista que es fijada por la accién bajo todos los elementos de G. De modo que

la accion no es libre.

2. Si G actua libremente en un arbol T' y tiene un elemento a # ¢ de orden finito,
entonces el subgrupo H generado por a es finito, el cual actta sobre T'. Por el inciso
anterior, existe un vértice o una arista que es fijado por todos los elementos de H.
En particular por a. Esto contradice el hecho de que G actiia libremente en 7.

Por lo tanto G no tiene elementos de orden finito.

O

Teorema 1.50 (Caracterizacion de grupos libres). Un grupo es libre si y sélo si admite

una accion libre en un drbol.

Demostracion. =) Sean G un grupo libre, y S € G un conjunto libre generador. Por el
Teorema 1.34, la grafica Cay(G, S) es un arbol (no vacio). Por la Observacion 1.7,
conjunto S no tiene elementos de orden finito, asi por la Proposicién 1.44, la accién

por traslacion a la izquierda de G en Cay(G, S) es libre.
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<=) Sea G un grupo que actia libremente en un arbol T'. Si G es el grupo trivial, entonces

por convencién tenemos que él es libre. Asi que supongamos que G es no trivial. Por

el Lema 1.48 existe un arbol generador T".

Paso 1. Construir un conjunto S que sea candidato para generar libremente a G.

Diremos que una arista a = {u,v} de T es esencial si u es vértice de T" y v no lo
es. Notemos que 7T tiene al menos una arista esencial, ya que de no ser asi, entonces
todos los vértices de T pertenecen a 7", de modo que la o6rbita de cualquier vértice
v es justamente {v}, lo que implica que G no acttia libremente en 7', ya que G es
no trivial. Dicho esto, sea a = {u,v} una arista esencial, con u vértice de 7", como
T’ es un arbol generador, existe g, € G de tal manera g, ! - v es vértice de 177, o
lo que es lo mismo v es vértice de g, - T'. Si h € G es tal que h™! - v es vértice de
T’, entonces, como 1" es un &rbol generador h™! - v = g; ! - v. Dado que G acttia
libremente en T, h = g,. De esta manera g, es el tnico elemento determinado por la
arista a. Definamos

S:={gac€ G| aes esencial }.
Veamos que S cumple:

a) €¢ S. Pues de lo contrario existe una arista a = {u, v}, con v que no es vértice

de T" y tal que 1-v = v es vértice de T”. (absurdo)

b) S no tiene elementos de orden 2, pues como G actua libremente en T, el Lema

1.49 nos garantiza que G no tiene elementos de orden finito.

¢) Siay a son aristas esenciales, con g, = gu, entonces a = a’ ya que T es un
arbol y no puede haber dos aristas conectando a las subgraficas conexas T y
Ya - T = Ga' - T

d) Si go € S con {u,v} arista esencial, y u vértice de T’, entonces la arista
{g; Vou, gt ~v} es esencial ya que por construccién g; ! - u no es vértice de

—1 . -1 a
T y g, ' -vsiloes. Conestog, " = 9y1.q € S.

Ahora bien, consideremos a la siguiente familia de conjuntos
Fo= {5g§ | Ya,be S, a-b;fés}.

Esta familia de conjuntos es no vacia pues, por los incisos a y b, cualquier elemento
g € S cumple que {g} € F. Entonces el podemos aplicar el Lema de Zorn a F con la
relacion de subconjunto. Asi F tiene un elemento maximal S. Este conjunto cumple
que S NS~ = & y por tanto S™! < S¢. Sea be S¢, sib¢ ST, entonces a-b # ¢,

de manera que S ¢ S u {b} € F, esto contradice la maximalidad de S, por tanto
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go-T'

Yn—1"0an go-ay

Gn—1-T" g1-T"

g1 a2
g3-T" O g2+ as O g2 T
Figura 1.6: Ciclo en T

S¢ = S71. Del inciso d tenemos que S~! # (#. Por lo tanto S y S~! forman una

particion de S.

Paso 2. Verificar que 5 genera a G, y por tanto S también lo genera.

Primero veamos que la familia

{g-T’|g€G}

forma una particion de T. Como T” es no vacio, entonces cada g - T" es no vacio. Si

1

tenemos que v es vértice de g-T" y h-T", entonces g~ - vy h™! - v son vértices de T".

L.y =h='. v, y como G acttia libremente en

Dado que T” es un arbol generador g~
T se sigue que g = h. Y si comparten una arista, se puede reducir al caso anterior.
Para cualquier v vértice de T se tiene que existe un tnico g € G tal que g-v es vértice
de T’ o lo que es lo mismo v es vértice de g1 - T".

Sea g € G. Sea v un vértice de 7. Como T es conexo, entonces existe un camino
C que conecta a los vértices v y g - v. Por lo visto antes, podemos suponer que C
intersecta a los arboles gg - T”,...,g, - T’, en este orden, con g; # ¢;+1 para todo
i€{0,....n—=1}ygo=1ygn=g.

Seai€ {0,...,n—1}. Como T" es un arbol generador y g; # gi+1 los arboles g; - T" y

gi+1-T" estan unidos por una arista a;. Por definicion g; 1. a; es una arista esencial,

y el elemento que determina en S es 8; = g; 1. giz1. Con esto obtenemos que

g:gn:go_l'gn
=gt grgrt Gn—1- 9,5 gn

Por tanto S genera al grupo G. Por construcciéon de S se sigue que S genera a G.
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Paso 3. Probar que S genera libremente a G.

Por el Teorema 1.36, para ver que S genera libremente a G es suficiente con probar que
Cay(G, S) = Cay(G, §) no tiene ciclos. Supongamos que existe un ciclo go, ..., gn_1.
Por definicion tenemos que cada g; = g;—1 - s; (i.e. s; = g;_ll - g;) para alguna s; € §,
coni€e{l,...,n—1}, yasuvez go = gn_1-Sn (i€. sy, = g;il - go) con s, € S. Sea
a; la arista esencial que determina al elemento s;. Con esto, la arista a; conecta al
arbol T” con el arbol s; - T”, de modo que g;_1 - a; conecta a los arboles g;_1 - T" y
gi - T". Como T" es conexo, entonces cada g; - T es conexo. De modo que, existe un
ciclo en T' (ver Figura 1.6). Esto contradice el hecho de que T" es un arbol. Por lo

tanto Cay (G, S) no tiene ciclos, y en consecuencia S genera libremente al grupo G.
O



Capitulo 2
Grupos virtualmente libres

El objetivo de este capitulo es dar un resultado mas general al Teorema 1.50. Inicia-
mos con la definicién de presentaciones de grupos, y seguimos con introducir gréaficas de
grupos. Posteriormente construiremos el grupo fundamental y el arbol de Bass-Serre para
cualquier gréafica de grupos. Finalizamos con la demostracion del Teorema 2.38 que nos da

propiedades sobre el grupo fundamental de graficas de grupos finitas.

2.1. Presentaciones de grupos

Definiciéon 2.1 (Subgrupo normal generado). Sea G un grupo y S € G un subconjunto.

El subgrupo normal generado por S es
SHa =ﬂ{H | H es un subgrupo normal de G y S < H}
={gl-51'gfl-'---gn-sn-ggl | neN, 51,...,5nESUS_I,gl,...,gnEG}

Definiciéon 2.2 (Generadores y relaciones). Sea S un conjunto, y R < W(S) un subcon-

gunto de palabras de S . Sea F(S) el grupo libre generado por S. Al grupo

(S| R):=F(S){R)zs)

lo llamamos el grupo generado por S con las relaciones R.

Si G es un grupo tal que G = (S | R), entonces (S | R) es una presentacion de G.

Definicién 2.3 (Grupo finitamente presentado). Un grupo G es finitamente presentado

si tiene una presentacion (S | R) con S y R finitos.
Es claro que un grupo finitamente presentado es finitamente generado.

Teorema 2.4 (Primer teorema de isomorfismo). Sean f: G — H un morfismo de grupos
y N <G tal que N € Niic(f). Entonces existe un tinico morfismo de grupos f : G/N — H

tal que fom = f, donde 7 : G — G/N es la proyeccion candnica.

27
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G%H

1
ﬂ'i P
o f

G/N
En particular, si f es sobreyectiva, entonces H =~ G/ Nuc(f).

Proposicion 2.5 (Propiedad universal de grupos dados por generadores y relaciones). Sea
S un conjunto y sea R < W(S). El grupo (S | R) generado por S con las relaciones R
Junto con la proyeccion candnica ™ : S — F(S)/<R>§(S) = (S| R) satisface la siguiente
propiedad universal: Para cualquier grupo G y cualquier funcion ¢ : S — G que cumpla

que para toda palabra r € R

©*(r) = ea

donde ©* es la funcion dada por el inciso 4 del Lema 1.19, existe un tinico morfismo

p:(S|Ry— G tal que pom = ¢.

Demostracion. Como vimos ¢* es el tnico morfismo tal que ¢p* ot = ¢ (Teorema 1.22).
Ahora bien, como ¢*(r) = 1 para todo r € R, entonces <R>§(S) < Nic(¢*). Por El Primer
Teorema de Isomorfismo, existe un Gnico morfismo @ : (S | R) — G tal que pop = ¢*,
donde p : F(S) — (S| R) es la proyeccion canonica de F(S) a (S| R). Y componiendo
esta igualdad con ¢, por la derecha obtenemos que @ o™ = . Y cualquier otro morfismo
Y : (S| R) — G que cumpla ¢ o = ¢ cumple a su vez que @ | (g1= ¥ |[s], y como S
es un conjunto generador de F'(S), se asegura que ¥ = p. Asi @ es el tincio morfismo con

esta propiedad.

O

Ejemplo 2.6. Todo grupo G tiene una presentacion. Sea G un grupo. Consideremos a la
funcion idg : G — G, gracias al Teorema 1.22 y a la definicion grupo libre se sigue que
existe un unico morfismo f : F(G) — G tal que restringido a G es idg. Sea R := Nuc(f),
dado que R es normal en F(G), es igual a su subgrupo normal generado, de modo que
(G| Ry = F(G)/R. Dado que f es sobreyectiva, el Primer Teorema de Isomorfismo nos
garantiza que F(G)/R = Im(f) = G. En consecuencia G = (G | R)

Ejemplo 2.7. Para n € N, tenemos que {x | ™) = Z,. Primero notemos que F({x}) =

{2* | k € Z}. Definamos la funcion f : {x} — Z, como f(z) := 1. Esta funcion cumple que
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f*(z™) = n-f*(z) = n-1 = 0. Por la Proposicion 2.5 existe un morfismo f : {x | 2 — Zp,
que extiende a f. Como 1 € Im(f), entonces f es sobreyectiva. Ahora, si x™ € {x | z™),
cumple que f(z™) = 0, entonces 0 = m - f(x) = m -1 =m, y como el orden de 1 en Z,
es n, entonces n|m, de manera que x"" € <x">§(s) = {:Uk" | ke Z}. Por tanto ™ es el

elemento neutro en {x | ™). En conclusion f es un isomorfismo.

Ejemplo 2.8. Veamos que (xy | zyz~'y~1) = Z2. Definamos a la funcion f : {x,y} — Z>
como f(x) 1= (1,0) y f(y) := (0,1). Ast f*(wyz'y~") = f*(x) + f*(y) = f*(2) = [*(y) =
0. Por la Proposicion 2.5 existe un morfismo f : (wy | zyz~'y~'Y — Z? que extiende
a f. Como (1,0),(0,1) € Im(f), entonces f es sobreyectiva. Notemos que la relacion
zyr~ly—1 nos permite conmutar a los elementos x y vy, de manera que las palabras en
(wy | zyz~'y~') son de la forma ™y™ con n,m € Z. Ahora, sea z"y™ € {xy | zyz 'y~
tal que f(x™y™) = (0,0), asi

(0,0) =n- f(z) +m- f(y) = (n,m)

De modo que n =m = 0. Por tanto f es inyectiva, y en conclusion es un isomorfismo.

Ejemplo 2.9. Para n e N con n > 3 definimos al grupo diédrico como
D, :={s,t|s" t3 tst™ =51

Ahora, consideremos a los grupos Gy H, y a sus presentaciones (S¢ | Rg)y {(Su | Ru),
respectivamente (gracias al Ejemplo 2.6 las presentaciones de grupos siempre existen). Con
esto definamos al grupo P := (S¢ u Sy | Rg u Rp). Observemos que existe una inclusion
canénica de G en P y también de H en P, de manera que podemos decir que en P hay
subgrupos isomorfos a G y H. Mas ain, de la definicién de presentacion de grupo y de
la Proposicion 1.25, podemos asegurar que los elementos de P son palabras reducidas del
conjunto Sg L1 Sy, es decir palabras de la forma pips . .. pr donde cada p; # 1, y ademas p;
v pi+1 pertenecen a conjuntos distintos. Al grupo P se le conoce como el producto libre

de G y H. Lo siguiente es dar una generalizacion de esta idea.

2.2. Producto libre

Definiciéon 2.10 (Producto libre amalgamado, propiedad universal). Sea A un grupo, y
sean a1 : A — G y ag : A — Gy morfismos de grupos. Un grupo G junto con morfismos
B1: G — Gy PBy: Gos — G tales que B1 0 a1 = B2 0 ao, es llamado un producto libre
amalgamado de G, y Gy sobre A (con respecto a a1 y az) si se satisface la siguiente
propiedad universal: Para cualquier grupo H y morfismos o1 : G1 — H y oo : Go — H
tales que @1 0 a1 = @9 © (o existe un unico morfismo ¢ : G — H con po By = o1 ¥

Yo fa =
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El producto libre amalgamado es denotado por G x4 Go o simplemente como G1 * Ga,

cuando A es el grupo trivial, y en este caso le llamaremos producto libre.

Teorema 2.11 (Existencia y unicidad de producto libre con amalgamado). Sea A un
grupo, y sean a1 : A — G1 y ag : A — G morfismos de grupos. Entonces existe G :=
G1 %4 Go (junto con los morfismos B1 : G1 — G y P2 : Go — G) el cual es inico salvo

isomorfismo. Mds ain G tiene la presentacion
{zg | ge Gy uizg | ge Ga} | {mal(a)x;;(a) lae A} U Ra, v Ra,)
donde
Rg, = {xgachxlgl | g,h,k e G; con g-h=Fk en Gi}

Demostracion. Unicidad: Supongamos que existe L un grupo junto con v : Gy — Ly
9 : Go — L morfismos que igual cumplen dicha propiedad universal. Entonces tenemos que
existen tnicos morfismos f: G — Ly v : L — G tales que fo8y = BofBayyoy1 = yoa.
Con esto obtenemos que el morfismo vo 5 : G — G cumple que yo S o 5 =yo o B, es

decir

pero otro morfismo que satisface esto es justamente idg. Por la unicidad que nos brinda la
Definicion 2.10 obtenemos que v o § = idg. De manera anéloga tenemos que oy = idy.
Por lo tanto G = L.
Existencia: Veamos que el grupo H descrito por la presentaciéon dada en el enunciado
cumple con la Definicién 2.10. Por lo anterior obtenemos que G =~ H.
Definamos a las funciones
vi: Gi — H
g =2 Iy

con ¢ € {1,2}. Las relaciones R, nos aseguran que estas funciones son morfismos, pues

Yi(g-h) = xgn = x4 - 2 = vi(g) - vi(h)
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Por las relaciones {xal(a)x;;(a) | ae A} obtenemos que

vioai(g) =v(a1(9)) = Tay(a) = Tas(a) = V(a2(9)) = 7i 0 @2(9)

Ahora veamos que H cumple la propiedad universal. Sea L un grupoy ¢ : Gy — Ly
2 : Go — L morfismos tales que p10a1 = wsoas. Lo que buscamos es probar la existencia

de un tnico morfismo ¢ : H — L tal que ¢ o a1 = ¢ o aa. Consideremos a la funcién

o: {rglgeGijuir,|ge G} —> L
pi(g) si geG
wa2(g) si geGa

Est4a funcion cumple que

s0*(3”041(11)%21((1)) = 90*(‘”a1(a))90*(33;21(a)) = ¢1(on(a))(p2(az(a)) " = e

pues @1 0 a1 = 9 0 . A su vez, para xgxh:cz_l, con g,h,ze G; y g-h = z, tenemos que

o (wgrnz; ") = 0" (zg) ™ (xn) @™ (x2) " = wilg)pi(h)ei(z) " = er

Por la Proposicion 2.5 existe un morfismo @ : H — L, el cual por construccién cumple que
Poyt =91y Pore =y

Consideremos a S := {z4 | g€ G1} u{zy | g € Ga}, el cual es un conjunto generador de H.
Si ¢ : H — L es un morfismo que satisface ¥y oy; = @1 y ¥ 0y = 9, entonces v satisface
que ¥ |s= P |g, entonces ¥ = p (Proposicion 1.2). De manera que @ es el inico morfismo

que cumple la propiedad deseada. O

Ejemplo 2.12. Un ejemplo interesante de producto libre es Zo * Zo pues resulta tener la
siguiente presentacion (s,t | 12 tst™ = s*1>, este grupo es mejor conocido como diédrico
mnfinito Dy,.
Como vimos en la prueba de existencia del producto libre, Zy = Zo tiene la presentacion
{a,b | a®, b*) en donde Zy = {a | a®) y Zy = (b | b*). Definimos a la funcion
f: Ha,b} — (st |2 tst™ =571

a —> st

b —
con la cual se cumple que f*(a?) = stst = s(tst™!) = ss71 =1, y f*(b?) = t? = 1. Gracias
a la Proposicion 2.5, existe un morfismo f : Zg * Zy — Dy que extiende a f. De la misma
manera podemos obtener un morfismo G : Doy — Zo * Zs que extiende a la funcion

g: {s,t} — <a,b|a® b
S — ab

t — b
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ya que de esto tenemos g*(12) = 1 y g*(tst™') = b(ab)b = ba = (ab)~' = g*(s)~L.
Es facil ver que fog =idp, ya que tanto f og como idp,, coinciden en un conjunto

generador del dominio, y por la Proposicion 1.2 se sigue. Andlogamente g o f = idz,«z,.

Por lo tanto obtenemos el isomorfismo deseado.
Notemos que la propiedad universal del producto libre seria la siguiente

Definicién 2.13 (Producto libre, propiedad universal). Sean Gy y Ga grupos. Un grupo
G es el producto libre de G1 y G si satisface que: Para cualquier grupo H y morfismos

p1:G1 — H y o : Gy — H existe un unico morfismo ¢ : G — H tal que po1; = ;.

3(
P 7
Li\[ e
-

-,

G

donde v; es la inclusion de G; en G, con i€ {1,2}.

Esto nos motiva a dar una definicién para el producto libre de varios grupos. Consi-
deremos a una familia de grupos {G;}ics, con I un conjunto de indices no vacio. Y para
cada i € I, sea (S; | R;) una presentacion del grupo G;. Con esto podemos definir a los

conjuntos

S = |_|iel Si,y R:= I_liel R;.

Con estos definimos al grupo P := (S | R), el cual es una generalizacion del producto
libre para dos grupos. Este grupo lo denotamos por *k;.;G;. Ademas podemos dar una
descripcion de este grupo. Como los elementos del grupo libre F(S) son palabra reducidas
del conjunto S, y dado que S es la uniéon de los conjuntos G%s podemos decir que un

elemento en F'(S) es de la forma
5182 - -+ 8, con cada s; € G; para algin i € I.

Y més atn, si tenemos que s; y s;j41 pertenecen al mismo G; podemos considerar al
elemento s} = sj8j+1 € G; (operarlos con la operacion de Gj), y asi tenemos solamente

palabras que
5182 -8, con cada s; € G; y sj41 € Gy, con i # k.

Ahora notemos que estas palabras son reducidas en un sentido maés estricto, ya que no
estamos pidiendo que términos consecutivos pertenezcan a diferentes G’s, a diferencia del
capitulo 1 donde sélo pediamos que términos consecutivos no sean inversos.

Los elementos que causan ambigiiedad son justamente cada palabra e¢g,, ya que su
propiedad de ser neutro en su respectivo GG; puede confundirse con propiedad de ser neutro
en F'(S) de la palabra vacia €. Para evitar esto consideramos a las palabras que no tengan
como término a ningin neutro de algin G;.

Con todo esto estamos considerando solamente a las palabras
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51+ 8y, con cada s; # £, para todo ¢ € I, y ademas si s; € G, entonces sj;1 ¢ Gj.

Asi cada elemento de sk;c;G; = (S | R) = F(S)/<R>§(S) es una clase lateral cuyo repre-
sentantes son palabras de la forma antes descrita. Abusando de la notacién, escribiremos
a los elementos de %;;G; como los representantes de cada clase lateral.

El producto libre generalizado pude definirse también a partir de una propiedad uni-

versal.

Definicién 2.14 (Producto libre generalizado, propiedad universal). Sea {G;}ier una fa-
milia de grupos, con I un conjunto de indices no vacio. Un grupo G es el producto libre de
{G;}ier si satisface que: Para cualquier grupo H y morfismos {@; : G; — H }icr, existe un

unico morfismo ¢ : G — H tal que po1; = ;.
A
Lij ip//
G
donde 1; es la inclusion de G; en G, para toda i € I.

Veamos que el grupo ;c;G; cumple con la anterior propiedad universal.

Proposicion 2.15. Sea {G;}ier una familia de grupos, con I un conjunto de indices no
vacto. Y para cada i € I, sea {S; | R;) una presentacion del grupo G;. El grupo k;e1G; =

WUlier Si | Wies Riy cumple la propiedad universal del producto libre generalizado.

Demostracion. Sean H un grupo y {¢; : G; — H};cr morfismos. Definamos a la funcion

@ LlieISi —> H
seSy — ¢ir(9)

Dado que cada ¢; es un morfismo, entonces debe de satisface que para r € R;, p;(r) = 1p,
por lo que para todo r € |_|,.; R; se tiene que ¢*(r) = 1. Entonces por la Proposicion 2.5
se sigue que existe un morfismo @ : %,c;G; — H tal que para toda s € | |,.; Si, @(s) = ¢(s).
Como cada g € G; se expresa de manera Unica como palabras de \5;, entonces se sigue que
para todo g € G, ©(g9) = ¢(g9) = vr(g). Considerando las inclusiones {; : G; — *;c1Gi}ier
como las que a cada g € G; lo asocia con la palabra reducida g € *,c;G;, podemos asegurar
que k;crG; satisface la propiedad universal deseada.

O

2.3. Grupo fundamental de graficas

Antes de comenzar es conveniente mencionar lo qué es una digrdifica y la relaciéon que

tiene con las graficas simples. Nos basaremos en [CZ09).
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q'r/

Figura 2.1: Ejemplo de digrafica.

Una digrdfica D es un par ordenado (V, F') de conjuntos, con V no vacio, donde F
es un subconjunto de V' x V. A los elementos de V' los llamamos vértices y a los de F
flechas.

Una flecha (u,v) de D, decimos que es simétrica si (v, u) también es una flecha de D,
y llamaremos a la digrafica D simétrica si todas sus flechas son de este tipo. Una flecha
(u,v) de D es un lazo si u = v.

Si tenemos una grafica simple I' = (V, E), podemos construir a la digrafica D := (V, F),

donde F' := {(u,v)|{u,v} € E}. Claramente D es una digrafica simétrica y sin lazos.

Figura 2.2: Construccion de una digrafica a partir de una grafica simple.

Ahora bien, si tenemos una digrafica simétrica sin lazos D = (V| F'), entonces podemos
definir la siguiente grafica simple I' = (V, E), donde E := {{u,v} | (u,v) € F con u y v distintos}.
Esto nos da una manera de hacer una correspondencia uno-a-uno entre las gréficas

simples y las digréficas simétricas sin lazos. A su vez nos permite traducir los conceptos y

S~ 7 ¢ N

Figura 2.3: Construccién de una gréafica simple a partir de una digrafica.
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S :

Figura 2.4: Construccion de una gréfica a partir de digraficas con lazos.

teoremas vistos en el capitulo anterior para digréificas simétricas sin lazos.

Considerando digraficas simétricas que tengan lazos la correspondendia anterior ya no
€s uno-a-uno.

Sin embargo, teniendo los conceptos para digraficas simétricas que no tienen lazos es
facil llevar estos a las digréaficas simétricas en general.

Un hecho importante es que para arboles la correspondencia anterior siempre es uno-a-
uno pues estos por definicién no admiten lazos. A lo largo del capitulo enfocaremos nuestro
estudio en este tipo de graficas, de manera que podemos aplicar los conceptos y teoremas
del capitulo anterior, y en particular acciones de grupos en graficas.

Habiendo comentando todo esto pasemos a dar la siguiente definicién, la cual es una
manera de formalizar esta idea de digraficas simétricas y ademéas nos proporciona una

notacién que nos facilita distinguir entre el sentido de las flechas.

Definiciéon 2.16 (Grafica de Serre). Una grdfica de Serre I' consiste en un conjunto

X = vert(T'), un conjunto Y = arist(I") y dos funciones
Y > X xX, ye—(o(y),ty))
donde o(y) y t(y) los llamaremos el origen y el termino de y, respectivamente. Y
Y-V y—y
las cuales satisfacen que para cualquier y €'Y
y=y y#Y, o(y) = t(y)-

Para fines practicos, a lo largo de este capitulo a una gréafica de Serre la llamaremos
simplemente grdfica, si es que no hay ambigiiedad.
Para simplificar los diagramas de este tipo de graficas, solamente colocaremos una arista

entre vértices adyacentes.

Ejemplo 2.17. Consideremos a la grdifica T' dada por vert(T') := {x1,x9} y arist(T") :=
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{y, g} donde (o(y),t(y)) = (x1,x2). Esta grdfica la podemos representar mediante los dia-

gramas de la Figura 2.5.

I I9 Tl
e o, o
{y.7}

H)

Figura 2.5: Diagramas de la grafica I'

Dada una grafica Y, una orientacion de Y es un subconjunto A < arist(Y') tal que

arist(Y’) es unién disjunta de Ay A := {y | y € A}.

Definicion 2.18 (Gréficas de grupos). Una grdfica de grupos Y consiste en una grifica
Y, un grupo Y, para cada vértice x de'Y, y un grupo Yy para cada arista de y de Y, junto

con un monomorfismo Yy — Yy, que denotamos por a — a¥. Ademds de que Y, = Yy

Ejemplo 2.19. Consideremos la siguiente grifica Y

U U
@ @

Y
y alos grupos Y, 1= Q, Y, :=R y Y, =Yy :=Z, junto con los morfimos

Z — R 7Z — Q

n [ — n n [ — n

Sea Y una grafica de grupos con Y una grafica conexa. Definamos al grupo F(Y) como

el grupo dado por la presentacion

¢ |J Yevaist(V)| ) R.uR) (2.1)

zevert(Y) zevert(Y)
donde las relaciones R, cumplen que Y, = (Y, | R;), y R son las relaciones

-1

7=y ' ya¥y!

=a? paratodoy e arist(Y), ace Yy,.

Mas precisamente F(Y) es el cociente del grupo
>kar:Evort(Y)ifac * F(ariSt(Y))

entre el subgrupo normal generado por los elementos
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Yy, yaYy~1(a¥)7!  con y € arist(Y), a€Y,.

Ahora bien, sea ¢ un camino de longitud n de Y que comience en un vértice xg. Con-
sideremos a y1, ..., ¥y, las aristas en ¢, y asi tomemos x; = o(y;+1) = t(y;). Una palabra
de tipo c en F(Y) es un par (¢, u) donde p = (rg,...,r,) es una sucesion de elementos
r; € Yy,. El elemento

e, p] := Toy1r1y2 - Ynrn € F(Y)

diremos que es el elemento asociado con el par (¢, u).

Considerando al conjunto Y/ := {a¥ | a € Y, }, podemos definir lo siguiente.

Definiciéon 2.20 (Palabra reducida). Diremos que (c, ) es reducida si satisface lo si-

guiente: sin=0yrg#¢&; sin>1, yr; ¢ Yy para cada indice i tal que yit1 = Ti.

El siguiente teorema lo enunciamos sin demostracion pero se puede consultar en [Ser80,

Teorema 11].

Teorema 2.21. Si (¢, ) es un palabra reducida, el elemento asociado |c, | en F(Y) es

distinto de €.

Corolario 2.22. La proyeccion candnica Y, — F(Y) es inyectiva para cualquier x €

vert(Y).

De manera que, abusando de la notacién, no distinguiremos a los elementos del grupo Y,

y sus iméagenes bajo la proyeccion canonica Y, — F(Y).

Definicién 2.23 (Grupo fundamental de Y). Sean Y una grdfica de grupos y xo un vértice

de Y. El grupo fundamental de Y en xzy se define como
m1(Y,x0) :={|c,u| € F(Y) | ¢ tiene como primer y iltimo vértice a xp}.

Lema 2.24. Sea {Gi}icr una familia de grupos, con I # &. Para cada G; existe un
subgrupo normal H < %;c1G; tal que G; € H y H n G; = (J para todo i # j.

Demostracion. Sea G; un grupo de la familia {G;}ic;. Consideremos a la funcion f :
|l;c; Gi — Z definida como 0 para los elementos de Gj y 1 para los demas G;’s. Con esto
obtenemos un morfismo f : F(| |,.; Gi) — Z que extiende a f.

Nombremos K a Ntc(f). En particular K<F(| |,.; G;), Gj € K y ademas KnG; = .

Considerando la familia de inclusiones {¢; : G; — F'(||;c; Gi)}ier, la propiedad universal
de producto libre generalizado nos da un morfismo ¢ : %;c;G; — F(| |,.; G;). Dado que
la normalidad se preserva bajo imagen inversa <p_1[K ] <kerGi. También del hecho de ser
funcion ¢~ G;] € ¢ [K]. Y por dltimo, parai # j, o K| np G = ¢ KNG =
v o] =

Gracias a la propiedad universal podemos identificar a cada ¢~ ![G;] con G;.

Por lo tanto ¢ 1[K] es el subgrupo H que deseabamos. O
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Proposicion 2.25. Sean Y una grdfica de grupos y T un drbol maximal de Y . Definamos al
grupo G := F(Y) / <arist(T)>§(Y). Consideremos a p: F(Y) — G la proyeccion candnica

Y gy a la imagen de y € arist(Y') bajo la proyeccion p. Entonces:

1. El grupo G se puede describir como el cociente de % yeyere(v) Yz * F(arist(Y')) con el

subgrupo normal generado por
gy = gy_l, gyaygy_1 =a? para todo y € arist(Y), ae Y,
gy =€  para todo y € arist(T").

2. Para cualquier xq € vert(Y'), la proyeccion p induce un isomorfismo entre los grupos
1 (Y, xo) Yy G.

Demostracion. 1. De la definicion de F(Y) tenemos que sus elementos pertenecen a
*xevert(Y)Yq; * F(arist(Y))

sujetos a las relaciones

1

Yy, ya¥y (@)™l con yearist(Y), ae Yy,

Ahora bien, como consecuencia del Lema 2.24 notemos que el subgrupo <arist(T)>§(Y)
es ajeno a cada grupo vértice Y,. De manera que podemos identificar a cada Y, con

su imagen bajo p. Por otro lado F'(arist(Y")) bajo p resulta ser {g, |y € arist(Y")}.

Y las relaciones descritas arriba bajo p resultan ser

9y 97> ya¥g, ' (a¥)"!  conyearist(Y), ac.

Y por ultimo

gy =€ para todo y € arist(7T).

2. Para x € vert(Y), sea ¢, el camino en T que conecta a los vértices zp y = (por la
Proposicion 1.29 este camino existe y es tnico). Consideremos a y1, . . ., y, las aristas

del camino ¢, y tomemos

YV ::yl---ynEF(Y)

Con esto, para cada Y, (z € vert(Y)) definamos la funciéon

f:): Y, — 7T1(Y, :UO)

—1
a Yz G Yy
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La cual estd bien definida, pues los elementos de su imagen en efecto pertenecen al

grupo 71(Y,x0), y ademés cada f, es un morfismo de grupos.
Ahora, definamos a la funcién
g: arist(Y) —  m(Y,z0)
y = Yoly) Y Vaty)
que, al igual que las funciones anteriores, estd bien definida. De esto obtenemos un
morfismo ¢g* : F(arist(Y)) — m1 (Y, zg) que extiende a g.

Por la propiedad universal de producto libre, existe un morfismo
T2 >k:}cEvert(Y)Yac * F(ariSt(Y)) - m (Y7 .T())

tal que p(a) =72 a7, ¥ ©(Y) = Vo) <Y - Yy, Para a€ Yy, y € arist(Y).
Veamos que R u arist(T") < Nic(g), donde R es el conjunto de relaciones definido en

el inciso anterior.

e(@y) = @ eW) = Yo) " T Vag) " Yow) " Y " Vigy)

— 1 -1
“o(y) ~Tow) Y Ti(y)

I
ES
S
<

asi como también que
p(ya’y ™) = p(y)p(a)e(y) !

= (o) " ¥ i)~ Ot~ @ Vi)~ (i) ¥ Vo)

= fYO(y) Y- Cly . yil . fy;(?l/)

I —1
= Yo(y) - a? - fyo(y)

7.1
= %@ " V)
= ¢(a”)
y si y € arist(T'), entonces sucede que c;(,) = Co(y)y 0 bien ¢,y = ¢4(,)y. En el primer

caso

Para el segundo caso es anélogo.
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Por tanto (R v arist(7))~ < Nuc(p). Gracias al Primer Teorema de Isomorfismo y
al inciso anterior, existe un morfismo ¢ : G — m(Y,xzg) tal que ¥ o p = ¢, méas

precisamente

tb(a) :'Y:r'a"y;l
V(9y) = Vo) " V- ’Yt_(;)

Notemos que p(v;) = 1, asi para a € Y,

y para y € arist(Y')

P((99)) = POoy) ¥ Vu(y))
= p(ow)) * 9 Py
=g,
Con esto poty = id en un conjunto generador de G, de modo que povy = id¢g. Por otro

lado, sea |c, u| € m1(Y,x0) considerando |c, | = roy1r1y2 - YnTn ¥ Ti = 0(Yi+1) =

t(y;) tenemos
(o)) = (i) = Yo i e Y W) = Ve Vi Ve

de modo que

(e 1) = o 70 Vg ) o U1 - Vo) Vens * Un = Vo) Y~ T~ Vg )
= Yoo * (FOYL " YnTn) * Vi,
=T0Y1 " YnTn
= le, pf

La peniltima igualdad se da pues v, = . En conclusion ¢ o p = id, (v z)-
O

Este resultado nos permite definir de otra manera al grupo fundamental de una grafica

de grupos

Definiciéon 2.26 (Grupo fundamental de Y). Sean Y una grdfica de grupos y T un drbol
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mazximal de Y. El grupo fundamental deY en T es
m (Y, T):=F(Y) / <arist(T)>§(Y)

Maés atn, podemos asegurar lo siguiente.

Corolario 2.27. FEl grupo fundamental de una grifica de grupos es independiente del drbol

mazimal o vértice que se tome.
Y de esto:

Corolario 2.28. Sean Y wuna grdfica de grupos, T un drbol mazimal de Y y (¢, pu) una
palabra reducida cuyo tipo ¢ es un camino cerrado. Entonces la imagen de |c, u| en 71 (Y, T),

bajo la proyeccion candnica, es distinta de 1.

Esta tltima manera de definir el grupo fundamental de una grafica de grupos nos

permite obtener un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.29. Considerando a la grdfica de grupos Y como

U U
@ @

Calculemos por definicion a F(Y),
F(Y) =Y, uY,u{y,5} | Ry, u Ry, u{y ' =7, yay ! = d”})

Notemos que su unico drbol mazimal es justamente Y, de manera que 71(Y,Y) estd dado
por

F(Y) / Carist(Y))Fy) = (Yu U Yo | Ry, U Ry, U {a? = a¥}) = Yy # Y,

Un hecho importante que veremos mas adelante es que un grupo G que actia en
un arbol libremente es el grupo fundamental de cierta gréafica de grupos. Lo siguiente es
construir una grafica cuyo rol en nuestra biisqueda de caracterizar a los grupos virtualmente

libres es vital. Tal grafica resultara ser un arbol y es conocido como drbol de Bass-Serre.

2.4. Arbol de Bass-Serre

Brevemente recordemos lo que es una grdifica cociente. Sea G un grupo que actua
libremente en una grafica conexa X . La grdfica cociente G/X esta dada por: vert(G/X) =
Uvevert( X) G - v, y dos vértices son adyacentes en G/X siy solo si algunos de sus elementos
lo son en X.

Para lo siguiente, consideremos:
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= Y una grafica de grupos con Y una grafica conexa y no vacia.
= T un arbol maximal de Y.

= A una orientaciéon de Y.

Si y € arist(Y'), definimos

0 si ye A
e(y) == ‘
1 si y¢ A

y |y| denotara a una de las dos aristas y o ¥ que pertenece a A.

El proposito de esta seccion es construir una grafica X=X (Y, T) a partir de la grafica

de grupos Y que cumpla lo siguiente:

= Una accion del grupo 7 = 1 (Y,T) en X.

~

= Un morfismo p: X — Y que induzca un isomorfismo n/)? ~Y.

= secciones vert(Y) — vert(X) y arist(Y) — arist(X) de p (estas secciones serén

denotadas como x — Ty y — 7))

Con esto obtendremos una acciéon del grupo w en la gréfica X donde conocemos la
grafica cociente y los estabilizadores de los vértices y las aristas, a saber los grupos vértice
Y, y los grupos arista Y, respectivamente. Més atin, dicha gréfica X resultar ser un arbol.

En lo que sigue, el conjunto de clases laterales izquierdas de un subgrupo H en un
grupo G sera denotado por G/H.

Definamos a los vértices y aristas de la grafica X como

vert(X) := |_| /T, arist(X) := |_| /Ty

zevert(Y) yearist(Y)

donde

Mo =Yy,  my=Yy (w=lyl)

Denotaremos por  a la clase lateral 7., y por ¥ a la clase m,. Ahora bien, solo resta definir

a las funciones

arist(X) —  arist(X)

~

97 — gy

arist(X) —  vert(X) x vert(X)
9y —  (olgy),t(g9))
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y lo haremos como sigue

o(g?) = ggy “Yo(y)

e(y)t(”

~ 1—
t(gy) == ggy Y)

donde g, denota la imagen de y en 7. Ahora hay que verificar que estas funciones estan
bien definidas. La primera se sigue del hecho 7, = Y’ = 7. Para la segunda primero hay

que verificar que para z € 7, se tiene

lo que es equivalente a

g;(y)”ygy_e(y) S To(y) = Yo(y)

Entonces, si g, h € 7 son tales que g = h, implica que h~'g € 7, y por lo visto

(h™"9)g, “Wo(y) = g, o(y)
de lo que obtenemos que o(gy) = o(hy).
Para la tercera hay que verificar
gg(y)_lgg;_e(y) S Tity) = Yiy)

lo cual se sigue de un argumento similar al hecho antes.
Con esto tenemos que la gréfica X esta bien definida. Ademas tenemos la funcién dada

por

7 x vert(X) —  vert(X)
(9;hE)  —  (gh)T

esté bien definida pues
M =h¥ = hy'hen, < hylglghien, < g = gho?

y, por construccién de X, es una acciéon de m en X. Al morfismo p lo definimos como

p(gT) ==

Para y € arist(T), se cumple que g, = 1, por lo que o(y

esto, las secciones x — I y y — ¢ inducen un isomorfismo "= T < X.
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Teorema 2.30 (Arbol de Bass-Serre). Sean Y una grdfica de grupos conexa no vacia, T
un drbol maximal de Y y A una orientacion de Y. Entonces la grifica X = )?( Y. T) es un

drbol.

Demostracion. Primero veamos que X es conexa. Sea y € arist(Y), entonces si e(y) = 0
tenemos que o(y) = o@), y si e(y) = 1 tenemos t(y) = t(Ny), de modo que alguno de
los extremos de la arista g pertenece al arbol T. Entonces la subgrafica mas pequena por
contencion W de X que contiene a todas las aristas § (y € arist(Y)) es conexa. Més atin,
para g € Vert()N() se cumple que g7 € T - Tcr- W, de manera que m- W = X.

Ahora lo que haremos es probar que existe un S € 7 subconjunto generador tal que
para todo s € S, W u sW es conexa, y para probar esto basta con ver que W y sW tienen
un vértice en comun ya que tanto W como sW es conexa. Sea S la unién de los conjuntos
Ye (z € vert(Y)) y {gy} (y € arist(Y")). Sea s € Y,, para algtn x € vert(Y’), entonces las
graficas W y sW comparten el vértice T = sZ. Sea g,, para algin y € arist(Y'), entonces

las gréficas W y g,W comparten el vértice:

o(gy9) = 949, o(y) = o(y), si e(y) = 1;

—~

gyt(y) = t(y), si e(y) = 0.
Mediante un argumento inductivo obtenemos que para cualesquiera si,...,s, € S
WousiWuousissgWwou---usy---s,W

es conexa.
Con esto podemos probar que X es conexa. Consideremos Zo € vert(W) un vértice fijo,
y sea g € Vert()z) un vértice cualquiera. Como S genera a 7, existen si,...,s, € 5 tales
que g = $1--- Sy,. Por lo visto arriba los vértices Zy y g7 estan conectados.
Para probar que X no tiene ciclos, lo que se hara es ver que todos los caminos ce-
rrados de X tienen un retroceso (i.e. Ji+1 = 7;, para algin 7). Para esto procederemos
por contradicciéon. Sean ¢ un camino cerrado sin retrocesos, (s191, - - -, Sp¥n) la sucesion de

sus aristas, y (xg,1,...,2Z,) la sucesion de vértices bajo la proyeccion ¢ de ¢ en Y. En

particular zg = x,. Consideremos e; := e(y;) v gi := gy,, asi
t(snlin) = sngs “"Zo = s19; “To = o(s171)

t(s191) = s191 ' T1 = $295 1 = 0(s202)

n

~ l—e,_1~ _ ~ ~
tH(Sn—10n—1) = Sn—19,_1" Tn—1 = Sngp " Tn—1 = 0(Snln)

Definimos ¢; := s;g; “*, con lo que tenemos
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dndnTn = q1
qigimT1 = q2

In—19n—1Tn—1 = 4n
con r; € Tj = my,. De esto

gnTn = Q;1QI

giry = Qflfm

—1
In—1Tn—1 = Gp_149n

de manera que

91719272+ * T = 1. (2.2)

Sea (¢, ) la palabra de tipo c¢ definida por p = (1,71,79,...,7,). Veamos que (c, pu) es
reducida. Supongamos que c tiene aristas tales que y;11 = 7;. Entonces gy, , = g; Ly

ei+1 = 1 — e;. De la igualdad ¢;g;7; = g;4+1 obtenemos

—e; . €i4+1
(Sigi Ngiri = Si4+19;41

y de esto r; = gfiil(si_lsiﬂ)gil*e". Tenemos que probar que r; ¢ Y/, lo que es equivalente
a que

—1 l—eiv Vi ei—1
s; siv1 €9, Yy'gy

Pero esto ultimo es igual al estabilizador 7y,, asi que hay que ver que si_lsiﬂgi # Ui, pero
esto se cumple pues como ¢ no tiene retrocesos, entonces $;¥; # Sit1Uit1 = si+1§i+1 =
Si+1Ui, asi 8;¥; # si+19;- Dado que ¢ es un camino cerrado y (¢, u) es reducida, por el
Corolario 2.28 obtenemos que la imagen de |c, p| en (Y, T') es distinta de 1. Sin embargo,
su imagen es gi71 - - - g7, dada por la Ecuacion 2.2.

Por lo tanto X no tiene ciclos, y en consecuencia es un arbol.

2.5. Teorema de estructura

Teniendo en cuenta el drbol de Bass-Serre, lo que nos interesa ahora es obtener condi-
ciones para que un grupo G sea el grupo fundamental de una grafica de grupos Y, ya que

de esta manera G actuara naturalmente en el arbol de X de Y.

Definiciéon 2.31. Sea G/X una grifica cociente y T' un subdrbol de G/X. Considerando
la proyeccion p : X — G/X. Un levantamiento de T' es un subdrbol T de X tal que

T<cp [T yT =T'. En este caso diremos que T" se levanta a T.
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Definicion 2.32. Sea G un grupo que actia en una grifica X. Decimos que G actia sin

inversiones si para cualesquiera y € arist(X) y g € G se cumple gy # .

Lema 2.33. Sea X una grdfica conexa y G un grupo que actia sin inversiones en ella.
Todo subdrbol T' de G/X se levanta a un subdrbol de X.

Demostracion. Sea () el conjunto de subarboles de X que se proyectan inyectivamente en
T'. Notemos que € # & ya que vert(X) # ¢J. Considerando el orden parcial inducido por
la contenciéon podemos aplicar Lema de Zorn y con esto obtenemos un elemento maximal
Ty de Q. Sea T} la imagen de T en T".

Lo que afirmamos es que T} = 1", y para ver esto procederemos por contradiccion.
Supongamos que T & T". Esto implica que vert(T) < vert(T”), y dado que T es conexa
sea y' € arist(T”) tal que o(y') € vert(T}) y t(y') ¢ vert(T(). Sea y un levantamiento de
y', v ya que podemos intercambiar a y por cualquier gy con g € G, supongamos que
o(y) € vert(Tp), esto nos es posible gracias a que Ty se proyecta inyectivamente en Tf) y
o(y") € vert(T}) lo que implica que un levantamiento de o(y’) pertenece a vert(7p).

Sea Tj la grafica que resulta de agregar t(y) y y,7 a Tp. Notemos que 77 es un arbol.
Y ademés que Tj se proyecta inyectivamente en T pues la proyeccion de ¢(y) en 7" no
pertenece a Tj. Esto contradice la maximalidad de Tj.

Por lo tanto T = T", y asi Ty es un levantamiento de T”. O

Lema 2.34. Sea G un grupo que actia sin inversiones en una grdfica conexa X y T un
subdrbol generador. Sea Y wuna subgrifica de X que contenga a T y que cada una de sus
aristas tenga un extremo en T y ademds G -Y = X. Para cada arista y € arist(Y) con
origen en T, sea g, un elemento de G tal que gyt(y) € vert(T).

El grupo H generado por los elementos g, y los estabilizadores G, (con x € vert(T)) es

tgual a G.

Los elementos g, en efecto existen ya que 7" intersecta a todas las orbitas de los vértices

en exactamente un elemento.

Demostracion. Sea g € G, y x € vert(T). Lo que haremos sera analizar al vértice gx
poniendo atencién en su distancia al arbol 7', a la cual llamaremos n.

Si n = 0, entonces gz € vert(T'), de esto se sigue que g € G, y por tanto g € H.

Sin = 1, entonces gz es adyacente a algtn vértice de 7', digamos z¢ y llamemos g
a la arista con origen en xgy y término en gx. Dado que G - Y = X, existe r € G tal que
ryo € arist(Y'), y mas aun r € G, ya que xg € vert(T') y T es un subarbol generador. Con
esto tenemos que rgx es un vértice de Y que es adyacente a un vértice xzg de T, el cual
podemos suponer que es el origen de la arista que lo conecta a rgz, de modo que existe

algan g, tal que g,rgx € vert(T). Y dado que x € vert(T') y T es subarbol generador, se
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sigue que g,rg € G, es decir g,rg = g, para algin g, € G, de lo que obtenemos que
g = rilgyflgw e H.
Ahora supongamos que si gz esta a distancia n se cumple que g € H. Supongamos que

gx esta a distancia n + 1 de un vértice de T, digamos que

Zo, g1x1, g2x2, - - ., gnTn, gx

es la trayectoria de longitud minima entre 7'y gz, donde cada x; € vert(T"). Por hipotesis
de induccién tenemos que g, € H. Luego trasladamos la trayectoria con g, ' y obtenemos
que en particular que z,, € vert(T) y g, ‘gz es adyacente a este, de esta manera podemos

proceder como en el caso n = 1, asi g, 'g e H y como g, ' € H concluimos que g € H.

O

Teorema 2.35. Si un grupo G actia sin inversiones en un drbol X, entonces G es el

grupo fundamental de una cierta grdifica de grupos Y, donde Y = G/X.

Antes de demostrar este Teorema lo que haremos seréd construir la grafica de grupos Y
tal que el grupo G sea su grupo fundamental.

Para definir una grafica de grupos necesitamos una grafica, los grupos asociados a cada
vértice y arista, y los morfismos de cada arista a su término. La grafica que nos servira
es justamente G/X. Lo siguiente a hacer es determinar los grupos para los vértices y las
aristas.

Sea T" un arbol maximal de G/X. Como consecuencia del Lema 2.33 podemos considerar

a j: T — X un levantamiento, y A una orientacion de G/X donde

0 si yeA
e(y) == )
1 si y¢ A

El levantamiento j implicitamente define las secciones vert(G/X ) = vert(T') — vert(X)
y arist(T") — arist(X). Gracias a la maximalidad de T tenemos implicitamente una seccion
arist(G/X) — arist(X) aunque lo que buscamos es que dicha seccion preserva la orientacion
de la aristas, es decir buscamos extender a j a un seccion j* : arist(G/X) — arist(X) tal
que j*(7) = j*(y), y para esto sélo basta con definirlo en arist(G/X). Mas atin, dado que
T es maximal solo basta con definir los valores de A — arist(7).

Sea y € arist(G/X) tal que o(y) € vert(T), y como j es inyectiva lo conveniente es
definir o(j*(y)) := j(o(y)). Dado que ¢t(j(y)) v j(t(y)) tienen la misma proyeccion en G/X,
existe v, € G tal que t(j(y)) = 74J(t(y)). Entonces extendemos y — =, a todo arist(G/X)
mediante vy = 7, Ly vy = 1 para y € arist(7"). Esto nos permite definir a j* para cada

y € arist(G/X) como sigue
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Recordemos que el estabilizador para un elemento x se denota como G,. Con esto

definimos los grupos para vértices y aristas como sigue

Y, := G para v € vert(Y)
Y, := Gjx(y) para y € arist(Y).

(y)_la’y;_e(y) . Notemos que

Y el morfismo Y, — Y;,) lo definimos como a — a¥ := Yy
esta definicion es posible ya que fyye(y)_lGj*(y)’y;_e(y) < Gjuy))-
Sea ¢ : m(Y,T) — G el morfismo definido por las inclusiones Y, < G'y por ¢(gy) := vy-

Y sea ¢ : X(Y,T) — X definida como

Y(97) = ¢(9)j(x), y
Y(gy) = 0(9)5* (y).

Sea W la subgrafica més pequena de X que contiene a las aristas j*(y), con y € arist(Y).
Cada arista de W tiene un extremo en j[T'] ya que j[T] € W y T es generador, y a su vez
G- W = X. Mas atn, de la definicién de 9 tenemos que W < w[f(], y de la definicion de
¢ se sigue que este induce isomorfismos entre los estabilizadores de los vértices y aristas
de X y X. Gracias al Lema 2.34 aseguramos que ¢ es sobreyectiva, y por tanto también
1. Dado que ¢ induce isomorfismos entre los estabilizadores de vértices y aristas de X y

X se tiene que 1) es localmente inyectiva (i.e. inyectiva en aristas con un origen dado).

Lema 2.36. Sea f: X — T un morfismo de grdficas localmente inyectivo con X conexa y

T un drbol. Entonces f es inyectiva.

Demostracion. Sean v,u € vert(X) tales que f(v) = f(u).
Supongamos que v # u. Dado que X es conexa, existe un camino no trivial que conecta
a vy u, lamémoslo

V=20,T1y.++yLpn—-1,Tp = U.

Dado que f(v) = f(u) y T es un arbol, existe un m € {0,1,...,n} tal que f(up—1) =

f (). Como wy,—1 ¥ um, son adyacente, y f es localmente inyectiva se sigue que f(um—1) #
f(um), lo cual contradice lo dicho arriba.
Por lo tanto v = u. O

Teorema 2.37. Con las hipdtesis y notacion utilizadas arriba, las siguientes propiedades

son equivalentes:
1. X es un drbol.
2. ¢: X — X es un isomorfismo de grificas.
3. ¢:7(Y,T) — G es un isomorfismo de grupos.

El Teorema 2.35 se sigue de la implicacion (1) = (3).



2.6. RESULTADO PRINCIPAL 49

Demostracion. La implicacion (1) = (2) se sigue del Lema 2.36 ya que 1) es sobreyectivo
y localmente inyectivo.

La implicacion (2) = (1) se obtiene como consecuencia del Teorema 2.30.

Ahora veamos la implicacion (2) = (3). Sea n € Nuc(¢). Sea ¥ € vert(X), asf pues
Y(nZ) = ¢(n)j(z) = j(x), y por otro lado ¥(Z) = j(x). Como 1) es isomorfismo se sigue
que nT = T, por lo que n € Gz. Dado que ¢ restringido a GGz es un isomorfismo obtenemos
que Nic(¢) n Gz = {1}. Por lo tanto n = 1, y asi ¢ es isomorfismo.

La implicacion (3) = (2) se sigue de la definicion de . O

2.6. Resultado principal

Antes de iniciar cabe hacer mencion de que la torsion de un grupo es el conjunto de
los elementos de orden finito. Habiendo dicho esto, el objetivo de esta secciéon es demostrar

el siguiente resultado.
Teorema 2.38. Sea Y una grdifica de grupos con las siguientes propiedades:
1. La grdfica Y es finita.
2. Para cada x € vert(Y') el grupo Y, asociado con x es finito.
Sean T' un drbol mazimal de Y y G := w1 (Y, T) el grupo fundamental de Y enT. Entonces:
a. G es finitamente generado.
b. Todo subgrupo libre de torsion de G es libre.
c. G tiene un subgrupo libre de torsion de indice finito.

A continuacién seguiremos trabajando con las hipétesis y notacion del Teorema ante-

rior.

1

Lema 2.39. Sea H un subgrupo de G. Supongamos que H n gY,g~" = {e} para todo

x € vert(Y) y para todo g € G. Entonces H es un grupo libre.

Demostracion. Consideremos el drbol )N((Y, T), con T un arbol maximal de Y. Entonces G
actiia en )Z', de modo que H actiia en X.Sihe H es tal que para una arista gmy € arist()?)
se tiene que hgmy = gmy, entonces g thg e 75 =Y, S Yiw), donde w = m Digamos que

g thg=ac Yi(w), de esto tenemos que h = gag~?

, por hipdtesis se sigue que h = €. En
conclusién H actia libremente en el arbol X.

Ahora lo que haremos sera construir una grafica simple A a partir de la grafica de Serre
X , en la que actie libremente el grupo H, pues por el Teorema 1.50 esto implica que H

es un grupo libre. Definamos a la grafica simple A como



50 CAPITULO 2. GRUPOS VIRTUALMENTE LIBRES

~

vert(A) := vert(X),
arist(A) := { {o(y),t(y)} | y € arist(X)}.

Notemos que las aristas de A en efecto son conjuntos de cardinalidad 2, ya que X no
tiene ciclos (Teorema 2.30). Como todo camino en A esta inducido por un camino en X,
y X es un arbol, por la Proposicion 1.29 se sigue que A es un arbol. Es claro que H actia

libremente en A. O

Como Y es una grafica finita, y cada Y, es finito, con x € vert(Y'), entonces podemos
elegir a un n € N que sea multiplo de los ordenes de los Y,’s. Sea F un conjunto finito de
n elementos. Si F' es un grupo finito, diremos que un morfismo f : F' — Sim(F) es regular
si la F'—accion en FE que determina es una accion libre. Continuaremos suponiendo que E

es finito.
Lema 2.40. Supongamos que el orden de F' divide a n. Entonces:

1. Eziste un morfismo reqular f : F' — Sim(FE), el cual es unico salvo conjugacion por

un elemento de Sim(FE).

2. Si F' es un subgrupo de F, cada morfismo reqular de F' en Sim(FE) se extiende a un

morfismo reqular de F' en Sim(E).

3. Si F' y F" son dos subgrupos de F, y ¢ es un isomorfismo de F' en F", entonces
para cualquier morfismo reqular f : F — Sim(E) existe un s € Sim(E) tal que
flo(x)) =s- f(x)-57Y, para cada x € F'.

m
Demostracion. 1. Sea m := ﬁ Consideremos al conjunto C' := |_| F; donde cada F;
i=1

es una copia de F. Entonces F actda libremente en C' mediante

FxC — C

(x,c) +—— xcC
De manera que el morfismo inducido es regular. Y como C esta es correspondencia
uno a uno con F, existe un morfismo f : F' — Sim(FE) regular.

Ahora veamos que este morfismo es tnico salvo conjugacién de un elemento de
Sim(E). Sea g : F — Sim(F) un morfismo regular. Denotaremos por s y -4 a la

accion de F' en F inducida por f y g, respectivamente. Sean
F-fal, F'fag, ceey F-fak

las orbitas de la accion f. Como la accion es libre, entonces |F' - ¢ a;| = |F|, de modo
que

k
n=|E| = ) |F fai| = k|F|
i=1
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lo que implica que £ = m. En conclusién, la accion f induce m 6érbitas en E. De la

misma manera podemos ver que g induce m 6rbitas en E, digamos
F.-gbi, F-gby, ..., F-5by

Como la orbitas de la accion f forman una particion del conjunto E y la accion -

es libre podemos definir la funcion

S : FE — E

Topa; > T-gb
con z € F'. Esta funcién es biyectiva pues su funcién inversa es justamente

t: E — E

Togby — Tpa

que de igual manera, se puede definir asi pues las érbitas de la accién g en E forman
una particion y la accion -4 es libre. Asf s € Sim(FE).

Sea z € F'. Entonces

(s og(z)os)(a -y ai) = (s o g(2))(x g i)
=s"(z g (-9 bi))
=5 (zz 4 by)
= 2T -5 a

= f(2)(@ s ai)

1

de modo que f(z) = s7* 0 g(2) o s para cualquier z € F.

2. Sea fo : F' — Sim(FE) un morfismo regular. El morfismo regular f : F' — Sim(F),
dado por el inciso anterior, cumple que f | g+ es un morfismo regular de F’ en Sim(FE).
Nuevamente por el inciso anterior, tenemos que existe s € Sim(E) tal que para todo
ze F', fo(z) =so f | (2) os™!. Con esto podemos considerar al morfismo regular
fE(2) :=s0 f(z) os7t de F en Sim(E), el cual extiende a fj.

3. Notemos que fo¢ : F' — Sim(FE) es un morfismo regular. También f |p: F' —
Sim(E) es un morfismo regular. Por el inciso 1, tenemos que existe s € Sim(E) tal
que fop(z) =sof | (z)os i =50 f(z)os ! paratoda x € F'.

O

Lema 2.41. Existe un morfismo @ : G — Sim(FE) tal que la restriccion a cada Yy, con

x € vert(Y'), es un morfismo regular.
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Demostracion. Para definir al morfismo @ utilizaremos el hecho de que el grupo G tiene
una presentacién dada por la Proposiciéon 2.25, y gracias a la Proposicién 2.5 basta con

definir una funciéon ¢ en cada Y, (z € vert(Y)) y en cada y € arist(Y") tal que

©*(yay~1) = p*(a¥) con y € arist(y), a € Y,
©*(y) = idp con y € arist(T')

Primero definiremos a la funcién ¢ en Y, con x € vert(T') y las aristas de T'. Para esto, sea
xo € vert(T) fijo. Como el orden de E es multiplo del orden del grupo Y, entonces por el
Lema 2.40(1) existe fy, : Yz, — Sim(F) morfismo regular.

Ahora bien, sea x1 € vert(T') otro vértice distinto a xy y adyacente a este en el arbol
T'. Supongamos (sin perdida de generalidad) que la arista y € arist(7") tiene como origen

y termino a los vértices xg y 1, respectivamente. Con esto tenemos lo siguiente

Yyy > Yi)

Yy Sim(FE)

e
N

y
Yy — Yo)
Como Y,/ =~ Y,/ via el isomorfismo ® dado por a¥ — a¥, tenemos

Yy —— Yy

e

Y, @ Sim(E)

\u fao

Y —— Yo

de manera que podemos definir la funciéon f : Yy — Sim(E) como f := fy, o ®, la cual
es un morfismo regular. Por el Lema 2.40(2) podemos extenderlo a un morfismo regular

fuy 2 Yz, = Sim(FE), que por construccion cumple que

fr(a¥) = fay(a¥) para a €Y,

Hecho esto continuamos con otro vértice zo € vert(7') distinto a z¢ y z1, y adyacente a
alguno de esto. Supongamos (sin perdida de generalidad) que x2 es adyacente a z1 y que
la arista y € arist(7) tiene como origen y termino a x1 y x2, respectivamente. Haciendo un
proceso similar al hecho arriba tenemos que existe fg, : Yz, — Sim(FE) morfismo regular

tal que

fxz(ay) = fx1 (aﬁ) para a € Y;J
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Dado que vert(T) = vert(Y) y Y es una grafica finita, mediante un argumento inductivo

construimos morfismos regulares para cada Y, (x € vert(Y')), que cumplen

fri)(@¥) = fory)(a?) para a €Y,

Entonces la funcion ¢ la definimos en cada Y, como el respectivo morfismo regular f, (i.e.
(a) := fz(a), a€ Yy). Y en cada y € arist(T) como ¢(y) := idg.
Resta definir a la funcion ¢ en las aristas y ¢ arist(7"). Sea y € arist(Y’) una arista que no

pertenezca a T'. Tenemos que

Yyy » Yiy)

/ Fe)

Y, @ Sim(FE)

. A

Yyy > Yory)

en particular fi,) lyy ¥ fow) by o® son morfismo regulares de Yy en Sim(E). Por la
Y

unicidad dada por el Lema 2.40(1), existe s, € Sim(E) tal que

Sy © fuy)(@¥) 0 st = fory)(a¥) para a €Y

Con esto definimos a p(y) := s,.

Por tanto, si y € arist(Y') y a € Y,

*(ya¥y™") = ©*(y) o p*(a¥) 0 *(y) 7!
-1

y si y € arist(7), entonces ¢*(y) = idg.
Por lo tanto existe el morfismo ¥ : G — Sim(E) deseado.

O

Demostracion del Teorema 2.58. a. Por como se eligi6 a la grafica de grupos Y, el grupo

G es finitamente presentado y por tanto es finitamente generado.

1 1

b. Sean H un subgrupo libre de torsion, y gag™ € H n gYyg~ ", con = € vert(Y).

Como a € Y, y Y, es finito, entonces a es de orden finito, digamos k. De manera que
(9ag™)* = ga*g~! !
Por el Lema 2.39, H es libre.

= ¢,y como H es libre de torsiéon gag~ = €, de modo que a = €.

c. Consideremos a H como el niicleo del morfismo @ dado por el Lema 2.41. Como el

orden de E es finito, entonces el orden del conjunto Sim(E) es finito, a saber n!,
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y por el Primer Teorema de Isomorfismo tenemos que G/H =~ Im(p) < Sim(FE),
lo que implica que G/H es finito y en particular H es de indice finito en G. Como
la restriccion de @ a cada Y, (x € vert(Y)) es regular, implica que es inyectiva, de
manera que H n'Y, = {1}. Ahora si H contiene a un elemento conjugado de algin

1

grupo Y, digamos gag™" con a € Y,, entonces

gag ' =heH=a=g 'hgeg 'Hgc H
=aecY,nH={l}

= a=¢&

1 = {¢} para todo x € vert(Y) y para todo g € G.

Asi h = ¢. De modo que H ngY g~
Por el Lema 2.39, H es libre y en particular libre de torsion.

O

Corolario 2.42. El grupo G es virtualmente libre.

A. Karras, A. Pietrowsky y D. Solitar (J. Australian Math. Soc., 1973, |KPS73]) pro-

baron el reciproco de este corolario, es decir un grupo G virtualmente libre es el grupo

fundamental de una grafica de grupos Y tal que Y es finita y cada grupo vértice también.

Sin embargo, la prueba de esto se sale de los propositos de este escrito, asi que so6lo lo

mencionamos y lo ocuparemos en la prueba del siguiente teorema.

Teorema 2.43. Un grupo G es virtualmente libre si y sélo si actia sin inversiones en un

drbol T con estabilizadores finitos y tal que G/T es finito. Mds ain T =~ X.

Demostracion. <=) Como G actiia sin inversiones en un arbol 7' por el Teorema 2.35 se

sigue que G es el grupo fundamental de una grafica de grupos Y donde Y = G/T,
el cual estamos suponiendo que es finito, y cada grupo vértice Y, := Gj(,), con
x € vert(Y'), es finito ya que por hipotesis los estabilizadores son finitos. Ahora, por
el Teorema 2.38 el grupo fundamental de la grafica de grupos Y es virtualmente libre,
es decir GG lo es. Gracias al Teorema 2.37 tenemos que T =~ X (Y, Tp), donde Tp es

un arbol maximal de G/T.

Como G es virtualmente libre, este es el grupo fundamental de una grafica de grupos
Y tal que Y es finita y cada grupo vértice también es finito. Con esto G actiia sin
inversiones en el arbol de bass-serre X (Y, Tp), donde Tj es un arbol maximal de Y.
Cuyos estabilizadores son precisamente Yy, los cuales son finitos, y ademas G/ XY
que igual es finito.

O
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2.7. Un par de ejemplos

Ejemplo 2.44. Consideremos la grdfica de grupos Y dada por

u U
[ L]

y

donde Yy, i=Zo ={a | a®) y Y, :=Zy = (b | b%), y Y, = Yy := {1}. Por el Ejemplo 2.29

obtenemos que m1(Y,Y) =: 7 es justamente
Ty % Ty = {a,b | a*> =1,b* = 1).

Notemos que en la presentacion anterior se cumple que a = a~* yb = b~'. De esta manera,

un elemento de w1 (Y,Y) =: 7 es una palabra que puede ser de la forma

1. £ := palabra vacta.

2. abab...ba (comienza en a y termina en a)
3. abab...ab (comienza en a y termina en b)
4. baba...ab (comienza en b y termina en b)

5. baba...ba (comienza en b y termina en a)

Primero calculemos su Arbol de Serre X. Por construccion tenemos que

~

vert(X) = n/Y,, | |7/Y,

Las clases laterales izquierdas en w/Y,, admiten un inico representante cuyo ltimo término
es b (es decir palabras del tipo 3 y 4). Dado gY,, € 7)Yy, tenemos que gY, = {ge,ga} =
{g,ga}, de esto ultimo es facil ver que solamente uno y sélo uno de los elementos g y ga
tiene como ultimo término b.

Con esto tenemos que las clases laterales izquierdas w/Y,, son de la siguiente manera
/Yy = {Yu,bY, ,abY, ,baby, ,ababy,,...}

De manera similar podemos ver que los elementos de w/Y,, tienen un inico representante

a palabras cuyo ultimo término es a.

w/Y, = {Y,,aY, ,baY, ,abaY, ,babay, ...}

~

Y finalmente arist(X) = /Y, = n/{1} = 7. Y dado que Y es el unico drbol mazimal
tenemos que gy, = 1 para y € arist(Y'). De modo que las aristas en X son Jjustamente los
elementos de 7.

Con todo esto obtenemos que, dada una arista p en )?, su o(p) es qY, donde q resulta

Ser
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m Sip=¢g,q==¢.

= S1p no terminag ena, q =1p .

= st p términa en a, q es p sin su dltimo termino.
y su t(p) es rY, donde r resulta ser

" Sip=¢g, T =¢.

m sip no termina enb, g =1p .

m sip termina en b, r es p sin su ultimo término.

Por lo tanto X se puede ver como

ababy,,

Y, aY, bay, abay, babay,

Figura 2.6: Diagrama de X

Ahora bien, por el Teorema 2.38, m tiene un subgrupo libre de torsion de indice finito.
En este caso podemos decir explicitamente qué subgrupo es. Consideremos al subgrupo H :=
{aby en w. Veamos que en efecto este subgrupo cumple todo lo establecido.

Primeramente notemos que H es un grupo ciclico infinito, de manera que H =~ 7Z, asi
H es libre de torsion.

Por otro lado, las clases laterales izquierdas de palabras del tipo 1, 3 y 5 son represen-

tantes de la misma clase, a saber H, ya que
= ceH.
= ab...ab = (ab)* € H para alguna k € Z.
= ba...ba = (ab)™F € H para alguna k € 7Z.
Y por otro lado las palabras del tipo 2 y 4 pertenecen a la clase de a ya que

= ab...baH = aH < (a)"tab...bac H <= b...bac H.
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» ba...abH = aH < (a)"'ba...abe H <= aba...abe H.

Por tanto el indice de H en m es 2.
Una manera de describir la accion de m en este drbol es la siguiente: primero analizamos
como actuan los elementos a y b de w en el drbol, y luego cada elemento de 7, que es una

palabra formada por a y b.

ababy, abay, aby, aY, Y, Y, by, bay, baby, babay,
- @ abab ® aba ° ab Py . o € ° b ° ba ® bab ® baba .
Figura 2.7: Arbol X
Comencemos con ver como actia a en el drbol. Recordemos que a tiene orden 2.
baby, bay, bY, Y, Y, aY, aby, abay, ababy,

abab

ababa ababay,

Figura 2.8: Accion de a en X

Esto lo podemos interpretar como que el elemento a refleja el drbol con respecto al
vértice Y.
Ahora pasemos a ver como actia el elemento b.

bababy,, babay, baby, bay, bY, Y,
- @ babab ® baba PY bab P ba ® b @< ab aba

™

aby,
@

abay,

Figura 2.9: Accién de b en X

De igual manera, podemos interpretar esto como que el elemento b refleja el drbol con
respecto al vértice Y.

Y entonces, cualquier elemento de w, que es una palabra de a y b, actia como una su-
cesion alternada de las dos acciones anteriores. Por ejemplo, el elemento baba € m primero
refleja al drbol con respecto al vértice Yy, pues asi actia a, después lo hace con respecto al

vértice Yy, continua con hacerlo con respecto Y, vy finaliza con reflejar el drbol respecto a
Y,.

Ejemplo 2.45. Sea Y la siguiente grdifica de grupos

u U
L
Y

donde Y, = Zy = {a | a®), Y, = Z3 = (b | b®), y Y, = {1}. Por el Ejemplo 2.29 se sigue
que m:=7(Y,Y) = Zo % Z3. De esto obtenemos que X tiene como vértices y aristas a los
conjuntos w/%Lo u /L3 y T, respectivamente.

~

Comencemos por analizar al vértice Zsg € vert(X).

Ly
o
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~

Para que una arista g € arist(X) tenga como extremo al vértice Zy debe de suceder que

g2 = Zso. Esto solo se cumple cuando g =€ 0 g = a.

En el caso g = € sus extremos son o(e) = Za y t(e) = Zs.

Ly - Zs
o— >0

Figura 2.10: Caso g = € para vértice Zs
Y en el caso g = a sus extremos son o(a) = aZo = Za y t(a) = aZs.
aZs Ty c Zs

a
@< @ >@

Figura 2.11: Caso g = a para vértice Zs

Con esto asequramos que el vértice Zo tiene unicamente dos vecinos de la forma hiZs

y hoZs, para algunos hy, ho € .
Ahora analicemos al vértice Zs € vert(X). Para que una arista g € arist(X) tenga como

~

extremo a Zs debe de cumplir que gZs = Zs3, asi g =€,9 =0 0 g = b2.
El caso g = € ya lo revisamos. El caso g = b sus extremos son o(b) = bZy y t(b) =

bZs = Zs.

bZs

(LZ3 ZQ e Zg

< >
s >

Figura 2.12: Caso g = b para vértice Z3

Por 1iltimo, el caso g = b* sus extremos son o(b) = b*Zy y t(b) = b*Z3 = Zs.

bZs
b
aZs a Ty Zs
(= °® = >
b2
A

Figura 2.13: Caso g = b? para vértice Z3

Con esto aseguramos que el vértice Zs tiene unicamente tres vecinos de la forma

h1Zo, hoZs, y hsZs, para algunos hi, hs,hs € .
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Recordemos que el grupo m actia en la grdfica )N(, digamos mediante o. Entonces para

Lo gZy = (9719)Zs = Zs, es decir cualquier

cualquier vértice gZs € vert(X) se tiene que g~
vértice de la forma gZo € Vert(;() se puede ver como como el vértice Zo, con lo que gZo
sélo tiene dos vecinos de la forma h1Zs3 y hoZs. Mediante un argumento similar, tenemos
que cualquier vértice gZs € vert()N() sdlo tiene vecinos de la forma h1Zs, hoZso, y hsZs.

En conclusion podemos visualizar a la grdfica X como

e
£ v

B
’N’
Y

®
A
®

10\

\,/;;?

3}/.,_/" N

2o

Figura 2.14: Arbol X

donde los vértices Tojos corresponden a los vértices que estdn en la orbita de Zs y los
oscuros son los vértices que perteneces a la orbita del vértice Zso.

Por dltimo describamos la accion de m en la grifica )N(, para esto procederemos de
manera andloga a como lo hicimos en el ejemplo anterior, primero analizaremos como
actian los elementos a,b y b?, para luego analizar como actia cualquier elemento de T
Esto lo haremos tomando en cuenta sdlo la siguiente parte de la grdfica X.

El elemento a actia como se ve en la figura 2.16. Con esto tenemos que los que hace
este elemento al actuar es reflejar la grifica X con respecto al vértice Zo.

El elemento b actia como se ve en la figura 2.17. Esto lo podemos interpretar como que
b rota en sentido antihorario a la grifica X con respecto al vértice Zs.

El elemento b? actiia como se ve en la figura 2.18. Esto lo podemos interpretar como
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A
[ ]
Y

IS

N

w

Q

5

(L)

5

f -

o
5

b*Z,y

Figura 2.15: Parte del arbol X

=)

=

N
S}

ab

Zo als
< ®

™

>

\

ab?
06222

Figura 2.16: Arbol bajo la accién del elemento a

=
8]
=y
(5]
N
(]

baZs bZs
ba
< {

o
| N
(%]

\

/
N

)

Figura 2.17: Arbol bajo la accién del elemento b

bza%;;‘ b biz2 B2

y

\

N
/ o
S N
no (%)

Figura 2.18: Arbol bajo la accion del elemento b2

que b rota en sentido horario a la grdfica X con respecto al vértice X.

Un elemento arbitrario de m, que es una palabra formada por a,b y b%, actia como una
sucesion alternada de las acciones anteriores tomando en cuenta su ultimo término. Por
ejemplo, el elemento b’ab € T actia primero aplicando la accion de b en X que es rotar
sentido antthorario con respecto al vértice Zs , depués la accion de a en X que es reflejar

con respecto el vértice L y finaliza con la accion de b* en X que es rotar en sentido horario
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con respecto el vértice Zs.
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Capitulo 3
Nocion de dimensiéon en grupos

Para este ultimo capitulo introducimos un par de nociones de dimensién para grupos. Para
ello nos apoyamos de [BLNO1| y también mencionamos algunas definiciones de topologia

para poder definir espacio clasificante.

3.1. Complejos-CW

Definicién 3.1 (Suma de espacios topologicos). Sea {X; | i € I} una familia de espacios

no vacios y ajenos dos a dos. La topologia suma de los X; es el espacio (1X;,O), donde
O :={U c1X,; | Un X; es abierto en X; para toda i€ I}

Definicién 3.2 (Adjuncion de espacios topologicos). Sean X yY dos espacios topoldgicos,
y sean A un subespacio de X y f : A — Y una funcion continua. Entonces el espacio

adjunto es
X1y Y:=X1uy/~

donde X 1Y le asociamos la topologia suma, y ~ es la relacion generada por: a ~ f(a).

Es decir las clases de equivalencia descritas por la relacion ~ son: {x} para x € X\A y

x € Y\f[A], y los subconjuntos {y} u f~1(y) para y € f[A].

Observacion 3.3. Es posible adjuntar varios subespacios de un espacio X, esto se hace
como sigue: Sean X y'Y dos espacios topoldgicos, y sean Ay una familia de subespacios de
X y fa: Aqa — Y una familia funciones continuas. Consideramos a la funcion
i UAn — Y
reAy, —  folz)

Y aplicamos la definicion anterior

Para la siguiente definicion tengamos presente que el n-disco es D" := {x e R" | |z| < 1}
y que la n-esfera es S"7! := {x e R" | |z| = 1}, cumplen que S*~! = D" < D". Por

definicion, la n-célula es e := {zr e R" | |z| < 1}.

63
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Definicién 3.4 (Complejo CW). Un espacio X es un complejo-CW si se puede construir

mediante el siguiente procedimiento:
1. Comenzamos con un espacio discreto XV.

2. El n-esqueleto X™ lo obtenemos a partir del (n-1)-esqueleto X" 1 adjuntando

n — células e via funciones @q : "1 — X" 1. Es decir
_ yn-1
X" = X" 1, (U,DY)

donde cada D7} es una copia ajena del n—disco, y ¢ se obtiene como en la observacion
3.3.

3. Si este proceso lo terminamos en un nudmero finito de pasos, digamos m, entonces
obtenemos X = X™, y decimos que X es un complejo CW m-dimensional. De lo
contrario obtenemos que X = J,, X™. En este dltimo caso a X lo dotamos de la
topologia coherente: Un conjunto A < X es abierto (cerrado) si y sélo si A X" es

abierto (cerrado) para cualquier n.

Ejemplo 3.5. Un ejemplo sencillo para complejo-CW es S™. Veamos como es su cons-
truccion para el caso S?.

El 0-esqueleto estd conformado solo por un punto. Luego pegamos los extremos D' a
dicho punto. Por diltimo agregamos dos D? pegando su frontera de ambos a X*. Ver figura
3.1.

Otra manera de dotar a S? con estructura de complejo-CW es como sigue: el 0-esqueleto

es un solo punto; Agregamos D? pegando su toda su frontera a X°.

2 _ 1 2 2
X0 Xl:XOngDl X=Xy (DiUD3)
Figura 3.1: §% como ejemplo de complejo-CW

Continuemos con dar la idea de homotopia. Sean f,g: X — Y funciones continuas entre
espacios topoldgicos. Una homotopia entre las funciones f y g es una funciéon continua
F : X x[0,1] — Y tal que para cualquier x € X, se cumple que F(z,0) = f(z) y
F(z,1) = g(x). A su vez decimos que f es homotdpica a g. La idea detras de una
homotopia es deformar continuamente un subespacio en otro. Lo que sigue es dar la misma

idea pero fijando un subespacio.
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Sea F' : X x [0,1] — Y una homotopia entre las funciones f y g, y sea K € X un
subespacio. Decimos que F' : X x [0,1] — Y es una homotopia relativa a K entre las

funciones f y g, si para cualesquiera x € K y t € [0, 1], se cumple que

Fx,t) = f(z) = g().

Esto nos ayuda a formalizar la idea de deformar continuamente un espacio en otro.
El caso que nos interesa es cuando un espacio se puede contraer a un punto, ya que en

particular los drboles son de este tipo es espacios.

Definiciéon 3.6 (Contraccion). Sea X un espacio topoldgico. Una contraccion de X es
una homotopia F entre la funcion idx y alguna funcion constante g : X — X. A su vez

decimos que X es contraible.

Definicién 3.7 (Retraccion). Sea X un espacio topoldgico y K < X un subespacio. De-
ctmos que K es una retraccion de X si existe una funcion continua v : X — K tal que

rot =1idg, donde v es la inclusion de K en X. A la funcion r le llamamos retraccion de
X oK.

Retomando la idea de homotopia relativa, lo que nos interesa ahora es estabilizar al
subespacio K a lo largo de la homotopia, es decir, que los puntos del subespacio K queden

fijos a lo largo de la homotopia. Para ello nos serviréd la definiciéon de retraccién.

Definiciéon 3.8 (Retracto fuerte por deformacion). Sea X un espacio topoldgico y K < X
un subespacio. Decimos que K es una retracto fuerte por deformacion de X si existe
una retraccion v : X — K y una homotopia F : X x [0,1] — X relativa a K entre las

funcionesidx : X > X evor: X — X, donde v es la inclusion de K en X.

Ahora, veremos un lema que nos ayudaré a determinar cuando una funcién es continua
en un espacio X a partir de verificar que sea continua en una familia de cerrados que

cubran al espacio X.

Lema 3.9. Sean X y Y espacios topoldgicos, {A;}l, una coleccion finita de cerrados de
X,y f:X =Y una funcion. Si X = J!_, A; y para cada A; se cumple que f |, es

continua, entonces f es continua.

Demostracion. Sea C < Y cerrado. Como f |4, es continua, entonces (f |4,) '[C] es
cerrado en X. También es claro que (f |a,)7[C] = f1C] n A;, asi f7HC] n A; es
cerrado en X.

Ahora bien,

fHC = e e X = e (Y 40 = JUT e n A
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Por tanto la imagen inversa de C' bajo f es la unién finita de cerrados, lo que resulta ser

un conjunto cerrado en X. O

Lo que sigue es probar que si un complejo-CW Z es la unién numerable de complejos-
CW {Z,}nen tales que Z,_1 es un retracto fuerte por deformacion, entonces se puede
garantizar que Zj es un retracto fuerte por deformacion de Z, es decir, se pueden concatenar

las homotopias entre cada uno de los complejos-CW Z,, v Z,_1.

Proposicion 3.10. Sea Z = Un21 Zy un complejo CW, donde cada Z,, es un subcomplejo
de Z. Para cada n > 1, supongamos que Z,_1 es un retracto fuerte por deformacion de

Zn, en particular Z,_1 S Zy. Entonces Z1 es un retracto fuerte por deformacion de Z.

Demostracion. Sea n > 2. Por hipoétesis tenemos que Z,_1 es un retracto fuerte por

deformaciéon de Z,, es decir, existe un retraccién r™ .z Z. 4 y una homotopia

(n)

7 Z, x [0,1] = Z, entre las funciones idy, y i o r(. Componiendo F'"~ con la

funcién (id x [n(n — 1)t = n+1]) : Z, x [1, 5] — Z, x [0,1], obtenemos a la funcién

F) . 7z x [%,ﬁ] — Z, que cumple F((z, %) =zxy F(")(:L‘,ﬁ) =i o r(z) =
r(”)(x).

Definamos a la funcion G™ : Z,, x [0,1] — Z,, como sigue

(2 si tel0,1]
F) (2,1 si te [y, it
F=1) o () x id x,t st te L, L
C (1) = | s ( - ).( ) . ' [n;1 nzz]
FO=2 o (rin=H xcid) o (r'™ xid)(@,t)  si te [ =5, 53]

F® oG xid)yo---o(r™ xid)(z,t) si te]

DO
—_
| S—

Dado que Z, x [0,1] cada Z, x [£, z17] son un cerrado en Z, x [0,1], y a su vez G™)

es continua en cada uno de esto, por el Lema 3.9 podemos asegurar que es continua en
Zy, x [0,1]. También es claro que G™) es un retracto fuerte por deformacion de Z,, en Z;.

Por construccion, G(™ coincide con G~ en Z, 1 x [0,1].

Con esto podemos definir a G : Z x [0,1] — Z como G™ en cada Z,, x [0,1]. Ademas G
es continua ya que dado un abierto U € Z, tenemos que para todan € N, U n Z,, es abierto,
de manera que (GU)7[U n Z,] es abierto, y como G~ [U] = |, (G™)7HU n Z,,] se
sigue que G™1[U] es abierto. Y es claro que G es una retraccién por deformacion fuerte de
Zen /.

O

Para esta parte cabe mencionar que una grafica simple puede pensarse como un complejo-
CW de dimension 1, y esto se hace como sigue: Dada una grafica simple I' = (V, E), defi-

nimos a X° := V. Para cada arista uv € E consideramos una 1—célula el  (segmentos de
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recta), y a X! lo definimos a partir de pegar cada el, mediante una funcién que identifique
a sus extremos con los vértices v y v.
Lo que acabamos de hacer es una formalizacién que nos permite pensar a las graficas
simples como un diagrama continuo, justo como las habiamos representado anteriormente.
A su vez, de manera muy similar, podemos pensar a las graficas de Serre como un

complejo-CW.
Proposicion 3.11. Todo drbol es contraible.

Demostracion. Sea T un arbol.

Primero analizaremos el caso en el que T es finito, y procederemos por induccién sobre
n, la cantidad de aristas de T. Sin =1 6 n = 2, entonces T es homeomorfo al intervalo
[0,1] € R,y por tanto es contraible. Supongamos que todo arbol con n aristas es contraible
y que T tiene n + 1 aristas. Sea e una arista de tal manera que uno de sus extremos tenga
exactamente un vecino, digamos que los extremos de e son v y v, y que v es dicha hoja. A
e junto con sus extremos lo podemos contraer al vértice u y el resto T' queda intacto, esto
es que T'— {e, v} es un retracto fuerte por deformacion de T'. Por hipdtesis de induccion se
sigue que T — {e, v} es contraible y por tanto T

Ahora veamos el caso en el que T es infinito. Sea v € vert(T") un vértice fijo. Si consi-
deramos a u € vert(T") otro vértice, entonces el camino C,, entre v y u es un arbol finito.
Por lo visto arriba este es contraible. Y dado que T se puede ver como unién de caminos
Cuyu, con u € vert(T'). Por la Proposicion 3.10 se sigue que T' es contraible.

O

3.2. Espacios clasificantes

En esta dltima secciéon introducimos la idea de espacio clasificante para subgrupos, ya
que esto es una generalizacién de lo que hicimos en los capitulos anteriores. Lo expuesto
aqui esta basado en [BLNO1] y [Liic00].

Comenzamos con definir cémo un grupo actia es un complejo-CW.

Definicién 3.12 (Accion celular). Sea G un grupo y X un complejo-CW. Decimos que G
actua celularmente en el complejo-CW X si G actia continuamente en X, y toda célula

de X se proyecta de manera homeomorfa a su imagen bajo la accion de cada g € G.

Ejemplo 3.13. Sea G un grupo, S G un conjunto generador, y Cay(G,S) su grdfica de
Cayley. Por lo que vimos en el capitulo 1 sabemos que G actia en Cay(G,S) de manera
que cada vértice bajo la accion es un vértice y lo mismo sucede con las aristas. Por tanto

G actia en este complejo-CW de tal manera que toda célula es homeomorfa a su imagen
bajo G.
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Lo que sigue es darle un nombre a los complejos-C'W para los cuales se puede definir

un G-accion en ellos.

Definiciéon 3.14 (G-CW-complejo). Sea G un grupo y X un complejo-CW. Decimos que
X es un G-CW-complejo si admite una G-accion celular, y ademds si un elemento g € G
deja una célula fija como conjunto, entonces la deja fija puntualmente.

Diremos que X es un G-CW -complejo propio si el estabilizador de cualquier célula es
finito. Y si el estabilizador de cada célula es solamente el elemento neutro de G a X lo

llamaremos G-CW -complejo libre.

Mas informacion sobre G-C'W-complejos se puede encontrar en [Die87, I11.1 y I1.2] y
[Liic89, Seccion 2|.

A lo largo del capitulo 1 nuestros objetos de interés fueron las acciones libres en arboles.
Otra manera de verlas es como acciones en arboles cuyos estabilizadores son el subgrupo
trivial {€}. En el capitulo 2 obtuvimos acciones en un arbol donde los estabilizadores eran
finitos. Podemos generalizar esta idea para familias de subgrupos F que cumpla que los
estabilizadores de la accién pertenezcan a ella.

Una familia F de subgrupos de un grupo G es una coleccion de subgrupos que es
cerrada bajo conjugacién y al tomar subgrupos. Los casos que nos conciernen son precisa-
mente: la familia 7R que solo contiene al subgrupo trivial, y la familia FZN formada por

los subgrupos finitos.

Definiciéon 3.15 (Espacio clasificante para familia de subgrupos). Un espacio clasificante
ErG para F es un G-CW -complejo tal que los estabilizadores pertenece a F y para todo

H € F el conjunto de puntos fijos ExrGH es contraible o vacio.

Esta definicién nos ofrece un panorama muy amplio para clasificar familias de subgru-
pos. Sin embargo, nuestro propdésito no es tan ambicioso y solo queremos enfocarnos en
las familias TR y FZN pues estas nociones han estado involucradas en lo hecho en los
capitulos anteriores.

Para el caso F = TR, al ser el neutro el tnico estabilizador se sigue que E7rG es un
G-CW-complejo libre, y ademés el conjunto de puntos fijos del tinico elemento de la familia
es el espacio completo. De modo que el espacio clasificante para la familia del trivial queda

como:
Definicién 3.16 (Espacio clasificante E7rG). Es G-CW -complejo libre X contraible.

Cabe mencionar que E7rG coincide con ser el espacio total EG del haz universal
G-principal EG — BG. Para mas detalles ver [KLO05]. Aprovecharemos este hecho para

denotar al espacio ErrG como EG.
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Ejemplo 3.17. Sea G un grupo libre. Por el Teorema 1.50 sabemos que G actia en un
drbol, el cual es un complejo-CW contraible. De manera que este drbol es un espacio cla-
sificante EG.

Ejemplo 3.18. Consideremos a G como el grupo Z x Z con la suma usual y R? vis-
to como complejo-CW de la siguiente manera: el conjunto de las 0-células estd descrito

por {a;j}, donde i,j € 7Z. Las 1-células tienen como extremos a puntos a;; y ag tales

que /(i — k)2 + (j —1)2 = 1. Y las 2-células tienen como frontera a cuatro aristas cuyos
extremos son de la forma {aij, agy1)j, @i(j4+1)s Gi+1)(j+1) -

La accion del grupo Z x 7 en este complejo-CW dada por (n,m)-(x,y) := (z+n,y+m)
cumple con ser una accion celular. Asi R? es un G-CW -complejo, mds aiin es libre ya que
dicha accion es libre, y ademds es contraible, de modo que R? es un modelo para el espacio
clasificante EG.

En los articulos [Mil56] y [Seg68| se da una construccion de un espacio clasificante EG

para cualquier grupo G, esto nos garantiza que lo siguiente esté bien definido.

Definicion 3.19 (Dimension geométrica dg(G)). Sea G un grupo. Definimos la dimen-
ston geométrica de G como la dimension minima para un espacio clasificante EG.

A este nimero lo denotaremos por dg(QG).

Para el caso F = FIN, el espacio clasificante Er7nG se suele denotar por EG. Y
dado que los estabilizadores son finito, este G-C'W-complejo es propio. Un estudio de
grupos para los cuales existen buenos modelos geométricos de EG se puede encontrar en
[BCH94, Seccion 2|.

Definiciéon 3.20 (Espacio clasificante EG). Es G-CW-complejo propio X tal que para
cualquier subgrupo finito H < G se cumple que el conjunto de puntos fijos X en X es

contraible.

Una generalizacion de la construccion para un espacio clasificante FG, dada en [Mil56]

y [Seg68], nos garantiza la existencia del espacio clasificante EG.

Definicién 3.21 (Dimensién geométrica propia dg(G)). Sea G un grupo. Definimos la
dimension geométrica propia de G como la dimension minima para un espacio clasi-

ficante EG.

A este miimero lo denotaremos por dg(G).

Es facil determinar a los grupos de dimension geométrica propia igual a 0. Son justa-

mente los grupos finitos. A continuacién vemos esto a detalle.

Proposicion 3.22. Un grupo G es finito si y sélo si dg(G) = 0.



70 CAPITULO 3. NOCION DE DIMENSION EN GRUPOS

Demostracion. =) Supongamos a G finito. Dado que para el complejo-CTW conformado
por un sélo punto x junto con la G-accién dada por g - x := x satisface que el
estabilizador de la tnica 0-célula es exactamente G, el cual es finito, y a su vez este
complejo-CW es contraible lo que implica que los puntos fijos de todo subgrupo de
G es también contraible. Por lo tanto este complejo-CW es un espacio clasificante

EG, en consecuencia dg(G) = 0.

<) Supongamos que dg(G) = 0. Entonces un espacio clasificante EG' esta conformado

solo por 0-células. Veamos que hay exactamente una 0-célula. Supongamos que x; y

x9 son dos 0-células distintas. Por definicién los estabilizadores G, y G, son finitos.

De modo que G, "G4, es un subgrupo finito de G por que su conjunto de puntos fijos

es contraible. Sea g € Gy, NG,, con esto {g-x1, g w2} = {x1,z2} es contraible lo cual

es imposible ya que z1 y 22 son puntos distintos. Por lo tanto el espacio clasificante

EG esta conformado solamente por una 0-célula x y en consecuencia G = G, que es
finito.

O

El siguiente teorema nos da una estrecha relaciéon que hay entre el grupo fundamental
G de graficas de grupos, pues la acciéon de G es su arbol de Bass-Serre X lo dota de una
estructura de espacio clasificante EG. Lo que nos indica que esta nocién de dimension nos

acompano desde el capitulo 2.

Teorema 3.23. Si G es el grupo fundamental de una grdfica de grupos Y tal que el grupo
asociado a cada vértice es finito, entonces la accion de G en su drbol de Bass-Serre )N(, le

da a X una estructura de espacio clasificante EG

Demostracion. Por el Teorema 2.30 sabemos que G actiia en el arbol X donde los esta-
bilizadores son justamente los grupos asociados a cada vértice, de modo que esta accién
cumple con tener estabilizadores finitos.

Sea H un subgrupo finito de G. Es claro que XH no tiene ciclos, pues XH c X. Veamos
que es conexa. Sean u,v € vert()? H) Entonces existe una sucesion de vértices adyacentes
en X de u a v, digamos

Uy X1, L2y vy Ty, V
Sea h € H. Aplicando h a este camino tenemos
hu = u, hxy, hzs, ..., hz,, hv = v

el cual es un camino entre u y v en X, pero en un arbol el camino entre cualesquiera dos
vértices es unico, de modo que hx; = x; para todo i € {1,...,n}.

Por tanto cada z; € vert(X ), en consecuencia X es conexa.
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Con lo anterior tenemos que XH es un arbol, y por tanto es contraible. O

Habiendo hecho todo este fantéstico recorrido no queda més que traducir lo hecho en
el capitulo 1 y 2 en términos de dimensién geométrica.

Comencemos con los grupos libres, los cuales por el Teorema 1.50 sabemos que son
aquellos que acttian libremente en un arbol, es decir en un complejo-CW de dimensioén 1, y
por tanto los grupos libres no triviales son exactamente aquellos de dimensién geométrica
1.

Teorema 3.24. Un grupo G no trivial es libre si y solo si dg(G) = 1.

Ahora los grupos virtualmente libres cumplen con ser aquellos que actiian en un arbol
con estabilizadores finitos.

Como vimos en el capitulo 2 (Teorema 2.43), los grupos virtualmente libres son los
grupos que actiian en un arbol con estabilizadores finitos, incluso tenemos la descripcién
de dicho &rbol X (Y, Tp) donde G es el grupo fundamental de la grafica de grupos Y tal
que cada grupo vértice es finito, asi por el Teorema 3.23 tenemos que dg(G) < 1. Por otro
lado, si dg(G) = 0, entonces por la Proposicion 3.22 tenemos que G es finito, de modo que
todo subgrupo de G es finito y por tanto no pueden ser libres, lo que contradice el hecho
de que G sea virtualmente libre. Por consiguiente dg(G) = 1.

Ahora bien, si un grupo G cumple con dg(G) = 1, acttia en un arbol con estabilizadores
finitos. Aunque para poder aplicar el Teorema 2.43 necesitamos que G actte sin inversiones,
es decir que la accion sea libre en las 1-células, ademés de que G/T sea un espacio compacto,
lo que significa que G/T" es un grafica finita. Agregando esta condicion obtenemos que G

es virtualmente libre, gracias al Teorema 2.43.

Teorema 3.25. Un grupo G es virtualmente libre si y solo si dg(G) = 1 donde G actia

libremente en las aristas de su espacio clasificante y cuyo cociente es compacto.
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