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Introducción

Históricamente el estudio del espín comenzó con el experimento de Stern-Gerlach en

1921. Este inicialmente no poseía una explicación teórica hasta que en 1926 S.Goudsmit

y G.Uhlenbeck propusieron la idea del Momento angular intrínseco. Fue W.Pauli quien

postuló la existencia de una propiedad cuántica bivaluada, sin análogo clásico y realizó

el primer tratamiento matemático del espín, mostrando así la importancia de tratar de

esta manera a esta nueva cantidad. Otra contribución importante vinó de la mano de Et-

tore Majorana en 1932 [1], quien ideó una representación geométrica del espín a través

de puntos distribuidos en la esfera unitaria, dicha representación es de gran utilidad para

identificar simetrías.

A lo largo de los años el estudio de los estados de espín ha sido de gran interés, por un lado

por ser una cantidad sin análogo clásico y también debido a la existencia de aplicaciones,

siendo una de las más destacables la computación cuántica. En este contexto los llamados

estados coherentes han recibido particular atención, por ser considerados los estados más

parecidos a un estado clásico, en cuanto al valor esperado.

En contraparte a los estados coherentes existen los estados anticoherentes caracterizados

por tener mayor información direccional, siendo así los estados “menos clásicos”. Esta ca-

racterística los vuelve interesantes pues maximizan los efectos cuánticos.

En el contexto de la información cuántica cobran relevancia los estados conocidos como

GHZ, propuestos en 1989 por Daniel M. Greenberger, Michael A. Horne y Anton Zeilin-

ger. Dichos estados representan un conjunto de varias partículas entrelazadas y se utilizan

para versiones cuanticas de algoritmos computacionales con el AND. El desarrollo de es-

tas nuevas tecnologías depende sustancialmente del tratamiento geométrico de los objetos

cuánticos, mismo que comenzó con la idea desarrollada por A. Ashtekar y T. Schilling en

iii
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su formulación geométrica de la mécanica cuántica [2] dónde ahora el espacio de estados

cuánticos está modelado por variedades de Kähler. El hecho de dotar de tales objetos geo-

métricos a los sistemas cuánticos nos permite estudiar sus propiedades desde otro punto

de vista, así como atribuir nuevas propiedades puramente geométricas. Es precisamente

en esta última idea en la que se centra este trabajo, pues en el primer capítulo se explora

la métrica de Fubini-Study[3][4], para estados de espín[5] en el espacio proyectivo CP n[6],

así como los vectores tangentes inducidos al rotar los estados respecto a cada uno de los

ejes coordenados en R3 (vectores verticales) [7][8]. Con lo anterior como punto de parti-

da, se plantea el problema de encontrar vectores ortogonales a los verticales en el espacio

tangente al espacio proyectivo [9], dicha tarea es sencilla para espines pequeños pero al

llevar el problema a un espín general aumenta su complejidad, pues el número de dichos

vectores linealmente independientes, crece notablemente al aumentar el espín, a saber; hay

4s − 3 vectores ortogonales a los verticales que son linealmente independientes, para un

espín arbitrario s [10][11].

Este aumento en la complejidad ha llevado a restringir gran parte del estudio del capítulo

2 a los estados GHZ, dichos estados aparecen por primera vez en el artículo de 1989 de

Daniel M. Greenberger, Michael A. Horne y Anton Zeilinger Going beyond Bell´s Theorem

[12] dónde los autores describen un tipo de estado partícular, para el cual se pueden hacer

predicciones definitivas, dentro del contexto del artículo EPR [13] [14] y, aún así, no es

posible introducir módelos de variables locales deterministas[15][16].

Usualmente se distingue a los estados GHZ porque son tales que al trazar sobre alguno de

los subsistemas que los conforman, vistos como sistemas compuestos de 2s espines 1/2 si-

metrizados, se obtiene un estado maximamente mezclado, pero la propiedad más relevante

en este trabajo es que las constelaciones de Majorana[17][18] asociadas a ellos, constan de

n-ágonos regulares sobre el ecuador de la esfera de Riemann. Con esto en mente, se realizó

una descripción del espacio proyectivo CP n en varios sistemas coordenados, dados por los

diferentes mapeos que llevan de una constelación de Majorana a un elemento del espacio

proyectivo[19], siguiendo las convenciones de transformación de Frankel [20] para vectores

v⃗ = eαv
α y 1−formas f = γασ

α dadas por v′ = M−1v, e′ = eM , σ′ = M−1σ y γ′ = γM ,

se usó la siguiente expresión para transformar la métrica de Fubini-Study entre diferentes
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sistemas coordenados: g′ =MTgM [20].

Empleando estas transformaciones fue posible describir a los vectores ortogonales a los

verticales en coordenadas reales en el espacio proyectivo, dadas por la parte real e ima-

ginaria de los complejos obtenidos al mapear un estado de espín al espacio proyectivo

{xi = Re(zi), yi = Im(zi)}, en dicha base la métrica de Fubini-Study es diagonal, así

que encontrar vectores ortogonales es trivial. Los vectores obtenidos en estas coordenadas

fueron mapeados a vectores sobre la esfera, en coordenadas dadas por los ángulos de las

estrellas de Majorana, en estas coordenadas dichos vectores se asocian a velocidades para

cada una de las estrellas, lo que ha permitido visualizar a que deformación de la cons-

telación corresponden. Este proceso, en sí, brinda la solución al problema, pues se está

en condiciones de construir los vectores ortogonales a los inducidos por rotaciones para

cualquier espín, pero no brinda un criterio general para clasificarlos.

Por ello se ha supuesto un sistema de masas asociado a las constelaciones de Majorana

de los estados GHZ, que consiste en colocar una masa m = 1 en la posición de cada es-

trella, encontrándo que los vectores ortogonales a los verticales son tales que deforman la

constelación de tal manera que el momento angular del sistema de masas es cero. Así, los

vectores que cumplen este criterio y son ortogonales entre sí, forman una base del espacio

tangente al llamado espacio de formas y que es ortogonal al subespacio generado por vec-

tores verticales o de rotación de las constelaciones.

Con base en los resultados obtenidos para GHZ ha sido posible caracterizar analiticamente

a otro tipo de estados, los correspondientes a constelaciones obtenidas al trasladar cada

una de las estrellas de una constelación GHZ por δ en dirección ∂θ o −∂θ sobre la esfera de

Riemann, con lo que se obtiene un 2s-ágono regular, cuyas estrellas ya no se encuentran

sobre el ecuador sino a un ángulo θ = π/2± δ, que identificamos como constelaciones θ.

Finalmente, en el capítulo 3 se está en condiciones de dividir al espacio tangente al espa-

cio proyectivo de estados GHZ en dos subespacios; el horizontal y vertical, caracterizados

por contener vectores que inducen deformaciones y rotaciones en las constelaciones de los

estados, respectivamente. El trabajar con los subespacios horizontal (formas) y vertical

(rotaciones) ha permitido comparar el comportamiento de los estados GHZ con el de otras

familias de constelaciones de Majorana, para ello se hizo necesario trabajar con conceptos
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como: el Grassmanniano[21], el encajamiento y producto de Plucker[22] [23] [24] y una no-

ción de producto entre planos através de proyectores en los subespacios correspondientes

[25][26].

El espacio conformado por vectores que inducen deformaciones en la constelación, tales

que su momento angular es cero, pudo calcularse numericamente para cualquier familia de

constelaciones y luego compararse con el espacio horizontal obtenido de la ortogonalidad

con los vectores verticales. Así, por un lado se tiene un espacio de momento angular cero y

por otro al espacio horizontal de las constelaciones. Tomando constelaciones que coincidan

en algún punto con GHZ, se tuvo un punto de referencia, pues en GHZ el espacio horizontal

y el de momento angular cero coinciden, por lo que fue posible medir el comportamiento

del "ángulo” entre estos dos subespacios al testear varias configuraciones de un par de

familias de constelaciones de Majorana de espín 3/2 y compararlas con la constelación

GHZ correspondiente.
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Capítulo 1

Conceptos fundamentales

1.1. Sistemas de espín 1/2

Un estado arbitrario de un sistema de espín 1/2 puede expresarse de la siguiente forma

|α⟩ = C+|+⟩+ C−|−⟩, (1.1)

tomando como base los eigenvectores del operador de espín Sz, con Sz|±⟩ = ±1/2|±⟩

y h̄ = 1. Los coeficientes C± en general son complejos y su módulo al cuadrado es la

probabilidad de encontrar al sistema en el estado |±⟩ después de aplicar el operador Sz.

Los eigenvectores del operador Sz pueden representarse de la siguiente forma

|+⟩ =

 1

0

 ,

|−⟩ =

 0

1

 , (1.2)

1
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en este caso los operadores de espín son

Sx =
1

2

 0 1

1 0

 =
1

2
σx, Sy =

1

2

 0 −i

i 0

 =
1

2
σy,

Sz =
1

2

 1 0

0 −1

 =
1

2
σz, (1.3)

con σx, σy, σz las matrices de Pauli.

Como se sabe, se puede calcular el valor esperado de cualquiera de los tres operadores de

espín Sx, Sy, Sz realizando la siguiente operación ⟨α|Sx|α⟩, ⟨α|Sy|α⟩, ⟨α|Sz|α⟩. Si se reali-

zan muchos experimentos determinando en cada caso el valor de los operadores de espín

aplicados a |α⟩ se puede caracterizar al estado asignándole una dirección, en la que al

realizar la medición del espín el resultado sea siempre 1/2 [5].

Por otro lado, considerando a los coeficientes C+ = x + iy y C− = w + iz la restricción

|C+|2 + |C−|2 = 1 se traduce en la relación x2 + y2 + w2 + z2 = 1 lo que indica que los

puntos (x, y, w, z) se encuentran sobre la superficie de una 3-esfera encajada en R4.

1.2. Métrica de Fubini-Study

Para hablar de geometría debemos introducir una noción de distancia en el espacio

de estados cuánticos, esto lo harémos mediante una métrica conocida como la métrica

de Fubini-Study, para construirla consideremos un estado arbitrario |ψ⟩ y hagamos una

perturbación en este, dada por |ϕ⟩ = |ψ⟩+ |δψ⟩. Con estos dos estados podemos construir

un tercer estado que sea ortogonal al estado original, mediante

|ϕ⟩⊥ = |ϕ⟩ − ⟨ψ|ϕ⟩
⟨ψ|ψ⟩

|ψ⟩. (1.4)
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Figura 1.1: Esquema que ejemplifica geométricamente los elementos empleados en la de-

ducción de la métrica de Fubini-Study.

El estado |ϕ⟩⊥ corresponde a la componente de |ϕ⟩ perpendicular a |ψ⟩ con lo cual, el

elemento de línea en el espacio de estados cuánticos se calcula como

ds2 =
⟨ϕ|ϕ⟩⊥

⟨ψ|ψ⟩
=

⟨δψ|δψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

− ⟨ψ|δψ⟩⟨δψ|ψ⟩
|⟨ψ|ψ⟩|2

. (1.5)

Aquí la noción de distancia es referida al "ángulo” entre los rayos que representan a los

estados. La expresión de la ecuación (1.5) es conocida como la métrica de Fubini-Study y

está definida en el espacio proyectivo [2][3].

1.3. Métrica en CP n

Con el fin de evitar trabajar con rayos en el espacio de Hilbert, traslademos nuestro

estudio al espacio proyectivo. Aquí un rayo del espacio de Hilbert, correspondiente a un

estado cuántico, es representado por un punto [6].

Veámos en que consiste esta asignación en el caso de estados de espín:

Primero, escribamos el estado de espín como un vector en la base de eigenestados del
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operador Sz [5]

|ψs⟩ =
∑

ψm|s,m⟩ =



ψs

ψs−1

...

ψ−s+1

ψ−s


. (1.6)

Luego, dividamos todas las entradas del vector por ψs y descartemos el 1 resultante en la

primera entrada

[ψs] = (ψs−1/ψs, · · · , ψ−s+1/ψs, ψ−s/ψs) = (z1, z2, · · · , z2s−1, z2s) (1.7)

de esta manera obtenemos 2s complejos que representan de manera única al estado de

espín. La métrica de Fubini-Study en el espacio proyectivo se reexpresa como [4]:

ds2 =
dzidz̄

i

1 + ziz̄i
− z̄izjdzidz̄

j

(1 + ziz̄i)2
. (1.8)

Revisemos la forma que adopta esta métrica analizando un par de casos con espines bajos.

Espín 1/2

Para este caso se trabaja en CP 1 por lo que se necesita un complejo y su conjugado para

representar al estado, la métrica se cálcula como sigue

ds2 =
dzdz̄

1 + zz̄
− z̄zdzdz̄

(1 + zz̄)2

=
1

1 + zz̄

(
dzdz̄ − z̄zdzdz̄

1 + zz̄

)
=

dzdz̄

(1 + zz̄)2
. (1.9)

De acuerdo a la expresión anterior y por la simetría de la métrica, esta se escribe como

g =
1

2(1 + zz̄)2

 0 1

1 0

 (1.10)
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Espín 1

Aquí estamos en CP 2 por lo que trabajaremos con z1, z2 y sus conjugados, desarollando la

expresión 1.8 tenemos

ds2 =
dz1dz̄1 + dz2dz̄2
1 + z1z̄1 + z2z̄2

− z1dz1(z̄1dz̄1 + z̄2dz̄2) + z2dz2(z̄1dz̄1 + z̄2dz̄2)

(1 + z1z̄1 + z2z̄2)2

=
1

1 + z1z̄1 + z2z̄2

(
dz1dz̄1 + dz2dz̄2 −

(z1dz1 + z2dz2)(z̄1dz̄1 + z̄2dz̄2)

1 + z1z̄1 + z2z̄2

)
ds2 =

(1 + z2z̄2)dz1dz̄1 + (1 + z1z̄1)dz2dz̄2 − z1z̄2dz1dz̄2 − z2z̄1dz2dz̄1
(1 + z1z̄1 + z2z̄2)2

. (1.11)

Nuevamente, por la simetría de la métrica, se expresa

g =
1

2(1 + z1z̄1 + z2z̄2)2


0 0 1 + z2z̄2 −z1z̄2
0 0 −z2z̄1 1 + z1z̄1

1 + z2z̄2 −z2z̄1 0 0

−z1z̄2 1 + z1z̄1 0 0

 . (1.12)

Se ha podido apreciar en el par de ejemplos anteriores que, en el espacio proyectivo, la

métrica adopta una estructura por bloques, dicha estructura se conserva para cualquier

espín.

1.4. Constelaciones de Majorana

Partiendo del hecho de que un estado |ψ⟩ de espín s, puede ser escrito como una

combinación lineal de los eigenestados |s,m⟩ del operador Sz, es decir

|ψ⟩ =
s∑

m=−s

ψm|s,m⟩, (1.13)

se puede construir con los coeficientes el siguiente polinomio

P|ψ⟩(ζ) =
s∑

m=−s

(−1)s−m

√√√√√
 2s

s−m

ψmζs+m. (1.14)
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Las raices de este polinomio corresponden a puntos en el plano complejo que, al ser ma-

peados mediante proyección estereográfica a S2, generan una distribución bien definida de

puntos conocida como constelacion de Majorana. Esta representación de estados de espín

por constelaciones en S2 cumple que una rotación del estado se convierte en la misma

rotación de la constelación en la esfera, por lo que es útil para identificar simetrías. Esta

idea fue expuesta por Ettore Majorana en 1932 [1].

1.4.1. Proyección estereográfica desde el polo sur

Dado un punto sobre la esfera r⃗ = (x, y, z) su proyección estereográfica desde el polo

sur corresponde al punto

(γ, ξ) =

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
, (1.15)

por lo que se pueden mapear puntos en C a S2, simplemente inviertiendo la relación (1.15),

mediante [17]

x =
2γ

1 + γ2 + ξ2
,

y =
2ξ

1 + γ2 + ξ2
,

z =
1− γ2 − ξ2

1 + γ2 + ξ2
. (1.16)
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Figura 1.2: Proyección estereográfica desde el polo sur.

1.4.2. Rotación de estados de espín arbitrario

Para encontrar la forma de rotar un estado de espín s, se considera a S± = Sx ± iSy y

su acción sobre la base |s,m⟩ [10]

S+|s,m⟩ =
√

(s−m)(s+m+ 1)|s,m+ 1⟩,

S−|s,m⟩ =
√
(s+m)(s−m+ 1)|s,m− 1⟩, (1.17)

empleando como base los eigenestados de Sz representados por [20]

|s, s⟩ =


1
...

0

 , |s, s− 1⟩ =


0

1
...

 , · · · |s,−s⟩ =


0
...

1

 , (1.18)
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se puede representar a S± y Sz mediante las matrices

S+ =



0
√
2s · · · 0

... 0
√

2(2s− 1) · · · ...
... . . .

... . . .
√
2s

0 · · · · · · 0


, S− = S†

+, Sz =



s · · · · · · 0
... s− 1 · · · ...

... . . .
... . . . ...

0 · · · · · · −s


.

(1.19)

Además, mediante las relaciones Sx = 1
2
(S+ + S−) y Sy = 1

2i
(S+ − S−) es posible calcular

la matriz de espín S⃗ = (Sx, Sy, Sz).

Finalmente la matriz de rotación buscada es [17][8]:

R(α, n̂, s) = e−iαn̂·S⃗, (1.20)

donde α es el angulo por el cual se realiza la rotación y n⃗ el vector unitario normal al plano

de rotación.

1.5. Vectores en CP n

Como sabemos al variar el estado también variamos el punto que lo representa en el

espacio proyectivo, esto nos permite obtener curvas y, a partir de ellas, vectores. Analicemos

los vectores obtenidos al rotar el estado respecto a los ejes coordenados [7].

Comencemos trabajando con el estado de espín 1 en la base de los eigenestados de Sz,

descrito por

|ψ0⟩ =


ψ1

ψ0

ψ−1

 , (1.21)

proyectemos de acuerdo a la ecuación (1.7)

z1 = ψ0/ψ1, z2 = ψ−1/ψ1. (1.22)
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Para realizar la rotación necesitamos las matrices de espín 1

Sx =
1√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , Sy =
i√
2


0 −1 0

1 0 −1

0 1 0

 , Sz =


1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 . (1.23)

Con el vector rotado, dado por

|ψ(t)⟩ = e−itn̂·S⃗|ψ0⟩. (1.24)

Consideremos un estado en partícular, obtenido a partir de la constelación de Majorana

que consta de dos puntos en el plano xz que forman un ángulo α con el eje z.

Figura 1.3: Constelación de espín 1.

Se puede considerar a esta constelación conformada por dos estrellas de estados de

espín 1/2 caracterizados por sus ángulos en coordenadas esféricas como [27]

|s1⟩ =

 cos(α/2)

sin(α/2)

 , |s2⟩ =

 cos(α/2)

− sin(α/2)

 , (1.25)
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proyectando estereográficamente desde el polo sur y basándonos en la forma del polinomio

de Majorana podemos identificar el estado de espín 1

|ψ1⟩ =
1√

1 + tan4(α/2)


1

0

− tan2(α/2)

 . (1.26)

Para este estado la métrica de Fubini-Study es

Fs(|ψ1⟩) =
1

2(1 + tan4(α/2))


0 0 1 0

0 0 0 1
1+tan4(α/2)

1 0 0 0

0 1
1+tan4(α/2)

0 0

 , (1.27)

y los vectores inducidos en el espacio proyectivo por rotaciones del estado respecto a cada

eje se calculan como sigue:

Primero se calcula el estado rotado respecto a cada eje en el espacio de Hilbert

|ψ1(t)⟩x = e−itsx|ψ1⟩ =


cos(α)+cos(t)

(cos(α)+1)
√

tan4(α
2 )+1

− i
√
2 sin(t)

(cos(α)+1)
√

tan4(α
2 )+1

cos(t)−cos(α)

(cos(α)+1)
√

tan4(α
2 )+1

 ,

|ψ1(t)⟩y = e−itsy |ψ1⟩ =


sec2(α

2 )(cos(α) cos(t)+1)

2
√

tan4(α
2 )+1

cos(α) sec2(α
2 ) sin(t)

√
2
√

tan4(α
2 )+1

1−cos(α) cos(t)

(cos(α)+1)
√

tan4(α
2 )+1

 ,

|ψ1(t)⟩z = e−itsz |ψ1⟩


e−it√

tan4(α
2 )+1

0
eit tan2(α

2 )√
tan4(α

2 )+1

 , (1.28)

luego se llevan al espacio proyectivo dividiendo por la primera componente de cada vector
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y descartando la primera entrada que es un 1

[ψ1x(t)] =

(
− i

√
2 sin(t)

cos(α) + cos(t)
,

2 cos(t)

cos(α) + cos(t)
− 1

)
,

[ψ1y(t)] =

( √
2 cos(α) sin(t)

cos(α) cos(t) + 1
,

2

cos(α) cos(t) + 1
− 1

)
,

[ψ1z(t)] =
(
0, e2it tan2

(α
2

))
, (1.29)

en cada caso de obtiene una curva en el espacio proyectivo correspondiente a la rotación

respecto a cada eje del estado original en el espacio de Hilbert, la cual se deriva respecto

a t

∂

∂t
[ψ1x(t)] =

 − i
√
2(cos(α) cos(t)+1)
(cos(α)+cos(t))2

− 2 cos(α) sin(t)
(cos(α)+cos(t))2

 ,

∂

∂t
[ψ1y(t)] =

 √
2 cos(α)(cos(α)+cos(t))
(cos(α) cos(t)+1)2

2 cos(α) sin(t)
(cos(α) cos(t)+1)2

 ,

∂

∂t
[ψ1z(t)] =

 0

2ie2it tan2
(
α
2

)
 , (1.30)

y finalmente, se evalúa en t = 0 para obtener los vectores inducidos por rotaciones en el
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espacio proyectivo

vx =
∂

∂t
[ψ1x(t)]t=0 =

i
√
2

1 + cos(a)


−1

0

1

0



vy =
∂

∂t
[ψ1y(t)]t=0 =

√
2 cos(a)

1 + cos(a)


1

0

1

0



vz =
∂

∂t
[ψ1z(t)]t=0 = 2i tan2(a/2)


0

1

0

−1

 . (1.31)

Un hecho a resaltar es que durante todo el proceso de obtención de los vectores induci-

dos por rotaciones hemos considerado unicamente {z1, z2} en el espacio proyectivo, mien-

tras que en el resultado final tenemos 4 componentes, esto es debido a que necesitamos

{z1, z2, z̄1, z̄2} pues los vectores tangentes resultan ser vectores reales, es decir: que poseen

entradas reales en una base real. Lo que nos lleva a considerar la base {∂z1 , ∂z2 , ∂z̄1 , ∂z̄2}

para que el cambio de base a coordenadas reales esté bien definido.

Planteamos ahora un vector arbitrario de la forma

W =


w1

w2

w̄1

w̄2

 , (1.32)

y usando la métrica de Fubini-Study de la ecuación (1.27) busquemos que sea ortogonal a
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los vectores {vx, vy, vz} Es decir

W · Fs · vx = 0, W · Fs · vy = 0, W · Fs · vz = 0. (1.33)

Por lo que el vector ortogonal a los generados por las rotaciones respecto a cada eje en el

espacio proyectivo debe cumplir

w1 = w̄1 = 0, w2 = w̄2. (1.34)

Así, es posible llegar a la conclusión de que el cambio de forma o separación de las estrellas

(cambio en α) induce un vector que es ortogonal a las rotaciones

W = cte


0

1

0

1

 . (1.35)

En este ejemplo hemos podido notar que es posible dividir al espacio tangente en dos

subespacios, uno generado por rotaciones del estado (constelación) y otro que es ortogonal a

este, y podemos interpretar como el cambio de forma de la constelación. Aquí, la dimensión

del subespacio de rotaciones es 3, mientras que la dimensión del espacio de formas es 1.

Lo que se corresponde con la dimensión real del espacio proyectivo, que en este caso es

4. Como es de esperar, para espín mayor, la dimensión del espacio de formas aumentará,

mientras que el espacio de rotaciones seguirá siendo 3. Exploremos estos subespacios con

un par de espines más.

Espín 3/2

Se trabaja en CP 3, por lo que la dimensión real es 6. Para este espín consideremos la

constelación de un triángulo equilatero para el que las coordenadas esféricas de cada uno

de sus vértices son (θ, ϕ) ∈ {(θ, 0), (θ, 2π/3), (θ, 4π/3)}
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Figura 1.4: Constelación de espín 3/2.

Esta constelación tiene asociado el estado

|ψ3/2⟩ =
1√

1 + tan6(θ/2)


1

0

0

tan3(θ/2)

 . (1.36)

Si realizamos el mismo proceso que en el caso de espín 1, obtenemos las siguientes condi-

ciones para las componentes del vector ortogonal a las rotaciones:

w̄1 = w2 tan
3(θ/2), w̄2 = w1 cot

3(θ/2), w̄3 = w3. (1.37)
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Aquí es fácil ver que cualquier variación en θ induce un vector de la forma

W1 = cte



0

0

1

0

0

1


, (1.38)

por lo que el cambio en θ induce un vector ortogonal.

Si colocamos las estrellas en el ecuador (θ = π/2) obtenemos un estado especial, denomi-

nado como GHZ, con esto las condiciones anteriores se reducen a

w̄1 = w2, w̄2 = w1, w̄3 = w3, (1.39)

la métrica de Fubini-Study a

Fs(|ψ3/2⟩GHZ) =
1

4



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1
2

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1
2

0 0 0


, (1.40)

y los vectores inducidos en el espacio proyectivo al rotar sobre cada eje el estado |ψ⟩GHZ

son

vx = −i
√
3

2



1

1

0

−1

−1

0


, vy =

√
3

2



1

−1

0

1

−1

0


, vz = 3i



0

0

1

0

0

−1


. (1.41)
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Con las condiciones anteriores si desplazamos solamente las estrellas en ϕ ∈ {2π/3, 4π/3}

en la dirección de ∂ϕ en sentidos opuestos (ver fig.1.5)

-1.0 -0.5 0.5 1.0
eje x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

eje y

Figura 1.5: Deformación del triángulo formado por las estrellas (puntos rojos) del estado

GHZ de s=3/2. Las flechas indican la dirección de desplazamiento de las estrellas en

dirección ∂ϕ

el vector inducido en el espacio proyectivo es

W2 =



1

1

0

1

1

0


, (1.42)

que cumple las condiciones de la ecuación (1.39) por lo que es ortogonal a los inducidos

por rotaciones y también al inducido por el cambio de θ.

Si ahora desplazamos únicamente la estrella que no fue movida en la deformación anterior

ϕ = 0 (ver fig.1.6)



CAPÍTULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 17

-1.0 -0.5 0.5 1.0
eje x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

eje y

Figura 1.6: Deformación del triángulo formado por las estrellas (puntos rojos) del estado

GHZ de s=3/2. La flecha indica la dirección de desplazamiento de la estrella en dirección

∂ϕ

el vector inducido en el espacio proyectivo es

W3 =
i√
3



1

−1
√
3

−1

1

−
√
3


. (1.43)

Dicho vector también cumple con las condiciones de ortogonalidad y es ortogonal al resto

de vectores producidos por las deformaciones anteriores. Con esto se tienen 3 vectores

inducidos en el espacio proyectivo por rotaciones del estado |ψ3/2⟩GHZ respecto a los ejes,

qué a partir de ahora denominaremos como vectores verticales, y 3 que son inducidos por

deformaciones de la constelación (correspondiente al estado |ψ3/2⟩GHZ) que son ortogonales

a los de rotaciones y ortogonales entre sí, denominados vectores horizontales. Además, para

este estado partícular, los vectores verticales también son ortogonales entre sí.

Espín 2

Se trabaja en CP 4 por lo que la dimensión real es 8. Usemos la constelación de un cuadrado
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para el cual las coordenadas esféricas de sus vértices son (θ, ϕ) ∈ {(θ, 0), (θ, π/2), (θ, π), (θ, 3π/2)}

Figura 1.7: Constelación de espín 2.

El estado correspondiente en este caso es

|ψ2⟩ =
1√

1 + tan8(θ/2)



1

0

0

0

− tan4(θ/2)


(1.44)

a partir del cual obtenemos las siguientes condiciones para los vectores horizontales

w̄1 = −w3 tan
4(a/2), w̄3 = −w1 cot

4(a/2), w̄4 = w4. (1.45)

Antes de simplificar estas condiciones se puede notar que nuevamente un cambio del ta-
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maño de la constelación (variación en θ) induce un vector horizontal

W1 = cte



0

0

0

1

0

0

0

1



. (1.46)

Nuevamente, restringiéndonos al ecuador las condiciones de ortogonalidad se reducen

a

w̄1 = −w3, w̄3 = −w1, w̄4 = w4, (1.47)

la métrica de Fubini-Study

Fs(|ψ2⟩GHZ) =
1

4



0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1
2

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1
2

0 0 0 0



, (1.48)
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y los vectores verticales del estado |ψ2⟩GHZ son

vx = i



−1

0

1

0

1

0

−1

0



, vy =



1

0

1

0

1

0

1

0



, vz = 4i



0

0

0

−1

0

0

0

1



. (1.49)

Si desplazamos las estrellas en ϕ ∈ {π/2, 3π/2} en dirección de ∂ϕ en sentidos contrarios

(ver fig 1.8)

-1.0 -0.5 0.5 1.0
eje x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

eje y

Figura 1.8: Deformación del cuadrado formado por las estrellas (puntos rojos) del estado

GHZ de s=2. Las flechas indican la dirección de desplazamiento de las estrellas en dirección

∂ϕ
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el vector inducido en el espacio proyectivo será

W2 =



−1

0

1

0

−1

0

1

0



, (1.50)

que satisface las condiciones de la ecuación (1.47).

Desplazando las estrellas en ϕ ∈ {0, π} en dirección de ∂ϕ en sentidos contrarios (ver fig

1.9)

-1.0 -0.5 0.5 1.0
eje x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

eje y

Figura 1.9: Deformación del cuadrado formado por las estrellas (puntos rojos) del estado

GHZ de s=2. Las flechas indican la dirección de desplazamiento de las estrellas en dirección

∂ϕ
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el vector inducido en el espacio proyectivo será

W3 =



i

0

i

0

−i

0

−i

0



, (1.51)

que satisface las condiciones de la ecuación (1.47).

Realicemos ahora una deformación desplazando las estrellas en la dirección de ∂ϕ por pares

antipodales, de tal manera que cada par va en el mismo sentido de ∂ϕ pero con sentido

opuesto al otro par (ver fig.1.10)

-1.0 -0.5 0.5 1.0
eje x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

eje y

Figura 1.10: Deformación del cuadrado formado por las estrellas (puntos rojos) del estado

GHZ de s=2. Las flechas indican la dirección de desplazamiento de las estrellas en dirección

∂ϕ
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de donde se obtiene el vector

W4 =



0

2i
√

2/3

0

0

0

−2i
√
2/3

0

0



, (1.52)

que satisface las condiciones de la ecuación (1.47)

Otra deformación posible consiste en desplazar las estrellas en ϕ ∈ {0, π} en dirección de

∂θ en sentidos opuestos y el otro par (ϕ ∈ {0, π}) también en dirección de ∂θ y en sentidos

opuestos (ver fig 1.11)

Figura 1.11: Deformación del cuadrado formado por las estrellas (puntos rojos) del estado

GHZ de s=2. Las flechas indican la dirección de desplazamiento de las estrellas en dirección

∂ϕ
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obteniendo el vector

W5 =



0

−2
√

2/3

0

0

0

−2
√

2/3

0

0



, (1.53)

que también satisface las condiciones de la ecuación (1.47)

Con esto tenemos 3 vectores verticales del estado |ψ2⟩GHZ y 5 vectores inducidos por las

deformaciones anteriores que además son ortogonales entre sí. Por otro lado, para el estado

|ψ2⟩GHZ los vectores verticales también son ortogonales entre sí.

En los casos anteriores con espín 3/2 y espín 2 resalta el hecho de que al restringir la

constelación al ecuador los calculos se vuelven mucho más manejables y dan pie a un tra-

tamiento completo de los subespacios horizontales. Los estados correspondientes a dichas

constelaciones son conocidos en la literatura como Estados GHZ y serán la base del estudio

del próximo capítulo.



Capítulo 2

Estados GHZ

Los estados GHZ reciben su nombre debido al artículo de 1989 de Daniel M. Greenber-

ger, Michael A. Horne y Anton Zeilinger Going beyond Bell’s Theorem [12]. En el que los

autores describen un tipo partícular de estado entrelazado, como una respuesta al enigma

de la no localidad cuántica y para explorar la naturaleza de la correlación entre múltiples

partículas.

El desarrollo histórico que condujo a la formulación de los estados GHZ tiene sus

raíces en la paradoja EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) de 1935 [13]. Albert Einstein, Boris

Podolsky y Nathan Rosen argumentaron que la mecánica cuántica parecía permitir la

existencia de lo que ellos llamaron “elementos de realidad ocultos”, lo que contradecía

la idea de la teoría cuántica como una descripción completa de la realidad física. Sin

embargo, los trabajos de Bhom [14] y en 1964 el de John Bell [28] demostraron que estas

supuestas “variables ocultas” no podían explicar completamente los resultados de ciertos

experimentos de entrelazamiento cuántico, dando lugar a las desigualdades de Bell.

Los estados GHZ surgieron como una forma de explorar las implicaciones de las des-

igualdades de Bell y la no localidad cuántica. En un sistema GHZ, varias partículas están

entrelazadas de tal manera que las mediciones de sus propiedades están correlacionadas de

una manera que desafía cualquier explicación clásica. Un ejemplo notable es el estado GHZ

de tres qubits, donde la suma de sus tres espines es siempre cero, creando una correlación

cuántica imposible de reproducir en términos de estados clásicos. Matemáticamente, este

25



CAPÍTULO 2. ESTADOS GHZ 26

estado puede expresarse como:

1√
2
(|000⟩+ |111⟩) . (2.1)

Estos estados entrelazados se han convertido en una base fundamental para la compu-

tación cuántica y la comunicación cuántica segura. La propiedad de entrelazamiento de

estos estados puede ser aprovechada para realizar operaciones en paralelo y resolver pro-

blemas de manera más eficiente que las computadoras clásicas. En el contexto de la compu-

tación cuántica, los estados GHZ se consideran como recursos para realizar cálculos con

una ventaja significativa.

Por ejemplo, en tareas de procesamiento cuántico que involucran teleportación, como

exponen Anu Kumari y Satyabrata Adhikari en su articulo Classification witness operator

for classification of different subclasses of three-qubit GHZ class [29] y en el algoritmo

desarrollado por G. García-Alcaine y J. Calsamiglia en 2000 que aprovecha estados GHZ

para realizar una versión cuántica del algoritmo AND y exhibe una mejora exponencial en

la eficiencia en comparación con su contraparte clásica [30].

2.1. Estado GHZ a partir de la constelación de Majo-

rana descrita por espinores de s=1/2

Partamos de la forma general de representar a un espinor 1/2

|α⟩1/2 =

 cos(θ/2)

sin(θ/2)eiϕ

 , (2.2)

para los estados GHZ θ = π/2

|α⟩1/2GHZ =
1√
2

 1

eiϕ

 → z = eiϕ. (2.3)
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Por lo que un espinor de espín 1/2 GHZ es representado por una estrella en el ecuador

y asociado a un z complejo en el espacio proyectivo. Como sabemos, es posible describir

cualquier estado |ψ⟩ de espín arbitrario s como el subespacio simétrico ante intercambio

de partículas del producto tensorial de 2s sistemas de espín 1/2, es decir:

|ψ⟩s = N
∑

σ(n1,n2···n2s)

|ασ(n1)⟩1/2 ⊗ |ασ(n2)⟩1/2 ⊗ · · · ⊗ |ασ(n2s)⟩1/2, (2.4)

en el caso de los estados GHZ, las estrellas que corresponden a cada subsistema de espín

1/2 se encuentran sobre el ecuador y la simetría ante rotaciones por n(π/s), con n ∈ N,

respecto al eje z nos lleva a deducir que cada estrella se encuentra en el vértice de un 2s-

ágono regular. Dónde las coordenadas esféricas de las estrellas corresponde a θk = π/2 y

ϕk ∈ {0, (π/s), 2(π/s), · · · , (2s− 1)(π/s)}, por lo que las estrellas coinciden con las raíces

del polinomio de Majorana (geometricamente, en la proyección estereográfica) y están

dadas por:

zk ∈ {1, e(π/s)i, e2(π/s)i, · · · , e(2s−1)(π/s)i}. (2.5)

Para encontrar el estado asociado en la base |s,m⟩ generamos un polinomio que tenga

como raices a zk = y lo identificamos con el polinomio de Majorana para leer de ahí las

componentes del estado. Primero recordemos el polinomio de Majorana [17] [18]

P|ψ⟩(z) =
s∑

m=−s

(−1)s−m

√√√√√
 2s

s−m

ψmzm+s, (2.6)

ahora veamos como luce el polinomio para los estados GHZ

P (z) =
2s−1∏
k=0

[
z − ek(π/s)i

]
, (2.7)

desarollando se llega a

P (z) = z2s +
2s−1∑
k=1

(
2s−1∑
σ=0

eσ(π/s)i

)
zk − 1, (2.8)
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pero
2s−1∑
σ=0

eσ(π/s)i = 0, (2.9)

por lo tanto

P (z) = z2s − 1, (2.10)

con lo que obtenemos la expresión general para los estados GHZ

|ψ⟩GHZ =



1

0
...

0

(−1)2s+1


. (2.11)

2.2. Tratamiento general de los estados GHZ

De acuerdo a la forma de los estados GHZ descrita en la ecuación (2.11) dichos estados

mapeados al espacio proyectivo corresponden a un punto con coordenadas

[ψ] = (0, · · · , 0, (−1)2s+1) = (z1, · · · , zn) = z, (2.12)

usando lo anterior es posible calcular el bloque superior de la métrica de Fubini-Study

gFS =
1

2(1 + z · z̄)2
[
(1 + z · z̄)1n×n − z† ⊗ z

]
, (2.13)

que en este caso se reduce a

gFS =
1

4


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... . . . ...

0 · · · · · · 1
2

 . (2.14)
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Con lo anterior en mente analicemos los vectores verticales del estado GHZ de espín arbi-

trario [9].

Comencemos con una rotación en torno al eje z; aquí tenemos la matriz de espín

Sz =


s 0 · · · 0

0 s− 1 · · · ...
...

... . . . ...

0 · · · · · · −s

 , (2.15)

con lo que la matriz de rotación es

e−itSz =


e−ist · · · 0

... . . . ...

0 · · · eist

 , (2.16)

ahora, rotemos al estado GHZ con esta matriz

|ψ(t)⟩ = e−itSz |ψ⟩GHZ =


e−ist

0
...

(−1)2s+1eist

 , (2.17)

y llevemoslo al espacio proyectivo

z(t) =


0
...

(−1)2s+1e2ist

 . (2.18)

Por último calculemos el vector inducido

Vz = ∂tz(t)|t=0 = 2is


0
...

(−1)2s+1

 , (2.19)
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para esta rotación ha sido posible seguir el cálculo en el caso general sin problemas debido

a la simpleza de la matriz Sz, como veremos en breve, esto no es igual de sencillo en

los casos de Sx, Sy pero será igualmente posible encontrar expresiones generales para los

vectores verticales restantes.

Comencemos por visualizar la estructura de las matrices Sx, Sy:

Para ello partamos de S± = Sx ± iSy y su acción sobre la base |s,m⟩ [10] [11]

S+|s,m⟩ =
√
(s−m)(s+m+ 1)|s,m+ 1⟩,

S−|s,m⟩ =
√
(s+m)(s−m+ 1)|s,m− 1⟩, (2.20)

por lo que se puede representar a S±

S+ =



0
√
2s · · · 0

... 0
√

2(2s− 1) · · · ...
... . . .

... . . .
√
2s

0 · · · · · · 0


, S− = S†

+, (2.21)

mediante las relaciones Sx = 1
2
(S+ + S−) y Sy = 1

2i
(S+ − S−) obtenemos lo siguiente

Sx =
1

2



0
√
2s · · · 0

√
2s 0

√
2(2s− 1) · · · ...

...
√
2(2s− 1) 0 · · · ...

... . . .
√
2s

0 · · · · · ·
√
2s 0


,

Sy =
1

2i



0
√
2s · · · 0

−
√
2s 0

√
2(2s− 1) · · · ...

... −
√

2(2s− 1) 0 · · · ...
... . . .

√
2s

0 · · · · · · −
√
2s 0


, (2.22)
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puesto que la estructura de las matrices es similar, analicemos únicamente el caso de Sx,

cuyos resultados serán análogos para Sy.

Trataremos el caso general encontrando directamente la rotación del estado GHZ en torno

al eje x, es decir

|ψ(t)⟩ = e−itSx|ψ⟩ = |ψ⟩ − itSz|ψ⟩+ θ(t2), (2.23)

lo anterior puede ser escrito como

|ψ(t)⟩ =



1

0
...

0

(−1)2s+1


−it
2



0
√
2s
...

(−1)2s+1
√
2s

0


+


θ1(t

2)

θ2(t
2)

...

θ2s+1(t
2)

 =



1 + θ1(t
2)

−it
√
s/2 + θ2(t

2)

θ3(t
2)

...

θ2s−1(t
2)

(−1)2sit
√
s/2 + θ2s(t

2)

(−1)2s+1 + θ2s+1(t
2)


,

(2.24)

que llevado al espacio proyectivo resulta

z(t) =



(−it
√
s/2 + θ2(t

2))/(1 + θ1(t
2))

θ3(t
2)/(1 + θ1(t

2))
...

θ2s−1(t
2)/(1 + θ1(t

2))

((−1)2sit
√
s/2 + θ2s(t

2))/(1 + θ1(t
2))

((−1)2s+1 + θ2s+1(t
2))/(1 + θ1(t

2))


. (2.25)

Sólo resta derivar respecto a t y evaluar t = 0 en la expresión anterior para encontrar la

forma general del vector Vx, antes de hacerlo denotemos θ̇i(t2) := γi(t) con γi(0) = 0.

Veámos que pasa con los elementos de la forma θk(t2)/(1 + θ1(t
2)):

∂t
(
θk(t

2)/(1 + θ1(t
2))
)
|t=0 =

([
γk(t)(1 + θ1(t

2))− θk(t
2)γ1(t)

]
/(1 + θ1(t

2))2
)
|t=0 = 0,

(2.26)
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ahora analicemos el elemento (−it
√
s/2 + θ2(t

2))/(1 + θ1(t
2))

∂t

[
(−it

√
s/2 + θ2(t

2))/(1 + θ1(t
2))
]
|t=0 =([

(−i
√
s/2 + γ2(t))(1 + θ1(t

2))− γ1(t)(−it
√
s/2 + θ2(t

2))
]
/(1 + θ1(t

2))2
)
|t=0 =

−i
√
s/2.(2.27)

En este punto es fácil ver que el vector general inducido por una rotación en torno al eje

x es

Vx = i

√
s

2



−1

0
...

(−1)2s

0


, (2.28)

como se mencionó anteriormente, para la rotación respecto al eje y es el mismo desarrollo

salvo por un cambio en itSy|ψ⟩, que nos conduce al siguiente vector

Vy =

√
s

2



1

0
...

(−1)2s

0


. (2.29)

Cabe aclarar que los vectores de las ecuaciones (2.28, 2.29) son sólo la mitad de las com-

ponentes en el espacio proyectivo, pues es necesario añadir el conjugado.

Visto lo anterior es fácil probar que los vectores {Vx, Vy, Vz} son ortogonales entre sí, de

acuerdo a la métrica de Fubini-Study de la ecuación (2.14). El problema que nos ocupa

ahora es encontrar un conjunto de vectores ortogonales a los 3 inducidos por rotaciones

(horizontales), para espín arbitrario. Cabe mencionar que el conjunto de vectores busca-

dos, induce una deformación en la constelación de tal manera que no involucra rotaciones

y que el número de estos vectores depende del espín s. Puesto que la dimención real de

CP 2s es 4s, deben existir 4s − 3 vectores ortogonales a los verticales y ortogonales entre
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sí, cada uno de ellos estará asociado a una deformación partícular de la constelación.

2.3. Diferentes sistemas coordenados para el espacio pro-

yectivo

Con el fin de resolver el problema de encontrar todos los vectores horizontales a es-

tados GHZ, es conveniente introducir distintos sistemas de coordenadas para describir al

espacio proyectivo, estos nos permitirán interpretar las deformaciones de la constelación y

encontrar de manera eficiente los 4s− 3 vectores horizontales para cualquier espín s.

Para identificar los sistemas coordenados que necesitamos emplear, revisemos las transfor-

maciones que hacemos al ir de una constelación hasta un punto en el espacio proyectivo

[31]. Primero, empleamos estados descritos por ángulos en coordenadas esféricas, dónde

cada par de coordenadas corresponde a la posición de una estrella de la constelación de

Majorana, luego llevamos las estrellas al plano complejo dónde adquieren coordenadas

complejas que cooresponden a raíces del polinomio de Majorana, posteriormente se genera

el polinomio y se extraén los coeficientes que, en general son números complejos. Estos

últimos resultan ser las coordenadas complejas en el espacio proyectivo pues, para los esta-

dos GHZ, el procedimiento descrito anteriormente resulta en un estado con 2 coeficientes

distintos de cero, uno de los cuales es 1, siendo este el mismo que divide al resto para

mapear al estado en el espacio proyectivo. Con esto en mente, nos será posible mapear

vectores en el espacio tangente de estados GHZ a diferentes sistemas coordenados. Única-

mente nos resta contemplar otro sistema coordenado, y es el sistema de coordenadas reales

que corresponde a {x, y} obtenidos de los zetas (z = x+ iy) complejos que caracterizan al

estado en el espacio proyectivo.
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Figura 2.1: Esquema que nos permite visualizar el camino recorrido por un vector real en

el espacio proyectivo, a través de distintos sistemas coordenados, dados por los distintos

mapeos involucrados.

Para entender como llevaremos vectores entre las distintas coordenadas, es conveniente

establecer ciertas convenciones. Siguiendo a Frankel [20], denotaremos a los vectores como

v⃗ = eαv
α, con

e = (e1, e2, · · · , en), v = (v1, v2, · · · , vn)T , (2.30)

por lo que podemos escribir v⃗ = ev, siendo e un vector cuyas entradas son los vectores de

base unitarios y v las componentes del vector. Ahora, veámos como transforman ante un

cambio de base dado por la matriz M

vα
′
= (M−1)αβv

β → v′ =M−1v,

eα′ = eβM
β
α → e′ = eM. (2.31)
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Análogamente, podemos describir a las 1-formas en esta notación como f = γασ
α donde

γ = (γ1, γ2, · · · , γn), σ = (σ1, σ2, · · · , σn)T , (2.32)

con σ un vector cuyas entradas son la base del espacio de 1-formas y γ son las componentes.

Aquí, la transformación ante un cambio de base M está dada por

σα
′
= (M−1)αβσ

β → σ′ =M−1σ,

γα′ = γβM
β
α → γ′ = γM (2.33)

Una vez que conocemos estas reglas de transformación, nos va a interesar transformar

la métrica de Fubini-Study entre los distintos sistemas de coordenadas, así que veámos

como realizar dicha transformación. Partimos de la expresión gij = ⟨ei, ej⟩ y aplicamos las

fórmulas de la ecuación (2.31)

⟨ei, ej⟩ = ⟨eα′(M−1)Tαi , eβ′(M−1β
j ⟩)

(M−1)αi ⟨eα′ , eβ′⟩(M−1)βj → g = (M−1)Tg′(M−1)

→ g′ =MTgM. (2.34)

Ahora nos encontramos en condiciones de calcular las matrices que llevan vectores entre

los distintos sistemas coordenados, comencemos siguiendo el orden en que se mapea un

estado, desde su constelación hasta el punto en coordenadas reales en el espacio proyectivo.

Coordenadas esféricas a coordenadas complejas

Esta transformación es de nuestro interés, pues los estados originalmente son representados

por ángulos sobre la esféra de las estrellas de Majorana y luego son llevados a coordenadas

complejas que representan las raíces del polinomio de Majorana.

Contamos con las relaciones dadas por la proyección estereográfica [19]

zi = tan(θi/2)e
iϕi , z̄i = tan(θi/2)e

−iϕi , (2.35)
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que nos permiten escribir

∂θi =
∂zi
∂θi

∂zi +
∂z̄i
∂θi
∂z̄i =

1

2
sec2(θ/2)

(
eiϕ∂zi + e−iϕ∂z̄i

)
,

∂ϕi =
∂zi
∂ϕi

∂zi +
∂z̄i
∂ϕi

∂z̄i = i tan(θ/2)
(
eiϕ∂zi − e−iϕ∂z̄i

)
(2.36)

a partir de las que podemos relacionar vectores en los espacios tangentes de cada sistema

coordenado

(∂θ1 , · · · , ∂θn , ∂ϕ1 , · · · , ∂ϕn) = (∂z1 , · · · , ∂zn , ∂z̄1 , · · · , ∂z̄n) r2a. (2.37)

r2a (roots to angles) es el Jacobiano de la transformación, véamos su forma general:

r2a =



1
2
sec2(θ1/2)e

iϕ1 · · · 0 i tan(θ1/2)e
iϕ1 · · · 0

... . . . ...
... . . . ...

0 · · · 1
2
sec2(θn/2)e

iϕn 0 · · · i tan(θ1/2)e
iϕn

1
2
sec2(θ1/2)e

−iϕ1 · · · 0 −i tan(θ1/2)e−iϕ1 · · · 0
... . . . ...

... . . . ...

0 · · · 1
2
sec2(θ1/2)e

−iϕn 0 · · · −i tan(θn/2)e−iϕn


.

(2.38)

Que en el caso de los estados GHZ (θk = π/2, ϕk = (k − 1)(π/s)) tiene una expresión

mucho más sencilla, a continuación se presenta la forma de la inversa

r2a−1 =



1 1

ei(π/s) e−i(π/s)

. . . . . .

ei(2s−1)(π/s) e−i(2s−1)(π/s)

i −i

iei(π/s) −ie−i(π/s)
. . . . . .

iei(2s−1)(π/s) −ie−i(2s−1)(π/s)



, (2.39)
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esta nos interesa pues con ella transforman las componentes del vector, y en última ins-

tancia será lo que transformemos.

Coordenadas dadas por las raíces a coordenadas dadas por los coeficientes del

polinomio de Majorana

Comencemos aclarando que el polinomio contiene 2s+ 1 coeficientes y 2s raíces, y lo que

nos permite realizar esta transformación es el hecho de que el coeficiente a0 = 1 para

cualquier estado GHZ.

Para esta transformación, ambos sistemas de coordenadas son complejos, lo que cambia es

la interpretación que tiene cada sistema en el contexto del camino que sigue el estado al

ser mapeado al espacio proyectivo. Para deducir la forma general de la matriz de cambio

de base, analicemos primero un par de casos sencillos [32]:

Abordemos el caso de s = 3/2, aquí tenemos 3 raices {x1, x2, x3} y 3 coeficientes {w1, w2, w3}

relacionados por

w1 = −x1 − x2 − x3,

w2 = x2x3 + x1x2 + x1x3

w3 = −x1x2x3, (2.40)

lo que nos conduce a

(∂w1 , ∂w2 , ∂w3) = (∂x1 , ∂x2 , ∂x3)


−1 x2 + x3 −x2x3
−1 x1 + x3 −x1x3
−1 x2 + x1 −x1x2

 = (∂x1 , ∂x2 , ∂x3) r2co. (2.41)

Analicemos ahora s = 2, tenemos 4 raices {x1, x2, x3, x4} y 4 coeficientes {w1, w2, w3, w4}
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relacionados por

w1 = −x1 − x2 − x3 − x4,

w2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 + x1x4 + x2x4 + x3x4,

w3 = −x1x2x3 − x1x2x4 − x1x3x4 − x2x3x4,

w4 = x1x2x3x4, (2.42)

de donde tenemos

co2r−1 =


−1 x2 + x3 + x4 −x2x3 + x2x4 + x3x4 x2x3x4

−1 x1 + x3 + x4 −x1x3 + x1x4 + x3x4 x1x3x4

−1 x2 + x1 + x4 −x2x1 + x1x4 + x2x4 x1x2x4

−1 x2 + x3 + x1 −x2x1 + x1x3 + x3x2 x2x3x1

 . (2.43)

Si nos restringimos a los estados GHZ, donde xk = ei(k−1)(π/s), estamos en condiciones

de escribir la forma general de esta matriz de transformación, comencemos definiendo los

coeficientes

βn =
2s−1∏
k ̸=n

eik(π/s),

cn,r =
∑

k1 ̸=k2 ̸=···̸=kn ̸=r

ei(
∑

h kh)(π/s). (2.44)
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Con ellos podemos escribir la matriz de transformación como:

co2r−1 =



−1 c1,0 c2,0 · · · β0

−1 c1,1 c2,1 · · · β1
...

...

−1 c1,2s−1 c2,2s−1 · · · β2s−1

−1 c̄1,0 c̄2,0 · · · β̄0

−1 c̄1,1 c̄2,1 · · · β̄1
...

...

−1 c̄1,2s−1 c̄2,2s−1 · · · β̄2s−1



. (2.45)

Notese que la matriz consta de dos bloques, para transformar tanto al número complejo

como a su conjugado. Esto es debido a la dimensión del espacio proyectivo y a que nece-

sitamos al número complejo y su conjugado para describir vectores en este.

De coordenadas dadas por los coeficientes del polinomio de Majorana a coor-

denadas complejas en el espacio proyectivo

En esta parte del proceso, nos movemos de los coeficientes del polinomio de Majorana a

identificar al estado de espín en la base de los eigenestados de sz, lo que hacemos multi-

plicando por determinados coeficientes y luego llevamos este estado al espacio proyectivo,

dividiendo por la primera componente.

Comencemos con los coeficientes del polinomio de Majorana mk y las componentes del

estado ψk [33]

ψs−n =
mn

(−1)2s−n

 2s

2s− n

1/2
, (2.46)

puesto que en los estados GHZ m0 = 1 tenemos la siguiente tranformación

(∂m1 , · · · , ∂m2s , ∂m̄1 , · · · , ∂m̄2s) =
(
∂ψs−1 , · · · , ∂ψ−s , ∂ψ̄s−1

, · · · , ∂ψ̄−s

)
vc2co. (2.47)
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vc2co =



−
√
2s

. . .

(−1)2s−1

 2s

2s− 1

1/2

1

−
√
2s

. . .

(−1)2s−1

 2s

2s− 1

1/2

1



,

(2.48)

De coordenadas complejas zi = ψs−i/ψs a coordenadas reales

Dada la relación entre coordenadas reales y complejas

zi = xi + iyi, z̄i = xi − iyi, (2.49)

Podemos relacionar los vectores obtenidos en cada sistema, usando

∂xi =
∂zi
∂xi

∂zi +
∂z̄i
∂xi

∂z̄i = ∂zi + ∂z̄i ,

∂yi =
∂zi
∂yi

∂zi +
∂z̄i
∂yi

∂z̄i = i (∂zi − ∂z̄i) . (2.50)

La transformación de los vectores se da por

(∂x1 , · · · , ∂xn , ∂y1 , · · · , ∂yn) = (∂z1 , · · · , ∂zn , ∂z̄1 , · · · , ∂z̄n) vc2vr, (2.51)

con vc2vr (complejos a reales)

vc2vr =

 12s×2s i12s×2s

12s×2s −i12s×2s

 . (2.52)
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Ahora transformemos la métrica de la ecuación (2.14)

g = vc2vrT gFSvc2vr =
1

2



1 0 · · · · · · 0

0
. . .

...
... 1

2

1

. . .

0 · · · 1
2


. (2.53)

Transformemos también los vectores

Vx = i

√
s

2



−1

0

...

(−1)2s

0


, Vy =

√
s

2



1

0

...

(−1)2s

0


, Vz = 2is


0

...

(−1)2s+1

 . (2.54)

De dichas transformaciones se obtiene

V ′
x = vc2vr−1Vx =

1

2

√
s

2

 12s×2s 12s×2s

−i12s×2s i12s×2s





−i
...

i(−1)2s

0

i

...

−i(−1)2s

0



=

√
s

2



0

...

0

−1

...

(−1)2s

0


,

V ′
y = vc2vr−1Vy =

1

2

√
s

2

 12s×2s 12s×2s

−i12s×2s i12s×2s





1

...

(−1)2s

0

1

...

(−1)2s

0



=

√
s

2



1

...

(−1)2s

0

0

...

0


,

V ′
z = vc2vr−1Vz = s

 12s×2s 12s×2s

−i12s×2s i12s×2s





0

...

i(−1)2s+1

...

−i(−1)2s+1


= 2s


0

...

(−1)2s+1

 . (2.55)
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Como podemos ver, los vectores inducidos por rotaciones en coordenadas reales tienen

componentes reales, como era de esperarse y además una estructura muy simple. Concre-

tamente, si escribimos V ′
x = eαv

α
x , V

′
y = eαv

α
y , V

′
z = eαv

α
z , las únicas componentes distitnas

de cero son; vs+1
x , v2s−1

x para V ′
x, v1y, vs−1

x para V ′
y y v2sz para V ′

z .

Este caso es de interes pues la métrica en estas coordenadas es diagonal por lo que encon-

trar vectores ortogonales a los inducidos por rotaciones se reduce a tomar los vectores de

base que no han sido usados en las expresiones de V ′
x, V

′
y y V ′

z y un par de casos especiales

que son los vectores ortogonales a V ′
x y V ′

y .

2.4. Visualización de deformaciones en estados GHZ

Con las herramientas desarrolladas en la sección anterior, nos encontramos en condicio-

nes de calcular y visualizar las deformaciones de constelaciones correspondientes a estados

GHZ, para espín arbitrario. En esta sección, expondré algunos ejemplos y se dará paso

a una generalización análitica. Comencemos probando las ideas de nuestra generalización

con un par de ejemplos en donde sabemos como funcionan las cosas:

Espín 3/2

Usarémos la constelación de un estado GHZ, dada por los puntos {w1 = 1, w2 = eiπ/3, w3 =

ei2π/3} en el plano complejo, que forman un triángulo equilatero en el ecuador de la es-

féra de Riemann. A partir de esto, calculemos la matriz que lleva vectores en el espacio

proyectivo de coordenadas reales a coordenadas dadas por los ángulos de las estrellas de

Majorana.

vr2a−1 = r2a−1 · co2r−1 · vc2co−1 · vr2vc−1 =
1

6



1√
3

− 1√
3

1 0 0 0

− 1
2
√
3

1
2
√
3

1 1
2

1
2

0

− 1
2
√
3

1
2
√
3

1 −1
2

−1
2

0

0 0 0 1√
3

− 1√
3

1

−1
2

−1
2

0 − 1
2
√
3

1
2
√
3

1

1
2

1
2

0 − 1
2
√
3

1
2
√
3

1


(2.56)
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Partamos entonces de los vectores verticales en coordenadas reales, dadas por la parte real

e imaginaría de los complejos obtenidos al llevar el estado al espacio proyectivo, calculados

a partir de la ecuación (2.55)

Vx = −
√
3

2



0

0

0

1

1

0


, Vy =

√
3

2



1

−1

0

0

0

0


, Vz = 3



0

0

0

0

0

1


, (2.57)

Ahora tomemos vectores ortogonales a estos y procedamos a mapearlos a coordenadas
(θ, ϕ) de las estrellas de Majorana

V1 =



0

0

1

0

0

0


→ VA1 = vr2a−1 · V1 =

1

6



1

1

1

0

0

0


, V2 =



1

1

0

0

0

0


→ VA2 = vr2a−1 · V2 =

1

6



0

0

0

0

−1

1


,

V3 =



0

0

0

1

−1

0


→ VA3 = vr2a−1 · V3 =

1

6
√
3



0

0

0

2

−1

−1


. (2.58)

Recordemos que las primeras 2s entradas de los vectores VAi corresponden a las componen-

tes del vector a lo largo de ∂θi, mientras que las últimas 2s entradas son las componentes

de ∂ϕi. Por lo que podemos identificar claramente el significado geométrico de los vectores

horizontales, como se muestra a continuación
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(a) Rotación en x (b) Rotación en y

(c) Rotación en z (d) V1: Cambio de tamaño

(e) V2 (f) V3

Figura 2.2: Deformaciones de las constelaciones de estados GHZ ante rotaciones y ante los

vectores ortogonales a estas, para s=3/2 (azul → ∂θ, negro → ∂ϕ).



CAPÍTULO 2. ESTADOS GHZ 45

Espín 2

Aquí, la constelación está dada por los siguientes complejos {x1 = 1, x2 = i, x3 = −1, x4 =

−i} que forman un cuadrado en el ecuador de la esféra de Riemann, a partir de esta

constelación obtenemos la siguiente matriz

vr2a−1 =
1

8



1
2

− 1√
6

1
2

−1 0 0 0 0

0 1√
6

0 −1 1
2

0 −1
2

0

−1
2

− 1√
6

−1
2

−1 0 0 0 0

0 1√
6

0 −1 −1
2

0 1
2

0

0 0 0 0 1
2

− 1√
6

1
2

−1

−1
2

0 1
2

0 0 1√
6

0 −1

0 0 0 0 −1
2

− 1√
6

−1
2

−1

1
2

0 −1
2

0 0 1√
6

0 −1



(2.59)

Nuevamente partamos de los vectores verticales en coordenadas reales, calculados con la

ecuación (2.55)

Vx =



0

0

0

0

−1

0

1

0



, Vy =



1

0

1

0

0

0

0

0



, Vz = −4



0

0

0

0

0

0

0

1



. (2.60)

Procedamos a probar con vectores horizontales en coordenadas reales y veamos su inter-
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pretación geométrica

V1 =



0

0

0

1

0

0

0

0



→ VA1 = vr2a−1 · V1 = −
1

8



1

1

1

1

0

0

0

0



, V2 =



1

0

−1

0

0

0

0

0



→ VA2 = vr2a−1 · V2 =
1

8



0

0

0

0

0

−1

0

1



,

V3 =



0

0

0

0

1

0

1

0



→ VA3 = vr2a−1 · V3 =
1

8



0

0

0

0

1

0

−1

0



, V4 =



0

1

0

0

0

0

0

0



→ VA4 = vr2a−1 · V4 =
1

8
√
6



−1

1

−1

1

0

0

0

0



,

V5 =



0

0

0

0

0

−1

0

0



→ VA5 = vr2a−1 · V5 =
1

8
√
6



0

0

0

0

1

−1

1

−1



.(2.61)

Al igual que en el caso anterior, es posible interpretar facilmente el significado geométrico

de estos vectores y visualizar su acción sobre las constelaciones:
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(a) Rotación en x (b) Rotación en y

(c) Rotación en z (d) V1: Cambio de tamaño

(e) V2 (f) V3

Figura 2.3: Deformaciones de las constelaciones de estados GHZ ante rotaciones y ante los

vectores ortogonales a estas, para s=2 (azul → ∂θ, negro → ∂ϕ).
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(a) V4 (b) V5

Figura 2.4: Deformaciones de las constelaciones ante vectores ortogonales a los inducidos

por rotaciones de estados GHZ, para s=2 (azul → ∂θ, negro → ∂ϕ).

Hasta este punto ha sido posible apreciar que nuestra idea de generalización a partir

de identificar vectores ortogonales a los verticales en el espacio proyectivo en coordenadas

reales, coincide con las deformaciones encontradas numericamente al principio de este tra-

bajo. Algo que podría resaltarse es que las deformaciones ortogonales parecieran consistir

únicamente de desplazamientos de las estrellas, ya sea en la dirección de ∂θ o de ∂ϕ. En

general, este no es el caso, y pueden existir deformaciones que consistan de desplazamien-

tos de las estrellas compuestos en ambas direcciones. Véamos un ejemplo de esto:

Espín 3

En este caso sólo expondré las gráficas con sus deformaciones correspondientes, ya que la

idea para obtenerlas y los cálculos, son similares a los casos anteriores.
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(a) Rotación en x (b) Rotación en y

(c) Rotación en z (d) V1: Cambio de tamaño

(e) V2 (f) V3

Figura 2.5: Deformaciones de las constelaciones de estados GHZ ante rotaciones y ante los

vectores ortogonales a estas, para s=3 (azul → ∂θ, negro → ∂ϕ).
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(a) V4 (b) V5

(c) V6 (d) V7

(e) V8 (f) V9

Figura 2.6: Deformaciones de las constelaciones ante vectores ortogonales a los inducidos

por rotaciones de estados GHZ, para s=3 (azul → ∂θ, negro → ∂ϕ).
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Como puede observarse, los vectores V4, V6, V7 y V9 inducen deformaciones donde las

estrellas de la constelación se desplazan en una dirección compuesta.

Con lo expuesto anteriormente, es posible hallar e interpretar geométricamente las defor-

maciones de las constelaciones inducidas por vectores horizontales en el espacio proyectivo

de estados GHZ para cualquier espín. De dichas deformaciones puede decirse que no tienen

componentes rotacionales, es decir; que son cambios de forma puros de la constelación. El

problema con el procedimiento descrito anteriormente es que no establece un críterio gene-

ral para clasificar a dichos vectores, sino que los construye para cada caso partícular. Con

el fin de establecer este críterio, estudiarémos desde otra perspectiva a las constelaciones

de estados GHZ.

2.5. Momento angular de las constelaciones GHZ y ge-

neralización de las deformaciones

Pensemos a las constelaciones de los estados GHZ como sistemas mecánicos, confor-

mados por masas de m = 1 colocadas en el sitio de cada estrella de la constelación. A

este nuevo sistema le podemos calcular cantidades físicas, de las cuales va a interesarnos

el momento angular. Es intuitivo afirmar que, al rotar la constelación el momento angular

de esta será distinto de cero, pero la experiencia numerica con las deformaciones inducidas

por vectores horizontales, ha expuesto que, dentro de los parametros del módelo de masas,

los vectores horizontales deforman a la constelación de tal manera que el momento angular

es cero.

Lo anterior nos lleva a considerar el siguiente:

Teorema

Considerando a los estados GHZ como sistemas mecánicos, conformados por masas de

m=1 colocadas en el sitio de cada estrella de la constelación. Los vectores horizontales son

aquellos que deforman a la constelación de tal manera que el momento angular es cero.

Prueba

Comencemos el tratamiento encontrando la forma general de la matriz de transforma-
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ción que nos lleva de vectores en el espacio proyectivo descrito por coordenadas reales

a coordenadas determinadas por los ángulos de la constelación sobre la esfera. Para ello

identifiquemos el camino de transformaciones que debemos seguir:

Vector en coordenadas reales a vector en coordenadas complejas:

vr2vc−1 = vc2vr =

 12s×2s i12s×2s

12s×2s −i12s×2s

 , (2.62)

Vector en coordenadas complejas a vector en coordenadas dadas por los coefi-

cientes del polinomio de Majorana:

vc2co =



−
√
2s

. . .

(−1)2s−1

 2s

2s− 1

1/2

1

−
√
2s

. . .

(−1)2s−1

 2s

2s− 1

1/2

1



,

(2.63)

Vector en coordenadas dadas por los coeficientes del polinomio de Majorana a

vector en coordenadas dadas por las raices de este:
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co2r−1 =



−1 c1,0 c2,0 · · · β0

−1 c1,1 c2,1 · · · β1
...

...

−1 c1,2s−1 c2,2s−1 · · · β2s−1

−1 c̄1,0 c̄2,0 · · · β̄0

−1 c̄1,1 c̄2,1 · · · β̄1
...

...

−1 c̄1,2s−1 c̄2,2s−1 · · · β̄2s−1



. (2.64)

Vector dado en coordenadas definidas por las raices del polinomio de Majorana

a vector dado en coordenadas definidas por los ángulos de las estrellas sobre

la esfera:

r2a−1 =



1 1

ei(π/s) e−i(π/s)

. . . . . .

ei(2s−1)(π/s) e−i(2s−1)(π/s)

i −i

iei(π/s) −ie−i(π/s)
. . . . . .

iei(2s−1)(π/s) −ie−i(2s−1)(π/s)



. (2.65)
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La matriz que buscamos se obtiene de la multiplicación de r2a−1 ·co2r−1 ·rc2co−1 ·vr2vc−1.
Véamos su estructura, pero antes será útil definir un par de matrices:

γ =



1√
2s

(−1)2

 2s

2

−1/2

Re[c1,0] (−1)3

 2s

3

−1/2

Re[c2,0] · · · Re[β0]

1√
2s

cos(π/s) (−1)2

 2s

2

−1/2

Re[ei(π/s)c1,1] (−1)3

 2s

3

−1/2

Re[ei(π/s)c2,1] · · · Re[β0]

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

1√
2s

cos[(2s − 1)(π/s)] (−1)2

 2s

2

−1/2

Re[ei(2s−1)(π/s)c1,2s−1] (−1)3

 2s

3

−1/2

Re[ei(2s−1)(π/s)c2,2s−1] · · · Re[β0]



,

(2.66)

ζ =



0 (−1)2

 2s

2

−1/2

Im[c1,0] (−1)3

 2s

3

−1/2

Im[c2,0] · · · Im[β0]

1√
2s

sin(π/s) (−1)2

 2s

2

−1/2

Im[ei(π/s)c1,1] (−1)3

 2s

3

−1/2

Im[ei(π/s)c2,1] · · · Im[β0]

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

1√
2s

sin[(2s − 1)(π/s)] (−1)2

 2s

2

−1/2

Im[ei(2s−1)(π/s)c1,2s−1] (−1)3

 2s

3

−1/2

Im[ei(2s−1)(π/s)c2,2s−1] · · · Re[β0]



.

(2.67)

Notemos las siguientes relaciones:

Re[ein(π/s)c1,n] = − cos[2π(n/s)], Im[ein(π/s)c1,n] = − sin[2π(n/s)],

Re[ein(π/s)c2,n] = − cos[3π(n/s)], Im[ein(π/s)c2,n] = − sin[3π(n/s)],

Re[ein(π/s)c3,n] = − cos[4π(n/s)], Im[ein(π/s)c3,n] = − sin[4π(n/s)],

...

β0 = (−1)2s−1, (2.68)

con lo que las matrices anteriores se reducen a:

γ =



1√
2s

(−1)1

 2s

2

−1/2

(−1)2

 2s

3

−1/2

· · · (−1)2s−1

1√
2s

cos(π/s) (−1)1

 2s

2

−1/2

cos(2π/s) (−1)2

 2s

3

−1/2

cos(3π/s) · · · (−1)2s−1

...
...

...
...

1√
2s

cos[(2s− 1)(π/s)] (−1)1

 2s

2

−1/2

cos[(2s− 1)(2π/s)] (−1)2

 2s

3

−1/2

cos[(2s− 1)(3π/s)] · · · (−1)2s−1



,

(2.69)
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ζ =



0 0 0 · · · 0

1√
2s

sin(π/s) (−1)1

 2s

2

−1/2

sin(2π/s) (−1)2

 2s

3

−1/2

sin(3π/s) · · · 0

...
...

...
...

1√
2s

sin[(2s− 1)(π/s)] (−1)1

 2s

2

−1/2

sin[(2s− 1)(2π/s)] (−1)2

 2s

3

−1/2

sin[(2s− 1)(3π/s)] · · · 0



.

(2.70)

Finalmente la matriz buscada es:

vr2a−1 =
1

4s

 γ ζ

−ζ γ

 . (2.71)

Vale la pena notar las siguientes relaciones:

2s−1∑
k=0

ζkl = (−1)l−1

 2s

l − 1

−1/2
2s−1∑
n=0

sin[l(nπ/s)] = 0 ∀l ̸= 2s

2s−1∑
k=0

γkl = (−1)l−1

 2s

l − 1

−1/2
2s−1∑
n=0

cos[l(nπ/s)] = 0 ∀l ̸= 2s. (2.72)

Con todo lo expuesto hasta ahora podemos abordar el problema del momento ángular de

la constelación para estados GHZ en general. Primero, recordemos la forma general de los

vectores verticales en coordenadas reales en el espacio proyectivo:

Vx =

√
s

2



0
...

0

−1
...

(−1)2s

0


, Vy =

√
s

2



1
...

(−1)2s

0

0
...

0


, Vz = 2s


0
...

(−1)2s

 . (2.73)

Para hallar los vectores ortogonales a los 3 anteriores, en coordenadas reales basta con

tomar alguno que tenga entrada en donde estos no tienen y añadir los vectores ortogonales
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a {Vx, Vy}:

V ⊥
x =



0
...

0

−1
...

(−1)2s+1

0


, V ⊥

y =



1
...

(−1)2s+1

0

0
...

0


. (2.74)

De ello se obtienen 4s− 3 vectores horizontales entre sí y también a Vx, Vy, Vz.

Nuestra hipótesis será que los vectores ortogonales descritos anteriormente son tales que

el momento angular de la constelación, al deformarse de acuerdo al campo de velocidades

inducido por estos en la esfera, es cero.

Para demostrarlo, consideremos primero vectores de la forma

Vi =



0
...

1
...

0


, (2.75)

donde el 1 se ha colocado en la posición i donde los vectores {Vx, Vy, Vz} no tienen entradas.

Véamos como es el campo de velocidades inducido por este vector sobre la esfera

V S2

i = vr2a−1 · Vi =
1

4s



V θ
0

...

V θ
2s−1

V ϕ
0

...

V ϕ
2s−1


, (2.76)

dicho vector tendrá dos posibles formas:
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1.- Si i < 2s− 1

V S2

i =
1

4s



γ1,i
...

γ2s,i

−ζ1,i
...

−ζ2s,i


, (2.77)

2.- Si i > 2s− 1

V S2

i =
1

4s



ζ1,i
...

ζ2s,i

γ1,i
...

γ2s,i


. (2.78)

Ahora que conocemos los campos de velocidades inducidos en la esfera, analicemos que

deben cumplir para que el momento angular de la constelación sea cero al deformarse

debido a ellos.

Pensemos que cada estrella tiene masa m = 1 y calculemos su vector de posición y de

velocidad para estados GHZ:

r⃗n = cos[n(π/s)]̂ı+ sin[n(π/s)]ȷ̂

p⃗n = −V ϕ
n sin[n(π/s)]̂ı+ V ϕ

n cos[n(π/s)]ȷ̂+ V θ
n k̂ (2.79)

por lo que el momento angular es

L⃗n = r⃗n × p⃗n = V θ
n sin[n(π/s)]̂ı− V θ

n cos[n(π/s)]ȷ̂+ V ϕ
n k̂. (2.80)

De esto se concluye que las condiciones que debe cumplir el campo de velocidades son:

2s−1∑
k=0

V θ
k e

ik(π/s) = 0,
2s−1∑
k=0

V ϕ
k = 0. (2.81)
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en el caso que trabajamos las dos posibles formas expuestas en las ecuaciones (2.77) y (2.78)
satisfacen las condiciones de la ecuación (2.81) gracias a las identidades de la ecuación
(2.72). Por lo que podemos asegurar que este tipo de vectores ortogonales induce un campo
de velocidades que deforma a las contelaciones de los estados GHZ de tal forma que el
momento angular total es cero.
Nos resta ver que ocurre con {V ⊥

x , V
⊥
y } calculemos sus campos de velocidades

V ⊥S2

x = vr2a−1 · V ⊥
x =

1

4s
√
2s



0

− sin(π/s) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 sin[(2s− 1)(π/s)]

...

− sin((2s− 1)(π/s)) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 sin[(2s− 1)(2s− 1)(π/s)]

−1 + (−1)2(s−1)(−1)2s+1

−cos(π/s) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cos[(2s− 1)(π/s)]

...

− cos((2s− 1)(π/s)) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cos[(2s− 1)(2s− 1)(π/s)]



,

V ⊥S2

y = vr2a−1 · V ⊥
y =

1

4s
√
2s



1 + (−1)2(s−1)(−1)2s+1

cos(π/s) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cos[(2s− 1)(π/s)]

...

cos((2s− 1)(π/s)) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cos[(2s− 1)(2s− 1)(π/s)]

0

−(sin(π/s) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 sin[(2s− 1)(π/s)])

...

−(sin((2s− 1)(π/s)) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 sin[(2s− 1)(2s− 1)(π/s)])



, (2.82)

que se reducen a

V ⊥S2

x = − 1

2s
√
2s



0
...

0

1

cos(π/s)

cos(2π/s)
...

cos ((2s− 2)π/s)

cos ((2s− 1)π/s)



, V ⊥S2

y = − 1

2s
√
2s



0
...

0

0

sin(π/s)

sin(2π/s)
...

sin ((2s− 2)π/s)

sin ((2s− 1)π/s)



. (2.83)

Podemos ver facilmente que las expresiones anteriores satisfacen las condiciones de la

ecuación (2.81) pues las primeras 2s entradas en ambos, correspondientes a V ⊥θ
xk y V ⊥θ

yk ,

son cero, lo que satisface trivialmente la primera condición. Para la segunda, las sumas de
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las componentes en ϕ son:

2s−1∑
k=k

V ⊥ϕ
xk =

2s−1∑
k=0

cos (k(π/s)) = 0,

2s−1∑
k=k

V ⊥θ
xk =

2s−1∑
k=0

sin (k(π/s)) = 0, (2.84)

por lo que este par de vectores también induce un campo de velocidades que deforma

la constelación de tal manera que el momento angular de esta es cero.

Una vez que hemos probado que en general, para los estados GHZ, las deformaciones de

la constelación tales que el momento angular es cero corresponden a vectores horizontales,

contamos con un criterio para caracterizar a dichos vectores para cualquier espín.

2.6. De GHZ a constelaciones θ

Ahora que contamos con un tratamiento general de los estados GHZ, nos interesa ir

más lejos y buscar caracterizar los espacios tangentes a estados más generales. Partamos

de una familia de estados que apareció al inicio del trabajo, la que denominaremos fami-

lia θ proveniente de una constelación θ; que definiremos como aquella constituída por un

2s-ágono regular cuyas estrellas forman un ángulo θ con el eje z.

Este tipo de constelación será de nuestro interés, pues los estados y demás objetos mate-

máticos asociados a ella presentan una estructura similar a GHZ, lo que nos permite un

tratamiento sencillo y apoyado en los desarrollos previos.

Como punto de partida, la expresión general de los estados θ es

|ψ⟩θ =



1

0
...

0

(−1)2s+1 tan2s( θ
2
)


, (2.85)
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que claramente se reduce a |ψ⟩GHZ cuando θ = π/2. Así mismo, la métrica para estos

estados en coordenadas reales es diagonal

gθ =



1
1+tan4s( θ

2
)

0 · · · · · · 0

0
. . . ...

... 1
[1+tan4s( θ

2
)]2

1
1+tan4s( θ

2
)

. . .

0 · · · 1
[1+tan4s( θ

2
)]2


, (2.86)

y podemos calcular facilmente los vectores reales inducidos por rotaciones respecto a los

ejes coordenados

Vxθ =

√
s

2



0
...

0

−1
...

(−1)2s tan2s( θ
2
)

0


, Vyθ =

√
s

2



1
...

(−1)2s tan2s( θ
2
)

0

0
...

0


, Vzθ = 2s


0
...

(−1)2s+1 tan2s( θ
2
)

 .

(2.87)

Lo que, al igual que en el caso de GHZ, nos permite caracterizar facilmente a los vectores

del espacio tangente horizontal, el par de vectores ortogonal a los inducidos por rotación
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en los ejes {x, y} se ve como:

V ⊥
xθ =



0
...

0

−1
...

(−1)2s+1 cot2s( θ
2
)

0


, V ⊥

yθ =



1
...

(−1)2s+1 cot2s( θ
2
)

0

0
...

0


, (2.88)

mientras que los 4s− 5 vectores restantes tienen la forma

Viθ =



0
...

1
...

0


, (2.89)

con 1 como entrada en donde los 2 anteriores tienen ceros. Al igual que en el caso GHZ,

todos los vectores descritos anteriormente son ortogonales entre sí, lo que nos permite

describir en su totalidad a los subespacios vertical y horizontal, generados por los vectores

inducidos por rotaciones y los ortogonales a estos, respectivamente.

Veámos si podemos obtener el significado geométrico de los vectores horizontales, primero

calculemos la matriz que lleva vectores reales {xi = Re(zi), yi = Im(zi)} a coordena-

das dadas por los ángulos de las estrellas de Majorana (θ, ϕ). Para ello, recordemos las

definiciones de las ecuaciones (2.69, 2.70), con las cuales, expresamos

vr2aθ−1 =
1

4s

 γ(1 + cos θ) ζ(1 + cos θ)

−ζ cot( θ
2
) γ cot( θ

2
)

 (2.90)
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Así, los vectores {V ⊥
xθ, V

⊥
yθ} en coordenadas esféricas lucen como

V ⊥S2

xθ = vr2aθ−1 · V ⊥
xθ =

1

4s
√
2s



0

(1 + cos θ)
[
− sin(π/s) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 sin[(2s− 1)(π/s)] cot2s( θ

2
)
]

...

(1 + cos θ)
[
− sin((2s− 1)(π/s)) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 sin[(2s− 1)(2s− 1)(π/s)] cot2s( θ

2
)
]

cot( θ
2
)
[
−1 + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cot2s( θ

2
)
]

cot( θ
2
)
[
−cos(π/s) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cos[(2s− 1)(π/s)] cot2s( θ

2
)
]

...

cot( θ
2
)
[
− cos((2s− 1)(π/s)) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cos[(2s− 1)(2s− 1)(π/s)] cot2s( θ

2
)
]



,

V ⊥S2

yθ = vr2aθ−1 · V ⊥
yθ =

1

4s
√
2s



(1 + cos θ)
[
1 + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cot2s( θ

2
)
]

(1 + cos θ)
[
cos(π/s) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cos[(2s− 1)(π/s)] cot2s( θ

2
)
]

...

(1 + cos θ)
[
cos((2s− 1)(π/s)) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 cos[(2s− 1)(2s− 1)(π/s)] cot2s( θ

2
)
]

0

cot( θ
2
)
[
−(sin(π/s) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 sin[(2s− 1)(π/s)]) cot2s( θ

2
)
]

...

cot( θ
2
)
[
−(sin((2s− 1)(π/s)) + (−1)2(s−1)(−1)2s+1 sin[(2s− 1)(2s− 1)(π/s)]) cot2s( θ

2
)
]



,(2.91)

que se reducen a

V ⊥S2

xθ =
1

4s
√
2s



0

(1 + cos θ) sin(π/s)
[
cot2s(θ/2)− 1

]
(1 + cos θ) sin(2π/s)

[
cot2s(θ/2)− 1

]
...

−(1 + cos θ) sin(2π/s)
[
cot2s(θ/2)− 1

]
−(1 + cos θ) sin(π/s)

[
cot2s(θ/2)− 1

]
− cot(θ/2)

[
1 + cot2s(θ/2)

]
− cos(π/s) cot(θ/2)

[
1 + cot2s(θ/2)

]
− cos(2π/s) cot(θ/2)

[
1 + cot2s(θ/2)

]
...

− cos(2π/s) cot(θ/2)
[
1 + cot2s(θ/2)

]
− cos(π/s) cot(θ/2)

[
1 + cot2s(θ/2)

]



, V ⊥S2

yθ =
1

4s
√
2s



(1 + cos θ)
[
1− cot2s(θ/2)

]
cos(π/s)(1 + cos θ)

[
1− cot2s(θ/2)

]
cos(2π/s)(1 + cos θ)

[
1− cot2s(θ/2)

]
...

cos(2π/s)(1 + cos θ)
[
1− cot2s(θ/2)

]
cos(π/s)(1 + cos θ)

[
1− cot2s(θ/2)

]
0

− sin(π/s) cot(θ/2)
[
1 + cot2s(θ/2)

]
− sin(2π/s) cot(θ/2)

[
1 + cot2s(θ/2)

]
...

sin(2π/s) cot(θ/2)
[
1 + cot2s(θ/2)

]
sin(π/s) cot(θ/2)

[
1 + cot2s(θ/2)

]



.

(2.92)
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Mientras que el vector viθ se mapea a

V S2

iθ = vr2aθ−1 · Viθ =
1

4s



V θ
0

...

V θ
2s−1

V ϕ
0

...

V ϕ
2s−1


, (2.93)

dicho vector tendrá dos posibles formas:

1.- Si i < 2s− 1

V S2

iθ =
1

4s



γ1,i(1 + cos θ)
...

γ2s,i(1 + cos θ)

−ζ1,i cot(θ/2)
...

−ζ2s,i cot(θ/2)


, (2.94)

2.- Si i > 2s− 1

V S2

iθ =
1

4s



ζ1,i(1 + cos θ)
...

ζ2s,i(1 + cos θ)

γ1,i cot(θ/2)
...

γ2s,i cot(θ/2)


. (2.95)

Con ello, hemos caractérizado a los espacios tangentes a los estados correspondientes a

constelaciones θ.



Capítulo 3

Espacio horizontal y espacio de

momento angular cero

Con base en las ideas trabajadas en el capítulo anterior, ahora conocemos en general,

tanto a los generadores del espacio vertical, como a los del espacio horizontal. Pero, en el

caso de los estados θ no conocemos un criterio general para establecer esta separación y

clasificar a los generadores, puesto que numericamente se sabe que, en general, no podemos

clasificarlos mediante el criterio del momento angular cero. Pero podemos buscar alguna

manera de comparar sus espacios tangentes, para ello necesitamos desarrollar una forma

de comparar planos k dimensionales; tarea que nos ocapará a continuación.

3.1. Grassmanniano

Denotaremos por GC
k,n al grassmanniano, que es un espacio en el que cada punto re-

presenta un k-plano que vive en Cn y pasa por el origen[21].

Para encontrar las coordenadas de un plano en el grassmanniano, pensemos en lo siguiente:

tomemos k vectores que generan el plano Π = {ψ1, ψ2, · · · , ψk} y construyamos la matriz

M =


ψ 1
1 · · · ψ n

1

...
...

ψ 1
k · · · ψ n

k

 , (3.1)

64



CAPÍTULO 3. ESPACIO HORIZONTAL Y ESPACIO DE MOMENTO ANGULAR CERO65

ahora, extraemos de ella las primeras k columnas y generamos la matriz Λ ∈ Mk×k de tal

forma que Λ sea invertible y calculamos:

M ′ = Λ−1M =


1 · · · 0 z1,1 · · · z1,n−k
... . . . ...

...
...

0 · · · 1 zk,1 · · · zk,n−k

 . (3.2)

Las coordenadas en el grassmanniano son las z′s, por lo que hay k(n−k) componentes, que

pueden ser escritas, redefiniendo los índices, de la siguiente forma:
(
g1, g2, · · · , gk(n−k)

)
.

Figura 3.1: Esquema que muestra el mapeo de un k-plano en Cn a un punto en el grass-

manniano GC
k,n.

3.1.1. Encajamiento de Plucker del Grassmanniano

Consideremos el producto wedge de los vectores que caracterizan a un plano Π =

{ψ1, ψ2, · · · , ψk}

ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψk, (3.3)

al hacer una transformación de coordenadas de la forma ψi′ = Λji′ψj el producto cambia

por

ψ1′ ∧ ψ2′ ∧ · · · ∧ ψk′ = det(Λ)ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψk. (3.4)
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Además, si consideramos a cada vector en una base de la forma ψi = ψµi eµ podemos

expresar el producto wedge como

ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψk = Πi1,i2,··· ,ikei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik , (3.5)

donde cada Πi1,i2,··· ,ik se calcula como el determinante de la matriz formada al extraer las

columnas i1, i2, · · · , ik de la matriz de la ecuación (3.1) [22] [23] [24]

3.1.2. Producto interno

Tomemos dos vectores |a⟩, |b⟩ ∈ ΛkH en el espacio de productos wedge de orden k, de

la forma |a⟩ = ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψk, |b⟩ = ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ · · · ∧ ϕk . Y calculemos ⟨a|b⟩ mediante

⟨a|b⟩ = det


⟨ψ1|ϕ1⟩ · · · ⟨ψ1|ϕk⟩

...
...

⟨ψk|ϕ1⟩ · · · ⟨ψk|ϕk⟩

 . (3.6)

Por otro lado, podemos calcular el producto interno con los vectores en el espacio de

Plucker como un producto hermitiano estandar. Es decir:

|a⟩ =


Π1

...

Π(
n
k)

 , |b⟩ =


ξ1

...

ξ(
n
k)

 → ⟨a|b⟩P =

(nk)∑
i

Πi∗ξi. (3.7)

Estos productos generan el mismo resultado ⟨a|b⟩P = ⟨a|b⟩.

Trabajar con el Grassmanniano nos permite comparar el espacio horizontal con el de

momento angular cero mediante los productos definidos anteriormente. Pero ocurre que

ambos productos se anulan si alguno de los vectores en un espacio es ortogonal a uno o

varios en el otro, mientras que en este caso nos interesa una separación total de los espa-

cios, es decir; que todos los vectores de un espacio sean ortogonales a todos los del otro[25].
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3.1.3. Producto interno mediante la representación matricial

Anteriormente hemos trabajado al espacio proyectivo mapeando un estado en el espacio

de Hilbert al dividir por su primera entrada en la base |s,m⟩ de eingenestados de sz, pero

esta no es la única manera de ir al espacio proyectivo. Es posible trabajar con la matriz de

densidad y realizar el análisis de los vectores inducidos por rotaciones mediante matrices,

para ello partamos del estado |ψ⟩ y construyamos su matriz de densidad

ρ = |ψ⟩⟨ψ|. (3.8)

Anteriormente, para encontrar la rotación del estado, actuabamos por izquierda con un

elemento de SU(2) de la forma g = e−itS⃗·n̂ es decir: |ψ(t)⟩ = g|ψ⟩. Esta acción para la

matriz de densidad se traduce en

ρ(t) = gρg−1, (3.9)

por lo que para calcular un vector debemos derivar esta matriz: vn = ∂t (ρ(t)) |t=0. La

expresión anterior se simplifica al siguiente conmutador:

vn = −i[Sn, ρ]. (3.10)

Con el fin de construir un producto interno entre espacios (planos) calculemos la base dual

definiendo gij = 1
2
Tr(vi · vj), con lo que

wi = gijvj, (3.11)

dichas bases caracterizan al espacio horizontal (Eh) y satisfacen

δ ji =
1

2
Tr(vi · wj). (3.12)

Supongamos ahora que contamos con otro conjunto de vectores {ui} y sus duales {zi} que

caracterizan al espacio (Ex), en este caso la dimensión del espacio que representan debe

ser dim= 3, para poder operarlos con los del espacio horizontal. Con esto podemos definir
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el producto interno como:

⟨Eh, Ex⟩ =
1

12

∑
ij

Tr
(
vi · zj

)
· Tr

(
ui · wj

)
, (3.13)

el factor 1
12

proviene de los dos 1/2 correspondientes a las bases y 1/3 por la dimensión

del espacio que describen. Este producto tiene la partícularidad de que nos permite saber

cuando los espacios están separados y que tanto lo están, pues para que se anule todos los

vectores de un espacio deben ser ortogonales a todos los del otro.

Familia uniparamétrica θ (s=3/2)

Analicemos lo que ocurre en el caso de una constelación θ de espín 3/2, nos interesa este

espín pues las dimensiones del espacio vertical y horizontal coinciden (dim= 3) por lo que

la dimensión del espacio de momento angular cero será igualmente 3 y será posible emplear

el producto interno por matrices definido anteriormente para comparar los espacios.

Figura 3.2: Constelación que ejemplifica a un elemento de la familia uniparamétrica θ, de

s=3/2
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Los estados que representan a estas constelaciones tienen la forma

|ψθ⟩ =


1

0

0

a

 , (3.14)

con a = tan3(θ/2), a partir de ρ = |ψθ⟩⟨ψθ| se obtiene que los vectores verticales para esta

familia son los siguientes

vxθ =


0 i

√
3

2(a2+1)
i
√
3a

2(a2+1)
0

− i
√
3

2(a2+1)
0 0 − i

√
3a

2(a2+1)

− i
√
3a

2(a2+1)
0 0 − i

√
3a2

2(a2+1)

0 i
√
3a

2(a2+1)
i
√
3a2

2(a2+1)
0

 , vyθ =


0

√
3

2a2+2
−

√
3a

2(a2+1)
0

√
3

2a2+2
0 0

√
3a

2a2+2

−
√
3a

2(a2+1)
0 0 −

√
3a2

2(a2+1)

0
√
3a

2a2+2
−

√
3a2

2(a2+1)
0

 ,

vzθ =


0 0 0 − 3ia

a2+1

0 0 0 0

0 0 0 0

3ia
a2+1

0 0 0

 , (3.15)

mientras que los duales a los vectores verticales son

wxθ =


0 2i√

3(a2+1)
2ia√

3(a2+1)
0

− 2i√
3(a2+1)

0 0 − 2ia√
3(a2+1)

− 2ia√
3(a2+1)

0 0 − 2ia2
√
3(a2+1)

0 2ia√
3(a2+1)

2ia2
√
3(a2+1)

0

 , wyθ =


0 2√

3(a2+1)
− 2a√

3(a2+1)
0

2√
3(a2+1)

0 0 2a√
3(a2+1)

− 2a√
3(a2+1)

0 0 − 2a2
√
3(a2+1)

0 2a√
3(a2+1)

− 2a2
√
3(a2+1)

0

 ,

wzθ =


0 0 0 − i(a2+1)

3a

0 0 0 0

0 0 0 0
i(a2+1)

3a 0 0 0

 . (3.16)

Por otro lado, los vectores que generan el espacio de momento angular cero son los siguien-
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tes

u1θp0 =


0 0 0 24 sin6

(
θ
2

)
csc4(θ)

0 0 0 0

0 0 0 0

24 sin6
(

θ
2

)
csc4(θ) 0 0 384 sin12

(
θ
2

)
csc7(θ)

 ,

u2θp0 =


0

(
−2− 2i

√
3
)
sin4

(
θ
2

)
csc(θ) i

(√
3 + i

)
sin2

(
θ
2

)
2
√
3 cos(θ) tan3

(
θ
2

)
2i

(√
3 + i

)
sin4

(
θ
2

)
csc(θ) 0 0 16i

(√
3 + i

)
sin10

(
θ
2

)
csc4(θ)

1
2

(
1 + i

√
3
)
(cos(θ)− 1) 0 0

(
−8− 8i

√
3
)
sin8

(
θ
2

)
csc3(θ)

2
√
3 cos(θ) tan3

(
θ
2

)
−16i

(√
3− i

)
sin10

(
θ
2

)
csc4(θ) 8i

(√
3 + i

)
sin8

(
θ
2

)
csc3(θ) 4

√
3 cos(θ) tan6

(
θ
2

)

 ,

u3θp0 =


0 sin(θ)− 2 tan

(
θ
2

)
cos(θ)− 1

√
3 cos(θ) tan3

(
θ
2

)
sin(θ)− 2 tan

(
θ
2

)
0 0 −32 sin10

(
θ
2

)
csc4(θ)

cos(θ)− 1 0 0 −16 sin8
(

θ
2

)
csc3(θ)

√
3 cos(θ) tan3

(
θ
2

)
−32 sin10

(
θ
2

)
csc4(θ) −16 sin8

(
θ
2

)
csc3(θ) 2

√
3 cos(θ) tan6

(
θ
2

)

 , (3.17)

con sus respectivos vectores duales dados por

z1θp0 =



0
8
(√

3+3i
)
cos8

(
θ
2

)
cos(θ)

9 cos(2θ)+15

8
(√

3−3i
)
cos8

(
θ
2

)
cos(θ) cot

(
θ
2

)
9 cos(2θ)+15

−
64 cos8

(
θ
2

)
cot2

(
θ
2

)
3(15 cos(θ)−18 cos(2θ)+cos(3θ)−30)

8
(√

3−3i
)
cos8

(
θ
2

)
cos(θ)

9 cos(2θ)+15
0 0

8
(√

3−3i
)
sin3

(
θ
2

)
cos5

(
θ
2

)
cos(θ)

9 cos(2θ)+15

8
(√

3+3i
)
cos8

(
θ
2

)
cos(θ) cot

(
θ
2

)
9 cos(2θ)+15

0 0
8
(√

3+3i
)
sin2

(
θ
2

)
cos6

(
θ
2

)
cos(θ)

9 cos(2θ)+15

−
64 cos8

(
θ
2

)
cot2

(
θ
2

)
3(15 cos(θ)−18 cos(2θ)+cos(3θ)−30)

8
(√

3+3i
)
sin3

(
θ
2

)
cos5

(
θ
2

)
cos(θ)

9 cos(2θ)+15

8
(√

3−3i
)
sin2

(
θ
2

)
cos6

(
θ
2

)
cos(θ)

9 cos(2θ)+15
−

sin7(θ) csc6
(
θ
2

)
3(15 cos(θ)−18 cos(2θ)+cos(3θ)−30)


,

z2θp0 =



0 −
8i cos6

(
θ
2

)
cot

(
θ
2

)
√

3(3 cos(2θ)+5)

8i cos6
(
θ
2

)
cot2

(
θ
2

)
√

3(3 cos(2θ)+5)
0

8i cos6
(
θ
2

)
cot

(
θ
2

)
√

3(3 cos(2θ)+5)
0 0

i sin4(θ) csc2
(
θ
2

)
√

3(6 cos(2θ)+10)

−
8i cos6

(
θ
2

)
cot2

(
θ
2

)
√

3(3 cos(2θ)+5)
0 0 −

8i sin
(
θ
2

)
cos5

(
θ
2

)
√

3(3 cos(2θ)+5)

0 −
i sin4(θ) csc2

(
θ
2

)
√

3(6 cos(2θ)+10)

8i sin
(
θ
2

)
cos5

(
θ
2

)
√

3(3 cos(2θ)+5)
0


,

z3θp0 =



0
4i

(√
3+3i

)
cos6

(
θ
2

)
cot

(
θ
2

)
9 cos(2θ)+15

−
4i

(√
3−3i

)
cos6

(
θ
2

)
cot2

(
θ
2

)
9 cos(2θ)+15

0

−
4i

(√
3−3i

)
cos6

(
θ
2

)
cot

(
θ
2

)
9 cos(2θ)+15

0 0

(
−3−i

√
3
)
sin4(θ) csc2

(
θ
2

)
36 cos(2θ)+60

4i
(√

3+3i
)
cos6

(
θ
2

)
cot2

(
θ
2

)
9 cos(2θ)+15

0 0
4i

(√
3+3i

)
sin

(
θ
2

)
cos5

(
θ
2

)
9 cos(2θ)+15

0
i
(√

3+3i
)
sin4(θ) csc2

(
θ
2

)
36 cos(2θ)+60

−
4i

(√
3−3i

)
sin

(
θ
2

)
cos5

(
θ
2

)
9 cos(2θ)+15

0


.

(3.18)

Usando los vectores anteriores y el producto descrito en la ecuación (3.13), obtenemos la

expresión que nos permite comparar el espacio vertical y el espacio de momento angular

cero de la familia de estados θ:

⟨Eθh, Eθp0⟩ =
1

12

∑
ij

Tr
(
viθ · zjθp0

)
· Tr

(
uiθp0 · wjθ

)
=

sin2(2θ)

9 cos(2θ) + 15
. (3.19)

Lo que buscamos a continuación es comparar el espacio horizontal con el de momento

angular cero, puesto que el espacio horizontal y vertical son complementarios, podemos
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definir el ángulo entre el espacio horizontal y el de momento angular cero como:

α =
180

π

(π
2
− arc cos(⟨Eθh, Eθp0⟩)

)
(3.20)
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π
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3π

4

π

θ (rad)
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2

3

4

5

α (grados)

Figura 3.3: Curva que muestra el comportamiento del ángulo α entre el espacio horizontal

y el de momento angular cero, para la familia uniparamétrica θ.

Como puede observarse, la gráfica es simétrica respecto a θ = π/2, lo que es de esperar-

se, puesto que geométricamente la familia de constelaciones tiene esa simetría. Además, en

θ = π/2 el ángulo α es cero, y es precisamente este punto dónde la constelación es GHZ,

por ende el espacio horizontal coincide con el de momento angular cero. Otra cosa a resal-

tar es que la variación en el ángulo entre planos es muy pequeña, con un máximo menor

a cinco grados, lo que nos indica que los espacios se mantienen muy cercanos al variar θ,

mientras que al acercarnos a los extremos θ ∈ {0, π} los espacios vuelven a coincidir.
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Familia uniparamétrica ϕ (s=3/2)

Consideremos ahora a la familia de constelaciones que constan de estrellas en el ecuador

de la esfera de Riemann, tales que una se encuentra sobre el eje x y las otras dos se separan

de la primera por un ángulo ϕ en direcciones opuestas.

Los estados para esta familia de constelaciones tienen la forma:

|ψϕ⟩ =


1

a

a

1

 (3.21)

con a = 1+2 cosϕ√
3

, nuevamente a partir de ρϕ = |ψϕ⟩⟨ψϕ| se obtienen los vectores verticales:

vxϕ =


0 − i(

√
3a2−2a−

√
3)

4(a2+1)
− i(

√
3a2−2a−

√
3)

4(a2+1)
0

i(
√
3a2−2a−

√
3)

4(a2+1)
0 0

i(
√
3a2−2a−

√
3)

4(a2+1)

i(
√
3a2−2a−

√
3)

4(a2+1)
0 0

i(
√
3a2−2a−

√
3)

4(a2+1)

0 − i(
√
3a2−2a−

√
3)

4(a2+1)
− i(

√
3a2−2a−

√
3)

4(a2+1)
0

 ,

vyϕ =


−

√
3a

2(a2+1)
−
√
3a2−2a+

√
3

4a2+4
−

√
3a2−2a+

√
3

4a2+4
0

−
√
3a2−2a+

√
3

4a2+4

(
√
3−2a)a

2(a2+1)
0

√
3a2−2a+

√
3

4a2+4

−
√
3a2−2a+

√
3

4a2+4
0

a(2a−
√
3)

2(a2+1)

√
3a2+2a−

√
3

4(a2+1)

0
√
3a2−2a+

√
3

4a2+4

√
3a2+2a−

√
3

4(a2+1)

√
3a

2a2+2

 ,

vzϕ =


0 − ia

2a2+2
− ia
a2+1

− 3i
2a2+2

ia
2a2+2

0 − ia2

2a2+2
− ia
a2+1

ia
a2+1

ia2

2a2+2
0 − ia

2a2+2

3i
2a2+2

ia
a2+1

ia
2a2+2

0

 , (3.22)
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los duales a los vectores anteriores son

wxϕ =



0 − i
√
3− 2(a+

√
3)

a2+1

− i
√
3− 2(a+

√
3)

a2+1

0

i(a2+1)
a(

√
3a−2)−

√
3

0 0
i(a2+1)

a(
√
3a−2)−

√
3

i(a2+1)
a(

√
3a−2)−

√
3

0 0
i(a2+1)

a(
√
3a−2)−

√
3

0 − i
√
3− 2(a+

√
3)

a2+1

− i
√
3− 2(a+

√
3)

a2+1

0


,

wyϕ =


− 2

√
3a

7a2−4
√
3a+3

√
3−a(

√
3a+2)

7a2−4
√
3a+3

a(
√
3a−2)+

√
3

−7a2+4
√
3a−3

0
√
3−a(

√
3a+2)

7a2−4
√
3a+3

2(
√
3−2a)a

7a2−4
√
3a+3

0
a(

√
3a−2)+

√
3

7a2−4
√
3a+3

a(
√
3a−2)+

√
3

−7a2+4
√
3a−3

0
2(

√
3−2a)a

−7a2+4
√
3a−3

√
3−a(

√
3a+2)

−7a2+4
√
3a−3

0
a(

√
3a−2)+

√
3

7a2−4
√
3a+3

√
3−a(

√
3a+2)

−7a2+4
√
3a−3

2
√
3a

7a2−4
√
3a+3

 ,

wzϕ =


0 − 2ia

a2+9
− 4ia
a2+9

− 6i
a2+9

2ia
a2+9

0 − 2ia2

a2+9
− 4ia
a2+9

4ia
a2+9

2ia2

a2+9
0 − 2ia

a2+9

6i
a2+9

4ia
a2+9

2ia
a2+9

0

 . (3.23)

Mientras que los generadores del espacio de momento angular cero para estos estados son:

u1ϕp0 =


0 0 2(cos(ϕ)−cos(2ϕ))√

3
2− 2 cos(ϕ)

0 0 4
3
sin2

(
3ϕ
2

) 2(cos(ϕ)−cos(2ϕ))√
3

2(cos(ϕ)−cos(2ϕ))√
3

4
3
sin2

(
3ϕ
2

)
8
3
sin2

(
3ϕ
2

) 4(cos(ϕ)−cos(2ϕ))√
3

2− 2 cos(ϕ) 2(cos(ϕ)−cos(2ϕ))√
3

4(cos(ϕ)−cos(2ϕ))√
3

4− 4 cos(ϕ)

 ,

u2ϕp0 =


0

i(−1+eiϕ)√
3

− i(−1+e−iϕ)√
3

0

− i(−1+e−iϕ)√
3

1
3
(−2)(sin(ϕ) + sin(2ϕ)) 2

3
ie−2iϕ

(
−1 + e3iϕ

)
− i(−1+e−iϕ)√

3
i(−1+eiϕ)√

3
2
3
ie−iϕ

(
−1 + e3iϕ

)
1
3
(−2)(sin(ϕ) + sin(2ϕ))

i(−1+eiϕ)√
3

0
i(−1+eiϕ)√

3
− i(−1+e−iϕ)√

3
0

 ,
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u3ϕp0 =


0 −2 sin(ϕ)√

3
−2 sin(ϕ)√

3
0

−2 sin(ϕ)√
3

1
3
(−4)(sin(ϕ) + sin(2ϕ)) 1

3
(−4)(sin(ϕ) + sin(2ϕ)) −2 sin(ϕ)√

3

−2 sin(ϕ)√
3

1
3
(−4)(sin(ϕ) + sin(2ϕ)) 1

3
(−4)(sin(ϕ) + sin(2ϕ)) −2 sin(ϕ)√

3

0 −2 sin(ϕ)√
3

−2 sin(ϕ)√
3

0

 .

(3.24)

Para esta familia de constelaciones los vectores duales a aquellos que generan el espacio de

momento angular cero contienen expresiones muy extensas por lo que no se incluyen aquí.

Nuevamente calculamos el producto interno entre el espacio vertical y el de momento

angular cero, obteniendo:

⟨Eϕh, Eϕp0⟩ =
1

12

∑
ij

Tr
(
viϕ · zjϕp0

)
· Tr

(
uiϕp0 · wjϕ

)
=

− 399 cos(ϕ)
2 cos(ϕ)+cos(2ϕ)+3

− 7182
2 cos(ϕ)+cos(2ϕ)+15

+ 224(16 cos(ϕ)−7)
8 cos(ϕ)+4 cos(2ϕ)+15

+ 169 cos(ϕ)−202
2 cos(ϕ)+7 cos(2ϕ)+9

+ 836

1596
.

(3.25)

Al igual que con las constelaciones θ, nos interesa el ángulo entre el espacio horizontal y

el de momento angular cero, así que la expresión a gráficar es la siguiente:

α =
180

π

(π
2
− arc cos(⟨Eϕh, Eϕp0⟩)

)
(3.26)
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Figura 3.4: Curva que muestra el comportamiento del ángulo α entre el espacio horizontal

y el de momento angular cero, para la familia uniparamétrica ϕ.

En este caso el punto de referencia se encuentra en ϕ = 2π/3, pues aquí nos encon-

tramos en el estado GHZ. Claramente en este punto α se anula, indicando la coincidencia

de los espacios. A diferencia de la familia θ, aquí la variación es considerable, así que los

espacios se separan mucho más al variar ϕ.

Familia biparamétrica θϕ (s=3/2)

La última familia que se analizará consta de una combinación de las dos anteriores, permi-

tiendo la libertad de variar θ y ϕ, con las restricciones de que las tres estrellas se encuentren

siempre al mismo ángulo θ y además una de ellas siempre posea ϕ = 0, mientras que las

otras dos pueden variar por el mismo ϕ en direcciones opuestas, al igual que en la segunda

familia.



CAPÍTULO 3. ESPACIO HORIZONTAL Y ESPACIO DE MOMENTO ANGULAR CERO76

Los estados correspondientes a esta familia de constelaciones corresponden a:

|ψθϕ⟩ =


1

tan( θ
2)(2 cos(ϕ)+1)

√
3

tan2( θ
2)(2 cos(ϕ)+1)

√
3

tan3
(
θ
2

)

 . (3.27)

Al igual que en los casos anteriores, los vectores verticales y sus duales serán obtenidos

de ρθϕ = |ψθϕ⟩⟨ψθϕ|. Para este caso los vectores anteriores, así como los generadores del

espacio de momento angular cero y sus duales, son muy extensos, por lo que no serán

presentados, pero aún así es posible calcular el ángulo entre el espacio horizontal y el de

momento angular cero empleando la expresión:

α =
180

π

(π
2
− arc cos(⟨Eθϕh, Eθϕp0⟩)

)
(3.28)

Figura 3.5: Superficie que muestra el comportamiento del ángulo α entre el espacio hori-

zontal y el de momento angular cero, para la familia biparamétrica θϕ.
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Puede apreciarse que aún en una familia de constelaciones más general, de espín 3/2,

la variación del ángulo de separación entre los espacios horizontal y de momento angular

es pequeña. En la gráfica anterior se han incluído las curvas correspondientes a las familias

anteriores: a saber, la familia θ en rojo y la familia ϕ en azul. Así como un punto de

intersección de ambas, marcado en negro, que representa la ubicación del estado GHZ

((θ, ϕ) = (π/2, 2π/3)), correspondiente a espín 3/2, qué es precisamente el punto dónde

la supercifie toca el cero, representando la superposición de los espacios horizontal y de

momento angular cero, como era de esperarse.

Además de esto, la superficie se pliega en determinados puntos, correspondientes a valores

extremos dónde la constelación se reduce a uno o dos puntos, como en θ = {0, π} o

ϕ = {0, π}.



Capítulo 4

Conclusiones

Durante el desarrollo de este trabajo se han expuesto varios objetos geométricos, aso-

ciados a los estados cuánticos, en partícular, se ha trabajado con estados de espín. Para

los cuales se han construído métricas y vectores en el espacio proyectivo. La inclusión de

estos elementos geométricos, nos ha permitido trabajar con los conceptos de espacio de

rotaciones y formas, correspondientes a las constelaciones de Majorana asociadas a los

estados. Este tratamiento ha sido partícularmente rico, por la posibilidad de visualización

e interpretación de los resultados en el espacio proyectivo.

La investigación de esta tesis se centró en caracterizar a los vectores ortogonales a los

obtenidos, en el espacio proyectivo, al rotar estados de espín respecto a cada eje coorde-

nado (vectores verticales), esta simple idea ha llevado a describir al espacio tangente en el

espacio proyectivo a estados de espín, como un par de subespacios; el vertical y horizontal,

siendo este último asociado a distribuciones partículares de las estrellas de Majorana en

la esfera de Riemann. Para hacer más manejables las expresiones, fue necesario restringir,

en primera instancia, nuestro estudio a los estados GHZ, mismos que nos permitieron ge-

neralizar esta separación del espacio tangente mediante el módelo de masas, dónde cada

estrella de Majorana posee una masa (m = 1). Así, los vectores horizontales resultaron ser

tales que al deformar la constelación, dentro del marco del módelo de masas, el momento

angular inducido en la constelación es cero.

Este último es un resultado importante, pues ofrece un críterio para clasificar a los vectores

en: vectores que inducen rotaciones y vectores de cambio de forma "puros”. Además, el
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estudio de los estados GHZ abrió paso a tratar a las familias θ, para las cuales también

fue posible caracterizar de manera analítica, los generadores de cada espacio en general.

Finalmente, se desarrollaron las herramientas para comparar subespacios mediante la de-

finición de un producto interno entre planos, lo que permitió equiparar algunos espacios

horizontales para espín 3/2 con los espacios de momento angular cero, correspondientes a

cada estado. Esto con la finalidad de visualizar su proximidad o separación al variar los

paramétros de las constelaciones. Arrojando que; en el caso de la familia θ el espacio hori-

zontal se mantiene cercano al de momento angular cero, variando solamente en poco más

de 4 grados; mientras que, para la familia ϕ el espacio horizontal se separó un máximo de

16 grados del espacio de momento angular cero. Para ambos casos fue posible identificar

su relación con el estado GHZ, así como combinar ambas familias en una más general,

denominada θϕ para la cual fue igualmente posible identificar la variación del ángulo entre

su espacio horizontal y de momento angular cero al variar sus paramétros.

Los resultados de este trabajo abren la posibilidad de ampliar el concepto de espacio ho-

rizontal a estados de espín s arbitrario, encontrando los 4s − 3 vectores ortogonales a

los inducidos por rotaciones respecto a los ejes coordenados a partir de los encontrados

para los estados GHZ, pues es posible transformar de GHZ a constelaciones arbitrarías y

luego encontrar la acción de dicha transformación sobre el espacio tangente en el espacio

proyectivo. Además dichos vectores estarían provistos de significado geométrico, siendo

deformaciones de las constelaciones de Majorana asociadas a los estados, el desarrollo de

las ideas propuestas llevaría a un tratamiento geométrico completo de los estados de espín.
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