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Resumen

El objetivo de este trabajo fue estudiar tres modelos de gravedad tipo f(R) via-
bles a nivel cosmológico y que satisfacen las constricciones a nivel sistema solar, el
modelo de Hu-Sawicki, el modelo de Starobinsky y el modelo Exponencial, el estu-
dio se hizo a nivel cosmográfico y en comparación con el modelo cosmológico estandar.

Para esto, se partió con un breve desarrollo de la relatividad general y una muestra
del panorama actual del modelo ΛCDM, haciendo énfasis en los problemas ligados al
sector oscuro. Como alternativa, se planteó el estudio de las teorías de gravedad mo-
dificada tipo f(R), enfoncado en tres modelos específicos, con su respectivo desarrollo
cosmográfico. La conexión entre la cosmografía y los modelos f(R) se hizo mediante
una parametrización de ecuación de estado de tipo geométrico, la parametrización
JJE.

Los resultados obtenidos muestran que solo los modelos de Hu-Sawicki y Expo-
nencial logran reproducir la aceleración cósmica observada actualmente, y de estos,
solo hu-Sawicki se aproximó a la cosmografía de ΛCDM. Estos resultados podrían
proporcionar una metodología para encontrar constricciones de cantidades cinemáti-
cas asociadas directamente con cotas observacionales dinámicas.

Igualmente, se podrán explorar desviaciones del modelo cosmológico estandar a
corrimientos al rojo altos, lo cual sería un indicador para poder identificar si modelos
cosmológicos derivados de teorías f(R) lograrían explicar regiones en el universo donde
ΛCDM tiene problemas con su constricción.
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1 Introducción

La comprensión de la gravedad ha sido un desafío fundamental en el ámbito de
la física desde los tiempos de Newton. La teoría de la gravedad de Einstein, la Re-
latividad General, ha demostrado ser una descripción excepcionalmente precisa de
la gravitación a escalas cosmológicas y en el sistema solar [1] [2]. Sin embargo, a
medida que se han realizado observaciones más detalladas y se han explorado fe-
nómenos a escalas más pequeñas, han surgido discrepancias y desafíos que plantean
interrogantes sobre la validez completa de la Relatividad General en todas las escalas.

Algunos de los problemas de la Relatividad General surgen en el ambito cosmo-
lógico, ya que esta teoría no logra explicar algunos fenómenos como la expansión
acelerada actual del universo, la rotación de las galaxias o la formación de estruc-
turas. Para intentar explicar estos problemas se proponen dos entidades físicos, la
energía oscura y la materia oscura, el problema con estas dos cantidades es que se
desconoce su naturaleza [3].

La gravedad modificada ha surgido como un enfoque prometedor para abordar
estos problemas. Una de las clases más estudiadas de teorías de gravedad modificada
es la gravedad tipo f(R), en la cual se propone una modificación en las ecuaciones de
campo de Einstein al reemplazar el escalar de curvatura R por una función arbitraria
f(R). Estas teorías han atraído la atención de la comunidad científica debido a su
capacidad para explicar fenómenos observacionales, como la expansión acelerada del
universo temprano, así como la expansión actual, esto, sin necesidad de recurrir a la
introducción de energía y materia oscura [4].

Dentro de los modelos de gravedad f(R), el modelo de Starobinsky ha demos-
trado ser altamente influyente [5]. Este modelo presenta una función f(R) específica
que genera una acción gravitatoria que contiene un término adicional cuadrático en
el escalar de curvatura R. Este término adicional da lugar a una expansión cósmica
inflacionaria temprana en el universo primordial, resolviendo así problemas cosmoló-
gicos fundamentales.

Además, el modelo de Hu-Sawicki [6], ha ganado prominencia en el estudio de
la gravedad f(R). Este modelo utiliza una función f(R) diferente que reproduce la
expansión acelerada del universo observada sin la necesidad de introducir la energía
oscura adicional. El modelo de Hu-Sawicki ha demostrado ser consistente con diversas

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

observaciones cosmológicas y ha proporcionado valiosas perspectivas en la compren-
sión de la estructura a gran escala del universo.

Otro modelo importante dentro del contexto de la gravedad tipo f(R) es el modelo
Exponencial [7]. En este modelo, la función f(R) incluye un término exponencial que
modifica las ecuaciones de campo. Esta elección particular de f(R) permite generar
una expansión acelerada del universo sin la necesidad de invocar la energía oscura. El
modelo exponencial ha sido estudiado en detalle y ha demostrado ser prometedor en
la explicación de fenómenos cosmológicos y astrofísicos.

Dadas las contribuciones a nivel cosmológico realizadas por este tipo de modelos
f(R), el objetivo de este trabajo de investigación es explorar a fondo la teoría de
la gravedad f(R) y examinar los modelos de Starobinsky, Hu-Sawicki y el modelo
exponencial en relación con las observaciones cosmológicas y astrofísicas. Además, se
utilizará la cosmografía como herramienta para limitar y evaluar la validez de estos
modelos. La cosmografía, que se basa en mediciones precisas de la geometría y la
dinámica del universo a diferentes escalas, proporciona una forma poderosa de poner
a prueba las teorías de gravedad modificada y establecer límites en los parámetros de
los modelos f(R).

Mediante el análisis detallado de los modelos de gravedad f(R) mencionados y la
comparación con las observaciones cosmológicas, este trabajo contribuirá a nuestro
entendimiento de la validez y la viabilidad de la gravedad f(R) como una alternativa
a la Relatividad General. Además, se espera que los resultados obtenidos aporten
información valiosa para la comprensión de los límites característicos de cada modelo
cosmológico derivado de teorías viables tipo f(R) y así lograr constricciones cosmo-
lógicas en base a futuras observables.



2 Relatividad General

A una escala local, galáctica o incluso en todo el universo, la interacción domi-
nante es la gravitacional, por lo que resulta adecuado utilizar la Relatividad General
(RG) para el estudio de la Cosmología. La Relatividad General surge como una ge-
neralización de la Relatividad Especial (RE) con el objetivo de incluir a todos los
sistemas de referencia, tanto los inerciales como los no inerciales [2] [8] [9] [10].

La Relatividad Especial fue publicada en 1905, cuando Albert Einstein postuló
que: i) la velocidad de luz era constante para todos los sistemas de referencia inerciales
y que ii) en estos mismos sistemas, las leyes de la física serían iguales.
De estos postulados surgió una nueva forma de entender al espacio y al tiempo, ya
que para satisfacer la invariancia de la velocidad de la luz, el espacio y el tiempo
perderían su carácter absoluto, y más aún, ahora ambas ideas formarían parte de una
sola entidad absoluta, el espacio-tiempo. Estas ideas se desarrollan matemáticamente
con las transformaciones de Lorentz, que nos permiten describir la física entre dos
sistemas de referencia inerciales, notemos que, gracias al segundo postulado, ninguno
de los dos sistemas, ni algún otro sistema inercial, será privilegiado respecto a los
demás. La nueva teoría cosechó algunos éxitos, como la explicación a los resultados
del experimento de Michaelson y Morley, y probar la invariancia de las ecuaciones de
Maxwell, sin embargo, se encontraba restringida a los sistemas de referencia inerciales
y se deseaba incluir a los sistemas acelerados y a la gravedad.
Después de 10 años, Einstein encontró la forma de generalizar su primer teoría, uti-
lizando, según sus palabras, "la idea más feliz de su vida"1.

2.1. El Principio de Equivalencia

Cuando Galileo se encontraba realizando sus experimentos y formulando sus teo-
rías sobre el movimiento y la caída de los cuerpos, concluyó que dos masas, no ne-
cesariamente iguales, soltadas desde la misma altura, llegarian al suelo en el mismo
instante. Este resultado parece ir un poco en contra de nuestra intuición y en su
tiempo, en contra de las dominantes ideas de Aristóteles, sin embargo, desembocó en
lo que hoy conocemos como principio de equivalencia débil, idea que después de ser
madurada en la mente de Einstein dió como fruto la relatividad general.

1https://www.cyd.conacyt.gob.mx/?p=articuloid=35
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CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL 4

De acuerdo a su desarrollo, podemos enunciar tres principios de equivalencia [4]
[11]:

Principio de Equivalencia Débil : Toda partícula de prueba, sin carga y en caida
libre sigue la misma trayectoria una vez fijadas las condiciones iniciales (el movimien-
to de las partículas en caida libre es universal).

O visto de otra manera [12]: La masa inercial y la masa gravitacional son siempre
iguales.

Aquí, la masa inercial (mi) hace referencia a la masa vista como una oposición al
movimiento y una constante de proporcionalidad que iguala a la fuerza con la acelera-
ción (segunda ley de Newton), y la masa gravitacional (mg), es la responsable de que
aparezca una fuerza de atracción entre dos cuerpos que la posean (ley de gravitación
universal). Razón que nos lleva de nuevo a Galileo y el porqué una pluma y una roca,
soltadas desde la misma altura caen con la misma rapidez, la pluma con poca mi, es
facilmente acelerada, sin embargo, su mg tambien es baja, así que la fuerza gravita-
cional entre la tierra y la pluma será poca, o al menos, menor que la fuerza entre la
tierra y la roca, que tiene una mg mayor que la de la pluma, pero por esto mismo,
su mi será mayor (respecto a la pluma) y costará mas acelerarla. Como consecuencia
de este principio, habrá un balance y la aceleración experimentada por la roca y la
pluma será la misma.

Podemos interpretar este principio de una manera que resultará mas provechosa y
nos guiará a una versión mas completa, veámoslo desde otro ángulo. Imaginémos un
experimento con dos personas, cada una dentro de una caja completamente cerrada y
sin ninguna forma de saber que pasa en el exterior. La primer caja se dejará simple-
mente en la superficie de la tierra, pero la segunda se encontrará en el espacio, fuera
de cualquier interacción gravitacional apreciable y moviendose con una aceleración
igual a la experimentada en la superficie terrestre, además, ninguno de los dos par-
ticipantes del experimento sabe dentro de cual caja se encuentra. Ya en el interior,
cada una de las personas tendrá una manzana en la mano y procederá a soltarla,
sorpresivamente los dos objetos experimentarán la misma trayectoria, caerán al suelo
de la caja. Tenemos el mismo resultado para dos escenarios aparentemente distintos,
una consecuencia de la igualdad entre la masa inercial y la masa gravitatoria.

Principio de Equivalencia de Einstein: El principio de equivalencia débil es co-
rrecto y además, en cualquier sistema de referencia en caída libre se debe recobrar,
localmente, la Relatividad Especial, independientemente de la posición o velocidad.

Este resultado es la primera extensión realizada por Einstein al principio de equi-
valencia, para ejemplificarlo retomaremos nuestro experimento con cajas [12], la dife-
rencia es que ahora nuestros participantes tendran dos manzanas, una en cada mano.
Al soltarlas, el observador dentro de la caja en tierra notará que las manzanas caen,
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pero se acercan ligeramente entre ellas, ya que sus trayectorias no son paralelas (apun-
tan al centro de la tierra), el de la caja acelerada en el espacio también nota que caen,
pero estas si lo hacen de forma paralela. Aqui ya apreciamos una diferencia en los dos
casos, razón por la que el principio se estipula para experimentos no gravitacionales
(relatividad especial).

Principio de Equivalencia Fuerte: El principio de equivalencia débil es correcto
incluso para objetos muy masivos, no necesariamente partículas de prueba, y además,
en cualquier sistema en caida libre se debe recobrar, localmente, la Relatividad Es-
pecial, independientemente de la posición o velocidad.

Podemos consideral al principio de equivalencia fuerte como la idea genial que le
permitió a Einstein construir su teoría de la gravedad, estableciendo condiciones para
la igualdad entre experimentos gravitacionales y no gravitacionales.

Esto cambió por completo la forma en la que se entendia el origen de la acelera-
ción de los objetos en caida libre, pasó de una fuerza a atracción al de deformación.
Esta deformación o curvatura del espacio-tiempo guiará a la matería por trayectorias
geodésicas, o en palabras de Wheeler: La materia le dice al espacio como curvarse y
el espacio le dice a la materia como moverse.

Con el principio de equivalencia se tenía la idea fundamental para generalizar la
relatividad especial, pero aún era necesario el formalismo matemático que sustentara
la teoría.

2.2. Formulación de la Relatividad General

En esta sección se enunciarán los postulados y conceptos geométricos útiles para la
formulación de las ecuaciones de campo de Einstein, sin embargo, para un desarrollo
más formal de esta sección, en el apéndice A encontramos los conceptos matemáticos
necesarios.

Para comenzar, se necesita una descripción del espacio-tiempo [13] [14], con lo que
se postula:

Postulado 1. El espacio-tiempo se ecuentra descrito por (M, g), dondeM es una
variedad 4-dimensional y g una métrica Lorentziana sobreM.

Como la gravedad esta relacionada con la curvatura del espacio-tiempo, nos re-
sultará conveniente introducir una entidad matemática que nos permita describir la
curvatura de la variedad, esta entidad es el tensor de Riemann, que en función de sus
componentes queda descrito por 2:

2Los indices griegos tomarán los valores 0,1,2,3 y se utilizarán para denotar tanto a la coordenada
temporal (0) como a las tres coordenadas espaciales (1,2,3).
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Rβ
αµν = ∂µΓβαν − ∂νΓβαµ + ΓβσνΓ

σ
αµ − ΓσµνΓ

β
ασ, (2.1)

donde Γαµν son los llamados simbolos de Christoffel y juegan el papel de la conexion.
Y quedan definidos de la siguiente forma

Γαµν =
1

2
gαλ(gνλ,µ + gµλ,ν − gµν,λ), (2.2)

con gµν las componentes del tensor métrico. A partir del tensor de Riemann se definirá
el tensor de Ricci

Rµν = Rσ
µσν , (2.3)

y a su vez, con ayuda del tensor métrico, podemos contraer los índices del tensor de
Ricci para definir el escalar de Ricci o escalar de curvatura

R = gµνRµν . (2.4)

Un punto importante para la formulación de la teoría es que el espacio (o mate-
máticamente, una variedad, ver definición 14 del apéndice), debe ser libre de torsión,
resultado del siguiente teorema:

Teorema 1 (Teorema Fundamnetal de la Geometría Riemanniana). Dada una
variedad Riemanniana (M, g), existe una única conexión simétrica Γαµν que es com-
patible con la métrica g, la conexión de Levi-Civita.

La relación entre la conexión Γαµν definida en 2.2 y la métrica g se dará al imponer
que la derivada covariante de la métrica sea nula

∇γgµν = 0, (2.5)

donde la derivada covariante se define de la siguiente forma

∇γT
α1,...,αr
β1,...,βs

= ∂γT
α1,...,αr
β1,...,βs

+Γα1
γσT

σ,...,αr
β1,...,βs

+...+ΓαrγσT
α1,...,σ
β1,...,βs

−Γσγβ1T
α1,...,αr
σ,...,βs

−...−ΓσγβsT
α1,...,αr
β1,...,σ

.
(2.6)

Existe tambien un postulado fundamental sobre la conservación de la energía.

Postulado 2. Existe un tensor métrico Tµν = Tµν(φ) = Tνµ, que es función de los
campos de materia φ y sus derivadas tal que:

1.Tµν = 0 sobre U ⊂M ⇐⇒ φi = 0 para todo i sobre U . (2.7)

2.∇νT
µν = 0. (2.8)

Como último postulado, se muestran las ecuaciones de campo, las cuales nos re-
lacionan la curvatura del espacio-tiempo, con el contenido de materia-energia en él.



CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL 7

Postulado 3. La métrica sobre la variedad llamada espacio-tiempo (M, g) está
determinada por las ecuaciones de campo de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν , (2.9)

donde Rµν es el tensor de Ricci, R es el escalar de curvatura (definidos previamente),
Tµν el tensor de energía-momento y κ = 8πG/c4,con G la constante de gravitación y
c, la velocidad de la luz, podemos reducir la constante κ usando unidades naturales,
es decir, G = 1 y c = 1, obteniendo así κ = 8π.

Con esto podemos definir al tensor de Einstein

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν . (2.10)

En la ecuación 2.9 notamos que de lado izquierdo de la igualdad tenemos infor-
mación geométrica de la variedad (espacio-tiempo), y del lado derecho aparece el
contenido de materia-energía que deforma dicho espacio, pero a su vez, ese espacio
dictará la forma de moverse de la materia a través de él. Este movimiento es des-
crito por su trayectoria, detotada como xα(λ), con λ un parámetro. Por ejemplo, en
una partícula donde no se ejerce una fuerza, esta va a obedecer la ecuación de una
geodésica

d2xγ

dλ2
+ Γγαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0, (2.11)

expresión que será valida tanto para partículas con masa, como sin masa.

2.2.1. Ecuaciones de Einstein

En este apartado se deducen las ecuaciones de campo de Einsten desde un punto
de vista mas general y formal, aplicando el principio variacional y partiendo desde la
acción de Einstein-Hilbert (E-H) [2].

Definimos la acción de Einstein-Hilbert (sin constante cosmológica) como:

S = − 1

2κ

∫
dx4
√
−g(gαβRαβ)−

∫
dx4
√
−gLM , (2.12)

recordemos que κ = 8π,dada en unidades naturales, g es el determinante de la métrica,
Rαβ el escalar de Ricci y gαβ el inverso del tensor métrico. En el segundo término del
lado derecho de la igualdad aparece la densidad Lagrangiana asociada al componente
materia-energía del sistema, denotada por LM .

Para obtener las ecuaciones de movimiento debemos extremizar la acción (princi-
pio variacional), es decir δS = 0. Al realizarlo sobre la acción de E-H:

∫
dx4
√
−gδgµν

[
1√
−g

δ
√
−g

δgµν
R +

δgαβ

δgµν
Rαβ + gαβ

δRαβ

δgµν
+ κT µν

]
= 0, (2.13)



CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL 8

donde

T µν =
2√
−g

δ(
√
−gLM)

δgµν
. (2.14)

Para simplificar la expresión 2.13, recurrimos al siguiente par de resultados:

δ
√
−g

δgµν
= − 1

2
√
−g

δg

δgµν
= − ggµν

2
√
−g

=
1

2
gµν
√
−g. (2.15)

y
δ(gαβgβγ) = δgαβgβγ + gαβδgβγ = 0, (2.16)

δgαη = −gαβδgβγgγη =⇒ δgαβ

δgµν
= −gαµgνβ. (2.17)

Al aplicarlos en 2.13, obtenemos:∫
dx4
√
−gδgµν

[
1

2
gµνR−Rµν + gαβ

δRαβ

δgµν
+ κT µν

]
= 0. (2.18)

La variación que nos hace falta es la del tensor de Ricci (en el segundo término),
antes de calcularlo debemos expresarlo como en la definición 2.3, es decir, en términos
del tensor de Riemann 2.1:

δRαβ

δgµν
=

(
δΓγαβ
δgµν

)
,γ

−
δΓγηβ
δgµν

Γηαγ −Γγηβ
δΓηαγ
δgµν

−
(
δΓγαγ
δgµν

)
,β

+
δΓγηγ
δgµν

Γηαβ + Γγηγ
δΓηαβ
δgµν

, (2.19)

y donde

δΓγαβ;γ = δΓγαβ,γ + ΓγηγδΓ
η
αβ − ΓηαγδΓ

γ
ηβ − ΓηγβδΓ

γ
αη, (2.20)

δΓγαγ;β = δΓγαγ,β + ΓγηβδΓ
η
αγ − ΓηαβδΓ

γ
ηγ − ΓηγβδΓ

γ
αη. (2.21)

Ahora, al conmutar la derivada covariante con la métrica

gαβδΓγαβ;γ = Dγ(g
αβδΓγαβ) = Dγ

(
gαβ

δΓγαβ
δgµν

)
. (2.22)

Aplicamos esto en 2.21 y combinado con 2.19, obteniendo

gαβ
δRαβ

δgµν
δgµν = Dγ(g

αβδΓγαβ)−Dβ(gαβδΓγαγ)

= Dγ(g
αβδΓγαβ − g

αγδΓβαβ). (2.23)

Este resultado nos dice que el tercer término en 2.18 es nulo. Como ultimo paso,
debemos observar que para que la variación de la acción 2.18 sea cero, se debe cumplir

Rµν − 1

2
gµνR = κT µν , (2.24)

que son las ecuaciones de Einstein 2.9 y donde T µν = 2 δLM
δgµν
− gµνLM .
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2.3. Exitos y Perspectivas de la Relatividad General

Toda teoría científica debe ser capaz de describir fenómenos aún no observados
en la naturaleza o incluso aclarar algunos que con las teorías previas parecian incon-
gruentes o inexplicables, y la Relatividad General no es la excepción.

Dentro de sus primeros éxitos encontramos la explicación del perihelio de Mercu-
rio [15], la gravitación universal newtoniana predecía que la órbita de Mercurio debía
variar 532 segundos de arco por siglo, contrario a los 575 segundos de arco por siglo
dichos por las observaciones. Al utilizar la relatividad general, Einstein logró conciliar
estos valores, encontrando los 43 segundos de arco por siglo faltantes a la teoría.

El siguiente éxito ocurrió cuando se intentó probar la teoría, tratando de observar
un fenómeno que atacaría una de las ideas fundamentales y novedosas, la curvatura
del espacio (espacio-tiempo) en presencia de materia (materia-energía). Los astróno-
mos ingleses Dyson y Eddington sabian que en 1919 habría un eclipse solar visible
desde Africa, el objetivo era observar las estrellas cercanas al sol en el momento de
máxima oscurdad para que su luz no las opaque. Desde la isla de Principe observaron
y encontraron que la posición de las estrellas estaba ligeramente desplazada respecto
a la posición que debían tener en ese momento, esto indicaba que la luz proveniente
de esas estrellas seguía una trayectoria distinta a la habitual al pasar cerca del sol,
demostrando así que bajo la presencia de materia, el espacio se curvará [16].

Al compararla con la gravitación newtoniana, la nueva teoría no sólo nos dió una
descripción más precisa de los movimientos causados por la gravedad, si no que nos
proporcionó el mecanismo que da origen a la interacción misma, la cual perdió el
apelativo de fuerza y se definió como una consecuencia de la deformación del espacio-
tiempo debido a la presencia de materia y energía, deformación que servirá de guía
para el movimiento de los cuerpos.
A pesar de este y otros éxitos cosechados por la teoría como la predicción y posterior
detección de ondas gravitacionales y objetos astrofísicos como agujeros negros, la re-
latividad general tiene el problema de ser incompatible a la hora de intentar describir
un campo gravitacional en la mecánica cuántica, y este es un gran problema ya que
son las dos teorías mas importantes en la física moderna y fallan al explicar el mismo
fenómeno, por este motivo, la teoría se puede denominar cuando menos incompleta.
Actualmente existen varios caminos que intentan solucionar el problema de cuantizar
la gravedad, sin embargo no se tiene por el momento la evidencia experimental u
observacional que apoye fuertemente a alguno de los contendientes.
Un problema más a la teoría surge en el ambito cosmológico, pero este será desarro-
llado en el siguiente capítulo y nos llevará a proponer alternativas para extender o,
en nuestro caso, modificar las ecuaciones de campo de Einstein.



3 Cosmología Estándar

3.1. Universo en Expansión

Las ecuaciones de campo de Einstein, al explicar y describir los fenómenos del
tipo gravitacional, permitieron estudiar las trayectorias de cuerpos celestes con una
precisión que no se tenía con la teoría de Newton, se predijeron regiones del espacio
donde el campo gravitacional fuera tan intenso que ni la luz podria escapar de él y
dotaron a una disciplina como la cosmología con una base matemática muy poderosa
que culminó con el nacimiento de modelos descriptivos del origen, evolución y posibles
finales del universo.

A principios del siglo XX, el astrónomo estadounidense, Edwin Hubble, al observar
algunas galaxias encontró que estas presentaban cierto corrimiento al rojo, es decir, se
están alejando de nosotros y de esto dedujo que el universo se encuentra en expansión
[17], y no solo eso, también encontró que existe una relación lineal entre la distancia
y el corrimiento al rojo (figura 3.1), de donde derivó la ley de Hubble-Lemaitre 1

z ≈ H0d, (3.1)

donde z es el corrimiento al rojo, d es la distancia al objeto y H0 la constante de
Hubble, originalmente estimada por Hubble en H0 ≈ 500km/sMpc [12], y como se
verá mas adelante, experimentos recientes estiman un valor mas pequeño para dicha
constante.

Este descubrimiento fue un cambio de paradigma en la cosmología, se pasó de un
universo estático a uno dinámico, si ahora se tiene un universo en expansión, quiere
decir que en el pasado era mas pequeño, y quizá tuvo un orígen en una región del
espacio infinitamente pequeña, caliente y densa, para posteriormente expandirse y
convertirse en el universo que observamos, a esto se le conoce como teoría del Big
Bang o de la Gran Explosión.

Este modelo nos permite contar una breve historia del universo, a la que dividi-
remos en tres etapas. La primera, que va de t = 0 a t ≈ 10−10s, aún se mantiene
casi completamente desconocida y es la que actualmente presenta mayor interés y es

1En la actualidad se le denomina así porque se encontaron escritos que demuestran que el sacer-
dote y astrónomo belga, Georges Lemaitre, había descubierto la expansión del universo un par de
años antes de la publicación de Hubble.

10
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Figura 3.1: Diagrama original de Hubble de la relación velocidad-distancia, publicado en
1929 [17].

la mas activa en investigación. Se cree, que en tiempos menores al tiempo de Planck
t = 10−43s había una armonía entre la relatividad general y la mecánica cuántica. De
este periodo hasta t = 10−36s, probablemente las cuatro interacciónes básicas de la
naturaleza (interacciones nucleares fuerte y débil, interacción electromagnética e in-
teracción gravitacional) se comportaban como una sola. Para t = 10−34s, la presencia
del campo del inflatón se volvió importante y generó una expansión exponencial en las
dimensiones del universo, se estima que en solo 1032s se expandió 1026 veces su tama-
ño previo, este periodo es conocido como fase inflacionaria. Posterior a la expansión,
toda la energía acumulada en este periodo de liberó en forma de radiación altamente
energética, lo que elevó la temperatura del universo hasta aproximadamente 1026K,
a esto se le denomonó el recalentamiento. Después de la infación, el universo, aunque
mas lentamente, continuó su expansión, provocando su enfriamiento, es este periodo
dominaba la radiación antes mencionada. Previo a t = 10−10s, ocurrió un desequili-
brio termodinámico mas una falta a las conservaciones de la carga eléctrica, materia
y paridad, ocasionando un dominio de la materia sobre la antimateria, a esto se le
conoce como bariogénesis.

Situada entre t = 10−10s y t ≈ 200s, tenemos la segunda etapa, aquí el dominio
fue de la radiación (generada por partículas ultrarrelativistas). La bariogénesis dió
origen a todo un conjunto de partículas sin masa, sin embargo, cuando la tempera-
tura disminuyó (1015K), se activó el llamado mecanismo de Higgs, dándole las masas
que conocemos a todas las partículas elementales. A los 10−4s después de la gran ex-
plosión, la temperatura ya era de 1012K, condiciones que permitieron la combinación
de los quarks para formar hadrones. Para t = 1s ya habia suficiente distancia entre
las partículas, lo que dejó libres a los neutrinos. De este punto, al final de la segunda
etapa, ocurrió la nucleosíntesis, es decir, se formaron los núcleos de los elementos mas
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ligeros, recordemos que ya existe el protón y el neutrón (hadrones), y que a su vez
generaron una radiación que dominó los primeros 10, 000 años.

Una vez pasaron esos 10, 000 años dio inicio la tercera etapa, la cual se extiente
hasta nuestros días, aproximadamente en t = 13.7 × 109 años y que conocemos mu-
cho mejor gracias a todas las observaciones. Al inicio de este periodo, la cantidad de
materia habia aumentado y la temperatura de la radiación había disminuido (104K),
alcanzando así el llamado equilibrio materia-radiación, desde este punto, el dominio
de la materia llegó, provocando un ligero aumento el la velocidad de expansión del
universo. A los 380, 000 años, se alcanzó un punto clave y que hoy en dia es funda-
mental para las investigaciones, la recombinación. En aquel momento se formaron los
primeros átomos de hidrógeno, la materia ya era eléctricamente neutra y los fotones
pudieron viajar libremente, esta radiación es llamada radiación cosmica de fondo, en
inglés, Cosmic Microwave Backgrownd Radiation, abreviada como CMBR, o simple-
mente CMB. La importancia de esta radiación es que esta compuesta de los fotones
mas antiguos que se pueden detectar. Aunque existía ya esta radiación, no fue hasta
150× 106 años después que mediante la acumulación de hidrógeno por interacciones
gravitacionales aparecieron fuentes de luz, las primeras estrellas, motivo por el que
a este intervalo de tiempo se le conoce como época oscura. Cuando el universo ya
tenía una edad de 109 años, las estrellas se concentraron en galaxias. Y cuando tenía
aproximadamente la midad de la edad que tiene actualmente, la densidad de mate-
ria disminuyó a tal grado que un nuevo componente comenzó a dominar, y que está
acelerando la expansión del universo, la llamada energía oscura [2] [18] [19].

3.2. Principio Cosmológico y la métrica de FLRW

En algunas investigaciones como [20] , se ha observado que a partir de ciertas
escalas, la materia (galaxias) se distribuye en estructuras con forma de filamento que
forman una especie de red, tal como se muestra en la figura 3.22.

Basándonos en evidencias observaciones [21] podemos decir que a grandes esca-
las3, el universo es homogéneo e isótropo, la homogeneidad nos dice que cualquiera
dos puntos del universo lucen de la misma manera y tienen las mismas propiedades
y la isotropía nos indica que el universo tiene las mismas propiedades sin importar la
dirección en que se esté observando, a estas condiciones es a lo que se conoce como
el principio cosmológico.

La cosmología estandar supone al principio cosmológico como verdadero y lo toma
como punto de partida, derivando directamente en la métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW), con un elemento de línea dado por:

2https://mapoftheuniverse.net/
3Definimos la gran escala del universo a escalas mayores de 100 Mpc.
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Figura 3.2: Estructura del universo observable a distintas escalas. De arriba hacia abajo:
Corrimiento al rojo de 0 a 5, de 0 a 0.3 y de 0 a 0.06, imagen tomada de "The Map of the
Observable Universe".

ds2 = −dt2 + a(t)2

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2(θ)dφ2

)
, (3.2)

con r, θ, φ las coordenadas esféricas comóviles. Notemos que la métrica depende sola-
mente de la curvatura del espacio k y del factor de escala a(t), y que a su vez, este
depende del tiempo cosmológico. La constante k puede tomar tres valores, k = 0 para
una geometría del universo plana, k = −1 para una geometría hiperbólica, dando un
universo abierto y k = 1 para una geometría esférica y un universo cerrado. Podemos
ver en la figura 3.3 la evolución del factor de escala respecto al tiempo, considerando
los tres tipos de curvatura.

3.3. Ecuaciones de Friedmann

Con la métrica de FLRW podemos obtener la dinámica del universo, sin embargo,
falta otro ingrediente importante para poder resolver las ecuaciones de campo de
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Figura 3.3: Se muestran tres posibles formas en las que puede evolucionar el universo, de-
pendiendo del signo de k. Para k > 0 (linea inferior) la curvatura es positiva, lo que nos
lleva a un universo cerrado, en este la expansión se detiene en algún punto para despues
contraerse. Si k = 0 (linea central), tenemos un universo plano y para k < 0 (linea superior)
la curvatura será negativa, esto implica un universo abierto, en estos últimos dos casos la
expansión no se detiene. Figura tomada de [22].

Einstein 2.9, y es el que conforma el lado derecho de las ecuaciones, que recordemos
es la parte física de las mismas, el contenido de materia-energía. Al tener un universo
no vacío, se hace la propuesta de modelar al universo como un fluido perfecto 4. El
tensor de energía-momento asociado al fluido perfecto será

Tµν = (ρ+ P )UµUν + Pgµν , (3.3)

con P la presión del fluido, ρ la densidad de energía, ambas cantidades medidas desde
un sistema comóvil y Uµ la 4-velocidad, definida como Uµ = (1, 0, 0, 0), así, podemos
escribir al tensor de energía-momento como

Tµν =


ρ 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

 (3.4)

la traza será
T µµ = −ρ+ 3P, (3.5)

y su ecuación de conservación:

T µν;µ = 0 =⇒ ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ P ) = 0. (3.6)

4El fluido perfecto es aquel que no tiene viscosidad, presenta la misma densidad en todas partes
y es estacionario.
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Vamos a definir al parámetro de Hubble, denotado por H, de la siguiente manera
H ≡ ȧ

a
. Podemos reescribir entonces la ecuación 3.6 de la siguiente forma

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0, (3.7)

la cual resulta válida para cualquier componente del universo como la radiación o la
materia bariónica 5.

Para proceder con el lado izquierdo de las ecuaciones de campo 2.9, necesitamos
calcular tanto al tensor de Ricci como al escalar de curvatura, definidos por 2.3 y 2.4,
correspondientes a la métrica de FLRW. Tenemos que los componentes no nulos del
tensor de Ricci son:

R00 = −3
ä

a
, (3.8)

R11 =
aä+ 2ȧ2 + 2k

1− kr2
, (3.9)

R22 = r2(aä+ 2ȧ2 + 2k), (3.10)
R33 = r2sin2θ(aä+ 2ȧ2 + 2k), (3.11)

con los que podemos obtener el escalar de curvatura:

R = 6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
. (3.12)

Para resolver las ecuaciones de Einstein tomaremos dos casos, lo que nos llevará a
un sistema de dos ecuaciones. El primer caso corresponde al del componente (µ, ν) =
(0, 0), que llamaremos componente temporal, obteniendo:

ä

a
= −4π

3
(ρ+ 3P ), (3.13)

también conocida como ecuación de aceleración.
El segundo caso es para las componentes (µ, ν) = (1, 1), (2, 2), (3, 3), que llamare-

mos componentes espaciales, resultando en:

ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2
= 4π(ρ− P ), (3.14)

combinando estas últimas dos expresiones obtenemos:

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8π

3
(ρ− P )− k

a2
. (3.15)

Al par de ecuaciones 3.15 y 3.13 son a las que denominaremos como ecuaciones
de Friedmann. Y estas ecuaciones nos serán de utilidad para describir la dinámica

5La materia llamada bariónica es la constituida por bariones (los quarks que forman al protón y
al neutrón) y leptones (especificamente electrones)
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del universo a escalas donde sea válido el principio cosmológico. El problema con
este sistema de ecuaciones es que tenemos solo dos ecuaciones independientes, y tres
variables por determinar a(t), ρ(t) y P (t). Como solución para cerrar el sistema de
ecuaciones, se propone una ecuación de estado que nos permite relacionar la presión
(P) y la densidad (ρ) (del fluido con el que modelamos al universo), y definida como:

ω =
P

ρ
. (3.16)

Con esta última expresión podemos resolver la ecuación 3.7 y así obtener

ρ = ρ0

(
a

a0

)−3(1+ω)

, (3.17)

con ρ0 = ρ(t = 0), la densidad a tiempo presente.
Con este resultado en un espacio plano, k = 0, aplicado en las ecuaciones de Fried-
mann 3.153.13, obtenemos(

ȧ

a

)2

=
κ

3

ρ0

a3(1+ω)
=⇒ a(t) =

(
t

t0

)2/3(1+ω)

(3.18)

Ahora vamos a considerar y analizar algunos fluidos con importancia cosmológi-
ca (materia bariónica, radiación y energía oscura), los cuales tienen asociada una ω
constante y nos proporcionan una solución directa a la ecuación 3.7 dada por 3.17.

Caso 1. Universo dominado por materia.

Consideraremos únicamente materia no relativista, para aproximarse a un universo
lleno de polvo, o a uno dominado por la interacción gravitacional de galaxias, con esto,
Pm = 0 y a su vez, ω = 0, al aplicarlo en la ecuación de continuidad obtenemos

ρm(a) =
ρm,0
a3
→ ρm ∝

1

a3
, (3.19)

podemos sustituir este resultado en la ecuación de Friedmann, además de considerar
k = 0, resultando en

ȧ2 =
8πGρ0

3a
, (3.20)

y que al resolverla obtenemos una expresión para el factor de escala en función del
tiempo

a(t) =

(
t

t0

) 2
3

, (3.21)

y a la densidad en función del tiempo

ρ(t) =
ρ0

a3
=
ρ0t

2
0

t2
. (3.22)
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Con el valor de a(t) podemos tambien obtener el parámetro de Hubble

H =
ȧ

a
=

2

3t
. (3.23)

Un universo de este tipo estaría en una expansión eterna pero cada vez mas lenta.

Caso 2. Universo dominado por radiación.

Un universo dominado por radiación es similar al caso de nuestro universo tem-
prano. A diferencia del caso anterior, aquí existe una presión de radiación (la energía
estaba principalmente en los fotones y otro tipo de partículas relativistas), descrita
por

P =
ρc2

3
, (3.24)

esto nos lleva directamente a que ω = 1
3
. Con esto, podemos calcular los mismos

parámetros que en el caso de materia

a(t) =

(
t

t0

) 1
2

, (3.25)

ρ(t) =
ρ0

a4
=
ρ0t

2
0

t2
, (3.26)

H =
1

2t
, (3.27)

que son el factor de escala, la densidad y el parámetro de Hubble. Como en el caso
de un universo dominado por materia, tendriamos una expansión cada vez mas lenta.

Caso 3. Universo dominado por energía oscura.

Este tercer tipo de componente podemos considerarlo distinto, ya que a diferencia
de los primeros, este es un componente que no ha sido detectado. Se propuso para
explicar la expansión acelerada del universo actual, aceleración que gracias a las ob-
servaciones, se sabe no existió siempre y tuvo un inicio. Para comenzar, imaginemos
que nuestra ecuación de estado es negativa, es decir, ω < 0, esto implicaría que el
fluido presentaría una presión negativa lo que llevaría a que la materia se aleje entre
sí, y esto resulta adecuado para intentar modelar la expansión acelerada del universo.

Si consideramos que P = −ρ, es decir, ω = −1, este será un caso límite para a(t),
según la ecuación 3.18, cuyas soluciones son [12]:

ρ = ρ0, (3.28)

a(t) ∝ e
√

κρ0
3
t. (3.29)
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Estas soluciones nos dicen que tenemos una densidad constante, es decir, que aunque
el espacio esté aumentando su tamaño, esta no se diluye, esto parece una violacion
a la consrvación de la energía. Sin embargo, un punto fuerte es que la densidad de
energía no disminuye y esto nos lleva a un crecimiento exponencial del universo [12].

Existen modelos para intentar parametrizar la ecuación de estado que modele
la expansión acelerada del universo (mas adelante se usará la ecuación de estado
propuesta en [23]), así que buscaremos una función que dependa de esa ecuación de
estado, para esto, partiremos de 3.17 y obtendremos

f(a) = e−3
∫ 1
a (1+ω(a′))d ln a′ . (3.30)

Pero antes de continuar con esta función, vamos a relacionar el parametro de
Hubble con los parámetros de densidad (de materia, radiación y energía oscura) y los
parámetros de densidad adimensional.
Comencemos con la densidad total del universo, definida como la suma de la densidad
debida a la materia (ρm), la densidad por la radiación (ρrad) y la densidad de la energía
oscura (ρΛ).

ρ = ρm + ρrad + ρΛ. (3.31)

Ahora, regresando a la ecuación de Friedmann y considerando un universo plano,
es decir, k = 0, la ecuación 3.15 queda:

H(t)2 =
8πG

3
ρ, (3.32)

de esta última ecuación definimos la densidad crítica

ρc(t) =
3

8πG
H(t)2. (3.33)

Así, podemos definir el parámetro de densidad adimensional de la siguiente forma

Ω(t) =
ρ(t)

ρc(t)
. (3.34)

Entonces, podemos escribir el parámetro de densidad adimensional del universo:

Ω = Ωm + Ωrad + ΩΛ = 1, (3.35)

donde Ωm corresponde al término de la densidad asociado a la materia, Ωrad es el
asociado a la radiación y ΩΛ es el correspondiente a la energía oscura.

Para relacionar estos parámetros con la constante de Hubble, nos ayudaremos de
la ecuación 3.15, que quedará escrita como sigue

H2(a) = H2
0

(
Ωma

−3 + Ωrada
−4 + ΩΛe

−3
∫ 1
a (1+ω(a′))dlna′

)
. (3.36)
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Mas adelante se trabajará expresiones dependientes del corrimiento al rojo, deno-
tado por z, así que lo definiremos en términos del factor de escala

1 + z =
a(t0)

a(t)
. (3.37)

Entonces reescribiremos la expresión 3.36 ahora en términos del corrimiento al
rojo

H2(z) = H2
0

(
Ωm(1 + z)3 + Ωrad(1 + z)4 + ΩΛe

−3
∫ z
0 (1+ω(z′))/(1+z′)dlnz′

)
. (3.38)

Si denotamos de la siguiente forma

f(z) = exp

(
3

∫
1 + ω(z)

1 + z
dz

)
, (3.39)

nuestra última expresión queda

H(z)2 = H2
0

(
Ωm(1 + z)3 + Ωrad(1 + z)4 + ΩΛf(z)

)
. (3.40)

Como el término de radiación es muy pequeño, podemos despreciarlo, entonces
la densidad adimensional total estará expresada solamente por las contribuciones de
la materia y la energía oscura. Podemos escribir entonces al al parámetro de energia
oscura en términos de el de materia de la siguiente forma

ΩΛ = 1− Ωm. (3.41)

Finalmente, obtenemos la expresion simplificada de 3.38

H(z)2 = H2
0 [Ωm(1 + z)3 + (1− Ωm)f(z)]. (3.42)

3.4. Modelo Cosmológico Estándar

El modelo del Big Bang resultó muy exitoso y surgía naturalmente de la expansión
del universo deducida del corrimiento al rojo presente en la mayoria de las galaxias
observadas. Otro de sus aciertos, fue la CMB, predicha por Gamow, Alpher y Bethe
en 1948 [24] [25]y detectada por Penzias y Wilson en 1965 [26]. Futuras investiga-
ciones, como la misión COBE (Cosmic Background Explorer), o los satélites WMAP
(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) o Planck, fueron refinando y mejorando
las observaciones del CMB y sus anisotropías (Figura 3.46). Estas anisotropías fue-
ron detectadas desde la década de los años 70 y fueron un tropiezo para la teoría,
ya que esto entraba en conflicto a la hora de intentar explicar la formación de galaxias.

Este problema fue de la mano con lo siguiente, para 1933, el astrónomo suizo, Fritz
Zwicky propuso lo que hoy conocemos como materia oscura [27] [28], la motivación

6https://www.mso.anu.edu.au/ charley/papers/CMBLineweaver2014.pdf
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Figura 3.4: Observaciones del CMB por distintas misiones, de arriba a abajo: COBE, WMAP,
Planck.

fue que al observar el cúmulo de Coma y tratar de estimar su masa por medio de su
influencia gravitacional en las galaxias vecinas y despues comparar el resultado con
el obtenido a partir del número estimado de galaxias en el cúmulo y su brillo total,
encontró que por el primer método había aproximadamente 400 veces mas masa que
por el segundo, esto lo llevó a la idea de que debía existir materia que no detectamos
(por radiación de algún tipo), pero que tiene presencia gravitacional.

Para los años 70 apareció nueva evidencia que fortalecía la idea de Zwicky, esta
vez fue la astrónoma Vera Rubin, quien al medir la curva de velocidad de rotación
en galaxias espirales, encontró que las estrellas de dichas galaxias orbitaban aproxi-
madamnete a la misma velocidad, esto sin importar la distancia radial [29] [30], esto
nuevamente implicaba que existia mas masa de la que corresponde a la materia que
si podemos detectar.

Ajeno a este, en 1998, dos investigaciones, el Supernova Cosmology Project [31]
y el Supernova Search Team [32], que a partir de observaciones a supernovas tipo Ia,
encontraron que el universo no solo se está expandiendo, si no que además lo hace
de forma acelerada. Recordemos que para este punto solo considerámos como com-
ponentes del universo a la radiación y a la materia, que a su vez, podemos dividir en
dos tipos, la materia bariónica u ordinaria y la materia oscura, pero dada la nueva
dinámica observada debe existir un ingrediente mas que esta causando la aceleración.

Al retomar la ecuación de estado 3.16, notamos que depende tanto de la densidad
como de la presión. La densidad será siempre positiva, pero la presón, al considerar-
la negativa, generaría el efecto de repulsión observado, llevandonos a proponer una
ecuación de estado con valor negativo ω < 0.
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Los dos nuevos ingredientes oscuros, sumados al modelo prevo del Big Bang, dan
origen a nuestro modelo cosmológico estandar, también llamado ΛCDM. La letra
griega Λ es la famosa constante cosmológica que Einstein introdujo en las ecuaciones
de la relatividad general 2.9, tomando la siguiente forma

Rµν −
1

2
gµνR = κTµν + Λgµν , (3.43)

se utiliza a la constante cosmológica como un equivalente del fluido que genera la ex-
pansión acelerada. Cold Dark Matter (materia oscura fría) o abreviado CDM, es un
tipo de materia oscura que se adecúa para exlicar los fenómenos previamente mencio-
nados, su nombre radica en que debe estar compuesta por partículas con velocidades
mucho menores a las de la luz. Un resultado más de este modelo es que, de la materia
total en el universo, aproximada mente el 68 % corresponde a la energía oscura, el
32 % a la materia (oscura 27 % + bariónica 5 %) y solo un aproximado del 0.01 % a
la radiación, esto según los resultados de observaciones de supernovas tipo Ia [12].

3.5. Problemas del Modelo Cosmológico Estándar

Para concretar, la relatividad general logra, tanto explicar el origen, como darnos
una excelente descripción de la gravedad, sumado al principio cosmológico (métrica
de FLRW) y la suposición de que podemos modelar al universo como un fluido per-
fecto nos da una teoría cosmológica mas que satisfactoria, con una buena cantidad
de exitos, sin embargo, no carece de problemas. Si bien, la incorporación de materia
y energía oscuras, nos permiten explicar algunas cuestiones como la rotación no Ke-
pleriana de las galaxias o la expansión acelerada del universo actual, respctivamente,
la realidad es que aún no se tiene una comprensión de estos dos componentes físicos.

Dada la naturaleza de lo que denominamos como materia oscura, no podemos de-
tectarla con nuestros usuales métodos que involucran a la radiación electromagnética
emitida por los cuerpos, solo suponemos que existe por su presencia gravitacional,
así que se tienen algunos candidatos para el puesto [12], como los Axiones, materia
oscura ultra ligera [33], agujeros negros primordiales, neutrinos, MACHOs (del inglés
de objetos de halo masivos y compactos) o los WIMPs (del inglés de partícula masiva
con interacción débil).

Existen otros problemas que surgen al considerar al modelo ΛCDM, por ejemplo,
el llamado problema del horizonte, este consiste en que cuando observamos dos re-
giones del universo que estan causalmente desconectadas, estas presentan las mismas
propiedades (homogeneidad e isotropía) y esto parece contradecir la teoría de la rela-
tividad, ya que estas regiones que no tuvieron contacto alguno, no deberian tener las
mismas propiedades físicas. Otro problema es el de la planitud, este se cuestiona prin-
cipalmente el por qué la evidencia observacional nos dice que la curvatura espacial es
muy próxima a cero. Un tercer problema es el de la ausencia de monopolos magnéticos
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en la naturaleza [22] [34]. Estos últimos problemas se logran explicar agregando al
modelo ΛCDM un campo escalar, conocido como inflación. Este mecanismo consiste
básicamente en una expansión exponencial del universo, ocurrida instantes después
al Big Bang [35] [36].

Un problema más surge en al estudiar la expasión acelerada del universo actual y
comparar la medición de H0, utilizando supernovas tipo IA, con la inferencia de esta
misma constante, realizada mediante observaciones en el espectro del CMB. Como
resultado de esta comparación, se obtienen distintos valores para H0, este problema
es conocido como la tensión de Hubble [37]. Como tratamiento a este problema, se
desarrolló un método que nos permite reconstruir la dinámica de expansión acelerada
del universo actual y que es independiente de los modelos, método que se presentará
en la siguiente sección.

3.6. Cosmografía

Como se mencionó brevemente al final de la sección anterior, era necesario un
método que no dependiera de algún modelo, es decir, un modelo que no dependa de
una ecuación de estado para la energía oscura.

Para el desarrollo de la cosmografía [38] [39] [40]se requiere como única hipótesis
el principio cosmológico, en otras palabras, es necesario que el universo sea homo-
géneo e isótropo a grandes escalas. Recordemos que la métrica de FLRW, definida
por 3.2 es una consecuencia de suponer válido el principio cosmológico, y que esta
depende solamente de la curvatura espacial k y del factor de escala a(t). Entonces, al
ser la dinámica del universo el objeto de estudio, será necesario darle un tratamiento
especial al factor de escala.

La técnica fundamental en cosmografía consiste en expandir mediante una serie
de Taylor al factor de escala a(t) al tiempo presente t0 (o z0, como se utilizará mas
adelante). Con lo que el factor de escala se escribirá de la siguiente forma:

a(t) = 1 +
∞∑
n=1

1

n!

dna

dtn

∣∣∣∣
t=t0

(t− t0)n, (3.44)

y los coeficientes de esta expresión serán los llamados parámetros cosmográficos, de
los cuales solo nombraremos a los primeros cuatro, que son, el parámetro de Hubble
(H), parámetro de desaceleración (q), jerk (j) y snap (s), definidos a continuación:

H =
1

a

da

dt
, (3.45)

q = −1

a

d2a

dt2

[
1

a

da

dt

]−2

= −1

a

d2a

dt2
1

H2
, (3.46)
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j =
1

a

d3a

dt3

[
1

a

da

dt

]−3

=
1

a

d3a

dt3
1

H3
, (3.47)

s =
1

a

d4a

dt4

[
1

a

da

dt

]−4

=
1

a

d4a

dt4
1

H4
, (3.48)

Definidos de esta forma, los parámetros de desaceleración, jerk y snap serán adi-
mensionales. Además, podemos escribir el factor de escala de la siguiente forma [39]:

a(t) = a0

{
1 +H0(t− t0)− 1

2
q0H

2
0 (t− t0)2 +

1

3!
j0H

3
0 (t− t0)3

+
1

4!
s0H

4
0 (t− t0)4 +O([t− t0]5). (3.49)

Estos parámetros cosmográficos nos van a brindar información sobre la cinemáti-
ca del universo. El parámetro de Hubble, representa la tasa actual de expansión del
universo. Y está expresado en unidades de kilómetros por segundo por megapársec
(km/s/Mpc).

El parámetro de desaceleración, q, caracteriza la aceleración o desaceleración de
la expansión del universo. Un valor de q<0 indica una expansión acelerada, mientras
que q>0 implica una desaceleración.

El parámetro jerk, j, está relacionado con la tercera derivada del factor de esca-
la y se utiliza para cuantificar la variación de la aceleración cósmica en el tiempo.
Representa la tasa de cambio de la aceleración del universo. Un valor de j=1 indica
una aceleración constante, mientras que valores mayores o menores que 1 indican una
aceleración que varía con el tiempo.

El parámetro snap, s, está relacionado con la cuarta derivada del factor de escala
y se utiliza para cuantificar la variación de la desaceleración cósmica en el tiempo.
Representa la tasa de cambio de la variación de la aceleración del universo. El pará-
metro snap captura información adicional sobre la evolución de la expansión cósmica
más allá de lo que se puede obtener solo con el parámetro jerk.

La expansión en serie realizada fue al rededor de z = 0, provocando divergencias
en la expansión para z > 1, por este motivo resultará conveniente hacer un cambio
de variable en z.

Tal como se plantea en [38], aplicamos la regla de la cadena d/dt = −(1 +
z)H(z)d/dz en los parámetros cosmográficos definidos previamente, además de con-
siderar una expresión genérica para la ecuación de estado cosmológica y así obtener:

q(z) = −1 +
1

2
(1 + z)

(H(z)2)′

H(z)2
, (3.50)
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j(z) =
1

2
(1 + z)2 (H(z)2)′′

H(z)2
− (1 + z)

(H(z)2)′

H(z)2
+ 1, (3.51)

s(z) = −1

6
(1 + z)3 (H(z)2)′′′

H(z)2
+

1

2
(1 + z)2 (H(z)2)′′

H(z)2
+ (1 + z)

(H(z)2)′

H(z)2
− 1. (3.52)

Estas expresiones resultarán útiles mas adelante por su dependencia de H(z)2,
que a su vez, como podemos ver en la ecuación 3.42, dependen de una ecuación de
estado.



4 Gravedad Modificada

Como se vió en los capítulos anteriores, la Relatividad General presenta ciertos
problemas, específicamente, aquí nos interesará tratar el problema relacionado con
la cosmología, recordemos que el modelo ΛCDM, se basa en la existencia de dos en-
tidades físicas, la materia y energia oscura, además del principio cosmológico, pero
fundamentalmente, considera a la Relatividad General como la teoría para describir
las interacciones de tipo gravitacional.

Otra opción para poder explicar las observaciones astrofísicas y cosmológicas, es
hacer una modificación a las ecuaciones de Einstein, una modificación meramente
geométrica, esto en lugar de suponer la existencia de otro tipo de materia y energía.

Dentro de las teorías modificadas destacan aquellas que tienen derivadas de cuarto
orden, estas generalizan la acción de Einstein-Hilbert 2.12, añadiendo invariantes del
escalar de curvatura a la acción, o generalizando a una función que dependa de R. Pa-
ra este trabajo consideraremos la segunda opción, la que, por el teorema de Lovelock
(sección 4.1), nos conducirá a las ecuaciones de campo de cuarto orden. Estas teorías
son denominadas como gravedad tipo f(R), cuyo estudio radica desde las décadas
de los 60, 70 y 80 del siglo pasado por las revelaciones de que la cuantificación de
los campos de materia en un espacio-tiempo no cuantificado puede conducir a tales
teorías [41], que las teorías f(R) de la gravedad pueden tener propiedades de renorma-
lización mejoradas [42] y que pueden conducir a un periodo de expansión acelerada al
principio de la historia del Universo [43]. Recientemente, han despertado un interés
considerable como posible explicación de la expansión acelerada del Universo obser-
vada actualmente [4].

4.1. Teorema de Lovelock

Como preliminar, suponemos que el único campo implicado en la acción gravita-
toria es el tensor métrico, además, si podemos escribir a la acción en términos de este
tensor solamente, entonces:

S =

∫
d4xL(gµν). (4.1)

25
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Si esta acción contiene hasta segundas derivadas del tensor métrico, entonces al ex-
tremarla respecto a la métrica obtenemos la expresón de Euler-Lagrange

Eµν [L] =
d

dxρ

[
∂L
∂gµν,ρ

− d

dxλ

(
∂L

∂gµν,ρλ

)]
− ∂L
∂gµν

, (4.2)

y la ecuación de Euler-Lagrange es Eµν(L) = 0, con esto podemos enunciar el teorema
de la siguiente forma:

La única ecuación de Euler-Lagrange de segundo orden que se puede obtener de
un espacio 4-dimensional partiendo de una densidad escalar de la forma L = L(gµν)
es

Eµν = α
√
−g
[
Rµν − 1

2
gµνR

]
+ λ
√
−ggµν , (4.3)

donde α y λ son constantes, Rµν el tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura.

Este resultado nos permite limitar las teorias que se pueden construir apartir del
tensor métrico, lo que nos dice en otras palabras es que para una teoría gravitacional
en un espacio riemanniano de cuatro dimensiones, las ecuaciones de Einstein (con o
sin constante cosmológica) son las únicas ecuaciones de campo de segundo orden o
menos que se pueden obtener apartir de un principio de acción que involucre solo al
tensor métrico y a sus derivadas.

El interés en este teorema es el siguiente, si deseamos construir una teoría gra-
vitacional con ecuaciones de campo distintas a las ecuaciones de Einstein, se debe
cumplir con alguno de los siguientes puntos:

1. Considerar mas campos, además de la métrica, en la densidad Lagrangiana.

2. Derivadas de orden superior a dos de la métrica en las ecuaciones de campo.

3. Trabajar con un espacio-tiempo de dimensión distinta a cuatro.

4. No localidad.

Como comentario adicional, cabe resaltar que la acción de Einstein-Hilbert no es
la única acción construida apartir del tensor métrico que deriva en las ecuaciones
de Einstein, ya que para cuatro dimensiones o menos se cuenta con una acción más
general de la forma

L =
√
−gR− 2λ

√
−g + βεµνρλRαβ

µνRαβρλ + γ
√
−g(R2 − 4Rµ

νR
ν
µ +Rµν

ρλR
ρλ
µν), (4.4)

con β y γ constantes. Y los ultimos dos términos de la expresión:

Eµν [εαβρλRγδ
βγRγδρλ] = 0 (4.5)
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Eµν [
√
−g(R2 − 4Rα

βR
β
α +Rαβ

ρλR
ρλ
αβ)] = 0 (4.6)

donde la acción Eµν sobre cualquier función de denota como en la ecuación 4.2.
La primera de estas ecuaciones es válida en cualquier número de dimensiones y la
segunda solo es válida en cuatro dimensiones [44] [45] [8].

4.2. Gravedad tipo f (R)

Basándonos en el resultado anterior, una forma de modificar la Relatividad Gene-
ral es permitir que las ecuaciones de campo tengan derivadas superiores al segundo
orden, sin embargo, el hacer este tipo de modificaciones trae algunos problemas, es-
pecíficamente, puede causar inestabilidades en la teoría como los grados de libertad
fantasma (revisar [46] para mas detalle).

Sabemos que los fantasmas pueden aparecer en teorías gravitacionales en derivadas
superiores [47] [48], dentro de este tipo de problemas, encontramos las inestabilidades
de Ostrogradski, esta establece que los lagrangianos que contienen segundas deriva-
das, y son no lineales en esas segundas derivadas, son genéricamente inestables. En
apariencia es un resultado problemático para las teorías tipo f(R), que sólo son li-
neales en las derivadas de segundo orden de la métrica en el caso de la Relatividad
General, sin embargo, podemos ver que en f(R) no se producen estas inestabilidades.

Podemos considerar esta modificación como una generalización de la Relatividad
General, ya que la acción ahora será una función mas general del escalar de curvatura
(en lugar de solo depender de R), y al hacer la variación de esta nueva acción nos
llevará a las ecuaciones de cuarto orden. Estas teorías, llamadas comunmente teorías
de gravedad modificada f(R) son motivo de interés porque nos conducen a un periodo
de expansión acelerada en el universo temprano [43] y recientemente utilizadas para
una posible explicación de la expansión acelerada actual del universo.

4.2.1. Ecuaciones de campo para f(R)

En esta sección derivaremos las ecuaciones de campo generales para los modelos
de gravedad tipo f(R) [49] [50] [51]. Comenzaremos con una función arbitraria f(R),
en el vacío y utilizando el formalismo métrico. Para definir la acción, partiremos de
la de Einstein-Hilbert y generalizaremos R a una función f(R):

S =

∫
d4x
√
−gf(R). (4.7)

Lo que buscamos, es obtener las ecuaciones de campo generalizadas, comenzamos
realizando la variación a la acción:
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δS = δ

∫
d4x
√
−gf(R) = 0. (4.8)

De la ecuación anterior vemos que la variación a la acción debe realizarse en cada
uno de los términos relativos a la mérica y a la curvatura:

δS =

∫
d4xδ(

√
−gf(R)) =

∫
d4x
√
−gδ(f(R)) +

∫
d4xδ(

√
−g)f(R), (4.9)

donde:

δ
√
−g = δ[(−g−1)−1/2] = −

(
1

2

)
(−g−1)−3/2δ(−g) = −

(
1

2

)√
−ggµνδgµν , (4.10)

y:

δf(R) =

(
∂f

∂R

)
δgµνRµν +

(
∂f

∂R

)
gµνδRµν = f ′(R)δgµνRµν + f ′(R)gµνδRµν . (4.11)

Utilizamos estos dos últimos resultados en la ecuación 4.2.1:

δS =

∫
d4x
√
−g(f ′(R)δgµνRµν + f ′(R)gµνδRµν) +

∫
d4xf(R)(−1

2

√
−ggµνδgµν),

(4.12)
reagrupando términos:

δS =

∫
d4x
√
−g[f ′(R)Rµν −

1

2
gµνf(R)]δgµν +

∫
d4x
√
−gf ′(R)gµνδRµν . (4.13)

Para calcular estas integrales en el marco de referencia inercial, usamos lo siguien-
te:

gµνδRµν = gµν∂σ(δΓσµν)− gµσ∂σ(δΓνµν) ≡ ∂σW
σ, (4.14)

dondeW σ = gµνδΓσµν−gµνδΓνµν , con esto podemos reescribir la segunda integral como:∫
d4x
√
−gf ′(R)gµνδRµν =

∫
d4x
√
−gf ′(R)∂σW

σ, (4.15)

e integrando por partes:

∫
d4x
√
−gf ′(R)gµνδRµν =

∫
d4x

∂

∂xσ
[
√
−gf ′(R)W σ]−

∫
d4x∂σ[

√
−gf ′(R)]W σ.

(4.16)
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Notamos que la primera integral de el lado derecho de la igualdad es una diver-
gencia total y podemos despreciarla suponiendo que los campos tienden a cero en
infinito, teniendo así:∫

d4x
√
−gf ′(R)gµνδRµν = −

∫
d4x∂σ[

√
−gf ′(R)]W σ. (4.17)

Procedemos a calcular el factor W σ del último término de la expresión anterior,
haciendo primero:

δΓσµν = δ

[
1

2
gσα(∂µgαν + ∂νgµα − ∂αgµν)

]
(4.18)

=
1

2
gσα[∂µ(δgαν) + ∂ν(δgµα)− ∂α(δgµν)], (4.19)

y el marco inercial local es:

∂αgµν = ∇αgµν = 0, (4.20)

al igual que en el caso anterior:

δΓνµν =
1

2
gνα∂µ(δgνα). (4.21)

Al combinar las ecuaciones 4.20 y 4.21, obtenemos:

gµνδΓσµν =
1

2
gµν [−∂µ(gανδg

ασ)− ∂ν(gµαδgσα)− gσα∂α(δgµν)] (4.22)

=
1

2
∂σ(gµνδg

µν)− ∂µ(gαµδg
να) = −1

2
∂σ(gναδg

να), (4.23)

entonces:

W σ = ∂σ(gµνδg
µν)− ∂µ(gµνδg

σν). (4.24)

Usando esta ecuación podemos escribir:

∫
d4x
√
−gf ′(R)gµνδRµν (4.25)

=

∫
d4x∂σ[

√
−gf ′(R)][∂µ(gµνδg

σν)− ∂σ(gµνδg
µν)], (4.26)

integrando por partes y descartando las divergencias totales, obtenemos:

∫
d4x
√
−gf ′(R)gµνδRµν (4.27)

=

∫
d4xgµν∂

σ∂σ[
√
−gf ′(R)]δgµν −

∫
d4xgµν∂

µ∂σ[
√
−gf ′(R)]δgσν , (4.28)
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entonces, la variación de la acción queda:

δ

∫
d4x
√
−gf(R) =

∫
d4x
√
−g[f ′(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν ]δg

µν (4.29)

+

∫
d4x[gµν∂

σ∂σ(
√
−gf ′(R))− gσν∂µ∂σ(

√
−gf ′(R))]δgµν . (4.30)

La desaparición de la variación implica las ecuaciones de campo extendidas de
cuarto orden en el vacío:

f ′(R)Rµν −
f(R)

2
gµν −∇µ∇νf

′(R) + gµν2f
′(R) = 0. (4.31)

La prima denota la derivada respecto a R.
Notemos que al hacer f(R)=R, recuperamos las ecuaciones de campo de Einstein

en el vacío:

Rµν −
1

2
Rgµν = 0. (4.32)

Ahora, para el caso donde tenemos un universo no vacío, utilizamos la siguiente
acción

S =

∫
d4x
√
−gf(R) +

∫
dx4
√
−gLM , (4.33)

para el primer término, se hará algo idéntico al caso de un universo vacío, el segundo
término es igual al que se ocupó en la deducción de las ecuaciones de Einstein del
capitulo 2, obteniendo así las ecuaciones de campo extendidas en un universo no vacío

f ′(R)Rµν −
f(R)

2
gµν −∇µ∇νf

′(R) + gµν2f
′(R) = κTµν . (4.34)

Podemos obtener la traza multiplicando la ecuación 4.34 por la métrica gµν

f ′(R)gµνRµν −
f(R)

2
gµνgµν − gµν∇µ∇νf

′(R) + gµνgµν2f
′(R) = κgµνTµν , (4.35)

f ′(R)R− 4

2
f(R)− [2− 42]f ′(R) = κT, (4.36)

obteniendo así

f ′(R)R− 2f(R) + 32f ′(R) = κT, (4.37)

donde T es la traza del tensor de energía-momento, y recordemos que tiene la forma
T = −ρm + 3Pm (3.5), con ρm y Pm la densidad de energía y la presión de materia,
respectivamente.

Podemos reescribir las ecuaciones de campo extendidas de la siguiente forma:
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Gµν =
1

f ′(R)

[
f ′′(R)∇µ∇νR + f ′′′(R)(∇µR)(∇νR)− gµν

6
(Rf ′(R) + f(R) + 2κT ) + κTµν

]
,

(4.38)
recordemos que Gµν está definido por 2.10.

Si utilizamos la métrica de FLRW en las ecuaciones de campo extendidas 4.38
podemos obtener un conjunto de ecuaciones análogas a las ecuaciones de Friedmann
para las teorías f(R):

H2 = − 1

f ′′(R)

[
f ′′(R)HṘ− 1

6
(Rf ′(R)− f(R))

]
− κT tt

3f ′(R)
, (4.39)

Ḣ = −H2 − 1

f ′(R)

[
f ′′(R)HṘ +

f(R)

6
+
κT tt
3

]
, (4.40)

(con T tt la componente temporal del tensor de energía-momento) además de una ecua-
ción diferencial de segundo orden para R.

R̈ = −3HṘ− 1

3f ′′(R)

[
3f ′′′(R)R̈2 + 2f(R)−Rf ′(R) + κT

]
. (4.41)

4.3. Modelos en Gravedad tipo f(R)

La necesidad de poder explicar la observada expansión actual del universo es una
de las principales motivaciones para estudiar y desarrollar los modelos de gravedad
modificada f(R). Un ejemplo de esto es la teoría de Carroll, Duvvuri, Trodden y
Turner [52], donde proponen la función

f(R) = R− µ2(n+1)

Rn
, (4.42)

con µ una constante. Si se tiene una evolución tipo ley de potencia, la ecuación de
estado efectiva para tiempos tardios viene dada por [52]

w = −1 +
2(n+ 2)

3(2n+ 1)(n+ 1)
. (4.43)

Si se toma el valor n = 1, se consigue una ecuación de estado con valor w = −2/3, lo
que corresponde a una expansión acelerada. Esto va de acuerdo a la solución de una ley
de potencias para una teoría con f(R) ∝ R−n. Sin embargo, estudios posteriores mos-
traron que esta teoría posee numerosas deficiencias que la hacen inviable [53] [54] [55].

Algunas de estas deficiencias son de origen cosmológico y otras a cuestiones de
estabilidad, en general, muchos de estos problemas tienen su origen en el valor de la
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masa efectiva que se considera muy pequeño para la velidez gravitacional en escalas
del sistema solar.

Se han intentado construir modelos que no presenten estos problemas pero que
sigan reproduciendo la expansión acelerada del universo actual, para este trabajo se
consideraron los tres siguientes.

4.3.1. Modelo de Hu-Sawicki.

Propuesto en 2007 [6], donde se elige la siguiente función f(R)

f(R) = R−RHS

c1( R
RHS

)n

c2( R
RHS

)n + 1
, (4.44)

con n > 0 y basándose en las siguientes tres condiciones que satisfacen algunas pro-
piedades observacionales deseadas:

1. Cosmológicamente, el modelo debe poder imitar ΛCDM para altos corrimientos
al rojo, donde se está bien probado gracias al CMB.

2. Se debe lograr una expansión con aceleración para un corrimiento al rojo bajo
y un historial de expansión cercano a ΛCDM, pero sin una verdadera constante
cosmológica.

3. Debe ser una parametrización con suficientes grados de libertad para abarcar
una gama amplia de fenómenos con corrimiento al rojo bajo que sean aceptables
desde el punto de las observaciones.

Con el propósito de restringir desviaciones a la relatividad general con test del
sistema solar y cosmológicos, se deberá incluir la fenomenología de ΛCDM como caso
límite.
Requisitos que sugieren las siguientes condiciones

ĺım
R→∞

f(R) = constante,

ĺım
R→0

f(R) = 0.

4.3.2. Modelo de Starobinsky.

Modelo propuesto por Alexei Starobinsky en 2007 [5], en este nos presenta la
siguente función:

f(R) = R + λRS

[(
1 +

R2

R2
S

)−q
− 1

]
, (4.45)
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con q, λ > 0 y RS del orden de la constante cosmológica efectiva actualmente observa-
da. Se logró construir un modelo de energía oscura viable en gravedad f(R) utilizando
una función no analítica en R = 0, además se logró con una función que satisface la
condición f(0) = 0, lo que significa que la constante cosmológica desaparece en un
espacio-tiempo plano. Por otro lado, la energía oscura se comporta como una cons-
tante cosmológica efectiva para R grande si F (R) = f − R → cte cuando R → ∞.
Este modelo pasó las pruebas graviitacionales en el sistema solar si el parámetro q es
lo suficientemente grande, q ≥ 2 parece una condición suficiente pero no necesaria.

4.3.3. Modelo Exponencial.

Propuesto en 2009 por Eric V. Linder en [7], con la siguiente función

f(R) = R + βRE(1− e−
R
RE ), (4.46)

que satisface las siguientes condiciones:

1. Se deseaba evitar incluir una constante cosmológica implicita, para esto se re-
quería que el límite de curvatura bajo desapareciera, es decir, f(0) = 0.

2. Para altas curvaturas, como en el universo temprano, se deseaba que el término
de modificación fuera insignificante en comparación con el término habitual
lineal en R, por lo que era requerido que

f(R >> 1)/R→ 0.

3. Con el fin de satisfacer las condiciones de alta curvatura local como en galaxias o
en el sistema solar, la gravedad deberá ser muy cercana a la relatividad general,
para esto la función tiene una dependencia al escalar de curvatura.

Todos los parámetros presentes en las ecuaciones 4.44, 4.45, 4.46 deben ser res-
tringidos por las observaciones.



5 Análisis de la Cosmografía de f(R)

En el presente capitulo se desarrollará la cosmografía asociada a la teoría tipo
f(R), especificamnete, veremos como tres modelos particulares nos proporcionan una
cosmología viable de acuerdo a las observaciones. Para ello, emplearemos las ecua-
ciones 3.46,3.47, 3.48, siendo respectivamente el parámetro de desaceleración q, el
parámetro jerk j y el parámetro snap s, descritas en la sección de cosmografía del
capítulo 3, esto con la finalidad de analizar las constricciones fenomenológicas a los
parámetros cosmográficos derivados para estos tres modelos.

5.1. Ecuación de Estado para Gravedad Modificada

Gracias a las ecuaciones de campo extendidas para gravedad tipo f(R) 4.34, y a
las ecuaciones 4.41, 4.39 y 4.40, desarrolladas en el capítulo anterior, tenemos una
ecuación de estado para energía oscura geométrica en f(R):

ωX =
3H2 − 3κP −R

3(3H2 − κρ)
, (5.1)

donde P es la presión, ρ la densidad y recordemos que el escalar de Ricci está dado
por R = 6(Ḣ + 2H).

Así como en [23], en este trabajo se utilizaron modelos que nos arrojan una evo-
lución acelerada, con ωX ≈ 1. Estos tres modelos son los mencionados en el capitulo
anterior, el modelo de Hu-Sawicki 4.44, el de Starobinsky 4.45y el modelo Exponencial
4.46, cuyas ecuaciones tienen parámetros que deben restringirse mediante observacio-
nes tardías.

Se han propuesto parametrizaciones de la ecuación de estado para un universo ace-
lerado con dos o más parámetros [56], estos motivados ya sea por campos escalares y
su dinámica o por la reconstrucción de los datos de BAO, [57] [58], respectivamente.
Además, los resultados mostrados en [59] indican un universo con energía oscura diná-
mica, si en posteriores estudios prevalece esta tendencia, será necesaria una ecuación
de estado para el mecanismo de aceleración.

Nuestra ecuación de estado de interés y de posterior uso, denominada como pa-
rametrización JJE (Jaime-Jaber-Escamilla), fue propuesta en [23] con el fin de im-

34
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plementar una cosmología de f(R) y dependiente de cuatro parámetros. Esta para-
metrización se basó en los resultados numéricos obtenidos en la integración de las
ecuaciones de campo en f(R). La integración numérica se realizó utilizado un inte-
grador Runge-Kutta de cuarto orden, las condiciones iniciales se fijan en el pasado,
para algún z donde ΩM(z) es muy cercano a 1, el valor de la EoS para la energía
oscura simétrica es ΩX = −1 a este valor del corrimiento al rojo. La integración se
hizo sobre tres modelos 4.44, 4.45, 4.46, los parámetros utilizados se encuentran en la
tabla 5.1 y finalmente se obtuvo la ecuación de estado paramétrica JJE:

ω(z) = −1 +
ω0

1 + ω1zω2
cos(ω3 + z), (5.2)

donde ωi son parámetros libres y z es el corrimiento al rojo definido de la forma ha-
bitual.

f(R) model ΩM(z = 0) Valores de los parámetros

Hu-Sawicki
0.20
0.25
0.30

c2 = 2.78× 10−5

c2 = 7.98× 10−5

c2 = 1.95× 10−4

Starobinsky
0.20
0.25
0.30

λ = 1.15, RS = 1
λ = 1.0, RS = 1
λ = 0.9, RS = 1

Exponencial
0.20
0.25
0.30

β = 0.5, RE = 5
β = 0.8, RE = 5
β = 0.6, RE = 6

Tabla 5.1: [23] Para el modelo de Hu-Sawicki se calcularon tres casos, los valores para
c2 al tomar RHS = 1 y f0

R = 0.01 y el valor correspondiente Ω0
m, c1 está dado por c1 =

c26(1− Ω0
m)/Ω0

m, ver [6] para una explicación mas detallada. En el modelo de Starobinsky
se tomó n = 2 para los tres casos.

En las figuras [5.1-5.3] se muestra la evolución de los tres modelos f(R) en estudio,
usando la ecuación de estado propuesta en 5.2.

Notemos que en 5.2, tiene un valor actual dado ω(z = 0) = ω0cos(ω3) − 1, que
puede recuperar ω = −1 para z � 1, y permite oscilaciones dinámicas en el intervalo
de corrimientos al rojo de los sondeos actuales y futuros [60] [61] [62] [63] [64]. Según
la solución numérica de las ecuaciones de campo, podemos recuperar la evolución de
los tres modelos de gravedad tipo f(R), con una precisión del 0.5 % para Hu-Sawicki
y Starobinsky, y 0.8 % para el modelo Exponencial. Valores razonables, ya que la pre-
sición estimada de futuros experimentos proporcionan una significancia estadística
del 1 % para z < 1 en esta parametrización.

En [65] se trabaja con la parametrización JJE con valores fijos y que logran su-
perar test del sistema solar [23] [66], por si mismas, estas pruebas pueden imponer
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Figura 5.1: Ecuación de estado para el modelo de Hu-Sawicki con diferentes valores de Ω0
m.

a) En rayas largas, Ω0
m= 0.20, b) En rayas cortas, Ω0

m= 0.25 y c) En puntos, Ω0
m= 0.30.

restricciones débiles en estos modelos, ya que el grado de libertad escalar adicional es-
tá ligado a la predicción de alta curvatura a lo largo de más de 25 ordenes de magnitud
en densidad, en toda la corona solar. Esto requiere un halo galáctico suficientemente
grande para mantener la galaxia en alta curvatura en presencia de la baja curvatura
del fondo cosmológico. Así, reescribiendo 5.2, se obtiene la siguiente expresión:

ω(z) = −1 +
ωa

1 + ωbzp
cos(αν(z)), (5.3)

con ν(z) = 2π/(
√
ηz + 1)1/2 y ωa, ωb, α, η y p son constantes.

Para que la ecuación 5.3 sea consistente con las observaciones a nivel del sistema
solar se consideran los siguientes valores ωb = 0.03, α = 1 y η = 6, esto de acuerdo a
los valores para cada modelo tipo f(R) descritos en [67] [6] [7]. Se consideraron además
los valores p = {3, 4, 11} que concuerdan con los casos cosmológicos viables [23].

5.2. Resultados: Análisis cosmográfico de f(R)

Un análisis de tipo cosmográfico nos proporciona una forma general para comparar
las soluciones de los modelos con las observaciones cosmológicas. Esta comparación se
hace entre un conjunto de parámetros cosmológicos y los valores predichos de los mis-
mos parámetros obtenidos de algún modelo en específico. De aquí podemos aceptar
o no algún modelo, dependiendo del resultado de la comparación. En nuestro caso, el
modelo a comparar es el modelo ΛCDM, y para hacerlo, se considerará un conjunto
de parámetros construidos a partir de las derivadas de orden superior del factor de
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Figura 5.2: Ecuación de estado para el modelo de Starobinsky con diferentes valores de Ω0
m.

a) En rayas largas, Ω0
m= 0.20, b) En rayas cortas, Ω0

m= 0.25 y c) En puntos, Ω0
m= 0.30.

escala, específicamente, los parámetros de desaceleración, jerk y snap.

Para desarrollar la cosmografía de nuestros tres modelos, utilizaremos las ecua-
ciones 3.50, 3.51 y 3.52, que corresponden al parámetro de desaceleración (q(z)), el
parámetro jerk (j(z)) y snap (s(z)), respectivamente. Dichas ecuaciones sabemos que
dependen de H(z)2 y sus derivadas, y a su vez, H(z)2 3.42 depende de ΩM y una
función f(z) 3.39. La construcción de esta función parte de una propuesta de para-
metrización de energía oscura con una ecuación de estado, que en este caso será la
parametrización JJE 5.2, motivada principalmente porque con una sola parametriza-
ción se logran reproducir tres modelos distintos de f(R).
En el modelo de Hu-Sawicki, como para el de Starobinsky, se tomó una aproximación
que se ajusta a observaciones en el sistema solar de la parametrización JJE, definida
en 5.3, haciendo cos(ν(z)) = 2π/(

√
6z + 1)1/2, aproximación utilizada para el cálculo

de la integral de la ecuación 3.39. Para el caso del modelo exponencial, esta aproxi-
mación resultó en valores complejos de los parámetros cosmográficos, motivando así

la aproximación de segundo orden al rededor de z = 0: cos

(
2π√√

6+1

)
≈ 1− 3π2z2 en

la ecuación 5.3.

Para el cálculo de las derivadas de la ecuación 3.42, su correspondiente sustitu-
ción en las ecuaciones 3.50, 3.51, 3.52, y su posterior graficación, se utilizó el software
Wolfram Mathematica 12.

A continuación se muestran los valores correspondientes a cada modelo f(R) de
las constantes que definen su respectiva ecuación de estado.
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Figura 5.3: Ecuación de estado para el modelo Exponenecial con diferentes valores de Ω0
m.

a) En rayas largas, Ω0
m= 0.20, b) En rayas cortas, Ω0

m= 0.25 y c) En puntos, Ω0
m= 0.30.

Ωm ωa ωb p
Hu-Sawicki 0.3 0.049 0.3 4
Starobinsky 0.3 0.145 0.3 5
Exponencial 0.3 0.384 0.3 11

Tabla 5.2: Valores de las constantes de la ecuación de estado asociada a cada modelo f(R).

Al hacer la cosmografía, es decir, obtener los parámetrós de desaceleración, jerk y
snap en función del corrimiento al rojo, de nuestros tres modelos de estudio, utilizan-
do las ecuaciones 3.50, 3.51, 3.52 y los valores de la tabla 5.2, obtenemos las gráficas
5.4,5.5 y 5.6.

En la figura 4 se muestra el comportamiento del parámetro de desaceleración en
función del corrimiento al rojo, en el intervalo 0 ≤ z ≤ 10. En rojo tenemos al modelo
de Hu-Sawicki, aquí la ecuación 3.50 evaluada en z = 0 toma el valor de q0 = −404,
siendo positiva para z mayor a 1.737 y tendiendo a q = 0.45 para z superiores a 6.
El azul representa al modelo de Starobinsky, nuestra ecuación que describe al para-
metro q, evaluada en z = 0 resulta en q0 = 0.369, siendo negativa en el intervalo
0.3715 < z < 7.981, positiva en z mayor a 7.981 y con una tendencia a q = 0.5 para
corrimientos al rojo mayores al último valor mencionado. En color negro tenemos al
modelo exponencial, para el cuál la ecuación 3.50 toma el valor q0 = −0.424 en z = 0,
siendo negativa en todo su dominio, es decir, para todo el intervalo de corrimiento al
rojo y se aproxima a q = −1 en z superiores a 3.
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Figura 5.4: Parámetro de desaceleración en términos del corrimiento al rojo, q(z). Hu-Sawicki
(rojo), Starobinsky (azul), Exponencial (negro) y ΛCDM (gris). Se utilizó la ecuación 3.50,
en el intervalo 0 ≤ z ≤ 10.

En la figura 5 representamos al parámetro jerk, en el mismo intervalo de corrimien-
to al rojo que el caso anterior y mismo código de color para los modelos f(R). Con
modelo de Hu-Sawicki, la ecuación 3.51 evaluada en z = 0 tomó el valor j0 = −0.3279,
volviéndose positiva en z mayores a 0.2018 y se aproxima al valor de q = 1 en z su-
perior a 4. De Starobinsky resultó j0 = −1.0015 al ser evaluada en z = 0, siendo
positiva para z mayor a 2.4951 y aproximandose a q = 1 para z mayor a 4. Nuestra
ecuación para el parámetro jerk utilizada evaluada en z = 0 en el modelo exponencial
presentó el valor j0 = −0.064448 y al igual que los dos modelos previos, el valor del
parámetro j se aproximó a 1 en z mayor a 4.

En la figura 6 se grafica el parámetro snap, nuevamente en el mismo intervalo
de corrimiento al rojo que en los dos parámetros anteriores, al igual que el mismo
código de color. De Hu-Sawicki se obtuvo s0 = −0.5619 al evaluar la ecuación 3.52
en z = 0, tomando un valor positivo en z mayor a 0.2985 y aproximándose a s = 4
para z mayor a 6. Con Starobinsky s0 = 3.27147, volviéndose negativa en el intervalo
1.4828 ≤ z ≤ 3.98, y positiva para z mayor a 3.98, aproximandose a s = 4 en z supe-
rior a 10. En el modelo exponencial s0 = 11.6341, además, en este caso se presentaron
tres cambios de signo, en z = 0.627164, z = 2 y z = 3.24743, para ser s < 0 en z
mayor a este último valor y aproximarse a s = −1.

En la tabla 5.3 se condensan los valores numéricos sobre los parámetros cosmo-
gráficos de los modelos f(R) explicados en los parrafos previos.
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Figura 5.5: Parámetro jerk en términos del corrimiento al rojo, j(z). Hu-Sawicki (rojo),
Starobinsky (azul), Exponencial (negro) y ΛCDM (gris). Se utilizó la ecuación 3.51, en el
intervalo 0 ≤ z ≤ 10.

q0 q(z), z→ 10 j0 j(z), z→ 10 s0 s(z), z→ 10
Hu-Sawicki -0.404 0.45 -0.3279 1 -0.5619 4
Starobinsky 0.369 0.5 -1.0015 1 3.2714 4
Exponencial -0.424 -1 -0.0644 1 11.6341 -1

Tabla 5.3: Valores de q0, j0, s0, además de q(z), j(z) y s(z) a un corrimiento al rojo z=10,
para los modelos Hu-Sawicki, Starobinsky y Exponencial.

Del modelo Exponencial observamos que cuando z es mayor a 3 en la ecuación
3.50, esta se aproxima a −1, valor que corresponde al primer término de dicha ecua-
ción, esto nos lleva a que para corrimientos al rojo mayores a 3, el segundo término:
(1+z)

2
[H(z)2]′

[H(z)2]
, deberá aproximarse a cero, es decir, [H(z)2]′ = 0. En los parámetros jerk

y snap ocurre algo similar. La ecuación 3.51 se aproxima a 1 en z mayor a 4 y la
ec. 3.52 tenderá a −1 en el mismo intervalo de corrimiento al rojo. De aqui que los
factores [H(z)2]′′′, [H(z)2]′′ y [H(z)2]′ serán igual a cero en las ecuaciones mencionadas.

Sin embargo, para los modelos de Starobinsky y Hu-Sawicki, este comportamiento
solo aparece en el parámetro jerk, en ambos casos, cuando el corrimiento al rojo es
mayor a 4, el valor de la ecuación 3.51 se aproxima rapidamente a 1, nuevamente
podemos decir que tanto [H(z)2]′′ y [H(z)2]′ son iguales a cero.

Con estos resultados, notamos que los modelos de Hu-Sawicki y exponencial pre-
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Figura 5.6: Parámetro de snap en términos del corrimiento al rojo, s(z). Hu-Sawicki (rojo),
Starobinsky (azul), Exponencial (negro) y ΛCDM (gris). Se utilizó la ecuación 3.52, en el
intervalo 0 ≤ z ≤ 10.

sentan un valor actual negativo del parámetro de desaceleración lo que corresponde
a un universo en aceleración, y coincide con lo esperado, sin embargo, el valor de q0

correspondiente al modelo de Starobinsky es positivo, lo cual representa a un universo
en desaceleración. Al comparar con ΛCDM, el modelo más aproximado es Hu-Sawicki,
ya que tiene un valor actual negativo y también tiene un cambio de signo y se vuelve
positivo para corrimientos al rojo superiores, es decir que hay un valor de z donde el
universo comienza su expansión acelerada.

Respecto al parámetro j, 5.5, los tres modelos presentan un valor actual negativo,
sin embargo, todos convergen al valor de q = 1 en valores menores a z = 4, lo cual se
ajusta perfectamente al modelo cosmológico estándar, y dicho valor de q representa
que la aceleración del universo comenzó en algún momento preciso, es decir, existe un
valor del corrimiento al rojo donde hay una transición en la dinámica del universo.

Para el parámetro s, 5.6, solo el modelo exponencial, en z > 3 se aproxima al
modelo ΛCDM, los otros dos, que ya se habian ajustado en el parámetro anterior,
ahora se vuelven positivos y se alejan del modelo estándar. Este resultado nos puede
dar una idea de donde truncar la serie cosmográfica y calcular solamente el parámetro
de desaceleración y el jerk, que físicamente representan la aceleración del universo y
la taza de cambio de la aceleración, respectivamente.

Sin embargo para dar un mejor resultado, será necesario utilizar observaciones
astrofísicas para desarrollar la serie cosmográfica y comparar con las predicciones
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teóricas.



6 Conclusiones

El objetivo de este trabajo de tesis fue estudiar modelos de gravedad tipo f(R),
los cuales son viables a nivel cosmológico. En general, dichos modelos, como son: el
modelo de Hu-Sawicki (4.44), el modelo de Starobinsky (4.45) y el modelo Exponen-
cial (4.46) logran cumplir las constricciones a nivel solar [65], así como la descripción
de una cosmografía a nivel local.

En la Introducción, se realizó una revisión del estado de arte de está teoría f(R),
así como de los modelos involucrados a nivel cosmológico. En el Capítulo 3, se comen-
zó planteando las bases de la Relatividad General, así como su construcción teórica.
Instrumentos matemáticos dentro de la misma son proporcionados en el Apéndice A
de este trabajo.

Sin embargo, con los grandes éxitos a nivel observacional de la teoría de la Re-
latividad General, devinieron algunos problemas aunados a su descripción a escalas
cosmológicas, usualmente asociados a las simetría consideradas para describir al uni-
verso observable. Es así, como en el Capítulo 4, describimos la cosmología estándar,
la cual requiere la maximización del Principio Cosmológico, así como de las compo-
nentes del sector oscuro: la energía oscura y la materia oscura. Dentro de los esfuerzos
por explicar el sector oscuro desde primeros principios, se ha propuesto versiones al-
ternativas de las Relatividad General. Claro que, dichas propuestas, también se han
encaminado en la dirección de encontrar una compatibilidad entre esta teoría gravi-
tacional y la mecánica cuántica. Sin embargo, cabe señalar que aún existen diversas
propuestas para explicar las componentes del sector oscuro, así como las diferentes
escalas, aún no hemos llegado a una respuesta unívoca.

Estos hechos han motivado a buscar soluciones desde primeros principios, i.e. a
nivel Lagrangiano. Es así como en el Capítulo 5 introdujimos el Teorema de Lovelock,
el cual nos permite estudiar mediante 5 postulados, las propiedad de las ecuaciones de
campo de la Relatividad General. Bajo estos postulados, podemos optar por realizar
modificaciones que nos lleven a un conjunto nuevo de ecuaciones de campo que nos
permitan explicar la dinámica del sector oscuro. En particular, en este trabajo nos
situamos en el postulado asociado a las ecuaciones de orden superior en la métrica.
Bajo estas condiciones, es posible proponer funciones que dependan del escalar de
Ricci al estilo f(R), las cuales, bajo ciertas simetría y un análisis fenomenológico, son
posibles de restringir con observaciones cosmológicas. Cabe señalar, como se describió
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en dicho Capítulo, estás teorías f(R) resultan ser aquellas que no presentan inesta-
bilidades a escalas locales.

Para obtener ecuaciones de campo de cuarto orden, se inicia con una generaliza-
ción de la acción de Einstein-Hilbert, la cual consta de sustituir el escalar de Ricci, R,
por una función mas general f(R). Después se procede a hacer la variación de dicha
acción para finalmente obtener las nuevas ecuaciones de campo de cuarto orden.

Con los modelos de gravedad tipo f(R) seleccionados se obtiene escenarios de
expansión cosmológica acelerada en época tardía sin la necesidad de incorporar una
constante cosmológica, la cual posee poblemas de orden de magnitud [12].

Aunque la dinámica de éstos modelos derivados de una teoría f(R) ha sido ex-
plorada ampliamente en la literatura, la cinemática de dichos modelos contempla
escenarios en los que es posible emplear los parámetros cosmográficos para que sean
constreñidos por las observaciones locales, e.g Supernovas tipo IA. Sin embargo, debi-
do a la complejidad en la convergencia de la serie de Taylor asociada a la cosmografía
de estos modelos, es necesario explorar la posibilidad de describir mediante una ecua-
ción de estado w(z), una cinemática que posee la menor cantidad de grados de libertad
de los modelos en cuestión. Para ello se empleó la parametrización JJE 5.2, que nos
proporciona una ecuación de estado que depende del corrimiento al rojo y de cuatro
parámetros libres con valores específicos para cada uno de los modelos. Tomamos esta
parametrización para utilizarla en la expresión 3.42, que es una ecuación de Fried-
mann H2(z). La motivación de esta parametrización consiste en asociar la dinámica
de la energía oscura con la cinemática de los modelos tipo f(R). Estudios asociados
a este escenario han sido denominados como cosmografía inversa [68]. Uno de los ob-
jetivos de este trabajo fue explorar esta cosmografía inversa ahora en modelos f(R).
Con base a ésta metodología, se estudiaron los parámetros cosmográficos asociados a
la parametrización JJE, la cual nos permite describir los 3 modelos de f(R) bajo las
cotas presentadas en la Tabla 5.1.

El modelo de Hu-Sawicki 4.44, presentó un valor de q0 negativo 5.3, que es lo es-
perado para un universo con expansión acelerada tardía, sus parámetros q y j (figuras
5.4 y 5.5, respectivamente) se ajustan asintóticamente a ΛCDM, para z > 6 y z > 4,
respectivamente.

El modelo de Starobinsky 4.45presentó un valor positivo en q0 5.3, lo que se pa-
rece mas a un modelo de quintaesencia, y para corrimientos al rojo mayores tiende a
q = 0.5, pero al igual que el modelo anterior, el parámetro j (figura 5.5) se ajusta a
ΛCDM en corrimientos al rojo z > 4.

El modelo Exponencial 4.46, al igual que Hu-Sawicki, presenta una expansión ace-
lerada tardía, sin embargo para corrimientos al rojo mayores, su parámetro q (figura
5.4) no se aproxima al modelo estandar. Al igual que en los dos modelos previos, el
comportamiento del parámetro j es el mismo.
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Observamos en la figura 5.5, que los tres modelos, para z > 4, se aproximan al
valor j = 1, este valor nos dice que para algún z, el universo comenzó con la ex-
panción acelerada que observamos actualmente. Sin embargo, para el parámetro de
desaceleración, q, hay discrepancias entre las observaciones locales, es decir, acelera-
ción cosmológica actual y el valor positivo de q0 obtenido en el modelo de Starobinsky,
lo que querría decír, un universo que desacelera en la actualidad.

Sobre el parámetro s (figura 5.6), solo el modelo exponencial sigue un compor-
tamiento asintótico a ΛCDM en z > 3.5, sin embargo, los otros dos modelos no
presentan el mismo tipo de comportamiento asintótico. Esto nos da información de
que el parámetro jerk resulta adecuado para truncar la serie cosmográfica.

Con los resultados obtenidos, solo los modelos Exponencial y Hu-Sawicki logran
reproducir la aceleración cósmica actual, y de estos dos, siendo Hu-Sawicki es el que
se aproxima de mejor manera a la cosmografía de ΛCDM. Recordemos que las teorías
f(R) se basan en primeros principios y los modelos se construyen de manera que se
logren reproducir las observaciones, tanto astrofísicas como cosmológicas.

Los resultados discutidos en este trabajo podrían proporcionar una metodología
para encontrar constricciones de cantidades cinemáticas asociadas directamente con
cotas observaciones dinámicas. Así mismo, explorar desviaciones del modelo estándar
de la cosmología a corrimientos al rojo más altos en la evolución de Hubble, lo cual
sería un indicador para identificar si modelos cosmológicos derivados de teorías f(R)
lograrían explicar regiones en el universo donde ΛCDM sufre de problemas en su
constricción.



A Notación Tensorial

En esta sección se presentan algunas definiciones y resultados necesarios para la
formulación de la Relatividad General.

Definición 1. Espacio Vectorial [69].
Un espacio vectorial V sobre u campo F consiste de un conjunto en el que están
definidas dos operaciones (llamadas adición y multilicación por escalares, respectiva-
mente), tal que para cualquier par de elementos x y y en V exista un elemento único
x+ y en V , y para cada elemento a en F y cada elemento x en V exista un elemento
único ax en V , de manera que se cumplen las siguientes condiciones:

a) Para toda x, y en V , x+ y = y + x (conmutatividad de la adición).

b) Para toda x.y.z en V , (x+ y) + z = x+ (y + z) (asociatividad de la adición).

c) Existe un elemento en V llamado 0 tal que x+ 0 = x, para toda x en V .

d) Para cada elemento x en V , existe un elemento y en V tal que x+ y = 0.

e) Para cada elemento x en V , 1x = x.

f) Para cada par a, b de elementos en F y cada elemento x en V , (ab)x = a(bx).

g) Para cada elemento a en F y cada par de elementos x, y en V , a(x+y) = ax+ay.

h) Para cada par de elementos a, b en F y cada elemento x en V , (a+b)x = ax+bx.

Definición 2. Subespacio Vectorial.
Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto de V . Entonces, W es un subespacio
de V si y solo si se satisfacen las tres condiciones siguientes:

a) 0 ∈ W .

b) x+ y ∈ W siempre que x ∈ W y y ∈ W .

c) ax ∈ W siempre que a ∈ F y x ∈ W .
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Definición 3. Combinación Lineal.
Sea V un espacio vectorial y S un conjunto no vacío de V . Se dice que un vector x
de V es una combinación lineal de elementos de S, si existe un número finito de ele-
mentos y1, y2, ..., yn en S y escalares a1, a2, ..., an en F tales que x = a1y1 + ...+ anyn.
En este caso, decimos que x es una combinación lineal de y1, ..., yn.

Definición 4. Dependencia e Independencia Lineal.
Un subconjunto S de un espacio vectorial V es linealmente dependiente si existe un
número finito de vectores distintos x1, ..., xn en S y escalares a1, ..., an en F , no todos
cero, tales que a1x1 + ...+anxn = 0. También podemos describir esta situción diciendo
que los elementos de S son linealmente dependientes.
Se dice que un subconunto S de un espacio vectorial, que no es linealmente depen-
diente, es linealmente independiente. Como anteriormente, describiremos a menudo
esta situación diciendo que los elementos de S son linealmente independientes.

Definición 5. Base de un Espacio Vecorial.
Una base β para un espacio vectorial V es un subconjunto linealmente independiente
de V que genera a V . (Si β es una base de V , diremos a menudo que los elementos
de β forman una base de V .)

Definición 6. Transformación Lineal.
Sean V y W espacios vectoriales. Una función T : V → W se llama transformación
lineal de V en W si para toda x, y ∈ V y c ∈ F tenemos que

a) T (x+ y) = T (x) + T (y).

b) T (cx) = cT (x).

Definición 7. Espacio Dual.
Para un espacio vectorial V sobre F , definimos al espacio dual de V como el espacio
vectorial L(V, F ), denotado por V ∗. Por tanto, V ∗ es el espacio vectorial que consta
de todas las funciones lineales en V .

Definición 8. Producto Interior.
Sea V un espacio vectorial sobre F . Un producto interior en V es una función que
asigna a cada par ordenado de vectores x y y en V en un escalar en F , representado
como (x, y), tal que para toda x,y y z en V y toda c en F se tiene que:

a) (x+ z, y) = (x, y) + (z, y).

b) (cx, y) = c(x, y).

c) (x, y) = (y, x), donde la barra indica conjugación compleja.
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d) (x, x) > 0 si x 6= 0.

Por ejemplo, si V = F n. Para x = (a1, ..., an) y y = (b1, ..., bn) defínase

(x, y) =
n∑
i=1

aib1,

(x, y) satisface las cuatro condiciones del producto interior y se denomina producto
ordinario en F n o símplemente, producto punto.

Definición 9. Convención de Suma de Einstein (para vectores).
Esta convención se utiliza para facilitar la escritura y cálculo entre vectores. Po-
demos ejemplificarlo con el producto punto entre los vectores A = (A1, A2, A3) y
B = (B1, B2, B3), entonces

A ·B = A1B
1 + A2B

2 + A3B
3 =

3∑
i=1

AiB
i,

el convenio nos dice que si tenemos indices repetidos, esto indica una suma, entonces,
el producto punto quedaría:

3∑
i=1

AiB
i = AiB

i.

A los indices repetidos, que son donde se realiza la suma, se les conoce como índices
mudos, en caso de existir otro(s) índice(s) y que no esté(n) repetido(s), los llamaremos
índices libres.

Definición 10. Vectores Base.
Decimos que los vectores base en un sistema de coordenadas, son tangentes a las
líneas coordenadas, así podemos escribir a los vectores base de la siguiente manera:

eα = ∂α =
∂

∂xα
.

Con esta definición y el convenio de sumas de Einstein, podemos escribir un vector
en función de los vectores base de algún sistema coordenado: V = V αeα.

Definición 11. Espacio Métrico [70].
Un espacio métrico consta de un conjunto X y de una función d : X × X → R+,
llamada métrica, o distancia que satisface los siguientes axiomas:

a) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

b) d(x, y) = d(y, x)∀x, y ∈ X.

c) d(x, y) 6 d(x, z) + d(y, z),∀x, y, z ∈ X.
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Definición 12. Espacio Topológico.
Sea X un conjunto. Una topología en X es una familia A de subconjuntos en X,
llamados abiertos, tal que cumple los siguientes dos axiomas

a) Si {Ai}i∈I ⊆ A, I arbitrario, entonces ∪i∈IAi ∈ A.

b) Si {Ai}i∈I ⊆ A, I finito, entonces ∪i∈IAi ∈ A.

A la pareja (X,A) se le denomina espacio topológico.

Definición 13. Espacio Topológico de Husdorff [71].
Denotado por χ, llamamos así aun espacio que cumple la propiedad:

a) si cuando x,y son dos puntos distintos en χ, ∃ un abierto que contiene a solo
uno de ellos.

b) si cuando x,y so dos puntos distintos en χ, ∃ un abierto U tal que x ∈ U , y /∈ U .

c) si cuando u, v ∈ χ son dos puntos distintos, ∃ abiertos disjuntos U, V ∈ χ tales
que u ∈ U , v ∈ V .

En otras palabras, un espacio es de Hausdorff si y solo si puntos distintos en el
espacio tienen entornos disjuntos.

Definición 14. Variedad Diferenciable [72].
Una variedad diferenciable de dimensión n es un conjuntoM y una familia de mapeos
inyectivos xα : Uα ⊂ Rn →M de conjuntos abiertos Uα de Rn en M tal que:

a) ∪αxα(Uα) = M .

b) para cualquier par α, β, con xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, los conjuntos x−1
α (W )

y x−1
β (W ) son abiertos en Rn y los mapeos x−1

β ◦ xα son diferenciables.

c) La familia {(Uα, xα)} es maximal respecto a las condiciones 1 y 2.

El par (Uα, xα) (o el mapeo xα) con p ∈ xα(Uα) es llamado una parametrización (o
sistema de coordenadas) de M en p; xα(Uα) se denomina entonces vecindad de coor-
denadas en p. Podemos también denotar a la parametrización de la siguiente forma:

xa = xa(u), a = 1, 2, ..., n.

Definición 15. Subvariedad.
Sea A de dimensión m, tal que A ⊂M y m < n, la parametrización se escribe como
sigue
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xa = xa(u1, ..., um), a = 1, 2, ..., n.

Para el caso m = n − 1 denominaremos la siguiente parametrización como una
hipersuperficie

xa = xa(u1, ..., un−1), a = 1, 2, ..., n

Definición 16. Vector Tangente [72].
Sea M una variedad diferenciable. Una función diferenciable α : (−ε, ε) → M es lla-
mada una curva (diferenciable) en M. Supongamos que α(0) = p ∈ M , y sea D el
conjunto de funciones sobre M que son diferenciables en p. El vector tangente a la
curva α en t = 0 es una función α′(0) : D → R dada por

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt
, f ∈ D.

Definición 17. Espacio Tangente.
El espacio tangente en un punto p sobre la variedad M , denotado TpM es el conjunto
asociado acada punto de una variedad diferenciable, el cual está formado por el con-
junto de todos los vectores tangentes a ese punto, la dimension del espacio tangente
debe ser la misma que la de la variedad. A la unión de todos los espacios tangentes
lo denominamos haz tangente.

Definición 18. Espacio Cotangente.
Definimos al espacio dual de TpM , también llamado espacio cotangente de la siguiente
forma

T ∗pM = {f : TpM → R},

con f una función lineal. A los elementos del espacio cotangente los denominamos
1-formas o covectores. Podemos ver esto como

(ωα, V ) = (ωα, V βeα) = V β(ωα, eα) = V β(dxα,
∂

∂xα
) = V β ∂x

α

∂xβ
= V βδαβ = V α.

Definición 19. Tensor.
Este concepto fue clave para la formulación de la relatividad general, ya que los tenso-
res nos permiten pasar de un sistema de referencia a otro y seguir siendo invariantes.
Los tensores son funciones S(a, b), donde a son covectores (1-formas) y b son vectores,
los cuales son mapeados a los reales. Sea

S :

n−veces︷ ︸︸ ︷
TpM × ...× TpM ×

m−veces︷ ︸︸ ︷
T ∗pM × ...× T ∗pM → R,

un mapeo multilineal. Decimos que S es un tensor de rango (m,n).
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Definición 20. Producto Tensorial.
Sea S un tensor de rango (µ,ν) y T un tensor de rango (α,β), definimos al producto
tensorial como

U = S ⊗ T.

U : TαM
µ+α × T ∗αMν+β → R.

donde U es un tensor de rango (µ+ α, ν + β).

Definición 21. Transformación entre Tensores [38].
Este tipo de transformaciones tiene su utilidad a la hora de pasar de un sistema de
referencia a otro y tienen la siguiente forma

X
′α =

∂x
′α

∂xβ
Xβ,

X
′αβ =

∂x
′α

∂xγ
∂x

′β

∂xδ
Xγδ,

X
′

αβ =
∂xγ

∂x′α

∂xδ

∂x′β
Xγδ,

llamamos tensores contravariantes a las expresiones con indices en la parte superior
y tensores covariantes a las que tienen indices en la parte inferior.

Definición 22. Transformación de Coordenadas.
A la transformación la denotaremos por

Λα
β′ =

∂xα

∂xβ′ .

Particularmente tenemos la transformación de los vectores base de un sistema coor-
denado a otro

eα′ = Λβ
α′eβ.

En general, la transformación de cualquier vector de un sistema de referencia a otro
será

V α′
= Λα′

β Vβ =
∂xα

′

∂xβ
V β.

Definición 23. Métrica.
Sea T (0,2) el espacio de tensores de rango (0, 2), definimos la métrica g sobre M de la
siguiente manera

g : M → T (0,2),
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p 7−→ (., .),

y puede ser escrita como g = gµνdx
µ ⊗ dxν , con gµν = (eµ, eν).

Si la métrica, además de cumplir con las propiedades del producto interior, es positi-
va definida, se llamará métrica riemanniana, en caso de no hacerlo, será una métrica
pseudoriemanniana.

Definición 24. Contracción de Indices.
El manejo de indices, o como se le dice comunmente, subida y bajada de indices, se
suele utilizar en relatividad y se logra gracias a la métrica. Por ejemplo para bajar
un indice, digamos de T µ, se hace de la siguiente manera (con ayuda del convenio de
sumas de Einstein)

Tµ = gµνT
ν ,

o para subir el indice de Tµ

T µ = gµνTν ,

con gµν la inversa de la métrica.

Definición 25. Variedad Riemanniana.
Sea (M, g) una variedad con una métrica. Si la métrica es riemanniana, denominare-
mos a la variedad como variedad riemanniana. En caso de que la métrica sea pseudo-
riemanniana, tendremos una variedad pseudoriemanniana o variedad lorentziana.

Definición 26. Derivada Covariante.
La derivada usual al aplicarse a un tensor, no siempre da como resultado otro tensor,
para eso se construye la derivada covariante, al estar trabajando entre varios sistemas
de referencia y conociendo la necesidad e importancia de la derivada, es necesario
tener una que siempre de como resultado otro tensor. Definimos la derivada covariante
(tanto para vectores covariantes como contravariantes):

∇γXα = ∂γXα − ΓβαγXβ,

∇γX
α = ∂γX

α + ΓαβγX
β,

donde Γ
′α
βγ se define como

Γ
′α
βγ =

∂x
′α

∂xδ
∂xγ

∂x′β

∂xφ

∂x′γ
Γδεφ −

∂xδ

∂x′β

∂xγ

∂x′γ

∂2x
′α

∂xδ∂xγ
.
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Definición 27. Conexión de Levi-Civita.
Para la formulación de la relatividad general, Einstein trabajó con un espacio curvo,
pero sin torsión. Con estas condiciones existe una única métrica que cumple

∇g = 0,

y esta es llamada conexión de Levi-Civita, podemos determinar sus coeficientes de la
siguiente manera

Γαµν =
1

2
gαλ(gνλ,µ + gµλ,ν − gµν,λ),

(las comas en los subindices denotan la derivada usual) también llamados, simbolos
de Christoffel.

Definición 28. Tensor de Riemann.
Definimos de la siguiente forma al tensor de curvatura o tensor de Riemann

Ra
bcd = ∂cΓ

a
bd − ∂dΓabc + ΓebdΓ

a
ec − ΓebcΓ

a
ed,

y cuyos coeficientes satisfacen
Rβ
α[µν;σ] = 0,

a esta relación se le conoce como identidad de Bianchi ( el ; denota la derivada
covariante). Y poseen las siguientes simetrías

Rαβµν = −Rβαµν .

Rαβµν = −Rαβνµ.

Rαβµν = −Rµναβ.

Definición 29. Tensor de Ricci y Escalar de Ricci.
Partiendo del tensor de Riemann Rα

βµν , definimos al tensor de Ricci haciendo la con-
tracción de indices

Rµν = Rα
µαν ,

ahora, con ayuda de la métrica, contraemos los indices del tensor de Ricci para obtener
el escalar de curvatura o escalar de Ricci

R = gµνRµν .

Definición 30. Tensor de Einstein.
Definimos al tensor de Einstein con ayuda de los últimos dos
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Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν ,

y satisface la propiedad

Gµν;ν = 0.
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