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NOMENCLATURA

Variables dimensionales.

a
z
V;
Vi

dp

dr

Patm

V)

Radio del disco (r) [m]

Separacién entre discos H(t) [m]
Velocidad Axial dimensional [m/s]
Velocidad Radial dimensional [m/s]

Gradiente de presion [Pa/m]

Numero de Reynolds

Coordenadas axial y radial respectivamente [m]
Fuerza de compresion a flujo no homogeéneo
Fuerza de compresion a flujo homogéneo
presion hidrostatica

presion atmosférica

Velocidad promedio

Variables adimensionales

Po

P1

dpo
ar*

dp1
ar*

Fo

F1
{r*.z*}
Vr*
Vz*
V20

Vio

Va

Vi

Presion perturbada a orden cero

Presion perturbada a primer orden

Gradiente de presion perturbado a orden cero

Gradiente de presion perturbado a primer orden

Fuerza perturbada a orden cero

Fuerza perturbada a primer orden
Coordenadas axial y radial adimensional
Velocidad radial adimensional

Velocidad axial adimensional

Velocidad axial perturbada a orden cero
Velocidad radial perturbada a orden cero
Velocidad axial perturbada a primer orden
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Presion hidrostatica adimensional



Letras griegas

U Viscosidad del fluido [Pa*s]

p Densidad del liquido [Kg/m?]

Vectores y tensores.

D Tensor de rapidez de deformacion [1/s]

o Tensor de esfuerzos [Pa]

%4 Vector velocidad. [m/s]

vV Tensor gradiente de velocidad [1/s]

vyT Transpuesta del tensor gradiente de velocidad [1/s]
GLOSARIO.

Aproximacion de Lubricacion:

Es cuando en un sistema no se van a tomar en cuenta aquellos términos que son pequefios,
en donde estos estan relacionados con el cociente de dos longitudes caracteristicas axial y
radial respectivamente

Deformacion:

Es aquel cambio relativo que hay de la posicion con respecto a otra en un medio continlo; es
decir, es la alteracion de la forma de un cuerpo lograda mediante la aplicacion de fuerzas
sobre él.

Ecuacion constitutiva de Newton:

Es una relacion que hay entre las variables termodinamicas o mecanicas de un sistema fisico,
como lo pueden ser: Presion, volumen, tensién, deformacion, temperatura, densidad,
entropia, etc..; es decir, es aquella ecuacion que relaciona las variables dindmicas de un
sistema, en donde particularmente para la reologia se relaciona el esfuerzo y la deformacion.
Ecuacion de continuidad:

Es una ecuacion diferencial parcial que nos demuestra o representa la conservacion de
materia en un sistema fisico.

Ecuacion de movimiento:

Es la segunda ley de Newton, la cual es aplicada a un medio continuo

Ecuacion de Navier-Stokes:

Es la ecuacion de movimiento que se aplica a un fluido Newtoniano, las cuales describen el

movimiento tridimensional de sustancias fluidas viscosas



Estado estacionario:

Es cuando las variables que definen el comportamiento, respecto al tiempo, permanecen
invariantes en un sistema o proceso; es decir, es el estado en el que ninguna propiedad
dindmica del sistema depende del tiempo.

Fluido:

Es aquel medio continuo que es formado por alguna sustancia y que, al aplicarle un esfuerzo,
este se deforma continua e irreversiblemente.

Fluido incompresible:

Aquel medio continuo que es formado por alguna sustancia y que tiene una densidad
constante

Fluido newtoniano:

Es un fluido que tiene una viscosidad constante e independiente de la rapidez de deformacion.
Fluido no-newtoniano:

Fluido en donde su viscosidad es dependiente de la rapidez de deformacion

Fluido adelgazante al corte:

Es aquel fluido en el que su viscosidad decrece por efecto de un aumento en la rapidez de
deformacion

Fluido engrozante al corte:

Es aquel fluido en el que su viscosidad aumenta cuando existe o se da un efecto de rapidez
de deformacion.

Flujo volumétrico:

Es el volumen de fluido que pasa por una superficie dada en un determinado tiempo; es decir,
es el volumen por unidad de tiempo.

lubricacion

Rapidez de deformacion:

Es el cambio que se da en elongacion o contraccion de un material de un determinado
componente, objeto o sistema de estudio; es decir, es el cambio o evolucion temporal de la
deformacion.

Viscosidad:

Es la medida de la resistencia que poseen los fluidos al movimiento o a fluir.



RESUMEN

En este trabajo se analiza el flujo continuo por compresion de un liquido viscoso
newtoniano, el cual se puede caracterizar con la ecuacion constitutiva de Newton. El
fluido es inyectado a flujo volumétrico constante en el plato inferior (z = 0) por medio de
una serie de orificios distribuidos al azar. El fluido al entrar por el plato inferior induce
una fuerza en el plato superior y posterior a eso, se produce un laminado en direccion
radial. El sistema tiene la ventaja de que la inercia del plato superior no es tomada, i.e., la
resistencia que presenta el plato superior por efecto del cambio de posicién, como en el
caso del flujo tradicional por compresion. El segundo punto importante, es que el sistema
se encuentra en estado estacionario, los atributos o caracteristicas no dependen del tiempo.

Para resolver las ecuaciones acopladas se propone un conjunto de variables
adimensionales que permite introducir grupos adimensionales como el ndimero de
Reynolds Re y la razdn geométrica entre las longitudes caracteristicas o = H/R << 1. Para
resolver el sistema se propone un esquema perturbativo para las velocidades radiales,
axiales, presion y fuerzas. A ordenes cero, se obtienen expresiones para la velocidad
radial, axial, presion y fuerza en funcion de la no-homogeneidad, i.e. la distribucion de
orificios en el plato inferior afecta directamente a la fuerza en el plato superior. A primer
orden se obtienen las mismas expresiones modificadas con la contribucion de la inercia.
Finalmente, las ecuaciones analiticas obtenidas son programadas en el programa de
Wolfram-Mathematica, licencia-UNAM.

Este trabajo de investigacion representa un esfuerzo en la busqueda constante de

sistemas de flujo que puedan caracterizar fluidos a través de la funcion viscosidad.

Palabras claves
Fluido Newtoniano, Flujo continuo por compresion, Viscosimetria y analisis de

ordenes de magnitud.



CAPITULO 1
INTRODUCCION



1. Preliminares

1.1 Flujo por compresion

En la historia de la reologia, existen flujos clasicos que se estudian en diferentes cursos a
nivel de pregrado y posgrado (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Entre estos flujos, se
pueden citar: (i) Flujo por arrastre, (ii) Flujo de Poiseuille debido a un gradiente de presion,
(iii) Flujo por gravedad. Estos flujos, tienen en comdn que salvo el primero, son no
homogéneos, i.e., la rapidez de deformacion es independiente del fluido (Herrera-Valencia
et al. 2023). Ademas, este tipo de flujos solo tienen componentes cortantes debido a que la
componente del vector velocidad que es diferente de cero solo depende de una coordenada
geométrica (Bird et al. 2002).

Por otra parte, existen sistemas en donde se tienen dos componentes del vector velocidad,
es decir estos sistemas tienen componentes cortantes y extensionales (Engmann et al. 2005).
Uno de estos sistemas, es el conocido como flujo por compresion (Engmann et al. 2005). El
flujo por compresion es uno de los sistemas mas estudiados en el area de fendmenos de
transporte y reologia (Bird et al. 2002, Engmann et al. 2005). En este sistema, el fluido es
colocado entre dos platos circulares paralelos, en donde el plato inferior se encuentra estatico
mientras que el superior se aproxima con una velocidad -dH(t)/dt comprimiendo al fluido
que se encuentra en el plato inferior (Engmann et al. 2005). El fluido es comprimido por
una fuerza constante y fluye en direccion radial hacia fuera del sistema (Oliver et al. 1978,
1981). En este sistema, se infiere la tension superficial entre el fluido y la superficie es lo
suficientemente alta para que el fluido permanezca en el plato inferior (Oliver et al. 1978,
1981).




Figura 1. Flujo por compresion del fluido en cuestion entre platos paralelos
circulares

1.2 Flujo continuo por compresion.

El flujo continuo por compresion es un sistema de flujo que se analiz6 como una opcion
diferente al flujo por compresion. El flujo por compresion tiene dos puntos importantes que
complican su estudio:

A) El plato superior se aproxima al fluido a rapidez constante por lo que, debe de tomarse

en cuenta la inercia del plato.

B) Cuando se aproxima el plato superior al inferior a nivel de nanémetros se produce
efecto de deslizamiento por lo que los resultados de medicion pueden tener errores de
medicion.

Oliver et al. (1978, 1981) presenta una opcion diferente mediante un mecanismo ingeniosos
que consiste en dos platos paralelos separados a una distancia fisica H, en donde el plato
circular inferior de radio r = a, es perforado con una serie de orificios distribuidos
aleatoriamente. Mediante un sistema mecanico es inyectado un fluido a volumen constante
el cual, atraviesa los orificios ejerciendo una fuerza en el plato superior, seguido de un
laminado radial Oliver et al. (1978, 1981). Esta inyeccion del fluido en el plato inferior
permite simular el flujo por compresion que se define cuando el fluido es comprimido por el
plato superior, en el flujo por compresion clasico estudiado en mecanica de fluidos. El

sistema se muestra en la Fig. (2).

Force

b) r



Figura 2. llustra el sistema de flujo continuo por compresion. El liquido Newtoniano es
inyectado en el plato inferior, a flujo volumétrico constante. El fluido entra por los
orificios hasta el plato superior en donde el liquido presenta un laminado radial. La
distancia de separacion de los platos es H y el radio de los platos es r = a.

1.3 Aplicaciones

Algunos ejemplos de flujo por compresion en la vida cotidiana son cuando se ingiere un
alimento y se procesa en los dientes, donde posteriormente se forma una pasta que después
es deglutida y pasa por el aparato digestivo; cuando se mastica un “chicle” o cuando se abre
la llave y se observa la salida del agua de entre los orificios de la regadera (Engmann et al.
2005). El amasado de pan, la preparacion de galletas cuando se une la pasta o la crema en las
superficies solidas, etc... estos son ejemplos claros de flujo por compresion en la industria
alimenticia (Engmann et al. 2005). En la industria de los polimeros, los procesos de
moldeo, inyeccion y extrusion combinan flujos cortantes y extensionales, los cuales son
punto de partida en la descripcion matematica y fisica de estos sistemas (Bird et al. 2002;
Khadem and Rey 2019a-b, 2021). Los aditivos y aceites multigrados son fluidos que
permiten evitar, o disminuir la friccién o desgaste entre la maquinaria y el equipo de uso en
la industria mecénica (Bird et al. 2002; Lehmonen et al. 2020).

1.4 ANTECEDENTES
1.4.1 Historia del flujo por compresion y el flujo continuo por compresion

Primeramente, el flujo por compresion de un liquido newtoniano se llevo a cabo y fue

estudiado despreciando los mecanismos inerciales (Bird et al. 1987, 2002). Dicho sistema
constaba del fluido viscoso que se coloca entre los platos separados paralelamente con un
radio r = R y separados a una distancia H(t), en donde el plato superior se aproxima a una
velocidad no constante (esta se modifica punto a punto). demostré que la fuerza para
mantener el movimiento del liquido fluyendo entre los platos, es proporcional a la viscosidad
cortante y a las propiedades geométricas del sistema; obteniendo asi la siguiente ecuacion

analitica bésica de Stephan (Engmann et al. 2005).
4
Fy=3 o (_d_Hj (1)

Donde en la Ec. (1), F(t) es la fuerza que experimenta el plato superior debido al medio, n,,

es la viscosidad del medio, H(t), es la separaciéon del medio, R es el radio del disco y (-



dH(t)/dt) es la wvelocidad promedio. Los fluidos no-newtonianos presentan un
comportamiento interesante y perplejo. EI modelo més simple empelado en la industria es el
de ley de potencia el cual, permite estudiar el adelgazamiento y engrosamiento de los fluidos
(Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Este modelo fue empleado para caracterizar un fluido
no-newtoniano en el contexto del flujo por compresién (Engmann et al. 2005). La expresién

para la fuerza es analitica y tiene la siguiente estructura matematica:

n-1

21 (2 + J
F(t): n K d_H ‘d_H H—(2n+1) R n+3 (2)

n+3 dt | dt

Los parametros (K, n) estan relacionadas a las propiedades adelgazantes al corte del material
(Engmann et al. 2005). La Ec. (2) representa la fuerza para mantener el movimiento del
fluido por el efecto de la compresion (Bird et al. 2002).
El flujo continuo por compresion fue estudiado por Oliver y colaboradores (Oliver et al.
1978; Oliver y Shahidullah 1981). Ellos estudiaron este sistema caracterizado mediante un
fluido incompresible, isotérmico y newtoniano y encontraron soluciones analiticas en
términos de funciones de Bessel, caracteristicas geometricas e intrinsecas del material de
estudio (Oliver et al. 1978; Oliver y Shahidullah 1981).
Por otra parte, Waters y Gooden (1983) estudiaron el flujo continuo por compresion para
un fluido no-newtoniano inelastico tipo ley de potencia, combinando un esquema
perturbativo mediante una parametrizacion del escalar rapidez de deformacion. Para resolver
el conjunto de ecuaciones adimensionales, proponen un esquema perturbativo regular el cual
toma como parametro de perturbacion el cociente entras las longitudes axiales y radiales. Las
variables perturbadas son las velocidades, esfuerzos y presiones. Finalmente obtienen
expresiones analiticas para la fuerza viscosa (orden cero) y la fuerza inercial (primer orden,
Waters y Gooden 1983). Waters y Gooden (1984) incorporan los mecanismos elasticos
a través de un modelo tipo Oldroyd-B de 6 constantes. Su trabajo muestra tres cosas
importantes:

A) Los mecanismos viscosos estan relacionados directamente con la fuerza aplicada.

B) Los mecanismos inerciales son pequefios y pueden ser despreciables.

C) Los mecanismos elasticos son importantes y la compresidn es negativa asociada a los

cambios espaciales de la primera diferencia de esfuerzos normales.



Los datos que se obtuvieron experimentalmente para pastas demuestran que el modelo
tedrico predice los parametros materiales.

No obstante, y a pesar de todos intentos realizados por entender este fendmeno, este
trabajo presenta el desarrollo matematico del flujo por compresion mediante el flujo continuo
por compresion. Como primera aproximacion, se analizara el caso del fluido Newtoniano a
ordenes cero y primero. Para este efecto, se plantea la siguiente hipdtesis
1.5 HIPOTESIS

La inyeccion continua en un plato con una distribucion aleatoria de orificios, produce una
fuerza normal en el plato superior, entonces esta dependera de las propiedades viscosas,
inerciales y de no-homogeneidad del sistema y serd comparable al flujo continuo por
compresion tradicional.

2. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION:

2.1 General
Estudiar la respuesta dinamica del flujo por continuo por compresion de un fluido newtoniano

en un sistema de platos paralelos, mediante un esquema perturbativo.

2.2 Particulares

P.1 Utilizar las ecuaciones de continuidad, transporte y reoldgica de Newton para caracterizar

la dindmica del flujo continuo por compresion.

P.2 Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de obtener las ecuaciones
de continuidad, de momento y reoldgica con el fin de introducir grupos adimensionales que

describan las fuerzas macroscépicas en el sistema de estudio.

P.3 Proponer un esquema perturbativo para las velocidades, presion, componentes del tensor

de esfuerzos y fuerzas a ordenes cero y primero.

P.4 Obtener expresiones analiticas para la velocidad radial, velocidad axial, gradiente de
presion y fuerza de compresidn que experimenta el plato superior debido al liquido que entra

por los orificios en el plato inferior a orden cero.



P.5 Obtener expresiones analiticas para la velocidad radial, velocidad axial, gradiente de
presion y fuerza de compresion que experimenta el plato superior debido al liquido que entra

por los orificios en el plato inferior a primer orden.

P.6 Programar las ecuaciones analiticas para las velocidades radiales, axiales, presiones y
fuerzas a ordenes cero y primero en el programa de computo Wolfram-Mathematica.

3. DISTRIBUCION DEL MATERIAL
En el capitulo 1, se describe las defunciones principales del flujo por compresion y del
flujo continuo por compresion. Ademas, se presenta el estado del arte del flujo por

compresion y del flujo continuo por compresion.

En el capitulo 2 se ilustra el sistema de flujo continuo por compresion y las principales

restricciones fisicas del sistema.

En el capitulo 3 se presentan las ecuaciones acopladas adimensionales en terminos del
numero de Reynolds y de la razdén geomeétrica entre la longitud caracteristica axial H y radial
R,i.e,a=H/R<<1.

En el capitulo 4 se propone un esquema perturbativo para las velocidades radial, axial,
presiones y de la fuerza que experimenta el palto superior debido al liquido.
A) Orden cero: Se obtienen las velocidades radiales, axiales, presion y la fuerza a orden
cero.
B) Primer orden: Se obtienen las velocidades radiales, axiales, presion y la fuerza a

primer orden, en donde los mecanismos inerciales juegan un papel preponderante.

En el capitulo 5, los resultados analiticos para las velocidades radiales, axiales, presion y
fuerza a ordenes cero y primero en términos del nimero de Reynolds y del parametro a.
Estos resultados se programaran en el lenguaje Wolfram-MATHEMATICA. Finalmente, en
el dltimo capitulo se presenta la contribucion al conocimiento, las conclusiones y trabajo en

progreso.



CAPITULO 2
PROBLEMA FISICO Y
ECUACIONES TEORICAS



En este capitulo, se modela el flujo continuo por compresién de un fluido newtoniano
entre dos placas paralelas, en un sistema de coordenadas cilindricas debido a que se estudia
especificamente en el centro del tubo; por lo tanto, se deducira el perfil de velocidades axial
y radial, el gradiente de presion y la fuerza del fluido hacia el disco superior, para que asi
posteriormente dichos resultados se puedan comparar con relacién a los posteriores que estén

afectados por los mecanismos inerciales y fuerzas viscosas.

2.1 PLANTEAMIENTO FISICO DEL PROBLEMA.

El sistema fluye entre dos placas paralelas de radio a, y distancia axial H. El
movimiento es causado por la compresién del plato superior sobre el liquido que entra por la
parte de abajo (a través de los orificios), del plato inferior, causando asi un laminado en la

direccion radial.

2.2 ANALISIS DEL PROBLEMA
Para modelar el sistema se suponen las siguientes restricciones fisicas. El sistema fluye
por dos geometrias. La primera de ellas es una rendija y la segunda es un capilar de radio r =

al y longitud z = L.

a) El liquido complejo es incompresible, i.e. su volumen no cambia.

b) EIl proceso es isotérmico, i.e. la temperatura es constante y no es necesario el balance
de energia.

c) El fluido contiene dos contribuciones: c.1. Solvente y c.2 Polimero.

d) Los mecanismos gravitacionales son despreciables, el fluido es cortando por un
gradiente de presion oscilatorio, el cual depende del tiempo y de la frecuencia.

e) El sistema de coordenadas es colocado en el centro del tubo por lo que, se supone

simetria cilindrica.
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Figura 3.- demostracion esquematica del sistema para un mejor entendimiento de este, y observar las
restricciones que se haran en el sistema.

2.3 ECUACIONES TEORICAS
Las ecuaciones teoricas que se utilizaran en la descripcion de la fisica del sistema.
2.3.1 Ecuacion de continuidad
La ecuacién de continuidad describe la conservacion de la masa en un sistema y

matematicamente se describe mediante la siguiente ecuacion diferencial parcial

op

L =.v.v 1
ot @)

2.3.2 Ecuacion de Cauchy en su segunda forma:

p% =-Vp+V-o+pg (2)

En la Ec. (2), p es la densidad del liquido, mientras que %, es el operador de Stokes

o la derivada material, en donde describe cambios en la velocidad en funcion de las variables
temporal y espaciales del sistema; V es el vector velocidad; —Vp es el gradiente de presion
o diferencial de presién, en donde su signo es negativo debido a una consecuencia de la
segunda ley de la termodinamica; —V - o es el tensor de esfuerzos y g es el vector de

aceleracion de fuerza de gravedad, lo cual en el presente trabajo, este se despreciara.



2.3.3 Ecuacion reoldgica.

Para caracterizar el liquido del sistema se utiliza la ecuacion reoldgica de Newton, la
cual relaciona la rapidez de deformacidon en funcion del esfuerzo en el sistema de la siguiente
manera.

La ecuacion constitutiva se puede expresar como:

6=2uD (3)

Esta Ec. (3), contiene a la variable o [Pa], el cual es el tensor de esfuerzos viscoso; p [Pas]
es la viscosidad del fluido en cuestion y D [1/s] es el tensor de rapidez de deformacién, el
cual, es la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad V [1/s]. En donde la contribucion

del solvente se puede expresar como:

2D=VV+VV' (4)

En la Ec. (4), V es el vector velocidad; V es el operador nabla; VV es el tensor gradiente de
velocidad y T es la transpuesta del tensor gradiente de velocidad.

Sustituyendo la Ec. (3) en la Ec. (2):

poe=—Vp+V (2uD) + pg (4D

Por conmutatividad

p% = —Vp+uV-(2D) + pg (4.2)

Al combinar las Ecs. (4) se obtiene la siguiente expresion para la ecuacion dinamica, i.e.,
Sabiendo que 2D = VV + VT

p% =-Vp +,u(v-[VV+va])+pg (5)

Distribuyendo el operador divergencia, se tiene lo siguiente:

p% =-Vp +M(V2V+V-(VVT))+pg (6)

La Ec. (6), se puede simplificar a:

DV
Por ~ VP +u(V2V+V[V-V])+pg (7)

Suponiendo fluido incompresible (V-V) =0, es decir densidad constante, se tiene lo
siguiente:
p=l=—Vp+u(V2V +V[V-V]) + pg

Por lo tanto



p% =-Vp +uV>3V +pg (8)

Desarrollando la derivada material del vector velocidad V

2V — _Vp + uV2V + pg
Dt
\
p[%+v -ijz -Vp +uV?V +pg (9)
El sistema se encuentra en estado estacionario, i.e.,
) oV
L —=0 10
Imt—)oo 6t ( )

p(Se+V W) =—Vp+puv?V + pg

p(V-VV) = —Vp+ uV?V + pg (10.1)
Suponiendo que los mecanismos gravitacionales son despreciables, ie.,
p(V-VV)=-Vp +uV?V +pg= -Vp +uv?Vv (12)
Por lo que la Ec. (11), toma la forma:

p(V-VV)= -Vp +uv?Vv (12)

Finalmente, las ecuaciones fundamentales para el desarrollo de esta tesis, son la ecuacion de

continuidad y la de movimiento las cuales, pueden ser descritas de la siguiente manera:

V-V=0
p(V-VV)= -Vp+uv?V

Estas ecuaciones son punto de partida en este trabajo y seran desarrolladas en su componente
r y z respectivamente. En el siguiente capitulo se presentaran las componentes de estas
ecuaciones y se establecerd la parte dindmica del sistema, es decir:

a) Tensor gradiente de velocidad

b) Tensor rapidez de deformacion

c) Tensor de esfuerzos



CAPITULO 3
TENSORES Y ECUACIONES DE
TRANSPORTE DESACOPLADAS



3.1 TENSORES CINEMATICOS

Para obtener las componentes de las ecuaciones de transporte correspondientes, se

empelaréan los siguientes vectores y tensores cinematicos y dindmicos en el sistema. El vector

velocidad en este sistema, solo tiene dos componentes en la direccion radial y axial

respectivamente, por lo que puede ser expresado de la siguiente manera:

V= (Vr,VO,Vz) = (Vr(r,z),O,VZ(r,Z))

El tensor gradiente de velocidad tiene la forma:

oVr 6!9
? or
10V, ;ﬁ Vr
VV =| - + +—
r%el ’\? 0 r
LI
0z 0z

oVz
o
10Yz
/0
o0Vz
oz

La transpuesta de la ec. (14), se tiene:

ovr oV
= 7
VW' = ! ;K + 7% %/2 L
r/o0 r 0 r
ovr oV,
% 72

oVz

o
10Yz
/0

oVz

oz

ave
or
0

avr
0z

OVr

or

= 0

vz
or

avz
or

ovz
0z

OVr

0z
0

ovz
0z

(13)

(14)

(14)

El tensor rapidez de deformacion D y el tensor de esfuerzos o tienen la siguiente forma:

avr
or
2D=VV+VV' = 0

avr  ovz
0z or

Vr

r

or 0z
0

vz
0z

Y el tensor de esfuerzos este definido como:

(15)



6= 0 o, O (16)
Gzr 7z
El tensor de esfuerzos esta relacionado a las fuerzas cortantes y extensionales en un
elemento de control; sin embargo, el tensor de gradientes de velocidades nos da informacion
acerca del cambio espacial de la velocidad.
3.2 MODELADO TEORICO

La ecuacion de continuidad en coordenadas cilindricas toma la forma:
p #p(rt)
() =0
De la derivada material
V-pV =0
Por conmutatividad
p(V-V)=0
Como la densidad es constante, se pasa dividiendo a lado derecho de la ecuacion, quedando
lo siguiente:
(V-V)=0
Desarrollando la divergencia de la velocidad:

19Y0 vz
— +_

10
VeV = V) o t
Quedando lo siguiente

10 oVz
S (rVr)+—==0 17
r@r( )+ oz (n

En esta seccion se modelara solamente el capilar de radio r =ay longitud L. En coordenadas
cilindricas el sistema, se puede modelar de la siguiente manera:

3.2.1 Componente enr:

p| V +Vz

o r 00 r 0z

Vo)’
Ve Veavr (Vo) 8VrJ:_@+

o4 -
o> ror r? r2 o0t o0 o

(62Vr Lovr_Vr 10%Vr 20V,  o'Vr j

(18)



3.2.2 Componente en 0:

En donde se eliminara el componente en 0 debido a que no es el componente de interes

o e V0, YOOV VN ov_ 1y
r o0 r 0z 0o

2
(122 gy V0, LEY

—— t——+—Vb
rror2 00> 1 00 07

(19)
3.2.3 Componente en z:

En donde se eliminara el componente en z debido a que no es el componente de interes

oVz V0 oVz op 10( 0Vz 1 0*V Z
AL L & _ oy, [10( 0Vz e (20)
z H r? 00° r? 0z

Se quedara unicamente el componente en r, debido a que es la componente de analisis

Se desprecia por efecto de curvatura

Se consideran insignificantes

p{w%ﬂaﬂ_ WOF |y O0) 90y (EVr | 1OVT_ Ve a0t 2V

r 90 r 0z or or? r or r2  rZ 902 r2 90

62Vr)
dz2
Sabemos que
V =[Vr,0,Vz]
Por lo que lo restante de la componente r es lo siguiente:
_9p (62Vr) _

5. Tul5z)=0 (20.1)

Acomodando la ec (20.1)

d dvr __ 10p

8z 9z  uor (20.2)
3.2.4 Condiciones de frontera

El fluido satisface las iguientes condiciones de frontera:
Vz(z=0,r)=u(r) (21)
Las siguientes condiciones de frontera se menciona a ontinuacion:
Vz(z=H,r)=0 (22)

Vr(z,r=0)=0 (23)



3.2.5 Flujo volumétrico

El flujo volumétrico, se tiene lo siguiente:

T]LV z(z=0,r)rdrd6 =
00

o'-—.';"

ju rdrd@ (24)
0

3.2.6 Fuerza normal en el plato susperior
La fueza normal en el plato superior, se puede calular a traves de una integral doble:

2n

.

Las Ecs. (1-25) representan el nicleo de este trabajo de investigacion a nivel de licenciatura.

)rdrde (25)

Estas, estdn basadas en los principios de conservacion de masa sin reaccion quimica y

transferencia de cantidad de movimiento lineal y constitutiva del material (reologica).

Finalmente, la meta de este proyecto es obtener una contribucién de la fuerza que
experimenta el plato superior debido al bombeo del liquido en el medio. Este se
descompondra en dos componentes radial y axial respectivamente y permitira a través de las
condiciones de frontera obtener una expresion cerrada para el gradiente de presion y posterior

a eso, la fuerza normal del sistema.



CAPITULO 4
VARIABLES Y ECUACIONES
ADIMENSIONALES



4.1 ESCALAMIENTO

Se propusieron las siguientes variables adimensionales para el adimensionamiento de
la Ecuacion de continuidad, Ecuacién de Navier Stokes para el componente “r” (radial) y ec.
de Navier Stokes para el componente “z” (Axial), con el fin de introducir grupos
adimensionales y escalar las variables para asi facilitar el modelado y simulacion
computacional del sistema de flujo continuo por compresion de un fluido Newtoniano entre

dos placas paralelas. Las variables adimensionales utilizadas fueron las siguientes:

Vr « _ Vz % p

Con el uso de las variables adimesnionales propuestas, se procede a adimensionar las

ecuaciones de continuidad, movimiento y reoldgica.

4.2 ECUACIONES ADIMENSIONALES

4.2.1 Ecuacion de Continuidad (Dividida en regiones).

vz

——( Vr) +5-=0
[or — | ‘ il
1 2
region 1 adimensional: li(rVr) = @%%(r*Vr*)

vz (V) avz*
a 0dz*

regién 2 adimensional: —

Sustituyendo las variables adimensionales encontradas en la Ecuacién de continuidad

V19 ., <v>avZ
ar* 6r*( vr ) t a
Factorizando termlnos comunes y sabiendo que % #+ 0, entonces la ec. de continuidad

=0

adimensional, queda de la siguiente forma

1 0
r*or*

(rVr )+6VZ —0

En términos de a (Se sabe que Re = ik ya = ﬁ)
u a

1 0o 06VZ:
ara*(rVr)+a 0

Si Re y a es un valor pequefio, entonces

vz ., .. ) )
=0 Ecuacién de continuidad adimensional.

(rVr)+

*a*



La expresion anterior, es el resultado principal del adimensionamiento de la Ecuacion de
continuidad, el cual es aquella ecuacion que nos demuestra o representa la conservacion de
la materia en un sistema fisico, esto, en el caso de un fluido newtoniano. En la siguiente
seccion se desarrollara el adimensionamiento en la componente “r”” de la ecuacion de Navier
Stokes

4.2.2 Ecuacion de Navier Stockes para componente “r”, radial (se divide en regiones)

p(Vraﬂ+\K§)— E!__(V) LV—]+ pg

1 2 4
., . . av 1 av
regién 1 adimensional: Vr—r = (V)? ZVr*a—r*
., . . LT L VT
region 2 adimensional: Vz 2= = (v)? —V -
e n_una
region 3 adimensional: ——= = —==>"-~

region 4 adimensional: —( —(rVr )) (rl aa*( *Vr*))

5 adi I anr _ (v a*vr
region 5 adimensiona 2= 12 9g2

Sustituyendo las variables adimensionales en la ecuacion de Navier Stockes para componente

“r”, queda de la siguiente manera.

21 *6V7‘ )% __Ma_p* @a 1 0

p (<V) a vr + <V) oz* ) o h2 or* tH a? ar* (r *9r* (T vr ))
(v)a2vr*

h2 62*2]

Factorizando y eliminando terminos, ademas de multiplicar toda la ecuacion por las

2
siguientes variables # y desarrollando, queda de la siguiente forma.

EM(V *6Vr V2 *6Vr):_6p*+(ﬁ)2 ) (i 0 iy )) "L

a u or* a/ or*\r*ar* z*2

Se sabe que Re = p(Z)h

h . ., .
y a = — por lo que, sustituyendo en la ecuacidn, queda lo siguiente.

o (1 v 82) =t ) + 52

En términos de a, la ec. De Navier Stokes en la componente radial “r”, quedaria de la

siguiente forma



1 * 6VT _ 0 _ 6_p* 2 ad 1 0 0°Vr
Re(Vr +V )—a( 6r*)+a6 (ra*(rVr))+ (62*2)
Si Re y a es un valor pequefio, entonces

ap* n avr

0=- ar* az*2

Ecuacion de Navier Stokes adimensional para componente “r”, radial

La expresion anterior, es el resultado principal de la componente radial de la ecuacion de
transferencia de cantidad de movimiento en el caso de un fluido newtoniano. En la siguiente

‘G b5

seccion se desarrollard la componente en

4.2.3 Ecuacion de Navier Stockes para componente “z”, axial (se divide en regiones)

p(Vraﬂ+V aa% = ap+u[<1a(r%))+azvz]+pg

\—Y—J ror \_Y—)
1 2 3 4 5
region 1 adimensional: Vr %— ()2 —V *‘wz
., . . av L vz
region 2 adimensional: Vz —Z = (V)? —V 2
i ' ional- — 2P — _mV)adp®
region 3 adimensional: ——> = —=5- -~
region 4 adimensional: * -2 (r ‘Wz) = ( aVZ*)
9 “ror ar r* ar* ar*

vz 1 9%vz*
> = (V)

region 5 adimensional: o

Sustituyendo las variables adimensionales en la ecuacion de Navier Stokes para

componente “z”, queda de la siguiente manera.

(7 Ve 4 0 o ) = M B2 (0-25)

h? haz*

1 04Vz
<V)ah 622*] trg

Factorizando y eliminando terminos, ademas de multiplicar toda la ecuacion por las

2
siguientes variables # y desarrollando, queda de la siguiente forma.

(V)h( L ovz* ,oVz* 1 ap* 31 0 [ ,0vz"\  ho*vz*

Vr Vz = — = - = r -

a2 u -t (E) oz* t a/ r*or* or* T a 0z2%*
a

p{V)h

Se sabe que Re = — ya = S por lo que, sustituyendo en la ecuacion, queda lo siguiente.




(a)zRe(Vr avz* +V *aVz)z_lap +( )3 1* 6*

adz*

L vzt 10%vz*
(1 5e) + @' 5

Desarrollando, en términos de «a, la ec. De Navier Stokes en la componente axial “z”,

quedaria de la siguiente forma

3 avz* _ Oap 41 6
(@)*Re (V1 ) = —a® 2+ (@)

L 0VZ* 5 0%vz*
( ) ( ) 0z2%*
La expresion anterior, es el resultado principal de la componente axial de la ecuacion de
transferencia de cantidad de movimiento en el caso de un fluido newtoniano. En la siguiente

seccidn se desarrollara la fuerza normal en el sistema

4.2.4 Fuerza normal

—F=-m f:%ﬂdr

De las variables adimensionales

* r *2 r
r =—--7r ==
a a

Por lo que,

*

=< drt =
a
Por lo tanto, la fuerza toma la forma
a® . ad adp(r) »
—5F= 3—3(—1Tf —=r dr)

0 dr
Desarrollando y haciendo las operaciones y calculos necesarios, se obtiene la siguiente

ecuacion.

_ — _ 1dp(r) *2 *
F=-n>- fo o Tdr

Pc

Se multiplicara por el termino ”T
e 3P 1 dp)

_ Dbc — a Pc p r *2 *
1 F L a1 fO dr* dr

Desarrollando, eliminando terminos semejantes y sustituyendo los despejes de las ecuaciones
de variables adimensionales, finalmente se obtiene la siguiente ecuacion.

__pwyad (tdpr
F=m hZ 0dr*r dr

La fuerza adimensonal esta representada por la expresion anterior. Notese, que la fuerza

depende de variables geométricas y de la fuerza motriz a través del gradiente de presion a



ordenes cero y primero. A continuacion se hara un resumen del resultado obtenido del

adimensionamiento de las ecuaciones mencionadas ya anteriormente.

4.3 RESUMEN DE ECUACIONES ADIMENSIONALES OBTENIDAS:

Por lo tanto, las ecuaciones adimensionales en términos de a y Re son:

Ecuacion de Navier Stockes para componente “r”, radial

ol *aVr _ of_9 2 0 (1 o (9%vr

Re(Vr +V )—a( 6r*)+a6 (ra*(rVr))+ (az*z) ()
Ecuacion de Navier Stockes para componente “z”, componente axial

3 avz* >,fl’)VZ — Oa_p* 4l li] OVz 20 Vz*

(@3Re (V2= + vz 22) = —a® 2 + (@)t 2= (1 25) + (@) 2 (1)
Ecuacion de continuidad
a2 L V) + a2t =0 (1)
Las Ecs. (I, Il, I1l) dependen de dos nimeros adimensionales (a y Re), los cuales estan

definidos como:

a=—
a

p{V)h
u

Re =
El primer grupo adimensional, es un cociente de dos longitudes caracteristicas asociadas con
. . . . . . h
el eje axial y radial respectivamente. El valor de alfa siempre es menor de uno, i.e. @ = -<

1.
El segundo numero adimensional, es el numero de Reynolds es un cociente de dos
mecanismos los cuales relacionan los procesos viscosos e inerciales. Cuando el nimero de

Re >> 1, los mecanismos dominantes son los inerciales, mientras que si Re << 1, dominan

los procesos Vviscosos.



En la siguiente seccidn, se llevara a cabo un desarrollo resumen de los célculos y pasos
necesarios que se llevaron a cabo para la perturbacion a orden cero y a primer orden de los
resultados de las ecuaciones adimensionales obtenidas; sin embargo, si quiere conocer acerca
del desarrollo completo que se llevé a cabo para la obtencién de los resultados perturbados a

orden cero y a primero orden, puede revisarlos en los apéndices.
4.4 ESQUEMA PERTURBATIVO
Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas se propone una serie

de potencia en donde el pardmetro de perturbativo oo = H/a << 1, para la velocidad radial,

axial y la presion, por lo que se tiene los siguiente:

Vr(r,z) = a®Vry + a'Vr; + a?Vr, + 0(a?) (1)

Vz(r,z) = a®Vzy + alVz; + a?Vz, + 0(a?) (2)

p(r) = a’py + a'p; + a?p, + 0(a?) 3



CAPITULO 5
METODO PERTURBATIVO A
ORDEN CERO



5.1 Perturbacién a orden cero

a® *a*(r Vr)+a°6vz =0

Sustituir Ec. (1) y Ec. (2) en la ecuacion de continuidad adimensionada, para posteriormente

desarrollarla y eliminar términos semejantes y como Unicamente se esta perturbando a orden
cero, se quedaran aquellos términos que contengan «©, por lo tanto, la ecuacion de

continuidad toma la forma siguiente.

*(Vry)) +— Vz0 =0

La ecuacic’)n de continuidad permanece invariante ante la perturbacion a orden cero, i.e. no
existe ninguna contribucion adicional por efecto de la perturbacion.
5.2 Componente radial de la ecuacion de Navier-Stokes

R (9 2 v ) () v e (52

or or* \r*or* 0z*2
Sustituyendo el esquema perturbativo en la componente radial de la ecuacion de movimiento,
Ecs. (1-3), se obtiene la siguiente expresion a orden cero:

_ __9(po) 8% (Vrg)

0= ar* + 9z*2

La ecuacion anterior, es resultado de un balance de fuerzas viscosas y el del gradiente de
presion en la direccion radial.

5.3 Componente axial de la ecuacion de Navier-Stokes

3 *aVz _ 0 9p” 41 0 «0Vz 26 vz*
(a) Re(Vr +V )— —a a*+() ar*( )+() ppen

Al sustituir Ecs. (1-3) en las componentes de la ecuacion de movimiento y despreciando las
contribuciones mayores al orden cero, se tiene la siguiente expresion:

a(po)
az*

5.4 Fuerza norma a orden cero

0=-—

La fuerza normal se obtiene a traves de la integracién de la fuerza que experiemnta el
sistema en el plato superior y el area de contacto en coordenadas cilindricas. Al sustituir la

serie de potencia de la presion se obtiene la siguiente expresion analitica:

I-L(V)a3 1 dp* *2 *
—F=-m —r*dr
h2 fo dr*




La fuerza a orden de cero es proporocional al gradiente de presién inducido por el flujo
continuo del liquido en el plato inferior y el resultado principal a orden cero de este proyetco

de investigacion.

5.5 RESUMEN A ORDEN CERO

5.5.1 Ecuacion de continuidad
1 9

r*or*

5.5.2 Componente en r ecuacion de Navier-Stokes

(r*(Vrg)) + -2 Vzg = 0

_ _9(po) 92 (Vrg)
0= ar* + dz*2

5.5.3 Componente en z ecuacion de Navier-Stokes

_ __9(po)
0= az*

5.5.4 Fuerza normal a orden cero

ﬂ(V)a3 1 de *2 *
Fy=—mn—F —r*edr
0 hz fo dr*

A continuacion se llevara a cabo el procedimiento de la obtencion de la fuerza del
plato superior a orden cero, en donde se llevara a cabo el uso de las ecuaciones obtenidas
cuando se perturbaron aquellas ecuaciones que se habian adimensionado. Por esto, en la
siguiente seccion se encontrara una ecuacion de fuerza del plato superior, sin embargo,
tambien se encontrara la velocidad axial y radial del sistema y el gradiente de presion, en
donde se podra observar como afectan los mecanismos inerciales o viscosos de acuerdo al

grado de perturbacion en las ecuaciones que se obtendran.



5.6 Modelado matematico: Orden cero O (a)
5.6.1 Velocidad radial
De la ecuacion de Navier Stokes para componente “r” (radial), a orden cero

2

ar* az*2
Despejando la segunda derivada espacial de la velocidad con respecto a la coordenada
radial r, se tiene lo siguiente

_0%(Vrg) _ _ 3(po)
az*2 or*

Multiplicando por un signo menos, para volver el lado izquierdo y derecho positivo

3*(Vro) _ 9(po) (1.1)

az2 ~  or
Separando los términos de la Ec. (1.1).

9 9Vrg _ dpo
dz* 9z*  dr* (2)

Pasando la dz* a lado derecho de la ecuacion para posteriormente integrar la Ec .(2)

8Vr0_dﬂ
Jo 2=t 0z

Quedando lo siguiente:

aVTO _ de
az*  dr*

z"+C1

Nuevamente se pasa la dz* a lado derecho de la ecuacion para integrar

oVry = (dpo z* + Cl) 0z*

ar*
Desarrollando la multiplicacion e integrando nuevamente.

d * * *
d‘;ffz 9z* +C1[ oz

f aVT'O =

Obteniéndose asi:

W Vrg = %%Z*Z +Cyz*+ C, (3)
Al sustituir las condiciones de frontera adimensionales.

z=0-Vry(r,z) =0 (C.F.1) 4)
z=1-Vry(r,z) =0 (C.F.2) (5)
Aplicando C.F.1 en la Ec. (3).

0=22002+C,0+C, (5.1)

Despejando a la C,, se obtiene que:



Cz = O
Aplicando C.F.2 en la Ec. (3)

1d
0= Ed—‘j‘j 124 C,(1) +C, (5.2)
Sustituyendo C, en Ec. (5.2)

1d
0=5§+Cl+0 (5.3)

Despejando la C; de la Ec. (5.3)

1d
G = _‘LS
2 dr

Sustituyendo C;y C, en Ec. (3)

1d z*d
Vry(r,z) = 5%2*2 - ;% (5.4)

Factorizando la Ec. (5.4)

Vry(r,z) = %% (z*? — z%) (6)

5.6.2 Velocidad axial
Al integrar la ecuacion con respecto a z" y utilizando la ecuacion de continuidad a orden cero,

se tiene lo siguiente:
19 (.,

7701‘* (1‘ (Vro)) +
Por lo que,
aVZO _ 1 0

az* r*or*

aVZO
az*

=0

(T*Vro)
Integrando de los dos lados de la ecuacion.

Jy otz = = Sgn ([ Vo 2)dz) ¥

Se obtiene lo siguiente.

z1 0
Vzo(r,z) = — —o

(r*Vrp)dz* (7.1)

Sustituyendo Vr, en la Ec. (7.1)

Vzo(r,z) = — 7109 (r* (lm(z*2 - Z*)>> dz*

0 r*ar* 2 dr*

Multiplicando por r*

_ z1 a 1dp0 *2 % 1dp02* * *
VZO(r' Z) - 0 r*ar* (2 ar* zr 2 dr* r')dz

19 .
Sacando ——— de la integral
r*or



1 0 z(1dpo 43 1dpoz* . "
Vz,(r,z) = —— (—_Z* rr--————r dZ
0( ! ) r*ar* fO 2dr* 2 dr*

Poniendo la integral a cada termino y multiplicando el signo menos a cada termino

19 z . z*2dpg zZr*z* dpg
Vz,(r,z) = —=—— (— r-——dz* _dZ*)
0( ’ ) r*or* fO 2 dr* + fO 2 dr*

Sacando constantes de las integrales

1 0 " dpo [Z 42 " rdpo rZ "
Vzo(r,z) = = (——— z¥dz" +—— | z*dz
0( ’ ) r* ar* 2 dr* 70 + 2 dr* 70

Resolviendo las integrales y factorizando

11 8 dpo (z*3 « dpo (2*2
Vzo(r,z) = === r*—(— —r ==
0( ! ) 2r*ar* dr* \ 3 dr* \ 2

Factorizando nuevamente la ecuacion

11 0 *dpo) (2*3 z*z)
2o(r,z) = —==—(r"— -
v 0( ,2) Zr*ar*( dr* 3 2

Desarrollando

Vzo(r, z) = Vzy(r, 2) — 11 0 (T* ﬂ) (ﬁ _ Z*z)

2r*or* dar* 3 2
Por lo tanto
— u(r* _lii( m) (ﬁ_Z*Z)
VZO(T, Z) o u(r ) 2r*or* r or* 3 2 (8)

Sustituyendo la condicion de frontera adimensional, z* = 1, la velocidad Vz,(r,z)=0en la

Ec. (8), por lo que se tiene lo siguiente:
() 110 (pedme) (B2
0=u(r ) 2r*ar* (T‘ 6r*)(3 2) (8'1)
Desarrollando la Ec. (8.1)
- sy _ 119 (+09po)(_1
0 —u(r ) 2r*or* (T ar*)( 6)
Desarrollando las multiplicaciones.

11 0 apo
O0=u(lr") +——= (r*—)
( ) T 12 r*or* ar*

Pasando u(r) de lado izquierdo de la ecuacion

11 0 6p0
—u(r’) =—= (r*—)
( ) 12 r*or* ar*

Multiplicando por un (-) a cada lado de la ecuacion.

u(r) = -1 2 (r* aﬁ)

12r*or* ar*

Pasamos el termino — 5 dividiendo en el lado izquierdo de la ecuacion y desarrollando.



—12u(r*) = — 4 (r*ap")

r*or* ar*

. 1 . . R
Pasando el termino ~a lado izquierdo de la ecuacion y desarrollando

—12r*u(r*) = % (r*%)

Reacomodando la ecuacion

[7] *a * *
ﬁ(r a—i‘j) = —12r*u(r") (8.2)

Aplicando la integral definida de 0 a r en los dos lados de la ecuacion.

[7] *a * * * *
Or%(r a—l:‘*’)dr = f0r—12r u(r*)dr

Reacomodando la ecuacién
fr or (r*
0 ar*

Eliminando terminos semejantes.

ap r * * *

6r("))d = [, —12r'u(r*)dr
r * ap r * * *

Jo d(r a_ro) = [, —12r'u(r*)dr

Eliminando la integral de lado izquierdo con la diferencial sobrante, queda lo siguiente.
* aﬂ i r _ * * *

ro= J, —12r*u(r*)dr

Sacando constantes de la integral.

* aﬂ — _ T _x * *
ro = 12 [ ru(r*)dr
Despejando la gf‘j de la ecuacion anterior
Wo _ 4y (T ey s
= 12 Jo @) dr (8.3)

Sustituir la Ec. (8.2) en la Ec. (8)

Vao(r,2,t) = u(r) — lii(r*@) (i_ Z*z)

2r*or* ar* 3 2

Sustituyendo la Ec. (8.2).

z*2

Va0 =407 S 1z (5 5)

Multiplicando los signos negativos.

*3 *2
Vzy(r,z) = u(r”) + %ri (12r*u(r®)) (ZT - Zz )

Eliminando a r*, ademas de reducir la fraccion

Vzo(r,2) = u(r) + 5 = (12r*u(r)) (T - T)



Quedando lo siguiente.

z*?

Vzo(r,z) = u(r”) + (6u(r”)) (g - _)

2

Desarrollando la multiplicacion

Vzo(r,z) = u(r*) + (Sz*3u(r*) — gz*zu(r*))

Queda de la siguiente forma:

Vzo(r,z) = u(r*) + gz*3u(r*) — gz*zu(r*)

Desarrollando las fracciones.

Vzo(r,z) = u(r*) + 2z*3u(r*) — 3z*?u(r*)

Factorizando el termino u(r)

Vzo(r,z) = u(r*)(1 + 2z*3 — 32z*?)

Entonces se tiene lo siguiente.

Vzo(r,z) = u(r*)(1 + 2z*3 — 32z*?) 9)
5.6.3 Calculo de la fuerza a orden cero

La expresion analitica para el gradiente de presion es susutituido en la fuerza normal
por lo que se obtiene:

ﬂ(V)a3 1 de *2 *
Fo=-—n——) —r*dr
0 hZ fo dr*

Del gradiente de presion (Ec. 8.3), integrando se tiene lo siguiente:

apO__ l r_x * *
3y = 12r*f0ru(r)dr (10)

La variable u (r) describe la no homogeneidad en el sistema, por lo que se tiene la siguiente
u(r”) = up(rH™ (11)

Por lo que sustituyendo u(r*) = u,,(r*)™ en la Ec. (10)

Opg _ 4o 1 (T . KN 0%
o = 12r*f0rum(r) dr

Multiplicando el termino r* dentro de la integral

dpo __ _ i r \m+1 *

Sacando la constante

dp 1 r
=12 uy Jy ™ dr®

Desarrollando la integral.



9po _ 12_* m[w];

ar* m+2

Evaluando los limites.

20— —12 %y |

(T )m+2 _ (0)m+2]
ar*

m+2 m+2
Desarrollando

(T )m+2

m+2

apo — 1
ar* 12 r* Um

Eliminando terminos comunes (r*)

dpo (rom+t
— =12
ar* Um m+2

Por lo que se tiene la siguiente ecuacion:

aﬂ _ (T*)m+1
ar* 12um m+2 (12)
Pasar la 0r* a lado derecho de la Ec. (12)
_ (T )m+1 "
dpy = —12u,, — or
Al integrar los dos lados de la ecuacion, se tiene lo siguiente:
m+1
[opo=[—- 12umL6r*
Sacando el signo y constantes de la integral.
_ (r*)m+1 "
[opy = 12umf—m+2 or
Realizando la integral.
_ (r*)m+2
Po = —12up, [(m+2)(m+2)] tC
Simplificando terminos queda lo siguiente.
( *)m+2
po = —12u,, [ 4 2)2] +C (13)
Enr =0, la presion debe de estar definida por lo que, se tiene lo siguiente:
_ (r*)m+2
Enr=1, lap, = pam, Por lo que se tiene lo siguiente:
(1)
Paum = — 120 [22] + €
Despejando a C
(1)m+2
€ = Patm + 121, | 2] (15)



Entonces, se tiene lo siguiente:
Sustituyendo la Ec. (15) en la Ec. (13)

(r*)m+2

(m+2)?2

] t Patm + 12un, [éﬁ;] (15.1)

Po = —121y, |

Factorizando.

Po = Patm + 12u;,

_ (r*)m+2 (1)m+2
[ (2]
Desarrollando la factorizacion y reacomodando.
(1)m+2 * m+2
Po = Patm + 12u;, (m+2)? [1 - [T] (16)

De la ecuacion de la fuerza perturbada a orden cero, se sustituira la derivada de la Ec.(16)

€C_9Y

respecto a “r”, por lo tanto.

—Fy = -1 M’Qa fol gpf *2dr* (Ec.de fuerza perturbada a orden cero)

Por lo tanto, se debe de sacar la derivada de la presion respecto a r*. ‘“’;—::*). Por lo tanto, se
derivara la Ec. (15.1), respecto a r*
d (T*)m+2 (1)m+2
dr* (—12u [(m+2)2] + Parm + 12U, [( +2)2D
Realizando la derivada a cada termino.
d _ (T*)m+2 i i (1)m+2
dr* ( 12um [(m+2)2]) T dr* (patm) T dr* (12um [(m+2)2])
Se elimina directamente a cada termino el cual no tenga la variable r*
d (r*)m+2
dr* (_12um [(m+2)2])

Sacando constante de la derivada

—12u

m (m+2)2 dr*

Realizando la derivada
~12u 5 (4 D ()™ )

Eliminando terminos semejantes y desarrollando

dpo(r™) _ (rHm+1
ar* 12 M (m+2)
Sustituyendo ——— p"( Jen la Ec. de la fuerza perturbada a orden cero.
#(V)a 1dp * *
—F, = _“Tfo - Tidr (17)



Sustituyendo.

_ — ﬂ(V)aS 1_ (r*)m+1 *2 *
Fo=—m= N 12um—(m+2)r dr

Sacando constantes de la integral.

_F. = _gkmad 1 Lo oym+1,.42 g%
Fo=-m=3 ( 12um(m+2))f0 (re)m+ip*2dr

Desarrollando los terminos dentro de la integral

— = — ,u(V_)a3 — 1 1« m+3 *
Fo=—m Y ( 12um(m+2)) fo (r*)m+3dr

Desarrollando la integral.

~Fo =~ (120, — )m]z

M (m+2)) L m+4

Evaluandolo en los limites.
u(V)a?’( 1 ) '(1)m+4 (O)m+4]
—1 —

h2 M (m+2)) L m+4 m+4

_FO = —T

Desarrollando.

—Fy = —T wvya’ (_12u 1 )((1)m+4)

h2 ™M (m+2) m+4

Finalmente multiplicando los signos.

u(vya’ (1)m+e
h2 (12 m(m+2)(m+4))

_F0=T[

Finalmente y reacomodando la ec., la fuerza se puede calcular como:

o 12p(v)ad (pm+4
Fo=m h2 M (m+2)(m+4)
__12p(v)ad 1
—Fo =m0 M (1+2)(m+4) (18)

La Ec. (18) a orden cero, es base para el presente proyecto de investigacion. La fuerza es
directamente proporcional a la viscosidad del sistema. Si consideramos flujo homogeneo
(m=0), se tiene lo siguiente:

3u(vyad

_FO = 2h2 m (19)
En la Ec. (19), en el caso u,, homogenea, su valor es de 2, es decir, u,,, = 2.

3
—Fp = n 0% (20)

En el siguiente capitulo se presenta el mismo desarrollo pero para la fuerza a orden cero. El
tratameinto es el mismo, se obtienen las componentes radial y axial de la velocidad, gradiente

de presion, presién y fuerza en el plato superior.



CAPITULO 6
METODO PERTURBATIVO A
PRIMER ORDEN



6.1 FUERZA A PRIMER ORDEN

En esta seccidn, se presentaran los resultados a primer orden del esquema perturbativo
propuesto para resolver las ecuaciones diferenciales. Es importante notar, que se combinara
la ecuacion de continuidad, la componente en “r”” de la ecuacion de Navier Stokes y el balance
de masa para obtener el gradiente de presidn a primer orden, después de esto se sustituird en
la fuerza de primer orden y se obtendra la fuerza modificada por los mecanismos inerciales.
Una vez sustituidas las variables perturbativas en la ecuacion de continuidad, se obtiene la
siguiente ecuacion diferencial.

Ecuacion de continuidad perturbada a primer orden

a(Vzy) 19
o tra (1V)) =0 @

6.1.1. Componente radial de la ecuacion de movimiento
Una vez sustituidas las ecuaciones y las variables perturbadas se obtiene la segunda
ley de newton modificada por los mecanismos inerciales, la cual, se presenta a continuacion.

O(Vro)

a(Vrp) 3%(Vry)
ar

_ _0(py)
+Vz, 9z )_ ar T az2 (2)

Re (Vro
6.1.2. Componente radial de la ecuacion de movimiento

De la misma manera, la componente en “z” de la ecuacion de movimiento se reduce a.

_ _0(p1)
0= oy 3)

(Y=

La Ec. (2) implica que la presion a primer orden no depende de la variable axial “z” y
suponiendo que existe simetria cilindrica en el sistema, la presion solamente depende de la
coordenada radial “r”.

6.1.3. Fuerza a primer orden

La fuerza a primer orden se puede expresar de la siguiente forma:

(V)a3 r1 dp
—F, = —n“hz fo d—rlrzdr (4)

Recordando, que los resultados obtenidos al final de la perturbacion a orden cero son los
siguientes para la velocidades radial, axial, presion se tienen los siguientes:

Velocidad en z perturbada a orden cero

Vzo(r,z,m) = (m + 2)r™(1 + 2z3 — 3z2) (5)



Velocidad en r perturbada a orden cero

Vro(r,z,m) = 6(r)*™*1(z — z°) (6)

Diferencia de la presion respecto a r a orden cero

dpo(r) _ 2m+1

Tar - 120 (7)

En donde:

u(r) = (m+ 2)r™ (8)

De la Ec. (2), de Navier Stokes para componente “r”” (radial) se susituira la Ec. (5) y (6).
O(Vro) a(Vro) __9(p1) 8% (Vry)

Re (V To +Vz az ) ar 9z2

Sustituyendo la Ec. (5) y (6), se obtiene lo siguiente.
Re((36(r)*™*1(z — z22))(2m + 1) + (m + 2)6(r)>™*1(1 + 22° — 32%)(1 — 22)) =

_0(py) | 9*(Vry)
ar az2

Ordenando la Ecuacion
200 4 Re((36(r)*™1(z — z2)?)(2m + 1) + (m + 2)6(r)>™1 (1 + 22° —

a2 (Vrl)

3z2)(1-22)) =

Desarrollando la Ec. (9)

(9)

_B(aprl) + Re(((2m + 1)36(r)*™*1 (2% — 223 + z%)) + (m + 2)6(r)3™+1(—4z* + 82 —

327 —22+1))—w

Realizando multiplicaciones
—a;prl) + Re(2m + 1)36(r)*™*1 (22 — 223 + z*) + Re(m + 2)6(r)3™*1(—4z* + 823 —

9% (Vry)

3z —2z+1) =—

Descomponiendo la —== ( rl) de la ec. anterior.

_B(aprl) + Re(2m + 1)36(r)*™*1 (22 — 223 + z*) + Re(m + 2)6(r)3™*1(—4z* + 823 —

0 a(Vrl)
dz 0z

3z2-2z+1) =

Pasando la dz a lado izquierdo de la ecuacion para posteriormente integrar



[ oz (—"’?;) + Re(2m + 1)36(r)*™+1 (22 — 22° + z%) + Re(m + 2)6(r)>™*1 (—4z* +

8z3—3z2—-2z+ 1)) "("”)fa
Repartiendo la integralen cada termino de la ecuacion

200 [ 9z + Re(2m + 1)36(r)*™*! [ (2% — 22° + 2*)9z + Re(m +

2)6(r)3m+1 [(—4z* +82% — 322 —2z+ 1)az = a(Vrl) e
Desarrollando la ecuacion y resolviendo la primera mtegral.

—a(aprl)z + Re(2m + 1)36(r)*™*1([ 220z — 2 [ 230z + [ z*@z) + Re(m +

2)6(r)3m*+1(—4 [ z*9z+ 8 [ 230z — 3 [ 2?0z — 2 [ zdz + [ 9z) = a(Vr1)

Desarrollando las integrales restantes

475

d(p1) am+1 (20 2* z° 3m+1 (2427 4 _
=z + Re(2m + 1)36(r) (3 ~+ ) + Re(m + 2)6(r) ( s T2z
z3—z%2 + Z) +C, = O(erl)

Nuevamente se pasa la dz a lado izquierdo de la ecuacion para integrar

d(p1) 4m+1 f_é i 3m+1 _4is
0z (_ar Z+ Re(2m + 1)36(r) (3 >t 5)+Re(m+ 2)6(r) ( -

2z —z3 — 2% + Z) + Cl) = a(Vr;)

Integrando nuevamente a cada uno de los terminos

(%fzaz + Re(2m + 1)36(r)*m*1 (§f23az - %fz‘*az + gfzsaz) +

Re(m + 2)6(r)3m+1 (—ngSaz +2[z%z— [z3%0z — [ z?0z + fzaz) + leaz) =

f d (Vry)

Desarrollando la integral de cada uno de los terminos

19(p1) 72 4m+1 _z5 2z am+1 (_22° | 22°
1200 72 4 Re(2m + 1)36(r)*™ (£ = £ + ) 4 Re(m + 2)6(r)*™+1 (-2 + 2

4 3 2

Z:_Z?-I'Z?)-I'ClZ‘l'CZ =VI‘1

Obteniendose asi

19(p1) 72 4m+1 _z5 2z am+1 (_22° , 22°
101 72 1 Re(2m + 1)36(r)*™1 (£ = £+ ) 4 Re(m + 2)6(r)*™+1 (-2 4 2

4 3

z z Z2
:_?+?)+Clz+62 —Vrl



Acomodando la ecuacion se tiene que:

é 3m+1 _E
+ 30) + Re(m + 2)6(r) ( ~

z5

_10(1) 2 am+1 (28 _
Vr; = o Z + Re(2m + 1)36(r)*™ (12 "

2

5
R Tt (10)

5 4 3

Al sustituir las condiciones de frontera adimensionales
z=0-Vry(r,z) =0(C.F.1)

z=1-Vri(r,z) =0(C.F.2)

Aplicando la C.F.1 en la Ec. (10)

19(p1) 2 am+1 (9 _i Q 3m+1 __2(0)6
0 =12 02 4 Re(2m +1)36(r) (12 10+30)+Re(m+2)6(r) ( O+

2000°  (@* (03 | (0)?
?—T—T'F )+C10+C2 (11)

Despejando C,, se obtiene que.
Cz = O
Aplicando la C.F.2 en la Ec. (10)

0= 2222 (1)2 4 Re(2m + 1)36(r) "™ (£~ 2 4 L) 4 Re(m +
5 4 3
2)6(r)m (<20 2L Ly D @+ (12)

Desarrollando
0= 10(1)1) + Re(2m + 1)36r*m+1 ( ) + Re(m + 2)6r3m+1 ( (1)) +C; + G,

Slmpllflcando

19(p1)

0=-—>+: Re(2m + 1)r4m+1 + Re(m +2)r3m+l 4 ¢, + C, (13)
Sustituyendo C, en la Ec. (13)
0 =220 4 2Re(2m + Dr*™1 + ZRe(m + 2)r3™1 + ¢, +0

Quedando asi

—L 4= R (2m + 1)r4m+1 + Re(m + 2)r3m*l 4 ¢ (14)
Despejando C,de la Ec. (14).
Ci=—5—"— —Re(Zm + DrHm+t — Re(m + 2)r3m+l

Sustituyendo C, y C, en la Ec. (10)



5 6 6
Vry = 228022 4 Re(2m + 1)36() ™ (£ -2 4+ ) 4 Re(m + 2)6(r)°™ (- 22 +

22° 2t 2z _19(y) _ 3 am+1 _ 3m+1
=L ) (- 220 S Re(2m + r*mtt — D Re(m + 2)r3mH) 2

Desarrollando multiplicaciones

10(101) 72 4am+1 _z5 28 3m+1 (_ 22°
Vry =2 + Re(2m + 1)36r (12 ot 30) + Re(m + 2)6r ( =t
227 _i_f Z2) _10(py) 3 am+1 _ 11 3m+1
S5t 2) o 2 5ZRe(2m+ Dr " zZRe(m + 2)r (15)

Factorizando terminos de la Ec. (15)

75

_19(p1) , 2 4am+1
Vr, = (22 — 7) + Re(2m + 1)36r (12 -

Z6
. +§)+Re(m+

6 5 3 2
2)6r3m+l (— 21i5 + % - ZT - Z? + Z?) - EzRe(Zm + 1)r4m+1 — %ZRe(m + 2)r3m+1

Quedando asi por ultimo.

5 6
Vr, = :a(apl)( 2 —7) + Re(2m + 1)r#m+1 (3 4 1852 + 1?; - %Z) + Re(m +

6
2)r3m+l (—% + 1252 — % — 273+ 32z% - %Z) (16)

Comprobracion de Vry
Integrando en z=0, Vr1=0y en z=1, Vr1=0 a la Ec. (16)

Vry; = Re(2m + 1)r#m+1 (g _ g) + Re(m + 2)r3m+1 (% _ %)

Continuacion.

De la ecuacion de continuidad a orden uno

B(Zzl) (r(Vrl)) =0 (17)
Reacomodando la Ec. (17)
a(V 10
o= =15 (i)
Integrando de los dos lados de la ecuacion
aVzy (v, 10
fi%dz == (r foz Vry(r,z)dz) (18)

Se obtiene lo siguiente



f o (rVrl)dz

Sustltuyendo aVr; enlaEc. (19)

zla 10

r (P1)( 2
Orar 2 ar
4z6 1225
5 5

Vz, = — 2) + Re(2m + 1)r*m+1 (3z4 -

— 32234322 - EZ)>) dz
2 10

5

Re(m + 2)r3m+1 (—

Multiplicando por “r” (desarrollando la ecuacion)
_ 210 (10(py) 2, _ 10(py) 4m+2 4 _
Vzy = — ), ~o- <2 o 2T — S ar Re(2m + Dr (32
6 5 4
Re(m + 2)r3m+2 (—4i 122 3% 2734322 — Ez)> dz
5 5 2 10

Aplicando linearidad en el operador integral

—_10 4m+2 4 _
Vz, = . o ZT T Re(2m + Dr (32

10 ;z[10 19(p1)
(p1)er (p1)
rar~o0

4z6 1225  3z*

— = — 223+ 322 ——Z))dZ

Re(m + 2)r3m+2 (— ; . ;

Repartiendo la integral a cada termino

_ 1o rz10(p1) 72
Vz, = (foz ar rdz fOz ar

1825 1826
fz z dz+foz 1;

dz — fOZZZdZ) + Re(m + 2)r3m+2 ( fZ 42
z 3 z 2 z11

—J, 22%dz + [ 3z%dz — |, EZdZ))

Sacando constantes de las integrales.

Vz, = ___(Za(pﬂ fz 24y

2 Or

2200 s dz + Re(2m + 1)rém+2

1825

(19)

3
—=-z)+
22)
18z5 = 18z° 3
o2t 2003 ,)
5 15 5
18z5 = 18z° 3)
—+t——-Z-z)+
5 15 5
zZ
(f 3z%dz —
0
z 1225
+J, dz —

—= a(pl)f zdz + Re(2m + 1)r*m+2 (Sf z*dz —

8 rz 18 rz 3 rz 4 rZ 12 rz
< Jo 2°dz+ [ 2%dz —Z ] ZdZ) + Re(m + 2)r3m+2 (_Efo z°dz + [ z°dz —

gfozz‘*dz -2 fozz3dz +3 fozzzdz

11 rz
— Efo ZdZ))

. . .- . . . 10
Resolviendo las integrales y multiplicando por el signo negativo del termino — o



2 Odr 3 2 Odr 2 5

£(9))- retm+ 2 (<2(2) + 2()-1(2) -2(D) +3(2) - 2(2)))

Factorizando.
v = (2282 5) - 422(5)) - reCam s e (3(9) - 2

() 2(2)) - retm + e 2(2) # £(2) -2(2) -2(2) +3(2) -

Ve, = 11(4@(2) 1280 () _ po(o 4 1)pome2 <3 () -2(2) +2(2) -

Desarrollando

Vz, =Vz,(r,z) + %%<_l<er1) (f) _ rw(f)> — Re(2m + 1)r4m+2 <3 (Z_S) _

2 dar 3 ar 2 5
B4 2(2)-1(E)) - retm s 2 (<2(2) + 2(2) - 1(2) -2(2) +
1(5)-3(2)))

Por lo tanto, factorizando nuevamente.

v =) 15 2282((5) - () - et e () - ()
()~ () - retm+ 2me (< (2) 4 (2) - (£) - (2) +'- ()

Exapandiendo la parcial

Vz, = u(r) + (%%) (—%r%«?) - (22—2)>) - %%Re(zm + 1)r4m+2 <(¥) _
() + () - () - L metm + 200w (~ () 4 (2) - () () 4 2 -
()




Desarrollando la parcial y factorizando
Vo =00 (222) (222 (2) - (2))) - reom (2 - () + () -

) chm 200 et 2 (- () + (2) - (22) = () 20 -2

2)(r3m) (20)

)(3m+

Sustituyendo la condicion de frontera adimensional, z = 1, la velocidad Vz,(r,z)=0en la

Ec. (20), por lo que se tiene lo siguiente:
0=ut) - (22)(r222((8) - @))) - Reem + D 2= () + (2) - 3) o+

2)(r*™) —Re(m+2) (- () + () - () - G) +1-2) BGm+ D™

35 5 10 2

Reduciendo terminos

0=u(r)+ (ili) (rm) —Re(2m+1) (

127 ar ar ) (4m + 2)(r*™) — Re(m +

_2
70

2) (- ) Bm +2)(r*™)

Por lo que,

9
140

(12) (—u(r) +Re(2m + 1) (—7’;0) (4m + 2)(r*™) + Re(m + 2) ( ) (3m +

20m) = (:5)(*52)
Multiplicando

~12u(r) + Re(2m + 1) (—2—‘5‘) (4m + 2)(r*™) + Re(m + 2) (— g) (3m + 2)(r3m) =

o) (53)
Despejando

r) (—12u(r) +Re(2m + 1) (— j—‘s*) (4m + 2)(r*™) + Re(m + 2) (— %) (3m +

20°) = () (25
Multiplicando




(—12ru(r) +Re(2m+1) (— z) (4m + 2)(r*™*1) + Re(m + 2) (— g) (Bm+

20*m) = (5) (r222) 21

ar ar

Aplicando la integral definida de 0 ar en los dos lados de la ecuacion.

(—12 for ru(r) + Re2m+1) (—g—:) (4m + 2) for(r‘*m“) + Re(m + 2) (— %) (Bm+
r m a r a(p1)

25,0 +1)) - (E) Js (r o )

Desarrollando las integrales

(=12 f ru() ar + Re2m + 1) (= %) (4m + 2) f; (x*™+1) @r + Re(m +

2)(~5) Gm+ D [ ar) = r 292

Pasando al termino “r” al otro lado de la ecuacion y desarrollando

(—12%for ru(r)dr + ReCm+ 1) (— 2—:) (4m + 2)%f0r(r4m+1) ar + Re(m +

27 1T 3m+1 _ 0(py)
2)( 35)(3m+2)rf0(rm )ar)_—ar

Desarrollando las integrales

~122 [T ru(r) ar + Re(2m + 1) (= 22) (4m + 2) (5o 2 + Re(m + 2) (- 22) Bm +

am+2/) r

2) (7’3m+2) 1_0(py) (22)

3m+2/r ar

Sustituir la Ec.(21) en la Ec. (20)

Vz, = u(r) — (%%) (((—12ru(r) + Re(2m+1) (_ 2_‘5‘) (4m + 2)(r*m+1) 4+

Re(m +2) (-2) 3m + 2)(r3m+1))> ((;) _ (7)>) —Re(Zm +1) <(§) - () +
(%) ) como+ 20 = Retin +.2) (- () + (35) - (3) - (5) + 2 -

1122
20

) (3m + 2)(r3™)

Multiplicando el signo negativo del termino — (%%)



Vz; = u(r) + G%) (((12ru(r) — Re(2m+1) (_ 2_‘;) (4m + 2)(r*m+1) —

Re(n +2) (= 22) Gm+ ) ) ((5) - (;i))) - reCzm + 1) (%) - (1) +
(%) -2) am+ 26 — Retm + ) (- () + () - (35) - (%) #.2 -

1122
20

) @m+2)(rm)

Eliminando a r ademas de reducir la fraccion

Vz, = u(r) + <(6u(r) —Re(2m+1) (—g) (4m+ 2)(r*™) — Re(m +

D (-2)Gn+26°m) ) () - (&) - reem+ () - () + (&) -

6 5

_) (4m +2)(r™) — Re(m +2) (— (22) + (22) - (22) = (£) + 22 ~ 22) 3m +

35 5 10 2

2)(r*m)

Desarrollando la ecuacion.

Vz, = u(r) + (23—3) 6u(r) — Re2m+1) (23—3) (— 2—;) (4m+ 2)(r*™) — Re(m +
2)(2)(-2) Bm+2)6"™) - (£) 6ul) + Re@m + 1) () (- Z) (4m + 2 (r*™) +

Re(m +2) (5) (- 2) G + 2% — Reem + 1 () - () + (%) -

5 35
=) am + ) — Rem +2) (- () + () - (5) - (5) + 2 =) o +
2)(r*™)
Multiplicando las fracciones.

Vz, = u(r) + 2z3u(r) — Re(2m + 1) (— %) (4m + 2)(r*™) — Re(m +

2722
70

2) (—97—0) (3m +2)(r*™) — 3z%u(r) + Re(2m + 1) (-

) (4m + 2)(r*™) +

140 5 35

Re(m + 2) (_ 2722) Bm+2)(*™) — ReZm + 1) ((?) - (ﬁ) + (ﬂ) N %) (4m +

7

2)(r*m) — Re(m + 2) (— (41) + (E) - (E) - (22—4) +z3 — %) (3m + 2)(r3m)

35 5 10



Factorizando terminos semejantes se obtiene la velocidad axial a primer orden.

35 5 5
(5)-2) - (-2 - rem s 2om 210 () - (-22)

() + (- () - F) 42 -2))

Vz, = u(r)(1 + 2z% — 3z2) — Re(2m + 1)(4m + 2)(r*™) ((-9—) + <(3_) - () +

6.2 Fuerza primer orden.

_ _uvad 1dpy o
Fy = —n= — [, o ridr

Del gradiente de presion (ec. (22)), integrando se tiene lo siguiente:

91 _ 491 (" _54 rfmTY 1
2= 122 [ ru(r) Or + Re(2m + 1) (- 32) (4m +2) ()= + Re(m +

2 3m+2 1
2 (-5 Gm+ 2 (55); @)
La variable u (r) describe la no homogeneidad en el sistema, por lo que se tiene la siguiente
u(r) = (m+2)r™ (24)

Por lo que sustituyendo u(r) = (m + 2)r™ en la ec. (23)

r4m+2) 1
a4m+2

Op1 _ 4517 _54 -
P = 123 [ r(m + 2)r™dr + Re@m+ 1) (-2) (4m +2) ()

r

ReCn +2)(2) (3 (225)

Multiplicando el termino r dentro de la integral

4m+2
r 1
)— +

91 _ _qp1 (" +1 4
2= 122 [7(m + 2)r™ ar + Re2m + 1) (- 32) (4m +2) ()3

r

Re(m-+2) (= 3) Gm+2) (55);

Sacando la constante

m__ l rm+1 _5_4 r4m+2 l
= —122(m+2) [ ™1 or + Re2m + 1) (-2) (4m +2) (S ) 1+

or 4m+2

Re(m + 2) (—%) (3m +2) (

T‘3m+2) 1

3m+2/r

Desarrollando la interal.



1o 12 (m+2) [ ] +Re@m+ 1) (-2) (4m+2) (S )1+

or 4m+2

Re(m + 2) (——) (B3m + 2)( e )l

3m+2
Evaluando los limites.

)m+2 (O)m
m+2

91 _ _qp1 >(m+2) [(T

ar ]+Re(2m+1) (——) (4m +2)( m+2)l+

4m+2

Re(m +2) (-2) @m +2) (% 3m+2)1

3m+2

Desarrollando

%:—12 (m +2)(” +Re(2m+1)(——)(4 +2)( )%+Re(m+
3m+2 1

2(-%) 6m+2(55):

Eliminando terminos comunes (1)

aa‘)rl— 12(m+2)() +Re(2m + 1) (——) (4m +2)( )+Re(m+
3m+1

2 (-%) Gm+2 (5 +z)

Por lo que se tiene lo S|QU|ente:

= —12(m+2) D — (” 4 Re(2m + 1) (——) (4m + 2) ( ) + Re(m +

m+1

2(-%) <3m+2>(3 +2)

Eliminando terminos comunes.

% = —12(r)™*1 + Re(2m + 1) (—2—:) (r*m+1) 4+ Re(m + 2) (— ;—Z) (r3m+1) (25)

(Laec. (25), es el gradiente de presion perturbado a primer orden).

Pasar la dr a lado derecho de la ec. (25)

ap, = (—12(r)m+1 + Re(2m + 1) (= 22) (x*™*+1) + Re(m + 2) (- Z) (r3m+1)) (ar)

Expandiendo la parcial

dp; = —12(r)™*10r + Re(2m + 1) (—2—:) (r*™*1)or + Re(m + 2) (— Z) (r3m+1)or

35

Al integrar los dos lados de la ecuacion, se tiene lo siguiente.



[op, = =12 [(r)™* 0r + Re(2m + 1) (—;—:) [(r*™+1) 9r + Re(m +

2) (—2) 3™ or

35

Realizando la integral.

pu = =12 (G + ¢) + Re@m + 1) (= 3) (55 + €) + Relm+ 2 (=) (G +
)

Agrupando constantes

= —12(5) + ReCom + 1) (-5) (555) + Rem + ) (- 5) (F55) + ¢ @9

Despejando la constante

p+12 () —Re@m + 1) (- 2) (E2) = Rem + 2) (- Z) () = ¢

m+ a4m+2 3m+2

Enr=1, lap; = patm, POr lo que se tiene lo siguiente.

Dot + 12 ((”’:2) — Re(zm+1) (-2 (14“”2) ~Re(m+2) (- %) (13m+2) -c (27

m a4m+2 3m+2

Sustituyendo la ec.(27) en la ec.(26)

pr=-12(0) + Re2m + 1) (- 2) (3

m+2 a4m+2

4m+2 3m+2

) + Re(m + 2) (— ;—;) (r—) + Patm +

3m+2

) () — Relm+ ) (=31) (553) 29)

12 ((”M) — Re(2m + 1) (-

m+2

Factorizando

pr=—12(= — 50 4 Re(zm + 1) (- 2) (S~ L) 4 Re(m +

m+2 m+2 a4m+2 a4m+2

2) (_z_;) (r3m+2 _ 13m+2) + patm

3m+2 3m+2

Multiplicando los signos.

p, =12 (—M + (1)m+2) +Re(2m + 1) (2—:) (— LA 14m+2) + Re(m +

m+2 m+2 a4m+2 a4m+2

2) (%) (_ r3m+2 + 13m+2) + patm

3m+2 3m+2

Desarrollando la factorizacion y reacomodando.

b =pan 121 [ e+ 0 2 () 1 )

+2 1 4m+2

retm+2) (5) (5) (1= [ 29)

(Ec. de presion perturbada a primer orden)

De la ec. de la fuerza perturbada a orden uno.



_ _pHnad oldps
_Fl = —M— h2 fO dr L d

Por lo tanto, se debe de sacar la derivada de la presion respecto a r. pl . Por lo tanto, se

deriva la ec. (28), respecto a r

dr( 12 () + Re2m + 1) (—2) (S ) + Re(m +2) (= 2) (5 + paum +

a4m+2 3m+2

12(257) - Reom + (- 32) (57) ~ Retm +2) () ()
Expandiendo la derivada a cada termino.

~124 (220) 4 Re@m+ 1) (- 2) £ () 4 Re(m +2) (- 2) (2 +

m+2 dr \4m+2 35/ dr \3m+2

i+ 122 (G) = ReCam o+ (=) (55) — Retm + 2 (- )5 ()

m+2 dr \4m+2 3m+2

Se elimina directamente cada termino que no tenga la variable r, quedando lo siguiente:

—12& = ((r)m+2) + Re(Zm + 1) (__)i(r“m”) n Re(m + 2) (_ _) i(r3m+z)

m+2 dr \4m+2 35/ dr \3m+2

Sacando las constantes de la derivada.

—12—2 ((1)™2) + Re(2m + 1) (= 22) ——2 (1) *™*2) + Re(m +
2) (_ Z) 3ml+2 & (7%)

Realizando la derivada

—12—— ((m +2)(()™D) + Re2m + 1) ( ) ((4m + 2)(()*™*1) +

4m+2

Re(m +2) (—2) ——((Bm + 2)((r)>™+))
Eliminando terminos semejantes y desarrollando.

d 54 27
% = —-12(r)™"! + Re(2m + 1) (_E) (r)4m+1 4 Re(m + 2) (_ E) (r)3m+1

3m+2

(Gradiente de presion perturbardo a primer orden)

Sustltuyendo L en la ecuacion de fuerza perturbada a orden uno.

___mva® (1 dp
_Fl——T[ P fo Cl1 Zd

Sustituyendo



_F, = u(Z)a f ( 12(r)™*1 + Re(2m + 1)( )(‘r)‘”’“r1 + Re(m +

2

2) ( 27) (T)3m+1) 24r
Multiplicando r2por cada uno de los terminos.

(Vyad (1 54
—F; = - 0% (1 (<12()™3 + Re(2m + 1) (= 52) (1) *™*3 + Re(m +

2) (_%) (T)3m+3) dr
Expandiendo la integral

—F, = ‘“Z)a ( 12 [ (r)™*3dr + Re(2m + 1)( )fol(r)4m+3dr +

Re(m+ 2) (——)f (r )3m+3dr)

Desarrollando las integrales

(r)4m+4

—F, = —RM(—lz [(:3:4 ] + Re(2m + 1)( ) ]1 + Re(m +

hZ

maaql
2 (- ],)
Evaluando los limites

—Fy =~ (g [ O Re(am + 1) (- 2 [0 - O01)

a4m+4

h2 m+4 m+4 4m+4 4m+4
re(m+2) (- 2) [S - S )
Desarrollando
—F; =~ (12 [ 4 Re(2m + 1) (= 2) [0 + Re(m +
2(-2) [ ))
Finalmente
—Fy =m0 ([ ] + ReCam o+ ) (7)) [ + Retm+ 2 (35) [ ])

Desarrollando

_F, = q 220’ ([ﬁ] + Re(Zm + 1) (79—0) [

h? 4m+4 3m+4

|+ Rem+2) (35) [25]) @0
(Ec. de fuerza perturbada a primer orden)

La Ec. (30) a orden uno, es base para el presente proyecto de investigacion. La fuerza es
directamente proporcional a la viscosidad del sistema. Si consideramos flujo homogeneo

(m=0), se tiene lo siguiente:



Sustituyendo (m=0) en la ec. (30)

—F, = n12;¢:2/)a3 ([ ] + Re(2(0) + 1) ( ) [4(0)+4] + Re(0 + 2) (140) [3(01)+4D

Desarrollando

—1 = w2 (] + rew) () [ + Re@ () )

Factorizando y desarrollando

= [ (14 Re (3) + 2Re (55))

Simplificando

-F; =1T12”h#: ](1+Re( )+Re( ))

Reduciendo

~F, =n%(1+ Re) (31)

(Ec. de fuerza, considerando un flujo homogeneo)

RESUMEN DE RESULTADOS OBTENIDOS A PERTURBACION A ORDEN UNO
En donde

u(r) = (m+2)r™ (32)

Gradiente de presion perturbado a primer orden:

1 = —12(r)™ + Re(2m + 1) (—z—:) (r*m*1) + Re(m + 2) (— %) @™ (33)

Para Vz;

35 5 5
(£)-2) - (+2) - Retm+ Dam + 20 (- 2) - (-22) +
(-(5)+ () - () - &)+ -%)

Se sustituye la ec. (32) en la ec. de Vz;,.

Vz, = u(r)(1 + 223 — 3z%) — Re(2m + 1)(4m + 2) (r*™) <(__) + <(£) _ (E) n

Obteniendose asi la velocidad axial perturbada a primer orden



35
((2)-(2)+ (D)%) (- 2;;2))  Retm + 2)m + 265 ((-22) -
(22)+ (- () + () - () - () + - 2))

Para Vr,

Vz; = ((m+ 2)r™)(1 + 223 — 322) — Re(2m + 1)(4m + 2)(r*™) ((—ﬁ) +

5 6
Vr; = %% (z?> — z) + Re(2m + 1)r#m+1 (324 - % + 1?; - %z) + Re(m +

4z% 1225  3z% 11
2)r3m+l (—— +——-=—-2z3+32% - —z)
5 5 2 10

Se sustituye la ec. (33) en la ec. de Vr,
Vr, = %(—12(1’)’”*1 +Re(m + 1) (= 22) (r™+1) + Re(m + 2) (- Z) (r3m+1)) (2% —

_3 3m+1 _ﬁ 122°
5Z)+Re(m+2)r ( ; -

18z°5 = 18z°
5 15

z) + Re(2m + 1)r*m+1 (324 -
4
32 _ 223 4322 —EZ)
2 10

Desarrollando la multiplicacion, se obtiene la velocidad radial perturbada a primer

orden.
_ +1 54\ r 4m+1 27\ r..3m+1 2
Vr; = (—6(r)m + Re(2m+1) (—%) (r*m*1) + Re(m + 2) (— %) (rsm )) (z% —
4m+1 4_182°  182° 3 3m+1 (_42° | 122°
z) + Re2m + 1r*™ (32 - " 5z) + Re(m + 2)r’m ( - -

3214 — 273 + 372 —%z)
Este capitulo presenta los resultados a primero orden en donde la inecia juega un papel
prepodenrante en el estudio del flujo. Es importamte resaltar que, la inercia esta asociadas
con la resistencia que presenta un sistema a modsificar su estado y se cuantifica con su masa
inercial e indriectamenre atraves del nimeo de Reynolds. Las imulaciones se hicieron en el
paquete de computo de Mathematica (Licencia UNAM) y fieron exportados a una hoja de

calculo. Las simualcioens se hiciern para el ordenc ero y el primero respectivamente



CAPITULO 7
SIMULACION
Y
ANALISIS DE RESULTADOS



7.1 TEORIA A ORDEN CERO
7.1.1 Velocidad radial

A continuacidn, se muestra la gréfica de la ecuacion obtenida de la velocidad radial
perturbada a orden cero, con un flujo de entrada de fluido al plato inferior de forma
homogénea (m=0; en donde los orificios de entrada del plato inferior son del mismo tamafio
y el volumen del fluido es el mismo en todos ellos), en funcién de la coordenada radial r. La
ecuacion matematica que describe el perfil radial tiene la siguiente forma analitica:

Vry(r,z,m) = 6(r)?™+1(z — z2)

Velocidad radial a orden cero
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Figura 4.- Representacion grafica de la ec. de la velocidad radial perturbada a
orden cero

En la Fig. 4 se ilustra el comportamiento de la velocidad radial vs la longitud axial (z), para
diferentes valores de la coordenada radial (r). En particular, se estd considerando flujo
homogéneo, i.e., m=0, por lo que la velocidad en las paredes es cero debido a la adherencia
del liquido al solido (condicion de no deslizamiento), y en el centro de las dos placas paralelas
se obtiene una velocidad méxima. Es claro, que debido a la forma geométrica del perfil de
velocidades se tiene un flujo de Poiseuille a gradiente de presion constante.

IR
T

Por otro lado, el efecto del valor de la coordenada radial “r”, afecta el méximo del perfil de
velocidades en los volumenes de control del sistema de estudio.



Figura 5.- Representacion del perfil de velocidades formado a partir de la ec.
de la velocidad radial a orden cero

7.2 VVelocidad axial

En esta seccion, se presenta la velocidad axial vs coordenada axial para diferentes
valores de no-homogeneidad m. En estas simulaciones el valor de la coordenada radial r =
0.5, es un valor fijo, es decir, se analiza el perfil de velocidades en la mitad del sistema. La
ecuacion analitica que describe al componente z del perfil de velocidades tiene la siguiente
forma:

Vzo(r,z,m) = (m + 2)r™(1 + 2z3 — 3z?)
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Figura 6.- Representacion gréafica de la ec. de la velocidad axial perturbada a orden
cero



En la Fig. 6 se ilustra el comportamiento de la velocidad axial a orden cero (Vzo) vs la
longitud axial (z), para diferentes valores de parametro (m), en donde m= 0 se considera un
flujo homogéneo y para valores diferente de 0 es un flujo no homogéneo.

El valor de m= 0 significa, que el volumen del fluido que entra por los orificios del plato
inferior es el mismo, mientras que, para valores de m diferente de cero, no lo es.

Para todas las simulaciones el comportamiento es el mismo, es decir, a valores
pequefios de la longitud axial, se presenta una meseta, mientras que, a un valor critico de z,
se observa en todos los casos un comportamiento mondtono decreciente. El efecto del
parametro m, es de trasladar las curvas a menores valores. Es decir, fisicamente, m controla
el impacto de la componente z del vector velocidad en el sistema de estudio.

7.3 Gradiente de presion

El gradiente de presion inducido por la entada del liquido en el plato inferior es una
funcién exclusiva de la no-homogeneidad del plato inferior, por lo que su comportamiento
dependera del parametro m y no de las caracteristicas del fluido. La expresion matematica
para el gradiente de presion radial tiene la siguiente arquitectura matematica:

dpo(r) = —12(r)?m+1
dr

gradiente de presion a orden cero (dP,/dr)
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Figura 7.- Representacion gréfica de la ec. obtenida del gradiente de presion
perturbado a orden cero

En la Fig. 7 se ilustra el comportamiento del gradiente de presion (dPo/dr) vs la longitud axial
(2), para diferentes valores del pardametro (m), en donde m = 0 se considera un flujo
homogéneo y para valores diferente de m = 0 es un flujo no homogéneo.



Se puede observar, que el gradiente de presion es lineal en el caso de flujo homogéneo
(m=0), sin embargo, si el flujo es no-homogéneo (m#£0), el gradiente de presién va
aumentando de forma potencial, llegando asi al méaximo gradiente de presion cuando el fluido
Ilega al plato superior (z=1).



7.4 PRIMER ORDEN

7.4.1 Velocidad radial

A continuacidn, se muestra la gréfica de la ecuacion obtenida de la velocidad radial
perturbada a primer orden, con un flujo de entrada de fluido al plato inferior de forma
homogénea (m = 0; en donde los orificios de entrada del plato inferior son del mismo tamafio
y el volumen del fluido es el mismo en todos ellos), en funcién de la coordenada radial r. De
la misma manera, para esta ecuacion perturbada a primer orden, se asigna un valor Reynolds
a flujo laminar, es decir, el valor del Reynolds es un valor bajo; esto debido a que en el
sistema de estudio, el flujo de entrada es a velocidades muy bajas, otorgandole por lo tanto
un valor de Reynolds= 5. La ecuacion matematica que describe el perfil radial tiene la
siguiente forma analitica.

Vr, = (—6(r)m+1 +Re(@m + 1) (—2) (*™*+1) + Re(m + 2) (- Z) (r3m+1)) (z? -

5 6
z) + Re(2m + 1)r*m+1 (324 - 1872 + 1?;

4z% 1225
5 5

— %z) + Re(m + 2)r3m*1 (

3z* 11
— — 273+ 322 ——Z)
2 10
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Figura 8.- Representacién gréafica de la ec. de la velocidad radial perturbada a
primer orden con efecto de Reynolds= 5.



Velocidad radial a primer orden
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Figura 9.- Representacién grafica de la ec. de la velocidad radial perturbada a primer
orden con efecto de Reynolds= 15, formando asi otro perfil de velocidades a direccion
contraria respecto a la coordenada radial.

En la Fig. (8) se ilustra el comportamiento de la velocidad radial vs la longitud axial (z), para
diferentes valores de la coordenada radial (r). En particular, se esta considerando m=0 (flujo
homogéneo), ademas de un valor de Re= 5, el cual representa un flujo laminar. Se observa
que la velocidad en las paredes es cero debido a la adherencia del liquido al solido (condicion
de no deslizamiento), y en el centro de las dos placas paralelas se obtiene una velocidad
maxima; sin embargo, en comparacion de la velocidad radial a orden cero, aqui si afecta el
Reynolds, pues en la Fig. (8), el perfil de velocidades empieza a tomar forma parabolica
conforme se aumenta el valor del Reynolds, llegando a formar otro perfil de velocidades en
direccién contraria a la coordenada radial, como se observa en la Fig. (9). Es importante
mencionar, que, debido al efecto del Reynolds, este causara un incremento de la velocidad
respecto a la longitud axial, en comparacion de la velocidad radial perturbada a orden cero.
Es claro que debido a la forma geométrica del perfil de velocidades se tiene un flujo de
Poiseuille a gradiente de presion constante. Por otro lado, el efecto del valor de la coordenada
radial “r”, afecta el maximo del perfil de velocidades en los volimenes de control del sistema
de estudio.
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Figura 10.- Representacion del perfil de velocidades formado a partir de la ec.
de la velocidad radial a primer orden.

7.4.2 VVelocidad axial

En esta seccion, se presenta la velocidad axial vs coordenada axial para diferentes
valores del pardmetro m asociado a la no homogeneidad m. En estas simulaciones el valor
de la coordenada radial en donde se analizo el flujo es r = 0.5. En esta simulacion, el valor
del nimero de Reynolds es Re =5, el cual significa que los mecanismos inerciales dominan
sobre los viscosos. La expresion analitica de la velocidad a primer orden tiene la siguiente
estructura matematica:

35
((9)-(D)+()-2)-(- 2;;2)) ~ Retm + 2)6m + 25 ((-22) -
(-22)+ (- () + () - () - () + 22 - ))

Vzy = ((m+ 2)r™)(1 + 223 — 3z%) — Re(2m + 1)(4m + 2)(r*™) ((_E) n
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Figura 11.- Representacion grafica de la ec. de la velocidad axial perturbada a primer
orden, con efecto de Reynolds=5
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Figura 12.- Representacion gréafica de la ec. de la velocidad axial perturbada a primer
orden, con efecto de Reynolds= 35

En la Fig. (11) se ilustra el comportamiento de la velocidad axial a primer orden (Vzo) vs la
longitud axial (z), para diferentes valores de parametro (m), en donde m= 0 se considera un
flujo homogéneo y para valores diferentes de 0 es un flujo no homogéneo.



El valor de m = 0 significa, que el volumen del fluido que entra por los orificios del plato
inferior es el mismo, mientras que, para valores del parametro m diferente de cero, no lo es.
Para todas las simulaciones el comportamiento es el mismo, es decir, a valores pequefios de
longitud axial (z), se presenta una meseta en relacion con la velocidad axial, mientras que, a
un valor critico de z, se observa en todos los casos un comportamiento monoétono decreciente.
El pardmetro m, es trasladar las curvas a menores valores, es decir, fisicamente, m controla
el impacto de la componente z del vector velocidad en el sistema de estudio; mientras que el
parametro de Reynolds, cuando este va aumentando, la velocidad axial en todas las
simulaciones presenta una meseta aun mas pronunciada para los valores pequefios de
longitud axial (z) en comparacion con la grafica de la velocidad axial a orden cero, como se
muestra en la Fig. (12) , mientras que para los valores criticos de z, el comportamiento
mondtono decreciente serd el mismo. Todo esto tomando un valor de longitud radial fijo de
0.5

7.4.3 Gradiente de presion

El gradiente de presion inducido por la entrada del liquido en el plato inferior es una
funcion exclusiva de la no-homogeneidad y del valor del Reynolds del plato inferior, por lo
que su comportamiento dependera tanto del pardmetro m como del valor de Reynolds y no
de las caracteristicas del fluido. La expresién matematica para el gradiente de presion radial
tiene la siguiente arquitectura matematica.

0 54 27
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Figura 13.- Representacion gréfica de la ec. obtenida del gradiente de presién
perturbado a primer orden, con un valor de Reynolds=5



En la Fig. (13) se ilustra el comportamiento del gradiente de presion (dP1/dr) vs la longitud
axial (z), para diferentes valores del pardmetro (m), en donde m= 0 se considera un flujo
homogéneo y para valores diferente de 0 es un flujo no homogéneo. Se puede observar que
el gradiente de presion es lineal en el caso de flujo homogéneo (m=0), sin embargo, si el flujo
es no-homogéneo (m#0), el gradiente de presion va aumentando de forma potencial, llegando
asi al maximo gradiente de presion cuando el fluido llega al plato superior (z= 1). Cabe
recalcar, que en comparacion del gradiente de presion a orden cero, a primer orden, el valor
de Reynolds afecta de forma significativa a todas las curvas del flujo homogéneo y no-
homogéneo en el gradiente de presion, debido a que en todas las simulaciones el gradiente
de presion aumenta drasticamente en valores criticos de la longitud axial (z), como también
desde que se empieza a formar la curva potencial.



CAPITULO 8
CONCLUSIONES



7.1 Aportacion al conocimiento

En esta investigacion a nivel de licenciatura se analizo el flujo continuo por
compresion el cual consiste en dos paltos paralelos separados a una distancia H y de radio R.
El plato de abajo contiene una serie de perforaciones por donde entra el fluido viscoso. Los
orificios estan distribuidos aleatoriamente y la entrada del fluido en (z = 0) es a flujo
volumétrico constante. El liquido comprime al plato superior y se obtiene seguido de esto,
un lamindo radial el cual induce un gradiente de presion en la direcion de r (Flujo de
Poiseuille). La transferencia de momento y reologia es caracterizada por la ecuacion
constitutiva de Newton la cual, es el modelo reoldgico mas sencillo y contiene una propiedad
material conocida como viscosidad. Asumiendo que estado estacionario, incompresible,
proceso isotérmico y que el campo de velocidades tiene dos componentes (radial y axial), se
obtienen tres ecuaciones diferenciales no lineales cuya solucion es numérica.

Para simplificar el sistema y analizar cuales son lo terminos importantes en nuestroa
analisis, se poropone un conjunto de variables adimensionales que permiten escalar el sistema
des estudio y que se manifiesten grupos adimensionales que describan la naturaleza de las
fueras macroscopicas del sistema de estudio. En este punto, el nimero de Reynonds relaciona
los mecanismos inerciales y viscosos y el parametro o el cocientre entre las longitudes axial
y radial respectivamente. Este uUltimo, nos permite proponer o invocar un esquema
perturbativo con el fin de obtener expresiones analiticas a ordenes cero y primero asociados,
a los procesos viscosos e inerciales.

A orden cero, se obtienen expresiones cerradas para las componentes radial y axial
del sistema, gradiente de presidn, presion y fuerza. La fuerza es proporcional al modelo de
Stefan obtenido en el flujo continuo por compresion. Es claro que este modelo, es una buena
proximacion y tiene ventajas muy importantes con respecto al flujo tradicional por
compresion.

A primer orden en el esquema pertubativo, se obtuvieron las contribuciones asocaidas
a la inercia para los componentes de la velocidad radial, axial , gradiente de presion, presion
y la fuerza en el sistema. En esta contibucion aparece el nimero de Reynolds el cual,
cuantifica los mecanismos inerciales y viscosos. En particular, se observo que la fuerza
aumenta si se toma en cuanta los mecanismos inerciales. Un hecho importante, es que los

perfiles de velocidad se deforman por efecto de las contribuciones inerciales. Este sistema se



puede emplear para la caracterizacion de fluido newtoniano y como base para los fluidos no
newtonianos. Este trabajo puede servir para la caracterizacion viscométrica de fluidos

newtonianos y en especial aquellos relacionadas como ciencia de lubricacion, alimentos y

pinturas.
7.2 Trabajo futuro
a) Analizar el flujo por compresion en fluidos no newtonianos
b) Acoplar la transferencia de movimiento con ecuaciones de masa.
c) Trabajo experimental para contrastar los resultados teoricos obtenidos.
Finalmente, este trabajo es un paso en la busqueda constante de sistemas de flujo que
permitan entender fluidos mas realistas y que sean punto de partida en la caracterizacion de

sistemas complejos y que permitan entender las fuerzas que deforman continua e

irreversiblemente estos materiales de trabajo.
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