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Introduccion

. Cudndo la unién de dos dendroides selectibles es selectible? Con esta pre-
gunta inicié la investigacion de este trabajoy que me llevé a introducir los con-
ceptos de dendroides siameses, dendroides siameses fuertes y a demos-
trar que los dendroides siameses fuertes son selectibles. Con estas definiciones
y resultados es posible realizar demostraciones mas generales y sencillas que las
que se encuentran hasta hoy en la literatura. Estos resultados son originales y
estan siendo escritos para su publicacion.

Anteriormente, cuando escrib{ mi tesis de licenciatura, encontré un error en
la demostracion de Mackowiak de que el dendroide que presentamos al final
de esta tesis (Ejemplo 4.5) es selectible. Los conceptos de dendroides siameses
siguen sin dar respuesta a este ejemplo. Una de las preguntas que me planteo
es si es no selectible.

Con el fin de que este trabajo resulte accesible para estudiantes de licencia-
tura en Matedaticas que estén interesados en el tema, he incluido lass definiciones
y resultados preliminares pertinentes. El lector dede de estar familiarizado con
los conceptos basicos de Anélisis Matemaético, Topologia y tener conocimientos
bésicos en Teoria de Continuos e Hiperespacios.

En el Capitulo 1 definiremos otros hiperespacios que nos seran de utilidad a lo
largo de este trabajo. También enunciaremos resultados importantes. Supondre-
mos que el lector tiene conocimientos sobre Teoria de Continuos e Hiperespacios.

En el Capitulo 2, presentaremos algunas propiedades sobre selecciones, asi
como ejemplos de continuos que son selectibles y que no lo son. Definiremos
que es un dendroide y daremos algunas propiedades de este tipo de continuos.
Esto para poder probar que todo continuo selectible es un dendroide. Por ultimo
veremos lo que son las dendritas.

En el Capitulo 3, definiremos los dendroides siameses desarrollamos la
teorfa necesaria que nos permite probar que la unién por un arco(bajo ciertas
condiciones) de dos dendroides selectibles siempre nos da un dendroide selecti-
ble. Esto simplifica muchas pruebas realizadas en el pasado y aumenta la faci-
lidad de encontrar dendroides selectibles. En este Capitulo generalizamos este
resultado para la unién de dendroides por un arco(dendroides siameses) y
probamos que bajo ciertas condiciones (dendroides siameses fuertes) este
tipo de dendroides también son selectibles.
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Finalmente, en el Capitulo 4, probamos que no es ficil hacer un resultado més
general pues podemos encontrar ejemplos que cumplan con ser selectibles y otros
que no cumplan con ser selectibles cuando intentamos debilitar las hipdtesis y
caracteristicas de nuestros dendroides para una situacién mas general. También
daremos algunas aplicaciones del Teorema de dendroides siaméses fuertes, que
desarrollamos en el Capitulo 3.



Capitulo 1

Continuos, Hiperespacios y
Métrica de Hausdorft

1.1. Preliminares

Definicién 1.1. Sean, (X, d) un espacio métrico, € > 0y p € X, definimos la
bola de radio £ como:

Bl(p) ={z € X | d(p,z) <}

Cuando no exista confusién con las métricas se denotard simplemente como
Be(p)-

Definicién 1.2. Dados X, Yespacios topolégicos y f : X — Y, diremos que f
es homeomorfismo si f es biyectiva, continua y f~' también es continua.

Teorema 1.3. [13, Theorem 17.5] Sea X un espacio topoldgico compacto, si
A C X es cerrado, entonces A es compacto.

Teorema 1.4. [13, Theorem 17.14] Sea X un espacio compacto, Y un espacio
Hausdorff y f : X — Y una funcién continua y biyectiva, entonces f es un
homeomorfismo.

Definicién 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que X es disconero
si existen abiertos, ajenos no vacios U y V tales que X = U U V. En el caso de
que no existan dichos abiertos, diremos X es conexo.

Definicién 1.6. Un espacio (X, d) decimos que es localmente conexo si para
cada x € X y para todo abierto U tal que x € U existe un abierto conexo V tal
quex eV CU.

Definicién 1.7. Sean, (X, 7) un espacio topdlogico, AC X yr: X — A una
funcién continua. Diremos que r es una retraccion de X en A sir(a) = a
para toda a € A.

Definicién 1.8. Un espacio topolégico (X, 7) es arcoconexo si para cuales-
quiera a,b € X con a # b, existe una funcién continua e inyectiva « : [0,1] — X
tal que a(0) =a y o(l) =b.
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1.2. Meétrica de Hausdorff e Hiperespacios

Definicién 1.9. Un continuo es un espacio métrico (X,d), no degenerado,
compacto y conexo.

Una vez que hemos definido lo que es un continuo, veamos algunos hiperes-
pacios que nos seran de utilidad a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.10. Dado un continuo X, definimos los siguientes hiperespacios:
2% = {A C X : A es no vacio y cerrado.}
C(X)={Aec2%: Aes conexo.}

Fi(X) ={{z} :pe X}

dado D € C(X), definimos:
C(D,X)={AeC(X): DCA}

En particular, cuando D = {p} para algin p € X se escribird como:
Clp, X)={AecC(X):pe A}

Los hiperespacios antes definidos tienen una serie de propiedades interesan-
tes, una de ellas es que también son continuos. Para probarlo es necesario darle
una métrica a dichos conjuntos.

Definicién 1.11. Sean, X un continuo, A € 2% y € > 0, definimos la nube de
radio £ con centro en A como:

N(e,A) ={z € X : existe y € A tal que d(z,y) < &}

Definicién 1.12. Sean, X un continuo, A € 2X y A, B € 2X, la métrica de
Hausdorff es una funcién

H:CX)xC(X)—=R
definida como:
H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(¢g,A)}

En [4, 2.2 Theorem] y [9, 4.2 Theorem| se prueba que H estd bien definida
y es una métrica.
Por ultimo,

Definicién 1.13. Dado un continuo X y A € C(X), definimos la bola de
radio € con centro en A como:

BH(A)={BeC(X): H(A B) <&}

Teorema 1.14. [2, Teorema 4.2] Dado un continuo X, el hiperespacio 2% es
compacto.

Teorema 1.15. [2, Teorema, 4.3] Dado un continuo X, el hiperespacio C'(X)
es compacto.
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Para ver que 2% y C'(X) son continuos resta probar que dichos hiperspacios
son conexos. Para esto es necesario definir arcos ordenados, una importante
herramienta dentro de la teoria de Hiperespacios.

Definicién 1.16. Sean, X un continuo, A, B € C'(X) tales que A C B, diremos
que una funcién continua « : [0, 1] = C(X) es un arco ordenado en C(X) si:

m a(0)=A
= o(l)=B
» Para cualesquiera 0 < s < ¢ < 1, se tiene que a(s) C «(t).

Teorema 1.17. [2, Teorema 6.10] Dados A, B € C(X) tal que A C B, existe
un arco ordenado de A a B.

El Teorema 1.17 nos ayuda a probar la conexidad de 2% y C(X), de hecho,
se prueba que son arco conexos.

Corolario 1.18. [2, Corolario 6.11] El hiperespacio 2% es arcoconexo.
Corolario 1.19. [2, Corolario 6.12] El hiperespacio C(X) es arcoconexo

Utilizando los Teoremas 1.14 y 1.15 ([2, Teorema 4.2 & 4.3]) donde se prueba
que los hiperespacios 2% y C(X) son compactos y por los Corolarios 1.18 y 1.19
donde se prueba que los hiperespacios 2% y C(X) son conexos, podemos dar el
siguiente teorema.

Teorema 1.20. Dado un continuo X, los hiperespacios 2% y C'(X) son conti-
nuos.

Definicién 1.21. Dado un continuo X y una funcién continua y : 2% — [0, 00),
© es una funcion de Whitney si:

» u({p}) = 0 para todo p € X.
= 1(A) < p(B) siempre que A C B.

Teorema 1.22. [2, Teorema 5.3] Para cualquier continuo X, el hiperespacio
2% admite funciones de Whitney.

Para nuestro propésito, dada una funcién de Whitney p : 2% — [0,00),

consideremos, j|c(x), su restriccion al hiperespacio C'(X), en éste caso diremos

que g es una funcién de Whitney para C(X), como u' = %7 tenemos que
L

p 2% = 0,1 y ¢/|e(x) : C(X) — [0,1] son funciones de Whitney y para los

fines de ésta tesis, serdn las funciones de Whitney que se consideran de ahora

en adelante.

1.3. Modelos de Hiperespacios

Como ya vimos, dado un continuo X, cada hiperespacio H que hemos de-
finido tiene como elementos a subconjuntos de X. Esta idea puede resultar
abrumadora cuando uno inicia en la Teoria de Hiperespacios. Por esta razén
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se intenta dar un conjunto M con el cual estemos mas familiarizados y que
ademds sea homeomorfo a H, esto es lo que entendemos por dar un modelo
para el hiperespacio H.

Para entender mejor este concepto daremos modelos, sin realizar las pruebas,
para algunos continuos como el intervalo [0, 1] y la circunferencia S = {(x,y) €
R?: 22 +¢% =1}

En el caso del intervalo [0, 1], recordemos que

C([0,1]) = {A € 2% : A es conexo.}
También debemos notar que los subcontinuos del intervalo son de la forma [a, b]

donde 0<a<b<1.

Gracias a lo anterior podemos dar un homeomorfismo entre C([0,1]) y el
conjunto M = {(z,y) € R? : 0 < z < y < 1} con la funcién f : C([0,1]) — M
dada por

f(la; b)) = (a,0)

[, 1]
[0,1] {1}

[0,2] 4 Ti)

\ s

{0}

Figura 1.1: Hperespacio C([0,1])

Aqui podemos notar que en este modelo, el intervalo {0} x [0, 1] representa a
los subintervalos del [0, 1] que su extremo izquierdo es el punto 0, es decir {0} x
[0,1] = {[0,0] : b € [0, 1]} de igual manera el intervalo [0, 1] x {1} representan los
subintervalos del [0, 1] cuyo extremo derecho es el punto 1. Es decir [0,1] x {1} =
{[a,1] : a € [0,1]}. También se puede ver que los puntos (z,z) en la diagonal,
representan los intervalos degenerados o los conjuntos de un solo punto, y los
puntos (z,y) en el interior de este tridngulo representan subintervalos [z, y] del
intervalo [0, 1] que cumplen que 0 < z < y < 1. Ver Figura 1.1

Ahora, observaremos qué ocurre en la circunferencia. A diferencia del inter-
valo [0,1], en la circunferencia S! tenemos tres tipos de subcontinuos que son:
la circunferencia misma, arcos (subarcos de la circunferencia) y puntos (o arcos
degenerados).
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En el caso de los subarcos A contenidos en la cincunferencia S! a estos los
podemos distinguir mediante los siguientes elementos:

1) su punto medio, al cual denotaremos m(A)

11) su longitud, la cual denotamos por I(A).

Para los intervalos degenerados o puntos, {p}, podemos hacer la misma aso-
ciacién considerando que para todo singular {p} se tiene que:

N m({p}) =p
) [({p}) = 0.

Habiendo hecho estas observaciones, podemos ver que el modelo para la
circunferencia serd el disco

D= {(z,y) eR?:2* + 4> < 1}
y el homeomorfismo es la funcién f : C(S') — D dada por

(1- 10
£(A) = 2n

(0,0) si A= St

)-m(A) sio A St

(Ver Figura 1.2)

Figura 1.2: Hiperespacio C(S!)
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1.4. Hiperespacios Anclados
Definicion 1.23. Dado X un continuo y D C X, definimos

CD,X)={YeCX):YCD}
como el hiperespacio anclado en D.

Teorema 1.24. Dado un continuo X y D € C(X), el hiperespacio C(D, X) es
compacto.

Demostracion: Notemos que C(D,X) C C(X) y C(X) es compacto, por el
Teorema 1.3 es suficiente probar que C(D, X) es cerrado.

Tomemos una sucesién {M,}22, — M tal que M,, € C(D,X) para toda
n € N. Como M,, € C(D,X) tenemos que D € M, para toda n € N. Note-
mos ademéds que las sucesiones {D}> ; v {M,,}22, convergen, de manera que
{D}2, = Dy {M,}>>, - M, ademds D C M, para toda n € N, por tanto
D C M. Con esto concluimos que M € C(D, X); esto prueba que el hiperespacio
C (D, X) es cerrado y por tanto compacto. O

Teorema 1.25. Dado un continuo X y D € C(X), el hiperespacio C(D, X) es
arcoconexo.

Demostracion: Sean A, B € C(D,X), con A # B, construiremos un arco vy
en C(D, X) que une al punto A con el punto B.
Como D C Ay D C B, entonces D C AU B y por tanto AUB € C(D, X).
Por el Teorema 1.17 existen arcos ordenados « : [0,1] - C(X) y 8:[0,1] —
C(X) que cumplen:

= a(0)=A
» a(l)=AUB
- 5(0)=B

« B(1)=AUB

Como « y B son arcos ordenados, D C Ay D C B por la Definicién 1.16
tenemos que para toda ¢ € [0,1] se cumple que D C «a(t) y D C S(t), con lo
cual obtenemos que «([0,1]) C C(D,X) y p([0,1]) € C(D, X).

Asi que la unién «([0,1]) U B([0,1]) € C(D, X) y a([0,1]) U5(]0, 1]) contiene
un arco « en el hiperespacio C(D, X) que une a los puntos A y B. Por tanto, el
hiperespacio C(D, X)) es arcoconexo. O

Teorema 1.26. Dado un continuo X y D € C(X), el hiperespacio C(D, X) es
localmente conexo.

Demostracién: Seane >0, M € C(D,X)y U = BE(M)nC(D, X), veamos
que U es conexo.

Afirmacioén 1.27. Si R € U, entonces RUM € U
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Como R, M € C(D, X),setieneque D C Ry D C M conlocual D C RUM
yRUM e C(D,X).

Ahora solo tenemos que probar que RUM € BX(M); probaremos entonces
que M C N(e, RUM)y RUM C N(e, M).

La primera contencién es clara ya que como M C R U M, entonces M C
N(e,M UR).

Para la segunda contencién recordemos que R € BX (M) lo cual implica
R C N(e, M), ademéds M C N(g, M) con esto concluimos RUM C N(e, M). De
las dos contenciones anteriores obtenemos que RU M € BX (M), asi H(M, RU
M) <e, RUM €U y la afirmacién queda demostrada.

Afirmacién 1.28. Sean, R,M € U y a : [0,1] — C(X) un arco ordenado tal
que «(0) = M y (1) = RUM, entonces «([0,1]) C U.

Como D C M por la Definicién 1.16 D C «(0) = M C a(t) C a(l) = MUR
para toda t € (0,1), esto nos dice que «([0,1]) C C(D, X).

Ahora probaremos que «([0,1]) € B (M). Observemos que M C aft) C
N(e,a(t)) para toda t € [0, 1], por lo tanto M C N (e, ([0, 1]).

Por otro lado, por la Afirmacién 1.27, si R € B (M), entonces RU M €
BH (M) y asf tenemos que para toda t € [0,1], a(t) € RUM C N(e, M), por
tanto «([0,1]) C RUM C N(e, M).

Hemos probado que M C N(e,a([0,1])) v «([0,1]) € N(e, M), con esto
podemos concluir que H(M, «([0,1])) < € y por tanto tenemos que «([0,1]) C U
y la afirmaciéon queda demostrada.

De manera andloga podemos probar que si 8 : [0,1] = C(X) es un arco de
R a RU M, entonces (([0,1]) C U.

Ahora si estamos listos para probar que U es conexo.

Dado S € U consideremos los arcos ordenados :
a:[0,1] = C(X) donde a(0) =M, a(l)=SUM y
B:10,1] = C(X) con B(0) =S5, B(1)=MUS.

Por la Afirmacién 1.28, estos arcos ordenados cumplen que «([0,1]) C U

y B([0,1]) € U por lo cual «([0,1]) U B([0,1]) € U con esto concluimos que

a([0,1]) U B([0,1]) es una trayectoria en U que conecta M con S. Esto nos dice

que U es conexo por trayectorias y C(D,X) es localmente conexo, con esto
terminamos la prueba del teorema.

O

De los Teoremas 1.24, 1.25 y 1.26 podemos dar el siguiente Corolario.

Corolario 1.29. Dado un continuo X y D € C(X), el hiperespacio C(D, X)
es un subcontinuo localmente conexo de C'(X).

Demostracion. Notemos que en la prueba del Teorema 1.26 lo que prueban
las Afirmaciones 1.27 y 1.28 es que el hiperespacio C(D,X) tiene una base
de vecindades localmente arcoconexas, y por tanto es un espacio localmente
arococonexo. O
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1.5. Modelos de Hiperescacios anclados C'(D, X)

Sin realizar las pruebas de los homeomorfismos, daremos algunos modelos de
hiperespacios anclados C(D, X) en el caso de que D se un punto (i.e. D = {p}
con p € X).

En el intervalo [0, 1], si p = 0, los subcontinuos que tienen 0 como elemento
son de la forma [0,¢] con t € [0, 1]. Por lo que el hiperespacio

C(p,[0,1]) = {[0,#] : £ € [0, 1]}

y es homemorfo al intervalo. (Ver Figura 1.3)

[0.2]

0 T 1
{0} [0,2] [0,1]
C(0,(0,1])

Figura 1.3: Hiperespacio anclado C(0, [0, 1])

Si tomamos p € (0, 1), los subcontinuos que tienen a p se ven de la forma
[a,b], donde a < p < by C(p,[0,1]) es homeomorfo a una 2-celda.(Ver Figura
1.4)

[p,1]
[0,1]

C(r.[0.1])
0] v}

\ s

Figura 1.4: Hiperespacio C(z,[0,1]) con z € (0,1).

En el caso de la circunferencia S!, si tomamos un punto p € S, notemos
que siempre tenemos dos direcciones en las cuales hacer crecer nuestro continuo
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(en direccién de las manecillas del reloj y en direccién contraria a las manecillas
del reloj) (Ver Figura 1.5)

Figura 1.5: Continuos en la circunfernecia.

De manera que nuestro hiperespacio anclado C(p, S!) se ve de la siguiente
manera.(Ver Figura 1.6)

{p}

Figura 1.6: Hiperespacio C(p, S1).

Con esto terminamos la secciéon de modelos de hiperespacios anclados y el
Capitulo 1. El siguiente capitulo lo dedicaremos a probar cuales son las funciones
que denotamos como selecciones y probaremos también que los tinicos continuos
que admiten selcciones son los dendroides.
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Capitulo 2

Selecciones

Este capitulo lo dedicaremos a estudiar un tipo especial de funciones de un
hiperespacio en el espacio, a este tipo de funciones las llamamos selecciones. El
trabajo de esta tesis se resume en dar una herramienta que nos permite encon-
trar dendroides méas dendroides selectibles, ésta herramienta también simplifica
muchos resultados pasados en que las pruebas para demostrar que una funcién
es una selecciéon o mejor dicho que un dendroide es selectible; son demostracio-
nes muy elaboradas y generalmente sélo sirven para el dendroide especifico para
el que la seleccién esta descrita.

El tema de selecciones sigue siendo sumamente atrayente y con muchos re-
sultados por resolver, y este nuevo resultado es fuerte y muy interesante.

Definicién 2.1. Sean, X un continuo, s : C(X) — X una funcién continua,
diremos que s una seleccidn si para todo A € C(X), se tiene que s(A) € A.

En el caso de que podamos definir este tipo de funciones, diremos que X es
selectible o bien que X admite selecciones.

Observacién. 2.2. Sea X un continuo que admite selecciones y s : C(X) — X
una seleccion, entonces para toda {x} € F1(X) se cumple que s({z}) = x.

Demostracion. Sea {z} € F1(X), notemos que {z} es un elemento de C'(X)
y por la Definicién 2.1 tenemos que s({z}) € {z}, como el tnico elemento del
conjunto {z} es el punto z, tenemos que s({z}) = z y la observacién queda
demostrada. O

Para poder trabajar con selecciones, regresaremos primero a probar algunos
resultados de hiperespacios; recordemos que

B(X) ={{p}:pe X}
y consideremos f : X — Fy(X) como f(z) = {z}.

Proposicién 2.3. La funcién f : X — Fi(X) dada por f(x) = {z} es un
homeomorfismo.

Demostracion. Veamos que f es inyectiva.

Sean z,y € X tales que f(z) = f(y). Como {z} = f(z) = f(y) = {y},
entonces {x} = {y}, asi = y. Con lo cual probamos que f es un funcién

inyectiva.

11
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Veamos ahora que f es una funcién suprayectiva.
Para probar que f es suprayectiva, tomemos {z} € Fj(X). Notemos que
x € Xy f(x) = {x}, de esta forma tenemos que f es una funcién suprayectiva.

Ahora veamos que f es una funcién continua.

Para probar éste hecho, usaremos que f es una funcién es continua si y solo
si la imagen inversa de cualquier abierto en Fj(X) es un abierto de X.

Sea z € X y U un abierto de Fy(X) tal que {z} € U, consideremos ¢ > 0
tal que BH ({z}) N F1(X) C U basta probar que se cumple que

FH(BE({2}) N Fi(X)) = BY(x)

De esta manera

W)= |J Bl

{z}eU

que es un abierto de X.

Probaremos ambas contenciones:

(C) Tomemos un punto z € f~ (BX ({z}) N F1(X)), tenemos entonces que
f(z) = {z} € BE({x}) N Fi(X), de donde H({z},{z}) < ¢, esto quiere decir
que z € N(g,{z}) vy z € N(g,{«}) lo cual implica que d(z,2) < £ y por tanto
z € Bd(x).

(2) Ahora sea z € BY(x), entonces d(x,z) < ¢, de aqui = € N(g,{z}) vy
z € N(g,{z}), lo que significa que H({z},{z}) < €, podemos concluir entonces
que f(2) ={z} € BE({z}) n F1(X).

De ambas contenciones tenemos que f~!(U) es abierto en X y por tanto f
es una funcién continua

Habiendo probado que f es una funcién continua y biyectiva, como por el
Teorema 1.15 ([2, Corolario 4.3 ]) ya sabemos que C'(X) es un espacio compacto,
bastaria probar que F;(X) es un espacio Hausdorff y utilizar el Teorema 1.4,
pero sabemos que F7(X) es un subespacio de C(X) que es métrico y por tanto
Hausdorff.

Otra forma de concluir la prueba de que la funcién f es un homeomorfismo
es mostrar que la funcién f es una funcién abierta; probaremos que para toda
x € X y para toda € > 0, se cumple que

f(Bi(x)) = BI' ({z}) N Fa(X).

También probaremos esta igualdad, mostrando que cada una de las conten-
ciones se cumple.

(D) Sea {y} € BE({x}) N Fy(X), entonces H({z},{y}) < &, esto implica
que y € N(g,{x}), con lo cual d(z,y) < &, con esto tenemos que y € Bd(x) y
asf concluimos que {y} = f(y) € f (B(z)).

(C) Ahora consideremos un elemento {y} € f (BZ(z)), como {y} = f(y) v f
es una funcién biyectiva, esto implica que y € BZ(x), entonces d(z,y) < €, lo que
significa que z € N (g, {y}) v y € N(e,{z}), asi concluimos que H({z},{y}) <e



13

y {y} € BE({«}) N Fi(X)

Con lo anterior probamos que f es una funcién abierta, como ademas f es
una funcién continua y biyectiva concluimos que f es un homemomorfismo y
terminamos la prueba de la proposicion.

O

De manera que Fi(X) = X y como Fj(X) es un subcontinuo de C(X),
concluimos que C(X) contiene una copia homeomorfa de X.

Lema 2.4. Si X es un continuo selectible, entonces existe una retraccién
r:C(X) — Fi(X).

Demostracion. Como X es un continuo selectible, sean s : C(X) — X una
seleccién y definamos f : X — Fi(X) como f(z) = {z}; al igual que en la
Proposicién 2.3.

Consideremos la funcion
fos:C(X)— Fi(X)

y veamos que f o s es una retraccién de C(X) en Fy(X).

Como s es una seleccién, s es una funcién continua, ademéas por la Proposi-
cién 2.3 sabemos que f es un homeomorfismo, en particular f es continua, de
manera que f o s es continua.

Tomemos ahora, {z} € F1(X) y veamos que (f o s)({z}) = {z}.
Ahora, por la Definicién 2.1 y la Proposicién 2.3 tenemos que s({z}) = =
para toda {z} € F1(X) , por lo que

(fos)({z}) = f(s({z})) = f(2) = {«}

De manera que f o s es una retraccién de C(X) en Fi(X) y el lema queda
demostrado.
O

Lema 2.5. Sea X un continuo y s : C'(X) — X es una seleccién. Si A € C(X),
entonces s|c(a) : C(A) — A es una seleccién.

Demostracion. Como s es una funcién continua, entonces s|c(4) también es
continua. Sélo nos falta probar que para todo B € C(A), se cumple s|c4)(B) €
B. Tomemos B € C(A) , ahora, s|c(4)(B) = s(B) € B. Por lo tanto s|C(A) es
una seleccion. O

Proposicién 2.6. El intervalo [0, 1] admite selecciones.

Demostracion. Recordemos que si A € C([0,1]), existen a,b € [0, 1] tales que
A = [0,1]. Consideremos la funcién s : C([0,1]) — [0, 1] dada por

s(A) =min A

Sabemos de nuestros cursos de célculo que si Po(R) representa los subconjuntos
cerrados y acotados de la recta real R, entonces la funcién min : Po(R) — R
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s(4)

=
=
~e

Figura 2.1: Seleccién de la Proposicion 2.6

es una funcién continua, por tanto s = min |¢([,1]) es continua. Ademds, dado
A € C(]0,1]), A es cerrado y acotado, entonces min A € A. Asf s es una seleccién.
(Ver Figura 2.1)

O

Lema 2.7. [5, Corolario 5.23] SiD = {(z,y) € R? : 22 +y*> < 1}, entonces S*
no es un retracto de ID.

El lema anterior se puede encontrar en varios textos y nos dice que no existen
retracciones del disco unitario en la circunferencia.

Proposicién 2.8. La circunferencia S' no admite selecciones.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe una seleccién

s : C(S') — S Por el Lema 2.4, sabemos que, existe una una retraccién
r: C(SY) — F1(S!). Ademés sabemos por la Seccién 1.3 que C(St) es un disco
cuya frontera es Fy(S'), es decir, si existe una seleccién s : C(S') — S! entonces
existe una retraccion del disco en su frontera, lo que contradice el Lema 2.7. Por
tanto S* no admite selecciones y la proposicién queda demostrada. O

Probaremos ahora que el abanico armoénico, X, admite selecciones; sin em-
bargo estas selecciones son un poco rigidas pues ocurre que si Ty es el segmento
limite del abanico armdnico, v es su vértice, y s : C(X) — X es una seleccidn,
entonces s(Tp) = v

Notacién 2.9. En Dados dos puntos x,y € R™ denotamos por Ty al segmento
de recta que los une.

Ejemplo 2.10. El abanico armdnico es el continuo X definido en R? de la
siguiente manera:

Sean v = (0,0),%y = (1,0), Tp = vty, para cada n € N, consideremos t,, =
(11 %) y T, = ﬁ
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De manera que X = U T,,.(Ver Figura 2.2)

n=0

&3
~
o

Figura 2.2: Abanico Armonico

Proposicion 2.11. Sea X el abanico armonico del Ejemplo 2.10,
Sis:C(X)— X es una seleccién, entonces s(Tp) = v.

Demostracion. Supongamos por el contrario que s(Tp) = ¢ con ¢ # v. Como
t # v entonces, existe ¢ > 0 tal que v ¢ B.(t). Por la continuidad de la seleccién
s, existe d > 0 tal que s(Bs(Tp)) C B(t).

Paracadan €N, A, =T5, 1y B, = To,.

Notemos también que v € A, vy v € B,, para toda n € N, de manera que
A,, U B,, es un continuo.

Ademés tenemos que

lfm A, = lim B, = lim (A, UB,) =T,

n—o0 n—oo n—oo

De manera que existe N € N tal que para toda n > N se cumple que A4,
Byny Ay UB, € BE(Ty).
Como s es una funcién continua s(A4,), s(Bn), s(A, U By) € B:(t).
Dado que s(Tp) =t € Ty y v ¢ B.(t), entonces B.(t) no es conexo, de manera
que A, N B.(t) # @y B, N B.(t) # & se encuentran en componentes diferentes
de B.(t).
Supongamos ahora, que s(A, U B,,) € A, y sea « : [0,1] — C(X) un arco
ordenado de B,, a A,, U By, es decir a(0) = B, y «(1) = A,, U B,,.
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Notemos que «([0, 1]) es un conjunto conexo, siguiendo el mismo argumento que
en la Afirmacién 1.28, sabemos que «([0,1]) € BH (Ty).
De manera que s(«([0,1])) € B.(t) pero s(a(0)) = s(B,) € B, N B(t) vy
s(a(1)) = s(A,UBy,) € A,NB(t). Lo cual implica que el continuo s(a([0, 1])) C
B (t) intersecta a dos componentes diferentes de Bc(t), ésto contradice la cone-
xidad de s(([0,1])) y es una contradiccién que vino de suponer que s(Tp) # v.
Por tanto s(Tp) = v y la proposicién queda demostrada.

O

En el ejemplo y la proposicién que acabamos de probar describimos al aba-
nico arménino que pertenece a la clase de los dendroides, sin embargo, todavia
no hemos definido este tipo de continuos que nos seran de gran utilidad. La
siguiente seccion estd dedicada a dendroides, sus propiedades y las relaciones
que tienen con las selecciones.

2.1. Dendroides

Definicién 2.12. Dado un conjunto X, decimos que X es arcoconexo si para
cualesquiera u,v € X existe una funcién « : [0,1] — X continua e inyectiva tal
que a(0) =u y a(l) = v.(Ver Figura 2.3)

Figura 2.3: Arco entre u y v.

Definicién 2.13. Diremos que X es unicoherente si existen A, B € C(X)
tales que X = AU B y AN B es conexo.
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Definicién 2.14. Un continuo X es hereditariamente unicoherente si para
cualesquiera A, B € C(X), se tiene que AN B es conexo.(Ver Figura 2.4)

Figura 2.4: Interseccién conexa de subcontinuos.

Definicién 2.15. Un continuo X es un dendroide, si X es arcoconexo y
hereditariamente unicoherente.(Ver Figura 2.5)

Figura 2.5: Ejemplos de dendroides.

El siguiente teorema nos dice que los dendroides son continuos inicamente
arcoconexos. Este teorema estd probado en varios libros de texto y varias tesis,
lo repetiremos aqui para facilitarle al lector si quiere consultarlo.



18 CAPITULO 2. SELECCIONES

Teorema 2.16. [8, Teorema 4.4] Si X es un dendroide y a,b € X con a # b,
entonces existe un inico arco en X que los une, el cual vamos a denotar por ab.

Demostracion. Supongamos que existen dos arcos diferentes de a a b que llama-
remos A; y As. Entonces, {a,b} C A1y {a,b} C As. Por tanto {a,b} C A1 NAs.
Como X es hereditariamente unicoherente, 41 N Ay € C(X).

Ademds A1 N Ay C A1, entonces A; N Ay es un subarco de A que contiene
a los puntos {a,b}, de modo que A; N As = A;. De manera andloga podemos
probar que A; N As = As. Por tanto, A; = As. O

Lema 2.17. Los subcontinuos de los dendroides son arcoconexos.

Demostracion. Sea X un dendroide y A un subcontinuo de X ( Si A es dege-
nerado, A es un punto y cumple con ser un dendroide).

Consideremos dos puntos a,b € A por el Teorema 2.16, existe un tinico arco
ab en X. Notemos que por la Definicién 2.15 abN A es un continuo. De hecho
abN A es un subarco de ab que contiene a los puntos a,b por lo que podemos
concluir que abN A = ab. Con lo cual probamos que A es arcoconexo.

O

Lema 2.18. Los subcontinuos de los dendroides son dendroides.

Demostracion. Sea X un dendroide y A un subcontinuo de X.

Por la Definicién 2.15 tenemos que A es hereditariamente unicoherente y
por el Teorema 2.16 tenemos que A es arcoconexo. Por tanto A es un continuo
arcoconexo y hereditariamente lo cual es un dendroide.

O

Lema 2.19. Sean, X un dendroide, p,a € X con a # p. Sea g : C(p,pa) — pa
dada por g(pz) = z, entonces g es un homeomorfismo.

Demostracion. Veamos que g es biyectiva. Tomemos py, pz € C(p, pa) tales que
g(py) = g(pz), de manera que y = z. Como X es un dendroide, el arco que va
de p a y = z es Unico, entonces py = pz, por tanto g es inyectiva.

Para ver que g es suprayectiva, sea z € pa, Entonces, g(pz) = z, de manera
que g es suprayectiva.

Para probar que g es continua, consideremos al conjunto P(pa) = {A C X :
A C pa}. De manera que la funcién g la podemos considerar de la siguiente
manera:

g = méax : P(pa)|c(p.pa) — PO

Como la funcién méx es continua, tenemos que su restricciéon a C(p,pa) estd
bien definida y es continua y por tanto g es continua.

Como ademds C(p,pa) es compacto y el arco pa es un espacio Hausdorff,
tenemos por el Teorema 1.4 que g es un homeomorfismo. O

Lema 2.20. Sea, X un dendroide, p,a € X con p #ay u: C(X) — [0,1]
una funcién de Whitney. Consideremos i = p|c(ppa) : C(p,pa) — [0, u(pa)],
entonces [ es un homemorfismo.
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Demostracion. Veamos que [i es biyectiva.

Sean pb,pc € C(p,pa) distintos, como pb # pc y pb,pc C pa, se tiene que
pb C pc o pc € pb. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que pb C pc,
de aqui podemos deducir que p(pb) < p(pc) y asi f(pb) < fi(pc). Con esto
concluimos que i es inyectiva.

Ademéds, [ es continua pues las funciones de Whitney son continuas( Defi-
nicién 1.21) y 1 es la restriccién de una funcién de Whitney p al hiperespacio
C(p, pa).

Notemos que también que u(pp) = p({p}) = 0y i(pa) = p(pa), por el
Teorema del Valor Intermedio, [, toma los valores en [0, i(pa)] y por lo tanto
es suprayectiva.

Finalmente, como C(p, pa) es compacto y [0, u(pa)] es un espacio Haudorff,
por el Teorema 1.4 tenemos que i es un homeomorfismo.

O

A continuacién daremos una condicién necesaria para que un continuo ad-
mita selecciones, sin embargo dicha condicién no es suficiente.

Teorema 2.21. Si X es un continuo selectible, entonces X es un dendroide.

Demostracion. Sea s : C(X) — X una seleccién. Primero, veremos que X es
arcoconexo.

Afirmacion 2.22. Si X es un continuo selectible, X es arcoconexo.

Prueba. Notemos que s es una funcién continua y recordemos que el Corolario
1.19 nos dice que C(X) es arcoconexo. Como s({p}) = p, tenemos que s es una
funcién continua y suprayectiva, asi s(C(X)) = X es arcoconexo. O

Afirmacion 2.23. Si X es un continuo selectible, X es hereditariamente uni-
coherente.

Prueba. Para ver que X es hereditariamente unicoherente, tomemos A, B €
C(X) y probemos que AN B € C(X). Dado que A y B son cerrados, entonces
AN B es cerrado, ademés X es compactoy AN B C X, en consecuencia AN B
es compacto.

Solo nos falta ver que X es conexo.

Supongamos por el contrario que A N B no es conexo, entonces existen sub-
conjuntos M, N C X, cerrados, ajenos y no vacios tales que AN B =M UN.

Si consideramos las restricciones de la funcién s a C(A) y C(B) respectiva-
mente, s|4 y $|p tenemos que estas restricciones, por el Lema 2.5 son selecciones
para A y B, respectivamente; de manera que por la Afirmacién 2.22 podemos
concluir que A y B son continuos arcoconexos.

Tomemos ahora xg,x1 € AN B tales que g € M y x1 € N, entonces
existen arcos o : [0,1] — Ay B :[0,1] — B tales que a(0) = 2o = 8(0) y
a(l) =z = B(1).

Ahora el subcontinuo arcoconexo a([0,1]) U 8([0,1]) C AU B C X contiene
una copia topoldgica, R de S*, lo cual es una contradiccién pues s|g por el Lema
2.5 es una seleccién; sin embargo sabemos por la Proposicién 2.8 que R = S*
no admite selecciones.
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Dicha contradiccién viene de suponer que A N B no es conexo. Con esto
concluimos que AN B es conexoy AN B € C(X).
O

De las Afirmaciones 2.22 y 2.23 se tiene que X es un dendroide.
O

Ahora daremos la definicién de suavidad, que es una propiedad que tienen
algunos dendroides, ésta propiedad nos ayuda (de cierta manera) a encontrar
dendroides selectibles.

Definicién 2.24. Sean, X un dendroide y p € X. Decimos que X es suave en
p si para todo ¢ € X y toda sucesién {g,}52; — g se tiene que {pg, }>°; — pq.
Si existe un punto p € X tal que X es suave en p, diremos que X es suave.

Una propiedad importante que tienen los dendroides es la Propiedad del
primer punto [7, Chapther X], que describimos a continuacién.

Teorema 2.25. Sean, X un dendroide, B € C(X) y a € X, entonces existe un
Unico punto g € B al cual llamamos el primer punto de a a B en X y que
cumple que:

a) En el arco axp se tiene que axp N B = {zp}.
b) Para todo y € B, al considerar el arco ay se tiene que xp € ay.

Demostracidon. (a) Para cada punto y € B, consideremos al arco ay, comoy € B
y X es un dendroide, ay N B es un subarco de ay.

De donde tenemos que ay N B = xpy para algin zp € B, por lo que
ay =arpUzpyy arg N B ={xp}.

(b) Consideremos y' € B, y # y' y el arco ay’. Por lo que mostramos en
(a), existe 2’y € BNay' tal que azx’s N B = {zz}. Como 25,y € B € C(X)
y B es arcoconexo, tenemos que ay = ax’z U zzy y 2zy C B. De modo que
x’y € ax’z U a’zy es un arco de a a y. Por el Teorema 2.16 tenemos que el arco
ay es Unico, entonces axp U zpy = ax’z U x/zy.

Ahora sélo nos falta probar que zp = 2.

Como ayNB = zpy y 2’3y C BNay, de lo cual obtenemos que =3y C zpy.

Por otro lado, puesto que xpy C ay = ax’z Uz’zy y tenemos que BNaz'y =
{23} tenemos entonces que BNay = 23y de lo cual obtenemos que zpy C 2’3y
y por tanto zpy = z'zy.

De esto modo hemos demostrado el teorema. (Ver Figura 2.6) O

Notacién 2.26. De ahora en adelante, si X es un dendroide, A un subcontinuo
de X y p € A, sabemos que hay un punto ps que cumple con las propiedades
del Teorema 2.25 y nos referiremos a esta propiedad como la propiedad del
primer punto de A con respecto a p, o como el primer punto de p a A.

Con el teorema anterior podemos probar lo siguiente:
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Figura 2.6: Ilustracion de la demostracién del Teorema 2.25

Teorema 2.27. Sea X un dendroide suave, entonces X es selectible.

Demostracion. Sean, p € X el punto de suavidad de X y s : C'(X) — X definida
como:

s(A) =x4
donde x 4 es el primer punto de A con respecto a p.
Debido al Teorema 2.25 se tiene que s estd bien definida y s(A) = x4 € A,

Veamos que s es una funcién continua, tomemos, en C(X), una sucesién de
puntos {4,}22; tal que {A4,}52, — A en C(X).
Probemos que {s(4,)}22, — s(A).

Por simplicidad, llamemos a,, = s(4,) y @ = x4. Como A es cerrado, de
la sucesién {a,}52;, tomemos una subsucesién convergente {an,, }3>; tal que
{an, }72; — y para algin y € X. Como 4,, — Ay a,, € A,,, tenemos que
ye A

El objetivo es probar que a = y.

(C) Como y € Ay a es el primer punto de A con respecto a p, entonces
pa & py.

(D) Ahora, dado que a € Ay A,, = Aen C(X), existe una sucesién {z,, }3°,
de puntos en X tal que z,, € Ay, ¥ {2, }72; — a. Notemos que para cada
k € N, se tiene que pa,r C pzp, pues an, es el primer punto de A, con respecto
ap.

Recordemos que X es suave en p, con lo cual {pz,, }32, — pa y también
{pan,}72y — py, como pa,, C pz,, podemos concluir que py C pa.

De ambas contenciones se tiene que pa = py y por tanto a = y.

Con esto hemos probado que toda subsucesién convergente {a,, }7>, con-
verge a s(A) = a, asi {a,}52; — a, con lo cual concluimos que

{s(An)}nZy — s(A)
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y S es continua, por lo que s es una selecciéon y con esto probamos que los
dendroides suaves son selectibles. (Ver Figura 2.7)
O

An 1

A”e

3

Figura 2.7: Ilustraciéon de la demostracion del Teorema 2.27

Recordemos el Ejemplo 2.10 que describe al Abanico Arménico. En la pro-
posicién 2.11 probamos que si el abanico arménico admite selecciones, entonces
la seleccién de la barra limite es el vértice v. Probaremos ahora que el abanico
armonico es suave y por el Teorema 2.27 es selectible.

Teorema 2.28. El abanico armoénico del Ejemplo 2.10 es suave.

Demostracion. Sea X el abanico armoénico del Ejemplo 2.10, probaremos que
este dendroide es suave en v.

Sea ¢ € X y {¢qn}52; una sucesién de puntos en X que converge al punto g,
(an}nz: = a)-

Consideremos a la sucesién de arcos {vg,}52; en C'(X) y supongamos que
existe una subsucesién convergente {vgy, }7°, a un continuo A. Lo tdnico que
tenemos que probar es que A = vq. Probaremos ambas contenciones:

(2) Sabemos que como v € vgy, para toda k € Ny ¢, — ¢, entonces v,q € A
y por el Lema 2.17 A es arcoconexo, por tanto el arco vqg C A.

(C)Sea p un punto en A tal que p ¢ vqg y sea m € NU {0} tal que vg C T,,.
Notemos que como p € A y vg,, — A, entonces existe p,, € vgy, tal que
Pn,, — Py se cumple que ||pp, || < ||gn, |- Por tanto ||p|| < |l¢||-

Si p € Ty, \ vg, entonces, como X es un continuo en R? y T, = v(1, %)

(To = v(1,0)) tenemos que ||p|]| > ||¢|| lo cual es una contradiccién, por tanto
p¢Tm
Analizaremos dos casos:

Caso 2.29. ¢ € T, \ T
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En este caso, existe una € > 0 tal que B:(q) C T}y, lo cual implica que existe
K € N tal que para toda k > K, se cumple que vq,, C Tp,. Como C(T},) es
compacto, tenemos que A C Tp,.

Lo cual implica que p € T}, \ vq y ya vimos que eso nos lleva a una contra-
diccién.
Caso 2.30. g €1y

Supongamos que p € T, para alguna m € N\ {0}. De manera que existe
una ¢ > 0 tal que B:(p) C T, lo cual implica que existe K € N tal que para
toda k > K, se cumple que p,, € T,,. Pero como p,, C vg,, C Tmnk para
alguna m,, € NU {0} tenemos que vgn, C T, = T)y, para toda k > K.
Como C(T,,) es compacto, tenemos entonces que que A C vgq,, C T, lo cual
implica que q € Ty N1y, entonces ¢ = v. Como p # v, obtenemos que vqg =v y
esto implica que p € T, \ vg para toda m € N\ {0} lo cual es una contradiccién.

Hemos llegado en ambos casos a una contradiccién, lo cual implica que para
toda p € A, p € vq por tanto A C vq y la contencién queda demostrada.

De ambas contenciones tenemos que A = vqg como esto se cumple para cual-
quier subsucesién convergente vg,, tenemos entonces que la sucesiéon vg, — vg
en C(X) y X es un dendroide suave en v y por tanto, un dendroide suave.

O

Teorema 2.31. Sea X un dendroide suave en p, entonces X es localmente
conexo en p.

Demostracion. Sean, p € X un punto de suavidad, V un abierto tal que p € V.
Definimos U = {z € X : pz C V'}. Notemos que U C V, de manera que basta
probar que U es abierto y conexo.

Afirmacion 2.32. U es abierto y conexo.

Prueba. Para cada x € U, recordemos que pr C V, de manera que U = U pT
zeU
€s arcoconexo.
Supongamos ahora que U no es abierto, es decir, existe x € U \ int(U) asi
x € X \U. Sea {z,}52, tal que {z,}521 = xy z, € X \U, para toda n € N.

Como z,, ¢ U, entonces el arco pz, € U, es decir, existe y,, € pz, \ V para
toda n € N. Consideremos ahora, una subsucesién convergente {y,, }3>; — y.

Como X es suave en p, también x € U y yn, € pxn, para toda k € N, en
particular y,, € X \V, con esto y € X \ V. Esta contradiccién vino de suponer

que U \ int(U) # 0, por lo tanto U = int(U), es decir U es abierto. O

De la Afirmacién 2.32, encontramos un abierto conexo U tal que x € U C V.
Con esto terminamos la prueba de que X es localmente conexo en p. O

La siguiente seccién la dedicaremos a trabajar en dendritas, que son dendroi-
des localmente conexo; revisamos algunas de sus propiedades y con los resultados
que probemos, estaremos listos para probar el teorema principal que ocupa este
trabajo.
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2.2. Dendritas

Las dendritas han sido estudiadas de muchas maneras, se pueden definir de
varias formas y de hecho hay muchas equivalencias de estas definiciones. Lo ami-
gable de trabajar con estos objetos topdlogicos es que son localmente conexos,
no contienen curvas cerradas simples y pueden ser encajadas en R? por lo cual
visualmente es muy facil percibir sus propiedades aunque matematicamente sea
elaborado demostrarlo.

Definicion 2.33. Sea X un dendroide, diremos que X es una dendrita si es
localmente conexo.

Teorema 2.34. Las dendritas son suaves.

Demostracion. Sean, X una dendrita, p,x € X y {z,}52; una sucesién de pun-
tos que convergen a x (x, — x). Probaremos que la sucesién de arcos {px,}°2 ;
converge en C(X) al arco pz(pz, — px).

Sea & > d(x,p), como X es localmente conexo y métrico, en particular es T3,
de manera que existe U, un abierto conexo tal que z € U C U C B (z) Como

U es conexo, tenemos que U es un subcontinuo del dendroide X; por los Lemas
2.17 & 2.18 U es arcoconexo y un dendroide.
Por el Teorema 2.25 sabemos que existe un punto w € U, que es el primer punto
de p a U, entonces pw N U = {w} y para toda u € U tenemos que w € pu, de
hecho pu = pw U wu.
Como x,, — =, sabemos que existe N € N tal que para todan > N se cumple que
x, € U C U. Probaremos que para toda n > N se cumple que H(px,,pz) < €.
Como pr = pw Uwz y pr, = pw U wz, tenemos que para toda y € pw,
Y € prNpTy.
Siy ¢ pw, como wx,wx, € U C U C Be (z); tenemos que para cualesquiera
Yy € wry z € wr, se tiene que d(y, z) < d(y,z) +d(z,2) < 5§+ 5 =¢.
Por tanto wax C N(e,wz,) y wx, C N(e,wz), con lo cual podemos concluir
que H(wz,wz,) < ey de hecho que H(px,px,) < . Para toda n € N.

Hemos probado entonces que pz,, — px en C'(X) por tanto X es suave en el

punto p y el teorema queda demostrado
O

Corolario 2.35. Sea X una dendrita, entonces X es suave en todos sus puntos.

Demostracion. Notemos que en la prueba del Teorema 2.34, la eleccién del punto
p fue arbitraria. Por tanto probamos que X es suave en todos sus puntos.
O

Corolario 2.36. Sea X un dendroide selectible, s : C'(X) — X una seleccién
y K € C(K, X), entonces s(C(K, X)) es una dendrita.

Demostracion. Por el Corolario 1.29, tenemos que para todo continuo X y sub-
continuo D, el hiperespacio C(D, X) es un subcontinuo localmente conexo de
C(X), por tanto C(K, X) es localmente conexo en C(X). Como s es continua,
se tiene que s(C(K, X)) es un subcontinuo localmente conexo del dendroide X
y por el Teorema 2.18, s(C(K, X)), es un dendroide localmente conexo y por

tanto es una dendrita.
O
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Corolario 2.37. Sea X una dendrita, entonces X es selectible.

Demostracion. Por el Corolario 2.34, X es suave en todos sus puntos y por el
Teorema 2.27, tenemos que todo dendroide suave es selectible, por tanto X es
selectible. O

Con esto terminamos las pruebas que necesitamos sobre dendroides y den-
dritas y el capitulo. Estamos listos para desarrollar el resultado principal de esta
tesis.
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Capitulo 3

Dendroides Siameses

En este capitulo vamos a definir un cierto tipo de dendroides al que llamare-
mos dendroides siameses, los resultados que aqui estudiaremos estan inspirados
en el Ejemplo 2.10 (el abanico arménico). Podemos pensar que el siguiente ejem-
plo son dos abanicos armoénicos siameses, pegados por un punto. Al igual que
en el abanico arménico este ejemplo es un dendroide en R? y dados dos puntos
x,y € R?, 7y denota el segmento de recta que los une.

En el siguiente ejemplo, daremos un dendroide selectible que no es suave.

Ejemplo 3.1. Sean, z = (0,0),v; = (—1,0),v3 = (1,0), S0 = v12,To = zva y

para cada n € N, S, = v1(0, ﬁ) y T, = (0, ﬁ)’l}g, definimos X; = U Sny
n=0

Xy = |J Twy X = X1 UX,.(Ver Figura 3.1)

n=0

Figura 3.1: Doble abanico.

El lector puede consultar en [11, Ejemplo 4.0.8] que X no es un dendroide
suave en z. Lo que haremos ahora serd hacer algunas observaciones acerca de
los subcontinuos de X para después proceder a dar una seleccion.

27
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Como X es un dendroide, a partir de este momento dados a,b € X utiliza-
remos el hecho de que los arcos son tnicos (Teorema 2.16) para denotar por ab
el tnico arco en X que une a los puntos a y b. La siguiente observacion no la
probaremos, ya que como X es un subcontinuo de R? se podra hacer como un
ejercicio de Célculo 3, pero sobretodo no queremos desviarnos del objetivo que
es estudiar las selecciones de los dendroides siameses.

Observacion. 3.2. Consideraremos dos tipos de subcontinuos de X, los que
contienen al punto z y los que no.

a) Si A€ C(X)yz¢ A, entonces existe ¢ > 0 tal que BX(A) C O(X;), para
alguna i € {1,2}.
b) Si Ae C(X) yz€ A, existe xg € V12 Y Yo € 20z tales que ANVIVy = TqYq.

Definiciéon 3.3. Consideremos X al continuo del Ejemplo 3.1 el hiperespacio
anclado en z, C(z,v1vz) definimos la funcién w : C(z,v1v2) — v1v2 como:

w(A) = ([[yall = llzall, 0)
Proposiciéon 3.4. La funcién w esta bien definida y es una funcién continua.

Demostracion. Veamos que como v1v2 = (—1,0)(1,0) es un arco, si A € C(z, v1v2)
tenemos que z, = min Ay y, = mdx A, entonces w(A) = (|| min A||—|| méx Al|,0)
Como en el intervalo [—1, 1] la funciones min, méx y || || estdn bien definidas y
son continuas, tenemos que w(A) € v1vg, y por tanto w estd bien definida y es
continua.

O

Ahora estamos listos para definir una seleccién en el dendroide X.
Como se vio en el Ejemplo 2.10 y los Teoremas 2.27 & 2.28, los dendroides X3
y X2 son suaves y selectibles.

Notacién 3.5. Para i € {1,2} llamemos a s; : C(X;) = X; la seleccion que a
cada A € C(X;) le asocia el primer punto de A con respecto a v;.

Teorema 3.6. El continuo X del Ejemplo 3.1 es selectible.

Demostracion. Definimos s : C'(X) — X de la siguiente manera:

si(A) si AeC(X;)parai € {1,2}
s(A) =
w(ANwvvy) si AeC(z,X)

Afirmacién 3.7. La funcién s : C(X) — X estd bien definida y es continua.
Si A € C(X;) para alguna i € {1,2}, tenemos que s(A) = s1(A4) que por el
Teorema 2.27 es una seleccién por tanto esta bien definida y es continua.

Si Ae C(X;)NC(z,X) para alguna i € {1,2}.

Veamos el caso para ¢ = 1. Como A € C(X7), s(A) = s1(A) que es el primer
punto de A con respecto a v1 y AN wvive = x4y, donde y, = (0,0).
Como A € C(z,X), s(4) = w(ANviv2) = ([yall = [[2all, 0) = (—[|zall, 0) = z4.
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Notemos que es el primer punto de A con respecto a vy, es el primer punto
de A Nwvjvy con respecto a v1 y como A N wvivy = Z4Y4, €l primer punto es
xq = $1(A).

El caso para i = 2, se prueba de manera analoga.

Por tanto, la funcién s es continua.

Para ver que s es continua, notemos que por Teorema 2.27 s;(A) es continua y
por la Proposicion 3.4 w es continua, por tanto s esta bien definida y es continua.

Afirmacién 3.8. La funcién s : C(X) — X es una seleccin.

Si A € C(X;) para alguna ¢ € {1,2}, tenemos que s(A) = s;(A) que por el
Teorema 2.27 es una seleccién.

Si AeC(z,X), ANvivy = 24ya v S(A) = w(ANviva) = (J|yall = l|zall, 0)
donde 2o = (—||zall,0) ¥ ya = ([yall;0); como —|[zall < [lyall = llzall < [lyall
tenemos que s(A) = w(ANvive) = (||vall — l|zall,0) € zaya € A. Acabamos de
probar que para toda A € C(X), s(A) € A y por tanto s es una seleccién.

Con esto acabamos la prueba del teorema.
O

Como se puede ver en la Figura 3.1, X es la unién de dos selectibles que se
pegan por un punto z, por lo que resulta natural preguntarnos:
Pregunta 3.9. ;Bajo qué condiciones la union de dos dendroides es selectibles?

Mas atn ésta pregunta sélo tiene sentido si ambos dendroides son selectibles,
pues si Y = X;UX> es la unién de dos dendroides por un punto zy s : C(Y) = Y
es una seleccién, entonces s|c(x,) es una seleccién y por tanto X; y X, son
selectibles. De manera que la pregunta que nos haremos es la siguiente:

Pregunta 3.10. Si X; y X2 son dos dendroides selectibles, entonces ;Bajo qué
circunstancias X1 U Xy es selectible?

A continuacién contestaremos parcialmente estas preguntas, pero primero
daremos un par de definiciones para podernos adentrar en el tema.

Definicién 3.11. Sea X un dendroide. Decimos que X es un dendroide
siamés si existen dendroides X; y X tales que:

1. X = X; UXo,

2. X1 ﬂXQ:Ky

3. Para toda M € C(X), si M N (X1 \ X2) # 0 # M N (X2 \ X1), entonces
KcM

Proposicién 3.12. Sea X un dendroide siamés, entonces K es un arco o un
punto.

Demostracion. Sean x1,zo € X tales que 1 € (X1 \ X2) y 22 € (X2 \ X1) ¥y
sea x1xo el tnico arco en X que une a los puntos x1, zs. Como:

1T N (Xl \XQ) 7A (Z) 7& 12 n (XQ \Xl)

entonces, por la Definicién 3.11(3), K C x1x2 y asi concluimos que K es un arco
0 un punto.
O
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Podemos ver que el Ejemplo 3.1, el dendroide X es un dendroide siamés,
donde X; N Xy = K = {z} es un punto. Antes de contestar parcialmente la
Pregunta 3.10 daremos primero una serie de resultados preliminares.

Lema 3.13. Sea X un dendroide, p,a € X y p: C(X) — [0,1] una funcién de
Whitney. Consideramos i = p|c(ppa) : C(p,pa) — [0, u(pa)], entonces fi es un
homeomorfismo.

Demostracion. Primero notemos que tanto C(p, pa) como [0, p(pa)] son espa-
cios compactos y métricos, y por tanto son espacios Hausdorff; ademés como
i1 es la restriccion de la funcién continua g, entonces fi es continua. De mane-
ra que usando el Teorema 1.4 solo nos resta probar que la funcién ji es biyectiva.

Sean pb,pc € C(p,pa) arcos diferentes. Como pb # pc y pb,pc C pa, se tie-
ne que pb C pc o pc C pb; sin pérdida de generalidad podemos suponer que
pb C pe de aqui, por la Definicién 1.21 podemos deducir que p(pb) < p(pc) y asi
f(pdb) < fi(pc), con lo cual concluimos que [ es una funcién continua y biyectiva
entre continuos y por tanto, un homeomorfismo.

O

Ahora fijaremos toda la notacién que necesitamos para contestar parcial-
mente la Pregunta 3.10.

Notacion 3.14. 5i X = X; U X5 es un dendroide siamés y X1 y Xo son selec-
tibles, fijaremos a las selecciones sy : C(X1) = X1 y s2 : C(X2) — Xa.
Notemos que como K = X1 N Xs, tenemos que s1(K) = ky y s2(K) = ka.
Consideremos una funcién de Whitney u : C(X) — [0,1] y el hiperespacio an-
clado en K, C(K, X).

Sea M € C(K,X) como K C M y K =X, N Xy tenemos que

KCMNX1#20#AMNX, DK

llamemos A=MNX; yB=MnNX,.

Notemos que A,B € C(K,X). Ademds, como C(K,X), es compacto (Teorema
1.24), podemos elegir una sucesion convergente { M, }52 ;1 en C'(K, X) de manera
que M, N X1 # 0 # M, N X3, llamemos A, = M, N X3 y By, = M,, N X5.

de igual manera notemos que A, B, € C(K,X) para toda n € N.

Ahora que tenemos nuestra notacién definida seguiremos probando resulta-
dos para poder probar que tipo de dendroides siameses son selectibles.

Definicién 3.15. Dado X un dendroide siamés, para i € {1,2} definimos:
i C(K,X) — C(X;) como ¢;(M) =MnX,.

Proposicién 3.16. Para i € {1,2} la funcién ¢; es continua.

Demostracion. Utilizando la notacién descrita en 3.14. Como o1 (M) = M N
X1 =Ay@a(M)=MnXs, = B, lo que tenemos que probar es que si {M,,}>2 ;
es una sucesion convergente en C' (K, X) tal que M,, — M entonces las sucesiones
{4,122, v {Bn}22, son convergentes en C(K,X) donde ademds, A, — Ay
B, — B.

Como A, € C(K,X;1) y C(K, X1) es compacto (Teorema 1.24) existe una
subsucesion convergente {4, }7°, de {A,}2,. Sea C € C(K, X1) que cumple
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que A,, — C. Probaremos que C' = A.

(C) Veamos que C C M N X; = A.
Sea c € C como A, — C para cada k € N, existe a,, € A,, tal que la sucesién
{an, }72; cumple que a,, — c. Como ademds A,, = M,, N Xy y M,, — M
tenemos que {an, } € (M,, N X;) para toda k € N. Por tanto c€e M NX; = A
y la contencién queda demostrada.

(2) Veamos que A C C.

Seaa € A, sia€ K, como C € C(K,X;) entonces a € C.

Sia ¢ K, entonces a € X7 \ K. Sea {p,}52; una sucesién de puntos en M, tal
que p, — a, como a € X; \ K tenemos que existe N € N tal que para toda
n > N se cumple que p,, € X7\ K y como p, € M,, \ K, tenemos entonces que
Pn € (M,NX1)\ K de manera que p, € A, y como p, — ay Ay, — C, tenemos
que p,, — a € C de manera que A C C y la contensién queda demostrada.
Hemos probado que toda subsucesién convergente de { A, }5 ; converge a A por
tanto {A,}5°, es convergente y A, — A con lo cual queda probado que ¢; es
continua.

Para probar que ¢s es continua podemos probar, de igual manera, que B, — B
y la proposiciéon queda demostrada.
O

Definicién 3.17. Dado un dendroide siamés X = X3 UXo y p: C(K, X) —
[0, 1] Una funcién de Whitney, definimos como:

Ey={M € C(K,X) : p(p1(M)) = p(2(M))}

By = {M € C(K, X) : ula(M)) > o1 (M)}
Proposicion 3.18. Dado un dendroide siamés X, tenemos que:
I los conjuntos Ey y E5 son cerrados;
1 EyNEy; ={M e C(K,X): u(e1(M)) = p(p2(M))}
m C(K,X)=FE;UE;

Demostracion. (I)Como por la Definicién 1.21 y la Proposicién 3.16, para i €
{1,2}, las funciones p y ¢; son continuas, tenemos que la funcién

n=(uowp1)— (now2): C(K,X)—[-1,1]

es continua, de manera que Ey = n~1([0,1]) y B2 = n~1([-1,0]) son conjuntos
cerrados.
(IT) Es inmediata de las definiciones de FE; y Es
(IIT) Probaremos (III) por doble contencién.

(Q) Por la Definicién 3.17 tenemos que By U Ey C C(K, X)

(D) Sea M € C(K,X) por tricotomia la funcién n : C(K,X) — [-1,1]
cumple alguna de las siguientes tres condiciones:

1. (M) > 0 en cuyo caso M € E;
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2. n(M) < 0 en cuyo caso M € E,
3. n(M) =0 en cuyo caso M € E; N Ey

Por tanto C(K, X) C E; U Es. De las dos contenciones tenemos que se cumple
(ITT) y la proposicién queda demostrada. O

Definicion 3.19. Sea X = X; UX5 un dendroide siamés, utilizando la notacion
descrita en 3.14 para i € {1,2}, X, es selectible y definimos S; : C(K, X) — X;
como S; = s; 0 p;(M) que por 3.14 también se puede describir como S1(M) =
s1(A) =ay S2(M) = s2(B) =b.

Proposicién 3.20. Para i € {1, 2}, la funcién S; es continua.

Demostracion. Por definicién S; = s; 0 ¢; y como por 3.14 s; es una seleccion y
por la Proposicién 3.16 ; es continua, tenemos que S; es continua O

Todavia nos falta definir un par de funciones. Lo hemos hecho todo con mu-
cho cuidado, de manera que cuando queramos definir una selecciéon para cierto
tipo de dendroides siameses, podamos demostrar rapidamente que la funcién
que definamos es realmente una seleccién.

Definicién 3.21. Dado un dendroide siamés, X = X; U X,, para i € {1,2}, X;
es selectible y definimos ¢; : C(K, X) — C(k;, X;) como

¢i(M) = 8i(K)S;(M) = si(K)si(pi(M)).

Es decir, usando 3.14 y la Definicién 3.19, tenemos que ¢ (M) = kja donde
k1a es el arco en X7 que une a los puntos s1(K) =k € K C X; a =51(A) =
s1(p1(M)) = S51(M) y de igual manera, ¢2(M) = kb.

Proposicién 3.22. Sea X = X; U X5 un dendroide siamés. Para i € {1,2}, X;
es selectible y la funcién ¢; : C(K, X) — C(k;, X;) es continua.

Demostracion.

Caso 3.23. La funcidn ¢y estd bien definida.

Recordemos que en 3.14 llamamos a s1(K) = k; € K C Ay en la Definicién
3.19 S1 (M) = a = s1(A) € A de manera que los puntos kj,a € A C X; y el
arco kia € C(k1, X1). Por tanto ¢ estd bien definida.

Caso 3.24. La funcion ¢y es continua.

Para ver que ¢, es continua, consideremos {M,,}5° ; una sucesién conver-
gente de puntos en C(K, X) tal que M,, — M. Por el Teorema 1.24, tenemos
que M € C(K, X).

Si denotamos por a, = S1(M,) = s1(A,) € A, tenemos que ¢1(M,,) = kia,
donde los puntos a.,,, k1 € A,, y como por la Proposicién 3.20, tenemos que Sy
es continua, entonces S1(M,) — S1(M) que en realidad implica que a,, — a
También observemos que como K, A, € C(K,X;), tenemos que los puntos
k1,an € s1(C(K,X1)). Por los Corolario 2.36 & 2.34, tenemos que s1(C(K, X7))
es una dendrita y es suave en todos sus puntos.

Por tanto ¢1(M,,) = k1an — k1a = ¢$1(M) Acabamos de probar que la funcién
¢1 es continua.
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La demostracién de que ¢, estd bien definida y es continua es andnolga al
caso anterior.
Asi queda demostrada la proposicién.
O

Definicién 3.25. Dado X = X; U X, un dendroide siamés, donde X7, X5 son
selectibles, 1 una funcién contiuna como en 3.14 y usando las funciones continuas
©1, @2 (Definicién 3.16) donde para M € C(K,X), ¢p1(M) =Ay p1(M) =B
definimos la funcién v : C(K, X) — [0, 1] de la siguente manera:

0 si M=K
M) = § S () s M e B\ K

(A .
%N(%(M)) si M€ By \K

Lema 3.26. La funcién v : C(K, X) — [0, 1] estd bien definida y es continua.

Demostracion.

Afirmacién 3.27. La funcion v : C(K,X) — [0,1] estd bien definida y es
acotada.

Para probar la afirmacién, primero notemos que por la Proposicién 3.22,
tenemos que p(¢;(M)) esta bien definida y es continua para i € {1,2}.

Si M € C(K,X) \ {K}, entonces por la Proposicién 3.17 (III) tenemos que
M € E1 U Es.

Si M € Ey \ {K}, tenemos que p(A) > pu(B) y también tenemos que pu(A) >
1(K), pues si suponemos por el contrario que u(A) = p(K), como A, K €
C(X4), tenemos que A = K y como K C Bsi B # K, entonces u(B) > u(K) =
1(A) lo cual implica que M € E; \ E; y eso es una contradiccion.

Por tanto p(A) > u(K), se cumple que 0 < p(A) — u(B) < p(A) — w(K) y

p(A) ~ (B) _ |

0= 1A —u(®) =

w(4) — u(B)
VS A) — (K

Por tanto v|g,\(x} estd bien definida y es acotada.

(1 (M)) < p(p1(M)) = p(kra)

Ahora si M € (E1 N Ey) \ {K} tenemos que p(A) — p(B) = 0, entonces,
procediendo de igual manera, obtenemos que si B € Es \ { K}, entonces p(B) —
p(K) > 0 por lo que 7|g,\{x} estd bien definida y es acotada, donde

0 < (M) < p(kab)

Finalmente, como v(K) = 0, tenemos que para toda M € C(K, X) se cumple
~ es una funcién bien definida y que 0 < v(M) < 1.

Afirmacién 3.28. La funcion v : C(K,X) — [0,1] es continua
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Para ver que v es una funcién continua, sea {M,, }22 ; una sucesién conver-
gente de puntos de C(K, X) tal que M,, — M, probaremos que y(M,,) — ~v(M).
Usando la notacién en 3.14 y la Proposicién 3.16, tenemos que A,, = M, N X; =
v1(My), B, = M, N Xo = pa(M,), donde 4,, - Ay B, — B.

También sabemos que las funciones p,¢; y ¢; son continuas para i € {1,2}
por tanto:

A)—u(B .
(a) Ve k) = %u(qﬁ( )), es continua;

(b) 'Y|E2\{K} W ((252( )), es continua;
A)—u(B B)—u(A .
(€) Y(EnE\{K}Y = %M(%(M)) =0= %M(Qﬁz( )) es conti-
nua y

(d) vltxy = 0, es continua.

Ahora sélo nos falta probar que si M,, € E; \ K y M = K, entonces v(M,) —
A(M) = ~4(K) = 0.

Notemos primero que como M,, - M = K y como K C A, C M, y K C
B, C M,, entonces A, — K,y B, — K . Como las funciones s; y s2
son continuas, tenemos que ¢1(M,) = s1(K)s1(4n) = s1(K)s1(K) = {k1}
y por tanto p(p1(My)) — p({k1}) = 0, de igual manera también ocurre que

w(pa(My)) = u({k2}) = 0 de manera que p(¢;(My)) — p({ki}) = 0. Notemos
también que si M,, € E; \ K, entonces 0 < % < 1y de igual manera si

M, € Es \ K, entonces 0 < % <1

De todo lo anterior podemos concluir que si M,, € (E; \ K), entonces

0-0n(04y) = SV 01(08,)) < 1 (01 (M,) = )
o
0+ 02(0,) < IR (62 (M) < 1 la (M) = piab)

Por lo que 0 < y(M,,) < p(pi(My,)). Como p(pi(My)) — p({k;}) = 0 tenemos
que y(M,,) = 0 = ~v(K) = v(M). Por tanto la funcién + es continua y el lema
queda demostrado. O

Ahora ya estamos listos para probar que tipo de dendroides siameses admiten
selecciones.

Definicién 3.29. Sea X un dendroide siamés, decimos que X es un dendroide
siamés fuerte si cumple que para i € {1, 2} existen selecciones s; : C(X;) = X;
tales que s1|c (k) = s2|c(k)

Definicién 3.30. Sea X = X; U X5 un dendroide siamés fuerte, y s: C(X1) U
C(X2) — X dada por s(M) = s;(M) si M € C(X;)

Proposicion 3.31. Si X = X; U X5 es un dendroide siamés fuerte, entonces
la funcién s de la Definicién 3.30 es continua y s(M) € M para toda M €
C(X1)UC(Xy).
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Demostracion. Sabemos que si M € C(X;) NC(Xz2), entonces M C X1 N Xy =
K, por tanto M € C(K). Por la Definicién 3.29, tenemos que s1|c(x) = s2|c (k)
por lo que s estd bien definida y es continua. Ademds para i € {1,2} y M €
C(X;) se tiene que s(M) = s;(M) € M, con esto queda demostrada la proposi-
cién O

Utilizaremos la notacién que hemos estado desarrollando todo el capitulo.
De manera que dado M € C(K, X), y tenemos que:

1. s(K) = s1(K) = so(K) = k,
3. a=s1(A) = s1(¢1(M)) y b= s2(B) = s2(¢1(M))

4. g: C(k,ka) — ka definida como g(kz) = z es un homeomorfismo (Lema
2.19)

5. plc(k,ka) = i : C(k,ka) — [0, u(ka)] es un homeomorfismo (Lema 3.13)

6. S;(M) = s;0p;(M) es decir S1(M) = s1(A) =ay So(M) = s2(B) = b,
es continua (Observacion 3.19)

7. ¢i(M) = 5;(K)S;(M) = s;(K)si(wi(M)) es decir ¢1 (M) =kay ¢p2(M) =
kb es continua (Proposicién 3.22)

Definicién 3.32. Sea X un dendroide siamés fuerte. Definimos ; : E; — X
como

Entonces
b1(M) = g(a~ (v(M))) = za

Ua2(M) = g(i™ (v(M))) = 2.

Observacién. 3.33. Para i € {1,2}, la funcion 1; estd bien definida y es
continua

Demostracion. Esta observacion se puede explicar claramente porque 0 < (M) <
u(ka), y como i es un homeomorfismo, entonces i~ 1(y(M)) € C(k, ka), es el
tnico arco en C(k, ka) que su medida es y(M) y este arco tiene como extremos
los puntos k y z, de manera que lo llamamos kz,. Si a este arco le aplicamos el
homeomorfismo g, obtenemos que g(kz,) = 24-

Haciendo un analisis similar, se cumple lo mismo para el arco kb.
O

Estamos utilizando que X es un dendroide siamés fuerte, en el hecho de que
s1(K) =k = so(K) y por tanto ¢1 (M) = ka y ¢2(M) = kb
Otra manera de explicarlo es la siguiente: sabemos por construccién que ¥ y 99
es la composicién de funciones continuas, en particular 4~! y g son homeomor-
fismos. Asi que el punto z, es el inico punto en el arco ka tal que fi(kz,) = v(M)
si M € Fj.
De igual manera z;, es el inico punto en el arco kb tal que fi(kzy) = (M) si
M € FEs.
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Definiciéon 3.34. Sea X = X; U X un dendroide siamés fuerte, definimos
P C(K,X)— X, como (M) =9;(M) si M € E;.

Lema 3.35. La funcién ¢ de la Definicién 3.34 es una seleccion.

Demostracion. Por la Observacién 3.33, tenemos que para i € {1,2}, la funcién
;| g, estd bien definida y es continua. Ademds para M € E; N Es, se tiene que
~v(M) = 0 y el tinico punto en kb o en ka tal que fi(kb) = 0 o fi(ka) = 0 es el
punto k y por tanto, ¥;|g,nE, = k

Nos resta probar que 1 es una seleccién.

Si M € E;, entonces s1(A) €e Ac C(M), s2(B)e BeC(M)y ke KeC(M)
por tanto los arcos ak,bk C M de manera que como (M) = z, € ak C M
y Y2(M) = 2z, C bk € M, tenemos que (M) € M. Por tanto i es una
seleccién O

Estamos listos para definir una funcién o : C(X) — X, y probaremos que la
funcién o es una seleccion. Utilizaremos toda la notacion de las funciones que
hemos definido.

Definicion 3.36. Sea X un dendroide siamés fuerte y X = X7 U X5, definimos
una funcién o : C(X) — X de la siguiente manera:

s(M) si MeC(X;)UC(Xa);
o(M) =
V(M) si MeC(K,X)
Lema 3.37. La funciéon o de la Definicién 3.36 esta bien definida y es continua.

Demostracion. Recordemos que X = X7 U X5 es un dendroide siamés fuerte,
donde X1NXs = K, si M € C(X) es tal que MN(X1\X2) # 0 # MN(X2\X1),
entonces K C My M € C(K,X) y K es un arco o un punto.

Veamos que C(X) = C(X;) UC(X2) UC(K, X).

(D) Estéd contencién es inmediata, pues X1, Xo C X, de hecho X3, Xs € C(X)
y por tanto C'(X;),C(X2) C C(X) y por la Definicién 1.23 C(K, X) C C(X).

(C) Para probar esta contencién, sea M € C(X), si M C X, entonces M €
C(X1) de igual manera, si M C X, entonces M € C(X3).

Por tltimo, por la Definicién 3.11 (3),tenemos que si M N (X7 \ X2) # 0 #
M N (X2 \ X1), entonces, K € M; lo cual implica que M € C(K, X).

Con esto queda probada la igualdad.

Ahora, sabemos que s y ¥ son funciones continuas. Solo nos falta ver que coin-
ciden en las intersecciones.S Sea M € (C(X;) UC(X2)) NC(K, X)

Si M € (C(X1) N C(Xz) N E; para alguna i € {1,2}, tenemos que M €
C(K)NC(K,X), por tanto K C M C K, que implica que M = K. En es-
te caso s(M) = s(K) = s1(K) = s2(K) = k y por el Lema 3.33, tenemos que
(M) = 9(K) = 1 (K) = o (K) = k.

Por tltimo o|g, = 1; y por ahora por la Observacién 3.33, las funciones
1;, estan bien definidas y son continuas. Por tanto o estd bien definida y es
continua.

Con esto terminamos la prueba del Lema.
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O
Teorema 3.38. Sea X un dendroide siamés fuerte, entonces X es selectible.

Demostracion. Por la Definicién 3.36 y el Lema 3.37, tenemos una funcién con-
tinua o : C(X) — X. Veamos que para toda M € C(X), (M) € M.
Si M € C(X;), entonces (M) = s;,(M) € M.

O

Hemos probado el teorema més importante de la tesis, en el siguiente capitu-
lo, daremos algunas aplicaciones a este teorema y también mostraremos porque
las hipdtesis que utilizamos son tan importantes, lo que nos llevara a dejar un
par de preguntas abiertas para futuras investigaciones.
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CAPITULO 3. DENDROIDES SIAMESES



Capitulo 4

Aplicaciones, Ejemplos y
Contraejemplos

En este capitulo veremos que gracias a la Definicién 3.36, el Lema 3.37, y el
Teorema 3.38; tenemos que los Dendroides siameses fuertes son selectibles. Esto
nos permite dar el siguiente teorema, que es una aplicaciéon del Teorema 3.38.

Teorema 4.1. Sea X, la unién de dos dendroides selectibles X7 y X5 por un
punto k. Entonces X es selectible.

Demostracién: Como X = X; U Xo, donde X7 N Xy = {k}. Como X; es
selectible y para cualquier seleccién s; : C(X;) = X;, y cualquier punto {z} €
Fi(X) se tiene que s;({z}) = , tenemos que si|c(qr}) = s2|lcqry) = {k}. De
manera que X cumple con ser un dendroide siamés fuerte y por el Teorema 3.38,
X es selectible.

O

Teorema 4.2. Sean € N, Y7, Y5,...,Y, dendroides selectibles, X; = Y1 U...UY;
donde Y1 NYs = {k1}, y en general X; NY;y1 = {k;}, entonces X; es selectible
para toda i € {1,...,n}.(Ver Figura 4.1)

Demostracion. Haremos la prueba por induccién.
Para n =1, X; = Y7 que por hipétesis de induccién es selectible.
Supongamos que X, es selectible. Probaremos que X, 1 también lo es. Como
Xn, Yt son selectibles donde X, 41 = X, UY 41 v X NY,p1 = {kn}, tenemos
por el Teorema 4.1 que X,,11 es selectible y el teorema queda demostrado.
O

El Teorema anterior, es una fuente infinita de dendroides selectibles, infinita
en términos de homeomorfismos, pues cada vez que pegamos dos dendroides se-
lectibles por un punto, el dendroide que obtenemos no es homeomorfo a ninguno
de sus uniendos y es un dendroide selectible.

En particular, este teorema nos permite demostrar muy rapidamente que
el dendroide del Ejemplo 3.1 es selectible. Y ademéas de que nos permite dar
familias infinitas de dendroides selectibles. Reduces las pruebas de ejemplos
que en los anos 70’s tomaban muchas péaginas para su demostraciéon. Para los

39
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X

Y )2
Y
Y
ky kg ky

Yois

Figura 4.1: Tlustracion del Teorema 4.2

Figura 4.2: Dendroides que son selectibles gracias al Teorema 4.2

conocedores, este teorema generaliza la famosa técnica del vagén del metro. A
continuacién daremos algunas figuras.(Ver Figura 4.2)

Ahora veremos un par de ejemplos que nos permiten ilustrar por qué las
hipétesis que hemos utilizado en la Definicion 3.29 y el Teorema 3.38 son tan
importantes y como no es posible debilitarlas. No haremos todas las pruebas
estrictamente formales, pero lo explicaremos para que se puedan entender los
argumentos, de la mejor manera posible.

Ejemplo 4.3. Consideremos en R? los puntos so = (0,0),to = (1,0) y para cada
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1 —1
n € N, definimos t,, = (1, ﬁ) ¥ sn = (0, 7) Definimos X como el dendroide

[eS)
_Soto U Sot Utosn

Entonces X no es selectible(Ver Figura 4.3).

12
ts
B0 t
%
S

5

Figura 4.3: Doble abanico no selectible.

Demostracion. Consideremos

X1 = (sotn) y X2 = | (tosn)
n=1 n=1

Observemos que X1 N Xy = K = sptp es un arco. Ademés, si M € C(X) cumple
que
MO (Xi\ X2) #0#MnN(X2\ X1)

Tenemos entonces, que existen m,l € N tal que

u € MnN(sotm \ {so}) #0y v e Mn(tos\ {to}) #0
De manera que K C M y M € C(K, X) por tanto X es un dendroide siamés.

Veamos ahora que X no es selectible. Supongamos que existe una selecciéon
5:C(X) — X, esto querrfa decir que 51 = s|c(x,) ¥ 82 = 5|c(x,) son seleccione.
Notemos que tanto X; como X5 son homeomorfos al Abanico armdnico del
Ejemplo 2.10, de manera que por la proposicién 2.11 tenemos que

S(K) = Sl(Soto) =Sy S(K) = SQ(tOSO) = t()

lo cual querria decir que en el arco K = sgtg, la seleccion s no estd definida y
eso es una contradiccion. La contradiccion nace de suponer que X es selectible.

Por tanto X no es selectible y eso muestra que no todos los dendroides
siameses son selectibles. O
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Del Teorema 4.2 podemos que cuando la uniéon de dos dendroides siameses es
por un punto, lo que obtenemos es un dendroide selectible, pero en el Ejemplo
4.3 podemos ver que cuando la unién de dos dendroides selectibles es por un
arco, esta unién no necesariamente nos da un dendroide selectible.

A continuacién daremos otro ejemplo de un dendroide siamés que es la uniéon
de dos dendroides selectibles, que se intersectan en un arco, pero no es selectible.
Este dendroide tiene la particularidad de ser de tipo N generalizado, y existen
retracciones tanto de 2% — X como de C(X) — X, pero no una seleccién.
Ademids de ser un dendroide aplanable, aunque a continuacién lo describiremos
en R3, también haremos un dibujo en R2.

Ejemplo 4.4. En R3, consideremos al punto v = (0,0,0) y los arcos

AO = U(1a0a0)7B0 = U(Oa 1,0) ) CO = U(_170a0)

Llamemos Ty al triodo formado por la unién de los arcos Ag U By U Cp.

1 -1
Para n € N denotamos a los puntos v, = (0,0, —) y 2, = (0,0, —). Note-
n n
mos que vy, — v Y Zp —> V.
Denotemos a los arcos

1 S 1
At =, (1707),33 =v,(0,1,0) y C;f = v, (—1,0,)
n n

y al triodo T, como la unién de estos arcos. Es decir

TH— At UBYUCH.

Denotamos a los arcos

-1
Ag = (717070) <1707 >
n
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y aY como la union de estos arcos. Es decir

Y=J@mu4,)

neN

Sea

X=nuyulJT)
neN

Notemos que las sucesiones de arcos A} — Ag,Bf — Boy Cl, A, —
Ay U Cy.

En [7, Theorem] y [3, Example] se prueba que X no es selectible.

El Ejemplo 4.4 nos da dos dendroides selectibles, T U U (TF) y Y que se

neN
unen por un arco Ag U Cy, pero que la unién X, no es selectible. Mas ain,

este dendroide en realidad, no es un dendroide siamés, pues no cumple con la
propiedad de que si

MN (TOU U(T;))\(A()UCO)#@#(MHY)\(AQUCO)

neN

entonces (Ag U Cy) C M como es el caso de M = (0,0,1)v UCyU 2(—1,0,0).

Por 1ltimo dibujaremos un ejemplo de un dendroide desarrollado por Mac-
kowiak. Este ejemplo nos muestra un dendroide siamés que no sabemos si es o
no selectible. Aunque Mackowiak asegura que es selectible, hemos encontrado
un error en la prueba. En este momento no describiremos ni el error, ni la cons-
truccion del dendroide. Si este dendroide, no es selectible, lo que obtenemos es
una unién de dos dendroides selectibles, por un arco, cuya unién no es selectible.
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Si este dendroide es selectible, tenemos un dendroide no siamés que si es se-
lectible. Hasta ahora todos los ejemplos nos hacen ver que no podemos debilitar
las hipétesis del Teorema 3.38.

Ejemplo 4.5. Sean p = (0,0),a = (1,0),b = (0,1),c = (-1,0),d = (0,—1) y
consideremos P como la union de los arcos ap, bp, cp, dp, es decir,

P=apUbpUcpUdp

Para cada n € N, definimos

-1 1 1 11 1
pn(a)vbn<03n+ >5p:1,<3>7an(17)
n n n n n n

Gn = —Pn,dp = _bnaq; = _p{mcn = —Qn

Por dltimo, consideremos:

X=PU

oo
U (Cpn U pnb, U bnp{n Up;zan Uagn U gnd, U dnqz U qvlzcn)‘|

n=1

(Ver Figura 4.4)

A SAY)

b,
an

Figura 4.4: Dendroide del Ejemplo 4.5

Con esto terminamos este trabajo, que nos da un teorema que nos permite
trabajar y crear una infinidad de dendroides selectibles y nos muestra que este
método de todas maneras es limitado y todavia hay mucho por investigar en
esta direccién.
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