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Introducción

De manera general los hidruros de los pnictógenos XH3 son compuestos venenosos que
actúan como agentes reductores, con excepción del amoniaco, que se caracterizan por su
creciente inestabilidad térmica conforme se desciende en el periodo del grupo 15 en la
tabla periódica. Estos gases pueden ser obtenidos por reducción del arsénico, antimonio y
bismuto respectivamente, ya sea empleando electrodos de metales electropositivos o elec-
trolíticamente, en disoluciones de ácido sulfúrico; o también se puede obtener mediante
la acidi�cación de fosfuros o arseniuros de metales electropositivos. El primer compuesto
de la serie es el amoníaco, NH3, un gas incoloro muy ligero que se distingue por un des-
agradable olor debido a su reactividad como base, tiene presencia en la naturaleza a nivel
de trazas tanto en la Tierra como en otros planetas y es empleado como máser [1, 2]. Es
el único compuesto de la serie que presenta un movimiento de inversión debido a que la
barrera energética de este proceso es de 23.4 kJ/mol por lo que los isómeros ópticos no se
observan para los compuestos nitrogenados trisustituidos. La fos�na, PH3, es un gas inco-
loro, in�amable, explosivo y altamente tóxico que se encuentra en la atmósfera terrestre a
muy bajas concentraciones. La arsina, AsH3, el tercer hidruro de la serie, es un compuesto
extremadamente tóxico, in�amable e inestable que sufre una descoposición autocatalítica
hacia el arsénico, y de este último proceso se toma ventaja para identi�car arsénico en
el �test� de Marsh [3]. La estibina, SbH3, también es una gas incoloro, bastante tóxico e
inestable que se descompone lentamente a temperatura ambiente y rápidamente a 200 °C.
Por último, la bismutina, BiH3, es un compuesto inestable muy difícil de preparar para la
espesctroscopía experimental [4].

El estudio de los hidruros de los pnictógenos es interesante dentro del contexto de los
grados de libertad vibracionales, particurlamente en los modos de tensión debido a que
presentan un comportamiento de modos locales. La preparación experimental de estos
compuestos se complica conforme la inestabilidad sea mayor, por esta razón es que existen
pocos datos experimentales reportados de los compuestos más pesados de esta serie de
moléculas.

Alrededor de los años 70's la manera tradicional en la que se realizaban descripciones
de los grados de libertad vibracionales de las moléculas era dentro del esquema de modos
normales [5, 6]. Un modo de vibración normal implica que todos los osciladores presentes
en un sistema molecular vibran de forma colectiva a la misma frecuencia. Con la llegada de
métodos modernos basados en láseres, la resolución de los espectros mejoró hasta el punto
de observar ciertas discrepancias en moléculas con una diferencia de masas considerable a
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altas energías en forma de dobletes, un hecho que el esquema de modos normales no podía
explicar [7�9]. La forma en que se resolvió este problema fue haciendo la descripción de
excitaciones vibracionales en el marco de modos locales interactuantes, donde un modo
local considera que los osciladores de un sistema molecular vibran de forma independien-
te a una determinada frecuencia. Desde hace algunos años atrás ya se tenían evidencias
al respecto sobre este comportamiento [10�13]. En este sentido, la manisfestación de los
dobletes se debía a la interacción entre osciladores y a contribuciones anarmónicas de los
mismos [14�20]. Dentro de esta descripción es vital la identi�cación y consideración de
la poliada, la cual se de�ne en el esquema de modos normales como un pseudonúmero
cuántico que engloba todos aquellos eigenestados que están conectados entre sí a través
de interacciones de resonancia. Bajo un esquema de conservación se espera que haya una
coincidencia entre las poliadas de los modos locales y normales siempre y cuando la mo-
lécula sea muy local. Por tanto, el comportamiento de modos locales va a adquirir mayor
validez sobre el esquema de modos normales conforme la diferencia de masas en los enlaces
A−B se incrementa en la serie de moléculas del tipo ABn, y particularmente para la serie
de moléculas XH3, donde X=N, P, As, Sb y Bi.

Estas moléculas se han venido estudiando desde hace tiempo, siendo la más estudiada
la molécula de amoniaco NH3 debido a su importancia y sencillez [21�34]. Seguidamente,
está la fos�na PH3 donde los estudios más interesantes se centran en cálculos robustos ab
initio de la super�cie de energía potencial (SEP) para determinar tanto los momentos de
transición vibracionales como sus constantes de fuerza, lo que permite simular su espec-
tro [35�38]. Por otra parte, la arsina AsH3 y estibina SbH3 han sido estudiadas dentro
del marco de los modos locales de vibración [78] debido a la diferencia de masas en los
enlaces X−H, donde el Hamiltoniano se expresa en términos de las coordenadas internas
de los osciladores de tensión, considerando las energías exactas de los osciladores de Morse.

Siguiendo el hilo de esta última metodología, fue considerada la aproximación del grupo
unitario U(ν+1), la cual consiste en conservar la misma cantidad de bosones al introducir
un bosón escalar en el espacio ν de osciladores armónicos. La ventaja de esta aproximación
es que corta el espacio, por lo que puede ser tratado como un grupo compacto que de�ne
un espacio de Hilbert. Mediante el establecimiento de los operadores de Casimir asociados
a diferentes cadenas de grupos se provee tanto de la base como de las principales inter-
acciones del Hamiltoniano [39, 40]. Esta aproximación fue aplicada a los sistemas de la
arsina y estibina [41, 42]. Sin embargo, la desventaja era que las constantes de fuerza no
podían ser estimadas debido a una falta de conexión entre el espacio de con�guración y la
representación algebraica. Luego, esta conexión fue establecida y posteriormente aplicada
a las moléculas de AsH3 y SbH3, logrando estimar sus respectivas constantes de fuerza
[43, 44, 77, 80].

Una ruta diferente aplicada a la arsina y estibina [78] y que se aplicará a la fos�na, con-
siste en la realización algebraica del Hamiltoniano en un espacio de con�guración. La idea
general es partir del Hamiltoniano de�nido en un espacio de con�guración de coordenadas
y momentos internos, posteriormente se establece su desarrollo algebraico en términos de
operadores de ascenso y descenso asociados a las funciones de Morse conservando los tér-
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minos que conservan la poliada local. Debido a que el desarrollo algebraico no es lineal,
se establece una aproximación donde se toman los términos lineales [45�51], es decir, se
establece un mapeo de los operadores de ascenso y descenso del oscilador armónico a ope-
radores de SU(2) de Morse [48]. Cabe aclarar que mientras más términos de orden superior
en el desarrollo algebraico sean tomados en cuenta, se obtiene una mejor descripción del
sistema al poder estimar más constantes de fuerza [50].

Al realizar el estudio de excitaciones vibracionales en moléculas con un comportamiento de
modos locales, es común presentar diagramas que muestren la correlación que existe entre
los modos locales y normales dado un conjunto de osciladores equivalentes. Una propuesta
hecha por Halonen y Child fue la introducción del parámetro ξ = (2/π) arctan(λ/ωx) con
el propósito de medir ese grado de localidad/normalidad, donde ξ → 0 es el límite local
mientras que el ξ → ±1 corresponde al límite normal. Desde el punto de vista del modelo
de osciladores anarmónicos armónicamente acoplados (del inglés HCAO), este parámetro
toma en cuenta la fuerza con la que interactúan los osciladores dada por λ así como una
contribución de anarmonicidad ωx inherente al oscilador de Morse [15, 16, 18]. En principio
el parámetro ξ funciona para una gran variedad de moléculas, pero puede estar sesgada
en casos donde la separación de los niveles de energía por contribuciones anarmónicas no
siempre esté relacionada con el grado de localidad/normalidad, provocando que no se ob-
tengan resultados congruentes con los esperados.

Haciendo uso del mismo modelo de osciladores de Morse interactuantes empleado en [78],
se pretende mejorar las descripciones vibracionales de la arsina y la estibina, y efectuar por
primera vez el estudio de la fos�na. También se introducirán una serie de nuevos paráme-
tros que dependen únicamente de las frecuencias fundamentales y de ciertas constantes de
estructura para estimar el grado de la transición local/normal para la serie de moléculas
piramidales del tipo XH3.

Este trabajo está organizado de la siguiente manera. Primeramente, en el capítulo 1 se
presenta una descripción local de excitaciones vibracionales para un sistema de dos os-
ciladores equivalentes, introduciendo la idea general de la representación algebraica para
mostrar la transición de modos local/normal. En el capítulo 2 se lleva a cabo la proyección
de funciones para obtener las coordenadas adaptadas por simetría para un conjunto de tres
osciladores equivalentes. Con base en eso se retoma parte de la descripción de excitaciones
vibracionales con más detalle en la representación algebraica así como la transición de mo-
dos local/normal. En el capítulo 3, los criterios de localidad/normalidad son introducidos
como consecuencia de la conexión entre los esquemas de modos local y normal. Después
en el capítulo 4 se establecen los ingredientes necesarios que van a permitir realizar la des-
cripción general de vibraciones: el Hamiltoniano de Morse con términos que conservan la
poliada en su representación algebraica y la construcción de la base local/normal adaptada
por simetría sobre la que va a actuar dicho Hamiltoniano. Se presenta además el análisis
vibracional de las moléculas piramidales PH3, AsH3 y SbH3. Por último, las conclusiones
y perspectivas de este trabajo son presentadas.
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Objetivos

Los objetivos planteados para este trabajo son enlistados a continuación:

Realizar un desarrollo algebraico del Hamiltoniano de�nido en el espacio de con�gu-
ración en términos de los operadores de ascenso y descenso asociados a funciones de
Morse, considerando una aproximación lineal.

A partir de la identi�cación de las interacciones más relevantes en las moléculas
piramidales PH3, AsH3 y SbH3, establecer el Hamiltoniano general conformado tanto
por términos del esquema normal como del local.

Realizar los ajustes por mínimos cuadrados de los parámetros espectroscópicos del
Hamiltoniano general, buscando que las energías predichas empaten con las experi-
mentales.

Mediante la conexión de modos locales a normales, introducir parámetros para el
estudio de la transición local/normal.

Establecer criterios de localidad/normalidad a través de la comparación entre los
parámetros.
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Parte I

Antecedentes

7





Capítulo 1

Descripción local de excitaciones
vibracionales

1.1. Sistemas moleculares

Consideremos una molécula con l partículas, dondeN son núcleos y l−N son electrones.
La energía bajo consideraciones no-relativistas asociada a este conjunto de partículas viene
descrita por un Hamiltoniano que posee los términos tanto de la energía cinética como de
la interacción electrostática entre ellas. Al colocarnos sobre un marco de referencia ajeno
al sistema, el Hamiltoniano puede expresarse de la forma

Ĥ = T̂ + V̂ , (1.1)

donde

T̂ = −ℏ2

2

l∑
i=1

∇2
i

mi

, (1.2)

mientras que el potencial viene dado por

V̂ =
l∑

i<j=1

ZiZje
2

4πϵ0rij
. (1.3)

Aquí se está haciendo referencia a la masa de las partículas mi, su carga Zi y la distancia
relativa entre ellas rij. La ecuación de Schrödinger asociada para estados estacionarios
toma la forma

ĤΨ = EΨ. (1.4)

Se trata de un problema general que es básicamente irresoluble debido a que se están
tomando en cuenta todas las interacciones del sistema de manera indiscriminada. Es por
ello que la di�cultad de este problema recae en los acoplamientos de aquellos grados de
libertad involucrados. Es así como vamos a comenzar a proponer aproximaciones para
poder simpli�car el problema.
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1.1.1. Aproximación Born-Oppenheimer

Comencemos por reubicar nuestro marco de referencia en las coordenadas del centro
de masa molecular (X, Y, Z), de cierta forma situándonos sobre la molécula. Como conse-
cuencia, el Hamiltoniano (1.1) se desacopla en

Ĥ = T̂CM + Ĥint, (1.5)

donde T̂CM es la energía cinética del centro de masa molecular y Ĥint contiene todos los
términos de interacción intrínsecos a la molécula. Si se propone que la eigenfunción tome
la forma

Ψ = Ψint ΦCM , (1.6)

entonces la ecuación (1.4) se vuelve separable. Por un lado, tenemos para el centro de masa
que

T̂CMΦCM = ECMΦCM , (1.7)

en la cual ECM es su energía cinética que hace referencia a la energía de una partícula
libre, siendo un término constante. Esto es lo mismo que desacoplar el grado de libertad
correspondiente a la traslación de la molécula. Por otro lado, la ecuación de Schrödinger
interna se expresa como

ĤintΨint = EintΨint, (1.8)

siendo los términos de este Hamiltoniano interno [52]

Ĥint = Ĥrve + Ĥfs + Ĥhfs, (1.9)

donde:

Ĥrve es el término rovibrónico que está relacionado con la energía cinética intra-
molecular y electrostática de todas las partículas. Aquí van a estar contenidas las
coordenadas electrónicas, vibracionales y rotacionales de forma acoplada;

Ĥfs es el término de la estructura �na que surge de todas aquellas interacciones
que involucran a los momentos magnéticos de espín de los electrones. Estos pueden
interaccionar con sus propios movimientos orbitales (acoplamiento espín-órbita) o
con otros momentos de espín electrónicos (acoplamiento espín-espín), e incluso con
el movimiento orbital de los núcleos;

Ĥhfs es el término de la estructura hiper�na que se asocia con aquellas interacciones
de los momentos eléctricos y magnéticos nucleares con otros momentos eléctricos
y magnéticos de la molécula. Dentro de todas estas interacciones se incluyen los
acoplamientos espín-espín, espín-órbita así como las que involucran a los momentos
cuadrupolares eléctricos de los núcleos.

Si nos acotamos en el estudio de los niveles de energía electrónicos sin una estructura �na
e hiper�na resuelta, parece conveniente despreciar los términos de interacción electroma-
géticos Ĥfs y Ĥhfs en (1.9), lo que nos permite aproximar Ĥint ≈ Ĥrve.
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Consideremos ahora referir las coordenadas de todas las partículas de la molécula con
respecto a las coordenadas del centro de masa nuclear (ξ, η, ζ), por lo que las coordena-
das de los núcleos, sin tomar en cuenta el centro de masa nuclear, van a estar dadas por
RN = (ξ2, η2, ζ2, · · · , ξN , ηN , ζN), mientras que para los electrones sus coordenadas van a
ser relec = (ξN+1, ηN+1, ζN+1, · · · , ξl, ηl, ζl). En estas nuevas coordenadas la energía cinética
electrónica y nuclear se vuelve separable en el Hamiltoniano rovibrónico

Ĥrve = T̂e + T̂N + V̂ (relec,RN), (1.10)

donde existen términos diagonales y cruzados de la energía cinética de las partículas. Para
el término de los electrones explícitamente se tiene

T̂e = T̂ (0)
e + T̂

′

e = − ℏ2

2me

l∑
i=N+1

∇2
i −

ℏ2

2MN

l∑
i,j=N+1

∇i · ∇j, (1.11)

mientras que para los núcleos tenemos

T̂N = T̂
(0)
N + T̂

′

N = −ℏ2

2

N∑
i=2

∇2
i

mi

+
ℏ2

2MN

N∑
i,j=2

∇i · ∇j, (1.12)

además del potencial coulómbico que involucra los términos

V̂ (relec,RN) = V̂ee + V̂ne + V̂nn =
l∑

i<j=1

ZiZje
2

4πϵ0Rij

, (1.13)

con

∇2
i =

∂2

∂ξ2i
+

∂2

∂η2i
+

∂2

∂ζ2i
, (1.14)

∇i · ∇j =
∂2

∂ξi∂ξj
+

∂2

∂ηi∂ηj
+

∂2

∂ζi∂ζj
. (1.15)

En estas ecuaciones tenemos la masa del electrón me, la masa de los núcleos mi, la masa
total de todos los núcleos MN , la carga de cada partícula Zi y Rij es la distancia relativa
entre las partículas i y j. Así, la ecuación de Schrödinger (1.8) a resolver toma la forma[

T̂e + T̂N + V̂ (relec,RN)
]
Ψrve(relec,RN) = ErveΨrve(relec,RN). (1.16)

En 1924 M. Born y W. Heisenberg habían sugerido el desarrollo perturbativo del Hamil-
toniano rovibrónico en términos del parámetro

√
me/M0, el cual relaciona la masa del

electrón con la masa nuclear promedio. Más tarde en 1927 Born y Oppenheimer llevaron
a cabo este desarrollo considerando un nuevo parámetro κ = 4

√
me/M0 sobre Ĥrve. En

el contexto de esta aproximación se reveló que existe una diferencia de dos ordenes de
magnitud entre las energías correspondientes a cada grado de libertad, lo que los condujo
a la siguiente relación entre energías

∆Erot ∼ κ2∆Evib ∼ κ4∆Eelec. (1.17)
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La evidencia experimental sugiere que esta condición es válida, por lo que el desacopla-
miento de dichos grados de libertad es plausible. Siguiendo esta idea, la aproximación de
Born-Oppenheimer nace como una consideración en la solución de la ecuación de onda
rovibrónica Ψrve no-relativista de un sistema molecular al establecer la separación de los
grados de libertad nucleares de los electrónicos. En ella se asume que una variación en
las coordenadas nucleares no afecta de manera signi�cativa a las coordenadas electróni-
cas. Como resultado, la función de onda electrónica deja de depender de las coordenadas
nucleares como una variable y se transforman en un parámetro. Formalmente existen dos
formas de llevar a cabo la aproximación de Born-Oppenheimer presentadas en [53]: método
variacional y teoría de perturbaciones. Siguiendo el segundo camino vamos a considerar la
función Ψrve a orden cero, por lo que se vuelve separable

Ψrve(relec,RN) ≃ Ψ(0)
rve(relec;RN) = Ψelec(relec;RN)Ψrv(RN). (1.18)

La aproximación Born-Oppenheimer también puede interpretarse de la siguiente forma:
el movimiento de los electrones no va a verse afectado por el movimiento de los núcleos
debido a la gran diferencia en las masas entre ellos. Esto implica que el operador T̂N , que
depende exclusivamente de una variación de las coordenadas nucleares, no va a actuar
sobre la función Ψelec(relec;RN). Si agrupamos todos los términos que dependen de las
coordenadas electrónicas y además substituimos (1.18) en (1.16) llegamos a la ecuación[

T̂N + V̂nn(RN) + Ĥelec

]
Ψ(0)

rve(relec;RN) = E(0)
rveΨ

(0)
rve(relec;RN), (1.19)

donde E(0)
rve es la energía rovibrónica a orden cero y se de�nió el término del Hamiltoniano

electrónico
Ĥelec = T̂ (0)

e + T̂
′

e + V̂ (relec,RN)− V̂nn(RN). (1.20)

Las consecuencias de aplicar esta aproximación a (1.19) son dos. La primera es que esta
ecuación se vuelve separable, una parte nuclear y otra electrónica. La segunda es que los
términos cruzados T̂

′
e pueden despreciarse ya que son una contribución que depende de la

masa nuclear total y son del mismo orden que aquellos términos despreciados cuando se
propuso (1.18). Es por eso que se deriva de (1.19) la ecuación de Schrödinger electrónica[

T̂ (0)
e + V̂ (relec,RN)− V̂nn(RN)

]
Ψelec(relec;RN) = Ve(RN)Ψelec(relec;RN), (1.21)

donde Ve(RN) es la energía molecular en la aproximación de núcleos �jos siendo parame-
trizada con las coordenadas nucleares. La clave de la resolución de esta ecuación consiste
en ��jar� a los núcleos paramétricamente ya que estamos analizando la situación en la que
los electrones se mueven muy rápido, tanto que no notan el movimiento de los núcleos. Por
otro lado, de las ecuaciones (1.19) y (1.21) la ecuación de Schrödinger nuclear es obtenida[

T̂N + V̂nn(RN) + Ve(RN)
]
Ψrv(RN) = E(0)

rveΨrv(RN). (1.22)

De cierta forma la evolución del sistema molecular va a estar en función de la con�guración
espacial que tengan los núcleos y en principio cualquier disposición es válida. Esto implica
que habrá tantas Ve(RN) como diferentes con�guraciones nucleares. Resulta que existe un
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caso particular donde los núcleos pueden encontrarse en una con�guración de equilibrio,
alcanzándose el mínimo de la energía electrónica Ve(R

0
N) = E

(0)
elec. Si referimos (1.22)

con respecto a este mínimo de energía electrónica entonces llegamos a la ecuación de
Schrödinger roto-vibracional[

T̂N + V̂N

]
Ψrv(RN) = ErvΨrv(RN), (1.23)

con las de�niciones

V̂N = V̂nn(RN) + Ve(RN)− E
(0)
elec, Erv = E(0)

rve − E
(0)
elec. (1.24)

Como resultado de la aproximación de Born-Oppenheimer el problema se reduce ahora a
resolver una ecuación de Schrödinger roto-vibracional de 3N − 3 dimensiones y, de forma
independiente, una ecuación de Schrödinger electrónica de 3(l − N) dimensiones. Va a
tener sentido y validez esta aproximación siempre y cuando en los sistemas moleculares la
condición (1.17) se cumpla, es decir, que la brecha energética entre estados electrónicos y
roto-vibracionales sea lo su�cientemente grande. A pesar del éxito de este desacoplamiento,
los problemas comienzan a surgir debido a que el acoplamiento entre estados rotacionales
y vibracionales es más importante. Por ello, vamos a proceder con la obtención de una
función de onda roto-vibracional aproximada a través del enunciamiento de otra importante
aproximación.

1.1.2. Aproximación Roto-Vibracional

Ya teniendo la ecuación (1.23) nos preguntamos ahora por la naturaleza de las 3N
coordenadas nucleares, las cuales describen el movimiento de cada átomo dentro de la
molécula. Desde el momento en que se estableció el Hamiltoniano (1.9) se aclaró que la
traslación del centro de masa molecularRCM dejó de tomarse en cuenta, así que únicamente
restan 3N − 3 grados de libertad. Sin embargo, todavía es posible hablar de cómo está
orientada la molécula y cómo es la posición de cada uno de los átomos con respecto a
sus posiciones de equilibrio. En este sentido, las coordenadas rotacionales y vibracionales
surgen de la siguiente descomposición de las coordenadas nucleares

Ri = RCM +W(reqi + ri). (1.25)

Al efectuar un cambio de coordenadas sobre (ξ, η, ζ) mediante una matriz de rotación W,
las nuevas coordenadas (x, y, z) van a estar relacionadas con la orientación del sistema
molecular. De dicha matriz surge la necesidad de de�nir los ángulos de Euler (θ, ϕ, χ), que
corresponden a rotaciones en tres dimensiones. El vector reqi está asociado con las coorde-
nadas al equilibrio del i-ésimo núcleo mientras que el vector ri representa las coordenadas
de desplazamiento del núcleo i respecto a la posición de equilibrio. Los movimientos ro-
tacionales y vibracionales no se pueden separar completamente [53] debido a su fuerte
acoplamiento. Con el propósito de optimizar la separación de los grados de libertad rota-
cionales y vibracionales, se demanda la conservación del momento angular total

L =
N∑
i

mi(ri × ṙi). (1.26)
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Es fundamental la consideración de que los núcleos presenten pequeñas oscilaciones alre-
dedor de sus posiciones al equilibrio de la forma ri = ∆ri + reqi . Haciendo esta sustitución
en (1.26) para el momento angular no es difícil llegar a la siguiente de�nición

J =
N∑
i

mi(r
eq
i × ri), (1.27)

la cual debe cumplir

L =
d

dt
J = 0, (1.28)

ya sea que J = cte o sea igual a 0. A esto se le conoce como la condición de Eckart

rotacional, la cual es clave para determinar los ángulos de Euler. Vemos que ahora los 3N−6
grados de libertad restantes corresponden a las coordenadas vibracionales de la molecula.
Retomando la idea de las oscilaciones pequeñas, es adecuado introducir las coordenadas
de desplazamiento cartesianas Xkα = αk−αeq

k , donde α = x, y, z. Sin embargo, resulta
ser que va a ser mucho más apropiado la combinación lineal de estas coordenadas para la
descripción vibracional de la molécula de la forma

Qi =

x,y,z∑
α

N∑
k=1

Ci
kαXkα , (1.29)

las cuales reciben el nombre del coordenadas normales. Más adelante se mostrará el
porqué son relevantes, pero a grandes rasgos tiene que ver con el hecho de que permiten
conseguir una forma diagonal del Hamiltoniano vibracional. Hasta este punto aquellas
aproximaciones que van a ser útiles para establecer un Hamiltoniano simple van a ser las
del rotor rígido y del oscilador armónico. Por lo tanto la ecuación (1.23), a orden cero, se
va a poder escribir de la siguiente forma

Ĥ(0)
rv Ψ

(0)
rv (RN) = E(0)

rv Ψ
(0)
rv (RN), (1.30)

donde el Hamiltoniano roto-vibracional se ve como

Ĥ(0)
rv = Ĥ(0)

rot + Ĥ(0)
vib =

1

2

x,y,z∑
α

µe
ααL̂

2
α +

1

2

3N−6∑
i=1

(P̂ 2
i + λiQ̂

2
i ), (1.31)

donde µe
αα esta asociado con la matriz inversa de los momentos de inercia. La función de

onda en (1.30) se vuelve separable

Ψ(0)
rv (RN) = Ψrot(θ, ϕ, χ)Ψvib(Q), (1.32)

siendo Ψrot(θ, ϕ, χ) la parte rotacional y Ψvib(Q) la parte vibracional de la molécula. Por
otro lado, la energía roto-vibracional a orden cero se descompone en sus respectivas energías
rotacional y vibracional

E(0)
rv = Erot + Evib. (1.33)

Con base en el desacoplamiento de los grados de libertad tanto del Hamiltoniano (1.31)
como en la función de onda (1.32), el estudio de los grados de libertad vibracionales se
puede llevar a cabo sin problemas.
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1.2. Hamiltoniano vibracional

Partimos del hecho de que podemos representar clásicamente a la energía cinética de
N partículas en términos de sus coordenadas de desplazamiento cartesianas

T =
1

2

N∑
k=1

x,y,z∑
ξ

mkẊ
2
kξ, (1.34)

la cual se reescribe en función de momentos al tomar en cuenta la de�nición del momento
conjugado

Pkξ =
∂L

∂Ẋkξ

=
∂T

∂Ẋkξ

= mkẊkξ, (1.35)

de tal manera que

T =
N∑
k=1

x,y,z∑
ξ

1

2mk

P 2
kξ. (1.36)

Ahora vamos a establecer un nuevo cambio de coordenadas que invoclucre transformar
los desplazamientos cartesianos en desplazamientos internos, representándose de forma
funcional como

Xkξ = Xkξ(qi), (1.37)

por lo que los nuevos momentos conjugados van a estar de�nidos como

pi =
∂L

∂q̇i
=
∂T

∂q̇i
. (1.38)

Aplicando la regla de la cadena, la relación entre los momentos Pkξ y pi queda establecida
de la siguiente manera

Pkξ =
∂L

∂Ẋkξ

=
3N−6∑
i=1

(
∂q̇i

∂Ẋkξ

)
∂L

∂q̇i
=

3N−6∑
i=1

(
∂q̇i

∂Ẋkξ

)
pi. (1.39)

En general, la transformación (1.37) entre las coordenadas internas y los desplazaminetos
cartesianos es no lineal, por lo que a las qi se les conoce como coordenadas curvilíneas de
desplazamiento internas. Sabiendo esto, consideremos la siguiente expresión diferencial

dqi =
N∑
k=1

x,y,z∑
ξ

(
∂qi
∂Xkξ

)
dXkξ. (1.40)

Si se divide entre dt, la ecuación pasa a estar en términos de q̇i y Ẋkξ. Al derivar con
respecto a Ẋkξ concluimos que

∂q̇i

∂Ẋkξ

=
∂qi
∂Xkξ

, (1.41)

por lo que la expresión (1.39) es en realidad

Pkξ =
3N−6∑
i=1

(
∂qi
∂Xkξ

)
pi. (1.42)
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Substituyendo (1.42) en (1.36) se llega a

T =
3N−6∑
i,j=1

pi gij pj, (1.43)

donde de�nimos los elementos de la matriz de Wilson

gij =
N∑
k=1

x,y,z∑
ξ

1

mk

(
∂qi
∂Xkξ

)(
∂qj
∂Xkξ

)
, (1.44)

la cual establece la conexión entre las coordenadas cartesianas y las internas. Por construc-
ción la matriz es simétrica, pero si consideramos que también es real entonces satisface la
propiedad de Hermiticidad G† = G. De manera general, la forma matricial del Hamilto-
niano vibracional como función de las coordenadas curvilíneas de desplazamiento internas
qi queda expresada como [54, 55]

H =
1

2
p†G(q)p+ V (q) . (1.45)

Una consecuencia de la no linealidad de la transformación (1.37) es que la matriz de Wilson
posea contribuciones anarmónicas. Por un lado, con el �n de que G(q) adquiera una forma
simple, se propone su desarrollo en series de Taylor sobre las coordenadas internas alrededor
de una con�guración al equilibrio de la forma [56, 57]

gab(q) = g
(0)
ab +

3N−6∑
i=1

(
∂gab
∂qi

)
0

qi +
1

2!

3N−6∑
i,j=1

(
∂2gab
∂qi∂qj

)
0

qiqj + · · · (1.46)

Al suponer una aproximación lineal sobre el cambio de coordenadas (1.37) implica que
(1.40) va a estar dada por una matriz de cambio de base

qi =
N∑
k=1

x,y,z∑
ξ

Bi;kξ Xkξ; Bi;kξ =

(
∂qi
∂Xkξ

)
0

, (1.47)

la cual es, en general, no cuadrada y permite que la matriz de Wilson pueda aproximarse
a una matriz de orden cero dada por

G0 = DD†; ||D|| = m
− 1

2
k Bi;kξ. (1.48)

Por otro lado, bajo el mismo argumento para el potencial se propone su desarrollo en series
de Taylor alrededor de una con�guración de equilibrio de la siguiente forma

V (q) = V0 +
3N−6∑
i=1

(
∂V

∂qi

)
0

qi +
1

2!

3N−6∑
i,j=1

(
∂2V

∂qi∂qj

)
0

qiqj + · · · (1.49)

y al considerar la aproximación del oscilador armónico, entonces el término cuadrático
únicamente es tomado en cuenta, adquiriendo la forma matricial

V (q) =
1

2
q†Fq, (1.50)
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donde F es la matriz de constantes de fuerza.

Si ahora tomamos la derivada de (1.43) con respecto al momento pi, por las ecuaciones de
Hamilton encontramos que

∂T

∂pi
=

3N−6∑
j=1

gij pj = q̇i, (1.51)

y en forma matricial
q̇ = Gp. (1.52)

Haciendo la sustitución de (1.52) en (1.45) en términos de las velocidades y tomando en
cuenta (1.50), el Lagrangiano correspondiente se expresa como

L =
1

2
q̇†G−1

0 q̇− 1

2
q†Fq. (1.53)

Considerando un cambio de base a coordenadas normales de la forma

q = LQ, (1.54)

entonces el Lagrangiano (1.53) se reescribe en la siguiente forma diaognal

L =
1

2
Q̇†Q̇− 1

2
Q†ΛQ, (1.55)

en la cual se satisface que

L†G−1
0 L = 1; L†FL = Λ, (1.56)

y la combinación de estas relaciones da lugar a la ecuación de valores propios

L−1G0FL = Λ. (1.57)

donde Λ es una matriz diagonal. A pesar de que el Lagrangiano (1.55) posee una forma dia-
gonal simple, las relaciones (1.56) dependen de que la matriz L en la transformación (1.54)
sea unitaria. Desafortunadamente no siempre es el caso debido a que cuando se resuelve
la ecuación (1.57) puede ocurrir que las coordenadas normales obtenidas se encuentren
degeneradas en energía. La arbitrariedad del cambio de base, más allá de solo demandar
la diagonalización del Lagrangiano, hace que no podamos distinguir estas componentes.
Por eso, previo a ello el uso de un método de proyección que permita distinguir dichas
componentes bajo argumentos de simetría es necesario. En este sentido, se introducen las
coordenadas adaptadas por simetría

q = MS, (1.58)

las cuales portan representaciones irreducibles que las distinguen entre sí y donde Mi,Γ

es una matriz de cambio de base, la cual es por construcción una matriz unitaria para
que la base este ortonormalizada. Al introducir este nuevo cambio de base (1.58) en el
Lagrangiano (1.53) este se reescribe de la forma

L =
1

2
Ṡ†GGG−1

0 Ṡ− 1

2
S†FFFS (1.59)
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con
GGG−1

0 = M†G−1
0 M, FFF = M†FM. (1.60)

Habiendo resuelto el problema de la degeneración de las funciones ahora si se puede pro-
poner un cambio de base a coordenadas normales

S = LQ, (1.61)

que al sustituirse sobre el Lagrangiano adaptado por simetría (1.59) vemos que las nuevas
relaciones que se deben satisfacer son

L†GGG−1
0 L = 1, L†FFFL = Λ, (1.62)

con la ecuación de valores propios

L−1GGG0FFFL = Λ. (1.63)

A diferencia de las expresiones (1.56), la matrices GGG0 y FFF poseen una estructura diagonal
en bloques. Esto quiere decir que la matriz M establece la transformación de semejanza
para diagonalizar a G0 y F como se observa en (1.60), mientras que L va a contener la
normalización. Llegado a este punto se puede concluir que las coordenadas normales son
prácticamente las adaptadas por simetría siempre y cuando no se repitan las representa-
ciones irreducibles. En ese caso la única diferencia entre ambas es la normalización, la cual
se determina resolviendo la ecuación (1.62). Al �nal, si también proponemos la relación
entre velocidad y momento adaptados por simetría de manera análoga a (1.52) en forma
matricial

Ṡ = GGG0PPP , (1.64)

entonces el Hamiltoniano queda expresado como

H =
1

2
PPP†GGG0PPP +

1

2
S†FFFS . (1.65)

A pesar de la generalidad, más adelante mostrará su aplicación a moléculas piramidales
para construir las coordenadas y momentos adaptados por simetría mediante la obtención
de la matriz M, procedente de un método de proyección de funciones adecuado. Este
método nos conduce directamente a una matriz ortogonal por construcción, así que será
necesario incluir la normalización como un paso extra.

1.3. Representación algebraica

Consideremos un sistema de masa m que cuando se desplaza con respecto al equilibrio
una distancia x este oscila con una frecuencia ω. Este es el problema del oscilador armónico
unidimensional y dentro de la mecánica cuántica su Hamiltoniano adquiere la forma simple

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2. (1.66)

18



Al hacer el cambio del operador de momento p̂ = ℏ
i

d
dx

entonces la ecuación de Schrödinger
estacionaria toma la forma (

− ℏ2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

)
ψ = Eψ. (1.67)

La resolución de esta ecuación nos conduce, por un lado, a las respectivas eigenfunciones
analíticas normalizadas

ψn(z) =
1√
2nn!

(
λ

π

) 1
4

e−
z2

2 Hn(z); λ =
mω

ℏ
, (1.68)

donde Hn(z) son los polinomios de Hermite en la variable adimensional z =
√
λx. Por otro

lado, los eigenvalores son

En = ℏω
(
n+

1

2

)
, (1.69)

donde la energía toma valores discretos de ℏω, provocando que en el espectro de energías
los niveles sean equidistantes. Cuando n = 0 se dice que el sistema se encuentra en el estado
fundamental y su energía E0 =

ℏω
2
es la energía del punto cero. Este esquema simpli�cado de

la primera cuantización del oscilador armónico simple en la representación de coordenadas
nos provee de una descripción ondulatoria del sistema en el espacio de Hilbert a través
de sus funciones de onda. Si bien podemos movernos a lo largo de todo el espectro de
energías añadiendo o substrayendo cuantos de energía ℏω, ¾cómo sería movernos sobre
las eigenfunciones? La conexión entre eigenfunciones contiguas se establece siguiendo las
relaciones de recurrencia de los polinomios de Hermite [58]. Es de esta conexión que surge
un método alternaitvo para resolver la ecuación (1.67) de�niendo unos nuevos operadores

â† =

√
mω

2ℏ

(
x̂− i

mω
p̂

)
, â =

√
mω

2ℏ

(
x̂+

i

mω
p̂

)
, (1.70)

conocidos como operadores de ascenso y descenso respectivamente. Resulta ser que un
operador es el adjunto del otro y siguen la regla de conmutación[

â, â†
]
= 1, (1.71)

como consecuencia de la no conmutatividad entre los operadores de coordenada y momento
[x̂, p̂] = iℏ. Invirtiendo (1.70) tenemos

x̂ =

√
ℏ

2mω
(â† + â), p̂ = i

√
ℏmω
2

(â† − â), (1.72)

y al insertar estas nuevas de�niciones en (1.66) llegamos al resultado

Ĥ = ℏω
(
â†â+

1

2

)
, (1.73)

donde de�nimos el operador de número como

n̂ = â†â. (1.74)
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Resulta que ahora la ecuación de Schrödinger toma la forma

Ĥ|n⟩ = En|n⟩, (1.75)

donde |n⟩ corresponden a los eigenestados en la notación de Dirac, una forma equivalente
y menos complicada que la función de onda (1.68). Pese a ello, los eigenvalores siguen
siendo precisamente (1.69). Notamos que la interpretación de n corresponde al nivel de
energía del oscilador, pero también el número de cuantos de energía o fotones en un estado,
tomando siempre valores enteros. Este es el eigenvalor del operador de número al actuar
sobre un eigenestado

n̂|n⟩ = n|n⟩. (1.76)

Si ahora se actua con el operador de ascenso sobre el estado |n⟩ el resultado es la creación
de un cuanto de energía

â†|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩, (1.77)

mientras que si se actua con el operador de descenso el efecto es la aniquilación de un
cuanto

â|n⟩ =
√
n|n− 1⟩. (1.78)

Es por esto que nos referimos a ellos como operadores de creación â† y operadores de
aniquilación â, respectivamente. La repetida acción del operador de aniquilación sobre el
estado |n⟩ eventualmente nos conducirá al estado fundamental del oscilador armónico |0⟩
que se de�ne como el estado con la energía más baja posible, lo cual implica

â|0⟩ = 0. (1.79)

Por el contrario, cualquier eigenestado |n⟩ pueden ser generado a partir del estado funda-
mental |0⟩ mediante la repetida aplicación del operador de creación. Tomando en cuenta
los factores de normalización de (1.77) llegamos a

|n⟩ = (â†)n√
n!

|0⟩. (1.80)

Consideremos la generalización de este formalismo a N osciladores armónicos simples no
interactuantes, donde el Hamiltoniano general es la suma de los Hamiltonianos de cada
oscilador

Ĥ =
N∑
k=1

p̂2k
2mk

+
1

2
mkω

2
kx̂

2
k. (1.81)

Esto implica que el k-ésimo oscilador tiene asociado sus eigenestados (funciones de onda)
y eigenvalores (niveles de energía), pero también se pueden de�nir su correspondientes
operadores de creación y aniquilación

x̂k =

√
ℏ

2mkωk

(â†k + âk), p̂k = i

√
ℏmkωk

2
(â†k − âk), (1.82)

las cuales cumplen con las siguientes reglas de conmutación

[âk, âq] = 0,
[
â†k, â

†
q

]
= 0,

[
âk, â

†
q

]
= δkq. (1.83)
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Siguiendo la misma lógica del desarrollo anterior para un oscilador, el Hamiltoniano que
se obtiene de sustituir (1.82) en (1.81) es

Ĥ =
N∑
k=1

ℏωk

(
â†kâk +

1

2

)
, (1.84)

donde el operador de número del k-ésimo oscilador o número de ocupación queda estable-
cido

n̂k = â†kâk. (1.85)

El estado general del sistema se va a poder de�nir como un vector abstracto normalizado
en la representación del número de ocupación

|n1, n2, · · · , nN⟩ = |n1⟩ ⊗ |n2⟩ ⊗ · · · ⊗ |nN⟩, (1.86)

el cual pertenece a un espacio N -dimensional donde varía el número de ocupación nk. Estos
vectores forman una base del espacio de Hilbert en segunda cuantización conocido como
el espacio de Fock [59]. La variación del número de ocupación dependerá de la partícula a
la cual se esté haciendo referencia: para un fermión se toman solo los valores 0 y 1, para
un bosón se toman todos los enteros desde 0 hasta ∞. Cada k estado del sistema está
caracterizado por su número de ocupación como

n̂k|n1, n2, · · · , nk, · · · , nN⟩ = nk|n1, n2, · · · , nk, · · · , nN⟩. (1.87)

Además, la aplicación de los operadores tanto de creación y aniquilación tiene un efecto
especí�co sobre la representación del número de ocupación de la siguiente forma

â†k|n1, n2, · · · , nk, · · · , nN⟩ =
√
nk + 1|n1, n2, · · · , nk + 1, · · · , nN⟩, (1.88)

âk|n1, n2, · · · , nk, · · · , nN⟩ =
√
nk|n1, n2, · · · , nk − 1, · · · , nN⟩. (1.89)

Podemos expresar el estado general del sistema al aplicar repetidamente el operador â† de
cada oscilador sobre el estado fundamental |0, 0, · · · , 0⟩ empleando la siguiente notación
simpli�cada

|{nk}⟩ =
N∏
k=1

⊗(â†k)
nk

√
nk!

|0⟩. (1.90)

Al �nal, es la introducción de una representación del número de partículas lo que da
lugar a la esquema de la segunda cuantización, donde los cuantos de la función de onda
son precisamente fotones (bosones). Esto esta muy relacionado con el formalismo de la
cuantización de los campos y es ampliamente empleado dentro de los modelos nucleares
y la teoría cuántica de campos [59�61]. Sin embargo, en este trabajo únicamente se toma
ventaja de la representación algebraica de operadores bosónicos. El motivo por el cual
se usa esta representación es la identi�cación explícita de términos que establecen una
conexión entre dos estados, es decir, interacciones de resonancia. A continuación esto se
hará notar con un sistema de dos osciladores interactuando.
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1.3.1. Modelo de modos locales

Vamos a tomar el ejemplo de la descripción de los grados de libertad para moléculas
triatómicas de la forma AB2 en términos de sus coordenadas de desplazamiento y momentos
internos (locales) presentado en [62, 63]. Desde el punto de vista cuántico el Hamiltoniano
(1.45) a orden cuadrático, donde el potencial es (1.50), se puede aproximar como

Ĥ(L) =
g
(0)
rr

2

2∑
i=1

p̂2i + g
(0)
rr′ p̂1p̂2 +

frr
2

2∑
i=1

q̂2i + frr′ q̂1q̂2, (1.91)

donde suponemos que el momento conjugado es p̂i = ℏ
i

∂
∂qi

, mientras que {frr, frr′} son las

constantes de fuerza y {g(0)rr , g
(0)
rr′} son los elementos de la matriz de Wilson al equilibrio

para dos osciladores, siendo estos últimos de la forma

g(0)rr =
1

mA

+
1

mB

, g
(0)
rr′ =

cos θe
mA

, (1.92)

con θe como el ángulo al equilibrio entre los enlaces. Introduciendo los operadores bosónicos

q̂i =
1

2α
(â†i + âi), p̂i = iℏα(â†i − âi), (1.93)

con

α2 =
µω0

2ℏ
=

1

2ℏ

√
frr

g
(0)
rr

, (1.94)

con la masa reducida µ = 1/g
(0)
rr y frecuencia ω0 =

√
frrg

(0)
rr . Insertando la transformación

(1.93) al Hamiltoniano (1.91), la representación algebraica que se obtiene es

Ĥ(L) = ωloc

2∑
i=1

(â†i âi + âiâ
†
i ) + λloc(â

†
1â2 + â1â

†
2) + λ′loc(â

†
1â

†
2 + â1â2), (1.95)

donde

ωloc =
ℏ
2

√
frrg

(0)
rr , λloc = ωloc(xf + xg), λ′loc = ωloc(xf − xg), (1.96)

con la de�nición de los cocientes

xf =
frr′

frr
, xg =

g
(0)
rr′

g
(0)
rr

. (1.97)

Ahora bien, vamos a introducir la de�nición de la poliada local como

P̂L = n̂1 + n̂2, (1.98)

donde n̂i = â†i âi es el operador local de número del i-ésimo oscilador. Notemos por un
lado que los términos â†i âj en el Hamiltoniano (1.95) crean y aniquilan cuantos, ya sea en
el mismo oscilador o entre osciladores, conservando siempre el número total de cuantos.
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Por otro lado, los términos â†1â
†
2 y â1â2 solo crean o aniquilan cuantos respectivamente.

Decimos entonces que en este Hamiltoniano la poliada local (1.98) no se conserva. Cuando
el sistema posee una relación de masas muy grande su comportamiento es el de modos
locales (λ′ = 0) y se caracteriza por un Hamiltoniano que conserva la poliada

Ĥ(L) = ωloc

2∑
i=1

(â†i âi + âiâ
†
i ) + λloc(â

†
1â2 + â1â

†
2). (1.99)

Un paso más allá en este modelo es considerar una situación más realista al introducir
contribuciones anarmónicas. Una forma de coseguirlo es incluyendo términos de orden
superior en el Hamiltoniano, haciendo que los eigenestados sean combinaciones lineales
de estados de la base armónica [91]. Otra forma es tomar en cuenta la incorporación de
osciladores de Morse mediante el cambio de coordenadas q̂i → ŷi/β a la coordenada de
desplazamiento adimensional de Morse. En el capítulo 4 este formalismo es presentado con
mayor detalle desde un punto de vista algebraico y se aplica en los ajustes de energías,
pero la idea parte de la variable de Morse

yi = 1− e−βqi , (1.100)

donde 1/β es una constante con unidades de longitud. Así, el Hamiltoniano local (1.91)
toma la forma

Ĥ(L)
M =

g
(0)
rr

2

2∑
i=1

p̂2i + g
(0)
rr′ p̂1p̂2 +

frr
2β2

2∑
i=1

ŷ2i +
frr′

β2
ŷ1ŷ2. (1.101)

La represetación algebraica de este Hamiltoniano también puede llevarse a cabo si se hace
el desarrollo de las funciones de Morse (ŷi, p̂i) en términos de los operadores escalera b̂†i (b̂i)
de Morse. Para una profundidad de pozo del potencial κ su�cientemente grande se llega
al mapeo

â†i → b̂†i , âi → b̂i, (1.102)

lo que se traduce en una anarmonización. Bajo la suposición de que se conserva la poliada,
el Hamiltoniano (1.99) se transforma en

Ĥ(L)
M = ωloc

2∑
i=1

(b̂†i b̂i + b̂ib̂
†
i ) + λloc(b̂

†
1b̂2 + b̂1b̂

†
2). (1.103)

Dentro de un contexto puramente algebraico, es así que de una base armónica en la repre-
sentación local se introducen correcciones anarmónicas tipo Morse para tomar la forma de
osciladores de Morse interactuantes.

Un manera alternativa y elegante de presentar el efecto de incluir la anarmonicidad de
forma simple es a través del modelo de osciladores anarmónicos armónicamente acoplados

o del inglés HCAO [20, 91]. Este modelo parte del uso de osciladores de Morse, los cuales
interactúan entre sí armónicamente. El Hamiltoniano para este modelo toma la forma

Ĥ(L)
HCAO =

2∑
i=1

ĤM
i + λ(â†1â2 + â1â

†
2), (1.104)

23



donde los Hamiltonianos de Morse están dados en términos del operador de número v̂i
asociado al número total de cuantos en el i-ésimo oscilador

ĤM
i = ℏωi

[
(v̂i + 1/2)− xi(v̂i + 1/2)2

]
, (1.105)

donde xi = 1/κi. Notamos que en las expresiones (1.104) y (1.105) existen dos términos
que rompen con la degeneración de los niveles de energía en un sistema de dos osciladores
armónicos que en principio no interactúan (ver �gura 1.1).

E

ω ωx λ

P = 0

P = 1

P = 2

P = 3

P = 4

|00⟩

|10⟩ |01⟩

|20⟩ |11⟩ |02⟩

|30⟩ |21⟩ |12⟩ |03⟩

|40⟩ |31⟩ |22⟩ |13⟩ |04⟩

|00⟩

|10⟩ |01⟩

|20⟩

|11⟩

|02⟩

|30⟩

|21⟩ |12⟩

|03⟩

|40⟩

|31⟩

|22⟩

|13⟩

|04⟩

Figura 1.1: Esquema del espectro de energías para un sistema de dos osciladores dado el Hamiltoniano
HCAO (1.104). El primer desdoblamiento es parcial y se debe a la anarmonicidad del sistema, la cual se
toma en cuenta mediante ωx, que es la fuerza de la anarmonicidad en el oscilador de Morse. El segundo
desoblamiento tiene que ver con las interacciones que conservan la poliada PL y se toma en cuenta a través
del parámetro λ, removiendo la degeneración remanente.
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Primeramente los términos ωixi introducen la anarmonicidad en los osciladores locales,
desdoblando los niveles de energía de los estados. Este desdoblameinto es parcial ya que,
por ejemplo, los estados |20⟩ y |02⟩ son degenerados y, por tanto, equivalentes. Sabemos
que partimos de un sistema de dos osciladores armónicos no interactuantes, así que al
anarmonizar la independencia propia de cada oscilador no se ve alterada de ninguna for-
ma. Seguidamente, al tomar en cuenta las interacciones entre los osciladores conservando
la poliada PL mediante el parámetro λ es cuando el segundo desdoblamiento de los estados
degenerados es llevado a cabo. La ruptura de la degeneración remanente es conseguida a
través de combinaciones lineales de los estados degenerados. Como resultado, tenemos el
espectro �nal de los niveles de energía que, aunque no se presenta degeneración alguna,
estos sí llegan a ser muy cercanos conforme la energía aumenta. Claramente es el caso de
los estados provenientes del desdoblamiento de |40⟩ y |04⟩. Además, estos nuevos estados
están agrupados de tal forma que se evita una mezcla de los estados de diferente poliada.

Finalmente, resulta que se puede de�nir un parámetro llamado ξ, que fue introducido
por Child y Halonen en [17, 18]

ξ =

∣∣∣∣ 2π arctan

(
λκ

ω

)∣∣∣∣ , (1.106)

donde λ es la fuerza de la interacción entre osciladores y κ es la anarmonicidad. Este
parámetro solo puede ser aplicado a los osciladores de tensión ya que pueden llegar a
presentar un claro comportamiento de modos locales.

1.3.2. Modelo de modos normales

Cuando la relación de masas es muy similar decimos que el sistema adquiere un compor-
tamiento de modos normales. Para dar con el Hamiltoniano del esquema normal primero
hay que introducir las coordenadas normales simétrica y antisimétrica

Ŝg =
1√
2
(q̂1 + q̂2), Ŝu =

1√
2
(q̂1 − q̂2), (1.107)

mientras que la transformación a momentos normales esta dada por

P̂g =
1√
2
(p̂1 + p̂2), P̂u =

1√
2
(p̂1 − p̂2). (1.108)

Bajo estas nuevas coordenadas el Hamiltoniano (1.91) es diagonal, adquiriendo la siguiente
forma de dos osciladores independientes

Ĥ(N) =
1

2

(
G(0)
gg P̂2

g + G(0)
uu P̂2

u

)
+

1

2

(
FggŜ

2
g + FuuŜ

2
u

)
, (1.109)

siendo sus elementos de matriz de Wilson y constantes de fuerza normales de la forma

G(0)
gg = g(0)rr + g

(0)
rr′ , G(0)

uu = g(0)rr − g
(0)
rr′ ; (1.110)

Fgg = frr + frr′ , Fuu = frr − frr′ . (1.111)
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Al igual que para la representación algebraica del esquema local, la introducción de los
operadores bosónicos se lleva a cabo sobre las coordenadas y momentos

ŜΓ =
1

2αΓ

(Â†
Γ + ÂΓ), P̂Γ = iℏαΓ(Â†

Γ − ÂΓ), (1.112)

donde Γ = g, u son las representaciones simétrica y antisimétrica con las de�niciones

α2
g =

1

2ℏ

√
frr + frr′

g
(0)
rr + g

(0)
rr′

, α2
u =

1

2ℏ

√
frr − frr′

g
(0)
rr − g

(0)
rr′

. (1.113)

Insertando la transformación (1.112) al Hamiltoniano (1.109), la representación algebraica
que se obtiene es

Ĥ(N) =
1

2
ℏωg

(
Â†

gÂg + ÂgÂ†
g

)
+

1

2
ℏωu

(
Â†

uÂu + ÂuÂ†
u

)
, (1.114)

donde

ωg =

√
(frr + frr′)

(
g
(0)
rr + g

(0)
rr′

)
, (1.115a)

ωu =

√
(frr − frr′)

(
g
(0)
rr − g

(0)
rr′

)
. (1.115b)

Ahora bien, la poliada normal tiene la forma general

P̂N = x1ν̂1 + x2ν̂2, (1.116)

en la cual los coe�cientes enteros x1, x2 son establecidos a través de las interacciones de
resonancia en tensión. Por ejemplo, para el CO2 [63] se sabe que existe una resonancia
entre los fundamentales 2ωu ≈ 4ωg, por lo que la poliada normal queda establecida como
P̂N = 2ν̂1 + 4ν̂2. El Hamiltoniano (1.114) ya tiene los términos que conservan la poliada,
así que su de�nición es natural bajo el modelo de modos normales. En contraste con esto,
dentro del modelo de modos locales antes se tuvo que suponer la conservación de la poliada
en el Hamiltoniano (1.95), así que en general la poliada local no es válida. A pesar de ello, es
posible demandar que las poliadas de ambos esquemas sean igualmente válidas al proponer
la siguiente transformación canónica

Â†
g =

1√
2
(ĉ†1 + ĉ†2), Â†

u =
1√
2
(ĉ†1 − ĉ†2); (1.117a)

Âg =
1√
2
(ĉ1 + ĉ2), Âu =

1√
2
(ĉ1 − ĉ2); (1.117b)

donde los operadores ĉ†i (ĉi) no representan a los mismos operadores bosónicos locales (1.93),
sino que son distintos. Al establecer el isomor�smo

ĉ†i (ĉi) → â†i (âi) (1.118)
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su acción sobre la base local es la misma. Con el �n de ver cómo es que el Hamiltoniano
normal va a actuar sobre la base local, se sustituyen las expresions (1.117) en (1.114). El
resultado de esto es un Hamiltoniano normal en términos de operadores locales

Ĥ(N) = ωnor

2∑
i=1

(ĉ†i ĉi + ĉiĉ
†
i ) + λnor(ĉ

†
1ĉ2 + ĉ1ĉ

†
2), (1.119)

donde

ωnor =
ωloc

2

[√
(1 + xf ) (1 + xg) +

√
(1− xf ) (1− xg)

]
, (1.120a)

λnor = ωloc

[√
(1 + xf ) (1 + xg)−

√
(1− xf ) (1− xg)

]
. (1.120b)

A pesar de que poseen la misma forma, la diferencia crucial entre los Hamiltonianos (1.99)
y (1.119) es la dependencia de diferentes parámetros espectroscópicos expresados en (1.96)
y (1.120) respectivamente. Ya que las constantes de fuerza se obtienen a partir de estos
parámetros, hay que resolver el problema de elegir entre cuál interpretación es la más
adecuada. Para ello es necesario establecer la conexión entre los Hamiltonianos (1.99) y
(1.119) mediante el desarrollo en series de Taylor de los parámetros normales (1.120) sobre
las variables xf y xg. Como resultado, la conexión entre modos locales y normales se
establece mediante las condiciones límite

ĺım
{xf ,xg}<<1

ωnor = ωloc; ĺım
{xf ,xg}<<1

λnor = λloc. (1.121)

A manera de resumen, esto es precisamente lo que se pretende mostrar en el siguiente
capítulo con mayor detalle pero enfocado a las moléculas piramidales.
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Capítulo 2

Moléculas piramidales

En este capítulo se van a presentar los argumentos más relevantes para llevar a cabo la
conexión entre los modos locales y normales en moléculas piramidales. La importancia de
tomar en cuenta la simetría en la descripción de sistemas moleculares es de gran relevancia
debido al signi�cado que esconde la simetrización de una base local en mecánica cuántica.

2.1. Simetría

Comencemos por elucidar el papel que juega la simetría ante la necesidad de establecer
un conjunto completo de operadores que conmutan (CCOC) para etiquetar los eigenestados
en la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo [69]. Por sí solo el Hamiltoniano
puede ser considerado parte de un CCOC ya que introduce una etiqueta que distingue los
distintos niveles de energía de la forma

Ĥ|Ψn
α⟩ = En|Ψn

α⟩; α = 1, · · · , gn (2.1)

donde gn indica una denegeración en el nivel n sobre los eigenestados. Resulta que el
Hamiltoniano, o más bien la energía, es invariante ante un conjunto de transformaciones R
que, al ser máximo, es conocido como el grupo puntual de simetría G. Siendo rigurosos,
este grupo corresponde al conjunto de permutaciones e inversiones que son permisibles
experimentalmente y que dejan invariante las ecuaciones (1.21) y (1.23). Entonces podemos
decir que [

Ĥ, ÔR

]
= 0; ∀R ∈ G. (2.2)

Esto implica que las funciones transformadas ÔR|Ψn
α⟩ son también eigenfunciones de Ĥ.

Más aun, estas funciones resultan ser una base de representación del grupo de simetría
del sistema por el Teorema de Wigner. El conjunto de operadores {Ĥ, ÔR} podría ser
considerado como un CCOC, sin embargo, a menos que el grupo sea abeliano, en general,
las transformaciones no conmutan [ÔR, ÔR′ ] ̸= 0. Ante este problema, la introducción del
concepto de clases K del grupo G es de gran utilidad. Dentro de la teoría de grupos, se
dice que una clase es un subconjunto del grupo en el que sus elementos están conjugados
por un elemento g ∈ G:

a = g b g−1; a, b ∈ K. (2.3)
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De la de�nición se deduce que las clases Ki conmutan con todo elemento del grupo

[Ki, g] = 0; ∀g ∈ G. (2.4)

Además, el grupo G se puede ver como un desarrollo en clases completas de orden |K|
como

G =

|K|∑
i=1

Ki. (2.5)

Es posible ver a las clases como un operador

K̂i =

|Ki|∑
R∈Ki

ÔR, (2.6)

donde |Ki| es el orden de la i-ésima clase. Así pues, tanto el Hamiltoniano como las clases
{Ĥ; K̂1, · · · , K̂|K|} ya se pueden percibir como un conjunto de operadores que conmutan.
La consecuencia inmediata es que ahora la diagonalización de dichos operadores sobre
la base es simultánea. Al diagonalizar la representación matricial del operador de clase
||⟨Ψn

α′|K̂i|Ψn
α⟩|| el resultado serán unos eigenvectores que cumplen la siguiente ecuación de

valores propios

K̂i

∣∣∣∣Ψn,λ
(µ)
i

β

〉
= λ

(µ)
i

∣∣∣∣Ψn,λ
(µ)
i

β

〉
; i = 1, · · · , |K| (2.7)

siendo λ(µ)i los eigenvalores del i-ésimo operador de clase para la µ-ésima representación
irreducible, los cuales se determinan a través de la siguiente expresión

λ
(µ)
i =

|Ki|
nµ

χ
(µ)
i , (2.8)

donde χ(µ)
i son los caracteres de la i-ésima clase para la µ-ésima representación irreducible

de dimensión nµ. Pese a ello, esto sigue sin ser su�ciente para etiquetar de forma biunívoca
a todas la funciones proyectadas al no ser un conjunto completo. Por un lado, la etiqueta
n nos permite distinguir entre dos funciones con la misma representación pero de diferente
energía (multiplicidad de representaciones); pero por otro, la propia dimensión de las
representaciones añade una degeneración que se relaciona con el índice β = 1, · · · , g

n,λ
(µ)
i
.

Para ello, se propone la cadena de grupos H ⊂ G, donde H es un subgrupo que también
puede desarrollarse en clases completas de orden |k| como

H =

|k|∑
j=1

kj. (2.9)

La ventaja de esta propuesta es que ahora las clases del subgrupo también cumplen con
(2.4), así que [kp, kq] = 0. Y ya que siguen siendo un elemento del grupo también conmutan
con las clases del grupo

[Ki, kj] = 0. (2.10)
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Nuevamente, esto sugiere que el conjunto de operadores {Ĥ; K̂1, · · · , K̂|K|; k̂1, · · · , k̂|k|} se
puede diagonalizar simultáneamente. Al igual que con los operadores K̂i, si se diagonaliza
el operador k̂j pero ahora sobre la base de funciones de (2.7), los nuevos eigenvectores
satisfacen

k̂j

∣∣∣∣Ψn,λ
(µ)
i

λ
(ν)
j

〉
= λ

(ν)
j

∣∣∣∣Ψn,λ
(µ)
i

λ
(ν)
j

〉
; j = 1, · · · , |k| (2.11)

donde λ(ν)j son los valores propios de la j-ésima clase para la ν-ésima representación del
subgrupo. Para determinarlos se hace uso de una ecuación similar a la (2.8), pero asociada
al subgrupo. Es hasta este punto que se puede a�rmar la existencia de un CCOC de
la forma {Ĥ; K̂i; k̂j}. En la siguiente sección se hará notar que para llevar a cabo un
etiquetado completo de las componentes asociadas a la degeneración es preciso que la
cadena de grupos sea canónica. Por ahora, es interesante ver que la evolución temporal del
valor esperado de un operador Â esta dado por

d

dt
⟨Ψ|Â|Ψ⟩ = − 1

iℏ
⟨Ψ|[Ĥ, Â]|Ψ⟩+ ⟨Ψ|dÂ

dt
|Ψ⟩, (2.12)

donde [Ĥ, Â] es el conmutador del Hamiltoniano con el operador Â. Entonces, al contar
con un CCOC los vectores propios se etiquetan biunívocamente sin ambigüedad

|Ψn
α⟩ →

∣∣∣∣Ψn,λ
(µ)
i

λ
(ν)
j

〉
, (2.13)

además de que los operadores Â = {Ĥ; K̂i; k̂j} satisfacen

[Ĥ, Â] = 0,
∂Â

∂t
= 0, (2.14)

lo que se traduce en
d

dt
⟨Ψ|Â|Ψ⟩ = 0, es decir,

d

dt
En = 0;

d

dt
λ
(µ)
i = 0;

d

dt
λ
(ν)
j = 0. (2.15)

Al ser cantidades que se conservan en el tiempo se concluye que la identi�cación de estos
valores propios como etiquetas para disntinguir a cada vector propio corresponden pre-
cisamente a números cuánticos. Es fascinante ver que estas etiquetas surgen de forma
natural bajo argumentos de simetría.

Ahora es de nuestro interés considerar un subgrupo del grupo puntual de simetría antes
mencionado: el grupo puntual molecular, al cual nos referiremos de ahora en adelante
como G. Resulta ser aquel conjunto de transformaciones que dejan invariante un sistema
molecular en el que la aproximación de Born-Oppenheimer (núcleos �jos) ha sido consi-
derada. Particularmente para moléculas piramidales, la clasi�cación en clases del grupo
puntual molecular es

C3v = {E;C3, C
2
3 ;σ

a
v , σ

b
v, σ

c
v}. (2.16)
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r1
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θ4

θ5
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σa
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Figura 2.1: Proyección de las coorde-
nadas internas y de los elementos de si-
metría del grupo puntual C3v para mo-
léculas piramidales visto desde el eje Z.
El átomo central es {D} mientras que
los átomos laterales están representados
por {A,B,C}, siguiendo una nomencla-
tura de etiquetado {a, b, c} análoga a la
de los planos de re�exión.

A saber, Cn
3 son rotaciones de 2πn/3 mientras que σv

corresponden a planos de re�exión verticales que con-
tienen al eje Z. La asignación tanto de las coordenadas
internas como de los elementos del grupo puntual mo-
lecular son mostradas en la �gura 2.1. El símbolo ▲
representa la rotación de 120° y las lineas que bisectan
los ángulos formados entre el átomo central y los late-
rales corresponden a los planos de re�exión. Las clases
del grupo vienen dadas explícitamente como

K1 = {E}, (2.17a)
K2 = {C3, C

2
3}, (2.17b)

K3 = {σa
v , σ

b
v, σ

c
v}. (2.17c)

Si tomamos un punto general P (+,⟲) sobresalien-
do del plano de la �gura 2.1 y con una quiralidad
dada, mediante productos de re�exiones de la forma
σi
vσ

j
vP (+,⟲) se obtiene el mismo efecto que con las

rotaciones Cn
3P (+,⟲). Esto puede resumirse de la si-

guiente forma: si dos planos de relfexión σ1 y σ2 hacen
un ángulo θ, el resultado de la acción de estas re�e-
xiones sobre un punto arbitrario es el mismo que el de
una rotación

σ2σ1 = C(2θ), (2.18)

el cual están contenido en la intersección dichos planos. En general, aquellas clases que
contengan los elementos necesarios que permitan generar al resto de los elementos del
grupo (no limitándose solo a los planos de re�exión) se los conoce como generadores del

grupo. Para este grupo puntual en particular el generador es la clase K3.

En la práctica, primero se diagonaliza el conjunto de operadores {K̂i, k̂j} como un CCOC
y al �nal se diagonaliza Ĥ. Sin embargo, no es necesario el uso de todas las clases del grupo
y el subgrupo para etiquetar los eigenvectores (2.13), sino que únicamente aquellas que
contengan a los generadores serán su�cientes para poder brindar un etiquetado completo.
Esto simpli�ca las cosas y se hará notar cuando se diagonalice el CCOC en una base de
funciones.

2.2. Proyección de funciones

En la �gura 2.1 observamos que las coordenadas internas pueden intercambiarse entre
sí a través de la acción de las transformaciones de simetría. Por ejemplo, una rotación
C3 en el subespacio de las tensiones permuta las distancias de enlace de tal manera que
r1 → r2, r2 → r3 y r3 → r1, o de forma compacta (123); si se aplica σa

v en el subespacio
de las �exiones, se efectua la permutación (56) y así sucesivamente con el resto de las
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transformaciones. Decimos entonces que un operador ÔR que se de�ne en un espacio vec-
torial n-dimensional Ln = {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn} genera una representación matricial reducible
∆(red)(R). En general, la reducción de la matriz de representación se lleva a cabo mediante
la siguiente transformación de semejanza

S−1∆(red)(R)S =
∑
µ

⊕aµD(µ)(R); ∀R ∈ G, (2.19)

siendo aµ un coe�ciente entero que indica la multiplicidad de la µ-ésima representación,
D(µ)(R) son las matrices de representación irreducibles y la matriz ||S|| = sα,qµi establece
el siguiente cambio de base

qψ
(µ)
i =

n∑
k=1

sk,qµi ϕk, (2.20)

donde ϕk son funciones linealmente independientes pertenecientes al espacio original Ln.
Por conveniencia supondremos que estas funciones son ortonormales

(ϕi, ϕj) = δij. (2.21)

Además, qψ
(µ)
i son las funciones proyectadas etiquetadas por la i-ésima componente de la

µ-ésima representación irreducible, pudiendo repetirse q veces dado por un índice de mul-
tiplicidad que toma valores enteros 1, · · · , aµ. Algunas propiedades relevantes relacionadas
con estas funciones están plasmadas en ciertos teoremas, donde la demostración de cada
uno puede encontrarse en [64�66]. Aquí solo haremos mención de ellos, los cuales son:

Teorema de descomposición. A�rma que toda función ϕk puede ser expresada en
términos de una combinación lineal de las funciones qψ

(µ)
i de la forma

ϕk =

|K|∑
µ=1

nµ∑
i=1

aµ∑
q=1

cqµi,k qψ
(µ)
i , (2.22)

las cuales portan representaciones irreducibles, es decir,

ÔR qψ
(µ)
i =

n∑
j=1

D
(µ)
ji (R) qψ

(µ)
j . (2.23)

Así como un vector x, de�nido en un espacio vectorial m-dimensional Lm = {e1, · · · , em},
puede descomponerse en sus componentes de la forma x =

∑m
i=1 ciei, de manera análoga

el teorema asegura que la descomposición de la función ϕk puede llevarse a cabo.

Teorema de gran ortogonalidad. Establece una relación de ortogonalidad tanto
entre dos representaciones como entre sus componentes de la forma

|G|∑
R∈G

D
(µ)
ji (R)D

(ν)∗
αβ (R) =

|G|
nµ

δµνδjαδiβ, (2.24)
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donde |G| es el orden del grupo. Para que esta relación tenga sentido, las representaciones
necesariamente tienen que ser untiarias D(ν)∗

αβ (R) = D
(ν)
αβ (R

−1).

Teorema de ortogonalidad. Establece que el producto escalar para dos funciones
ψ

(µ)
i (x), φ

(ν)
j (x) esta dado por(

ψ
(µ)
i , φ

(ν)
j

)
=

1

nµ

δµνδij
∑
k

(
ψ

(µ)
k , φ

(ν)
k

)
, (2.25)

lo que quiere decir que dichas funciones son ortogonales tanto con respecto a las represen-
taciones irreducibles como a sus componentes, y cuando µ = ν así como i = j el resultado
es independiente de i. Este teorema es una consecuencia de que las funciones proyectadas
porten representaciones irreducibles y, a su vez, estas últimas satisfagan una relación de
gran ortogonalidad. Cabe aclarar que este y el anterior teorema no contemplan la multi-
plicidad de las representaciones, por lo que solo son válidos cuando q = 0, 1.

Si bien conocemos aquellas funciones del espacio vectorial Ln, una pregunta fundamental
sale a �ote: ¾cómo es que se reduce este espacio original a un espacio de representaciones
irreducibles L(µ)?, o dicho de otro modo, ¾cuál sería la proyección de las funciones base
ϕk? Básicamente la diagonalización de la matriz ∆(red)(R) en (2.19) implica encontrar
la matriz S, teniendo como consecuencia la reducción del espacio en forma de una suma
directa de subespacios caracterizados por las representaciones irreducibles

Ln =
∑
µ

⊕aµL(µ). (2.26)

Notemos que aquellas representaciones con una nµ > 1 tendrán tantas componentes como
su propia dimensión y no se van a poder disntinguir. Como veremos a continuación, la
proyección de funciones no se limita únicamente a distinguir representaciones, sino que
también sus correspondientes componentes.

2.2.1. Método por operadores de proyección

Tradicionalmente, la proyección de funciones parte de la expresión (2.22) desde la cual
se plantea una manera de llevar a cabo la extracción de qψ

(µ)
i a partir de ϕk. La respuesta

se encuentra en el uso de ambos teoremas, de descomposición con la expresión (2.23) y
de la relación de gran ortogonalidad, y no es difícil demostrar que se llega a la siguiente
de�nición

P̂(µ)
αβ =

nµ

|G|

|G|∑
R∈G

D
(µ)∗
αβ (R)ÔR, (2.27)

conocida como el operador de proyección, el cual tiene los siguientes efectos

P̂(µ)
αβ ϕk = ψ(µ)

α , P̂(µ)
αβ ψ

(µ)
β = ψ(µ)

α . (2.28)

Vemos que el operador no solo consigue proyectar una función semilla ϕk, sino que además
su efecto sobre una función que porta la µ-ésima representación es el de permutar sobre
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las componentes β → α. Esto podría ser útil para poder generar todas las componentes.
Si ahora tomamos los elementos diagonales de la representación, obtenemos un nuevo
operador de proyección diagonal

P̂(µ)
αα =

nµ

|G|

|G|∑
R∈G

D(µ)∗
αα (R) ÔR, (2.29)

cuyo efecto es análogo al de (2.28) sobre una función base

P̂(µ)
αα ϕk = ψ(µ)

α . (2.30)

El problema con (2.27) y (2.29) es que en ambos casos implica tener las representaciones
irreducibles explícitamente. A pesar de que no siempre es posible conocerlas, resulta que
es más fácil contar con las tablas de caracteres ya que se encuentran en la literatura. Por lo
tanto, si sumamos sobre todas las componentes diagonales de la representación el resultado
es un operador de proyección independiente de α

P̂(µ) =

nµ∑
α=1

P̂(µ)
αα =

nµ

|G|

|G|∑
R∈G

χ(µ)∗(R) ÔR, (2.31)

el cual sigue portando la µ-ésima representación. En este caso su efecto es

P̂(µ)ϕk = ψ(µ), (2.32)

donde ψ(µ) ∈ L(µ). Desafortunadamente la información relacionada con las componentes
se ha perdido por completo. Esto implica que al proyectar un par de funciones semilla
arbitrarias {ϕi, ϕj} con este operador va a ocurrir que (ψ(µ)

i , ψ
(µ)
j ) ̸= 0, donde es claro que

i, j no corresponden a las componentes de la representación. Estas funciones proyectadas
no son ortogonales a menos que las representaciones sean unidimensionales. Para resolver
este problema necesitamos establecer una cadena de grupos

G ⊃ H, (2.33)

donde H es un subgrupo. Resulta que, así como se de�nió un operador de proyección
para el grupo G, también podemos de�nir para el subgrupo un operador de proyección

independiente de las componentes

P̂(ν) =
nν

|H|

|H|∑
T∈H

χ(ν)∗(T ) ÔT , (2.34)

siendo χ(ν)(T ) los caracteres de la ν-ésima representación de dimensión nν para cada
transformación T asociada al subgrupo de orden |H|. La razón por la cual se propone la
cadena (2.33) es debido a que el efecto del operador P̂(ν) sobre el espacio de representación
(2.26) será reducirlo más, caracterizándolo de la siguiente forma

Ln =
∑
µ

⊕aµ

{∑
ν

⊕bµν L(µ,ν)

}
, (2.35)
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donde bµν es otro ínidice de multiplicidad que depende de la ν-ésima representación del
subgrupo H por cada representación µ del grupo G. Esto quiere decir que la degeneración
en los subespacios L(µ) va a romperse, lo que permitirá reducir más el espacio y distinguir
todas sus componentes como L(µ,ν). Es crucial que la condición bµν = {0, 1} se satisfaga y
la manera de demostrar si se cumple o no es a través de la subducción. Esta se de�ne como

µG ↓ H =
∑
ν

⊕bµν νH. (2.36)

La idea de la subducción, sin entrar demasiado en detalles, es la de mostrar sí es posible
que una represesnteción irreducible µ puede ser expresada en términos de representaciones
irreducibles ν sin que estas últimas se repitan, es decir, bµν = {0, 1}. De ser cierto, decimos
entonces que la cadena (2.33) es canónica. Por ello, el efecto de (2.34) sobre (2.32) es

P̂(ν)P̂(µ)ϕk = ψ(µ)
ν , (2.37)

donde ahora las componentes se pueden identi�car como las representaciones irreducibles
correspondientes al subgrupo, proveniente de una cadena canónica. Además, una propiedad
que cumplen los operadores de proyección es que conmutan[

P̂(ν), P̂(µ)
]
= 0, (2.38)

así que el orden de aplicación no es relevante para el resultado �nal. Antes de proyectar es
menester encontrar cuáles son las representaciones que están contenidas en el espacio Ln,
lo que implica mostrar que se trata de un espacio de representación (2.26). Así se asegura la
aplicación de los operadores de proyección que porten solamente dichas representaciones.
Para ello se requiere primero identi�car el grupo G, después se obtiene la representación
reducible Γ(red) mediante el efecto de cada operación del grupo sobre el espacio original
y al �nal, con ayuda de la tabla de caracteres del grupo, se buscan las representaciones
irreducibles involucradas en la reducible (véase el ejemplo de la siguiente subsección).

En la práctica este método de proyección tiene varios inconvenientes:

Uno tiene que ver con el uso de todas las operaciones del grupo, un detalle que
puede resultar tedioso considerando que hay grupos puntuales con hasta |G| = 48
transformaciones distintas, como es el caso del grupo Oh.

El otro viene cuando uno proyecta las componentes ν sobre aquellas funciones que
portan representaciones µ con un nµ > 1, ya que a veces llega a ocurrir que

P̂(ν)P̂(µ)ϕk = 0. (2.39)

El motivo de este inesperado resultado puede ser debido a que la elección de una función
ϕk o una cadena de grupos (2.33) así lo determine. Una manera de evitarlo es cambiar la
función semilla a, por ejemplo, ϕk+1 para proyectar (modo activo). Otra forma consiste en
seleccionar una cadena de grupos distinta H ′ ⊂ G de tal modo que P̂(m)P̂(µ)ϕk ̸= 0, donde
m es una representación irreducible del nuevo subgrupo H ′ (modo pasivo). En cualquier
caso, en general, el proceso se vuelve anticuado e innecesariamente tardado.
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2.2.2. Método de funciones propias

Una forma más e�ciente de proyectar funciones fue propuesta por J.Q. Chen en [66]
y siendo aplicada de forma sistemática en [67�69]. Se trata de proyectar funciones en un
espacio de representación empleando una cadena de grupos mediante la diagonalización de
un CCOC. En este caso se va a llevar a cabo de manera simultánea tanto la presentación
del método como la obtención de las funciones proyectadas. De manera general, todas las
moléculas piramidales esquematizadas en la �gura 2.1 presentan coordenadas internas de
distancias relativas

r1 =

[
3∑

ξ=1

(XAξ −XDξ)
2

]1/2
, (2.40a)

r2 =

[
3∑

ξ=1

(XBξ −XDξ)
2

]1/2
, (2.40b)

r3 =

[
3∑

ξ=1

(XCξ −XDξ)
2

]1/2
, (2.40c)

y ángulos de enlace

cos θ4 =
1

r2r3

3∑
ξ=1

(XBξ −XDξ)(XCξ −XDξ), (2.41a)

cos θ5 =
1

r1r3

3∑
ξ=1

(XAξ −XDξ)(XCξ −XDξ), (2.41b)

cos θ6 =
1

r1r2

3∑
ξ=1

(XAξ −XDξ)(XBξ −XDξ). (2.41c)

Estas expresiones están en función de la coordenada cartesiana ξ = {x, y, z} y de los
átomos involucrados k = {A,B,C,D}. Aquí el átomo central es {D} mientras que los
átomos laterales están representados por {A,B,C}. Por ahora se seguirán identi�cando
todos los átomos como diferentes para no perder generalidad en las expresiones. La notación
se simpli�ca cuando se determinan los elementos de la matriz de Wilson en el equilibrio
(véase el apéndice A). Empecemos con las coordenadas internas, donde los desplazamientos
internos se de�nen de la siguiente forma:

qi = ∆ri, i = 1, 2, 3; qj = re∆θj, j = 4, 5, 6. (2.42)

Vemos que el espacio de desplazamientos total esta conformado por los subespacios de
tensión y �exión, los cuales son independientes entre sí dado por

L6 = Ls
3({qi})⊕ Lb

3({qj}). (2.43)

Lo primero que debemos hacer, al igual que en el método por operadores de proyección, es
saber sí Ln es un espacio de representación al encontrar cuáles representaciones van a estar
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contenidas en dicho espacio. Para ello requerimos aplicar las operaciones del grupo C3v al
espacio base para encontrar la representación reducible Γ(red). Por ejemplo, la operación E
sobre el espacio Ls

3 deja invariantes las 3 funciones, mientras que el efecto de las rotaciones
C3, C

2
3 no dejan ninguna invariante y la acción de las re�exiones σi

v solo deja una. Esto
se resume en la tabla de caracteres del grupo en la que, por construcción, hay tantas
representaciones irreducibles como clases.

Tabla 2.1: Tabla de caracteres del grupo puntual C3v

C3v K1 K2 K3

A1 1 1 1
A2 1 1 −1
E 2 −1 0

Γ(red) 3 0 1

Es fácil ver que Γ(red) = A1⊕E, indicando que son precisamente estas las representaciones
irreducibles y que, por lo tanto, se trata de un espacio de representación. Ahora debemos
seleccionar el conjunto de clases tal que sus valores propios λ(µ)i distingan a todas las
representaciones. Mediante la expresión (2.8) los valores propios son obtenidos.

Tabla 2.2: Tabla de valores propios de las clases del grupo puntual C3v

λ
(µ)
i K1 K2 K3

A1 1 2 3
A2 1 2 −3
E 1 −1 0

Con ayuda de la tabla 2.2 debemos encontrar una combinación lineal de las clases tal que los
valores propios en la µ-ésima representación permitan distinguir dichas representaciones.
De manera general a este conjunto de clases se les conoce como un conjunto completo
de operadores que conmutan de tipo I y se construye de la siguiente forma

ĈI =
∑
i

αiK̂i, (2.44)

donde αi es un coe�ciente entero arbitrario que asegura que sea un conjunto completo. La
diagonalización de este operador nos conduce a las funciones proyectadas ψ(µ) que cumplen
con la siguiente ecuación de valores propios

ĈI ψ
(µ) = µ ψ(µ), (2.45)

donde el valor propio es precisamente µ. Es claro que de la tabla 2.2 solo la claseK3 es la que
logra distinguir todas las representaciones mediante los valores {3,−3, 0} ya que contiene
a los generadores del grupo. Es así que la expresión de este operador es simplemente

ĈI = K̂3 = σ̂a
v + σ̂b

v + σ̂c
v. (2.46)
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El siguiente paso del método es encontrar las matrices de representación para cada una de
las operaciones de la clase K̂i sobre el espacio Ln. Posteriormente, se construye la matriz
de representación reducible del operador ĈI con base en la de�nición (2.44). En este caso
particular la matriz del operador (2.46) toma la forma

∆(CI) = ∆(K3) = ∆(σa
v) +∆(σb

v) +∆(σc
v). (2.47)

Si tomamos por ejemplo el espacio de funciones Ls
3, explícitamente obtenemos para cada

operador j = a, b, c que
σ̂j
v (q1, q2, q3) = (q1, q2, q3)∆(σj

v);

∆(σa
v) =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , ∆(σb
v) =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , ∆(σc
v) =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

Por lo tanto
ĈI (q1, q2, q3) = (q1, q2, q3)∆(CI);

∆(CI) =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 . (2.48)

La diagonalización de (2.48) nos conduce a los correspondientes valores y vectores propios.

Tabla 2.3: Valores y vectores propios de la diagonalización de ∆(CI)

µC3v µ ψ(µ)

A1 3 (1, 1, 1)
E 0 (1, 0, −1)
E 0 (1, −1, 0)

Vemos que la proyección en el espacio de representaciones está dada por la suma directa
de dos subespacios invariantes

Ls
3 = L(3) ⊕ L(0). (2.49)

De aquí podemos concluir dos cosas. La primera es que los valores propios provenientes
de la diagonalización de ĈI coinciden con los valores de λ(µ)3 , lo que permite identi�car las
representaciones irreducibles, pero existen dos vectores propios en el subespacio L(0) que
portan la misma representación, es decir, que son indistinguibles. Como consecuencia, los
vectores propios en la tabla 2.3 no son ortogonales. La segunda es que esta degeneración,
producto de la existencia de una representación bidimensional E, indica que es necesario
la adición de una etiqueta adicional para caracterizar el espacio de representaciones. Dado
que la etiqueta que permitió distinguir estos subespacios en (2.49) provino de un grupo G,
esta nueva etiqueta será provista por un subgrupo G(s) tomando en cuenta la cadena

G ⊃ G(s). (2.50)
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En este sentido, es necesario un nuevo operador que permita distinguir dichas componentes
y que, al igual que con el operador ĈI , se cumpla la ecuación de valores propios(

ĈI

Ĉ(s)

)
ψ(µ)
ν =

(
µ
ν

)
ψ(µ)
ν , (2.51)

donde Ĉ(s) corresponde a un conjunto completo de operadores que conmutan ĈI asociado
al subgrupo G(s). La diagonalización simultánea de ambos operadores sobre el vector ψ(µ)

ν

implica que estos conmutan
[ĈI , Ĉ(s)] = 0. (2.52)

De esta manera, al proponer la combinación lineal de ambos operadores da como resultado
la de�nición de un conjunto completo de operadores que conmutan de tipo II

ĈII = ĈI + βĈ(s), (2.53)

donde β es un coe�ciente entero arbitrario para asegurar que ĈII sea un conjunto com-
pleto. Si este nuevo operador existe, entonces el efecto que tendrá sobre el espacio Ln

será el de reducirlo nuevamente en nuevos subespacios L(µ,ν) de acuerdo con (2.35). Para
que eso ocurra, necesariamente la cadena (2.50) tiene que cumplir con la condición de la
subducción (2.36), en otras palabras, ser canónica.

Con esto en mente, retomemos pues el problema de reducir el espacio Ls
3 en moléculas

piramidales. Nuevamente, partimos de la necesidad de resolver una ecuación de valores
propios, la cual se expresa como

ĈII ψ
(µ)
ν = ξµ+ν ψ

(µ)
ν , (2.54)

donde los valores propios son
ξµ+ν = µ+ βν, (2.55)

como una consecuencia de (2.52). Para poder construir el operador ĈII se necesita proponer
primero la siguiente cadena

C3v ⊃ Ca
s (2.56)

con
Ca
s = {E;σa

v}. (2.57)

En seguida nos cuestionamos si (2.56) es realmente una cadena canónica, por lo que se
requiere de la tabla de caracteres del subgrupo para poder realizar la subducción.

Tabla 2.4: Tabla de caracteres del grupo puntual Ca
s

Ca
s k1 k2
A′ 1 1
A′′ 1 −1

Las clases explícitas del subgrupo son:

k1 = {E}, k2 = {σa
v}. (2.58)
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Para hacer uso de (2.36) las clases involucradas de cada grupo deben de compartir los
mismos elementos, es decir, las clases K1 y K3 del grupo C3v son las que van a compararse
con las clases k1 y k2 del subgrupo Ca

s ya que contienen a la identidad y a los planos de
re�exión respectivamente. Entonces, tomando en cuenta las tablas de caracteres 2.1 y 2.4
la subducción del grupo C3v es obtenida.

Tabla 2.5: Subducción del grupo C3v

C3v K1 K3
µC3v ↓ Ca

s

A1 1 1 A′

A2 1 −1 A′′

E 2 0 A′ ⊕ A′′

Al no haber repetición de representaciones se cumple la condición b(µ)ν ≤ 1 de la subducción,
por lo que la cadena (2.56) si es canónica. Ahora toca encontrar el operador Ĉ(s), el cual
corresponde a un ĈI pero asociado al subgrupo. Con ayuda de la tabla de caracteres del
Ca
s se deduce fácilmente que

Ĉ(s) = k̂2, (2.59)

así que
ĈII = K̂3 + βk̂2 = σ̂a

v + σ̂b
v + σ̂c

v + βσ̂a
v . (2.60)

Hay que aclarar que no hizo falta hacer la conversión de los caracteres del subgrupo Ca
s

hacia los valores propios de sus clases λ(ν)j para dar con C(s) ya que, de haberlo hecho
empleando (2.8) hubieramos llegado a los mismos valores de la tabla 2.4. Habiendo por �n
encontrado la forma del operador ĈII podemos saber cuáles serán los valores propios que
se esperan obtener como se muestra en la siguiente tabla.

Tabla 2.6: Valores propios esperados de la cadena canónica (2.56)

µC3v µ νCa
s ν ξµ,ν

A1 3 A′ 1 4
A2 −3 A′′ −1 −4
E 0 A′ 1 1
E 0 A′′ −1 −1

Nos damos cuenta que ahora todas las representaciones sí se pueden distinguir si β = 1
en la ecuación (2.60). Además, en la representación bidimensional E vemos cuáles son sus
componenetes gracias a que de la tabla 2.5 se encontró que E = A′⊕A′′. De nueva cuenta,
hay que construir la matriz de representación del operador (2.60) de tal manera que

∆(CII) = ∆(CI) +∆(C(s)) = 2∆(σa
v) +∆(σb

v) +∆(σc
v). (2.61)

Afortunadamente ya contamos con la información necesaria ya que sobre la misma matriz
(2.47) solamente hay que sumarle ∆(σa

v). Por lo tanto tenemos que

ĈII (q1, q2, q3) = (q1, q2, q3)∆(CII);
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∆(CII) =

 1 2 1
2 1 1
1 1 2

 . (2.62)

Finalmente, la diagonalización de la matriz (2.62) nos conduce a los siguientes valores y
vectores propios.

Tabla 2.7: Valores y vectores propios de la diagonalización de ∆(CII)

µC3v, νCa
s ξµ,ν ψ

(µ)
ν

A1, A
′ 4 (1, 1, 1)

E,A′ 1 (2, −1, −1)
E,A′′ −1 (0, 1, −1)

La proyección del operador ĈII sobre el espacio de funciones Ls
3 nos conduce a unos valores

propios obtenidos en la tabla 2.6 y a unos vectores propios ortogonales entre sí. La reducción
del espacio de representaciones (2.35) se da entonces de la siguiente forma

Ls
3 = L(3,1) ⊕ L(0,1) ⊕ L(0,−1), (2.63)

y de manera equivalente se puede representar también en términos de los valores propios
ξµ,ν

Ls
3 = L(4) ⊕ L(1) ⊕ L(−1). (2.64)

Es así como se lleva a cabo la proyección de funciones de forma natural mediante una
cadena de grupos tomando en cuenta que aµ ≤ 1. De haberse encontrado con que existe
una repetición de las representaciones aµ > 1 al hacer la transformación de semejanza
(2.19) se hubiera tenido que caracterizar nuevamente al espacio de funciones a través
de un nuevo conjunto completo de operadores que conmutan de tipo III que
pudiera dotar de una nueva etiqueta q asociada a la multiplicidad de las representaciones.
La introducción del grupo intrínseco Ḡ(s) habría sido propuesta a través de una cadena
canónica análoga a (2.50) para construir un CCOC-III. Aunque el desarrollo se vuelve
más complicado, la diagonalización del nuevo operador ĈIII nos conduciría a los vectores
propios qψ

(µ)
ν . Para los �nes de este trabajo la proyección de funciones usando un CCOC-II

es más que su�ciente debido a que el propio Hamiltoniano ya considera dicha multiplicidad.

2.3. Hamiltoniano vibracional en el espacio de coorde-

nadas y momentos

Con el �n de establecer apropiadamente el desarrollo del Hamiltoniano (1.45) en el espa-
cio de coordenadas y momentos se requiere identi�car la poliada que va a ser considerada.
Para ello la obtención de los residuales entre las energías fundamentales experimentales
para cada molécula piramidal es llevada a cabo. En la tabla 2.8 aparecen interacciones
de resonancia tipo Fermi y Darling-Dennison. Sin embargo, para el NH3 las diferencias
ν̃1 ≈ 2ν̃2 y ν̃3 ≈ ν̃2+ ν̃4 son demasiado grandes como para que haya resonancias entre estos
modos debido a que ν̃2 se desdobla por la inversión de esta molécula.
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Tabla 2.8: Frecuencias fundamentales en cm−1 para la serie de moléculas piramidales de acuerdo con la
notación estándar de los modos normales. Los residuales entre los valores experimentales y las resonancias
esperadas son dados para las diferentes moléculas.

Frecuencia NH3
a PH3

b AsH3
c SbH3

d BiH3
e

ν̃1 : A1 tensión 3336.08 2321.04 2115.16 1890.5 1733.25
ν̃2 : A1 �exión 932.43 991.90 906.75 782.24 726.69
ν̃3 : E tensión 3443.68 2325.80 2126.42 1894.50 1734.46
ν̃4 : E �exión 1626.28 1118.93 999.26 827.85 751.24

ν̃1 ≈ 2ν̃4 83 85 116.7 235 231
ν̃3 ≈ 2ν̃4 191 90 127 238 232
ν̃1 ≈ 2ν̃2 1471 337 302 326 280

ν̃3 ≈ ν̃2 + ν̃4 885 127 221 285 257
2ν̃1 ≈ 2ν̃3 215 12 23 8 3

Energías tomadas de: a [26] b [37] c [77] d [81] e [85]

La existencia de estas resonancias nos permite establecer la poliada en el esquema normal

PN = 2(ν1 + ν3) + ν2 + ν4, (2.65)

donde dos cuantos en �exiones equivalen a un cuanto en tensiones. Su presentación en el
esquema local toma la forma

PL = 2(n1 + n2 + n3) + n4 + n5 + n6. (2.66)

El desarrollo apropiado del Hamiltoniano vibracional (1.45) es propuesto considerando los
términos de orden cuadrático de las coordenadas y momentos, los cuales resultan ser los
primeros términos y más importantes que conservan la poliada. Como consecuencia, no
puede haber términos de interacción tensión-�exión ya que estos comienzan a aparecer a
partir de los términos cúbicos en adelante. Entonces el Hamiltoniano toma la forma general

Ĥ[2](p,q) = Ĥ(L)
s + Ĥ(L)

b , (2.67)

donde el subespacio de las tensiones se puede expresar en términos de sus coordenadas de
desplazamiento internas

Ĥ(L)
s =

g
(0)
rr

2

3∑
i=1

p̂2i + g
(0)
rr′

3∑
i>j=1

p̂ip̂j +
frr
2

3∑
i=1

q̂2i + frr′
3∑

i>j=1

q̂iq̂j (2.68)

con sus respectivas constantes de fuerza y elementos de matriz de Wilson. Con el objetivo
de que este Hamiltoniano adquiera una forma diagonal es necesario realizar un cambio
de base sobre las coordenadas internas. En la tabla 2.7 se obtuvieron los vectores propios
ortogonales producto de proyectar un espacio de representación {qi} de tres dimensiones,
y estos están relacionados con la matriz de cambio de base. Entonces, retomando (1.58) y
considerando valores reales podemos expresar las coordenadas adaptadas por simetría en
términos de las internas como

S̃ = q̃M; SΓγ =
∑
i

Mi,Γγ qi, (2.69)
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donde la matriz de cambio de base es

M =



1√
3

2√
6

0

1√
3

− 1√
6

1√
2

1√
3

− 1√
6

− 1√
2


, (2.70)

la cual es real y otronormalizada por lo que cumple M̃ = M−1. Es así que las coordenadas
normales para tensiones son

SA1
s =

1√
3
(q1 + q2 + q3), (2.71a)

SE,A′

s =
1√
6
(2q1 − q2 − q3), (2.71b)

SE,A′′

s =
1√
2
(q2 − q3). (2.71c)

Hay que notar en la �gura 2.1 que las coordenadas internas de tensión y �exión tienen
una disposición muy particular. Hay pares de estas coordenadas que bajo re�exiones son
invariantes, de tal manera que podemos establecer el siguiente isomor�smo:

r1 → θ4; r2 → θ5; r3 → θ6. (2.72)

Como consecuencia, tanto el procedimiento y los resultados procedentes del método de
funciones propias se pueden extrapolar a las coordenadas internas de �exión. Al igual que
para las tensiones, el Hamiltoniano en el subespacio de las �exiones toma la forma

Ĥ(L)
b =

g
(0)
θθ

2

6∑
i=4

p̂2i + g
(0)
θθ′

6∑
i>j=4

p̂ip̂j +
fθθ
2

6∑
i=4

q̂2i + fθθ′
6∑

i>j=4

q̂iq̂j, (2.73)

donde {g(0)θθ , g
(0)
θθ′} son sus elementos de la matriz de Wilson mientras que {fθθ, fθθ′} son sus

constantes de fuerza. De forma análoga, sus coordenadas normales son

SA1
b =

1√
3
(q4 + q5 + q6), (2.74a)

SE,A′

b =
1√
6
(2q4 − q5 − q6), (2.74b)

SE,A′′

b =
1√
2
(q5 − q6). (2.74c)

Ahora, para la identi�cación de los momentos adaptados por simetría basta con introducir
en el Hamiltoniano local (1.45) el producto MM̃ = 1 y establecer la conexión con (1.65),
lo que nos lleva a

P̃̃P̃P = p̃M; PΓγ =
∑
i

Mi,Γγ pi. (2.75)
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Es así que obtenemos para el subespacio de las tensiones

PA1
s =

1√
3
(p1 + p2 + p3), (2.76a)

PE,A′

s =
1√
6
(2p1 − p2 − p3), (2.76b)

PE,A′′

s =
1√
2
(p2 − p3), (2.76c)

y gracias a (2.72) tenemos para �exiones

PA1
b =

1√
3
(p4 + p5 + p6), (2.77a)

PE,A′

b =
1√
6
(2p4 − p5 − p6), (2.77b)

PE,A′′

b =
1√
2
(p5 − p6). (2.77c)

Haciendo la sustitución de las coordenadas y momentos normales sobre el Hamiltoniano
local se llega a la forma diagonal general

Ĥ(N) =
1

2

[
G(0)
A1A1

P̂2
A1

+ G(0)
EE

(
P̂2

E,A′ + P̂2
E,A′′

)]
+

1

2

[
FA1A1Ŝ

2
A1

+ FEE

(
Ŝ2
E,A′ + Ŝ2

E,A′′

)]
,

(2.78)
el cual es un Hamiltoniano normal de tensión al sustituir (2.71) y (2.76) en (2.68), mientras
que el Hamiltoniano normal de �exión es obtenido si insertamos (2.74) y (2.77) en (2.73).
Además, los elementos de la matriz de Wilson y las constantes de fuerza están adaptados
por simetría. A partir de las de�niciones (1.60) y usando la regla de la cadena encontramos
para ambos casos que

G(0)
αβ =

∑
i,j

Mi,α g
(0)
ij Mj,β =

∑
i,j

(
∂Sα

∂qi

)(
∂Sβ

∂qj

)
g
(0)
ij , (2.79)

Fαβ =
∑
i,j

Mi,α fij Mj,β =
∑
i,j

(
∂qi
∂Sα

)(
∂qj
∂Sβ

)
fij, (2.80)

y no es difícil demostrar para las tensiones que sus elementos diagonales son:

G(0)
A1A1

= g(0)rr + 2g
(0)
rr′ , G(0)

EE = g(0)rr − g
(0)
rr′ ; (2.81)

FA1A1 = frr + 2frr′ , FEE = frr − frr′ , (2.82)

mientras que los elementos no diagonales son cero. Para las �exiones se obtienen expresio-
nes bastante similares. La determinación de las expresiones explícitas tanto de los elementos
{g(0)rr , g

(0)
rr′} como de {g(0)θθ , g

(0)
θθ′} están dadas en el apéndice A del presente trabajo. Ahora

traslademos este modelo a una representación algebraica.
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2.4. Representación algebraica. Hacia la transición de

modos local/normal

A pesar de que la teoría que se va a desarrollar de aquí en adelante tomará en cuenta
únicamente los grados de libertad de tensión, todas las expresiones que se obtengan también
tienen su equivalente para los grados de libertad de �exión tomando ventaja de (2.72), con
la única excepción en las expresiones de los elementos g(0)θθ y g(0)θθ′ que si di�eren con respecto
a las de tensión. Además, parte de esta teoría se desarrolló en [70] para el 11BF3. Dicho esto,
la realización algebraica del Hamiltoniano (2.68), por un lado, es obtenida introduciendo
el cambio a operadores de creación y aniquilación

q̂i =
1

2α
(â†i + âi), p̂i = iℏα(â†i − âi), (2.83)

con

α2 =
1

2ℏ

√
frr

g
(0)
rr

. (2.84)

proveyendo la siguiente representación

Ĥ(L)
s = ωloc

3∑
i=1

(â†i âi + âiâ
†
i ) + λloc

3∑
i>j=1

(â†i âj + âiâ
†
j) + λ′loc

3∑
i>j=1

(â†i â
†
j + âiâj), (2.85)

con las de�niciones

ωloc =
ℏ
2

√
frrg

(0)
rr , λloc = ωloc

(
frr′

frr
+
g
(0)
rr′

g
(0)
rr

)
, λ′loc = ωloc

(
frr′

frr
− g

(0)
rr′

g
(0)
rr

)
. (2.86)

El primer término corresponde a osciladores armónicos independientes. Al retomar la de-
�nición de poliada local (2.66) sabemos que se trata de una representación del número de
ocupación n̂i = â†i âi, lo que permite asociar a λloc como un término que contiene aquellas
interacciones que conservan la poliada, mientras que λ′loc no la conserva. Para moléculas
con un comportamiento local se asume que λ′loc = 0, haciendo que el Hamiltoniano (2.68)
conserve PL y simpli�cándose a

Ĥ(L)
s = ωloc

3∑
i=1

(â†i âi + âiâ
†
i ) + λloc

3∑
i>j=1

(â†i âj + âiâ
†
j), (2.87)

donde la notación general para los correspondientes estados vibracionales esta dada por

|n1n2n3⟩ = |n1⟩ ⊗ |n2⟩ ⊗ |n3⟩, (2.88)

donde ni es el i-ésimo modo local de tensión. Podemos obtener la matriz de representación
de este Hamiltoniano en la base local que se caracteriza por la poliada PL. Particularmente
cuando PL = 1, las constantes de fuerza pueden ser estimadas usando las relaciones (2.86),
las cuales en términos de ωloc y λloc son

f (L)
rr =

4ω2
loc

g
(0)
rr ℏ2

, f
(L)
rr′ =

4ω2
loc

g
(0)
rr ℏ2

(
λloc
ωloc

− g
(0)
rr′

g
(0)
rr

)
. (2.89)
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Por otro lado, el Hamiltoniano (2.78) también puede ser transformado bajo una repre-
sentación algebraica mediante su correspondiente realización en términos de operadores
bosónicos de creación y aniquilación

ŜΓγ =
1

2αΓ

(Â†
Γγ + ÂΓγ), P̂Γγ = iℏαΓ(Â†

Γγ − ÂΓγ), (2.90)

donde Γ = A1, E con los parámetros

α2
A1

=
1

2ℏ

√
frr + 2frr′

g
(0)
rr + 2g

(0)
rr′

, α2
E =

1

2ℏ

√
frr − frr′

g
(0)
rr − g

(0)
rr′

. (2.91)

En este caso el Hamiltoniano toma la forma simpli�cada

Ĥ(N)
s =

1

2
ℏωA1(Â

†
A1
ÂA1 + ÂA1Â

†
A1
) +

1

2
ℏωE

∑
γ=A′,A′′

(Â†
E,γÂE,γ + ÂE,γÂ†

E,γ), (2.92)

el cual directamente conserva la poliada PN dado que ν̂1 = Â†
A1
ÂA1 y ν̂3 =

∑
γ Â

†
E,γÂE,γ,

aunque no necesariamente PL se conserva. La notación de los estados vibracionales en el
esquema normal es [5]

|ν1νl33 ⟩, (2.93)

donde ν1 y ν3 corresponden a los modos de tensión simétrico A1 y doblemente degenerado
E respectivamente. El término l3 resulta ser el eigenvalor de la proyección de momento
angular en z que permite etiquetar y diferenciar aquellos modos degenerados tomando
valores enteros l = ν, ν − 2, ν − 4, · · · ,−ν. Las frecuencias normales se expresan como

ωA1 =

√
FA1A1G

(0)
A1A1

=

√
(frr + 2frr′)

(
g
(0)
rr + 2g

(0)
rr′

)
, (2.94a)

ωE =

√
FEEG(0)

EE =

√
(frr − frr′)

(
g
(0)
rr − g

(0)
rr′

)
, (2.94b)

y de estas se obtienen las siguientes constantes de fuerza

f (N)
rr =

1

3

(
ω2
A1

g
(0)
rr + 2g

(0)
rr′

+
2ω2

E

g
(0)
rr − g

(0)
rr′

)
, (2.95a)

f
(N)
rr′ =

1

3

(
ω2
A1

g
(0)
rr + 2g

(0)
rr′

− ω2
E

g
(0)
rr − g

(0)
rr′

)
. (2.95b)

Hasta ahora sabemos que los Hamiltonianos (2.68) y (2.78) son equivalentes al haber un
cambio de base para las coordenadas y momentos. Al ponerlos bajo una representación
algebraica podemos proponer su conexión conectando los operadores bosónicos norma-
les (2.90) con los locales (2.83) tomando ventaja de este mismo cambio de base. Como
resultado llegamos a la expresión

Â†
Γγ =

1

2ααΓ

[
(α2

Γ + α2)
3∑

i=1

Mi,Γγ â
†
i + (α2

Γ − α2)
3∑

i=1

Mi,Γγ âi

]
, (2.96)
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donde a esta transformación y su correspondiente Hermitiano conjugado se les conoce
como la transformación de Bogoliubov. De esta expresión notamos que el límite local
viene dado por los límites

ĺım
{frr′ ,g

(0)

rr′}→0

α2
Γ + α2

2ααΓ

= 1, ĺım
{frr′ ,g

(0)

rr′}→0

α2
Γ − α2

2ααΓ

= 0. (2.97)

Dicho límite local se alcanza cuando las moléculas presentan comportamientos muy locales.
En estos casos se propone una transformación canónica de la forma

Â†
Γγ =

3∑
i=1

Mi,Γγ ĉ
†
i , (2.98)

siendo los operadores ĉ†i (ĉi) propuestas de operadores bosónicos isomorfos a los operadores
locales, es decir, ĉ†i (ĉi) ≈ â†i (âi) [62, 71�73]. Es precisamente de la transformación (2.98)
que podemos establecer las relaciones x-K que conectan las interacciones normales con las
locales. Además, una consecuencia directa de esto es que las poliadas de ambos esquemas
se satisfacen simultáneamente

ĺım
{frr′ ,g

(0)

rr′}→0

PN = PL. (2.99)

Aplicando esta nueva transformación así como su Hermitiano conjugado al Hamiltoniano
(2.92) se llega a

Ĥ(N)
s = ωnor

3∑
i=1

(ĉ†i ĉi + ĉiĉ
†
i ) + λnor

3∑
i>j=1

(ĉ†i ĉj + ĉiĉ
†
j), (2.100)

donde

ωnor =
ℏ
2

[
1

3

√
(frr + 2frr′)

(
g
(0)
rr + 2g

(0)
rr′

)
+

2

3

√
(frr − frr′)

(
g
(0)
rr − g

(0)
rr′

)]
, (2.101a)

λnor =
ℏ
2

[
2

3

√
(frr + 2frr′)

(
g
(0)
rr + 2g

(0)
rr′

)
− 2

3

√
(frr − frr′)

(
g
(0)
rr − g

(0)
rr′

)]
. (2.101b)

Ahora vemos que los Hamiltonianos (2.87) y (2.100) son equivalentes al brindar la misma
descripción ya que ambos conservan la poliada PL. No obstante, la diferencia clave entre
ambas expresiones se encuentra en la dependencia de parámetros espectroscópicos distintos
y por lo tanto las constantes de fuerza son precisamente (2.89) y (2.95). Con el �n de
establecer la conexión entre estas últimas expresiones es necesario reescribir las de�niciones
(2.101) en términos de los cocientes xf = frr′/frr y xg = g

(0)
rr′/g

(0)
rr de la forma

ωnor =
ℏ
2

√
frrg

(0)
rr

[
1

3

√
(1 + 2xf )(1 + 2xg) +

2

3

√
(1− xf )(1− xg)

]
, (2.102a)

λnor =
ℏ
2

√
frrg

(0)
rr

[
2

3

√
(1 + 2xf )(1 + 2xg)−

2

3

√
(1− xf )(1− xg)

]
, (2.102b)

48



y al llevar a cabo su desarrollo en series de Taylor alrededor de los puntos xf = xg = 0
encontramos:

ωnor = ωloc

[
1 +O(x2)

]
; (2.103a)

λnor = ωloc

[
xf + xg +Q(x2)

]
. (2.103b)

Por lo tanto, se recuperan las expresiones (2.86) siempre y cuando los cocientes {xf , xg}
sean muy pequeños, es decir,

ĺım
{xf ,xg}<<1

ωnor = ωloc; ĺım
{xf ,xg}<<1

λnor = λloc. (2.104)

Al �nal, hemos conseguido recuperar el Hamiltoniano local (2.87) al tomar en cuenta las
dos aproximaciones (2.97) y (2.104). La importancia de ambos límites es tal que de ellos
surgirán los parámetros cuyo valor determinará la validez de dichas aproximaciones y, por
ende, establecerán el grado de localidad/normalidad para cualquier conjunto de osciladores
equivalentes.
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Parte II

Resultados y discusión
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Capítulo 3

Criterios local/normal

En este capítulo se retoma el estudio de la transición de modos local/normal, el cual se
puntualizó brevemente para dos osciladores en el capítulo 1 y se discutió con más detalle
para moléculas piramidales en el capítulo 2 considerando solo los grados de libertad de
tensión. Con el �n de complementar el último análisis es conveniente introducir algunos
parámetros que estén relacionados con la transición de modos local/normal. Retomemos
pues nuestra discusión desde la introducción de la transformación de Bogoliubov en (2.96)
entre operadores normales y locales. Al tomar los límites (2.97) sobre aquellos coe�cientes
que acompañan a los operadores bosónicos locales se esta considerando de antemano que
dicha transformación canónica conserve prácticamente la poliada local. En este sentido, se
introducen los parámetros:

δ+ ≡ 1

2

∑
Γ=A1,E

(
α2
Γ + α2

2ααΓ

)2

; δ− ≡ 1

2

∑
Γ=A1,E

(
α2
Γ − α2

2ααΓ

)2

, (3.1)

los cuales establecen una cierta medida de validez en la transformación canónica (2.98),
lo que a su vez permite obtener un Hamiltoniano que conserve la poliada PL dentro del
esquema normal de la forma (2.100). Concretamente el parámetro δ− brinda una mejor
perspectiva de esta medida ya que la transformación canónica cumple con el límite

ĺım
δ−→0

[
Â†

A1
ÂA1 +

∑
γ=A′,A′′

Â†
E,γÂE,γ

]
=

3∑
i=1

â†i âi, (3.2)

traduciéndose como que la poliada PL se conserva, es decir, que el límite (2.99) se satisface.
Esto no es coincidencia ya que el parámetro δ− depende de los términos no diagonales
{frr′ , g(0)rr′}, los cuales se desprecian justamente en el límite local, como se puede apreciar
en las de�niciones de αΓ en (2.91). Luego de obtener el Hamiltoniano (2.100) que conserva
la poliada PL, vemos que está en función de los parámetros espectroscópicos {ωnor, λnor}
de�nidos en (2.102) como función de los cocientes xf y xg. Al proponer su desarrollo en
series de Taylor alrededor de xf = xg = 0 tenemos

ωnor = ωloc

[
1− γ + γ′ +O(x4)

]
; (3.3a)

λnor = ωloc

[
xf + xg − γ + γ′ +Q(x4)

]
. (3.3b)
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donde los términos cuadráticos y cúbicos correspondientes son

γ ≡ 1

4
(xf − xg)

2, (3.4)

γ′ ≡ −3

8
(x3f − x2fxg − xfx

2
g + x3g). (3.5)

Es así que tomando los límites (2.104) es como se recuperan las expresiones {ωloc, λloc} del
esquema local. En este sentido, los parámetros γ y γ′ son introducidos como una forma
de medir la desviación del modelo de modos locales imponiendo previamente la conserva-
ción de la poliada PL. Cuando estos términos son lo su�cientemente pequeños, entonces
el esquema de modos locales resultar ser la mejor manera de describir el comportamiento
vibracional para este conjunto de osciladores equivalentes. Conforme estos parámetros se
vuelven signi�cativos, se dice que hay una desviación de la localidad.

Podemos darnos cuenta de que los parámetros δ− y γ, siendo los más relevantes, pro-
vienen de pasos independientes entre sí: uno proviene de demandar la conservación de la
poliada PL en el esquema normal al proponer la transformación canónica (2.98) y el otro
de establecer su conexión con el esquema de modos locales a través de sus parámetros
espectroscópicos {ω, λ}. Se espera que estos parámetros sean signi�cativos para medir el
grado de localidad/normalidad para cualquier conjunto de osciladores equivalentes, sin
ningún tipo de restricción al ser aplicado a moléculas que presenten un comportamiento
de modos locales. Cuando ambos parámetros sean signi�cativos, básicamente se rompe la
poliada local y, por ende, el esquema de modos locales que conserva dicha poliada falla.
Un signi�cado más preciso de la palabra �signi�cativo� será dado con mayor detalle en una
futura publicación [74]. Por ahora notemos que al presentarse un fuerte comportamiento
de modos normales no es posible de�nir una poliada PL. Aunque en teoría es posible hacer
uso del Hamiltoniano local (2.87), la estimación de las constantes de fuerza usando (2.89)
no será acertada. Con el �n de obtener una buena estimación de las constantes de fuer-
za es necesario comenzar desde el Hamiltoniano (2.68) sin conservación de poliada. Este
hecho nos provee de una guía para introducir un parámetro adicional de localidad para
comparar las constantes de fuerza de ambos esquemas (2.89) y (2.95). Siguiendo esta idea,
introducimos los parámetros ϵi para estimar el grado de localidad a través de la relación
entre las constantes de fuerza [63, 75]:

ϵ1 =

∣∣∣∣∣1− f
(L)
rr

f
(N)
rr

∣∣∣∣∣ , ϵ2 =

∣∣∣∣∣1− f
(L)
rr′

f
(N)
rr′

∣∣∣∣∣ , (3.6)

en los cuales se espera que haya una coincidencia en las constantes de fuerza cuando se
alcanza el límite local, es decir, que ϵ1 = ϵ2 = 0. Por otro lado, basados en el hecho de que
la separación de las energías fundamentales ωA1 y ωE está asociada con la fuerza a la que
interaccionan sus correspondientes estados, el parámetro ζ ha sido introducido en [63, 75]:

ζ =

∣∣∣∣ 2π arctan

[
ωA1 − ωE

(ωA1 + ωE)/2

]∣∣∣∣ . (3.7)
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Es fácil ver que, conforme la separación entre las energías fundamentales tiende a ser muy
pequeña, se espera que alcance el límite local: ζ → 0. Por el contrario, sí la separación
aumenta se espera más bien un comportamiento de modos normales. Ahora vamos a pro-
ceder con el análisis usando los diferentes parámetros que han sido introducidos como un
criterio para evaluar la transición de modos locales a normales.

3.1. Tensión

En la tabla 3.1 se determinaron las constantes de estructura y fuerza para el conjunto
de moléculas piramidales de la forma XH3 con X=N, P, As, Sb y Bi, mientras que en
la tabla 3.2 todos aquellos parámetros que indican el grado de localidad/normalidad son
dados. Las constantes de fuerza {f (L)

rr , f
(L)
rr′ } y {f (N)

rr , f
(N)
rr′ } fueron obtenidas con (2.89) y

(2.95) respectivamente, usando: las energías fundamentales de la tabla 2.8 sabiendo que
ω = 2πcν̃, y con los elementos de matriz g(0)rr y g(0)rr′ dados en el apéndice A del presente
trabajo. En la tabla 3.2 ambos parámetros γ y γ′ han sido incluidos para con�rmar que
la contribución cúbica γ′ es despreciable. Este último parámetro se espera que sea más
importante conforme nos movemos en dirección hacia los modos normales, un hecho que
notaremos en los valores obtenidos para los grados de libertad de �exión en la tabla 3.4.

Tabla 3.1: Constantes de fuerza calculadas con (2.89) y (2.95) para los osciladores de tensión. Solo los
principales isotopólogos han sido incluidos.

Molécula re (Å) θe f
(L)
rr f

(N)
rr f

(L)
rr′ f

(N)
rr′ xg

14NH3
a 1.0116 106.68 6.4336511 6.4346548 −0.0114616 −0.0109404 0.019268

31PH3
b 1.41175 93.421 3.1088931 3.1088999 0.0006850 0.0006884 0.001869

75AsH3
c 1.51106 92.069 2.6402484 2.6402572 −0.0080717 −0.0080673 0.000479

121SbH3
d 1.70 91.54 2.1108457 2.1108467 −0.0024946 −0.0024941 0.000225

209BiH3
e 1.7783 90.322 1.7771532 1.7771534 −0.0007808 −0.0007807 0.000027

{re, θe} tomadas de: a [26] b [37] c [77] d [82] e [86]

Tabla 3.2: Los parámetros δ−, ζ, γ, γ′ y ϵi para las tensiones son dados ya que van a permitir establecer
el grado de localidad/normalidad. Solo los principales isotoplólogos han sido incluidos. El número entre
paréntesis (x) indica una potencia de la forma 10x.

Molécula δ− ζ γ γ′ ϵ1 ϵ2
14NH3 4.9705 (−5) 0.020201 7.7158 (−5) 2.4268 (−6) 1.5599 (−4) 4.7640 (−2)
31PH3 6.8445 (−7) 0.001575 1.0926 (−6) 2.7003 (−9) 2.1870 (−6) 4.9568 (−3)
75AsH3 1.0422 (−6) 0.003380 1.6593 (−6) 8.7976 (−9) 3.3244 (−6) 5.4453 (−4)
121SbH3 1.4323 (−7) 0.001344 2.2872 (−7) 4.8260 (−10) 4.5776 (−7) 1.9380 (−4)
209BiH3 2.6585 (−8) 0.000445 4.2508 (−8) 2.9732 (−11) 8.5036 (−8) 9.6785 (−5)

De acuerdo con la teoría de modos locales, el comportamiento local se mani�esta en las
moléculas cuando existe una gran diferencia de masas entre los átomos involucrados en un
conjunto de osciladores equivalentes. Un prototipo de molécula con un comportamiento
local corresponde a los sistemas con enlaces del tipo XHn como H2O, CH4, SiH4, GeH4 y
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SnH4, donde el comportamiento de modos locales se presenta para los grados de libertad de
tensión. Esto quiere decir que las tensiones son descritas en términos de osciladores locales
interactuantes (usualmente modelado con potenciales de Morse), mientras que las �exiones
son tratadas en términos de modos normales. Con base en este criterio esperamos que la
serie de moléculas piramidales XH3 en la que estamos interesados presenten un comporta-
miento de modos locales a normales siguiendo el siguiente orden: BiH3 → SbH3 → AsH3

→ PH3 → NH3. De hecho esta tendencia se satiface considerando solamente las constantes
de estructura a través del parámetro xg. En la �gura 3.1 los valores de los parámetros xg
son mostrados siguiendo la secuencia de modos normales a locales. A pesar de que esta
tendencia corresponde con lo que se esperaba, el uso de las constantes de estructura no es
su�ciente para medir el grado de localidad.
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Figura 3.1: Distribución del parámetro de estructura xg = g
(0)
rr′/g

(0)
rr para las tensiones en moléculas

piramidales. El comportamiento es el esperado en correspondencia con el aumento del grado de localidad
cuando g

(0)
rr′ → 0 conforme el átomo central crece.

En realidad a las moléculas con un comportamiento local se les había asignado un cierto
grado de localidad/normalidad a través del parámetro ξ de la ecuación (1.106), en el cual
aparece tanto la anarmonicidad κ como la fuerza de la interacción entre osciladores λ.
Esto signi�ca que la dinámica, a través del cálculo de las constantes de fuerza, es necesaria
para evaluar el grado de localidad. De hecho, debido a que la fuerza de interacción λ juega
un papel fundamental en el establecimiento del grado de localidad al causar la separación
de los niveles de energía, fue por lo que fue propuesto el parámetro ζ en [75]. Además, sí
tomamos en cuenta que el parámetro γ depende tanto de las constantes de fuerza y estruc-
tura, se espera que haya una correlación entre ambos parámetros. Este hecho es mostrado
en la �gura 3.2. Notamos que la arsina y fos�na se encuentran en un orden opuesto al que
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se esperaba de acuerdo con la �gura 3.1. Esto puede ser explicado mediante la enorme
separación entre las energías fundamentales de tensión, como se puede apreciar en la tabla
2.8, lo cual puede deberse a motivos químicos que discutiremos más adelante.
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Figura 3.2: Grá�ca de ζ de�nido en (3.7) contra γ de�nido en (3.4).
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Figura 3.3: Grá�ca de δ− de�nido en (3.1) contra γ de�nido en (3.4).
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La tabla 3.2 resulta ser equivalente a la tabla 1 en [75] para moléculas triatómicas. Por
lo tanto, en la grá�ca ζ vs. γ el comportamiento local extremo es identi�cado sobre la
zona localizada en la parte inferior izquierda. A pesar de que la tendencia local/normal
se mani�esta claramente, lo que buscamos ahora es que haya una correlación. Para este
�n exploraremos la conexión entre los parámetros δ− y γ, donde ambos involucran a las
constantes de fuerza. Haciendo uso de las constantes de fuerza normales {f (N)

rr , f
(N)
rr′ } en

dichos parámetros, la grá�ca de la �gura 3.3 es obtenida. Resulta que δ− vs. γ provee de
una robusta correlación lineal. Esto signi�ca que la aproximación (2.98) y el límite (2.104)
están fuertemente correlacionados. A pesar de ello, es una sopresa que la correlación sea
casi perfecta. Debemos resaltar que este resultado está basado en un análisis de modos
normales, es decir, que esto puede extrapolarse a moléculas con un comportamiento normal
similar como, por ejemplo, al CO2. Este análisis no requiere tomar en cuenta los efectos
anarmónicos para establecer un comportamiento de modos local/normal. Esto no quiere
decir que los criterios usuales introducidos hace 30 años atrás dejen de ser válidos. Hay
que enfatizar que este análisis es útil para ser aplicado a cualquier sistema molecular, no
necesariamente en el límite de un comportamiento de modos locales como se discutirá en
una futura publicación [74].
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Figura 3.4: Grá�ca de ϵ1 de�nido en (3.6) contra γ de�nido en (3.4).

Ahora vamos a analizar otro aspecto de la transición local a normal: la estimación de
las constantes de fuerza. Como ya se ha mencionado, las expresiones (2.89) solamente son
válidas en el límite local. En contraste, cuando se mani�esta un comportamiento de modos
normales las relaciones (2.95) son las que se satisfacen. Hemos probado además que ambas
expresiones coinciden en el límite local exacto (2.104) pero no necesariamente cerca del
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límite local. Por ello se han introducido los parámetros ϵ1 y ϵ2 para medir el grado de
localidad/normaldiad a través de las diferencias entre las constantes de fuerza [76]. De
la tabla 3.2 se obtiene la correlación ϵ1 vs. γ presentada en la �gura 3.4. De nuevo se
presenta una correlación lineal casi perfecta que sigue la misma tendencia de la �gura 3.3.
Este resultado esta lejos de ser el esperado debido a la independencia de los parámetros.
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Figura 3.5: Grá�ca de ϵ2 de�nido en (3.6) contra el parámetro de estructura xg.

Seguidamente, consideremos la relación entre las constantes de fuerza f
(L)
rr′ y f

(N)
rr′ con

el parámetro ϵ2. En este caso es más conveniente considerar al parámetro xg en vez de γ.
En la �gura 3.5 la grá�ca ϵ2 vs. xg es presentada. Aquí la correlación lineal no es obtenida
pero la tendencia de modos locales a normales sigue estando presente. A pesar de ello, es
sorprendente ver que la correlación esperada en la �gura 3.1 de las constantes de estructura
se haya recuperado. Concluimos entonces que el comportamiento de modos local/normal
presenta diferentes facetas no trivialmente conectadas, las cuales son valiosas de estudiar
para diferentes sistemas moleculares.

3.2. Flexión

Vamos a proceder con el estudio del comportamiento local/normal para los grados de
libertad de �exión. Tradicionalmente las �exiones son descritas en términos de los modos
normales, por lo que de alguna manera esto se sale del contexto presentado en este trabajo.
Sin embargo, hemos señalado que este análisis también abarca a sistemas moleculares con
un claro comportamiento de modos normales, así que de hecho su estudio resulta ser conve-
niente. Debido al isomor�smo (2.72) que existe entre las coordenadas internas para ambos
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modos de tensión y �exión, todas las expresiones previamente obtenidas para las tensiones
tiene su versión dentro del esquema de �exiones. Simplemente para este caso hay que llevar
a cabo las siguientes identi�caciones: {frr, frr′} → {fθθ, fθθ′} y {g(0)rr , g

(0)
rr′} → {g(0)θθ , g

(0)
θθ′}.

En la tabla 3.3 las constantes de fuerza, calculadas también con las ecuaciones (2.89)
y (2.95), son mostradas, mientras que en la tabla 3.4 los parámetros que establecen los
criterios de localidad/normalidad son dados. Como hemos mencionado, aquí el valor del
parámetro γ′ es más signi�cativo que para las tensiones.

Tabla 3.3: Constantes de fuerza calculadas de (2.89) y (2.95) para los osciladores de �exión. Solo los
principales isotopólogos han sido incluidos.

Molécula re (Å) θe f
(L)
θθ f

(N)
θθ f

(L)
θθ′ f

(N)
θθ′ xg

14NH3 1.0116 106.68 0.541192 0.541339 −0.084221 −0.084122 0.17597
31PH3 1.412 93.4 0.662876 0.663599 −0.041263 −0.040890 0.01591
75AsH3 1.51106 92.069 0.627071 0.627565 −0.032325 −0.032072 0.01211
121SbH3 1.7 91.56 0.561899 0.561987 −0.015480 −0.015435 0.00987
209BiH3 1.7783 90.322 0.515953 0.516068 −0.011140 −0.011082 0.00043

Tabla 3.4: Los parámetros δ−, ζ, γ, γ′ y ϵi para las �exiones son dados ya que van a permitir establecer
el grado de localidad/normalidad. Solo los principales isotoplólogos han sido incluidos. El número entre
paréntesis (x) indica una potencia de la forma 10x.

Molécula δ− ζ γ γ′ ϵ1 ϵ2
14NH3 1.2813 (−4) 0.3164 1.0579 (−4) 5.2584 (−5) 2.7150 (−4) 1.1810 (−3)
31PH3 3.6797 (−4) 0.0758 5.2227 (−4) 6.0738 (−5) 1.0903 (−3) 9.1287 (−3)
75AsH3 2.6153 (−4) 0.0616 3.8013 (−4) 3.6046 (−5) 7.8680 (−4) 7.8843 (−3)
121SbH3 5.1115 (−5) 0.0360 7.7431 (−5) 4.3359 (−6) 1.5792 (−4) 2.9317 (−3)
209BiH3 7.1450 (−5) 0.0211 1.1075 (−4) 3.6381 (−6) 2.2402 (−4) 5.2205 (−3)

Al igual que en el análisis previo comenzamos por presentar en la �gura 3.6 el patrón
que sigue la serie de moléculas piramidales de acuerdo con el parámetro de estructura xg.
Observamos que la tendencia esperada se vuelve a reproducir, aunque existe una diferencia
en la forma en la que ésta se mani�esta. Vemos que no se puede identi�car claramente un
límite local ya que, para una masa central grande mX , los términos que involucran una
dependencia del ángulo en (A.9) no se desvanecen. Este hecho toma la forma del límite

ĺım
mX→∞

g
(0)
θθ′ =

cos θe − cos2 θe
mH sin2 θe

, (3.8)

un resultado que no nos permite anticipar la misma tendencia obtenida como en el caso
de las tensiones.

Vamos a proceder con la correlación entre los parámetros ζ y γ, la cual se muestra en
la �gura 3.7. Vemos una gran separación asociada con la molécula NH3, pero también una
falta de correlación por parte del parámetro γ en la parte inferior izquierda en la serie de
moléculas NH3, SbH3 y BiH3. Sin embargo, vemos la misma secuencia en γ para AsH3 y
PH3 de acuerdo con los factores de estructura mostrados en la �gura 3.6.

60



0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

14NH3 31PH3 75AsH3 121SbH3 209BiH3

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

14NH3 31PH3 75AsH3 121SbH3 209BiH3

14NH3
121SbH3

75AsH3
31PH3

209BiH3

14NH3
121SbH3

75AsH3
31PH3

209BiH3

Figura 3.6: Distribución de las moléculas piramidales conforme al parámetro de estructura xg = g
(0)
θθ′/g

(0)
θθ

para los modos de �exión. Aquí el comportamiento vuelve a ser el esperado, pero no del todo ya que el
aumento del grado de localidad ahora tiende al límite (3.8) conforme el átomo central crece.
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Ahora vamos a considerar la correlación δ− vs. γ presentada en la �gura 3.8. Siendo
el NH3 la excepción, se logra identi�car claramente una tendencia lineal. Notamos que que
la secuencia en las moléculas BiH3, SbH3 así como en AsH3, PH3 han sido invertidas con
respecto a la �gura 3.3 para las tensiones. Esta situación anómala nos dice que al tomar
en cuenta los modos de �exión, el amoniaco presenta un peculiar comportamiento, el cual
de hecho tiene que ver con la presencia de la inversión asociada con el modo simétrico de
�exión ν2. Este hecho puede ser la razón por la cual se obtiene un resultado similar en la
�gura 3.7.
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Figura 3.8: Grá�ca de δ− de�nido en (3.1) contra γ de�nido en (3.4) para los modos de �exión.

Seguimos con el análisis de las constantes de fuerza. En la �gura 3.9 la grá�ca ϵ1 vs. γ
es mostrada. Nuevamente se mani�esta la tendencia lineal con la misma anomalía para el
amoniaco, donde su ϵ1 es inesperadamente pequeño a pesar de que esta molécula presenta
el comportamiento de modo normal más fuerte. Esto parece volver a indicar la presencia
de la inversión en el modo fundamental de �exión.

Finalmente �jemos nuestra atención en la correlación que involucra al parámetro ϵ2. En
la �gura 3.10 la grá�ca ϵ2 vs. γ es presentada. Aquí volvemos a tener la misma tendencia
obtenida en la �gura 3.9. En este caso la correlación no es lineal, pero el orden previo
también es obtenido. Otra vez, en el caso del amoniaco tenemos que se sale de la tendencia
al no poseer el grado extremo de normalidad esperado. En conclusión, del análisis para
los modos de �exión podemos identi�car claramente un comportamiento anómalo para el
NH3, al cual se le atribuye debido a la existencia de la inversión en el modo ν2. Estos son
resultados muy interesantes que sugieren identi�car por medio de este enfoque grados de
libertad no rígidos para otros sistemas.
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Del análisis para los modos de tensión hicimos notar la enorme separación de las energías
fundamentales en la arsina, un hecho que revierte la secuencia esperada desde el punto de
vista químico. Mientras que el nitrógeno y fósforo son no metales con con�guraciones

N : [He]2s22p3, (3.9)

P : [Ne]3s23p3, (3.10)

el arsénico y antimonio son metaloides caracterizados por la aparición de los orbitales d

As : [Ar]4s23d104p3, (3.11)

Sb : [Kr]5s24d105p3. (3.12)

Por último, el bismuto es un metal con con�guración

Bi : [Xe]6s24f 145d106p3, (3.13)

donde los orbitales f aparecen, dotándolo de diferentes propiedades. Resulta entonces que
podemos identi�car dos tipos de cambios en el comportamiento esperado de modos locales
a normales. Para las tensiones tenemos un orden invertido entre P y As, mientras que en
las �exiones el orden invertido es sobre Sb y Bi. Se conjetura que este comportamiento es
una manifestación del cambio cualitativo en la con�guración química del átomo central en
la serie de hidruros de los pnictógenos.
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Capítulo 4

Descripción general de vibraciones

Hasta ahora se ha presentado una descripción local de vibraciones para moléculas
piramidales, tomando en cuenta los Hamiltonianos vibracionales a orden cuadrático en
ambas coordenadas locales y normales, haciendo que conserven la poliada dentro de su
esquema. Tomando ventaja de la realización algebraica de las coordenadas y momentos en
términos de los operadores de creación y aniquilación se logró conectar los Hamiltonianos
de ambos esquemas, local y normal, al imponer ciertas aproximaciones que conserven
ambas poliadas PL y PN . De estas aproximaciones se establecieron una serie de parámetros
que permitieron estudiar el comportamiento de la transición de modos locales a normales
para los grados de libertad de tensión y �exión. En general, estos parámetros son función
de las constantes de estructura y/o fuerza, y estas últimas, a su vez, dependen de las
energías asociadas a los estados fundamentales. En este último capítulo vamos a dar el
salto a una descripción más completa al considerar los estados vibracionales excitados
para las mismas moléculas piramidales, concretamente sobre las moléculas PH3, AsH3 y
SbH3. Antes de llevar a cabo esta nueva descripción primero requerimos presentar los
ingredientes necesarios sobre los cuales está sustentado, es decir, que necesitamos hablar
del modelo de osciladores de Morse interactuantes [87, 88]. En el capítulo 1 se mencionó
brevemente que al considerar osciladores armónicos locales es posible establecer el mapeo
isomorfo entre las coordenadas internas y las variables de Morse bajo una representación
algebraica para poder considerar la anarmonización.

4.1. Representación algerbraica del Hamiltoniano en la

variable de Morse

Partimos pues del Hamiltoniano para el oscilador de Morse unidimensional

ĤM =
p̂2

2µ
+Dŷ2, (4.1)

donde µ es la masa reducida, D es la profundidad del pozo de potencial y la varibale de
Morse está de�nida como

y(q) = 1− e−βq, (4.2)
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donde q es la coordenada de desplazamiento interna y β �ja el ancho del potencial. Al tomar
la aproximación en coordenadas internas, donde suponemos que el operador es p̂ = ℏ

i
∂
∂q
,

entonces la ecuación de Schrödinger para el potencial de Morse es[
− ℏ2

2µ

∂2

∂q2
+D

(
1− e−βq

)2]
Ψ = EMΨ. (4.3)

siendo sus eigenfunciones
Ψj

v(z) = N j
v e

− z
2 zsL2s

v (z), (4.4)

donde z = (2j + 1)e−βq es una variable adimensional que está asociada con la coordenada
de desplazamiento, L2s

v (z) son los polinomios asociados de Laguerre y N j
v es la constante

de normalización. Las etiquetas j y v corresponden al número de cuantos máximo (que
corta el espacio) y en turno respectivamente. Estos de�nen el estado del oscilador y están
relacionados de la siguiente manera

κ = 2j + 1 =

√
8µD

ℏ2β2
, s = j − v =

√
−2µE

β2ℏ2
. (4.5)

Es interesante notar que v no puede tomar el valor de j ya que implicaría un valor de la
energía igual a cero, entonces solamente puede tomar valores enteros v = 0, 1, · · · , j − 1.
Además, vemos que j �ja un valor κ que está íntimamente relacionado con la profundidad
del pozo. Se le conoce como el parámetro de anarmonicidad y se vuelve relevante conforme
su valor sea menor, es decir, que la profundidad el pozo del potencial es pequeña. Con el
propósito de efectuar un desarrollo adecuado del Hamiltoniano en términos de las funciones
de Morse, nuevamente es imprescindible considerar la conservación de la poliada normal
(2.65) como consecuencia de haber identi�cado las interacciones de resonancia. Es así que
la forma general del Hamiltoniano en el espacio de con�guración toma la forma funcional

Ĥ[4](p,y) = Ĥs + Ĥb + Ĥsb, (4.6)

donde Ĥs contiene a los términos de tensión, Ĥb involucra a las contribuciones de �exión
y Ĥsb toma en cuenta aquellos términos de interacción tensión-�exión. Este Hamiltoniano
es presentado en el apéndice A de [78] desarrollándose en términos de las coordenadas de
Morse hasta orden cuártico. Debido a que puede resultar engorrosa la selección de aquellas
contribuciones que conservan la poliada dentro del espacio de con�guración, es conveniente
trasladar el Hamiltoniano a una representación algebraica. En este sentido, se propone el
desarrollo de las coordenadas y momentos de Morse en términos de los operadores escalera
b̂†(b̂). La realización algebraica hasta orden cuadrático de estas variables toman la forma

p̂ =
i

2

√
2ℏωµ

[
fv b̂

† − b̂fv +
1√
κ
(gv b̂

†b̂† − b̂b̂gv) +O(1/κ)

]
, (4.7a)

ŷ

β
=

√
ℏ

2ωµ

[
fv b̂

† + b̂fv +
1√
κ
(fd

v + gv b̂
†b̂† + b̂b̂gv) +Q(1/κ)

]
. (4.7b)

donde {fv, gv, fd
v } son funciones del número de cuantos v [89]. Los operadores {b̂†, b̂, v̂}

constituyen un álgebra dinámica para el potencial de Morse. Para un número de cuantos
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v muy grande o cuando κ es pequeña, los términos de orden 1/
√
κ deben ser incluidos.

Sin embargo, si nos acotamos en la zona inferior del espectro resulta razonable despreciar
aquellos términos de orden 1/

√
κ [51] tomando los límites

ĺım
κ→∞

fv = 1, ĺım
κ→∞

gv = −1, (4.8)

lo que nos permite proponer como aproximación un desarrollo de las funciones de Morse
simple de la forma

p̂ ≃ i

2

√
2ℏωµ(b̂† − b̂),

ŷ

β
≃

√
ℏ

2ωµ
(b̂† + b̂). (4.9)

Las eigenfunciones (4.4) bajo esta representación se pueden expresar de forma abstracta

Ψj
v(z) = ⟨z|j, v⟩ (4.10)

y los operadores escalera de Morse para el i-ésimo oscilador con un número cuántico
vibracional vi = 0, 1, · · · , ji − 1 tienen los siguientes elementos de matriz

b̂†i |ji, vi⟩ =

√
(vi + 1)

(
1− vi + 1

κi

)
|ji, vi + 1⟩, (4.11a)

b̂i|ji, vi⟩ =

√
vi

(
1− vi

κi

)
|ji, vi − 1⟩, (4.11b)

v̂i|ji, vi⟩ = vi|ji, vi⟩. (4.11c)

Además, estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutación propias del
álgebra su(2):

[b̂i, b̂
†
j] =

(
1− 2v̂i + 1

κi

)
δij, [v̂i, b̂

†
j] = b̂†iδij, [v̂i, b̂j] = −b̂iδij. (4.12)

Entonces el Hamiltoniano de Morse en su realización algebraica toma la forma

ĤM
i =

1

2
ℏωi

(
b̂†i b̂i + b̂ib̂

†
i +

1

2κi

)
, (4.13)

donde sus eigenvalores son

EM
i = ℏωi

[
(vi + 1/2)− 1

κi
(vi + 1/2)2

]
, (4.14)

con

ωi =

√
2Diβ

2
i

µi

, κi =

√
8µiDi

ℏ2β2
i

. (4.15)

El límite armónico es obtenido cuando κ→ ∞ de manera que recuperamos las expresiones
del caso del oscilador armónico, es decir,

ĺım
κi→∞

b̂†i = â†i , ĺım
κi→∞

b̂i = âi, (4.16)
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donde los operadores â†(â) corresponden precisamente con los operadores bosónicos del
oscilador armónico. Esto se traduce en una simpli�cación de la descripción vibracional
al despreciar las contribuciones anarmónicas y como consecuencia los operadores escalera
de Morse pueden ser tratados como bosones, siendo una aproximación razonable [90].
Sin embargo, estamos interesados en incluir la parte anarmónica con el �n de mejorar
la descripción vibracional [91]. En este sentido, al insertar (4.9) en (4.6) llegamos a la
representación algebraica del Hamiltoniano de Morse

Ĥ[4]({b̂†i , b̂i}) = Ĥs + Ĥb + Ĥsb, (4.17)

donde para la contribución puramente de tensión tenemos

Ĥs = ω̃s

3∑
i=1

ĤM
i + λs

3∑
i>j=1

b̂†i b̂j + αs
1În2

1
+ αs

2Î11/22

+ αs
3(2Î11/33 + 8În1n2) + αs

4(Î11/23 + 2În13/2), (4.18)

mientras que para los términos de �exión es

Ĥb = ω̃b

6∑
i=4

ĤM
i + λs

6∑
i>j=4

b̂†i b̂j + αb
1În2

4
+ αb

2Î66/44 + αb
3(2Î66/44 + 8În4n5)

+ αb
4(Î66/45 + 2În65/4) + γb1Î66/44 + γb2Î66/45 + γb3(Î66/45 − 2În65/4), (4.19)

y para las contribuciones de interacción tensión-�exión

Ĥsb = ζ1f̂1/66 + ζ2f̂1/44 + ζ3f̂1/46 + ζ4f̂1/56 + η1Ôn1n6 + η2Ôn16/5

+ η3(Ô16/35 + Ô16/25) + η4(Ô16/34 + Ô14/36) + η5Ôn61/2 + η6Ôn1n4

+ η7Ôn16/4 + η8Ôn61/3 + γsb1 Ô16/35 + γsb2 Ô16/25 + γsb3 Ô16/34 + γsb4 Ô14/36. (4.20)

Aquí hemos usado la siguiente notación para los operadores:

P̂i/jk = Ŝ(b̂†i b̂j b̂k), (4.21a)

P̂ninj
= Ŝ(n̂in̂j), (4.21b)

P̂nij/k = Ŝ(n̂ib̂
†
j b̂k), (4.21c)

P̂ij/kl = Ŝ(b̂†i b̂
†
j b̂kb̂l), (4.21d)

siendo n̂i = b̂†i b̂i el número de cuantos. Los operadores P̂ = f̂ , Î , Ô simetrizan los términos
de interacción a través del operador de simetrización Ŝ. Tomemos un ejemplo concreto
para apreciar su efecto con la siguiente interacción de Fermi:

f̂1/46 = Ŝ(b̂†1b̂4b̂6)

=
6∑

R∈C3v

ÔR(b̂
†
1b̂4b̂6)

= b̂†1b̂4b̂6 + b̂†2b̂5b̂4 + b̂†3b̂6b̂5 + b̂†1b̂4b̂5 + b̂†2b̂5b̂6 + b̂†3b̂6b̂4.
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A veces la aplicación del operador de simetrización nos conduce a la repetición de ciertas
interacciones, por lo que se deben omitir los términos redundantes, como es el caso del
operador Ôn1n4 = n̂1n̂4 + n̂2n̂5 + n̂3n̂6. Por último, los parámetros espectroscópicos son
dados en términos de las constantes de fuerza y de estructura. Esta simple realización de las
interacciones es una consecuencia de haber despreciado las contribuciones anarmónicas en
los conmutadores (4.12). Hasta ahora podemos expresar un Hamiltoniano para moléculas
piramidales en términos de osciladores de Morse interactuantes bajo una representación
algebraica, conservando la poliada local, pero debemos cuestionarnos sobre que base va
a actuar. Esto es esencial si pretendemos llevar a cabo la descripción de excitaciones
vibracionales.

4.2. Construcción de la base local/normal adaptada por

simetría

Un estudio más detallado al respecto se aborda en [68], pero de manera general la
aproximación consiste en identi�car subespacios invariantes sobre los osciladores locales
asociados con cada coordenada interna, proyectarlos y luego diagonalizar los operadores
de número para introducir las etiquetas normales. Consideremos un espacio η-dimensional
conformado por todas las coordenadas internas q que permiten describir las vibraciones de
una molécula. Sobre cada tipo de coordenada interna actúan las operaciones de simetría
del grupo G propio de la molécula y no existe operación de simetría alguna que transforme
un tipo de coordenada en otra. Es por esto que podemos de�nir subespacios invariantes
por cada coordenada interna de la forma

Lη =
∑
q

⊕Lq
ηq , (4.22)

donde la cantidad de coordenadas independientes ηq de�ne la dimensión de cada subespacio
invariante. En las moléculas piramidales identi�camos dos subespacios invariantes en (2.43)
de�nidos por las coordenadas internas de tensión y �exión, cada uno de dimensión 3.
Cada coordenada qi ∈ Lq

ηq describe el movimiento de un oscilador. Si consideramos que es
armónico, entonces podemos tomar ventaja de la representación algebraica para que los
eigenestados de dicho oscilador puedan verse como |ni⟩, siendo ni el número de cuantos
del i-ésimo oscilador. Bajo la representación del número de ocupación, el estado general
para una coordenada interna q dada toma la forma

|n1 · · ·nηq⟩ = |n1⟩ ⊗ · · · ⊗ |nηq⟩, (4.23)

el cual se caracteriza por el número total de cuantos

nq =

ηq∑
i=1

ni. (4.24)

Esto quiere decir que existen subespacios invariantes dentro de Lq
ηq que se van a caracterizar

por el número de cuantos total nq. Lo anterior puede expresarse mediante la siguiente suma
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directa
Lq

ηq =
∑
nq

⊕Lq
ηq(nq). (4.25)

Incluso dentro del subespacio Lq
ηq(nq) existen algunos estados que se relacionan entre sí a

través de la acción de un operador de permutación ℘ij de la forma

℘ij |n1 · · ·ni · · ·nj · · ·nηq⟩ = |n1 · · ·nj · · ·ni · · ·nηq⟩, (4.26)

lo que de�ne patrones de partición p. Nuevamente, la implicación de esto es la identi�cación
de nuevos subespacios invariantes etiquetados por una partición bien de�nida, llevando a
cabo la reducción del espacio

Lq
ηq(nq) =

∑
p

⊕Lq
ηq(nq, p). (4.27)

Para ilustrar este hecho vamos a tomar como ejemplo a los osciladores de �exión del PH3,
cuyos estados vibracionales locales son |n4n5n6⟩. Si nθ = 2 entonces existen las siguientes
particiones: [2] y [1,1], siendo aquellos subespacios

Lθ
3(2, [2]) = {|200⟩, |020⟩, |002⟩}, (4.28a)

Lθ
3(2, [1, 1]) = {|110⟩, |101⟩, |011⟩}, (4.28b)

por lo que el espacio se caracteriza por su suma directa

Lθ
6(2) = Lθ

3(2, [2])⊕ Lθ
3(2, [1, 1]). (4.29)

Naturalmente, hace falta incluir el concepto de la poliada para que exista una concordancia
con el Hamiltoniano (4.17) que sí la toma en cuenta. En ese caso recordemos que la poliada
es un pseudonúmero cuántico que engloba todos aquellos eigenestados conectados entre sí
mediante interacciones de resonancia, las cuales son presumiblemente las más relevantes.
La poliada puede expresarse en términos del número de cuantos normales νi o locales ni.
Al considerar que los osciladores son equivalentes en el esquema local, la poliada va a
depender de nq en la q-ésima coordenada interna como

PL =
∑
q

cqnq, (4.30)

donde cq es un coe�ciente entero que se de�ne conforme a las interacciones de resonancia
propias de la molécula. Sabemos, por ejemplo, que para las moléculas piramidales la poliada
PL, de�nida en (2.66), considera las resonancias de Fermi y Darling-Dennison. Al �nal
podemos construir un nuevo conjunto de subespacios invariantes σ-dimensional mediante
el siguiente producto directo

L{q}
σ ({nq}, {p}, PL) =

∏
q

⊗Lq
ηq(nq, p), (4.31)

donde los subespacios son ortogonales entre sí para diferentes poliadas, número de cuantos
total y particiones

L{q}
σ ({nq}, {p}, PL) ⊥ L{q}

σ ({n′
q}, {p′}, P ′

L). (4.32)
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Pensemos por ejemplo en construir este nuevo subespacio invariante (4.31) para el PH3

con PL = 2. Esta poliada se puede construir tomando el número de cuantos máximos de
cada coordenada interna de dos formas distintas:

{nr, nθ} = {1, 0}, {0, 2}. (4.33)

Los subespacios generados en el primer caso son:

Lr
3(1, [1]) = {|100⟩, |010⟩, |001⟩}, (4.34)

Lθ
1(0, [0]) = {|000⟩}, (4.35)

donde en cada caso solamente existe una única partición. El correspondiente producto
directo permite obtener el siguiente subespacio

L{r,θ}
3 ({1, 0}, {[1], [0]}, 2) = Lr

3(1, [1])⊗ Lθ
1(0, [0]),

= {|100000⟩, |010000⟩, |001000⟩}. (4.36)

En el segundo caso tenemos para las tensiones

Lr
1(0, [0]) = {|000⟩}, (4.37)

y para las �exiones los correspondientes subespacios están dados en (4.28). Con estas tres
ecuaciones podemos construir dos nuevos subespacios:

L{r,θ}
3 ({0, 2}, {[0], [2]}, 2) = Lr

1(0, [0])⊗ Lθ
3(2, [2]),

= {|000200⟩, |000020⟩, |000002⟩}; (4.38)

L{r,θ}
3 ({0, 2}, {[0], [1, 1]}, 2) = Lr

1(0, [0])⊗ Lθ
3(2, [1, 1]),

= {|000110⟩, |000101⟩, |000011⟩}, (4.39)

La generación de estos subespacios invariantes nos provee de un espacio mínimo para
llevar a cabo la proyección mediante el método de funciones propias, del cual hicimos uso
para encontrar las coordenadas adaptadas por simetría dadas en (2.71). Como se hizo
notar en su momento, la diagonalización de la matriz de representación de un CCOC-II
es su�ciente para etiquetar de forma biunívoca a todas las funciones de la forma (2.13)
porque la etiqueta asociada a la repetición de las representaciones ya era provista desde el
principio por el Hamiltoniano. Sabiendo la forma del operador ĈII y que es independiente
del espacio, entonces se puede llevar a cabo la diagonalización de los elementos de matriz

||⟨i|ĈII |j⟩||; |i⟩ ∈ L{q}
σ ({nq}, {p}, PL), (4.40)

donde i = 1, · · · , σ. Lo anterior arroja como resultado un conjunto de eigenfunciones
conocido como la base local adaptada por simetría

|Γγ, {nq}, {p}, PL⟩ =
σ∑

i=1

CΓγ
i |i⟩. (4.41)
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Esta nueva base porta las etiquetas Γγ correspondientes a representaciones irreducibles
que provienen de una cadena canónica de grupos. Particularmente el CCOC-II para las
moléculas piramidales se construyó basándose en la cadena C3v ⊃ Ca

s .

Al situarnos en la región baja del espectro, donde la aproximación armónica es válida,
resulta ser que las etiquetas normales usualmente cumplen con ser buenos números cuán-
ticos. Si bien no podemos dar con la base normal propiamente, lo que se puede hacer es
construir una base que sea isomorfa a la base normal que dependa de la base local. Por
ello, se propone la diagonalización de los operadores de número normal ν̂q,Γ sobre la base
local adaptada por simetría. Haciendo la identi�cación {ν̂1, ν̂2} → ν̂q,A1 y {ν̂3, ν̂4} → ν̂q,E,
los operadores de número normales están dados en términos de los operadores normales
de creación y aniquilación

ν̂A1 = Â†
A1
ÂA1 , ν̂E =

∑
γ=A′,A′′

Â†
E,γÂE,γ, (4.42)

siendo expresiones que suponen una conservación de la poliada PL = PN , por lo tanto la
transformación de Bogoliubov (2.98) se está tomando en cuenta. La aplicación del operador
ν̂q,Γ sobre (4.41) nos permite obtener las matrices

⟨Γγ, {nq}, {p}, PL|ν̂q′,Γ′|Γγ, {nq}, {p}, PL⟩ (4.43)

y su diagonalización nos conduce �nalmente a la base normal

|{νq,Γ}⟩ =
σ∑

i=1

C
{νq}
Γγ,i |i⟩. (4.44)

No obstante, al haber operadores de número asociados a representaciones bidimensionales
hacen falta etiquetas para poder distinguir sus componentes. Adicionalmente se tendría que
diagonalizar los operadores ℓ̂23 y ℓ̂

2
4. Al �nal los estados normales se deben caracterizar como

|ν1ν2νℓ33 νℓ44 ⟩. A pesar de que este tratamiento considere una base armónica, es igualmente
válido si la base local proviene de funciones anarmónicas como la de Morse o Pöschl-Teller.

4.3. Aplicación a sistemas moleculares

En general, para moléculas pequeñas se dispone de sus super�cies de energía potencial
(SEP) calculadas a partir de cálculos ab initio y, particularmente, estas existen para la
serie de moléculas piramidales. Sin embargo, hasta el mejor de los cálculos no consigue
emular un espectro vibracional de calidad espectroscópica debido a la alta precisión de
las mediciones espectroscópicas. En [36] se propuso el ajuste de un conjunto de paráme-
tros espectroscópicos para re�nar la descripción espectroscópica. Mediante esta ruta es
posible resolver el problema de la falta de energías experimentales. Desafortunadamente,
esta aproximación ya no puede ser usada cuando el tamaño de la molécula incrementa.
Por lo tanto, una aproximación alternativa menos costosa en términos computacionales es
necesaria. En este contexto es que se presenta el estudio sobre la serie de las moléculas
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piramidales. La aproximación propuesta consiste en un modelo de osciladores armónicos
bajo la representación algebraica, pero con la ventaja de incluir la anarmonicidad, la cual
proviene del modelo de osciladores en términos del potencial de Morse. Hay que aclarar que
esta aproximación no pretender competir directamente contra los métodos variacionales o
contra los trabajos llevados a cabo por P. Jensen, más bien esto representa una alternativa
adecuada para tratar con sistemas más complejos. A continuación vamos a mostrar que al
seguir el hilo de esta aproximación algebraica se obtiene una descripción razonable debido
a la identi�cación apropiada de las interacciones físicas involucradas.

El Hamiltoniano algebraico (4.17) involucra Nx = 31 parámetros, donde algunos de ellos
están asociados con la combinación lineal de operadores. En las moléculas piramidales es
de nuestro interés saber el número de energías experimentales disponibles Nexp ya que hay
ocasiones resulta ser un número limitado, lo que impide realizar una descripción adecuada
de las mismas. Por lo tanto, tenemos que establecer un criterio físico para seleccionar el
subconjunto de interacciones que logren una descripción de calidad espectroscópica con
Nx < Nexp. Aunque la realización algebraica está dada en términos de las interacciones
del esquema local, hemos mostrado en el capítulo anterior que las moléculas piramidales
presentan un grado de localidad/normalidad distinto. Además, la poliada se estableció en
la base de las resonancias pertenecientes a la región baja del espectro (fundamentales y
primeros sobretonos), las cuales indican que el lenguaje natural para la descripción de
las interacciones es dentro del esquema normal. En este sentido, se propone rescatar del
Hamiltoniano (4.17) aquellos términos de interacción expresados en ambos esquemas local
y normal, un hecho que ayuda a identi�car las principales interacciones físicas. Con esto
en mente, la representación de las interacciones puede ser diferente para cada molécula.

Considerando la tabla 2.8 se espera que ambas interacciones de resonancia, Fermi y Darling-
Dennison, sean signi�cativas. Por un lado, tenemos la interacción de resonancia de Fermi, la
cual se puede representar bajo el esquema de modos locales. Por otro lado, la interacción
de Darling-Dennison puede ser considerada explícitamente dentro del esquema normal,
pero también implícitamente como una interacción local. Además, el momento angular
vibracional es expresado naturalmente en términos del esquema de modos normales. Es
así que podemos retomar el Hamiltoniano (4.17) que conserva la poliada y separalo en dos
contribuciones que re�ejan el caracter de las interacciones de la forma:

Ĥfit = Ĥ(N) + Ĥ(L) . (4.45)

La primera contribución esta dada en el esquema normal por

Ĥ(N) = ω1Â†
1Â1 + ω2Â†

2Â2 + ω3

2∑
i=1

Â†
3,iÂ3,i + ω4

2∑
i=1

Â†
4,iÂ4,i

+ g33ℓ̂
2
3 + g44ℓ̂

2
4 + g34ℓ̂3 · ℓ̂4 + x144ν̂1ν̂

2
4 + x324ν̂3{ν̂2, ν̂4}+ dND̂11/33, (4.46)

donde los correspondientes operadores de número están de�nidos de acuerdo con (2.98),
estableciendo el mapeo isomorfo ĉ†i (ĉi) → b̂†i (b̂i). Hay que aclarar que se está siguiendo la
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numeración según la convención de Herzberg. Además, tenemos las siguientes de�niciones
de los operadores normales:

ℓ̂3 =
√
2
[
Â†

3 × Â3

]A2

, (4.47a)

ℓ̂4 =
√
2
[
Â†

4 × Â4

]A2

, (4.47b)

{ν̂i, ν̂j} =
1

2
(ν̂iν̂j + ν̂j ν̂i), (4.47c)

D̂11/33 = Â†
1Â

†
1Â3Â3 + Â1Â1Â†

3Â
†
3, (4.47d)

siendo D̂11/33 la resonancia de Darling-Dennison, mientras que ℓ̂3 y ℓ̂4 son las contribuciones
al momento angular por parte de las tensiones y �exiones respectivamente. Para la segunda
contribución con interacciones en el esquema local se tiene

Ĥ(L) = β
(s)
1 În2

1
+ β

(s)
2 În1n2 + β

(b)
1 În2

4
+ β

(b)
2 În4n5 + β

(sb)
1 În1n4 + β

(sb)
2 În1n5

+ γ(sb)ω̂sΛ̂b + γ′(b)Î66/64 + ζ1f̂1/66 + ζ2f̂1/44 + ζ3f̂1/46 + ζ4f̂1/56, (4.48)

donde f̂i/jk son las resonancias de Fermi, además de que se tienen las de�niciones:

ω̂s =
3∑

i=1

b̂†i b̂i, ω̂b =
6∑

i=4

b̂†i b̂i; (4.49a)

Λ̂s =
3∑

i ̸=j=1

b̂†i b̂j, Λ̂b =
6∑

i ̸=j=4

b̂†i b̂j, (4.49b)

las cuales se relacionan con los operadores normales de la forma:

ω̂s = Â†
1Â1 +

2∑
i=1

Â†
3,iÂ3,i, ω̂b = Â†

2Â2 +
2∑

i=1

Â†
4,iÂ4,i; (4.50a)

Λ̂s = 2Â†
1Â1 −

2∑
i=1

Â†
3,iÂ3,i, Λ̂b = 2Â†

2Â2 −
2∑

i=1

Â†
4,iÂ4,i. (4.50b)

Nótese que las interacciones locales no aparecen en términos de combinaciones lineales
como en el caso del Hamiltoniano de tensión-�exión (4.20).

Haciendo uso del Hamiltoniano (4.45), que actua sobre una base adaptada por simetría, se
puede llevar a cabo la descripción de excitaciones vibracionales. Esto consiste en optimizar
los parámetros espectroscópicos mediante un ajuste por mínimos cuadrados con respecto a
unas energías experimentales dados los valores arbitrarios �jos {Nx, κs, κb}. Este conjunto
está conformado por un número total de parámetros involucrados Nx así como por los
parámetros de anarmonicidad de tensión κs y �exión κb propios de cada molécula. Una
revisión más detallada sobre este método de ajuste se puede encontrar en el apéndice B del
presente trabajo. Los parámetros espectroscópicos se irán modi�cando en cada paso de la
minimización hasta que la mejor descripción sea alcanzada, buscando que la desviación de
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la media cuadrática rms, expresada en (B.17) en términos de la desviación cuadrática de
las energías χ2, sea la mínima. Además, se incluye la determinación de la signi�cancia de
los ajustes a través del análisis de errores estadísticos con el cálculo de incertidumbres para
cada uno de los xi parámetros. Por un lado, la incertidumbre δxi está de�nida entorno al
valor χ2. Por otro lado, la incertidumbre ϵxi determina el intervalo en el cual un xi varía
cuando el resto de otros los parámetros son nuevamente optimizados [92, 93].

Debido a que el número de energías experimentales disponibles para la serie de moléculas
piramidales es limitado, se consideró una aproximación descrita en [37], donde algunos de
los parámetros son tomados de las constantes de fuerza obtenidas por cálculos ab initio.
En particular, fueron tomadas las constantes de fuerza de Fermi {frθθ, frθθ′ , frθ′θ′ , frθ′θ′′}
así como las de segundo orden tensión-�exión {frθ, frθ′} que provienen de [35] para obtener
los parámetros espectroscópicos a través de las relaciones tomadas del apéndice B de [78]:

hcζ1 =
ℏ
4

(
∂gq1q6
∂q6

)
0

√
2ℏωsµs −

ℏ
4

(
∂gq6q6
∂q1

)
0

ωbµb

√
ℏ

2ωsµs

+
ℏ

4ωbµb

(
βb
frθ′

req
+
frθ′θ′

r2eq

)√
ℏ

2ωsµs

, (4.51a)

hcζ2 =
ℏ
4

(
∂gq1q4
∂q4

)
0

√
2ℏωsµs +

ℏ
4ωbµb

(
βb
frθ
req

+
frθθ
r2eq

)√
ℏ

2ωsµs

, (4.51b)

hcζ3 =
ℏ
4

(
∂gq1q4
∂q6

)
0

√
2ℏωsµs −

ℏ
4

(
∂gq6q4
∂q1

)
0

ωbµb

√
ℏ

2ωsµs

+
ℏ

2ωbµb

frθθ′

r2eq

√
ℏ

2ωsµs

, (4.51c)

hcζ4 =
ℏ
4

(
∂gq6q5
∂q1

)
0

2ωbµb

√
ℏ

2ωsµs

+
ℏ

4ωbµb

frθ′θ′′

r2eq

√
ℏ

2ωsµs

. (4.51d)

A continuación se presentan los respectivos ajustes de las moléculas PH3, AsH3 y SbH3.
La exclusión de NH3 y BiH3 tiene que ver con el hecho de que uno presenta la inversión, lo
que implica tener un grupo puntual de simetría distinto al resto de moléculas piramidales,
mientras que el otro no posee su�cientes energías experimentales; al �nal no sería posible
realizar una descripción adecuada en ambos casos.

4.3.1. Fos�na

Comencemos con la molécula de la fos�na PH3, la cual presenta las siguientes constan-
tes de estructura: req = 1.412 Å y θeq = 93.4◦ [37]. Desde el punto de vista de los criterios de
localidad/normalidad, sabemos que esta molécula presenta un comportamiento de modos
locales en tensiones, pero también posee características propias de un comportamiento de
modos normales en las �exiones. Sin embargo, recordemos que la separación de los niveles
de energía sitúan a la arsina con un carácter más normal en las tensiones. Este hecho no
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es de�nitivo debido a que el parámetro ϵ2 sigue la tendencia esperada de acuerdo con el
parámetro de estructura xg. Aun así, esto sugiere que para llevar a cabo la descripción
vibracional del PH3 tiene que haber más contribuciones normales que deben ser tomadas
en cuenta a diferencia de las otras dos moléculas.

Usando el Hamiltoniano completo (4.45) un primer ajuste fue llevado a cabo involucrando
48 energías experimentales dadas en [38], las cuales llegan hasta la poliada 6 por debajo
de los 7000 cm−1. Se congelaron los cuatro parámetros espectroscópicos de Fermi ζi y se
excluyeron las contribuciones de momento angular g44 y g34, obteniéndose una desviación
rms = 1.80 cm−1. Con el �n de explorar los efectos de las interacciones de Fermi, se liberó
el parámetro ζ4, lo que condujó a una reducción signi�cativa del rms = 1.04 cm−1. Los 18
parámetros optmizados son mostrados en la tabla 4.1, de los cuales 15 fueron liberados y
los 3 de Fermi se congelaron durante el ajuste. En la tabla 4.2 la comparación entre las
energías experimentales y la descripción teórica es mostrada. Las componentes dominantes
de los eigenestados con respecto a ambas bases, local y normal, son incluidas. El estado
local mostrado corresponde al primer término de la base adaptada por simetría, pero el
resto de los términos de dicha base también contribuyen en el valor de estos coe�cientes.

Tabla 4.1: Parámetros espectroscópicos optimizados (en cm−1) con las incertidumbres correspondientes
para el PH3 usando el Hamiltoniano (4.45) para 48 niveles de energía vibracionales experimentales por
debajo de los 7000 cm−1 (P = 6). Los parámetros están asociados con un pozo del potencial donde κs = 54
y κb = 280. Los criterios de la calidad del ajuste y su rms son incluidas. Los parámetros ζ1, ζ2 y ζ3 fueron
congelados de acuerdo con las constantes de fuerza dadas en [35].

Parámetro Ajuste ϵxi δxi

ω1 2407.10 0.3612 0.0937
ω2 995.09 0.1415 0.0495
ω3 2412.62 0.3015 0.0753
ω4 1119.71 0.2318 0.0330

g44 3.8473 0.0679 0.0259

β
(s)
1 2.2779 0.1538 0.0314

β
(s)
2 −0.4861 0.0854 0.0506

β
(b)
1 4.2850 0.1173 0.0121

β
(b)
2 −5.2899 0.0884 0.0168

β
(sb)
1 2.4522 0.1541 0.0850

β
(sb)
2 −16.0079 0.0947 0.0469

ζ1 −0.2260 - -
ζ2 4.3316 - -
ζ3 8.7881 - -
ζ4 2.1363 0.3120 0.1975

x144 0.9222 0.0515 0.0361
x234 3.6634 0.3695 0.3173

γ(sb) 15.1206 0.3582 0.1946

χ2 34.33
rms 1.04
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Tabla 4.2: Ajuste de energías para el PH3 usando el Hamiltoniano (4.45) incluyendo las 48 niveles de
energía vibracionales experimentales (P = 6), donde rms = 1.04 cm−1. Los correspondientes parámetros
son dados en la Tabla 4.1.

Poliada Normal Normal Local Local Energía [cm−1] ∆

P̂ Estado Coef. Estado Coef. Exp. Teo. [cm−1]

Simetría A1

1 |0100⟩ 1.000 |000100⟩ 1.000 991.9 991.94 −0.0
2 |0200⟩ 0.997 |000110⟩ 0.693 1972.38 1972.70 −0.3
2 |0002⟩ 0.998 |000200⟩ 0.693 2227.73 2227.38 0.4
2 |1000⟩ 0.997 |100000⟩ 0.997 2321.04 2321.01 0.0
3 |0300⟩ 0.991 |000111⟩ 0.249 2941.07 2942.49 −1.4
3 |0102⟩ 0.975 |000111⟩ 0.406 3212.57 3210.46 2.1
3 |1100⟩ 0.988 |100010⟩ 0.716 3306.88 3306.08 0.8
3 |0011⟩ 0.993 |100100⟩ 0.722 3441.01 3439.83 1.2
4 |0202⟩ 0.956 |000211⟩ 0.362 4182.48 4182.65 −0.2
4 |1200⟩ 0.972 |100011⟩ 0.265 4280.79 4279.82 1.0
4 |0111⟩ 0.937 |100200⟩ 0.337 4423.68 4422.42 1.3
4 |0004⟩ 0.920 |000400⟩ 0.394 4428.55 4429.07 −0.5
4 |1002⟩ 0.727 |100011⟩ 0.369 4519.9 4518.87 1.0
4 |0020⟩∗ 0.604 |200000⟩ 0.981 4563.72 4563.44 0.3
4 |2000⟩∗ 0.609 |110000⟩ 0.992 4643.68 4644.10 −0.4
5 |1300⟩ 0.951 |100111⟩ 0.242 5242.3 5242.48 −0.2
5 |1102⟩ 0.822 |100111⟩ 0.326 5496.83 5498.51 −1.7
5 |0120⟩∗ 0.585 |200010⟩ 0.728 5541.52 5542.01 −0.5
5 |2100⟩∗ 0.591 |110001⟩ 0.393 5623.13 5622.80 0.3
5 |1011⟩ 0.670 |200100⟩ 0.761 5673.64 5673.72 −0.0
6 |3000⟩∗ 0.688 |210000⟩ 0.981 6879.9 6880.04 −0.1

Simetría A2

3 |0011⟩ 0.998 |100010⟩ 0.998 3425.13 3426.64 −1.5
5 |0013⟩ 0.914 |100021⟩ 0.562 5603.84 5604.82 −1.0
6 |0014⟩ 0.592 |100040⟩ 0.276 6708.28 6707.70 0.6

Simetría E

1 |0001⟩ 1.000 |000100⟩ 1.000 1118.93 1119.93 −1.0
2 |0101⟩ 0.995 |000200⟩ 0.608 2107.93 2107.21 0.7
2 |0002⟩ 0.996 |000011⟩ 0.609 2236.11 2237.52 −1.4
2 |0010⟩ 0.998 |100000⟩ 0.998 2325.8 2325.88 −0.0
3 |0201⟩ 0.987 |000012⟩ 0.737 3084.35 3083.23 1.1
3 |0102⟩ 0.980 |000300⟩ 0.304 3221.19 3221.96 −0.8
3 |0110⟩ 0.992 |100010⟩ 0.720 3311.22 3311.25 −0.0
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3 |0003⟩ 0.985 |000300⟩ 0.434 3333.92 3333.26 0.7
3 |0011⟩ 0.633 |100100⟩ 0.709 3436.29 3438.31 −2.0
4 |0210⟩ 0.983 |100011⟩ 0.268 4285.64 4285.40 0.2
4 |1101⟩ 0.779 |010200⟩ 0.611 4407.33 4407.77 −0.4
4 |0111⟩ 0.766 |100200⟩ 0.317 4419.45 4420.23 −0.8
4 |0004⟩ 0.943 |000400⟩ 0.238 4436.96 4436.99 −0.0
4 |0012⟩ 0.558 |100011⟩ 0.400 4518.98 4519.28 −0.3
4 |1002⟩ 0.553 |001011⟩ 0.661 4537.44 4536.55 0.9
4 |0012⟩ 0.422 |100200⟩ 0.556 4547.88 4547.72 0.2
4 |1010⟩ 0.680 |200000⟩ 0.983 4564.02 4563.63 0.4
5 |0310⟩ 0.972 |100111⟩ 0.241 5248.81 5248.55 0.3
5 |1110⟩ 0.654 |200010⟩ 0.725 5541.73 5542.28 −0.5
5 |0013⟩ 0.809 |001012⟩ 0.426 5643.12 5642.54 0.6
5 |0021⟩ 0.394 |020100⟩ 0.853 5649.75 5648.47 1.3
5 |0013⟩ 0.594 |100300⟩ 0.437 5653.12 5653.53 −0.4
5 |0021⟩ 0.437 |200100⟩ 0.760 5673.05 5673.67 −0.6
5 |0021⟩∗ 0.534 |110010⟩ 0.983 5748.98 5748.60 0.4

Tabla 4.3: Parámetros espectroscópicos optimizados (en cm−1) con las incertidumbres correspondientes
para el PH3 usando el Hamiltoniano (4.45) para 64 niveles de energía vibracionales experimentales por
debajo de los 9040 cm−1 (P = 8). Los parámetros están asociados con un pozo del potencial donde κs = 70
y κb = 280. Los criterios de la calidad del ajuste y su rms son incluidas. Los parámetros ζ1 y ζ2 fueron
congelados de acuerdo con las constantes de fuerza dadas en [35].

Parámetro Ajuste ϵxi δxi

ω1 2398.22 0.4588 0.1580
ω2 995.40 0.2866 0.0996
ω3 2404.18 0.4310 0.0996
ω4 1119.23 0.5045 2.7892

g44 3.9670 0.1494 0.0589

β
(s)
1 −9.7897 0.1334 0.0443

β
(s)
2 −0.1860 0.0925 0.0506

β
(b)
1 4.8977 0.2371 0.0260

β
(b)
2 −6.0118 0.1606 0.0324

β
(sb)
1 2.8028 0.3060 0.1834

β
(sb)
2 −16.4455 0.1587 0.0835

ζ1 −0.2260 - -
ζ2 4.3316 - -
ζ3 5.4399 - -
ζ4 3.8268 0.5312 0.3471

x144 0.6546 0.0988 0.0719

γ(sb) 13.9269 0.6377 0.3839

χ2 155.58
rms 1.74
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Tabla 4.4: Ajuste de energías para el PH3 usando el Hamiltoniano (4.45) incluyendo las 64 niveles de
energía vibracionales experimentales (P = 8), donde rms = 1.74 cm−1. Los correspondientes parámetros
son dados en la Tabla 4.3.

Poliada Normal Normal Local Local Energía [cm−1] ∆

P̂ Estado Coef. Estado Coef. Exp. Teo. [cm−1]

Simetría A1

1 |0100⟩ 1.000 |000100⟩ 1.000 991.9 992.86 −1.0
2 |0200⟩ 0.996 |000110⟩ 0.699 1972.38 1973.40 −1.0
2 |0002⟩ 0.998 |000200⟩ 0.699 2227.73 2227.84 −0.1
2 |1000⟩ 0.997 |100000⟩ 0.997 2321.04 2321.08 −0.0
3 |0300⟩ 0.990 |000111⟩ 0.255 2941.07 2941.86 −0.8
3 |0102⟩ 0.990 |000111⟩ 0.420 3212.57 3210.45 2.1
3 |1100⟩ 0.987 |100010⟩ 0.720 3306.88 3306.67 0.2
3 |0011⟩ 0.991 |100100⟩ 0.723 3441.01 3440.82 0.2
4 |0400⟩ 0.982 |000211⟩ 0.502 3896.02 3898.46 −2.4
4 |0202⟩ 0.947 |000211⟩ 0.365 4182.48 4181.26 1.2
4 |1200⟩ 0.970 |100011⟩ 0.271 4280.79 4279.79 1.0
4 |0111⟩ 0.934 |100200⟩ 0.329 4423.68 4419.62 4.1
4 |0004⟩ 0.887 |000400⟩ 0.430 4428.55 4430.14 −1.6
4 |1002⟩ 0.709 |100011⟩ 0.367 4519.9 4518.67 1.2
4 |0020⟩∗ 0.589 |200000⟩ 0.968 4563.72 4562.77 1.0
4 |2000⟩∗ 0.606 |110000⟩ 0.991 4643.68 4645.34 −1.7
5 |1300⟩ 0.949 |100111⟩ 0.248 5242.3 5240.70 1.6
5 |1102⟩ 0.744 |100111⟩ 0.301 5496.83 5496.69 0.1
5 |0120⟩∗ 0.585 |200010⟩ 0.756 5541.52 5540.55 1.0
5 |2100⟩∗ 0.599 |110001⟩ 0.404 5623.13 5623.96 −0.8
5 |1011⟩ 0.655 |200100⟩ 0.748 5673.64 5674.01 −0.4
6 |0220⟩ 0.407 |200011⟩ 0.221 6503.1 6506.13 −3.0
6 |1020⟩ 0.457 |300000⟩ 0.702 6714.6 6713.64 1.0
6 |3000⟩∗ 0.690 |210000⟩ 0.984 6879.9 6880.79 −0.9
6 |0030⟩ 0.492 |111000⟩ 0.991 6971.16 6972.19 −1.0
7 |1021⟩ 0.590 |210001⟩ 0.530 7961.9 7959.78 2.1
8 |2020⟩ 0.289 |400000⟩ 0.627 8788.0 8787.69 0.3
8 |0040⟩ 0.368 |310000⟩ 0.880 9040.0 9037.56 2.4

Simetría A2

3 |0011⟩ 0.997 |100010⟩ 0.997 3425.13 3427.25 −2.1
5 |0013⟩ 0.876 |100021⟩ 0.550 5603.84 5604.37 −0.5
6 |0014⟩ 0.557 |100040⟩ 0.270 6708.28 6705.59 2.7

Simetría E
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1 |0001⟩ 1.000 |000100⟩ 1.000 1118.93 1120.18 −1.3
2 |0101⟩ 0.994 |000200⟩ 0.597 2107.93 2108.21 −0.3
2 |0002⟩ 0.994 |000011⟩ 0.598 2236.11 2237.38 −1.3
2 |0010⟩ 0.998 |100000⟩ 0.998 2325.8 2326.26 −0.5
3 |0201⟩ 0.986 |000012⟩ 0.751 3084.35 3083.81 0.5
3 |0102⟩ 0.975 |000120⟩ 0.702 3221.19 3221.89 −0.7
3 |0110⟩ 0.992 |100010⟩ 0.726 3311.22 3311.82 −0.6
3 |0003⟩ 0.977 |000300⟩ 0.454 3333.92 3333.56 0.4
3 |1001⟩ 0.638 |010100⟩ 0.980 3423.9 3425.48 −1.6
3 |0011⟩ 0.639 |100100⟩ 0.714 3436.29 3438.92 −2.6
4 |0210⟩ 0.983 |100011⟩ 0.277 4285.64 4285.05 0.6
4 |1101⟩ 0.664 |010200⟩ 0.636 4407.33 4407.53 −0.2
4 |0111⟩ 0.653 |100200⟩ 0.331 4419.45 4418.24 1.2
4 |0004⟩ 0.956 |000400⟩ 0.242 4436.96 4436.33 0.6
4 |0012⟩ 0.571 |100011⟩ 0.398 4518.98 4519.41 −0.4
4 |1002⟩ 0.559 |001011⟩ 0.653 4537.44 4536.52 0.9
4 |0012⟩ 0.415 |100200⟩ 0.561 4547.88 4548.77 −0.9
4 |1010⟩ 0.675 |200000⟩ 0.972 4564.02 4562.98 1.0
5 |0310⟩ 0.972 |100111⟩ 0.248 5248.81 5246.22 2.6
5 |1110⟩ 0.661 |200010⟩ 0.760 5541.73 5540.76 1.0
5 |0013⟩ 0.802 |010120⟩ 0.422 5643.12 5641.50 1.6
5 |0021⟩ 0.326 |002010⟩ 0.851 5649.75 5647.75 2.0
5 |0013⟩ 0.656 |100300⟩ 0.449 5653.12 5654.15 1.0
5 |1011⟩ 0.330 |200100⟩ 0.747 5673.05 5673.91 −0.9
5 |0021⟩∗ 0.514 |110010⟩ 0.980 5748.98 5750.40 −1.4
6 |2010⟩ 0.269 |300000⟩ 0.745 6714.6 6713.88 0.7
6 |2010⟩ 0.595 |012000⟩ 0.989 6883.73 6883.28 0.5
6 |0030⟩ 0.634 |120000⟩ 0.987 6890.86 6889.23 1.6
7 |0130⟩ 0.207 |300010⟩ 0.491 7679.1 7683.81 −4.7
7 |1021⟩ 0.224 |030100⟩ 0.720 7775.5 7778.78 −3.0
7 |0031⟩ 0.680 |210001⟩ 0.476 7961.9 7963.47 −1.6
8 |1030⟩ 0.291 |400000⟩ 0.668 8788.0 8787.55 0.4
8 |2020⟩ 0.335 |130000⟩ 0.879 9040. 9040.75 −0.8

Este hecho de la liberación del parámetro ζ4 nos habla sobre la viabilidad de una renor-
malización del resto de las contribuciones de Fermi para mejorar la descripción vibracional.
Tomando esta consideración, se llevó a cabo un segundo ajuste que involucra 64 energías
experimentales tomadas de [36, 38], las cuales llegan hasta la poliada 8 por debajo de los
9040 cm−1 y englobando todas las transiciones dipolares con magnitudes signi�cativas.
Además, el parámetro que se asocia a la interacción de Fermi f̂1/46 fue congelado, pero
se modi�có su valor a ζ3 = 5.4399 de acuerdo con las constantes de fuerza dadas en [35],
obteniéndose un rms = 1.74 cm−1. Los 14+3 parámetros optmizados son mostrados en la
tabla 4.3 y en la tabla 4.4 la comparación entre las energías experimentales y la descripción
teórica es mostrada.
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En general, la asignación de modos normales coincide con Jensen et al en [38], pero
para aquellos estados marcados con asterisco existe cierta discrepancia. Los estados que
presentan esta situación corresponden a |0020⟩ y |2000⟩, los cuales en [38] están asigandos
al revés. La explicación de este hecho es que ambos estados interaccionan entre sí a través
de la resonancia de Darling-Dennison y como consecuencia se da una mezcla de dichos
estados. Una situación similar ocurre para los estados |2100⟩ y |0120⟩. En la tabla 4.5
tales mezclas son presentadas. La resonancia de Darling-Dennison que mezcla este par
de estados está dada en términos de los operadores locales debido a que la componente
dominante es local.

Tabla 4.5: Componentes de estados mezclados a través de interacciones de Darling-Dennison en la fos�na
marcados con asteríscos en la tabla 4.2.

Poliada Estado % % Energía (cm−1)

|2000⟩ |0020⟩
4 |0020⟩ 38.45 60.40 4563.72

4 |2000⟩ 60.90 39.17 4643.68

|2100⟩ |0120⟩
5 |0120⟩ 37.17 58.50 5541.52

5 |2100⟩ 59.10 38.29 5623.13

Hay otros dos estados sin ninguna coincidencia con la asignación de las etiquetas dadas en
[36], los cuales son |3000⟩ y |0021⟩ correspondientes a las simetrías A1 y E respectivamente.
Ambas presentan una componente local dominante, lo que signi�ca que la asiganción en
términos de una base normal no puede llevarse a cabo. Al introducir la siguiente notación
|n1n2n3ν2ν

ℓ4
4 ⟩ en términos del número de cuantos locales ni en tensión y del número de

cuantos normales νj en �exión, podemos hacer una nueva identi�cación de estos estados.
Para el primer estado, bajo esta nueva notación híbrida, vemos que |3000⟩ → |210000⟩
para esta descripción y resulta que corresponde justamente con la asiganción |2100000⟩
dada en [36]; para el segundo estado |0021⟩ no es el caso y únicamente podemos decir que
su etiquetado normal proviene de [38], aunque sabemos que no es válida dicha etiqueta.

4.3.2. Arsina

Vamos a considerar la molécula de la arsina con los siguientes parámetros de estructura
al equilibrio: req = 1.51106 Å y θeq = 92.069◦ [77]. Esta molécula ya ha sido estudiada en
[77, 78]. Aquí se mejoró la descripción vibracional basados en el estudio previo sobre la
transición de modos locales a normales en el capítulo 3 del presente trabajo, con la novedad
de que se consideraron interacciones adicionales del esquema de modos normales, las cuales
no habían sido tomadas en cuenta anteriormente. Resulta que las contribuciones asociadas
con el momento angular fueron incluidas, donde únicamente las interacciones ℓ̂24 y ℓ̂3 · ℓ̂4
llegan a ser relevantes, pero no ℓ̂23. En este caso, la representación normal de la interacción
de Darling-Dennison D̂11/33 no fue incluida. Esto es debido a que ya fue tomada en cuenta
implícitamente a través de los operadores locales. Para esta descripción hemos tomado los
mismos parámetros de anarmonicidad κs = 56 y κb = 200 en los potenciales de Morse.
Previamente en [78] se presentaron dos ajustes considerando las energías vibracionales
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hasta PN = 10 y PN = 12 respectivamente. En este caso, retomamos el último caso que
incluye 35 energías experimentales y, al igual que en dicho estudio previo, las interacciones
de Fermi fueron tomadas en cuenta para ser ajustadas de acuerdo con las constantes de
fuerza provistas de un cálculo ab initio en [83]. Esto es necesario debido al hecho de que
el número de energías experimentales disponibles no son su�cientes para estabilizar los
parámetros relacionados con las interacciones de Fermi en el ajuste. En la tabla 4.6 los
10+ 4 parámetros involucrados son dados, arrojando una desviación de rms = 2.50 cm−1.
Este resultado puede ser comparado contra la descripción previa de [78], donde se obtuvo
una desviación rms = 3.07 cm−1 usando 8+4 parámetros. Los dos parámetros adicionales
son precisamente g44 y g34. En la tabla 4.7 se muestran tanto las energías experimentales
como las teóricas. Encontramos que esta descripción representa una mejora signi�cativa
con respecto a la anteriormente realizada ya que, en este caso, solo un estado presenta un
residual considerable de ∆ = 4 cm−1, mientras que en el estudio anterior existen al menos
4 estados con residuales ∆ = 4 cm−1 y dos más con ∆ = 6 cm−1.

El hecho de que la interacción de Darling-Dennison haya sido tomada en cuenta de esa
forma mediante las interacciones locales signi�ca que hay una mezcla de estados normales.
Estos se presentan en la tabla 4.8 y están marcados por un asterisco en la tabla 4.7. Esta
molécula es bastante difícil de describir como puede ser apreciar en otras descripciones [79].
Debería ser claro que la calidad de las funciones de onda debe ser examinada mediante un
cálculo de intensidades de transición, por ejemplo.

Tabla 4.6: Parámetros espectroscópicos optimizados (en cm−1) con las incertidumbres correspondientes
para el AsH3 usando el Hamiltoniano (4.45) para 35 niveles de energía vibracionales experimentales (P =
12). Los parámetros están asociados con un pozo del potencial donde κs = 56 y κb = 200. Los criterios
de la calidad del ajuste y su rms son incluidas. Los parámetros ζi fueron congelados de acuerdo con las
constantes de fuerza dadas en [35].

Parámetro Ajuste ϵxi δxi

ω1 2188.39 0.2512 0.1315
ω2 910.94 0.2772 0.1541
ω3 2202.05 0.2060 0.0816
ω4 1007.20 0.2685 0.0912

g44 1.4833 0.1075 0.0363
g34 −4.0655 0.7942 0.5412

β
(s)
1 0.9540 0.5810 0.0179

β
(b)
1 2.3942 0.0643 0.0166

β
(sb)
2 −14.1060 0.2294 0.0705

ζ1 1.7068 - -
ζ2 7.5082 - -
ζ3 3.7540 - -
ζ4 5.5313 - -

γ′(b) 2.1353 0.0431 0.0188

χ2 156.00
rms 2.50
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Tabla 4.7: Ajuste de energías para el AsH3 usando el Hamiltoniano (4.45) incluyendo las 35 niveles de
energía vibracionales experimentales (P = 12), donde rms = 2.50 cm−1. Los correspondientes parámetros
son dados en la Tabla 4.6.

Poliada Normal Normal Local Local Energía [cm−1] ∆

P̂ Estado Coef. Estado Coef. Exp. Teo. [cm−1]

Simetría A1

1 |0100⟩ 1.000 |000100⟩ 1.000 906.75 903.84 2.9
2 |0200⟩ 0.993 |000110⟩ 0.655 1806.15 1809.60 −3.4
2 |0002⟩ 0.993 |000200⟩ 0.648 1991.0 1989.06 1.9
2 |1000⟩ 0.986 |100000⟩ 0.986 2115.16 2113.75 1.4
3 |1100⟩ 0.967 |100010⟩ 0.694 3013.0 3012.62 0.4
4 |0020⟩∗ 0.517 |200000⟩ 0.951 4166.77 4164.11 2.7
4 |2000⟩∗ 0.513 |110000⟩ 0.963 4237.7 4237.13 0.6
5 |0120⟩∗ 0.569 |200010⟩ 0.722 5057.0 5053.63 3.4
5 |2100⟩∗ 0.557 |110001⟩ 0.390 5128.0 5126.99 1.0
5 |1011⟩ 0.619 |200100⟩ 0.748 5158.0 5160.28 −2.3
6 |1020⟩ 0.515 |300000⟩ 0.774 6136.34 6138.05 −1.7
6 |3000⟩ 0.677 |210000⟩ 0.936 6275.83 6275.95 −0.1
6 |0030⟩ 0.541 |111000⟩ 0.970 6365.95 6365.24 0.7
8 |2020⟩ 0.259 |400000⟩ 0.555 8028.98 8028.44 0.5
8 |4000⟩ 0.326 |310000⟩ 0.760 8249.51 8253.15 −3.6
10 |1040⟩ 0.215 |500000⟩ 0.597 9841.4 9842.74 −1.3
12 |2040⟩ 0.211 |600000⟩ 0.569 11576.3 11573.20 3.1

Simetría E

1 |0001⟩ 1.000 |000100⟩ 1.000 999.22 1001.17 −1.9
2 |0101⟩ 0.998 |000200⟩ 0.702 1904.12 1904.09 0.0
2 |0002⟩ 0.996 |000011⟩ 0.702 2003.48 2000.51 3.0
2 |0010⟩ 0.997 |100000⟩ 0.997 2126.42 2124.70 1.7
3 |1001⟩ 0.795 |010100⟩ 0.902 3102.0 3104.79 −2.8
4 |1010⟩ 0.701 |200000⟩ 0.966 4167.94 4166.33 1.6
4 |0020⟩ 0.721 |011000⟩ 0.988 4247.52 4245.95 1.6
5 |1110⟩ 0.653 |200010⟩ 0.727 5057.0 5054.88 2.1
5 |0120⟩ 0.690 |011100⟩ 0.385 5128.0 5132.45 −4.4
5 |1011⟩ 0.408 |200100⟩ 0.730 5158.0 5158.37 −0.4
6 |2010⟩ 0.277 |300000⟩ 0.768 6136.7 6138.52 −1.8
6 |2010⟩ 0.532 |012000⟩ 0.962 6282.35 6281.97 0.4
6 |0030⟩ 0.670 |120000⟩ 0.981 6294.71 6293.95 0.8
8 |1030⟩ 0.250 |400000⟩ 0.583 8028.98 8028.41 0.6
8 |3010⟩ 0.383 |310000⟩ 0.655 8257.37 8255.51 1.9
8 |2020⟩ 0.391 |130000⟩ 0.761 8258.37 8260.99 −2.6
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10 |2030⟩ 0.229 |500000⟩ 0.615 9841.4 9842.66 −1.3
12 |2040⟩ 0.067 |600000⟩ 0.222 11576.3 11576.20 0.1

Tabla 4.8: Componentes de estados mezclados a través de interacciones de Darling-Dennison en la arsina
marcados con asteríscos en la tabla 4.7.

Poliada Estado % % Energía (cm−1)

|2000⟩ |0020⟩
4 |0020⟩ 49.98 52.02 4166.77

4 |2000⟩ 51.62 46.81 4237.70

|2100⟩ |0120⟩
5 |0120⟩ 39.75 56.10 5057.0

5 |2100⟩ 57.30 36.57 5128.0

4.3.3. Estibina

Finalmente consideremos a la molécula de la estibina, la cual también ya ha sido
estudiada en [78] y posee las siguientes constantes de estructura al equilibrio: req = 1.7 Å y
θeq = 91.56◦ [82]. Se espera que esta molécula presente el comportamiento de modos locales
más fuerte de la serie de moléculas piramidales. Con tan solo 23 energías experimentales es
crucial que la selección de los parámetros espectroscópicos se haga apropiadamente y con
mucho cuidado. Dicho esto, empecemos por establecer aquellas interacciones relevantes del
Hamiltoniano (4.45) para esta molécula. Aquí se decidió incluir la representación normal
explícita de la interacción de Darling-Dennison, a pesar de que se ajustaba congelando
el parámetro cada vez que se modi�caba. Esta aproximación se tomó en cuenta debido
a la falta de energías experimentales. De nuevo, fue necesario congelar los parámetros
asociados a las interacciones de Fermi, los cuales fueron �jados con las constantes de fuerza
de [83]. Los 9 + 6 parámetros involucrados son presentados en la tabla 4.9, obteniéndose
un rms = 0.86 cm−1. Las energías disponibles hasta PN = 14 se muestran en la tabla 4.10.
Nuevamente, se aprecia una mejora con respecto a la descripción pasada en [78] ya que se
había obtenido un rms = 1.18 cm−1.
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Tabla 4.9: Parámetros espectroscópicos optimizados (en cm−1) con las incertidumbres correspondientes
para el SbH3 usando el Hamiltoniano (4.45) para 23 niveles de energía vibracionales experimentales (P =
14). Los parámetros están asociados con un pozo del potencial donde κs = 54 y κb = 200. Los criterios
de la calidad del ajuste y su rms son incluidas. Los parámetros ζi fueron congelados de acuerdo con las
constantes de fuerza dadas en [35].

Parámetro Ajuste ϵxi δxi

ω1 1957.35 0.1033 0.0374
ω2 796.22 0.2947 0.0902
ω3 1963.90 0.1340 0.0231
ω4 845.08 0.3169 0.0827

g44 −2.0446 - -
g34 7.4338 1.0325 0.7343

β
(s)
1 3.7159 0.0190 0.0031

β
(b)
1 −4.9517 0.2152 0.0407

β
(sb)
1 2.0206 0.2065 0.1113

β
(sb)
2 −19.7474 0.1064 0.0502

ζ1 1.2728 - -
ζ2 5.9278 - -
ζ3 3.0506 - -
ζ4 3.7692 - -

dN −0.2024 - -

χ2 10.26
rms 0.86

Tabla 4.10: Ajuste de energías para el SbH3 usando el Hamiltoniano (4.45) incluyendo las 23 niveles de
energía vibracionales experimentales (P = 14), donde rms = 0.86 cm−1. Los correspondientes parámetros
son dados en la Tabla 4.9.

Poliada Normal Normal Local Local Energía [cm−1] ∆

P̂ Estado Coef. Estado Coef. Exp. Teo. [cm−1]

Simetría A1

1 |0100⟩ 1.000 |000100⟩ 1.000 782.24 783.19 −0.9
2 |0200⟩ 0.987 |000110⟩ 0.572 1559.0 1558.56 0.4
2 |0002⟩ 0.990 |000200⟩ 0.572 1652.7 1652.13 0.6
2 |1000⟩ 0.996 |100000⟩ 0.996 1890.5 1889.75 0.7
3 |1100⟩ 0.955 |100010⟩ 0.820 2661.0 2660.99 0.0
4 |0020⟩ 0.590 |200000⟩ 0.989 3719.93 3719.76 0.2
5 |2100⟩ 0.425 |200100⟩ 0.467 4545.0 4544.60 0.4
6 |1020⟩ 0.658 |300000⟩ 0.990 5480.29 5480.63 −0.3
6 |3000⟩ 0.694 |210000⟩ 0.983 5607.0 5608.19 −1.2
8 |2020⟩ 0.449 |400000⟩ 0.981 7173.79 7173.70 0.0
12 |2040⟩ 0.318 |600000⟩ 0.859 10358.0 10357.6 0.4
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12 |4020⟩ 0.363 |510000⟩ 0.966 10691.5 10691.00 0.5
14 |3040⟩ 0.219 |700000⟩ 0.752 11843.5 11844.00 −0.5

Simetría E

1 |0001⟩ 1.000 |000100⟩ 1.000 827.85 829.78 −1.9
2 |0010⟩ 0.999 |100000⟩ 0.999 1894.5 1894.94 −0.4
3 |1001⟩ 0.795 |010100⟩ 0.904 2705 2704.72 0.3
4 |1010⟩ 0.696 |200000⟩ 0.994 3719.93 3720.40 −0.5
5 |0021⟩ 0.329 |020100⟩ 0.986 4513.0 4512.29 0.7
6 |2010⟩ 0.355 |300000⟩ 0.990 5480.0 5480.67 −0.7
8 |1030⟩ 0.430 |400000⟩ 0.981 7173.78 7173.72 0.0
12 |2040⟩ 0.261 |600000⟩ 0.859 10358.0 10357.60 0.4
12 |4020⟩ 0.180 |510000⟩ 0.966 10691.5 10691.00 0.5
14 |3040⟩ 0.154 |700000⟩ 0.756 11843.5 11844.10 −0.6

4.4. Rede�nición del parámetro de Child-Halonen

En la práctica los parámetros δ− y γ son evaluados usando las constantes de fuerza
provenientes del esquema de modos normales de acuerdo con (2.95), las cuales a su vez
son función de las energías fundamentales. Esto quiere decir que, hasta este punto, un
modelo que involucre la anarmonicidad no es necesario para poder proveer de un criterio
de localidad. Sin embargo, podemos conectar nuestros parámetros con el parámetro ξ
de�nido en (1.106). Desde nuestra perspectiva, este puede ser rede�nido de la forma

ξ′ =

∣∣∣∣ 2π arctan(ρ)

∣∣∣∣ , (4.52)

donde el argumento de la función tiene la forma explícita

ρ =
λnorκ

ωnor

≈ (xf + xg − γ + γ′)κ

1− γ + γ′
, (4.53)

que incluye el parámetro κ obtenido de los ajustes de energías experimentales presentados
previamente. En el límite local este nuevo parámetro ξ′ satisface

ĺım
{xf ,xg}→0

|ρ| = |(xf + xg)|κ << 1, (4.54)

llegando a coincidir con el de Child y Halonen bajos las mismas condiciones. Aquí la
contribución γ juega un papel relevante al indicar el comportamiento de una molécula
a lo largo de una transición de modos locales a normales. En la tabla 4.11 los valores
del parámetro ξ (1.106) para las moléculas piramidales son presentadas. Dichos valores se
determinaron de acuerdo con las siguientes relaciones

ω =
1

3
(ωA1 + 2ωE), λ =

1

3
(ωA1 − ωE), (4.55)
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donde las frecuencias de las tensiones {ω1, ω3} y de las �exiones {ω2, ω4} provienen de
los parámetros ajustados de las tablas 4.3, 4.6 y 4.9. Es interesante ver que estos valores
no siguen la tendencia de la transición de modos locales a normales en las tensiones,
pero si lo hace para las �exiones. Tomando en cuenta ahora la rede�nición (4.52), el
nuevo parámetro ξ′ fue calculado para las mismas moléculas empleando las constantes de
fuerza y los parámetros de estructura xg previamente obtenidos del análisis de la transición
de modos locales a normales del Hamiltoniano hasta términos cuadráticos, los cuales se
presentan precisamente en las tablas 3.1 y 3.3. Incluso se obtuvieron valores de ξ haciendo
uso de constantes de fuerza provenientes de cálculos ab initio con campos de fuerza cúbicos
y cuárticos [35, 84]. Dichas constantes se introdujeron en la expresión (4.53) en forma del
parámetro xf .

Tabla 4.11: Parámetros ξ y ξ′ obtenidos para las tres moléculas ajustadas.

Parámetro ξ PH3 AsH3 SbH3

ξs 0.0368 0.0735 0.0382

ξb 0.9408 0.9040 0.8414

ξ′s 0.0731 0.1244 0.0483

ξ′b 0.9705 0.9494 0.9151

La información anterior se resume y presenta en la �gura 4.1 exclusivamente para las
tensiones, ya que la ecuación (1.106) no es del todo válida para �exiones. Como podemos
notar, el parámetro ξ′s sigue la misma tendencia que la mostrada en la correlación δ− vs. γ,
mientras que el parámetro ξs presenta una diferencia notable porque considera al PH3 como
la molécula con el comportamiento más local.
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Figura 4.1: Grá�ca de los parámetros ξs y ξ′s para las tensiones en las moléculas piramidales ajustadas
PH3, AsH3 y SbH3. Los puntos ▲ en rojo corresponden al parámetro ξ′s de�nido en (4.52) usando las
constantes de fuerza de la tabla 3.1. Los puntos  en azul fueron obtenidos con (4.52) pero empleando
las constantes de fuerza provenientes de cálculos ab initio: para AsH3 y SbH3 los valores fueron tomados
de [84], mientras que para el PH3 se usaron las de [35]. Finalmente, los puntos ■ en verde corresponden
al parámetro ξs de�nido en (1.106) propuesto por Child y Halonen usando las frecuencias de tensión
obtenidas de los ajustes de las tablas 4.3, 4.6 y 4.9 sobre las relaciones (4.55).
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Capítulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos presentado un estudio sobre la serie de moléculas piramidales. Se
empezó por introducir un nuevo criterio para establecer el grado de localidad/normalidad
asociado con un conjunto de osciladores equivalentes. Esta aproximación se basó en la
conexión entre los operadores bosónicos locales y normales e hizo uso exclusivamente de
las energías fundamentales y de las constantes de equilibrio {req, θeq}. En contraste con el
criterio tradicional introducido por Child y Halonen que requiere de los parámetros {ω, λ}
provenientes de un ajuste previo, dicha aproximación puede ser aplicada para cualquier
sistema molecular, ya sea que muestre un comportamiento local o normal. Con el �n de
medir el grado de localidad, algunos parámetros han sido empleados. Entre los parámetros
evaluados se demostró que δ− y γ muestran una correlación lineal robusta. Sin embargo,
se presenta una anomalía en el comportamiento de modos locales a normales que provoca
una inversión en el orden de la secuencia esperada, siendo esta dependiente del aumento
de masa del átomo central. Este comportamiento es obtenido en ambos grados de libertad
para tensión y �exión, a pesar de la diferencia de los órdenes. En este análisis el NH3 ha
sido incluido, pero en las �exiones este siempre aparece fuera de todas las grá�cas de los
parámetros que conectan los modos locales y normales, es decir, que no sigue la tendencia
esperada. Con base en este hecho, se ha sugerido que esta característica pueda ser una
manifestación de la inversión propia de la molécula. Además, la tendencia lineal para el
comportamiento de modos locales a normales también aparece en los modos de �exión, un
resultado sorprendente debido al hecho de que no es posible identi�car un comportamiento
de modos locales en las �exiones.

La descripción completa de las excitaciones vibracionales para las moléculas PH3, AsH3

y SbH3 ha sido presentada. Para poder alcanzar este objetivo hemos tenido que modelar
las interacciones en ambos esquemas local y normal. Este punto de vista no es para nada
común porque ambos conjuntos de osciladores equivalentes son tratados o en el esquema
local (tensiones) o en el esquema normal (�exiones). Para el PH3 se llevaron a cabo dos
ajustes: el primero involucró 48 energías experimentales, optimizando 15 parámetros que
se liberaron y 3 asociados a Fermi congelados, dando lugar a un rms = 1.04 cm−1; el
segundo se realizó con 64 energías experimentales empleando 14 + 3 parámetros, donde
uno ellos asociado a la interacción de Fermi fue modi�cado de acuerdo con la constante
de fuerza de cálculos ab initio, obteniéndose un rms = 1.74 cm−1. Para la molécula AsH3
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se ajustaron las mismas 35 energías experimentales empleadas en [78], donde ahora los
parámetros g44 y g34 asociados al momento angular fueron incluidos, siendo un total de
10+4 parámetros. En esta descripción se obtuvo un rms = 2.50 cm−1, lo cual sugiere una
mejora con respecto a la desviación rms = 3.07 cm−1 obtenida en el estudio previo. Por
último, para la molécula SbH3 también hubo una mejora respecto a la descripción anterior
[78] porque al ajustar 23 frecuencias experimentales con 9 + 6 parámetros se llegó a un
rms = 0.86 cm−1, a diferencia del valor previo rms = 1.18 cm−1.

Con el �n de evaluar el efecto de la anarmonicidad sobre el comportamiento local o normal,
un criterio equivalente al propuesto por Child y Halonen fue planteado desde el punto de
vista del modelo de osciladores equivalentes para las moléculas ajustadas PH3, AsH3 y
SbH3. Bajo esta nueva perspectiva se consiguió recuperar la tendencia mostrada por los
criterios anteriormente propuestos para las tensiones, lo que inmediatamente sugiere que
debe ser un criterio de localidad/normalidad válido para cualquier sistema molecular en las
�exiones. Además, se encontró que la anarmonicidad de las moléculas ajustadas no juega
un papel relevante a la hora de estimar el comportamiento local o normal al ser valores
muy parecidos entre sí. Por el contrario, el criterio tradicional falla al intentar predecir el
comportamiento local/normal de dichas moléculas e incluso los valores del parámetro ξ se
subestiman debido a que se de�nió en su momento como un criterio de localidad en los
osciladores de tensión.

Al �nal este estudio resulta ser el precursor de una serie de implicaciones interesantes.
El descubrimiento de la correlación lineal en δ− vs. γ en las tensiones y �exiones sugiere
que hace falta la inclusión de más moléculas para probar si el comportamiento lineal se
sigue obteniendo para todas las moléculas piramidales, incluyendo a sus isotopólogos. La
riqueza de hacer esto vendrá acompañada de las siguientes interrogantes: ¾será posible
predecir una energía fundamental que experimentalmente no esté disponible actualmente
para una molécula? Y al igual que con el NH3 en las �exiones, ¾será posible identi�car
comportamientos anómalos en las moléculas con estos criterios de localidad/normaldiad?
Además, si estamos considerando un modelo de osciladores equivalentes interactuantes,
en teoría es posible extrapolar este análisis a otras moléculas que presenten una simetría
distinta: AB2, AB4, AB5 y AB6. Por último, en [75] se exploró la idea de partir de la
transición local/normal en moléculas triatómicas con la correlación ζ vs. γ para proponer
una parametrización desde una molécula con un comportamiento muy local (H2O) hasta
la más normal (CO2). Cada punto de la parametrización representaría a una molécula con
determinadas constantes de estructura y energías fundamentales. Para ciertos puntos de la
parametrización se llevó a cabo un análisis de los estados excitados empleando el Hamilto-
niano de Morse. Se conjetura que a altas energías el fenómeno de la ruptura de la poliada
local (o la mezcla de estados excitados de diferente poliada) está asociada con el caos en
los niveles de energía. El problema con este estudio es que la correlación ζ vs. γ que se
usó no era lineal, por lo que su parametrización carecía de validez. Sin embargo, habiendo
descubierto que δ− vs. γ presenta una correlación lineal robusta, ahora sí tendría sentido
dicha parametrización. Es justamente sobre este contexto en lo que se está trabajando en
[74].
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Apéndice A

Determinación de los elementos de la
matriz de Wilson

Recordemos que la matriz de Wilson G(q) es un término que toma en cuenta las masas
de los átomos involucrados en un sistema molecular y la forma en cómo estos se relacionan
entre sí a través de la conexión entre sus coordenadas internas y cartesianas. Luego de
proponer el desarrollo en series de Taylor (1.46) alrededor del equilibrio, el hecho de tomar
G(q) ≈ G0 implica dos cosas: suponemos que existe un único mínimo estructural en la
molécula y que la transformación de coordenadas cartesianas a internas tiene que ser lineal
bajo la aproximación (1.47). La forma explícita para determinar los elementos de matriz
es a través de la expresión

gqiqj =
∑
k

x,y,z∑
ξ

1

mk

(
∂qi
∂Xkξ

)(
∂qj
∂Xkξ

)
, (A.1)

donde las derivadas de las coordenadas de desplazamiento internas q con respecto a las
cartesianas Xkξ van a depender del espacio al que se esté re�riendo, ya sea en el de tensión(

∂qi
∂Xkξ

)
=

(
∂ri
∂Xkξ

)
, (A.2)

o en el de �exión (
∂qj
∂Xkξ

)
= re

(
∂θj
∂Xkξ

)
= − re

sin θj

(
∂ cos θj
∂Xkξ

)
, (A.3)

y donde la evaluación al equilibrio se impone cuando ri → re y θj → θe. Por un lado, luego
de realizar las derivadas de los desplazamientos internos para tensiones con respecto a las
coordenadas cartesianas en (A.2) para el k′-ésimo átomo, estas se pueden generalizar como(

∂qi
∂Xk′ξ

)
=

1

ri
(Xkξ −XDξ)(δkk′ − δDk′), (A.4)

donde Xkξ ∈ ri de acuerdo con las expresiones (2.40) de las distancias. Por otro lado, la
expresión general resultante de derivar los desplazamientos internos de �exión con respecto
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a las coordenadas cartesianas en (A.3) para el k′′-ésimo átomo resulta ser(
∂qj
∂Xk′′ξ

)
=
re cos θj
sin θj

[
(Xkξ −XDξ)(δkk′′ − δDk′′)

r2i
+

(Xk′ξ −XDξ)(δk′k′′ − δDk′′)

r2i′

]
− re
riri′ sin θj

[(Xkξ −XDξ)(δk′k′′ − δDk′′) + (Xk′ξ −XDξ)(δkk′′ − δDk′′)], (A.5)

donde qj ∈ ∠kDk′ para los ángulos mientras que Xkξ ∈ ri y Xk′ξ ∈ ri′ de acuerdo con
las expresiones (2.41). Nótese que los elementos de la matriz de Wilson pueden obtenerse
para el caso general donde todos los átomos (laterales A,B,C y central D) son diferentes.
Sin embargo, es claro que se va a tomar en cuenta el caso de la Figura 2.1 luego de evaluar
en el equilibrio: {A,B,C} → H y D → X, donde X = {N, P, As, Sb, Bi}. Es así que los
elementos de la matriz de Wilson pueden obtenerse de manera sistemática. Comenzemos,
por ejemplo, con el elemento gq1q1 que toma en cuenta la contribución del oscilador de
tensión q1. Basandose en (A.4) las derivadas (∂q1/∂XBξ) = (∂q1/∂XCξ) = 0, por lo que
los términos restantes de (A.1) son

gq1q1 =
3∑

ξ=1

[
1

mA

(
∂q1
∂XAξ

)(
∂q1
∂XAξ

)
+

1

mD

(
∂q1
∂XDξ

)(
∂q1
∂XDξ

)]

=
1

mA�������������:13∑
ξ=1

[
1

r21
(XAξ −XDξ)

2

]
+

1

mD�������������:13∑
ξ=1

[
1

r21
(XAξ −XDξ)

2

]
=

1

mA

+
1

mD

.

De manera análoga, se obtiene un resultado equivalente para los elementos gq2q2 y gq3q3 ya
que la mA pasa a ser mB y mC respectivamente. Evaluando en el equilibrio resulta que
este elemento de matriz para todos los términos diagonales toma la forma general

g(0)rr =
1

mH

+
1

mX

. (A.6)

La obtención del elemento gq1q2 está asociada con una contribución no diagonal de la
interacción entre los osciladores q1 y q2. De la ecuación (A.4) vemos que las derivadas
(∂q1/∂XBξ) = (∂q1/∂XCξ) = (∂q2/∂XAξ) = (∂q2/∂XCξ) = 0, así que (A.1) se reduce a

gq1q2 =
3∑

ξ=1

[
1

mD

(
∂q1
∂XDξ

)(
∂q2
∂XDξ

)]

=
1

mD

3∑
ξ=1

[(
− 1

r1
(XAξ −XDξ)

)(
− 1

r2
(XBξ −XDξ)

)]

=
1

mD

[
1

r1r2

3∑
ξ=1

(XAξ −XDξ)(XBξ −XDξ)

]

=
cos θ6
mD

.
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Nótese que la interacción entre los osciladores de tensión q1 y q2 está relacionada con el
ángulo que forman entre sí θ6, y lo mismo se espera para los elementos gq1q3 y gq2q3 , donde
θ6 pasaría a ser θ5 y θ4 respectivamente. Además, también se puede intuir fácilmente que
gq1q2 = gq2q1 . Nuevamente, podemos generalizar estos resultados, evaluados al equilibrio,
para los términos no diagonales como

g
(0)
rr′ =

cos θe
mX

. (A.7)

Es debido a este término que, conforme la masa del átomo central aumente mX → ∞,
podemos identi�car un límite local en los osciladores de tensión. Ahora seguimos con los
elementos que involucran los osciladores de �exión, por ejemplo gq4q4 . Dicho elemento de
matriz tiene que ver con una contribución diagonal que depende únicamente del oscilador
de �exión q4. De la ecuación (A.5) vemos que la derivada (∂q4/∂XAξ) = 0, por lo que los
términos restantes de (A.1) son

gq4q4 =
3∑

ξ=1

 1

mB

(
∂q4
∂XBξ

)(
∂q4
∂XBξ

)
︸ ︷︷ ︸

w1

+
1

mC

(
∂q4
∂XCξ

)(
∂q4
∂XCξ

)
︸ ︷︷ ︸

w2

+
1

mD

(
∂q4
∂XDξ

)(
∂q4
∂XDξ

)
︸ ︷︷ ︸

w3

 .
Desarrollando los términos de forma independiente se obtiene:

w1 =

[
re cos θ4
sin θ4

(XBξ −XDξ)

r22
− re
r2r3 sin θ4

(XCξ −XDξ)

]2

=
r2e

r22 sin
2 θ4

cos2 θ4��������:1(XBξ −XDξ)
2

r22
− 2 cos θ4

���������������:cos θ4
(XBξ −XDξ)(XCξ −XDξ)

r2r3
+

��������:1(XCξ −XDξ)
2

r23


=

r2e
r22 sin

2 θ4

[
1− cos2 θ4

]
=
r2e
r22
;

w2 =

[
re cos θ4
sin θ4

(XCξ −XDξ)

r23
− re
r2r3 sin θ4

(XBξ −XDξ)

]2

=
r2e

r23 sin
2 θ4

cos2 θ4��������:1(XCξ −XDξ)
2

r23
− 2 cos θ4

���������������:cos θ4
(XBξ −XDξ)(XCξ −XDξ)

r2r3
+

��������:1(XBξ −XDξ)
2

r22


=

r2e
r23 sin

2 θ4

[
1− cos2 θ4

]
=
r2e
r23
;
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w3 =

{
−re cos θ4

sin θ4

[
(XBξ −XDξ)

r22
+

(XCξ −XDξ)

r23

]
+

re
r2r3 sin θ4

[(XBξ −XDξ) + (XCξ −XDξ)]

}2

=
r2e

sin2 θ4

{
cos θ24

[
(XBξ −XDξ)

r22
+

(XCξ −XDξ)

r23

]2
−2 cos θ4

r2r3

[
(XBξ −XDξ)

r22
+

(XCξ −XDξ)

r23

]
[(XBξ −XDξ) + (XCξ −XDξ)]

+
[(XBξ −XDξ) + (XCξ −XDξ)]

2

r22r
2
3

}

=
r2e

sin2 θ4

cos θ24

(XBξ −XDξ)
2

r42
+

2
��������������: r2r3 cos θ4

(XBξ −XDξ)(XCξ −XDξ)

r22r
2
3

+
(XCξ −XDξ)

2

r43


−2 cos θ4

r2r3

(XBξ −XDξ)
2

r22
+

(
1

r22
+

1

r23

)
��������������:r2r3 cos θ4

(XBξ −XDξ)(XCξ −XDξ) +
(XCξ −XDξ)

2

r23



+
(XBξ −XDξ)

2 + 2
��������������: r2r3 cos θ4

(XBξ −XDξ)(XCξ −XDξ) + (XCξ −XDξ)
2

r22r
2
3


=

r2e
sin2 θ4

{
cos θ24

[
1

r22
+

2 cos θ4
r2r3

+
1

r23

]
− 2 cos θ4

r2r3

[
1 +

(
r3
r2

+
r2
r3

)
cos θ4 + �1

]
+

1

r23
+

�
�
�
��2 cos θ4

r2r3
+

1

r22

}

=
r2e

sin2 θ4

{
cos θ24

[
����r22 + r23 + 2r2r3 cos θ4

r22r
2
3

]
− 2r2r3 cos θ4 + �2(r22 + r23) cos

2 θ4
r22r

2
3

+
r22 + r23
r22r

2
3

}

=
r2e

sin2 θ4

{
(1− cos θ24)

[
r22 + r23 − 2r2r3 cos θ4

r22r
2
3

]}

= r2e

(
r22 + r23 − 2r2r3 cos θ4

r22r
2
3

)
.

Al �nal, la expresión resultante es

gq4q4 = r2e

[
1

mB

(
1

r22

)
+

1

mC

(
1

r23

)
+

1

mD

(
r22 + r23 − 2r2r3 cos θ4

r22r
2
3

)]
,
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y en el equilibrio se llega a la expresión general para los elementos diagonales

g
(0)
θθ = 2

[
1

mH

+
1

mX

(1− cos θe)

]
. (A.8)

Finalmente, se requiere obtener el elemento de matriz no diagonal correspondiente a la
interacción entre dos osciladores de �exión, como por ejemplo el término gq4q5 . En este
caso, de la ecuación (A.5) se encuentra que las derivadas (∂q4/∂XAξ) = (∂q5/∂XBξ) = 0 y
los términos de (A.1) que sobreviven son

gq4q5 =
3∑

ξ=1

 1

mC

(
∂q4
∂XCξ

)(
∂q5
∂XCξ

)
︸ ︷︷ ︸

w′
1

+
1

mD

(
∂q4
∂XDξ

)(
∂q5
∂XDξ

)
︸ ︷︷ ︸

w′
2

 .
El desarrollo matemático es mucho más complicado que el del ejemplo anterior, pero de
igual manera se busca dejar todo en términos de las coordenadas internas haciendo uso de
las expresiones (2.40) y (2.41). Es así que llegamos a la expresión

gq4q5 =
r2e

sin θ4 sin θ5

{
1

mD

[
cos θ6

(
1

r23
− cos θ4

r2r3
− cos θ5

r1r3
+

cos θ4 cos θ5
r1r2

)
+cos θ4 cos θ5

(
cos θ4
r2r3

+
cos θ5
r1r3

− 1

r23

)
+

1

r1r2

(
1− cos2 θ4 − cos2 θ5

)]
+

1

mCr23
(cos θ6 − cos θ4 cos θ5)

}
,

y evaluada al equilibrio se simpli�ca a

g
(0)
θθ′ =

1

sin2 θe

[
1

mX

(1 + cos θe − 5 cos2 θe + 3 cos3 θe) +
1

mH

(cos θe − cos2 θe)

]
, (A.9)

siendo la misma expresión para el resto de los elementos no diagonales.
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Apéndice B

Método de ajuste por mínimos
cuadrados

En este apartado vamos a plantear de forma general un método de ajuste automático
dedicado a calcular niveles de energía. Este método fue aplicado dentro del modelo de boso-
nes con interacción (MBI) para describir de forma aproximada a los núcleos en las regiones
de transición [94]. Para ello se tenía que disponer de las energías experimentales, pero varias
de estas no podían conocerse debido a limitaciones tanto tecnológicas como experimentales.
Bajo el contexto de las excitaciones vibracionales ocurre una situación equiparable porque
se puede contar con las energías vibracionales de una molécula con base en su espectro IR
y Raman. La cantidad de energías observables va a depender de lo bien resuelto que esté el
espectro, el estado de agregación de la muestra, la estabilidad de la molécula, entre otros
factores. Es claro que la falta de niveles de energía representa un obstáculo en algunas
moléculas ya que no es posible caracterizar todos los estados excitados. La resolución a
este problema va en orden de considerar unos parámetros en el Hamiltoniano del sistema
que, al ser ajustados adecuadamente, logren reproducir los valores experimentales e incluso
predecir teóricamente algunos otros. Si en este caso particular consideramos un Hamilto-
niano bajo el modelo de osciladores armónicos interactuantes, entonces los parámetros a
ajustar adquieren un signi�cado preciso al estar asociados a interacciones especí�cas entre
osciladores. En la representación algebraica estaríamos hablando de interacciones entre
bosones. A continuación describiremos el proceso que básicamente consta de tres partes.

B.1. Construcción de las ecuaciones lineales

Partimos de la ecuación de Schrödinger para el n-ésimo estado

Ĥ|Ψn
α⟩ = En|Ψn

α⟩, (B.1)

donde el Hamiltoniano del ajuste (4.45) puede expresarse de forma simpli�cada como una
combinación lineal de operadores Ô pesados por un parámetro x de la forma

Ĥ =
Nx∑
r=1

xrÔr (B.2)
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para la r-ésima interacción con un total de Nx. Cada eigenvector |Ψn
α⟩, aunque exista

degeneración, puede etiquetarse sin ambigüedad alguna como ya hemos discutido antes
con los valores propios de un CCOC-II en (2.13). Recordemos también que estos nuevos
eigenestados provienen de una transformación de semejanza (2.19) y son una combinación
lineal de funciones que ya se conocen, las cuales forman un espacio de representación para
un grupo puntual molecular dado. Sabiendo de antemano esto, consideremos pues el caso
general

|Ψn
α⟩ =

N∑
i=1

ain|ϕi⟩, (B.3)

siendo el conjunto de funciones |ϕi⟩ aquel que forma dicho espacio de representación y ain
son términos de peso que dependen de la i-ésima función y del n-ésimo estado. Nótese
que las bases local (4.41) y normal (4.44) pueden representarse de forma simpli�cada
como (B.3). Del Hamiltoniano (B.1) multiplicamos por ⟨Ψn

α| para despejar la energía,
obteniéndose

⟨Ψn′

α′ |Ĥ|Ψn
α⟩ =

N∑
i=1

N∑
j=1

ain′ Hij ajn = Enδn′n, (B.4)

y en forma matricial

(
a1n′ a2n′ · · · aNn′

)


H11 H12 · · · H1N

H21 H22 · · · H2N
...

... . . . ...
HN1 HN2 · · · HNN




a1n
a2n
...

aNn

 = Enδn′n, (B.5)

donde los elementos de matriz son una combinación lineal de matrices dados por

Hij =
Nx∑
r=1

xrC
r
ij; Cr

ij = ⟨ϕi|Ôr|ϕj⟩, (B.6)

siendo Cr
ij matrices asociadas a la r-ésima interacción. Si estamos en el mismo estado n y

además substituimos (B.6) en (B.4) obtenemos

N∑
i=1

N∑
j=1

ain

(
Nx∑
r=1

xrC
r
ij

)
ajn = En, (B.7)

y reescribiendo esta ecuación llegamos a

Nx∑
r=1

b(n)r xr = En, (B.8)

con

b(n)r =
N∑
i=1

N∑
j=1

ain C
r
ij ajn. (B.9)

Notemos que si contáramos con un conjunto de parámetros xr que constituyen la �mejor
suposición�, entonces sería posible diagonalizar las matrices de interacción y determinar
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tanto En como ain. Sin embargo, es una realidad que los eigenvalores En no puedan empatar
exactamente con las energías experimentales E(n)

exp. Por esta razón se opta por el caso
inverso en el que se conocen las energías experimentales y desconocemos los parámetros
xr. Siguiendo esta idea, la ecuación (B.8) ahora pasa a ser un sistema de ecuaciones lineales

Nx∑
r=1

b(n)r xr = E(n)
exp. (B.10)

Resulta que en esta ecuación todos los eigenestados pueden identi�carse con una energía
experimental. En otras palabras, supone que conocemos todas las energías experimentales
del sistema molecular. Lamentablemente en la práctica contamos con un número limitado
Nexp de las mismas, por lo que solamente algunos eigenvalores pueden ser comparados con
los valores experimentales. Esto signi�ca que del conjunto de ecuaciones (B.10) realmente
con lo que nos quedamos es con el siguiente subconjunto

Nx∑
r=1

b(m)
r xr = E(m)

exp ; m = 1, · · · , Nexp. (B.11)

Es de nuestro interés llevar a cabo el ajuste de las energías de los estados excitados, lo
cual es posible siempre y cuando n = m mediante la diferencia

Nx∑
r=1

(
b(n)r − b(m)

r

)
xr = E(n)

exp − E(m)
exp . (B.12)

Una condición que debe cumplirse para que las soluciones tengan sentido es que Nexp > Nx.
Esta condición es necesaria ya que el sistema de ecuaciones tiene solución (de hecho posee
soluciones in�nitas) si el número de variables Nx es menor que las Nexp ecuaciones a
resolver. Por el contrario, si Nexp < Nx entonces no existe solución alguna.

B.2. Ajuste por mínimos cuadrados

Se desea determinar los parámetros xr en el sistema de ecuaciones (B.11) de modo que
la suma sobre todas las interacciones se aproxime a la m-ésima energía experimental lo
mejor que se pueda. En este sentido, vamos a hacer uso del método de mínimos cuadrados
que implica minimizar la siguiente función

f =

Nexp∑
m=1

(
Nx∑
r=1

b(m)
r xr − E(m)

exp

)2

. (B.13)

Realizamos pues la primera derivada para encontrar aquellos valores xi que la minimizan

∂f

∂xi
=

Nexp∑
m=1

(
Nx∑
r=1

b(m)
r xr − E(m)

exp

)
b
(m)
i = 0, (B.14)
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y esta expresión se puede reacomodar como

Nexp∑
m=1

Nx∑
r=1

b
(m)
i b(m)

r xr =

Nexp∑
m=1

b
(m)
i E(m)

exp , (B.15)

con i = 1, · · · , Nx. Este es un sistema de Nexp ecuaciones lineales no-homogéneas para Nx

parámetros o incógnitas. La resolución de este sistema de ecuaciones nos conduce a un
conjunto nuevo de parámetros x(1)i .

B.3. Proceso de iteración

Utilizando este primer conjunto de parámetros x(1)i , presumiblemente mejorados, se
pueden calcular los elementos de matriz Hij con (B.6) y al diagonalizar vamos a obtener
unos nuevos eigenvectores a(1)im. Luego con estos y haciendo uso de la ecuación (B.9) se
consigue determinar unos nuevos coe�cientes b(m)

i , los cuales a su vez van a dar origen a
unos nuevos parámetros x(2)i provenientes del proceso de mínimos cuadrados resolviendo
nuevamente el sistema de ecuaciones (B.15). Este procedimiento se repite varias veces
hasta que las soluciones de este sistema de ecuaciones convergan en un valor, es decir,

x
(n)
i ≃ x

(n−1)
i , (B.16)

siendo n el número de iteraciones para el i-ésimo parámetro. La cantidad de iteraciones
requeridas en este proceso va a depender tanto del número de parámetros Nx como de la
diferencia Nexp −Nx. En este sentido, es esencial la introducción de la raíz o desviación
de la media cuadrática (del inglés rms) como una medida de la precisión del ajuste

rms =
χ√

Nexp −Nx

; χ2 =

Nexp∑
m=1

(
E

(m)
cal − E(m)

exp

)2
, (B.17)

donde E(m)
exp es la m-ésima energía experimental involucrada con un total de Nexp, mientras

que E(m)
cal es la m-ésima energía calculada en cada paso del ajuste.

A veces ocurre que no se llega a una convergencia en las soluciones para el sistema de
ecuaciones (B.15). Este hecho puede deberse a que algunos de los parámetros no se hayan
determinado adecuadamente con los datos experimentales. Incluso por sí mismos pueden
padecer de un comportamiento errático y variable que persiste a lo largo de todo el proceso
iterativo, volviéndolos prácticamente indeterminables. Para poder evitar la divergencia de
las soluciones se opta por congelar o �jar estos parámetros de forma arbitraria. De esta ma-
nera nos aseguramos de que únicamente los parámetros asociados a las interacciones más
importantes del sistema van a tomar parte en el proceso iterativo. También se espera que
los parámetros restantes sean su�cientes para alcanzar la convergencia, siempre y cuando
se siga cumpliendo la condición Nexp > Nx. Claramente, hace falta tener experiencia para
saber qué interacciones congelar y cuáles no dependiendo de la molécula, como se pudo
apreciar en los ajustes presentados en este trabajo, por lo que este proceso es hasta cierto
punto artesanal.
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