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Introduccion

De manera general los hidruros de los pnictégenos XH3 son compuestos venenosos que
actian como agentes reductores, con excepciéon del amoniaco, que se caracterizan por su
creciente inestabilidad térmica conforme se desciende en el periodo del grupo 15 en la
tabla periodica. Estos gases pueden ser obtenidos por reducciéon del arsénico, antimonio y
bismuto respectivamente, ya sea empleando electrodos de metales electropositivos o elec-
troliticamente, en disoluciones de acido sulftrico; o también se puede obtener mediante
la acidificacion de fosfuros o arseniuros de metales electropositivos. El primer compuesto
de la serie es el amoniaco, NH3, un gas incoloro muy ligero que se distingue por un des-
agradable olor debido a su reactividad como base, tiene presencia en la naturaleza a nivel
de trazas tanto en la Tierra como en otros planetas y es empleado como maéser [1, 2|. Es
el Gnico compuesto de la serie que presenta un movimiento de inversién debido a que la
barrera energética de este proceso es de 23.4 kJ/mol por lo que los isémeros 6pticos no se
observan para los compuestos nitrogenados trisustituidos. La fosfina, PHj3, es un gas inco-
loro, inflamable, explosivo y altamente toxico que se encuentra en la atmosfera terrestre a
muy bajas concentraciones. La arsina, AsHjs, el tercer hidruro de la serie, es un compuesto
extremadamente toxico, inflamable e inestable que sufre una descoposicién autocatalitica
hacia el arsénico, y de este ultimo proceso se toma ventaja para identificar arsénico en
el “test” de Marsh [3]. La estibina, SbH3, también es una gas incoloro, bastante toxico e
inestable que se descompone lentamente a temperatura ambiente y rapidamente a 200 °C.
Por dltimo, la bismutina, BiHz, es un compuesto inestable muy dificil de preparar para la
espesctroscopia experimental [4].

El estudio de los hidruros de los pnictéogenos es interesante dentro del contexto de los
grados de libertad vibracionales, particurlamente en los modos de tension debido a que
presentan un comportamiento de modos locales. La preparacion experimental de estos
compuestos se complica conforme la inestabilidad sea mayor, por esta razon es que existen
pocos datos experimentales reportados de los compuestos méas pesados de esta serie de
moléculas.

Alrededor de los anos 70’s la manera tradicional en la que se realizaban descripciones
de los grados de libertad vibracionales de las moléculas era dentro del esquema de modos
normales |5, 6]. Un modo de vibracion normal implica que todos los osciladores presentes
en un sistema molecular vibran de forma colectiva a la misma frecuencia. Con la llegada de
métodos modernos basados en laseres, la resolucion de los espectros mejor6 hasta el punto
de observar ciertas discrepancias en moléculas con una diferencia de masas considerable a



altas energias en forma de dobletes, un hecho que el esquema de modos normales no podia
explicar [7-9]. La forma en que se resolvio este problema fue haciendo la descripcion de
excitaciones vibracionales en el marco de modos locales interactuantes, donde un modo
local considera que los osciladores de un sistema molecular vibran de forma independien-
te a una determinada frecuencia. Desde hace algunos anos atras ya se tenifan evidencias
al respecto sobre este comportamiento [10-13|. En este sentido, la manisfestacion de los
dobletes se debia a la interaccion entre osciladores y a contribuciones anarmonicas de los
mismos [14-20]. Dentro de esta descripcion es vital la identificacion y consideracion de
la poliada, la cual se define en el esquema de modos normales como un pseudontimero
cuantico que engloba todos aquellos eigenestados que estan conectados entre si a través
de interacciones de resonancia. Bajo un esquema de conservacion se espera que haya una
coincidencia entre las poliadas de los modos locales y normales siempre y cuando la mo-
lécula sea muy local. Por tanto, el comportamiento de modos locales va a adquirir mayor
validez sobre el esquema de modos normales conforme la diferencia de masas en los enlaces
A—B se incrementa en la serie de moléculas del tipo AB,,, y particularmente para la serie
de moléculas XHs, donde X=N, P, As, Sb y Bi.

Estas moléculas se han venido estudiando desde hace tiempo, siendo la més estudiada
la molécula de amoniaco NH3 debido a su importancia y sencillez [21-34]. Seguidamente,
esta la fosfina PH3 donde los estudios més interesantes se centran en calculos robustos ab
initio de la superficie de energia potencial (SEP) para determinar tanto los momentos de
transicién vibracionales como sus constantes de fuerza, lo que permite simular su espec-
tro [35-38|. Por otra parte, la arsina AsHj y estibina SbHj3 han sido estudiadas dentro
del marco de los modos locales de vibracion [78] debido a la diferencia de masas en los
enlaces X—H, donde el Hamiltoniano se expresa en términos de las coordenadas internas
de los osciladores de tension, considerando las energias exactas de los osciladores de Morse.

Siguiendo el hilo de esta tltima metodologia, fue considerada la aproximacion del grupo
unitario U(v+ 1), la cual consiste en conservar la misma cantidad de bosones al introducir
un boso6n escalar en el espacio v de osciladores armoénicos. La ventaja de esta aproximacion
es que corta el espacio, por lo que puede ser tratado como un grupo compacto que define
un espacio de Hilbert. Mediante el establecimiento de los operadores de Casimir asociados
a diferentes cadenas de grupos se provee tanto de la base como de las principales inter-
acciones del Hamiltoniano |39, 40]. Esta aproximacion fue aplicada a los sistemas de la
arsina y estibina [41, 42|. Sin embargo, la desventaja era que las constantes de fuerza no
podian ser estimadas debido a una falta de conexion entre el espacio de configuraciéon y la
representacion algebraica. Luego, esta conexion fue establecida y posteriormente aplicada
a las moléculas de AsH; y SbHjs, logrando estimar sus respectivas constantes de fuerza
[43, 44, 77, 80|.

Una ruta diferente aplicada a la arsina y estibina [78] y que se aplicara a la fosfina, con-
siste en la realizacion algebraica del Hamiltoniano en un espacio de configuracion. La idea
general es partir del Hamiltoniano definido en un espacio de configuracién de coordenadas
y momentos internos, posteriormente se establece su desarrollo algebraico en términos de
operadores de ascenso y descenso asociados a las funciones de Morse conservando los tér-



minos que conservan la poliada local. Debido a que el desarrollo algebraico no es lineal,
se establece una aproximacion donde se toman los términos lineales [45-51], es decir, se
establece un mapeo de los operadores de ascenso y descenso del oscilador armoénico a ope-
radores de SU(2) de Morse [48]. Cabe aclarar que mientras més términos de orden superior
en el desarrollo algebraico sean tomados en cuenta, se obtiene una mejor descripcion del
sistema al poder estimar mas constantes de fuerza [50].

Al realizar el estudio de excitaciones vibracionales en moléculas con un comportamiento de
modos locales, es comtn presentar diagramas que muestren la correlacion que existe entre
los modos locales y normales dado un conjunto de osciladores equivalentes. Una propuesta
hecha por Halonen y Child fue la introduccion del parametro { = (2/7) arctan(\/wz) con
el proposito de medir ese grado de localidad /normalidad, donde & — 0 es el limite local
mientras que el & — 41 corresponde al limite normal. Desde el punto de vista del modelo
de osciladores anarmonicos arménicamente acoplados (del inglés HCAO), este parametro
toma en cuenta la fuerza con la que interacttian los osciladores dada por A asi como una
contribucion de anarmonicidad wz inherente al oscilador de Morse [15, 16, 18|. En principio
el pardmetro ¢ funciona para una gran variedad de moléculas, pero puede estar sesgada
en casos donde la separacion de los niveles de energia por contribuciones anarmoénicas no
siempre esté relacionada con el grado de localidad /normalidad, provocando que no se ob-
tengan resultados congruentes con los esperados.

Haciendo uso del mismo modelo de osciladores de Morse interactuantes empleado en [78],
se pretende mejorar las descripciones vibracionales de la arsina y la estibina, y efectuar por
primera vez el estudio de la fosfina. También se introduciran una serie de nuevos pardme-
tros que dependen tnicamente de las frecuencias fundamentales y de ciertas constantes de
estructura para estimar el grado de la transicion local/normal para la serie de moléculas
piramidales del tipo XHs.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. Primeramente, en el capitulo 1 se
presenta una descripcion local de excitaciones vibracionales para un sistema de dos os-
ciladores equivalentes, introduciendo la idea general de la representacion algebraica para
mostrar la transicion de modos local /normal. En el capitulo 2 se lleva a cabo la proyeccion
de funciones para obtener las coordenadas adaptadas por simetria para un conjunto de tres
osciladores equivalentes. Con base en eso se retoma parte de la descripcion de excitaciones
vibracionales con mas detalle en la representacion algebraica asi como la transicion de mo-
dos local /normal. En el capitulo 3, los criterios de localidad /normalidad son introducidos
como consecuencia de la conexion entre los esquemas de modos local y normal. Después
en el capitulo 4 se establecen los ingredientes necesarios que van a permitir realizar la des-
cripcion general de vibraciones: el Hamiltoniano de Morse con términos que conservan la
poliada en su representacion algebraica y la construccion de la base local /normal adaptada
por simetria sobre la que va a actuar dicho Hamiltoniano. Se presenta ademas el anélisis
vibracional de las moléculas piramidales PHs, AsH3 y SbHj3. Por tdltimo, las conclusiones
y perspectivas de este trabajo son presentadas.






Objetivos

Los objetivos planteados para este trabajo son enlistados a continuacion:

Realizar un desarrollo algebraico del Hamiltoniano definido en el espacio de configu-
racion en términos de los operadores de ascenso y descenso asociados a funciones de
Morse, considerando una aproximacién lineal.

A partir de la identificaciéon de las interacciones més relevantes en las moléculas
piramidales PH3, AsH; y SbHj, establecer el Hamiltoniano general conformado tanto
por términos del esquema normal como del local.

Realizar los ajustes por minimos cuadrados de los parametros espectroscopicos del
Hamiltoniano general, buscando que las energias predichas empaten con las experi-
mentales.

Mediante la conexiéon de modos locales a normales, introducir parametros para el
estudio de la transicion local/normal.

Establecer criterios de localidad /normalidad a través de la comparacion entre los
parametros.






Parte 1

Antecedentes






Capitulo 1

Descripcion local de excitaciones
vibracionales

1.1. Sistemas moleculares

Consideremos una molécula con [ particulas, donde N son niicleos y [— N son electrones.
La energia bajo consideraciones no-relativistas asociada a este conjunto de particulas viene
descrita por un Hamiltoniano que posee los términos tanto de la energia cinética como de
la interaccion electrostatica entre ellas. Al colocarnos sobre un marco de referencia ajeno
al sistema, el Hamiltoniano puede expresarse de la forma

H=T+V, (1.1)
donde
R B2 < V2
T=—— — 1.2
S 12)
mientras que el potencial viene dado por
1
~ Z;7e?
V= — 1.3
Z 471'607“,‘]‘ ( )
1<j=1

Aqui se esta haciendo referencia a la masa de las particulas m;, su carga Z; y la distancia
relativa entre ellas r;;. La ecuacion de Schrodinger asociada para estados estacionarios
toma la forma

HU = BV (1.4)

Se trata de un problema general que es basicamente irresoluble debido a que se estan
tomando en cuenta todas las interacciones del sistema de manera indiscriminada. Es por
ello que la dificultad de este problema recae en los acoplamientos de aquellos grados de
libertad involucrados. Es asi como vamos a comenzar a proponer aproximaciones para
poder simplificar el problema.



1.1.1. Aproximacién Born-Oppenheimer

Comencemos por reubicar nuestro marco de referencia en las coordenadas del centro
de masa molecular (XY, Z), de cierta forma situandonos sobre la molécula. Como conse-
cuencia, el Hamiltoniano (1.1) se desacopla en

H = Tonr + Hint, (1.5)

donde TCM es la energia cinética del centro de masa molecular y 7—Almt contiene todos los
términos de interaccion intrinsecos a la molécula. Si se propone que la eigenfuncién tome
la forma

U =Y., Do, (1.6)

entonces la ecuacion (1.4) se vuelve separable. Por un lado, tenemos para el centro de masa
que
Tem®om = Eou®eonm, (1.7)

en la cual Egjs es su energia cinética que hace referencia a la energia de una particula
libre, siendo un término constante. Esto es lo mismo que desacoplar el grado de libertad
correspondiente a la traslacion de la molécula. Por otro lado, la ecuacion de Schrédinger
interna se expresa como

/;’:[intlllint = Eintqjinty (18)

siendo los términos de este Hamiltoniano interno [52]
?:[int - 7:[7‘1)6 + 7:[fs + ?:[hfm (19)
donde:

» H,e es el término rovibrénico que estd relacionado con la energia cinética intra-
molecular y electrostatica de todas las particulas. Aqui van a estar contenidas las
coordenadas electronicas, vibracionales y rotacionales de forma acoplada;

] 7:[fs es el término de la estructura fina que surge de todas aquellas interacciones
que involucran a los momentos magnéticos de espin de los electrones. Estos pueden
interaccionar con sus propios movimientos orbitales (acoplamiento espin-orbita) o
con otros momentos de espin electronicos (acoplamiento espin-espin), e incluso con
el movimiento orbital de los niicleos;

] 7:lhfs es el término de la estructura hiperfina que se asocia con aquellas interacciones
de los momentos eléctricos y magnéticos nucleares con otros momentos eléctricos
y magnéticos de la molécula. Dentro de todas estas interacciones se incluyen los
acoplamientos espin-espin, espin-érbita asi como las que involucran a los momentos
cuadrupolares eléctricos de los niicleos.

Si nos acotamos en el estudio de los niveles de energia electronicos sin una estructura fina
e hiperfina resuelta, parece conveniente despreciar los términos de interaccion electroma-
géticos Hys v Hays en (1.9), lo que nos permite aproximar Hine & Hope-
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Consideremos ahora referir las coordenadas de todas las particulas de la molécula con
respecto a las coordenadas del centro de masa nuclear (£,7,(), por lo que las coordena-
das de los ntcleos, sin tomar en cuenta el centro de masa nuclear, van a estar dadas por
Ry = (&,m2, (o, - €N, v, (), mientras que para los electrones sus coordenadas van a
ser Teee = (En11, MN+1, CNtt, -0, &M, (). En estas nuevas coordenadas la energia cinética
electronica y nuclear se vuelve separable en el Hamiltoniano rovibrénico

ﬁrve = Te + TN + ‘A/<relec> RN)7 (110)

donde existen términos diagonales y cruzados de la energia cinética de las particulas. Para
el término de los electrones explicitamente se tiene

. ., R <
7. =T =— § 1.11
e + e 2m M v v]? ( )

€ i=N+1 i,j=N+1

mientras que para los nicleos tenemos

a0 e K2 RVE R
Tn =TV + Ty =— ZH ST Zv -Vj, (1.12)

2
=2 1,j=2

ademaés del potencial coulémbico que involucra los términos

AT
y Ve + Ve + Vi = St A 1.1

V(releca RN) ‘/ee + Vne + Vnn Z 47T€0RU 5 ( 3)

1<j=1

con 82 82 82

2 o 1.14
VT og tag e .

0? 0? 0?
V-V, = + . (1.15)

a§za§y (9mt9m 9GAG;
En estas ecuaciones tenemos la masa del electréon m,, la masa de los niicleos m;, la masa
total de todos los niicleos My, la carga de cada particula Z; y R;; es la distancia relativa
entre las particulas ¢ y j. Asi, la ecuacion de Schrodinger (1.8) a resolver toma la forma

Te + TN + V(releca RN):| \Ijrve<releca RN) = Erve\I[r'ue (rel607 RN) (116)

En 1924 M. Born y W. Heisenberg habian sugerido el desarrollo perturbativo del Hamil-
toniano rovibrénico en términos del parametro \/m./Mpy, el cual relaciona la masa del
electron con la masa nuclear promedio. Mas tarde en 1927 Born y Oppenheimer llevaron
a cabo este desarrollo considerando un nuevo parametro x = +{/m./M, sobre ’HWE. En
el contexto de esta aproximacion se reveld que existe una diferencia de dos ordenes de
magnitud entre las energias correspondientes a cada grado de libertad, lo que los condujo
a la siguiente relacion entre energias

AE,o ~ K*AEyip ~ £*AEgee. (1.17)
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La evidencia experimental sugiere que esta condiciéon es vélida, por lo que el desacopla-
miento de dichos grados de libertad es plausible. Siguiendo esta idea, la aproximacion de
Born-Oppenheimer nace como una consideracion en la solucion de la ecuacién de onda
rovibrénica V¥, no-relativista de un sistema molecular al establecer la separacion de los
grados de libertad nucleares de los electronicos. En ella se asume que una variacion en
las coordenadas nucleares no afecta de manera significativa a las coordenadas electréni-
cas. Como resultado, la funcion de onda electronica deja de depender de las coordenadas
nucleares como una variable y se transforman en un parametro. Formalmente existen dos
formas de llevar a cabo la aproximacion de Born-Oppenheimer presentadas en [53]: método
variacional y teoria de perturbaciones. Siguiendo el segundo camino vamos a considerar la
funcién W,,. a orden cero, por lo que se vuelve separable

\Ij'rve<relem RN) =~ qj(o) (relec; RN) - \I/elec<relec; R‘N)\IIT"U(RN>‘ (118)

rve

La aproximacion Born-Oppenheimer también puede interpretarse de la siguiente forma:
el movimiento de los electrones no va a verse afectado por el movimiento de los nicleos
debido a la gran diferencia en las masas entre ellos. Esto implica que el operador Ty, que
depende exclusivamente de una variacion de las coordenadas nucleares, no va a actuar
sobre la funcion W, (reee; Ry). Si agrupamos todos los términos que dependen de las
coordenadas electronicas y ademéas substituimos (1.18) en (1.16) llegamos a la ecuacion
TN + Vnn(RN) + Helec qjﬁ?;)@(relec; RN) - Ey(»qo;)eqj7(~?;)e(relec; RN>7 (119)
donde ES) es la energia rovibronica a orden cero y se defini6 el término del Hamiltoniano

electronico R R R A A
Hetee = TO + T + V(Cetee; Ry) — Vin(Ruy). (1.20)

Las consecuencias de aplicar esta aproximacion a (1.19) son dos. La primera es que esta
ecuacion se vuelve separable, una parte nuclear y otra electronica. La segunda es que los
términos cruzados Té pueden despreciarse ya que son una contribucion que depende de la
masa nuclear total y son del mismo orden que aquellos términos despreciados cuando se
propuso (1.18). Es por eso que se deriva de (1.19) la ecuacion de Schrodinger electronica

Te(O) + V(releca RN) - Vnn<RN)] \pelec(relec; RN) = ‘/;(RN)\IjelGC(rEZGC; RN)’ (121)

donde V,(Ry) es la energia molecular en la aproximacion de nticleos fijos siendo parame-
trizada con las coordenadas nucleares. La clave de la resolucién de esta ecuaciéon consiste
en “fijar” a los nicleos paramétricamente ya que estamos analizando la situacion en la que
los electrones se mueven muy rapido, tanto que no notan el movimiento de los nicleos. Por
otro lado, de las ecuaciones (1.19) y (1.21) la ecuacion de Schrédinger nuclear es obtenida

Ty + Vin(Rov) + Ve(Rov) | o (Roy) = EOLW (Ry). (1.22)
De cierta forma la evolucién del sistema molecular va a estar en funcién de la configuracion

espacial que tengan los niicleos y en principio cualquier disposicion es valida. Esto implica
que habra tantas V. (Ry) como diferentes configuraciones nucleares. Resulta que existe un
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caso particular donde los ntcleos pueden encontrarse en una Conﬁ%uraci(’)n de equilibrio,
alcanzandose el minimo de la energia electronica V.(RY) = E,... Si referimos (1.22)
con respecto a este minimo de energia electrénica entonces llegamos a la ecuacion de
Schrodinger roto-vibracional

[T}V + VN] U,(Ry) = B0, (Ry), (1.23)

con las definiciones

E = Erve E(O

elec’

Vi = Vin(Ry) + Vo(Ry) — E

elec’

(1.24)

Como resultado de la aproximacion de Born-Oppenheimer el problema se reduce ahora a
resolver una ecuacion de Schrodinger roto-vibracional de 3N — 3 dimensiones y, de forma
independiente, una ecuacién de Schrédinger electronica de 3(I — N) dimensiones. Va a
tener sentido y validez esta aproximacion siempre y cuando en los sistemas moleculares la
condicion (1.17) se cumpla, es decir, que la brecha energética entre estados electronicos y
roto-vibracionales sea lo suficientemente grande. A pesar del éxito de este desacoplamiento,
los problemas comienzan a surgir debido a que el acoplamiento entre estados rotacionales
y vibracionales es mas importante. Por ello, vamos a proceder con la obtencién de una
funcién de onda roto-vibracional aproximada a través del enunciamiento de otra importante
aproximacion.

1.1.2. Aproximaciéon Roto-Vibracional

Ya teniendo la ecuacién (1.23) nos preguntamos ahora por la naturaleza de las 3N
coordenadas nucleares, las cuales describen el movimiento de cada adtomo dentro de la
molécula. Desde el momento en que se estableci6 el Hamiltoniano (1.9) se aclar6 que la
traslacion del centro de masa molecular R¢js dejo de tomarse en cuenta, asi que inicamente
restan 3N — 3 grados de libertad. Sin embargo, todavia es posible hablar de como esta
orientada la molécula y como es la posicion de cada uno de los atomos con respecto a
sus posiciones de equilibrio. En este sentido, las coordenadas rotacionales y vibracionales
surgen de la siguiente descomposicion de las coordenadas nucleares

R, =Rey + W(r)? +1;). (1.25)

Al efectuar un cambio de coordenadas sobre (£, 7, () mediante una matriz de rotacion W,
las nuevas coordenadas (x,y,z) van a estar relacionadas con la orientacion del sistema
molecular. De dicha matriz surge la necesidad de definir los dngulos de Euler (0, ¢, x), que
corresponden a rotaciones en tres dimensiones. El vector ri? esta asociado con las coorde-
nadas al equilibrio del i-ésimo niicleo mientras que el vector r; representa las coordenadas
de desplazamiento del nticleo ¢ respecto a la posiciéon de equilibrio. Los movimientos ro-
tacionales y vibracionales no se pueden separar completamente [53] debido a su fuerte
acoplamiento. Con el proposito de optimizar la separacién de los grados de libertad rota-
cionales y vibracionales, se demanda la conservacion del momento angular total

L= mir; x1y). (1.26)
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Es fundamental la consideraciéon de que los nucleos presenten pequenas oscilaciones alre-
dedor de sus posiciones al equilibrio de la forma r; = Ar; 4+ r{?. Haciendo esta sustitucion
en (1.26) para el momento angular no es dificil llegar a la siguiente definicion

N
T =Y mi(r{" xr;), (1.27)
la cual debe cumplir
d
L=—J=0 1.28
SI=0, (1.28)

ya sea que J = cte o sea igual a 0. A esto se le conoce como la condicion de FEckart
rotacional, la cual es clave para determinar los Angulos de Euler. Vemos que ahora los 3/N—6
grados de libertad restantes corresponden a las coordenadas vibracionales de la molecula.
Retomando la idea de las oscilaciones pequenas, es adecuado introducir las coordenadas
de desplazamiento cartesianas X, = a; — o}/, donde o = z, y, 2. Sin embargo, resulta
ser que va a ser mucho mas apropiado la combinacion lineal de estas coordenadas para la
descripcion vibracional de la molécula de la forma

z,Y,z N

Qi = Z Z CraXka | (1.29)

a k=1

las cuales reciben el nombre del coordenadas normales. Mas adelante se mostrara el
porqué son relevantes, pero a grandes rasgos tiene que ver con el hecho de que permiten
conseguir una forma diagonal del Hamiltoniano vibracional. Hasta este punto aquellas
aproximaciones que van a ser ttiles para establecer un Hamiltoniano simple van a ser las
del rotor rigido y del oscilador armoénico. Por lo tanto la ecuacion (1.23), a orden cero, se
va a poder escribir de la siguiente forma

HOTORy) = BT (Ry), (1.30)
donde el Hamiltoniano roto-vibracional se ve como
1 T,Y,2 1 3N—-6
HO =719+ 7O = 5 ST e LR+ 5 > (P2 + MY, (1.31)
«@ =1

donde pf,, esta asociado con la matriz inversa de los momentos de inercia. La funcion de
onda en (1.30) se vuelve separable

\Ijﬁg) (RN) = \I]rot(ev ¢a X)\I]mb(Q)v (132)

siendo W, (0, ¢, x) la parte rotacional y ¥,;(Q) la parte vibracional de la molécula. Por
otro lado, la energia roto-vibracional a orden cero se descompone en sus respectivas energias
rotacional y vibracional

E(O) = Erot + Euip. (133)

U

Con base en el desacoplamiento de los grados de libertad tanto del Hamiltoniano (1.31)
como en la funcion de onda (1.32), el estudio de los grados de libertad vibracionales se
puede llevar a cabo sin problemas.
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1.2. Hamiltoniano vibracional

Partimos del hecho de que podemos representar cldsicamente a la energia cinética de
N particulas en términos de sus coordenadas de desplazamiento cartesianas

N z,y,z

T = %szk}(,zg, (1.34)
k=1 ¢

la cual se reescribe en funcién de momentos al tomar en cuenta la definiciéon del momento

conjugado
oL or

T 09X  0Xpe

DPre = My X, (1.35)

de tal manera que
N Z,Y,%

T = ZZQ—;% 2. (1.36)
k=1 ¢

Ahora vamos a establecer un nuevo cambio de coordenadas que invoclucre transformar
los desplazamientos cartesianos en desplazamientos internos, representandose de forma
funcional como

Xie = Xie(a:), (1.37)
por lo que los nuevos momentos conjugados van a estar definidos como
oL 0T
i = A — [ 1.38
P ¢ 04 ( )

Aplicando la regla de la cadena, la relaciéon entre los momentos Py y p; queda establecida
de la siguiente manera

oL X8 ag \ oL 0 64
T 0K e Z (axkf 9di Z 0% )" (1.39)

i=1 i=1

En general, la transformacion (1.37) entre las coordenadas internas y los desplazaminetos
cartesianos es no lineal, por lo que a las ¢; se les conoce como coordenadas curvilineas de
desplazamiento internas. Sabiendo esto, consideremos la siguiente expresion diferencial

N z,y,z
dq;
dgi=> Y (8ng> A X ge. (1.40)
k=1 ¢

Si se divide entre dt, la ecuacién pasa a estar en términos de ¢; y ng. Al derivar con
respecto a Xy concluimos que

94 - Jq;
ang anﬁ’

por lo que la expresion (1.39) es en realidad

3N—6 aq
Pie= ) (ax;)pi- (1.42)

=1

(1.41)
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Substituyendo (1.42) en (1.36) se llega a

3N—-6
T = Z Pi 9ij Py, (1.43)
ij=1

donde definimos los elementos de la matriz de Wilson

N zy,
S35 () () (L
=1 ¢ mi an§ ang
la cual establece la conexion entre las coordenadas cartesianas y las internas. Por construc-
cién la matriz es simétrica, pero si consideramos que también es real entonces satisface la
propiedad de Hermiticidad G = G. De manera general, la forma matricial del Hamilto-

niano vibracional como funcion de las coordenadas curvilineas de desplazamiento internas
¢; queda expresada como [54, 55|

1 = Jp'Gla)p + V(a)| (1.15)

Una consecuencia de la no linealidad de la transformacion (1.37) es que la matriz de Wilson
posea contribuciones anarmoénicas. Por un lado, con el fin de que G(q) adquiera una forma
simple, se propone su desarrollo en series de Taylor sobre las coordenadas internas alrededor
de una configuracion al equilibrio de la forma [56, 57]

3N—6 3N—6

OGap *Gab
gab gab + Z ( ) 2‘ Z (aqzaq] . q:q; —+ .. (146)

Al suponer una aproximacion lineal sobre el cambio de coordenadas (1.37) implica que
(1.40) va a estar dada por una matriz de cambio de base

N z,Y,%
0q;
=3  Bike Xiee;  Bike = (a)? ) : (1.47)
k=1 ¢ kE/ o

la cual es, en general, no cuadrada y permite que la matriz de Wilson pueda aproximarse
a una matriz de orden cero dada por

G, = DD'; ID|| = m,, * Bie. (1.48)

Por otro lado, bajo el mismo argumento para el potencial se propone su desarrollo en series
de Taylor alrededor de una configuracion de equilibrio de la siguiente forma

3N—6 3N—6
ov o*V
@=ve 3 (5,) 05 X (nag ) st 09
0

y al considerar la aproximacion del oscilador armoénico, entonces el término cuadratico
tunicamente es tomado en cuenta, adquiriendo la forma matricial

1

V(a) = ;a'Fq, (1.50)
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donde F es la matriz de constantes de fuerza.

Si ahora tomamos la derivada de (1.43) con respecto al momento p;, por las ecuaciones de
Hamilton encontramos que
3N—6
= 9ij Pj = i, (1.51)
j=1

or
Op;

y en forma matricial
q=Gp. (1.52)

Haciendo la sustitucion de (1.52) en (1.45) en términos de las velocidades y tomando en
cuenta (1.50), el Lagrangiano correspondiente se expresa como

L= %qTGglq — %qTFq. (1.53)
Considerando un cambio de base a coordenadas normales de la forma
q=LQ, (1.54)
entonces el Lagrangiano (1.53) se reescribe en la siguiente forma diaognal
L=3Q'Q- jqQ'AQ (1.55)
en la cual se satisface que
L'G;'L=1; L'FL = A, (1.56)

y la combinacion de estas relaciones da lugar a la ecuacion de valores propios
L 'G,FL = A. (1.57)

donde A es una matriz diagonal. A pesar de que el Lagrangiano (1.55) posee una forma dia-
gonal simple, las relaciones (1.56) dependen de que la matriz L en la transformacion (1.54)
sea unitaria. Desafortunadamente no siempre es el caso debido a que cuando se resuelve
la ecuacion (1.57) puede ocurrir que las coordenadas normales obtenidas se encuentren
degeneradas en energia. La arbitrariedad del cambio de base, mas alla de solo demandar
la diagonalizacion del Lagrangiano, hace que no podamos distinguir estas componentes.
Por eso, previo a ello el uso de un método de proyecciéon que permita distinguir dichas
componentes bajo argumentos de simetria es necesario. En este sentido, se introducen las
coordenadas adaptadas por simetria

q = MS, (1.58)

las cuales portan representaciones irreducibles que las distinguen entre si y donde M,
es una matriz de cambio de base, la cual es por construccion una matriz unitaria para
que la base este ortonormalizada. Al introducir este nuevo cambio de base (1.58) en el
Lagrangiano (1.53) este se reescribe de la forma

1. |
L= 5sngls - 5sTJf-‘s (1.59)

17



con

G,' =M'G;'M, F=MTFM. (1.60)

Habiendo resuelto el problema de la degeneraciéon de las funciones ahora si se puede pro-
poner un cambio de base a coordenadas normales

S =LQ, (1.61)

que al sustituirse sobre el Lagrangiano adaptado por simetria (1.59) vemos que las nuevas
relaciones que se deben satisfacer son

L'G,'L=1, LIFL=A, (1.62)
con la ecuacion de valores propios
L 'G\FL = A. (1.63)

A diferencia de las expresiones (1.56), la matrices Gy y F poseen una estructura diagonal
en bloques. Esto quiere decir que la matriz M establece la transformacion de semejanza
para diagonalizar a Gg y F como se observa en (1.60), mientras que L va a contener la
normalizacion. Llegado a este punto se puede concluir que las coordenadas normales son
practicamente las adaptadas por simetria siempre y cuando no se repitan las representa-
ciones irreducibles. En ese caso la tnica diferencia entre ambas es la normalizacion, la cual
se determina resolviendo la ecuacion (1.62). Al final, si también proponemos la relacion
entre velocidad y momento adaptados por simetria de manera analoga a (1.52) en forma
matricial

S =GP, (1.64)

entonces el Hamiltoniano queda expresado como

H= %PTQOP + %ST}'S : (1.65)

A pesar de la generalidad, mas adelante mostrara su aplicacién a moléculas piramidales
para construir las coordenadas y momentos adaptados por simetria mediante la obtencion
de la matriz M, procedente de un método de proyeccion de funciones adecuado. Este
método nos conduce directamente a una matriz ortogonal por construccion, asi que sera
necesario incluir la normalizacién como un paso extra.

1.3. Representacion algebraica

Consideremos un sistema de masa m que cuando se desplaza con respecto al equilibrio
una distancia x este oscila con una frecuencia w. Este es el problema del oscilador armoénico
unidimensional y dentro de la mecéanica cuantica su Hamiltoniano adquiere la forma simple

(1.66)



Al hacer el cambio del operador de momento p = %% entonces la ecuacion de Schrodinger

estacionaria toma la forma
2 d? 1
(——— + —mw%z) Y = E. (1.67)
x

La resoluciéon de esta ecuacion nos conduce, por un lado, a las respectivas eigenfunciones
analiticas normalizadas

1 /A7 2
Un(z) = NoT (;) e 7 H,(2); A= %, (1.68)

donde H,, (%) son los polinomios de Hermite en la variable adimensional z = v/Az. Por otro
lado, los eigenvalores son

1
E, = hw (n + 5) : (1.69)

donde la energia toma valores discretos de hw, provocando que en el espectro de energias
los niveles sean equidistantes. Cuando n = 0 se dice que el sistema se encuentra en el estado
fundamental y su energia Fy = %“ es la energia del punto cero. Este esquema simplificado de
la primera cuantizacion del oscilador armonico simple en la representacion de coordenadas
nos provee de una descripcién ondulatoria del sistema en el espacio de Hilbert a través
de sus funciones de onda. Si bien podemos movernos a lo largo de todo el espectro de
energias anadiendo o substrayendo cuantos de energia hw, ;como serfa movernos sobre
las eigenfunciones? La conexién entre eigenfunciones contiguas se establece siguiendo las
relaciones de recurrencia de los polinomios de Hermite [58]. Es de esta conexién que surge
un método alternaitvo para resolver la ecuacion (1.67) definiendo unos nuevos operadores

NI LN PSR e s 1.70
¢ 2h (x mwp)’ ¢ on \" Tt ) (1.70)

conocidos como operadores de ascenso y descenso respectivamente. Resulta ser que un
operador es el adjunto del otro y siguen la regla de conmutacion

a,a'] =1, (1.71)

como consecuencia de la no conmutatividad entre los operadores de coordenada y momento
[z, p| = ih. Invirtiendo (1.70) tenemos

h

N . .. [hmw . )
2mw(cﬁ+a), p =14/ 5 (a' —a), (1.72)

y al insertar estas nuevas definiciones en (1.66) llegamos al resultado

T =

~ 1
H = hw (a*a + 5) : (1.73)
donde definimos el operador de ntimero como

n = ala. (1.74)
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Resulta que ahora la ecuaciéon de Schrédinger toma la forma
H|n) = E,|n), (1.75)

donde |n) corresponden a los eigenestados en la notacion de Dirac, una forma equivalente
y menos complicada que la funcion de onda (1.68). Pese a ello, los eigenvalores siguen
siendo precisamente (1.69). Notamos que la interpretacion de n corresponde al nivel de
energia del oscilador, pero también el nimero de cuantos de energia o fotones en un estado,
tomando siempre valores enteros. Este es el eigenvalor del operador de niimero al actuar
sobre un eigenestado

nn) = n|n). (1.76)

Si ahora se actua con el operador de ascenso sobre el estado |n) el resultado es la creacion
de un cuanto de energia

atln) = vn + 1|n + 1), (1.77)

mientras que si se actua con el operador de descenso el efecto es la aniquilacion de un
cuanto

aln) = v/nln — 1). (1.78)
Es por esto que nos referimos a ellos como operadores de creacion af y operadores de
aniquilacién a, respectivamente. La repetida accion del operador de aniquilaciéon sobre el

estado |n) eventualmente nos conducira al estado fundamental del oscilador armonico |0)
que se define como el estado con la energia mas baja posible, lo cual implica

al0) = 0. (1.79)

Por el contrario, cualquier eigenestado |n) pueden ser generado a partir del estado funda-
mental |0) mediante la repetida aplicacion del operador de creacion. Tomando en cuenta
los factores de normalizacion de (1.77) llegamos a
(ah)"

n) = —=—|\0). 1.80

m) =210 (1.80)
Consideremos la generalizacion de este formalismo a N osciladores armonicos simples no
interactuantes, donde el Hamiltoniano general es la suma de los Hamiltonianos de cada
oscilador

N 1 R
H= Ly Wi (1.81)
Esto implica que el k-ésimo oscilador tiene asociado sus eigenestados (funciones de onda)

y eigenvalores (niveles de energia), pero también se pueden definir su correspondientes
operadores de creaciéon y aniquilacion

. h L g,
Ty, = Sior (af + ax), P = i1/ 5 (al — ay), (1.82)

las cuales cumplen con las siguientes reglas de conmutacion

[, dg] = 0, [a;,a;] =0, [ag,al] = Gy (1.83)
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Siguiendo la misma légica del desarrollo anterior para un oscilador, el Hamiltoniano que
se obtiene de sustituir (1.82) en (1.81) es

N
. 4.1
H=> hw (aLak + 5) , (1.84)

k=1

donde el operador de nimero del k-ésimo oscilador o niumero de ocupacion queda estable-
cido
g, = alay,. (1.85)

El estado general del sistema se va a poder definir como un vector abstracto normalizado
en la representacion del nimero de ocupacion

[Ny, na, -+ ynn) = |n1) @ ng) @+ @ |nn), (1.86)

el cual pertenece a un espacio N-dimensional donde varia el nimero de ocupaciéon ny. Estos
vectores forman una base del espacio de Hilbert en segunda cuantizaciéon conocido como
el espacio de Fock [59|. La variacion del nimero de ocupacion dependera de la particula a
la cual se esté haciendo referencia: para un fermion se toman solo los valores 0 y 1, para
un bosoén se toman todos los enteros desde 0 hasta co. Cada k estado del sistema esta
caracterizado por su nimero de ocupaciéon como

ﬁk|n17n27"' s Mgy v 7nN> :nk|n17n27"' s Ny = 7nN>' (187)

Ademas, la aplicacion de los operadores tanto de creaciéon y aniquilaciéon tiene un efecto
especifico sobre la representacion del niimero de ocupaciéon de la siguiente forma

dunl?n?a'” s Mgy + * 7nN> = Vnk+1|n1an27”' 7nk‘+1a"' 7nN>> (188)
dk|n1an27"' y Mgy = ,'I'LN> = \/nk|n17n2a"' y N — ]-7 7nN>- (189)

Podemos expresar el estado general del sistema al aplicar repetidamente el operador a' de
cada oscilador sobre el estado fundamental |0,0,--- ,0) empleando la siguiente notacion
simplificada
N o
(ag)"™
{ne}) = || ®—F=

Al final, es la introduccién de una representaciéon del ntiimero de particulas lo que da
lugar a la esquema de la segunda cuantizacion, donde los cuantos de la funcién de onda
son precisamente fotones (bosones). Esto esta muy relacionado con el formalismo de la
cuantizacion de los campos y es ampliamente empleado dentro de los modelos nucleares
y la teoria cuantica de campos [59-61]. Sin embargo, en este trabajo unicamente se toma
ventaja de la representacion algebraica de operadores bosénicos. El motivo por el cual
se usa esta representacion es la identificacién explicita de términos que establecen una
conexion entre dos estados, es decir, interacciones de resonancia. A continuacién esto se
hara notar con un sistema de dos osciladores interactuando.

10). (1.90)
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1.3.1. Modelo de modos locales

Vamos a tomar el ejemplo de la descripcion de los grados de libertad para moléculas
triatémicas de la forma AB; en términos de sus coordenadas de desplazamiento y momentos
internos (locales) presentado en [62, 63]. Desde el punto de vista cuéntico el Hamiltoniano
(1.45) a orden cuadrético, donde el potencial es (1.50), se puede aproximar como

0) 2 2
) Grr ~9 (0) » frr ~2 A A

(L) — I ; ) = : . , 1.91

5 ;:1 Pi + gpP1P2 + 5 ;:1 4 + frr@1G2 (1.91)

donde suponemos que el momento conjugado es p; = ’126%7 mientras que { f.,, f,v} son las

constantes de fuerza y {gﬁg), gﬁ??} son los elementos de la matriz de Wilson al equilibrio

para dos osciladores, siendo estos tltimos de la forma

o_ 1 L (0) _ cosbe

g (1.92)

- rr! T ’

ma  mp’ ma
con @, como el angulo al equilibrio entre los enlaces. Introduciendo los operadores bosonicos

1
2a0
con
2 Mo 1 frr

con la masa reducida p =1/ gﬁ?a) y frecuencia wy = 1/ fwgfng). Insertando la transformacion
(1.93) al Hamiltoniano (1.91), la representacion algebraica que se obtiene es

2
HE) = wioe > (afa; + aia]) + Moe(@laz + ar1ah) + N,e(ala] + d1ds), (1.95)
=1

donde

h /
Wioe = 5 frrg7(‘9‘)a >\loc = wloc(l'f + xg)a ;Oc = wloc(xf - Jjg)a (196)

con la definicién de los cocientes

fr gy
Ty = T T, = O (1.97)
Ahora bien, vamos a introducir la definiciéon de la poliada local como
Py, = iy + iy, (1.98)

donde n; = dja,» es el operador local de nimero del 7-ésimo oscilador. Notemos por un
lado que los términos dzdj en el Hamiltoniano (1.95) crean y aniquilan cuantos, ya sea en

el mismo oscilador o entre osciladores, conservando siempre el nimero total de cuantos.
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Por otro lado, los términos a!a) Q105 solo crean o aniquilan cuantos respectivamente.
’ 12

Decimos entonces que en este Hamiltoniano la poliada local (1.98) no se conserva. Cuando
el sistema posee una relaciéon de masas muy grande su comportamiento es el de modos
locales (A = 0) y se caracteriza por un Hamiltoniano que conserva la poliada

2
HD = wioe Y (a}a; + a,0]) + Nioc(@}az + aral). (1.99)

=1

Un paso mas alld en este modelo es considerar una situacion mas realista al introducir
contribuciones anarmonicas. Una forma de coseguirlo es incluyendo términos de orden
superior en el Hamiltoniano, haciendo que los eigenestados sean combinaciones lineales
de estados de la base armonica [91]. Otra forma es tomar en cuenta la incorporacion de
osciladores de Morse mediante el cambio de coordenadas ¢; — ¥;/5 a la coordenada de
desplazamiento adimensional de Morse. En el capitulo 4 este formalismo es presentado con
mayor detalle desde un punto de vista algebraico y se aplica en los ajustes de energias,
pero la idea parte de la variable de Morse

Yy =1—e P4, (1.100)

donde 1// es una constante con unidades de longitud. Asi, el Hamiltoniano local (1.91)
toma la forma

~ g’r‘r frr A A
Hyp = sz + gpipe + 3 252 Z (1.101)

La represetacion algebraica de este Hamiltoniano también puede llevarse a cabo si se hace
el desarrollo de las funciones de Morse (4, ;) en términos de los operadores escalera b! (b;)
de Morse. Para una profundidad de pozo del potencial x suficientemente grande se llega
al mapeo

af o, ai— b, (1.102)

lo que se traduce en una anarmonizacion. Bajo la suposicion de que se conserva la poliada,
el Hamiltoniano (1.99) se transforma en

2
~ (L onaa naa
HE = Wi > (b5b; + bibl) + Moe(blbs + b10}). (1.103)
i=1
Dentro de un contexto puramente algebraico, es asi que de una base armoénica en la repre-
sentacion local se introducen correcciones anarmonicas tipo Morse para tomar la forma de
osciladores de Morse interactuantes.

Un manera alternativa y elegante de presentar el efecto de incluir la anarmonicidad de
forma simple es a través del modelo de osciladores anarmdnicos armonicamente acoplados
o del inglés HCAO |20, 91|. Este modelo parte del uso de osciladores de Morse, los cuales
interactian entre si armoénicamente. El Hamiltoniano para este modelo toma la forma

Hiroao = D HY + Malas + anad), (1.104)



donde los Hamiltonianos de Morse estan dados en términos del operador de nimero v;
asociado al nimero total de cuantos en el i-ésimo oscilador

HM = hw; [(03 4 1/2) — a4(0; + 1/2)%] (1.105)
donde z; = 1/k;. Notamos que en las expresiones (1.104) y (1.105) existen dos términos

que rompen con la degeneracion de los niveles de energia en un sistema de dos osciladores
armonicos que en principio no interactian (ver figura 1.1).

E
P =4 v — — — —
) B P2 [13) o4
I "
|r > ................ —
P=3 — — — — —— I —
[30) |21) ]12) |03) |40) o4y —
W W ........................ —
- W I
‘2—0> W ............... ——
P=1 — R e T TS ——
|]_0> |0]_> e
110) o) e S
P=0 B e N e ——
00) |00)
W W A

Figura 1.1: Esquema del espectro de energias para un sistema de dos osciladores dado el Hamiltoniano
HCAO (1.104). El primer desdoblamiento es parcial y se debe a la anarmonicidad del sistema, la cual se
toma en cuenta mediante wx, que es la fuerza de la anarmonicidad en el oscilador de Morse. El segundo
desoblamiento tiene que ver con las interacciones que conservan la poliada Py, y se toma en cuenta a través
del pardmetro A, removiendo la degeneracién remanente.
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Primeramente los términos w;x; introducen la anarmonicidad en los osciladores locales,
desdoblando los niveles de energia de los estados. Este desdoblameinto es parcial ya que,
por ejemplo, los estados |20) y |02) son degenerados y, por tanto, equivalentes. Sabemos
que partimos de un sistema de dos osciladores armoénicos no interactuantes, asi que al
anarmonizar la independencia propia de cada oscilador no se ve alterada de ninguna for-
ma. Seguidamente, al tomar en cuenta las interacciones entre los osciladores conservando
la poliada P, mediante el parametro A es cuando el segundo desdoblamiento de los estados
degenerados es llevado a cabo. La ruptura de la degeneracién remanente es conseguida a
través de combinaciones lineales de los estados degenerados. Como resultado, tenemos el
espectro final de los niveles de energia que, aunque no se presenta degeneracion alguna,
estos si llegan a ser muy cercanos conforme la energia aumenta. Claramente es el caso de
los estados provenientes del desdoblamiento de |40) y |04). Ademas, estos nuevos estados
estan agrupados de tal forma que se evita una mezcla de los estados de diferente poliada.

Finalmente, resulta que se puede definir un parametro llamado &, que fue introducido
por Child y Halonen en [17, 18]

2 (AK)

—arctan | —

s W

donde A es la fuerza de la interaccion entre osciladores y k es la anarmonicidad. Este
parametro solo puede ser aplicado a los osciladores de tension ya que pueden llegar a
presentar un claro comportamiento de modos locales.

§ = , (1.106)

1.3.2. Modelo de modos normales

Cuando la relacion de masas es muy similar decimos que el sistema adquiere un compor-
tamiento de modos normales. Para dar con el Hamiltoniano del esquema normal primero
hay que introducir las coordenadas normales simétrica y antisimétrica

Sy = %(@1 + G2), Su = %(Ql — G2), (1.107)
mientras que la transformacion a momentos normales esta dada por
759 = L(]51 + P2), P = i(151 — P2). (1.108)
V2 V2

Bajo estas nuevas coordenadas el Hamiltoniano (1.91) es diagonal, adquiriendo la siguiente
forma de dos osciladores independientes

BN — % (gé(g))ﬁj + gfg}ﬁi) + % (Fggéj + fuuéﬁ) , (1.109)

siendo sus elementos de matriz de Wilson y constantes de fuerza normales de la forma
G =g +a, G =g — g (1.110)
Fog = Frr + frrry  Fuuw = frr = frr- (1.111)
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Al igual que para la representaciéon algebraica del esquema local, la introducciéon de los
operadores bosonicos se lleva a cabo sobre las coordenadas y momentos

~ 1 N N ~ ~ N
Sr=—(Af + Ar),  Pr =ihar(Al — Ar), (1.112)

20.T

donde I' = g, u son las representaciones simétrica y antisimétrica con las definiciones

2h f?"07“)+ frr o’ 2h frr frr (1113)
g”" + grr g T grr

Insertando la transformacion (1.112) al Hamiltoniano (1.109), la representacion algebraica
que se obtiene es

. 1 Y . 1 S F
HY = S, (AI,Ag + AgAL> + 5 hw (ALAU + AML) , (1.114)

donde
\/(frr + frr ) (gTr + g,(,,)), (1115&)

:\/<fw fre) (9 = o). (1.115b)

Ahora bien, la poliada normal tiene la forma general
pN = CClﬁl + .I'QﬁQ, (1116)

en la cual los coeficientes enteros x1,zs son establecidos a través de las interacciones de
resonancia en tension. Por ejemplo, para el COy [63] se sabe que existe una resonancia
entre los fundamentales 2w, ~ 4w,, por lo que la poliada normal queda establecida como
Py = 204 + 405. El Hamiltoniano (1.114) ya tiene los términos que conservan la poliada,
asi que su definicion es natural bajo el modelo de modos normales. En contraste con esto,
dentro del modelo de modos locales antes se tuvo que suponer la conservacion de la poliada
en el Hamiltoniano (1.95), asi que en general la poliada local no es valida. A pesar de ello, es
posible demandar que las poliadas de ambos esquemas sean igualmente validas al proponer
la siguiente transformacion canénica

. 1 . . 1+

Al = E( e, A= ﬁ(ci —éby; (1.117a)
R 1 A 1 . .
g = \/5(01 + CQ) Au = E(Cl — Cg); (1117b)

donde los operadores ¢ (¢;) no representan a los mismos operadores bosonicos locales (1.93),
sino que son distintos. Al establecer el isomorfismo

éle) — al(a) (1.118)
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su accion sobre la base local es la misma. Con el fin de ver como es que el Hamiltoniano
normal va a actuar sobre la base local, se sustituyen las expresions (1.117) en (1.114). El
resultado de esto es un Hamiltoniano normal en términos de operadores locales

2
HY) = woor > (el + ei6]) + Anor(Elés + 616D, (1.119)
=1

donde

Wioc

nar = % W(l tag) (1 25) + /(1 —2p) (1 - xg)] , (1.120a)
Anor = Wioe {\/(1 ag) (14 2) — /(L —2p) (1 - g;g)} . (1.120D)

A pesar de que poseen la misma forma, la diferencia crucial entre los Hamiltonianos (1.99)
y (1.119) es la dependencia de diferentes parametros espectroscopicos expresados en (1.96)
y (1.120) respectivamente. Ya que las constantes de fuerza se obtienen a partir de estos
parametros, hay que resolver el problema de elegir entre cuél interpretacion es la méas
adecuada. Para ello es necesario establecer la conexion entre los Hamiltonianos (1.99) y
(1.119) mediante el desarrollo en series de Taylor de los pardmetros normales (1.120) sobre
las variables xy y x,. Como resultado, la conexion entre modos locales y normales se
establece mediante las condiciones limite

Im  Whor = Wiee; Im  Mor = Noe- (1.121)
{zfxgs}<<1 {zfxe}<<1

A manera de resumen, esto es precisamente lo que se pretende mostrar en el siguiente
capitulo con mayor detalle pero enfocado a las moléculas piramidales.
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Capitulo 2

Moléculas piramidales

En este capitulo se van a presentar los argumentos més relevantes para llevar a cabo la
conexion entre los modos locales y normales en moléculas piramidales. La importancia de
tomar en cuenta la simetria en la descripcion de sistemas moleculares es de gran relevancia
debido al significado que esconde la simetrizaciéon de una base local en mecanica cuantica.

2.1. Simetria

Comencemos por elucidar el papel que juega la simetria ante la necesidad de establecer
un conjunto completo de operadores que conmutan (CCOC) para etiquetar los eigenestados
en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo [69]. Por si solo el Hamiltoniano
puede ser considerado parte de un CCOC ya que introduce una etiqueta que distingue los
distintos niveles de energia de la forma

H|U") = E,|T7); a=1,-,gn (2.1)

donde g, indica una denegeraciéon en el nivel n sobre los eigenestados. Resulta que el
Hamiltoniano, o més bien la energia, es invariante ante un conjunto de transformaciones R
que, al ser maximo, es conocido como el grupo puntual de simetria G. Siendo rigurosos,
este grupo corresponde al conjunto de permutaciones e inversiones que son permisibles
experimentalmente y que dejan invariante las ecuaciones (1.21) y (1.23). Entonces podemos
decir que

1,08 =0, VReG (2.2)

Esto implica que las funciones transformadas @R\\Ifg> son también eigenfunciones de 1.
Mas aun, estas funciones resultan ser una base de representacién del grupo de simetria
del sistema por el Teorema de Wigner. El conjunto de operadores {7—2, @R} podria ser
considerado como un CCOC, sin embargo, a menos que el grupo sea abeliano, en general,
las transformaciones no conmutan [@R, @R/] = 0. Ante este problema, la introducciéon del
concepto de clases K del grupo G es de gran utilidad. Dentro de la teoria de grupos, se
dice que una clase es un subconjunto del grupo en el que sus elementos estan conjugados
por un elemento g € G:

a=gbg a,be K. (2.3)
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De la definiciéon se deduce que las clases K; conmutan con todo elemento del grupo
(K9] =0;  VgeG. (2.4)

Ademas, el grupo G se puede ver como un desarrollo en clases completas de orden |K|

como
K]

G=> K. (2.5)

Es posible ver a las clases como un operador

| 45
Ki= ) Og, (2.6)
ReK;

donde |Kj;| es el orden de la i-ésima clase. Asi pues, tanto el Hamiltoniano como las clases
{”H; kl, e ,IA(‘K|} ya se pueden percibir como un conjunto de operadores que conmutan.
La consecuencia inmediata es que ahora la diagonalizacion de dichos operadores sobre
la base es simultanea. Al diagonalizar la representacién matricial del operador de clase
||, | K; || el resultado seran unos eigenvectores que cumplen la siguiente ecuacion de

valores propios
nAH (w)

siendo AE“ ) Jos eigenvalores del i-ésimo operador de clase para la u-ésima representacion
irreducible, los cuales se determinan a través de la siguiente expresion

K;

n>\(.“) .
v =1, K] (2.7)

Ki L
A iy, (28)

i
ny

donde XE“ ) son los caracteres de la i-ésima clase para la u-ésima representacion irreducible
de dimension n,. Pese a ello, esto sigue sin ser suficiente para etiquetar de forma biunivoca
a todas la funciones proyectadas al no ser un conjunto completo. Por un lado, la etiqueta
n nos permite distinguir entre dos funciones con la misma representacion pero de diferente
energia (multiplicidad de representaciones); pero por otro, la propia dimension de las
representaciones anade una degeneracion que se relaciona con el indice =1, -- NS
Para ello, se propone la cadena de grupos H C GG, donde H es un subgrupo que también
puede desarrollarse en clases completas de orden |k| como

||

H=> k. (2.9)

La ventaja de esta propuesta es que ahora las clases del subgrupo también cumplen con
(2.4), asi que [k,, k,] = 0.Y ya que siguen siendo un elemento del grupo también conmutan
con las clases del grupo

(K, k;] = 0. (2.10)
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Nuevamente, esto sugiere que el conjunto de operadores {7:[, f(l, e ,[A(‘K‘; l%l, e ,l%|k|} se
puede diagonalizar simultaneamente. Al igual que con los operadores Ki, si se diagonaliza
el operador /Afj pero ahora sobre la base de funciones de (2.7), los nuevos eigenvectores
satisfacen

~

n A )
k’j \I]A(V) > - )\j

J

n,/\(”) .
S SR S NPT (2.11)
J

donde )\gy) son los valores propios de la j-ésima clase para la v-ésima representacion del
subgrupo. Para determinarlos se hace uso de una ecuacion similar a la (2.8), pero asociada
al subgrupo. Es hasta este punto que se puede afirmar la existencia de un CCOC de
la forma {’H Kz,k }. En la siguiente seccion se hard notar que para llevar a cabo un
etiquetado completo de las componentes asociadas a la degeneracion es preciso que la
cadena de grupos sea canénica. Por ahora, es interesante ver que la evolucion temporal del
valor esperado de un operador A esta dado por

d 1

Lt = - gz A + @A) (212

donde [7:[, /ﬂ es el conmutador del Hamiltoniano con el operador A. Entonces, al contar
con un CCOC los vectores propios se etiquetan biunivocamente sin ambigiiedad

n TL,)\EH)
’\Ija> — ‘@A(V) > ) (213)

ademaés de que los operadores A= {7:L, f(u /;;j} satisfacen

o 0A
Al = — = 2.14
A=, Zoo (2.14)
d - .
lo que se traduce en E(\IJ\AN/) =0, es decir,

d d d |
—F, =0; AW — o —A\; =0. 2.15
dt ’ dt ' ’ dt 7 ( )

Al ser cantidades que se conservan en el tiempo se concluye que la identificacion de estos
valores propios como etiquetas para disntinguir a cada vector propio corresponden pre-
cisamente a ntimeros cuanticos. Es fascinante ver que estas etiquetas surgen de forma
natural bajo argumentos de simetria.

Ahora es de nuestro interés considerar un subgrupo del grupo puntual de simetria antes
mencionado: el grupo puntual molecular, al cual nos referiremos de ahora en adelante
como G. Resulta ser aquel conjunto de transformaciones que dejan invariante un sistema
molecular en el que la aproximacion de Born-Oppenheimer (ntcleos fijos) ha sido consi-
derada. Particularmente para moléculas piramidales, la clasificacion en clases del grupo
puntual molecular es

= {FE;Cs,C% 0% 0%, 0%} (2.16)
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A saber, C¥ son rotaciones de 27n/3 mientras que o, b
corresponden a planos de reflexion verticales que con-
tienen al eje Z. La asignacion tanto de las coordenadas
internas como de los elementos del grupo puntual mo-
lecular son mostradas en la figura 2.1. El simbolo A
representa la rotacion de 120° y las lineas que bisectan
los 4ngulos formados entre el &tomo central y los late-
rales corresponden a los planos de reflexion. Las clases
del grupo vienen dadas explicitamente como

™

K, = {E}, (2.17a)
Ky ={Cs5,C5}, (2.17Db)
Ks = {0 00, 0°}. (2.17¢)

Si tomamos un punto general P(+, () sobresalien-

do del plano de la figura 2.1 y con una quiralidad Figura 2.1: Proyeccion de las coorde-
dada, mediante productos de reflexiones de la forma nada? internas y de los elementos de si-
afjagf’(v& ) se obtiene el mismo efecto que con las Izceg; ifrlafnr ?dpa?esli?stsoa{igs(iepgrgjem;
rotaciones C§ P(+, ). Esto puede resumirse de la si- ] 4tomo central os (D} mientras que
guiente forma: si dos planos de relfexion o, y 09 hacen los atomos laterales estan representados
un angulo 6, el resultado de la accion de estas refle- por {4, B,C}, siguiendo una nomencla-

xiones sobre un punto arbitrario es el mismo que el de tura de etiquetado {“’_lf’ c} andloga a la
una rotacion de los planos de reflexion.

0201 = 0(20), (218)

el cual estdn contenido en la interseccion dichos planos. En general, aquellas clases que
contengan los elementos necesarios que permitan generar al resto de los elementos del
grupo (no limitandose solo a los planos de reflexion) se los conoce como generadores del
grupo. Para este grupo puntual en particular el generador es la clase K.

En la practica, primero se diagonaliza el conjunto de operadores {Ki, /;’]} como un CCOC
y al final se diagonaliza #. Sin embargo, no es necesario el uso de todas las clases del grupo
y el subgrupo para etiquetar los eigenvectores (2.13), sino que unicamente aquellas que
contengan a los generadores seran suficientes para poder brindar un etiquetado completo.
Esto simplifica las cosas y se hara notar cuando se diagonalice el CCOC en una base de
funciones.

2.2. Proyeccion de funciones

En la figura 2.1 observamos que las coordenadas internas pueden intercambiarse entre
si a través de la accidén de las transformaciones de simetria. Por ejemplo, una rotacion
(5 en el subespacio de las tensiones permuta las distancias de enlace de tal manera que
1 — Tr9, Ty — T3 ¥ 73 — 11, 0 de forma compacta (123); si se aplica ¢ en el subespacio
de las flexiones, se efectua la permutacion (56) y asi sucesivamente con el resto de las
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transformaciones. Decimos entonces que un operador Or que se define en un espacio vec-
torial n-dimensional £,, = {¢1, 02, , ¢, } genera una representacion matricial reducible
A<d(R). En general, la reducciéon de la matriz de representacion se lleva a cabo mediante
la siguiente transformacion de semejanza

STAT(R)S =Y @a,DW(R); VREG, (2.19)
I

siendo a, un coeficiente entero que indica la multiplicidad de la p-ésima representacion,
D®(R) son las matrices de representacion irreducibles y la matriz ||S|| = sa,4. establece

el siguiente cambio de base
n

q%(“) = Z Sk.api Pk (2.20)

k=1

donde ¢ son funciones linealmente independientes pertenecientes al espacio original L,,.
Por conveniencia supondremos que estas funciones son ortonormales

(i, 5) = dij- (2.21)

Ademaés, ,ﬂ/é“ ) son las funciones proyectadas etiquetadas por la i-ésima componente de la
p-ésima representacion irreducible, pudiendo repetirse ¢ veces dado por un indice de mul-
tiplicidad que toma valores enteros 1, - - - , a,. Algunas propiedades relevantes relacionadas
con estas funciones estdn plasmadas en ciertos teoremas, donde la demostracion de cada
uno puede encontrarse en [64-66]. Aqui solo haremos mencion de ellos, los cuales son:

Teorema de descomposicion. Afirma que toda funcién ¢, puede ser expresada en
términos de una combinacién lineal de las funciones qwlg” ) de 1a forma

K| nu ay

¢k = Z Z Z Cqui k qwi(ﬂ)a (222)

p=1 i=1 q=1

las cuales portan representaciones irreducibles, es decir,

Or " = _ DIV (R) o0y, (2:23)
j=1
Asi como un vector x, definido en un espacio vectorial m-dimensional £,, = {e1,- - , e, },

puede descomponerse en sus componentes de la forma x = " | ¢;e;, de manera analoga
el teorema asegura que la descomposicion de la funcion ¢, puede llevarse a cabo.

Teorema de gran ortogonalidad. Establece una relacion de ortogonalidad tanto
entre dos representaciones como entre sus componentes de la forma

& (1) ) |G|
Z Dj? (R>Do;3*<R> = n_(s,ul/éja(siﬁ; (2.24)
ReG H
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donde |G| es el orden del grupo. Para que esta relacion tenga sentido, las representaciones
necesariamente tienen que ser untiarias Dé”b?*(R) = Dgﬁ)(Rfl).

Teorema de ortogonalidad. Establece que el producto escalar para dos funciones
O (x), <p§.”) (x) esta dado por

(%W, 905'1/)) - niudlw(sij ; (wl(cu)a @5:)) ) (2'25)

lo que quiere decir que dichas funciones son ortogonales tanto con respecto a las represen-
taciones irreducibles como a sus componentes, y cuando p = v asi como ¢ = j el resultado
es independiente de ¢. Este teorema es una consecuencia de que las funciones proyectadas
porten representaciones irreducibles y, a su vez, estas tultimas satisfagan una relaciéon de
gran ortogonalidad. Cabe aclarar que este y el anterior teorema no contemplan la multi-
plicidad de las representaciones, por lo que solo son validos cuando ¢ = 0, 1.

Si bien conocemos aquellas funciones del espacio vectorial £,,, una pregunta fundamental
sale a flote: ;como es que se reduce este espacio original a un espacio de representaciones
irreducibles L,)7, o dicho de otro modo, ;cuél seria la proyeccion de las funciones base
¢r? Basicamente la diagonalizacién de la matriz AT (R) en (2.19) implica encontrar
la matriz S, teniendo como consecuencia la reduccién del espacio en forma de una suma
directa de subespacios caracterizados por las representaciones irreducibles

L,=) ®ayl. (2.26)

o

Notemos que aquellas representaciones con una n, > 1 tendran tantas componentes como
su propia dimensién y no se van a poder disntinguir. Como veremos a continuacién, la
proyeccion de funciones no se limita tnicamente a distinguir representaciones, sino que
también sus correspondientes componentes.

2.2.1. Meétodo por operadores de proyecciéon

Tradicionalmente, la proyeccion de funciones parte de la expresion (2.22) desde la cual

se plantea una manera de llevar a cabo la extraccion de qu a partir de ¢y. La respuesta
se encuentra en el uso de ambos teoremas, de descomposicion con la expresion (2.23) y
de la relaciéon de gran ortogonalidad, y no es dificil demostrar que se llega a la siguiente
definicion

|G|

a,B = |G| Z aﬁ ORa (227)

Req@

conocida como el operador de proyeccion, el cual tiene los siguientes efectos

Papoe =0l PG =l (2.28)

Vemos que el operador no solo consigue proyectar una funcion semilla ¢y, sino que ademas
su efecto sobre una funciéon que porta la u-ésima representacion es el de permutar sobre
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las componentes § — «. Esto podria ser ttil para poder generar todas las componentes.
Si ahora tomamos los elementos diagonales de la representaciéon, obtenemos un nuevo
operador de proyeccion diagonal

|G|
P = |”—| 3" DY (R) O, (2.29)
ReG

cuyo efecto es anédlogo al de (2.28) sobre una funciéon base
P i = . (2.30)

El problema con (2.27) y (2.29) es que en ambos casos implica tener las representaciones
irreducibles explicitamente. A pesar de que no siempre es posible conocerlas, resulta que
es mas facil contar con las tablas de caracteres ya que se encuentran en la literatura. Por lo
tanto, si sumamos sobre todas las componentes diagonales de la representacion el resultado
es un operador de proyeccion independiente de «

- G|
P =3 Pl — %u’ 3" X“*(R) O, (2.31)
a=1 ReG

el cual sigue portando la p-ésima representacion. En este caso su efecto es
Py = o), (232

donde ¢ € L) Desafortunadamente la informacion relacionada con las componentes
se ha perdido por completo. Esto implica que al proyectar un par de funciones semilla
arbitrarias {¢;, ¢,;} con este operador va a ocurrir que (wl(“), 1/J§“)) # 0, donde es claro que
1,7 no corresponden a las componentes de la representacion. Estas funciones proyectadas
no son ortogonales a menos que las representaciones sean unidimensionales. Para resolver

este problema necesitamos establecer una cadena de grupos
GDH, (2.33)

donde H es un subgrupo. Resulta que, asi como se defini6 un operador de proyecciéon
para el grupo G, también podemos definir para el subgrupo un operador de proyeccion
independiente de las componentes

n |H| )

S (T O, (234)

I e

PO

siendo x*)(T) los caracteres de la v-ésima representacion de dimension n, para cada
transformacion T asociada al subgrupo de orden |H|. La razon por la cual se propone la
cadena (2.33) es debido a que el efecto del operador P sobre el espacio de representacion
(2.26) sera reducirlo més, caracterizandolo de la siguiente forma

L,=) ea, {Z Db /:W)} , (2.35)
) v
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donde 0¥ es otro inidice de multiplicidad que depende de la v-ésima representacion del
subgrupo H por cada representacion p del grupo G. Esto quiere decir que la degeneracion
en los subespacios L, va a romperse, lo que permitird reducir mas el espacio y distinguir
todas sus componentes como L, ,y. Es crucial que la condicién b2 = {0, 1} se satisfaga y
la manera de demostrar si se cumple o no es a través de la subduccion. Esta se define como

PG LH =Y @b "H. (2.36)

La idea de la subduccién, sin entrar demasiado en detalles, es la de mostrar si es posible
que una represesntecion irreducible p puede ser expresada en términos de representaciones
irreducibles v sin que estas tltimas se repitan, es decir, b* = {0, 1}. De ser cierto, decimos
entonces que la cadena (2.33) es canénica. Por ello, el efecto de (2.34) sobre (2.32) es

PWPW g = ), (2.37)

donde ahora las componentes se pueden identificar como las representaciones irreducibles
correspondientes al subgrupo, proveniente de una cadena canénica. Ademaés, una propiedad
que cumplen los operadores de proyecciéon es que conmutan

[75@)775(#)] —0, (2.38)

asi que el orden de aplicacidon no es relevante para el resultado final. Antes de proyectar es
menester encontrar cuéles son las representaciones que estan contenidas en el espacio L,,,
lo que implica mostrar que se trata de un espacio de representacion (2.26). Asi se asegura la
aplicacion de los operadores de proyeccion que porten solamente dichas representaciones.
Para ello se requiere primero identificar el grupo G, después se obtiene la representacion
reducible I'"*Y mediante el efecto de cada operacion del grupo sobre el espacio original
y al final, con ayuda de la tabla de caracteres del grupo, se buscan las representaciones
irreducibles involucradas en la reducible (véase el ejemplo de la siguiente subseccion).

En la practica este método de proyeccion tiene varios inconvenientes:

= Uno tiene que ver con el uso de todas las operaciones del grupo, un detalle que
puede resultar tedioso considerando que hay grupos puntuales con hasta |G| = 48
transformaciones distintas, como es el caso del grupo O,.

= El otro viene cuando uno proyecta las componentes v sobre aquellas funciones que
portan representaciones y con un n, > 1, ya que a veces llega a ocurrir que

A

POIPW g, = 0. (2.39)

El motivo de este inesperado resultado puede ser debido a que la eleccion de una funcién
¢y o una cadena de grupos (2.33) asi lo determine. Una manera de evitarlo es cambiar la
funcion semilla a, por ejemplo, ¢x.1 para proyectar (modo activo). Otra forma consiste en
seleccionar una cadena de grupos distinta H' C G de tal modo que PUPW g, £ 0, donde
m es una representacion irreducible del nuevo subgrupo H' (modo pasivo). En cualquier
caso, en general, el proceso se vuelve anticuado e innecesariamente tardado.
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2.2.2. Meétodo de funciones propias

Una forma mas eficiente de proyectar funciones fue propuesta por J.Q. Chen en [66]
y siendo aplicada de forma sistematica en [67-69]. Se trata de proyectar funciones en un
espacio de representacion empleando una cadena de grupos mediante la diagonalizaciéon de
un CCOC. En este caso se va a llevar a cabo de manera simultidnea tanto la presentacion
del método como la obtencion de las funciones proyectadas. De manera general, todas las
moléculas piramidales esquematizadas en la figura 2.1 presentan coordenadas internas de
distancias relativas

r 3 11/2
ro= > (Xae— Xpe)*| (2.40a)
L =1 i
- 3 ~1/2
L{=1 J
- 5 ~1/2
r3 = Z(Xcg - Xpe)?| (2.40¢)
L{=1 J
y angulos de enlace
1 3
COS 04 = — (XB§ — XDE)(XC’E — ng), (2413)
273 1
1 3
COS 05 = F Z(XAg — XD&)(XC’ﬁ — ng), (241b)
173
¢=1
1 3
COS 06 = ﬁ Z(XA'E — XD{)(XBE — ng). (241C)
172
£=1

Estas expresiones estan en funcién de la coordenada cartesiana & = {x,y,z} y de los
atomos involucrados k = {A, B,C, D}. Aqui el 4tomo central es {D} mientras que los
atomos laterales estan representados por {A, B, C'}. Por ahora se seguiran identificando
todos los &tomos como diferentes para no perder generalidad en las expresiones. L.a notacion
se simplifica cuando se determinan los elementos de la matriz de Wilson en el equilibrio
(véase el apéndice A). Empecemos con las coordenadas internas, donde los desplazamientos
internos se definen de la siguiente forma:

g =A4r;, 1=1,2,3; q; =r.Ab;,  j=4,5,6. (2.42)

Vemos que el espacio de desplazamientos total esta conformado por los subespacios de
tension y flexion, los cuales son independientes entre si dado por

Lo = Li({a:}) & L3({a;})- (2.43)

Lo primero que debemos hacer, al igual que en el método por operadores de proyeccion, es
saber si L, es un espacio de representacion al encontrar cudles representaciones van a estar
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contenidas en dicho espacio. Para ello requerimos aplicar las operaciones del grupo Cs, al
espacio base para encontrar la representacion reducible I'"® . Por ejemplo, la operaciéon F
sobre el espacio L3 deja invariantes las 3 funciones, mientras que el efecto de las rotaciones
C3,C2 no dejan ninguna invariante y la accion de las reflexiones ¢ solo deja una. Esto
se resume en la tabla de caracteres del grupo en la que, por construcciéon, hay tantas
representaciones irreducibles como clases.

Tabla 2.1: Tabla de caracteres del grupo puntual Cs,

C3w | K1 Ky K3
A |1 1 1
A, |1 1 -1
E 2 -1 0
| Tred |3 0 1

Es facil ver que I'"*9) = A, @ E, indicando que son precisamente estas las representaciones
irreducibles y que, por lo tanto, se trata de un espacio de representacion. Ahora debemos
seleccionar el conjunto de clases tal que sus valores propios /\E“ ) distingan a todas las
representaciones. Mediante la expresion (2.8) los valores propios son obtenidos.

Tabla 2.2: Tabla de valores propios de las clases del grupo puntual Cs,

NCRN N e
A |1 2 3
A |1 2 =3
E|l1 -1 0

Con ayuda de la tabla 2.2 debemos encontrar una combinacion lineal de las clases tal que los
valores propios en la u-ésima representacion permitan distinguir dichas representaciones.
De manera general a este conjunto de clases se les conoce como un conjunto completo
de operadores que conmutan de tipo I y se construye de la siguiente forma

Cr =) wak; (2.44)

donde «; es un coeficiente entero arbitrario que asegura que sea un conjunto completo. La
diagonalizacion de este operador nos conduce a las funciones proyectadas 1) que cumplen
con la siguiente ecuaciéon de valores propios

Cr ¥ = pyp®), (2.45)

donde el valor propio es precisamente p. Es claro que de la tabla 2.2 solo la clase K3 esla que
logra distinguir todas las representaciones mediante los valores {3, —3,0} ya que contiene
a los generadores del grupo. Es asi que la expresion de este operador es simplemente

A ~

Cr=Ks=6"+6"+ 5" (2.46)
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El siguiente paso del método es encontrar las matrices de representacion para cada una de
las operaciones de la clase K; sobre el espacio £,. Posteriormente, se construye la matriz
de representacion reducible del operador C; con base en la definicion (2.44). En este caso
particular la matriz del operador (2.46) toma la forma

A(Cr) = A(Ks) = A(02) + A(oh) + A(05). (2.47)

Si tomamos por ejemplo el espacio de funciones L3, explicitamente obtenemos para cada
operador j = a, b, c que

67]) (QIa g2, (]3) = (q17 g2, q&)A(O—Z])v

1 00 0 0 1 010
A= 00 1], A)=[01 0|, A@)=]100
010 1 00 0 0 1
Por lo tanto
Cr (@192, 93) = (q1, a2, 43) A(Cy);
1 11
AcCH)=[111]. (2.48)
1 11

La diagonalizacion de (2.48) nos conduce a los correspondientes valores y vectores propios.

Tabla 2.3: Valores y vectores propios de la diagonalizacion de A(Cfy)

HCqy U ¢(u)

Ay 3] (1, 1, 1)
E 0](1, 0, —-1)
E 0] ({1, -1, 0)

Vemos que la proyeccion en el espacio de representaciones estd dada por la suma directa
de dos subespacios invariantes

L5= Lz ® L. (2.49)

De aqui podemos concluir dos cosas. La primera es que los valores propios provenientes
de la diagonalizacion de C; coinciden con los valores de )\g“ ), lo que permite identificar las
representaciones irreducibles, pero existen dos vectores propios en el subespacio L que
portan la misma representacion, es decir, que son indistinguibles. Como consecuencia, los
vectores propios en la tabla 2.3 no son ortogonales. La segunda es que esta degeneracion,
producto de la existencia de una representacion bidimensional F, indica que es necesario
la adicion de una etiqueta adicional para caracterizar el espacio de representaciones. Dado
que la etiqueta que permiti6 distinguir estos subespacios en (2.49) provino de un grupo G,
esta nueva etiqueta sera provista por un subgrupo G(s) tomando en cuenta la cadena

G > G(s). (2.50)
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En este sentido, es necesario un nuevo operador que permita distinguir dichas componentes
y que, al igual que con el operador C}, se cumpla la ecuaciéon de valores propios

(i )oe= () -

donde C' (s) corresponde a un conjunto completo de operadores que conmutan C; asociado

al subgrupo G(s). La diagonalizacion simultanea de ambos operadores sobre el vector 105“ )

implica que estos conmutan o
[Cr,C(s)] = 0. (2.52)

De esta manera, al proponer la combinacion lineal de ambos operadores da como resultado
la definicién de un conjunto completo de operadores que conmutan de tipo II

Crr = Cr+ BC(s), (2.53)

donde [ es un coeficiente entero arbitrario para asegurar que Cr sea un conjunto com-
pleto. Si este nuevo operador existe, entonces el efecto que tendra sobre el espacio L,
serd el de reducirlo nuevamente en nuevos subespacios L,y de acuerdo con (2.35). Para
que eso ocurra, necesariamente la cadena (2.50) tiene que cumplir con la condicion de la
subduccion (2.36), en otras palabras, ser canonica.

Con esto en mente, retomemos pues el problema de reducir el espacio £5 en moléculas
piramidales. Nuevamente, partimos de la necesidad de resolver una ecuaciéon de valores
propios, la cual se expresa como

C'II lbl(,“) - §u+u 1/)1(/“)7 (2-54)
donde los valores propios son
é,u-i-u = U+ 6”, (255)

como una consecuencia de (2.52). Para poder construir el operador C; se necesita proponer
primero la siguiente cadena

C30 D C (2.56)

con

Ci ={E;o,}. (2.57)

En seguida nos cuestionamos si (2.56) es realmente una cadena canénica, por lo que se
requiere de la tabla de caracteres del subgrupo para poder realizar la subduccion.

Tabla 2.4: Tabla de caracteres del grupo puntual C?

Co [k ko
AT 1
A1 -1

Las clases explicitas del subgrupo son:

b= {B}Y, ks ={o0}. (2.58)
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Para hacer uso de (2.36) las clases involucradas de cada grupo deben de compartir los
mismos elementos, es decir, las clases K; y K3 del grupo Cs, son las que van a compararse
con las clases k; y ko del subgrupo C¢ ya que contienen a la identidad y a los planos de
reflexion respectivamente. Entonces, tomando en cuenta las tablas de caracteres 2.1 y 2.4
la subduccion del grupo Cs, es obtenida.

Tabla 2.5: Subduccién del grupo Cs,

C3v Kl K3 “6311 \l/ C?
A |1 1 A
Ay | 1T -1 A"
E | 2 0| AgA”

Al no haber repeticién de representaciones se cumple la condicion b < 1 de la subduccion,
por lo que la cadena (2.56) si es canonica. Ahora toca encontrar el operador C(s), el cual
corresponde a un o pero asociado al subgrupo. Con ayuda de la tabla de caracteres del
C¢ se deduce facilmente que

C(s) = ko, (2.59)

asi que

Crr = K3 + Bky = 6% + 67 + 6 + 6. (2.60)
Hay que aclarar que no hizo falta hacer la conversién de los caracteres del subgrupo C¢
hacia los valores propios de sus clases )\gy) para dar con C(s) ya que, de haberlo hecho
empleando (2.8) hubieramos llegado a los mismos valores de la tabla 2.4. Habiendo por fin

encontrado la forma del operador C;; podemos saber cuales seran los valores propios que
se esperan obtener como se muestra en la siguiente tabla.

Tabla 2.6: Valores propios esperados de la cadena canénica (2.56)

MCsu | | "C | v | Gy
Ay 3| A 1 4
Ay | =3 | A" | -1 | —4
E 0] A 1 1
E 0| A” | -1 | -1

Nos damos cuenta que ahora todas las representaciones si se pueden distinguir si § = 1
en la ecuacion (2.60). Ademaés, en la representacion bidimensional E vemos cuéles son sus
componenetes gracias a que de la tabla 2.5 se encontré que E = A’@ A”. De nueva cuenta,
hay que construir la matriz de representacion del operador (2.60) de tal manera que

A(Crr) = A(Cr) + A(C(s)) = 2A(07) + A(oy) + A(07). (2.61)

Afortunadamente ya contamos con la informacién necesaria ya que sobre la misma matriz
(2.47) solamente hay que sumarle A(c?). Por lo tanto tenemos que

én (Q1,CI27Q3) = (CI1,C]2,C_13)A(CU);
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A(Crr) = (2.62)

N = N
— =N
rO —

Finalmente, la diagonalizacion de la matriz (2.62) nos conduce a los siguientes valores y

vectores propios.

Tabla 2.7: Valores y vectores propios de la diagonalizacién de A(Cyy)

MC&“ VC;L g%y 1/11(/“)
ALA [ 4@ L, 1)
E,A 12 -1, -1
EA" | =1 (0, 1, -1)

La proyeccion del operador Cf; sobre el espacio de funciones £3 nos conduce a unos valores
propios obtenidos en la tabla 2.6 y a unos vectores propios ortogonales entre si. La reduccién
del espacio de representaciones (2.35) se da entonces de la siguiente forma

L3= LD Loy ® Loy, (2.63)

y de manera equivalente se puede representar también en términos de los valores propios

éu,u
L3=Lay®La) ® L. (2.64)

Es asi como se lleva a cabo la proyeccion de funciones de forma natural mediante una
cadena de grupos tomando en cuenta que a, < 1. De haberse encontrado con que existe
una repeticién de las representaciones a, > 1 al hacer la transformacién de semejanza
(2.19) se hubiera tenido que caracterizar nuevamente al espacio de funciones a través
de un nuevo conjunto completo de operadores que conmutan de tipo III que
pudiera dotar de una nueva etiqueta ¢ asociada a la multiplicidad de las representaciones.
La introduccion del grupo intrinseco G(s) habria sido propuesta a través de una cadena
canonica analoga a (2.50) para construir un CCOC-III. Aunque el desarrollo se vuelve
méas complicado, la diagonalizacion del nuevo operador Cr11 nos conduciria a los vectores
propios qw,(,“). Para los fines de este trabajo la proyeccién de funciones usando un CCOC-II
es mas que suficiente debido a que el propio Hamiltoniano ya considera dicha multiplicidad.

2.3. Hamiltoniano vibracional en el espacio de coorde-
nadas y momentos

Con el fin de establecer apropiadamente el desarrollo del Hamiltoniano (1.45) en el espa-
cio de coordenadas y momentos se requiere identificar la poliada que va a ser considerada.
Para ello la obtencion de los residuales entre las energias fundamentales experimentales
para cada molécula piramidal es llevada a cabo. En la tabla 2.8 aparecen interacciones
de resonancia tipo Fermi y Darling-Dennison. Sin embargo, para el NHj las diferencias
U /R 20y v U3 & Ug+ Uy son demasiado grandes como para que haya resonancias entre estos
modos debido a que 7, se desdobla por la inversion de esta molécula.
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Tabla 2.8: Frecuencias fundamentales en cm™

I para la serie de moléculas piramidales de acuerdo con la
notaciéon estandar de los modos normales. Los residuales entre los valores experimentales y las resonancias

esperadas son dados para las diferentes moléculas.

Frecuencia NH;2 | PH3P | AsH3°| SbH39] BiH3°®
Dy : Ay tension | 3336.08 | 2321.04 | 2115.16 | 1890.5 | 1733.25
Dy + Ay flexion | 932.43 | 991.90 | 906.75 | 782.24 | 726.69
73 : E tension | 3443.68 | 2325.80 | 2126.42 | 1894.50 | 1734.46
74 1 F flexion | 1626.28 | 1118.93 | 999.26 | 827.85 | 751.24

i = 20y 83 85 116.7 235 231
U5 = 20 191 90 127 238 232
in = 20 1471 337 302 326 280
Uy~ Uy + Uy 885 127 221 285 257

201 =~ 20 215 12 23 8 3

Energias tomadas de: ~ #[26] " [37] ©[77] 4[81] ¢[85]

La existencia de estas resonancias nos permite establecer la poliada en el esquema normal

Py =2(vy + v3) + 15 + vy, (2.65)

donde dos cuantos en flexiones equivalen a un cuanto en tensiones. Su presentacion en el
esquema local toma la forma

PL :2(n1+n2—|—n3)+n4+n5+n6. (266)

El desarrollo apropiado del Hamiltoniano vibracional (1.45) es propuesto considerando los
términos de orden cuadratico de las coordenadas y momentos, los cuales resultan ser los
primeros términos y mas importantes que conservan la poliada. Como consecuencia, no
puede haber términos de interaccion tension-flexién ya que estos comienzan a aparecer a
partir de los términos ctibicos en adelante. Entonces el Hamiltoniano toma la forma general

HP(p, ) = HP + Hy"

donde el subespacio de las tensiones se puede expresar en términos de sus coordenadas de
desplazamiento internas

(2.67)

3
~ L gn

(2.68)

B+ gy Z Pip; + I Z G; + fro

i>j5=1 =1

qi4;
i>j=1
con sus respectivas constantes de fuerza y elementos de matriz de Wilson. Con el objetivo
de que este Hamiltoniano adquiera una forma diagonal es necesario realizar un cambio
de base sobre las coordenadas internas. En la tabla 2.7 se obtuvieron los vectores propios
ortogonales producto de proyectar un espacio de representacion {g;} de tres dimensiones,
y estos estan relacionados con la matriz de cambio de base. Entonces, retomando (1.58) y
considerando valores reales podemos expresar las coordenadas adaptadas por simetria en
términos de las internas como

S=aM; St =) My, (2.69)
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donde la matriz de cambio de base es

(2.70)

S sl 8-
S
— §|H

la cual es real y otronormalizada por lo que cumple M = M~!. Es asi que las coordenadas
normales para tensiones son

1
S = %(CH + ¢+ g3), (2.71a)

/ 1
Sy = %(2% — G2 — G3), (2.71Db)

" 1
SP = —=(a2 — @3)- (2.71c)

3

Hay que notar en la figura 2.1 que las coordenadas internas de tension y flexion tienen
una disposicion muy particular. Hay pares de estas coordenadas que bajo reflexiones son
invariantes, de tal manera que podemos establecer el siguiente isomorfismo:

™ — (94, To — 057 T3 — 06‘ (272)

Como consecuencia, tanto el procedimiento y los resultados procedentes del método de
funciones propias se pueden extrapolar a las coordenadas internas de flexion. Al igual que
para las tensiones, el Hamiltoniano en el subespacio de las flexiones toma la forma

(0) 6 6 6 6
J0) _ 900 N2 0 NS o Joo N
My = o ;pi + Gggr i§4pzpj + 5 ;Qi + foor i>J2_4 Gid;, (2.73)

0 (0 . . .
donde { gé,g), g(§92} son sus elementos de la matriz de Wilson mientras que { fyg, foo } son sus
constantes de fuerza. De forma anéloga, sus coordenadas normales son

1
SA = (g4 4 q5 + 6), 2.74a
b \/g(cm 5 + o) ( )
;1
St = %(2614 — 5 — q6), (2.74b)
1" 1
Sy = —=(a5 — a6). (2.74c)

V2

Ahora, para la identificacion de los momentos adaptados por simetria basta con introducir
en el Hamiltoniano local (1.45) el producto MM = 1 y establecer la conexion con (1.65),
lo que nos lleva a

P=pM;  Pr,=> My, p; (2.75)
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Es asi que obtenemos para el subespacio de las tensiones

1
P = ﬁ(pl + p2 + p3), (2.76a)

/ 1
Po = 75 =2 =), (2.76b)

11 1
Py = ﬁ(m —D3), (2.76¢)

y gracias a (2.72) tenemos para flexiones

1
P = Z5(Paps o), (2.772)
1
Py = %(2134 — Ps — De), (2.77b)
7" ]_
Py = 55— o) (2.77¢)

Haciendo la sustitucion de las coordenadas y momentos normales sobre el Hamiltoniano
local se llega a la forma diagonal general

HWY) = % Qﬁ?Alﬁil + gg)f)z <751%J,A/ + 7%,;1//)] + % []'—A1A1S,241 + FEE <*§125,A' + S%,A"ﬂ )
(2.78)
el cual es un Hamiltoniano normal de tension al sustituir (2.71) y (2.76) en (2.68), mientras
que el Hamiltoniano normal de flexion es obtenido si insertamos (2.74) y (2.77) en (2.73).
Ademas, los elementos de la matriz de Wilson y las constantes de fuerza estan adaptados
por simetria. A partir de las definiciones (1.60) y usando la regla de la cadena encontramos
para ambos casos que

95, (08
6 = X oy 030 = X (50 (G2) o 210
L J

1] 1,J

Z Z Iq; Jq;
.Faﬁ - Mi,oz fU M]ﬁ — (85’ ) (—asjﬁ> fija (280)
irj i ¢

y no es dificil demostrar para las tensiones que sus elementos diagonales son:

0 0 0 0
G0 =09 +24,  Gpp =99 — gl (2.81)
fAlAl = frr + 2frr’7 JT:EE = fr?“ - frr"a (282)

mientras que los elementos no diagonales son cero. Para las flexiones se obtienen expresio-
nes bastante similares. La determinacion de las expresiones explicitas tanto de los elementos
{gﬁg),gfﬂ?)} como de {gég),gégz} estan dadas en el apéndice A del presente trabajo. Ahora
traslademos este modelo a una representacion algebraica.
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2.4. Representacion algebraica. Hacia la transicion de
modos local /normal

A pesar de que la teoria que se va a desarrollar de aqui en adelante tomaré en cuenta
unicamente los grados de libertad de tension, todas las expresiones que se obtengan también
tienen su equivalente para los grados de libertad de flexion tomando ventaja de (2.72), con
la tinica excepcion en las expresiones de los elementos g(gg) y gégz que si difieren con respecto
a las de tension. Ademas, parte de esta teoria se desarroll6 en |70] para el ''BF 3. Dicho esto,
la realizacion algebraica del Hamiltoniano (2.68), por un lado, es obtenida introduciendo

el cambio a operadores de creaciéon y aniquilacion

/ fw
o = 5 h (2.84)

proveyendo la siguiente representacion

con

3 3 3
HEP = wioe > (afa; + aiaf) + Mo Y (afa; + aial) + N, Y (alal +aay),  (2.85)
=1 i>j=1 i>j=1

con las definiciones

h r! (02 rr! (02
Wioe = 5 V frrgﬁg); )\loc = Wioc (f + = grr ) ;oc = Wioc J}_ - % ' (286)

f'rr grr Ggrr

El primer término corresponde a osciladores armoénicos independientes. Al retomar la de-
finicion de poliada local (2.66) sabemos que se trata de una representacion del nimero de
ocupaciéon n; = dgdi, lo que permite asociar a A, como un término que contiene aquellas
interacciones que conservan la poliada, mientras que \j,, no la conserva. Para moléculas
con un comportamiento local se asume que \j,. = 0, haciendo que el Hamiltoniano (2.68)
conserve P,y simplificindose a

loc —

3 3
ﬂgL) = Wipe Z(a a; + a;a ) + Noe Z (&Idj + di&;)v (2'87)
i=1 1>5=1

donde la notacion general para los correspondientes estados vibracionales esta dada por
[ninans) = [n1) @ |n2) ® [ns), (2.88)

donde n; es el i-ésimo modo local de tensiéon. Podemos obtener la matriz de representacion
de este Hamiltoniano en la base local que se caracteriza por la poliada Pp. Particularmente
cuando P, = 1, las constantes de fuerza pueden ser estimadas usando las relaciones (2.86),
las cuales en términos de wi,e ¥ Ajoe SON

2 2 (0)
o= e plh) - e (AZ_ : g) (2.89)

0 ’ T 0 0
91(”7") h? g7(“r) h? g7("7“)
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Por otro lado, el Hamiltoniano (2.78) también puede ser transformado bajo una repre-
sentacion algebraica mediante su correspondiente realizacion en términos de operadores
boso6nicos de creacidon y aniquilacion

Sry = E(ATM + Ar,), Pry = ZhO‘F(A;W — Ary), (2.90)

donde I' = Ay, E/ con los parametros

1 f'rr + 2f7'7" f frr’
2 2
QA = oo [T 6 = ‘/ (2.91)
. 2h gﬁg) + 297(32 ¥ on g - gﬁg)

En este caso el Hamiltoniano toma la forma simplificada

N 1 - " - A 1 A A - N
MY = Ghoa (A Au + A Ay) 4 ghos D, (A, Any + ApgA,). - (292)

y=Al A

: : L N S it A
el cual directamente conserva la poliada Py dado que 0y = A}y Ay, v 03 =3 Ay Ag.,
aunque no necesariamente Pj, se conserva. La notacion de los estados vibracionales en el
esquema normal es [5]

!
sy, (2.93)

donde v; y v3 corresponden a los modos de tension simétrico A; y doblemente degenerado
E respectivamente. El término [3 resulta ser el eigenvalor de la proyeccion de momento
angular en z que permite etiquetar y diferenciar aquellos modos degenerados tomando
valores enteros | = v,v — 2,v — 4,--- , —v. Las frecuencias normales se expresan como

Y FA1A1g,(401)A1 = \/(frr + 2frr’) (2) + 297{7)) (294&)

y de estas se obtienen las siguientes constantes de fuerza

1 w? 2 2

2 2

) _ L wi, Wk
S = 3 <g§g) +249 4O _ g(o;) : (2.95b)

Hasta ahora sabemos que los Hamiltonianos (2.68) y (2.78) son equivalentes al haber un
cambio de base para las coordenadas y momentos. Al ponerlos bajo una representacion
algebraica podemos proponer su conexiéon conectando los operadores bosoénicos norma-
les (2.90) con los locales (2.83) tomando ventaja de este mismo cambio de base. Como
resultado llegamos a la expresion

y

Ly = 2avar

(af + ao? ZMZT al + ZM’ Iy aZ] ) (2.96)

=1
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donde a esta transformacion y su correspondiente Hermitiano conjugado se les conoce
como la transformacién de Bogoliubov. De esta expresion notamos que el limite local
viene dado por los limites

2 2 2 2
ap + « o — o

=1 hm = 0. (2.97)

hrn
{fr9 %)} —0  20ar

(930 20ar ’

Dicho limite local se alcanza cuando las moléculas presentan comportamientos muy locales.
En estos casos se propone una transformacion canénica de la forma

3
=> M, e, (2.98)
=1

siendo los operadores éj(él) propuestas de operadores bosonicos isomorfos a los operadores
locales, es decir, ¢(&;) ~ al(a;) [62, 71-73]. Es precisamente de la transformacion (2.98)
que podemos establecer las relaciones z- K que conectan las interacciones normales con las
locales. Ademas, una consecuencia directa de esto es que las poliadas de ambos esquemas
se satisfacen simultaneamente
{frr.9t 010

Aplicando esta nueva transformacion asi como su Hermitiano conjugado al Hamiltoniano
(2.92) se llega a

3 3

N = wop D (6165 + i) + Anor D (E15 + 6], (2.100)

i=1 i>j=1

donde
hl1 2 _

Wnor = 5 \/(frr + 2frr ) <g7’7’) + 297("7“)) + g\/(frr fr?" ) (g”’ - gfﬂ?) ’ (21013)
Mo — 2 0 4 940) _ 2 ©) 2.101b
nor — 5 (frr + frr) grr t 2Gp | — g (fTT f?”?”) g”” — Gy : ( 10 )

Ahora vemos que los Hamiltonianos (2.87) y (2.100) son equivalentes al brindar la misma
descripcion ya que ambos conservan la poliada Pr. No obstante, la diferencia clave entre
ambas expresiones se encuentra en la dependencia de parametros espectroscopicos distintos
y por lo tanto las constantes de fuerza son precisamente (2.89) y (2.95). Con el fin de
establecer la conexién entre estas tltimas expresiones es necesario reescribir las definiciones

2.101) en términos de los cocientes x¢ = fr/frr v 2, = g(o,? g,(g) de la forma
f g rT

Wnor = E\/fwgﬁﬁ) E \/(1 +2a)(1 + 2z,) + %\/(1 —ap)(1 - xg)] : (2.102a)

= 5V d? [ S0k 220 - S =) a0m)
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y al llevar a cabo su desarrollo en series de Taylor alrededor de los puntos z; = z, = 0
encontramos:

Whor = Wioe [1 + O(2?)] ; (2.103a)
Aor = Wioe [xf +z,+ Q(xQ)] ) (2.103b)

Por lo tanto, se recuperan las expresiones (2.86) siempre y cuando los cocientes {zf,z,}
sean muy pequenos, es decir,

lim  Whor = Wiee; Iim  Aor = Noe- (2.104)
{zf,xg}<<1 {rfxg}<<l

Al final, hemos conseguido recuperar el Hamiltoniano local (2.87) al tomar en cuenta las
dos aproximaciones (2.97) y (2.104). La importancia de ambos limites es tal que de ellos
surgiran los parametros cuyo valor determinara la validez de dichas aproximaciones y, por
ende, estableceran el grado de localidad /normalidad para cualquier conjunto de osciladores
equivalentes.
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Parte 11

Resultados y discusion
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Capitulo 3

Criterios local /normal

En este capitulo se retoma el estudio de la transicion de modos local /normal, el cual se
puntualiz6 brevemente para dos osciladores en el capitulo 1 y se discutié con mas detalle
para moléculas piramidales en el capitulo 2 considerando solo los grados de libertad de
tension. Con el fin de complementar el tltimo anélisis es conveniente introducir algunos
parametros que estén relacionados con la transicion de modos local /normal. Retomemos
pues nuestra discusion desde la introduccion de la transformacion de Bogoliubov en (2.96)
entre operadores normales y locales. Al tomar los limites (2.97) sobre aquellos coeficientes
que acompanan a los operadores bosonicos locales se esta considerando de antemano que
dicha transformacion candnica conserve practicamente la poliada local. En este sentido, se
introducen los parametros:

1 a? +a?\? 1 ok — a2\’
== arra . == L 1
O 2 Z ( 2car ) ’ d 2 Z 2ccar ’ (3.1)

I'=A1,E [=A1,E

los cuales establecen una cierta medida de validez en la transformacion candnica (2.98),
lo que a su vez permite obtener un Hamiltoniano que conserve la poliada P, dentro del
esquema normal de la forma (2.100). Concretamente el parametro 6_ brinda una mejor
perspectiva de esta medida ya que la transformacion canoénica cumple con el limite

3
lfm [A;Am + > ATE,WAE,W] = ala;, (3.2)

6_—0
y=A’ A" i=1

traduciéndose como que la poliada Py, se conserva, es decir, que el limite (2.99) se satisface.
Esto no es coincidencia ya que el parametro 6_ depende de los términos no diagonales
{frr, gﬁ??}, los cuales se desprecian justamente en el limite local, como se puede apreciar
en las definiciones de ar en (2.91). Luego de obtener el Hamiltoniano (2.100) que conserva
la poliada Pp, vemos que esta en funcion de los parametros espectroscopicos {wnor, Anor
definidos en (2.102) como funcién de los cocientes z; y 4. Al proponer su desarrollo en
series de Taylor alrededor de xy = z, = 0 tenemos

Wnor = Wioc []— - + /7/ + O($4)} ) (33&)
Anor = Wioc [If + Ty —7+ ’7/ + Q(fLA)] . (33b)
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donde los términos cuadraticos y ciibicos correspondientes son

(x5 — 2q)%, (3.4)

| =

Y=

v = —2(a} — ahwy — xpal 4 1)), (3.5)

Es asi que tomando los limites (2.104) es como se recuperan las expresiones {wjoe, Ao } del
esquema local. En este sentido, los pardametros v y 7' son introducidos como una forma
de medir la desviacion del modelo de modos locales imponiendo previamente la conserva-
cion de la poliada P;. Cuando estos términos son lo suficientemente pequenos, entonces
el esquema de modos locales resultar ser la mejor manera de describir el comportamiento
vibracional para este conjunto de osciladores equivalentes. Conforme estos parametros se
vuelven significativos, se dice que hay una desviacion de la localidad.

Podemos darnos cuenta de que los parametros 6_ y <, siendo los mas relevantes, pro-
vienen de pasos independientes entre si: uno proviene de demandar la conservacion de la
poliada P;, en el esquema normal al proponer la transformacion canoénica (2.98) y el otro
de establecer su conexion con el esquema de modos locales a través de sus parametros
espectroscopicos {w, A}. Se espera que estos parametros sean significativos para medir el
grado de localidad /normalidad para cualquier conjunto de osciladores equivalentes, sin
ningtin tipo de restriccion al ser aplicado a moléculas que presenten un comportamiento
de modos locales. Cuando ambos parametros sean significativos, basicamente se rompe la
poliada local y, por ende, el esquema de modos locales que conserva dicha poliada falla.
Un significado mas preciso de la palabra “significativo” serd dado con mayor detalle en una
futura publicacion [74]. Por ahora notemos que al presentarse un fuerte comportamiento
de modos normales no es posible definir una poliada Pr. Aunque en teoria es posible hacer
uso del Hamiltoniano local (2.87), la estimacion de las constantes de fuerza usando (2.89)
no serd acertada. Con el fin de obtener una buena estimacion de las constantes de fuer-
za es necesario comenzar desde el Hamiltoniano (2.68) sin conservacion de poliada. Este
hecho nos provee de una guia para introducir un parametro adicional de localidad para
comparar las constantes de fuerza de ambos esquemas (2.89) y (2.95). Siguiendo esta idea,
introducimos los parametros ¢; para estimar el grado de localidad a través de la relacion
entre las constantes de fuerza [63, 75]:

f(L,)

frr”
- - W

o

1

€1 =

(3.6)

) 62:‘1

en los cuales se espera que haya una coincidencia en las constantes de fuerza cuando se
alcanza el limite local, es decir, que €; = €5 = 0. Por otro lado, basados en el hecho de que
la separacion de las energias fundamentales wy, y wp estd asociada con la fuerza a la que
interaccionan sus correspondientes estados, el parametro ¢ ha sido introducido en [63, 75]:

(=

2 WA, —WE ] ’
— arctan -_— . 37
- [(wAl Ton)2 (3.7
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Es facil ver que, conforme la separacion entre las energias fundamentales tiende a ser muy
pequena, se espera que alcance el limite local: ( — 0. Por el contrario, si la separacién
aumenta se espera mas bien un comportamiento de modos normales. Ahora vamos a pro-
ceder con el andlisis usando los diferentes parametros que han sido introducidos como un
criterio para evaluar la transicion de modos locales a normales.

3.1. Tensién

En la tabla 3.1 se determinaron las constantes de estructura y fuerza para el conjunto
de moléculas piramidales de la forma XHs con X=N, P, As, Sb y Bi, mientras que en
la tabla 3.2 todos aquellos parametros que indican el grado de localidad /normalidad son

dados. Las constantes de fuerza {fﬁf), f(L)} y {f},{v), ffi\/[)} fueron obtenidas con (2.89) y

rr!
(2.95) respectivamente, usando: las energias fundamentales de la tabla 2.8 sabiendo que
w = 27mcr, v con los elementos de matriz gfn(r)) y gﬁ?) dados en el apéndice A del presente
trabajo. En la tabla 3.2 ambos parametros v y ' han sido incluidos para confirmar que
la contribucion cubica 7' es despreciable. Este ultimo parametro se espera que sea mas
importante conforme nos movemos en direccién hacia los modos normales, un hecho que

notaremos en los valores obtenidos para los grados de libertad de flexion en la tabla 3.4.

Tabla 3.1: Constantes de fuerza calculadas con (2.89) y (2.95) para los osciladores de tensién. Solo los
principales isotop6logos han sido incluidos.

Molécula || 7. (A) 0. (L) fﬁ,{v) ﬁf/) ﬁi\/l) T4
YNH;3 2 || 1.0116 | 106.68 | 6.4336511 | 6.4346548 | —0.0114616 | —0.0109404 | 0.019268
3STPH,; P [ 1.41175 | 93.421 | 3.1088931 | 3.1088999 0.0006850 0.0006884 | 0.001869
AsHz © || 1.51106 | 92.069 | 2.6402484 | 2.6402572 | —0.0080717 | —0.0080673 | 0.000479
2IShH, 9] 1.70 91.54 | 2.1108457 | 2.1108467 | —0.0024946 | —0.0024941 | 0.000225
209BiH; ©|| 1.7783 | 90.322 | 1.7771532 | 1.7771534 | —0.0007808 | —0.0007807 | 0.000027
{re,0.} tomadas de:  *[26] P [37] <[77] 4[82] ©[86]

Tabla 3.2: Los parametros d_,(, 7,7 y €; para las tensiones son dados ya que van a permitir establecer
el grado de localidad /normalidad. Solo los principales isotoplologos han sido incluidos. El namero entre
paréntesis (z) indica una potencia de la forma 10”.

Molécula o_ ¢ ~y 5 €1 €2
TANH; 4.9705 (—5) | 0.020201 | 7.7158 (—5) | 2.4268 (—6) | 1.5599 (—4) | 4.7640 (—2)
31PH; 6.8445 (—7) | 0.001575 | 1.0926 (—6) | 2.7003 (—9) | 2.1870 (—6) | 4.9568 (—3)
AsHz || 1.0422 (—6) | 0.003380 | 1.6593 (—6) | 8.7976 (—9) | 3.3244 (—6) | 5.4453 (—4)
12IShH;3 || 1.4323 (—7) | 0.001344 | 2.2872 (—7) | 4.8260 (—10) | 4.5776 (—7) | 1.9380 (—4)
209BiH; || 2.6585 (—8) | 0.000445 | 4.2508 (—8) | 2.9732 (—11) | 8.5036 (—8) | 9.6785 (—5)

De acuerdo con la teoria de modos locales, el comportamiento local se manifiesta en las
moléculas cuando existe una gran diferencia de masas entre los &tomos involucrados en un
conjunto de osciladores equivalentes. Un prototipo de molécula con un comportamiento
local corresponde a los sistemas con enlaces del tipo XH,, como H,O, CHy, SiH4, GeH, y
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SnH,, donde el comportamiento de modos locales se presenta para los grados de libertad de
tension. Esto quiere decir que las tensiones son descritas en términos de osciladores locales
interactuantes (usualmente modelado con potenciales de Morse), mientras que las flexiones
son tratadas en términos de modos normales. Con base en este criterio esperamos que la
serie de moléculas piramidales XHj3 en la que estamos interesados presenten un comporta-
miento de modos locales a normales siguiendo el siguiente orden: BiH3 — SbH3 — AsHj
— PH3; — NHj. De hecho esta tendencia se satiface considerando solamente las constantes
de estructura a través del pardmetro x,. En la figura 3.1 los valores de los parametros z,
son mostrados siguiendo la secuencia de modos normales a locales. A pesar de que esta
tendencia corresponde con lo que se esperaba, el uso de las constantes de estructura no es
suficiente para medir el grado de localidad.

0.020
| . 0.0020 7
g .
. boots |
0.015 + r
0.0010 |
I 0.0005 | .
> [
& 0010 + 0.0000. " ; ; ; ? S
- T, #1pH, " AsH, I2GLH, 209BiH,
0.005 + .
i ’ .
0.000 &= % % hd % % .
HNH, SIPH, 5 AsH, 1218hH, 9B H,

Figura 3.1: Distribucion del parametro de estructura z, = 9522 / gf-g) para las tensiones en moléculas

piramidales. El comportamiento es el esperado en correspondencia con el aumento del grado de localidad
(0)

rr!

cuando g, » — 0 conforme el 4tomo central crece.

En realidad a las moléculas con un comportamiento local se les habia asignado un cierto
grado de localidad /normalidad a través del parametro £ de la ecuacion (1.106), en el cual
aparece tanto la anarmonicidad x como la fuerza de la interacciéon entre osciladores .
Esto significa que la dindmica, a través del calculo de las constantes de fuerza, es necesaria
para evaluar el grado de localidad. De hecho, debido a que la fuerza de interaccion A\ juega
un papel fundamental en el establecimiento del grado de localidad al causar la separacion
de los niveles de energia, fue por lo que fue propuesto el parametro ¢ en [75]. Ademas, si
tomamos en cuenta que el parametro v depende tanto de las constantes de fuerza y estruc-
tura, se espera que haya una correlaciéon entre ambos parametros. Este hecho es mostrado
en la figura 3.2. Notamos que la arsina y fosfina se encuentran en un orden opuesto al que
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se esperaba de acuerdo con la figura 3.1. Esto puede ser explicado mediante la enorme
separacion entre las energias fundamentales de tension, como se puede apreciar en la tabla
2.8, lo cual puede deberse a motivos quimicos que discutiremos més adelante.
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Figura 3.2: Grafica de ¢ definido en (3.7) contra « definido en (3.4).
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La tabla 3.2 resulta ser equivalente a la tabla 1 en [75] para moléculas triatomicas. Por
lo tanto, en la grafica ( vs. v el comportamiento local extremo es identificado sobre la
zona localizada en la parte inferior izquierda. A pesar de que la tendencia local /normal
se manifiesta claramente, lo que buscamos ahora es que haya una correlacion. Para este
fin exploraremos la conexion entre los paradmetros d_ y 7, donde ambos involucran a las
constantes de fuerza. Haciendo uso de las constantes de fuerza normales {fﬁv), T(T],\,[)} en
dichos parametros, la grafica de la figura 3.3 es obtenida. Resulta que §_ vs. v provee de
una robusta correlacion lineal. Esto significa que la aproximacion (2.98) y el limite (2.104)
estan fuertemente correlacionados. A pesar de ello, es una sopresa que la correlaciéon sea
casi perfecta. Debemos resaltar que este resultado estd basado en un analisis de modos
normales, es decir, que esto puede extrapolarse a moléculas con un comportamiento normal
similar como, por ejemplo, al CO,. Este anélisis no requiere tomar en cuenta los efectos
anarmonicos para establecer un comportamiento de modos local/normal. Esto no quiere
decir que los criterios usuales introducidos hace 30 anos atras dejen de ser validos. Hay
que enfatizar que este andlisis es 1til para ser aplicado a cualquier sistema molecular, no
necesariamente en el limite de un comportamiento de modos locales como se discutira en
una futura publicacion [74].
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Figura 3.4: Grafica de ¢; definido en (3.6) contra « definido en (3.4).

Ahora vamos a analizar otro aspecto de la transicion local a normal: la estimacion de
las constantes de fuerza. Como ya se ha mencionado, las expresiones (2.89) solamente son
validas en el limite local. En contraste, cuando se manifiesta un comportamiento de modos
normales las relaciones (2.95) son las que se satisfacen. Hemos probado ademas que ambas
expresiones coinciden en el limite local exacto (2.104) pero no necesariamente cerca del
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limite local. Por ello se han introducido los pardmetros €; y € para medir el grado de
localidad /normaldiad a través de las diferencias entre las constantes de fuerza [76]. De
la tabla 3.2 se obtiene la correlacion e; vs. v presentada en la figura 3.4. De nuevo se
presenta una correlacion lineal casi perfecta que sigue la misma tendencia de la figura 3.3.
Este resultado esta lejos de ser el esperado debido a la independencia de los parametros.
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Figura 3.5: Grafica de e, definido en (3.6) contra el parametro de estructura z,.

Seguidamente, consideremos la relacion entre las constantes de fuerza fff,) y ffi\/[ ) con
el pardmetro €;. En este caso es mas conveniente considerar al pardmetro z, en vez de 7.
En la figura 3.5 la gréfica e; vs. z, es presentada. Aqui la correlacion lineal no es obtenida
pero la tendencia de modos locales a normales sigue estando presente. A pesar de ello, es
sorprendente ver que la correlacion esperada en la figura 3.1 de las constantes de estructura
se haya recuperado. Concluimos entonces que el comportamiento de modos local /normal
presenta diferentes facetas no trivialmente conectadas, las cuales son valiosas de estudiar
para diferentes sistemas moleculares.

3.2. Flexi6n

Vamos a proceder con el estudio del comportamiento local/normal para los grados de
libertad de flexion. Tradicionalmente las flexiones son descritas en términos de los modos
normales, por lo que de alguna manera esto se sale del contexto presentado en este trabajo.
Sin embargo, hemos senalado que este analisis también abarca a sistemas moleculares con
un claro comportamiento de modos normales, asi que de hecho su estudio resulta ser conve-
niente. Debido al isomorfismo (2.72) que existe entre las coordenadas internas para ambos
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modos de tension y flexion, todas las expresiones previamente obtenidas para las tensiones
tiene su version dentro del esquema de flexiones. Simplemente para este caso hay que llevar
a cabo las siguientes identificaciones: { f.., frr'} — {foo, foor} v {gﬁ?«),gﬁgg} — {gég),gég)}.
En la tabla 3.3 las constantes de fuerza, calculadas también con las ecuaciones (2.89)
y (2.95), son mostradas, mientras que en la tabla 3.4 los parametros que establecen los
criterios de localidad /normalidad son dados. Como hemos mencionado, aqui el valor del
parametro 4" es mas significativo que para las tensiones.

Tabla 3.3: Constantes de fuerza calculadas de (2.89) y (2.95) para los osciladores de flexién. Solo los
principales isotopologos han sido incluidos.

Molécula [| r. (&) [ 0, 5 50 5o 50 z
14NH3 1.0116 106.68 | 0.541192 | 0.541339 | —0.084221 | —0.084122 | 0.17597
3IPH, 1.412 93.4 0.662876 | 0.663599 | —0.041263 | —0.040890 | 0.01591
75 AsH; 1.51106 | 92.069 | 0.627071 | 0.627565 | —0.032325 | —0.032072 | 0.01211
121SHH, 1.7 91.56 | 0.561899 | 0.561987 | —0.015480 | —0.015435 | 0.00987
209BiH, 1.7783 | 90.322 | 0.515953 | 0.516068 | —0.011140 | —0.011082 | 0.00043

Tabla 3.4: Los parametros 6_,(,v,7 v € para las flexiones son dados ya que van a permitir establecer
el grado de localidad /normalidad. Solo los principales isotoplologos han sido incluidos. El namero entre
paréntesis (z) indica una potencia de la forma 10”.

Molécula o_ ¢ ~ ~ €1 €
TINH; 1.2813 (—4) | 0.3164 | 1.0579 (—4) | 5.2584 (=5) | 2.7150 (—4) | 1.1810 (=3)
3TPH; 3.6797 (—4) | 0.0758 | 5.2227 (—4) | 6.0738 (—5) | 1.0903 (—3) | 9.1287 (-3)
AsH; || 2.6153 (—4) | 0.0616 | 3.8013 (—4) | 3.6046 (—5) | 7.8680 (—4) | 7.8843 (—3)
12ISbH; || 5.1115 (—5) | 0.0360 | 7.7431 (—5) | 4.3359 (—6) | 1.5792 (—4) | 2.9317 (-3)
209BiH; || 7.1450 (—5) | 0.0211 | 1.1075 (—4) | 3.6381 (—6) | 2.2402 (—4) | 5.2205 (—3)

Al igual que en el analisis previo comenzamos por presentar en la figura 3.6 el patron
que sigue la serie de moléculas piramidales de acuerdo con el pardmetro de estructura .
Observamos que la tendencia esperada se vuelve a reproducir, aunque existe una diferencia
en la forma en la que ésta se manifiesta. Vemos que no se puede identificar claramente un
limite local ya que, para una masa central grande my, los términos que involucran una
dependencia del dngulo en (A.9) no se desvanecen. Este hecho toma la forma del limite

©  cosf, — cos®0,

999/ — (38)

lim
myx —00

mp sin? 6,

un resultado que no nos permite anticipar la misma tendencia obtenida como en el caso
de las tensiones.

Vamos a proceder con la correlacién entre los pardmetros ¢ y 7, la cual se muestra en
la figura 3.7. Vemos una gran separacion asociada con la molécula NHj, pero también una
falta de correlacion por parte del parametro v en la parte inferior izquierda en la serie de
moléculas NHs, SbH3 y BiH3. Sin embargo, vemos la misma secuencia en vy para AsHj y
PHj3 de acuerdo con los factores de estructura mostrados en la figura 3.6.
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Figura 3.7: Grafica de ¢ definido en (3.7) contra + definido en (3.4) para los modos de flexion.
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Ahora vamos a considerar la correlacion §_ wvs. 7 presentada en la figura 3.8. Siendo
el NHj3 la excepcion, se logra identificar claramente una tendencia lineal. Notamos que que
la secuencia en las moléculas BiHs, SbH3 asi como en AsHsz, PH3 han sido invertidas con
respecto a la figura 3.3 para las tensiones. Esta situacién anémala nos dice que al tomar
en cuenta los modos de flexién, el amoniaco presenta un peculiar comportamiento, el cual
de hecho tiene que ver con la presencia de la inversiéon asociada con el modo simétrico de
flexién vs. Este hecho puede ser la razon por la cual se obtiene un resultado similar en la
figura 3.7.
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Figura 3.8: Grafica de §_ definido en (3.1) contra v definido en (3.4) para los modos de flexion.

Seguimos con el andlisis de las constantes de fuerza. En la figura 3.9 la grafica ¢; vs. v
es mostrada. Nuevamente se manifiesta la tendencia lineal con la misma anomalia para el
amoniaco, donde su €; es inesperadamente pequeno a pesar de que esta molécula presenta
el comportamiento de modo normal més fuerte. Esto parece volver a indicar la presencia
de la inversion en el modo fundamental de flexion.

Finalmente fijemos nuestra atencién en la correlacion que involucra al pardmetro €. En
la figura 3.10 la grafica e; vs. v es presentada. Aqui volvemos a tener la misma tendencia
obtenida en la figura 3.9. En este caso la correlacién no es lineal, pero el orden previo
también es obtenido. Otra vez, en el caso del amoniaco tenemos que se sale de la tendencia
al no poseer el grado extremo de normalidad esperado. En conclusion, del analisis para
los modos de flexion podemos identificar claramente un comportamiento anémalo para el
NHs, al cual se le atribuye debido a la existencia de la inversion en el modo 5. Estos son
resultados muy interesantes que sugieren identificar por medio de este enfoque grados de
libertad no rigidos para otros sistemas.
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Del analisis para los modos de tensiéon hicimos notar la enorme separacion de las energias
fundamentales en la arsina, un hecho que revierte la secuencia esperada desde el punto de
vista quimico. Mientras que el nitrogeno y fésforo son no metales con configuraciones

N :  [He]2s*2p°, (3.9)
P [NeJ3s?3p’, (3.10)
el arsénico y antimonio son metaloides caracterizados por la aparicién de los orbitales d
As 1 [Ar]4s®3d"04p?, (3.11)
Sb: [Kr]5s*4d"5p". (3.12)
Por tultimo, el bismuto es un metal con configuracion
Bi :  [Xe|6s*4f5d"6p?, (3.13)

donde los orbitales f aparecen, dotandolo de diferentes propiedades. Resulta entonces que
podemos identificar dos tipos de cambios en el comportamiento esperado de modos locales
a normales. Para las tensiones tenemos un orden invertido entre P y As, mientras que en
las flexiones el orden invertido es sobre Sb y Bi. Se conjetura que este comportamiento es
una manifestacion del cambio cualitativo en la configuracion quimica del 4tomo central en
la serie de hidruros de los pnictégenos.
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Capitulo 4

Descripcion general de vibraciones

Hasta ahora se ha presentado una descripcién local de vibraciones para moléculas
piramidales, tomando en cuenta los Hamiltonianos vibracionales a orden cuadratico en
ambas coordenadas locales y normales, haciendo que conserven la poliada dentro de su
esquema. Tomando ventaja de la realizacion algebraica de las coordenadas y momentos en
términos de los operadores de creaciéon y aniquilaciéon se logr6 conectar los Hamiltonianos
de ambos esquemas, local y normal, al imponer ciertas aproximaciones que conserven
ambas poliadas P, y Py. De estas aproximaciones se establecieron una serie de pardmetros
que permitieron estudiar el comportamiento de la transicién de modos locales a normales
para los grados de libertad de tension y flexion. En general, estos parametros son funciéon
de las constantes de estructura y/o fuerza, y estas tltimas, a su vez, dependen de las
energias asociadas a los estados fundamentales. En este tltimo capitulo vamos a dar el
salto a una descripcién mas completa al considerar los estados vibracionales excitados
para las mismas moléculas piramidales, concretamente sobre las moléculas PH3, AsHs y
SbH3. Antes de llevar a cabo esta nueva descripcién primero requerimos presentar los
ingredientes necesarios sobre los cuales estd sustentado, es decir, que necesitamos hablar
del modelo de osciladores de Morse interactuantes [87, 88|. En el capitulo 1 se menciond
brevemente que al considerar osciladores armoénicos locales es posible establecer el mapeo
isomorfo entre las coordenadas internas y las variables de Morse bajo una representacion
algebraica para poder considerar la anarmonizacion.

4.1. Representacion algerbraica del Hamiltoniano en la
variable de Morse

Partimos pues del Hamiltoniano para el oscilador de Morse unidimensional

~

M _ P 9
=—4+D 4.1
H o + Dy, (4.1)

donde p es la masa reducida, D es la profundidad del pozo de potencial y la varibale de
Morse esté definida como

y(g) =1—e", (4.2)
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donde q es la coordenada de desplazamiento interna y (3 fija el ancho del potencial. Al tomar

la aproximacion en coordenadas internas, donde suponemos que el operador es p = %a%v

entonces la ecuacion de Schrodinger para el potencial de Morse es

h? o? 2
————+D(1—e )| U =Ey0. 4.3
20 0¢? + ( € ) M (4.3)
siendo sus eigenfunciones . .
W(2) = Nj e 22°L3(2), (4.4)

donde z = (2§ + 1)e P¢ es una variable adimensional que esta asociada con la coordenada
de desplazamiento, L?*(z) son los polinomios asociados de Laguerre y N/ es la constante
de normalizacion. Las etiquetas j y v corresponden al nimero de cuantos maximo (que
corta el espacio) y en turno respectivamente. Estos definen el estado del oscilador y estan
relacionados de la siguiente manera

. | 8uD . | —2uFE
K}:2j+1: hQ—BQ, S=]—0UV= W (45)

Es interesante notar que v no puede tomar el valor de j ya que implicaria un valor de la
energia igual a cero, entonces solamente puede tomar valores enteros v = 0,1,--- ,7 — 1.
Ademas, vemos que j fija un valor k que esta intimamente relacionado con la profundidad
del pozo. Se le conoce como el parametro de anarmonicidad y se vuelve relevante conforme
su valor sea menor, es decir, que la profundidad el pozo del potencial es pequena. Con el
proposito de efectuar un desarrollo adecuado del Hamiltoniano en términos de las funciones
de Morse, nuevamente es imprescindible considerar la conservaciéon de la poliada normal
(2.65) como consecuencia de haber identificado las interacciones de resonancia. Es asi que
la forma general del Hamiltoniano en el espacio de configuracion toma la forma funcional

H (p,y) = 7:15 + 7:117 + 7:[3177 (4.6)

donde ’}:[s contiene a los términos de tension, 7:11, involucra a las contribuciones de flexién
y L, toma en cuenta aquellos términos de interaccion tension-flexion. Este Hamiltoniano
es presentado en el apéndice A de [78] desarrolldandose en términos de las coordenadas de
Morse hasta orden cuartico. Debido a que puede resultar engorrosa la selecciéon de aquellas
contribuciones que conservan la poliada dentro del espacio de configuracion, es conveniente
trasladar el Hamiltoniano a una representacion algebraica. En este sentido, se propone el
desarrollo de las coordenadas y momentos de Morse en términos de los operadores escalera
Z;T(I;) La realizacion algebraica hasta orden cuadratico de estas variables toman la forma

= v/ [fvi’T —bfo+ %(gvé*?ﬂ — bbg,) + O(l/m)l , (4.7a)
g — i AR L d SETE 77
5=\ 2on {fvb +0bf, + ﬁ(fv + g,b'b" + bbg,) + Q(1/ﬁ)} : (4.7b)

donde {f,,g,, f*} son funciones del nimero de cuantos v [89]. Los operadores {b',b, o}
constituyen un algebra dinamica para el potencial de Morse. Para un nimero de cuantos
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v muy grande o cuando k es pequena, los términos de orden 1/4/k deben ser incluidos.
Sin embargo, si nos acotamos en la zona inferior del espectro resulta razonable despreciar
aquellos términos de orden 1/y/k [51] tomando los limites

lim f, =1, lim g, = —1, (4.8)

KR—00 KR—00

lo que nos permite proponer como aproximacién un desarrollo de las funciones de Morse
simple de la forma

g . g | B
~ —4/2 f— =~ f 4.
D 2\/ hwp(b' —b), 5 2wu(b +b) (4.9)

Las eigenfunciones (4.4) bajo esta representacion se pueden expresar de forma abstracta

Wl (2) = (214, v) (4.10)

y los operadores escalera de Morse para el i-ésimo oscilador con un nimero cuéntico
vibracional v; = 0,1,--- ,j; — 1 tienen los siguientes elementos de matriz

A v; + 1 .

)

I;lezv Ul'> = (1 - ;) ‘]z; Vi — 1>7 (411b)

il i, vi) = vilji, vi). (4.11c)

Ademas, estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién propias del
algebra su(2):

20; + 1 N N -
[bi, 1] = ( Gt )62-]-, [0, 01] = bloy;,  [04,b;] = —bidyy. (4.12)

1)
J Ki

Entonces el Hamiltoniano de Morse en su realizacion algebraica toma la forma

! ) , (4.13)

2/4,1'

H'

1 apn ~ A
= e (bjbi + bibl +
donde sus eigenvalores son

[014—1/2 - i<vz+1/2> } (4.14)

’L

) 2 8 ’LDl
Sy i B :25,2- (4.15)

El limite armoénico es obtenido cuando Kk — oo de manera que recuperamos las expresiones
del caso del oscilador arménico, es decir,

con

lim b = a], lim b; = a;, (4.16)

Ki—00 Ki—00
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donde los operadores af(a) corresponden precisamente con los operadores bosénicos del
oscilador armoénico. Esto se traduce en una simplificacion de la descripcion vibracional
al despreciar las contribuciones anarmonicas y como consecuencia los operadores escalera
de Morse pueden ser tratados como bosones, siendo una aproximacion razonable [90].
Sin embargo, estamos interesados en incluir la parte anarmoénica con el fin de mejorar
la descripcion vibracional [91]. En este sentido, al insertar (4.9) en (4.6) llegamos a la

representacion algebraica del Hamiltoniano de Morse
HE (B!, b,}) = Ho + Hy + Ha,
donde para la contribuciéon puramente de tensiéon tenemos
3 3
Ho =0 ) HY + X D by +aile + 03l
i=1 i>j=1
+ Oéf;(2f11/33 + 81my) + Oéi(fn/zs + an13/2),
mientras que para los términos de flexion es

6 6
Hy=ay Y HY + N> by + b,z + ablss as + ab(2U66/0a + 8Lnyny)
=4

i>j=4
+ aZ([66/45 + 21555/4) + ’Yi)j66/44 + 7§j66/45 + 7§(j66/45 — 21,45/4),
y para las contribuciones de interacciéon tension-flexion

Ha = C1f1/66 + C2f1/44 + §3f1/46 + C4f1/56 + nlonlnﬁ + ﬁ20n16/5
+13(O16/35 + O16/25) + 1a(O16/34 + O14/36) + 150n61/2 + M60n1n4

+ U?On16/4 + n8én61/3 + 7fb016/35 + 7§b016/25 + 7§b016/34 + 72b014/36-

Aqui hemos usado la siguiente notacion para los operadores:

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

siendo n; = bgbi el nimero de cuantos. Los operadores P = f, I, O simetrizan los términos
de interaccién a través del operador de simetrizacion S. Tomemos un ejemplo concreto

para apreciar su efecto con la siguiente interaccion de Fermi:

f1/46 = A( 1[;486)
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A veces la aplicacion del operador de simetrizacién nos conduce a la repeticion de ciertas
interacciones, por lo que se deben omitir los términos redundantes, como es el caso del
operador On1n4 = NyNy + Nens + Ngng. Por tltimo, los parametros espectroscopicos son
dados en términos de las constantes de fuerza y de estructura. Esta simple realizacion de las
interacciones es una consecuencia de haber despreciado las contribuciones anarmonicas en
los conmutadores (4.12). Hasta ahora podemos expresar un Hamiltoniano para moléculas
piramidales en términos de osciladores de Morse interactuantes bajo una representacion
algebraica, conservando la poliada local, pero debemos cuestionarnos sobre que base va
a actuar. Esto es esencial si pretendemos llevar a cabo la descripcion de excitaciones
vibracionales.

4.2. Construccion de la base local /normal adaptada por
simetria

Un estudio mas detallado al respecto se aborda en [68]|, pero de manera general la
aproximacion comnsiste en identificar subespacios invariantes sobre los osciladores locales
asociados con cada coordenada interna, proyectarlos y luego diagonalizar los operadores
de nimero para introducir las etiquetas normales. Consideremos un espacio n-dimensional
conformado por todas las coordenadas internas ¢ que permiten describir las vibraciones de
una molécula. Sobre cada tipo de coordenada interna actian las operaciones de simetria
del grupo G propio de la molécula y no existe operacion de simetria alguna que transforme
un tipo de coordenada en otra. Es por esto que podemos definir subespacios invariantes
por cada coordenada interna de la forma

L,=> &L, (4.22)
q

donde la cantidad de coordenadas independientes 7, define la dimension de cada subespacio
invariante. En las moléculas piramidales identificamos dos subespacios invariantes en (2.43)
definidos por las coordenadas internas de tension y flexion, cada uno de dimension 3.
Cada coordenada ¢; € E%q describe el movimiento de un oscilador. Si consideramos que es
armonico, entonces podemos tomar ventaja de la representacion algebraica para que los
eigenestados de dicho oscilador puedan verse como |n;), siendo n; el nimero de cuantos
del i-ésimo oscilador. Bajo la representacion del nimero de ocupacion, el estado general
para una coordenada interna ¢ dada toma la forma

|n1"'n7]q> - |n1>®® |n77q>7 (423)

el cual se caracteriza por el niimero total de cuantos

Mq
ng =y _ni. (4.24)
=1

Esto quiere decir que existen subespacios invariantes dentro de C%q (ue se van a caracterizar
por el nimero de cuantos total n,. Lo anterior puede expresarse mediante la siguiente suma
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directa
Li = &Ll (n). (4.25)

Incluso dentro del subespacio L] (n,) existen algunos estados que se relacionan entre si a
través de la accion de un operador de permutacion g;; de la forma

lo que define patrones de particiéon p. Nuevamente, la implicaciéon de esto es la identificacion
de nuevos subespacios invariantes etiquetados por una particién bien definida, llevando a
cabo la reduccion del espacio

L (ng) = Y@L (ng,p). (4.27)

Para ilustrar este hecho vamos a tomar como ejemplo a los osciladores de flexion del PHs,
cuyos estados vibracionales locales son |nsnsng). Si ng = 2 entonces existen las siguientes
particiones: [2] y [1,1], siendo aquellos subespacios

L£5(2,12]) = {]200), |020), [002)}, (4.28a)
£5(2,]1,1]) = {|110), |101),]011)}, (4.28b)

por lo que el espacio se caracteriza por su suma directa
L5(2) = £5(2,[2]) @ £5(2, [1,1)). (4.29)

Naturalmente, hace falta incluir el concepto de la poliada para que exista una concordancia
con el Hamiltoniano (4.17) que si la toma en cuenta. En ese caso recordemos que la poliada
es un pseudontimero cuantico que engloba todos aquellos eigenestados conectados entre si
mediante interacciones de resonancia, las cuales son presumiblemente las més relevantes.
La poliada puede expresarse en términos del nimero de cuantos normales v; o locales n;.
Al considerar que los osciladores son equivalentes en el esquema local, la poliada va a
depender de n, en la g-ésima coordenada interna como

PpL=>cqny, (4.30)
q

donde ¢, es un coeficiente entero que se define conforme a las interacciones de resonancia
q

propias de la molécula. Sabemos, por ejemplo, que para las moléculas piramidales la poliada

Py, definida en (2.66), considera las resonancias de Fermi y Darling-Dennison. Al final

podemos construir un nuevo conjunto de subespacios invariantes o-dimensional mediante

el siguiente producto directo

L& ({ng}, v}, Po) = [ [ @L5, (g, ), (4.31)

donde los subespacios son ortogonales entre si para diferentes poliadas, nimero de cuantos
total y particiones

L8 {ng}, Ap}, Pr) L LI ({ng}, {0'}, PL). (4.32)
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Pensemos por ejemplo en construir este nuevo subespacio invariante (4.31) para el PHj
con P, = 2. Esta poliada se puede construir tomando el nimero de cuantos maximos de
cada coordenada interna de dos formas distintas:

(e, m0} = {1,0},{0,2}. (4.33)
Los subespacios generados en el primer caso son:

£5(1,11]) = {]100), [010), [001)}, (4.34)
£9(0,10]) = {|000)}, (4.35)

donde en cada caso solamente existe una tnica particién. El correspondiente producto
directo permite obtener el siguiente subespacio

L7 ({1,0%, {[1], (01}, 2) = £5(1. [1]) ® £5(0, [0]),
= {|100000), |010000), |001000)}. (4.36)

En el segundo caso tenemos para las tensiones
£7(0,[0]) = {]000)}, (4.37)

y para las flexiones los correspondientes subespacios estan dados en (4.28). Con estas tres
ecuaciones podemos construir dos nuevos subespacios:

£ (10,23, {[0], 21}, 2) = £5(0,[0]) ® £3(2.[2]),
= {|000200), |000020), |000002) }; (4.38)

£ (10,23, {[0], [1,1]}, 2) = £5(0,[0]) ® £5(2, [1, 1)),
= {]000110), |000101), |000011)}, (4.39)

La generacion de estos subespacios invariantes nos provee de un espacio minimo para
llevar a cabo la proyeccion mediante el método de funciones propias, del cual hicimos uso
para encontrar las coordenadas adaptadas por simetria dadas en (2.71). Como se hizo
notar en su momento, la diagonalizacién de la matriz de representacion de un CCOC-II
es suficiente para etiquetar de forma biunivoca a todas las funciones de la forma (2.13)
porque la etiqueta asociada a la repeticion de las representaciones ya era provista desde el
principio por el Hamiltoniano. Sabiendo la forma del operador Cry y que es independiente
del espacio, entonces se puede llevar a cabo la diagonalizaciéon de los elementos de matriz

1GCu: 10 € L5 ({ng). {p}, Pr), (4.40)
donde ¢ = 1,--- ,0. Lo anterior arroja como resultado un conjunto de eigenfunciones

conocido como la base local adaptada por simetria
Ty, {ng}. Ap}, Py = > C 7 i), (4.41)
i=1
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Esta nueva base porta las etiquetas I'y correspondientes a representaciones irreducibles
que provienen de una cadena canonica de grupos. Particularmente el CCOC-II para las
moléculas piramidales se construyé basdndose en la cadena Cs, D C?2.

Al situarnos en la regiéon baja del espectro, donde la aproximacion armoénica es valida,
resulta ser que las etiquetas normales usualmente cumplen con ser buenos nimeros cuan-
ticos. Si bien no podemos dar con la base normal propiamente, lo que se puede hacer es
construir una base que sea isomorfa a la base normal que dependa de la base local. Por
ello, se propone la diagonalizacion de los operadores de ntimero normal 7, - sobre la base
local adaptada por simetria. Haciendo la identificacion {o, 0o} — 0y a, v {03, 04} — Uy ps
los operadores de nimero normales estan dados en términos de los operadores normales
de creacion y aniquilacion

pay = Al Ay, p= Y Ap g, (4.42)

y=Al A

siendo expresiones que suponen una conservacion de la poliada P;, = Py, por lo tanto la
transformacion de Bogoliubov (2.98) se esta tomando en cuenta. La aplicacion del operador
U, sobre (4.41) nos permite obtener las matrices

<F77 {nq}7 {p}7 PL|ﬁq’,F’|F77 {nq}v {p}7 PL> (443)

y su diagonalizaciéon nos conduce finalmente a la base normal

g

{vr}) =Y Gl i), (4.44)

=1

No obstante, al haber operadores de niimero asociados a representaciones bidimensionales
hacen falta etiquetas para poder distinguir sus componentes. Adicionalmente se tendria que
diagonalizar los operadores l% y gﬁ Al final los estados normales se deben caracterizar como
[ Uiy, A pesar de que este tratamiento considere una base armoénica, es igualmente
valido si la base local proviene de funciones anarmoénicas como la de Morse o Poschl-Teller.

4.3. Aplicaciéon a sistemas moleculares

En general, para moléculas pequenas se dispone de sus superficies de energia potencial
(SEP) calculadas a partir de calculos ab initio y, particularmente, estas existen para la
serie de moléculas piramidales. Sin embargo, hasta el mejor de los calculos no consigue
emular un espectro vibracional de calidad espectroscopica debido a la alta precision de
las mediciones espectroscopicas. En |36 se propuso el ajuste de un conjunto de parame-
tros espectroscopicos para refinar la descripcion espectroscopica. Mediante esta ruta es
posible resolver el problema de la falta de energias experimentales. Desafortunadamente,
esta aproximacion ya no puede ser usada cuando el tamano de la molécula incrementa.
Por lo tanto, una aproximaciéon alternativa menos costosa en términos computacionales es
necesaria. En este contexto es que se presenta el estudio sobre la serie de las moléculas
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piramidales. La aproximacion propuesta consiste en un modelo de osciladores armoénicos
bajo la representacion algebraica, pero con la ventaja de incluir la anarmonicidad, la cual
proviene del modelo de osciladores en términos del potencial de Morse. Hay que aclarar que
esta aproximacion no pretender competir directamente contra los métodos variacionales o
contra los trabajos llevados a cabo por P. Jensen, mas bien esto representa una alternativa
adecuada para tratar con sistemas mas complejos. A continuacién vamos a mostrar que al
seguir el hilo de esta aproximacion algebraica se obtiene una descripcion razonable debido
a la identificacion apropiada de las interacciones fisicas involucradas.

El Hamiltoniano algebraico (4.17) involucra N, = 31 parametros, donde algunos de ellos
estan asociados con la combinacion lineal de operadores. En las moléculas piramidales es
de nuestro interés saber el nimero de energfas experimentales disponibles N.,, ya que hay
ocasiones resulta ser un nimero limitado, lo que impide realizar una descripcién adecuada
de las mismas. Por lo tanto, tenemos que establecer un criterio fisico para seleccionar el
subconjunto de interacciones que logren una descripciéon de calidad espectroscopica con
N, < Negp. Aunque la realizacion algebraica estd dada en términos de las interacciones
del esquema local, hemos mostrado en el capitulo anterior que las moléculas piramidales
presentan un grado de localidad /normalidad distinto. Ademaés, la poliada se establecio en
la base de las resonancias pertenecientes a la region baja del espectro (fundamentales y
primeros sobretonos), las cuales indican que el lenguaje natural para la descripcion de
las interacciones es dentro del esquema normal. En este sentido, se propone rescatar del
Hamiltoniano (4.17) aquellos términos de interaccion expresados en ambos esquemas local
y normal, un hecho que ayuda a identificar las principales interacciones fisicas. Con esto
en mente, la representacion de las interacciones puede ser diferente para cada molécula.

Considerando la tabla 2.8 se espera que ambas interacciones de resonancia, Fermiy Darling-
Dennison, sean significativas. Por un lado, tenemos la interaccion de resonancia de Fermi, la
cual se puede representar bajo el esquema de modos locales. Por otro lado, la interacciéon
de Darling-Dennison puede ser considerada explicitamente dentro del esquema normal,
pero también implicitamente como una interacciéon local. Ademaés, el momento angular
vibracional es expresado naturalmente en términos del esquema de modos normales. Es
asi que podemos retomar el Hamiltoniano (4.17) que conserva la poliada y separalo en dos
contribuciones que reflejan el caracter de las interacciones de la forma:

Hpw = HV +HEP) | (4.45)

La primera contribucién esta dada en el esquema normal por

2 2
O = i ALAs + andbs + s 3 AL s+ 3 ALA
i=1 i=1
+ 9335% + 9445221 + 934g3 Ayt T12a010F + T30403{00, Du} + dND11/337 (4.46)

donde los correspondientes operadores de nimero estan definidos de acuerdo con (2.98),
estableciendo el mapeo isomorfo ¢ (&) — b (b;). Hay que aclarar que se esta siguiendo la
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numeracion segin la convencién de Herzberg. Ademas, tenemos las siguientes definiciones
de los operadores normales:

N u . 1A2
ly=2 [Ag X A3} , (4.47a)
A N L 1A2
b= V2 [Alx A, (4.47)
1
{0, 05} = 5(92‘79]‘ + U51), (4.47¢)
Diijzs = AJATA A5 + A A ALAL (4.47d)

siendo Dy /33 la resonancia de Darling-Dennison, mientras que £3 y £4 son las contribuciones
al momento angular por parte de las tensiones y flexiones respectivamente. Para la segunda
contribuciéon con interacciones en el esquema local se tiene

y s) 7 s) T b) 7 b) 7 sb) 7 sb) 7
H(L) = Bl )Inf + ﬂé )[nlng + 6§ )[ni + Bé )[n4n5 + B£ )In1n4 + ﬁé )[nlng,
+ V(Sb)@sf\b + 7/(b)f66/64 + C1f1/66 + C2f1/44 + C3f1/46 + C4]E1/567 (4.48)

donde f; ;1 son las resonancias de Fermi, ademés de que se tienen las definiciones:

6
TR o M (4.49a)

i=1 =4

A 3 A A A 6 A A

Ao=) by, A=) blby, (4.49D)
i#j= i#j=4

2 2
(;JS == A];Al + Z A;i/{g,i, (IJ{, == A;AQ + Z ALZ»/L;,@'; (4.50&)
=1 =1
2 2
Ag=24TA4, = > AL Az, Ay=2414, - Al A (4.50b)
=1 =1

Notese que las interacciones locales no aparecen en términos de combinaciones lineales
como en el caso del Hamiltoniano de tension-flexion (4.20).

Haciendo uso del Hamiltoniano (4.45), que actua sobre una base adaptada por simetria, se
puede llevar a cabo la descripcién de excitaciones vibracionales. Esto consiste en optimizar
los parametros espectroscopicos mediante un ajuste por minimos cuadrados con respecto a
unas energias experimentales dados los valores arbitrarios fijos { Ny, ks, <3 }. Este conjunto
estd conformado por un numero total de parametros involucrados N, asi como por los
parametros de anarmonicidad de tension k, y flexion k, propios de cada molécula. Una
revision mas detallada sobre este método de ajuste se puede encontrar en el apéndice B del
presente trabajo. Los pardmetros espectroscopicos se iran modificando en cada paso de la
minimizacion hasta que la mejor descripcion sea alcanzada, buscando que la desviacion de
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la media cuadratica rms, expresada en (B.17) en términos de la desviacion cuadratica de
las energias 2, sea la minima. Ademas, se incluye la determinacion de la significancia de
los ajustes a través del anéalisis de errores estadisticos con el calculo de incertidumbres para
cada uno de los x; parametros. Por un lado, la incertidumbre dx; esta definida entorno al
valor x2. Por otro lado, la incertidumbre ex; determina el intervalo en el cual un x; varia
cuando el resto de otros los parametros son nuevamente optimizados [92, 93|.

Debido a que el nimero de energias experimentales disponibles para la serie de moléculas
piramidales es limitado, se consider6 una aproximacion descrita en [37], donde algunos de
los parametros son tomados de las constantes de fuerza obtenidas por calculos ab wnitio.
En particular, fueron tomadas las constantes de fuerza de Fermi {f,90, fro0', froror, frorer }
asi como las de segundo orden tension-flexion { f,g, fo} que provienen de [35] para obtener
los pardmetros espectroscopicos a través de las relaciones tomadas del apéndice B de [78]:

dg dg h
h q196 2h<,us < d646
L= ( g6 )0 H 4( oq )0%/% 2w fts

FL 0! 0’0’ FL
<6bf9 f“) (4.51a)
4wbpb Teq Teq gLy
hey = <agm> 2hwpts + 4L <5b@ J 7"99) f I (4.51D)
q4 0 Wh b Teq ’f’eq 2("}5/“5

e . h
hCC3 ( g(;q ) V QHWSIJ’S - Z (%) Wh by 9
0 0

Wslhs

L 77 N n , (4.51c)
2wppy T2, \ 2ws s
h 3 h h 0’0"
he(y = — (M) 2wpfp froro (4.51d)
4\ o1 /, 2w s 4wb,ub r QoJS,uS

A continuacion se presentan los respectivos ajustes de las moléculas PHs, AsHs y SbHj.
La exclusion de NH3 v BiHj tiene que ver con el hecho de que uno presenta la inversion, lo
que implica tener un grupo puntual de simetria distinto al resto de moléculas piramidales,
mientras que el otro no posee suficientes energias experimentales; al final no seria posible
realizar una descripcion adecuada en ambos casos.

4.3.1. Fosfina

Comencemos con la molécula de la fosfina PHj3, la cual presenta las siguientes constan-
tes de estructura: 7o, = 1.412 A y 6,, = 93.4° [37]. Desde el punto de vista de los criterios de
localidad /normalidad, sabemos que esta molécula presenta un comportamiento de modos
locales en tensiones, pero también posee caracteristicas propias de un comportamiento de
modos normales en las flexiones. Sin embargo, recordemos que la separaciéon de los niveles
de energia sittian a la arsina con un caracter més normal en las tensiones. Este hecho no
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es definitivo debido a que el pardmetro €, sigue la tendencia esperada de acuerdo con el
pardmetro de estructura z,. Aun asi, esto sugiere que para llevar a cabo la descripcion
vibracional del PHj3 tiene que haber méas contribuciones normales que deben ser tomadas
en cuenta a diferencia de las otras dos moléculas.

Usando el Hamiltoniano completo (4.45) un primer ajuste fue llevado a cabo involucrando
48 energias experimentales dadas en [38], las cuales llegan hasta la poliada 6 por debajo
de los 7000 cm~!. Se congelaron los cuatro parametros espectroscopicos de Fermi (; y se
excluyeron las contribuciones de momento angular g4 y ¢34, obteniéndose una desviacién
rms = 1.80 cm™!. Con el fin de explorar los efectos de las interacciones de Fermi, se liber6
el parametro (4, lo que condujo a una reduccion significativa del rms = 1.04 cm™!. Los 18
parametros optmizados son mostrados en la tabla 4.1, de los cuales 15 fueron liberados y
los 3 de Fermi se congelaron durante el ajuste. En la tabla 4.2 la comparacion entre las
energias experimentales y la descripcion tedrica es mostrada. Las componentes dominantes
de los eigenestados con respecto a ambas bases, local y normal, son incluidas. El estado
local mostrado corresponde al primer término de la base adaptada por simetria, pero el
resto de los términos de dicha base también contribuyen en el valor de estos coeficientes.

Tabla 4.1: Parametros espectroscopicos optimizados (en cm~!) con las incertidumbres correspondientes
para el PH3 usando el Hamiltoniano (4.45) para 48 niveles de energia vibracionales experimentales por
debajo de los 7000 cm ™! (P = 6). Los parametros estdn asociados con un pozo del potencial donde x, = 54
y kp = 280. Los criterios de la calidad del ajuste y su rms son incluidas. Los parametros (1, (s y (3 fueron
congelados de acuerdo con las constantes de fuerza dadas en [35].

’Parémetro H Ajuste \ €X; \ 0x; ‘
w1 2407.10 | 0.3612 | 0.0937
wo 995.09 | 0.1415 | 0.0495
ws 2412.62 | 0.3015 | 0.0753
wi 1119.71 | 0.2318 | 0.0330
914 3.8473 | 0.0679 | 0.0259
B 2.2779 | 0.1538 | 0.0314
(=) —0.4861 | 0.0854 | 0.0506
o) 42850 | 0.1173 | 0.0121
() —5.2899 | 0.0884 | 0.0168
() 2.4522 | 0.1541 | 0.0850
B —16.0079 | 0.0947 | 0.0469
G —0.2260 | - -
G 43316 | - -
(s 87881 | - -
G 2.1363 | 0.3120 | 0.1975
T1aa 0.9222 | 0.0515 | 0.0361
934 3.6634 | 0.3695 | 0.3173
~(5P) 15.1206 | 0.3582 | 0.1946
x° 34.33
rms 1.04
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Tabla 4.2: Ajuste de energias para el PHs usando el Hamiltoniano (4.45) incluyendo las 48 niveles de
energia vibracionales experimentales (P = 6), donde rms = 1.04 cm~!. Los correspondientes pardmetros
son dados en la Tabla 4.1.

Poliada Normal Normal  Local Local Energia [cm™!| A

P Estado Coef. Estado Coef. Exp. Teo. [em™!]

Simetria A;

1 10100) 1.000 |000100)  1.000 991.9 991.94 —0.0
2 10200) 0.997  |000110)  0.693 1972.38  1972.70 —0.3
2 10002) 0.998 |000200)  0.693 2227.73  2227.38 0.4
2 |1000) 0.997  |100000)  0.997 2321.04 2321.01 0.0
3 0300)  0.991  [000111) 0.249  2041.07 294249  —1.4
3 0102)  0.975  [000111)  0.406  3212.57  3210.46 2.1
3 11100) 0.988 |100010)  0.716 3306.88  3306.08 0.8
3 |0011) 0.993 |100100)  0.722 3441.01  3439.83 1.2
4 10202) 0.956 |000211)  0.362 4182.48 4182.65 —0.2
4 12000 0.972  [100011)  0.265  4280.79  4279.82 1.0
4 |0111) 0.937 |100200) 0.337 4423.68  4422.42 1.3
4 10004) 0.920 |000400)  0.394 4428.55  4429.07 —0.5
4 11002) 0.727  |100011)  0.369 4519.9 4518.87 1.0
4 |0020)* 0.604  |200000)  0.981 4563.72  4563.44 0.3
4 |2000)* 0.609 |110000)  0.992 4643.68  4644.10 —0.4
) 11300) 0.951 |100111) 0.242 5242.3 5242.48 —0.2
5 11102) 0.822 |100111)  0.326 5496.83  5498.51 —1.7
5 |0120)* 0.585 |200010)  0.728 5541.52  5542.01 —0.5
5 |2100)* 0.591 |110001)  0.393 5623.13  5622.80 0.3
5 |1011) 0.670 |200100)  0.761 5673.64 5673.72 —0.0
6 13000)* 0.688 |210000)  0.981 6879.9 6880.04 —0.1
Simetria A,
3 |0011) 0.998 |100010)  0.998 3425.13  3426.64 -1.5
5 10013) 0.914  |100021)  0.562 5603.84  5604.82 —1.0
6 10014) 0.592 |100040)  0.276 6708.28  6707.70 0.6
Simetria F
1 10001) 1.000 |000100)  1.000 1118.93 1119.93 —1.0
2 10101) 0.995 |000200)  0.608 2107.93  2107.21 0.7
2 10002) 0.996 |000011)  0.609 2236.11  2237.52 —1.4
2 10010) 0.998 |100000)  0.998 2325.8 2325.88 —0.0
3 10201) 0.987  |000012)  0.737 3084.35 3083.23 1.1
3 10102) 0.980 |000300)  0.304 3221.19  3221.96 -0.8
3 0110)  0.992  [100010)  0.720  3311.22 3311.25  —0.0
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3 0003)  0.985  [000300)  0.434  3333.92 3333.26 0.7
3 0011)  0.633  [100100)  0.709  3436.29 3438.31  —2.0
4 0210)  0.983  [100011)  0.268  4285.64  4285.40 0.2
4 11101)  0.779  [010200)  0.611  4407.33  4407.77  —0.4
4 0111)  0.766  [100200)  0.317  4419.45 442023  —0.8
4 0004)  0.943  |000400)  0.238  4436.96 4436.99  —0.0
4 0012)  0.558  [100011)  0.400  4518.98 4519.28  —0.3
4 1002)  0.553  [001011)  0.661  4537.44 4536.55 0.9
4 0012)  0.422  [100200)  0.556  4547.88  4547.72 0.2
4 1010)  0.680  [200000)  0.983  4564.02 4563.63 0.4
5 0310)  0.972  [100111)  0.241 524881 524855 0.3
5 1110)  0.654  [200010)  0.725  5541.73 554228  —0.5
5 0013)  0.809  [001012)  0.426  5643.12 5642.54 0.6
5 0021)  0.394  [020100) 0.853  5649.75  5648.47 1.3
5 0013)  0.594  [100300)  0.437  5653.12 5653.53  —0.4
5 0021)  0.437  [200100)  0.760  5673.05 5673.67  —0.6
5 0021)*  0.534  [110010)  0.983  5748.98  5748.60 0.4

Tabla 4.3: Parametros espectroscopicos optimizados (en cm™!) con las incertidumbres correspondientes
para el PH3 usando el Hamiltoniano (4.45) para 64 niveles de energia vibracionales experimentales por
debajo de los 9040 cm ™! (P = 8). Los parametros estén asociados con un pozo del potencial donde rk; = 70
y kp = 280. Los criterios de la calidad del ajuste y su rms son incluidas. Los pardmetros ¢; y (> fueron
congelados de acuerdo con las constantes de fuerza dadas en [35].

’ Parametro H Ajuste ‘ €x; ‘ ox;
w1 2308.22 | 0.4588 | 0.1580
w) 995.40 | 0.2866 | 0.0996
ws 2404.18 | 0.4310 | 0.0996
wy 1119.23 | 0.5045 | 2.7892
14 3.9670 | 0.1494 | 0.0589
B —9.7897 | 0.1334 | 0.0443
(=) —0.1860 | 0.0925 | 0.0506
o) 4.8977 | 0.2371 | 0.0260
() —6.0118 | 0.1606 | 0.0324
(s0) 2.8028 | 0.3060 | 0.1834
(st) —16.4455 | 0.1587 | 0.0835
3 —0.2260 | - -
Ca 43316 | - -
(s 54399 | - -
G 3.8268 | 0.5312 | 0.3471
7144 0.6546 | 0.0988 | 0.0719
~(5P) 13.9269 | 0.6377 | 0.3839
X2 155.58
Tms 1.74
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Tabla 4.4: Ajuste de energias para el PH3 usando el Hamiltoniano (4.45) incluyendo las 64 niveles de
energia vibracionales experimentales (P = 8), donde rms = 1.74 cm~!. Los correspondientes pardmetros
son dados en la Tabla 4.3.

Poliada Normal Normal  Local Local Energia [cm™!| A

P Estado Coef. Estado Coef. Exp. Teo. [em™!]

Simetria A;

1 10100) 1.000 |000100) 1.000 991.9 992.86 —-1.0
2 10200) 0.996 |000110)  0.699 1972.38  1973.40 —1.0
2 10002) 0.998 |000200)  0.699 2227.73  2227.84 —-0.1
2 |1000) 0.997  |100000)  0.997 2321.04  2321.08 —0.0
3 10300) 0.990 |000111)  0.255 2941.07 2941.86 —0.8
3 0102)  0.990  [000111)  0.420  3212.57 3210.45 2.1
3 11100) 0.987  |100010)  0.720 3306.88  3306.67 0.2
3 |0011) 0.991 |100100)  0.723 3441.01  3440.82 0.2
4 10400) 0.982 |000211)  0.502 3896.02  3898.46 —2.4
4 ]0202> 0.947 ‘000211> 0.365 4182.48 4181.26 1.2
4 11200) 0.970 |100011)  0.271 4280.79  4279.79 1.0
4 0111)  0.934  [100200)  0.329  4423.68  4419.62 4.1
4 10004) 0.887  |000400)  0.430 4428.55  4430.14 —-1.6
4 11002) 0.709 |100011)  0.367 4519.9 4518.67 1.2
4 |0020)* 0.589 |200000)  0.968 4563.72  4562.77 1.0
4 12000)* 0.606 |110000)  0.991 4643.68  4645.34 —-1.7
5 11300)  0.949  [100111)  0.248  5242.3  5240.70 1.6
5 11102) 0.744 |100111)  0.301 5496.83  5496.69 0.1
5 |0120)* 0.585 |200010)  0.756 5541.52  5540.55 1.0
5 |2100)* 0.599 |110001)  0.404 5623.13  5623.96 -0.8
5 11011) 0.655 |200100)  0.748 5673.64 5674.01 —0.4
6 10220) 0.407  |200011)  0.221 6503.1 6506.13 -3.0
6 11020) 0.457  |300000)  0.702 6714.6 6713.64 1.0
6 13000)* 0.690 |210000)  0.984 6879.9 6880.79 -0.9
6 10030) 0.492 |111000)  0.991 6971.16  6972.19 —1.0
7 11021) 0.590 |210001)  0.530 7961.9 7959.78 2.1
8 12020) 0.289 |400000)  0.627 8788.0 8787.69 0.3
8 10040) 0.368 |310000)  0.880 9040.0 9037.56 2.4
Simetria A,
3 |0011) 0.997  |100010)  0.997 3425.13  3427.25 —-2.1
5 10013) 0.876 |100021)  0.550 5603.84  5604.37 —0.5
6 |0014) 0.557  100040)  0.270 6708.28  6705.59 2.7
Simetria E
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1 0001)  1.000  [000100) 1.000  1118.93 112018  —1.3
2 0101)  0.994  [000200)  0.597  2107.93 2108.21  —0.3
2 0002)  0.994  |000011)  0.598  2236.11 2237.38  —1.3
2 0010)  0.998  |100000)  0.998  2325.8  2326.26  —0.5
3 0201)  0.986  [000012)  0.751  3084.35 3083.81 0.5
3 0102) 0975  [000120) 0.702  3221.19 3221.89  —0.7
3 0110)  0.992  |100010)  0.726  3311.22 3311.82  —0.6
3 0003)  0.977  [000300)  0.454  3333.92 3333.56 0.4
3 11001)  0.638  [010100) 0.980  3423.9 342548  —1.6
3 0011)  0.639  [100100) 0.714  3436.29 3438.92  —2.6
1 0210)  0.983  |100011)  0.277  4285.64 4285.05 0.6
4 1101)  0.664  [010200) 0.636  4407.33 4407.53  —0.2
4 0111)  0.653  [100200)  0.331  4419.45 4418.24 1.2
4 0004)  0.956  |000400)  0.242  4436.96 4436.33 0.6
4 0012)  0.571  [100011)  0.398  4518.98 4519.41  —0.4
4 11002) 0559  [001011)  0.653  4537.44  4536.52 0.9
1 0012)  0.415  |100200) 0.561  4547.88 454877  —0.9
4 11010)  0.675  [200000) 0.972  4564.02 4562.98 1.0
5 0310)  0.972  |100111)  0.248  5248.81 5246.22 2.6
5 1110)  0.661  [200010)  0.760  5541.73  5540.76 1.0
5 0013)  0.802  [010120) 0.422  5643.12 5641.50 1.6
5 0021)  0.326  [002010) 0.851  5649.75 5647.75 2.0
5 0013)  0.656  |100300) 0.449  5653.12 5654.15 1.0
5 11011)  0.330  [200100)  0.747  5673.05 5673.91  —0.9
5 0021)*  0.514  |110010)  0.980  5748.98 5750.40 —1.4
6 2010)  0.269  [300000) 0.745  6714.6  6713.88 0.7
6 2010)  0.595  [012000) 0.989  6883.73 6883.28 0.5
6 0030)  0.634  |120000) 0.987  6890.86 6889.23 1.6
7 0130)  0.207  [300010) 0.491  7679.1  7683.81  —4.7
7 11021)  0.224  |030100) 0.720  7775.5  T778.78  —3.0
7 0031)  0.680  [210001)  0.476  7961.9  7963.47  —1.6
8 1030)  0.291  |400000) 0.668  8788.0  8787.55 0.4
8 2020)  0.335  |130000) 0.879  9040.  9040.75  —0.8

Este hecho de la liberacion del parametro (4 nos habla sobre la viabilidad de una renor-
malizacion del resto de las contribuciones de Fermi para mejorar la descripcion vibracional.
Tomando esta consideracion, se llevd a cabo un segundo ajuste que involucra 64 energias
experimentales tomadas de [36, 38|, las cuales llegan hasta la poliada 8 por debajo de los
9040 cm™! y englobando todas las transiciones dipolares con magnitudes significativas.
Ademas, el parametro que se asocia a la interaccién de Fermi fl /46 fue congelado, pero
se modifico su valor a (3 = 5.4399 de acuerdo con las constantes de fuerza dadas en [35],
obteniéndose un rms = 1.74 cm~!. Los 14 + 3 parametros optmizados son mostrados en la
tabla 4.3 y en la tabla 4.4 la comparacion entre las energias experimentales y la descripcion
tedrica es mostrada.
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En general, la asignacion de modos normales coincide con Jensen et al en [38], pero
para aquellos estados marcados con asterisco existe cierta discrepancia. Los estados que
presentan esta situacion corresponden a [0020) y [2000), los cuales en [38] estan asigandos
al revés. La explicacion de este hecho es que ambos estados interaccionan entre si a través
de la resonancia de Darling-Dennison y como consecuencia se da una mezcla de dichos
estados. Una situacion similar ocurre para los estados |2100) y [0120). En la tabla 4.5
tales mezclas son presentadas. La resonancia de Darling-Dennison que mezcla este par
de estados estd dada en términos de los operadores locales debido a que la componente
dominante es local.

Tabla 4.5: Componentes de estados mezclados a través de interacciones de Darling-Dennison en la fosfina
marcados con asteriscos en la tabla 4.2.

Poliada || Estado % % Energia (cm~1)
2000 | [0020)
4 |0020) | 38.45 | 60.40 4563.72
4 |2000) | 60.90 | 39.17 4643.68
2100) | [0120)
5 0120y | 37.17 | 58.50 5541.52
5) |2100) | 59.10 | 38.29 5623.13

Hay otros dos estados sin ninguna coincidencia con la asignacion de las etiquetas dadas en
[36], los cuales son |3000) y |0021) correspondientes a las simetrias A; y E respectivamente.
Ambas presentan una componente local dominante, lo que significa que la asigancién en
términos de una base normal no puede llevarse a cabo. Al introducir la siguiente notacién
Ininangverst) en términos del nimero de cuantos locales n; en tension y del nimero de
cuantos normales v; en flexion, podemos hacer una nueva identificacion de estos estados.
Para el primer estado, bajo esta nueva notacion hibrida, vemos que |3000) — |21000°)
para esta descripcion y resulta que corresponde justamente con la asigancion [21000°0)
dada en [36]; para el segundo estado |0021) no es el caso y inicamente podemos decir que
su etiquetado normal proviene de [38], aunque sabemos que no es valida dicha etiqueta.

4.3.2. Arsina

Vamos a considerar la molécula de la arsina con los siguientes parametros de estructura
al equilibrio: r,, = 1.51106 A y 6,, = 92.069° [77]. Esta molécula ya ha sido estudiada en
77, 78]. Aqui se mejord la descripcion vibracional basados en el estudio previo sobre la
transicion de modos locales a normales en el capitulo 3 del presente trabajo, con la novedad
de que se consideraron interacciones adicionales del esquema de modos normales, las cuales
no habian sido tomadas en cuenta anteriormente. Resulta que las contribuciones asociadas
con el momento angular fueron incluidas, donde Gnicamente las interacciones EZ y Uy -0y
llegan a ser relevantes, pero no l% En este caso, la representacion normal de la interaccion
de Darling-Dennison [)11/33 no fue incluida. Esto es debido a que ya fue tomada en cuenta
implicitamente a través de los operadores locales. Para esta descripciéon hemos tomado los
mismos pardmetros de anarmonicidad ks = 56 v k, = 200 en los potenciales de Morse.

Previamente en [78| se presentaron dos ajustes considerando las energias vibracionales
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hasta Py = 10 y Py = 12 respectivamente. En este caso, retomamos el tltimo caso que
incluye 35 energias experimentales y, al igual que en dicho estudio previo, las interacciones
de Fermi fueron tomadas en cuenta para ser ajustadas de acuerdo con las constantes de
fuerza provistas de un célculo ab initio en [83]. Esto es necesario debido al hecho de que
el nimero de energias experimentales disponibles no son suficientes para estabilizar los
parametros relacionados con las interacciones de Fermi en el ajuste. En la tabla 4.6 los
10 + 4 parametros involucrados son dados, arrojando una desviacion de rms = 2.50 cm ™.
Este resultado puede ser comparado contra la descripcion previa de [78], donde se obtuvo
una desviacion rms = 3.07 cm~! usando 8 +4 parametros. Los dos pardmetros adicionales
son precisamente gy4 v g34. En la tabla 4.7 se muestran tanto las energias experimentales
como las teoéricas. Encontramos que esta descripcion representa una mejora significativa
con respecto a la anteriormente realizada ya que, en este caso, solo un estado presenta un
residual considerable de A = 4 cm™!, mientras que en el estudio anterior existen al menos

4 estados con residuales A =4 cm~! y dos mas con A = 6 cm ™.

El hecho de que la interaccién de Darling-Dennison haya sido tomada en cuenta de esa
forma mediante las interacciones locales significa que hay una mezcla de estados normales.
Estos se presentan en la tabla 4.8 y estdn marcados por un asterisco en la tabla 4.7. Esta
molécula es bastante dificil de describir como puede ser apreciar en otras descripciones [79)].
Deberia ser claro que la calidad de las funciones de onda debe ser examinada mediante un
calculo de intensidades de transicion, por ejemplo.

Tabla 4.6: Parametros espectroscopicos optimizados (en em~!) con las incertidumbres correspondientes
para el AsH3 usando el Hamiltoniano (4.45) para 35 niveles de energia vibracionales experimentales (P =
12). Los parametros estan asociados con un pozo del potencial donde ks = 56 y k, = 200. Los criterios
de la calidad del ajuste y su rms son incluidas. Los pardmetros (; fueron congelados de acuerdo con las
constantes de fuerza dadas en [35].

’Parémetro H Ajuste ‘ €X; ‘ ox; ‘
w1 2188.39 | 0.2512 | 0.1315
wo 910.94 | 0.2772 | 0.1541
w3 92202.05 | 0.2060 | 0.0816
wa 1007.20 | 0.2685 | 0.0912
9a4 1.4833 | 0.1075 | 0.0363
934 —4.0655 | 0.7942 | 0.5412
B 0.9540 | 0.5810 | 0.0179
o) 2.3942 | 0.0643 | 0.0166
(s) —14.1060 | 0.2294 | 0.0705
3 1.7068 - -
G 7.5082 . .
Gs 3.7540 ; ;
Ca 5.5313 . .
~'®) 2.1353 | 0.0431 | 0.0188
X2 156.00
rms 2.50
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Tabla 4.7: Ajuste de energias para el AsHz usando el Hamiltoniano (4.45) incluyendo las 35 niveles de
energia vibracionales experimentales (P = 12), donde rms = 2.50 cm~*. Los correspondientes pardmetros
son dados en la Tabla 4.6.

Poliada Normal Normal  Local Local Energia [cm™!| A

P Estado Coef. Estado Coef. Exp. Teo. [em™!]

Simetria A;

1 10100) 1.000 |000100) 1.000 906.75 903.84 2.9
2 10200) 0.993 |000110) 0.655 1806.15  1809.60 —-3.4
2 10002) 0.993 |000200) 0.648 1991.0 1989.06 1.9
2 |1000) 0.986 |100000) 0.986 2115.16  2113.75 1.4
3 11100) 0.967 |100010) 0.694 3013.0 3012.62 0.4
4 |0020)* 0.517 |200000) 0.951 4166.77  4164.11 2.7
4 12000)* 0.513 |110000) 0.963 4237.7 4237.13 0.6
5 |0120)* 0.569 |200010) 0.722 5057.0 5053.63 3.4
5 |2100)* 0.557 |110001) 0.390 5128.0 5126.99 1.0
5 11011) 0.619 |200100) 0.748 5158.0 5160.28 —2.3
6 11020) 0.515 |300000) 0.774 6136.34 6138.05 —-1.7
6 13000) 0.677 |210000) 0.936 6275.83  6275.95 —0.1
6 10030) 0.541 |111000) 0.970 6365.95 6365.24 0.7
8 12020) 0.259 |400000) 0.555 8028.98  8028.44 0.5
8 14000) 0.326 |310000) 0.760 8249.51  8253.15 —3.6
10 11040) 0.215 |500000) 0.597 9841.4 9842.74  —1.3
12 12040) 0.211 |600000) 0.569 11576.3  11573.20 3.1
Simetria E
1 10001) 1.000 |000100) 1.000 999.22 1001.17 -1.9
2 10101) 0.998 |000200) 0.702 1904.12  1904.09 0.0
2 10002) 0.996 |000011) 0.702 2003.48  2000.51 3.0
2 |0010) 0.997 |100000) 0.997 2126.42 2124.70 1.7
3 11001) 0.795 |010100) 0.902 3102.0 3104.79 —-2.8
4 11010) 0.701 |200000) 0.966 4167.94  4166.33 1.6
4 10020) 0.721 |011000) 0.988 4247.52  4245.95 1.6
5 11110) 0.653 |200010) 0.727 5057.0 5054.88 2.1
5 10120) 0.690 |011100) 0.385 5128.0 5132.45 —4.4
5 11011) 0.408 |200100) 0.730 5158.0 5158.37 —0.4
6 12010) 0.277 |300000) 0.768 6136.7 6138.52 —1.8
6 12010) 0.532 |012000) 0.962 6282.35 6281.97 04
6 10030) 0.670 |120000) 0.981 6294.71  6293.95 0.8
8 11030) 0.250 |400000) 0.583 8028.98  8028.41 0.6
8 13010) 0.383 |310000) 0.655 8257.37  8255.51 1.9
8 12020) 0.391 |130000) 0.761 8258.37  8260.99 —2.6
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10 2030)  0.229  [500000) 0.615 98414  9842.66 —1.3
12 2040)  0.067  |600000)  0.222  11576.3 1157620 0.1

Tabla 4.8: Componentes de estados mezclados a través de interacciones de Darling-Dennison en la arsina
marcados con asteriscos en la tabla 4.7.

Poliada || Estado % % Energia (cm™1)
12000) | [0020)
4 |0020) | 49.98 | 52.02 4166.77
1 2000) | 51.62 | 46.81 123770
2100 | [0120)
) |0120) | 39.75 | 56.10 5057.0
) |2100) | 57.30 | 36.57 5128.0

4.3.3. Estibina

Finalmente consideremos a la molécula de la estibina, la cual también ya ha sido
estudiada en |78| y posee las siguientes constantes de estructura al equilibrio: r., = 1.7 Ay
6., = 91.56° [82]. Se espera que esta molécula presente el comportamiento de modos locales
mas fuerte de la serie de moléculas piramidales. Con tan solo 23 energias experimentales es
crucial que la seleccion de los pardmetros espectroscopicos se haga apropiadamente y con
mucho cuidado. Dicho esto, empecemos por establecer aquellas interacciones relevantes del
Hamiltoniano (4.45) para esta molécula. Aqui se decidié incluir la representacion normal
explicita de la interaccion de Darling-Dennison, a pesar de que se ajustaba congelando
el parametro cada vez que se modificaba. Esta aproximacion se tomo6 en cuenta debido
a la falta de energias experimentales. De nuevo, fue necesario congelar los parametros
asociados a las interacciones de Fermi, los cuales fueron fijados con las constantes de fuerza
de [83]. Los 9 + 6 parametros involucrados son presentados en la tabla 4.9, obteniéndose
un rms = 0.86 cm ™. Las energias disponibles hasta Py = 14 se muestran en la tabla 4.10.
Nuevamente, se aprecia una mejora con respecto a la descripcion pasada en 78] ya que se

habia obtenido un rms = 1.18 cm™!.
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Tabla 4.9: Parametros espectroscopicos optimizados (en cm~!) con las incertidumbres correspondientes
para el SbH3 usando el Hamiltoniano (4.45) para 23 niveles de energia vibracionales experimentales (P =
14). Los parametros estan asociados con un pozo del potencial donde ks = 54 y K, = 200. Los criterios
de la calidad del ajuste y su rms son incluidas. Los pardmetros (; fueron congelados de acuerdo con las
constantes de fuerza dadas en [35].

’Parametro H Ajuste \ €X; \ ox; ‘
w1 1957.35 | 0.1033 | 0.0374
wo 796.22 | 0.2947 | 0.0902
ws 1963.90 | 0.1340 | 0.0231
wy 845.08 | 0.3169 | 0.0827
Jaa —2.0446 | - -
934 7.4338 | 1.0325 | 0.7343
&) 3.7159 | 0.0190 | 0.0031
) —4.9517 | 0.2152 | 0.0407
(0) 2.0206 | 0.2065 | 0.1113
(s) —19.7474 | 0.1064 | 0.0502
G 1.2728 - -
G 5.9278 - -
(s 3.0506 - -
G 3.7692 - -
dy —0.2024 | - -
% 10.26
rms 0.86

Tabla 4.10: Ajuste de energias para el SbH3 usando el Hamiltoniano (4.45) incluyendo las 23 niveles de
energia vibracionales experimentales (P = 14), donde rms = 0.86 cm™!. Los correspondientes pardmetros
son dados en la Tabla 4.9.

Poliada Normal Normal  Local Local Energia [cm™| A

P Estado Coef. Estado Coef. Exp. Teo. [em™!]

Simetria A;

1 0100)  1.000  |000100)  1.000 782.24 78319 —0.9
2 0200)  0.987  [000110)  0.572  1559.0  1558.56 0.4
2 0002)  0.990  [000200)  0.572  1652.7 165213 0.6
2 1000)  0.996  |100000)  0.996  1890.5  1889.75 0.7
3 1100)  0.955  |100010)  0.820  2661.0  2660.99 0.0
1 0020)  0.590  [200000)  0.989  3719.93 3719.76 0.2
5 2100)  0.425  [200100)  0.467  4545.0 454460 0.4
6 1020)  0.658  [300000)  0.990  5480.29 5480.63  —0.3
6 3000)  0.694  [210000)  0.983  5607.0  5608.19  —1.2
8 2020)  0.449  [400000)  0.981  7173.79 7173.70 0.0
12 2040)  0.318  [600000)  0.859  10358.0 10357.6 0.4
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12 4020)  0.363  [510000
14 3040)  0.219  |700000

) 0.966 10691.5 10691.00 0.5
)
Simetria F

0.752  11843.5 11844.00 —0.5

0.756  11843.5 11844.10 —0.6

1 0001)  1.000  |000100)  1.000 82785 82978 —1.9
2 0010)  0.999  |100000) 0.999  1894.5  1894.94 —0.4
3 11001)  0.795  [010100)  0.904 2705 270472 0.3
4 11010)  0.696  [200000) 0.994  3719.93 3720.40 —0.5
5 0021)  0.329  [020100) 0.986  4513.0 451229 0.7
6 2010)  0.355  [300000)  0.990  5480.0  5480.67  —0.7
8 11030)  0.430  |400000) 0.981  7173.78 717372 0.0
12 2040)  0.261  |600000) 0.859  10358.0 10357.60 0.4
12 14020)  0.180  [510000)  0.966  10691.5 10691.00 0.5
) )

0.154  |700000

4.4. Redefinicién del pardmetro de Child-Halonen

En la practica los parametros 0_ y « son evaluados usando las constantes de fuerza
provenientes del esquema de modos normales de acuerdo con (2.95), las cuales a su vez
son funciéon de las energias fundamentales. Esto quiere decir que, hasta este punto, un
modelo que involucre la anarmonicidad no es necesario para poder proveer de un criterio
de localidad. Sin embargo, podemos conectar nuestros parametros con el parametro &
definido en (1.106). Desde nuestra perspectiva, este puede ser redefinido de la forma

¢ =

2
— arctan(p)‘ ) (4.52)
T

donde el argumento de la funcion tiene la forma explicita

Anorke _ (Tp+ 29 =7+ )k

Wnor ~ 11— 7 + /7/ ’ (453)

p:

que incluye el parametro s obtenido de los ajustes de energias experimentales presentados
previamente. En el limite local este nuevo parametro £’ satisface

lm  |p| = (x5 + x4k << 1, (4.54)
{zf,24}—0

llegando a coincidir con el de Child y Halonen bajos las mismas condiciones. Aqui la
contribucion v juega un papel relevante al indicar el comportamiento de una molécula
a lo largo de una transicion de modos locales a normales. En la tabla 4.11 los valores
del pardametro £ (1.106) para las moléculas piramidales son presentadas. Dichos valores se
determinaron de acuerdo con las siguientes relaciones

1 1
w=glwa +2wp), A= g(wa —w). (4.55)
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donde las frecuencias de las tensiones {w,ws} v de las flexiones {wy, w4} provienen de
los parametros ajustados de las tablas 4.3, 4.6 y 4.9. Es interesante ver que estos valores
no siguen la tendencia de la transicion de modos locales a normales en las tensiones,
pero si lo hace para las flexiones. Tomando en cuenta ahora la redefinicion (4.52), el
nuevo parametro & fue calculado para las mismas moléculas empleando las constantes de
fuerza y los pardmetros de estructura x, previamente obtenidos del analisis de la transicion
de modos locales a normales del Hamiltoniano hasta términos cuadraticos, los cuales se
presentan precisamente en las tablas 3.1 y 3.3. Incluso se obtuvieron valores de £ haciendo
uso de constantes de fuerza provenientes de célculos ab initio con campos de fuerza ciibicos
y cuarticos |35, 84]. Dichas constantes se introdujeron en la expresion (4.53) en forma del
parametro xy.

Tabla 4.11: Parametros ¢ y & obtenidos para las tres moléculas ajustadas.

| Parametro £ || PHy | AsHy [ SbHj |

&s 0.0368 | 0.0735 | 0.0382
& 0.9408 | 0.9040 | 0.8414
&l 0.0731 | 0.1244 | 0.0483
& 0.9705 | 0.9494 | 0.9151

La informacién anterior se resume y presenta en la figura 4.1 exclusivamente para las
tensiones, ya que la ecuacion (1.106) no es del todo valida para flexiones. Como podemos
notar, el parametro £, sigue la misma tendencia que la mostrada en la correlacion 6_ vs. v,
mientras que el pardmetro & presenta una diferencia notable porque considera al PH3 como
la molécula con el comportamiento més local.

87



0.16
i -4 En este trabajo (&)
0.14 + @ Child-Halonen (£,)
[ -@- Ab initio
012 4
0.10 +
w008 -+
0.06 +
0.04 4 -
0.02 +
0.00 + : :
5AsH, 3IPH, 1219hH,

Figura 4.1: Gréfica de los parametros & y £, para las tensiones en las moléculas piramidales ajustadas
PHj;, AsH3 y SbHj3. Los puntos A en rojo corresponden al parametro £, definido en (4.52) usando las
constantes de fuerza de la tabla 3.1. Los puntos @ en azul fueron obtenidos con (4.52) pero empleando
las constantes de fuerza provenientes de céalculos ab initio: para AsHs y SbHj3 los valores fueron tomados
de [84], mientras que para el PH3 se usaron las de [35]. Finalmente, los puntos B en verde corresponden
al pardmetro s definido en (1.106) propuesto por Child y Halonen usando las frecuencias de tension
obtenidas de los ajustes de las tablas 4.3, 4.6 y 4.9 sobre las relaciones (4.55).



Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos presentado un estudio sobre la serie de moléculas piramidales. Se
empezo6 por introducir un nuevo criterio para establecer el grado de localidad /normalidad
asociado con un conjunto de osciladores equivalentes. Esta aproximacion se basé en la
conexion entre los operadores bosonicos locales y normales e hizo uso exclusivamente de
las energias fundamentales y de las constantes de equilibrio {r.,, 0, }. En contraste con el
criterio tradicional introducido por Child y Halonen que requiere de los parametros {w, A}
provenientes de un ajuste previo, dicha aproximacion puede ser aplicada para cualquier
sistema molecular, ya sea que muestre un comportamiento local o normal. Con el fin de
medir el grado de localidad, algunos parametros han sido empleados. Entre los pardmetros
evaluados se demostré que J_ y v muestran una correlacion lineal robusta. Sin embargo,
se presenta una anomalia en el comportamiento de modos locales a normales que provoca
una inversion en el orden de la secuencia esperada, siendo esta dependiente del aumento
de masa del a&tomo central. Este comportamiento es obtenido en ambos grados de libertad
para tension y flexion, a pesar de la diferencia de los 6rdenes. En este anélisis el NH3 ha
sido incluido, pero en las flexiones este siempre aparece fuera de todas las graficas de los
parametros que conectan los modos locales y normales, es decir, que no sigue la tendencia
esperada. Con base en este hecho, se ha sugerido que esta caracteristica pueda ser una
manifestacion de la inversion propia de la molécula. Ademas, la tendencia lineal para el
comportamiento de modos locales a normales también aparece en los modos de flexion, un
resultado sorprendente debido al hecho de que no es posible identificar un comportamiento
de modos locales en las flexiones.

La descripcién completa de las excitaciones vibracionales para las moléculas PHs, AsHj
y SbHj3 ha sido presentada. Para poder alcanzar este objetivo hemos tenido que modelar
las interacciones en ambos esquemas local y normal. Este punto de vista no es para nada
comin porque ambos conjuntos de osciladores equivalentes son tratados o en el esquema
local (tensiones) o en el esquema normal (flexiones). Para el PH3 se llevaron a cabo dos
ajustes: el primero involucr6 48 energias experimentales, optimizando 15 parametros que
se liberaron y 3 asociados a Fermi congelados, dando lugar a un rms = 1.04 cm™?; el
segundo se realizdé con 64 energias experimentales empleando 14 + 3 parametros, donde
uno ellos asociado a la interaccion de Fermi fue modificado de acuerdo con la constante
de fuerza de calculos ab initio, obteniéndose un rms = 1.74 cm~!. Para la molécula AsHj
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se ajustaron las mismas 35 energias experimentales empleadas en [78], donde ahora los
parametros g44 v ¢34 asociados al momento angular fueron incluidos, siendo un total de
10 + 4 parametros. En esta descripcion se obtuvo un rms = 2.50 cm™?, lo cual sugiere una
mejora con respecto a la desviaciéon rms = 3.07 cm™! obtenida en el estudio previo. Por
ultimo, para la molécula SbH3 también hubo una mejora respecto a la descripciéon anterior
[78] porque al ajustar 23 frecuencias experimentales con 9 + 6 parametros se llegd a un

rms = 0.86 cm ™!, a diferencia del valor previo rms = 1.18 cm ™.

Con el fin de evaluar el efecto de la anarmonicidad sobre el comportamiento local o normal,
un criterio equivalente al propuesto por Child y Halonen fue planteado desde el punto de
vista del modelo de osciladores equivalentes para las moléculas ajustadas PH3, AsHs y
SbHs. Bajo esta nueva perspectiva se consiguié recuperar la tendencia mostrada por los
criterios anteriormente propuestos para las tensiones, lo que inmediatamente sugiere que
debe ser un criterio de localidad /normalidad valido para cualquier sistema molecular en las
flexiones. Ademas, se encontr6 que la anarmonicidad de las moléculas ajustadas no juega
un papel relevante a la hora de estimar el comportamiento local o normal al ser valores
muy parecidos entre si. Por el contrario, el criterio tradicional falla al intentar predecir el
comportamiento local /normal de dichas moléculas e incluso los valores del pardametro £ se
subestiman debido a que se definid en su momento como un criterio de localidad en los
osciladores de tension.

Al final este estudio resulta ser el precursor de una serie de implicaciones interesantes.
El descubrimiento de la correlacion lineal en d_ vs. v en las tensiones y flexiones sugiere
que hace falta la inclusion de mas moléculas para probar si el comportamiento lineal se
sigue obteniendo para todas las moléculas piramidales, incluyendo a sus isotopo6logos. La
riqueza de hacer esto vendra acompanada de las siguientes interrogantes: jserd posible
predecir una energia fundamental que experimentalmente no esté disponible actualmente
para una molécula? Y al igual que con el NH3 en las flexiones, ;serd posible identificar
comportamientos anémalos en las moléculas con estos criterios de localidad /normaldiad?
Ademaés, si estamos considerando un modelo de osciladores equivalentes interactuantes,
en teoria es posible extrapolar este analisis a otras moléculas que presenten una simetria
distinta: ABy, ABy, AB5 y ABg. Por ultimo, en [75] se exploré la idea de partir de la
transicion local/normal en moléculas triatomicas con la correlacion ¢ vs. v para proponer
una parametrizacion desde una molécula con un comportamiento muy local (H2O) hasta
la mas normal (CO,). Cada punto de la parametrizacion representaria a una molécula con
determinadas constantes de estructura y energias fundamentales. Para ciertos puntos de la
parametrizacion se llevd a cabo un anélisis de los estados excitados empleando el Hamilto-
niano de Morse. Se conjetura que a altas energias el fenémeno de la ruptura de la poliada
local (o la mezcla de estados excitados de diferente poliada) esta asociada con el caos en
los niveles de energia. El problema con este estudio es que la correlacion ¢ vs. v que se
us6 no era lineal, por lo que su parametrizacion carecia de validez. Sin embargo, habiendo
descubierto que d_ vs. v presenta una correlacion lineal robusta, ahora si tendria sentido
dicha parametrizacion. Es justamente sobre este contexto en lo que se esta trabajando en
[74].
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Apéndice A

Determinacion de los elementos de la
matriz de Wilson

Recordemos que la matriz de Wilson G(q) es un término que toma en cuenta las masas
de los 4tomos involucrados en un sistema molecular y la forma en cémo estos se relacionan
entre si a través de la conexion entre sus coordenadas internas y cartesianas. Luego de
proponer el desarrollo en series de Taylor (1.46) alrededor del equilibrio, el hecho de tomar
G(q) = Gy implica dos cosas: suponemos que existe un inico minimo estructural en la
molécula y que la transformacion de coordenadas cartesianas a internas tiene que ser lineal
bajo la aproximacion (1.47). La forma explicita para determinar los elementos de matriz
es a través de la expresion

gy =33 L (20 (20 (A1)
qiq; - : Mg an{ ané ) .

donde las derivadas de las coordenadas de desplazamiento internas ¢ con respecto a las
cartesianas X van a depender del espacio al que se esté refiriendo, ya sea en el de tension

(Ga)?;ig) - (ai;;) ’ (A.2)

dq; 00, Te 0 cos b,
pr— = — A.
(ang) e (ang) sin Gj ( ang ’ ( 3)

y donde la evaluacion al equilibrio se impone cuando r; = r. y 6; — 0.. Por un lado, luego
de realizar las derivadas de los desplazamientos internos para tensiones con respecto a las
coordenadas cartesianas en (A.2) para el k’-ésimo atomo, estas se pueden generalizar como

o en el de flexion

3qi 1
(anlé) - E(in — Xpe) (ke — Spw), (A.4)

donde Xj¢ € r; de acuerdo con las expresiones (2.40) de las distancias. Por otro lado, la
expresion general resultante de derivar los desplazamientos internos de flexion con respecto
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a las coordenadas cartesianas en (A.3) para el k”-ésimo atomo resulta ser

a%‘ _ T'e COS 9j (ng - XDg) Ok — 5Dk~) i (kag - XDg)(5k/k" - 5Dk”)
an//£ sin 91 r 7’12/

Te

2

- m[(ka — Xpe) (Owwr — Oprr) + (Xwe — Xpe) (Okar — Opir)],  (AD)
donde ¢; € ZkDFK' para los angulos mientras que Xye € r; y Xpe € ry de acuerdo con
las expresiones (2.41). Notese que los elementos de la matriz de Wilson pueden obtenerse
para el caso general donde todos los dtomos (laterales A, B, C'y central D) son diferentes.
Sin embargo, es claro que se va a tomar en cuenta el caso de la Figura 2.1 luego de evaluar
en el equilibrio: {A,B,C} - Hy D — X, donde X = {N, P, As, Sb, Bi}. Es asi que los
elementos de la matriz de Wilson pueden obtenerse de manera sisteméatica. Comenzemos,
por ejemplo, con el elemento g,, que toma en cuenta la contribuciéon del oscilador de
tension ¢;. Basandose en (A.4) las derivadas (0¢1/0Xpe) = (0q1/0Xce) = 0, por lo que
los términos restantes de (A.1) son

3
B 1 oq oq 1 oq oq
g = Z |:mA <8XA§) (aXAg) - mp (8XD§) (8XD5>}

e=1
3 1 3 1
1 1 2 1 1 2
= — J— — —|— _ J— —
1 1
= 4
ma mp

De manera anédloga, se obtiene un resultado equivalente para los elementos gg,q, ¥ Ggsq5 Y@
que la my pasa a ser mp vy m¢ respectivamente. Evaluando en el equilibrio resulta que
este elemento de matriz para todos los términos diagonales toma la forma general
1 1

0 — _~ 4+ . A.6
G’ = (A.6)
La obtencion del elemento g, 4, estd asociada con una contribuciéon no diagonal de la
interaccion entre los osciladores ¢; y ¢o. De la ecuacion (A.4) vemos que las derivadas
(0q1/0Xpe) = (0q1/0Xce) = (0g2/0X a¢) = (0q2/0Xce) = 0, asi que (A.1) se reduce a

3
B 1 Iq g2
Jarg2 = ; {mD (8XD5) (8XD£)}

1

=1
1|1 <
= — | — Xaie— X Xpe— X
ol by 5221( A¢ — Xpe)(Xpe Ds)]
_ coste
==
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Notese que la interaccion entre los osciladores de tension ¢; v go esta relacionada con el
angulo que forman entre si 0, y lo mismo se espera para los elementos gg,45 ¥ Gg0q5, donde
O pasaria a ser 05 y 0, respectivamente. Ademas, también se puede intuir facilmente que
9pqs = G- Nuevamente, podemos generalizar estos resultados, evaluados al equilibrio,
para los términos no diagonales como

) _ cost,

0 = o8 (A7)

rr mX

Es debido a este término que, conforme la masa del atomo central aumente my — oo,
podemos identificar un limite local en los osciladores de tensién. Ahora seguimos con los
elementos que involucran los osciladores de flexion, por ejemplo gg,4,. Dicho elemento de
matriz tiene que ver con una contribuciéon diagonal que depende tinicamente del oscilador
de flexion g4. De la ecuacion (A.5) vemos que la derivada (0gs/0Xa¢) = 0, por lo que los
términos restantes de (A.1) son

_ 23: R 02\, 1 ( On Oga \ 1 ( O 9q4
Jasas 1 mp 8XB§ 8XB§ mcgc aXcg aXcg mp 8XD§ (9XD§

~~ ~~ ~~
w1 w2 w3

Desarrollando los términos de forma independiente se obtiene:

e cos by (Xpe — Xpe) Te 2
— — Xeoe — X
b { sin 6,4 r3 T9T5 Sin 04< e pe)
. cos 04
2 Xpe — XpeP? Xpe— X X Xee — X
= 55— ?062 cos? 94< B 5 — 2cos 94< Be Do)l D) + (Xee 5
5 sin” 04 r3 ToT3 T3
2
r
=—=°  [1—cos?®6
73 sin® 0, [ 4}
e
=5
T6C0894 (Xcg—ng) Te 2
= — Xpe— X
w2 { sin 4 2 ToTs Sin 84( B¢ pe)
. cos 8,
2 Xeoe — XpeP? Xpe — X X, Xpe— X
— cos? 0, Kk : 9 cos g, e = Ko ne) | (X !
75 sin” 6, T3 T9T'3 5
2
r
= £ 1 —cos®0
72 sin? 0, [ 4}
e
=7
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2 2

oy — {_reCOSQ4 [(XBg_XDE) N (Xcg—XDg)] T (X — X t (Xee XDE)]}Q

sin 6, 5 T3 7973 8in Oy

2 Xpge— X Xee — Xpe)1?
= .T; {COSGZ [( = 3 DE)—l—( e 5 DE)}
sin” 6, 3 73
2COS@4 (XB —XD) (Xc —XD)
- { § P S P (X e — Xpe) + (Xoe — Xpe)]
a3 5 r3
+[(XBE — Xpe) + (Xog — Xpe))?
rar?
ror3 COS 04
= e cos 62 (Xe — Xpe)® + 2(Xpe — X ce — Xpe) I (Xce — Xpe)?
 sin 4 rd r2r2 i
4 2 273 3
7973 COS B4
2 cos 94 (XBf — XD{)Q 1 1 (Xcg — XDg)
- St ) (Xpe— X = Xpe) +
ToTs r3 + rs o ri (Xe ce De) r2
ror3 cos 04
L (X~ Xpe)® +2(Xpe _M+ (Xoe — Xpe)?
rar?
2 1 2cosf 1 2 cos 0 r
:%{COSQE {_2+ — 4+—2]— o |:1+(E+—2)COSQ4—|— }
sin” 0y 5 ToT3 T3 T2r3 To T3
N +
r3 r3
o2 52 + 21913 cos Oy 2rorzcosfy + 2(r3 +13)cos® 0, ri+ri
ey COS Uy 722 - 22 + 7272
4 T3 273 273

2 2 2 _9 0
NI ss )

sin” 6, r5rs

=Te 2.2

9 (r% + 12 — 2r9r3 COS 94>
UL

Al final, la expresiéon resultante es

o 1 (1 1 /1 1 (734715 —2rorzgcosby
Jasas =Te | —\ 3 ) T ——\ 5 )T 52 )




y en el equilibrio se llega a la expresion general para los elementos diagonales

O _of L 1 ‘
=2|— 4+ —(1 —coséb)| . A8
Yoo mn mX( ) (A.8)
Finalmente, se requiere obtener el elemento de matriz no diagonal correspondiente a la
interaccion entre dos osciladores de flexion, como por ejemplo el término g,,,. En este
caso, de la ecuacion (A.5) se encuentra que las derivadas (0q4/0X a¢) = (0g5/0Xpe) =0y
los términos de (A.1) que sobreviven son

3
1 0 0 1 0 0
Juras = Z 44 ds n 44 ds
1 TTLC¥ 8XC£ aXcg g mD\ 8XD£ 8XD5 g

g g

! !
wy Wy

El desarrollo matematico es mucho mas complicado que el del ejemplo anterior, pero de
igual manera se busca dejar todo en términos de las coordenadas internas haciendo uso de
las expresiones (2.40) y (2.41). Es asi que llegamos a la expresion

r? 1 0 1 cosfy cos0s n cos 64 cos 05
= cos — — —
Jarss = ) O4sinbs | mp 0 r3 rors r173 T2
cos 6 cos 6 1 1
+ cos 6, cos 05 ( 1y > —2) + — (1—008294—(:082 6’5)}
973 T3 r3 T1T2

1
+ 5 (cos g — cos 04 cos 05)} )

y evaluada al equilibrio se simplifica a

1 1 1
gé%? = 7o, {m—X(l + cos 0, — 5cos 0, + 3cos® 6,) + m—H(cos 0. — cos® 66)] . (A.9)

siendo la misma expresion para el resto de los elementos no diagonales.
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Apéndice B

Método de ajuste por minimos
cuadrados

En este apartado vamos a plantear de forma general un método de ajuste automético
dedicado a calcular niveles de energia. Este método fue aplicado dentro del modelo de boso-
nes con interaccion (MBI) para describir de forma aproximada a los niicleos en las regiones
de transicion [94]. Para ello se tenia que disponer de las energias experimentales, pero varias
de estas no podian conocerse debido a limitaciones tanto tecnolégicas como experimentales.
Bajo el contexto de las excitaciones vibracionales ocurre una situacion equiparable porque
se puede contar con las energias vibracionales de una molécula con base en su espectro IR
y Raman. La cantidad de energias observables va a depender de lo bien resuelto que esté el
espectro, el estado de agregacion de la muestra, la estabilidad de la molécula, entre otros
factores. Es claro que la falta de niveles de energia representa un obstaculo en algunas
moléculas ya que no es posible caracterizar todos los estados excitados. La resolucién a
este problema va en orden de considerar unos parametros en el Hamiltoniano del sistema
que, al ser ajustados adecuadamente, logren reproducir los valores experimentales e incluso
predecir teéricamente algunos otros. Si en este caso particular consideramos un Hamilto-
niano bajo el modelo de osciladores armoénicos interactuantes, entonces los pardmetros a
ajustar adquieren un significado preciso al estar asociados a interacciones especificas entre
osciladores. En la representacion algebraica estarfamos hablando de interacciones entre
bosones. A continuacién describiremos el proceso que basicamente consta de tres partes.

B.1. Construccion de las ecuaciones lineales
Partimos de la ecuaciéon de Schrédinger para el n-ésimo estado
H|WR) = B, [07), (B.1)

donde el Hamiltoniano del ajuste (4.45) puede expresarse de forma simplificada como una
combinacion lineal de operadores O pesados por un parametro x de la forma

H=> 0, (B.2)



para la r-ésima interaccion con un total de N,. Cada eigenvector |¥”), aunque exista
degeneracion, puede etiquetarse sin ambigiiedad alguna como ya hemos discutido antes
con los valores propios de un CCOC-II en (2.13). Recordemos también que estos nuevos
eigenestados provienen de una transformacion de semejanza (2.19) y son una combinacion
lineal de funciones que ya se conocen, las cuales forman un espacio de representacion para
un grupo puntual molecular dado. Sabiendo de antemano esto, consideremos pues el caso

general
N

|\IIZ> = Zam|¢z>7 (B?))
i=1
siendo el conjunto de funciones |¢;) aquel que forma dicho espacio de representacion y a;,
son términos de peso que dependen de la i-ésima funcién y del n-ésimo estado. Notese
que las bases local (4.41) y normal (4.44) pueden representarse de forma simplificada
como (B.3). Del Hamiltoniano (B.1) multiplicamos por (V?| para despejar la energia,
obteniéndose

N N
<\I/2;]72|‘1’Z> = Z Zain/ Hij Ajn = Enén’na (B4)
i=1 j=1
y en forma matricial
Hy Hip -+ Hiy Ain
H H .-+ H Qon
( A1p, A2ny -+ QNp/ ) .21 .22 . .2N 2 = Enén’ny (B5>
HN1 HNQ HNN aNp

donde los elementos de matriz son una combinacién lineal de matrices dados por

NJL’
r=1

siendo C7; matrices asociadas a la r-ésima interaccion. Si estamos en el mismo estado n y
ademas substituimos (B.6) en (B.4) obtenemos

N N N,
Z Zam <Z er[j> ajn = By, (B.7)
r=1

i=1 j=1

y reescribiendo esta ecuacion llegamos a

Ng
> e, = E,, (B.8)
r=1
con
N N
brgn) — Z Z a'iTL OZ] aj'fl' (B.g)
i=1 j=1

Notemos que si contaramos con un conjunto de parametros x, que constituyen la “mejor
suposicion”, entonces seria posible diagonalizar las matrices de interacciéon y determinar
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tanto F, como a;,. Sin embargo, es una realidad que los eigenvalores E,, no puedan empatar
exactamente con las energias experimentales E(E;L,), Por esta razon se opta por el caso
inverso en el que se conocen las energias experimentales y desconocemos los pardmetros
x,. Siguiendo esta idea, la ecuacion (B.8) ahora pasa a ser un sistema de ecuaciones lineales

erp*

Ng
> bz, = EM. (B.10)

Resulta que en esta ecuacion todos los eigenestados pueden identificarse con una energia
experimental. En otras palabras, supone que conocemos todas las energias experimentales
del sistema molecular. Lamentablemente en la practica contamos con un ntimero limitado
Neyp de las mismas, por lo que solamente algunos eigenvalores pueden ser comparados con
los valores experimentales. Esto significa que del conjunto de ecuaciones (B.10) realmente
con lo que nos quedamos es con el siguiente subconjunto

exp?

ZW = g m=1,-, Ngp. (B.11)

Es de nuestro interés llevar a cabo el ajuste de las energias de los estados excitados, lo
cual es posible siempre y cuando n = m mediante la diferencia

Ny

> M —om) z, = ES) — B (B.12)

exp exp
r=1

Una condicién que debe cumplirse para que las soluciones tengan sentido es que Ny, > N,
Esta condicion es necesaria ya que el sistema de ecuaciones tiene solucion (de hecho posee
soluciones infinitas) si el ntimero de variables N, es menor que las N, ecuaciones a
resolver. Por el contrario, si Ne,, < N, entonces no existe solucion alguna.

B.2. Ajuste por minimos cuadrados
Se desea determinar los parametros x, en el sistema de ecuaciones (B.11) de modo que
la suma sobre todas las interacciones se aproxime a la m-ésima energia experimental lo

mejor que se pueda. En este sentido, vamos a hacer uso del método de minimos cuadrados
que implica minimizar la siguiente funcion

Nezp z 2
f= Z(ZH - ;’;) (B.13)

Realizamos pues la primera derivada para encontrar aquellos valores x; que la minimizan

8 Nezp x
o =y (Z b, — m) p™ =0, (B.14)

m=1 r=1
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y esta expresion se puede reacomodar como

Nezp N, Neap
ST THMmr, =S bR, (B.15)
m=1 r=1 m=1

coni=1,---,N,. Estees un sistema de N,,, ecuaciones lineales no-homogéneas para N,

pardmetros o incognitas. La resolucion de este sistema de ecuaciones nos conduce a un
. ) 1
conjunto nuevo de pardmetros xE ),

B.3. Proceso de iteracion
Utilizando este primer conjunto de parametros xgl), presumiblemente mejorados, se

pueden calcular los elementos de matriz H;; con (B.6) y al diagonalizar vamos a obtener
1)

unos nuevos eigenvectores a,.. Luego con estos y haciendo uso de la ecuacion (B.9) se

consigue determinar unos nuevos coeficientes bgm), los cuales a su vez van a dar origen a
unos nuevos parametros xﬁg) provenientes del proceso de minimos cuadrados resolviendo
nuevamente el sistema de ecuaciones (B.15). Este procedimiento se repite varias veces
hasta que las soluciones de este sistema de ecuaciones convergan en un valor, es decir,

AR xz(”_l), (B.16)

2

siendo n el numero de iteraciones para el i-ésimo parametro. La cantidad de iteraciones
requeridas en este proceso va a depender tanto del nimero de parametros N, como de la
diferencia N, — N,. En este sentido, es esencial la introduccion de la raiz o desviacion
de la media cuadratica (del inglés rms) como una medida de la precision del ajuste

Neap
X , 2 ( (m) (m)>2
Tms = ———————; = E -LE3) B.17
Ne:np - NJC X m=1 cal P ( )

donde Eég},) es la m-ésima energia experimental involucrada con un total de N,,,, mientras

(m)
que E_,

es la m-ésima energia calculada en cada paso del ajuste.

A veces ocurre que no se llega a una convergencia en las soluciones para el sistema de
ecuaciones (B.15). Este hecho puede deberse a que algunos de los pardametros no se hayan
determinado adecuadamente con los datos experimentales. Incluso por si mismos pueden
padecer de un comportamiento erratico y variable que persiste a lo largo de todo el proceso
iterativo, volviéndolos practicamente indeterminables. Para poder evitar la divergencia de
las soluciones se opta por congelar o fijar estos parametros de forma arbitraria. De esta ma-
nera nos aseguramos de que tnicamente los paradmetros asociados a las interacciones mas
importantes del sistema van a tomar parte en el proceso iterativo. También se espera que
los parametros restantes sean suficientes para alcanzar la convergencia, siempre y cuando
se siga cumpliendo la condiciéon N,,, > N,. Claramente, hace falta tener experiencia para
saber qué interacciones congelar y cuales no dependiendo de la molécula, como se pudo
apreciar en los ajustes presentados en este trabajo, por lo que este proceso es hasta cierto
punto artesanal.
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