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Resumen

Los derivados financieros son productos financieros cuyo valor depende del valor
de otro activo financiero (ya sea una accién o una tasa de interés, por ejemplo),
dicho activo financiero del cual depende el derivado es denominado subyacente. Las
implementaciones que tienen los derivados financieros en el mercado financiero se
pueden engloblar en la siguientes dos grandes ramas:

1. Operaciones de cobertura, también denominadas como operaciones de hedging:
Proteccién ante los cambios de otros activos financieros (principalmente cam-
bios en el subyacente).

2. Operaciones de especulacion: Se invierte en derivados financieros con el objetivo
de generar ganacias en base a su incertidumbre.

Este trabajo de investigacion se enfocara en la creacién de un modelo de dis-
tribucion conjunta semiparamétrico del Indice de Precios y Cotizaciones y el tipo
de cambio délar estadounidense-peso mexicano con el objetivo de crear y valuar un
derivado financiero que cuente como subyacentes dichos indicadores financieros.

Para la creacion del modelo, se utiliza el concepto de copulas perteneciente al
area de la estadistica. Una vez creado el modelo de distribucién conjunta, se utilizan
los resultados clasicos de la teoria de derivados financieros como base para la creacién
de instrumentos financieros los cuales se beneficien del tipo de dependencia existente
entre los subyacentes.

Se mostrara a detalle el modelo de distribucién conjunta escogido, asi como el
proceso para valuar y replicar los derivados financieros propuestos, todo esto funda-
mentado por el marco tedrico.

Por ttlimo, se establecera que tanto se benefician los derivados financieros pro-
puestos con la dependencia que existe entre el Indice de Precios y Cotizaciones y el
tipo de cambio dolar estadounidense-peso mexicano.
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La implementacién computaciona de este proyecto, se realizé en su totalidad en
el Lenguaje de Programacion Julia, para mas informacion al respecto de dicho lengua-
je véase https://julialang.org/ (método de instalacion, funcionamiento general,
etc.) asi como https://docs.julialang.org/en/v1/ para la documentacién general
del lenguaje y Bezanson, Edelman, Karpinski, y Shah (2017) para el articulo de inves-
tigacion inicial que di6 la creacion de este lenguaje. Se realizé una paqueteria la cual
contiene todo el cédigo original del proyecto, asi como las funciones implementadas
para los ajustes paramétricos y semiparamétricos de los datos, dicha paqueteria esta
disponible en la pagina https://github.com/EnriqueLecuonal998/TesisEnriq
ueLecuona.jl.



Introduccion

El Capitulo 1 esta conformado por 8 secciones las cuales establecen los resultados
bésicos de la teoria de copulas. Se inicia con antecedentes histéricos en la materia
y con la estructura tedrica fundamental de dichas funciones. Luego, se desarollan
resultados relacionados con regresion y simulacion mediante copulas y se introduce
la familia arquimediana de cépulas, la cual sera escencial a la hora de la construccion
del modelo semiparamétrico propuesto. A continuaciéon se establecen medidas de
concordancia y dependencia, asi como el concepto de tail dependence. Se termina
el capitulo estableciendo el concepto de gluing copulas, y como estas ayudan a la
construcciéon de copulas asimétricas mediante copulas simétricos.

Posteriormente, el Capitulo 2 esta conformado por 6 secciones las cuales estable-
cen la teoria clasica de valuacién de derivados financieros. Se inicia con antecedentes
histéricos en la materia y con la construccion del modelo binomial multiperiodo,
estableciendo las propiedades de martingala que existen como consecuencia de la
valuacién neutral al riesgo. Luego, se establece la relacion del modelo discreto con el
modelo continuo como consecuencia inmediata del Teorema Central del Limite. Des-
pués, se establece el resultado del modelo Black-Sholes-Merton para la valuacion de
opciones europeas clasicas. Se termina el capitulo con una propuesta de extensién del
modelo Black-Sholes-Merton a uno mas general en el cual los log-rendimientos de las
acciones no siguen una distribuciéon normal, y se plantean consecuencias inmediatas
de esta generalizacion en términos de valuacién libre de riesgo.

Por 1ltimo, el Capitulo 3 esta conformado por 3 secciones y en este se desarolla el
modelo semiparamétrico propuesto y se ajusta a los datos analizados. Dicho modelo
estd compuesto por una copula paramétrica ajustada mediante metodologias basadas
en las pruebas de bondad y ajuste clasicas, y con distribuciones empiricas univariadas.
El capitulo inicia estableciendo resultados clasicos de estadistica no paramétrica para
el caso univariado y bivariado. Luego, se establece el modelo de valuacion a tiempo
discreto para activos financieros (acciones y derivados de acciones), esto se hace en
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el caso univariado y bivariado. Finalmente, se hace un ajuste y valuacién practico de
la cépula paramétrica a los datos, asi como la valuacién y comparacion del derivado
propuesto con la valuacién tradicional dada por el modelo Black-Scholes-Merton. Se
realiza una comparacion de resultados y se concluye en que momentos es adecuado
el modelo propuesto por encima del modelo tradicional y viceversa.
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Capitulo 1

Coépulas

En la Seccion 1, se dard una introduccién histérica al concepto de copulas, asi
como una mencion rapida de los primeros resultados de dicha drea, principalmente
utilizando informacién de Dall’Aglio (1991), Nelsen (2006) y Schweizer (1991).

De la Seccién 2 en adelante, se escribiran y desarrollaran los conceptos basicos
de la teoria de copulas, describiendo sus caracteristicas y las propiedades que sean
de interés para este escrito. Esta seccién estara basada en Embrechts et. al. (2001),
Erdely (2009), Nelsen (2006) y el apéndice de Salvadori et al. (2007).

1.1. Antecedentes historicos de la teoria de cépu-
las

El concepto de copula en la teoria de la estadistica tiene sus origenes en articulos
cientificos relacionados con el término en inglés “Distributions with given marginals” .
Dichos articulos tenian como enfoque el crear modelos de distribucién multivariados
con distribuciones marginales fijas y que ademas cumplieran condiciones especificas,
ya sea que se cumpliera una condicién especifica en los momentos de la distribucién
como en Dall’Aglio (1956), en el aspecto de las tablas de correlacién establecidas
en Fréchet (1951, 1957) o en el aspecto de distribuciones multivariadas con cotas
superiores como en Dall’Aglio (1961) y Kellerer (1961).

El desarrollo de esta teoria inicio con el articulo de Fréchet (1951) publicado
en Annales de I’ Universite de Lyon con los desarrollos citados anteriormente como
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ejemplos, y esta etapa preliminar termino con Sklar (1959) en donde se establecid
formalmente el concepto de copula, en el ambito de la teoria estadistica asi como las
propiedades béasicas de dichas funciones.

Tal y como dice Nelsen (2006), la palabra cépula es un sustantivo que proviene
del latin cuyo significa es “un enlace, unién”, mientras que en un contexto grama-
tical de acuerdo a Sklar (1996), la palabra cépula es “un término o expresién que
enlaza un sujeto y predicado”. Por lo cual, el término de cépula es muy adecuado
para su funcion en la teoria de la estadistica, ya que su objetivo principal, en este
contexto, es el de unir distribuciones de probabilidad n-dimensionales con sus dis-
tribuciones marginales respectivas, es decir, la cépula es el enlace que existe entre
dichas funciones.

El término copula fue utilizado por primera vez en un sentido matematico en un
trabajo escrito por Abe Sklar en 1959, donde en respuesta a una consulta por parte
de M. Fréchet, Sklar introdujo el concepto de cépula. De acuerdo a Sklar (1996):

Ferdn [1956], in studying three-dimensional distributions had introduced auxiliary
funcitions, defined on the unit cube, that connected such distributions with their
one-dimensional margins. | saw that similar functions could be defined on the
n-cube for all n > 2 and would similary serve to link n-dimensional distributions
to their one-dimensional margins. Having worked out the basic properties of
these functions, | wrote about them to Fréchet, in English. He asked me to
write a note about them in Frenchl...] Fréchet received my note, corrected one
mathematical statement, made some minor corrections to my French, and had
the note published by the Statistical Institute of the University of Paris as Sklar
(1959). Subsequent developments are summarized in Schweizer (1991).

y durante el periodo de 1959 a 1974, los mayores resultados relacionados con cépulas
fueron obtenidos en el desarrollo de la teoria de espacios métricos de probabilidad,
ejemplos de esto se puede encontrar en Moynihan y Schweizer (1979); Schweizer y
Sklar (1960) y de forma estructurada se pueden encontrar en el libro de Schweizer y
Sklar (1983).

A partir de 1974, se puede ver un gran avance en la utilizacién de las cépulas
bivariadas como herramientas para crear medidas de dependencia no paramétricas
para pares de variables aleatorias, ejemplos de dichos desarrollos se pueden ver en
Schweizer y Wolff (1981) donde se describe lo que hoy se conoce como la o de Schwei-
zer, o en Vitale (1990) donde se utiliza el concepto de “fixing marginals” en relacién



1.2. INTRODUCCION PROBABILISTICA AL CONCEPTO DE COPULA 3

a convergencias en distribucion para vectores finitos de variables aleatorias. Todo
esto nos hace ver como las areas de uso que tiene las cépulas en la teoria estadistica
y en la teoria de la probabilidad no son pocas, y son de amplia utilidad cuando se
manejan vectores aleatorios y se desea cuantificar de alguna forma su dependencia
sin tomar en cuenta que modelos univariados se estan empleando en su construccion.

Por dltimo, es de extremo interés para este trabajo mencionar textos que im-
plementen a las copulas como alternativas a modelos multivariados clésicos, y entre
muchos otros mds, podemos mencionar el trabajo de Trivedi y Zimmer (2005) en
donde se da una introduccion al concepto de cépulas asi como su estimacion median-
te métodos de méaxima verosimilitud; en el ambito de finanzas nos podemos referir
a Cherubini et al. (2012; 2004) donde se utiliza a las cépulas en distintos ambitos
como lo son el riesgo de crédito, aplicaciones econométricas o en valuacion de opcio-
nes financieras, y ciertos capitulos de Franke et al. (2008) que se enfocan en andlisis
de portafolios de inversion y su valor en riesgo; concluimos citando a Deniuit et al.
(2005) y su trabajo en el &mbito de la teorfa del riesgo que es de especial interés para
el ambito actuarial.

1.2. Introduccion probabilistica al concepto de cépu-
la

Esta seccion se enfocara en los siguientes dos puntos:

1) Plantear los conceptos bésicos de la teoria de la probabilidad, para esta parte
se utilizara principalmente Erdely (2017).

2) Plantear los conceptos y resultados béasicos de la teoria de cépulas. Para esta
parte se empleard en gran medida el capitulo 2 de Nelsen (2006) y Embrechts
et al. (2001).

Para iniciar esta seccion se necesita plantear resultados basicos de la teoria de la
probabilidad. Para esto, es necesario contar con un fenémeno o experimento aleatorio
que sea de interés analizar, y la estrategia que proporciona la teoria de la probabilidad
para poder realizar andlisis a estos fendémenos o experimentos aleatorios es mediante
el concepto de un espacio de probabilidad.

Definicion 1.1. Un espacio de probabilidad es una tripleta (2, F,P) donde,
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(i) Q es un conjunto no vacio cualquiera.
(ii) F es una o-dlgebra de subconjuntos de .
(iii) P es una funcion P : F +— [0,1] que cumple con las siquientes dos propiedades.

a) P(Q) =1.

b) La funcion P es o-aditiva, es decir, para una coleccion {A,}2, de con-
Juntos distintos a pares (A; N A; = @; i # j), se cumple que

]P’(E—jl/ln) - iP(An) (1.1)

La definicién anterior establece las propiedades matematicas fundamentales que
debe cumplir un espacio de probabilidad, pero es de gran importancia detallar el
significado que estos conceptos tienen en un contexto mas simple. Para un espacio de
probabilidad (€2, F,P) se tiene que 2 representa el conjunto de resultados posibles del
fenomeno o experimento aleatorio que se desea cuantificar y se le denomina espacio
muestral; F representa el conjunto de eventos o resultados que son de interés a
considerar en relacién a dicho fenémeno o experimento aleatorio, y se le denomina
espacio de eventos; para cada evento de interés (es decir, VA € F) se asigna un
valor en el intervalo [0,1] que denota que tan posible o probable el evento puede
ocurrir, la funcién que hace esta correspondencia es P y la denominamos medida de
probabilidad.

Para una descripcién mas profunda de las implicaciones que la terna (2, F,P) tie-
ne en la teoria de la probabilidad, véase a Klenke (2008). Cabe mencionar, que la
creacion de la terna (€2, F,P) es esencial a la hora que planteamos cualquier modelo
probabilistico, tal y como dice Rincén (2007):

El objetivo es asociar un espacio de probabilidad al experimento aleatorio de
interés. No existen reglas establecidas para ello y ademas la posible asignacién
no es lnica, pues dependiendo del interés del observador, se puede asociar un
espacio de probabilidad u otro.

Con lo cual, es importante siempre tener bien establecida la terna (£, F,P) antes de
realizar cualquier analisis probabilistico.

Una vez creado la tripleta (Q2, F,P), se puede cuantificar los resultados de los
eventos de interés (A € F) de la forma deseada. Una de las primeras dificultades
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que se tienen a la hora de realizar calculo de probabilidades, es que el espacio de
eventos ) es un conjunto cualquiera, por lo que puede resultar dificil de manejar o
analizar. Para poder resolver este inconveniente, se introduce el concepto de variable
aleatoria.

Definicién 1.2. Una variable aleatoria X (por simpleza se denota como v.a.) es una
funcion X : Q — R la cual para todo conjunto abierto A en los reales, cumple que

XA eF (1.2)

Si se cumple esto, se dice que X es F-medible.

Sin entrar a mucho detalle, se desea que la funcion X cumpla estas propiedades
ya que asi es posible trasladar la informacién disponible en (2, F,P) a una nueva
tripleta (R, B(R),Px) la cual también se busca sea espacio de probabilidad pero
que ademas cuente con todas las bondades que estan definidas y establecidas en los
nimeros reales, como por ejemplo, los resultados existentes en el Célculo Integral y
Diferencial®.

A continuacién, es necesario crear una una conexion entre las funciones Py Py,
sabiendo que Px debe ser también medida de probabilidad, la forma tradicional de
hacer esto es la siguiente:

Definicién 1.3. Decimos que Px es la medida de probabilidad inducida por la v.a.
X. Y para todo B € B(R), la funcion Px queda definida como sigue:

Py(B) := P(X*l(B)) =P(X € B) (1.3)

gracias a la formula 1.3, notamos que la propiedad de medibilidad pedida a X es
fundamental?.

Consecuentemente, es de interés crear una nueva funciéon que no dependa direc-
tamente de B(R) y que nos permita realizar cdlculo de probabilidades de forma mas
sencilla, para esto, definimos la funcion de distribucion de la variable aleatoria X
como sigue:

Definicién 1.4. Sea X wuna v.a. cualquiera, se denota como Fx a la funcion de
distribucion de la v.a. X, y queda definida para todo x € R como sigue:

Fx(z) := Py (] ~ oo, x}) = P(X < 7) (1.4)

'Para resultados importantes en el area del célculo diferencial e integral véase, entre mucho
otros, a Spivak (1996).
2(Cierta literatura se refiere a Px como la ley de X, por ejemplo, Klenke op. cit..



6 CAPITULO 1. COPULAS

el objetivo de esta funcién es el de facilitar el andlisis de Py, ya que se puede demos-
trar® que todo elemento A € B(R) se puede descompener en una coleccién, a lo méas
numerable, de conjuntos de la forma | — oo, t]; ¢ € R, por lo cual, se crea la siguiente
relacion

P+—P x +— Fx (15)

y gracias a 1.1 y 1.3, se puede desarrollar cualquier célculo de probabilidades en
(Q, F,P) mediante la funciéon Fx. Para cualquier conjunto |a,b[C R; se crea por
conveniencia la notacién siguiente:

]P’X(]a,b[)E]P’(XE]a,b[)E]P’(a<X<b) (1.6)

y esta notacién se puede extender a cualquier conjunto |a,b] C R (donde | puede
denotar abierto o cerrado) de forma equivalente.

Las variables aleatorias las podemos clasificar en 3 tipos distintos dependiendo

de las caracteristicas que tiene su funcién de distribucion Fx

Definicién 1.5. Sea X una v.a. cualquiera y sea Dx el conjunto de discontinuidades
de su funcion de distribucion Fx. Dependiendo de las caracteristicas del conjunto Dx
denotamos a la v.a. como sique:

(i) Si Dx = & entonces decimos que X es una variable aleatoria continua (deno-
tado como v.a. continua).

(i) Si Dx # & entonces existen dos posibilidades:

a) Si) .cp, P(X =) =1 entonces decimos que X es una variable aleatoria
discreta (denotado como v.a. discreta).

b) Siy ,cp, P(X =) <1 entonces decimos que X es una variable aleatoria
mizta (denotado como v.a. mixta).

si la v.a. es discreta, entonces Dx es un conjunto a lo mas numerable?, y por carac-
teristicas de la funcién Fx°, se cumple para todo x € R lo siguiente,

P(X =2)= lim P(r+d < X <z)=Fx(x)— lim Fx(x+9)
6—0~ 6—0~

3Para la demostracién, véase Rincén (2007).
4Rincén, op. cit.
SRincén, op. cit.
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es decir, la probabilidad en el punto z es equivalente al salto que hace la funcién
de distribucion en dicho punto. Para este tipo de variables aleatorias, se define la
funcién de masa de probabilidades como sigue,

Definicién 1.6. Sea X una v.a. discreta cualquiera, se denota la funcion de masa
de probabilidades de la v.a. X como px y la definimos como sigue para todo x € Dx

px(x) :=P(X = x)

para este caso, por las propiedades de una funcién de distribucién, el conjunto Dx
es a lo mas numerable, por lo que toda v.a. discreta tiene a lo mas un conjunto
numerable de puntos de masa.

Para el caso de variables aleatorias continuas, se tiene el siguiente caso particular
muy importante,

Definicién 1.7. Sea X una v.a. continua, si se cumple que la funcion de distribucion
de la v.a. X es diferenciable en todo R y ademds existe una funcion fx : R — R
continua, tal que

(i) fx >0.

(ii) Se cumple que para todo x € R,

fr(e) = < Fx(x)

entonces se dice que fx es la funcion de densidad de probabilidades para la v.a. X, y
ademds, se dice que X es una variable aleatoria absolutamente continua (denotado
como v.a. abs. continua).

Gracias a la definicién 1.7 y al Teorema Fundamental del Calculo Diferencial e Inte-
gral®, tenemos que Fx y fx cumplen la siguiente condicién para toda = € R,

La definicion 1.7 es muy importante, ya que existen muchas v.a. absolutamente
continuas que estan definidas solamente mediante su funcién de densidad, ya que su

6Existe mucha literatura en relacién a este resultado pero, por ejemplo, véase Spivak, op. cit.
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funcién de distribucién no tiene férmula explicita (ejemplo de esto es la distribucién
normal), por lo cual conocer la relacién entre Fx y fx es esencial.

Por 1ltimo, en el caso de una v.a. mixta, se puede implementar el siguiente
resultado,

Teorema 1.8 (Teorema de descomposicién para variables aleatorias). Sea X wuna v.a.
cualquiera definida sobre un espacio de probabilidad (Q, F,P), entonces existe una
v.a. continua X¢ y una v.a. discreta Xp definidas en el mismo espacio de probabili-
dad, y un nimero o € [0,1], que cumplen la siguiente igualdad,

Fx(z) = aFx () + (1 = a)Fx,(7) (1.7)

en donde Fx. y Fx, denotan las funciones de distribucion de las variables aleatorias
Xc y Xp, respectivamente’ .

esto es de especial interés para variables aleatorias mixtas, ya que nos permite des-
componerlas en v.a. que son mas sencillas de trabajar.

Una vez se tiene la v.a. X y su respectiva funcion de distribucion Fly, resulta de
interés conocer como seria la funcién de distribucion de la variable aleatoria Y que
representa una transformacion de interés para la informacion contenida en X, esto
se denota por Y := ¢g(X) y se tiene la siguiente relacion,

Fe(y) =P(Y <) =P({w e 2: g(X() <y}) (18)

en los casos que la funcién g sea estrictamente creciente o estrictamente decreciente,
se tienen las siguientes equivalencias para 1.8,

(i) Si g es estrictamente creciente:

Fy(y) =P(X <g'(y) =Fx(9'(v)

(ii) Si g es estrictamente decreciente:

Fy)=P(X>g'(y)=1- Jim Py (g7 (y) +9)

"Para mas informacién al respecto, véase Dominguez (2001).
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para otros casos existen féormulas establecidas®, pero el objetivo de este escrito no es
profundizar en estos desarrollos.

Uno de los objetivos que tiene la estadistica, es la prediccion de los fenémenos
o experimentos aleatorios que se estan considerando, esto se puede hacer mediante
estimaciones puntuales que normalmente buscan reflejar un punto medio o central en
nuestra incertidumbre. Esto tradicionalmente se realiza con el concepto de esperanza.
Dicho concepto se define a continuacién,

Definicién 1.9. Sea X una v.a. cualquiera, se define la esperanza de la variable
aleatoria X como la siguiente integral

o0 0
E(X) ::/ (1 — FX(x)) dz —/ Fx(x)dx (1.9)
0 —00
si la integral anterior existe, se dice que la v.a. X tiene esperanza finita. Si la integral
anterior es infinita se dice que X tiene esperanza no finita. Por ultimo, si la anterior
integral no existe se dice que X no tiene esperanza definida.

la definicién anterior de esperanza no es la dada en libros avanzados de teoria de la
probabilidad, pero para el objetivo y alcance de este escrito es méas que suficiente, si
se desea profundizar en la construccion rigurosa de la esperanza, véase Klenke op.
cit.

Existen formulas equivalentes para 1.9 en los casos que X sea una v.a. absolutamente
continua o discreta, las formulas equivalentes son las siguientes, respectivamente,

E(X) = /00 xfx(x)dzr (v.a. abs. continua) (1.10)
E(X)=)_ aP(X =) (va. discreta) (1.11)
z€Dx

Es importante mencionar que para la variable aleatoria Y = ¢g(X), podemos obtener
su esperanza (siempre y cuando exista) de dos formas distintas; una es mediante
la ecuacién 1.9 (obteniendo primeramente Fy), y la otra es mediante la siguiente
ecuacion,

E(Y) = E(g(X)) = / " gu) dFx () (1.12)

o0

8Por ejemplo en Rincén, op. cit.
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donde la ecuacién 1.12 es una integral de Riemann-Stieltjes®. Si para la féormula 1.12
tenemos que F'x es diferenciable (tal como es el caso en una v.a. abs. continua) se
cumple que,
o0
B(Y) = [ gl fx(wdu (1.13)
—0o0
lo cual es equivalente a 1.10 cuando g es la funcién identidad.
Aunque existen resultados probabilisticos muy importantes en relacion a la es-
peranza'®, no es la tnica estimacién puntual que podemos hacer en relacién a una
v.a. X, existe otra denominada mediana y se define a continuacién,

Definicién 1.10. Sea X una v.a. cualquiera, se define la mediana de la variable
aleatoria X como el nimero (si existe) M(X) € R tal que

P(X < M(X)) = % = P(X > M(X)) (1.14)

la mediana (como medida de tendencia central), tiene ciertas ventajas con respecto
a la esperanza, como son las siguientes

(i) Se puede notar por la definicién 1.14, que la mediana representa claramente un
punto medio en la incertidumbre de X.

(ii) La mediana existe para toda v.a. abs. continua, en comparacion a la esperanza
que deja de existir para v.a. abs. continuas con colas muy pesadas (ejemplo de
esto es la distribucion t de Student con v grados de libertad para 0 < v < 1).

(iii) Existen casos en los que aunque la v.a. tiene esperanza finita, dicho valor no
representa un valor central de ningin tipo y se puede hacer tan grande o
pequena como la deseemos.

Tenemos casos particulares de funciones g de especial interés; ejemplos de esto
es la funcién gy (z) = (z — E(X))?, con esto definimos la varianza de la v.a. X,

Definicién 1.11. Sea una variable aleatoria X cualquiera, se define la varianza de
la variable aleatoria X (cuando X tiene esperanza finita) de la siguiente forma,

V(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — B*(X) (1.15)

9Para un desarrollo répido de dicha integral, véase Rincén op. cit.
10Fjemplo de esto es el Ley de los grandes niimeros. Véase, entre otros, Klenke op. cit.
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si la integral anterior existe, se dice que la v.a. X tiene varianza finita. Si la integral
anterior es infinita se dice que X tiene varianza no finita. Por iltimo, st la anterior
integral no existe se dice que X no tiene varianza definida.

con esto se termina la introduccion basica a la teoria de probabilidad, a continuacién
se plantea el concepto de dependencia y como este estd ligado estrechamente al
concepto de cépula.

Cuando se estd analizando un fenémeno o experimento aleatorio cualquiera,
se plantea un espacio de probabilidad (2, F,P) para poder realizar un andlisis del
mismo. Una relacién de interés a considerar es la ocurrencia (o supuesta ocurrencia)
de un evento B € F y como este puede afectar la probabilidad de ocurrencia de otro
evento A € F, esto se denomina probabilidad condicional y queda definida como
sigue,

Definicion 1.12. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad cualquiera y sea B € F un
evento tal que P(B) > 0; para cualquier A € F se define la probabilidad condicional
de A dado B mediante la siguiente ecuacion,

P(AN B)

Py(A) = P(A|B) = 5

(1.16)

Notesé que para B € F tal que P(B) > 0, la funcién P es también una medida
de probabilidad admisible para el par (2, F); por lo que la funcién Pg genera una
actualizacion a la incertidumbre inicial y esto genera un nuevo espacio de probabi-
lidad (2, F,Pg) donde la incertidumbre a cambiado por la ocurrencia (o supuesta
ocurrencia) del evento B € F.

P -2 Py (1.17)

Una vez se tiene Pp, se puede ver para que elementos A € F se cumple que la
ocurrencia (o supuesta ocurrencia) del evento B no afecta de ninguna forma la incer-
tidumbre que se tenia respecto al evento A, en otras palabras, no se obtiene nueva
informacion relacionada con la incertidumbre del evento A a causa de la ocurrencia
(o supuesta ocurrencia) del evento B; esto se define formalmente, a continuacion,
como independencia de eventos,
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Definicion 1.13 (Independencia de eventos). Sean A, B € F eventos cualesquiera y
P(B) > 0, decimos que A y B son eventos independientes entre si, si se cumple que

Py(A) = P(A) (1.18)

esto es equivalente a la condicion siguiente

P(ANB)=P(A)P(B) (1.19)
si no se cumple la condicion 1.18, decimos que A y B son dependientes entre si.

Se puede extender el concepto de independencia de eventos a variables aleatorias,
esto se hace del siguiente modo; primeramente se da la siguiente definicion,

Definicién 1.14. Sean X yY dos variables aleatorias definidas en un mismo espacio
de probabilidad (2, F,P). Se denota la medida inducida por el vector aleatorio (por
simpleza también lo escribe como v.a.) (X,Y) como Pxy; dicha funcion estd definida
de la siguiente forma,

]PXY : B(R) X B(R) — [0, 1]

y su valor para cualquier evento A, B € B(R) es el siguiente:

Pxv(A4,B) =P({we Q: X(w) e A} n{weQ:Y(w) € B}) (1.20)

También se define la funcion de distribucion conjunta de probabilidades del vector
aleatorio (X,Y) como la funcién Fxy : R* — R, con la siguiente regla de correspon-
dencia,

Fxy(x,y) <{w €Q: Xw) <z}nN{we:Y(w) < y}) (1.21)

Y de forma equivalente como en el caso univariado (el caso de Py), se tiene una
notacion equivalente para Pyy, la cual es la siguiente

Pyxy(A,B)=P(X € A,Y € B) = IP’((X, Y) € Ax B) (1.22)

Se puede utilizar 1.6 en conjunto a 1.22 en los casos particulares de que A o B sean
conjuntos de la forma |a,b| C R (donde | puede denotar abierto o cerrado).

Una vez hecho esto, se toman las definiciones 1.13 y 1.14 y se construye la
siguiente definicion,
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Definicién 1.15 (Independencia de variables aleatorias). Sea (X,Y") un vector alea-
torio cualquiera, se dice que X y Y son wvariables aleatorios independientes (por
simpleza se denota como v.a. ind.) si se cumple que

Pxy (A, B) = Px(A) Py(B) (1.23)
para cualesquiera eventos A, B € B(R).

Y esto en conjunto a lo mencionado en 1.5 nos permite escribir el siguiente resultado,

Teorema 1.16. Sea (X,Y) un vector aleatorio cualquiera. Las variables aleatorias
X yY son independientes si y solo si,

Fxy(z,y) = Fx(z) Fy(y) (1.24)

Demostracion. Para el resultado anterior, véase Klenke op. cit.

Ol

Se puede extender el concepto de probabilidad condicional y relacionarlo con el
concepto de funcién distribucién conjunta de probabilidades F'xy perteneciente a un
v.a. (X,Y) cualquiera,

Definicién 1.17. Sea (X,Y) un vector aleatorio cualquiera y sea Fxy su respectiva
funcion de distribucion. La funcion de distribucion condicional de 'Y dado el evento
{X =z} denotada como Fy|x(-|x), se define del siguiente modo

(i) SiP(X =x) > 0; para toda y € R se define Fy | x(-|x) como sigue:
Fyix(ylz) =PY <y|X =ux) (1.25)
(i) SiP(X = x) =0 ya € Ran X; para toda y € R se define Fy|x(-|x) como

sigue:
Fy x(y|z) = lim P(Y <y|z < X <x+9) (1.26)
0—0+

para el caso 1.25 se tiene que

PY <y, X =x) _ Fxy(z,y) — Fxy(r—,y)
IED(X = .’E) ny(l‘, —|—OO) — ny(ﬁ—, +OO>

Py x(ylz) =
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y para el caso 1.26
Px<X<z+4+4Y <y) i Fxy(x +6,y) — Fxy(z—,y)

F. =1 = 3 =
vix(y|z) et Pz <X <z+9) 50t Fx(x+6) — Fx(z—)

T ny<$+5,y)_ny(l'—,y)
= lim (1.27)
50+ Fxy(x 4 6,400) — Fxy(z—, 4+00)

es decir, teniendo la funciéon de distribucién conjunta Fxy para un v.a. (X,Y),
siempre se puede obtener la distribucién condicional Fy|x para cualquier punto
r € Ran X y y € R, y de forma equivalente para Fx y.

En el caso particular de que la funciéon Fxy y la funciéon Fy tengan derivada parcial
en su primera entrada y derivada en un punto en comun x € R, respectivamente; la
ecuacion 1.27 es equivalente a lo siguiente,

F d,y) — F o :
Fy | x(y|z) = lim xy (T +0,y) = Fxy(v,y)  g:Fxv(z,y)

s—0t  Fx(x+0) — Fx(x) B L Py (x) (1.28)

y esto se hace multiplicando en la ecuacién 1.27 por un ¢ > 0 disfrazado de 1, y luego
tomando el limite cuando 6 — 0F.

Una vez se tiene la distribucién condicional, se puede realizar estimacién puntal
de la v.a. Y dado la ocurrencia (o supuesta ocurrencia) del evento {X = xz}; esto se
hace con el objetivo de ver como la dependencia entre las variables aleatorias afecta
dicha estimacién puntual, en comparacion a la estimacion puntual univariada de Y.
Esto se define mediante el siguiente concepto,

Definicién 1.18 (Curva de regresion). Sea (X,Y') un vector aleatorio cualquiera, y
sea Fxy la funcion de distribucion conjunta de probabilidades del vector anterior,
se define las siguientes dos curvas de regresion de Y dado el evento {X = x} para
cualquier x € R (siempre y cuando las funciones estén bien definidas en dicho
punto).t!

(i) Curva de regresion con la media, denotada como RCg (donde exista la espe-
ranza siguiente):

RCe(Y | X =2)=EY | X =x)

) 0
::/ (1-Fyix(y|z)) dx—/ Fyx(y|z)des  (1.29)
0 00

HE] nombre RC proviene de las siglas en inglés, regression curve.
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(ii) Curva de regresion con la mediana, denotada como RCy (donde exista la me-
diana siguiente):

RCu(Y | X =2) =M} | X =x) (1.30)

donde la mediana M(Y | X = x) queda definida como el punto que cumple la

siguiente condicion,

]P’(YSM(Y|X:x)|X:x):%:]P’(Y>M(Y|X:x)|X:x) (1.31)

en el caso particular de que el v.a. (X, Y) sea independiente, se tiene por el teorema
1.16 que para cualquier x € R,

Fyix(ylz) = Fy(y), yeR (1.32)

y como consecuencia de la ecuacién 1.32; se cumple que (donde estén bien definidas),

RCe(Y | X =2)=EY), VzeR
RCu(Y | X =2)=M(Y), VzeR
es decir, ambas curvas de regresién son constantes y la ocurrencia (o supuesta ocu-

rrencia) de cualquier evento {X = x} no afecta de ninguna forma la incertidumbre
que se tiene con respecto a la v.a. Y.

Se puede realizar una extensién de los conceptos de funcién de masa y de den-
sidad de probabilidades al caso bivariado; esto se hace con las siguientes dos defini-
ciones,

Definicién 1.19. Sea (X,Y) un vector aleatorio compuesto por dos variables alea-
torias discretas. Se denota la funcion de masa de probabilidades del vector anterior
como pxy ¥ la definimos como sigue,

pxy (T, y) = ]P’({X:x} ﬂ{Y:y}) =P(X =2Y =y) (1.33)

esto se hace para todo x € Ran X, y € RanY . Las funciones p1 y ps definidas como
stque

pi(x) = Z pxy(z,y);  p2(y) = Z pxv(,Y);

y € RanY r € Ran X

se denominan las marginales de pxy .
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Definicién 1.20. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcion de distribucion con-
junta Fxy; dicho vector se denomina absolutamente continuo (v.a. abs. continuo) si
existe una funcion fxy : R? — R que cumple las siguientes propiedades,

(i) fxy(x,y) > 0.

(i1) fxy es integrable en el sentido de Riemann.

(i1i) fxy cumple con la siguiente condicion,

/_Z /_Z fxy(x,y)dey =1

(iv) Para todo x,y € R se cumple que,
oy
FXy(ZE,y> = / / ny(t, S) dtds <134>

en este caso, se dice que fxy es la funcion de densidad conjunta de probabilidades
para el vector (X,Y). Si definimos las funciones fi y fo como,

fi(z) = /OO Ixv(z,y)dy;  fao(y) = /°° [xv(z,y)dx (1.35)

decimos que f1 y fa son las marginales de fxy.

Gracias al Teorema del Cdlculo Diferencial e Integral de varias variables'? se cumple
la siguiente relacion, para el caso de un v.a. abs. continuo (X,Y), entre Fxy y fxy:

82
0x0y

FXY(:E?Z/) :fXY(:C7y)7 I,yER (136)

Ademsds, gracias a las ecuaciones en 1.35, si se escoge un v.a. absolutamente continuo
con funcion de densidad de probabilidades fxy, y marginales f;, fo; entonces se
cumple que

N(z) = [x(@); fily) = fr(y); (1.37)

es decir, las variables aleatorias X y Y, de forma marginal, son absolutamente con-
tinuas siempre que el vector (X, Y') sea absolutamente continuo.

12Véase, por ejemplo, Spivak (1988).
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La ecuacién 1.37 se puede también usar en el caso de que (X,Y’) sea un vector
discreto (es decir, X y Y son v.a. discretas), nada mas utilizando el concepto de
funcién de masa de probabilidades en vez del de funcién de densidad conjunta; es
decir, si (X,Y) es un vector discreto con funcién de masa de probabilidades conjunta
pxy y marginales p; y ps entonces también se cumple que,

pi(z) = px(x);  pi(y) = Py (Y); (1.38)
por lo cual también se puede obtener las funciones de masa marginales utilizando la

funcién conjunta.

Uno pensaria que si X y Y son v.a. abs. continuas, entonces el vector (X,Y) es
también absolutamente continuo. Esto en general no es cierto y el siguiente ejemplo
lo demuestra,

Ejemplo 1.21. Sea (U,V) un vector aleatorio y sean U y V' v.a. igualmente distri-

buidas (es decir, tienen la misma funcion de distribucion), con la siguiente funcion
de densidad de probabilidades,

fo(z) = 1<ty = fr(2)

Y sea H : R? — R; la siguiente funcion,

(

0 Siu,v<0
min{u,v} Siu,v€]0,1]
H(u,v) = u Siv>1yue]0,1]
v Siu>1yve]0,1]
1 Siu,v>1

\

Notese como H es una funcion admisible como distribucion conjunta de probabilida-
des y ademas notemos que,

H(u,+00) = Fy(u);  H(+00,v) = Fy(v)

es decir, H es una funcion admisible como distribucion conjunta para el v.a. (X,Y).
La derivada parcial mizta para la funcion H queda como sigue,

82
oudv

H(u,v) =0, u#wv

y en el caso que u = v, la anterior derivada parcial de sequndo orden no existe.
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El caso anterior es un ejemplo claro de que no toda distribucion conjunta de proba-
bilidades cuenta con una funciéon de densidad conjunta de probabilidades asociada,
y que ademads esta derivada parcial mixta se puede anular (o no existir) para ciertos
valores, esto sucede por el tipo de funcién de distribuciéon conjunta que fue escogida,
a este tipo de distribuciones se les denomina singulares.

El concepto de probabilidad condicional se puede también extender utilizando
a las funciones de masa conjunta y las funciones de densidad conjunta, esto se hace
mediante las siguientes dos definiciones,

Definicion 1.22. Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto. Para cualquier x € Dy,
se define y denota la funcion de masa de probabilidades de la variable aleatoria Y
condicional al evento {X = x} como sigue,

pyix(y|z) =PY =y|X =1), ye€RanY (1.39)

Definicion 1.23. Sea (X,Y') un vector aleatorio absolutamente continuo. Para cual-
quier x € Ran X, se define y denota la funcion de densidad de probabilidades de la
variable aleatoria Y condicional a X como sigue,

foixtla) = 20D e Rany (1.0

fx ()

Recordando la ecuacion 1.28; en el caso de que se cuente con un v.a. abs. continuo
(X,Y), se cumple que Fxy tiene derivadas parciales y Fy es también derivable, por
lo que utilizando el resultado en la ecuacion 1.36 e integrando la ecuacién 1.40 se
tiene que,

FYX(y|$):/_y fY|X(8|ZE)dS=/_y %{i’;)ds:

9 Pyy(x
aFx(x)
lo cual relaciona el concepto de funcién de densidad condicional y funcion de distri-
bucién condicional en el caso particular de que (X,Y) sea un v.a. abs. continuo.

Por 1ltimo, si se tiene una funcién g : A x B +— R cualquiera, también resul-
ta de interés analizar la variable aleatoria ¢(X,Y’) donde el vector aleatorio (X,Y")
tiene como funcién de distribucién Fxy; en este caso la dependencia entre las va-
riables aleatorias X y Y y las distribuciones univariadas F'x y Fy juegan un papel
fundamental en la transformacién del vector.
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Ejemplo 1.24. Sean (X1,Y7) y (X2,Y32) dos v.a. abs. continuos con funciones de
densidad conjunta de probabilidades fi y fa, respectivamente. Se define fi y fo como
stgue,

fl(w’w = 1{0<2y<az<2}

fo(z,y) =2(1—y {0< <2} {0<y<1}

Ahora bien, utilizando la funcion g(z,y) := £; se desea obtener la distribucidn de las
variables aleatorias,

Y Y;
Zi=g(X0 ) = 3 Za=g(XaYa) =
1

Para el caso de Zy, se tiene que Ran Z; = } O,% [ y Fy, queda como sigue

2 2T
_/0/0 f1($,y)dydx:---:221{0<2<%}+1{22%}

Mientras que para el caso de Zsy, se tiene que Ran Zy = } 0, +00 [ y Fy, queda como
sigue

1) Size ]0,3

FZQ( ) ZQ<Z) ]P)()}?

// folx,y)dyde = -- —z(——22>

< ) P(Y; < 2Xo)

2) Size [3,+00]

Fr.(2)=P(Zy < 2) = P(% < z) =P(Y: < 2Xy)

2

1 2 1
— dedy=---=[1 - —
/0 y/zf2(ar,y) zdy < 24z2)
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Quedando Fy, y Fy, como siguen,

Fz,(2) = 221{0<z<%} T 1{z2%}
] 1
Fzy(z) = Z(g - 22>1{o<z<;} * (1 - 24z2)1{z25}

Notemos ademds una caracteristica especial de f1 y fo en las siguientes ecuaciones,

—+00 —+00
filz,y)dy = fo(z,y) dy

+o0o +oo
fl(l’,y)d.l?: fQ(Z',y)dZE

FEs decir, se tienen dos v.a. abs. continuos (X1,Y1) y (X, Ya); tales que X; = X5 y
Y1 =Y, pero fx,v, # fxov, (marginalmente se distribuyen igual pero conjuntamente
no), y esto es suficiente para que Zy # Zs. Por lo cual a la hora de realizar una
transformacion para cualquier v.a. (X,Y), esto es solamente posible hacerlo contando
con la funcion de distribucion conjunta Fxy .

Con esto se ve como la informacién univariada (distribucién de probabilidad uni-
variada de X y Y) no es informacién suficiente para conocer la distribucién
conjunta del vector aleatorio (X,Y'), entonces se requiere crear una estrategia para
medir, cuantificar o modelar la relacion existente entre X y Y.

La estrategia que se va a seguir en este escrito para medir la dependencia de un
v.a. (X,Y) es mediante el concepto de cépulas, y como estas pueden ser utilizadas
para crear modelos de distribucién multivariados variados. Se denota como R a la
recta real extendida, es decir, R := [—00, oq].

Definicién 1.25. Sean A, B C R dos subconjuntos no vacios en los reales cuales-
quiera y sea H : A x B — R una funcion cualquiera. Para cualquier rectangulo
B = [x1, 23] X [y1,y2] tal que los vértices del rectdngulo estén contenidos en el Domi-
nio de H (denotado como Dom H ). Se denota el H-volumen del rectingulo B como
Vi (B) y se define como sigue,

Vu(B) = H(xa,y2) — H(x2,y1) — H(z1,9y2) + H(x1,91) (1.42)
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Notese que si la funcién H descrita anteriormente es una funcién de distribucion
conjunta de probabilidades asociada a un v.a. (X,Y'); entonces para cualquier B =
[x1,x9] X [y1,y2] C R se cumple que,

Vi(B) =P(X <2, Y <o) —P(X <20, Y <) —P(X <21, <o)
+P(X <x,Y <)
=PX <20,y <Y <o) —P(X <z1,y1 <Y < 1)
=P(x; < X <xo,y1 <Y < 1p0)

:IP<(X,Y) eB) CP(X =z, <Y <o) — Pz < X < 20,Y = 1)
—]P)(X:,I‘l,yzyl)

Por lo mencionado anteriormente, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.25.1. Sea (X, YY) un vector aleatorio cualquiera y Fxy su respectiva fun-
cion de distribucion conjunta de probabilidades. Entonces para cualquier rectangulo
B = [x1,22] X [y1,y2] se cumple que,

Vigy (B) =P(1 < X < 29,11 <Y <19) >0 (1.43)

Si ademas Fxy es una funcion continua, se cumple que,
Vi, (B) = ]P’((X, Y) € B) (1.44)

El resultado anterior inspira la siguiente definicién,

Definicién 1.26. Una funcion H : A x B C R? — R es 2-creciente si Vi(B) > 0
para cualquier rectangulo B cuyos vértices se encuentren en Dom H.

Por la definiciéon 1.26 y el corolario 1.25.1 se tiene que toda funcién de distribucion
conjunta de probabilidades es 2-creciente por construccién.

Uno pensaria que al decir que una funcién H es 2-creciente, esto es consecuencia
de que H es una funcién no decreciente en cada argumento de H. Esto en general
no es cierto, y el siguiente ejemplo es prueba de eso
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Ejemplo 1.27. Sea H una funcién definida en I := [0,1]* como

H(z,y) = (2r —1)(2y — 1)

Entonces se ve que H es 2-creciente, sea B = [x1, 73] X [y1,y2] C I?, un rectdngulo
cualquiera, entonces veamos a que equivale Vi (B),

Vi(B) = (222 = 1)(2y2 — 1) — (222 — 1)(2y1 — 1) — (221 — 1)(2y2 — 1)
+ (221 — 1)(2y1 — 1)
= 4(w2y2 — T1Y2 — T2y1 + T1y1) = 4VR(B)

donde Vi(B) representa la probabilidad de que un v.a. (X,Y) independiente, se en-
cuentre en B, donde X,Y «~ U(0,1); por lo cual la funcion H es 2-creciente. Pero si

se fija un y € (0, %) cualquiera, la funcion H es decreciente en x y también es una

funcion decreciente en y si fijamos un x € (O, %) cualquiera.
Los siguientes lemas seran muy utiles para establecer posteriormente la conti-
nuidad de subcoépulas y cépulas.

Lema 1.28. Sean A y B dos subconjuntos no vacios cualesquiera de R, y sea H
una funcion 2-creciente con Dom H = A x B. Sean x1,x9 € A con x1 < Ty y sean
Y1,Y2 € B con y; < yy. Si definimos las funciones siguientes:

(t,y2) — H(t, 1)
(xz,t) — H(l’l,t)

=
T
T X

entonces la funcion Hy es mo-decreciente en A, mientras que Hs es no-decreciente
en B.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de que H es 2-creciente y de la ecuacién
1.42. O

Para el siguiente lema primero se establece la siguiente definicion,
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Definicién 1.29. Sean A, B C R dos subconjuntos no vacios cada uno con elementos
minimos denotados, respectivamente, como

a:=minA; b:=mnDB

y sea H : A X B +— R una funcion. Decimos que H es anulable si se cumple la
siguiente condicion
H(z,b) =0= H(a,y) (1.45)

Con la definiciéon anterior se establece el siguiente lema,

Lema 1.30. Sean A, B C R dos subconjuntos no vacios cualesquiera y sea H una
funcion anulable 2-creciente con Dom H = A x B. Entonces H es no-decreciente
para cada argumento.

Demostracion. Sean a y b los elementos minimos de A y B, respectivamente, entonces
tomamos 1 = a y y; = b. Utilizando el lema 1.28 se llega al resultado. O

Volviendo al ejemplo 1.27, nétese que H no es una funciéon anulable, ya que si lo
fuera seria también no decreciente en cada entrada, lo cual se sabe no es cierto.

Sitomamos cualquier v.a. (X, Y') y su respectiva funcion de distribucion conjunta
de probabilidades Fxy, y se cumple que para Ran (X,Y) C Ran X x Ran Y, tales que
Ran X, Ran'Y C R son subconjuntos propios de los reales; entonces se cumple que
Fxy es anulable (esto se consigue con los puntos a := inf Ran X y b := inf RanY’).
En el caso de que Ran (X,Y) = R?, la igualdad en 1.45 se consigue como sigue para
cualquier (z,y) € Ran (X,Y),

bh'm Fxy(z,b) =0= lim Fxy(a,y) (1.46)
——00

a——0o0

A continuacién, se da la siguiente definicién.

Definicién 1.31. Sean A, B C R subconjuntos no vacios tales que cada uno tenga
elementos mdximos a y b, respectivamente. Entonces se dice que una funcion H :
A x B — R tiene marginales, y las marginales de H son las funciones F y G
definidas como sigue:
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Si Fxy es una funcién de distribucion conjunta de probabilidades, y se cumple que
para Ran (X,Y) C Ran X x RanY, tales que Ran X, Ran'Y C R son subconjuntos
propios de los reales; entonces se pueden obtener las marginales de F'yy del siguiente
modo,

Fx(x) = Fxy(z,b); b:=supRanY
Fy(y) = Fxy(a,y); a:=supRanX

en el caso de que Ran (X,Y) = R?, se tiene que las marginales Fy, Fy se pueden
conseguir con la siguiente férmula,

FX(HZ') = ylirgo ny(ilf,y)
Fy(y) = Ilgfolo Fxy(x,y)

Se acompletan los anteriores dos lemas con el siguiente resultado que involucra
funciones anulables 2-crecientes.

Lema 1.32. Sea A, B C R dos subconjuntos vacios cualesquiera y sea H una funcion
anulable 2-creciente, con marginales F y G, respectivamente, y cuyo dominio es
A x B. Sean (x1,vy1), (x2,y2) € A x B. Entonces,

|H (,y2) — H(z1,91)| < |F(x2) = F(x1)] + |G(y2) — G(yn))| (1.49)
Demostracion. Por la desigualdad del tridngulo para nimeros reales,
|H(x2,y2) — H(xy,y1)| < |H(wz,y2) — H(z1, y2)| + [H (w1, y2) — H(w1, y1)]
Supdngase que r1 < xo. El lema 1.28 implica que
0 < H(z2,y2) — H(w1,y2) < F(x2) — F(21)

Una igualdad equivalente se cumple cuando z9 < 1, de esto se sigue los siguientes dos
puntos:

(1) Para cualesquiera x1,z9 € A

| H(22,y2) — H(x1,2)| < |F(2) — F(1)]

(2) Para cualesquiera y;,ys € B

|H(z1,y) — H(z1,y1)| < |G(y2) — G(w1)]
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completando la prueba.

]

Con la informacién anterior, se puede establecer los conceptos de subcopula y
copula

Definicién 1.33. Una subcdpula bivariada (abreviado como subcdpula) es una fun-
cion C' con las siquientes propiedades:

(i) DomC" = A x B, donde A, B C1 tales que {0,1} C A, B.

(ii) C" es una funcion anulable y 2-creciente (entonces es no-decreciente en cada
entrada gracias al lema 1.30).

(iii) Para cualquier u € A yv € B,
C'(u,1)=u; C'(Lv)=wv (1.50)

Notemos que para cualquier (u,v) € Dom C', se cumple que
0=0C"(u,0) < C (u,0) <C(u,1)=u<1
es decir, RanC' C L.

Definicién 1.34. Una cépula bivariada (abreviado como cdpula) es una subcdpula
bivariada C cuyo dominio es I2.

Dadas las definiciones 1.33 y 1.34, podemos establecer las propiedades que debe
cumplir una funcién cualquiera C : I? — I para ser una cépula.

Proposicién 1.35. Sea C : I? — I una cépula, entonces C cumple las siquientes
propiedades:

(i) Para cualquier u,v € 1,

C(u,0) =0=C(0,v) (1.51)

Clu,1) =u; C(1,v)=w (1.52)

(i1) Para cualquier uy,us, v1,vs € I tales que uy < ug y vy < vg,

C(Ug, ’UQ) — C(Ug,vl) — C(Ul, UQ) + C(Ul, Ul) >0 (153)
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La ecuacion 1.53 es la propiedad 2-creciente que cumple cualquier cépula C'; y que
si se recuerda, asocia a cualquier rectdngulo B € I? un niimero no negativo que
representa el C-volumen del rectangulo B y lo denotamos como Vi (B).

Antes de dar una extensién de interés al concepto de cépula, es de especial
importancia notar las propiedades que cumple una funcién de distribucién de pro-
babilidades F'y asociada a una variable aleatoria X cualquiera.

Proposiciéon 1.36. Sea X wuna variable aleatoria cualquiera y sea Fx su respec-
tiva funcion de distribucion de probabilidades. Entonces Fx cumple las siguientes
propiedades:

(i) Si xy < xo entonces Fx(x1) < Fx(x2) (mondtona creciente).

(11) My o+ Fx(x + h) = Fx(x) (continuidad por la derecha).

(111) lim, o Fx(z) = 0; lim, o Fix(x) = 1.

y ademads, se puede definir para cualquier funcién F' que cumpla las propiedades (i)
hasta (iii) una variable aleatoria X tal que Fx = F.

Este resultado se puede extender en relacion a una funcién de distribucion con-
junta de probabilidades F'xy asociada a un v.a. (X,Y) cualquiera, solamente cam-
biando las propiedades que debe cumplir la funcién H para ser igual a Fxy (es decir,
H = Fyy), las propiedades se dan en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.37. Sea (X,Y) un vector aleatorio cualquiera y sea Fxy su respec-
tiva funcion de distribucion conjunta de probabilidades. Entonces Fxy cumple las
siguientes propiedades:

(i) Fxy(x,—o0) =0 = Fxy(—00,y).

(ii) Fxy(x,+00) = Fx(z); Fxy(+00,y) = Fy(y).
(111) Fxy(+00,400) = 1.

(iv) Fxy es 2-creciente.

(v) Fxy es mondtona creciente en cada variable.

(vi) Fxy es continua por la derecha en cada variable.
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Con la proposiciéon 1.37 se puede considerar una extensiéon de dominio para
cualquier copula C'. Esto se hace con el objetivo de relacionar cualquier cépula C'
con una funcion de distribucién conjunta de probabilidades H en especifico,

Definicién 1.38 (Extensién de cépulas a R?). Sea C' una cépula cualquiera; se ex-
tiende el dominio de C' a R? de la siguiente forma,

0; Si min{u,v} <0

u,v); Si (u,v) € I?

(u,v) — u; Si v>1,uel (1.54)
v; Si u>1l,vel

1 S méx{u,v} >1

dicha funcion se denota como Cge.

La anterior definicién permite la creacién del siguiente resultado,

Teorema 1.39. Sea C' una cépula cualquiera y sea Crz su extension para R%. En-
tonces Cr2 es vdlida como una funcion de distribucion conjunta de probabilidades
asociadas a un par de variables aleatorias U(0,1).

Demostracion. Primero se demostrard las propiedades establecidas en la proposicion
1.37, y para esto se toma H = Cy2, donde C' es la cépula de interés:

a) Para la propiedad (i), como C'(u,v) = 0 siempre que u, v < 0, entonces los limites
en (i) quedan como sigue,

lim H(u,v)=0= lim H(u,v)

V—>—00 U——0o0

b) Para la propiedad (ii), notemos lo siguiente,

vgr—{looH(u’v) - 1{0<u<1} T 1{u21}

lim H(u,v) = 1{0<U<1} —|—1{021}

Uu——+00

y en ambas casos, estas funciones son admisibles como funcién de distribucion de
probabilidades asociadas a variables aleatorias U(0,1).

c) Para el caso (iii), por definicién de Ckg,

lim H(u,v) =1
(u,v) = (400,+00)
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Para el caso (iv), es claro que H es 2-creciente en I?, y para el caso de B = [y, To] X
[y1,72] C R? cualquiera se tiene que la extensién establecida en la definicién 1.38
cumple con la condicién siguiente,

H(0,v); Si  u<0

_ JH(u,0); Si v<O0
Hwv) = 1) si o>1 (1.55)

H(l,v); Si wu>1

por lo que,

Vu(B) = Vu(B") =2 0

donde B* = [méx{z;,0}, min{zs,1}] x [méx{y;,0}, min{ys,1}] (esto significa
que, por entrada, no se acomula volumen por debajo de 0 y todo el volumen ya
fue acumulado, por entrada, por encima de 1).

Para el caso (v), esto es consecuencia inmediata del lema 1.30 con ciertos ajustes
utilizados en el inciso anterior.

Para el caso (vi), se sabe por el teorema 1.43 que cualquier cépula es uniformemente
continua, y eso incluye la propiedad (vi) como caso especial, del mismo modo que
los incisos d) y e), esta extensién se puede hacer facilmente para todo x,y € R.

Ya encontramos las distribuciones univariadas que corresponden a la funcién Cg, por lo

que el teorema 1.39 queda demostrado.

]

Las propiedades que la funcion Cy2 tiene como funcién de distribucion conjunta

de probabilidades estan dadas en la siguiente proposicién,

Proposicién 1.40. Sea (U, V') un vector aleatorio con funcion de distribucion con-
jJunta de probabilidades Cr2 para una copula cualquiera C. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades.

(i) Ran (U,V) C I,

(ii) RanU = Ran'V =]0,1[* con funciones de distribucién de probabilidades mar-

ginales iguales y con la forma siguiente,
FU(Z) = 1{0<z<1} —|—1{221} :FV<Z) (1.56)

es decir, U,V «~ U(0,1).
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Demostracion. La propiedad (i) es consecuencia de como esta definida cualquier cépula,
mientras que la propiedad (ii) ya quedo probada en la demostracién del teorema 1.39
inciso b).

O

Por lo cual, cualquier cépula C' puede ser interpretada como una funcion de
distribucién conjunta de probabilidades para un v.a. (U, V) de uniformes cero-uno.
Después de introducir el Teorema de Sklar (1959), se notara que las cépulas permi-
ten medir la dependencia de cualquier v.a. (X,Y) primeramente transformando su
funcién de distribucion conjunta de probabilidades Fxy en términos de una copula.

Los siguientes resultados se establecen en general para cualquier subcopula, y
por lo tanto también son vélidos para cualquier copula.

Teorema 1.41. Sea C' una subcdpula. Entonces para todo (u,v) € Dom C,

méx {u+v—1,0} < C'(u,v) < min {u,v} (1.57)

Demostracion. Para la parte superior de la desigualdad a demostrar, al ser C " creciente
para cualquier entrada

por lo cual, C''(u,v) < min{u,v}. Para la desigualdad inferior, se considera el C''-
volumen del rectangulo B = [u, 1] X [v, 1],

Vo (B)=C"(1,1) = C'(1,v) — C"(u,1) + C" (u,v) >0

entonces,

l—v—u+C (u,v) >0

C (u,v) >u+v—1

por lo cual se cumple que C'' (u,v) > max {u+v — 1,0}. O
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En la desigualdad 1.57 se establecen dos funciones, M := min{u, v}y W(u,v) :=
max {u + v — 1,0}, que cumplen la siguiente condicién para cualquier cépula C,

W(u,v) < Clu,v) < M(u,v) (1.58)

la desigualdad 1.58 es la version en cépulas de las cotas de Fréchet-Hoeffding. A M
se le denomina cota superior de Fréchet-Hoeffding y a W como la cota inferior de
Fréchet-Hoeffding. Se puede comprobar facilmente que M y W cumplen las propie-
dasdes de una cépula. Ademads, otra copula de especial interés es la cdpula producto
II(u,v) := wv. En la figura 1.1 se tienen mapas de calor para las cépulas W I y M.

(IE}

Copula W Copula TT Copula M
10 10 10 M .
09
08 08 08
07
06 06 06
04 06 08 10 04

02

Figura 1.1: Mapas de calor cépulas W, 1Ty M.

Ejemplo 1.42. Sean (Upr, Var), (Un, Vir), (Uw, Viv) vectores aleatorios con funcion
de distribucion conjunta de probabilidades Mgz, g2, Wr2, respectivamente. Se ob-
tienen las siguientes funciones de distribucion condicionales para cualquier (u,v) €
J0,1[?

Fl(vyu) = FVM|UM(U’u)
Fy(v]u) == Fyyjug (v u)
F3(U|u) = FVW|UW(U|U)

(i) Para el caso de (Uyr, Vi), utilizando la ecuacion 1.26,
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Fiv|u) = lim P(V)y <v|u—3d <Upy <u)

6—0t
L Mae0) = Mea((u = 8),0)
= lim
§—0+ )
0, Siv<u
T\ Siv>u {vzu}

por lo que Vi |{Un = u} es una variable aleatoria discreta tal que,
]P’(VM:u‘UM:u> —1

(ii) Para el caso de (Ur, Vi), utilizando la ecuacion 1.26 y 1.28,

%HRQ (u,v)

4y

Fg(v|u):61_1’>riloP(VH§v|u§UH§u+5):
du

=l e T

por lo que Vi |{Un = u} «~ U(0,1).
(#i) Por dltimo, para el caso de que (Uw, V), utilizando la ecuacion 1.26,

Fi(v|u) = lim P(Viy <vlu < Uy <u+9)

6—0t
. Wge(u+0,v) — Wge(u—,0)
= lim
5—0+ u+0—u

0 Siv<1—u_1
T\ Siv>1—u {vzi-u)

por lo que Viy [ {Uw = u} es una variable aleatoria discreta tal que,

P(szl—u’UW:u>:1

31

Este ejemplo hace ver como los v.a. (Uyr, Var), (Uw, Viv) cumplen la siguiente condi-

cion,

IP(UM:VM> _ 1:IP<UW: 1—VW)

mientras que en el caso de (U, Vi) se tiene que U,V son v.a. independientes.
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El siguiente teorema es consecuencia inmediata del lema 1.32 y de la proposicion
1.35, por lo cual la demostraciéon se omite.

Teorema 1.43. Sea C' una subcdpula. Entonces para todo (u1,uz), (v1,v9) € Dom c’,

/

C (UQ,UQ) - C’l(ul,vl) S ’Ug — Ul‘ + ’Ug - U1| (159)

’ . . /
Por lo que C es uniformemente continua en Dom C'" .

En la siguiente definicion, se establecen ciertas funciones de interés que repre-
sentan secciones de una coépula C' cualquiera.

Definicién 1.44. Sea C' una copula, y a cualquier numero en 1. Se definen las
siguientes funciones:

(i) La seccién horizontal de C' en el punto a es la funcion hS : 1 — 1 definida
como sigue:

he(t) :== O(t,a) (1.60)

(ii) La seccién vertical de C en el punto a es la funcion vS : 1+ 1 definida como
sigue:
ve(t) := Cla,t) (1.61)
(i1i) La seccion diagonal de C' es la funcion d¢ : I — 1 definida como:
dc(t) == C(t,t) (1.62)

Corolario 1.44.1. Las secciones horizontal, vertical y diagonal de una copula C' son
no decrecientes y uniformemente continuas en 1.

Demostracion. Consecuencia inmediata del lema 1.30 y del teorema 1.43. O

Se concluye el capitulo con dos teoremas relacionados con las derivadas parciales
de una cépula y un ejemplo. La palabra “casi” es usada en el sentido de la medida
de Lebesgue'®(una condicién que se cumple “casi” en cualquier lugar significa que
se cumple en un conjunto de medida uno, aunque dicho conjunto no necesariamente
sea todo el espacio muestral).

13Para mas informacién al respecto, véase, Klenke op. cit.
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Teorema 1.45. Sea C' una cdpula. Para cualquierv € 1, la derivada parcial 0C (u,v)/0u
existe para casi todo w € L. 'Y para los w y v que exista se cumple que,

0
< — < .
0< auC’(u, v) <1 (1.63)

De forma similar, para cualquier v € 1, la derivada parcial OC(u,v)/0v existe para
casi todo v € I, y para esos u y v se cumple que,

0
< — < .
0< aUC’(u,v)_l (1.64)

Ademds las funciones,
u %C’ (u,v)

v = %C’(u,v)

estan definidas y son no-decrecientes casi en todo 1.

Demostracion. Véase Nelsen op. cit. ]

Ejemplo 1.46. Las derivadas parciales de las copulas M, 11, W estan dadas por las
siguientes ecuaciones:

(i) Para el caso de M, se cumple lo siguiente:

0 J
%M(u,v) = %mln{u,v} = 1{u>v}7 u#v

0

0 .
%M(u,v) = %mm{u,v} = 1{U>u}, u# v

(ii) Para el caso de 11, se cumple lo siguiente:

0 0
%H(u,v) =5, W=
0

%H(u,v) =5, W=
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(iii) Y para el caso de W, se cumple lo siquiente:

0

9 .
%W(u,v):%max{u+v—1,0}—1{u>liv}, utl—w
0 o _
%W(u,v):%max{u—kv—l,()}—l{vﬂ_u}, u#tl—v

por lo cual, en los puntos que las deriwadas siguientes estén definidas, se cumple lo
siguiente (en relacion al ejemplo 1.42),

Fi(v|u) = %M(u,v)

0
Fv|u) = %H(u, v)
Fs(v|u) = %W(u,v)

El anterior ejemplo, es un caso particular del siguiente resultado,

Teorema 1.47. Sea (U,V) un vector aleatorio cualquiera y sea Cgz Su respectiva
funcion de distribucion conjunta de probabilidades para una copula C cualquiera.
Entonces se cumplen lo siguiente,

Fyp(v|u) = %C’Rz(u, v) (1.65)
Fyv(ul|v) = %C’W(u, v) (1.66)

para todo (u,v) € I? donde las derivadas 1.65 y 1.66 estén definidas.

Demostracion. Sea (U, V') un v.a. que cumpla las condiciones del teorema 1.47. Entonces
por 1.40 se cumple que para todo z € (0, 1)

Fy(z) =z =Fy(z)

entonces se cumple que,

Fv‘U(U|U) = lim
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y se puede desarrollar un resultado similar para Fy |y (u|v).
[

Teorema 1.48. Sea C una copula cualquiera. St OC (u,v)/0v y OC (u,v)/Oudv son
continuas en I y OC(u,v)/0u existe para todo v €]0,1[ cuando v = 0 entonces
OC (u,v)/Ou y *C(u,v)/Ov Ou existen en]0,1[? y
0? 0?
ou (%C’(u, v) = Ov du

C(u,v)

Demostracion. La prueba se puede ver en Seeley (1961). O

1.3. EIl Teorema de Sklar y sus consecuencias

Se inicia esta seccion estableciendo dos definiciones importantes e inmediata-
mente se establece el teorema de Sklar, el cual permite relacionar las funciones de
distribucién marginales F'x y Fy, con su respectiva funciéon de distribucién conjun-
ta de probabilidades F'xy. Luego, se extienden las implicaciones de dicho resultado,
asl como un ejemplo que nos permita comprender mas a fondo como las cépulas
permiten construir modelos multivariados de forma sencilla.

Definicién 1.49. Una funcion de distribucion es una funcion F con dominio R tal

que,

(i) F es no-decreciente.
(ii) F(—o00) =0y F(c0) = 1.

Definicién 1.50. Una distribucion conjunta es una funcion H con dominio R tal
que

(i) H es 2-creciente.
Noétese que si H es una funcién de distribucién, entonces H es anulable (para —oo y
—00) y como Dom H = EQ, H tiene las siguientes marginales

F(x) = H(z,00)
G(y) = H(o0,y)
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ademds, como consecuencia del corolario 1.44.1 se tiene que las funciones F' y GG son
no-crecientes y por la definicién 1.50,

por lo que F'y G cumplen la definicién 1.49 y pueden ser consideradas como funciones
de distribucién.

Una vez establecidas las dos definiciones anteriores, es necesario establecer el
siguiente resultado.

Teorema 1.51. Sea Fxy una funcion de distribucion conjunta de probabilidades
asociada a un vector aleatorio (X,Y) cualquiera, entonces se cumple lo siquiente

(1) Fxy estd definida en todo R* y podemos extender Fxy a Rz como sigue

FXY(:Ea _OO) = yEIPOO FXY(:Ea y)

e feea o <o) foca =5
= P(2) =0

Fxy(=00,y) = lim Fxy(z,y)

r{feen oA =)
=P(@)=0
Fxy(—00,—00) :=0

ny(O0,00) = lim FXY<xay)
(@,y)—(c0,00)

= lim )P({wEQ:X(w)Sx}ﬂ{weQ:Y(w)Sy})

(2,y)— (00,00

—P(Q) =1

donde todos los anteriores limites existen gracias a que las medidas de proba-
bilidad son continuas.'*

MPara mas informacién con respecto a la continuidad de las medidas de probabilida, véase Klenke
op. cit.
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(i) Fxy es una funcion 2-creciente.
(7ii) Las marginales de Fxy descritas a continuacion

Fx(z) = ylggo Fxy(z,y)

Fy(y) = xlgglo FXY(% Y)

cumplen las condiciones de la definicion 1.49.

(iv) Se tiene que también las marginales Fx y Fy son continuas por la derecha.'

Por lo cual, toda funcion de distribucion conjunta de probabilidades Fxy es tam-
bién una funcion de distribucion, y sus respectivas marginales Fx y Fy son también
funciones de distribucion. Esto es importante ya que cualquier resultado posterior
relacionado con funciones de distribucion y funciones de distribucion conjunta tam-
bién serd valido para cualquier modelos probabilistico (X,Y) en relacion a su funcion
de distribucion conjunta de probabilidades asociada Fxy .

En preparacién para la demostracién central de esta seccién (Sklar (1959)), se
establece el concepto de cuasi-inversa para una funcién de distribucién y se esta-
blecen los lemas 1.53 y 1.54, asi como el corolario 1.53.1. Las demostraciones de los
lemas 1.53 y 1.54 se pueden encontrar en Schweizer y Sklar (1974).

Definicién 1.52. Sea F' una funcion de distribucion. La cuasi-inversa de F' es cual-
quier funcion FY tal que,

(i) Sit € Ran F,
FEY@) = FL(1) (1.67)

(ii) Sit ¢ RanF,
FUY(t) = inf{z| F(z) >t} (1.68)

St F' es estrictamente creciente, entonces F' solo tiene una funcion cuasi-inversa y
se cumple que,
FEY = pt (1.69)

15Consecuencia inmediata de la continuidad de las medidas de probabilidad y los limites de
eventos, se cita nuevamente Klenke op. cit.
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Lema 1.53. Sea H una funcion de distribucion conjunta con marginales F' y G.
Entonces existe una unica subcdpula C tal que

(i) DomC' = Ran F x RanG.
(ii) Para todo z,y € R, H(z,y) = C"(F(z),G(y)).

Corolario 1.53.1. Sean H, F, G, y C" tal como en el lema 1.53, y sean F-Y y GV
cuasi-inversas de F' y G, respectivamente. Entonces para cualquier (u,v) € Dom C”,

!

C'(u,v) = H(F"(u), GV (v)) (1.70)
y en el caso de que F y G sean continuas, C' es una cdpula denotada como C' vy
C(u,v) = H(Fﬁl(u), Gil(v)) (1.71)

Demostracion. Por el lema 1.53 se cumple que,

’

H(,y) = C' (F(x), G(y)) (1.72)
y realizando el cambio de variable siguiente,

u=F(z) =z =F"Y(u)
v=Gly) =y =G )

sustituyendo en la ecuacién 1.72 se obtiene la igualdad siguiente,

’

O (u,v) = H(FTD (), G (v))

. / ’ s
En el caso de que F'y G sean continuas, entonces C' es una cépula y ademéas F'y G solo
tienen una cuasi-inversa, la cuales son sus funciones inversas F 1, G, respectivamente.

]

Lema 1.54. Sea C' una subcépula. Entonces existe una copula C' tal que C(u,v) =
C’l(u, v); ¥ (u,v) € Dom C': es decir, cualquier subcdpula puede ser extendida a una
copula. La extension en general no es unica.
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Teorema 1.55 (Sklar (1959)). Sea H una funcion de distribucion conjunta con mar-
ginales F' y G. Entonces existe una copula C' tal que para todo x,y € R,

H(x,y) = C(F(aj),G(y)) (1.73)

St F' y G son continuas, entonces C' es unica; en otro caso, C' esta determinada de
forma inica en Ran F' x Ran G. De la misma forma, si C' es una copula y F y G
son funciones de distribucion, entonces la funcion H definida en 1.73 es una funcion
de distribucion conjunta con marginales F y G.

Demostracion. Para la primera implicacion, utilizando el lema 1.53 existe una unica
subcopula C’ con DomC' = RanF x RanG que puede extenderse a una cépula
mediante el lema 1.54; en el caso particular que F'y G sean continuas, como consecuencia
del corolario 1.53.1 se tiene que Ran F' = [0, 1] = Ran G y la c6pula en cuestion es unica.
Ahora bien, sea C' una cépula y F'y GG funciones de distribucion cualesquiera, definamos
la funcién H como sigue,

H(z,y) == C(F(x),G(y))

la funcién H cumple con las propiedades de la definicién 1.50, esto como consecuencia
de la definicién 1.49 y por las propiedades establecidas para una cépula en la anterior
seccion. Por ultimo se cumple lo siguiente,

F(x) = C(F(x), 1) = ylirrolo H(x,y)
Gly) = C(l,G(y)) = lim H(x,y)

T—00

Cumpliéndose lo deseado.

Tal y como dice (Nelsen, 2006),

The name “copula” was chosen to emphasize the manner in which a copula
“couples” a joint distribution function to its univariate margins.

por lo cual, se puede considerar a una cépula como un enlace o conector entre
distribuciones univariadas marginales y distribuciones conjuntas.

En relaciéon con una funcién de distribucién conjunta de probabilidades F'xy
asociada a un v.a. (X,Y), el teorema de Sklar dice dos cosas:
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(i) Siempre se puede obtener una cépula C' que cumple con la condicién

(ii) Para cualquier par de v.a. X y Y, se pueden crear muchos modelos bivartiados
utilizando cualquier copula C' que se desee. Esto se hace utilizando las funciones
de distribucién de probabilidades Fy y Fy; y luego escogiendo la copula C' que
represente la relacion de dependencia que se desea exista entre X y Y. Asi se
obtiene un posible modelo H para el v. a. definido como sigue,

H(l’,y) = C(Fx(.%’), FY(y))

El corolario 1.53.1 permite obtener la copula que representa la dependencia en
un v.a. (X,Y). Gracias a esto, se da la definicién.

Definicion 1.56. Sea (X,Y) un vector aleatorio y Fxy su respectiva funcion de dis-
tribucion conjunta de probabilidades. S1 Fx y Fy son funciones continuas, entonces
se define como Cxy a la siguiente copula,

ny(u,v) = ny(Fil(u),Fgl(U)) (174)

A la copula Cxy la denominamos como la copula del modelo (X,Y). La unicidad de
la funcion C'xy requiere de la continuidad de las funciones Fx y Fy.

Una copula especial ya antes mencionada es la copula producto I(u, v) = uv; la
importancia de esta copula se da en el siguiente resultado

Teorema 1.57. Sea X y Y dos v.a. continuas cualesquiera y sea Cxy la copula del
modelo (X,Y). Entonces X yY son variables aleatorias independientes si y solo si,

Cxy(u,v) = uv = II(u,v)

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del teorema 1.16.

Ol

Otro resultado interesante e 1til en relacion a copulas es el comportamiento que
estas tienen con respecto a funciones continuas estrictamente mondtonas.
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Lema 1.58. Sea X wuna variable aleatoria continua y sea o : Ran X — R, una
funcion continua estrictamente mondtona, entonces la variable aleatorio a(X) es
también continua y se cumple que

(i) Si« es estrictamente creciente,
Fox)(t) = Fx (a7'(1))
(ii) Si « es estrictamente decreciente,

Fa(X)(t) =1-—Fy (Oéil(t))

Demostracion. Sean aq y o funciones continuas estrictamente mondtonas, la primera
creciente y la segunda decreciente. Entonces se cumple lo siguiente,

<t)=P(X <oy'(t) = Fx(ar'(?))
Foy)() =P(aa(X) <t) =P(X > a3 ' (t)) =1 — Fx (a3 ' (¢))

y lo demds es consecuencia inmediata de que a; y ap son continuas.

Con el anterior resultado, se establece el siguiente teorema.

Teorema 1.59. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con copula Cxy. Si
a y B son funciones continuas estrictamente crecientes en Ran X y Ran'Y, respec-
twamente, entonces Cyx)pv) = Cxy. Es decir, Cxy es invariante con respecto a
transformaciones continuas y estrictamente crecientes en X y Y.

Demostracion. Sean Fx, F,,, Fy y Gg las funciones de distribuciéon de X, a(X), Y y
B(Y), respectivamente. Como a y [ son continuas y estrictamente crecientes, entonces
se tiene que a(X) y S(Y) también son variables aleatorias continuas y ademaés,

por lo que Cy(x)5(y) cumple lo siguiente,
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Caxyr) (Fal@), Gs(y)) = P(a(X) < 2, 5(Y) < y)
=P(X <a'(2),Y <B7'(y))
= Cxy (Fx(a™'(x)), Fy (67 (y)))
= CXY(Fa(I)aFB(?J))

Y como X y Y son v.a. continuas, Ran I, = Ran Fg = I, entonces se sigue que
OQ(X)ﬁ(y) = OXY en 12.

Ol

El resultado en 1.59 se puede extender con el siguiente teorema.

Teorema 1.60. Sea X y Y wariables continuos con copula Cxy. Sea o y B son
funciones continuas estrictamente mondtonas en Ran X y Ran'Y, respectivamente.

(i) Si « es estrictamente creciente y B es estrictamente decreciente, entonces:

Cax)py) (U, v) = u — Cxy (u, 1 — v) (1.75)

(ii) Si « es estrictamente decreciente y [ es estrictamente creciente, entonces:

Carx)pry(u,v) =v = Cxy (1 — u, 1) (1.76)

(i1i) Si oy B son estrictamente decrecientes, entonces:

Ca(x)pr) (4, 0) =u+v =1+ Cxy(1 —u,1—v) (1.77)

a las copulas 1.75, 1.75 y 1.77 se les denota como CH, CV y CHV | respectivamente,
y se les denomina rotaciones horizontales, verticales y completas de C, respectiva-
mente. Por lo tanto, para cualquier copula C se tiene lo siguiente,

CH(u,v) :==u— C(u,1 —v)
CV(u,v) :==v—C(1 —u,v)
CHV (u,v) =u+v—1+C1—u,1—0)

Demostracion. Sean Fy, Fy, Fy y G las funciones de distribucion de X, a(X), Y y
B(Y), respectivamente. Se demuestran los casos (i) y (iii),
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(i) Si « es estrictamente creciente y 3 es estrictamente decreciente, entonces:

Caop) (Fa(r), Ga(y)) = P(a(X) < 2, 8(Y) <)

a l(z),Y > y)

a (@) —P(X <al(2),Y <B87(y)
= Fx (a7} (z)) = Cxy (Fx(a™}(2)), Fy (67 (2)))
= Fo(x) = Cxy (Fu(z),1 — F3(y))

es decir, para todo (u,v) € I?,
Cox)s0) (U, v) = u — Cxy (u, 1 — v)

(iii) Si oy B son estrictamente decrecientes, entonces:

Caav) (Fa(@), Ga(y)) = P(a(X) < 2, 8(Y) < y)
=P(X >a '(x),Y > 57'(y))
=1-P(X <a'(z)) —P(Y <B87'(v))
+P(X <al(2),Y <57'(y)
=1—Fx(a ' (z)) — F¥(B7(y))
+ COxy (1= Fu(r),1 = Fs(y)
= Fo(x) + Fa(y) —
+ Cxy (1= Ful@), 1 = Fa(y))

es decir, para todo (u,v) € I%,

Caix)p) (4, v) = u+v — 14 Cxy (1 —u, 1 —0)
mientras que el caso (ii) es equivalente a (i). =

Por lo cual, toda medida de dependencia que se defina sobre Cxy es invariante
con respecto a transformaciones continuas monoétonas crecientes. A continuacion, se
establece una clasificacion para cépulas que tiene una interpretacion probabilistica
bastante interesante y esta informacion se analiza mediante un ejemplo.

Definicién 1.61. Sea C una copula cualquiera, se denota,

C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u,v) (1.78)
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donde,

c(u,v) / / py C(s,t)dtds (1.79)
Se(u,v) ,v) — Ac(u,v) (1.80)

(i) Si C = Ac en 12, entonces se dice que C' es absolutamente continua.

(11) Si C' = S¢ en 12, entonces se dice que C' es singular. Y para este caso se cumple
que 0?/OudvC(u,v) = 0 casi en todo I?.

(i1i) En otro caso, se dice que C' tiene un componente absolutamente continuo Ac
y un componente singular Sc.

Ejemplo 1.62. Para este ejemplo se toman las siquiente copulas y se analizan sus
derivadas parciales miztas,

M (u,v) = min{u, v}
(u,v) = uwv
MO(u,v) = min{u'?v, uv*/3}

(i) Para la cépula M se cumple que,

0? M(u,v):{ 0 Siu # v

oudv no existe Siu=v

(ii) Para la copula 11 se cumple que,

o2
Oudv

M(u,v) =1

(#i) Para la copula MO se cumple que,

- w2 G2 s 23
58 MO(u,v) =< v V2 Siul/? < /3
udv

no existe Siu'/? = v?/3

Si los v.a. (Unr, Vir), (Un, Vi) v (Uno, Vo) tienen como funciones de distribucion
Mgz, Ilge y M Og2, respectivamente, entonces se cumple lo siguiente
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(i) Para el v.a. (Up, Var), se tiene que la copula M es singular y ademds:
P(Uy = Vi) =1

(ii) Para el v.a. (U, Vi), se tiene que la copula 11 es absolutamente continua.

(iii) Para el v.a. (Uno,Vio), se tiene que la copula MO tiene un componente
absolutamente continuo Ayro, un componente singular Syo y ademds:

0<P(UN =Vild) <1

Se termina esta seccién dando dos resultados que son de especial importancia
para la simulacion o regresion de vectores aleatorios.

Lema 1.63. Sea X wuna wvariable aleatoria cualquiera, Fx su respectiva funcion
de distribucion de probabilidades y U «~ U(0,1); entonces se cumple que si Y =

FyOw),
Fy(y) = Fx(y) (1.81)

En el caso particular de que F'x sea estrictamente continua se cumple que
Y = F{HU) (1.82)

Demostracion. Sea Y := F)({D(U)7 entonces Fy queda como sigue,

Fye(y) =P(Y <y) = P(FL (U) <) = P(Fx (FS V(0) < Fx(y))
=P(U < Fx(y)) = Fu(Fx(y)) = Fx(y)
Si F'y es estrictamente creciente, se tiene que la Unica cuasi-inversa de F'x es su inversa

Filyy
Y =Fy'(U)

]

Teorema 1.64. Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo y C' la copula
asociada al modelo, entonces se cumple para el vector aleatorio (U, V) con U :=

Fx(X),V = FY(Y)}

(i) U,V «~U(0,1). Es decir, ambas variables aleatorias son transformadas en uni-
formes cero-uno, sin importar que tipo de variables aleatorias sean X y Y.
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(ii) Fyv = Cgre. Es decir, el vector (U, V') mantiene la dependencia existente en la
copula C.

Demostracion. Realizando la demostracion por partes,

(i) Para la primera parte, como (X,Y’) es un v.a. abs. continuo, entonces X y Y son
v.a. abs. continuas y se cumple que,
Fy(u) = P(U < u) = P(Fx(X) < u) = P(X < Fy' () = Fx (Fx'(u))
=ulfy e T
Fy(v) =P(V < v) =P(Fy(Y) <0) =P(Y < B (0)) = Fy (B (v)
=l ) T

por lo cual, U,V «~ U(0, 1).

(ii) Ya que Fx y Fy son funciones continuas y estrictamente crecientes se cumple,
gracias al teorema 1.59, que,

Cuv = Cryx)ry (v) = Cxy

1.4. Simulacion y regresién mediante copulas

En esta seccion se establece una generalizacién para el concepto de regresion
establecido en la definicion 1.18, esto se hace utilizando el teorema 1.64. Se hace notar
la ventaja que implican las copulas a la hora de generalizar procesos de regresion y
simulaciion de variables aleatorios.

1.4.1. Simulacién mediante cépulas

Para la parte de simulacion, se inicia con el concepto de muestra aleatoria.

Definicién 1.65. Sean X = {Xl,Xz, . ,Xn} un conjunto de variables aleatorias
(o wvectores aleatorios). Decimos que X es una muestra aleatoria (denotado como
m.a.), si se cumplen las siguientes dos condiciones.
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(1) Siparai#j:
Fx, = Ix; (1.83)

(i1) La distribucion conjunta de probabilidades de X es de la siguiente forma:
Fx(x) = Fx,Xg-Xa (X1, X2, ..., Xn) = | [ Fx, (1) (1.84)
i=1

es decir, el conjunto X es un conjunto de variables aleatorias (o vectores aleatorios)
independientes e idénticamente distribuidos.

Una vez dada la definicién 1.65, utilizando el Teorema de Sklar 1.55 se establece
el siguiente resultado.

Teorema 1.66. Sea (X1, X3) un vector aleatorio cualquiera, Fx,x, su respectiva
funcion de distribucion conjunta de probabilidades y C' su copula asociada.

Si Uy, Uy v~ U(0,1) tales que Fy,y, = Cr2, entonces para las variables aleatorias

Fyiva (Y1, 92) = Fx, x5 (41, Y2) (1.85)
En el caso particular de que Fx, sea estrictamente continua se cumple que
Y; = Fx(U) (1.86)
Demostracion. Tomemos Y; := F)(gl)(Ui); t = 1,2 y encontremos Fy,y,,

Frivy(y1,10) = (Y1 < 0, Ya < o) = P(F D (UL) < i, FY D (Us) < o)
=P(U1 < Fx,(11), U2 < Fx,(y2)) = Crz (Fx, (1), Fx,(y2))

como (FX1 (yl),FXZ(yg)) € I? y por como estd definida Cge en la definicién 1.38, se
cumple que,

FY1Y2 (yla y2) = Cpe (FX1 (y1)> FX2 (yQ)) = C(FXI (yl)a FX2(y2))

donde C es la cépula asociada al vector (X, Y'). Por el teorema de Sklar se cumple que,

Fyivy(y1,92) = C(Fx, (1), Fx,(12)) = Fx,x, (Y1, 92)
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En el caso de que Fl, sea estrictamente creciente, entonces también se cumple que la
_ .. -1
Unica cuasi-inversa de F'x, es Iy ", por lo cual,

i

Y = Fy!(Uy)
O

El teorema 1.66 permite crear el siguiente algoritmo para la creacién de una
muestra aleatoria observada de cualquier vector aleatorio (X,Y).

Algoritmo 1.66.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio cualquiera con funcion de distri-
bucion conjunta de probabilidades Fxy. Fx y Fy son las funciones de distribucion de
probabilidades marginales y sea Cxy la copula asociada al vector aleatorio (X,Y). Se
desea obtener una muestra aleatoria de tamano n del vector aleatorio (X,Y). Esto
se puede hacer con los siguientes pasos:

1. Se stimula una m.a. de tamano n para una v.a. U «~ U(0,1). Dicha muestra se

denota como {uy,ug, ..., u,}.
2. Se simula un valor aleatorio para cada una de las siguiente n v.a. {V1,Va, ..., V,},
cuyas respectivas funciones de distribucion de probabilidades son las siguientes.
0 .
F\/;|Ui(vi‘ui):8_CXY<uvv) ZE{LQ,...,H}
u U=1u;
Dichos valores se denotan como {vy,va, ..., v,}.
3. Se realizan las siguientes transformaciones para la m.a. {(uy,v1), (U, v2), .. ., (Un, V) },

Ty = F)({l)(ui)
i = Y ()

obteniendo asi el conjunto {(x1,11), (T2,Y2),- -, (Tn,yn)} que representa una
m.a. del vector (X,Y).

La implementacion del algoritmo 1.66.1 se da en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.67. Sean (X1,Y1) y (Y1,Ys) dos vectores aleatorios con las siguientes
funciones de distribucion conjuntas de probabilidades.

Fron(e,y) = (1= e galy)exp { (Flos (1 —e™)* +(~lowen(@)*) “Jip oy

Fx,v,(z,y) = pa(2) (1 — 1/y°) exp { ((—1log @a(x))® + (—log (1 — 1/3/3))8)_1/8}1{M>0}
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donde p1 Yy po estan definidas como sigue,

e1(y) = /io t\/lﬁexp{ - g}dt

pa(7) = /Ox t\/l% exp{ - (logzt)Q}dt

Para estos dos modelos, se nota lo siguiente,
—1/8
Cx,v; (u,v) = uvexp {((— log u)® + (—log v)s) / } = Cx,v, (u,v)

por lo cual, ambos vectores aleatorios cuentan con la misma copula asociada pero
distintas marginales, por lo que para la simulacion de la muestra aleatoria, los pri-
meros 2 pasos del algoritmo 1.66.1 son iguales para ambos modelos y el unico que
difiere es el paso 3. En la figura 1.2 se puede ver los resultados de una simulacion de
tamano 1000 para cada vector aleatorio.

Modelo(X,,Y,) Modelo (X, Y ,)

o :'
g0 © @ ..f"'

I

7o 4

(a) Primer modelo (b) Segundo modelo

Figura 1.2: Simulacién para los modelos (X1,Y7) v (Xa, Y2).

Se puede notar como las distribuciones univariadas Fx,, Fx,, Fy,, Fy, afectan el ma-
pa de dispersion de los datos. A simple vista, podria llegarse a la conclusion erro-
nea de que las figuras 1.2a y 1.2b tienen dependencia distinta, aunque se sabe por
construccion del ejemplo que esto no es el caso, este ejemplo hace notar como las
distribuciones univariadas agregan “ruido” a los mapas de dispersion.
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1.4.2. Regresiéon mediante cépulas

Para esta seccién, se extiende el concepto de regresion a cualquier cuantil a €
JO, 1.

Definicion 1.68. Sea (X,Y) un vector aleatorio cualquiera donde Fxy es la funcion
de distribucion conjunta de probabilidades del vector aleatorio anterior y sea a €
10,1[ un numero cualquiera. Se define la curva de regresion de nivel o para'Y dado
el evento {X = z} para cualquier x € R (siempre y cuando la funcion esté bien
definida en dicho punto),

RCo. (Y| X =12):=Q.(Y|X =2) (1.87)
donde el valor Qu(Y | X = x) queda definida como el punto que cumple la siguiente
condicion,

PY <Qu(Y|X=2)|X=2)=a (1.88)

Observacion 1.68.1. Para el caso en el que o = %(Siempre y cuando la funcion
esté bien definida en dicho punto),

RCq,,,(Y | X =2) =RCu(Y | X = 7)

yen el caso de 0 < a < B < 1 se puede crear un intervalo de confianza con probabi-
lidad (B — ) de la siguiente forma,

}Qa(wxzx),Qﬁ(wX:x)]
ya que se cumple que,
IP’(YG}Qa(Y|X:x),Q5(Y]X:I)} ‘X:x)

= FY|X(QB(Y’X = 1)

—B—-a

x) - Fm(@amx _ )

')

El siguiente resultado crea una relacion entre las curvas de regresiéon y la cépula
del modelo de interés.
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Teorema 1.69. Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo, C = Cxy
la copula perteneciente al modelo (X,Y) y sea a € (0,1) un niumero cualquiera.
Entonces se cumple (para los puntos donde la curva de regresion esté definida),

QulY| X =) = ' (Qu(V|U = Fx(2)) ) (1.89)
donde (U, V') es un vector aleatorio de uniformes cero-uno tales que Fyy = Cge.

Demostracion. Sea (X,Y) el v. a. abs. continuo en cuestion, entonces por consecuencia
del teorema 1.64,

a=Frx(QuY|X=2)z) =P(Y <Qu(Y|X =2)| X =2)
= P(Rr(Y) < By (Qu(Y | X = 2)) | Fx(X) = Fx(x))

- IP’(V < By (Qu(Y | X = 1) ’ U= FX(x))

por lo cual, se cumple que,
Fy(Qu(Y | X =2)) =Qu(V|U = Fx(x))
y sabiendo que Fy- 1 existe,

Qu(Y | X =2) = F;1<Qa(v U = FX(x))>

]

Ejemplo 1.70. Sean (X1,Y1) vy (X5,Y3) dos v.a. abs. continuos y sean Hy y Hs, sus
funciones de distribucion conjunta de probabilidades, respectivamente.

H —a) 7P L Y
(2, y) = [(1 —e) U+ <1 - E) - 1] {(@w) € 0.00)x(1,00) }

(68(17671) _ 1) (68(171/1/3) _ 1)
[1 - s —1 } Y ewenmxim}

1
H2(x7 y) = g log

para estos dos modelos, las distribuciones univariadas son las siguientes,
Fx,(z) = Hi(z,+00) = (1 — e_z)l{z>0} = Hy(z,+00) = Fy,(2)

By, () = Hy(+00,2) = (1 - i>1{z>1} = Hy(+00,2) = Fyy(2)

23
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es decir, marginalmente X1 = Xo y Yy = Ys. Las copulas pertenecientes a los v.a.
(X1, Y1) y (X2,Y3) son las siguientes,

)= (et -1)
C*(u,v) = %l [1 + (e - 81)£6j” — 1)}

Ahora bien, se desea construir para ambos modelos curvas de regresion que represen-
ten los cuantiles 25 %,50 % y 75 %, respectivamente. Esto se puede hacer utilizando
el teorema 1.69, primero se obtienen las derivadas parciales de C* y C?.

9 6(, -5 ,—5 —6/5
%C(uv)—u (u + v —1)

0 5 B eSu(e® — 1)

guC W) = 8 — 1+ (e8u —1)(edv — 1)

y utilizando el teorema 1.47, si (U1, V1) y (Ua, V) son v.a. abs. continuos con funcio-
nes de distribucion conjuntas de probabilidades Cg, y Cg,, respectivamente. Entonces
se cumple que,

—6/5
Fv v, (v]u) = u® (u_5 +o00 — 1)

eBu(e&; _ 1)
e — 1+ (eB —1)(efv — 1)

FV2|U2(U|U) =

por lo que se puede obtener Qo (V1 | Uy = u) y Qo(Va | Us = u) encontrando las funcio-
nes inversas de Fy, |y, (v|u) y Fy, v, (v|u), respectivamente, quedando como sigue,

~1/5
QulVi| Uy =) = [1 + (o - 1)u—s}

(e —1)a
T+ (eBr —1)(1— a)}

1
Qa(‘/Q|U2:U):§lOg |:1+

ahora bien, se necesita obtener Fiil = Fot = Fit
Y Y Y1 Yy

e = ()"

1—=2
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por lo cual se cumple que,

s\ Y
QulYi| X1 = 2) = (1 B /5>

0 ~1/3
1 8 _1
Ot(Y2|X2—~T)—<1—§log{1 1+(68((e L })

ST (1—a)

En la figura 1.3, se puede ver como se comportan las curvas de regresion con respecto
a una simulacion de tamano 1000 para cada v.a. (X1,Y1) y (X2, Y2).

En la figura 1.3a, se puede notar como conforme el valor x incrementa, entonces
Qo (Y1 | Xy = z) incrementa, mientras que en el caso de 1.3b el valor de Q, (Y2 | Xo =
x) decrece.

Modelo(X,,Y) Modelo (X, Y,)

(a) Primer modelo (b) Segundo modelo

Figura 1.3: Curvas de regresion Q,(Y | X = z) para los v.a. abs. continuos (X1,Y]) y
(X27 Y?)

1.5. Coépulas Arquimedianas

En esta seccion se construye una familia paramétrica de cépulas denominada
arquimediana, la cual permite modelar distintos grados de dependencia y de distintas
formas. Esta seccién esta fundamentada en informacién extraida de Nelsen (2006) y
Genest et. al. (1986).
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Se inicia esta seccion planteando un tipo de funciones que se convertiran en
“generadoras” de copulas bivariadas. Para esto se establece el concepto de funciones
pseudo-inversas.

Definicién 1.71. Sea ¢ : I — [0, 00] una funcion continua, estrictamente decreciente
tal que (1) = 0. La pseudo-inversa de ¢ es la funcion o= : [0, 00] — I dada por,

L1y Jelt); 0<
=170

Observacién 1.71.1. Nétese que o/~ es continua y no creciente en [0,00], y es-
trictamente decreciente en [0, p(0)]. Ademds, o= (p(u)) =u en 1, y

-1 t; 0<t
w<¢[}@»::{¢®% (0) <
= min{z, ¢(0)}

@() (1.90)

|/\ ~+
|/\
_|_
8

Finalmente, si p(0) = 400, entonces pl=1 = 1.

Ejemplo 1.72. Sean p1 y @2 las siguientes dos funciones definidas sobre 1,

e1(t) = (1 —1)?
@a(t) = (—logt)®

para las funciones o1 y ws se cumple que,
e1(1) = 0; @2(1) = 0; 1(0) = 1; 2(0) = +00

por lo cual las pseudo-inversas de @y y po, respectivamente, son las siquientes,

1 1—Vt 0<t<1
o ]<t>={

0, 1<t<oo

o ) =exp { - Vi)

las imdgenes de las funciones p1 y wo se muestran en la figura 1.4; mientras que la
figura 1.5 muestra las graficas de gp[fl] Yy 9051}

Se puede notar como p1(0) = 1 y p2(0) = oo, por esa causa la grdfica 1.5a se
comporta tal y como se ve.
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Generador ®, Generador @,
100
E] + 0o
80 | @ (1) -1
075
60
050
40
0325 -
000, . . . . oL, . : L i
0.00 025 0.50 0.75 100 0.00 025 050 075 100
(a) Funcién ¢ (b) Funcién ¢

Figura 1.4: Funciones ¢ y @2

Se establecen en los lemas 1.73 y 1.74 las propiedades que deben cumplir las
funciones ¢ descritas en la definicién 1.71 para poder generar cépulas bivariadas.

Lema 1.73. Sea ¢ : I — [0,00] una funcion continua, estrictamente decreciente tal
que (1) = 0, y sea oI~ la pseudo-inversa de ¢ definida en 1.72. Sea C : 1> — 1
una funcion dada por,

Clu,v) = ¢ (o(w) + p(v)) (1.91)
Entonces C satisface las siguientes dos condiciones

C(u,0)=0; C(0,v)=0 (1.92)
Cu,1) = u; Lv)=w (1.93)

2

es decir, C satisface la propiedad (i) establecida en la proposicion 1.35.

Demostracion. Para el primer caso, como p(u), @(v) > 0; Yu,v € 1,

C(u,0) =

; @ =0
C(0,v) = o1

=0

5 %5
8@
+ o+
5 6
=2

y para el segundo caso,
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Pseudo inversa @, Pseudo inversa )
1w}
08}
06+
04t
00 05 10 15 00 05 10 15
(a) Pseudo-inversa de ¢1 (b) Pseudo-inversa de ¢

Figura 1.5: Pseudo-inversas ¢; y ¢2

quedando demostrado el lema 1.73.
O

Lema 1.74. Sean ¢, o= y C definidas como en el lema 1.73. Entonces C es 2-
creciente si y solo si para todo v € 1,

Clug,v) — Cluy,v) < ug —uy (1.94)
stempre que u; < Us.

Demostracion. Notese que 1.94 es equivalente a la siguiente condicién,

VC([Ul,ug] X [v, 1]) >0

por lo cual la primera implicacién del lema 1.74 es clara.
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Ahora bien, si C' satisface la ecuacion 1.94. Se escojen vy, vy € I tales que v; < vy, v
como consecuencia del lema 1.73,

C(O,Ug) =0 S (%1 S Vg = 0(1,2)2)

Pero C' es continua (ya que ¢ y 90[71] lo son), y entonces existe un ¢t € I tal que
C(t,v5) = v y como I~ es estrictamente decreciente en [0, p(0)],

C(t,ve) = vy
P (1) + (v2)) = v1 = ol (1))

si y soélo si,

o(t) + p(v2) = p(v1)

Entonces,

C(uz,v1) — Cluy,v) = %0[71] (SO(U )+ (Ul)) [ 1]( (u1) + %0(01))

= o (p(ug) + @(v2) + @) — 1 (p(ur) + () + (1))
= C(O(Ug, Ug ) (O Ul, Ug )
< C(ug,v2) — Cluy, v)

cumpliéndose que,

O(UQ, Ug) — C(ul,UQ) — C(UQ, Ul) -+ C(Ul, Ul) Z 0

por lo cual C' es 2-creciente.

]

Los lemas 1.73 y 1.74 permiten probar el teorema mas importante de esta sec-
cion.

Teorema 1.75. Sea ¢ : I — [0,00] una funcion continua, estrictamente decreciente
tal que ©(1) = 0, y sea =Y la pseuda-inversa de ¢ definida en 1.73. Entonces la
funcion C : 1?2 + 1 dada por 1.74 es una cépula si y sélo si ¢ es convera.

Demostracion. La demostracion se puede ver en Nelsen op. cit.
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El teorema 1.75 permite crear una gran familia de cépulas, y a las funciones
@ se les denomina “generadoras aditivos”. Para terminar esta seccién se mencionan
algunas de las familias de cépulas arquimedianas mas conocidas.

Ejemplo 1.76 (Familia Frank). Esta familia fue mencionada por primera vez en
Frank (1979) en un entorno no estadistico. La cdpula queda definida como sigue,

(1.95)

Co(u,v) = —% log {1 + G ] G 1)]

e ¥ —1

y esta familia estd definida para todo 0 € R; 0 # 0. En este caso se tiene que la
funcion generadora esta dada por,

e 1
@o(t) = —log (—) (1.96)

e ¥ —1

la cual es un generador aditivo estricto. Para esta familia se cumple que C_oo = W,
Co=11 y Cs = M. Ademds la familia Frank cumple la siguiente propiedad,

v—Cy(l —u,v) =C_y(u,v) =u— Cy(u,1 —v) (1.97)

Es decir, si (X,Y) es un vector aleatorio cualquiera con cdpula asociada perteneciente
a la familia Frank denotada como Cy, y ademds o y 3 son funciones continuas es-
trictamente decrecientes en Ran X y RanY, respectivamente. Gracias a la ecuacion
1.97,

Caxyy = C_g
Cxpor) = Cg
Caxysrry = Co

es decir, la familia Frank es cerrada bajo transformaciones continuas mondtonas.

En la figura 1.6 se ven ejemplos de simulaciones de uniformes cero-uno que tienen
como distribucion conjunta la extension a R? de una cépula de Frank.

Otra parametizacion de la copula Frank se puede encontrar en Salvadori et. al.
(2007), aunque dicha parametizacion no cumple la ecuacion establecida en 1.97, por
lo cual se prefiere la parametizacion establecida en la ecuacion 1.96.

Ejemplo 1.77 (Familia Gumbel-Hougaard). Esta familia fue discutida por prime-
ra vez en Gumbel (1960) y es la copula subyacente de los modelos establecidos en



1.5. COPULAS ARQUIMEDIANAS 59

Frank (13) Frank (—5)
100 o8 100F @ o ]
e 8 . g 4 e .‘:? ... ...- [ ] ...
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050 | ° e, %uiomg oo 050f g ®  ® o o ° &
e 3w ?n-r e e o %o e Q. % °,
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é :’ ° o’ g o83
$Fass ooy % W SR,
o.oo-wi‘l ; - . 000}, | e c.’!' A
000 025 050 075 100 000 025 050 075 100
(a) Simulacién para 6 = 13. (b) Simulacién para § = —5.

Figura 1.6: Simulaciones para copulas de la familia Frank.

Hougaard (1986), de ahi viene su nombre. Ademds de que en Genest et. al. (1989)
se establece la relacion de esta familia de copulas con la teoria de distribuciones de
valores extremos. La familia de Gumbel-Hougaard queda definida como sigue,

Co(u,v) :=exp ( - [(— logu)? + (— log v)a] 1/0) (1.98)

y esta familia estd definida para todo 6 € [1,00[. En este caso tenemos que la funcion
generadora esta dada por,

po(t) = (—logt)’ (1.99)
el cual es un generador aditivo estricto. Para esta familia se cumple que C; =11 y
Co =M.

Aunque la familia Gumbel-Hougaard no cubre todo el espectro deseado (al no pasar
por W), se puede realizar una extension de esta familia de la siguiente forma, esto
se hace en base a la ecuacion 1.98,

Co«(u,v) :=u — C_p«(u,1 —v); 0" € [—00,—1] (1.100)
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la ecuacion 1.100 permite extender el modelo y se cumple que C_y =11 y C_o = W.

En la figura 1.7 se muestran simulaciones de uniformes cero-uno que tienen como
distribucién conjunta la extensién a R? de una cépula de Gumbel-Hougaard.

Gumbel Hougaard (1.5)
100 F ° : .... o .4 .::’
® o8 ° r .f'“ 8o © ®
o e @ 'los ...ﬁ .*. .:.-:{:
o7 . ,.‘ Se ‘...x’.t'"o
® o ® o e e 8%

050 F o
1]

025

ooo %@

(a) Simulacién para § = 1. 5.

1 L
0.00 025 030 075 100

100

075+

025

000}

Gumbel H ougﬂmd* (—3)

“é %

Ta g - °
3.-'?'5"":'..:. 4 .
¢ ..' ,.1 e®%e

® . . f...’.

L]
o o o o 8% o
o gy D
oy %
- . .0\..{.‘3
n. e { o
o. f- o
0.00 0.;25 0.‘50 0.}5 1.60

(b) Simulacién para 6* = —3.

Figura 1.7: Simulaciones para cépulas de la familia Gumbel Hougaard (extendida).

Ejemplo 1.78 (Familia Clayton). Cdpulas de esta forma fueron sugeridas por Clay-
ton (1978) y Oakes (1982) para modelar la asociacion de tablas de vida bivariadas,
ademds de ser mencionada en Genest et. al. (1986). La familia de Gumbel-Hougaard

queda definida como sigue,

Co(u,v) = {méx (u’o +070 -1, O)]

~1/0
(1.101)

y esta familia esta definida para todo 6 € [—1,00) tal que 8 # 0. En este caso tenemos

que la funcion generadora esta dada por,

wo(t) = g(t_a —1)

(1.102)

el cual es un generador aditivo estricto para 0 > 0. Para esta familia se cumple que

071:W,C():HQCOOZM.

En la figura 1.8 se vemuestran simulaciones de uniformes cero-uno que tienen como
distribucion conjunta la extension a R? de una cépula de Clayton.
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Clayton (—0.8)

1.00
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O'OD L 1 1 1 1 1
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(a) Simulacién para 8 = —0,8.

100
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Clayton (4)

s
0.75 100

(b) Simulacién para 6 = 4.

Figura 1.8: Simulaciones para copulas de la familia Clayton.

Para mayores ejemplos en relacion a copulas arquimedianas se puede checar Nel-
sen op. cit. y el apéndice de Salvadori et. al. op. cit. Por tltimo, existen extensiones de
copulas bivariadas arquimedianas al caso multivariado, y estos desarollos requieren
de extender las propiedades de las funciones ¢ (a un concepto denominado funciones
completamente monotdénicas'®), aunque cabe mencionar el siguiente comentario de

Nelsen op. cit.:

Although it is fairly simple to generate Archimedean n-copulas, they do have their
limitations. First of all, in general all the k-margins of an Archimedean n-copula
are identical. Secondly, the fact tha there are usually only one or two parameters
limits the nature of the dependence structure in these families.

por lo que esta extensién aunque matematicamente es posible, no permite tener mu-
cha libertad a la hora de cuantificar dependencia entre multiples variables aleatorias.

16Para mas informacién al respecto puede verse Nelsen op. cit.
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1.6. Medidas de concordancia y dependencia

Para cualquier v.a. (X,Y’) compuesto por variables aleatorias continuas X y Y
(para asegurar la unicidad de Cxy), se puede expresar la funcién de distribucién
conjunta de probabilidades Fxy mediante las siguientes tres funciones:

(i) La funcién Fx que representa la incertidumbre univariada de la v.a. X.
(ii) La funcién Fy que representa la incertidumbre univariada de la v.a. Y.

(iii) La funcién C'xy que representa la relacion existente entre X y Y.

creando asi la siguiente relacion,

Fxy (—>FX7Fy,CXY (1103)

Gracias al resultado en el teorema 1.64 asi como al ejemplo 1.67, se puede
notar como Fx y Fy “distorsionan” la dependencia contenida en el modelo (X,Y)
(el ejemplo 1.67 contenia distintos modelos bivariados (X, Y’) pero con una la misma
copula C'yy), por lo que es de interés crear medidas de dependencia que no dependan
de Fx y Fy en ningun sentido.

Esta seccion se enfoca en establecer dos tipos de medidas de asociacién numéricas
entre pares de variables aleatorias continuas; una de ellas es un caso particular de
medida de concordancia y la otra es un ejemplo de una medida de dependencia, dichas

medidas se llaman rho de Spearman'” y sigma de Schweizer'®, respectivamente.

1.6.1. Ejemplo de medida de concordancia: Rho de Spear-
man
Definicién 1.79. Una medida numérica de asociacion k entre dos variables aleato-

rias continuas X yY cuya copula es C' es una medida de concordancia si se satisfacen
las siguientes propiedades (donde se escribe kxy o ko cuando sea conveniente):

(i) k estd definida para cada par de variables aleatorias continuas (X,Y).

17Véase Kruskal (1958).
18Establecida por Schweizer et. al. (1981).
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(1)) =1 <kxy <1, kxx =1, ykx_x =—1.
(11i) kxy = Ky.x-

(iv) Si X yY son independientes, entonces kxy = ki = 0.
(U) R_xy = Rx-y = —RXxY-

(vi) Si {(Xy,Yn) nen es una secuencia de variables aleatorias continuas con cdpula
C,,, respectivamente, y si {Cp}nen converge puntualmente a C, entonces,

lim ko, = K¢ (1104)

n—oo

Una vez hecho esto, la rho de Spearman se define como sigue.

Definicién 1.80. Sean X,Y dos variables aleatorias continuas cuya copula es C'.
Entonces la rho de Spearman queda denotada como pxy (cuando sea conveniente se
usa la notacion pc) y estd definida como sigue,

1 1
PXY = pc = 12/ / (C(u, v) — uv) dudv (1.105)
0o Jo

11
= 12/ / C(u,v)dudv — 3
o Jo

Si se toma un vector aleatorio compuesto por v.a. continuas (X,Y) donde Fx y Fy
son sus respectivas funciones de distribucién de probabilidades univariadas y C' es la
copula asociada del modelo (X, Y'). Entonces se denota como ()x y al siguiente valor

Qxy =P((X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0) — P((X; — X5)(Y1 — Y2) < 0) (1.106)

donde (X1,Y7) v (X2,Y3) son vectores aleatorios independientes con funciones de
distribucion conjuntas de probabilidades Hy y Hs, respectivamente,

(z,y) = C(Fx(2), Fy(y))
Hy(z,y) = Fx(x)Fy(y)

es decir, el término @) x y representa la diferencia de probabilidades de concordancia
y discordancia entre los vectores (X7,Y)) (que tiene dependencia de por medio) y
(X2, Y2) (el cual no tiene dependencia de por medio).
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Teorema 1.81. Sea (X,Y) un vector aleatorio compuesto por v.a. continuas, donde
Fx y Fy son sus respectivas funciones de distribucion de probabilidades univariadas
y C es la copula asociada del modelo (X,Y). Entonces Qx,y tal como se definio en
1.106 es equivalente a lo siguiente,

Qxy = 4//12 C(u,v)dudv — 1 = 4//12 uv dC(u,v) — 1 (1.107)

Demostracion. Para la prueba, véase Nelsen op. cit. O

Usando el teorema 1.81 se cumple lo siguiente para la rho de Spearman para un
vector aleatorio continuo (X,Y),

1 1
pr:SQXy:IQ/ / C(u,v)dudv — 3
o Jo

1 g1
= 12/ / uwvdC(u,v) — 3
o Jo

Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo donde Fx y Fy son las respectivas
funciones de distribucion de probabilidades univariadas y C' es la copula asociada
del modelo (X,Y), entonces de acuerdo a Nelsen op. cit. se cumple lo siguiente en
relacion al término pxy,

Pxy = 12/1/1uvd0(u,v) —-3=12E(UV) -3
_EWV) - 1/4 EUV)-EU)EWV)

VA0

= Corr(U,V)

para el vector aleatorio (U, V') tal que Fpyy = Cgz. Por el teorema 1.64 se cumple que
U=Fx(X)yV =Fy(Y), por lo que se cumple que,

PXy = COTT(FX(X), Fy(Y)) (1108)

es decir, la rho de Spearman representa el coficiente de correlacién de Pearson de las
v.a. X y Y una vez no se cuenta con la “distorsion” provocada por sus respectivas
funciones de distribucién de probabilidades univariadas Fx y Fy.
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Gracias al resultado establecido en la ecuacion 1.108, es facil concluir como el
coeficiente de Pearson no es invariante al realizar transformaciones continuas estric-
tamente crecientes a las v.a. en cuestion (recuerdesé que la coépula si es invariante
para dichas transformaciones pero las distribuciones univariadas no lo sén en gene-
ral). El siguiente ejemplo fue extraido de Embrechts et. al. (2001) y refleja lo antes
explicado,

Ejemplo 1.82. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con distribucion expo-
nencial estandar, y sea Cy la familia de copilas Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM)
definida para 6 € [—1,1] como sigue,

Co(u,v) = uv + Guv(l —u)(1 —v)

con la anterior familia de copulas se define los siguientes modelos bivariados,

He(xay)200(1_6_I71_6_y)1{xy>0}; NS [_171]

En este caso,

0
E(XY) / / xydHy(z,y) = :1—1—1
ycomoE(X)=V(X)=1= =V(Y), se tiene que el coeficiente de correlacion
de Pearson queda como szgue,
0
Corr(X,Y) = B

Y ahora obtengamos Corr (FX(X), Fy(Y)) = pxvy,

Corr(Fx(X), Fy(Y)) = pxy = 12// Cy(u,v)dudv — 3
]IQ
= 12// [uv + Quv(l — u)(1 —v)]dudv — 3

N 4 36) 3

Por lo tanto, en este ejemplo Corr(X,Y) = pxy solamente en el caso de que 6 =0
(es decir cuando X y'Y son independientes).
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El teorema 1.83 establece la relacion entre la rho de Spearman con la definicion
1.79, mientras que la observacién 1.84 establece propiedades de la rho de Spearman,

Teorema 1.83. La rho de Spearman es una medida de concordancia.

Demostracion. La demostracion puede verse en Nelsen op. cit. O

Proposicién 1.84. Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con copula C', entonces
se cumple lo siguiente,

(i) Si C' > 1I entonces,
pxy =0

(i1) Si C <1TI entonces,
pxy <0

(i1i) Para las copulas W, 1 y M se cumple lo siguiente,

pu =1
pn =0
pw = —1

Demostracion. Recordando la definicién de pxy,

11
Pxy = 12/ / (C’(u, v) — uv) dudv
o Jo

Para el inciso (i), como C' > II entonces C'(u, v) > II(u,v) y por lo tanto pxy > 0. Y el
caso (ii) es equivalente. Para la c6pula M,

1 1
pM = 12/ / M (u,v)dudv — 3 = 12/ / min{u, v} dudv — 3
o Jo o Jo

1 u 1 v
=12 //vdvdu+//ududv -3
0o Jo 0o Jo
1

1 12
=12| -+~ —-3=—-3=4-3=1
6 6 3
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para W,

12//Wuvdudv—3—12//max{0u+v—1}dudv—3
0o Jo

12
12// u+v—1dudv—3—g—3—2—3— —1

y el caso de II es claro.

1.6.2. Ejemplo de medida de dependencia: Sigma de Schwei-
zer

Sea C' una cépula cualquiera, se define la copula C'* como sigue,

C*(u, v) = %(u ~C(u,1— )+ Clu,v)) (1.100)

la sigma de Sprearman para la cépula C'* queda como sigue,

pos = 12//112 (C*(u,v) — uv) dudv
_ L2 C(u,v) —uv dudv+E u—C(u,1 —v) —wv) dudv
L yano+ 5 [ )
—1—22//]12 (C(u,v) — wv) dudv——//]12 (u,v) — uv) dudv

1
= — —_ = = O
QPC 2PC
y esto se cumple para cualquier cépula C'| es decir, la rtho de Spearman se anula
para copulas que pueden llegar a tener dependencia. Si se desea crear una medida
numeérica ¢ tal que Yo = 0 si y sélo si C' =11, se debe usar un concepto distinto al
de medida de concordancia. Este concepto se define a continuacion,

Definicién 1.85. Una medida numérica de asociacion ¢ entre dos variables aleato-
rias continuas X yY cuya copula es C' es una medida de dependencia si se satisfacen
las siguientes propiedades (donde se escribe dxy o d¢ cuando sea conveniente):

(i) & estd definida para cada par de variables aleatorias continuas (X,Y).
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(ZZ) 5X7y = (Sy7X,
(iii) 0 < 6xy < L.
(iv) dxy =0 siysdlo si X yY son independientes.

(v) dxy =1 siysolosi X yY son casi sequramente funciones mondtonas una de
otra.

(vi) Si oy B son funciones casi sequramente mondtonas crecientes sobre Ran X y
RanY , respectivamente, entonces do(x)(v) = 0x,y-

(vii) Si{(Xy, Yn)}nen €s una secuencia de variables aleatorias continuas con copula
C,,, respectivamente, y si {Cp}nen converge puntualmente a C, entonces,

lim 5077. = 50 (1.110)

n—o0

Se puede crear una medida de dependencia basandose en la rho de Spearman
definida en la anterior subseccién, esto se hace reemplazando la diferencia entre las
copulas C'y II por una diferencia en valor absoluto (esta diferencia se anula si y sélo
si C'=1I). Esta medida de dependencia fue establecida en Schweizer et. al. (1981) y
es conocida como la sigma de Schweizer y Wolff (por simpleza se le denomina como
sigma de Schweizer),

Definicién 1.86. Sean X,Y dos variables aleatorias continuas cuya copula es C'.
Entonces la sigma de Schweizer queda denotada como oxy (cuando sea conveniente
se denota como o¢) y estd definida como sigue,

oxy = 0c = 12/ ’C(u,v) — uv‘ dudv (1.111)
]12

Proposicién 1.87. La sigma de Schweizer comple las siguientes propiedades para
una copula cualquiera C,

lpc| < oc

ademds,

(i) Si C' > 11, entonces
oc = pc
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(ii) Si C <TI, entonces

Oc = —pc
Demostracion. Recordando las definiciones de po y o¢,
pc = 12//2 (C’(u,v) = uv) dudv
I
oc = 12/ ) |C’(u,v) - uv‘ dudv
I

y por propiedades de la integral,

//p (C(u,v) — w) dudv

para las propiedades (i) y (ii) es solamente necesario ver que,

lpo| =12

§12/ ’C(u,v)—uv‘dudv:ac
12

(i) Si C > II entonces ’C’(u,v) — uv‘ = C(u,v) — uv

(ii) Si C < II entonces ‘C(u, v) — uv‘ =uv — C(u,v)
[

Gracias a la proposicién 1.87 se puede ver que mientras el valor |pc| se aleje mas del
término o¢, entonces la dependencia que modela la cépula C' tiene un alto grado de
“combinacion” de informacién por encima de II y por debajo de II. Si se da el caso
de que pc = 0 mientras que o¢ # 0, entonces se puede decir que la concordancia por
encima de II y por debajo de II se “cancelan mutuamente”.

Para terminar esta subseccion, el teorema 1.88 establece la relacion entre la
sigma de Schweizer y la definicion 1.85.

Teorema 1.88. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con copula C. En-
tonces la cantidad oo cumple las propiedades de una medida de dependencia.

Demostracion. Para la demostracién véase Nelsen op. cit.
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1.7. Tail Dependence

Un concepto de dependencia basados en cépulas que resultan de mucho interés
es el concepto de tail dependence (que en espanol significa, dependencia de colas),
dicho concepto permite relacionar probabilidades “limites” en los extremos superiores
e inferiores de un v.a. (X,Y) cualquiera. El concepto de tail dependence muestra
la relacion que tiene un v.a. (X,Y) en casos “extremos”, formalmente esto queda
definido como sigue,

Definicién 1.89. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con funciones de
distribucion de probabilidades univariadas F' y G, respectivamente. El parametro de
dependencia en la cola superior Ay es el limite (si existe) de la probabilidad condi-
cional siguiente,

Ar = lm P[Y > GUV@0) | X > FOV (1) (1.112)

t—1—

De forma similar, el pardmetro de dependencia en la cola inferior Ap, es el limite (si
existe) de la probabilidad condicional siguiente,

A= lim P[Y < GOV() | X < FOD(@)] (1.113)

t—0t

El siguiente resultado establece la relacion entre los valores Ay y Ay, con respecto
a la copula del modelo bivariado (X,Y).

Teorema 1.90. Sean X, Y, F, G, A\y y A\r, establecidas como en la definicion 1.89
y sea C' la copula del modelo bivariado (X,Y) con seccion diagonal ¢. Si los limites
definidos en las ecuaciones 1.112 y 1.113 existen, entonces,

v =2—0,(17)
AL = 0c(0%)

Demostracion. Se define U = F(X)y V = G(Y) y por el teorema 1.64 se cumple que
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Cyy = Cre. Para el caso de Ay,

A= lm P[Y > GEV@) | X > FOY(@)] = lim P[V > ¢|U > {]

t—1— t—1—
. PU>t,V>t) | 1-PHU<t}u{V <t}
= lim = lim
t—1— P(U > t) t—1— 1—1¢
” 1—]P’(USt)—P(VSt)—l—IP’(USt,VSt)
= lim
t—1— 1—t
., 1 =2t+C(t,¢) C(t,t)—1
= lim =2— lim ————
t—1— 1—t t—1— t—1
 C(L+h1+h) —C(1,1) _ Sc(1+h) —bc(1)
=92 — lim =2— lim
h—0— h h—0—
=2 —60(17)

Y para el caso de Ay se tiene que,

Ap = lim P[Y <GV(@#) | X < FOD@)] = 1im P[V < t|U < ¢]
t—0+ t—0t
PU<t,V<t) _ Ctt) C(0+ h,0+ h) —C(0,0)

= 1/ = = 1,
ot P(U < t) S0t £ hoo+ h
5o(0+h) —60(0)
— i = 5(0"
i h cl0")

O

Si Ay € (0, 1], entonces se dice que C' tiene dependencia de cola superior; si Ay = 0,
entonces se dice que C' no tiene dependencia de cola superior; y de forma equivalente
para Ar.

En el siguiente ejemplo se muestra como se comporta la dependencia de cola
superior e inferior de manera grafica, notamos que dichas dependencias se ven como
“picos” pronunciados en los gréaficos de dispersion siguientes en las esquinas superior
derecha e inferior izquierda, respectivamente.

Ejemplo 1.91. Sean Cj y C? las siguientes cdopulas,

Cy(u,v) = uv + Quv(l — u)(1 — v); 0e[l-,1]
C2(u,v) = (u™ + v~ — 1)~V a €]0,00]



72 CAPITULO 1. COPULAS

Primeramente se consiguen los pardmetros de dependencia en las colas superior en
inferior para las cépulas Cj y C’E. Para esto si 09 y 1, son las secciones diagonales
de las copulas Cy y C2, respectivamente, entonces,

So(t) =2 + 0t* (1 — t)°
Vo(t) = (267 — 1)~V

y las derivadas de las funciones dg y 1, son las siguientes,

S,(t) = 2t 4+ 2t0(1 — 1)* — 20t>(1 — t)
wo’[(t) _ 2t717a(2t704 . 1)717101

por lo que los pardmetros de dependencia en las colas superior e inferior para las
copulas son los siguientes,

Gy | Ca
v | 0
AL 0 | 271«

Cuadro 1.1: Tail dependence superior e inferior.

Ahora bien, en las figuras 1.9 y 1.10 se muestran simulaciones para las copulas Cy
y C2 y se compara de forma grdfica los resultados en la tabla 1.1. Nétese como los
valores A\y y A\, se pueden interpretar como la proporcion de puntos acumulados en
las esquinas superior derecha e inferior izquierda, respectivamente, en relacion a las
areas pintadas en naranja y rojo, respectivamente.
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Modelo C" Modelo Cy
100 | padh @ o®ooo o 100} T P o g
LR, 0 e AR Mg B
S o e L g g ® L Mgl ?4"..;,.
075 | 075t i o By,
o0 ! !':
A
050 050 2%
o oof®
00l P m
3 o
025 025 @
o® (1] & 8% *e L
L [ ] @
000 000 | .:so ge ‘.\.° o « %eog o o »°
0.00 025 0350 0.75 1.00 0.00 025 0350 0.75 1.00
(a) Simulacién para § = —0. 8. (b) Simulacién para 6 = 0.5.

Figura 1.9: Simulaciones para la cépula Cj.

Modelo C; Modelo C:
100 . : . .. L] :.. L :: l. '—.t 100
Ay ‘.":. .f. .‘-.-o ‘%
2 o ®®02g o &
J'r. d ..3".‘ ‘:‘?}"? = 075t

050

025

G.EIJ 0..25 0.:30 U..?S 1.(‘]0
(a) Simulacién para o = 1,0. (b) Simulacién para a = 5,0.

Figura 1.10: Simulaciones para la cépula C2.

En las figuras 1.9a y 1.9b se puede ver como se cumple que A\y = 0 = A, sin importar
el valor de 6, se ve como la acumulacion en las esquinas superior derecha e inferior
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1zquierda no es lo suficiente alta como para considerarse “importante”, por lo cual
decimos que Cj no tiene dependencia de colas de ningin tipo.

En las figuras 1.10a y 1.10b se puede ver como se cumple que A\y = 0 y que A es
una funcion creciente con respecto al valor de o, y se nota como la dependencia en
colas se ve como una “alta” acumulacion de puntos en la esquina inferior izquierda.
Por lo cual se dice que C3 tiene dependencia de colas inferior y no tiene dependencia
de colas superior.

1.8. Gluing Copulas

En la mayoria de las ocasiones, el analizar dependencia en un modelo bivariado
mediante solo un modelo paramétrico de cépulas es una limitante muy fuerte. Una
de las formas en las que se puede eliminar esta limitante es mediante la combinacién
de cépulas para formar un modelo mas robusto y una estrategia para realizar este
cometido es mediante el proceso en inglés denominado como gluing copula, el cual se
establece a continuacion.

Definicién 1.92. Sean C y Cs dos copulas cualesquiera y sea 0 < 6 < 1 un nimero

H
cualquiera que se demomina “gluing point”. Se definen las funciones C; ® Cy y
0

174
C1 ® Cy en el cuadrado unitario como siguen,
]

(1—9)@@,%) YOu; O<v<1

\

H 1%
a las funciones C; ® Cy y C; ® Cy se les denomina gluing-copulas horizontales y
0 0

verticales en el punto 6 con componentes Cy y Cy, respectivamente.

Proposicién 1.93. Las funciones definidas en el teorema 1.92 son copulas.



1.8. GLUING COPULAS 75

Demostracion. Parala demostracion, véase el teorema 2.1 en Siburg y Stoimenov (2008).
O

El objetivo de una gluing-cépula es el de combinar la dependencia de dos cépulas
(denotadas como C y C5 en el teorema 1.92) sobre un punto 0 < 6 < 1 de dos formas
posibles:

H
1) De forma horizontal como en el caso de C; ® Cs.
0

v
2) De forma horizontal como en el caso de C; & Cs.
0

en las figuras 1.11a y 1.11b se puede ver un mapa de calor y de dispersién de una
gluing cépula vertical para el caso en el que Cy = Frank(3), Cy = Clayton(—0.5) y
0 = 0.4, respectivamente,

10

i 100} wo & . o
[ ] ‘ L]
E 09 :'.d'd:i'- :c.':{. 1:':‘.: -?, e
[ ] L] a ..
08 : 08 °,%° .'ﬂ ® % :'I... §%e
| orsp ° * TR ‘i"..’. -
I ! A o ® .} ® '.‘ e ':. ®
| 07 O J B, o %
: @ (o’ g &'b ..Q"...:.-.O %8
: Loo 308 S50 Uy
i 05 050—.'5’. %o R ‘.‘ X q.:. ....o
° ° s & g0,
04 I F0.4 ’l o e o ® ° .. o &, .
| I e 1 S R Y
| ' AN R B £ 1
d L -." o g0 % e® ®ge O
02 I 02 Cp T '.3,'!'”‘.
| o \oo o oo 58 % ¢
1 ro- 0% o o &
i 0.0  ®€ 1"‘ ° e ﬂ-“
*%o 02 04 06 08 w0’ 0.00 05 | 050 075 100
(a) Mapa de calor. (b) Mapa de dispersion.

Figura 1.11: Graficas gluing-copula.

Se puede notar como el nodo horizontal provoca un corte vertical en las dos graficas,
asi como un claro cambio de dependencia que tiene como frontera al nodo 6. En el
caso de la secciéon diagonal de la copula, la figura 1.12 muestra su comportamiento,
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asi como una propiedad escencial de la misma, TODA gluing-copula con nodo 6
cumple con la condicion siguiente,

10

08} | — diw
® (58

06

o4l

0z

0.0 0z

Figura 1.12: Seccién Diagonal.

y esto es consecuencia inmediata de la definicion 1.92. Ademas, la seccién diagonal no
puede diferenciar que tipo de corte tiene la gluing-cépula (horizontal o vertical) como
consecuencia de que esta funcién es una reducciéon a una dimension de la informacion
contenida en la cépula completa.

Una propiedad interesante para una gluing-cépula es su funcionamiento en rela-
cién a sus rotaciones horizontales y verticales respectivas y como estés coinciden con
otras gluing-cépulas. Dichos razonamientos se establecen en el siguiente teorema,

Teorema 1.94. Sean C1,Cy y 0 tal y como se establecieron en la definicion 1.92 y
H

sea C'=C1 ® Cy, entonces se cumple lo siguiente para las rotaciones horizontales y
0

verticales de C,

CH—CH &l
0

H
cv=cy @ cVv
1-6
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1%
en el caso de que C'=C ® (Y,
0
H
ct = C’f ® C’{{
1-6
H
cV = C’Y (29 C’;/
Demostracion. Para el caso de CH, primeramente tomemos 0 < u < 6,

u u
5—01(5,1—7))]

C’H(u,v):u—C’(u,l—v):u—GC’l(%,l—v> =40

— 9ot (%v)

ysif<u<l,
CH(u,v)—u—C’(u,l—v)—u—(l—é’)C’g(?fT_Z,l—v) —0(1 —v)
u—0 u—0 u—0
:(1—0) 1_9—02<m,1—v) +9U_(1—9)02<m,v)+011

H
por lo tanto CH = CH @ CH. Para el caso de C*, si se toma 0 < u < 1 — 6 entonces
0

0<1—u<l1y asi,

VY (u,v) = v — C(1 — u,v) :v—(l—e)cz(ﬂ,v> s

1—-6
u u
- ] — —— = (1— v
v Cg< 1_0,1)) (1-0)C, <1_0,v>

ahora bien, si se toma 1 — 0 < u <1 se tiene que 0 < 1 —u < 0 y asi,

—(1-6)

CV(u,v) =v—C(1 —u,v) :U—HC’l(l_Tu,v) +(1—=-0)v—(1—-0)

s |

—(1- 0w +0CY <#v>

= (1—0)v+0
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H 1%
por lo tanto CV' = CY ® C}. El caso en el que C = C; ® C es equivalente.
1-6 0

10 1.00 101

08 081

06 06

0.50

04 04t

F0.25

0.2 02

- =

] L — L L L L J
0.0 02 0 06 08 10 00 02 04 06 08 10

(a) Mapa de calor. (b) Seccién diagonal.

Figura 1.13: Graficas gluing-cépula rotacion horizontal.

En la figuras 1.13 y 1.14 se puede ver como el mapa de calor y la secciéon diagonal
de una gluing-cépula se ven afectadas al realizar rotaciones. La gluing cépula C' =

H

Cy; ® Cy es la misma que se utilizé en la figura 1.11 (con sus respectivas rotaciones
]

horizontales y verticales),

Ahora bien, es de interés conocer un algortimo que permita generar valores
aleatorios para un vector aleatorio (X,Y) donde la copula subyacente C'xy sea una
gluign-copula cualquiera, dicho algoritmo se menciona a continuacién,

Algoritmo 1.94.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio cualquiera con funcion de distri-
bucion conjunta de probabilidades Fxy. Fx y Fy son las funciones de distribucion
de probabilidades marginales y sea Cxy la copula asociada al vector aleatorio (X,Y)
y se tiene que Cxy es una gluing-copula en el punto 6 con componentes C7 y Cs,

H
es decir, Cxy = C7 ® Cy. Se desea obtener una muestra aleatoria de tamano n del
9

vector aleatorio (X,Y). Esto se puede hacer con los siguientes pasos:
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1. Se simula una m.a. de tamano n para una v.a. U «~ U(0,1). Dicha muestra se
denota como {uy,us, ..., u,}.

2. Se simula un valor aleatorio para cada una de las siguiente n v.a. {Vy,Va, ..., V,},
cuyas respectivas funciones de distribucion de probabilidades son las siguientes.

Fy, v, (vi | u;) = %CX)/<U,U) _— ie{l,2,...,n}
2.2 80 <u <1,
Fy, v, (vi | w;) zﬁny(u,v) ie{l,2,...,n}
ou w=(u;—0)/(1—0)
Dichos valores se denotan como {vy,va, ..., v,}.
3. Se realizan las siguientes transformaciones para la m.a. {(uq,v1), (ug, v2), ..., (Un,vn)},

Ti = F)(c_l)(ui)
yi = Fy ()

obteniendo asi el conjunto {(x1,11), (T2,Y2),- -, (Tn,yn)} que representa una
m.a. del vector (X,Y).

v
el caso en el que Cxy = C1 ® Cy es equivalente, modificando el papel de U y V' entre
0

s

S1.
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Figura 1.14: Graficas gluing-cépula rotacion horizontal.

Se termina esta seccién con resultados relacionados con la p de Spearman y la
o Schweizer para el caso de una gluing-cépula cualquiera,

Teorema 1.95. Sean C y Cy dos copulas cualquiera tales que py, o1 y pa, 02 son
sus respectivas p de Spearman y la o Schweizer, ademds sea 0 < 6 < 1 un numero

cualquiera. Para una gluing-copula Cxy = Cy é Cy (donde x es H o'V') se cumple
)
lo siguiente,

po = 60p1+ (1—0)%p,
oc = 1920'1 + (1 — ‘9)20'2

H 1%
Demostracion. Para la demostracion se utliza C'xyy = C; ® Cs, el caso Cxy = C1 ® Cy
7 ]

es equivalente, se divide la integral de interés con respecto al punto en el que la gluing-
copula cambia de dependencia (es decir, el punto ),

// (u,v) —uv dudv—// —uv)dudv
+ /0 /9 C(u,v) — uv) dudv
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para la primera integral,

/ / (u,v) —uv> dudv —/ / (901 - v> —uv) dudv
- 02/0 /0 O (u, v) — uv> dudv = 6%,

o(u,v)
O(z,w)

y esto se realiza con el cambio de variable z = ¢, w = v y el determinante

Para el caso de la segunda integral,

// (1, v) — wv dudv—// ( )Cg(%_z,v)—uv)dudv
(1—0) /0/0<C’2(uv)—uv>dudv—(l—9)

el caso para o¢ es equivalente.

81
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Capitulo 2

Instrumentos Financieros
Derivados

En este capitulo se describen los resultados basicos de la teoria de instrumentos
financieros derivados, iniciando con el modelo a tiempo discreto y concluyendo con
el modelo continuo que es un caso “limite” del modelo discreto. Ademas, se estabelce
el principio de arbitraje, asi como las consecuencias que tiene este en la valuacion
de activos financieros. Para este capitulo, se utiliza principalmente Cherubini et. al.
(2004) y Shreve (2004a, 2004b).

Este capitulo comienza con acontecimientos historicos de gran interés para el
area de los Instrumentos Financieros Derivados, esto se debe a que los avances
tedricos en la valuacién de Instrumentos Derivados (denominados como derivados
o derivados financieros) son consecuencia de su amplia utilizacién en los mercados
financieros (si no se utilizaron en el mundo real, saber como valuarlos carecerfa de
un sentido préctico).

2.1. Antecedentes historicos de la teoria de Deri-
vados

Los derivados financieros bésicos para que se van a utlizar en este trabajo son
denominados opciones. Una opciéon financiera garantiza al duenio de la misma el
derecho, mas no la obligacion, de comprar o vender un activo financiero denominado

82
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subyacente, dicho activo puede ser acciones de empresas, commodities!, etc. Las
opciones cuentan con una fecha de madurez preestablecida (tiempo maximo de vida
del derivado); si la opcién es de compra se denomina opcién tipo Call y si es de
venta se denomina de tipo Put; por ultimo, si la opcion puede ser ejercida solamente
cuando cumpla la madurez, se denomina una opciéon Europea, mientras que si puede
ser ejercida en cualquier momento entre el presente y su fecha de madurez, se dice
que la opcién es de tipo Americana.

Otro tipo de derivados financieros de gran utilizaciéon e importancia son los
conocidos como contratos forward, estos permiten la compra o venta de un producto
a un tiempo futuro preestablecido y su precio queda pactado en el tiempo presente
(cuando se pacta el contrato), para este caso existen contratos forward sobre acciones
de empresas, commodities, etc. Para evitar el riesgo de contrapartida o contraparte?,
se crean los derivados financieros denominados como futuros, los cuales cuentan con
una contraparte central que se encarga de la liquidacién periddica de pérdidas y
ganancias del instrumento en cuestion.

Tal y como menciona Poitras (2009), existe evidencia de la implementacién de
contratos de compras futuras en la civilizacién griega, esta implementacién viene
descrita en el libro Politica de Aristoteles, donde la especulacién de dichos contratos
fue llevada a cabo por el filosofo Tales de Mileto al alquilar de forma anticipada
prensas de aceitunas en Mileto y Quios; y al comprarlas a un valor anticipado y
con una muy buena cosecha de aceitunas ese ano, Tales acumulo riqueza por una
inversion que se gano en el futuro, por eso se dice que este contrato es equivalente a
un instrumento derivado actual de tipo forward implementado de forma rustica.

Como se puede notar, los primeros derivados que existieron en el mundo estaban
conectados de una a otra forma a commodities, esto es logico ya que la incertidumbre
en la agricultura, ganaderia y el valor de materias primas era uno de los factores de
mayor importancia econémica en civilizaciones preindustriales (y actualmente, to-
davia esto sucede hasta cierto grado) por lo cual, se puede notar como los principales
centros financieros de la antigiiedad estaban fundamentados en commodities varios,
un claro ejemplo de esto son los centros financieros de Bélgica entre los siglos XII
y XV. En Bélgica, los centros financieros mas importantes, en esa época, eran lo
siguientes:

IBienes bésicos destinados para uso comercial como materias primas.
2Riesgo financiero en el cual no se liquidan las pérdidas o ganancias de un activo financiero por
alguna de las partes aunque ya hayan sido pactadas.
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1) La ciudad de Brujas® (con gran apogeo en el siglo XIV).

2) El mercado de concentracién de Amberes? (con gran apogeo en el siglo XV).

como medidas interesantes establecidas en estos centros financieros se tienen las
siguientes:

1) Transmisién de contratos para entrega a plazo (compra-venta de contratos
forward ya estipulados).

2) Se elimino la necesidad de hacer entrega de bienes subyacentes a los acuerdos
pactados, sino que bastaba con la compensacién de pérdidas y ganancias entre
las partes (se elimina la necesidad del subyacente fisico en el pacto del derivado).

esto en conjunto permite ver como los derivados financieros empezaron a adquirir
una especie de “independencia”, en términos de negociacién, con respecto a los sub-
yacentes de los contratos; esto dio el inicio a mercados finacieros enfocados a dichos
intrumentos.

En anos posteriores, se puede notar un incremento de interés en la negociacion
de estos instrumentos, ejemplo de esto se puede ver en los contratos de opciones
establecidos por la Dutch Fast India Company y la Dutch West India Company
entre los afios 1602 y 1621 (Poitras (2009)); v el crecimiento de Inglaterra como el
principal mercado de commodities en los 1650, esto gracias al domino inglés sobre el
transporte maritimo, lo cual permitié a Inglaterra adquirir y actualizar las practicas
comerciales y financieras adquiridas por comerciantes belgas y holandeses entre los
siglos XV y XVII, respectivamente.

Aunque también se tiene que tomar en consideracién aspectos que han afectado
la expansion de este mercado en Europa, un caso muy conocido de esto fue el mercado
de futuros creado por la burbuja de precios en tulipanes, conocido como “Tulipmania”
que tuvo lugar en Holanda durante la década de 1630, este acontecimiento provocd
un gran efecto negativo a la economia neerlandesa; otro caso de interés es el llamado
“crack de 1720”7, provocado por la especulacion existente en las acciones de la South
Sea Company, empresa maritima inglesa.

Los anteriores eventos fueron provocados por que los instrumentos derivados de
esa época no contaban con los caracteristicos de los derivados actuales; propiedades
como las siguientes:

3 Actualmente capital de la provincia de Flandes Occidental, Bélgica.
4Actualmente capital de la homénima provincia de Amberes, Bélgica.
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1) Negociacién con contraparte central.
2) Liquidacion periédica de pérdidas y ganancias.

3) Contratos estandarizados.

En los siguientes anos, se puede ver indicios de mercados de derivados que em-
pezaron a considerar los anteriores puntos de forma mas rigurosa, ejemplo de esto
se puede ver en los contratos sobre el arroz establecidos en el Dojima Rice Exchange
hacia el ano 1730, informacién al respecto se puede ver en Kummer et. al. (2012) y
en la pagina oficial del Dojima Rice Exchange®.

El avance de mayor interés a nivel global en el drea de derivados financieros
se puede considerar en la creacién y expansion del centro financiero de Chicago,
que actualmente es la meca de la industria de los derivados financieros, esto inicio
con la creacién del Chicago Board of Trade (CBOT) donde a partir de 1851 se
comenzaron a pactar contratos forward con maiz como producto subyacente, hasta
el punto que empezaron a existir actores econémicos que no estaban involucrados en
la produccién o consumo del activo subyacente sino que solamente fijaban el precio
de estos derivados financieros, creando nuevamente una especie de “independencia”
entre los mercados de derivados y de commodities, tal y como se vio en Bélgica
anteriormente.

Para el ano 1865, el CBOT formalizé la negociacién de contratos con entrega a
plazo que se operaban en este mercado. De este modo nacen los futuros en los Estados
Unidos. Mientras que para el siglo XX empiezan a surgir mercados de derivados
financieros alrededor de Estados Unidos, ejemplo de esto es el Commercial Exchange
de New York o el Chicago Board of Options Exchange en Chicago.

El impulsé en los derivados financieros que tiene mayor interés para este escrito
fue en los 1970, ya que para estas fechas se empezaron a publicar algunos de los
trabajos més relevantes en el area de las finanzas cuantitativas. En este area se
hace referencia a los trabajos de Black et. al. (1973) y al trabajo de Merton (1973),
ambos enfocados en la valuacién de opciones financieras europeas suponiendo log-
rendimientos normales con varianza y media no estocasticas.

Con toda esta informacion, se puede ver como el mercado de derivados finan-
cieros es algo que se ha desarrollado a través del tiempo. Este proceso inicié en
el mercado de commodities, donde crecié en penetracion de mercado, y termind

®Véase https://www.jpx.co.jp/dojima/en/index.html
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convirtiéndose en mercados financieros especializados en la compra/venta de estos
instrumentos, tal es el caso del CBOT, entre otros.

Las siguientes secciones de este capitulo se encargan de plantear resultados enof-
cados en la valuacién de derivados a tiempo discreto y continuo basandose en el
principio de arbitraje.

2.2. Procesos estocasticos y esperanza condicional

Para modelar la incertidumbre que se va a tener respecto a un activo financiero
cualquiera, se necesita un concepto que permita cuantificar incertidumbre a través
del tiempo, y esto se logra gracias al siguiente concepto.

Definicion 2.1. Sea T un conjunto no vacio cualquiera y sea X = (X, t € T) =
(Xt)ter una familia de variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabi-

lidad (2, F,P). Entonces se dice que X es un proceso estocdstico indexado al tiempo
T.

Se crean las siguientes dos notaciones particulares,

(i) Si T =R"; entonces de forma equivalente,

X = <Xt)t20
(1)) Si T ={1,...,n} paran € N cualquiera; entonces de forma equivalente,
X = (Xp)ker,

El siguiente ejemplo es un ejemplo clasico de un proceso estocastico a tiempo
discreto.

Ejemplo 2.2. Sea (Xy)ren un proceso estocdstico compuesto por variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas tales que,

P(X;=1)=p

se define un nuevo proceso estocastico M = (My,)ren, de la siguiente forma,

k
My=0; My:=)» X; keN

J=1
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al proceso M se le denota como una caminata aleatoria con probabilidad de subida p.
Sip=0.5 entonces se dice que M es una caminata aleatoria simétrica. En la figura
2.1 se ve posibles caminos que tomaria el proceso estocdstico M en el caso de que

fuera una caminata aleatoria simétrica para j € {1,...,5}.
6 —
o M,
o M
4| @ My
e M,
® M _ .
2+ e o B S
o7 T e
0= _o e T _ .
TTeocl T
2 + -7 h"‘.—__h
e
-4
—6 i i i I
0 1 2 3 4 5

Figura 2.1: Caminata Aleatoria Simétrica

Una prequnta de interés para este ejemplo es obtener la distribucion de My para
cualquier k € N, esto se hace gracias a la siguiente relacion,

X; =2Y;—1

donde Y; «~ Ber(p). Por lo que sustituyendo esto en la definicion de My,

k k k
M=) X;=) (2V;—-1)=2> Y;—k (2.1)

=1 j=1
y como consecuencia de que {Xi,..., Xy} es una muestra aleatoria, entonces
{Y1,..., Y%} también lo es, y se cumple que,

k

Yk .= ZY} « Binom(k, p)

=1
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donde la funcién de masa de probabilidades de la v.a. Y* es la siguiente,

prily) =P(Y" =y) = (Z)py(l -

por lo tanto la funcion de masa de probabilidades de la v.a. M, queda como sique,
k
par(m) = P(My, =m) =P(2Y* —k =m) = P(yk _ ﬂ)

2
_ k (m+k)/2 1 — (k—m)/2
(m+k)/2 p (1-p)

y esto es valido para todo m € Ran My = {—k,2 —k,4—k,....k — 4,k —2,k}.

Una vez introducido el concepto de un proceso estocastico. Si (X;)ier es el
proceso estocastico en cuestiéon, existen dos preguntas de gran interés en relacion a
este proceso estocastico:

1) Para t € T cualquiera, ;cémo se distribuye X;?

2) Sity,...,t, € T son elementos cualesquiera, jcomo se distribuye el vector
aleatorio (Xy,,...,Xy,,)?

Por lo desarollado en el ejemplo 2.2, las distribuciones univariadas del proceso
estocastico M = (Mj)ren, estan completamente identificadas, en el ejemplo siguiente
se analizan distribuciones bivariadas para la caminata aleatoria.

Ejemplo 2.3. (Continuacion ejemplo 2.2) Sea M = (My)gen, una caminata alea-
toria con probabilidad de subida p cualquiera. Se analiza la distribucion conjunta de
probabilidades para el vector aleatorio (M;, M;) donde i < j. Nétese como M; se
puede poner en términos de M; de la siguiente forma,

J 7
Z k_ZXk+ ZXk_M+ Zxk
k=1 k=1

k=i+1 k=i+1

Sea M* =7 _ i1 X&; entonces por como se definid el proceso estocdstico (Xp)ren
en el ejemplo 2.2, se tiene que M; y M* son variables aleatorias independientes y
ademds,

M*=M;_,;

J—1
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por lo que,
M| {M;=m}=M"+m=M,_,+m

Con esta informacion, se concluye lo siguiete en relacion a la funcion de masa de
probabilidades conjunta para el v.a. (M;, M;) para cualquier my € RanM;, mgy €
Ran M; (denotada en este caso particular como p;;),

]P)(MZ =My, Mj = mg)]P)(MZ = ml)

ng my, m2 =P =mq, M m2) =

= =
||

(o
(M, = )P <Mj=m2|Mz-=ml>
(M, = ) B(My 4+ = ma)
(Ms = ) B(My = ma — my)

y esta probabilidad es distinta a cero en el caso de que mg —my € Ran M,_;.

Un proceso estocastico (X;)ier cualquiera permite cuantificiar la incertidumbre
de un fenémeno o experimento aleatorio a través del tiempo, el tiempo es descrito
mediante el conjunto 7"y la incertidumbre a tiempo ¢ € T' es medida mediante la v.a.
X;. Para s,t € T dos elementos cualesquiera tales que s < ¢, la v.a. X; | {X, = =4}
permite conocer la incertidumbre que se tiene respecto al fénomeno o experimento
aleatorio a tiempo ¢, sabiendo o suponiendo que acontecimientos han ocurrido hasta
el tiempo s, esto cobra mucho interés en aplicaciones financieras, ya que se desea
cuantificar la incertidumbre de rendimientos futuros conociendo el proceso estocasti-
co hasta un tiempo pasado s.

La siguiente definicién extiende el concepto de variable aleatoria condicional y
lo relaciona con el concepto de esperanza.

Definicién 2.4. Sea X una v.a. definida en un espacio de probabilidad (2, F,P) tal
que X tiene esperanza finita y sea A € F. Entonces se define E(X | A) como sigue,

E(14 X) .
E(X|A) ;—{ ) si. P(A) >0

en otro caso

(2.2)

se dice que E(X | A) es la esperanza condicional de X dado el evento A.

Sea I un conjunto numerable y sea (B;)ie;r conjuntos disjuntos a pares tales que
Wic; Bi = Q. Si X una v.a. con esperanza finita y F = o(B;,i € I), entonces se
define el siguiente mapeo E(X | }") : Q+— R como:

E(X|F)(w)=E(X|Bj) <= B; 3w (2.3)
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Para la generalzacién de la segunda parte de la definicién 2.4, nétese que la
unica incertidumbre que existe con el término ]E(X | B) estd dada por la esperanza
E(X 1 B), por lo que se puede ampliar este concepto con la siguiente definicién y con
el resultado establecido en el teorema 2.6.

Definicién 2.5. Sea X una v.a. definida sobre un espacio de probabilidad (2, A, P)
donde X tiene una esperanza finita y sea F C A una sigma-dlgebra cualquiera. A

la variable aleatoria Y se le llama “esperanza condicional de X dada F7, simbdlica-
mente E(X | F) :=Y, si:

(1) Y es F-medible.

(i1) Para cualquier A € F, se tiene que E(X 14) = E(Y 14).

Para B € A, se tiene que IP’(B \ .7-") = ]E(lB | .7-") es llamada la “probabilidad condi-
cional de B dada la o-dlgebra F 7.

Teorema 2.6. Tomando X y F descritos en la definicion 2.5, se cumple que E(X | ]:)
existe y es unica (hasta una igualdad casi sequra).

Demostracion. La demostracion se puede consultar en Klenke op. cit. en el teorema
8.12. l

Definicién 2.7. Sea F = (F;, t € T) una familia de o-dlgebras con Fy C F para
todo t € T donde F representa un espacio de eventos cualquiera. Se dice que F es
una filtracion st Fs C F; para todo s,t € T con s < t.

Definiciéon 2.8. Un proceso estocastico X = (X, t € T') es llamado adaptable a la
filtracion F si X; es Fy-medible para toda t € T. Si Fy = o(Xs, s < t) para toda
t €T, entonces denotamos a F = 0(X) y decimos que F es la filtracion generada por
el proceso estocastico X.

El concepto de filtracion establecido en la definicién 2.7 tiene el objetivo de
plasmar como la informacién disponible que se tiene a un tiempo fijo s € T va
en aumento una se avanza al futuro (F; C Fy, t > s), mientras que el concepto
de adaptabilidad del proceso X con respecto a la filtraciéon F, establece que para
cualquier tiempo ¢t € T, se cuenta con informacion suficiente para cuantificar toda la
incertidumbre que se tiene con respecto a la variable aleatoria X; (X; es F;-medible).
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Ejemplo 2.9. (Continuacion ejemplo 2.2) En este ejemplo, se utiliza un subconjunto
finito de tamano k de la caminata aleatoria M simétrica definida en el ejercicio 2.2.
Para cualquier k € N se define el proceso aleatorio M¥ como sigue:

k= { My, M,,..., M}

para el proceso MX se desea obtener lo siguiente:

1) Establecer la filtracion F := o(MX) para la cual el proceso estocdstico M¥ es
adaptable.

2) Tomando i < j < k, encontrar una v.a. que cumpla ser la esperanza condicional
siquiente,

E(M;|F;)

Para resolver los incisos 1) y 2), se necesita primero definir claramente el espacio
de probabilidad (2, F,P) para el cual todas las funciones M € MX son variables
aleatorias. Si M € MX entonces M representa una transformacién de interés para
algin tipo de v.a. binomial Z, por lo que se considera a Q (el espacio muestral) como
en el caso de una v.a. binomial, es decir, Q queda definido como sigue:

Q= {(wi,...,wr) 1w; € {e, f}}

donde e representa un estado de “éxito” (acompanado de la probabilidad % de ézito)
mientras que [ representa un estado de “fallo” (acompanado de la probabilidad % de

fallo).

Ahora bien, el conjunto Q0 es finito, por lo que se puede considerar F = 2% (el
conjunto potencia de 1) como el espacio de eventos. Para la medida de probabilidad
P, se crea la siguiente regla de correspondencia para cada una de las singuletas que
tiene Q (elementos de Q):

P({(w,...,w ﬁ( )”w —e}( )l{w]‘—f}

A continuacidn se pone en prdctica la definicion de P. Témese My € M¥ y calciilese
la probabilidad siguiente,
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recuérdese que gracias a la ecuacion 2.1,
My =2Y? -2
por lo que,
P(M; =0) =P(Y?=1)
el evento {Y? = 1} es equivalente al siguiente conjunto,
{y? =1} = {(e, frwa, . wi) w; € {e, f}} U {(f,e,wg, C W) fwj € {e,f}}

por lo cual,

P(Y?=1) :P({(e, frwa, o wi) twj € {6,f}}>
—HP’({(f,e,wg, Ce W)t wj € {6,f}}>
11
R
I%ZPW(U

cumpliendose la funcion de masa antes descrita para el modelo binomial.

Una vez establecido el espacio de probabilidad (2, F,IP), se puede trabajar con los
conjuntos o(M) para cualquier M € M¥. Para M; € MX* para 1 < j < k cualquiera,
los unicos conjuntos A € B(R) para los cuales se cumple que M]-’l(A) # () son los
conjuntos que incluyen cualquiera de las siguientes singuletas,

s} = {i} i€ Ran M,

entonces,

_ j ! +J
) - foen St - 12)

k=1

por lo que o(M;) queda definido simplemente como sigue,
o(M;) = 0({Mj_1 (SZ) :i € Ran M;}) C F
con esto y sabiendo que todo F; € F esta definido simplemente como sigue,

Fj=o0(o(My),k <j)
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contamos con una clara definicion de F y con esto queda cumplido el inciso 1).

Para el inciso 2); si Z = M;, se comprueba que Z = ]E(M]\.E) Primeramente, Z es
Fi-medible; ahora bien, para A € F; cualquiera se cumple la siguiente propiedad,

Mle = MilA—i—M*lA
tal y como fue definido M* en el ejemplo 2.8 y ademds E(M*) = 0 (ya que M es
una caminata aleatoria simétrica). Como consecuencia de que 14 y M* son variables
independientes, se cumple lo siguiente,

E(M;14) = E(M;1,)
y eso es para cualquier A € F;. Cumpliéndose asi la definicion 2.5, por lo tanto,

M; = E(M;|F) (2.4)

Teorema 2.10. (Propiedades de la esperanza condicional) Sea (Q, A, P) un espacio
de probabilidad y sea X una v.a. perteneciente a dicho espacio. Sean G C F C A o-
algebras y sea'Y una v.a. con esperanza finita también perteneciente a dicho espacio.
Entonces:

(i) (Linealidad) EQAX +Y | F) = AE(X | F) + E(X | F).
(it) (Monotocidad) Si X >Y casi sequramente, entonces, E(X | F) > E(Y | F).
(iti) SiE(|XY]) < oo yY es F-medible, entonces,
E(XY|F)=YE(X|F) E({Y|F)=EY|Y)=Y
(iv) (Esperanza iterada) B(E(X | F) | ¢) = E(E(X|9) | F) =E(X|G).
(v) (Desigualdad del tridngulo) E(|X||F) > |E(X | F)|.

(vi) (Independencia®) Sio(X) y F son independientes, entonces E(X | F) = E(X).

(vii) SiP(A) € {0,1} para cualquier A € F, etnonces E(X | F) = E(X).

6Para conocer el concepto de independencia entre o-algebras puede verse Klenke op. cit. defini-
cién 2.14.
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(viii) (Convergencia dominada) St Y > 0 y (Xp)nen €S una sucesion de variables
aleatorias con | X,,| <Y para cualquier n € N tales que,

n—oo
X, — X
entonces,

Iim E(X, |F) =E(X|F)

n—oo

casi sequramente.

Una vez se cuenta con un proceso estocastico (X;)er cualquiera, es de gran
interés conocer el concepto de martingala y las consecuencias que tiene esta propiedad
en un proceso estocastico. En términos coloquiales, el concepto de martingala tiene
su origen en estrategias de apuestas, informacion de esto se puede encontrar en el
diccionario francés Académie Francaise”; aunque el término martingala también tiene
significados no relacionados con las apuestas, ejemplo de esto es el arnés utilizado en
los caballos.

Como consecuencia de esto, tiene sentido que el término martingala haya sido uti-
lizado en el area de la probabilidad en relacion a procesos estocasticos que pueden

modelar apuestas justas o equilibradas de cierta forma, tal y como menciona Mansuy
(2005),

“A financial market is viable (i.e., does not offer arbitrage opportunities) if and
only if there exists a probability measure under which the realized prices are
martingales.” ... For probabilists, martingales are first of all integrable processes,
satisfying a particular conditional expectation property. Aside from their role in
finance ... they have applications to various stochastic and analytic problems and
represent, with Markov processes, one of the most important types of processes
depending on the past. The notion seems to arise quite directly from the idea of
strategy in a game of chance.

La definicion probabilistica de martingala es la siguiente,

Definicién 2.11. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, I € R, y sea F una
filtracion. Sea X = (Xi)1er un procesos estocdstico adaptable a F tal que E(|X;]) < oo
para toda t € I. X es llamado (con respecto a IF) una:

"Para més informacién, véase https://www.academie-francaise.fr/ y bisquese el término
“martingale”.
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(i) (Martingala) Si E(X;|F,) = X para toda s,t € I con t > s.
(it) (Submartingala) Si E(X,|F,) > X para toda s,t € I cont > s.
(iti) (Supermartingala) Si E(X;|F,) < X, para toda s,t € I cont > s.
Con la anterior definiciéon y gracias al resultado obtenido en el ejemplo 2.9, se
comprueba que la caminata aleatoria simétrica es una martingala, entonces de forma
préactica se considera un “juego justo”. Ademas, tiene sentido que esto solo se cumpla

en el caso que la caminata aleatoria sea simétrica (cuando p = %), ya que dicho caso
es cuando el modelo estd completamente equilibrado.

Se termina esta secciéon con un resultado en relacién al concepto de martingala.

Teorema 2.12. Sea X = (X;)ier una martingala con respecto a la filtracion F,
entonces se cumple lo siguiente,

(i) Si existe t* := min{T} tal que X\« es constante, entonces para todo t € T el
mapeo t — E(X;) es constante vy,

]E(Xt) - Xt*
(i) Si G C F es una o-dlgebra de subconjuntos de Q y Y es una v.a. que es G-
medible, entonces se cumple para toda t € T tal que G C F,
E(YX;|G) = YE(X,|G)

Demostracion. Parala propiedad (i) se tiene que si Y := E(X; | ;) para s < t entonces
por definicion de esperanza condicional,

E(X14) =E(Y14)
para cualquier A € F; si se toma A = Q entonces X;1qg = X; v Y1q =Y, entonces

E(E(X | F,)) = E(Y) = E(Y 10) = E(X,10) = E(X))

y como X es una martingala, entonces E(X; | F,) = X, para cualquier s < t y si s = t*
entonces para cualquier t € T,

E(X,) = E(E(X,| Fir)) = E(X0:) = X

Para la propiedad (ii) se puede ver la demostracién en Klenke op. cit.
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2.3. El Modelo Binomial

El modelo binomial de valuacion de activos es un modelo de valuacién a timepo
discreto que permite crear una herramienta poderosa a la hora de comprender el
Principio de Arbitraje y sus consecuencias en el ambito de la probabilidad. Prime-
ramente, se analiza el modelo binomial a un periodo, y una vez comprendidos todos
los conceptos que se pueden rescatar del modelo, se generaliza a un modelo binomial
multiperiodo.

2.3.1. El modelo binomial a un periodo

Para iniciar esta subseccion, se establece el principio de arbitraje,
Principio 2.1 (Principio de Arbitraje). Un arbitraje es cualquier tipo de inversion

en los mercados financieros que tiene las siguientes caracteristicas:

(i) El capital inicial de la inversion es cero.
(i1) La probabilidad de perder dinero con la inversion es cero.

(i1i) Existe una probabilidad estrictamente positiva de generar dinero con la inver-
sion en un plazo futuro.

el principio de arbitraje establece que en la economia, no pueden existir arbitrajes.

Una vez establecido el principio de arbitraje, es de interés ver como este principio
se ve reflejado en un modelo binomial a un periodo.

Definicion 2.13. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad donde el espacio mues-
tral Q0 solo cuenta con dos estados posibles, es decir, @ = {H,T}; dicho espacio de
probabilidad representa el estado de la economia un periodo en el futuro. Sea S un
activo cualquiera existente en el mercado financiero y sea Sy el valor actual de dicho
activo. Se definido a Sy como la siguiente variable aleatoria,

Sy = Valor del activo S un periodo en el futuro. (2.5)

Como consecuencia de la definicion 2.13, S; es una variable aleatoria discreta
con dos puntos de masa. Entonces Ran Sy = {S1(H), S1(T)}, tales que,

P(S: = Si(H))
P(S, = 51(T)) =

P
IL—p
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para que el modelo sea interesante (ambos eventos sean posibles), se considera 0 <
p < 1y ademas se denota u y d como las siguientes cantidades,

S1(H) S1(T)

So ' So

y para evitar confusion, establecemos que Si(H) es el escenario “préspero” para el
activo S, por lo que establecemos sin perdida de generalidad que S;(T") # S1(H) (si
son iguales, el modelo no es interesante).

También se introduce una tasa de interés r. Dicha tasa de interés refleja el
interés que generaria una inversion en el mercado de deuda iniciada a tiempo cero
y que termina un periodo en el futuro cuyo capital inicial es de C' = 1; y de forma
inversa, refleja el interés a pagar si se pide prestado a tiempo cero una cantidad de
C' =1 (en la moneda que estemos trabajando). A la tasa r se le tasa libre de riesgo,
ya que refleja una inversién “segura”® en el mercado de deuda.

Como consecuencia del principio de arbitraje se tiene el siguiente resultado,

Teorema 2.14. Sea S un activo financiero que cumple la definicion 2.13 y sea r
la tasa de interés establecida en el pdrrafo anterior, entonces se debe cumplir la
siguiente ecuacion como consecuencia del principio de arbitraje,

d<l+r<u (2.6)
Demostracion. Para la demostracién, véase Shreve (2004b). O

El resultado anterior es evidente, si por alguna causa no se cumple la ecuacion
2.6 entonces uno nunca invertiria a la tasa r (en el caso de que d > 1+ r) o nunca
invertiria en el activo S (en el caso de que u < 14r), por lo que la incertidumbre del
activo S debe girar alrededor de r para ser considerado de interés para andlizarlo.

Ahora bien, se considera un instrumento financiero derivado cualquiera V. En
las palabras de Hull (2011):

A derivative can be defined as a financial instrument whose value depends on
(or derives from) the values of other, more basic underlying variables. Very often
the variables underlying derivatives are the prices of traded assets. (...) However,
derivatives can be dependent on almost any variable, from the price of hogs to
the amount of snow falling at a certain ski resort.

8Cabe mencionar que el término “segura” deberia ser sustituido por altamente probable de cum-
plirse, ya que en realidad ninguna inversién en los mercados financieros es segura completamente.
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Por lo que un instrumento derivado puede depender del activo S. Si este es el caso, en
el siguiente desarrollo se concluird que el valor de V, como consecuencia del principio
de arbitraje, depende completamente del activo S y la tasa de interés r.

En efecto, ya que V es un derivado financiero que cuenta con S como subyacente,
se busca construir un portafolio de inversion X que cumpla la siguiente condicién,

X1 =W (2.7)

si este es el caso, entonces Xy = V) como consecuencia del principio de arbitraje.
Para esto, se representa a Xy como sigue,

Xo = DoSo + (Xo — ApSp) (2.8)

donde A representa la cantidad de acciones que se compran del activo S a tiempo
cero, mientras que (Xo — AgSp) representa una inversién que se va a realizar con
respecto a la tasa de interés r.

Una vez ha pasado un periodo, X; esta constituido de la siguiente forma,
Xl = A()Sl + (XO - Aoso)(l -+ 7") (29)
y como consecuencia de la ecuacion 2.7, se deben cumplir las siguientes dos ecuacio-
nes,
Vvl(H) :Xl(H) :A()Sl(H)—l-(X()—A()S())(l—l-T) (210)
VAT) = X1(T) = DS (T) + (Xo — 8oSo)(1 +7) (2.11)

restando 2.11 a 2.10 y despejando a Ay, se obtiene lo siguiente,

_ Vi(H) = W(T)
Ay = S 5.7 (2.12)

donde como ya se habia mencionado antes, A, representa la cantidad de acciones
a comprar del activo S a tiempo cero. Volviendo a las ecuaciones 2.10 y 2.11; si se
multiplica 2.10 por un valor p, a 2.11 por ¢ = 1—p y se suman, se obtiene lo siguiente,

Xo(1+7) + Ag (SI(H)m Sy (T)f — So(1 + r)) —Vi(HF+ V(TG (2.13)

si se escoge p tal que,
So(l+7)=51(H)p+ 5(T)q (2.14)
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entonces Xy = Vj equivale a lo siguiente,

Vo(l+7)=Xo(1+7)=Vi(H)p+Vi(T)q (2.15)

como consecuencia de la ecuacién 2.14 se tiene que p y ¢ son equivalentes a las
siguientes fracciones,

- 1l4r—d _ u—1-—r
_ P 2.16
p=——g 4=y (2.16)
y como consecuencia del teorema 2.14 se tiene que,
0<p g<1 (2.17)

La ecuacion 2.17 da la pauta para crear el siguiente resultado,

Teorema 2.15. Sean S y V un activo en los mercados financieros y un deriwado
que tiene como subyacente al activo S, respectivamente. Ademds se define sobre el
espacio de probabilidad (2, F,P) establecido en la definicion 2.13 una nueva medida
de probabilidad P que cumpla con las siguientes dos condiciones:

ED(Sl = Sl(H)) =p
]P)(Sl = Sl(T>> =q

Donde p y q son los valores escritos en la ecuacion 2.16. Entonces se cumplen las
siguientes dos ecuaciones:

1 ~
Vo=1 n TIE(Vl) (2.19)

es decir, el valor esperado descontado un periodo de S1 y Vi equivalen a sus valores
presentes Sy y Vo, respectivamente.

Demostracion. Consecuencia inmediata de las ecuaciones 2.14 y 2.15. ([

Se puede notar gracias al teorema 2.15 como se realizé un cambio de medida o
una transformacion a la incertidumbre, esto con el objetivo de poder cumplir con el
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principio de arbitraje. Y en esta nueva medida de probabilidad P se cumple que la
tasa de interés r es constante, es decir:

I~E( 1 Sl):SOZIE(Sl)

1+ 1+
= 1oy EW)
E(l—l—rvl)_vo_ 1+7r

Por lo cual para cualquier activo A que se ha definido sobre el espacio (€2, F, IF) (en
este caso S 'y V), si se denota como ,A4; a la incertidumbre que tenemos respecto al
activo A un periodo en el futuro de forma descontada, entonces,

Ay =E(,4) (2.20)

donde Aq representa el valor del activo A a tiempo cero.

La relacién entre las medidas de probabilidad Py P se hace mediante la siguiente
variable aleatoria,

Definicién 2.16. Sea €2 un espacio muestral finito y sea F = 22 Ademas sean P v
P dos medidas de probabilidad definidas sobre F y si para todo w € €2,

P({w}), P({w}) >0 (2.21)

es decir, P y P dan probabilidad estrictamente positiva para cualquier elemento de €.
Se denota como Z a la derivada de Radon-Nikodym de P con respecto a P y queda
definida como sigue para todo w € €,

Z(w) = (2.22)

la cual es una v.a. definida sobre los espacios de probabilidad (Q0, F,P) y (2, F, I?P/’)

Teorema 2.17. Sean 2, F, P, P y Z establecidas como en la definicion 2.16, en-
tonces se cumplen las siquientes propiedades,

(1) P(Z >0) =1.
(i) BE(Z) = 1.
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(iii) Para cyalquier v.a. Y definida sobre los espacios de probabilidad (2, F,P) y
(©, F,P).
E(Y)=E(ZY) (2.23)

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, se supone que Q = {wi,...,w,} para un
n € N cualquiera. La propiedad (i) se sigue de forma inmediata, ya que se asume que
P({w}),P({w}) > 0 para cada w € Q.

Para la propiedad (ii), se asume que Ran Z = {zy,..., 2z} donde claramente k < n.Y
ademas se definene los siguientes conjuntos disjuntos a pares,

A ={weQ: Zw)=2}; 1<j<k

el valor E(Z) quedacomo sigue,
k k
E(Z) = sz P(Z = z;) = Z Z 2; P({w})
j=1 J=1 weA;

nétese que para todo z; € Ran Z existe un w,; € () tal que,

L B((e))
' B((e))

entonces si w € A; se cumple que Z(w) = z; vy,

_ P({ws})

Pl =5 P

por lo que z; P({w}) = @({w}) y sustituyendo en el desarrollo de E(Z) se tiene lo
siguiente,

k

E(Z) = zk: P({w}) = Zﬁ(Aj) = @( LJ];J Aj) =P(Q) =1
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Para (iii), se asume que RanY = {y1,...,ym} donde claramente m < n. Y ademds se
definen los siguientes conjuntos disjuntos a pares,

y los siguientes k£ X m conjuntos disjuntos a pares para 1 <7< ky 1 <1 <m,
sz = Aj N BZ

E(Y) queda como sigue,

= Zyz I@(Y = yi) = Z Z ylfﬁ)({w} Z Z yz {W})

=1 weB; i=1 weB;

para el caso de B; se cumple lo siguiente,

> nZwr(h) =30 3w B((e)

wWEB; J=1 GCl

y en la anterior suma, los valores y; y z; son constantes en C;, por lo que,

Z Z y; z; P {w} :ZyiszPC

Jj=1 wGCl

y remplazando la suma anterior en el desarrollo de IE(Y) se tiene lo siguiente,

m k

SN w 2@ Bl = 3 Y s
i=1 weB; =1 j=1
y por como se definio Cji se cumple que,

C]?' ={weQ: ZY(w) =Z(w)Y (w) = zjy;}

por lo tanto,

E(Y) =YY zuP(ZY = zy) = E(ZY)

i=1 j=1
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Este resultado permite concluir que la valuaciéon de activos mediante la medida
neutral al riesgo P se puede sustituir mediante la medida P y la derivada de Radon-
Nikodym de P con respecto a P.

2.3.2. El modelo binomial multiperiodo

En esta subseccion, se establece el modelo binomial multiperiodo y como este se
ve afectado por las medidas de P y P (donde P de forma indirecta incluye el principio
de arbitraje).

Definicién 2.18. Sea M = (M,)nen, una caminata aleatoria cualquiera con probabi-
lidad de subida p tal y como fué establecida en el ejemplo 2.2. Ademds, se toman dos
valores u y d constantes tales que cumplan el teorema 2.14 para una tasa de interés
r fija, se define el modelo binomial multiperiodo (también llamado drbol binomial
multiperiodo) S = (Sp)nen, de la siguiente forma,

(i) So es un valor constante establecido inicialmente tal que Sy > 0.

(i1) Para cualquier n > 1 se tiene lo siguiente,

n+My _-n—Mp

Sn = Soqu 2 (224)

Una representacién visual del proceso estocéastico S puede verse en la figura 2.2, se
ve como la representacién visual de dicho proceso estocéastico tiene la forma de un
arbol (con raices horizontales), donde cada rama se biparte (de ahi el nombre de
binomial).

Syu
U fu
Sy P
f q

(770) Sod

f4

Figura 2.2: Modelo binomial multiperiodo
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—”+2M" y 2=Mapeg

Se inicia el andlisis de S estableciendo las distribuciones de 5

pectivamente,

Teorema 2.19. Sea S el modelo binomial multiperiodo establecido en la definicion
2.18, se definen los siguientes dos procesos estocdsticos H = (Hy)pen ¥y T = (1) nen
como siguen,

_n+Mn

H,: 3 (2.25)
— M,
7, =" (2.26)
2
entonces se cumple las siguientes tres propiedades,
(i) H, <~ Bin(n,p) y T,, «~ Bin(n,1 — p).
(ii) Para todo n € N se cumple que,
P(T, =n— hy|Hy = hy) =1 (2.27)
P(H,=n—t,|T, =t,) =1 (2.28)
y por lo tanto,
P(H,+T,=n)=1 (2.29)

(iti) Para todo n € N, Ran S, = {Sou'd"™" :i € {0,1,...,n}}.

Demostracion. Para la propiedad (i), la v.a. H, equivale a la v.a. Y definida en el
ejemplo 2.2, por lo que se cumple que H,, «~ Binom(n, p). Para el caso de T},

T,=n—H,
por lo que su funcién de masa de probabilidades queda como sigue,

an(t):]P)(Tn:t):P(n_Hn:t):]P(Hn:n_t)

= (nrrz t)p”‘t(l -p)' = (?)(1 —p)'p

por lo tanto T,, «~ Binom(n,1 — p). Las propiedades (ii) y (iii) son evidentes ya que
H,+T,=n.

O
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Definiciéon 2.20. Sea S = (S),)nen, €l modelo binomial multiperiodo establecido en
la definicion 2.18, se define el proceso estocdstico ,S = (,S,)nen, cOMO Sigue,

(1) pSo = So
(i) Paran € N,
Sn

pon = (14 7r)n

(2.30)

se dice que ,S es el modelo binomial multiperiodo descontado a tiempo cero (tiempo
presente).

Si S es un activo financiero cuya incertidumbre se modela mediante el arbol bi-
nomial multiperiodo establecido en la definicién 2.18, entonces el proceso estocéastico
»S representa la incertidumbre descontada a tiempo presente de dicho modelo. El
siguiente lema sirve para demostrar el teorema 2.22.

Lema 2.21. Sean S y ,S los modelos establecidos en las definiciones 2.18 y 2.20,
respectivamente. Entonces bajo la medida neutral al riesgo P se cumple lo siguiente,
E(S,) = So(1 + )" (2.31)
E(,S,) = So (2.32)

Demostracion. La demostracion se hace por induccion. Sea k = 1, y se busca obtener

I~E(Sl). Recordando que Ran S7 = {Sgu, Sod} y que p = 13+;d,

E(S)) = SouP(S, = Syu) + Sod P(S) = Sod)
= S(]’U/ﬁ+ Sod(l — ﬁ)

B 1+r—d u—(1+r)
—Sou—u_d +S0d—u—d
(I +7)(Sou — Sod) + Soud — Spud
B u—d
1 —d
_ SN =d) _ g0y
u—d

Se supone vélido para k = n, y con esto se demuestra véalido para n + 1. Los rangos de
las v.a. S, y Sp11 son los siguientes,

1) Ran S, = {Sou'd"":i€{0,1,...,n}}.
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2) Ran Spy1 = {Sou'd" " :i€{0,1,...,n,n+1}}.

y ademds se cumple lo siguiente para la variable aleatoria S, 1 | {Sn = sn},
1) Ran Syiq | {Sn = Sn} = {s,u,s,d}.
2) I?P;(SRH =s,u|S, = sn) =Dp.

esto como consecuencia de la definicion 2.18. Ahora bien, para obtener la esperanza
E(Sn+1) se utiliza el concepto de “esperanza iterada”® de la siguiente forma,

E(5h+ﬂ :jE(E(5%+1|5%)>
Para la v.a. Sp1 | {Sn = sn} se cumple lo siguiente,
E(Sn+1| S, = sn) =sp(1+7)

por lo tanto ]E(S,Hl 1S,) = Sl +71)y,

E(Spi1) = INE(IE(SnH | Sn)> = R(Su(1+7)) = So(1 +7)"(1+7) = So(1 + r)"*!

quedando asi demostrado 2.31. Para demostrar 2.32 es suficiente notar que ,.5,, = S

(I4r)"
por lo que,

~ = Sh ~ Se(T+m)r
E(psn)_E<(1+r)"> (T4

quedando asi demostrado el lema 2.21. O

Teorema 2.22. Sean S y ,S los modelos establecidos en las definiciones 2.18 y 2.20,

respectivamente. Entonces bajo la medida neutral al riesgo P se cumple que ,S es una
martingala, donde p y q estan definidas como sigue,

. 1+r—d

= 2.33
p - (2.33)
~ u—1—r

= 2.34
q p— (2.34)

y esto es sobre la filtracion F = o(,S) = o(S).

9El concepto de “esperanza iterada” se puede consultar en Casella et. al. (2002) en el Teorema
4.3.3.
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Demostracion. Para la demostracién del teorema 2.22 es suficiente ver que para cual-
quier cualquier ¢ < j se cumple lo siguiente,

E(,S;|Fi) =5 F €F

Para esto, se escribe ,,5; de alguna forma equivalente que sea mas apropiada para ana-
lizar. Recordando lo establecido en el ejercicio 2.3,

M; = M; + M*

donde M; y M* son v.a. independientes y M™* = M;_;. Por lo que H; y T} quedan como
sigue,

j+M; i+ M+ (j—i) + M _z'+M¢+(j—i)+M*

H; = = _
2 9 9 5
_j_Mj_i_Mi+(j—i)—M*_i—Mi (j—i) — M*
= - = +
2 9 9 7
por lo tanto,
ij = —,SOUJ+M J_2Mj = 1 'SOuHQMi-i-(J i)+ M* di*QMi_,'_(jfi);M*
(1 + 7")] (1 + T’)J
1 i+ M, i—M; 1 G+ M*  (G—iy—m* 1
- ooU 2 . —Shu 2 2 -
(1 + ) (1+4r)i—t S,
S pSsz*

donde la v.a. ,5; y ,5* son independientes (ya que M; y M* lo son) y ,5* esta definida
como sigue,

1 G=i)+M*  (j—i)—M*
,,S* = —;iSoU 2 d 2
(L+7)

Ahora bien, se toma un A € F; cualquiera, como ,5; y ,5* son independientes entre si,
entonces también 1,4 y ,S™ lo son, por lo que,

1~

]E(PSJ']'A) SO

( SlpS*lA) - ( Si 1A) (pS*)

1~
So
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y ya que M* = M;_; entonces ,5* = ,5;_; y por consecuencia del lema 2.21 se cumple
que E(pS *) = Sy concluyendo que,

- S~ ~
E(psle) = ng(pSilA) - E(psilA)

y por como se establecié la definicion 2.5 para todo 7 < j,

E(yS;|Fi) =S Fi€F

Con estos resultados se puede hacer la siguiente observacion,

Observacion 2.22.1. Para la caminata aleatoria M con probabilidad de subida p
se demostrd que la propiedad de martingala solo se cumplia si y sdlo sip=1/2 (es
decir, la caminata aleatoria era justa).

Mientras que para el proceso ,S, la propiedad de martinagala se consigue haciendo
un “cambio de medida” el cual transforma el valor de p a un valor p. Ademds, toda
esta informacion esta disponible en la derivada de Radon-Nikodym de P con respecto
a P establecida en la definicion 2.16. Si dicha derivada la denotamos como Z (para
simplificar la notacion), entonces se tiene lo siguiente:

1) El proceso pS = (,Sn)nen, €S una martingala con respecto a P.

2) El proceso Zp,S = (Z ,Sn)nen, €S una martingala con respecto a P.
y esto sobre la filtracion F = o(S).

Una vez completado el anélisis del arbol binomial multiperiodo S y su respectivo
arbol binomial descontado ,S, se considera un derivado V que cuente como subya-
cente al activo S y que tenga como fecha de madurez un tiempo n € N en el futuro.
Se establecen las siguiente funciones:

(i) Funcién Payoff: Dicha funcién se denota como Gy y representa el valor del
derivado a tiempo n (fecha de madurez) dado el valor de S, es decir,

V, = Gy (Sy) (2.35)
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(ii) Funcién de valuacién del derivado V: Dicha funcién se denota con la letra gy y
representa el valor del derivado a tiempo m < n dado el valor de S,,, es decir,

Desde que queda establecido el derivado V, la funcién Gy (el Payoff) queda comple-
tamente definida, lo tinico que falta es encontrar la funciéon gy para todo m < n, y
para el caso de m = n,

gv(Sn,n) = Gy (5,) (2.37)

Cabe aclarar, que las funciones Gy y gy no son variables aleatorias, ya que el valor
del derivado debe quedar completamente definido gracias al principio de arbitraje
asi como por los valores admisibles S.

Para obtener los valores admisibles para las variables aleatorias Vg, Vi, ..., V,_1
(donde n sigue representando la fecha de madurez del derivado), se utiliza el principio
de arbitraje y el arbol binomial analizado en la subsecciéon anterior. La siguiente
informacion es conocida desde el principio:

(i) Se supone que el activo S es modelado mediante un arbol binomial multipe-
riodo, y en este caso dicho proceso estocéastico nos interesa hasta tiempo n, ya
que el derivado termina de hacer efecto después de ese periodo.

(ii) Se conoce la funcién Gy y por lo tanto los valores que adquiere el derivado a
tiempo n. Es decir, bajo la medida neutral al riesgo, la funcién de masa de V,
queda definida como sigue para cualquier s, € Ran S,

P(V, = Gy(s,)) = P(S, = s,
Ahora bien, pera el caso V,,_1, se sabe que para cualquier s* € S,,_; se debe cumplir

lo siguiente,
/S,
“
1+r

esto como consecuencia del lema 2.21.

Sp-1 = s*) =s" (2.38)

Nétese que las via. {Sp_1|{Sn-1 = $*},5,[{Sn_1 = s*}} representan un drbol
binomial a un periodo, por lo cual se debe cumplir las siguientes condiciones como
consecuencia del principio de arbitraje,

(i) La variable aleatoria S, |{S,—1 = s*} es constante y se cumple que,

Sn—l | {Sn_1 = S*} =" (239)
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(ii) La variable aleatoria S, |{S,—1 = s*} tiene dos valores admisibles {s*u,s*d}
tales que,

IE(S” = s"u|{Sn-1 = s})
P(S, = s*d|{Sn-1 = s"})

p
q

y como resultado de lo establecido en el d&rbol binomial a un periodo, se debe cumplir
que,

™ Vn * *
E(1+r’5"128> :Vn,ll{Sn,lzs } (240)

donde la anterior esperanza neutral al riesgo esta dada por la siguiente ecuacion,

I’E’( Vn ‘Snl _ 8*) _ gV(S u,n)p+gv(s d7 n)q (241)
147 1+7r

esto se hace para cualquier s* € RanS,_1 y la v.a. V,_1 | {S,-1 = s*} debe ser
constante (por como estd definido el drbol binomial a un periodo). Por lo cual,

gv(s*,n—1)=V,1|{Sh-1=5"} (2.42)

por lo que todos los valores de gy (s*,n — 1) para s* € Ran S,_1 quedan definidos
por la ecuacion 2.42 y se cumple que,

I?P/’(Vn_l =gy(s*,n — 1)) = IP’(Sn_l = s*) (2.43)

Una vez obtenidos los valores de V,,_; se pueden obtener los valores de V,,_5 siguiendo
el mismo argumento ya establecido pero ahora usando a V,,_;. Por lo que para conocer
todo el proceso estocastico V se realiza un analisis partiendo de “adelante hacia
atras”, es decir, conociendo primeramente V,,, luego V,,_; y asi sucesivamente hasta
llegar a Vj el cual representa el valor al que debe venderse/comprarse el derivado a
tiempo cero (valor presente del derivado).

El siguiente ejemplo de un arbol binomial a dos periodos muestra de forma
practica la valuacion de un derivado V.

Ejemplo 2.23 (Arbol binomial a dos periodos). Sean u = 1.3, d = 0.8, r = 0.1,
So = 10 los valores necesarios para construir un drbol binomial a dos periodos (n = 2)
que represente la incertidumbre que se tiene respecto a un activo S. Para dicho activo
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se establece un derivado V que tiene como fecha de madurez n = 2 y que cuenta con
el siguiente Payoff,

Gv(Sg) = méX{SQ - 9, 0}

Con esta informacion es suficiente para analizar el comportamiento de V. Primera-
mente se resume el comportamiento de S, sabiendo que p = 0.6,

(i) Para el activo Sy (valor actual del activo).
P(Sp = 10) = 1

(ii) Para el activo Sy (valor del activo un periodo en el futuro).

(11i) Para el activo Sy (valor del activo dos periodos en el futuro).

P(Sy = Sou?) = P(Sy = 16.9) = p* = 0. 36
P(S; = Soud) = P(Sy = 10.4) = 2p§ = 0.48

P(Sy = Sod?) = P(S, = 6.4) = ¢> = 0.16

Ahora bien, el andlisis de V se inicia obteniendo los valores admisibles para Vo lo
cuales estdn completamente especificados por la funcion Gy (el Payoff del derivado),

P(Va = Gy(16.9)) = P(Va = 7.9) = P(S; = 16.9) = 0. 36
P(Va = 1.4) = P(S, = 10.4) = 0. 48
(Va=0.0) =P(S, = 6.4)=0.16

EZ
o~
Il
)
<
—
o
N
I
==

EZ
o
Il
D
=
D
W
Il
2=

para los valores admisibles de V| se cumple lo siguiente,

7.9p+1.4q
S, = 13) LIPT Ry 9181
1+r

1.4p+0.0§
S, = 8) 24p+0.U4q
147

~( Vi
gv(13,1>=E<1 :

+r
Vo
1+r

gv(8,1) = IE?( = 0.7636
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por lo que,
P(Vi = gv(13,1)) = B(V; = 4.8181) = B(S; = 13) = 0.6

P(Vi =gv(8,1)) =P(V4 =0.7636) = P(S; = 8) = 0.4

por ultimo, se obtiene el valor de Vy,

vo—fé< n
1+7r

= 2.9057

481815+ 0.7636 §
Sy = 10) - b+ q
1+7r

y como Vy representa el valor actual del derivado, entonces claramente,

P(Vp = 2.9057) = 1

Para terminar esta subseccién, es importante generalizar el portafolio que replica
al derivado financiero V, esto se hace obteniendo el proceso estocastico {A;},_, que
representa la cantidad de dinero invertido a cada tiempo i € {0,1,...,n — 1} en el
activo subyacente S;, esto permite crear un portafolio que replique perfectamente a
V, dicho portafolio se denota como X y debe cumplir con la siguiente condicion para
cualquier 7 € {0,1,...,n — 1},

con un argumento equivalente al que se utiliza para obtener {V;}; _,, se debe cumplir
lo siguiente para A;,

(su,i+1) — gy(sd,i+ 1)

g
Ail{Si=s}= : su — sd

(2.45)

y esto es valido para cualquier s € Ran S;; esto permite tener que X = V}, para todo
k € {0,...,n}. En el siguiente ejemplo se ve de forma préctica como se comporta el
portafolio X con relacién a los datos dados en el ejemplo 2.23.

Ejemplo 2.24. Utilizando los valores establecidos de u, d, r, Sy y Gy establecidos
en el ejemplo 2.23, encontrar como se distribuyen los procesos estocdsticos {A;}r,

y {Xi}ln—l °

(i) Para el caso de Aq se tiene que Sy = 10, por lo que,

gv(13,1) — gy(8,1)  4.8181 —0.7636

Ay =
13 -8 13 -8

= 0.8109
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(1i) Para el caso de Ay existen dos posibilidades,

v(16.9,2) — gv(10.4,2) 7.9 1.4

= =1.0
16.9 — 10.4 16.9—10.4
10.4,2) — 6.4,2 1.4—-0.0
Al‘{Slz 8}:gV( ) ) gV( ) ): —0.35
10.4 —6.4 10.4 —6.4

y cada uno con las siguientes probabilidades de ser escogidas (de forma equiva-
lente a lo establecido para V),

P(Ay = 1.0)=P($; =13)=p

P(A; =0.35) =P(S; =8) = ¢

Nétese como Aq|{S) = 13} = 1, esto se debe a que Vi |{S; = 13} > 0, es decir,
no se tiene ninguna pérdida en el derivado V a tiempo 2 una vez haya sucedido el
evento {S1 = 13}, por lo cual se invierte todo el portafolio en el subyacente X.

Para el comportamiento del portafolio X se analizan los posibles eventos a conti-
nuacion. Se inicia con Xg = Vo = 2.9057, dicho dinero se divide de la siguiente
forma,

Xo = AgSy + (XO — AOSQ)
Xy = 0.8109Sp + (—5.2033)

(i) Para el caso de que {S; = 13}, entonces,
X1 |{S; =13} = 0.8109 % 13 + (1. 1)(—5.2033) = 4.8181 = V; | {S, = 13}

una vez se tiene esto, entonces Ay |{S1 = 13} = 1 y se “rebalancea” el portafolio
X de la siguiente forma,

Xq [{S1 =13} =15, | {51 = 13} + (—8.1819)
a continuacion, existen dos posibilidades,
(ia) Para el caso de que {Ss = 16.9},
X {9 =16.9} =1%16.9+ (1.1)(—8.1819) = 7.9 = V5 | {S, = 16.9}
(ib) Para el caso de que {Sy = 10.4},

Xo|{Sy=10.4} =1%10.4+ (1.1)(—8.1819) = 1.4 = V5 | { S, = 10.4}
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(i1) Para el caso de que {Sy = 8}, entonces,
X1]{S; =8} =0.8109 % 8 + (1.1)(—5.2033) = 0.7636 = V; | {S; = 8}

una vez se tiene esto, entonces Ay |{S1 = 8} = 0.35 y se “rebalancea” el
portafolio X de la siguiente forma,

X1 [{S1 =8} =0.3551 | {S1 = 8} + (—2.0364)
a continuacion, existen dos posibilidades,
(tia) Para el caso de que {Sy = 10.4},

Xo|{Sy=10.4} =0.35%10.4 + (1.1)(—2.0364) = 1.4 = V5| {Sy = 10.4}

(iib) Para el caso de que {Sy = 6.4},

Xy {Sy=6.4} =0.35%6.4 + (1.1)(—2.0364) = 0.0 = V, | {S, = 6.4}

Claramente se nota como el portafolio X replica perfectamente al derivado V sin
importar cualquier escenario del activo S.

2.4. El modelo a tiempo continuo

Esta seccién entrelaza el modelo binomial multiperiodo establecido en la seccion
2.3 con el modelo continuo. Se ve como el modelo continuo es un modelo “limite”
del modelo discreto, esto en términos de convergencia en distribucion de variables
aleatorias. Al terminar esta seccién se cuenta con el modelo continuo utilizado en la
férmula de Balck, Sholes y Merton para la valuacion de opciones europeas.

Para iniciar este capitulo, se necesita “aumentar la velocidad” con la que los
pasos de la caminata aleatoria se dan, cuando la velocidad de dichos pasos tiende a
infinito, se llega como consecuencia al modelo continuo con pasos “infinitesimalmen-
te” continuos. Para esto se inicia con la siguiente definicién,

Definicién 2.25. Sea M una caminata aleatoria con probabilidad de subida p. Se
define la caminata aleatoria escalada n veces con probabilidad de subida p como el
proceso estocdstico W) = (VVt(n))tZO siguiente,
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1) Sint € N entonces,
1
W :
t \/ﬁ t

2) Sint ¢ N entonces,

) _ o
Wi =W T T ()
u—Ss
1 1 t—

Vn Vinu—s

donde s y u son los valores mas cercanos a t, por izquierda y derecha respecti-
vamente, tales que ns,nu € N.

Sip= % (es decir, M es una caminata aleatoria simétrica), se dice que W™ es una
caminata aleatoria simétrica escalada n veces.

Proposicién 2.26. Sean € N cualquiera y sea W™ la caminata aleatoria escalada
n veces con probabilidad de subida p, entonces se cumple lo siguiente:

1) EW™) =t n@2p—1)

2) El proceso W™ no es una martingala.

Demostracion. Para el inciso 1),
1) Sitn € N,

_n“%_ﬂ>=tVﬁ@p—n

==

2) Sitn ¢ N, entonces se escoge § y u como los valores mas cercanos a t, por izquierda
y derecha respectivamente, tales que ns,nu € N. Entonces,

n 1 t—s 1

:s¢5@p—1%+——gvﬁw—ﬁﬂ%—ﬂ>

=sVn(2p—1)+(t—s)Vn(2p—1)
:t\/ﬁ (2p —1)
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Para el inciso 2) se da un fundamente légico por el cual no se cumple la propiedad de
martingala. Sean s,u € R tales que s = u — 1/ny un € N, se toma un ¢t € R tal que
s <t < u, entonces se cumple lo siguiente,

" qun) _ Ws(n)
Wi = w4 ——, -9

con esta informacién, es evidente que Wt(n) no es independiente de WQE") por lo cual
la o-élgebra Fs (informacién disponible hasta el tiempo s < t) no es suficiente para

)

. . . n . . 7
conocer toda la incertidumbre que se tiene con respecto a Wt( , se necesita informacién

“futura” (u > t) para analizar la incertidumbre de Wt(n). Bajo este razonamiento se ve

que E(Wt(n) | Fs) # .
0

En la figura 2.3 se puede ver como se comporta la caminata aleatoria simétrica
y como esta se compara con la caminata aleatoria simétrica escalada. Para el proceso
W® el valor n representa “cuantos saltos” se dan en el intervalo [0, 1], dichos saltos
se dan en los siguientes valores,

{1 2 n—1 }
— =, ;1
n’'n n

y gracias al término in utilizado en la definicién de la caminata aleatoria simétrica
escalada, los saltos son cada vez mas “pequenos”.

4 - 4

——— Muestral ——— Muestral

——— Muestra 2

——— Muestra 3
Media

0 1 2 3 4 5 [ 1 2 3 4 5
Tiempo Trempo

(a) No escalada (b) Escalada 100 veces

Figura 2.3: Caminatas Aleatorias Simétricas
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Con lo descrito visualmente en la figura 2.3, una pregunta natural al respecto
serfa la siguiente: ;El proceso estocéstico W™ converge a algin proceso en especifi-
co? y la respuesta a esta pregunta la da el teorema 2.31. Para llegar a este resultado,
se establecen a continuacion definiciones y resultados con respecto a convergencia de
v.a. en distribucién y como estos resultados se relacionan con la funciéon “generadora
de momentos”.

Definicién 2.27. (Convergencia en distribucion) Sea X = (X,,)nen una sucesion de
variables aleatorias cualquiera. Se dice que X converge en distribucion a una v.a. X,
st para todo punto x en donde la funcion Fx es continua, se cumple que,

lim Fy, (z) = Fy(x)

n—00

Esto se denota como X, BN X, o bien, Fx, BN Fx.

Definicién 2.28. Sea X wuna v.a. cualquiera, se define la funcion generadora de
momentos de X como sigue,

Mx(t) = E(e"")
definida para t € R donde la anterior experanza existe y es finita.

Proposicion 2.29. Sea X y Y wv.a. independientes y cuyas funciones generadoras
de momentos existen en una vecindad no trivial alrededor del cero. Entonces para
cualquier t € (—s, s) para algin s > 0,

M1y (t) = Mx(t) My (¢)
Demostracion. Ya que X y Y son independientes se cumple lo siguiente,
Mx.iy(t) = ]E(et(xﬂ/)) = ]E(etxety> nd E(etX>E(etY> = Mx(t)My(t)
demostrandose lo deseado.

]

Teorema 2.30. Sea X = (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias cuyas funcio-
nes generadoras de momentos existen todas ellas en algun intervalo no trivial alrede-
dor del cero, y sea X una v.a. con funcion generadora de momentos Myx. Entonces

X, -5 X s, y solo si, My, (t) N Mx(t).
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Demostracion. Este teorema es una versién mas simple del Teorema de continuidad
de Lévy. Para la demostracién de dicho teorema puede verser Klenke op. cit. capitulo
15.3. O

Con esta informacion, se puede establecer la convergencia en distribucién del
proceso estocastico W™,

Teorema 2.31. Parat fijo. Mientras n — 00, la distribucion de la caminata aleato-
ria simétrica escalada W™ evaluada a tiempo t converge en distribucién a una v.a.
normal con media cero y varianza t. Es decir, para t fijo,

w L w,
donde W; «~ N(0,V/1).

Demostracion. Para esta demostracion, se analiza las funciones generadoras de momen-
tos del modelo Wt(n) para n € Ny de W;. Se sabe que My, esta dada por la siguiente
ecuacion,

1,2

M(u) == My, (u) = ez

Ahora bien, si t es tal que nt € N entonces la funciéon generadora de momentos para

W s,
pn(t) = My (u) = E(euwf’”> _E ( exp (%M,ﬁ))
(o) (i (1)

j=1

donde X son las variables que conforman la caminata aleatoria simétrica establecida en
el ejemplo 2.2 (recordando que las X; son independientes entre si). Por lo que,

nt nt
ind (% 1 1 _ w
on(u) = HE<6XP (%XJ)) = H <§€ﬁ + 56 ﬁ)
7j=1 7=1
DT G n
prnd —e n —e n
2 2

Se necesita demostrar que,



2.4. EL MODELO A TIEMPO CONTINUO 119

Para obtener dicho limite, es suficiente considerar el logaritmo de ¢, (u) y demostrar
que,

n—o0

1w 1 _w 1,
log v (u) = ntlog Eeﬁ+§e Vil — —utt

para esto, se hace el cambio de variable x = \/Lﬁ y como n — oo entonces © — 07 y el
limite queda como sigue,

n—00 z—0t 22 0

y usando la regla de L’Hospital,

U LUz U ,—UL U UT U, —UT
; o ; 7€ € t 5€ 5€ B 0
lim ¢, (u) =t lim = — lim ==
n—o0 z—0t 2x<%€ugj + %e—uz> 2 z—07t X O

y usando la regla de L’Hospital nuevamente,

t 2 2 1
lim @n<u> = — lim (%euw + %G—UI> _ §u2t

n—o00 2 z—0+

Ahora bien, para el caso nt ¢ N, entonces se escoge s1 y so como los valores mas cercanos
a t, por izquierda y derecha respectivamente, tales que nsy,nsy € N y se cumple que,

n t—
W = w4 (Ws(f) _ W(")> =5

- S92 — 81

recordando que Ws(f ) y I/Vs(;1 ) Ws(ln ) son v.a. independientes (como consecuencia de la

construccién de la caminata aleatoria) y ademds sabiendo que Ws(;‘ ) ngn )= ™

on(u) := M

W (u) queda como sigue,

t— S1
on(u) = MWS({” (u) My ( u)

1w 1w \™ /1 ut=sp 1 _ =spe \ 2751
= | —-evr 4+ 56 vn 5@(52*51)\/5 —|—§e (sg—s1)vn
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por lo que aplicando logaritmo a ¢,, se cumple lo siguiente,

1 w 1 _ w 1 _ult=s1) 1 __(=spu
log v (u) = ns; log §eﬁ+5e Vi | 4+ n(sy — s1) 56(52751)ﬂ+§€ (s2—s1)vn

1 1 t—s\°
log o, (u) — —u?s; + —u2< ! ) (S92 — 51)

1 t—s 1/ t—s
=—11- L u251+— ! u2$2
2 So — S1 2\ 82— 51

una consecuencia de que n — 0o es que t — s; 0 t — S5 (la distancia entre s; y s9 se

reduce cada vez mas) por lo que existen los dos casos siguientes

como se deseaba. Con esto se sabe que ¢, (u) — M (u) y gracias al teorema 2.30 se
n—oo

comprueba que,
w45 w,

para cualquier ¢ € R. O

En la figura 2.4 se pueden ver histogramas de las variables aleatorias Wl(m) y
W1(100)7 respectivamente. Ademas, dichos histogramas se comparan con una funcion
de densidad perteneciente a un modelo Normal(0, 1). Se puede notar como el ajuste
mejora conforme n crece.
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(a) Histograma Wl(m) (b) Histograma Wl(loo)
Figura 2.4: Histogramas de la caminata aleatoria escalada simétrica
Definicion 2.32. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Se define el movimiento

browniano W := (W})i>0 como un proceso estocdstico que cumple para cualesquiera
0=ty <t; <...<ty, las siguientes propiedades:

1) Los incrementos,
M/tl = V[/t1 - VVto7VVtQ - Wt17 N '7th - th,1
son independientes.

2) La distribucion del incremento Wy, — Wy, es normal con media y varianza
siguientes,

E(W,
V (W,

Wt)ZO

i+l i

W ) =tiy1 — 1

i+l i

Con esta definicién se ve como el proceso estocastico W™ converge en distribucién
al movimiento browninano (la demostracién se omite pero es consecuencia inmediata
de la demostracién del teorema 2.31). Ademds si se toman 0 < s < t cualesquiera y
se define F = o(W),

E(W; | F,) = E(W, — W, + W | Fy)
=E(W, — W, | F,) + E(W, | F)
R (W, — W) + W,
=W,
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por lo cual se cumple que W es una martingala para la filtracion F. Lo cual no
era en general para el proceso W™ (como consecuencia de la interporlacién cuando

tn ¢ N).

Una vez identificada la convergencia en distribucién para el modelo W
especial interés conocer si existe un tipo de convergencia similar para el arbol bino-
mial multiperiodo S cuando aumenta la velocidad de los saltos que da la caminata
aleatoria subyacente. Este analisis nuevamente se inicia con una definicion,

() 65 de

Definicién 2.33. Sea Sy tal y como se establecio en la definicion 2.18 y ademds
sean dy,u, valores de salto (indexados a n € N). Para cualquier valor t > 0 se
define el arbol binomial escalado n veces, como el proceso estocdstico S™ = (St(n))
siguiente,

£>0

1) Sitn € N entonces,

nt+Mp¢ nt—My¢

S = Soun 2 dy

2) Sitn ¢ N entonces,

donde s y u son los valores mas cercanos a t, por izquierda y derecha respecti-
vamente, tales que ns,nu € N.

donde M es una caminata aleatoria con probabilidad de subida p.

En la figura 2.5 se puede ver el comportamiento del proceso estocastico S®™ para
el caso simétrico (p = %) y de igual forma que con W™ se puede encontrar una
distribucién limite para el proceso S™ | este resultado se consigue en el siguiente
teorema,
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JE

10 |

3 2 3
Trempo Tiempo

(a) No escalado (b) Escalado

Figura 2.5: Arbol binomial simétrico a 5 periodos

Teorema 2.34. Para cualquier n € N sean d,, y u, los siguientes valores,

e 2
n—\/ﬁ
o
d, = ———=
NZD

se definen los valores p, y q, como sigue,

o 1—4d,
Pn: P
. Uy — 1
Qn-—un_dn

Ademds para t fijo, se tiene que si S™ representa la incertidumbre del modelo con
probabilidad de subida p,, entonces se cumple que,

n 1
Slf LN S exp {aWt — 50275}
donde W, pertenece al movimiento browniano establecido en la definicion 2.32.

Demostracion. Se cumple lo siguiente para p, v ¢n,

. 1-d, o/vn 1

p— pu— p—— 2.46
P e —d, 20/ 2 (2.46)
o ou,—1 o/vn 1

pu— pu— = - 2.47
1= wm—d,  20/n_ 2 (2.47)
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ahora bien, para cumplir la demostracién, es suficiente mostrar que la distribucién de
n . . .,
log St( ), dada por la siguiente ecuacion,

n 1 o 1 o
log St( ) = log Sp + §(nt + M) log (1 + %) + §(nt — M) log (1 — %> (2.48)

converge a la distribucién siguiente,
L,
log S; :=log Sy + cW; — 50 t

donde W; «~ N(0,t) y se supone que nt € N. Para hacer esto, se establece la expansién
de Talyor para f(x) = log (x + 1). Recuérdese que la expansiéon de Taylor centrada en
cero para una funcién f es dada por la siguiente ecuacién (siempre que f € C*),

= f™(0 .
=3

donde f™ es la n-ésima derivada de f. Por lo que si f(x) = log (z + 1) es la funcién en
cuestién, entonces la expansion de Taylor centrada en cero queda como sigue,

]. "
f(@) = F0) + f(0) &+ 5 f(0) 2?4+ O(a®)
1
flx)=o— §x2 + O(a®) (2.49)
donde O(z?) indica términos de orden 3 o superior. Ahora bien, se utiliza 2.49 para los
casos de © = \/Lﬁ yT = —\/Lﬁ en la ecuacién 2.48. Quedando log St(n) expresado de la
siguiente forma,

" 1 2 3
logSt( ) = log Sy + §(nt+ Mnt)(;ﬁ ~ 5, + O(?’L_z))

1 o
0'2 3 g _§

logSo—%a2t+O(n 2)+0W(n +O0(n "W,

Como consecuencia del teorema 2.31, se cumple que Wt(n) N W, pero el término
O(n’l)VVt(n) converge en distribucién a la v.a. constante 0 gracias al término O(n’l)
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y esto de igual forma para O(n_%). Concluyendo que,
n 1
log St( N log So + oWy — 502t

demostrando asf lo deseado. En el caso de que nt ¢ N, se puede realizar un desarollo
similar al utilizado en la demostracion del teorema 2.31. O

Recuérdese que los valores p,, v ¢, mencionados en las ecuaciones 2.46 y 2.47,
respectivamente, son los valores establecidos como neutrales al riesgo en el anélisis del
arbol binomial establecido en la seccion 2.1 de este capitulo. Por lo cual se concluye
que si an) cumple las propiedades del teorema 2.34, entonces

n 1
Slf LN S exp {th — 50275}

y esto para el espacio de probabilidad (2, F, I?P/’)

Si se desea extender al caso en el que p, # % + (,, esto se puede hacer con el
siguiente teorema,

Teorema 2.35. Para cualquier n € N sean d,, y u, los siguientes valores,

Uy = €7/

n

d, = e 7/V"

se definen los valores p,, y g, como sigue,

Uy, — dp,
" un—l—%
Gn =

un_dn

Ademds para t fijo, se tiene que si S™ representa la incertidumbre del modelo con
probabilidad de subida p,, entonces se cumple que,

St(n) 45 5, exp {O’Wt + (T - %aﬁt} (2.50)

donde W, pertenece al movimiento browniano establecido en la definicion 2.32.
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Demostracion. Véase el ejercicio 3.8 en Shreve (2004a).
|

La figura 2.6 permite analizar de forma visual el resultado del teorema 2.34
para los casos de n = 70 (figura 2.6a) y n = 90 (figura 2.6b) con los valores Sy = 10,
c=20.01yr=0,0.

(a) Histograma Sim) (b) Histograma S?O)
Figura 2.6: Histogramas para Sf")
Para el caso de r #£ 0, en la figura 2.7 se ve como se comporta Sé") para los casos

n = 100 (figura 2.7a) y n = 500 (figura 2.7b). En este caso, Sy = 10, 0 = 0.1y
r=0.1.

75 100 125 150 175 75 100 125 150 175

(a) Histograma Séloo) (b) Histograma S§5OO)

Figura 2.7: Histogramas para S,
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2.5. Calculo estocastico

Utilizando los resultados de la secciéon anterior, se establece la férmula para
valuacion de opciones europeas establecida por Black, Sholes y Merton en 1973.
Primero se establece una introduccién al Célculo de 1t6'° basindo el desarollo en
Shreve (2004a) y la férmula de Black-Sholes-Merton se puede encontrar en Black et.
al. (1973) y Merton (1973).

Se inicia con un conjunto de definiciones basicas del Calculo de Ito,

Definiciéon 2.36. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea A = (A¢)i>o un
proceso estocdstico. Se dice que A es un proceso simple sobre [0, T] C R si existe una
particion 11 = {tg,t1,...,t,} de [0,T] sobre la cual se cumple que A es constante en
t para cada subintervalo [t;,t;4+1) C [0,T].

Definicién 2.37. (Integral de Ito) Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad sobre el
cual se defininen los siguientes dos procesos estocdsticos:

1) Un proceso estocdstico cualquiera X = (X¢)t>0.

2) Un proceso simple A = (Ay)y>o sobre [0,T].

se define el proceso I = (I)o<i<r de la siguiente forma,
k—1
Iy = ZAtj (th+1 - th) + Ay, (Xtt - th)? t—1 ST < Uk
5=0

ambos adaptables a F y donde 11 = {to,t1,...,t,} es la particion establecida en la
definicion 2.36. El proceso 1 se denota como sigue,

t
I, = / AgdX
0

Ademds, st X es un movimiento Browniano, se dice que 1 es la Integral de Ito con
respecto al proceso simple A.

Proposiciéon 2.38. Sea I una integral de Ito con respecto al proceso simple A,
entonces se cumplen las siguientes propiedades:

10Construido por Ito Kiyoshi, matematico japonés; siendo el lema de Ito el resultado mas impor-
tante de dicha area.
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1) La integral de Ito es una martingala.
2) E(I,) = 0; t > 0.

3) La varianza de I; es la siguiente,

V(I,) = ]E(/Ot A2 du>

a esta propiedad también se lo conoce como “Isometria de Ito”.
4) La integral Iy, como funcion de t, tiene caminos continuos.
5) I es un proceso adaptable a F.
6) Si I, = [[AdW, y J, = [, TdW,, entonces I, £ J, = [} (A £T,)dW,;
ademds para cualquier constante c, cl; = f; c Ay dW,
Demostracion. Véase Shreve (2004a). O

Observacion 2.38.1. Para los objetivos de este texto, la notacion,
t
I, =1+ / AgdX, (2.51)
0

donde Iy es un valor constante; es equivalente a la siguiente notacion,

se dice que 2.51 es la “forma integral” de 2.52, mientras que 2.52 es la “forma di-
ferencial” de 2.51. La ecuacion 2.52 es conocida en el cdlculo estocdstico como una
ecuacton diferencial estocdstica, esto por su asemejo a una ecuacion diferen-
cial, y por que se agrega un proceso estocdastico como factor de “incertidumbre” o
“variabilidad”.

Un sentido pracito a los procesos A y X establecidos en la definicién 2.37 se da
en el siguiente ejemplo,

Ejemplo 2.39. Sean u,d, Sy tal y como fueron establecidos en el ejemplo 2.23 y sea
{A;}1,_, el proceso estocdstico obtenido en el ejemplo 2.24. Ademds para cualquier
t ¢ {0,1,2} se define a S; como sigue

St = Sl_tj
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Con esta informacion, se calcula la siguiente integral,
1
It:/ AgdSy, 0<t<2
0

Para 0 <t <1,
I = AgSy = ApSp = 0.8109 * 10 = 8. 109
paral <t <2,
I = NSt + A1 (S: — S1) = AgS1 + A1 (S — 51)

10.54 si Sy =13
_%&_{6%si&:8

Yy para t = 2,

14.44 s1 S1 =13, S5 =16.9
7.94 si S; =13, S5 =10.4
7.32 st Sl = 8, 52 =10.4
5.92 st Sy = 8, S5 = 6.4

I, = AgSt + A (Sg — Sl) =

ademds, los puntos de masa de I; quedaron completamente definidos por la depen-
dencia entre A y S.

Se concluye que la integral I; puede representar el valor de un portafolio de inversion
a través del tiempo, donde:

1) 1T = {to,t1,...,t,} = Fechas de trading.

2) A = La posicién que se toma sobre el activo X a tiempo .

3) X = Precio por accién a tiempo t.

La integral I; se va a utlizar para crear un portafolio de inversiéon que replique un
derivado financiero que dependa de un activo S y la tasa libre de riesgo r. Para esto,
primero se necesita extender el concepto de I para el caso en el que A no es un
proceso simple.

Se asume una condicién de integrabilidad para el proceso A (donde A puede
ser cualquier tipo de proceso estocastico):

T
E(/ A?ds) < 00
0
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Ahora bien, para poder definir I, = f; A?dX,, se aproxima A mediante procesos
simples que lo asemejen, esto se hace tomando una particién II C [0,¢] donde to =0
y t, = t, con la cual se crea un proceso simple A™ sobre [0, t] que aproxima al proceso
A definiendo A; para cada t; y luego se deja el proceso constante para el intervalo

[t tjt1)-
Conforme n — oo (es decir, el nimero de puntos en la particién incrementa) el
proceso estocastico simple A™ converge al proceso A y la convergencia es en el

sentido siguiente,
t
lim E / AT — AJ2dt ) =0
n—oo 0

entonces, para este caso se define la integral I; como sigue,

t t
I = / A2dX, = lim / A"dX,
0 n— oo 0

que también se denimona Integral de Ito en el caso de que X sea un proceso Brow-
niano.

Ejemplo 2.40. Obténgase la integral de Ito siguiente:

T
-[T = / Wt th

Para esto, se crea el siguiente proceso simple A™ = (A})o<¢<r paran € N:

(W, si0<t<Z

Wea-nr st @ <t<T
\ n

entonces E(f(f |AT — W|? dt) — 0. Por definicion,
n—oo

n—1

T T
Ir = / W, dW; = lim / AP dW; = lim > Wiz (W(jH)T/n - Wmn) (2.53)

n—oQ
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para encontrar una equivalencia para 2.53, se desarolla la ecuacion 2.54 simplificando
la notacion de la siguiente forma W} := Wiz,

,_.

n— n—1

% (Wi = W2 —12 ZW* TS ZW*2

7=0

1 * *
=§;Wk ZW s ZW

1, 1 " .
:awn”al;”’k ZW it ZW

—1
1 *2 < *2 * *
S S S,
k=0 7=0

T
o

n—1
1 *2 * * *
= §Wn —+ ZW] (VVJ - j+1> (254)
j=0
de 2.54 se concluye que,
n—1 1 1 n—1
* * * _ *2 *
ZWJ‘ (WJ - j+1> - §Wn _52( 1~ W; )*
j=0 §=0
y en la notacion original,
1 1 n—1 9
Z iT/n (W(j+1 YT /n — WjT/n> = EWT - 5 Z <W(j+1)T/n - WjT/n>
j=0

haciendo que n — oo y usando la anterior ecuacion, se concluye que,
T
1 1 1 1
It —/ WedWy = SWi = SW, Wlp = SWi = 2T

donde [W, W]z es conocida como la variacion cuadrdtica'' del movimiento Browniano

W.

Una vez hecho esto, es de interés encontrar una regla equivalente a la “regla
de cadena” del Célculo Diferencial tradicional. Recordando dicha regla, sean f y ¢

HPara mas informacién véase Shreve (2004a) seccién 3.4.2
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dos funciones reales de variable real y sea ¢ € R un punto cualquiera tal que g es
diferenciable en ¢ y f es diferenciable en g(c), entonces se cumple lo siguiente,

(f 2 9)(c) = f'(g(c))g'(c)

ahora bien, es de interés obtener un resultado equivalente en el caso de que g sea un
movimiento browniano, y este resultado se plasma a continuacién.

Teorema 2.41. (Formula de Ito-Doeblin para un movimiento Browniano) Sea f(t, x)
una funcion para la cual las derivadas parciales,

filt,x) = %
fx(t,ﬂf) = %

foa(t,x) := 52

existen, son todas continuas y sea W = (Wy)i>0 un movimiento browniano. Enton-
ces, para cualquier T" > 0,

T T 1 (7
FE W) = 5OWo) + [ s Woyds+ [ Lo WyaW+ 5 [ fats W s
0 0 0
o escrito en forma diferencial,

A (T, Wr) = T W) + fo(T, W) AW+ foolT, W) dT

Demostracion. Para la demostracion, véase Shreve (2004a).
O

La férmula de Ito-Doeblin puede simplificar el caclulo de integrales de Ito. Por
ejemplo, sea f(t,z) = $2?, entonces fi(t,z) =0, fo(t,2) =z y fo(t,z) =1,

LW = (T, W) — F(0, 1)
T T 1 T
:/o fi(s, Ws) ds+/0 fx(s,Ws)dWS+§/0 Jaa(s, Ws)ds

T 1
—/ WodWg + =T
0 2
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por lo que,
r 1, 1
WS dWS - _WT - _T
o 2 2

tal y como se obtuvo en el ejemplo 2.39. Ahora se extiende el concepto de “regla de
la cadena” para procesos mas generales que el movimiento Browniano.

Definicién 2.42. Sea W = (W;)¢ >0 un movimiento browniano adaptable con respec-
to a la filtracion F = (F)i>o. Un proceso de Ito es un proceso estocdastico X descrito
de la siguiente forma,

t t
Xt:X0+/ASdWS+/®Sds
0 0

donde Xy es una v.a. constante y A y © son procesos estocasticos adaptables a IF.
Escrito de forma diferencial queda como sigue,

dXt — At th + @t dt
Definiciéon 2.43. Sea X = (X});>0 un proceso de Ito y sea I' = (I');>9 un proce-

so adaptable. Se define la integral de T' con respecto al proceso X como el proceso
estocastico siguiente,

T T T
/ s d X ::/ s Ag dWer/ I's ©4,dX;
0 0 0

y escrito de otro modo,
I'rdXr =T7 ArdWr +T7OrdXr

Teorema 2.44. (Formula de Ito-Doeblin para un proceso de Ito) Sea X = (Xi)i>o0
un proceso de Ito y sea f(t,x) una funcion para la cual las derividas parciales,

of(t,x

e,y = B0
gy 20
fwx(tvx> = 0 f(t’x)

0x?
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existen, estan definidas y son continuas. Entonces, para cualquier T > 0,
T T
f(r, Xr) = £(0,Xo) —|—/ fi(s, Xs) ds +/ fa(s, Xs) Ag dWy
0 0

T 1 [T
[ R x)euds 5 [ s X a2ds
0 0
y escrito en su forma diferencial,
df (T, X7) = fi(T, X7) dr + fo(T, X7) Ar dW7p
1
+ fo (T, X7)©Opdr + §fm(T, Xr) A% dy

1
= (T, Xp)dy + (T, X7) dX1 + 3 foa(T, X7) A2 dp

Demostracion. Para la demostracién, véase Shreve (2004a).

]

Ejemplo 2.45. Sea W = (W;);>( un movimiento browniano adaptable a F, ademds
sean o = (ay)i>0 Yy 0 = (01)r>0 procesos estocdsticos adaptables a F. Se define el
proceso de Ito siguiente,

t t 1
X, = / o, dW, + / (045 — —ag) ds
0 0 2

1
dXt = 0¢ th + <Oét — 50'?) dt

entonces,

y bajo la notacion del teorema 2.42,

At = 0¢

1 2
@t =0 — §O't

si se define S; := f(t,X;) = SoeXt para un valor Sy constante, entonces se cumple

que,
t t 1
S; = Sy exp / os AW + / (ozs — 503) ds (2.55)
0 0



2.5. CALCULO ESTOCASTICO 135

lo cual es un proceso estocdstico que generaliza el obtenido en la ecuacion 2.50 (la
ecuacion 2.50 es un caso particuar en el que o y o son procesos estocdsticos cons-
tantes con valores r y o, respectivamente).

Con esta informacion, se obtiene la “forma diferencial” de 2.55 utilizando el resul-
tado del toerema 2.44. Se tiene que f(t,x) = Spe® entonces fi(t,z) =0, f.(t,z) =
Soe® = fue(t,x) y de acuerdo al teorema 2.44,

dSy = df(t, Xy) = fi(t, Xy) dy + fo(t, Xy) Ay dW,
1
+ fo(t, Xy) ©,dy + —fm(t, Xy) A? d;
1
:St(Oét— 2 )dt+ StO' dt+StO'tth

= StOétdt + St O¢ th

o0 lo que es equivalente en “forma integral”,
t ¢
S, = So+/ Ssozsds—i—/ S o dW,
0 0

Con estos resultados se estd listo para establecer el restulado mas importante
de esta seccién, la denominada formula de Black-Sholes-Merton para la valuacion de
opciones europeas.

Teorema 2.46. (Valuacion de Balck-Sholes-Merton) Sea S = (Si)i>0 un activo fi-
nanciero que cumple la siguiente ecuacion diferencial estocdstica,

dSt = St dt + 0o St th (256)
y sea 1 la tasa libre de riesgo. Ademds, se supone una opcion europea tipo Call que

tiene como subyacente al activo S, si C = (Cy)o<t<r representa a dicha opcion donde
T es la madurez del derivado, entonces se cumple lo siguiente para C,

Cr = 5®(de(T —1,8)) — Ke " T ®(d_(T — ¢, 5,))

donde ® es la funcion de distribucion de una v.a. Normal(0,1) v,

dy(r, ) == U\/_[log (ri”;)f]
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Demostracion. Para esta prueba, se sigue un procedimiento equivalente al realizado en
el caso discreto, se crea un portafolio de inversién que replique el derivado en cuestién.
Para 0 <t < T, el portafolio replicante X = (X;)o<¢< 7, va a estar compuesto por dos
inversiones distintas:

1) Una parte se invertira en el activo S; y la posicién que se tome sobre dicha inversién
serda denotada como A;.

2) El valor restante de X; va a estar invertido en una tasa libre de riesgo r, esta
posicién es la cantidad X; — A, S;.

Por lo cual la ecuacién diferencial estocastica d.X; que representa la “ganancia instanta-
nea” del portafolio es la siguiente,

dXt = At dSt + T(Xt — At St)dt
y como consecuencia de la ecuacion 2.56,

dXy = Ay(aSpdt + o S dWy) + (X, — A Sy)dt
= TXt dt + (Oé — T)At St dt + OAt St th

Ahora bien, se considera el valor descontado del activo S y el portafolio X a tiempo cero,
es decir, se calcula la ecuacién diferencial estocéstica para e " S; y e X,. Utilizando
la férmula de Ito-Doeblin y tomando f(t,x) = e "x,

d(e™™" S) = d(f(t, S)))
= filt, Sy)dt + fo(t, S) dS; + % fra(t, Sp) dSy dS,

= —re S, dt +e " dS,
= (a—7r)e S, dt + oe S, dW,

y para el caso de e™"t X,
d(e™ X;) = d(f(t, X))
= fi(t, Xy) dt + fo(t, Xy) dX; + %fm(t, Sy)dX, dX,
= —re "X, dt + e " dX,
— e X, dt+ et A S, + e A, (aSt dt + oS, th)

= At (Oé — T)efrtSt dt + At U@iTtSt th
= Acd(f(t, S))
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Ahora bien, una opcién Call (denotada como C = (C})o<i<r) tiene un payoff Ge
definido como G¢(St) = max{Sr — K} a tiempo T, donde K es denominado el strike
y es un valor constante que se estipula a tiempo ¢ = 0. Se desea conseguir una funcién
c(t, x) que represente el valor de la opcién call a tiempo ¢ si la accién tiene precio S; = z,
ya que X; es el portafolio replicante de la opciéon, entonces se debe cumplir la condicién
siguiente:

c(t,S) =X, 0<t<T (2.57)
la ecuacién 2.57 es equivalente a las siguientes dos condiciones,
1) d(f(t,Xy)) =d(f(t,c(t,S))) 0<t<T
2) Xo = ¢(0,50).
ya que integrando (1),
J(t, Xy) = Xo = f(t,c(t, 5t)) — (0, 5)

y si Xo = ¢(0,Sp) entonces se cumple la ecuacién 2.57. Para cumplir (1), se obtiene

d(c(t, Sr)),
d(c(t,5)) = ¢,(t, Sy) dt + c4(t, Sy) dSy + %Cm(t, S,) dS, dS,
= ¢,(t, Sp) dt + cu(t, ) (a Sy dt + o Sy dW) + %cm(t, S)o2S2 dt
= (ct(t, Sy) + aSicy(t, Sy) + %ﬁsfcm(t, st)> dt
+ 08,y (t, Sy) dW,

y d(e_rtc(ta St))7
d(e "c(t, Sy))

d(f(t, c(t,51)))
= filt, c(t, Sy)) dt + fo(t, c(t, Sy)) deft, Sy)
1

+ §fm(t, c(t, Sy)) dc(t, Sy) de(t, Sy)
= —re "e(t, Sy) dt + e " de(t, Sy)
— (= relt, S) + ault, S) + asie(t, S)

1
+ 502&20”(75, St)> dt +e "o S;c,(t, Sy) dW;
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se debe cumplir que,
At (Oé — T)e_rtst dt + At Ue_rtst dVVt
1
_ e_Tt< = ro(t, Sp) + elt, Si) + aSiea(t, 5) + 50° Sl St))dt
+ G_Ttgstcx(t, St) th <258>

se igualan los términos en 2.58 que tienen dW; y se concluye que,

a la ecuacion 2.59 se le denomina delta-hedging. Esta ecuacién permite saber a tiempo
t la cantidad de acciones que se necesitan para hacer una cobertura perfecta para el
derivado C, usando 2.59 en 2.58, se obtiene lo siguiente para los términos con dt,

(@ —1)Spey(t,Sy) = —re(t, St) + ci(t, St) + aSic.(t, St) + %UQSthm(t, St)
entonces,
re(t, Sy) = c(t, Sy) + 1S cs(t, Si) + %028303%(15, Si)
es decir, la funcién c(t, z) debe cumplir la siguiente condicién,
alt,z)+rxc.(t,xz) + %UZI%M(t, x)=rc(t,z) te€|0,T] (2.60)

a la ecuacion 2.60, se le conoce como la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes-
Merton. Dicha ecuacion debe satisfacer la condicion terminal,

o(T,z) = (x — K)*

la funcién que soluciona dicha ecuacién diferencial parcial esta descrita en Shreve (2004a),
et. al. (1973) y Merton (1973). Dicha funcién esta dada por la siguiente férmula,

ct,x) = 2®(d (T — t,2)) — Ke”"(T’t)@(d,(T —tx)) 0<t<T

donde,

ds(7,7) = %ﬁ{bg% + <7‘j: U—)T:|
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y ® es la funcién de distribucién asociada a una N(0,1). Para terminar, se encuentra la
funcion ¢, (t, x) que permite construir el portafolio X,

co(t,x) = ®(dy (T —t,2)) + 2 (d (T — t,2))d. (T — t, )
— Ke " 0¢(d_(T — t,2))d_(T — t,x)

donde

/ 1
d x) =
i(Ta ) I’O’\/F

y ¢ es la funcién de densidad asociada a una N (0, 1). Por 1ltimo, se puede comprobar!?
que,

lim c(t,z) = (z — K)©

t—=T—

lim c(t,z) =0

z—0t

perimitiendo tener una definicién completa para c(t, ) y por lo tanto se cumple que el
derivado C queda definido de la siguiente forma para todo 0 <t < T,

Cy = e, Sy)

Ol

Corolario 2.46.1. Como consecuencia del teorema 2.46, si P = (P;)o<i<1 representa
el precio de un Put a tiempo t que tiene como subyacente al activo S, entonces se
cumple lo siguiente para P,

Po=Ke"TNo(—d (T —t,85)) — S®(—di(T —t,5))

donde ® es la funcion de distribucion de una v.a. Normal(0,1) v,

de(T,7) = U\/—{log + (T‘:f:%2>7':|

Demostracion. Como consecuencia del principio de arbitraje se tiene la siguiente rela-
cién entre el subyacente S, el Call europeo C y el Put europeo P,

Ct St K eir(Tit)

12V éase Shreve (2004a) para esa afirmacién
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por lo tanto el precio de P se puede saber como consecuencia del precio de C,

Pt = Ct - St + KGiT(T?t) = KeiT(T*t)q)( — d,(T - t, St)) - Stq)< - d+(T - t, St))

]

Corolario 2.46.2. De acuerdo a la del teorema 2.46 y el corolario 2.46.1, las deltas
de una opcion europea tipo call y put, denotadas como AC; y AP;, respectivamente,
estan dadas por las siguientes ecuaciones,

aGr —1,5) = P8I a1, s)
Z =25}
op(t,
AR 1,8) = D) = a(-d (T~ 1,8)
Z =S¢

donde c(t, x) y p(t, ) representan las funciones de precio para las opciones call y put,
respectivamente.

Demostracion. Se parte de la delta encontrada para la opcién tipo call en el teorema
2.46,

ACy = c,(t,Sy) = ®(d (T — t,5,)) + Sep(d (T — t,8,))d (T — ¢, 5;)
— Ke"T0¢(d_(T —t,8,))d_(T — t,S;)

Se hacen notar dos cosas,

. . ddy _ dd_ .
1) Las derivadas parciales de a5, son iguales.

2) Se cumple que Ke_T(T_t)(b(d,(T —1,8) = 2¢(d+(T — 1, 5)).

El inciso 1 es evidente como consecuencia de la definicion de los términos d; y d_. Para
el caso de 2), se necesita desarrollar las ecuaciones, esto se hace a continuacion,

2| 02(T —t) K

—2(T — t)27“02>] }

= Ke_’"(T_t)(b(d+) exp { log %}6T(T_t) = x¢ (d+(T —t, x))

Ke_T(T_t)¢(d7) _ K—e—r(T—t)¢(d+> exp { _ 1 {%( — Q(T — t)02 log &
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por lo que para el caso de ACy,

AC; = &(d(T —t, S,
— Ke T M¢(d_
= ®(ds(T —t, 5
— Ke " T D¢ (d_

) + Sip(d (T —t,5))d, (T —t, ;)

T —t,8))d (T —t,5,)

) + Sep(d(T —t,5))d (T — 1, S)

T —t,8))d (T —t,8,) = 2(de(T —t,5,))

A~~~ ~— —~

esto como consecuencia del inciso 1). Para el caso de AC; se utiliza la paridad put-call
establecida en el corolario 2.46.1,

0
A-Pt_a_St<Ct_St+K> :ACt_St:(D(d-i‘(T_t’St)) —1

=—®(—d (T —t,5))

quedando demostrado lo deseado.

O

Ejemplo 2.47. Para los pardametros Sy = 10, p = 0.001, ¢ = 0.01, » = 0.0005,
T =20y K = S0e*. En las figuras 2.9 se tienen la simulacion de 4 caminos
aleatorios para los procesos estocdsticos S, C y P.

Se puede notar como Cy, P, > 0 para cualquier t € {0 < t < T}, esto como conse-
cuencia del principio de arbitraje y que Cr, Pr > 0.

102 -

99 W\

bt
Uy [y
L "
a6 - C A W ]
R TR T
P A, o VA

0 5 10 15 20

Figura 2.8: Procesos Estocéstico de S.
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Caminos aleatorios C Caminos aleatorios P

i Il

" y [ "\”PL‘"‘(‘J\;\ \
h i i Mo
06 |- M I |y wl W \ o
[ I‘W" AL J‘ﬁ'l i kLA
‘; \JI\“ ,‘. ' r"”vm' I'k 4\“ N\I W
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04

02 K

00 [

0 5 10 15 20

Figura 2.9: Procesos estocasticos de C y P.

Con los instrumentos de este mismo ejemplo, se grafican las deltas de las opciones
en la figura 2.10, se comprueba como la delta de un call se encuentra siempre en el
intervalo (0,1) y la delta de un put en el intervalo (—1,0). Ademdas, la delta de un
call crece conforme el valor del subyacente incrementa, y en el caso del put la delta
aumenta conforme el valor del subyacente decrece.

Caminos aleatorios AC Caminos aleatorios AP

10
05

0.0

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 2.10: Procesos estocasticos de AC y AP.

2.6. Sobre una extension al Calculo de Ito.

En la seccion anterior se establecié que un activo financiero esta descrito me-
diante el proceso estocastico S = (S;)>o de la siguiente forma bajo la medida neutral
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al riesgo,

1
Sy =Sy exp { <7’ — 502>t + O'Wt} (2.61)

donde Sy es un valor constante que representa el valor presente del activo financiero,
02 es la varianza de los log-rendimientos at = 1 de Sy W = (W});>0 es un movimiento

browniano!s.

Se tiene que el proceso estocastico S sigue la siguiente ecuacién diferencial como
consecuencia del teorema 2.44,

dSt:TStdt+JStth

1

el término —50215 incluido en la ecuacién 2.61 es concecuencia de la variacion cuadrati-

ca* del movimiento browniano W.

Una generalizacién de intéres para el célculo de Ito seria modificar la suposicion
de normalidad en el proceso W, esto se hace en la siguiente definicion y se analizan
las consecuancias de esto en los siguientes resultados.

Definicién 2.48. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y ® una distribucion
de probabilidades continua definida en todos los reales, con esperanza igual a cero y
sequndo momento finito', se define el movimiento pseudo-browniano Wg := (W;)1>0
como un proceso estocdstico que cumple para cualesquiera 0 =ty < t; < ... <1, las
siguientes propiedades:

1) Los incrementos,
th - th - Wt07 th - Wt17 vee 7Wt3 - Wt27 th - th,1
son independientes.

2) La distribucion del incremento Wy, — Wy, es igual a /(tiy1 —t;) X donde
X .

A la varianza de X se le denota como o2 y ademds Wy = 0.

BTradicionalmente, el tiempo ¢t = 1 denota movimientos diarios, pero esto no es una condicién
necasaria, depende de que temporalidad sea medida por ¢ (dias, semanas, meses, etc.).

14Dicho término se define formalmente en 2.49

15Para, ser técnicos, la esperanza y el segundo momento hacen referencia a la v.a. X tal que
Fy =®.



144 CAPITULO 2. INSTRUMENTOS FINANCIEROS DERIVADOS

La definicion anterior permite generalizar ampliamente la distribuciones del proceso
estocastico Wg, haciendo posible la introduccién de distribuciones con colas pesa-
das, no simétricas, etc. Ademads, es evidente que un movimiento browniano es un
movimiento pseudo-browniano en el cual ® es la distribuciéon normal estandar y en
este caso particular o2 = 1.

Se define a continuacion la variacién de orden n para un movimiento pseudo-
browniano cualquiera ademas de resultados de interés para dicha definicion,

Definicién 2.49. Sea Wg := (W})i>0 un movimiento pseudo-browniano y sean € N.
La variacion de orden n de Wg hasta el tiempo T' queda definida como sigue,

n—1
’ n
lim Y [Wy,,, — Wy,
=0

|[T1}[—=0

donde 11 = {tg,t1,...,t,} y0 =ty <t; <...<t,=T. A la variacion de orden 2
se le denomina variacion cuadrdtica y se denota especialmente como [W, Wlr. En su
forma diferencial, la variacion cuadrdtica tiene dos notaciones equivalentes,

d[W, Wl = dWr dWy

Teorema 2.50. Sea Wy := (Wy)i>0 un movimiento pseudo-browniano, entonces se
cumple las siquientes propiedades:

1) La variacion cuadrdatica [W, Wr es finita y es igual a lo siguiente,
n—1

W, Wl = lim Y |W,,, —W,|=To;
j=0

[[11][—=0

2) La variancion de orden 1 es infinita, es decir,

n—1
> " Wiy, = Wey| —— o0
— 11} —0

3) La variancion de orden n > 3 es cero, es decir,

[[TT]| =0

n—1
S Wi, =Wy " ——0
§=0
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Demostracion. Sea I = {tg,t1,...,t,} una particién del intervalo [0, T tal que

tiv1 —t; = % para cualquier 7, entonces se tiene que W;, . — W, = \%X , por lo que

7

141

n—1 n—1

, L1
W, W= lim » (W, —Wy)? =T lim =% X*=TE(X?) =T
j=0 j=0
quedando demostrado 1). Ahora bien, si IT = {tq, ¢y, ..., t,} es una particién cualquiera,

se cumple lo siguiente,

n—1 n—1
(Wtj+1 - Wtj)Q < 0<Il?é}fhl ‘Wtk+1 - Wtk‘ Z |Wtj+1 - W%" (2.62)
=0 - §j=0

como consecuencia de que Wg es un proceso continuo definido para todo t € [0, 7],

se tiene que MAaxg <k <n_1 ‘Wtk“ — Wtk| ——— 0, pero por el punto 1) se tiene que
T [[T1}[—0

[W, W]r es un valor finito mayor a cero, por lo que se tiene que cumplir lo siguiente,

n
L [ ——
a LR
cumpliéndose asf 2). Para el caso de 3) nétese lo siguiente para n = 3,

k (2.63)

T 0<k<n-1

n—1 n—1

3 7
> Wi =Wy P < méx W, =W, | Y |[W,,,, — W,
J=0 J=0

como consecuencia de que [W,W]r es un valor finito y que maxo<g<n—1 |I/V,5,C o

Wtk‘ —— 0 se cumple que,
[ITT][—0

n—1
Z |Wtj+1 o Wtj |3
j=0

—
[[TT]| =0

para los casos n > 3 se realiza un proceso inductivo para llegar a la conclusién deseada.

O

Corolario 2.50.1. Sea Wg := (W})i>0 un movimiento pseudo-browniano, entonces
se cumple las siguientes propiedades:
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1) La variacion de Wy con t es cero, es decir,

—_

n—

(Wt]‘+1 - Wtj)(tj-‘rl - tj) —0

|[T1}[—0

n—1
tiig—t:)? ——0
St =) o

3) En general, paran > 1 ym > 1 se cumple lo siguiente,

n—1
Win = W)t — )™ ——— 0

41
[[TT]|—0

<.
Il
o

Las propiedades 1) y 2) se escriben de forma diferencial como sigue,

AW, dt =0 =dtdW, y dtdt=0

Demostracion. Para 1), se tiene lo siguiente,

—_

n—

S

I+l 0<k<

= W)t — )| < | mdx [We = Wy > (i —t))

.
Il
=)

= mé}; , |I/Vt,c+1 — Wtk|T

0<k<n—

Como consecuencia de que Wg es un proceso estocastico continuo se tiene que

mAaxg <k <n—1 | W, o — W, | —> 0, cumpliéndose asi 1). Para 2), se tiene lo siguiente,

([T —
n—1 n—1
Z;(tjﬂ — ;)" < o dx (ber — ) Z; i+ — b)) =[] T
j= j=

el cual converge a cero conforme ||II|| — 0. El caso 3) es una consecuencia del teorema
2.50 en conjunto a los puntos 1) y 2) de este corolario.

O
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Los resultados anteriores son suficientes para establecer la formula de Ito-Doeblin
para un movimiento pseudo-Browniano cualquiera,

Teorema 2.51. (Férmula de Ito-Doeblin para un movimiento pseudo-Browniano)
Sea f(t,x) una funcion de orden C* en ambas entradas y sea Wg = (Wy)i>o un
movimiento pseudo-browniano. Entonces, para cualquier T' > 0,

f(T, W) = f(0,Wy) + /ftSW d8+/ ful(s, W) dW+ / faex(s, Ws)d
o escrito en forma diferencial,

2
d f(T,Wr) = fi(T,Wr) + fo(T, Wr) dWr + %‘I’fm(T, Wr)dT

donde fi, fr, foz, [tz Y fu estdn definidas como sigue,

filt,z) == W
fuolt, ) = %
Fralt, ) = %
Fralt, ) = %
Fult,z) = %
Demostracion. Sea IT = {tg, t1,...,t,} una particién cualquiera, como consecuencia de

la expansion de Taylor para funciones de dos variales se cumple lo siguiente,

Ftrit, Trgr) — [t w) = filtr, Tr) (tpgr — te) + folte, 26)(pi1 — 21)
i i—;Q Z'_j'W( k+1 7 tk) (karl - xk)J

1
= filtr, o) (teyr — te) + foltr, 1) (Tpy1 — 28) + Eftt(tk, k) (ber1 — tr)”

1 1
+ §fm(tk, ) (b1 — th) (X1 — k) + 5fxz<tka ) (Thi1 — vx)°

+ R(tk, tht1, Th, Tht1)
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donde R(t,tr+1, Tk, Tpi1) representa la suma de todas las derivadas parciales mixtas
de orden mayor a 2. Sumando todos los intervalos se tiene lo siguiente,

3
—

FT,Wr) = f(0,Wo) = ) ftkrs, Wiga) — f(tr, Wi)
0

x~
Il

?
L

?3?r
>_‘O

(ft (tr, W) (te1 — ) + fo(te, Wi) (Wigr — Wy) + fm(tk, Wi) W1 — W) )

1 1
(% i Wit — 1007 + 5 ot W) ties — ) Wsr — W)

P+1

7T
|
-~ o

"‘ R(tk, tk+1, Wk, Wk+1) (264)
0

e
Il

Para la ecuacién anterior se toma el limite conforme [|II|| — 0, la primera parte de la
ecuacion 2.64 queda inalterada, ademas,

n—1 T
S furts Widltas = ) (Wi = We) —— [ fuls, Wy dW,ds =0
k=0 0

—_

n—

et (b, W) (b — te)? / fra(s,W5)dsds =0
[ITT]|—0

=

=0
n—1
R(ty, tey1, Wi, Wi1) —— 0
o |[TT]|—0
como consecuencia del teorema 2.50 y el corolario 2.50.1, por lo tanto,

n—1

ST, Wr) — f(0,Wp) = lim <ft(tk, W) (trsr — t) + fa(lr, Wi) Wiy — W)

[[TT}|—0 4—
k=0

b ot W) (Wi — Wi )?)

- T T § T
/0 ft(s,WS)d8+/0 fa(s, Ws) dWy + 5 /0 fou(s, Ws)ds

esto como consecuencia de que d [W, W], = dW, dW, = o2 ds (véase teorema 2.50). Por
tanto la forma diferencial queda como sigue,
2

A f(T.Wr) = T W) + foT, Wr) dWr + 52 foo( T, W) dT
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O

Ahora bien, se extiende el concepto de movimiento pseudo-browniano al con-
cepto de pseudo-proceso de [to y como se generaliza la formula de [to-Doeblin para
dichos procesos,

Definiciéon 2.52. Sea Wg := (W})i>0 un movimiento pseudo-browniano adaptable
con respecto a la filtracion F = (F)i>0. Un pseudo-proceso de Ito es un proceso
estocastico Xo = (X¢)i>0 descrito de la siguiente forma,

t t
Xt—X0+/ASdW8+/@Sds
0 0

donde Xy es una v.a. constante y A y © son procesos estocasticos adaptables a IF.
Escrito de forma diferencial queda como sigue,
dXt - At th + @t dt

Definicién 2.53. Sea X = (X;)i>0 un pseudo-proceso de Ito. Se define la variacion
de orden n de Xg hasta el tiempo T como el siguiente limite,

n—1
1f X X"
1111 Z’ tiv1 tj’
j=0

(LT[0

donde 11 = {tg,t1,...,t,} y0 =ty <t; <...<t,=T. A la variacion de orden 2
se le denomina variacion cuadrdtica y se denota especialmente como [ X, X|r. En su
forma diferencial, la variacion cuadrdtica tiene dos notaciones equivalentes,

d[X, X]T = dXTdXT

Teorema 2.54. Sea Xg = (X;)i>0 un pseudo-proceso de Ito, entonces se cumple
las siguientes propiedades:

1) La variacion cuadrdtica [ X, X|r es finita y es igual a lo siguiente,

T
(X, X]r = lim Z\Xtﬁl—xtjy:ag/ A2 ds
=0 0
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3) La variancion de orden n > 3 es cero, es decir,

n—1
Xijo — Xi, " —— 0
jz()' = Xyl 110

Demostracion. En representacion diferencial, calculemos d [ X, X]r,

d[X,X]s = dX,dX, = (Ay dW, + O,ds)(A, dW, + O, ds)
= A2dW, dW, + 2A, 0, ds dW, + 02 ds ds

como consecuencia del teorema 2.50 se cumple que ds dW, = 0 = ds ds, por lo que,
d[X, X]s = A2dW,dW, = 03A% ds

por lo tanto,

T T
XXl = [ dpex) = o3 [ azds
0 0

cumpliéndose asi el punto 1). Los puntos 2) y 3) son consecuencia de que Xg es un
proceso estocdstico continuo'®, ademds las demostraciones son equivalentes a las dadas
en el teorema 2.50 por lo cual se omiten.

Ol

Corolario 2.54.1. Sea X4 := (X;)i>0 un pseudo-proceso de Ito, entonces se cumple
las siguientes propiedades:

1) La variacion de Xy con t es cero, es decir,

—

n—

Xy — Xe)(tjp1 —t;) ——0
( t]+l t])( ]+1 J) ||H||—>0

<
Il
o

2) En general, paran > 1 ym > 1 se cumple lo siguiente,

n—1
X, — X)) " (tjy1 — ;)" —— 0

16Para mas informacién, véase Shreve, op. cit.
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Las propiedad 1) se escribe de forma diferencial como sigue,
Demostracion. La demostracion es equivalente a la del corolario 2.50.1.
O

Definicién 2.55. Sea Xg¢ un pseudo-proceso de Ito tal y como fue descrito en la
definicion 2.52 y sea I' = (I't)i>0 un proceso adaptable a la filtracion F. Se define la
integral con respecto al pseudo-proceso de Ito Xg como sigue,

t t t
/FSdXS ::/ s Ag dWS+/ I';O4ds
0 0 0

Teorema 2.56. (Fdrmula de Ito-Doeblin para un pseudo-proceso de Ito) Sea f(t, )
una funcion de orden C*° en ambas entradas y sea We = (Wy)i>0 un movimiento
pseudo-browniano. Entonces, para cualquier T' > 0,

T T
F(T, Xr) = £(0, X0) + /0 Fi(s, Xo) ds + /O Fi(s, X,) dX,
T
+%/0 foe(s, We)d[X, X]s
T T
:f(O,X0)+/ ft(s,XS)ds+/ fu(s, X)) Ay dW,
0 0

T 2 T
b [ ns X0 0uds T2 [ fuals ) A2
0 0

o escrito en forma diferencial,

4 (T, X) = J(T, X)o7, Xr) dXp + o ol T, Xor) X, X,
= ft<T, XT) —+ fJC(T, XT) AT dWT + fx(T, XT> @T dT

Ué 2
+ T2 £, (T, Xr) A% dy
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donde fi, fr, foz, [tz Y fu estdn definidas como sigue,

filt,z) == %tt,x)
folt,z) = %
Faa(t, ) = %
Fralt, ) = %
Fult,x) = %

Demostracion. La demostracién es similar a la del teorema 2.51, como consecuencia del
teorema 2.56 y el corolario 2.54.1 se cumple lo siguiente para f(7, Xr),

T T
F(T, X) = £(0,X0) + / Fi(s, X,) ds + / F(s, Xo) dX,
0 0
1 T
#3 [ s W) dX.X],

el teorema 2.51 establece que d [X, X]s = 03 A? ds, y gracias a la definicién 2.55 se tiene
una equivalencia para la anterior formula, la cual queda como sigue,

T T
AT X) = 10X + [ s X ds+ [ Fu(s. X0 8,0,
0 0
T o2 [T
+ / fa(s, X5) O, ds + 74)/ fua(s, X) A ds
0 0
y la forma diferencial queda como sigue,

4 J(T, Xr) = T, Xg) + folT, Xp) dXr 4 2 foel(T, Xor) d[X, Xy
= ft(T, XT) -+ fx(T, XT) AT dWT + fI(T, XT) @T dT

2
g
+ = foa(T, X) AT dr
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Ejemplo 2.57. (Movimiento Geométrico pseudo-Browniano)

Recordando la ecuacion 2.61, es importante ver su equivalencia en el caso de
que Wg = (Wy)i>0 sea un movimiento pseudo-browniano y ® no sea una distribucion
normal estandar. Para esto, se define el siguiente pseudo-proceso de Ito,

Xt = M(t) + UWt

donde u(t) es una funcion continua no aleatoria, con esto se define el proceso es-
tocdstico S = (Si)i>0 de la siguiente forma,

S, := Spet = Sy exp {,u(t) + UWt}

al proceso Sg se le denomina un movimiento geométrico pseudo-browniano. Imple-
mentando la formula del teorema 2.56 con f(t,x) = Spe®, fi(t,z) =0,

fx(t7x> = SO e’ = fa:a:(t7x>;

0.2

dS, = fi(t, X)) + fo(t, X)) o dW, + fo(t, X,) p(t) dt + 7‘5 foa(t, X;) 02 dt

2 2
_ <u(t)+"2%) S, d; + o Sy dW,

Ahora bien, para la medida neutral al riesgo se desea que S; tenga una esperanza
1qual al rendimiento continuo libre de riesqo sobre la tasa r, es decir,

E(S,) = Spe't = sofé(exp {u(t) + aWt}> — Sp et I'E:(exp {JWt}>

por lo tanto,

w(t) = rt — log {]E(exp {aWt}) } (2.65)

En el caso de que Wg sea un movimiento browninano, se tiene que Wy «~ N(0,/t)
y ademdas,

1(t) = rt — log {E(exp {JWt}) } = rt —log { exp (%a%) }
= <7“ - %02>t

y se cumple que dS; = r Sy dy + o Sy dW; tal y como sucede en la ecuacion 2.61.
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Una vez se cuenta con la distribucion del activo Sy bajo la medida neutral al
riesgo P, se puede conocer la distribucién de cualquier derivado V = (V;)p<¢ <1 con
fecha de madurez T' > 0 mediante la siguiente férmula,

Ve = e TRV |F)

donde Vi = G(St) y G es denomiado el payoff del derivado. El teorema de Black-
Scholes-Merton encuentra una funcion H (¢, x) la cual valua a V; para cualquier valor
del subyacente S;, dicha funcién es la siguiente:

1) En el caso de que G(Sr) = (Sr — K)*, es decir, V representa una opcién
europea tipo Call, entonces H = C'y,

C(t,z) =z Normal(d4(T — t,z)) — Ke "™ Normal (d_(T —t,z))

2) En el caso de que G(St) = (K — S7)", es decir, V representa una opcién
europea tipo Put, entonces H = Py,

P(t,z) = ze "1 Normal( —d_(T —t, :c)) -z Normal( —d (T —t, :c))

esto lo hace suponiendo que S es un movimiento geométrico browniano y resolviendo
una ecuaciéon diferencial parcial.

Algo muy importante a mencionar es que la funciéon H(t, x) no es una v.a., el factor
de aleatoriedad se consigue en el modelo una vez se hay compuesto la funcion H con
la v.a. S, este argumento es esencial para comprender el resultado siguiente.

Teorema 2.58. (Extension de la valuacion Balck-Sholes-Merton para un mouvi-
miento geométrico pseudo-browniano) Sea Se = (St)i>0 un movimiento geométrico
pseudo-browniano el cual cumple la siguiente ecuacion diferencial estocdstica,

2 .2

ds, = (u(t) + "2%) S dy + o S, dW,

y sea 1 la tasa libre de riesgo. Ademds, sea V. = (V})o<i<r un derivado financiero que
tiene a S¢ como subyacente y a T > 0 como fecha de madurez, entonces se cumple
los siguientes dos casos:

1) En el caso de que Vi = (St — K)T, es decir, V representa una opcion europea
tipo Call con strike K, entonces V; = C(t, S;) con C' definido como sigue,

C(t,z) =z Normal(d4(T — t,z)) — Ke "9 Normal (d_(T —t,z))
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2) En el caso de que Vi = (K — St)*, es decir, V representa una opcion europea
tipo Put con strike K, entonces V; = P(t,S;) con P definido como sigue,

P(t,z) = ze "1 Normal( —d_(T —t,x)) — x Normal( — d+(T — t,z))

donde Normal es la funcion de distribucion de una v.a. Normal(0,1) v,

2 2

du(r, ) = an)\/_{log +<ria20‘1’>7-}

2.2
Demostracidén. Para iniciar la demostracién, se define a(t) = | u(t) + 2 20‘1’> y se tiene

que dS; = a(t) S; di + o Sy dW;. Para cualquier derivado V se busca lo siguiente,
d% = At dSt +7r bt ert dt (266)

es decir, el rendimiento instantaneo del derivado V es una combinacién lineal de rendi-
mientos instantaneos en el subyacente Sg y la tasa libre de riesgo r, permitiendo asi su
replicacion en el mercado. La ecuacion 2.66 es equivalente a lo siguiente,

d‘/% = At St dt + At o St th +r bt €Tt dt (267)

Ahora bien, si H(t,z) denota la funcién de precio para el derivado V a tiempo ¢, se
tiene lo siguiente gracias al teorema 2.56,

1

donde d[S, S]; es la variacién cuadratica para el proceso Sg la cual se define de forma
equivalente a las definicién 2.49. Como consiguiente, d [S, S]; estd dado por la siguiente
funcién,

d[S, S]t = dSt dSt = (Oé(t) St dt + O'St th)( ( )St dt + O'St th)
= 02 S2 AW, dW, = o 03 S? dt

con esto la ecuacion 2.68 es equivalente a lo siguiente,

dH(t,S,) = (Ht(t, S)) + alt) S, Hy(t, Sp) + ; 0202 S2 H,, (¢, St)> dt
+ 0 S, Hy(t, S,) dW, (2.69)
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igualando los términos con dW; de las ecuaciones 2.67 y 2.69 se debe cumplir lo siguiente,
(At O'St - O'St Hw(t, St)) th =0

o lo que es lo mismo,
At = Hx(t> St)

y como consiguiente,
by = €_Tt{H(t; St) - Hx(t7 St) St}

Con esta informacion, se igualan los términos con dt en las ecuaciones 2.67 y 2.69,
quedando la siguiente ecuacion,

rH(t,Sy) = Hy(t,Sy) +r S, Hy(t,S,) + %aQ o3 S? H,.(t,S)) (2.70)

la ecuacién 2.70 es una ecuacién diferencial parcial, y se nota que la solucién de dicha
ecuacion solo depende de la funcién H y no de la v.a. S;, por lo tanto la solucion es igual
a la dada en el teorema 2.46 solo con un agregado de varianza en la forma de o2.

Los puntos 1) y 2) dependen de las condiciones de frontera a tiempo 7" para la funcién
H, las cuales son G¢(St) = (St — K)" v Gp(St) = (K — St)™, respectivamente.

Como consecuencia del corolario 2.46.2, las deltas del portafolio son equivalentes a las
del modelo Black-scholes Merton tradicional, solo con un agregado de varianza en la
forma de o3,

O

Observacién 2.58.1. Se puede notar que el precio del derivado V¢ depende prin-
cipalmente de los siguientes términos:

1) La tasa de rendimiento libre de riesgo .
2) La variabilidad del subyacente o?.
3) La variabilidad proveniente del movimiento pseudo browniano c.

4) El valor presente del subyacente Sy.

5) El Strike o precio de ejercicio K.
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6) La madurez del derivado T

Esto nos hace notar que st Wg, y Wg, son dos movimientos pseudo-brownianos tales
que 0%1 = 0%,2, entonces los precios de los derivados descritos en el teorema 2.58 son
tquales sin importar las distribuciones de los movimientos pseudo-brownianos antes
descrito.

Lo que si se va a ver afectado son los valores de Ay y Vi a través del tiempo, esto
como consecuencia de que dichos procesos estocdsticos dependen de Se, (0 en su
caso S, ), y dichas v.a. si contienen toda la informacion disponible en We, y W,
(asimétria, colas pesadas, sesgo, kurtosis, etc.).

Ejemplo 2.59. Sean &, y &, las funciones de distribucion de probabilidades siguien-
tes,

t
1 w?
D4(t) = / \/ﬁe’W dw

@2@_/_;%3(%)@%) I

8
5

es decir, ®1 es una normal estandar y ® es una distribucion t con 2.2 grados de
libertad. Para estas dos funciones se crean los movimientos geométricos pseudo-
brownianos siquientes,

1St = S() exXp {Oll(t) + 0'1Wt}

2S¢ = S) exp {Qg(t) + Uth}

donde \W;, « V10, JW, « V1D, y a1(t), as(t) son escogidos de tal forma que
E(1S;) = Soe™ = E(25;). Para ambos procesos, se definen opciones europeas tipo call
con el mismo strike y madurez con o = 0.01, r = 0.0005, T' = 20 y K = 10, las

figuras 2.11 y 2.12 representan el comportamiento del derivado y su delta respectiva.
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Figura 2.11: Modelo bajo la distribucion ®;.

) 2
Derivado V Proceso A

08

04

00

Figura 2.12: Modelo bajo la distribucion ®,.

Para la figura 2.11, se nota como la distribucion del subyacente cumple las pro-
piedades del modelo Black-Scholes Merton tradicional, por lo que estas figuras son
similares a las obtenidas en el ejemplo 2.47. Para el caso de la figura 2.12 se escogio
una distribucion con colas pesadas (distribucion t) para notar claramente como los
procesos estocasticos V y A se ven afectados por la distribucion del subyacente S.



Capitulo 3

Modelos discretos de valuacion y
resultados

3.1. Enfoque no paramétrico

El objetivo de la estadistica no paramétrica es modelar la incertidumbre de
un conjunto de v.a. sin suposiciones iniciales (sin suponer un modelo paramétrico).
Esto se hace con el objetivo de modelar, con el mayor grado de libertad posible,
la incertidumbre con la que se cuenta en el fenomeno o experimento aleatorio en
cuestion.

Una desventaja de la estadistica no paramétrica es que esta se apoya en gran medida
de resultados asintéticos (es decir, cuando el tamano de la muestra es grande). Por
lo que si no se cuenta con una muestra aleatoria lo suficiente grande, los resultados
hechos bajo este enfoque pueden no ser los mejores. Tal y como dice Shao (2003),

The theoretical justification for estimators in nonparametric models, however,
relies more on asymptotics than that in parametric models ... Thus, to choose
between a parametric method and a nonparametric method, we need to balance
the advantage of requiring weaker model assumptions (robustness) against the
drawback of losing efficiency, which results in requiring a larger sample size.

En esta seccién se plantean resultados basicos de estadistica no paramétrica.
Tales como la distribuciéon empirica univariada y bivariada utilizando Shao op. cit.,
asi como la cépula empirica bivariada desarrollada en Nelsen op. cit.

159
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3.1.1. Distribuciéon empirica univariada

Para el resto de esta subseccion, X := (X1, ..., X,) es una muestra aleatoria de
tamano n.

Definicién 3.1. Para la m.a. X se define la funcion de distribucion empirica como
la siguiente coleccion de v.a.

Fn = {Fn(l’) = %Zn:]_{xi<x} T € R}

Proposicién 3.2. La v.a. F,(z) establecida en la definicion 3.1 es un estimador
insesgado y consistente para Fx(x).

Demostracion. Para esta demostraciéon se definen las siguientes n colecciones de v.a.,
{Zz(x) = 1{Xi§x} 1T € ]R} (3.1)
1€{1,...,n}
entonces para = € R fija, Z;(z) «~ Ber(Fx(z)) y ademas Z;(x), ..., Z,(z) es una m.a.
de tamano n, por lo que se cumple lo siguiente,

nF,(r) = Z Z;(x) « Binom(n, Fx(z))

Para demostrar que F’n(x) es insesgado,

:>E<Fn(x)> — Fy(z)

por lo cual F;,(x) es un estimador insesgado. Y para la consistencia,

n2V<Fn(x)> — V(nﬁ’n(:c)> — nFx(2)(1 — Fx(z))

V(Fn(:z)> _ Fx(ﬂf)(ln— Fy())
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y ya que Fn(m) es un estimador insesgado la consistencia solo depende de la varianza
del estadistico y se cumple que,

V(Fn(x)) .0

n—oo

por lo cual F),(z) es un estimador puntual consistente para Fi (z).

]

Observacion 3.2.1. Para n fijo, la variabilidad de Fn(x) es mayor en las partes
“centrales” de Fx (alrededor de la mediana) y ademds,

lim V(F’n(x)) —0= lim V(Fn(x))

T—r+00 T—r—00

es decir, la variabilidad del estimador Fn(:v) depende de x y disminuye conforme
|z| — oo.

Una vez se cuenta con la muestra aleatoria observadal x := (xy,...,1,) (se
denota como m.a.obs.) se da la siguiente definicién,

Definicién 3.3. Para una m.a.obs. x se define la funcion de distribucion empirica
observada F,, : R — [0, 1] como sigue,

1 n
i=1

Proposicién 3.4. La funcion F,, cumple las siguientes propiedades:

1) {0,1} C Ran F, C {0%%”7*11}

2) F,(x) = %Z?:l Lz <a} donde x(;y < w9y < ... < 1) son las estimaciones
ordenadas de X.

3) lfmy_s—_ oo Fy(z) = 0.
4) My oo Fy(z) = 1.

5) F, es una funcion mondtona creciente y continua por la derecha.

'Es decir, una vez se cuenta con los datos reales del fenémeno o experimento aleatorio en cuestién.
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Gracias a las propiedades (1)-(5) se cumple que F,, es una funcidn de distribucion
de probabilidades perteneciente a una v.a. discreta denotada como X™. Ademds,

Ran X" = zy

donde zx = {z1,...,zn} es el conjunto de elementos unicos de x ordenadas de menor
a mayor (claramente m < n).

Demostracion. La propiedad (1) es clara por como estd definida la funcién F),. Si

RanF, = 30,1 2 . 221 1% entonces la m.a.obs. estd compuesta por n elementos
n’'n n
distintos (en este caso m = n), en el caso de que Ran F,, # {O, %, %, e "T_l, 1}, la

m.a.obs. estd compuesta por elementos repetidos (en este caso m < n).
La propiedad (2) es solamente un reordenamiento de la m.a.obs. x, en el caso de (3) y

(4) si v < x(1) entonces F,(x) = 0y F,(x) = 1 para > x(,) por lo tanto,

lim F,(x) =0

T—r—00

lim F,(x) =1

T—>+00

Para (5), si t; <ty entonces,

1 « 1 «
Fn(t1> - E Z 1{$i§t1} S E Z 1{Iz‘§t2} - Fn(tQ)
i=1 i=1

Ahora bien, los puntos de discontinuidad para la funcién F,, son los valores t € zy (como
sucede en el caso de cualquier v.a. discreta), si se toma t € zy cualquiera entonces existe
un i* € {1,...,n} tal que,

o) = &

0="

y esto se cumple también V¢ € [2(;+), Z(+)41 [, por lo tanto,
lim F(z) = -

r—tt n

asi F}, es continua por la derecha y monoétona creciente.
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Observacion 3.4.1. Sean X y zx los términos definidos en la proposicion 3.4.
Entonces la esperanza de X es igual a la media muestral observada, es decir,

E(Xm) = sz = Z, (3.2)
Demostracion. Para esta demostracion solo es necesario obtener P(X™P = z;),
P(X;™ = 2j) = Fa(z;) — lim F,(z +06) = Z 1(nimsy}

y como zZy = Ran X ™P, entonces la esperanza de X ™P queda como sigue,

E(X™P) =) 2 P(X™ = 2) = Z Z 25 1pmny) = Z i
j=1

jlll

cumpliéndose asi la ecuacion 3.2. O

El resultado mas importante con respecto a la distribucion empirica es el teorema
de Gilvenko-Cantelli el cual se establece a continuacion,

Teorema 3.5. (Gilvenko-Cantelli) Sea F), la distribucion empirica construida me-
diante una m.a. X perteneciente a un modelo Fx cualquiera. Se define la v.a. D,
siquiente,

D, = sup | Eulw) = Fx ()

z€R

C.S. .
entonces se cumple que D,, —> 0, es decir,

]P( lim Dn:o):1

n—oo

El teorema 3.5 establece que conforme el tamano de una m.a. incrementa (n — 0o)
la distribucién empirica hace un mejor ajuste a la distribucién F'y. Esto es gracias a
que “la peor” (mayor) desviacién que tiene F,, con respecto a Fy (representada por
D,) es cada vez menor conforme el tamafio de la m.a. incrementa (D,, <2 0).

En la figura 3.1 se puede ver como se comporta la funcién F;, para distintos
modelos paramétricos. Se nota como el ajuste es mejor cuando |z| — 0o, ademés se
puede ver como la funcién F}, es escalonada (tal como es el caso en una v.a. discreta).
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Modelo Beta (3, 2) Modelo Poisson (2.5)

100 100

050 - 050

000 | 000 |- 4

0.00 025 050 0.75 100 o 2 4 6

(a) Modelo Continuo (b) Modelo Discreto

Figura 3.1: Distribucién empirica observada para n = 100.

3.1.2. Distribucion y Cépula empirica bivariada

Sea M,, = (X,Y) := ((X1, Y1), ..., (Xp, Y,)) una m.a. bivariada perteneciente a
un modelo bivariado Hxy, compuesta por m.a. univariadas X = (X3,..., X,,)yY =
(Y1,...,Y,) con funciones de distribuciéon univariadas Fy y Gy, respectivamente.
Para el resto de esta subseccion X y Y son modelos marginalmente continuos, esto
con el objetivo de asegurar la unicidad de C'yy .

Definicién 3.6. Para la m.a. M,, se define la funcion de distribucion empirica
bivariada como la siguiente coleccion de v.a.,

. . 1
H, = {Hn(x,y) = E;l{XiSfE,YiSy} C(x,y) € Rz}

Proposicién 3.7. La v.a. H,(x,y) establecida en la definicién 3.6 es un estimador
insesgado y consistente para Hxy (z,y).

Demostracion. La demostracién es equivalente al caso univariado, por lo cual se omite.
Solo se escribe la esperanza y varianza del estimador H,(x,y) a continuacién,

E([:In(x7 y)) = H,(z,y)

V(i (r,y) = DD Iz 0)
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Observaciéon 3.7.1. Para n fijo, la variabilidad de ]:In(x, y) para los puntos (x,y) €

R? tales que Hxy (x,y) =~ % es mayor, y ademds,

im  V(Hu(z,9)=0=  1m  V(H.(z,y))

(2,y)—(+00,400) (#,y)—(—00,—00)

es decir, la variabilidad del estimador H,(z,y) decrece conforme max{|z|, |y|} — oc.

Una vez se cuenta con la m.a.obs. bivariada (x,y) = ((z1,%1), .-, (Tn,Yn))
perteneciente a los modelos univariados continuos X y Y, respectivamente; se da la
siguiente definicion,

Definicion 3.8. Para una m.a.obs. (x,y) se define la funcion de distribucion empiri-
ca observada H, : R* — [0,1] como sigue,

1 n
Hy(z,y) = o 21 1{% <eyi<y)

Proposicién 3.9. La funcion H, cumple las siguientes propiedades:

1) {0,1} C Ran H, C {0,%,%,...,”7_1,1}.

2) Las distribuciones empiricas observadas univariadas de las v.a. X y Y, denota-
das como F,, y G, respectivamente, se pueden obtener mediante los siguientes
limates:

F,(z) = lim H,(x,y)

Y—00

Gn(y) = lim Hy(z,y)

T—00

3) La funcion H, cumple las propiedades de una funcion de distribucion bivariada.

4) Las m.a.obs. x y'y estan compuestas marginalmente por valores distintos, es
decir, para cualquier i,j € I,, distintos se cumple que x; # x; y y; # y;, por lo
tanto,

2 —1
RanFn:RanGn:{O, ,—,...,n ,1}
n

1
n n
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Demostracion. Las propiedades (1) es equivalente al caso univariado y por esa razén se
omite, en el caso de (2) se cumple lo siguiente,

1 — 1 —
Hn(x7y(n)) = ;;1{xi<x,yi<y(n>} = E;l{xzﬁfc} = Fn(x)

1< 1<
Hn(x(n)’y) - E Z 1{$i§1’(n)7yi§y} - E Zl 1{yi§y} - Gn<$)

i=1
cumpliéndose asi (2). Para el caso de (3) se demuestran los puntos establecidos en la
proposicién 1.37. Para (i) se toma un § < 0 cualquiera,

1 n
H,(z,—00) = Hy(z,ya) + 96) = n Z 1{wi§x,yi§y<1>+‘5} -
=1

1 n
Hy(—00,y) = Hu(za) +0,9) = — > 1{zigz(1>+a,yéy} =0
=1

la propiedad (ii) ya fue demostrada donde el v.a. en cuestién es (X ™, Y ™) la pro-
piedad (iii) es consecuencia inmediata de (ii) mientras que las propiedades (v) y (vi)
son propiedades equivalentes al caso discreto. Para la propiedad (iv) se toman t; <ty y
S1 < Sa,

Hn(t27 82) - Hn(tla 82) - Hn(t27 Sl) + H?‘L(th Sl)

1 n
- Ez;(l{mz St%yiﬁ@} B 1{%‘ Stl7yi§32}
i=
N 1{xi§t2»yi§31} +1{xi<t1,yz‘<81}>

n
1
=->"1 >0
n {tl <z;<to,s1 <yz‘S82}
i=1

quedando asi demostrado (iv) y la propiedad (3) en conjunto. La propiedad (4) es con-
secuencia de que ninguna muestra observada en x o y se repite, ya que las v.a. X y Y
son continuas.

]

Se sabe que la funcion de distribucién empirica H,, es un estadistico que permite
“aproximar” la distribucién conjunta de probabilidades H xy; entonces se busca bajo
un argumento similar encontrar una familia de variables aleatorias Ch que de igual
forma permitan “aproximar” a la copula C'xy. Esto lo hace la siguiente definicion,
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Definicién 3.10. Para la m.a. M,, se define la copula empirica como la siguiente
familia de v.a.,

& (J1 J2
Cn—{Cn(g ;> Z {X <X(J)’Y<Y(J>} jl’jQE{l n}}

Nétese como C,, no estd definida para todo (u,v) € I?, esto se debe a que para
cualquier (z,y) € R? se cumple que,

1 2 —1
RanFn:RanGn:{O,—,—,...,n ,1}
n'n n

gracias a la proposicion 3.9. Por lo que nunca se cubre todo el intervalo unitario I
con las distribuciones empiricas univariadas E, y G, respectivamente?.

Como consecuencia de la proposicion 3.9 se tiene que H,, es véalida como distri-
buciéon conjunta de probabilidades para el vector aleatorio (Xflmp, Y,fmp). Y gracias
al Teorema de Sklar (teorema 1.55), se cumple la siguiente definicién,

Definicién 3.11. Para las funciones H,, F,, y G, establecidas en la proposicion 3.9
se cumple que existe una unica funcion C,, : Ran F,, x Ran G, — [0,1] tal que,

Hn<x7 y) - Cn(Fn<m)7 Gn<y)>
a la funcion C, se le denomina copula empirica observada. Ademds, se define la
diagonal empirica observada o, : {O 12 ...,”T_l, 1} — [0, 1] como sigue,

Y n)

Su(t) := Cun(t, 1)

Observacién 3.11.1. Sean H,,C,, F,,G, las funciones usadas en la definicion
3.11. Gracias a la propiedad (4) en la proposicion 3.9 se cumple que,

2 —1
,—,...,n—,l}:RanGn
n n

S|

Ran F,, = {0,

Como x y 'y tienen valores distintos entonces se cumple lo siquiente,

J
Fu(zy) =
J
Gn(y(jQ)) - f

2Para més informacién con respecto a la cépula empirica, véase Deheuvels (1979).
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por lo que C,, queda completamente definida por la siguiente ecuacion,

J1 J2 ol h _n(J2
Cy, (5, E) = H, (Fé ”(5>,G£ ”(5)) = Ho (1), Yiin))

Ji J2 1 <
JLJ2) 2 1 .
Cn(n’ n) n Z {xiﬁxm)vyiﬁyuz)} (3:3)

=1

es decir,

en el caso de que ji,jo € {1,...,n}. Si alguna de las entradas se anula (j; = 0 ¢
jo = 0) la copula empirica observada es cero.

Una vez se cuenta con la copula empirica observada C),, se desea cuantificar
concordancia y dependencia mediante la m.a.obs. (x,y), esto se puede hacer con
estimaciones muestrales de la p de Spearman y la o de Schweizer, respectivamente.
El origen de los dos siguientes estadisticos se puede encontrar en Nelsen op. cit. (en el
caso de la p de Spearman) y en Poczos et. al. (2018) (en el caso de la o de Schweizer).

Definicién 3.12. Sea C,, la copula empirica observada perteneciente a una m.a.
(X,Y); donde X yY son v.a. continuas y (X,Y) cuenta con copula subyacente
Cxy. Se definen p, y 0, como los siguientes dos estadisticos:

12 (A i
p"'_n2—122<0"(5’ﬁ>_ﬁxﬁ)
12
rom 3

A pn y o, se les considera los estadisticos canonicos para la p de Spearman y la o
de Schweizer, respectivamente, para la copula Cyxy .

Ademds, se definen r, y s, como las versiones muestrales de p y o, respectivamente;
quedando del siguiente modo,

12 f(}nz LIy _EJ
rn'_n2—1,_ <Cn<n’n) nxn>
12
S"::nz—lz Z

donde C,, es la copula empirica observada creada mediante la m.a.obs. (X,y).
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Ejemplo 3.13. Sean ML y M2 m.a. de tamario 300 pertenecientes a los modelos
bivariados Hi, H%y, respectivamente,

Hyy (2,y) = C'(Fx (2), Fy (y))
Hy (2,y) = C*(Fx(x), Fy (y))

donde X y 'Y son wvariables aleatorias absolutamente continuas con funciones de

densidad,

x6.56—x
P = a5 Haso)
frty) = 2
v =

T'(3. 5)23-51{x>0}

es decir, X yY son v.a. Gamma(7.5,1) y Gamma(3.5,2), respectivamente. Ademds,
las copulas C' y C? son las siguientes,

Cu,v) = (méx {(u + 0" — 1),0})2

CQ(U, U) = UV exp { [(_ log u)72 4 (_ log 0)72] —1/2}

es decir, C es una cdpula de Clayton con pardmetro 4 y C? es una cépula de Ga-
lambos con pardmetro 2.

En la figuras 3.2b y 3.2a se puede apreciar mapas de dispersion de los modelos
Hy y H%y. Nétese que aunque las distribuciones univariadas son las mismas, el
modelo se ve completamente distinto como consecuencia del cambio de dependencia,

En las figuras 3.3 y 3.4 se compara los conjuntos de nivel para las copulas empiricas
observadas (izquierda) y las copulas tedricas (derecha). Notese como el mayor “rui-
do” presente en las cpulas empiricas observadas C},C? se alcanza principalmente
en las partes centrales del cuadrado unitario. Esto como consecuencia de la varianza
de la distribucion empirica obtenida en la proposicion 3.7.
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Modelo H, Modelo H,
0 0
[ ]
[ ]
]_5 -
10F
5 L
% 20
Modelo H? b) Modelo H?
a) Modelo Hy odelo H¥
Figura 3.2: Simulacién de tamano 300.
Copula empirica observada 1 Copula C|
10 10 10 . 10
09 09
08 08 08 08
07 07
06 06 06 06
05 05
0.4 +0.4 04 F0.4
F0.3 F0.3
02 F02 02 F0.2
FO.1 FO.1
0000 02 04 06 08 1:0 0 0000 02 04 06 08 10 0

Figura 3.3: Conjuntos de nivel para el Modelo C}.

En la figura 3.5 se pueden ver las diagonales empiricas observadas 6% y 62 y su
parecido con las diagonales tedricas 6* y 62, respectivamente. Nétese como el mayor
“rutdo” de estas funciones se consigue alrededor del 0.5.
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Copula empirica observada 2 Copula C,
10 10 10 10
09 09
08 08 08 08
07 07
06 06 06 06
05 05
0.4 F0.4 04 H0.4
03 03
02 F02 02 F0.2
FO.1 FO.1
! 0 ! 0
0 000 02 04 0.6 08 1.0 0 000 02 04 0.6 08 10
Figura 3.4: Conjuntos de nivel para el Modelo Cs.
Diagonales modelo C Diagonales modelo C,
100 ¢ 100 F
Diagonal teavien Diagonal teavien
— Dingenal empivicn obs. — Dingonal empivicn obs.
—— Diagomal copula provhuctn —— Diagonal copula provuetn
075 075 +
050 050 F
025 025 F
000 L 1 L 1 L 1 000 L 1 L 1 L 1
0.00 025 050 075 1.00 0.00 0.25 050 075 1.00

Figura 3.5: Diagonales empiricas observadas y tedricas.

Para terminar, se calculan r, y s, y se comparan dichos valores con los valores
teoricos de la p de Spearman y la o de Schweizer, respectivamente.
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Modelo T p Sn, o
H, —0.384 —0. 466 0.384 0.466
H, 0.837 0.818 0.837 0.818

Cuadro 3.1: Estimacién muestral de la p de Spearman y la o de Schweizer.

Dada una m.a. (X,Y) donde X y Y son v.a. continuas, es de interés conocer
si la cépula subyacente de dicho modelo (denotada como Cxy) es simétrica o no.
Si la copula Cxy es una cépula simétrica, restringir el modelo paramétrico a la
familia arquimediana no suena como una idea tan mala (toda cépula arquimediana
es simétrica por construccién). En caso contrario, en automadtico se debe descartar a
la familia arquimediana como una opcion viable en el ambito paramétrico.

Para probar simetria, se propone una prueba de hipétesis basada en los siguientes
dos comentarios:

1) La cépula producto I1(u, v) = uv, cuenta con la mayor variabilidad con respecto
a la familia de copulas simétricas. Esto gracias a que dicha cépula modela la
falta completa de dependencia en un modelo bivariado.

2) Cualquier cépula C' (sin contar II) cuenta con mayor informacién disponible
que la cépula II para hacer notar si es 0 no simétrica.

Gracias a los anteriores dos puntos, se considera a la distribucién empirica de la
copula producto como base para la creacién de una prueba de hipdtesis en relacion
a simetria de copulas. El estadistico de la prueba es el siguiente,

sty () -n(20)) s

, . — cC.8 , . . ,
Conforme n crece, se deberia cumplir que =,, — 0. Ademaés si para cualquier copula

empirica perteneciente a un modelo simétrico C, se define Z¢ como sigue,

gracias a la propiedades (1) y (2) se deberfa cumplir la siguiente desigualdad,

P(ES <t) >P(5, <t) (3.5)
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100 100
075 | 075
050 050
025 025 -
m
Clayfon (—0.5) R
Frank (3.0) Galarbos (3.0)
——— Gumbel H{3.0) — Flacketi (10,0}
000 h i T 1 { T T 000 - h { T I i T T
0.00 002 004 0.06 0.08 010 012 000 0.02 0.04 0.06 008 0.10 012
(a) Cépulas arquimedianas (b) Cépulas simétricas no arquimedianas

100
i
Marshall Olkin (0.5, 0.75)

Marshall Olkin (0.33,0.25)

075

025

U.‘IJO U‘;)Z [1;]4 0.66 0.68 0.10 012
(c) Cépulas asimétricas

C

Figura 3.6: Distribucién del estadistico =) .

en el caso de que C sea una cépula simétrica, es decir, el estadistico Z¢ converge de

forma “mas rapida” a 0 que el estadistico =,,. Y en el caso de que C sea una cépula
asimétrica,

P(ES <t) <<P(E, <t) (3.6)

Gracias a esto, se hace la siguiente propuesta de prueba de hipdtesis no paramétrica,

Propuesta 3.1. (Prueba de simetria) Sea (X,Y) una m.a. donde X yY son v.a.
continuas, se propone una prueba de hipdtesis no paramétrica para la simetria de
Cxy. La hipdtesis nula queda como sigue:

Ho : Cxy es una copula simétrica.
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la probabilidad de Error Tipo I (que sirve para rechazar Hy) esta dada de la siguiente
forma:

P(Error Tipo I) = P(Rechazar Ho | Ho es verdadem)

st Ho es verdadera entonces se cumple la ecuacion 3.5. Por lo que ya una vez se tiene
la m.a.obs. (x,y), la probabilidad de Error Tipo I cumple lo siguiente,

P(Error Tipo 1) = ]P’(ES > &) <P(E, > &)

ast P(En > én) se utiliza como cota superior de la probabilidad de Error Tipo I,
donde &, queda definido como sigue,

la probabilidad de Error Tipo I es util para rechazar Hy asi como para aceptar la
hipdtesis alternativa Hy, la cual queda como sigue:

Hi: Cxy es una copula asimétrica.
En la practica la prueba de simetria funciona como sigue:

1) Fijar el valor o que se desea como valor mdximo para la probabilidad de Error
Tipo 1.

2) Se obtiene el valor &, partiendo de la m.a.obs. (X,y).
3) Se obtiene la probabilidad p, :=P(Z, > &,).

4) Se toma una decision: Sipe, < «, entonces se rechaza la hipdtesis nula Hy y por
lo tanto se acepta que C'xy es asimétrica con una probabilidad (1 —pgn) x 100 %
de confianza. En caso contrario, no existe informacion suficiente para rechazar
la hipotesis nula Ho.

En las figura 3.6a y 3.6b se puede notar como la ecuacién 3.5 se cumple para
la familia arquimediana de copulas y también para copulas simétricas fuera de dicha
familia. Mientras que en la figura 3.6¢ se puede notar como la ecuacion 3.6 se cumple
para la familia de cépulas asimétricas.
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3.2. Activos financieras a tiempo discreto

Para el resto de esta secciéon, D es un derivado financiero que tiene como subya-
cente a los activos S y S2. Ademds, N es la maduréz del derivado y r es la tasa de
rendimiento libre de riesgo con capitalizacién continua utilizada para el descuento de
cualquier instrumento financiero en el mercado. Antes de poder valuar el derivado
D, se necesita tener la distribucién de los subyacentes S* y S? la cual se establece a
continuacion.

3.2.1. Distribucion discreta del subyacente

Se supone que los activos subyacentes S' y S% son arboles multinomiales a n
peridos con n € {0,..., N} (cada periodo representa un rebalanceo en el portafolio
de replicacién del derivado D, ademaés los periodos son de la misma longitud temporal
para poder ser representados por la misma v.a.). Es decir, S} y S? son iguales a lo
siguiente,

St=S[[U; nef1,... N}
j=1

Se=S ][V ne{l,....N}
j=1

con S} y S? los valores presentes de los activos S y S, respectivamente. Las v.a.
{(U1,V1),...,(Un,Vy)} son una m.a. con distribucién en comun (U™, V™), donde m
representa los m-posibles escenarios en cada periodo para cada subyacente?.

Para asemejar al modelo Black-Scholes Merton, se tiene que el v.a. (U™, V™) repre-
senta los rendimientos intra-periodo para ambos subyacentes. Ahora bien, la distri-
bucién del v.a. (S}, S?) antes descrito es sobre la medida real P, por lo que se necesita

obtener la distribucién de dicho modelo bajo la medida neutral al riesgo P, esto se
hace realizando el siguiente ajuste a las distribuciones de U™ y V'™,

P e

g Egm S
U

ym Eym e

Um

2n

3Como se tienen 2 subyacentes, en cada periodo existen m?" escenarios posibles de forma con-

junta.
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donde u,, y U,, son las esperanzas de las v.a. U™ y V™ bajo la medida PP, respecti-
vamente. Dichas esperanzas se obtienen como sigue,

1 n
iy = E(U™) = ~ D PU™ = ),
=1

1 n
om =E(V") = — > PV = v )vm
=1

donde RanU™ = {uy,...,upn} y RanV™ = {vy,...,v,}. Cabe mencionar que la
subcépula Cyy del modelo (U™, V™) se mantiene bajo la medida neutral al riesgo
P, ya que la transformacién es de tipo creciente?.

Ejemplo 3.14. Para los pardmetros Sy = 10, p = 0.001, ¢ = 0.01, » = 0.0005
y N = 20, en la figura 3.7 se comparan grdaficamente los procesos estocdsticos del
subyacente bajo el modelo tradicional Black-Scholes Merton y el modelo discreto que
se acaba de proponer, esto sobre la medida neutral al riesgo IP.

Maodelo tiempo Continuo Modelo tiempo Discreto

1050
1025 |
1000 - Wi, 100 | £—
975

98

950

96
925 |

Figura 3.7: Comparaciéon modelos subyacente bajo P.

Como consecuencia de la distribucién de (U™, V™) bajo la medida f”, se puede
comprobar facilmente que la esperanza neutral al riesgo para los activos S! y S?
esta centrada en el rendimiento libre de riesgo de sus valores presentes respectivos
con respecto a la tasa r. Para comprobar esto se obtiene la esperanza de S} bajo la
medida @,

n

E(S}) = E(s& 11 Uj> =S [[E@W;) =S5 [[e" =Sse™
j=1 j=1 Jj=1

4En este caso es una subcépula ya que el vector estd conformado por v.a. discretas.
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y el caso de S? es equivalente.

3.2.2. Distribucion discreta del derivado

Una vez se sabe como se comportan los procesos estocdsticos St y S2? de forma
conjunta sobre la medida P, se puede obtener el precio de cualquier derivado D
que depende de forma conjunta de dichos subyacentes. Sea G(Sk, S%) el payoff del
derivado a tiempo N y sea gp(Sk, 5% n) el precio del derivado a tiempo n dado los
valores S! y S2 entonces,

gD(S;J, Si,n) = IE(DN ‘]—"n> e T(N-n)

donde F, representa la filtracién inducida a tiempo n para los procesos St y S2 de
forma conjunta y claramente Dy = G(Sk, S%).

Ejemplo 3.15. (Derivado con un solo subyacente)

Para los pardmetros Sy = 10, p = 0.001, ¢ = 0.01, » = 0.0005, N = 20 y
K = Spe™, se establece un Call europeo a tiempo N con strike iqual a K y tasa libre
de riesgo r. En la figuras 3.8 y 3.9 se comparan graficamente los procesos estocdsticos
del subyacente y el derivado bajo el modelo tradicional Black-Scholes Merton y el
modelo discreto que se acaba de proponer, ambos sobre la medida neutral al riesgo IP.

Subyacente S, Derivado D,

=

1025

1000 F 1Y

975 |

] L 010 | M iPh W | .
W H W 'h"“ M' \l"\. It il
il Mo \‘ | iR A
WN Wr" i | »" AW
930 - w M WRW' ) ,\ | 005 |- R h
‘-INF“Jr ,‘,n i Jﬂ ‘r A "” W won A
W A M’ ‘\\JV‘
Mﬂ hof

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 3.8: Modelo Black-Scholes Merton.
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Subyacente S, Derivado D,

108 + i 08

105 06 I

102
04 -
99

§ 02 | = e T
96 L~ .

‘ 00 | ‘ —— =
0 5 10 15 0 0 5 10 15 20

Figura 3.9: Modelo Discreto.

3.2.3. Distribucion discreta del portafolio de replicacion

Una vez se cuenta con el precio del derivado D, se desea crear una estrategia
de replicacién para el derivado en cuestion, esto con el objetivo de poder replicar
su valor mediante activos financieros disponibles en el mercado. Tedricamente, el
portafolio de replicacion X estd compuesto de la siguiente forma,

X, =ALS)+A252+T,

donde Al y A? representan las inversiones a tiempo n en los activos S y S?, res-
pectivamente, mientras que I'), representa una inversion libre de riesgo bajo la tasa
r. En los casos en los que S es un arbol binomial (Seccién 2.3) o un modelo conti-
nuo que supone normalidad (Secciones 2.4-2.5), el portafolio de replicaciéon X quedo
completamente definido, y por lo tanto el derivado D es replicable.

Como consecuencia de que no existen replicaciones instantaneas en el portafolio de
replicacion puede no llegar a existir una replicacion exacta del derivado D. Como
consecuencia de esto se establece el concepto de superreplicacion en la definicion 3.16.
Para poder llegar a esta definicion, se parte intuitivamente de lo desarollado en la
secciones 2.4-2.6 y se intenta replicar una opcién europea tradicional V cualquiera.

Si T es la madurez del derivado, se supone que I = {tg,t1,...,t,} con 0 =ty < t; <
... <t, =T representa los periodos de rebalanceo disponibles en el mercado.

Recordando la ecuacién diferencial 2.66, se tiene que si 'V representa un derivado
financiero con un subyacente S cualquiera, se debe cumplir lo siguiente,

th:AtdStJrrbte”dt:AtdStJrr(Vt—AtSt) dt
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es decir, el rendimiento instantaneo del derivado V es una combinacion lineal de ren-
dimientos instantaneos en el subyacente S y la tasa libre de riesgo r, permitiendo asi
su replicacién en el mercado. Con estos puntos en consideracién, se crea la siguiente
estrategia de replicacion para el derivado V,

Definicién 3.16. Sea V un derivado financiero disponible en el mercado con sub-
yacente S. Se define el proceso estocdstico X como sique,

X, = Xo+ % {Atj (S = 50) +7 (Vi = 2, 8,) (11— ) }
=0

donde I = {tg,t1,...,ty} con 0 = tg < t; < ... < t, = T son los periodos de
rebalanceo disponibles en el mercado. Al proceso X se le conoce de las siguientes
formas:

1) Como una estrategia de superreplicacion a condicion final si se cumple que,

Xr > Vr

2) Como una estrategia de superreplicacion completa si se cumple que,
Xy, 2 Vi,
para todo ty.

3) Como una estrategia de superreplicacion a condicion final a nivel o« de confianza
si se cumple que,

P(Xr—Vr>0)>a

4) Como una estrategia de superreplicacion completa a nivel a de confianza si se
cumple que,

P(X,, -V, >0) >«

para todo ty.

El término Ay, se obtiene mediante la delta de Black-Scholes Merton de la seccion
2.6. Es decir,

Ay, = Normal (dy (T — t;,5;,))
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Observacién 3.16.1. En el caso de que ||II|| — 0 se cumple lo siguiente para X,

t t
X, = X, +/ A, dS, +/ r (Vi AuS, ) du
0 0
o escrito de forma diferencial,
AX, = AcdSy+1 (V= A8 di

dicha ecuacion es equivalente a la ecuacion diferencial 2.66, por lo que si Xo = Vj,
entonces X es un portafolio de replicacion completo para V.

La observacién 3.16.1 aclara que conforme ||II|| — 0 (es decir, se tiene acceso a
mayores periodos de rebalanceo para el portafolio de replicaciéon X), un mejor ajuste
se hace al derivado V|, lo cual es un resultado légico. La siguiente definicién con su
respectivo teorema dan un algoritmo practico para desarrollar el portafolio descrito
en la definiciéon 3.16.

Definiciéon 3.17. Sea I el siguiente proceso estocdstico a tiempo discreto sobre 11,

I, =Vy+ sz {Atj (Sth — Stj> +r <V}J — Ay Stj> (tj—l—l - tj)}
§=0

al portafolio 1 se le conoce como portafolio candnico del derivado V.

Teorema 3.18. Sea 1 el portafolio canonico del derivado V y sea X el proceso
estocastico definido en la definicion 3.16, entonces se cumple lo siguiente:

1) X es una estrategia de superreplicacion a condicion final a nivel o de confianza
si se cumple que,

Xo=lh—F(1—a)=Vy— F.'(1—q)
2) X es una estrategia de superreplicacion completa a nivel « de confianza si se
cumple que,

Xo=1yp— t};nF;tl(l —a)=V _HtlinF};ti(l — o)

k

donde Fy' es la distribucién inversa para la v.a. Yy, = V;, — I, .
e
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Demostracion. Para el caso de 1) se tiene que Xp = Ir — F;TI(l — ) por lo que,

P(Xy —Vp>0) =PIy —Vr>F!(1—-«a) =1-P(ly —Vp < F /(1 —a))
=1-PYr<F(l1-a)=1-(1-a)=«

cumpliéndose asi que X una estrategia de superreplicacion completa a nivel o de con-
fianza. Para el caso de 2) se tiene lo siguiente,

P(Xy = Vi, > 0) =P(L, = Vi, > min Iy /(1 = a)) 2 P(Ly, = Vi, > Fy, (1 - )
=1-P(L, —V, <y (1-a)) =1-P(Y,, < Fy, (1 —a))
=l-(1—-a)=«a

O

Algoritmo 3.18.1. (Simulacion del portafolio candnico de un derivado.) Supdngase
que V es una opcion europea cualquiera con su respectivo activo subyacente S. Se
desea generar una muestra de tamano n para el portafolio candnico del derivado V
donde 1l = {to,t1,...,tn} y T esla fecha de madurez del derivado, para esto se siguen
los siguientes pasos:

1) Se genera una m.a. s = {1s,...,,8} de tamano n para el subyacente S sobre
P, es decir,

jS = (jStO,jStl, c. >j8tn)

2) St H(t,z) representa la funcion de precio del derivado a tiempo t, se genera
una m.a. v={yv,...,,v} de tamano n para el derivado V sobre P, es decir,

iv = (H(to, jsto), H(t1, jst,)s - - -, H(tn, j5t,))
donde jvy, = H(t, jsi,)-
4) Se genera una m.a. A = {1 A ... A} de la siguiente forma,
iA = (Hy(to, j51,), He(t1, 550,), - - -, Holtn, 551,)))

donde jA;, = Hy(tg, jst,)-
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3) Se genera una m.a. w = {1w, ..., ,w} de tamano n para el portafio candnico
I como sigue,

k—1
jWy, = Vg + E {jAti (J'Stz‘+1 - jsti> +r <jUtz- - jAtijSti>}
1=0

Algoritmo 3.18.2. (Obtencion y simulacion portafolio de superreplicacion a con-
dicion final a nivel «) Supdngase que V es una opcion europea cualquiera con su
respectivo activo subyacente S. Se desea obtener y generar una muestra de tamano
n para un portafolio de replicacion X que sea una estrategia de superreplicacion a
condicion final a nivel a de confianza para el derivado donde 11 = {to,t1,...,to} y T
es la fecha de madurez del derivado. Para obtener una estimacion de X, se realiza
lo siguiente:

1) Se genera una m.a. (v,w) = {(1v,1W), ..., (nV,,W)} conjunta de tamano n
(mientras mas grande, mejor) para el derivado V y el portafolio candnico 1 tal
y como se definio en el algoritmo 3.18.1.

2) Se obtiene una m.a. y = (y1,...,yn) de tamano n para la v.a. Yr como sigue,
Yj = jVt, — jWt,
3) Se estima el valor de F;Tl(l — «) mediante la muestra y.

4) Se obtiene el valor de Xy mediante la siguiente ecuacion,

XOZ%_F);Tl(l_O‘)

Una vez se cuenta con la estimacion de Xo, para generar una m.a. x = {1X,...,,X}
de tamano n para el portafolio X se realiza lo siquiente:

1) Se genera una m.a. w = {1w,...,,w} de tamarnio n para el portafio canénico
I.

2) Se resta el valor de F;Tl(l — ) a toda la muestra, es decir,

1
it = jWe, — FYT (1 - a)



3.2. ACTIVOS FINANCIERAS A TIEMPO DISCRETO 183

Ejemplo 3.19. Sean &1, 3 y P3 las funciones de distribucion de probabilidades
siquientes,

1w
(1) :/ \/%e_W dw

By (t) = /;%})@G + %)2@;

wio- [ ()

11

es decir, ®, es una normal estanda, O es una distribucion t con 10 grados de libertad
y ®3 es una distribucion t con 3 grados de libertad. Para estas dos funciones se crean
los movimientos geométricos pseudo-brownianos siguientes,

1St = S() exp {Oél(t) + O'1Wt

25 := Sy exp

|
as(t) + 02Wt}
|

3St = S() exp {Olg(t) + 0'3Wt

donde \ W, «~ V101, sW, v~ V10o, sW; o~ V105 y oy (1), as(t) y as(t) son escogidos de
tal forma que la media es el rendimiento libre de riesqo Spe™. Para los tres procesos
anteriores, se definen opciones europeas tipo call con el mismo strike y madurez con
o =0.01, r=0.0005, T"'=20 y K = 10, las figuras 3.10, 3.11 y 3.12 se ven grdificas
para los derivados creados y sus respectivos portafolios de replicacion X que cumplen
con ser estrategias de superreplicacion a condicion final a nivel 0.75.
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Derivado V1 Porta folio Xl

Figura 3.10: Distribuciones de V y X bajo ®,

Derivado V2 Porta folio X2

N\

A
P / \
/ \/ \
~ \
r

06

05 F \/ \

00

Figura 3.11: Distribuciones de V y X bajo ®5

Derivado V' Portafolio X’
125 F N/ ‘;' S

100

000 |-

Figura 3.12: Distribuciones de V y X bajo ®3
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En la tabla 3.2 se muestran los precios del portafolio X para distintos periodos
de replicacion y las distribuciones ®1, 9 y ®3 para el mismo nivel de confianza c.
Se pueden notar como la observacion 3.16.1 sucede en la prdctica al aumentar los
periodos de rebalanceo del portafolio de replicacion.

Precio V{ | Distribucién ® | Replicacién diaria | Replicacion 15 veces al dia
0.23168 D, 0.25065 0.23610
0.25216 dy 0.27861 0.25817
0.35971 OB 0.41539 0.39343

Cuadro 3.2: Precios portafolio X.

Ejemplo 3.20. Sean &1, 5 y $3 las funciones de distribucion de probabilidades uti-
lizadas en el ejemplo anterior. Para m.a. de tamano m = 300 para dichas distribucio-
nes denotadas como ©1 = {161,...,10}, O3 = {201,...,20m} v O3 = {301,...,30},

se definene los activos subyacentes a tiempo discreto como siguen,

Si:SOHUj TLE{L...,N}

J=1

Se=S][Vi ne{1,....N}

j=1

SEL:SOHW] TLE{L...,N}

j=1

Para los pardmetros Sy = 10, ;1 = 0.001, o = 0.01, = 0.0005, N =20 y K = Spe™,
se establecen opciones europeas tipo Call a tiempo N con strike iqual a K y tasa libre
de riesgo r, esto para cada uno de los subyacentes descritos anteriormente. En la
figuras 3.13, 3.14 y 3.15 se ven grdficas para los derivados creados y sus respectivos
portafolios de replicacion X que cumplen con ser estrategias de superreplicacion a
condicion final a nivel 0.75.
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. 1 X 1
Derivado V PortafolioX
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Figura 3.13: Distribuciones de V y X bajo ®,

2 ;
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Figura 3.14: Distribuciones de V y X bajo ®5
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Figura 3.15: Distribuciones de V y X bajo ®3
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En la tabla 3.3 se muestran los precios del portafolio X para distintos periodos de
replicacion y los distintos subyacentes Sy, So, S3 para el mismo nivel de confianza
a = 0.75 y tamanos de muestra m = 300. Se pueden notar como la observacion
3.16.1 sucede en la prdctica al aumentar los periodos de rebalanceo del portafolio de
replicacion.

Replicacién diaria Replicacién 5 veces al dia

Distribucion ® . : _ .
istribucion Precio Vy  Precio X, | Precio Vj Precio X

Dy 0. 22086 0.23672 0.22467 0.23486
O 0.23771 0.25998 0.24576 0.25819
O 0. 32541 0.39149 0. 30964 0. 32857

Cuadro 3.3: Precios portafolio X.

3.3. Analisis de datos y resultados

En este capitulo se realiza el ajuste semi-paramétrico del modelo subyacente a
utilizar, ademas se plantea y valua el derivado propuesto mediante la metodologia
desarollada en el capitulo 3 asi como el método de valuacion Black-Scholes-Merton.

3.3.1. Ajuste de la informacion

La informaciéon ha utilizar es los log-rendimientos del Indice de Precios y Coti-
zaciones (de ahora en adelante denotado como IPC) y los log-rendimientos del tipo
de cambio dolar estadounidense peso mexicano (de ahora en adelante denotado como
tipo de cambio USD/MXN). Los log-rendimientos son obtenidos mediante los precios
de cierre del IPC y el promedio del precio de cierre de venta y compra para el tipo
de cambio USD/MXN; ademas, dicha informacion tiene temporalidad semanal para
los periodos entre 10/01/2000 hasta 31/12/2021°

Con esta informacién, se obtienen los procesos estocésticos R! = (R§)1§t§5485, R? =
2 . .
(R;)1<t<s485 Siguientes,

IPC USD/MXN
L.—1 L 2.—1 — Lt
Hy :=log (IPCt_7 By :=log USD/MXN,_.

5La informacién fue obtenida de forma gratuita mediante el portal del Banco de México. Fecha
de consulta: 19/01/2021.
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donde IPC := (IPCy)1<t<7 y USD/MXN := (USD/M X N;)1<t<7 son los procesos
estocdasticos que representan los precios de cierre antes mencionados y t representa
el t-ésimo dfa iniciando en 10/01/2000 hasta 31/12/2021.

Dependencia Serial

Es importante considerar la dependencia serial para los procesos estocasticos
R! v R?, ya que considerar dichos procesos estocésticos como muestras aleatorias
sin realizar pruebas de ningun tipo en la informaciéon pueden provocar problemas
en ajustes futuros. En las figuras 3.16 y 3.17 se analizan la copula empirica de la
dependencia serial a un periodo para el IPC y el tipo de cambio USD/MXN; esto se
hace mediante un mapa de calor de la copula empirica y una grafica de la diagonal
empirica comparada con las diagonales de la copulas W, M y 1II.

Copula em pirica IPC Copula empirica Dolar

10 10 10 10
09 09

08 08 08 08
07 07

06 06 06 06
05 05

04 Lo 04 Lo
L0.3 Lo3

02 Loz 02 Loz
Lol Lol

%0 02 04 06 08 10 ° %00 02 04 06 08 10 °

Figura 3.16: Cépula empirica serial del IPC y el tipo de cambio USD/MXN.

Se puede notar claramente como el ajuste empirico expresa un cierto grado de depen-
dencia serial y este resultado visual se complementa con la tabla 3.4 la cual establece
las estimaciones respectivas de la Rho de Spearman y la Sigma de Schewiezer, en
ambos casos se tiene que p = o por lo tanto se considera dependencia mondétona
creciente.
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Rho de Spearman

Sigma de Schweizer

IPC
Dolar

0. 85872
0. 81803

0. 85872
0. 81803

Cuadro 3.4: Concordancia y dependencia

Diagonal empirica IPC

10

08

Diagonal empirica Dolar

— 1
M
W
—_,

// //
Y /7
// o4 | //
// / /
v / /
/ / 02f S
/ /
- / - /
- 0I2 0;1- Ojﬁ OtB 1f0 0'00.0 0I2 0;1- Ojﬁ OtB 1f0
Figura 3.17: Diagonal empirica
C ct cv
IPC 1.0 1.0 1.0
Dolar | 1.0 1.0 1.0

Cuadro 3.5: P-value prueba de simetria

En la tabla 3.5 se muestran los p-values de la prueba de simetria para las copulas C
y las rotaciones horizontales y verticales C¥ y CV. Por lo que las pruebas de bondad
y ajuste que se van a implementar a continuacién solo van a tomar en consideracién
familias de copulas simétricas, en particular la familia arquimediana de cépulas es
una buena opcién para realizar este tipo de ajustes (por construccién, toda cépula
arquimediana es simétrica). Por tltimo, en las tablas 3.6 y 3.7 se tienen los p-values
de bondad y ajuste para la copula en el caso de dependencia serial y se tienen como
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mejores ajustes los siguientes®,

C*(u,v) = Frank(u,v]|10.4041)
C%(u,v) = Frank(u,v|9.98985)

Cépula | Familia Parametro | P-value
C Copula 17 14. 418 0. 16491
ct Frank —10.4041 | 0.29068
cVv Frank —9.04749 0.004839
C Normal 0. 8389 0.004

Cuadro 3.6: Prueba de Bondad y Ajuste para el IPC

Cépula | Familia Parametro | P-value
C Gumbel Houggard | 3.166 0.51144
cH Frank —0.86818 | 0.658
cv Frank —9.98985 | 0.7818
C Normal 0.8525 0.002

Cuadro 3.7: Prueba de Bondad y Ajuste para el Dolar

Pseudo observaciones IPC

Ajuste Teorico IPC
100

100

Ajuste Normal IPC'

100 . =
R o, 20%
:..,;nﬁ} ¥ g;,g
d . A H ® :' . ® ‘-.-" .‘.Ql 29 ¢
07 :.- ’..:'l :.:I;“?'. o 075 0 | l.:..';h= I} .
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030 S ."".'% :i. [ 050 050 ‘e o8 ‘-.’r .'i- D
° N‘:.’.=' ° ,3 A ° :tz:, ? L) 09,° :
0% d;: e .Jﬁ.. : * v [ : ° ’\.". \&:.’:.:t :-'n"‘.. °
025} o° ’a’ o8 ';'i ’ " * % 02514 0% 025 .‘ k’._"” i"ﬁ'.: G e
o) w00 ° ° ':- °
_’iﬁ 2:_ Sos ¢ ° k) '.i;-\.-
000 * 000 000 i

Figura 3.18: Mapas de dispersion IPC

6Las cépulas 13 y 17 mencionadas en las siguientes tablas fueron sacadas de la tabla en Nelsen
op. cit. en el capitulo 4.3, pagina 116 con los nimeros 13 y 17, respectivamente.
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Pseudo observaciones Dolar Ajuste Teorico Dolar Ajuste Normal Dolar
100 . 100 o e, 100
o o o ° o 0o
T éﬁ’?! 1o
° ¢ ° ]
fee ° f..“.'."“'ﬁ s‘.\ 075 % ° .::‘m' L 075
iR R LN
ey g’.'-':l':\% HICK S "-‘tf,'“'s" ® e
] 0 gos g o 2
sof © o0 g AN 050 Ky "'-1',?: AN 050
et | ge .“1..: n?. ° * .0:'. . ’!— ".’.'. )
' )
j‘ % g K ‘: .® o o ‘.‘ :..-‘. Ml .
N -a,% .. T ® . ’ [ ' ® o
025 LAY Y 025 o ° 025 o
& L CAR e "l' o b, ] '
P
o5 o ° oo ® o0 .
000 |8 a"‘. : ® i ; 000 |8 .ﬁ" s | ; 000 &

Figura 3.19: Mapas de dispersiéon Dolar

ademds, en las figuras 3.18 y 3.19 se comparan los ajustes teéricos C' y C? con
los ajustes supuestos en el modelo Black-Scholes Merton en conjunto con pseudo
observaciones de las cépulas que modelan la dependencia serial”.

Dependencia IPC y el tipo de cambio USD/MXN

Para el caso de la dependencia entre el IPC y el tipo de cambio USD/MXN, en
las figuras 3.20 se ven la copula y diagonales empiricas respectivas y se nota como la
diagonal empirica pasa por debajo de la diagonal producto IT(u,u) = u?.

"Para mas informacién en el concepto de pseudo observaciones, véase Genest op. cit.
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Copula empirica IPC y Dolar
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F0.3

F02

FO.1
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Diagonal empirica IPC'y Dolar

Figura 3.20: Cépula y diagonal empirica IPC y Dolar

En las tablas 3.8 y 3.9 se tienen los valores muestrales de la Rho de Spearman
y Sigma de Schweizer ademés de los p-values para la prueba de simetria. Gracias a
estos valores se concluye que la dependencia de C' es de tipo mondtona decreciente
(ya que —p = 0) y existe cierta indecisién a la hora de suponer simetria o asimétria,
por lo tanto se realizan dos ajustes (uno simétrico y otro asimétrico) a los datos.

Rho de Spearman

Sigma de Schweizer

—0.32518

0.32518

Cuadro 3.8: Concordancia y dependencia entre el IPC y Dolar

C

CH

CV

0.3219

0.1410

0.1410

Cuadro 3.9: P-value prueba de simetria entre el IPC y Dolar

Ajuste simétrico

Para el ajuste simétrico la tabla 3.10 muestra los p-values de la prueba de bondad
y ajuste mencionada en Genest op. cit. y se tiene que el mejor ajuste para C' es el
siguiente,



3.3. ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS 193
Copula | Familia Parametro | P — value
C Frank —3.0038 0.63145
cH Copula 17 2.96971 0. 82045
cVv Gumbel Houggard | 1.43576 0.19035
C Normal —0. 3895 0.003

Cuadro 3.10: Prueba de Bondad y Ajuste entre el IPC y Dolar (Usando cépula simétrica)

C(u,v) = u— Copulal7(u,1 — v |2.96971)

(3.7)

En la figura 3.21 se muestra una submuestra de tamano 1000 de las pseudo-observaciones
para dicho ajuste, ademaés del ajuste bajo el modelo Black-Scholes Merton y el ajuste

tedrico C.

Pseudo observaciones IPC'y Dolar
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Figura 3.21: Mapas de dispersion [PC y Dolar

Ajuste asimétrico

Para el ajuste asimétrico, tomando 0 < a < 1, la cépula C' se ajuste con tres
copulas simétricas C1, C? y C? de las siguientes dos formas posibles,

C(u,v) =« (C’l

C(u,v) =« (C’l

(%5 CQ> (u,v) + (1 —

%) C’Q> (u,v) + (1 —

a) C3(u,v)

a) C3(u,v)

es decir, se logra un ajuste asimétrico con componentes simétricos los cuales pueden
ser ajustados facilmente mediante los resultados de Genest op. cit., esto se realiza de

la siguiente forma:
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1) Dividir la m.a.obs. original (r!,r?) en submuestras (r},r?), (r3, r3), (ri, r3) que
permitan p-value’s altos en las pruebas de simetria individuales (se desea mayor
a0.5).

2) Realizar un ajuste asimétrico a la m.a.obs. original (r!,r?) como alternativa
al ajuste tedrico simétrico de la subseccién anterior. Esto mediante ajustes
simétricos C'', C? y C? aplicados a las submuestras (r{, r}), (r3, r3), (r3, r3), res-
pectivamente.

Mediante este argumento, en las tablas 3.11, 3.12 y 3.13 se tienen los ajustes de
las copulas C1,C? y C3, ademds de 6 y « para las cépulas C,CH y CV, respectiva-
mente,

Copula | Familia Parametro| P —value | 0tipo H | «

C! AMH —0.617944 | 0.64935

C? Clayton —0.0819845 | 0.64682 0.503 0.54372
c3 Frank —3.58523 | 0.66454

Cuadro 3.11: Prueba de Bondad y Ajuste para C' (Usando cépula asimétrica)

Copula | Familia Parametro | P —value | 0tipo H | «

% Copula 13 1.29074 0. 26208

C? AMH 0. 44965 0.34724 0.6 0. 2334
3 Frank 2.95629 0.93176

Cuadro 3.12: Prueba de Bondad y Ajuste para C* (Usando cépula asimétrica)

Copula | Familia Parametro | P —value | 6tipo H | «

ok FGM 0.374985 0.083

C? AMH 0.3819 0. 6688 0.3 0.3009
o3 Copula 17 3.90791 0. 39054

Cuadro 3.13: Prueba de Bondad y Ajuste para C" (Usando cépula asimétrica)

Con esta informacion, se pueden crear los posibles ajustes asimétricos para la muestra
(r',r?) y la figura 3.22 muestra obersvaciones de tamaiio 1000 de dichos modelos. En
la tabla 3.14 se tienen los p-values promedio (promedio ponderado por tamano de
submuestra) y el p-value completo de los ajustes asimétricos corespondientes.
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Ajuste | P-value promedio P-value completo
C 0. 65562 0.00008
cH 0.78129 0.13732
cv 0. 40382 0.17894

Cuadro 3.14: P-value prueba de bondad y ajuste entre el IPC y Dolar

Observaciones Ajuste C IPC'y Dolar

Observaciones Ajuste C™ IPC'y Dolar

Observaciones Ajuste ¢ e y Dolar
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Figura 3.22: Mapas de dispersion IPC y Dolar

Ya que los p-values completos no superan al 0.2, se realiza una nueva combinacién
lineal convexa con estos ajustes junto con el ajuste simétrico de la subseccion anterior,
el mejor ajuste de este tipo tiene un p-value del 0.385 y estda dado de la siguiente
forma,

C(u,v) = 0.3C"(u,v) +0.7(u — Copulal7(u,1 — v|2.96971)) (3.8)

donde CF es el ajuste asimétrico de CH dada en la tabla 3.13. En la figura 3.23
se tiene el ajuste asimétrico final dado por la ecuacién 3.8 y se compara con las
pseudo-observaciones de los datos y el ajuste bajo el modelo Black-Scholes Merton.
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Figura 3.23: Mapas de dispersiéon Dolar

3.3.2. Derivados propuestos y resultados

Una vez se cuenta con el ajuste paramétrico de la copula para los log-rendimientos
deseados, se establecen los derivados que se desean valuar mediante el método pro-
puesto en el capitulo 3 y el modelo tradicional, su comparacion y resultados de
importancia. Para poder proponer derivados de interés, se inicia esta seccion propo-
niendo un portafolio de inversién tradicional de la siguiente forma,

Po=aoaX+(1-a)Y (3.9)

donde X y Y representan los log-rendimientos de los subyacentes de interés, es decir,
el IPC y el tipo de cambio USD/MXN, respectivamente. Ademés, se supone « €]0,1 |
para facilitar la optimizacién del portafolio®.

En la metodologia tradicional?, el portafolio 3.9 se puede optimizar de distintas
formas, una de ellas es el llamado “portafolio de minimo riesgo”, el cual minimiza la
varianza con respecto a «, es decir,
min V(P 3.10
min (Pa) (3.10)
Para poder realizar dicha optimizacion, se necesita conocer la distribucion bivariada
(X,Y). Como alternativa a esta optimizacién, se propone una minimizacion de la
siguiente cantidad,

n P(P, <0 3.11
agﬁl&[( ) (3.11)

8Esto se establece con el objetivo de no permitir inversiones cortas en el portafolio, para las
cuales no siempre se tiene acceso en el mercado.
9Para mas informacién, véase Markowitz op. cit.
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dicha propuesta se da como consecuencia de que la cantidad P(Pa < 0) representa de
mejor forma la situacién no favorable para el portafolio en cuestion, mientras que la
varianza considera daninas de igual forma las desviaciones a la izquierda y derecha
de la esperanza, lo cual en la practica no es apropiado.

Para obtener estos portafolios, primeramente se realizan ajustes univariados a la
informacion. En las tablas 3.15 y 3.16 se tienen los mejores ajustes univariados para
los log-rendimientos semanales del IPC y el tipo de cambio USD/MXN.

Familia | Parametros P-value
11 = 0.00041

Student o1 = 0.02185 0. 59888
vy = 4.54122
11 = 0.00041

Normal 0. 32426
o1 = 0.02922

Cuadro 3.15: Prueba de Bondad y Ajuste IPC univariada.

Familia | Pardmetros P-value
(1 = 0.00040

Normal 0.97724
o, = 0.02379
11 = 0.00040

Student op =0.01588 0. 20862
v, = 3.84373

Cuadro 3.16: Prueba de Bondad y Ajuste USD/MXN univariada.

Para este caso particular, es claro que el ajuste bivariado entre el IPC y el tipo de
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cambio USD/MXN no cumple la suposicién del modelo tradicional Black-Scholes
Merton, esto por dos razones:

-0.10 -0.05 0.00 005 -0.10 -0.05 0.00 005

(a) Histograma IPC (b) Histograma USD/MXN

Figura 3.24: Histogramas y ajustes tedricos univariados

1) Se pudo encontrar un ajuste mediante la distribucién t-Student el cual es me-
jor'Y para el caso del log-rendimiento del IPC.

2) Los ajustes simétrico y asimétrico para la cépula dado por las ecuaciones 3.7 y
3.8, respectivamente, son mejores ajustes que el ajuste supuesto por el modelo
tradicional (cépula normal).

Histogramas de las m.a.obs. univariadas con los respectivos ajustes tedricos se pueden
ver en las figuras 3.24a y 3.24b, respectivamente.

Una vez se tienen los ajustes univariados de X y Y en conjunto con los resultados para
la cépula Cxy en la seccién anterior, mediante simulacién, se obtienen los valores
a que optimizan 3.10 y 3.11. Estos resultados se establecen en la tabla 3.17 y se
realizan para las copulas 3.7 y 3.8.

10Es mejor en términos del p-value dado por la prueba de Bondad y Ajuste de Anderson-Darling.
Para mayor informacién de dicha prueba, véase Anderson y Darling (1952) y Anderson y Darling
(1954).
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Cépula Optimizacién Optimizacion
tradicional propuesta

Simétrica | 0.42159 0.6351

Asimétrica | 0.41982 0.4474

Cuadro 3.17: Pesos de optimizacion para el portafolio 3.9

Observacion 3.20.1. Los pesos obtenidos en la tabla 3.17 estan dadas para los
siguientes dos modelos bivariados,

My = Fly(z,y) = Ci (Fx (@), Fr(y)

My = Fiy(2,y) = Oy (Fx(x),FY(?D)

donde X « t454(0.00041,0.02185) y Y « Normal(0.00040,0.02379) son las distri-
buciones univariadas obtenidas en la tablas 3.15 y 3.16 y Cy y Cy son las copulas en
las ecuaciones 3.7 y 3.8 (simétrica y asimétrica, respectivamente).

Modelo M Modelo M,

USD/MXN
USD/MXN

0075 -0.050 0025 0.000 0025 0.050 0075 -0.075 -0.050 0025 0.000 0025 0.050 0075
1 1

Figura 3.25: Modelos de dispersion y curvas de regresién para My y M.

En la figura 3.25 se tienen graficos de dispersion para ambos modelos que incluyen
curvas de regresion a nivel 25 %, 50 % (mediana condicional) y 75 %; se puede notar
como el modelo My espera mejores resultados postivos de la relacion entre el IPC'y el
tipo de cambio USD/MXN, por lo que al crear un portafolio que minimiza el riesgo
mediante IP’(Pa < 0) tiene sentido que s sea mas cercano a 0.5 que en el caso de
a1. Las diferencias mas importantes entre Cy y Cy son las siguientes:

1) Asimétria de Cy: La copula Cy es una cdpula simétrica mientras que Co no lo
es, por lo que existe intercambialidad para el caso de F' (es decir, Fyy = Fiy)
este no es el caso para F?.
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2) El gluing point ezistente en la copula Cy: Recordando la seccion 1.8, una gluing
copula cualquiera C' con gluing point 6 sufre un cambio abrupto de dependencia
en dicho punto, creando modificaciones en el comportamiento del modelo al
que pertenece. En nuestro ejemplo, esto se puede ver claramente en la figura
3.25 en los cambios abruptos en las curvas de regresion a cualquier nivel. En
la figura 3.26 se puede ver las diferencias entre Cy y Cs.

Copula C, Copula C,

10 . 100 10 100
08 08

075 075
06 06

050 050
04 04

Lo2s 025
02 02

) 0 0

*%0 02 04 06 08 10 *%0 02 04 06 08 10

Figura 3.26: Conjuntos de nivel para las cépulas Cy y Cs.

Ahora bien, si se tiene (o se desea tener) una posicién larga en el portafolio P,
(es decir, existe ganancia cuando el portafolio sube de valor), se podria desear estar
cubierto ante rendimientos por debajo de un valor ry fijo, esto para asegurar una
ganacia minima, se proponen dos formas de realizar esto:

1) Si se desea tener una ganacia minima y beneficiarse de la incertidumbre de P,
se plantea una posicion larga en el derivado con el siguiente payoff,

mAax {epa,em} (3.12)

2) Si se desea cubrirse ante perdidas de P, cuando ya se cuenta con una posicién
larga en el portafolio, esto se puede hacer mediante una posicién larga en el
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derivado con el siguiente payoff,
max {e”’ — efe, 0} (3.13)

Para poder valuar los derivados 3.12 y 3.13 mediante el modelo Black-Scholes Merton
se establecen una definicién y los siguientes dos resultados,

Definicién 3.21. Sea X = (X4,...,X,) un v.a. cualquiera, la funcion generadora
de momentos del v.a. X queda definida como sigue, en el caso de que exista, de la
siguiente forma,

MX(t) = MX<t1, e 7tn> = E(ezzl:1 tiXi>

donde t = (t1,...,t,) yt; € R.

Lema 3.22. Sea (X,Y) un v.a. normal multivariado con matriz de medias p =
[ty 1y)T y matriz de covarianzas,

2
v { o; pxyagay}
Pry0Tz0y o,

St Z = a1 X + ayY para valores a; y as cualesquiera, entonces se cumple que Z sigue
una distribucion normal univariada con los siguientes parametros,

E(Z) = Ap
V(Z) = AZAT
donde A = [ay, as).

Demostracion. Denotemos W = (X,Y), la funcién generadora de momentos para el
v.a. W esta dada como sigue,

1
Mw(tl, tg) = E(etl X+t2Y> = exp (tﬂ + Et b tT)

donde t = (t1,t2). Con dicho resultado, la funcién generadora de momentos para la v.a.
Z = a1 X + aY es igual a lo siguiente (considerando A = [ay, as)),

Mz(t) _ E(etZ) _ E<et(a1X+a2Y)) _ E<€ta1X+ta2Y> _ Mw(tdl, tdg)
1
= exp ([tab tas] pn + 5[75611, tas] X [tay, taz]T>

= exp (tA,u+ %tAZ(tA)T> = exp (t(Au)+%t(AEAT)tT>
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y como la funcién generadora de momentos definie de forma univoca a una v.a., la
distribuciéon de Z es una normal univariada con media y varianza siguientes,

E(Z) = Ap
V(Z) = ASAT

Ol

Teorema 3.23. Sea (X,Y) un v.a. que represente los log-rendimientos de dos sub-
yacentes a un periodo, ademds sean V' y V2 los derivados financieros dados por las
funciones pay-off 3.12 y 3.13, respectivamente, a tiempo T. Es decir,

Vi = méx {ePaT,eTOT}
V7 = méx {eTOT — ePaT,O}

Bajo el modelo cldsico Black-Scholes Merton para la valuacion de opciones europeas,
se tiene que los procesos estocdsticos VI = {V!}o<cicr y VI = {V}o<i<r son
equivalentes a lo siguiente,

V= e’"OTe’T(T’t)cl>< —d_ (T —t, eP“t)) + eP“tCI)<d+ (T —t, eP“t)>
V= eTOTe_T(T_t)@< —d_ (T —t, ePat)> — eP"tq)( —dy (T —t, ePat)>

donde ® es la funcion de distribucion de probabilidades para una Normal estandar,

o2
d(T,2) : Tﬂ:—>7'+logx—roT}

gl

2

r es la tasa libre de riesgo a un periodo y o° estda dada por la siguiente ecuacion,

o =a%0l+ (1 - 04)202 + 20(1 — )00y pay

con 02 =Var(X), 05 =Var(Y) y pgy = Corr(X,Y).
Demostracion. Bajo el modelo tradicional y sobre la medida neutral al riesgo, se tiene
que (X,Y) se distribuye como una normal bivariada con los pardmetros establecidos en
el lema 3.22 y como consecuencia del mismo lema se tiene que V(P,) esta dada por la
siguiente ecuacién,

V(P,) =0*=0a%02 + (1 — 04)205 +20(1 — @) 0,0y Py
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Ahora bien, se tiene la siguiente equivalencia entre V} y V2,

Vi = méx{ePaT,eroT} = méx{e’"OT — eP“T,O} +efel =2 4 efet (3.14)

por lo que la valuacién de V? es suficiente para obtener la valuacién de V2. El derivado
Vﬁ se puede interpretar como una opcién europea tipo put con strike K = em”
So = 1, por lo que V;? estd dado por la siguiente ecuacién,

y con

VE= eTOTe_T(T_t)q)( —d_ (T — t,ePat)> — epat(I)< — d+(T — t,epat)>

gracias al corolario 2.46.1, donde d (7, x) queda definido como sigue,

2
r+ )7+ logz — log et 1 2
di(r,z) = UEF)THlogr Zlog {(Tia—>7+10g$—roT}

o\T o7 2
una vez se sabe el valor de V;?, es facil obtener el valor V;! utilizando la ecuacién 3.14,
V5=V telt = e'“OTe*’"(T*”cb( —d_(T —t, epat)) + e"at@((h (T —t, ePat)>

quedando asi demostrado lo deseado.

O

Observaciéon 3.23.1. Si Hy y Hy representan las funciones pay-off de los derivados
Vi y Vi, respectivamente, para los derivados valuados en el teorema 3.23, es decir,

Hilt, ) = e 00— (T — t,201-))
+ 20w TP <d+ (T —t, zawl_a))

Hy(t, z,w) = eTOTe_T(T_t)®< —d_(T —t, zo‘wl_o‘))
— 2w (= dy (T~ 1,20 ))

donde V! = Hy(t,S},S?), V2 = Hy(t,S},S?) y S}, S? estdn definidos como sigue,

1

S} = exp { (7‘ — 501>t + 01Wt1}
1

Sf = exp { (T — 50’2>t + O-QM/E}
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se tiene que 1A}, 1A%, oA} y 2 A? representan las siguientes derivadas parciales,

OH1(t, z,w

1Atl = —1(8 )
= lew=(stsy)

OH:(t, z,w

1A? = —153 )
w (zw)=(S},5?)

OH5(t, z,w

QA% = —2(8 )
i (zw)=(5}.57)

OH,(t, z,w

QA? = —2(8 )
w (zw)=(5}.57)

Para obtener ,;A{ i,7 € {1,2}, se utiliza la siguiente parametrizacion para dx,

‘ -

dy (T, z,w) = >7’ + log(2%w'™*) — rOT}

. [(ri
- [(ri

~ 5

SRS

)T+oz10gz+(1 —oz)logw—TOT}

S

por lo que las derivadas parciales de di quedan como sigue,

0d (1, z,w) «

0z 20T

ody(t,z,w) 11—«

ow wo\/T



3.3. ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS 205
si se considera ¢ = dq) , las derivadas parciales de Hy y Hy quedan como sigue,

OH,\(t,z,w) aeroTe (=)
18z T 20+/T ¢<—d_(T—t,z,w)>

a—1,,1—-«

%qﬁ((@ (T —t,z, w))

T Za*lwlfaq)(abr (T —t, =, w))
OH,(t, z,w) (1 — @) eroTe T

ow T wo/T gb(—d_(T—t,z,w))

Oé —Q

+

(1—
o) ¢(d+ —t,z,w )
1—azwa<I><d+ tzw>

OHy(t, z,w) aeroTe (=1

0z T 20T gb(—d_(T—t,z,w))

Q Zaflwlfa

+ O_—\/FQZS( - d+(T - t, Z, w))
— zo‘_lwl_o‘<1>< —dy (T —t, z, w))
OHy(t,z,w) (11— a) eroT o—r(T—t)
ow = - wo/T qb(—d_(T—t,z,w))

(1 —a)z%w™

n U—ﬁ¢( . d+(T—t,z,w)>
—(1—a) zaw_aq)( — d+(T — t,z,w))

De forma equivalente al corolario 2.46.2 se concluye lo siguiente,

Al =a (s (51)' 0 (4 (- 1,51 82))
1A? _ (1 _ 04) (Stl)a (StQ)—a(D<d+ (T — t, Z, w))
= —a (877 () 0 ( - (T - 1,51, 57))

A7 = —(1—a) (S1)" (8D) "0 (= du (T — t,2,w))
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y por lo tanto,
JALS! A28 = (SH)° (53)1—“@(d+ (T —t,52, Sf)) —AS
QALSE+ A2 82 = —(S1)° (Sf)l“‘@( —d,(T—t,8, sg)) — LA S

es decir, la inversion con incertidumbre en el portafolio de replicacion es igual a la
inversion bajo un nuevo subyacente Si con incertidumbre definido como sigue,

St = ()" (s8)

y los respectivos deltas 12 y oA definidos como sigue,

OH,(t,s)

1A = ;9—3 . = ®<d+(T —t, S?))
0H,(t,s)

28 = 285 =3 - _(I)< —di (T —t, Sf))

Una vez se cuenta con las deltas del portafolio de replicacién para los derivados
V! y V2, se necesita construir el portafolio de replicacién a tiempo discreto equi-
valente al desarollado en el capitulo 3 para dichos derivados. Estos portafolios se
construyen de la siguiente forma,

k—1

thk = Xo + Z {1Agj (Stle B Stlﬂ') + 1A’52ﬂ' (St?j“ B SEJ)
0

+r <V;5] — 1A%j StlJ — 1At2j SZ) (tj—i-l — tj)}

X2 = X2+ {QAgj (51, - 58) +202 (52— 52)
j=0
+r (‘/t] — QA%J_ Stl] — QA?J_ ng) (tj+1 — tj)}
donde IT = {¢¢, t1,...,t,} son los periodos disponibles de rebalanceo. Los valores X

y X2 son escogidos para que se cumpla el teorema 3.18 (escogiendo que condiciones
de dicho teorema se desean cumplir).

Para comparar los modelos disponibles (modelo continuo Black-Scholes-Merton
vs. modelo discreto mediante copulas) se comparan los precios Black-Scholes-Merton
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de los derivados propuestos en el teorema 3.23 y las esperanzas neutrales al riesgo
descontadas para dichos derivados. Se utilizan muestras moéviles de log-rendimientos
diarios de tamano 100 y se valuan derivados a 20 dias donde r = 0.0002, ro =
0.00025 son la tasa libre de riesgo y la tasa de rendimiendo minima deseada diaria,
resepctivamente, y a = 0. 65 es el peso que se le da al rendimiento del IPC.

En las figuras 3.27-3.35 se comparan los precios para distintas periodos, donde
la leyenda BSM representa el precio Black-Scholes-Merton y las leyendas C y Cy
representan las esperanzas neutrales al riesgo descontadas implementando las cépulas
3.7 y 3.8, respectivamente.

Es facil notar que los precios obtenidos mediante las cépulas 3.7, 3.8 y el modelo de
Black-Scholes-Merton siguen la misma tendencia en todos los escenarios, la esperanza
neutral al riesgo que mas se parece al precio Black-Scholes-Merton es con la cépula
3.7. Recuérdese que dicha copula es simétrica, por lo que su similitud con el precio
Black-Scholes-Merton (que implica una cépula normal que también es simétrica) es
de esperarse. Para el caso de la cépula 3.8, el precio puede variar por encima (o por
debajo) de los otros dos precios, aunque también existen escenarios en los que los
tres precios son lo suficiente “similares” para considerarlos iguales en la practica'l.

Otro factor de importancia es el p-value, dichas gréaficas se crearon basandose en
la prueba de bondad y ajuste para cépulas planteada por Genest et. al. (2009).
Recuérdese que un p-value chico (normalmente menor o igual a 0.05) representa un
rechazo de la hipdtesis nula (que en este caso es Hy : C' = Cj para una cépula Cj
cualquiera), en caso contrario se decide por no poder rechazar la hipdtesis nula. De
forma practica, en el caso de que el p-value sea menor o igual a 0.05, ninguna de
las cépulas es apta para captar la dependencia entre los subyacentes, por lo que los
precios de los derivados hay que considerarlos con cuidado; en caso contrario, si el
p-value es mayor a 0. 05, se escoje el precio para la copula con el mayor p-value.

Existen tres escenarios de interés en relacion a los precios mostrados en la graficas
3.27-3.35:

i) Derivado subvaluado: Esto sucede cuando el precio y el p-value para las
copulas C7 y (5 es mayor en comparacién al modelo Black-Scholes-Merton.
Esto se puede ver reflejado en la figuras 3.33 y 3.34, por ejemplo. Para este

"Recuérdese que la esperanza neutral al riesgo no representa el precio al cudl la entidad emisora
va a vender el derivado, dicho precio debe obtenerse mediante la creaciéon de un portafolio de
superreplicacion a tiempo discreto tal y como se desarollé en la seccion 3.2.3. No se incluyen dichas
graficas para evitar redundancia en los precios (dichos precios incrementan un poco en relacién a
las esperanzas descontadas).
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ii)

iii)

1024

1023 -

caso, el modelo tradicional estd subestimando el riesgo del derivado y existe
una oportunidad de arbitraje por parte del comprador del derivado.

Derivado sobrevaluado: Esto sucede cuando el precio y el p-value para las
cépulas C7 y Cs es menor y mayor, respectivamente, en comparacion al modelo
Black-Scholes-Merton. Esto se puede ver reflejado en la figuras 3.33 y 3.34, por
ejemplo. Para este caso, el modelo tradicional esta sobrestimando el riesgo del
derivado y existe una oportunidad de arbitraje por parte del emisor (vendedor)
del derivado.

Derivado valuado correctamente: Esto sucede cuando el precio y el p-value
para las cépulas C) y C5 son “similares” en comparacién al modelo Black-
Scholes-Merton. Esto se puede ver reflejado en la figura 3.35, por ejemplo.
Para este caso, el modelo tradicional cuantifica de buena forma el riesgo del
derivado y no existen oportunidades de arbitraje para ninguna de las partes.
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Figura 3.27: Precios y P-values entre 30/05/2000-16/10/2000.
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Figura 3.28: Precios y P-values entre 18/10/2002-14/03/2003.
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Figura 3.29: Precios y P-values entre 28/06/2006-27/09/2006.
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Figura 3.30: Precios y P-values entre 08/12/2008-23/03/2009.
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Figura 3.31: Precios y P-values entre 19/02/2010-14/07/2010.
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Figura 3.32: Precios y P-values entre 14/07/2010-07/12/2010.
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Figura 3.33: Precios y P-values entre 11/01/2013-24/05/2013.
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Figura 3.34: Precios y P-values entre 17/04/2018-05/09/2018.
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Figura 3.35: Precios y P-values entre 02/09/2020-28/01/2021.



Conclusiones

En el caso de un modelo financiero univariado para acciones, la extension de un
modelo log-normal a un modelo generalizado se puede implementar de forma directa
mediante el ajuste paramétrico (o no paramétrico, dependiendo de lo que se desee) de
la distribucion de los log-rendimientos, y como consecuencia en el subyacente mismo.
Esto se describié de forma paramétrica y no paramétrica en las secciones 2.6 y 3.1,
respectivamente.

En el caso de un modelo financiero univariado para derivados sobre acciones, la
extension se da como consecuencia natural de lo planteado en el inciso 1), esto se da
de forma paramétrica y no paramétrica en la secciones 2.6 y 3.2, respectivamente.

En el caso de un modelo financiero bivariado (para el caso de subyacente o de
derivado conjunto), la respuesta no paramétrica se da de igual forma en la seccién
3.2, esto implementando un modelo mediante cépulas, lo que permite flexibilizar la
modelacién de dependencia y ajustarla de acuerdo a la informaciéon disponible.

Las pruebas de bondad y ajuste aplicadas de forma univariada sobre los datos
(fndice de Precios y Cotizaciones y tipo de cambio peso mexicano-dolar estadouni-
dense) muestran que el ajuste normal para los log-rendimientos NO es el modelo
adecuado para el caso del IPC, por lo tanto, no se cumple el supuesto univariado del
modelo Black-Scholes-Merton.

Las pruebas de bondad y ajuste aplicadas a las tres copulas seleccionadas (simétri-
ca, no simétrica y normal) muestran que la cépula normal NO es siempre el modelo
adeucado para cuantificar la dependencia entre los subyacentes. Esto en conjunto al
inciso 1), demuestran que el modelo Black-Scholes-Merton no es adecuado para la
valuacién de derivados con estos subyacentes.

La cépula del subyacente bivariado es cambiante a través del tiempo, eso es
claro como consecuencia de los p-values presentes en las figuras 3.27-3.35, dejando
en claro que la dependiencia es cambiante y se debe analizar continuamente.
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El ajuste simétrico y el ajuste normal (valuacién Black-Scholes-Merton) conlle-
van precios “similares” y difieren de gran forma al precio mediante el ajuste asimétri-
co, por lo que las zonas de mayor interés son las que muestra dependencia asimétrica
y por lo tanto precios distintos.

Por 1ltimo, el trabajo realizado muestra la eficacia de las cépulas paramétricas
y no paramétricas para cuantificar la dependencia entre variables aleatorias, y como
estds se pueden combinar de miltiples formas (combinacién lineal convexa, gluing
copulas, etc.) para crear modelos de dependencia complejos. El ajuste a datos finan-
cieros es eficaz y permite comprender de mejor forma la relacién entre indicadores
del mercado. Ademas, la valuacién de instrumentos derivados puede extenderse me-
diante copulas y mediante modelos univariados paramétricos y no paramétricos que
no cumplan las hipotesis del modelo Black-Scholes-Merton tradicional.
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