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Introduccion

El objetivo de este trabajo es dar caracterizaciones que permiten relacionar clases de
modulos inyectivos, proyectivos, noetherianos, artinianos y de Serre con los anillos de
Kasch, PF y QF.

La tesis se encuentra dividida en cuatro capitulos. En el primer capitulo se definen
los conceptos de reticulas y sucesiones exactas, los cuales son ampliamente utilizados
a lo largo de la tesis. Para la definicién de reticulas se define primero el concepto
de conjunto parcialmente ordenado y como consecuencia de esto también se define el
concepto de cadena. Por el lado del concepto de las sucesiones exactas, se debe notar
su importancia en la teoria de modulos, ya que existen muchos conceptos que pueden
ser estudiados a partir de diagramas y sucesiones, de esta manera en este capitulo
se introducen los preliminares necesarios para el uso de propiedades relacionadas con
morfismos, sucesiones y diagramas.

En el segundo capitulo se definen las primeras clases de médulos que se emplearan a
lo largo de la tesis, que son los moédulos inyectivos y proyectivos, ademas de definir dos
estructuras que son de gran utilidad para desarrollar muchos de los conceptos, que son
el zoclo y el radical de un R-mddulo. Todas estas construcciones motivan la definicion
de nuevas clases de médulos a lo largo del capitulo como lo son los médulos simples y
semisimples.

En el tercer capitulo se utilizan en mayor medida el concepto de cadena definido en
el primer capitulo, esto para definir las tltimas clases de modulos que se abordan en
la tesis, las cuales son las clases de modulos noetherianos, artinianos, semiartinianos y
clases de Serre. Ademds, se dan importantes caracterizaciones y relaciones entre clases
de modulos y con ellas concluir el capitulo con el Teorema de Hopkins-Levitzki.

El cuarto capitulo tiene como objetivo definir los anillos casi Frobenius, ademas
de obtener algunas caracterizaciones y relaciones con algunas de las clases de modulos
establecidas en los capitulos anteriores. Para llegar a ello se da un pequeno preliminar
del uso de anuladores en anillos y se dedica una seccion a la teoria de torsion de Lambek
sobre submdédulos e ideales densos. Con los resultados obtenidos en estas secciones es
que se pueden caracterizar a los anillos de Kasch y los anillos QF, las cuales a su vez
motivan las relaciones de un anillo QF con clases de médulos como por ejemplo los
modulos inyectivos y proyectivos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se daran las primeras definiciones relacionadas al orden y a
los morfismos entre R-moddulos, lo cual llevard a definir los conceptos de reticulas y
sucesiones de R-mddulos.

1.1 Reticulas

En la teoria de modulos es de gran importancia el concepto de reticula, para ello se debe
establecer un orden entre los submédulos de un R-médulo. Esto motiva las primeras
definiciones sobre érdenes parciales.

Definicién 1. Sea X un conjunto, una relacion binaria < es un orden parcial si V x,
w, z € X se satisfacen las siguientes condiciones:

1.z <uzx.
2. (r<zNz<z)=>1="2
3 (r<wAw<z)=r<z.

Definicién 2. Si (A, <) y (B, <) son conjuntos parcialmente ordenados, un morfismo
de conjuntos parcialmente ordenados f : A — B es una funcion que respeta el orden,
es decir, si ay < ag, entonces f(a;) <" f(ag).

Definicién 3. Sean (A, <), (B, <') dos conjuntos parcialmente ordenados y f : A — B
un morfismo de conjuntos parcialmente ordenados. Decimos que:

o f es un epimorfismo si f es una funcion sobreyectiva.

e f es un monomorfismo si f es una funcion inyectiva.

e f es un isomorfismo si f es una funcion biyectiva.
Definicién 4. Sea (X, <) un orden parcial y x € X

1. x es el elemento mayor de X siVye X, y<uw.

7
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2. x es el elemento menor de X siVye X,z <y.
3. x es un elemento mdrimo de X siVye X (r <y=x=y).
4. x es un elemento minimo de X siVye X (y<x=x=y).

Definicién 5. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, x es supremo de Y C X
S0

1. VzeY, z<u.
2. VzeY, z<w) =z <w.

Definicién 6. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, x es un infimo de Y C X
St:

1.VzeY, z <z
2. VzeY,w<z)=w< .

Definicién 7. Un conjunto parcialmente ordenado (L <) es una reticula si¥V a, b € L,
el conjunto {a, b} tiene supremo e infimo. Denotaremos el supremo de {a, b} como
aV by el infimo de {a, b} se denotard como a A b.

Si se tiene que cualquier A , A C L, tiene supremo e infimo, entonces diremos que
la reticula es completa.

Definicién 8. Sea (L, <) una reticula con elemento menor 0 y elemento mayor 1,
dados a, b € L decimos que b es un complemento de a siaVb=1yaNb=0.

Definicién 9. Una reticula (L, <) es modular si dados a, b € L tales que a < b
entonces aV (x ANb) = (aVz)ANbYx € L.

Definicién 10. En una reticula (L, <) con elemento menor 0, decimos que b es un
seudocomplemento de a si b es mdzimo en el conjunto {c € L | a A c=0}.

Definicién 11. Un conjunto parcialmente ordenado (X, <) es una cadena, u orden
total, si, para cualesquiera x, y € X se tiene que x <y oy < .

Definicién 12. Decimos que un conjunto (X, <) tiene condicion de cadena ascendente
st toda cadena ascendente de elementos de X se estaciona, es decir, st dada una cadena:

ap<as<az<...<a, <.

dn €N tal que a, = a,, ¥V m > n.
Decimos que un conjunto (X, <) tiene condicion de cadena descendente, si toda
cadena descendente de X se estaciona, es decir, si dada una cadena:

o <a, <. <az3<ay <y

dn €N tal que a,, = a,, Vm > n.
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Definicién 13. Decimos que un conjunto parcialmente ordenado (X, <) distinto del
vacio tiene condicion mazrima st todo subconjunto no vacio Y C X tiene un mdximo.

Decimos que un conjunto X distinto del vacio tiene condicion minima si todo sub-
conjunto Y C X tiene minimo.

Observacién 1. Sea M un R-mddulo. Si A < M, entonces g|A, M]:={N < M| A<
N < M} es una reticula modular completa.
Este es un conjunto ordenado por la inclusion de submddulos.

Si {B;}s es una familia en g[A, M], su infimo es ({B;} vy el supremo es X{B;} =
{>_;crbj € Bj | I es un subconjunto finito de I}. Andlogamente, [A, M| denotard la
reticula de los submodulos derechos de My que contienen a Ag.

Denotaremos Ideqs(R) =g [0, R] la reticula de los ideales izquierdos de R. Ide(R)s =
[0, R]r denotard la reticula de los ideales derechos de R y con Ide,(R)e =g [0, R]r la
reticula de los ideales bilaterales de R.

o« o . ! ,
Definicién 14. Si (L, <, A, ) vy (L', <", N, \/') son reticulas completas, entonces
un isomorfismo de reticulas es una funcion f : L — L' que respeta el orden, supremos
e infimos arbitrarios y que tiene una inversa con las mismas propiedades.

En la siguiente seccién se define el concepto de R-morfismos, asi como algunas
propiedades que se emplean a lo largo de la teoria de modulos.

1.2 Sucesiones exactas de R-modédulos

Definicién 15. Un morfismo de R-mddulos o R-morfismo es una funcion f : gM —
rN tal queV x, y €g M yV r € R se satisfacen las siguientes igualdades:

1 flz+y) = flx)+ fy).
2. f(rz) =rf(z).

Si es claro que M es un R-moédulo lo denotaremos tinicamente como M en lugar de
rM, en lugar de R-morfismo diremos morfismo.

. e . ! y
Definicién 16. Si M —— L es un morfismo, entonces N —— M es un niicleo

de f si:

1. El siguiente diagrama conmuta

N " s M s L

2. Si el siguiente diagrama conmuta
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LN QN Ay §
J/
A

entonces existe un unico morfismo u : A — N tal que el siguiente diagrama
conmuta

N

N-—"ynm—L.p
S
’U,\\\ O
A

Definicién 17. i M —L 5 L esun morfismo, entonces L —— C' es un coniicleo
de f su:

1. El siguiente diagrama conmuta

entonces existe un unico morfismo u : C —> D tal que el siguiente diagrama
conmuta

M-l _<,cC
lh //// :
D

Definicién 18. Un morfismo M TN esun monomorfismo si fog = foh,

g
implica que g =h, ¥V L —0 M.

Lema 1. Son equivalentes para un morfismo M SN

1) f es monomorfismo.

2) f es inyectivo.

3) 0 — % o M es un micleo para f.
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Demostracion:
2) = 1) Todo morfismo inyectivo es un monomorfismo pues toda funcién inyectiva
es cancelable por la izquierda.
1) = 3) Lo demostraremos utilizando la propiedad universal del nicleo. Sea L un
R-médulo tal que el siguiente diagrama conmuta:

0

T

0 s M > N
h/
0
L

Existe un tnico morfismo L — 0 a saber el morfismo 0. Por la conmutatividad del
diagrama se tiene que foh = 0 = f o0 y como f es un monomorfismo, entonces
h =0 y por lo tanto se cumple la propiedad universal del ntcleo.

3) = 2) Supongamos que f no es un morfismo inyectivo, sean z, y € M tales
que x #yy f(z) = f(y), entonces z —y € {m € M | f(m) = 0} = K el cual es
un submodulo de M, por lo cual se obtiene el siguiente diagrama conmutativo por la
propiedad universal del nicleo:

0% M f>N
DS
K

Pero esto implica que ¢ = 0, lo cual es una contradicciéon, pues 0 # x —y € K. La
contradiccién surge de suponer que f no es un morfismo inyectivo, por lo tanto f es un
morfismo inyectivo. n

Definicién 19. Un morfismo N LM esun epimorfismo si go f = ho f, implica

AN

que g =h, V¥ MT>L.

Lema 2. Son equivalentes para un morfismo N AN Y

1) f es epimorfismo.

2) f es suprayectivo.

3) M %50 es un condicleo para f.

Demostracion:
2) = 1) Todo morfismo suprayectivo es un epimorfismo.
1) = 3) Lo probaremos utilizando la propiedad universal del conticleo, sea L tal que
el siguiente diagrama conmuta:
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0

M/7T;\??o
0
\\\lﬁ/(
L

Existe un dnico morfismo 0 — L, a saber el morfismo 0. Por la conmutatividad del
diagrama se tiene que ho f =0 = 0% o f y como f es un epimorfismo, entonces h = 0
y por lo tanto se cumple la propiedad universal del contcleo.

3) = 2) Dado el morfismo M Iy N se puede considerar el cociente 7~
diagrama conmutativo por la propledad universal del contcleo:

\l/

por lo tanto m = 0, lo cual implica que ]J\\;) = 0y por lo tanto f(M) = N, es decir, f

es un morfismo suprayectivo. |

f(M) y el siguiente

Definicién 20. Un morfismo M I N esun isomorfismo si existe N 2 M un morfismo
tal que go f = Idy, fog=Idy.

Observacion 2. Son equivalentes para un morfismo M ENS\S

1) f esisomorfismo.

2) f es una biyeccion.

En la seccion anterior se definié el concepto de reticula. Una vez definidos los
conceptos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo, podemos dar un resultado
muy importante para las reticulas de R-mdédulos.

Teorema 1. (De la correspondencia). Si f : M — N es un epimorfismo de R-
mddulos, entonces f. : [Nuc(f), M] — [{0}, N], donde A — f(A), es un isomor-
fismo de reticulas completas cuyo inverso es f* : [{0}, N] — [Nuc(f), M], donde
B — f7Y(B).

Demostracién:
f« v f* son morfismos de orden, entonces son morfismos de reticulas y por lo tanto
basta ver que son inversas una de la otra.

Sea A € [Nuc(f), M], entonces A — f(A) — f71(f(A)), pero

FHf(A) = A+ Nuc(f) = A.
Por el otro lado sea B € [{0}, N|, entonces B — f~}(B) — f(f *(B)), pero

f(f7(B) = BN f(M)=BnN=B

Por lo tanto f, y f* son inversas y por lo tanto definen un isomorfismo de reticulas
completas. |
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Definicién 21. Una familia {A; ER Aii1tien es exacta si Im(f;) = Nuc(firq1) Vi € Z.
f

Ejemplo1l. 1. 0—25 A > B es exacta si y solo si f es un monomorfismo.

2. B—L5 0250 esevacta si y solo si f es un epimorfismo.

9. AL B 2.0 es exacta si y sélo si go f = 0 y Nuc(g) C Im(f) =
Nuc(g) = Im(f).

Lema 3. Son equivalentes para 0 N AN SNy > 0

1) La sucesion es exacta.

2) f es un nicleo para g y g es un conicleo para f.

Demostracion:
La demostracion de este lema es clara a partir de las definiciones de nicleo, contucleo
y exactitud. ]
. e . g . . , . .
Definicién 22. 1. Un epimorfismo B ——» C' se escinde si y solo si existe un

morfismo C —" 5 B tal que goh=1Idc.

f . . P .
2. Un monomorfismo A —— B se escinde si y solo si existe un morfismo

B —* 5 A tal que ko f=1Idy.

., f g :
3. Una sucesion exacta 0 > A » B > C » 0 se escinde por la
wzquierda si f se escinde.
-, f g .
4. Una sucesion exacta 0 > A » B > C » 0 se escinde por la
derecha si g se escinde.
iy f g . .
5. Una sucesion exacta 0 > A > B > C » 0 se escinde si se

escinde por la izquierda y por la derecha.
Definicién 23. Sea {N,}x una familia de submédulos de un R-mddulo M, si:
1. YXxNo =M
2.V a€X NyNSpsaNs =0,
Decimos que M es la suma directa de la familia { N, }x vy lo denotamos como @ {Na}.
Observacion 3. Son equivalentes para M = ¥x Ny:
1) Vo€ X N, NEp2aNg =0.

2) Todo elemento m € M se escribe de manera inica como m = ng, + ... + Na,, -
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Demostracion:

1) = 2) Se probara por contrapuesta. Sea m € M tal que m = aq, + ... + oy Y
m = by, + ... + ba,, con a,,, by, € N, dos representaciones distintas de m. Considere
ao; € Ng, tal que forma parte de una de las representaciones de m, entonces a,; =
bo, + ... + bo, — oy — ... — aq,, agrupando los términos que se encuentren en el mismo
submédulo se concluye que 0 # Ao; € Noy MYg2a, Np.

2) = 1) Se probard por contrapuesta. Si N,, es tal que N,, N Xp2o,Ng # 0, se
considera n,, € No, N¥g1a, N3, entonces n,, = ng, +...+ng, con ng, € Ng, y a, # 3,
esto concluye que hay elementos en M que no se pueden escribir de manera tinica con
elementos de { N, } x. |

Definicién 24. Sea rRM un R-mddulo. Decimos que un submodulo RN < rM es un
sumando directo de gM, denotado RN <g rM, si existe rpL < gM tal que RN & gL =
rM.

Teorema 2. Son equivalentes para una sucesion exacta

0 N/ AN - B N

2\
e

1) f se escinde.
2) B=f(A) & " tal que C’ SNy

3) g se escinde.

Demostracién:
f

1) = 2) Sea la sucesién exacta 0 > A » B2 C » 0 tal que f

se escinde, es decir, existe B P A tal que fo f = Idy y seab € B. De esta
manera b = [(8(1)) + (b — f(8(3)) con f(B()) € F(A) y b— F(B®) € Nuc(B),
por lo tanto B = Im(f) + Nuc(f3), para probar que la suma es directa sea f(a) €
Nuc(p) con a € A, entonces 0 = B(f(a)) = a, de aqui que f(a) = 0 y por lo tanto
B = Im(f) ® Nuc(f). Ahora probaremos que hay un isomorfismo entre Nuc(f) y
C, sea C = g(B) = g(f(A4)) + g(Nuc(B)), pero g(f(A)) = 0 por exactitud, por lo

tanto  Nuc(8) ——s C es un epimorfismo. Por tltimo Nuc(ginuep) = Nuc(f) N

Nuc(g), pero Nuc(g) = Im(f) por exactitud, por lo tanto Nuc(g;nues)) = 0, por lo
tanto también es un monomorfismo, es decir, la restriccion de g al nicleo de § es un
isomorfismo.

2) = 3) Sea la sucesién exacta 0 v AL fAHesc L C > 0 con

B = f(A)®C’, tal que C’ »' s C , es decir, tiene inversa, sea C AL ' <5 B
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y h =15 0(g;)7", se probard que h escinde a g. Sea ¢ € C, entonces

)(c)
= 9(cr (917 (0)
= g((9)"(0))
= (9)(g1)"")(c)
=c
Por lo tanto go h = Id¢.
3) = 2) Sea la sucesién exacta 0 v AL B2, C > 0 tal que g

se escinde, es decir, existe h : C — B tal que go h = Ids. Sea b € B, entonces
b g(b) — h(g(b)) — g(h(g(b))) = g(b), es decir b — (h o g)(b) € Nuc(g) y por lo
tanto b € Nuc(g) + h(C) = B. Si b € Nuc(g) N h(C), entonces b = h(c) para algin
c e Cy0 =g =gh(c)) = ¢ es decir b = h(0) = 0, por lo tanto la suma es
directa. Luego C = ¢g(B) = g(h(C)), por lo tanto la restriccién g; es un epimorfismo,
ademds Nuc(g;) = h(C) N Nuc(g) = 0y Nuc(g) = f(A), por lo tanto también es un
monomorfismo y por lo tanto es un isomorfismo.

2) = 1) Sea la sucesién exacta 0 y AL fWec 25 C » 0 con

' O

Se probard que f se escinde. Si b € f(A) & C’, entonces b = f(a) + ¢’ para algunos
a€ A, e’ Sisetuviera que b= f(a’')+ ¢, entonces 0 = f(a) — f(a')+ — "y
por lo tanto f(a) — f(a') =" — ¢ € f(A) N, pero la suma es directa, por lo tanto
fla) = f(d')y ¢ =¢". Como f es un monomorfismo, entonces a = a’, de esta manera
se define h : f(A) @ C" — A donde b — a si b = f(a) + ¢, veremos que h es un
morfismo que escinde a f.

Para ver que es morfismo el argumento anterior nos muestra que esta bien definido,
ahora sean b, b’ € f(A) & C' y r € R, entonces

)+ )+ (fld) + ")
h(f(a+ad)+c +")
=a+a = h(b)+ h(t)

h(b+ V) = h((f(a

por lo tanto A es un R-morfismo.

Por ultimo se tiene que h(f(a)) = a por cémo se definié el morfismo, es decir
h o f - ]dA .
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Capitulo 2

Modulos inyectivos y proyectivos.

En este capitulo se definiran algunos de los conceptos mas importantes cuando se estudia
la teoria de R-mdédulos. También se abordaran resultados que seran de utilidad en los
siguientes capitulos.

2.1 El zoclo y el radical de un R-mdédulo.

Definicién 25. Sea U una clase de modulos definimos la traza de U en M, denotada
Try(U), y el rechazo de U en M, denotado Rechy(U), como:

TryU) =S{Im(h) | h: U — M, UclU}
Rechy (U) = N{Nuc(h) | h: M — U, U € U}.

Try(U) es el submédulo de M generado por U y %M(u) es el cociente mas grande
cogenerado por U.

Definicién 26. Un R-modulo M es semisimple si A < M implica que A <g M.

Definicién 27. Sea {T,}aca un conjunto de submddulos simples de M. Si se cumple
que M = @ 4T, entonces decimos que €ésta es una descomposicion semisimple de M.

Observacion 4. La clase de los modulos izquierdos semisimples es cerrada bajo tomar
submaodulos.

Demostracion:

Supongamos que g0 #g N Sg M y que g0 #r A Sk N, donde pM es semisimple.
Entonces existe g X < M tal que A@® X = M. Por modularidad, N =NN (A& X) =
A+ (NNX). Como AN(NNX)=ANX =0, tenemos que N = A® (NN X). Es
decir, todo submodulo de N es un sumando directo de V.

|

Lema 4. Un mddulo izquierdo semisimple no nulo contiene un submdodulo izquierdo
simple.

17
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Demostracion:

Si gM #g 0, es semisimple, tomemos 0 # x € M. Como Rx es finitamente generado,
entonces tiene un submodulo maximo, digamos J. Como Rx es semisimple, existe un
submédulo 7' de Rx tal que Rx = J@®T. Entonces T = Rx/J essimpley T < Rx < M.
[ |

Observacién 5. Un R-mddulo M es semisimple si y solo si M tiene una
descomposicion semisimple.

Demostracion:
Podemos suponer que gkM #g 0 , pues g0 es semisimple y es una suma vacia de

modulos simples.
=) Si gM es un médulo semisimple distinto de cero, entonces tiene un submdédulo
simple rS. La familia {S} es una familia independiente de submdédulos simples de
rM. Como la coleccion de familias independientes de submodulos simples de M es de
caracter finito (una tal familia es independiente si y sélo si cada una de sus subfamilias
finitas son independientes), por el Lema de Tukey, existe una familia independiente
méxima de submédulos simples de M, digamos {N;};c;. Entonces @;c;N; < M. Como
M es semisimple, 3L < M tal que M = (®;erN;) & L. Como L es semisimple, si
fuera distinto de cero, contendria un submdédulo simple 7', pero entonces {N; }ie; U{T'}
serfa independiente, contradiciendo la eleccién de {N;};c;. Por lo tanto L =g 0 y
M = @®&{N;}ic1. <) Si M = @;erN;, donde cada N; es simple, y g0 # A S M,
entonces 3j € I tal que N; £ A, asi que {A} U {N;} es independiente. Por el Lema
de Tukey, existe una subfamilia {N;};c; de {N;}ier, que es maxima con la propiedad
de que {A} U{N,},ecs es independiente. Notemos que todo N; es un submodulo de
A® (®jesN;), pues si Ny £ A® (®jesN;) con k € I, entonces {A} U ({N;}jes U{Ni})
serfa independiente, una contradiccién. Por lo tanto M = @,c/{N;} < A® (BjesN;).

Es decir todo submédulo de M es un sumando directo.

|

Teorema 3. Son equivalentes para un R-mddulo M :
1) M es semisimple.
2) M es generado por mddulos simples.
3) M es la suma de algin conjunto de submddulos simples.
4) M es la suma de sus submddulos simples.
5) Todo submddulo de M es un sumando directo.

6) Toda sucesion exacta corta de R-mddulos

0 > K s M

=
o

se escinde.
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Demostracién:
Las equivalencias de (1), (2), ..., (5) son claras, por el Lema anterior.
1) = 6) Sea M = @47, una suma directa de simples. De esta manera, dada la
sucesion exacta corta

0 y K sy M —2 3 N s 0

se tiene que I'm(f) < M y existe B C A tal que M = (Im(f))® (®51p) y por lo tanto
la sucesién exacta se escinde.
6) = 5) Sean N < M vy la sucesién exacta corta

0 » N —— M » M/N —— 0 .

Por hipoétesis se tiene que la sucesién se escinde, lo cual es equivalente a que M =
N @& M/N y por lo tanto N <g M.
|

Definicién 28. El zoclo de un R-mddulo M es el submddulo semisimple mds grande
de M.

Notemos que si S es la clase de médulos simples, entonces zoc(M) = Try(S).

Definicién 29. Sea gkN < gM. Decimos que rIN es esencial en grM, denotado
RN <. spM, si siempre que RN N rL =0, con rL < gM, se tiene que rL = 0. Equiva-
lentemente, si 0 # rL < rM, entonces RN N gL # 0.

Proposicion 1. Sea M un R-mddulo entonces:

Zoc(M) =X{K <M | K es minimo en M}
=N{L < M| L es esencial en M}

Demostracion:
La primera igualdad se concluye a partir de la observacién hecha sobre la traza de la
clase de médulos simples en M.

Para la segunda igualdad primero se probard que el zoclo de M esta contenido en
cada submdédulo esencial de M. Sea T' < M un subméddulo simple, si L <., M, entonces
TNL#0,comoTNL<TyT essimple, entonces TN L ="T. Porlo tanto T < Ly
con esto se concluye que el zoclo esta contenido en en todo submodulo esencial de M.
Para la segunda contencién, sea H = (\{L < M | L <., M}.

Se probara que H es semisimple. Sea N < H y N’ < M un seudocomplemento de
N (todo submédulo tiene un seudocomplemento, ver el Lema 6), entonces N + N’ =
N @& N <. M, (ver la Observacién 8) pero entonces N < H < N & N’ y como la
reticula es modular, entonces:

H=HNn(Na&N)=Na& (HNN').

Por lo tanto N es un sumando directo de H, entonces H es semisimple y por lo tanto
H < Zoc(M). [
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Definicién 30. El radical de un R-modulo Mes la interseccion de sus submodulos
mdazximos. Denotaremos el radical de un R-mddulo M como Rad(M), mientras que el
radical de un anillo R lo denotaremos como J(R), o como Rad(R).

Proposicién 2. Sea M un R-mddulo, entonces:

Rad(M)=n{K <M | M/K se sumerge en un producto de simples }
=Y{L < M| L es superfluo en M}.

FEs decir, Rad(M) es el menor submddulo de M que le produce un cociente sumergible
en un producto de modulos simples.

Demostracion:

Veamos la primer igualdad. Supongamos que M /N es un cociente de M cogenerado
por una familia de simples {.S; };cr, es decir, pg : M/N — [[{S;}s, un monomorfismo.
Podemos suponer que Vi € I,p; o ¢ # 0, donde p; : [[{S:}; — S; es la proyeccién
canonica para cada i € . Entonces cada S; es un cociente simple de M. Si tomamos
la composicion

M 5 M/N =55 T[S}

donde 7 es el morfismo natural, entonces N = N{Nuc(p; o pom) | i € I}, donde
cada Nuc(p; o ¢ o w). es un submddulo méximo de M. Entonces N > N{K <
M | K es maximo en M} = Rad(M) Ademés, cuando consideramos el morfismo
natural M — [[{M/N|N <, M}, inducido por los epimorfismos naturales, este
morfismo tiene Rad(M) como nicleo.

Esto muestra que Rad(M) es el menor submddulo de M que produce un cociente
sumergible en un producto de simples.

Veamos ahora la segunda igualdad. Recuerde que N < M (N es superfluo en M)
si N+ A=M = A= M . Notemos que cada submoddulo superfluo esta contenido en
cada submédulo maximo. Si A < My B <4, M, entonces A £ B = A+ B = M,
pues B <,,q. M. Ahora como A es superfluo, de A + B = M se sigue que B = M,
contradiciendo que B es maximo. Esto muestra que

> {A|A< M} <N {B| B <poa M}

Para ver la otra inclusién, supongamos que x € N{B | B <. M} , veremos que
xR < M. Supongamos que tR+ B = M, entonces M /B = (tR+B)/B = zR/(xRNB)
es un médulo ciclico. Como los médulos ciclicos tienen méximos (por el Lema de Zorn),
entonces xR/(zR N B) tiene maximos. Por el Teorema de la Correspondencia, M /B
tiene un submoédulo maximo, digamos N/B. N es un submoédulo maximo de M que
contiene a B pero que no contiene a x (en caso contrario M = xR+ B < N, lo que
contradice que N es maximo en M). Pero esto contradice que = es un elemento de cada
submodulo méaximo de M. Por lo tanto, xR < M. |

Definicién 31. Un ideal T < R es nilpotente si " = 0 para alguin n € N. El menor
natural con la propiedad anterior, se llama el indice de nilpotencia de T.
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Definicién 32. Un anillo R es semiprimario si Rad(R) es un ideal nilpotente y #@
es un anillo semisimple.

Definicién 33. Un anillo R es semilocal si R/Rad(R)es un anillo semisimple.

Definicién 34. Una asignacion o : R—mod — R—mod es un prerradical si o(M) < M
para cada gM y para cada R-morfismo gf : M — N se tiene que f(o(M)) < o(N) de
tal manera que el siguiente diagrama conmuta

M—1 N

I I

o(M) —Is o(N).

Como una consecuencia de que para un R-morfismo f : M — N, la imagen de un
modulo simple es simple o cero, tenemos que zoc : R—mod — R—mod es un prerradical.
Como los morfismos preservan submodulos superfluos, Rad : R — mod — R — mod es
un prerradical.

Proposicién 3. Si o es un prerradical, entonces o(R) es un ideal bilateral

Demostracion:
Por definicién o(R) es un ideal izquierdo, Vs € R tenemos que el diagrama

R—=— R

T 9l

o(R) —= o(R)
conmuta, lo que muestra que o(R)s < o(R),Vs € R. [ |

Lema 5. Para cada gM, (Rad(R))M < Rad(M)

Si gM es un R-moédulo, tenemos que para cada elemento m € M el diagrama

| |

Rad(R) ™ Rad(M),

conmuta, lo que muestra que (Rad(R))M < Rad(M).
En particular, si M #p 0, es finitamente generado entonces (Rad(R))M < Rad(M) &
M, debido a que los modulos finitamente distintos de cero tienen submaédulos maximos.
Asi tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 4. Si M es finitamente generado y (Rad(R))M = M, entonces M =g 0.
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2.2 Moébdulos libres y proyectivos

Definicién 35. Un mddulo F' es libre con base h : X — F si para toda funcion
f: X — M existe una unica funcion ¢ : F — M tal que el siguiente diagrama conmuta

) QL 1y

ro
l v’ ¢
M

Teorema 4. (RX) {X LN RN es un R-médulo libre con base X —— R

donde x — 0, y
0 siz#y
6’”@)_{1 si x=vy

Demostracion:
Consideremos el siguiente diagrama

X —25 RX)

it

Definiremos un morfismo ¢ : RX) — M tal que el diagrama conmute.

Primero demostraremos que {8, } x generaa R siu € R™) entoncesu : X — R,
con el soporte de u, denotado sop(u), finito. Si sop(u) = {xi,zo,...,x,}, entonces
uw(z;) # 0 Vi € {1,....,n} y si u(x) = 0, entonces = ¢ {z1,...,2,}. Entonces u =
w(21)0q, + ... + wW(@n)dp, = Beopwyu(x)d; = Xxu(r)d,, por lo tanto {d,}x genera a
R¥X) . Ademés si u = Yr,6, y sop(u) es finito, entonces para z € sop(u) se tiene que
u(z) = 3(rydy)z = re0.(x) = r, y para z ¢ sop(u), entonces 0 = u(z) = 3(ry0,)z = 1y,
es decir, los coeficientes de Yr,d, estan determinados por wu.

Asf definimos ¢ : RX) — M, donde ¢(u) = ¢(Xr,0,) = So(r,0,) = Ermgb( )
Yrof(x) = Yu(x)f(zr) y probaremos que es un morfismo. Si u,v € R X)) yr
R, entonces (u + v) = S(u + v)(@)f(@) = T(u(@) + v@E) (@) = Tule) ()
v(z)f(z) = Zu(z) f(z) + Xv(z) f(z) = ¢(u) + ¢(v) y ademds ¢(ru) = X(ru(z)) f ()
Yr(u(z) f(x)) = rXu(x) f(z) = r¢(u), por lo tanto ¢ es un morfismo y ademés hace con-

I+ m |l

mutar el diagrama, por lo tanto (R™), X 2, R™X)) es libre con base X —% s R®
[ |

Teorema 5. Son equivalentes
1) (F, X LN F) es libre.

2) {h(2)}eex &3 F ysiz € F, entonces z = Y h(x) donde {r,} es casi nula y
estdn determinados por z, es decir se satisface alguna de las siguientes condiciones
equivalentes:
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a) Si z=%r.h(z) yz=3s,h(x) conry, s, € R, entonces r, = s, Vx € X.
b) En particular si 0 = Xr h(z) y 0 = X0h(x), entonces r, =0 Vo € X.

8) F = RMY.

Demostracion:
1) = 3) Sea F' un R-médulo libre con base X —— F | entonces existe un tinico
morfismo ¢ tal que el diagrama siguiente conmuta
X Lt F

s
-

lf k/ ¢
R

Por el lema anterior se tiene que {6,}x £ RX) vy, = f(x) = ¢ o h(z), entonces

{6,} — Im¢ , entonces RX) = R} < I'm¢ < R es decir Im¢ = R y por
lo tanto ¢ es un morfismo suprayectivo.

Definimos v : RX) — F donde 6, — h(z), pero como cada elemento de R
se puede escribir como una combinacién de {d,} cuyos coeficientes estan determinados
de manera unica para cada elemento, entonces dicha asignacién se puede extender a
¢ : RY) — F donde ¥r,6, — Yr.h(x) con {r,} casi nula. Se tiene que 9 es
morfismo. De esta manera h(x) — J, via ¢ y 0, — h(x) via ¢, es decir ¥ o ¢ = Idp,
por lo tanto ¢ es monomorfismo y por lo tanto F = R,

3) = 1) Por hipétesis se puede considerar el siguiente diagrama

7]

1
X i) {5m}x€X

donde se define h := 0 o104y y también 0 : X — R™) donde § =10 ).

Para demostrar que (F, X LNy ) es libre consideremos el diagrama

Feh o x 0, pX
poo lf% :
M

donde 1) o6 = f y el morfismo ) o 8~ estd bien definido, por lo cual sélo resta ver
que el triangulo de la izquierda conmuta, lo cual se prueba con la siguientes igualdades
Yol toh=1ofrtoborody=1orody=10d=f.

1) y 3) = 2) Sea F' un R-mddulo libre con base X LNy y tal que F = RYX) con el
isomorfismo 7 : F' — R¥X) donde h(z) — 6,.

Si 0 = Xr,h(x), entonces 0 = v(0) = ¥r,d, y aplicando a un elemento y € X se
obtiene que 0(y) = 0 = (3r.d.)(y) = (), es decir y(y) = 0 Vy € X, por lo tanto se
satisface la segunda condicién de (2).
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2) = 3) Sea F un R-médulo tal que {h(z)},ex & F y que si z = Sryh(z),
entonces {r,} esta determinado por z.

Se define v : F — R™X) donde h(x) — &, es decir y(Xr h(z)) = Srpd,. Y
ademés se considera A : RX) — F, tal que &, — h(x), es decir, se puede considerar
el siguiente diagrama

RX) X o p

A
genera] / s

{5x}:ceX

y ademas se observa que

entonces Ao+ fija cada elemento de h(X), pero {h(x)}.cx genera a F', entonces Ao~y =
ldp.

Por el otro lado se tiene que

por lo tanto v o A = Idgx) y por lo tanto F' = R, |

Corolario 1. Todo R-mddulo es cociente de un R-mddulo libre.

Demostracion:
Sea M un R-médulo tal que X €555 M | de esta manera como R™X) es libre en-
tonces existe un tnico morfismo ¢ : RX) — M tal que el siguiente diagrama conmuta

X —25 RX)

\[ /// ’
o

M

de donde se puede observar que X C I'mg, entonces M = (X) < Im¢ < M y por lo
tanto M = I'mg, es decir, ¢ es un epimorfismo. |

Definicién 36. Un R-mddulo P es proyectivo si todo diagrama:

!

B2y X
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se puede extender a un diagrama conmutativo:

P
h lf
g
B — C.
Observacion 6. Los modulos libres son modulos proyectivos.

Basta con demostrar que R es un R-médulo proyectivo. Se considera el siguiente
diagrama

X 25 R™®
i
B—2—C
se define el morfismo h : X — B donde h(x) = b si g(b) = f(d,), lo cual induce un
morfismo ¢ : R — B tal que el siguiente diagrama conmuta

X 25 R®
e
B
es decir, h = ¢ 0 4.

Asi, por la definicién de h se tiene que go h = f o §, pero entonces go (¢ 0 ) =
(go@)od = fod,es decir, el siguiente diagrama conmuta

X 25 R®
(g°¢)<:5\\>( lf k\) 0
C
como RX) es libre, entonces f = go ¢ v por lo tanto se tiene que el diagrama conmuta
R&X)
¢ lf :
B—"—C

por lo tanto R™X) es proyectivo y por el teorema anterior se concluye que todo R-médulo
libre es un R-moédulo proyectivo.

Teorema 6. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. P es un R-maddulo proyectivo.

2. Toda sucesion exacta corta

0 s A f>B v, p s ()
se escinde

3. P es sumando directo de un R-mddulo libre F'.
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Demostracién:
1) = 2) Sea la sucesién exacta corta

0 s A s B2 p s 0

con P un R-moédulo proyectivo, entonces existe un unico morfismo h : P — B tal que
goh = Idp, es decir, g se escinde y por lo tanto la sucesién exacta corta se escinde.
2) = 3) Sea la sucesién exacta corta

0 —— Nuc(g) —— R®) L, p > 0,

pero por hipétesis se escinde, entonces RX) = N uc(g) ® P’ con P = P’y por lo tanto
P es sumando directo de un R-médulo libre.

3) = 1) Sea F un R-mdédulo libre tal que P es sumando directo de F' y sea el
siguiente diagrama con el renglén de abajo exacto

0 v ALl sy s 0

asi, como F' es libre, entonces también es proyectivo y por lo tanto existe un tunico
morfismo ¢ : FF — B tal que go = ao 3. Pero P es sumando directo de F', entonces
¥ induce un morfismo ¢ : P — B tal que g o ¢ = «, lo cual concluye que P es un
R-modulo proyectivo. |

2.3 Mobdulos inyectivos

Definicién 37. Un R-mddulo M es N-inyectivo si todo diagrama:

M
fT
g
0 > A > > N
se puede extender a un diagrama conmutativo:
M
K
N h
1.
g
0 > A > > N.
En el diagrama anterior se puede considerar al monomorfismo g como una inclusion.
De esta manera el diagrama se puede completar pues la sucesion 0 > A < >y N
es exacta.

Si todo diagrama
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M
d
A—— N

se puede extender a un diagrama conmutativo con el morfismo h: N — M y se tiene
el diagrama

0 y A 9 s N
N T
f g(A) /// 9
folgh=t .7
M T
Yoo~ _-

A
fl

Vo
M

entonces se tiene que hot = fo(gl)™! y por lo tanto hog = horog! = fo(gl)tog' = f.
Definicién 38. Un R-mddulo es inyectivo si es N-inyectivo para todo R-mddulo N.

Definicién 39. Para un R-mddulo M, se define la siguiente clase [7*(M) = {N | M es
N — inyectivo}

Teorema 7. Para un R-mddulo M la clase I-1(M) es cerrada bajo copias isomorfas
(Clase abstracta), bajo tomar submddulos, cocientes y sumas directas (Clase de Wis-
bauer).

Demostracion:
Para demostrar que es cerrada bajo copias isomorfas sea N € ™'y N 22" N’ si se
considera el diagrama

A—— N h/; N
; o

lr

M

el morfismo (3 existe pues N € I~1(M) y hot es un monomorfismo, entonces f = Bohod,
pero entonces el morfismo 5o h: N' — M hace conmutativo el diagrama
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A—>5 N/

Vo

M

y por lo tanto N' € I71(M).
Para demostrar que I~(M) es cerrada bajo submédulos sea N € I7H(M)y N’ < N,
entonces se puede considerar el siguiente diagrama

1 N« L>N

-

M <

donde el morfismo 3 existe pues N € I"'(M) y ¢ o0 ¢; es un monomorfismo, entonces
f = Borow y por lo tanto el morfismo ot : N’ — M extiende a f y asi N' € I71(M).

Para demostrar que I~1(M) es cerrada bajo cocientes sea N —2=% N’ con N €
I71(M), asf si se tiene el diagrama

N

l#

A —- 5 N/
I
M
se puede considerar la preimagen de A bajo g, con lo cual se tiene el siguiente diagrama

g7 (A) —— N _

N\

\
lgr lg |
1

L !
A—— N/

L
M

donde el morfismo 3 existe pues N € I"'(M) y ¢; es un monomorfismo, entonces
fogl = pou. Ahora sea el siguiente diagrama

Nuc(g) « » N’

§<—

para probar que el morfismo esté

sin € N con g(n) =x € N’ se define f'(z) := 5(z),
) =0, pero Nuc(g) C g~ (A) y entonces

bien definido basta con demostrar que S(Nuc(g)
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Bouy = fog!, porloquesiz € Nuc(g), entonces 3(x) = Soui(z) = fog'(z) = f(0) =0,
por lo tanto 3’ es un morfismo bien definido tal que f = Boty por lo tanto N’ € I~1(M).

Para demostrar que I (M) es cerrada bajo sumas directas sea una familia { N, };c; C
I7Y(M), asf si se tiene el diagrama

| |
M

entonces podemos considerar la siguiente familia B = {(U, ¢p) | A — U — &{N;}yf =
¢y o}, la cual es no vacia, pues (A4, f) € By ademads se puede definir un orden parcial
dado por (U, ¢y) < (V,¢y) si U < V' y ¢y extiende a ¢y, asi B satisface las hipdtesis
del Lema de Zorn, pues si se considera una cadena {(U;, ¢;)} en B, entonces {U;} es
una cadena de submédulos de &{N,}, por lo que se puede considerar | J{U;} y se tiene
el siguiente diagrama

donde (z) = ¢;(z) si © € U, asi v estd bien definida, pues {U;} es una cadena y
ademas v extiende a f pues extiende a cada morfismo ¢; los cuales extienden a f, por
lo tanto (|J{(U;}, ) es una cota superior para la cadena {(U;, ¢;)}. Asi, por el Lema
de Zorn B tiene un maximo (W, ¢w ).

Demostraremos que W <.; &{N;}, suponiendo que existe Z # 0 tal que W & Z <
@®{N,}, entonces se puede considerar el siguiente diagrama

W%W@Z

2

@0

M

donde (W,~) < (W & Z,v @ 0), lo cual contradice la maximalidad de (W,~) en B, por
lo que W <. &{N;}.

Ahora demostraremos que cada N; es submédulo de W, para ello supon-
gamos que existe ¢ € J tal que N; £ W, entonces N; < N; +W y ademds N; N W # 0,

—_

por lo cual se pueden considerar los siguientes diagramas
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donde se define el morfismo 6 : W + N; — M por w + z; — ¢w(w) + g(x;). Para
ver que esta bien definido sea w + x; = w' + 2, con w, W' € W y z;, x; € N;, entonces
w—w' =z, —x; € WNN,;, por lo tanto ¢y (w) — pw(w') = ow(w —w') = g(z; —z;) =
g(x}) — g(z;) y por lo tanto ¢w (w) + g(x;) = ow(w’) + g(2}). Asi 6 es un morfismo que
extiende a ¢y lo cual contradice la maximalidad de (W), ¢y) en B, lo cual prueba que

N; <WVie Jy porlo tanto W = @&{N;}, lo cual termina la prueba. |
Teorema 8. I7'(M) es una clase cerrada bajo copias isomorfas (Clase abstracta) y
bajo tomar submddulos, cocientes y sumas directas (clase de Wisbauer).
Demostracién:

Se probé en los lemas anteriores. |
Definicién 40. La clase I7'(M) se llama la clase de inyectividad del R-mddulo M.
Teorema 9 (Criterio de Baer). Son equivalentes para un R-mddulo M :

1. M es inyectivo.

2. Re I (M)

Demostracion:
Que M sea inyectivo, es equivalente a que I='(M) = R — mod. Esto tltimo ocurre
siy s6lo si R € I™'(M), pues todo médulo es un cociente de un mddulo libre.
|

2.4 Monomorfismos esenciales y capsulas inyecti-
vas.

Una vez definido el concepto de reticula podemos estudiar las reticulas de R-mddulos.
En este caso, dado un anillo R tenemos que en la reticula de submoédulos de M el infimo
estd dado por la interseccién y el supremo por la suma directa.

Definicién 41. Decimos que rB es un seudocomplemento de rA en g M si es mdzimo
respecto a la propiedad rRA Ng B =g 0.

Lema 6. Todo submddulo rA de un modulo rM tiene un seudocomplemento.
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Demostracion:
Consideremos U = {X Cr M | AN (X) =g 0}. Veremos que U es de cardcter finito.

Si consideramos Y C X € U, entonces r(Y) < r(X) y ANg(Y) < ANg(X) =
rO. Supongamos entonces que todo subconjunto finito de X pertenece a U pero que
X ¢ U, tendriamos que g(X) N A # g0, es decir 3 n € A, n €g (X) con n # 0,
entonces lo podemos escribir como: n = rix; + ... + 7,,Z,,. Por lo tanto tenemos que
AN gz, ..., xn}) # RO, lo cual es una contradiccion, la que surge de suponer que
X ¢ U, por lo tanto U es de caracter finito.

Asi, por el Lema de Tukey U tiene méximos. Sea B un elemento maximo de U,
entonces A N g(B) = g0. Supongamos que g(B) no fuera un seudocomplemento de A,
eso implica que 3 N < M tal que r(B) S N y AN N = 0, consideremos entonces
z € N\ gr(B), tendrfamos que B G BU{z} y ANr(BU{z}) < ANN = {0, lo cual es
una contradiccion, pues B era maximo con esa propiedad, por lo tanto todo submodulo
rA de un médulo gk M tiene un seudocomplemento. [ |

Observacion 7. Decimos que rA es esencial en gM, denotado rA <.s M si g0 es
un seudocomplemento de rA.

Lema 7. gA <.s rM si y solo si¥Vx € M, conx#0, 3r € R tal que 0 #rz € A.

Demostracion:
=) Como gA es esencial en g M entonces RANRx # 0V x € rM distinto de 0, por
lo tanto existen a € A yr € R tales que a =rx # 0.
<) Sea gRN #r 0y x # 0 €g N, por hipdtesis existe r € R tal que rz € A con
rx # 0, por lo tanto gRA N gN # g0, es decir, pRA <., M. [ |

Observacion 8. B es un seudocomplemento de A en M entonces A® B <., M

Demostracion:

Es claro que A+ B = A® B pues ANB = 0. Si A® B no fuera esencial en M, tendria
un seudocomplemento C'en M, con C' # 0. Pero entonces (A® B)®C = Ad (Ba O),
con B £ B@ (', contradiciendo que B es un seudocomplemento de A.

|

Definicién 42. Decimos que un R-mddulo M es uniforme si no es g0 y todos sus
submodulos no triviales son esenciales.

Ejemplo 2. ;7 es uniforme, pues si consideramos m, n € N distintos de 0, entonces
mZ N nZ # {0} pues mn #0 ymn € mZNnZ.

Definicién 43. Decimos que rC < rM es esencialmente cerrado en rM si gC' <4
rD < gM, entonces RC' = gD y lo denotaremos como rC <. rM. También lo
denotaremos como rC <=5 pM.

Lema 8. Sean rA, rB, submddulos de rM tales que A <., B <., M, entonces
A <es M.
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Demostracion:

Sea 0 # x € M, veremos que dr € R tal que 0 # rz € A. Como B <., M 3r; € R
tal que 0 # rmx € By como A <., B dry € R tal que 0 # roriz € A, por lo tanto
r =1riry € R es el elemento que buscamos y por lo tanto A <., M. [ |

Lema 9. Todo submddulo rA de rM es esencial en un submddulo esencialmente cer-
rado de rM.

Demostracion:

Sea ( = {gB < gM | RA <.s RB} y consideremos una cadenaen ¢, {B;}, J,{B;} <
rM. Si consideramos 0 # x € [ J{B;}, entonces 0 # = € B; para algin j € I y como
A <., Bj, entonces 3 r € R tal que 0 # rz € A. es decir, A <., J{B;}. Hemos
demostrado que toda cadena en ( tiene una cota superior. Por el Lema de Zorn, ( tiene
maximos.

Consideremos C' € ¢ maximo, asi A <., C. Si tuviéramos que C' <., D, entonces
A <, C <. D, lo que implica que A <., D. Como C es maximo en (, entonces
C =D, porloque A<, C <. M. [ |

Lema 10. Sean A, B submddulos de M como en el siguiente diagrama conmutativo:

A ;es) M
B,
entonces A <., B y B <.s M.

Demostracion:
Para demostrar que A <., B consideremos 0 # z € B < M, como A <., M Ir € R
tal que 0 # rx € Ay por lo tanto A <.; B.
Para demostrar que B <. M consideremos 0 # x € M, como A <., M Jr € R tal
que 0 #rz € A< By por lo tanto B <., M. [ ]

Lema 11. Sean A, B submddulos de M. Si B es seudocomplemento de A, entonces
A@BSESM Y AE.%B Zes %

Demostracién:

Como B es seudocomplemento de A, entonces AN B =0 y si existe 0 # C' < M tal
que (A@® B)NC =0, entonces (A@ B) & C < M, pero se tiene que (A+ B) + C =
(AeB)¢C=Ad(Be(C)=A+(B+C)yademis BNC < (A® B)NC =0, por
lo tanto BN C' = 0.

Ahora probaremos que AN (B+C)=0,seaa=b+cconac€ A, be ByceC,
entonces a —b=c€ (A® B)NC =0, por lo tanto ¢ = 0, entonces a =be€ ANB =0
y por lo tanto a =b=c=0. Ademds BS B®C,yaque C #0. Ysi0#zeC,
entonces ¢ By como B es un seudocomplemento de A, entonces AN (B® C) =0 es
una contradiccion. Por lo tanto A @ B <., M. [ |

Todo grupo abeliano tiene caracteristica de Z-modulo.
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Definicién 44. Un grupo abeliano 7D es divisible si nD = D, ¥n € N\ {0}.
Teorema 10. Son equivalentes para un grupo abeliano 7D :
1) 2D es divisible.

2) Para todo morfismo f : nZ — D existe ¢ : Z — D tal que el siguiente diagrama
conmuta

Z?’LZ — ZZ

-
-
-

lf )_(///d’
2D

3) Para todo diagrama

existe un morfismo ¢ : B — D tal que el diagrama conmuta

ZA%zB

-
-

lf )4’/¢>
72D

Demostracion:

1) = 2) Sea zD un grupo abeliano divisible y el morfismo f :z nZ —; D donde
n — d. Como 7D es divisible, entonces 3d’ € D tal que d = nd', de esta manera
se define el morfismo ¢ :z Z —7 D como multiplicar por la derecha por d' y asi el
diagrama conmuta

Z?’LZ — ZZ

s

2) = 1) Sean € N, d € D y el morfismo f :z nZ —z D donde nz — dz,
entonces por hipodtesis existe un morfismo ¢ :z Z —7 D que extiende a f, es decir que
es tal que el siguiente diagrama conmuta

ZTLZ — ZZ

lf Aﬁ(l)
2D
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por lo tanto por un lado se tiene que n +— d y por el otro lado n +— n +— n-¢(1), es decir
Vd €7 D 3d' €7 D, a saber d = ¢(1), tal que d = nd’ y por lo tanto zD es divisible.
3) = 2) Se tiene por ser 2 un caso particular de 3.
2) = 3) Sea el siguiente diagrama

y el conjunto ¢ = {(C,¢c) | A —= C — By ¢c : C — D extiende a f}, es decir, si
(C, ¢c) € ¢, entonces el siguiente diagrama conmuta

A « s B
f @ )

s

//
v’ oc

D

observemos que( es no vacio, pues (A4, f) € C.
Definimos la relacién (C, ¢¢) < (C', per) si

C ——

[
D

y probaremos que es un orden en (.
La reflexividad es clara, si (C, ¢c) € (, entonces el siguiente diagrama conmuta

C ——C

=

y por lo tanto

<C7¢C) S (07 ¢C)

C’ pcr) < (C, ¢¢), entonces el siguiente diagrama conmuta

C « s O < s C
oc
N e
D

entonces C' = C" 'y ¢¢ = ¢crj. = Pcory,, = ¢cr y por lo tanto (C, ¢¢) = (C7, gcr).
Si (C,¢c) < (E,dr) < (F,¢r), entonces el siguiente diagrama conmuta

C « s B« s P
oc
N e
D
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entonces C' < F'y ¢p, = ¢g, por lo tanto ¢ [c= (¢F [£) [c= ¢r [c= ¢c y por lo
tanto (C, ¢c) < (F, ¢r).

Por lo tanto < es una relacién de orden en (.

Sea {(Cj, ¢;) }ies una cadena en (, entonces {C;};c; es una cadena de subgrupos de
B que contienen a A por lo tanto A < |J,{C;} < By se define ¢y : |J,{C;} — D
como ¢y (x) = ¢;(z) si v € C;, de esta manera ¢y estd bien definido, pues si x € Cj,
entonces

Ci%Cj

9%

C; — C;
l@‘ A
D

con ¢;(z) = ¢j(x) y ademas (C;, ¢;) < (IU;{Ci}, ¢v), entonces se satisfacen las hipdtesis
del Lema de Zorn y por lo tanto ¢ tiene un elemento maximo (W, #) y se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

Af\W/B‘
o

Si W = B, entonces acaba la demostracién. Veamos que W < B lleva a una
contradiccién. Sea 0 # b € B\ W. Afirmamos que W N Zb # 70, pues de lo contrario
30" : W & Zb — D tal que el siguiente diagrama conmuta

D

We——sWoZb —— B

l@/ ;
0/

D

asi (W, 0) S (W @ Zb,0") en (, lo cual es una contradiccién y por lo tanto W NZb # 0.
Entonces 3z € Z tal que 0 # zb € W, definimos (b : W) = {z € Z| zb € W}y
notemos que es un ideal de Z, pues contiene a 0 y es cerrado bajo la resta, observemos
ademéds que los ideales de Z coinciden con sus subgrupos, es decir, 3n € N\ {0} tal

nte ——— D

que (b: W) =nZ. Como es un morfismo de grupos, por hipdtesis

ns —— (6(nb))s
dp : Z — D tal que Vs € Z p(ns) = 0(nb)s.
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Definimos A : W + Zb — D, donde A(w + zb) = O(w) — p(2b). Veamos que A
estd bien definida, sean w, w' € Wy z, 2/ € Z tales que w + zb = w’ + 2'b, entonces
w—w' = (2 — 2)b, por lo tanto 2z’ — z € (b: W) = nZ, es decir, 2/ — z = nt para algin
t € Z. De aqui se obtienen las siguientes igualdades:

Por lo que A(w + 2b) = O(w) + p(2) = 0(w') + ¢(2') = AMw' + 2’), es decir, A esta bien
definida. Es claro que A es un morfismo de grupos que extiende a 6, lo cual contradice
la propiedad que tiene (W,#) de ser maximo. La contradiccién surge de suponer que
W # B, por lo tanto W = B y esto concluye la demostracion. ]

Definicién 45. Un monomorfismo A v B es esencial si f(A) <. B.

Lema 12. Son equivalentes para un morfismo A AN ¥

1) f es monomorfismo esencial.

2) g o f monomorfismo = g es monomorfismo.

Demostracion:
1) = 2) Supongamos que f es un monomorfismo esencial y consideremos el siguiente
diagrama con g o f monomorfismo:

si g no fuera monomorfismo, entonces Nuc(g) # 0, lo cual implica que f(A)NNuc(g) #
0, es decir, 30 # a € A tal que g(f(a)) = 0, entonces (g o f)(a) = 0 lo cual es una
contradiccion, pues g o f es un monomorfismo. Por lo tanto g es monomorfismo.

2) = 1) Supongamos que si go f es un monomorfismo, entonces f es un monomor-
fismo, pero supongamos que f(A) no es esencial en B, esto implica que 30 # = € B tal
que f(A) N Rz = 0. Consideremos entonces el siguiente diagrama con 7 la proyeccién
canonica:
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A—1 B
N
B
Rx "

Veremos que 7 o f es un monomorfismo, lo cual nos llevara a una contradiccion.

Consideremos a € A tal que (7o f)(a) = 0, entonces f(a) € Rx N f(A), es decir,
f(a) =0 pues f(A) no es esencial en B, pero f es monomorfismo, entonces a = 0, es
decir wo f es monomorfismo, pero 7 no es monomorfismo, lo cual contradice la hipotesis,

por lo tanto f(A) <.s B. |

Definicién 46. Una cdpsula inyectiva de rRM es un monomorfismo esencial M — E
con rE inyectivo.
A partir de aqui denotaremos a la capsula inyectiva de un médulo M como E(M).

Teorema 11. Si D es un grupo divisible, entonces pHom(R, D) es inyectivo.

Demostracion:

rHom(R, D) es un R-médulo, puessir € Ry f: R — D, entonces (rf)(z) = f(xr)
y se satisfacen las condiciones para ser un R-modulo, sean ri, ry, z1, 9 € Ry
f € Hom(R, D), entonces

L (Lf)(21) = f(21-1) = f(21).
2. (rirg - f)(x1) = f(aimira) = (rof)(z1r1) = ri(raf) (@)

3. ((r + 7o) f)(x1) = f((x1)(r1 +12)) = flrars + zar2) = f(or) + f(wire) =
rif(z1) + raf(x).

4. (T}JE)(£§1 +x3) = f((x1+x2)r1) = flayry +x9m1) = flar) + fzary) = rf(21) +

Para probar que Hom(R, D) es inyectivo usaremos el criterio de Baer, para ello con-
sideremos el siguiente diagrama

[ — R

[

Hom(R, D)

se tiene que ¢(i) € Hom(R, D) y ademés (¢(i))(1) € D, lo cual induce un morfismo
de grupos ¢(_)(1) : I — D, ademads por hipétesis D es divisible, es decir, es inyectivo
como Z-médulo, por lo tanto existe un morfismo ¢ : R — D tal que el siguiente
diagrama de Z-médulos conmuta

I —— R
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es decir, 0(i) = ¢(i)(1) Vi € I. Asi tenemos el morfismo _- 6 : R — Hom(R, D), con
ello probaremos que el diagrama conmuta

| — R

-

RO e
l g -0

Hom(R, D)

sean i € I, r € R, entonces (i0)(r) = 0(ri) = ¢(ri)(1) = (r¢(i))(1) = (p(i))(1 - r) =
¢(i)(r), por lo tanto se cumple el criterio de Baer, de aqui que Hom(R, D) es inyectivo.
|

Q

Con el resultado anterior se tiene que Hom(R, ) es inyectivo como R-médulo.

Lema 13. Para todo R-médulo M eziste un morfismo grp : M — Hom(R, %) distinto
de cero.

Demostracién:

Por el lema anterior se tiene que Hom(R, 9

VA
que Hom(Rz, Hom(R, %)) # 0 para todo gRx # 0, pues de existir un morfismo no cero
f € Hom(Rx, Hom(R, %)) tendriamos que existe un morfismo ¢ tal que el siguiente

diagrama conmuta

) es inyectivo, por lo que basta demostrar

Sea Rx # 0, como % es un cogenerador inyectivo en Z — mod existe un morfismo
distinto de cero f : Rx —» %, ademas se tiene que el morfismo _-x : R — Rx es un
morfismo de grupos, por lo que la composicién fo (--z) es un morfismo de grupos. Sea
0: Rx — Hom(R, 2) el morfismo tal que z — fo (_-x)yra > r(fo (.- x)). Asi, si
s € R, entonces (0(rx))(s) = (r(fo(.-x))(s) = (fo(.-x))(sr) = f(srx). Veremos que
6 es un morfismo bien definido, para ello sea rx = 0 y probaremos que 0(rx) = 0, pero
O(rz)(s) = f(srxz) = f(0) = 0 Vs € R, por lo tanto §(rz) = 0 con 6 # 0. Por dltimo,
tenemos que (6(z))(s) = (fo (.- z)(s) = f(sx) y en particular ((x))(1) = f(x), por lo

que existe un morfismo M — Hom(R, 2). [

Teorema 12. Todo mddulo M se puede sumergir en un modulo inyectivo.

Demostracion:
El moédulo g0 es un modulo inyectivo, pues satisface el criterio de Baer:

I — R
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De esta manera, sea M # 0 un R-mddulo, entonces Vo € M 40 # ¢, : Rx —
Hom(R,2). Como Hom(R, 2) es inyectivo 30, : M — Hom(R, 2) tal que el siguiente
diagrama conmuta

Ry —— M

l(z)T k// - 91 )

Hom(R, 2)
asi, la familia {M b H om(R, 2},ean oy induce un morfismo 7, tal que el siguiente
diagrama conmuta por la propiedad universal del producto:
@

M —— HHom(R, ?)

Hom(R, %)

si 0 # x € M, entonces m,(¢(z)) = 0.(x) = ¢(x) # 0, por lo tanto 0 # ¢(x) €
[IHom(R, 2) y por lo tanto Nuc(¢) = {0}, es decir, ¢ es un monomorfismo y IIHom(R, 2
es inyectivo por ser producto de inyectivos y por lo tanto M se sumerge en un médulo
inyectivo. |

Observaciéon 9. La clase de los modulos inyectivos izquierdos es abstracta, es decir, si

M es inyectivo y M LN Y , entonces N es inyectivo.

Demostracion:
Utilizando el criterio de Baer, buscamos un morfismo ¢ : R — N tal que el diagrama
conmute

I —— R
b7
¥
N
Como M es inyectivo, existe ¢ : R — M tal que el siguiente diagrama conmuta

|
lg :¢7
\l/

f71
N —M

es decir, f~og = ¢ o1, como f es isomorfismo, entonces g = f o ¢ o1 y por lo tanto
1 = f o ¢ es el morfismo deseado y por lo tanto N es inyectivo. |

Lema 14. Si E <.. K, con K un R-mddulo inyectivo, entonces E es un sumando
directo de K.
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Demostracion:
Sea B un seudocomplemento de E en K, entonces F @ B —=— K y por el Lema
. E®QB K
11, se tiene que =5~ <5 5.
Ahora, como E = E%?B, consideremos el monomorfismo esencial v : E —
dado por la composicion del isomorfismo y la inclusién esencial descrita anteriorment

Ademas, como K es inyectivo, ¢ : % — K tal que el siguiente diagrama conmuta

K
B
e.

y como 7y es un monomorfismo esencial y ¢o~ es un monomorfismo, entonces ¢ también
es un monomorfismo, lo cual implica que F < I'm(¢), probaremos que E <., Im(¢).
_ Sea 0 # e € E, entonces e — r(R + B) via el isomorfismo y a su vez r(R + B)
rk € & asi, e = ¢(rk) = r¢(k) # 0, entonces E <., Im(¢) y por lo tanto E = Im(¢).
De esta manera se tiene el siguiente diagrama conmutativo

es decir, ¢! escinde a v, por lo tanto v(FE) es un sumando directo esencial de %, entonces
% =~(E) = % y por lo tanto £ @ B = K, es decir, E es sumando directo de K. W

Definicién 47. Una extension esencial de un modulo M es un modulo E que contiene
a M y M — E es un monomorfismo esencial.

Teorema 13. Todo R-mddulo izquierdo se puede sumergir esencialmente en un modulo
imyectivo.

Demostracion:
Si M es un R-médulo, entonces por el teorema anterior da : M — K con K un
R-modulo inyectivo.

Por comodidad consideremos a(M) como M y de esta forma « es una inclusion, es
decir M — K con K un R-médulo inyectivo.

M tiene una extension esencial maxima en K, sea F — K una extensién esencial
méxima de M en K, es decir M —=— E <=+ K. Por el lema anterior tenemos que
E es un sumando directo de K, entonces E es inyectivo y por lo tanto M se sumerge
esencialmente en un maédulo inyectivo. |

El resultado anterior prueba que todo R-mdédulo tiene capsula inyectiva. En seguida
se probara que si un R-mdédulo tiene dos capsulas inyectivas estas son isomorfas.

Lema 15. Dos capsulas inyectivas de un R-mddulo M son isomorfas.
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Demostracion:
Sean M >ef—5> Ey M >:;S> ) dos capsulas inyectivas de M. Como () es inyec-
tivo y f es un monomorfismo, entonces 3y : E — @ tal que el diagrama conmuta

M%E

es|g .7

asi, como v o f es un monomorfismo y f es un monomorfismo, entonces v es también
un monomorfismo y como E es inyectivo, entonces E = v(FE), asi que y(FE) es inyectivo
(vea la Observacién 9). Considerando la siguiente sucesién exacta corta

0 ? ’Y(E) € > Q > ng)

esta se escinde y por lo tanto y(FE) es sumando directo de @, pero yo f =gy g es un
monomorfismo esencial por hipétesis, entonces Im(g) <.s Q y Im(g) < Im(yo f) <
Im(y) < @, entonces Im(y) <. @, por lo tanto y(FE) es un sumando directo esencial
de @ y por lo tanto y(F) = @, es decir 7 es monomorfismo y epimorfismo, por lo tanto
es isomorfismo y £ = Q). ]

Teorema 14. Todo maodulo tiene una capsula inyectiva y es unica salvo isomorfismo.

Demostracién:
Se concluye del Teorema 13 y del Lemalb. |

Teorema 15. Son equivalentes para un R-modulo E
1) E es inyectivo.

2) Toda sucesion

se escinde.

3) Si E' es una copia de E y E' < D, entonces E' es sumando directo de D.

Demostracion:
1) = 2) Como FE es inyectivo, entonces 3¢ : B — E tal que el siguiente diagrama
conmuta

f

~
o

g
s B s C

dg -~
¢

Uj<TDj
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es decir, ¢ o f = Idg y por lo tanto la sucesion se escinde.
2) = 3) Sea £’ una copia de F, es decir 3y : F — E’ un isomorfismo y sea £’ < D,
entonces se tiene el siguiente diagrama

B —— D

entonces por hipdtesis tovy : E — D es un monomorfismo que se escinde, por lo tanto
d8: D — FE tal que foro~vy = Idg, pero entonces yo foroy =~ = Idg oy y como
~ es en particular un monomorfismo, entonces y o ot = Idg/, entonces v o 8 escinde
a ¢y por lo tanto ' es un sumando directo de D.

3) > 1) Sea E NEEN () una capsula inyectiva para E, por hipotesis se tiene que

f(E) es un sumando directo de @) y ademds f(F) <.s @, pues f es un monomorfismo
esencial, por lo tanto f(F) = @ con @ inyectivo, es decir, E es isomorfo a un médulo

inyectivo y como la clase de modulos inyectivos es abstracta, entonces F es inyectivo.
[ |

2.5 Epimorfismos superfluos y cubiertas proyecti-
vas.

Proposicion 5. Todo R-maodulo M es una imagen epimorfica de un modulo proyectivo
P.

Demostracion:
Se sigue de los resultados obtenidos en la secciéon de médulos libres y proyectivos. Bl

Definicién 48. Sea N < M, decimos que N es superfluo en M si YU < M tal que
N +U = M, entonces U = M y se denota N < M

Definicién 49. Un epimorfismo f : M — N es superfluo si Nuc(f) es superfluo en
M.

Proposicion 6. Sea M un R-mddulo y K < M, entonces los siquientes enunciados
son equivalentes:

1) K< M.

2) El morfismo px : M — % es un epimorfismo superfluo.

Demostracion:

1) = 2) Sea K < M y el morfismo pg : M — %, entonces como Nuc(pg) = Ky
K < M, entonces Nuc(py) < M y asi pg es superfluo.

2) = 1) Como pg es un epimorfismo superfluo, entonces Nuc(px) < M, pero
Nuc(pg) = K < M, por lo tanto K < M. |
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Corolario 2. Un epimorfismo g : M — N es superfluo si y solo si para todo morfismo
h, si go h es un epimorfismo, entonces h es un epimorfismo.

Lema 16. St K < M y f : M — N es un morfismo, entonces f(K) < N. En
particular, si K < M < N, entonces K < N.

Demostracién:

Sea f(K)+ A= N, con A < N, entonces para m € M existen k € K, a € A tal
es que f(m) = f(k) + a, entonces f(m — k) = a, es decir, m — k € f~!(A), entonces
m € K + f~(A), por lo tanto M = K + f~'(A), pero K < M, entonces M = f~1(A)
v f(M) = fo f7H(A) = AnIm(f), por lo tanto f(K) < f(M) < Ay por lo tanto
A= f(K)+ A= N, entonces f(K) < N. |

Definicién 50. Una cubierta proyectiva de un modulo g M es un epimorfismo superfluo
P — M con rP proyectivo.

A diferencia de la céapsula inyectiva no todo moédulo tiene cubierta proyectiva.

Ejemplo 3. Consideremos a Zo como Z-maodulo. En el caso de los Z-maodulos, basta
con considerar los epimorfismos que parten de Z, por la definicion de mddulo proyec-

tivo, pero observemos que el epimorfismo natural ™ : Z — Zo no es superfluo, pues
Nuc(rm) = 27Z.

Lema 17. Sea M un R-mddulo tal que p : P — M es una cubierta proyectiva para
M. Si @ es un R-mddulo proyectivo y q : Q — M es un epimorfismo, entonces
Q=P &P’ donde

1) P=p
2) P" < Nuc(q)

3) q'p : P' — M es una cubierta proyectiva de M.

Demostracion:
Como @ es un R-médulo proyectivo existe un tinico morfismo h : Q — P tal que el
siguiente diagrama conmuta

e l
e q
b

P2 M

Como P —2— M es una cubierta proyectiva, entonces p es un epimorfismo superfluo,
como el diagrama conmuta, entonces p o h = ¢ y ademas g es un epimorfismo por
hipétesis, por lo tanto h es un epimorfismo, es decir, se tiene la siguiente sucesién
exacta corta

0 > () h,p

~
)
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por el Teorema 6 se tiene que la sucesion se escinde, por lo tanto existe un morfismo
(es monomorfismo por la sucesién exacta) g : P — @ tal que ho g = Idp y por lo
tanto Q@ = Im(g) ® Nuc(h).

Ahora, como g es monomorfismo se tiene que P’ = Nuc(g) = P, con lo cual se
satisface (1). El inciso (2) se satisface ya que por el diagrama se tiene que poh =gy
por lo tanto P” = Nuc(h) < Nuc(q). Por iltimo, se tiene que q(P') = q(Q) = M, es
decir, la siguiente sucesion es exacta

) Ny V/{ >y 0,

como qog = pohog = p, entonces Nuc(q') = g(Nuc(p)), donde este tltimo es

i
un submoédulo superfluo de g(P) = P’, por lo tanto P’ —% 5 M es una cubierta
proyectiva y por lo tanto se satisface el inciso (3). |

Teorema 16. Sea M un R-modulo, si M tiene cubierta proyectiva, entonces esta es
unica salvo isomorfismos.

Demostracion:
Sea M un R-médulo y sean py : P, —> M y ps : P, — M dos cubiertas proyectivas
para M.
Se considera el siguiente diagrama

P M

]
fi 1Idj\/[7
+

P, 2 M

en donde el morfismo f existe pues P, es R-moédulo proyectivo y ps es un epimorfismo.
Ademds Im(f) + Nuc(py) = P, ya que Idy o py = py o f es un epimorfismo, pero
Py, —25 M es una cubierta proyectiva y por lo tanto N uc(pe) es superfluo en P,
entonces Im(f) = P,, por lo que f es un epimorfismo.
Ahora, como P, es proyectivo, entonces f se escinde, entonces P, = Nuc(f) @ B,
Py

con By & 5o proyectivo. Como N uc(f) < Nuc(py), entonces pro es un epimor-

fismo, pero F, es proyectivo. Se probara que N uc(pg) < Py, para ello, se considera la
restriccién f!: Py — P, donde p — f(p). Por la definicién de Py y como f es un epi-
morfismo se concluye que f! es un isomorfismo. Asi, se tiene que Idy, Opg = pyof!y como
Idy y f! son isomorfismos, entonces Nuc(p)) = fI='(Nuc(psy)). Pero Nuc(py) < P,
entonces (por el Lema 16) Nuc(p)) < fI71(P,) = B

Asi, como p; : P, — M es una cubierta proyectiva, entonces Nuc(p;) < Py y
como Nuc(f) < Nuc(py), entonces Nuc(f) < Py, pero P, = Nuc(f) @ Fo, entonces
Nuce(f) =0y por lo tanto f es un isomorfismo. |



Capitulo 3

Anillos noetherianos y artinianos.

En la teoria de R-modulos tienen gran importancia las condiciones de cadenas por
los conceptos que se obtienen a partir de ellas. En este capitulo se estudian algunos
resultados sobre modulos noetherianos y artinianos.

3.1 Modbdulos noetherianos y artinianos

Recordemos que todo anillo R tiene estructura de R-mdédulo por la izquierda y por la
derecha. En esta seccion se definen los conceptos de médulos noetherianos y artinianos
en general.

Definicién 51. Decimos que un R-modulo M es finitamente generado si existe un
congunto X finito tal que todo elemento m € M es de la formam = rix1+roxe+... 41,2,
conr; € R, xy e XVie{l, .., n}.

El concepto de R-mdédulo finitamente generado también puede ser estudiado a partir
de R-morfismos, de esta manera se obtiene la siguiente equivalencia.

Proposicion 7. Un R-mddulo M es finitamente generado si y sélo si para cada coleccion
de modulos {U;}ier y un epimorfismo f : @ {U;} — M existe una subcoleccion finita
{Ui}ier tal que la restriccion f) : @p{U;} - M es un epimorfismo.

Demostracion:
=) Sea {U;}; una coleccién de médulos y f : @,{U;} — M un epimorfismo, con
M finitamente generado por {zi,...,z,}. Como f es epi, se consideran preimagenes
de 1, ..., x,, de esta manera f~!(z;) € @Fj{Ui} con F; finito y para j € {1,...,n}.
De esta manera se obtiene una subcoleccién finita de mddulos {U;}ru. ur, tal que
fi: @?:1{(]]-} Fu..uF, — M es un epimorfismo por cubrir a los generadores de M.
<) Apliquemos la hipétesis a la coleccion { Rm}p,ean o3, donde

f-&p{Rm|meM\{0}}) —— M

rmy + ... +rgMmg ——————> 1M1 + ... + Ty

45
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es un epimorfismo. Por hipétesis 3F € M \ {0} finito tal que f : @,,cp{Rm} — M
es un epimorfismo y por lo tanto {m|m € F'} genera a M. |

Definiciéon 52. Un R-mddulo M es finitamente cogenerado si dada una familia de
submddulos de M, {N;}icr, se tiene que si ﬂNi =r 0 entonces F — I finito tal que
I

mNZ =R 0
F

Lema 18. Si g M es un modulo semisimple finitamente generado, cualquier descom-
posicion de M como suma directa de simples tiene el mismo numero de sumandos.

Demostracion:

Supongamos que no es asi, sea M = 516 5 --- & .5, donde n es el nimero menor de
sumandos directos simples. Y también M =T, @ --- ® T, con T; simple Vj y m > n.
Notemos que n > 1. Notemos también que si S; N7 #gr 0, entonces S; = T}, pues S;
y Tj son simples. Como n > 1, existe S; tal que T} # S;. Tomemos {S;,,---, 5.} C
{S1, -+ ,S,} una familia independiente maxima tal que {S;,,- -, S;, } es independiente.
Notemos que 177 & S;, @ --- @ S;, contiene a todos los simples, por la manera en que
escogimos {S;,, -+, S5, }-

Entonces S1®---® 5, =T1®S;, ®---®S5,;,. Reordenando y reetiquetando, podemos
suponer que S;; = S;, para j € {1,---,k}. Entonces Ty = Sy @ ... © S,. Pero esto
solamente es posible si k +1 = n.

Entonces S0 -9 S, =5D---DS,,_1 DT,. Esdecir T} = 5,,.

Entonces M = S1®---®S,, = S,,®T5...HT,,. De aqui que S1®- - -®S,,_1 2 T5...DT,,.
Pero entonces n — 1 = m — 1. Una contradiccion. ]

A partir de este resultado se puede concluir el siguiente corolario relacionado con la
dimensién de un R-médulo M finitamente generado. Recordemos que la dimensién nos

la indica el nimero de generadores linealmente independientes que tenga el moédulo.

Corolario 3. Si N < M con M semisimple finitamente generado entonces dim(N) <
dim(M), y dim(N) < dim(M) < N < M.

Teorema 17. Son equivalentes para un R-modulo M :

1) M es finitamente cogenerado.

2) Si existe un monomorfismo f: M — H N;, entonces existe F' — I finito tal que
I

fI:M— HNi es un monomorfismo.
F

3) zoc(M) <.s M y zoc(M) es finitamente generado.
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Demostracién:
2) = 1) Si {L;} es una familia de submddulos de M con interseccién nula, entonces

1

consideremos la siguiente familia de morfismos: {M = 2}, lo cual induce un morfismo
al producto y tenemos el siguiente diagrama conmutatlvo Viel:

=

L;

D

L

VA

IS

consideremos x € M, x € Nuc(f) siy sélosi 0 = f(X) € H— siy s6lo si 0 =

(m; o f)(z) € % V i € I. Por el otro lado tenemos que p;(z ) = x}ifl si y sélo si

reL;Viel, siysolosize ﬂ{Li}, por lo tanto Nuc(f) = ﬂ{Lz} = g0, entonces
I I

M

f es un monomorfismo y por hipdtesis existe F' — [ finito tal que M i> H 7 e
ier

un monomorfismo, entonces k0 = Nuc(f;) = ﬂLi y por lo tanto M es finitamente

cogenerado.

1) = 2) Supongamos que M ERN HNi es un monomorfismo y consideremos el

I
siguiente diagrama conmutativo:

Nuc(mjo f) —— M —— [[ N

N;j
como f es un monomorfismo, entonces 0 = Nuc(f ﬂ Nuc(rmjo f) y por hipdtesis
jel
existe F' — I finito tal que n Nuc(mjo f) = 0y considerando la restriccion M LR
jeF
HN entonces Nuc(f ﬂ Nuce(m = 0 y por lo tanto la restriccién es un
jeF

monomorﬁsmo.

1) = 3) Primero afirmamos que zoc(M) es esencial en M, pues de lo contrario
existe 0 # N < M tal que N N zoc(M) = 0, entonces 0 = zoc(N) = (Y{L | L <.s N},
pero como M es finitamente cogenerado, entonces existen Ly, Lo, ..., Ly submodulos
esenciales de N tales que Li N Ly N ... N L = 0 pero la interseccién de submaddulos
esenciales es esencial, es decir L1 N Lo N ... N Ly <. N #£ 0.



48 CAPITULO 3. ANILLOS NOETHERIANOS Y ARTINIANOS.

Ahora afirmamos que zoc(M) es finitamente generado, pues de lo contrario existe
una familia numerable {5, Sy, ...} de submdédulos simples de M. Si consideramos

Ulzsl@SQ@...UQZSQ@Sg@ ...... Uk:Sk@Sk—i-l@

tendriamos que 0 = ({U;} y U1 NU; N ...N Uy = Ui # 0, lo cual contradice que M es
finitamente cogenerado y por lo tanto zoc(M) es finitamente generado.

3) = 1) Por induccién sobre dim(zoc(M)).

Base. Si dim(zoc(M)) = 0, entonces zoc(M) = 0 <.s M = M = 0y g0 es
finitamente cogenerado.

Si dim(zoc()M) = 1 entonces pM tiene un zoclo simple y esencial gS, digamos.
Entonces S es un submodulo de cualquier submoédulo no nulo de M. La tinica manera de
que una familia de submdédulos de M sea de interseccion trivial, es que algin submodulo
de la familia sea g(0. Entonces M es finitamente cogenerado.

Podemos suponer que zoc(M) tiene dimensiéon n > 1. Sea {NV;}; una familia en
r[0, M] de interseccién nula, podemos suponer que todos los médulos en la familia
son no nulos. Escojamos N; en la familia con zoclo contenido propiamente en zoc(M),
(tiene que haberlo porque la familia es de interseccién nula). Notemos que zoc(N) es
esencial en N, para cada submédulo de M.

N; es un modulo con zoclo finitamente generado y esencial de dimension menor a
n. Podemos aplicar hipétesis de induccién. La familia {N; N N;}jen iy es una familia
de interseccion nula de submodulos de rN;. Por hipétesis de induccién contiene una
subfamilia finita de interseccién nula. Entonces {N;};c; tiene una subfamilia finita de
intersecciéon nula. |

Teorema 18. Son equivalentes para un R-mddulo izquierdo (derecho) M :
1) Todo submddulo N de M es finitamente generado.
2) M tiene condicion de cadena ascendente en sus submddulos.
3) M tiene condicion mdzrima en sus submodulos.

4) M tiene condicion de cadena ascendente en sus submdodulos finitamente genera-
dos.

Demostracion:

1) = 2) Supongamos que N; < Ny < ... es una cadena de submdédulos de M y
notemos que |J N; < M y por hipdtesis es finitamente generado, digamos entonces que
{z1, .0y xn} I, UN; = N, como x; € N entonces z1 € N;, para algun i; € N, si N,
contuviera a todos los generadores de N, entonces N;; = N y la cadena se estaciona
ahi, en caso contrario Jz;, € {x1, ..., xx} con xy, # x1y x;, ¢ N;,, entonces Jiy > iy tal
que z;,, x;,, € N;,, nuevamente, si N;, contiene a todos los generadores de N entonces
la cadena se estaciona en N;, = N y en caso contrario repetimos el proceso, notemos
que como {1, ..., x1} es finito este proceso debe terminar, por lo tanto existe N; tal
que z1, ..., Tx € IN; = N, por lo tanto toda cadena ascendente de submddulos de M se
estaciona.
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2) = 3) Se probard por contrapositiva, supongamos que M no tiene condicién
méxima, entonces existe una familia no vacia {V;}; de submddulos de M sin méximos.
Sea NN;, en la familia, como N;, no es maximo i, € [ tal que N;, < N,,, pero como
N;, tampoco es maximo 3 i3 € I tal que N;; < N;, < N, y repitiendo este proceso
obtenemos una cadena ascendente que no se estaciona, por lo tanto M no tiene condicion
de cadena ascendente.

3) = 1) Se probard la contrapuesta. Supongamos que existe N < M tal que N
no es finitamente generado, en particular N # 0, entonces 3 0 # z; € Ny Rx; S
N, posteriormente 30 # x5 € N \ Ry con Rry S Rxy + Ry y continuando de
esta manera obtenemos una sucesion {z,}n,en de elementos de N tal que la familia
{Rz1 + ... + R, }nen no tiene maximos y por lo tanto M no tiene condicién maxima
en submédulos. 2) = 4) Claro. 4) = 1) Igual que en 3) = 1). |

Definicién 53. Un R-mdédulo izquierdo (derecho) M que cumpla las condiciones ante-
riores es un modulo noetheriano izquierdo (derecho).
Diremos que un anillo R es noetheriano si es noetheriano izquierdo y derecho.

Teorema 19. Son equivalentes para un R-mddulo izquierdo (derecho) M :

1) M tiene condicion de cadena descendente en sus submddulos izquierdos (dere-

chos).
2) M tiene condicion minima en sus submddulos izquierdos (derechos).

3) Todo cociente de rRM es finitamente cogenerado.

Demostracion:

1) = 2) Se probara por contrapositiva, supongamos que {N,}; es una familia de
submoédulos izquierdos de M no vacia y sin minimos. Entonces consideremos N,
como la familia no tiene minimos existe N, tal que Nj; = Njo. Notemos que podemos
repetir este proceso indefinidamente por hipotesis, por lo tanto tenemos una cadena
descendente propia infinita:

Ny ZNpZ o 2Nz

Por lo tanto M no tiene condicion de cadena descendente en sus submodulos izquierdos.
2) = 1) Supongamos que M tiene condiciéon minima en sus submdédulos izquierdos
y consideremos una cadena descendente de subméddulos:

NZNZ o 2N, 2

Pero esta cadena es una familia de submddulos izquierdos de M, entonces tiene un
minimo N,, y por lo tanto la cadena se estaciona.

1) y 2) = 3) Si M tiene condicién minima en sus submddulos izquierdos, entonces
cualquier cociente % también la tiene por el Teorema de la correspondencia.

Basta ver que M es finitamente cogenerado.

Afirmamos que zoc(M) es finitamente generado, pues de lo contrario existiria una
familia independiente de submddulos simples {S;}; de M y podemos tomar la siguiente
cadena:
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S1ES5H®..25ES3®...2...25 B = ...

La cual no termina, pero esto contradice que M tiene condicién de cadena descendente,
por lo tanto zoc(M) es finitamente generado.

Ahora afirmamos que zoc(M) es esencial en M pues de lo contrario existe 0 # N <
M tal que N N zoc(M) = 0, entonces zoc(N) =0y como zoc(N) =({E <N | E <.
N}, entonces N contiene submédulos esenciales. Sea ¢ = {E;, N...NE;, | B, <.
N, n € N}, como M tiene condicién minima entonces ¢ debe tener un minimo, digamos
E;, N..NE,;,, sitenemos E <., N, entonces £ > EN(E;,N..NE;, =E,N..NE;,
y por lo tanto 0 # E;, N..NE;, <(W{E | E <.s N} =0 lo cual es una contradiccion
y por lo tanto zoc(M) <., M y es finitamente generado, entonces M es finitamente
cogenerado y por lo tanto todo cociente de M también es finitamente cogenerado.

3) = 1) y 2) Consideremos una cadena descendente de submédulos de M:

N1 > Ny > ... > N,.

Sea N = (N{Ni}n, consideremos la familia de cocientes {4}y y notemos que es de

interseccion nula en % y como % es finitamente cogenerado por hipétesis, entonces

: . . N; N; . . ., :

existen i1, iy, ...,% tales que {=*, ..., *} es finita de interseccién nula, es decir 0 =
k Nij - Nil ’ , .

j=i {#} = & paraalgin [ € {1, ..., k} tal que V;, es el méximo en {N;,, ..., Ny},

entonces N = N, y por lo tanto la cadena que consideramos se estaciona. |

Definicién 54. Un R-modulo M que cumpla las condiciones anteriores es un modulo
artiniano izquierdo (derecho).
Diremos que un anillo R es artiniano si es artiniano izquierdo y derecho.

3.2 Anillos artinianos, semiartinianos y teorias de
torsion.

Para el siguiente capitulo es necesario obtener algunos resultados relacionados con los
anillos artinianos. Se definen los anillos semiartinianos, semiperfectos y se plantea el
concepto de teoria de torsion.

En el capitulo 3 se abordd el concepto de radical, en este capitulo se utiliza dicho con-

cepto para obtener resultados necesarios para el capitulo siguiente. Recordemos que el
radical de un R-médulo M se define como Rad(M) = N{K < M|K es maximo en M }.

Proposicién 8 (Lema de Nakayama). Sea M un R-mddulo finitamente gene-
rado. St L < M es tal que L + J(R)M = M, entonces L = M.

Demostracion:
Si L+ J(R)M = M, entonces J(R)(4) = 2%, de esta manera, por la Proposicién 4
del capitulo anterior se obtiene que % = 0, lo cual concluye la prueba. |

Teorema 20. Si R es un anillo semilocal, entonces para cada gM se tiene que Rad(M) =
(Rad(R))M.
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Demostracion:

En el Lema 5 vimos que siempre se tiene que Rad(M) > (Rad(R))M. Notemos ahora
que el cociente M /Rad(R)M es anulado por Rad(R), asi que es un R/Rad(R)-médulo,
y como tal, es semisimple. Entonces M/Rad(R)M es una suma directa de médulos
simples, y en consecuencia se sumerge en un producto directo de médulos simples. Por
la Proposicién 2 concluimos que Rad(M) < Rad(R)M.

[
El radical de Jacobson de un anillo R puede ser expresado de diferentes maneras, a
continuacion se enuncian algunas equivalencias.

Proposiciéon 9. J(R) = {a € R|1 — ab tiene un inverso derecho Vb € R}

Demostracion:

Se tiene que a € J(R) siy sélo si m + aR # R para todo ideal maximo m < R, lo
cual es equivalente a 1 — ab ¢ m para todo b € Ry m < R ideal méximo, es decir
1 — ab tiene un inverso derecho. [ |

Proposicién 10. J(R)es el ideal bilateral de R que tiene como elementos a los r € R
tales que 1 — r es invertible.

Demostracion:
Por la proposicion anterior se tiene que si Z es un ideal bilateral tal que 1 — a es
invertible para todo a € I, entonces Z C J(R).
Queda demostrar que si r € J(R), entonces 1 — r es invertible. Es claro que existe

s tal que (1 —r)s =1, lo cual implica que 1 — s = —rs € J(R), por lo que existe s tal
que (1 — (1 —s))s’ =1, es decir, ss' = 1, por lo tanto s es invertible y se concluye que
1 — r también lo es. [ |

El resultado anterior es simétrico, con lo cual podemos concluir el siguiente corolario:
Corolario 4. J(R) es la interseccion de todos los ideales izquierdos mdzximos de R.

Este resultado también fue explorado en la seccion 2.1.

3.3 Modulos semiartinianos

Definicién 55. Un modulo gM es semiartiniano, si cada uno de sus cocientes distintos
de cero tienen submodulos simples, en otras palabras, el zoclo de un cociente no nulo
de M es distinto de cero.

Lema 19. El zoclo de un modulo semiartiniano pM es esencial en M.

Demostracién:

Podemos suponer que g M # 0. Notemos que zoc(M) # 0, por definicién. Si zoc(M)
no fuera esencial, entonces tendria un seudocomplemento K # g0 en g M. Tomemos
zoc(M) , un seudocomplemento de rK que contenga a zoc(M), entonces zoc(M) @

K <My K= (zoc(M)® K)/zoc(M) <.s M/zoc(M). Como M es semiartiniano,
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entonces zoc(M/zoc(M) # 0. Como el zoclo de un médulo es la interseccién de los
submdédulos esenciales, entonces (zoc(M)@® K')/zoc(M) contoene un submdédulo simple.

Pero entonces zoc(K') # 0, contradiciendo que K es un seudocomplemento de zoc(M).
|

Teorema 21. La clase de los modulos semiartinianos es cerrada bajo tomar cocientes,
submodulos, extensiones y sumas directas.

Demostracién:
—) Es claro de la definicién, que un cociente de un médulo semiartiniano M es
semiartiniano (un cociente de un cociente de M, sigue siendo un cociente de M).
<) Sea M semiartiniano y N <p M, sea L un cociente distinto de cero de L, como
en el diagrama

N—— M
L
Completemos este diagrama con el nicleo de « :

[d uc(o
Nuc(a) —=%% Nuc(e)

T
P

L —%— M/Nuc(a)

Se sigue de manera inmediata que ¢ es un monomorfismo. Como M/Nuc(«) es
semiartiniano y distinto de g0, tiene zoclo esencial, de donde se obtiene que (L) N
zoc (M /Nuc(a)) # 0. Por lo tanto zoc (L) #g 0. Es decir, L es semiartiniano.

Extensiones) Si 0— A 2y B % € — 0 es una sucesién exacta con A y C semiartini-

anos. Tomemos un cociente distinto de z0 de B, digamos B —ﬂ» M. Si Bf # 0, entonces
Bf (A) contiene un simple, y 8f (A) C M. Si 5f (A)=0, entonces existe v : M — L,
tal que vg = §, por la propiedad universal del conticleo. Como se ve en el diagrama
conmutativo

C

2\
(@]

v At B2,
NP
M

Note que vg = S implica que v es un epimorfismo. FEntonces M contiene un
submédulo simple por ser un cociente del médulo semiartiniano C'.
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En cualquier caso, M tiene un submodulo simple, asi que B es semiartiniano.
@) Supongamos que {M;},.; es una familia de médulos semiartinianos y sea

®{M;},c; —>» N un epimorfismo no nulo. Entonces 3j € I tal que g (M;) #g 0.

Como M, es semiartiniano, g (M;) contiene un submédulo simple. Por lo tanto N
contiene un submodulo simple.

3.4 Clases de Serre, el Teorema de Hopkins-Levitzki

Definicién 56. Una clase de mdodulos izquierdos C es abstracta si es cerrada bajo copias
isomorfas de sus elementos. Es decir, si (M € Cy M =2 N) = N €C.

Definicién 57. Una clase de modulos izquierdos C es una clase de Serre, si es cerrada
bajo tomar submaddulos, imdgenes epimdrficas y extensiones.

Observacién 10. Una clase de Serre es una clase abstracta.

Lema 20. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) rM es finitamente generado.

2) Si RX) — % M es un R-morfismo, entonces existe un subconjunto finito F de
X tal que R Py M esun epimorfismo. (Note que la inclusion F —— X

induce un monomorfismo R ——— RX) tal que el diagrama

conmuta).

finito

3) Si (Diex{N;}) —2=+ M es un epimorfismo, entonces 3IF <% I tal que

(Dicr{N;}) L M es un epimorfismo.

Demostracion:
1)= 3) Supongamos que{zi,...,x,} es un conjunto de generadores de pM, x; =
ZJEFZ@ (n;) para algin subconjunto finito F; de X. Como todo elemento de M es una
combinacién de elementos en {z1,...,z,}, entonces cada elemento de M es la imagen
bajo ¢ de un elemento en Giep ..ok, {NVi}, y F1 U... U F, es un subconjunto finito de
X.
3)= 2) Es claro.
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2)= 1) Como todo médulo es un cociente de un médulo libre, es claro que entonces,
M es un cociente de R™ para alguna n € N. Asi, si R" —~5 M es un epimorfismo,

entonces {¢ (e1) ..., (e,)} genera M (e; es el i-ésimo elemento de la base candnica de
R™). m

Teorema 22. La clase de los modulos izquierdos finitamente generados que denotare-
mos FG, es cerrada bajo cocientes y extensiones.

Demostracion:
—) Del lema anterior se sigue que un cociente de un médulo finitamente generado es
finitamente generado.
Extensiones) Supongamos que 0 > A > B > C » 0 es una sucesion
exacta de R-modulos, con A y B finitamente generados.
Entonces tenemos un diagrama

R" R™
| |
0 > A > B > C' > 0
| |
0 0

donde el renglén y las columnas son sucesiones exactas. Podemos extender este dia-
grama al diagrama

k
0 s R" — L R Rm “\Rm—>o

f\l/lﬁ
| |

0

donde v estda dada por la proyectividad de R™ y A es el morfismo inducido por f o «
y por 7. Entonces goy = S, . = fa . Ak =~y nk = Idrm. Notemos que el primer
cuadrado es conmutativo y también el segundo: pues 7 = gym = gAkm.

Para ver que g\ = 8, basta ver que antecedidos por ¢ y por x, producen los mismos
morfismos.

En efecto, gAt = gfa =0y fme = 0. Ademés, S7k = fldgm = [,y g\ = gy = .

Como el diagrama conmuta, y «, 8 son epimorfismos, entonces A es epi, por el Lema

de los cinco. Entonces B es finitamente generado.
|

Lema 21. Las siguientes afirmaciones acerca de un mdodulo semisimple, son equiva-
lentes:

1) rRM es noetheriano
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2) rRM es finitamente generado.

3) RM =S, ® Sy @ ---® Sy, para una familia {Sy,- -+ ,S,} de submddulos simples
de RM.

4) rRM es finitamente cogenerado.

5) rRM es artiniano.

Demostracion:

1) = 2) Si kM es noetheriano, entonces por el Teorema 18 todo cociente de M, es
finitamente generado, en particular M es finitamente generado.

2) = 3) Como M es semisimple, entonces M = @;c;S;, para una familia de

, . . 1d .
submédulos simples. Consideremos @;c;S; —— M, como M es finitamente generado,

por el Lema 20, 3F ST tal que @®iepS; LI M esun epimorfismo. Entonces
M = ®,;crS; , una suma directa finita de simples.

3) = 4) Es claro que M tiene zoclo esencial finitamente generado, en este caso (vea
el Teorema 17).

4) = 5) Si M es semisimple finitamente cogenerado entonces M = zoc(M) es
finitamente generado. Por lo que M es semisimple de dimension finita, y también asi
son los cocientes de M. Asi, todos los cocientes de M son finitamente cogenerados. Por
lo tanto, M es artiniano.

5) = 1) Si M es semisimple artiniano, entonces M es de dimensién finita (un
semisimple de dimensién infinita admite una cadena descendente propia infinita de
submodulos, si uno va quitando sucesivamente un sumando directo simple de una
descomposicién en simples). Un semisimple M de dimension finita tiene todos sus
submodulos semisimples de dimensién finita, es decir, son finitamente generados.

Teorema 23. La clase Noeth de los mddulos noetherianos izquierdos es una clase de
Serre.

Demostracién:

—) Supongamos que M es noetheriano y que M —— N es un epimorfismo. Por
el Teorema de la correspondencia, las reticulas [Nuc(g), M] y [r0, N] son isomorfas.
Asi que si M tiene condicién maxima en submoédulos, entonces N también la tiene.

<) Si N es un submédulo del médulo noetheriano M, entonces todos los submédulos

de N son finitamente generados, pues son submddulos de M.

. . f g -,
Extensiones) Si 0 > rL >y rRM > rINV > 0 es una sucesidn exacta

con L y N noetherianos y B es un submodulo de M, entonces tenemos un diagrama
conmutativo

0 —— BN f(L) B » g(B) —— 0

~

«—
=
=2

0 s L s M —2
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con renglones exactos y donde los morfismos verticales son monomorfismos. Como L y
N son noetherianos, BN f (L) y g (B) son finitamente generados. Como la clase FG
es cerrada bajo extensiones, entonces B es finitamente generado.

Por lo tanto, M es noetheriano. |

Lema 22. La clase FCog de los maddulos finitamente cogenerados es cerrada bajo
submodulos y extensiones.

Demostracion:
<) Es claro, de la definicién, pues si N < M con M finitamente cogenerado, una
familia de submddulos de N de interseccion nula, es también una familia de submddulos

de M.
Extensiones) Si 0 v L1 M 25 N > 0 es una sucesién
exacta con L y N finitamente cogenerados, podemos considerar el diagrama

0 —— f(L)Nzoc(M) —— zoc(M) —— (f(L) + zoc(M))/f(L) —— 0

| ! | |

0 s L f s M 9 s N s 0

donde los renglones son exactos, los morfismos verticales son monomorfismos y donde los
maodulos en la sucesién de arriba son semisimples. Notemos que (f (L) + zoc (M)) /f (L)
se sumerge en zoc(N), que es finitamente generado, porque N es finitamente cogener-
ado. Como también f (L) N zoc(M) es finitamente generado, por sumergirse en zoc(L),
tenemos que zoc(M) es finitamente generado. Veamos ahora que zoc(M) es esencial en
M. En caso contrario, el seudocomplemento K de zoc(M), seria distinto de cero, pero
zoc(K) = 0. K es finitamente cogenerado y 0 = zoc(K) = N{U < K | U <.s K} (ver
el Lema 1). Entonces existe {Uy,---U,} una familia finita de submédulos esenciales
de K, con interseccién z0. Como una interseccién finita de submodulos esenciales es
esencial, entonces r0 <.s K, entonces K =g 0, contradiccién. Como zoc(M) es puntos
modulo esencial finitamente generado en M, M es finitamente coge-

nerado. |

Teorema 24. La clase Art de los R-mddulos izquierdos artinianos es una clase de
Serre.

Demostracion:
<) Es claro que un submédulo de un mdédulos artiniano es artiniano, por ejemplo

usando la condicién minima en submaédulos.

—) Como un médulo M es artiniano si y sélo si sus cocientes son finitamente
cogenerados, es claro que un cociente de un modulos artiniano es artiniano.

Extensiones) Si0 — L — M — N — 0 es una sucesion exacta con L y N artinianos,
veamos que los cocientes de M son finitamente cogenerados para demostrar que M es
artiniano. Si tenemos el diagrama
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donde la sucesion es exacta, L, N son artinianos y [ es un epimorfismo, podemos
extender el diagrama anterior al diagrama conmutativo

o
sy
g
=
v

«l
™
Py
i)
g
=
o

que tiene renglones exactos y donde «y esta dada por la propiedad universal del conticleo.
Como vg = gf es un epimorfismo, entonces v es un epimorfismo. Por el Lema de los
cinco, £ es un epimorfismo, como la clase FCog es cerrada bajo extensiones, entonces
B es finitamente cogenerado. Por lo tanto M es artiniano.

|

Teorema 25. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) rR es semiartiniano.

2) Todo mddulo RM es semiartiniano.

Demostracion:
2) = 1) Esto es claro.
1) = 2) Si gR es semiartiniano, entonces cada médulo libre es semiartiniano, como
cada modulo es un cociente de un modulo libre, entonces cada moédulo es semiartiniano.
|
Decimos que el anillo R es semiartiniano izquierdo cuando R goza de las condiciones
anteriores.

Observacion 11. Un anillo artiniano izquierdo es semiartiniano izquierdo.

Demostracion:

Si R es artiniano, entonces la familia de los ideales izquierdos no nulos de R tienen
minimos. Un ideal izquierdo no nulo minimo es un submodulo simple de R, entonces
zoc(R) # 0. Como los cocientes de R también son artinianos, con el mismo argumento,
tenemos que el zoclo de los cocientes no nulos de R tienen zoclo no nulo. ]

Teorema 26. Un anillo artiniano izquierdo R es semiartiniano izquierdo y noetheriano
1zquierdo.
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Demostracién:

Un anillo artiniano tiene radical de Jacobson nilpotente. Demostraremos que R es
noetheriano por induccién sobre el indice de nilpotencia de Rad(R). Base: si Rad(R) =
(0), comogR es finitamente cogenerado, y Rad(R) = (0) es la interseccién de los ideales
izquierdos maximos de R, existe un numero finito de ideales izquierdos méaximos de
interseccion nula. Entonces existe un monomorfismo R — R/ M x --- X R/M,,. En-
tonces R es semisimple. Paso inductivo: si m > 1 es el indice de nilpotencia de Rad(R),
entonces R/Rad™ '(R) es un anillo con indice de nilpotencia m — 1, pues como R es
artiniano, Rad(R/Rad™ (R) = Rad(R)(R/Rad™ (R)) = (Rad(R))/Rad™ *(R)), de
donde se sigue que la potencia m — 1 de Rad(R/Rad™ *(R) es cero. Por hipdtesis de
induccién, R/Rad™ 1(R) es noetheriano, consideremos ahora la sucesién exacta

0 —— Rad™ '(R) > R » R/Rad™ '(R) —— 0.

Notemos que Rad™ (R) es un R/Rad(R)-mddulo, por la eleccién de m. Como R/Rad(R)
es un anillo artiniano de radical nulo, debido a que Rad(R/Rad(R) = Rad(R)(R/Rad(R) =
r0, la base de la induccién nos dice que R/Rad(R) es noetheriano. De la sucesion ex-
acta, concluimos que R es noetheriano, usando que la clase Noeth es de Serrre. |

Como un preliminar al Teorema de Hopkins-Levitski se define el concepto de los
zoclos extendidos.

Definicién 58. Definimos recursivamente zoc,(gM) por: zoco(rRM) = R0,
20Cpi1(rRM) /zoc,(RM) := zoc(rM ] zoc, (rM))

Podemos notar de esta definicién, que zoci (g M) = zoc(rM) y zoc,(gM) < zoc,1(rM),
para cada modulo g M.

Teorema 27. Un anillo noetheriano izquierdo y semiartiniano izquierdo R, es artiniano
1zquierdo.

Demostracién:

Supongamos que R satisface las hipétesis. Como R es noetheriano, la cadena 0 <
zoci1(R) < zoca(R) -+ < zoc,(R) < - - se estaciona, digamos que zoc,(R) = zoc,;1(R).
Entonces 0 = zoc,,11(R)/z0c,(R) = zoc(R/zoc,(R). Como R es semiartiniano, tenemos
que R = zoc,(R). Veamos que zoc,(R) es artiniano, para toda n, por induccién. Base,
sin = 0, zocg(R) =g 0 es artiniano. Paso inductivo, si zoc,,(R) es artiniano, en la
sucesion exacta

0 —— zocpm(R) —— zocpmi1(R) —— zoc(M/zoc,(R)) —— 0,

tenemos que zoc(M/zoc,,(R)) es noetheriano por que es un submédulo de M/zoc,, (R))
que es noetheriano porque es un cociente de R. Ahora por el Lema 21, zoc(M/zoc,,(R))
es artiniano. Como los extremos de la sucesién exacta son artinianos, entonces zoc, +1(R)
es artiniano. Lo que completa la induccién. En particular, R = zoc,(R) es artiniano.
[

Podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente teorema.
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Teorema 28. (Hopkins — Levitzki) Un anillo R es artiniano izquierdo si y sdlo si es
noetheriano izquierdo y semiartinaino izquierdo.



60

CAPITULO 3. ANILLOS NOETHERIANOS Y ARTINIANOS.



Capitulo 4

Anillos de Kasch, anillos PF y
anillos QF

En este capitulo se definen los anillos casi Frobenius y se obtienen caracterizaciones de
estos anillos a partir de la Teoria de torsion de Lambek y el uso de los anillos de Kasch.

Definicién 59. Un anillo R es de Kasch derecho (izquierdo) si todo R-mddulo derecho
(izquierdo) simple es isomorfo a un ideal derecho (izquierdo) de R.
Un anillo R es de Kasch si es de Kasch izquierdo y derecho.

Definicién 60. Sean pkM un R-mddulo y x € M. Definimos los siguientes conjuntos:

1) r(z) = {s € R|lzs = 0}. A este conjunto se le conoce como el anulador derecho
de x.

2) l(x) = {s € R|sx = 0}. A este conjunto se le conoce como el anulador izquierdo
de x.

Es claro que los anuladores derecho e izquierdo de un elemento x de un R-médulo
M son ideales del anillo R.

Note que se pueden definir los anuladores derecho e izquierdo de un R-mddulo
M como (M) = {s € Rlas =0V € M} y (M) = {s € Rlsx = 0 Ve € M}
respectivamente. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 61. Decimos que un R-mddulo M es fiel derecho sir(M) = 0. Andlogamente,
M es fiel izquierdo si I(M) = 0.
Un R-modulo M es fiel si es fiel derecho e izquierdo.

Definicién 62. Sean Mg un R-modulo, N un submaodulo de M yy € M, se define el
conjunto y !N = {r € Rlyr € N} =an(y+ N), donde y + N € M/N.

El conjunto anterior es un ideal derecho de R, que es el anulador derecho de la clase
y € M/N. Anédlogamente se puede definir el anulador izquierdo de la clase 7 € M/N.

Definicion 63. Sean L y L' reticulas completas. Una conexion de Galois entre L y L'
es un par de morfismos o : L — L' y 71 : L' — L tales que:

61
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1) Sixy < x9, entonces o(x1) > o(xs), con x1,x5 € L.
2) Siyr < yo, entonces T(y1) > 7(y2), con yi,ys € L.
3) x<(too)(x)VreLyy<(ocoT)(y)Vye L

Ejemplo 4. Eziste una conexion de Galois entre p(R) y o(R) definida por:

Esta conexion se restringe a una conexion entre la reticula de ideales derechos
(L(R.)) y la reticula de ideales izquierdos (L(.R)) de un anillo R, la cual estd dada
por las asignaciones | : L(R.) — L(.R) yr : L(R) — L(R.), en donde l(I) denota
el anulador izquierdo de I y r(J) denota el anulador derecho de J. Es claro quel yr
invierten el orden, que Iy C ri(I) y que oJ C Ir(J), para cualquier ideal izquierdo I y
cualquier ideal derecho J.

4.1 La Teoria de torsion de Lambek. Submoddulos e
ideales densos

Teorema 29. Sea R un anillo y denotemos E(R) su cdpsula inyectiva, la clase de

modulos
T, = {M | Hom(M, E(R)) = 0}

es cerrada bajo tomar cocientes, submodulos, extensiones y sumas directas.

Demostracion: .
R . z
—) Supongamos que M € T, y que M — N es un epimorfismo de R mddulos

derechos. Si N & £ (R) es un R-morfismo, entonces fog: M — E(R) es el morfismo
cero, como ¢ es epi, entonces f es cero. Asi, N € Ty.

<) Supongamos que N < M, con M € Ty. Si f: N — FE(R) es un R-morfismo,
entonces f se extiende a un morfismo ¢ : M — E(R), pues E(R) es inyectivo y N es
un submoédulo de M. Como ¢ es el morfismo cero, entonces f es cero.

Extensiones) Si se tiene la siguiente sucesién exacta

T oM —2 5 N

e}

0 y K

con K, N € T, entonces la sucesion
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0 —— Hom(N, E(R)) —%+ Hom(M, E(R)) —L5 Hom(K, E(R)) — 0

es exacta con Hom(N, E(R)) = 0= Hom(K, E(R)), por lo tanto Hom(M, E(R)) = 0,
es decir M € Ty.
Sumas directas) Si {M;}; es una familia en T, entonces Vi € I Hom(M;, E(R)) =
asi II{Hom(M;, E(R))} = 0, pero Hom(&{M,}, E(R)) = II{Hom(M;, E(R))} = 0.
|

Definicién 64. Un submddulo N < M es denso, lo que denotaremos N <; M, si
¥ eTy.
Un ideal g1 es denso si ? eTy.

Lema 23. RM € Ty, si y solo si Hom(Rx,R) =0, Vo € M.

Demostracion:
=)SigM € Ty f: Rt — R, con x € M, entonces existe un morfismo ¢ : pM —
E(R), que extiende a f ya que E(R) es inyectivo, es decir el siguiente diagrama conmuta

Ry —— pM
ls
R
[

E(R)

Como zpM € T;, entonces ¢ = 0 y por lo tanto f = 0.

<) Supongamos que Hom(Rz,R) = 0,Vz € M. Si0 # ¢ : M — E(R), como
R <.s E(R), se tiene que RN (M) # 0. Sir = ¢(x) # 0, entonces, por el siguiente
diagrama

M —2 5 B(R)

| ] ,

Re 2y RAG(M) —— R

se tiene que x € Rz — ¢(z) #0 € RNG(M) — ¢(x) =1 € R, es decir, Hom(Rzx, R) #
0, lo cual es una contradiccién y por lo tanto Hom(gM, E(R)) = 0. |

Corolario 5. N <; M < Vo € M Hom(EHY R) = 0.

Observacion 12. St N < M, entonces Hom(Rx]\J{N,R) =0, Ve € M, siy sdlo si

Ve e M,Vr € R\ {0}, 3s € R tal que sx € N, pero sr # 0.
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Demostracion:
=) Se probard por contrapuesta. Si 3z € M y Ir € R\ {0} tales que, (Vs € R, sx €
N = sr = 0), entonces

¢
Rx+N s R

x4+ N=T —— r#0,

¢ es un R-morfismo distinto de 0 y est4 bien definido, ya que sz = 0 implica que sr € N
y entonces por hipétesis sr = 0. Por lo tanto Hom(w, R) #0.

<) Supongamos ahora que Vr € R\ {0}, s € R tal que sz € N, pero sr # 0.
Un morfismo ¢ que salga desde un médulo ciclico esta determinado por su valor en el
generador, asi si

¢
R:E];[i—N R

T,

con r # 0, es un R-morfismo, para que esté bien definido debe pasar que si sx € N
entonces sr = 0. Pero por hipotesis ds € R tal que sz € N con sr = (0. Por lo tanto el
tinico morfismo en Hom(EY  R) es el morfismo 0. [

En particular I <; R siy s6losi Vx € Ry Vr € R\ {0}, 3s € R tal que sz € I,

pero sr # 0.
Definicién 65. Se define la clase libre de torsion de Lambek como
Fp:={M | Hom(D,M)=0,vD € T}

Teorema 30. I, es cerrada bajo submaodulos, productos, extensiones y capsulas inyec-
tivas.

Demostracion:
<) Supongamos que N < M, M € F,y D e Ty,. Si D VN esun R-morfismo,

componiendo con la inclusién N «—“— M obtenemos el morfismo D ANV, que
es el morfismo cero por hipoétesis. Como ¢ es un monomorfismo, entonces f = 0.
Entonces Hompg (D, N) = {0} para cada D € Ty,
[I) Supongamos que {N;},.; es una familia de médulos en F; y supongamos que
M € Ty, entonces Hom (M,H {Ni}ia) = [[{Hom (M,N,;)} = 0.
el

Extensiones) Supongamos que 0 — A — B — C' — 0 es una sucesion exacta

de R-médulos con A y B en F; y supongamos que M € T,. Si M Ly Besun
R-morfismo, consideremos el diagrama
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0 AL .p 2,0 > 0
Entonces ga = 0, por hipétesis. Por la propiedad del ntcleo existe M LA tal
que ff = «. Por hipotesis 3 es el morfismo 0, entonces « es 0.

Céapsulas inyectivas) Supongamos que N € Fy y que M € Tp. Si M LN E(N)
es un morfismo no nulo, entonces (N N f (M)) # 0, entonces 0 # f~1 (NN f(M)) < M,

f

!
asi que 0# f~Y(N N f(M)) —— N, contradiccién. |

4.2 Anillos de Kasch y anillos QF

Proposicion 11. Sea gl un ideal izquierdo mdximo de R, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) R/I se sumerge en gR.

2) I =1(z) para algin = € R.
3) r(I) #0.

4) I =1(r(I)).

5) I no es denso en gR.

Demostracién:

1) = 2) Si R/I LR es monomorfismo, denotemos z = f(1). Iz =

If(1) = f(I1) = f(0) = 0, entonces I < I(z) # R. Como I es un ideal izquierdo
méaximo, entonces I =1 (z).

2) = 3) Si I =1(x), entonces 0 # x. Como [z = 0, entonces 0 # x € r ().

3) = 4) Como I (r(I)) = 0, entonces I < [(r(I)).l(r(I)) es un ideal izquierdo
propio de R, pues 1 ¢ [(r(I)), puesto que r(I) # 0. Como I es un ideal izquierdo
maéximo, entonces [ =1 (r (1)) .

4) = 5) Si I fuera denso en R, entonces Hompg (R/I,E (R)) = 0. En particular,
Hompg (R/I,R) = 0. Asi que para toda 0 # s € R, multiplicar por s por la derecha, no

define un morfismo R/I —> R. Esto es porque I = [ (1) ¢ [ (s). Entonces s ¢ r (I),
por lo que Is # 0, para cada s € R\ {0} . Esto muestra que r(I) = 0, asi que
I'=1(r(I)) =1(0) = R, contradiciendo que I es un ideal maximo.

5) = 1) Como I no es denso en R, entonces Hom (R/I, E (R)) # 0. Como R/I es
un modulo simple, entonces R/I se sumerge en E (R). Como R es esencial en E (R),
entonces R/I se sumerge en R.

]

Para el resultado siguiente hace falta relacionar las propiedades de los anuladores
con las propiedades de ser autoinyectivo.
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Proposicion 12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:

1) Todo morfismo fr: Ir — Rg, donde I es un ideal derecho finitamente generado,
es de la forma f(x) = ax para algin a € R.

2) R satisface las siguientes condiciones para Iy, Iy dos ideales derechos finitamente
generados de R:

a) (LN 1y) =1(1) + 1(]2).
b) l(r(a)) = Ra para todo a € R.

Demostracion:
1) = 2) Como I; NIy C I; se tiene que (1) C I(I; N I3). Andlogamente [(I3) C
l(Il N .[2), entonces l([l> + l([g) Q l(Il N .[2)
Para la otra inclusion, sea y € [(I; N 1) y definamos « : I1 + I — R como:

oz) = T st rely
| U4y si xely’

« esta bien definido, pues las dos expresiones coinciden en I; N I, ademas es un R-
morfismo, claramente. Por hipdtesis, Ja € R tal que a(z) = ax, de esta manera,
si x € I, entonces x = ax, es decir, (a — 1)z = 0, por lo tanto, se puede escribir
y=(a—1)+ (1+y—a)e€l(ly)+1(l2), lo cual prueba la primera igualdad.

Ahora, para cada a € R, se tiene que Ra C [(r(a)). Sea b € I(r(a)), se puede definir
un morfismo aR — bR, donde ax —— bz, (que estd bien definido, pues si ad = 0,
entonces d € r(a), por lo que db = 0). Pero entonces, por hipdtesis, debe existir ¢ € R
tal que b = ca, lo que muestra que b € Ra.

2) = 1) Sea a : I — R, un morfismo con / un ideal derecho finitamente generado
de R, entonces I = a1 R+ as R+ ... + a,R. La prueba procederd por induccion sobre el
nimero de generadores de I. El caso n = 0 es claro, supongamos entonces que n > 0
y que la afirmacién se cumple paran — 1. Sea I' = a;R+ ... +a,_1R ysean ¢, ¢ € R
tales que

afz) = cx si vr€l' =R+ ...+a,_1R
] dx si x € a,R.

Enz € I'Na,R se tiene que (¢c— )z = 0. Es decir, se tiene que (c—¢') € [(I'Na,R) =
[(I") + l(a,R), por hipdtesis. De esta manera ¢ —¢ =b—1¥ con bI’ =0y ba, = 0.
Por lo tanto la multiplicacién por ¢ — b = ¢ — ' coincide con v en I = I’ + a, R. Esto
concluye la induccion. |

Note que la proposicion anterior dice que todo morfismo desde un ideal finitamente
generado hacia el anillo, se puede extender a un endomorfismo de R si y sélo cada
pareja de ideales finitamente generados satisfacen (a) y (b). Con esencialmente la
misma demostracion, tenemos lo siguiente.

Proposiciéon 13. Si R es un anillo autoinyectivo derecho, entonces se cumplen las
siguientes afirmaciones:
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1) I(I; N L) =1(I) + (L) Y1y, I5 ideales derechos de R.

2) l(r(J) = J VJ ideal izquierdo finitamente generado.

Demostracion:
Las demostraciones de ambos incisos son muy similares a la prueba de la proposicion
anterior. |

Lema 24. Si R es un cogenerador de Mod — R, entonces r(I(Z)) = I para todo ideal
derecho T < R.

Demostracion:
Siempre se tiene que Z < rl(Z). Como R es un cogenerador de Mod — R, entonces
para cada ideal Zr < R, existe un monomorfismo f : % — R’ para algin conjunto J,

de tal manera que si f(1) = (z;),, entonces Z = ﬂr(ml) =r{{z;}), asi {x;}ies CUT)
J
y por lo tanto rl(Z) C r({x;}) = Z. Por lo tanto Z = r(I(Z)). |

Lema 25. Sea R un anillo autoinyectivo derecho y sean x,y € R. Suponga que yR =
xR. Entonces Rx es isomorfo a un ideal contenido en Ry. Si Ry es simple, entonces

Ry = Rx.

Demostracion:
Sea ¢ : yR — xR un isomorfismo. Tenemos un diagrama conmutativo

yR —— R
‘|
TR

{

R

y=a-_

Tenemos que si r € R, ¢ (yr) =7 (yr) = (y) .
Ahora, ¢ (y) =xrgconrg € R,y x = ¢ (yry) con r; € R.
Definamos

)

Rz > Ry

re —— rwrg = ro(y) = ry(y) = ray.

Entonces ¢ es un morfismo de R-médulos izquierdos.
Si rarg = 0, entonces 0 = rarery = 1o (y) r1 = re (yr1) = rz. Esto muestra que ¢
es un monomorfismo. Por lo tanto xR = yR y yR simple implica que Rz = Ry. |

Lema 26. Sea S := End (Mg), si T es un submddulo simple de M tal que E(T) < M,
entonces para 0 # x € T, tenemos que Sz es un submddulo simple de M.
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Demostracién:
Veremos que Sx esta generado por cualquiera de sus elementos no nulos.

R ()R
r = ax)
asi que a (z) R es también un médulo simple. Denotemos 7 : « (z) R — xR el inverso

de « |. Entonces tenemos el siguiente diagrama

I

Supongamos que « (x) # 0, con & € S. Tenemos un isomorfismo

a(r)R —— Mpg

/
/
T /
/
<~ /
/
TR /
/
= //
N2 /S P
/
S /
/
/
|/
~ -\
E(S) — M.

Como FE (S) es inyectivo, Jp : M — E (S) tal que hace el diagrama conmutativo.
Hagamos v := t3¢. Entonces v € Sy 7 (a(z))=t37a (x) = z, por la definicién de 7.
Entonces Sz C Sa (x)C Sz. [ ]

Corolario 6. Si Rr es inyectivo, entonces para un submodulo simple T < R y un
elemento © € T, Rx es un mddulo izquierdo simple. Consecuentemente zoc(Rg) C
zoc(grR) (El zoclo derecho de R estd contenido en el zoclo izquierdo).

Demostracién:
Notemos que End (Rg) es un anillo isomorfo a R. Podemos aplicar el lema anterior.
[

4.3 Anillos PF

Definicién 66. Se dice que un anillo R es un anillo pseudo-frobenius derecho, abreviado
PF, si es semiperfecto, autoinyectivo derecho y el zoclo derecho de R es esencial en R.

Teorema 31. Son equivalentes:
1) Rg es un cogenerador y R — simp es finito.
2) Rg es un cogenerador y rR es de Kasch.
3) Todo Mg fiel es un generador.
4) Todo cogenerador de Mod — R es un generador.
5) Rgr es inyectivo y finitamente cogenerado.

6) Rgr es inyectivo, semiperfecto y tiene zoclo esencial.
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Demostracion:

2) = 3) Supongamos que Mg es fiel. Para ver que M es un generador, basta
ver que Rp estd generado por Mpg. Es decir necesitamos ver que R = try (R) =
Y {p (M) | p € Homg (M, R)}. Hagamos T' = try, (R) y denotemos M* = Hompg (M, R).
Notemos que 7" es un ideal bilateral de R, porque try; es un prerradical. Si z € r (T
(el anulador derecho de T'), entonces 0 = ¢ (M)z = ¢ (Mz),Vp € M*. FEntonces
Mz S N {Nuc(p) | o € M7}

. 9 /
Como Rp es un cogenerador, existe un monomorfismo M » RY, para algtin con-
junto Y.

M2 s RY

R

entonces 0 = Nuc (0) = ({Nuc(my00) |y €Y} DN {Nuc(p)|pe M*}.
Esto muestra que Mz = 0. Como M es fiel entonces z = 0. Por lo tanto r(T") = 0.
Si T fuera un subconjunto propio de R, existiria un ideal izquierdo maximo gl
que contiene a 7. Entonces R/I seria un mdédulo izquierdo simple, que por hipdtesis

se sumerge en rR. Si R/I —2— R es un monomorfismo de R-mdédulos izquier-

dos, entonces Va € I, tenemos que 0 = o (a) = o (al) = ao (1), pero entonces
0# o (1) € r (I) = {0}, contradiccién. Por lo tanto T = R.
3) = 4) Notemos que todo generador de Mod — R es fiel. Si Mg es un generador,

entonces existe un epimorfismo M4 — R, como R es proyectivo, entonces R es

isomorfo a un sumando directo de M (). Entonces r (M?)) =r (M) C r (R) = Og. Es
decir que My es fiel.

4) = 5) Consideremos el cogenerador inyectivo C' = @ {F (S) | S € simp — R},
donde E (5) denota la capsula inyectiva del simple Sg. Por hipdtesis, es un generador,

asf que existe un epimorfismo C) ——s R para algtin conjunto X. Entonces R es un
cociente de una suma directa de capsulas inyectivas de simples. Como R es finitamente
generado, es una cociente de una suma directa finita de capsulas inyectivas de simples.
Como R es proyectivo, entonces es un sumando directo de una suma directa finita de
capsulas inyectivas de simples. Digamos que R —— @, E(S;). Como @;_, S; es
esencial en @) | E(S;), tenemos que @@, E(S;) es finitamente cogenerado. Entonces
R es finitamente cogenerado. Rg es inyectivo porque es una suma directa de un médulo
inyectivo.

5) = 6) Resta ver que R es semiperfecto. Tenemos que Rg es una suma directa de
cépsulas inyectivas de simples. Si E'(S) es una capsula inyectiva de un simple contenida
en R, entonces E (S) es un proyectivo inescindible. Un proyectivo inescindible Pg es
semiperfecto (Teorema 11.4.1 de [5]).

6) = 1)A2) Por hipétesis zoc (Rg) es esencial en Rp.

El zoclo derecho estd contenido en el zoclo izquierdo (ver lema). El radical de
Jacobson de R es tal que Rad (R) zocg (rR) = 0, (siempre se tiene que Rad (R) M <
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Rad (M) y el radical de un médulo semisimple es 0). Entonces zoc(Rg) < zoc (grR) <
r (RadR). Entonces r (RadR) <.s (RRg) .

Si gT es un médulo simple y 0 —r U —p R 5 T — 0 es una sucesién exacta,
como T tiene una cubierta proyectiva (R es semiperfecto) , entonces R = Re; @ Res,
donde Rey < U 'y Re; (\U < Re; (teorema fundamental de las cubiertas proyecti-
vas). Por modularidad, U = U N (Re; & Rey) = (U N Rey) & Rey. Como Rey (U <
Rey, entonces Re; (U < Rad(Re;) < Rad(R). Como ey es idempotente, entonces
r(Res) = (1—e) R = eyR. Como Re; (\U < Rad(R), entonces r(Rad(R)) <
r(Rey (U) < Rg. Entonces 1 (Rey ((U) <es Rr. Asi que 0 # 7 (Rey (\U) Nr(Reg) =
r(Res(U) @ Rey) =7 (U).

SiUa =0con R > a #0, entonces U < [(a), entonces U = [(a), pues U es un
ideal izquierdo maximo. Por lo tanto g7' = R/U = R/l (a) = Ra. Entonces tenemos
que todo modulo izquierdo simple es isomorfo a un ideal izquierdo de R, es decir que
R es de Kasch izquierdo.

Resta ver que simp — R es finito. Como R es semiperfecto, hay un ntimero finito
de clases de isomorfismo de simples izquierdos. Podemos suponer que R — simp =
{Ray, ..., Ra,} , con a; € R. Como zoc (Rg) es esencial, entonces cada ideal derecho a; R
contiene un simple, que se puede escribir como a;b; R. Hagamos ¢; = a;b;. Tenemos el

Ra; —— Rg;

isomorfismo, como Ra; es simple, entonces {Rc;}; , es un conjunto

a; —— aibi
de representantes de clases de isomorfismo médulos izquierdos simples. Si ¢;R = ¢; R,
entonces por el Lema 25 Rc; & Re;.

Cuando R/rad(R) es semisimple el nimero de sumandos directos simples dere-
chos en una descomposicién de R/rad(R) coincide con el numero de sumandos sim-
ples izquierdos, por el Teorema de Wedderburn-Artin. Este ntimero es el cardinal de
R — simp que coincide con el cardinal de simp— R. Por lo tanto {¢;R};", es un conjunto
de representantes de clases de isomorfismo de médulos derechos simples. Como R es
autoinyectivo derecho y contiene una copia de cada simple derecho, entonces Rg es un
cogenerador.

1) = 6) Como Rpg es un cogenerador, entonces Rp contiene una copia de cada simple
derecho. Sea {a1R, ..., a, R} un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de
modulos simples formada por ideales de R. La capsula inyectiva de un simple de la
forma a; R, es inescindible, pues a;R <.s E (a;R) .

Como Rp es inyectivo y E (a;R) < R, entonces E (a;R) es un sumando directo de
Rpr y por lo tanto es proyectivo.

Como F (a;R) es un proyectivo inescindible, entonces E (a;R) tiene un submé- dulo
mayor que es superfluo. Entonces cada cociente E (a;R) /Rad (a;R) es simple. Como
E(aiR)® ... ® E (a,R) es un sumando directo de R, digamos que R = E (a1 R) @ ... ®
E (a,R)®eR, entonces de R/Rad(R) = E (a1 R) /Rad (a1 R)®...®F (a,R) /Rad (a,R)®
eR/Rad(eR), tenemos que

{E(a1R) /Rad (a1 R), ..., E (a,R) /Rad (a,R)}

es también un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de simples dere-
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chos. Como los epimorfismos naturales FE(a;R) — E(a;R)/Rad(a;R) son cubier-

tas proyectivas, entonces cada modulo simple derecho tiene cubierta proyectiva. Esto es
equivalente a que R sea semiperfecto. Rp es semiperfecto si y solo si g R es semiperfecto.

Hay una descomposicion Rr = P; & ... ® P,, donde cada P; es un proyectivo ine-
scindible y donde cada P;/RadP; es simple. Por lo tanto P, = E (a;), para alguna j.
Entonces Rp es inyectivo. Ademds zoc (Rg) <.s R, pues cada P; es la capsula inyectiva
de un simple. |

Proposicién 14. Sea R un anillo autoinyectivo derecho, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1) R es un anillo de Kasch derecho.
2) Rg es un cogenerador inyectivo de Mod — R.

3) r(l(Z)) = T para todo ideal derecho T < R.

Demostracion:

1) = 2) Un ideal derecho Z < R es denso si Hom(%, E(R)) = 0, pero R es un anillo
de Kasch derecho, por lo tanto R no tiene ideales derechos propios densos, entonces
Hom(C, E(R)) # 0 para todo R-mddulo ciclico C' # 0, lo que muestra que E(R) es un
cogenerador de Mod — R. Como R es un anillo autoinyectivo derecho, se tiene que R
es un cogenerador inyectivo de Mod — R.

2) = 3) Se sigue del Lema 24.
3) = 1) Se sigue de la Proposicién 11. |

Proposicion 15. Sea R un anillo semiperfecto y autoinyectivo derecho, si el zoclo de
R es un ideal esencial derecho de R, entonces R es un anillo de Kasch izquierdo.

Demostracién:
Esto es 6) = 2) del Teorema 31 . [
Proposicién 16. 1) Sea R un anillo noetheriano derecho. Entonces R es autoinyec-

tivo derecho si y solo si

a) (Zy NTLy) = U(Th) + I(Zs) para cualesquiera ideales derechos Iy, I, < R.
b) l(r(J)) =T para todo ideal izquierdo finitamente generado J < R.

2) Todo anillo perfecto izquierdo y autoinyectivo derecho R es un anillo de Kasch
1zquierdo.

Demostraciéon:

1) =) De la Proposicién 13 tenemos (a) y (b).
<) Ahora, si R es noetheriano derecho y valen (a) y (b), entonces se cumple 2. de
la Proposicién 13, como todos los ideales derechos de R son finitamente generados,
concluimos que Rp es inyectivo, usando la proposicion mencionada.
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2) Un anillo perfecto izquierdo R es semiperfecto y semiartiniano derecho. Entonces
R tiene zoclo derecho esencial. Concluimos usando el Teorema 31.

|
Teorema 32. Las siguientes propiedades de un anillo son equivalentes:
1) R es un cogenerador inyectivo para Mod — R.
2) Todo mddulo Mg fiel es un generador para Mod — R.
3) Rgr es inyectivo con zoclo derecho finitamente generado.
4) R es un anillo semiperfecto autoinyectivo derecho con zoclo derecho esencial.
Demostracion:
Se sigue del Teorema 31.
|

Proposicién 17. Si R es un anillo semiperfecto y autoinyectivo derecho y si zoc(R)r <es
R (el zoclo derecho), entonces R es un anillo de Kasch izquierdo.

Demostracion:
Se sigue del Teorema 31. |

Con todo lo anterior es posible ahora definir los anillos casi-Frobenius (anillos QF),
ademas podemos dar algunas propiedades relacionadas con los anuladores derechos e
izquierdos asi como con la propiedad de ser de Kasch.

Definicién 67. Un anillo artiniano R (es decir, R es artiniano izquierdo y derecho y
por lo tanto es noetheriano izquierdo y derecho) es un anillo casi Frobenius, abreviada-
mente QF, si satisface

r((D)) =D
l(r(Z)) = I,

para todo ideal derecho D < R y todo ideal izquierdo T < R.

Proposicion 18. Un anillo artiniano R es un anillo QF st y solo si es autoinyectivo
derecho e izquierdo.

Demostracion:

Si R es un anillo QF', entonces la conexién de Galois (7, ) define un anti-isomorfismo
entre las reticulas de ideales izquierdos y derechos de R, por lo tanto se satisfacen
las condiciones en los anuladores izquierdos y derechos de la Proposicién 12. Con-
cluimos, usando la Proposicion 16 que R es un anillo autoinyectivo derecho e izquierdo.
La demostracién del reciproco se sigue de la proposicion 13 y del hecho de que R es
noetheriano izquierdo y derecho. ]

Corolario 7. Todo anillo QF es un anillo de Kasch izquierdo y derecho.
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Demostracion:
Se sigue de la proposicion anterior y de la Proposicién 14. |

Se puede obtener un resultado mas fuerte si se considera que las condiciones se
cumplen de un solo lado.

Proposicion 19. Si R es un anillo artiniano derecho o izquierdo y autoinyectivo dere-
cho o izquierdo, entonces R es un anillo QF.

Demostracion:
Se deben considerar dos casos en la siguiente demostracion:

1. R es artiniano derecho y autoinyectivo derecho.
2. R es artiniano izquierdo y autoinyectivo derecho.

Notemos que es posible llevar la situacién (1) a (2) si consideramos Z; < Zp < ... < ...
una cadena ascendente de ideales izquierdos finitamente generados de R, entonces la
cadena descendente r(Z;) > r(Zy) > ... > ... se estaciona ya que R es artiniano derecho,
pero Z; = I(r(Z;)) por la Proposicién 13, por lo tanto la cadena ascendente también
se estaciona, es decir R es noetheriano izquierdo (Teorema 18) y por lo tanto también
artiniano izquierdo (un anillo R es artiniano izquierdo si y sélo si R es semiartiniano
izquierdo y noetheriano izquierdo, por el Teorema de Hopkins-Levitzki y un anillo
artiniano derecho es un anillo perfecto derecho que es semiartiniano izquierdo, por el
Teorema P de Bass). Entonces un anillo artiniano derecho y noetheriano izquierdo es
artiniano izquierdo.

Como R es artiniano izquierdo, entonces es semiartiniano derecho, semiperfecto y
autoinyectivo derecho, de donde se concluye que R es un anillo de Kasch izquierdo, por
la Proposiciéon 31 De la Proposicién 14 se sigue que R es un anillo de Kasch derecho,
por lo tanto r(I(Z) = Z para todo ideal derecho Z < R. Usando esta condicién y que
R es artiniano izquierdo se concluye que R es noetheriano derecho, por lo tanto R es
también artiniano derecho. Por lo tanto también se satisface la condicién I(r(J)) = J
para todo ideal izquierdo J < R y con eso se concluye que R es un anillo QF'. [

Las condiciones para que un anillo R sea casi Frobenius se pueden debilitar aiin mas
gracias a la siguiente proposicion.

Proposicion 20. Si R es un anillo noetheriano derecho o izquierdo y es autoinyectivo
derecho o izquierdo, entonces R es un anillo QF .

Demostracion:
Nuevamente se deben considerar dos casos:

1. R es noetheriano izquierdo y autoinyectivo derecho.

2. R es noetheriano derecho y autoinyectivo derecho.
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Para el caso 1) se probard que R es un anillo artiniano izquierdo, pero para ello basta
con probar que R es un anillo semiprimario (es decir, que R/RadR es semisimple y que
RadR es nilpotente). Para ver que R es semisimple, se puede observar que %(R) es
noetheriano izquierdo y regular de Von Neumann, como una consecuencia del Teorema
XIV.1.2de [2], por lo tanto R/RadR es un anillo semisimple. Para probar que Rad(R) es
nilpotente se considera una cadena ascendente de ideales bilaterales de R r(Rad(R)) <
r(Rad(R)?) < ..., la cual se estaciona ya que R es noetheriano izquierdo. De esta
manera existe n € N tal que r(Rad(R)") = r(Rad(R)™*!), pero por la Proposicién 13
se tiene que Rad(R)"™ = Rad(R)™*! y por la Proposicién 4 se concluye que Rad(R)™ = 0,
por lo tanto Rad(R) es nilpotente. Entonces R es semiprimario y consecuentemente
es perfecto izquierdo y derecho. Entonces R es semiartiniano izquierdo y noetheriano
izquierdo, por lo tanto R es artiniano izquierdo. Aplicando la proposicion anterior
concluimos que R es un anillo QF'.

Para el caso 2 se tiene un resultado mas fuerte enunciado en el siguiente teorema.

Teorema 33. Si un anillo R tiene condicion de cadena ascendente en ideales anuladores
derechos o en sus ideales anuladores izquierdos y R es autoinyectivo derecho o izquierdo,
entonces R es un anillo QF.

Demostracién:
Se tienen dos casos:

1. R tiene condicion de cadena ascendente en sus anuladores izquierdos y es au-
toinyectivo derecho.

2. R tiene condicién de cadena ascendente en sus anuladores derechos y es autoinyec-
tivo derecho.

En el primer caso se tiene que todo ideal izquierdo finitamente generado es un
anulador izquierdo por la Proposicion 13, lo cual prueba que R es noetheriano izquierdo
y por el caso 1) del teorema anterior se concluye que R es QF.

En el segundo caso, sea

>0 >...> ..

una cadena descendente de ideales izquierdos finitamente generados de R, entonces la
respectiva cadena ascendente

T(Il) S T(IQ) S S

se estaciona. De la Proposicion 13 se puede concluir que la cadena original también
se estaciona, por lo tanto R es un anillo perfecto izquierdo, de esta manera se puede
aplicar la Proposicién 15 para concluir que R es un anillo de Kasch derecho y por lo
tanto todo ideal derecho R es un anulador derecho. De esta manera R es un anillo
noetheriano derecho y semiprimario, lo cual implica que es artiniano derecho (recuerde
que un anillo semiprimario es perfecto por los dos lados y entonces es semiartiniano
por los dos lados, y un anillo semiartiniano derecho y noetheriano derecho es artiniano
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derecho, por el Teorema de Hopkins-Levitzki). Usando la Proposicién 19 se concluye
que R es un anillo QF. |

Note que de los resultados anteriores se desprende que la propiedad de un anillo R
de ser QF, no tiene lateralidad, es decir que un anillo es es QF izquierdo si y sélo si es
QF derecho. A continuacién se enuncia un resultado sobre R-mddulos cuando R es un

anillo QF.

Proposicion 21. St R un anillo QF, las siguientes condiciones son equivalentes para
un R-modulo Mg:

1. M es un modulo inyectivo.
2. M es un modulo proyectivo.

3. M = ®re;R para una familia {e;}; de idempotentes primitivos.

Demostracion:
Podemos suponer que M es distinto de Og.

1) = 3) Como R es un anillo noetheriano, entonces todo R-médulo se puede de-
scomponer como una suma directa de modulos inyectivos inescindibles. De esta manera,
basta con ver que el resultado se cumple para un R-mddulo inyectivo inescindible Mp.
Como R es un anillo artiniano, entonces M contiene un submodulo simple S, el cual
satisface que M = E(S). Pero S es isomorfo a un ideal derecho minimo de R (por
el Corolario 7), y como R es autoinyectivo derecho se concluye que E(S) = e;R para
algin idempotente e; primitivo pues F(S) es un sumando directo de R, y ademds es
inescindible porque S es simple.

3) = 2) Cada ¢;R es un R-mo6dulo proyectivo y sumas directas de médulos proyec-
tivos son moédulos proyectivos.

2) = 1) Como R es autoinyectivo y noetheriano, entonces todo R-médulo libre
es inyectivo, pues R es proyectivo y R es noetheriano si y sélo si sumas directas de
inyectivos son inyectivas. Asi que los médulos libres son inyectivos con las hipotesis
presentes. Ahora, un médulo proyectivo es un sumando directo de un moédulo libre y
los sumandos directos de los inyectivos son inyectivos. [ |
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