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Introducción

El objetivo de este trabajo es dar caracterizaciones que permiten relacionar clases de
módulos inyectivos, proyectivos, noetherianos, artinianos y de Serre con los anillos de
Kasch, PF y QF.

La tesis se encuentra dividida en cuatro caṕıtulos. En el primer caṕıtulo se definen
los conceptos de ret́ıculas y sucesiones exactas, los cuales son ampliamente utilizados
a lo largo de la tesis. Para la definición de ret́ıculas se define primero el concepto
de conjunto parcialmente ordenado y como consecuencia de esto también se define el
concepto de cadena. Por el lado del concepto de las sucesiones exactas, se debe notar
su importancia en la teoŕıa de módulos, ya que existen muchos conceptos que pueden
ser estudiados a partir de diagramas y sucesiones, de esta manera en este caṕıtulo
se introducen los preliminares necesarios para el uso de propiedades relacionadas con
morfismos, sucesiones y diagramas.

En el segundo caṕıtulo se definen las primeras clases de módulos que se emplearán a
lo largo de la tesis, que son los módulos inyectivos y proyectivos, además de definir dos
estructuras que son de gran utilidad para desarrollar muchos de los conceptos, que son
el zoclo y el radical de un R-módulo. Todas estas construcciones motivan la definición
de nuevas clases de módulos a lo largo del caṕıtulo como lo son los módulos simples y
semisimples.

En el tercer caṕıtulo se utilizan en mayor medida el concepto de cadena definido en
el primer caṕıtulo, esto para definir las últimas clases de módulos que se abordan en
la tesis, las cuales son las clases de módulos noetherianos, artinianos, semiartinianos y
clases de Serre. Además, se dan importantes caracterizaciones y relaciones entre clases
de módulos y con ellas concluir el caṕıtulo con el Teorema de Hopkins-Levitzki.

El cuarto caṕıtulo tiene como objetivo definir los anillos casi Frobenius, además
de obtener algunas caracterizaciones y relaciones con algunas de las clases de módulos
establecidas en los caṕıtulos anteriores. Para llegar a ello se da un pequeño preliminar
del uso de anuladores en anillos y se dedica una sección a la teoŕıa de torsión de Lambek
sobre submódulos e ideales densos. Con los resultados obtenidos en estas secciones es
que se pueden caracterizar a los anillos de Kasch y los anillos QF, las cuales a su vez
motivan las relaciones de un anillo QF con clases de módulos como por ejemplo los
módulos inyectivos y proyectivos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este primer caṕıtulo se darán las primeras definiciones relacionadas al orden y a
los morfismos entre R-módulos, lo cual llevará a definir los conceptos de ret́ıculas y
sucesiones de R-módulos.

1.1 Ret́ıculas

En la teoŕıa de módulos es de gran importancia el concepto de ret́ıcula, para ello se debe
establecer un orden entre los submódulos de un R-módulo. Esto motiva las primeras
definiciones sobre órdenes parciales.

Definición 1. Sea X un conjunto, una relación binaria ≤ es un orden parcial si ∀ x,
w, z ∈ X se satisfacen las siguientes condiciones:

1. x ≤ x.

2. (x ≤ z ∧ z ≤ x) ⇒ x = z.

3. (x ≤ w ∧ w ≤ z) ⇒ x ≤ z.

Definición 2. Si (A, ≤) y (B, ≤′) son conjuntos parcialmente ordenados, un morfismo
de conjuntos parcialmente ordenados f : A → B es una función que respeta el orden,
es decir, si a1 ≤ a2, entonces f(a1) ≤′ f(a2).

Definición 3. Sean (A,≤), (B,≤′) dos conjuntos parcialmente ordenados y f : A→ B
un morfismo de conjuntos parcialmente ordenados. Decimos que:

• f es un epimorfismo si f es una función sobreyectiva.

• f es un monomorfismo si f es una función inyectiva.

• f es un isomorfismo si f es una función biyectiva.

Definición 4. Sea (X,≤) un orden parcial y x ∈ X

1. x es el elemento mayor de X si ∀ y ∈ X, y ≤ x.

7
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2. x es el elemento menor de X si ∀ y ∈ X, x ≤ y.

3. x es un elemento máximo de X si ∀ y ∈ X (x ≤ y ⇒ x = y).

4. x es un elemento mı́nimo de X si ∀ y ∈ X (y ≤ x⇒ x = y).

Definición 5. Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado, x es supremo de Y ⊆ X
si:

1. ∀z ∈ Y, z ≤ x.

2. (∀ z ∈ Y, z ≤ w) ⇒ x ≤ w.

Definición 6. Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado, x es un ı́nfimo de Y ⊆ X
si:

1. ∀z ∈ Y, x ≤ z

2. (∀ z ∈ Y, w ≤ z) ⇒ w ≤ x.

Definición 7. Un conjunto parcialmente ordenado (L ≤) es una ret́ıcula si ∀ a, b ∈ L,
el conjunto {a, b} tiene supremo e ı́nfimo. Denotaremos el supremo de {a, b} como
a ∨ b y el ı́nfimo de {a, b} se denotará como a ∧ b.

Si se tiene que cualquier A , A ⊆ L, tiene supremo e ı́nfimo, entonces diremos que
la ret́ıcula es completa.

Definición 8. Sea (L,≤) una ret́ıcula con elemento menor 0 y elemento mayor 1,
dados a, b ∈ L decimos que b es un complemento de a si a ∨ b = 1 y a ∧ b = 0.

Definición 9. Una ret́ıcula (L,≤) es modular si dados a, b ∈ L tales que a ≤ b
entonces a ∨ (x ∧ b) = (a ∨ x) ∧ b ∀ x ∈ L.

Definición 10. En una ret́ıcula (L,≤) con elemento menor 0, decimos que b es un
seudocomplemento de a si b es máximo en el conjunto {c ∈ L | a ∧ c = 0}.

Definición 11. Un conjunto parcialmente ordenado (X,≤) es una cadena, u orden
total, si, para cualesquiera x, y ∈ X se tiene que x ≤ y o y ≤ x.

Definición 12. Decimos que un conjunto (X,≤) tiene condición de cadena ascendente
si toda cadena ascendente de elementos de X se estaciona, es decir, si dada una cadena:

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ ... ≤ an ≤ ...

∃ n ∈ N tal que an = am ∀ m ≥ n.
Decimos que un conjunto (X,≤) tiene condición de cadena descendente, si toda

cadena descendente de X se estaciona, es decir, si dada una cadena:

... ≤ an ≤ ... ≤ a3 ≤ a2 ≤ a1

∃ n ∈ N tal que an = am ∀ m ≥ n.
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Definición 13. Decimos que un conjunto parcialmente ordenado (X,≤) distinto del
vaćıo tiene condición máxima si todo subconjunto no vaćıo Y ⊆ X tiene un máximo.

Decimos que un conjunto X distinto del vaćıo tiene condición mı́nima si todo sub-
conjunto Y ⊆ X tiene mı́nimo.

Observación 1. Sea M un R-módulo. Si A ≤M , entonces R[A,M ] := {N ≤M | A ≤
N ≤M} es una ret́ıcula modular completa.

Este es un conjunto ordenado por la inclusión de submódulos.

Si {Bi}I es una familia en R[A,M ], su ı́nfimo es
⋂
{Bi} y el supremo es Σ{Bi} =

{
∑

j∈F bj ∈ Bj | F es un subconjunto finito de I}. Análogamente, [A,M ]R denotará la
ret́ıcula de los submódulos derechos de MR que contienen a AR.

Denotaremos Ide•(R) =R [0, R] la ret́ıcula de los ideales izquierdos de R. Ide(R)• =
[0, R]R denotará la ret́ıcula de los ideales derechos de R y con Ide•(R)• =R [0, R]R la
ret́ıcula de los ideales bilaterales de R.

Definición 14. Si (L, ≤, ∧,
∨
) y (L′, ≤′, ∧′,

∨′) son ret́ıculas completas, entonces
un isomorfismo de ret́ıculas es una función f : L −→ L′ que respeta el orden, supremos
e ı́nfimos arbitrarios y que tiene una inversa con las mismas propiedades.

En la siguiente sección se define el concepto de R-morfismos, aśı como algunas
propiedades que se emplean a lo largo de la teoŕıa de módulos.

1.2 Sucesiones exactas de R-módulos

Definición 15. Un morfismo de R-módulos o R-morfismo es una función f : RM →
RN tal que ∀ x, y ∈R M y ∀ r ∈ R se satisfacen las siguientes igualdades:

1. f(x+ y) = f(x) + f(y).

2. f(rx) = rf(x).

Si es claro que M es un R-módulo lo denotaremos únicamente como M en lugar de

RM , en lugar de R-morfismo diremos morfismo.

Definición 16. Si M L
f

es un morfismo, entonces N M
η

es un núcleo
de f si:

1. El siguiente diagrama conmuta

N M L
η

0

f

2. Si el siguiente diagrama conmuta
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N M L

A

η f

h
0

entonces existe un único morfismo u : A −→ N tal que el siguiente diagrama
conmuta

N M L

A

η f

h
0u

.

Definición 17. Si M L
f

es un morfismo, entonces L Cc es un conúcleo
de f si:

1. El siguiente diagrama conmuta

M L C
f

0

c

2. Si el siguiente diagrama conmuta

M L C

D

f

0

c

h

entonces existe un único morfismo u : C −→ D tal que el siguiente diagrama
conmuta

M L C

D

f

0

c

h
u

.

Definición 18. Un morfismo M N
f

es un monomorfismo si f ◦ g = f ◦ h,

implica que g = h, ∀ L M.
g

h

Lema 1. Son equivalentes para un morfismo M N
f

.

1) f es monomorfismo.

2) f es inyectivo.

3) 0 M0 es un núcleo para f .
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Demostración:
2) ⇒ 1) Todo morfismo inyectivo es un monomorfismo pues toda función inyectiva

es cancelable por la izquierda.
1) ⇒ 3) Lo demostraremos utilizando la propiedad universal del núcleo. Sea L un

R-módulo tal que el siguiente diagrama conmuta:

0 M N

L

0

0

f

h
0

.

Existe un único morfismo L → 0 a saber el morfismo 0. Por la conmutatividad del
diagrama se tiene que f ◦ h = 0 = f ◦ 0ML y como f es un monomorfismo, entonces
h = 0 y por lo tanto se cumple la propiedad universal del núcleo.

3) ⇒ 2) Supongamos que f no es un morfismo inyectivo, sean x, y ∈ M tales
que x ̸= y y f(x) = f(y), entonces x − y ∈ {m ∈ M | f(m) = 0} = K el cual es
un submódulo de M , por lo cual se obtiene el siguiente diagrama conmutativo por la
propiedad universal del núcleo:

0 M N

K

0 f

0
i

0
.

Pero esto implica que i = 0, lo cual es una contradicción, pues 0 ̸= x − y ∈ K. La
contradicción surge de suponer que f no es un morfismo inyectivo, por lo tanto f es un
morfismo inyectivo. ■

Definición 19. Un morfismo N M
f

es un epimorfismo si g◦f = h◦f , implica

que g = h, ∀ M L.
g

h

Lema 2. Son equivalentes para un morfismo N M
f

.

1) f es epimorfismo.

2) f es suprayectivo.

3) M 00 es un conúcleo para f .

Demostración:
2) ⇒ 1) Todo morfismo suprayectivo es un epimorfismo.
1) ⇒ 3) Lo probaremos utilizando la propiedad universal del conúcleo, sea L tal que

el siguiente diagrama conmuta:
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M N 0

L

f

0

0

0

h
0

.

Existe un único morfismo 0 → L, a saber el morfismo 0. Por la conmutatividad del
diagrama se tiene que h ◦ f = 0 = 0LN ◦ f y como f es un epimorfismo, entonces h = 0
y por lo tanto se cumple la propiedad universal del conúcleo.

3) ⇒ 2) Dado el morfismoM
f−→ N se puede considerar el cociente N

f(M)
y el siguiente

diagrama conmutativo por la propiedad universal del conúcleo:

M N 0

N
f(M)

f

0

0

π
0

por lo tanto π = 0, lo cual implica que N
f(M)

= 0 y por lo tanto f(M) = N , es decir, f
es un morfismo suprayectivo. ■

Definición 20. Un morfismoM
f−→ N es un isomorfismo si existe N

g−→M un morfismo
tal que g ◦ f = IdM , f ◦ g = IdN .

Observación 2. Son equivalentes para un morfismo M
f−→ N :

1) f es isomorfismo.

2) f es una biyección.

En la sección anterior se definió el concepto de ret́ıcula. Una vez definidos los
conceptos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo, podemos dar un resultado
muy importante para las ret́ıculas de R-módulos.

Teorema 1. (De la correspondencia). Si f : M −→ N es un epimorfismo de R-
módulos, entonces f∗ : [Nuc(f), M ] −→ [{0}, N ], donde A 7−→ f(A), es un isomor-
fismo de ret́ıculas completas cuyo inverso es f ∗ : [{0}, N ] −→ [Nuc(f), M ], donde
B 7−→ f−1(B).

Demostración:
f∗ y f ∗ son morfismos de orden, entonces son morfismos de ret́ıculas y por lo tanto

basta ver que son inversas una de la otra.
Sea A ∈ [Nuc(f), M ], entonces A 7−→ f(A) 7−→ f−1(f(A)), pero

f−1(f(A)) = A+Nuc(f) = A.

Por el otro lado sea B ∈ [{0}, N ], entonces B 7−→ f−1(B) 7−→ f(f−1(B)), pero

f(f−1(B)) = B ∩ f(M) = B ∩N = B

Por lo tanto f∗ y f ∗ son inversas y por lo tanto definen un isomorfismo de ret́ıculas
completas. ■
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Definición 21. Una familia {Ai
fi−→ Ai+1}i∈Z es exacta si Im(fi) = Nuc(fi+1) ∀i ∈ Z.

Ejemplo 1. 1. 0 A B0 f
es exacta si y sólo si f es un monomorfismo.

2. B C 0
f 0 es exacta si y sólo si f es un epimorfismo.

3. A B C
f g

es exacta si y sólo si g ◦ f = 0 y Nuc(g) ⊆ Im(f) ⇒
Nuc(g) = Im(f).

Lema 3. Son equivalentes para 0 A B C 0
f g

1) La sucesión es exacta.

2) f es un núcleo para g y g es un conúcleo para f .

Demostración:
La demostración de este lema es clara a partir de las definiciones de núcleo, conúcleo

y exactitud. ■

Definición 22. 1. Un epimorfismo B C
g

se escinde si y sólo si existe un

morfismo C Bh tal que g ◦ h = IdC.

2. Un monomorfismo A B
f

se escinde si y sólo si existe un morfismo

B Ak tal que k ◦ f = IdA.

3. Una sucesión exacta 0 A B C 0
f g

se escinde por la
izquierda si f se escinde.

4. Una sucesión exacta 0 A B C 0
f g

se escinde por la
derecha si g se escinde.

5. Una sucesión exacta 0 A B C 0
f g

se escinde si se

escinde por la izquierda y por la derecha.

Definición 23. Sea {Nα}X una familia de submódulos de un R-módulo M , si:

1. ΣXNα =M

2. ∀ α ∈ X Nα ∩ Σβ ̸=αNβ = 0.

Decimos que M es la suma directa de la familia {Nα}X y lo denotamos como
⊕

X{Nα}.

Observación 3. Son equivalentes para M = ΣXNα:

1) ∀α ∈ X Nα ∩ Σβ ̸=αNβ = 0.

2) Todo elemento m ∈M se escribe de manera única como m = nα1 + ...+ nαk
.
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Demostración:
1) ⇒ 2) Se probara por contrapuesta. Sea m ∈ M tal que m = aα1 + ... + aαk

y
m = bα1 + ... + bαs , con aαi

, bαi
∈ Nαi

dos representaciones distintas de m. Considere
aαj

∈ Nαj
tal que forma parte de una de las representaciones de m, entonces aαj

=
bα1 + ...+ bαs − aα1 − ...− aαk

, agrupando los términos que se encuentren en el mismo
submódulo se concluye que 0 ̸= aαj

∈ Nαj
∩ Σβ ̸=αj

Nβ.

2) ⇒ 1) Se probará por contrapuesta. Si Nαs es tal que Nαs ∩ Σβ ̸=αsNβ ̸= 0, se
considera nαs ∈ Nαs ∩Σβ ̸=αsNβ, entonces nαs = nβ1 + ...+nβk con nβj ∈ Nβj y αs ̸= βj,
esto concluye que hay elementos en M que no se pueden escribir de manera única con
elementos de {Nα}X . ■

Definición 24. Sea RM un R-módulo. Decimos que un submódulo RN ≤ RM es un
sumando directo de RM , denotado RN ≤⊕ RM , si existe RL ≤ RM tal que RN ⊕ RL =

RM .

Teorema 2. Son equivalentes para una sucesión exacta

0 A B C 0.
f g

1) f se escinde.

2) B = f(A)⊕ C ′ tal que C ′ C
g↾C′

.

3) g se escinde.

Demostración:

1) ⇒ 2) Sea la sucesión exacta 0 A B C 0
f g

tal que f

se escinde, es decir, existe B A
β

tal que β ◦ f = IdA y sea b ∈ B. De esta
manera b = f(β(b)) + (b − f(β(b)) con f(β(b)) ∈ f(A) y b − f(β(b)) ∈ Nuc(β),
por lo tanto B = Im(f) + Nuc(β), para probar que la suma es directa sea f(a) ∈
Nuc(β) con a ∈ A, entonces 0 = β(f(a)) = a, de aqúı que f(a) = 0 y por lo tanto
B = Im(f) ⊕ Nuc(β). Ahora probaremos que hay un isomorfismo entre Nuc(β) y
C, sea C = g(B) = g(f(A)) + g(Nuc(β)), pero g(f(A)) = 0 por exactitud, por lo

tanto Nuc(β) C
g↾

es un epimorfismo. Por último Nuc(g↾Nuc(β)) = Nuc(β) ∩
Nuc(g), pero Nuc(g) = Im(f) por exactitud, por lo tanto Nuc(g↾Nuc(β)) = 0, por lo
tanto también es un monomorfismo, es decir, la restricción de g al núcleo de β es un
isomorfismo.

2) ⇒ 3) Sea la sucesión exacta 0 A f(A)⊕ C ′ C 0
f g

con

B = f(A)⊕C ′, tal que C ′ C
g↾

, es decir, tiene inversa, sea C C ′ B
(g↾)

−1 ιB
C′
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y h = ιBC′ ◦ (g↾)−1, se probará que h escinde a g. Sea c ∈ C, entonces

(g ◦ h)(c) = (g ◦ (ιBC′ ◦ (g↾)−1))(c)

= g(ιBC′(g↾)
−1(c))

= g((g↾)
−1(c))

= (g↾)(g↾)
−1)(c)

= c

Por lo tanto g ◦ h = IdC .

3) ⇒ 2) Sea la sucesión exacta 0 A B C 0
f g

tal que g
se escinde, es decir, existe h : C −→ B tal que g ◦ h = IdC . Sea b ∈ B, entonces
b 7→ g(b) 7→ h(g(b)) 7→ g(h(g(b))) = g(b), es decir b − (h ◦ g)(b) ∈ Nuc(g) y por lo
tanto b ∈ Nuc(g) + h(C) = B. Si b ∈ Nuc(g) ∩ h(C), entonces b = h(c) para algún
c ∈ C y 0 = g(b) = g(h(c)) = c, es decir b = h(0) = 0, por lo tanto la suma es
directa. Luego C = g(B) = g(h(C)), por lo tanto la restricción g↾ es un epimorfismo,
además Nuc(g↾) = h(C) ∩ Nuc(g) = 0 y Nuc(g) = f(A), por lo tanto también es un
monomorfismo y por lo tanto es un isomorfismo.

2) ⇒ 1) Sea la sucesión exacta 0 A f(A)⊕ C ′ C 0
f g

con

C ′ C
g↾

.
Se probará que f se escinde. Si b ∈ f(A)⊕ C ′, entonces b = f(a) + c′ para algunos

a ∈ A, c′ ∈ C ′. Si se tuviera que b = f(a′) + c′′, entonces 0 = f(a) − f(a′) + c′ − c′′ y
por lo tanto f(a) − f(a′) = c′′ − c′ ∈ f(A) ∩ C ′, pero la suma es directa, por lo tanto
f(a) = f(a′) y c′ = c′′. Como f es un monomorfismo, entonces a = a′, de esta manera
se define h : f(A) ⊕ C ′ −→ A donde b 7→ a si b = f(a) + c′, veremos que h es un
morfismo que escinde a f .

Para ver que es morfismo el argumento anterior nos muestra que está bien definido,
ahora sean b, b′ ∈ f(A)⊕ C ′ y r ∈ R, entonces

h(b+ b′) = h((f(a) + c′) + (f(a′) + c′′))

= h(f(a+ a′) + c′ + c′′)

= a+ a′ = h(b) + h(b′)

y

h(rb) = h(r(f(a) + c′))

= h(f(ra) + rc′)

= ra = rh(b)

por lo tanto h es un R-morfismo.
Por último se tiene que h(f(a)) = a por cómo se definió el morfismo, es decir

h ◦ f = IdA. ■
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Caṕıtulo 2

Módulos inyectivos y proyectivos.

En este caṕıtulo se definirán algunos de los conceptos más importantes cuando se estudia
la teoŕıa de R-módulos. También se abordarán resultados que serán de utilidad en los
siguientes caṕıtulos.

2.1 El zoclo y el radical de un R-módulo.

Definición 25. Sea U una clase de módulos definimos la traza de U en M , denotada
TrM(U), y el rechazo de U en M , denotado RechM(U), como:

TrM(U) = Σ{Im(h) | h : U →M, U ∈ U}
RechM(U) = ∩{Nuc(h) | h :M → U, U ∈ U}.

T rM(U) es el submódulo de M generado por U y M
RechM (U)

es el cociente más grande
cogenerado por U .

Definición 26. Un R-módulo M es semisimple si A ≤M implica que A ≤⊕ M .

Definición 27. Sea {Tα}α∈A un conjunto de submódulos simples de M . Si se cumple
que M = ⊕ATα, entonces decimos que ésta es una descomposición semisimple de M .

Observación 4. La clase de los módulos izquierdos semisimples es cerrada bajo tomar
submódulos.

Demostración:
Supongamos que R0 ̸=R N ≨R M y que R0 ̸=R A ≨R N , donde RM es semisimple.

Entonces existe RX ≤M tal que A⊕X =M . Por modularidad, N = N ∩ (A⊕X) =
A+ (N ∩X). Como A ∩ (N ∩X) = A ∩X =R 0, tenemos que N = A⊕ (N ∩X). Es
decir, todo submódulo de N es un sumando directo de N .

■

Lema 4. Un módulo izquierdo semisimple no nulo contiene un submódulo izquierdo
simple.

17
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Demostración:
Si RM ̸=R 0, es semisimple, tomemos 0 ̸= x ∈M . Como Rx es finitamente generado,

entonces tiene un submódulo máximo, digamos J . Como Rx es semisimple, existe un
submódulo T de Rx tal que Rx = J⊕T . Entonces T ∼= Rx/J es simple y T ≤ Rx ≤M .
■

Observación 5. Un R-módulo M es semisimple si y sólo si M tiene una
descomposición semisimple.

Demostración:
Podemos suponer que RM ̸=R 0 , pues R0 es semisimple y es una suma vaćıa de

módulos simples.
⇒) Si RM es un módulo semisimple distinto de cero, entonces tiene un submódulo

simple RS. La familia {S} es una familia independiente de submódulos simples de

RM . Como la colección de familias independientes de submódulos simples de M es de
carácter finito (una tal familia es independiente si y sólo si cada una de sus subfamilias
finitas son independientes), por el Lema de Tukey, existe una familia independiente
máxima de submódulos simples de M , digamos {Ni}i∈I . Entonces ⊕i∈INi ≤M . Como
M es semisimple, ∃L ≤ M tal que M = (⊕i∈INi) ⊕ L. Como L es semisimple, si
fuera distinto de cero, contendŕıa un submódulo simple T , pero entonces {Ni}i∈I ∪{T}
seŕıa independiente, contradiciendo la elección de {Ni}i∈I . Por lo tanto L =R 0 y
M = ⊕{Ni}i∈I . ⇐) Si M = ⊕i∈INi, donde cada Ni es simple, y R0 ̸= A ≨ M ,
entonces ∃j ∈ I tal que Nj ≰ A, aśı que {A} ∪ {Nj} es independiente. Por el Lema
de Tukey, existe una subfamilia {Nj}j∈J de {Ni}i∈I , que es máxima con la propiedad
de que {A} ∪ {Nj}j∈J es independiente. Notemos que todo Ni es un submódulo de
A⊕ (⊕j∈JNj), pues si Nk ≰ A⊕ (⊕j∈JNj) con k ∈ I, entonces {A}∪ ({Nj}j∈J ∪{Nk})
seŕıa independiente, una contradicción. Por lo tanto M = ⊕i∈I{Ni} ≤ A ⊕ (⊕j∈JNj).
Es decir todo submódulo de M es un sumando directo.

■

Teorema 3. Son equivalentes para un R-módulo M :

1) M es semisimple.

2) M es generado por módulos simples.

3) M es la suma de algún conjunto de submódulos simples.

4) M es la suma de sus submódulos simples.

5) Todo submódulo de M es un sumando directo.

6) Toda sucesión exacta corta de R-módulos

0 K M N 0

se escinde.
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Demostración:
Las equivalencias de (1), (2), ..., (5) son claras, por el Lema anterior.
1) ⇒ 6) Sea M = ⊕ATα una suma directa de simples. De esta manera, dada la

sucesión exacta corta

0 K M N 0
f g

se tiene que Im(f) ≤M y existe B ⊆ A tal que M = (Im(f))⊕ (⊕BTβ) y por lo tanto
la sucesión exacta se escinde.

6) ⇒ 5) Sean N ≤M y la sucesión exacta corta

0 N M M/N 0 .

Por hipótesis se tiene que la sucesión se escinde, lo cual es equivalente a que M =
N ⊕M/N y por lo tanto N ≤⊕ M .

■

Definición 28. El zoclo de un R-módulo M es el submódulo semisimple más grande
de M .

Notemos que si S es la clase de módulos simples, entonces zoc(M) = TrM(S).

Definición 29. Sea RN ≤ RM . Decimos que RN es esencial en RM , denotado

RN≤esRM , si siempre que RN ∩ RL = 0, con RL ≤ RM , se tiene que RL = 0. Equiva-
lentemente, si 0 ̸= RL ≤ RM , entonces RN ∩ RL ̸= 0.

Proposición 1. Sea M un R-módulo entonces:

Zoc(M) = Σ{K ≤M | K es mı́nimo en M}
= ∩{L ≤M | L es esencial en M}

Demostración:
La primera igualdad se concluye a partir de la observación hecha sobre la traza de la

clase de módulos simples en M .
Para la segunda igualdad primero se probará que el zoclo de M está contenido en

cada submódulo esencial deM . Sea T ≤M un submódulo simple, si L ≤es M , entonces
T ∩ L ̸= 0, como T ∩ L ≤ T y T es simple, entonces T ∩ L = T . Por lo tanto T ≤ L y
con esto se concluye que el zoclo está contenido en en todo submódulo esencial de M .
Para la segunda contención, sea H =

⋂
{L ≤M | L ≤es M}.

Se probará que H es semisimple. Sea N ≤ H y N ′ ≤ M un seudocomplemento de
N (todo submódulo tiene un seudocomplemento, ver el Lema 6), entonces N + N ′ =
N ⊕ N ′ ≤es M , (ver la Observación 8) pero entonces N ≤ H ≤ N ⊕ N ′ y como la
ret́ıcula es modular, entonces:

H = H ∩ (N ⊕N ′) = N ⊕ (H ∩N ′).

Por lo tanto N es un sumando directo de H, entonces H es semisimple y por lo tanto
H ≤ Zoc(M). ■



20 CAPÍTULO 2. MÓDULOS INYECTIVOS Y PROYECTIVOS.

Definición 30. El radical de un R-módulo Mes la intersección de sus submódulos
máximos. Denotaremos el radical de un R-módulo M como Rad(M), mientras que el
radical de un anillo R lo denotaremos como J(R), o como Rad(R).

Proposición 2. Sea M un R-módulo, entonces:

Rad(M) = ∩{K ≤M |M/K se sumerge en un producto de simples }
= Σ{L ≤M | L es superfluo en M}.

Es decir, Rad(M) es el menor submódulo de M que le produce un cociente sumergible
en un producto de módulos simples.

Demostración:
Veamos la primer igualdad. Supongamos que M/N es un cociente de M cogenerado

por una familia de simples {Si}i∈I , es decir, ∃φR :M/N −→
∏
{Si}I , un monomorfismo.

Podemos suponer que ∀i ∈ I, pi ◦ φ ̸= 0, donde pi :
∏
{Si}I −→ Si es la proyección

canónica para cada i ∈ I. Entonces cada Si es un cociente simple de M . Si tomamos
la composición

M
π
↠M/N

φ−→
∏

{Si}I ,

donde π es el morfismo natural, entonces N = ∩{Nuc(pi ◦ φ ◦ π) | i ∈ I}, donde
cada Nuc(pi ◦ φ ◦ π). es un submódulo máximo de M . Entonces N ≥ ∩{K ≤
M | K es máximo en M} = Rad(M) Además, cuando consideramos el morfismo
natural M →

∏
{M/N |N ≤max M}, inducido por los epimorfismos naturales, este

morfismo tiene Rad(M) como núcleo.
Esto muestra que Rad(M) es el menor submódulo de M que produce un cociente

sumergible en un producto de simples.
Veamos ahora la segunda igualdad. Recuerde que N ≪ M (N es superfluo en M)

si N + A = M ⇒ A = M . Notemos que cada submódulo superfluo está contenido en
cada submódulo máximo. Si A ≪ M y B ≤max M , entonces A ≰ B ⇒ A + B = M,
pues B ≤max M . Ahora como A es superfluo, de A + B = M se sigue que B = M ,
contradiciendo que B es máximo. Esto muestra que∑

{A | A≪M} ≤ ∩{B | B ≤max M} .

Para ver la otra inclusión, supongamos que x ∈ ∩{B | B ≤max M} , veremos que
xR ≪M. Supongamos que xR+B =M , entoncesM/B = (xR+B)/B ∼= xR/(xR∩B)
es un módulo ćıclico. Como los módulos ćıclicos tienen máximos (por el Lema de Zorn),
entonces xR/(xR ∩ B) tiene máximos. Por el Teorema de la Correspondencia, M/B
tiene un submódulo máximo, digamos N/B. N es un submódulo máximo de M que
contiene a B pero que no contiene a x (en caso contraŕıo M = xR + B ≤ N , lo que
contradice que N es máximo enM). Pero esto contradice que x es un elemento de cada
submódulo máximo de M . Por lo tanto, xR ≪M. ■

Definición 31. Un ideal I ≤ R es nilpotente si In = 0 para algún n ∈ N. El menor
natural con la propiedad anterior, se llama el ı́ndice de nilpotencia de I.
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Definición 32. Un anillo R es semiprimario si Rad(R) es un ideal nilpotente y R
Rad(R)

es un anillo semisimple.

Definición 33. Un anillo R es semilocal si R/Rad(R)es un anillo semisimple.

Definición 34. Una asignación σ : R−mod→ R−mod es un prerradical si σ(M) ≤M
para cada RM y para cada R-morfismo Rf :M → N se tiene que f(σ(M)) ≤ σ(N) de
tal manera que el siguiente diagrama conmuta

M N

σ(M) σ(N).

f

f |

Como una consecuencia de que para un R-morfismo f : M → N , la imagen de un
módulo simple es simple o cero, tenemos que zoc : R−mod→ R−mod es un prerradical.
Como los morfismos preservan submódulos superfluos, Rad : R −mod → R −mod es
un prerradical.

Proposición 3. Si σ es un prerradical, entonces σ(R) es un ideal bilateral

Demostración:
Por definición σ(R) es un ideal izquierdo, ∀s ∈ R tenemos que el diagrama

R R

σ(R) σ(R)

·s

( ·s)|

conmuta, lo que muestra que σ(R)s ≤ σ(R),∀s ∈ R. ■

Lema 5. Para cada RM , (Rad(R))M ≤ Rad(M)

Si RM es un R-módulo, tenemos que para cada elemento m ∈M el diagrama

R M

Rad(R) Rad(M),

·m

( ·m)|

conmuta, lo que muestra que (Rad(R))M ≤ Rad(M).

En particular, siM ̸=R 0, es finitamente generado entonces (Rad(R))M ≤ Rad(M) ⫋
M, debido a que los módulos finitamente distintos de cero tienen submódulos máximos.

Aśı tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4. Si M es finitamente generado y (Rad(R))M =M, entonces M =R 0.
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2.2 Módulos libres y proyectivos

Definición 35. Un módulo F es libre con base h : X → F si para toda función
f : X →M existe una única función ϕ : F →M tal que el siguiente diagrama conmuta

X F

M

h

f
ϕ

.

Teorema 4. (R(X), {X δ−→ R(X)}) es un R-módulo libre con base X R(X)δ ,
donde x 7−→ δx y

δx(y) =

{
0 si x ̸= y
1 si x = y

Demostración:
Consideremos el siguiente diagrama

X R(X)

M

f

δ

.

Definiremos un morfismo ϕ : R(X) −→M tal que el diagrama conmute.
Primero demostraremos que {δx}X genera a R(X), si u ∈ R(X), entonces u : X −→ R,

con el soporte de u, denotado sop(u), finito. Si sop(u) = {x1, x2, ..., xn}, entonces
u(xi) ̸= 0 ∀i ∈ {1, ..., n} y si u(x) = 0, entonces x /∈ {x1, ..., xn}. Entonces u =
u(x1)δx1 + ... + u(xn)δxn = Σsop(u)u(x)δx = ΣXu(x)δx, por lo tanto {δx}X genera a
R(X). Además si u = Σrxδx y sop(u) es finito, entonces para z ∈ sop(u) se tiene que
u(z) = Σ(rxδx)z = rxδx(x) = rx y para z /∈ sop(u), entonces 0 = u(z) = Σ(rxδx)z = rx,
es decir, los coeficientes de Σrxδx están determinados por u.

Aśı definimos ϕ : R(X) −→ M , donde ϕ(u) = ϕ(Σrxδx) = Σϕ(rxδx) = Σrxϕ(δx) =
Σrxf(x) = Σu(x)f(x) y probaremos que es un morfismo. Si u, v ∈ R(X) y r ∈
R, entonces ϕ(u + v) = Σ(u + v)(x)f(x) = Σ(u(x) + v(x))f(x) = Σu(x)f(x) +
v(x)f(x) = Σu(x)f(x) + Σv(x)f(x) = ϕ(u) + ϕ(v) y además ϕ(ru) = Σ(ru(x))f(x) =
Σr(u(x)f(x)) = rΣu(x)f(x) = rϕ(u), por lo tanto ϕ es un morfismo y además hace con-

mutar el diagrama, por lo tanto (R(X), X
δ−→ R(X)) es libre con base X R(X).δ

■

Teorema 5. Son equivalentes

1) (F,X
h−→ F ) es libre.

2) {h(x)}x∈X F
genera

y si z ∈ F , entonces z = Σrxh(x) donde {rx} es casi nula y

están determinados por z, es decir se satisface alguna de las siguientes condiciones
equivalentes:
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a) Si z = Σrxh(x) y z = Σsxh(x) con rx, sx ∈ R, entonces rx = sx ∀x ∈ X.

b) En particular si 0 = Σrxh(x) y 0 = Σ0h(x), entonces rx = 0 ∀x ∈ X.

3) F ∼= R(X).

Demostración:
1) ⇒ 3) Sea F un R-módulo libre con base X Fh , entonces existe un único

morfismo ϕ tal que el diagrama siguiente conmuta

X F

R(X)

f

h

ϕ
.

Por el lema anterior se tiene que {δx}X R(X)genera
y δx = f(x) = ϕ ◦ h(x), entonces

{δx} Imϕ , entonces R(X) = R⟨{δx}⟩ ≤ Imϕ ≤ R(X), es decir Imϕ = R(X) y por

lo tanto ϕ es un morfismo suprayectivo.
Definimos ψ : R(X) −→ F donde δx 7−→ h(x), pero como cada elemento de R(X)

se puede escribir como una combinación de {δx} cuyos coeficientes están determinados
de manera única para cada elemento, entonces dicha asignación se puede extender a
ψ : R(X) −→ F donde Σrxδx 7−→ Σrxh(x) con {rx} casi nula. Se tiene que ψ es
morfismo. De esta manera h(x) 7−→ δx v́ıa ϕ y δx 7−→ h(x) v́ıa ψ, es decir ψ ◦ ϕ = IdF ,
por lo tanto ϕ es monomorfismo y por lo tanto F ∼= R(X).

3) ⇒ 1) Por hipótesis se puede considerar el siguiente diagrama

F R(X)

X {δx}x∈X

θ

h

δ()

ι ,

donde se define h := θ ◦ ι ◦ δ() y también δ : X −→ R(X) donde δ = ι ◦ δ().
Para demostrar que (F,X

h−→ F ) es libre consideremos el diagrama

F X R(X)

M
ψ◦θ−1

f

δh

ψ

,

donde ψ ◦ δ = f y el morfismo ψ ◦ θ−1 está bien definido, por lo cual sólo resta ver
que el triángulo de la izquierda conmuta, lo cual se prueba con la siguientes igualdades
ψ ◦ θ−1 ◦ h = ψ ◦ θ−1 ◦ θ ◦ ι ◦ δ() = ψ ◦ ι ◦ δ() = ψ ◦ δ = f .

1) y 3) ⇒ 2) Sea F un R-módulo libre con base X
h−→ F y tal que F ∼= R(X) con el

isomorfismo γ : F −→ R(X), donde h(x) 7−→ δx.
Si 0 = Σrxh(x), entonces 0 = γ(0) = Σrxδx y aplicando a un elemento y ∈ X se

obtiene que 0(y) = 0 = (Σrxδx)(y) = γ(y), es decir γ(y) = 0 ∀y ∈ X, por lo tanto se
satisface la segunda condición de (2).
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2) ⇒ 3) Sea F un R-módulo tal que {h(x)}x∈X F
genera

y que si z = Σrxh(x),

entonces {rx} está determinado por z.
Se define γ : F −→ R(X), donde h(x) 7−→ δx, es decir γ(Σrxh(x)) = Σrxδx. Y

además se considera λ : R(X) −→ F , tal que δx 7−→ h(x), es decir, se puede considerar
el siguiente diagrama

R(X) F

{δx}x∈X

λ

genera
λ ,

y además se observa que

F R(X) F

h(x) δx h(x)

γ λ

,

entonces λ◦γ fija cada elemento de h(X), pero {h(x)}x∈X genera a F , entonces λ◦γ =
IdF .

Por el otro lado se tiene que

R(X) F R(X)

δx h(x) δx

λ γ

,

por lo tanto γ ◦ λ = IdR(X) y por lo tanto F ∼= R(X). ■

Corolario 1. Todo R-módulo es cociente de un R-módulo libre.

Demostración:
Sea M un R-módulo tal que X M

genera
, de esta manera como R(X) es libre en-

tonces existe un único morfismo ϕ : R(X) −→M tal que el siguiente diagrama conmuta

X R(X)

M

δ

ϕ

,

de donde se puede observar que X ⊆ Imϕ, entonces M = ⟨X⟩ ≤ Imϕ ≤ M y por lo
tanto M = Imϕ, es decir, ϕ es un epimorfismo. ■

Definición 36. Un R-módulo P es proyectivo si todo diagrama:

P

B X

f

g
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se puede extender a un diagrama conmutativo:

P

B C.

h f

g

Observación 6. Los módulos libres son módulos proyectivos.

Basta con demostrar que R(X) es un R-módulo proyectivo. Se considera el siguiente
diagrama

X R(X)

B C

δ

f

g

,

se define el morfismo h : X −→ B donde h(x) = b si g(b) = f(δx), lo cual induce un
morfismo ϕ : R(X) −→ B tal que el siguiente diagrama conmuta

X R(X)

B

h

δ

ϕ

,

es decir, h = ϕ ◦ δ.
Aśı, por la definición de h se tiene que g ◦ h = f ◦ δ, pero entonces g ◦ (ϕ ◦ δ) =

(g ◦ ϕ) ◦ δ = f ◦ δ, es decir, el siguiente diagrama conmuta

X R(X)

C

δ

(g◦ϕ)◦δ
f g◦ϕ ,

como R(X) es libre, entonces f = g ◦ ϕ y por lo tanto se tiene que el diagrama conmuta

R(X)

B C

ϕ
f

g

,

por lo tanto R(X) es proyectivo y por el teorema anterior se concluye que todo R-módulo
libre es un R-módulo proyectivo.

Teorema 6. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. P es un R-módulo proyectivo.

2. Toda sucesión exacta corta

0 A B P 0
f g

se escinde

3. P es sumando directo de un R-módulo libre F .
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Demostración:
1) ⇒ 2) Sea la sucesión exacta corta

P

0 A B P 0

h
IdP

f g

,

con P un R-módulo proyectivo, entonces existe un único morfismo h : P −→ B tal que
g ◦ h = IdP , es decir, g se escinde y por lo tanto la sucesión exacta corta se escinde.

2) ⇒ 3) Sea la sucesión exacta corta

0 Nuc(g) R(X) P 0ι g
,

pero por hipótesis se escinde, entonces R(X) = Nuc(g)⊕ P ′ con P ∼= P ′ y por lo tanto
P es sumando directo de un R-módulo libre.

3) ⇒ 1) Sea F un R-módulo libre tal que P es sumando directo de F y sea el
siguiente diagrama con el renglón de abajo exacto

F P

0 A B C 0

β

ψ α

f g

,

aśı, como F es libre, entonces también es proyectivo y por lo tanto existe un único
morfismo ψ : F −→ B tal que g ◦ψ = α ◦β. Pero P es sumando directo de F , entonces
ψ induce un morfismo ϕ : P −→ B tal que g ◦ ϕ = α, lo cual concluye que P es un
R-módulo proyectivo. ■

2.3 Módulos inyectivos

Definición 37. Un R-módulo M es N-inyectivo si todo diagrama:

M

0 A N

f

g

se puede extender a un diagrama conmutativo:

M

0 A N.

f

g

h

En el diagrama anterior se puede considerar al monomorfismo g como una inclusión.

De esta manera el diagrama se puede completar pues la sucesión 0 A N
es exacta.

Si todo diagrama
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M

A N

f

se puede extender a un diagrama conmutativo con el morfismo h : N −→M y se tiene
el diagrama

0 A N

g(A)

M

f

g

g↾

h

ι

f◦(g↾)−1

,

entonces se tiene el siguiente diagrama

g(A) N

A

M

ι

(g↾)−1

h

f

,

entonces se tiene que h◦ι = f ◦(g↾)−1 y por lo tanto h◦g = h◦ι◦g↾ = f ◦(g↾)−1◦g↾ = f .

Definición 38. Un R-módulo es inyectivo si es N-inyectivo para todo R-módulo N .

Definición 39. Para un R-móduloM , se define la siguiente clase I−1(M) = {N |M es
N − inyectivo}

Teorema 7. Para un R-módulo M la clase I−1(M) es cerrada bajo copias isomorfas
(Clase abstracta), bajo tomar submódulos, cocientes y sumas directas (Clase de Wis-
bauer).

Demostración:
Para demostrar que es cerrada bajo copias isomorfas sea N ∈ I−1 y N ∼=h N ′, si se

considera el diagrama

A N ′ N

M

ι

f

h

β

el morfismo β existe pues N ∈ I−1(M) y h◦ι es un monomorfismo, entonces f = β◦h◦ι,
pero entonces el morfismo β ◦ h : N ′ −→M hace conmutativo el diagrama
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A N ′

M

f

ι

β◦h

y por lo tanto N ′ ∈ I−1(M).
Para demostrar que I−1(M) es cerrada bajo submódulos sea N ∈ I−1(M) y N ′ ≤ N ,

entonces se puede considerar el siguiente diagrama

A N ′ N

M

f

ι1 ι

β

donde el morfismo β existe pues N ∈ I−1(M) y ι ◦ ι1 es un monomorfismo, entonces
f = β◦ι◦ι1 y por lo tanto el morfismo β◦ι : N ′ −→M extiende a f y aśı N ′ ∈ I−1(M).

Para demostrar que I−1(M) es cerrada bajo cocientes sea N N ′g
con N ∈

I−1(M), aśı si se tiene el diagrama

N

A N ′

M

g

f

ι

se puede considerar la preimagen de A bajo g, con lo cual se tiene el siguiente diagrama

g−1(A) N

A N ′

M

g↾

ι1

g

β

f

ι

donde el morfismo β existe pues N ∈ I−1(M) y ι1 es un monomorfismo, entonces
f ◦ g↾ = β ◦ ι1. Ahora sea el siguiente diagrama

Nuc(g) N N ′

M

g

β
β′

si n ∈ N con g(n) = x ∈ N ′ se define β′(x) := β(x), para probar que el morfismo esté
bien definido basta con demostrar que β(Nuc(g)) = 0, peroNuc(g) ⊆ g−1(A) y entonces
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β◦ι1 = f ◦g↾, por lo que si x ∈ Nuc(g), entonces β(x) = β◦ι1(x) = f ◦g↾(x) = f(0) = 0,
por lo tanto β′ es un morfismo bien definido tal que f = β◦ι y por lo tantoN ′ ∈ I−1(M).

Para demostrar que I−1(M) es cerrada bajo sumas directas sea una familia {Nj}j∈J ⊆
I−1(M), aśı si se tiene el diagrama

A ⊕{Nj}

M

f

ι

,

entonces podemos considerar la siguiente familia B = {(U, ϕU) | A ↪→ U ↪→ ⊕{Nj}yf =
ϕU ◦ ι}, la cual es no vaćıa, pues (A, f) ∈ B y además se puede definir un orden parcial
dado por (U, ϕU) ≤ (V, ϕV ) si U ≤ V y ϕV extiende a ϕU , aśı B satisface las hipótesis
del Lema de Zorn, pues si se considera una cadena {(Ui, ϕi)} en B, entonces {Ui} es
una cadena de submódulos de ⊕{Nj}, por lo que se puede considerar

⋃
{Ui} y se tiene

el siguiente diagrama

A ⊕{Nj}

⋃
{Ui}

M

f

γ

donde γ(x) = ϕi(x) si x ∈ Ui, aśı γ está bien definida, pues {Ui} es una cadena y
además γ extiende a f pues extiende a cada morfismo ϕi los cuales extienden a f , por
lo tanto (

⋃
{(Ui}, γ) es una cota superior para la cadena {(Ui, ϕi)}. Aśı, por el Lema

de Zorn B tiene un máximo (W,ϕW ).

Demostraremos que W ≤es ⊕{Ni}, suponiendo que existe Z ̸= 0 tal que W ⊕ Z ≤
⊕{Ni}, entonces se puede considerar el siguiente diagrama

W W ⊕ Z

M

γ

γ⊕0

donde (W, γ) ≤ (W ⊕ Z, γ ⊕ 0), lo cual contradice la maximalidad de (W, γ) en B, por
lo que W ≤es ⊕{Ni}J .

Ahora demostraremos que cada Ni es submódulo de W , para ello supon-
gamos que existe i ∈ J tal que Ni ≰ W , entonces Ni ⪇ Ni +W y además Ni ∩W ̸= 0,
por lo cual se pueden considerar los siguientes diagramas
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Ni ∩W Ni

M

W Ni +W

M

ϕ
W ↾

∃g

ι∗

γ

θ

donde se define el morfismo θ : W + Ni −→ M por w + xi 7−→ ϕW (w) + g(xi). Para
ver que está bien definido sea w + xi = w′ + x′i con w, w

′ ∈ W y xi, x
′
i ∈ Ni, entonces

w−w′ = x′i−xi ∈ W ∩Ni, por lo tanto ϕW (w)−ϕW (w′) = ϕW (w−w′) = g(x′i−xi) =
g(x′i)− g(xi) y por lo tanto ϕW (w) + g(xi) = ϕW (w′) + g(x′i). Aśı θ es un morfismo que
extiende a ϕW lo cual contradice la maximalidad de (W,ϕW ) en B, lo cual prueba que
Ni ≤ W ∀ i ∈ J y por lo tanto W = ⊕{Ni}J , lo cual termina la prueba. ■

Teorema 8. I−1(M) es una clase cerrada bajo copias isomorfas (Clase abstracta) y
bajo tomar submódulos, cocientes y sumas directas (clase de Wisbauer).

Demostración:
Se probó en los lemas anteriores. ■

Definición 40. La clase I−1(M) se llama la clase de inyectividad del R-módulo M .

Teorema 9 (Criterio de Baer). Son equivalentes para un R-módulo M :

1. M es inyectivo.

2. R ∈ I−1(M)

Demostración:
Que M sea inyectivo, es equivalente a que I−1(M) = R −mod. Esto último ocurre

si y sólo si R ∈ I−1(M), pues todo módulo es un cociente de un módulo libre.
■

2.4 Monomorfismos esenciales y cápsulas inyecti-

vas.

Una vez definido el concepto de ret́ıcula podemos estudiar las ret́ıculas de R-módulos.
En este caso, dado un anillo R tenemos que en la ret́ıcula de submódulos deM el ı́nfimo
está dado por la intersección y el supremo por la suma directa.

Definición 41. Decimos que RB es un seudocomplemento de RA en RM si es máximo
respecto a la propiedad RA ∩R B =R 0.

Lema 6. Todo submódulo RA de un módulo RM tiene un seudocomplemento.
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Demostración:
Consideremos U = {X ⊆R M | A ∩ ⟨X⟩ =R 0}. Veremos que U es de carácter finito.
Si consideramos Y ⊆ X ∈ U , entonces R⟨Y ⟩ ≤ R⟨X⟩ y A ∩ R⟨Y ⟩ ≤ A ∩ R⟨X⟩ =

R0. Supongamos entonces que todo subconjunto finito de X pertenece a U pero que
X /∈ U , tendŕıamos que R⟨X⟩ ∩ A ̸= R0, es decir ∃ n ∈ A, n ∈R ⟨X⟩ con n ̸= 0,
entonces lo podemos escribir como: n = r1x1 + ... + rmxm. Por lo tanto tenemos que
A ∩ R⟨{x1, ..., xm}⟩ ̸= R0, lo cual es una contradicción, la que surge de suponer que
X /∈ U , por lo tanto U es de carácter finito.

Aśı, por el Lema de Tukey U tiene máximos. Sea B un elemento máximo de U ,
entonces A ∩ R⟨B⟩ = R0. Supongamos que R⟨B⟩ no fuera un seudocomplemento de A,
eso implica que ∃ N ≤ M tal que R⟨B⟩ ≨ N y A ∩ N = R0, consideremos entonces
z ∈ N \ R⟨B⟩, tendŕıamos que B ⫋ B ∪{z} y A∩ R⟨B ∪ {z}⟩ ≤ A∩N = R0, lo cual es
una contradicción, pues B era máximo con esa propiedad, por lo tanto todo submódulo

RA de un módulo RM tiene un seudocomplemento. ■

Observación 7. Decimos que RA es esencial en RM , denotado RA ≤es RM si R0 es
un seudocomplemento de RA.

Lema 7. RA ≤es RM si y sólo si ∀ x ∈M , con x ̸= 0, ∃ r ∈ R tal que 0 ̸= rx ∈ A.

Demostración:
⇒) Como RA es esencial en RM entonces RA∩Rx ̸= 0 ∀ x ∈ RM distinto de 0, por

lo tanto existen a ∈ A y r ∈ R tales que a = rx ̸= 0.
⇐) Sea RN ̸=R 0 y x ̸= 0 ∈R N , por hipótesis existe r ∈ R tal que rx ∈ A con

rx ̸= 0, por lo tanto RA ∩ RN ̸= R0, es decir, RA ≤es RM . ■

Observación 8. B es un seudocomplemento de A en M entonces A⊕B ≤es M

Demostración:
Es claro que A+B = A⊕B pues A∩B = 0. Si A⊕B no fuera esencial enM , tendŕıa

un seudocomplemento Cen M , con C ̸= 0. Pero entonces (A⊕B)⊕C = A⊕ (B⊕C),
con B ≨ B ⊕ C , contradiciendo que B es un seudocomplemento de A.

■

Definición 42. Decimos que un R-módulo RM es uniforme si no es R0 y todos sus
submódulos no triviales son esenciales.

Ejemplo 2. ZZ es uniforme, pues si consideramos m, n ∈ N distintos de 0, entonces
mZ ∩ nZ ̸= {0} pues mn ̸= 0 y mn ∈ mZ ∩ nZ.

Definición 43. Decimos que RC ≤ RM es esencialmente cerrado en RM si RC ≤es

RD ≤ RM , entonces RC = RD y lo denotaremos como RC ≤ec RM . También lo

denotaremos como RC RM.e.c.

Lema 8. Sean RA, RB, submódulos de RM tales que A ≤es B ≤es M , entonces
A ≤es M .
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Demostración:
Sea 0 ̸= x ∈ M , veremos que ∃r ∈ R tal que 0 ̸= rx ∈ A. Como B ≤es M ∃r1 ∈ R

tal que 0 ̸= r1x ∈ B y como A ≤es B ∃r2 ∈ R tal que 0 ̸= r2r1x ∈ A, por lo tanto
r = r1r2 ∈ R es el elemento que buscamos y por lo tanto A ≤es M . ■

Lema 9. Todo submódulo RA de RM es esencial en un submódulo esencialmente cer-
rado de RM .

Demostración:
Sea ζ = {RB ≤ RM | RA ≤es RB} y consideremos una cadena en ζ, {Bi}I ,

⋃
I{Bi} ≤

RM . Si consideramos 0 ̸= x ∈
⋃
{Bi}, entonces 0 ̸= x ∈ Bj para algún j ∈ I y como

A ≤es Bj, entonces ∃ r ∈ R tal que 0 ̸= rx ∈ A. es decir, A ≤es

⋃
{Bi}. Hemos

demostrado que toda cadena en ζ tiene una cota superior. Por el Lema de Zorn, ζ tiene
máximos.

Consideremos C ∈ ζ máximo, aśı A ≤es C. Si tuviéramos que C ≤es D, entonces
A ≤es C ≤es D, lo que implica que A ≤es D. Como C es máximo en ζ, entonces
C = D, por lo que A ≤es C ≤ec M . ■

Lema 10. Sean A, B submódulos de M como en el siguiente diagrama conmutativo:

A M

B,

es

entonces A ≤es B y B ≤es M .

Demostración:
Para demostrar que A ≤es B consideremos 0 ̸= x ∈ B ≤ M , como A ≤es M ∃r ∈ R

tal que 0 ̸= rx ∈ A y por lo tanto A ≤es B.
Para demostrar que B ≤es M consideremos 0 ̸= x ∈ M , como A ≤es M ∃r ∈ R tal

que 0 ̸= rx ∈ A ≤ B y por lo tanto B ≤es M . ■

Lema 11. Sean A, B submódulos de M . Si B es seudocomplemento de A, entonces
A⊕B ≤es M y A⊕B

B
≤es

M
B
.

Demostración:
Como B es seudocomplemento de A, entonces A ∩ B = 0 y si existe 0 ̸= C ≤ M tal

que (A ⊕ B) ∩ C = 0, entonces (A ⊕ B) ⊕ C ≤ M , pero se tiene que (A + B) + C =
(A⊕B)⊕ C = A⊕ (B ⊕ C) = A+ (B + C) y además B ∩ C ≤ (A⊕B) ∩ C = 0, por
lo tanto B ∩ C = 0.

Ahora probaremos que A ∩ (B + C) = 0, sea a = b + c con a ∈ A, b ∈ B y c ∈ C,
entonces a− b = c ∈ (A⊕B) ∩ C = 0, por lo tanto c = 0, entonces a = b ∈ A ∩B = 0
y por lo tanto a = b = c = 0. Además B ≨ B ⊕ C, ya que C ̸= 0 . Y si 0 ̸= x ∈ C,
entonces x /∈ B y como B es un seudocomplemento de A, entonces A∩ (B ⊕C) = 0 es
una contradicción. Por lo tanto A⊕B ≤es M . ■

Todo grupo abeliano tiene caracteŕıstica de Z-módulo.
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Definición 44. Un grupo abeliano ZD es divisible si nD = D, ∀n ∈ N \ {0}.

Teorema 10. Son equivalentes para un grupo abeliano ZD:

1) ZD es divisible.

2) Para todo morfismo f : nZ −→ D existe ϕ : Z −→ D tal que el siguiente diagrama
conmuta

ZnZ ZZ

ZD

f
ϕ

.

3) Para todo diagrama

ZA ZB

ZD

f

existe un morfismo ϕ : B −→ D tal que el diagrama conmuta

ZA ZB

ZD

f
ϕ

Demostración:
1) ⇒ 2) Sea ZD un grupo abeliano divisible y el morfismo f :Z nZ −→Z D donde

n 7−→ d. Como ZD es divisible, entonces ∃d′ ∈ D tal que d = nd′, de esta manera
se define el morfismo ϕ :Z Z −→Z D como multiplicar por la derecha por d′ y aśı el
diagrama conmuta

ZnZ ZZ

D

f
ϕ= ·d′

.

2) ⇒ 1) Sea n ∈ N, d ∈Z D y el morfismo f :Z nZ −→Z D donde nz 7−→ dz,
entonces por hipótesis existe un morfismo ϕ :Z Z −→Z D que extiende a f , es decir que
es tal que el siguiente diagrama conmuta

ZnZ ZZ

ZD

f
ϕ= ·ϕ(1)
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por lo tanto por un lado se tiene que n 7→ d y por el otro lado n 7→ n 7→ n ·ϕ(1), es decir
∀d ∈Z D ∃d′ ∈Z D, a saber d′ = ϕ(1), tal que d = nd′ y por lo tanto ZD es divisible.

3) ⇒ 2) Se tiene por ser 2 un caso particular de 3.
2) ⇒ 3) Sea el siguiente diagrama

ZA ZB

ZD

f

y el conjunto ζ = {(C, ϕC) | A ↪→ C ↪→ B y ϕC : C → D extiende a f}, es decir, si
(C, ϕC) ∈ ζ, entonces el siguiente diagrama conmuta

A B

C

D

f

ϕC

,

observemos queζ es no vaćıo, pues (A, f) ∈ ζ.
Definimos la relación (C, ϕC) ≤ (C ′, ϕC′) si

C C ′

D

ϕC
ϕC′

y probaremos que es un orden en ζ.
La reflexividad es clara, si (C, ϕC) ∈ ζ, entonces el siguiente diagrama conmuta

C C

D

ϕC
ϕC

y por lo tanto (C, ϕC) ≤ (C, ϕC).
Si (C, ϕC) ≤ (C ′, ϕC′) ≤ (C, ϕC), entonces el siguiente diagrama conmuta

C C ′ C

D

ϕC ϕC′
ϕC

,

entonces C = C ′ y ϕC = ϕC′↾C = ϕC′↾C′ = ϕC′ y por lo tanto (C, ϕC) = (C ′, ϕC′).
Si (C, ϕC) ≤ (E, ϕE) ≤ (F, ϕF ), entonces el siguiente diagrama conmuta

C E F

D

ϕC
ϕE

ϕF

,
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entonces C ≤ F y ϕF ↾E = ϕE, por lo tanto ϕF ↾C= (ϕF ↾E) ↾C= ϕE ↾C= ϕC y por lo
tanto (C, ϕC) ≤ (F, ϕF ).

Por lo tanto ≤ es una relación de orden en ζ.
Sea {(Ci, ϕi)}i∈I una cadena en ζ, entonces {Ci}i∈I es una cadena de subgrupos de

B que contienen a A por lo tanto A ≤
⋃
I{Ci} ≤ B y se define ϕU :

⋃
I{Ci} −→ D

como ϕU(x) = ϕi(x) si x ∈ Ci, de esta manera ϕU está bien definido, pues si x ∈ Cj,
entonces

Ci Cj

D

ϕi
ϕj

ó

Cj Ci

D

ϕj
ϕi

con ϕi(x) = ϕj(x) y además (Ci, ϕi) ≤ (
⋃
I{Ci}, ϕU), entonces se satisfacen las hipótesis

del Lema de Zorn y por lo tanto ζ tiene un elemento máximo (W, θ) y se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

A B

W

D

f

θ

.

Si W = B, entonces acaba la demostración. Veamos que W ≨ B lleva a una
contradicción. Sea 0 ̸= b ∈ B \W . Afirmamos que W ∩ Zb ̸= Z0, pues de lo contrario
∃θ′ : W ⊕ Zb −→ D tal que el siguiente diagrama conmuta

W W ⊕ Zb B

D

θ
θ′

,

aśı (W, θ) ≨ (W ⊕Zb, θ′) en ζ, lo cual es una contradicción y por lo tanto W ∩Zb ̸= 0.
Entonces ∃z ∈ Z tal que 0 ̸= zb ∈ W , definimos (b : W ) = {z ∈ Z | zb ∈ W} y
notemos que es un ideal de Z, pues contiene a 0 y es cerrado bajo la resta, observemos
además que los ideales de Z coinciden con sus subgrupos, es decir, ∃n ∈ N \ {0} tal

que (b : W ) = nZ. Como

nZ D

ns (θ(nb))s

es un morfismo de grupos, por hipótesis

∃φ : Z −→ D tal que ∀s ∈ Z φ(ns) = θ(nb)s.
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Definimos λ : W + Zb −→ D, donde λ(w + zb) = θ(w) − φ(zb). Veamos que λ
está bien definida, sean w, w′ ∈ W y z, z′ ∈ Z tales que w + zb = w′ + z′b, entonces
w−w′ = (z′ − z)b, por lo tanto z′ − z ∈ (b : W ) = nZ, es decir, z′ − z = nt para algún
t ∈ Z. De aqúı se obtienen las siguientes igualdades:

θ(w)− θ(w′) = θ(w − w′)

= θ((z′ − z)b)

= θ(ntb)

= θ(nbt)

= θ(nb)t

= φ(nt)

= φ(n)t

= φ(1)nt

= φ(1)(z′ − z)

= φ(1)z′ − φ(1)z

= φ(z′)− φ(z).

Por lo que λ(w + zb) = θ(w) + φ(z) = θ(w′) + φ(z′) = λ(w′ + z′), es decir, λ está bien
definida. Es claro que λ es un morfismo de grupos que extiende a θ, lo cual contradice
la propiedad que tiene (W, θ) de ser máximo. La contradicción surge de suponer que
W ̸= B, por lo tanto W = B y esto concluye la demostración. ■

Definición 45. Un monomorfismo A B
f

es esencial si f(A) ≤es B.

Lema 12. Son equivalentes para un morfismo A B :
f

1) f es monomorfismo esencial.

2) g ◦ f monomorfismo ⇒ g es monomorfismo.

Demostración:
1) ⇒ 2) Supongamos que f es un monomorfismo esencial y consideremos el siguiente

diagrama con g ◦ f monomorfismo:

A B

C

f

g◦f
g

si g no fuera monomorfismo, entonces Nuc(g) ̸= 0, lo cual implica que f(A)∩Nuc(g) ̸=
0, es decir, ∃0 ̸= a ∈ A tal que g(f(a)) = 0, entonces (g ◦ f)(a) = 0 lo cual es una
contradicción, pues g ◦ f es un monomorfismo. Por lo tanto g es monomorfismo.

2) ⇒ 1) Supongamos que si g ◦ f es un monomorfismo, entonces f es un monomor-
fismo, pero supongamos que f(A) no es esencial en B, esto implica que ∃0 ̸= x ∈ B tal
que f(A) ∩ Rx = 0. Consideremos entonces el siguiente diagrama con π la proyección
canónica:
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A B

B
Rx
.

f

π◦f
π

Veremos que π ◦ f es un monomorfismo, lo cual nos llevará a una contradicción.
Consideremos a ∈ A tal que (π ◦ f)(a) = 0, entonces f(a) ∈ Rx ∩ f(A), es decir,

f(a) = 0 pues f(A) no es esencial en B, pero f es monomorfismo, entonces a = 0, es
decir π◦f es monomorfismo, pero π no es monomorfismo, lo cual contradice la hipotesis,
por lo tanto f(A) ≤es B. ■

Definición 46. Una cápsula inyectiva de RM es un monomorfismo esencial M ↣ E
con RE inyectivo.

A partir de aqúı denotaremos a la cápsula inyectiva de un módulo M como E(M).

Teorema 11. Si D es un grupo divisible, entonces RHom(R,D) es inyectivo.

Demostración:

RHom(R,D) es un R-módulo, pues si r ∈ R y f : R −→ D, entonces (rf)(x) = f(xr)
y se satisfacen las condiciones para ser un R-módulo, sean r1, r2, x1, x2 ∈ R y
f ∈ Hom(R,D), entonces

1. (1f)(x1) = f(x1 · 1) = f(x1).

2. (r1r2 · f)(x1) = f(x1r1r2) = (r2f)(x1r1) = r1(r2f)(x1).

3. ((r1 + r2)f)(x1) = f((x1)(r1 + r2)) = f(x1r1 + x1r2) = f(x1r1) + f(x1r2) =
r1f(x1) + r2f(x1).

4. (r1f)(x1+x2) = f((x1+x2)r1) = f(x1r1+x2r1) = f(x1r1)+ f(x2r1) = r1f(x1)+
r1f(x2).

Para probar que Hom(R,D) es inyectivo usaremos el criterio de Baer, para ello con-
sideremos el siguiente diagrama

I R

Hom(R,D)

Rϕ

se tiene que ϕ(i) ∈ Hom(R,D) y además (ϕ(i))(1) ∈ D, lo cual induce un morfismo
de grupos ϕ( )(1) : I −→ D, además por hipótesis D es divisible, es decir, es inyectivo
como Z-módulo, por lo tanto existe un morfismo θ : R −→ D tal que el siguiente
diagrama de Z-módulos conmuta

I R

D

ϕ()(1)
θ
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es decir, θ(i) = ϕ(i)(1) ∀i ∈ I. Aśı tenemos el morfismo · θ : R −→ Hom(R,D), con
ello probaremos que el diagrama conmuta

I R

Hom(R,D)

Rϕ ·θ

sean i ∈ I, r ∈ R, entonces (iθ)(r) = θ(ri) = ϕ(ri)(1) = (rϕ(i))(1) = (ϕ(i))(1 · r) =
ϕ(i)(r), por lo tanto se cumple el criterio de Baer, de aqúı que Hom(R,D) es inyectivo.
■

Con el resultado anterior se tiene que Hom(R, QZ ) es inyectivo como R-módulo.

Lema 13. Para todo R-módulo M existe un morfismo Rϕ :M −→ Hom(R, QZ ) distinto
de cero.

Demostración:
Por el lema anterior se tiene que Hom(R, QZ ) es inyectivo, por lo que basta demostrar

que Hom(Rx,Hom(R, QZ )) ̸= 0 para todo RRx ̸= 0, pues de existir un morfismo no cero

f ∈ Hom(Rx,Hom(R, QZ )) tendŕıamos que existe un morfismo ϕ tal que el siguiente
diagrama conmuta

0 ̸=M Hom(R, QZ )

Rx

ϕ

f .

Sea Rx ̸= 0, como Q
Z es un cogenerador inyectivo en Z −mod existe un morfismo

distinto de cero f : Rx −→ Q
Z , además se tiene que el morfismo · x : R −→ Rx es un

morfismo de grupos, por lo que la composición f ◦ ( ·x) es un morfismo de grupos. Sea
θ : Rx −→ Hom(R, QZ ) el morfismo tal que x 7→ f ◦ ( · x) y rx 7→ r(f ◦ ( · x)). Aśı, si
s ∈ R, entonces (θ(rx))(s) = (r(f ◦ ( · x))(s) = (f ◦ ( · x))(sr) = f(srx). Veremos que
θ es un morfismo bien definido, para ello sea rx = 0 y probaremos que θ(rx) = 0, pero
θ(rx)(s) = f(srx) = f(0) = 0 ∀s ∈ R, por lo tanto θ(rx) = 0 con θ ̸= 0. Por último,
tenemos que (θ(x))(s) = (f ◦ ( · x)(s) = f(sx) y en particular (θ(x))(1) = f(x), por lo
que existe un morfismo M → Hom(R, QZ ). ■

Teorema 12. Todo módulo M se puede sumergir en un módulo inyectivo.

Demostración:
El módulo R0 es un módulo inyectivo, pues satisface el criterio de Baer:

I R

0

0
0

.
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De esta manera, sea M ̸= 0 un R-módulo, entonces ∀x ∈ M ∃0 ̸= ϕx : Rx −→
Hom(R, QZ ). ComoHom(R, QZ ) es inyectivo ∃θx :M −→ Hom(R, QZ ) tal que el siguiente
diagrama conmuta

Rx M

Hom(R, QZ )

ϕx
θx

,

aśı, la familia {M θx−→ Hom(R, QZ}x∈M\{0} induce un morfismo πx tal que el siguiente
diagrama conmuta por la propiedad universal del producto:

M ΠHom(R, QZ )

Hom(R, QZ )

ϕ

θx
πx

,

si 0 ̸= x ∈ M , entonces πx(ϕ(x)) = θx(x) = ϕx(x) ̸= 0, por lo tanto 0 ̸= ϕ(x) ∈
ΠHom(R, QZ ) y por lo tantoNuc(ϕ) = {0}, es decir, ϕ es un monomorfismo y ΠHom(R, QZ )
es inyectivo por ser producto de inyectivos y por lo tanto M se sumerge en un módulo
inyectivo. ■

Observación 9. La clase de los módulos inyectivos izquierdos es abstracta, es decir, si

M es inyectivo y M N
f

, entonces N es inyectivo.

Demostración:
Utilizando el criterio de Baer, buscamos un morfismo ψ : R −→ N tal que el diagrama

conmute

I R

N

g
ψ

.

Como M es inyectivo, existe ϕ : R −→M tal que el siguiente diagrama conmuta

I R

N M

ι

g ϕ

f−1

,

es decir, f−1 ◦ g = ϕ ◦ ι, como f es isomorfismo, entonces g = f ◦ ϕ ◦ ι y por lo tanto
ψ = f ◦ ϕ es el morfismo deseado y por lo tanto N es inyectivo. ■

Lema 14. Si E ≤e.c. K, con K un R-módulo inyectivo, entonces E es un sumando
directo de K.
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Demostración:
Sea B un seudocomplemento de E en K, entonces E ⊕B Kes y por el Lema

11, se tiene que E⊕B
B

≤es
K
B
.

Ahora, como E ∼= E⊕B
B

, consideremos el monomorfismo esencial γ : E −→ K
B

dado por la composición del isomorfismo y la inclusión esencial descrita anteriormente.
Además, como K es inyectivo, ∃ϕ : K

R
−→ K tal que el siguiente diagrama conmuta

E K
B

K

γ

ι
ϕ

y como γ es un monomorfismo esencial y ϕ◦γ es un monomorfismo, entonces ϕ también
es un monomorfismo, lo cual implica que E ≤ Im(ϕ), probaremos que E ≤es Im(ϕ).

Sea 0 ̸= e ∈ E, entonces e 7→ r(R + B) v́ıa el isomorfismo y a su vez r(R + B) 7→
rk ∈ K

B
, aśı, e = ϕ(rk) = rϕ(k) ̸= 0, entonces E ≤es Im(ϕ) y por lo tanto E = Im(ϕ).

De esta manera se tiene el siguiente diagrama conmutativo

E K
B

E = Im(ϕ)

γ

ι↾
ϕ↾

,

es decir, ϕ↾ escinde a γ, por lo tanto γ(E) es un sumando directo esencial de K
B
, entonces

E⊕B
B

= γ(E) = K
B

y por lo tanto E ⊕B = K, es decir, E es sumando directo de K. ■

Definición 47. Una extensión esencial de un módulo M es un módulo E que contiene
a M y M ↪→ E es un monomorfismo esencial.

Teorema 13. Todo R-módulo izquierdo se puede sumergir esencialmente en un módulo
inyectivo.

Demostración:
Si M es un R-módulo, entonces por el teorema anterior ∃α : M ↣ K con K un

R-módulo inyectivo.
Por comodidad consideremos α(M) como M y de esta forma α es una inclusión, es

decir M ↪→ K con K un R-módulo inyectivo.
M tiene una extensión esencial máxima en K, sea E ↪→ K una extensión esencial

máxima deM en K, es decir M E K.es e.c. Por el lema anterior tenemos que
E es un sumando directo de K, entonces E es inyectivo y por lo tanto M se sumerge
esencialmente en un módulo inyectivo. ■

El resultado anterior prueba que todo R-módulo tiene cápsula inyectiva. En seguida
se probará que si un R-módulo tiene dos cápsulas inyectivas estas son isomorfas.

Lema 15. Dos cápsulas inyectivas de un R-módulo M son isomorfas.
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Demostración:

Sean M E
f

es y M Q
g

es dos cápsulas inyectivas de M . Como Q es inyec-

tivo y f es un monomorfismo, entonces ∃γ : E −→ Q tal que el diagrama conmuta

M E

Q

f

es

ges
γ

aśı, como γ ◦ f es un monomorfismo y f es un monomorfismo, entonces γ es también
un monomorfismo y como E es inyectivo, entonces E ∼= γ(E), aśı que γ(E) es inyectivo
(vea la Observación 9). Considerando la siguiente sucesión exacta corta

0 γ(E) Q Q
γ(E)

esta se escinde y por lo tanto γ(E) es sumando directo de Q, pero γ ◦ f = g y g es un
monomorfismo esencial por hipótesis, entonces Im(g) ≤es Q y Im(g) ≤ Im(γ ◦ f) ≤
Im(γ) ≤ Q, entonces Im(γ) ≤es Q, por lo tanto γ(E) es un sumando directo esencial
de Q y por lo tanto γ(E) = Q, es decir γ es monomorfismo y epimorfismo, por lo tanto
es isomorfismo y E ∼= Q. ■

Teorema 14. Todo módulo tiene una cápsula inyectiva y es única salvo isomorfismo.

Demostración:
Se concluye del Teorema 13 y del Lema15. ■

Teorema 15. Son equivalentes para un R-módulo E

1) E es inyectivo.

2) Toda sucesión

0 E B C 0

se escinde.

3) Si E ′ es una copia de E y E ′ ≤ D, entonces E ′ es sumando directo de D.

Demostración:
1) ⇒ 2) Como E es inyectivo, entonces ∃ϕ : B −→ E tal que el siguiente diagrama

conmuta

0 E B C 0

E

IdE

f g

ϕ
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es decir, ϕ ◦ f = IdE y por lo tanto la sucesión se escinde.
2) ⇒ 3) Sea E ′ una copia de E, es decir ∃γ : E −→ E ′ un isomorfismo y sea E ′ ≤ D,

entonces se tiene el siguiente diagrama

0 E B C 0

E ′ D

γ

f g

entonces por hipótesis ι ◦ γ : E −→ D es un monomorfismo que se escinde, por lo tanto
∃β : D −→ E tal que β ◦ ι ◦ γ = IdE, pero entonces γ ◦ β ◦ ι ◦ γ = γ = IdE′ ◦ γ y como
γ es en particular un monomorfismo, entonces γ ◦ β ◦ ι = IdE′ , entonces γ ◦ β escinde
a ι y por lo tanto E ′ es un sumando directo de D.

3) → 1) Sea E Q
f

una cápsula inyectiva para E, por hipótesis se tiene que

f(E) es un sumando directo de Q y además f(E) ≤es Q, pues f es un monomorfismo
esencial, por lo tanto f(E) = Q con Q inyectivo, es decir, E es isomorfo a un módulo
inyectivo y como la clase de módulos inyectivos es abstracta, entonces E es inyectivo.
■

2.5 Epimorfismos superfluos y cubiertas proyecti-

vas.

Proposición 5. Todo R-módulo M es una imagen epimórfica de un módulo proyectivo
P .

Demostración:
Se sigue de los resultados obtenidos en la sección de módulos libres y proyectivos. ■

Definición 48. Sea N ≤ M , decimos que N es superfluo en M si ∀U ≤ M tal que
N + U =M , entonces U =M y se denota N ≪M

Definición 49. Un epimorfismo f : M → N es superfluo si Nuc(f) es superfluo en
M .

Proposición 6. Sea M un R-módulo y K ≤ M , entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1) K ≪M .

2) El morfismo pK :M −→ M
K

es un epimorfismo superfluo.

Demostración:
1) ⇒ 2) Sea K ≪ M y el morfismo pK : M −→ M

K
, entonces como Nuc(pK) = K y

K ≪M , entonces Nuc(pK) ≪M y aśı pK es superfluo.
2) ⇒ 1) Como pK es un epimorfismo superfluo, entonces Nuc(pK) ≪ M , pero

Nuc(pK) = K ≤M , por lo tanto K ≪M . ■
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Corolario 2. Un epimorfismo g :M −→ N es superfluo si y sólo si para todo morfismo
h, si g ◦ h es un epimorfismo, entonces h es un epimorfismo.

Lema 16. Si K ≪ M y f : M −→ N es un morfismo, entonces f(K) ≪ N . En
particular, si K ≪M ≤ N , entonces K ≪ N .

Demostración:
Sea f(K) + A = N , con A ≤ N , entonces para m ∈ M existen k ∈ K, a ∈ A tal

es que f(m) = f(k) + a, entonces f(m − k) = a, es decir, m − k ∈ f−1(A), entonces
m ∈ K + f−1(A), por lo tanto M = K + f−1(A), pero K ≪M , entonces M = f−1(A)
y f(M) = f ◦ f−1(A) = A ∩ Im(f), por lo tanto f(K) ≤ f(M) ≤ A y por lo tanto
A = f(K) + A = N , entonces f(K) ≪ N . ■

Definición 50. Una cubierta proyectiva de un módulo RM es un epimorfismo superfluo
P ↠M con RP proyectivo.

A diferencia de la cápsula inyectiva no todo módulo tiene cubierta proyectiva.

Ejemplo 3. Consideremos a Z2 como Z-módulo. En el caso de los Z-módulos, basta
con considerar los epimorfismos que parten de Z, por la definición de módulo proyec-
tivo, pero observemos que el epimorfismo natural π : Z −→ Z2 no es superfluo, pues
Nuc(π) ∼= 2Z.

Lema 17. Sea M un R-módulo tal que p : P −→ M es una cubierta proyectiva para
M . Si Q es un R-módulo proyectivo y q : Q −→ M es un epimorfismo, entonces
Q = P ′ ⊕ P ′′, donde

1) P ′ ∼= P

2) P ′′ ≤ Nuc(q)

3) q↾
′
P : P ′ −→M es una cubierta proyectiva de M .

Demostración:
Como Q es un R-módulo proyectivo existe un único morfismo h : Q −→ P tal que el

siguiente diagrama conmuta

Q

P M

q
h

p

Como P M
p

es una cubierta proyectiva, entonces p es un epimorfismo superfluo,
como el diagrama conmuta, entonces p ◦ h = q y además q es un epimorfismo por
hipótesis, por lo tanto h es un epimorfismo, es decir, se tiene la siguiente sucesión
exacta corta

0 Q P 0h
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por el Teorema 6 se tiene que la sucesión se escinde, por lo tanto existe un morfismo
(es monomorfismo por la sucesión exacta) g : P −→ Q tal que h ◦ g = IdP y por lo
tanto Q = Im(g)⊕Nuc(h).

Ahora, como g es monomorfismo se tiene que P ′ = Nuc(g) ∼= P , con lo cual se
satisface (1). El inciso (2) se satisface ya que por el diagrama se tiene que p ◦ h = g y
por lo tanto P ′′ = Nuc(h) ≤ Nuc(q). Por último, se tiene que q(P ′) = q(Q) = M , es
decir, la siguiente sucesión es exacta

P ′ M 0
q↾

,

como q ◦ g = p ◦ h ◦ g = p, entonces Nuc(q↾) = g(Nuc(p)), donde este último es

un submódulo superfluo de g(P ) = P ′, por lo tanto P ′ M
q↾

es una cubierta
proyectiva y por lo tanto se satisface el inciso (3). ■

Teorema 16. Sea M un R-módulo, si M tiene cubierta proyectiva, entonces esta es
única salvo isomorfismos.

Demostración:
Sea M un R-módulo y sean p1 : P1 −→M y p2 : P2 −→M dos cubiertas proyectivas

para M .
Se considera el siguiente diagrama

P1 M

P2 M

p1

f IdM

p2

,

en donde el morfismo f existe pues P1 es R-módulo proyectivo y p2 es un epimorfismo.
Además Im(f) + Nuc(p2) = P2, ya que IdM ◦ p1 = p2 ◦ f es un epimorfismo, pero

P2 M
p2

es una cubierta proyectiva y por lo tanto Nuc(p2) es superfluo en P2,

entonces Im(f) = P2, por lo que f es un epimorfismo.
Ahora, como P2 es proyectivo, entonces f se escinde, entonces P1 = Nuc(f) ⊕ P0,

con P0
∼= P1

Nuc(f)
proyectivo. Como Nuc(f) ↪→ Nuc(p1), entonces p

↾P0

1 es un epimor-

fismo, pero P0 es proyectivo. Se probará que Nuc(p↾1) ≪ P0, para ello, se considera la
restricción f ↾ : P0 −→ P2, donde p 7−→ f(p). Por la definición de P0 y como f es un epi-
morfismo se concluye que f ↾ es un isomorfismo. Aśı, se tiene que IdM◦p↾1 = p2◦f ↾ y como
IdM y f ↾ son isomorfismos, entonces Nuc(p↾1) = f ↾−1(Nuc(p2)). Pero Nuc(p2) ≪ P2,
entonces (por el Lema 16) Nuc(p↾1) ≪ f ↾−1(P2) = P0.

Aśı, como p1 : P1 −→ M es una cubierta proyectiva, entonces Nuc(p1) ≪ P1 y
como Nuc(f) ↪→ Nuc(p1), entonces Nuc(f) ≪ P1, pero P1 = Nuc(f) ⊕ P0, entonces
Nuc(f) = 0 y por lo tanto f es un isomorfismo. ■



Caṕıtulo 3

Anillos noetherianos y artinianos.

En la teoŕıa de R-módulos tienen gran importancia las condiciones de cadenas por
los conceptos que se obtienen a partir de ellas. En este caṕıtulo se estudian algunos
resultados sobre módulos noetherianos y artinianos.

3.1 Módulos noetherianos y artinianos

Recordemos que todo anillo R tiene estructura de R-módulo por la izquierda y por la
derecha. En esta sección se definen los conceptos de módulos noetherianos y artinianos
en general.

Definición 51. Decimos que un R-módulo M es finitamente generado si existe un
conjunto X finito tal que todo elementom ∈M es de la formam = r1x1+r2x2+...+rnxn
con ri ∈ R, xi ∈ X ∀i ∈ {1, ..., n}.

El concepto de R-módulo finitamente generado también puede ser estudiado a partir
de R-morfismos, de esta manera se obtiene la siguiente equivalencia.

Proposición 7. Un R-móduloM es finitamente generado si y sólo si para cada colección
de módulos {Ui}i∈I y un epimorfismo f :

⊕
I{Ui} → M existe una subcolección finita

{Ui}i∈F tal que la restricción f⇂ :
⊕

F{Ui} ↠M es un epimorfismo.

Demostración:
⇒) Sea {Ui}I una colección de módulos y f :

⊕
I{Ui} −→ M un epimorfismo, con

M finitamente generado por {x1, ..., xn}. Como f es epi, se consideran preimágenes
de x1, ..., xn, de esta manera f−1(xj) ∈

⊕
Fj
{Ui} con Fj finito y para j ∈ {1, ..., n}.

De esta manera se obtiene una subcolección finita de módulos {Uj}F1∪...∪Fn tal que
f⇂ :

⊕n
j=1{Uj}F1∪...∪Fn −→M es un epimorfismo por cubrir a los generadores de M .

⇐) Apliquemos la hipótesis a la colección {Rm}m∈M\{0}, donde

f :
⊕

{Rm | m ∈M \ {0}} M

r1m1 + ...+ rsms r1m1 + ...+ rsms

45
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es un epimorfismo. Por hipótesis ∃F ⊆M \ {0} finito tal que f⇂ :
⊕

m∈F{Rm} −→M
es un epimorfismo y por lo tanto {m|m ∈ F} genera a M . ■

Definición 52. Un R-módulo M es finitamente cogenerado si dada una familia de

submódulos de M , {Ni}i∈I , se tiene que si
⋂
I

Ni =R 0 entonces ∃F ↪→ I finito tal que⋂
F

Ni =R 0.

Lema 18. Si RM es un módulo semisimple finitamente generado, cualquier descom-
posición de M como suma directa de simples tiene el mismo número de sumandos.

Demostración:
Supongamos que no es aśı, sea M = S1 ⊕S2 · · · ⊕Sn donde n es el número menor de

sumandos directos simples. Y también M = T1 ⊕ · · · ⊕ Tm con Tj simple ∀j y m > n.
Notemos que n > 1. Notemos también que si Si ∩ Tj ̸=R 0, entonces Si = Tj, pues Si
y Tj son simples. Como n > 1, existe Si tal que T1 ̸= Si. Tomemos {Si1 , · · · , Sik} ⊆
{S1, · · · , Sn} una familia independiente máxima tal que {Si1 , · · · , Sik} es independiente.
Notemos que T1 ⊕ Si1 ⊕ · · · ⊕ Sik contiene a todos los simples, por la manera en que
escogimos {Si1 , · · · , Sik} .

Entonces S1⊕· · ·⊕Sn = T1⊕Si1⊕· · ·⊕Sik . Reordenando y reetiquetando, podemos
suponer que Sij = Sj, para j ∈ {1, · · · , k}. Entonces T1 ∼= Sk+1 ⊕ ... ⊕ Sn. Pero esto
solamente es posible si k + 1 = n.

Entonces S1 ⊕ · · · ⊕ Sn = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn−1 ⊕ T1. Es decir T1 ∼= Sn.

EntoncesM = S1⊕· · ·⊕Sn = Sn⊕T2...⊕Tm. De aqúı que S1⊕· · ·⊕Sn−1
∼= T2...⊕Tm.

Pero entonces n− 1 = m− 1. Una contradicción. ■

A partir de este resultado se puede concluir el siguiente corolario relacionado con la
dimensión de un R-módulo M finitamente generado. Recordemos que la dimensión nos
la indica el número de generadores linealmente independientes que tenga el módulo.

Corolario 3. Si N ≤M con M semisimple finitamente generado entonces dim(N) ≤
dim(M), y dim(N) < dim(M) ⇔ N < M.

Teorema 17. Son equivalentes para un R-módulo M :

1) M es finitamente cogenerado.

2) Si existe un monomorfismo f :M ↣
∏
I

Ni, entonces existe F ↪→ I finito tal que

f ↾:M ↣
∏
F

Ni es un monomorfismo.

3) zoc(M) ≤es M y zoc(M) es finitamente generado.
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Demostración:
2) ⇒ 1) Si {Li}I es una familia de submódulos de M con intersección nula, entonces

consideremos la siguiente familia de morfismos: {M pi−→ M
Li
}I lo cual induce un morfismo

al producto y tenemos el siguiente diagrama conmutativo ∀ i ∈ I:

M
∏
I

M

Li

M
Li

f

pi

πi

consideremos x ∈ M, x ∈ Nuc(f) si y sólo si 0 = f(X) ∈
∏
I

M

Li
si y sólo si 0 =

(πi ◦ f)(x) ∈ M
Li

∀ i ∈ I. Por el otro lado tenemos que pi(x) = x+Li

Li
si y sólo si

x ∈ Li ∀ i ∈ I, si y sólo si x ∈
⋂
I

{Li}, por lo tanto Nuc(f) =
⋂
I

{Li} = R0, entonces

f es un monomorfismo y por hipótesis existe F ↪→ I finito tal que M
f↾−→

∏
i∈F

M

Li
es

un monomorfismo, entonces R0 = Nuc(f↾) =
⋂
F

Li y por lo tanto M es finitamente

cogenerado.

1) ⇒ 2) Supongamos que M
f−→

∏
I

Ni es un monomorfismo y consideremos el

siguiente diagrama conmutativo:

Nuc(πj ◦ f) M
∏
I

Ni

Nj

f

πj◦f πj

como f es un monomorfismo, entonces 0 = Nuc(f) =
⋂
j∈I

Nuc(πj ◦ f) y por hipótesis

existe F ↪→ I finito tal que
⋂
j∈F

Nuc(πj ◦ f) = 0 y considerando la restricción M
f↾−→∏

F

Ni entonces Nuc(f↾) =
⋂
j∈F

Nuc(πj ◦ f↾ = 0 y por lo tanto la restricción es un

monomorfismo.

1) ⇒ 3) Primero afirmamos que zoc(M) es esencial en M , pues de lo contrario
existe 0 ̸= N ≤ M tal que N ∩ zoc(M) = 0, entonces 0 = zoc(N) =

⋂
{L | L ≤es N},

pero como M es finitamente cogenerado, entonces existen L1, L2, ..., Lk submódulos
esenciales de N tales que L1 ∩ L2 ∩ ... ∩ Lk = 0 pero la intersección de submódulos
esenciales es esencial, es decir L1 ∩ L2 ∩ ... ∩ Lk ≤es N ̸= 0.
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Ahora afirmamos que zoc(M) es finitamente generado, pues de lo contrario existe
una familia numerable {S1, S2, ...} de submódulos simples de M . Si consideramos

U1 = S1 ⊕ S2 ⊕ ...U2 = S2 ⊕ S3 ⊕ ......Uk = Sk ⊕ Sk+1 ⊕ ...

tendŕıamos que 0 =
⋂
{Ui} y U1 ∩ U2 ∩ ... ∩ Uk = Uk ̸= 0, lo cual contradice que M es

finitamente cogenerado y por lo tanto zoc(M) es finitamente generado.
3) ⇒ 1) Por inducción sobre dim(zoc(M)).
Base. Si dim(zoc(M)) = 0, entonces zoc(M) = 0 ≤es M ⇒ M = 0 y R0 es

finitamente cogenerado.
Si dim(zoc()M) = 1 entonces RM tiene un zoclo simple y esencial RS, digamos.

Entonces S es un submódulo de cualquier submódulo no nulo deM . La única manera de
que una familia de submódulos deM sea de intersección trivial, es que algún submódulo
de la familia sea R0. Entonces M es finitamente cogenerado.

Podemos suponer que zoc(M) tiene dimensión n > 1. Sea {Ni}I una familia en

R[0, M ] de intersección nula, podemos suponer que todos los módulos en la familia
son no nulos. Escojamos Ni en la familia con zoclo contenido propiamente en zoc(M),
(tiene que haberlo porque la familia es de intersección nula). Notemos que zoc(N) es
esencial en N , para cada submódulo de M .

Ni es un módulo con zoclo finitamente generado y esencial de dimensión menor a
n. Podemos aplicar hipótesis de inducción. La familia {Ni ∩ Nj}j∈I\{i} es una familia
de intersección nula de submódulos de RNi. Por hipótesis de inducción contiene una
subfamilia finita de intersección nula. Entonces {Ni}i∈I tiene una subfamilia finita de
intersección nula. ■

Teorema 18. Son equivalentes para un R-módulo izquierdo (derecho) M :

1) Todo submódulo N de M es finitamente generado.

2) M tiene condición de cadena ascendente en sus submódulos.

3) M tiene condición máxima en sus submódulos.

4) M tiene condición de cadena ascendente en sus submódulos finitamente genera-
dos.

Demostración:
1) ⇒ 2) Supongamos que N1 ≤ N2 ≤ ... es una cadena de submódulos de M y

notemos que
⋃
Ni ≤M y por hipótesis es finitamente generado, digamos entonces que

{x1, ..., xn}
genera
↪−−−→

⋃
Ni = N, como x1 ∈ N entonces x1 ∈ Ni1 para algún i1 ∈ N, si Ni1

contuviera a todos los generadores de N , entonces Ni1 = N y la cadena se estaciona
ah́ı, en caso contrario ∃xi2 ∈ {x1, ..., xk} con xi2 ̸= x1 y xi2 /∈ Ni1 , entonces ∃i2 > i1 tal
que xi1 , xi2 ∈ Ni2 , nuevamente, si Ni2 contiene a todos los generadores de N entonces
la cadena se estaciona en Ni2 = N y en caso contrario repetimos el proceso, notemos
que como {x1, ..., xk} es finito este proceso debe terminar, por lo tanto existe Nj tal
que x1, ..., xk ∈ Nj = N , por lo tanto toda cadena ascendente de submódulos de M se
estaciona.
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2) ⇒ 3) Se probará por contrapositiva, supongamos que M no tiene condición
máxima, entonces existe una familia no vaćıa {Ni}I de submódulos de M sin máximos.
Sea Ni1 en la familia, como Ni1 no es máximo ∃i2 ∈ I tal que Ni1 ≤ Ni2 , pero como
Ni2 tampoco es máximo ∃ i3 ∈ I tal que Ni1 ≤ Ni2 ≤ Ni3 y repitiendo este proceso
obtenemos una cadena ascendente que no se estaciona, por lo tantoM no tiene condición
de cadena ascendente.

3) ⇒ 1) Se probará la contrapuesta. Supongamos que existe N ≤ M tal que N
no es finitamente generado, en particular N ̸= 0, entonces ∃ 0 ̸= x1 ∈ N y Rx1 ≨
N , posteriormente ∃0 ̸= x2 ∈ N \ Rx1 con Rx1 ≨ Rx1 + Rx2 y continuando de
esta manera obtenemos una sucesión {xn}n∈N de elementos de N tal que la familia
{Rx1 + ... + Rxn}n∈N no tiene máximos y por lo tanto M no tiene condición máxima
en submódulos. 2) ⇒ 4) Claro. 4) ⇒ 1) Igual que en 3) ⇒ 1). ■

Definición 53. Un R-módulo izquierdo (derecho) M que cumpla las condiciones ante-
riores es un módulo noetheriano izquierdo (derecho).

Diremos que un anillo R es noetheriano si es noetheriano izquierdo y derecho.

Teorema 19. Son equivalentes para un R-módulo izquierdo (derecho) M :

1) M tiene condición de cadena descendente en sus submódulos izquierdos (dere-
chos).

2) M tiene condición mı́nima en sus submódulos izquierdos (derechos).

3) Todo cociente de RM es finitamente cogenerado.

Demostración:
1) ⇒ 2) Se probará por contrapositiva, supongamos que {Nj}J es una familia de

submódulos izquierdos de M no vaćıa y sin mı́nimos. Entonces consideremos Nj1,
como la familia no tiene mı́nimos existe Nj2 tal que Nj1 ≩ Nj2. Notemos que podemos
repetir este proceso indefinidamente por hipótesis, por lo tanto tenemos una cadena
descendente propia infinita:

Nj1 ≩ Nj2 ≩ ... ≩ Njn ≩ ...

Por lo tantoM no tiene condición de cadena descendente en sus submódulos izquierdos.
2) ⇒ 1) Supongamos que M tiene condición mı́nima en sus submódulos izquierdos

y consideremos una cadena descendente de submódulos:

N1 ≩ N2 ≩ ... ≩ Nn ≩ ...

Pero esta cadena es una familia de submódulos izquierdos de M , entonces tiene un
mı́nimo Nm y por lo tanto la cadena se estaciona.

1) y 2) ⇒ 3) Si M tiene condición mı́nima en sus submódulos izquierdos, entonces
cualquier cociente M

N
también la tiene por el Teorema de la correspondencia.

Basta ver que M es finitamente cogenerado.
Afirmamos que zoc(M) es finitamente generado, pues de lo contrario existiŕıa una

familia independiente de submódulos simples {Si}I deM y podemos tomar la siguiente
cadena:
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S1 ⊕ S2 ⊕ ... ≩ S2 ⊕ S3 ⊕ ... ≩ ... ≩ Sn ⊕ Sn+1... ≩ ...

La cual no termina, pero esto contradice queM tiene condición de cadena descendente,
por lo tanto zoc(M) es finitamente generado.

Ahora afirmamos que zoc(M) es esencial en M pues de lo contrario existe 0 ̸= N ≤
M tal que N ∩ zoc(M) = 0, entonces zoc(N) = 0 y como zoc(N) =

⋂
{E ≤ N | E ≤es

N}, entonces N contiene submódulos esenciales. Sea ζ = {Ei1 ∩ ... ∩ Ein | Eij ≤es

N, n ∈ N}, comoM tiene condición mı́nima entonces ζ debe tener un mı́nimo, digamos
Ei1 ∩ ... ∩ Ei2 , si tenemos E ≤es N , entonces E ≥ E ∩ (Ei1 ∩ ... ∩ Ein = Ei1 ∩ ... ∩ Ein
y por lo tanto 0 ̸= Ei1 ∩ ... ∩ Ein ≤

⋂
{E | E ≤es N} = 0 lo cual es una contradicción

y por lo tanto zoc(M) ≤es M y es finitamente generado, entonces M es finitamente
cogenerado y por lo tanto todo cociente de M también es finitamente cogenerado.

3) ⇒ 1) y 2) Consideremos una cadena descendente de submódulos de M :

N1 ≥ N2 ≥ ... ≥ Nn.

Sea N =
⋂
{Ni}N, consideremos la familia de cocientes {Ni

N
}N y notemos que es de

intersección nula en M
N

y como M
N

es finitamente cogenerado por hipótesis, entonces

existen i1, i2, ..., ik tales que {Ni1

N
, ...,

Nik

N
} es finita de intersección nula, es decir 0 =⋂k

j=1 {
Nij

N
} =

Nil

N
para algún l ∈ {1, ..., k} tal que Nil es el máximo en {Ni1 , ..., Nik},

entonces N = Nil y por lo tanto la cadena que consideramos se estaciona. ■

Definición 54. Un R-módulo M que cumpla las condiciones anteriores es un módulo
artiniano izquierdo (derecho).

Diremos que un anillo R es artiniano si es artiniano izquierdo y derecho.

3.2 Anillos artinianos, semiartinianos y teoŕıas de

torsión.

Para el siguiente caṕıtulo es necesario obtener algunos resultados relacionados con los
anillos artinianos. Se definen los anillos semiartinianos, semiperfectos y se plantea el
concepto de teoŕıa de torsión.

En el caṕıtulo 3 se abordó el concepto de radical, en este caṕıtulo se utiliza dicho con-
cepto para obtener resultados necesarios para el caṕıtulo siguiente. Recordemos que el
radical de unR-móduloM se define comoRad(M) = ∩{K ≤M |K es máximo enM}.

Proposición 8 (Lema de Nakayama). Sea M un R-módulo finitamente gene-
rado. Si L ≤M es tal que L+ J(R)M =M , entonces L =M .

Demostración:
Si L + J(R)M = M , entonces J(R)(M

L
) = M

L
, de esta manera, por la Proposición 4

del caṕıtulo anterior se obtiene que M
L
= 0, lo cual concluye la prueba. ■

Teorema 20. Si R es un anillo semilocal, entonces para cada RM se tiene que Rad(M) =
(Rad(R))M .
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Demostración:
En el Lema 5 vimos que siempre se tiene que Rad(M) ≥ (Rad(R))M . Notemos ahora

que el cociente M/Rad(R)M es anulado por Rad(R), aśı que es un R/Rad(R)-módulo,
y como tal, es semisimple. Entonces M/Rad(R)M es una suma directa de módulos
simples, y en consecuencia se sumerge en un producto directo de módulos simples. Por
la Proposición 2 concluimos que Rad(M) ≤ Rad(R)M .

■
El radical de Jacobson de un anillo R puede ser expresado de diferentes maneras, a

continuación se enuncian algunas equivalencias.

Proposición 9. J(R) = {a ∈ R|1− ab tiene un inverso derecho ∀b ∈ R}

Demostración:
Se tiene que a ∈ J(R) si y sólo si m + aR ̸= R para todo ideal máximo m ≤ R, lo

cual es equivalente a 1 − ab /∈ m para todo b ∈ R y m ≤ R ideal máximo, es decir
1− ab tiene un inverso derecho. ■

Proposición 10. J(R)es el ideal bilateral de R que tiene como elementos a los r ∈ R
tales que 1− r es invertible.

Demostración:
Por la proposición anterior se tiene que si I es un ideal bilateral tal que 1 − a es

invertible para todo a ∈ I, entonces I ⊂ J(R).
Queda demostrar que si r ∈ J(R), entonces 1− r es invertible. Es claro que existe

s tal que (1− r)s = 1, lo cual implica que 1− s = −rs ∈ J(R), por lo que existe s′ tal
que (1− (1− s))s′ = 1, es decir, ss′ = 1, por lo tanto s es invertible y se concluye que
1− r también lo es. ■

El resultado anterior es simétrico, con lo cual podemos concluir el siguiente corolario:

Corolario 4. J(R) es la intersección de todos los ideales izquierdos máximos de R.

Este resultado también fue explorado en la sección 2.1.

3.3 Módulos semiartinianos

Definición 55. Un módulo RM es semiartiniano, si cada uno de sus cocientes distintos
de cero tienen submódulos simples, en otras palabras, el zoclo de un cociente no nulo
de M es distinto de cero.

Lema 19. El zoclo de un módulo semiartiniano RM es esencial en RM .

Demostración:
Podemos suponer que RM ̸= 0. Notemos que zoc(M) ̸= 0, por definición. Si zoc(M)

no fuera esencial, entonces tendŕıa un seudocomplemento K ̸= R0 en RM . Tomemos
zoc(M) , un seudocomplemento de RK que contenga a zoc(M), entonces zoc(M) ⊕
K ≤es M y K ∼= (zoc(M) ⊕ K)/zoc(M) ≤es M/zoc(M). Como M es semiartiniano,
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entonces zoc(M/zoc(M) ̸= 0. Como el zoclo de un módulo es la intersección de los
submódulos esenciales, entonces (zoc(M)⊕K)/zoc(M) contoene un submódulo simple.
Pero entonces zoc(K) ̸= 0, contradiciendo que K es un seudocomplemento de zoc(M).

■

Teorema 21. La clase de los módulos semiartinianos es cerrada bajo tomar cocientes,
submódulos, extensiones y sumas directas.

Demostración:
↠) Es claro de la definición, que un cociente de un módulo semiartiniano M es

semiartiniano (un cociente de un cociente de M , sigue siendo un cociente de M).
≤) Sea M semiartiniano y N ≤R M , sea L un cociente distinto de cero de L, como

en el diagrama

N M

L

ι

α .

Completemos este diagrama con el núcleo de α :

Nuc(α) Nuc(α)

N M

L M/Nuc(α)

IdNuc(α)

α

ι

φ

.

Se sigue de manera inmediata que φ es un monomorfismo. Como M/Nuc(α) es
semiartiniano y distinto de R0, tiene zoclo esencial, de donde se obtiene que φ(L) ∩
zoc (M/Nuc(α)) ̸= 0. Por lo tanto zoc (L) ̸=R 0. Es decir, L es semiartiniano.

Extensiones) Si 0→ A
f→ B

g→ C → 0 es una sucesión exacta con A y C semiartini-

anos. Tomemos un cociente distinto de R0 de B, digamos B
β
↠M. Si βf ̸= 0, entonces

βf (A) contiene un simple, y βf (A) ⊆ M. Si βf (A)=0, entonces existe γ : M → L,
tal que γg = β, por la propiedad universal del conúcleo. Como se ve en el diagrama
conmutativo

0 A B C 0

M

f

0
β

g

γ

Note que γg = β implica que γ es un epimorfismo. Entonces M contiene un
submódulo simple por ser un cociente del módulo semiartiniano C.
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En cualquier caso, M tiene un submódulo simple, aśı que B es semiartiniano.
⊕) Supongamos que {Mi}i∈I es una familia de módulos semiartinianos y sea

⊕{Mi}i∈I N
g

un epimorfismo no nulo. Entonces ∃j ∈ I tal que g (Mj) ̸=R 0.

Como Mj es semiartiniano, g (Mj) contiene un submódulo simple. Por lo tanto N
contiene un submódulo simple.

■

3.4 Clases de Serre, el Teorema de Hopkins-Levitzki

Definición 56. Una clase de módulos izquierdos C es abstracta si es cerrada bajo copias
isomorfas de sus elementos. Es decir, si (M ∈ C y M ∼= N) ⇒ N ∈ C.

Definición 57. Una clase de módulos izquierdos C es una clase de Serre, si es cerrada
bajo tomar submódulos, imágenes epimórficas y extensiones.

Observación 10. Una clase de Serre es una clase abstracta.

Lema 20. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) RM es finitamente generado.

2) Si R(X) M
φ

es un R-morfismo, entonces existe un subconjunto finito F de

X tal que R(F ) M
φ⇂

es un epimorfismo. (Note que la inclusión F Xι

induce un monomorfismo R(F ) R(X) tal que el diagrama

R(X) M

R(F )

φ

φ⇂

conmuta).

3) Si (⊕i∈X{Ni}) M
φ

es un epimorfismo, entonces ∃F I
finito

tal que

(⊕i∈F{Ni}) M
φ⇂

es un epimorfismo.

Demostración:
1)=⇒ 3) Supongamos que{x1, ..., xn} es un conjunto de generadores de RM, xi =∑
j∈Fi

φ (nj) para algún subconjunto finito Fi de X. Como todo elemento de M es una
combinación de elementos en {x1, ..., xn}, entonces cada elemento de M es la imagen
bajo φ de un elemento en ⊕i∈F1∪...∪Fn {Ni}, y F1 ∪ ... ∪ Fn es un subconjunto finito de
X.

3)=⇒ 2) Es claro.
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2)=⇒ 1) Como todo módulo es un cociente de un módulo libre, es claro que entonces,

M es un cociente de Rn para alguna n ∈ N. Aśı, si Rn φ−→ M es un epimorfismo,
entonces {φ (e1) , ..., φ (en)} genera M (ei es el i-ésimo elemento de la base canónica de
Rn). ■

Teorema 22. La clase de los módulos izquierdos finitamente generados que denotare-
mos FG, es cerrada bajo cocientes y extensiones.

Demostración:
↠) Del lema anterior se sigue que un cociente de un módulo finitamente generado es

finitamente generado.

Extensiones) Supongamos que 0 A B C 0 es una sucesión
exacta de R-módulos, con A y B finitamente generados.

Entonces tenemos un diagrama

Rn Rm

0 A B C 0

0 0

,

donde el renglón y las columnas son sucesiones exactas. Podemos extender este dia-
grama al diagrama

0 Rn Rn ⊕Rm Rm 0

0 A B C 0

0 0

ι

f◦α
α λ

π

k

γ
β

f g

donde γ está dada por la proyectividad de Rm y λ es el morfismo inducido por f ◦ α
y por γ. Entonces g ◦ γ = β,λι = fα . λκ = γ y πκ = IdRm . Notemos que el primer
cuadrado es conmutativo y también el segundo: pues βπ = gγπ = gλκπ.

Para ver que gλ = βπ, basta ver que antecedidos por ι y por κ, producen los mismos
morfismos.

En efecto, gλι = gfα = 0 y βπι = 0. Además, βπκ = βIdRm = β, y gλκ = gγ = β.
Como el diagrama conmuta, y α, β son epimorfismos, entonces λ es epi, por el Lema

de los cinco. Entonces B es finitamente generado.
■

Lema 21. Las siguientes afirmaciones acerca de un módulo semisimple, son equiva-
lentes:

1) RM es noetheriano
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2) RM es finitamente generado.

3) RM = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ Sn, para una familia {S1, · · · , Sn} de submódulos simples
de RM .

4) RM es finitamente cogenerado.

5) RM es artiniano.

Demostración:
1) ⇒ 2) Si RM es noetheriano, entonces por el Teorema 18 todo cociente de M , es

finitamente generado, en particular M es finitamente generado.
2) ⇒ 3) Como M es semisimple, entonces M = ⊕i∈ISi, para una familia de

submódulos simples. Consideremos ⊕i∈ISi
IdM−−→ M, como M es finitamente generado,

por el Lema 20, ∃F I
finito

tal que ⊕i∈FSi M
IdM es un epimorfismo. Entonces

M = ⊕i∈FSi , una suma directa finita de simples.
3) ⇒ 4) Es claro que M tiene zoclo esencial finitamente generado, en este caso (vea

el Teorema 17).
4) ⇒ 5) Si M es semisimple finitamente cogenerado entonces M = zoc(M) es

finitamente generado. Por lo que M es semisimple de dimensión finita, y también aśı
son los cocientes deM . Aśı, todos los cocientes deM son finitamente cogenerados. Por
lo tanto, M es artiniano.

5) ⇒ 1) Si M es semisimple artiniano, entonces M es de dimensión finita (un
semisimple de dimensión infinita admite una cadena descendente propia infinita de
submódulos, si uno va quitando sucesivamente un sumando directo simple de una
descomposición en simples). Un semisimple M de dimensión finita tiene todos sus
submódulos semisimples de dimensión finita, es decir, son finitamente generados.

■

Teorema 23. La clase Noeth de los módulos noetherianos izquierdos es una clase de
Serre.

Demostración:
↠) Supongamos que M es noetheriano y que M N es un epimorfismo. Por

el Teorema de la correspondencia, las ret́ıculas [Nuc(g),M ] y [R0, N ] son isomorfas.
Aśı que si M tiene condición máxima en submódulos, entonces N también la tiene.

≤) Si N es un submódulo del módulo noetherianoM , entonces todos los submódulos
de N son finitamente generados, pues son submódulos de M .

Extensiones) Si 0 RL RM RN 0
f g

es una sucesión exacta

con L y N noetherianos y B es un submódulo de M, entonces tenemos un diagrama
conmutativo

0 B ∩ f(L) B g(B) 0

0 L M N 0

β

f g

,
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con renglones exactos y donde los morfismos verticales son monomorfismos. Como L y
N son noetherianos, B ∩ f (L) y g (B) son finitamente generados. Como la clase FG
es cerrada bajo extensiones, entonces B es finitamente generado.

Por lo tanto, M es noetheriano. ■

Lema 22. La clase FCog de los módulos finitamente cogenerados es cerrada bajo
submódulos y extensiones.

Demostración:
≤) Es claro, de la definición, pues si N ≤ M con M finitamente cogenerado, una

familia de submódulos de N de intersección nula, es también una familia de submódulos
de M .

Extensiones) Si 0 L M N 0
f g

es una sucesión
exacta con L y N finitamente cogenerados, podemos considerar el diagrama

0 f(L) ∩ zoc(M) zoc(M) (f(L) + zoc(M))/f(L) 0

0 L M N 0
f g

,

donde los renglones son exactos, los morfismos verticales son monomorfismos y donde los
módulos en la sucesión de arriba son semisimples. Notemos que (f (L) + zoc (M)) /f (L)
se sumerge en zoc(N), que es finitamente generado, porque N es finitamente cogener-
ado. Como también f (L)∩ zoc(M) es finitamente generado, por sumergirse en zoc(L),
tenemos que zoc(M) es finitamente generado. Veamos ahora que zoc(M) es esencial en
M . En caso contrario, el seudocomplemento K de zoc(M), seŕıa distinto de cero, pero
zoc(K) = 0. K es finitamente cogenerado y 0 = zoc(K) = ∩{U ≤ K | U ≤es K} (ver
el Lema 1). Entonces existe {U1, · · ·Un} una familia finita de submódulos esenciales
de K, con intersección R0. Como una intersección finita de submódulos esenciales es
esencial, entonces R0 ≤es K, entonces K =R 0 , contradicción. Como zoc(M) es puntos
módulo esencial finitamente generado en M , M es finitamente coge-
nerado. ■

Teorema 24. La clase Art de los R-módulos izquierdos artinianos es una clase de
Serre.

Demostración:
≤) Es claro que un submódulo de un módulos artiniano es artiniano, por ejemplo

usando la condición mı́nima en submódulos.

↠) Como un módulo M es artiniano si y sólo si sus cocientes son finitamente
cogenerados, es claro que un cociente de un módulos artiniano es artiniano.

Extensiones) Si 0 → L→M → N → 0 es una sucesión exacta con L y N artinianos,
veamos que los cocientes de M son finitamente cogenerados para demostrar que M es
artiniano. Si tenemos el diagrama
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0 L M N 0

B

f

β

g

donde la sucesión es exacta, L, N son artinianos y β es un epimorfismo, podemos
extender el diagrama anterior al diagrama conmutativo

0 L M N 0

0 βf(L) B B/(βf(L)) 0

f

βf |

g

β γ

g

,

que tiene renglones exactos y donde γ está dada por la propiedad universal del conúcleo.
Como γg = gβ es un epimorfismo, entonces γ es un epimorfismo. Por el Lema de los
cinco, β es un epimorfismo, como la clase FCog es cerrada bajo extensiones, entonces
B es finitamente cogenerado. Por lo tanto M es artiniano.

■

Teorema 25. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) RR es semiartiniano.

2) Todo módulo RM es semiartiniano.

Demostración:
2) ⇒ 1) Esto es claro.

1) ⇒ 2) Si RR es semiartiniano, entonces cada módulo libre es semiartiniano, como
cada módulo es un cociente de un módulo libre, entonces cada módulo es semiartiniano.

■
Decimos que el anillo R es semiartiniano izquierdo cuando R goza de las condiciones

anteriores.

Observación 11. Un anillo artiniano izquierdo es semiartiniano izquierdo.

Demostración:
Si R es artiniano, entonces la familia de los ideales izquierdos no nulos de R tienen

mı́nimos. Un ideal izquierdo no nulo mı́nimo es un submódulo simple de R, entonces
zoc(R) ̸= 0. Como los cocientes de R también son artinianos, con el mismo argumento,
tenemos que el zoclo de los cocientes no nulos de R tienen zoclo no nulo. ■

Teorema 26. Un anillo artiniano izquierdo R es semiartiniano izquierdo y noetheriano
izquierdo.
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Demostración:
Un anillo artiniano tiene radical de Jacobson nilpotente. Demostraremos que R es

noetheriano por inducción sobre el ı́ndice de nilpotencia de Rad(R). Base: si Rad(R) =
(0), comoRR es finitamente cogenerado, y Rad(R) = (0) es la intersección de los ideales
izquierdos máximos de R, existe un número finito de ideales izquierdos máximos de
intersección nula. Entonces existe un monomorfismo R → R/M1 × · · · × R/Mn. En-
tonces R es semisimple. Paso inductivo: si m > 1 es el ı́ndice de nilpotencia de Rad(R),
entonces R/Radm−1(R) es un anillo con ı́ndice de nilpotencia m − 1, pues como R es
artiniano, Rad(R/Radm−1(R) = Rad(R)(R/Radm−1(R)) = (Rad(R))/Radm−1(R)), de
donde se sigue que la potencia m − 1 de Rad(R/Radm−1(R) es cero. Por hipótesis de
inducción, R/Radm−1(R) es noetheriano, consideremos ahora la sucesión exacta

0 Radm−1(R) R R/Radm−1(R) 0.

Notemos queRadm−1(R) es unR/Rad(R)-módulo, por la elección dem. ComoR/Rad(R)
es un anillo artiniano de radical nulo, debido a queRad(R/Rad(R) = Rad(R)(R/Rad(R) =

R0, la base de la inducción nos dice que R/Rad(R) es noetheriano. De la sucesión ex-
acta, concluimos que R es noetheriano, usando que la clase Noeth es de Serrre. ■

Como un preliminar al Teorema de Hopkins-Levitski se define el concepto de los
zoclos extendidos.

Definición 58. Definimos recursivamente zocn(RM) por: zoc0(RM) = R0,
zocn+1(RM)/zocn(RM) := zoc(RM/zocn(RM))

Podemos notar de esta definición, que zoc1(RM) = zoc(RM) y zocn(RM) ≤ zocn+1(RM),
para cada módulo RM .

Teorema 27. Un anillo noetheriano izquierdo y semiartiniano izquierdo R, es artiniano
izquierdo.

Demostración:
Supongamos que R satisface las hipótesis. Como R es noetheriano, la cadena 0 ≤

zoc1(R) ≤ zoc2(R) · · · ≤ zocn(R) ≤ · · · se estaciona, digamos que zocn(R) = zocn+1(R).
Entonces 0 ∼= zocn+1(R)/zocn(R) = zoc(R/zocn(R). Como R es semiartiniano, tenemos
que R = zocn(R). Veamos que zocn(R) es artiniano, para toda n, por inducción. Base,
si n = 0, zoc0(R) =R 0 es artiniano. Paso inductivo, si zocm(R) es artiniano, en la
sucesión exacta

0 zocm(R) zocm+1(R) zoc(M/zocm(R)) 0 ,

tenemos que zoc(M/zocm(R)) es noetheriano por que es un submódulo deM/zocm(R))
que es noetheriano porque es un cociente de R. Ahora por el Lema 21, zoc(M/zocm(R))
es artiniano. Como los extremos de la sucesión exacta son artinianos, entonces zocm+1(R)
es artiniano. Lo que completa la inducción. En particular, R = zocn(R) es artiniano.
■

Podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente teorema.
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Teorema 28. (Hopkins− Levitzki) Un anillo R es artiniano izquierdo si y sólo si es
noetheriano izquierdo y semiartinaino izquierdo.
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Caṕıtulo 4

Anillos de Kasch, anillos PF y
anillos QF

En este caṕıtulo se definen los anillos casi Frobenius y se obtienen caracterizaciones de
estos anillos a partir de la Teoŕıa de torsión de Lambek y el uso de los anillos de Kasch.

Definición 59. Un anillo R es de Kasch derecho (izquierdo) si todo R-módulo derecho
(izquierdo) simple es isomorfo a un ideal derecho (izquierdo) de R.

Un anillo R es de Kasch si es de Kasch izquierdo y derecho.

Definición 60. Sean RM un R-módulo y x ∈M . Definimos los siguientes conjuntos:

1) r(x) = {s ∈ R|xs = 0}. A este conjunto se le conoce como el anulador derecho
de x.

2) l(x) = {s ∈ R|sx = 0}. A este conjunto se le conoce como el anulador izquierdo
de x.

Es claro que los anuladores derecho e izquierdo de un elemento x de un R-módulo
M son ideales del anillo R.

Note que se pueden definir los anuladores derecho e izquierdo de un R-módulo
M como r(M) = {s ∈ R|xs = 0 ∀x ∈ M} y l(M) = {s ∈ R|sx = 0 ∀x ∈ M}
respectivamente. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 61. Decimos que un R-móduloM es fiel derecho si r(M) = 0. Análogamente,
M es fiel izquierdo si l(M) = 0.

Un R-módulo M es fiel si es fiel derecho e izquierdo.

Definición 62. Sean MR un R-módulo, N un submódulo de M y y ∈ M , se define el
conjunto y−1N = {r ∈ R|yr ∈ N} = an (y +N), donde y +N ∈M/N.

El conjunto anterior es un ideal derecho de R, que es el anulador derecho de la clase
y ∈M/N . Análogamente se puede definir el anulador izquierdo de la clase y ∈M/N .

Definición 63. Sean L y L′ ret́ıculas completas. Una conexión de Galois entre L y L′

es un par de morfismos σ : L→ L′ y τ : L′ → L tales que:

61
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1) Si x1 ≤ x2, entonces σ(x1) ≥ σ(x2), con x1, x2 ∈ L.

2) Si y1 ≤ y2, entonces τ(y1) ≥ τ(y2), con y1, y2 ∈ L′.

3) x ≤ (τ ◦ σ)(x) ∀x ∈ L y y ≤ (σ ◦ τ)(y) ∀y ∈ L′.

Ejemplo 4. Existe una conexión de Galois entre ℘(R) y ℘(R) definida por:

℘(R) ℘(R)

X l(X)

r(Y ) Y.

l

r

Esta conexión se restringe a una conexión entre la ret́ıcula de ideales derechos
(L(R·)) y la ret́ıcula de ideales izquierdos (L(·R)) de un anillo R, la cual está dada
por las asignaciones l : L(R·) → L(·R) y r : L(·R) → L(R·), en donde l(I) denota
el anulador izquierdo de I y r(J) denota el anulador derecho de J . Es claro que l y r
invierten el orden, que I• ⊆ rl(I) y que •J ⊆ lr(J), para cualquier ideal izquierdo I y
cualquier ideal derecho J .

4.1 La Teoŕıa de torsión de Lambek. Submódulos e

ideales densos

Teorema 29. Sea R un anillo y denotemos E(R) su cápsula inyectiva, la clase de
módulos

TL = {M | Hom(M,E(R)) = 0}

es cerrada bajo tomar cocientes, submódulos, extensiones y sumas directas.

Demostración:
↠) Supongamos que M ∈ TL y que M

gR
↠ N es un epimorfismo de R módulos

derechos. Si N
fR→ E(R) es un R-morfismo, entonces f ◦ g : M → E(R) es el morfismo

cero, como g es epi, entonces f es cero. Aśı, N ∈ TL.
≤) Supongamos que N ≤ M, con M ∈ TL. Si f : N → E(R) es un R-morfismo,

entonces f se extiende a un morfismo φ : M → E(R), pues E(R) es inyectivo y N es
un submódulo de M. Como φ es el morfismo cero, entonces f es cero.

Extensiones) Si se tiene la siguiente sucesión exacta

0 K M N 0
f g

con K,N ∈ TL, entonces la sucesión
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0 Hom(N,E(R)) Hom(M,E(R)) Hom(K,E(R)) 0
◦g ◦f

es exacta con Hom(N,E(R)) = 0 = Hom(K,E(R)), por lo tanto Hom(M,E(R)) = 0,
es decir M ∈ TL.

Sumas directas) Si {Mi}I es una familia en TL, entonces ∀i ∈ I Hom(Mi, E(R)) = 0,
aśı Π{Hom(Mi, E(R))} ∼= 0, pero Hom(⊕{Mi}, E(R)) ∼= Π{Hom(Mi, E(R))} ∼= 0.

■

Definición 64. Un submódulo N ≤ M es denso, lo que denotaremos N ≤d M , si
N
M

∈ TL.
Un ideal RI es denso si R

I
∈ TL.

Lema 23. RM ∈ TL si y sólo si Hom(Rx,R) = 0, ∀x ∈M .

Demostración:
⇒) Si RM ∈ TL y f : Rx −→ R, con x ∈M , entonces existe un morfismo ϕ : RM −→

E(R), que extiende a f ya que E(R) es inyectivo, es decir el siguiente diagrama conmuta

Rx RM

R

E(R)

f

ϕ
.

Como RM ∈ TL, entonces ϕ = 0 y por lo tanto f = 0.

⇐) Supongamos que Hom(Rx,R) = 0, ∀x ∈ M . Si 0 ̸= ϕ : M −→ E(R), como
R ≤es E(R), se tiene que R ∩ ϕ(M) ̸= 0. Si r = ϕ(x) ̸= 0, entonces, por el siguiente
diagrama

M E(R)

Rx R ∩ ϕ(M) R

ϕ

ϕ↾Rx

,

se tiene que x ∈ Rx 7→ ϕ(x) ̸= 0 ∈ R∩ϕ(M) 7→ ϕ(x) = r ∈ R, es decir, Hom(Rx,R) ̸=
0, lo cual es una contradicción y por lo tanto Hom(RM,E(R)) = 0. ■

Corolario 5. N ≤d M ⇔ ∀x ∈M Hom(Rx+N
N

, R) = 0.

Observación 12. Si N ≤ M , entonces Hom(Rx+N
N

, R) = 0, ∀x ∈ M , si y sólo si
∀x ∈M, ∀r ∈ R \ {0}, ∃s ∈ R tal que sx ∈ N , pero sr ̸= 0.
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Demostración:
⇒) Se probará por contrapuesta. Si ∃x ∈M y ∃r ∈ R \ {0} tales que, (∀s ∈ R, sx ∈

N ⇒ sr = 0), entonces

Rx+N
N

R

x+N = x r ̸= 0,

ϕ

ϕ es un R-morfismo distinto de 0 y está bien definido, ya que sx = 0 implica que sr ∈ N
y entonces por hipótesis sr = 0. Por lo tanto Hom(Rx+N

N
, R) ̸= 0.

⇐) Supongamos ahora que ∀r ∈ R \ {0}, ∃s ∈ R tal que sx ∈ N , pero sr ̸= 0.
Un morfismo ϕ que salga desde un módulo ćıclico está determinado por su valor en el
generador, aśı si

Rx+N
N

R

x r,

ϕ

con r ̸= 0, es un R-morfismo, para que esté bien definido debe pasar que si sx ∈ N
entonces sr = 0. Pero por hipótesis ∃s ∈ R tal que sx ∈ N con sr = 0. Por lo tanto el
único morfismo en Hom(Rx+N

N
, R) es el morfismo 0. ■

En particular I ≤d R si y sólo si ∀x ∈ R y ∀r ∈ R \ {0}, ∃s ∈ R tal que sx ∈ I,
pero sr ̸= 0.

Definición 65. Se define la clase libre de torsión de Lambek como

FL := {M | Hom(D,M) = 0, ∀D ∈ TL}

Teorema 30. FL es cerrada bajo submódulos, productos, extensiones y cápsulas inyec-
tivas.

Demostración:

≤) Supongamos que N ≤M , M ∈ FL y D ∈ TL. Si D N
f

es un R-morfismo,

componiendo con la inclusión N Mι obtenemos el morfismo D M
ι◦f

que
es el morfismo cero por hipótesis. Como ι es un monomorfismo, entonces f = 0.
Entonces HomR (D,N) = {0} para cada D ∈ TL.∏

) Supongamos que {Ni}i∈I es una familia de módulos en FL y supongamos que
M ∈ TL, entonces Hom

(
M,

∏
{Ni}i∈I

) ∼= ∏
i∈I

{Hom (M,Ni)} = 0.

Extensiones) Supongamos que 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 es una sucesión exacta

de R-módulos con A y B en FL y supongamos que M ∈ TL. Si M
f−→ B es un

R-morfismo, consideremos el diagrama
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M

0 A B C 0

α

f g

Entonces gα = 0, por hipótesis. Por la propiedad del núcleo existe M A
β

tal
que fβ = α. Por hipótesis β es el morfismo 0, entonces α es 0.

Cápsulas inyectivas) Supongamos que N ∈ FL y que M ∈ TL. Si M E(N)
f

es un morfismo no nulo, entonces (N ∩ f (M)) ̸= 0, entonces 0 ̸= f−1 (N ∩ f (M)) ≤M,

aśı que 0 ̸= f−1(N ∩ f(M)) N,
f↾⇂

contradicción. ■

4.2 Anillos de Kasch y anillos QF

Proposición 11. Sea RI un ideal izquierdo máximo de R, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) R/I se sumerge en RR.

2) I = l(x) para algún x ∈ R.

3) r(I) ̸= 0.

4) I = l(r(I)).

5) I no es denso en RR.

Demostración:

1) ⇒ 2) Si R/I R
f

es un monomorfismo, denotemos x = f
(
1
)
. Ix =

If
(
1
)
= f

(
I1

)
= f (0̄) = 0, entonces I ≤ l (x) ̸= R. Como I es un ideal izquierdo

máximo, entonces I = l (x) .
2) ⇒ 3) Si I = l (x), entonces 0 ̸= x. Como Ix = 0, entonces 0 ̸= x ∈ r (I).
3) ⇒ 4) Como I (r (I)) = 0, entonces I ≤ l (r (I)) .l (r (I)) es un ideal izquierdo

propio de R, pues 1 /∈ l (r (I)), puesto que r (I) ̸= 0. Como I es un ideal izquierdo
máximo, entonces I = l (r (I)) .

4) ⇒ 5) Si I fuera denso en R, entonces HomR (R/I,E (R)) = 0. En particular,
HomR (R/I,R) = 0. Aśı que para toda 0 ̸= s ∈ R, multiplicar por s por la derecha, no

define un morfismo R/I
−·s−→ R. Esto es porque I = l (1̄) ⊈ l (s). Entonces s /∈ r (I) ,

por lo que Is ̸= 0, para cada s ∈ R \ {0} . Esto muestra que r (I) = 0, aśı que
I = l (r (I)) = l (0) = R, contradiciendo que I es un ideal máximo.

5) ⇒ 1) Como I no es denso en R, entonces Hom (R/I,E (R)) ̸= 0. Como R/I es
un módulo simple, entonces R/I se sumerge en E (R) . Como R es esencial en E (R),
entonces R/I se sumerge en R.

■
Para el resultado siguiente hace falta relacionar las propiedades de los anuladores

con las propiedades de ser autoinyectivo.
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Proposición 12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:

1) Todo morfismo fR : IR −→ RR, donde I es un ideal derecho finitamente generado,
es de la forma f(x) = ax para algún a ∈ R.

2) R satisface las siguientes condiciones para I1, I2 dos ideales derechos finitamente
generados de R:

a) l(I1 ∩ I2) = l(I1) + l(I2).

b) l(r(a)) = Ra para todo a ∈ R.

Demostración:
1) ⇒ 2) Como I1 ∩ I2 ⊆ I1 se tiene que l(I1) ⊆ l(I1 ∩ I2). Análogamente l(I2) ⊆

l(I1 ∩ I2), entonces l(I1) + l(I2) ⊆ l(I1 ∩ I2).
Para la otra inclusión, sea y ∈ l(I1 ∩ I2) y definamos α : I1 + I2 −→ R como:

α(x) =

{
x si x ∈ I1
(1 + y)x si x ∈ I2

,

α está bien definido, pues las dos expresiones coinciden en I1 ∩ I2, además es un R-
morfismo, claramente. Por hipótesis, ∃a ∈ R tal que α(x) = ax, de esta manera,
si x ∈ I1, entonces x = ax, es decir, (a − 1)x = 0, por lo tanto, se puede escribir
y = (a− 1) + (1 + y − a) ∈ l(I1) + l(I2), lo cual prueba la primera igualdad.

Ahora, para cada a ∈ R, se tiene que Ra ⊆ l(r(a)). Sea b ∈ l(r(a)), se puede definir
un morfismo aR −→ bR, donde ax 7−→ bx, (que está bien definido, pues si ad = 0,
entonces d ∈ r(a), por lo que db = 0). Pero entonces, por hipótesis, debe existir c ∈ R
tal que b = ca, lo que muestra que b ∈ Ra.

2) ⇒ 1) Sea α : I −→ R, un morfismo con I un ideal derecho finitamente generado
de R, entonces I = a1R+ a2R+ ...+ anR. La prueba procederá por inducción sobre el
número de generadores de I. El caso n = 0 es claro, supongamos entonces que n > 0
y que la afirmación se cumple para n− 1. Sea I ′ = a1R + ... + an−1R y sean c, c′ ∈ R
tales que

α(x) =

{
cx si x ∈ I ′ = a1R + ...+ an−1R
c′x si x ∈ anR.

En x ∈ I ′∩anR se tiene que (c− c′)x = 0. Es decir, se tiene que (c− c′) ∈ l(I ′∩anR) =
l(I ′) + l(anR), por hipótesis. De esta manera c − c′ = b − b′ con bI ′ = 0 y ban = 0.
Por lo tanto la multiplicación por c− b = c′ − b′ coincide con α en I = I ′ + anR. Esto
concluye la inducción. ■

Note que la proposición anterior dice que todo morfismo desde un ideal finitamente
generado hacia el anillo, se puede extender a un endomorfismo de R si y sólo cada
pareja de ideales finitamente generados satisfacen (a) y (b). Con esencialmente la
misma demostración, tenemos lo siguiente.

Proposición 13. Si R es un anillo autoinyectivo derecho, entonces se cumplen las
siguientes afirmaciones:
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1) l(I1 ∩ I2) = l(I1) + l(I2) ∀I1, I2 ideales derechos de R.

2) l(r(J) = J ∀J ideal izquierdo finitamente generado.

Demostración:
Las demostraciones de ambos incisos son muy similares a la prueba de la proposición

anterior. ■

Lema 24. Si R es un cogenerador de Mod − R, entonces r(l(I)) = I para todo ideal
derecho I ≤ R.

Demostración:
Siempre se tiene que I ≤ rl(I). Como R es un cogenerador de Mod − R, entonces

para cada ideal IR ≤ R, existe un monomorfismo f : RI −→ RJ para algún conjunto J ,

de tal manera que si f(1) = (xi)J , entonces I =
⋂
J

r(xi) = r({xi}), aśı {xi}i∈J ⊆ l(I)

y por lo tanto rl(I) ⊆ r({xi}) = I. Por lo tanto I = r(l(I)). ■

Lema 25. Sea R un anillo autoinyectivo derecho y sean x, y ∈ R. Suponga que yR ∼=
xR. Entonces Rx es isomorfo a un ideal contenido en Ry. Si Ry es simple, entonces
Ry ∼= Rx.

Demostración:
Sea φ : yR −→ xR un isomorfismo. Tenemos un diagrama conmutativo

yR R

xR

R

ι1

φ

γ=a·

ι2

Tenemos que si r ∈ R, φ (yr) =γ (yr) = γ (y) r.
Ahora, φ (y) = xr0 con r0 ∈ R, y x = φ (yr1) con r1 ∈ R.
Definamos

Rx Ry

rx rxr0 = rφ(y) = rγ(y) = ray.

φ̂

Entonces φ̂ es un morfismo de R-módulos izquierdos.
Si rxr0 = 0, entonces 0 = rxr0r1 = rφ (y) r1 = rφ (yr1) = rx. Esto muestra que φ̂

es un monomorfismo. Por lo tanto xR ∼= yR y yR simple implica que Rx ∼= Ry. ■

Lema 26. Sea S := End (MR), si T es un submódulo simple de M tal que E (T ) ≤M,
entonces para 0 ̸= x ∈ T, tenemos que Sx es un submódulo simple de SM.
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Demostración:
Veremos que Sx está generado por cualquiera de sus elementos no nulos.

Supongamos que α (x) ̸= 0, con α ∈ S. Tenemos un isomorfismo xR
α|−→ α (x)R

x 7→ α (x)
,

aśı que α (x)R es también un módulo simple. Denotemos τ : α (x)R −→ xR el inverso
de α |. Entonces tenemos el siguiente diagrama

α(x)R MR

xR

S

E(S) M.

ι

τ

φ
=

ι3

Como E (S) es inyectivo, ∃φ : M −→ E (S) tal que hace el diagrama conmutativo.
Hagamos γ := ι3φ. Entonces γ ∈ S y γ (α (x))=ι3τα (x) = x, por la definición de τ.
Entonces Sx ⊆ Sα (x)⊆ Sx. ■

Corolario 6. Si RR es inyectivo, entonces para un submódulo simple TR ≤ R y un
elemento x ∈ T , Rx es un módulo izquierdo simple. Consecuentemente zoc(RR) ⊆
zoc(RR) (El zoclo derecho de R está contenido en el zoclo izquierdo).

Demostración:
Notemos que End (RR) es un anillo isomorfo a R. Podemos aplicar el lema anterior.

■

4.3 Anillos PF

Definición 66. Se dice que un anillo R es un anillo pseudo-frobenius derecho, abreviado
PF, si es semiperfecto, autoinyectivo derecho y el zoclo derecho de R es esencial en R.

Teorema 31. Son equivalentes:

1) RR es un cogenerador y R− simp es finito.

2) RR es un cogenerador y RR es de Kasch.

3) Todo MR fiel es un generador.

4) Todo cogenerador de Mod−R es un generador.

5) RR es inyectivo y finitamente cogenerado.

6) RR es inyectivo, semiperfecto y tiene zoclo esencial.
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Demostración:
2) ⇒ 3) Supongamos que MR es fiel. Para ver que M es un generador, basta

ver que RR está generado por MR. Es decir necesitamos ver que R = trM (R) =∑
{φ (M) | φ ∈ HomR (M,R)}. Hagamos T = trM (R) y denotemosM∗ = HomR (M,R).

Notemos que T es un ideal bilateral de R, porque trM es un prerradical. Si z ∈ r (T )
(el anulador derecho de T ), entonces 0 = φ (M) z = φ (Mz) ,∀φ ∈ M∗. Entonces
Mz ⫅

⋂
{Nuc (φ) | φ ∈M∗}.

Como RR es un cogenerador, existe un monomorfismo M
θ
↣ RY , para algún con-

junto Y.

M RY

R

θ

πy ,

entonces 0 = Nuc (θ) =
⋂

{Nuc (πy ◦ θ) | y ∈ Y } ⊇
⋂
{Nuc (φ) | φ ∈M∗}.

Esto muestra que Mz = 0. Como M es fiel entonces z = 0. Por lo tanto r(T ) = 0.
Si T fuera un subconjunto propio de R, existiŕıa un ideal izquierdo máximo RI

que contiene a T. Entonces R/I seŕıa un módulo izquierdo simple, que por hipótesis

se sumerge en RR. Si R/I Rσ es un monomorfismo de R-módulos izquier-

dos, entonces ∀a ∈ I, tenemos que 0 = σ (a) = σ
(
a1

)
= aσ

(
1
)
, pero entonces

0̸= σ
(
1
)
∈ r (I) = {0}, contradicción. Por lo tanto T = R.

3) ⇒ 4) Notemos que todo generador de Mod − R es fiel. Si MR es un generador,

entonces existe un epimorfismo M (Z) R, como R es proyectivo, entonces R es

isomorfo a un sumando directo de M (Z). Entonces r
(
M (Z)

)
= r (M) ⊆ r (R) = 0R. Es

decir que MR es fiel.
4) ⇒ 5) Consideremos el cogenerador inyectivo C =

⊕
{E (S) | S ∈ simp−R},

donde E (S) denota la cápsula inyectiva del simple SR. Por hipótesis, es un generador,

aśı que existe un epimorfismo C(X) R para algún conjunto X. Entonces R es un
cociente de una suma directa de cápsulas inyectivas de simples. Como R es finitamente
generado, es una cociente de una suma directa finita de cápsulas inyectivas de simples.
Como R es proyectivo, entonces es un sumando directo de una suma directa finita de

cápsulas inyectivas de simples. Digamos que R
⊕n

i=1E(Si). Como
⊕n

i=1 Si es

esencial en
⊕n

i=1E(Si), tenemos que
⊕n

i=1E(Si) es finitamente cogenerado. Entonces
R es finitamente cogenerado. RR es inyectivo porque es una suma directa de un módulo
inyectivo.

5) ⇒ 6) Resta ver que R es semiperfecto. Tenemos que RR es una suma directa de
cápsulas inyectivas de simples. Si E (S) es una cápsula inyectiva de un simple contenida
en R, entonces E (S) es un proyectivo inescindible. Un proyectivo inescindible PR es
semiperfecto (Teorema 11.4.1 de [5]).

6) ⇒ 1)∧2) Por hipótesis zoc (RR) es esencial en RR.
El zoclo derecho está contenido en el zoclo izquierdo (ver lema). El radical de

Jacobson de R es tal que Rad (R) zocR (RR) = 0, (siempre se tiene que Rad (R)M ≤
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Rad (M) y el radical de un módulo semisimple es 0). Entonces zoc(RR) ≤ zoc (RR) ≤
r (RadR). Entonces r (RadR) ≤es (RR) .

Si RT es un módulo simple y 0 →R U →R R
φ→ T → 0 es una sucesión exacta,

como T tiene una cubierta proyectiva (R es semiperfecto) , entonces R = Re1 ⊕ Re2,
donde Re2 ≤ U y Re1

⋂
U ≪ Re1 (teorema fundamental de las cubiertas proyecti-

vas). Por modularidad, U = U ∩ (Re1 ⊕Re2) = (U ∩Re1) ⊕ Re2. Como Re1
⋂
U ≪

Re1, entonces Re1
⋂
U ≤ Rad (Re1) ≤ Rad (R) . Como e2 es idempotente, entonces

r (Re2) = (1− e2)R = e1R. Como Re1
⋂
U ≤ Rad (R), entonces r (Rad (R)) ≤

r (Re1
⋂
U) ≤ RR. Entonces r (Re1

⋂
U) ≤es RR. Aśı que 0 ̸= r (Re1

⋂
U) ∩ r (Re2) =

r ((Re1
⋂
U)⊕Re2) = r (U) .

Si Ua = 0 con R ∋ a ̸= 0, entonces U ≤ l (a) , entonces U = l (a) , pues U es un
ideal izquierdo máximo. Por lo tanto RT ∼= R/U = R/l (a) ∼= Ra. Entonces tenemos
que todo módulo izquierdo simple es isomorfo a un ideal izquierdo de R, es decir que
R es de Kasch izquierdo.

Resta ver que simp − R es finito. Como R es semiperfecto, hay un número finito
de clases de isomorfismo de simples izquierdos. Podemos suponer que R − simp =
{Ra1, ..., Ran} , con ai ∈ R. Como zoc (RR) es esencial, entonces cada ideal derecho aiR
contiene un simple, que se puede escribir como aibiR. Hagamos ci = aibi. Tenemos el

isomorfismo,

Rai Rci

ai aibi

como Rai es simple, entonces {Rci}ni=1 es un conjunto

de representantes de clases de isomorfismo módulos izquierdos simples. Si ciR ∼= cjR,
entonces por el Lema 25 Rci ∼= Rcj.

Cuando R/rad(R) es semisimple el número de sumandos directos simples dere-
chos en una descomposición de R/rad(R) coincide con el número de sumandos sim-
ples izquierdos, por el Teorema de Wedderburn-Artin. Este número es el cardinal de
R−simp que coincide con el cardinal de simp−R. Por lo tanto {ciR}ni=1 es un conjunto
de representantes de clases de isomorfismo de módulos derechos simples. Como R es
autoinyectivo derecho y contiene una copia de cada simple derecho, entonces RR es un
cogenerador.

1) ⇒ 6) Como RR es un cogenerador, entonces RR contiene una copia de cada simple
derecho. Sea {a1R, ..., anR} un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de
módulos simples formada por ideales de R. La cápsula inyectiva de un simple de la
forma aiR, es inescindible, pues aiR ≤es E (aiR) .

Como RR es inyectivo y E (aiR) ≤ R, entonces E (aiR) es un sumando directo de
RR y por lo tanto es proyectivo.

Como E (aiR) es un proyectivo inescindible, entonces E (aiR) tiene un submó- dulo
mayor que es superfluo. Entonces cada cociente E (aiR) /Rad (aiR) es simple. Como
E (a1R)⊕ ...⊕E (anR) es un sumando directo de R, digamos que R = E (a1R)⊕ ...⊕
E (anR)⊕eR, entonces deR/Rad(R) ∼= E (a1R) /Rad (a1R)⊕...⊕E (anR) /Rad (anR)⊕
eR/Rad(eR), tenemos que

{E (a1R) /Rad (a1R) , ..., E (anR) /Rad (anR)}

es también un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de simples dere-
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chos. Como los epimorfismos naturales E(aiR) E(aiR)/Rad(aiR) son cubier-

tas proyectivas, entonces cada módulo simple derecho tiene cubierta proyectiva. Esto es
equivalente a que R sea semiperfecto. RR es semiperfecto si y sólo si RR es semiperfecto.

Hay una descomposición RR = P1 ⊕ ... ⊕ Pm donde cada Pi es un proyectivo ine-
scindible y donde cada Pi/RadPi es simple. Por lo tanto Pi ∼= E (aj) , para alguna j.
Entonces RR es inyectivo. Además zoc (RR) ≤es R, pues cada Pi es la cápsula inyectiva
de un simple. ■

Proposición 14. Sea R un anillo autoinyectivo derecho, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1) R es un anillo de Kasch derecho.

2) RR es un cogenerador inyectivo de Mod−R.

3) r(l(I)) = I para todo ideal derecho I ≤ R.

Demostración:
1) ⇒ 2) Un ideal derecho I ≤ R es denso si Hom(RI , E(R)) = 0, pero R es un anillo

de Kasch derecho, por lo tanto R no tiene ideales derechos propios densos, entonces
Hom(C,E(R)) ̸= 0 para todo R-módulo ćıclico C ̸= 0, lo que muestra que E(R) es un
cogenerador de Mod − R. Como R es un anillo autoinyectivo derecho, se tiene que R
es un cogenerador inyectivo de Mod−R.

2) ⇒ 3) Se sigue del Lema 24.
3) ⇒ 1) Se sigue de la Proposición 11. ■

Proposición 15. Sea R un anillo semiperfecto y autoinyectivo derecho, si el zoclo de
R es un ideal esencial derecho de R, entonces R es un anillo de Kasch izquierdo.

Demostración:
Esto es 6) ⇒ 2) del Teorema 31 . ■

Proposición 16. 1) Sea R un anillo noetheriano derecho. Entonces R es autoinyec-
tivo derecho si y sólo si

a) l(I1 ∩ I2) = l(I1) + l(I2) para cualesquiera ideales derechos I1, I2 ≤ R.

b) l(r(J )) = J para todo ideal izquierdo finitamente generado J ≤ R.

2) Todo anillo perfecto izquierdo y autoinyectivo derecho R es un anillo de Kasch
izquierdo.

Demostración:

1) ⇒) De la Proposición 13 tenemos (a) y (b).
⇐) Ahora, si R es noetheriano derecho y valen (a) y (b), entonces se cumple 2. de
la Proposición 13, como todos los ideales derechos de R son finitamente generados,
concluimos que RR es inyectivo, usando la proposición mencionada.
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2) Un anillo perfecto izquierdo R es semiperfecto y semiartiniano derecho. Entonces
R tiene zoclo derecho esencial. Concluimos usando el Teorema 31.

■

Teorema 32. Las siguientes propiedades de un anillo son equivalentes:

1) R es un cogenerador inyectivo para Mod−R.

2) Todo módulo MR fiel es un generador para Mod−R.

3) RR es inyectivo con zoclo derecho finitamente generado.

4) R es un anillo semiperfecto autoinyectivo derecho con zoclo derecho esencial.

Demostración:
Se sigue del Teorema 31.

■

Proposición 17. Si R es un anillo semiperfecto y autoinyectivo derecho y si zoc(R)R ≤es

R (el zoclo derecho), entonces R es un anillo de Kasch izquierdo.

Demostración:
Se sigue del Teorema 31. ■

Con todo lo anterior es posible ahora definir los anillos casi-Frobenius (anillos QF),
además podemos dar algunas propiedades relacionadas con los anuladores derechos e
izquierdos aśı como con la propiedad de ser de Kasch.

Definición 67. Un anillo artiniano R (es decir, R es artiniano izquierdo y derecho y
por lo tanto es noetheriano izquierdo y derecho) es un anillo casi Frobenius, abreviada-
mente QF , si satisface

r(l(D)) = D
l(r(I)) = I,

para todo ideal derecho D ≤ R y todo ideal izquierdo I ≤ R.

Proposición 18. Un anillo artiniano R es un anillo QF si y sólo si es autoinyectivo
derecho e izquierdo.

Demostración:
Si R es un anillo QF , entonces la conexión de Galois (r, l) define un anti-isomorfismo

entre las ret́ıculas de ideales izquierdos y derechos de R, por lo tanto se satisfacen
las condiciones en los anuladores izquierdos y derechos de la Proposición 12. Con-
cluimos, usando la Proposición 16 que R es un anillo autoinyectivo derecho e izquierdo.
La demostración del rećıproco se sigue de la proposición 13 y del hecho de que R es
noetheriano izquierdo y derecho. ■

Corolario 7. Todo anillo QF es un anillo de Kasch izquierdo y derecho.
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Demostración:
Se sigue de la proposición anterior y de la Proposición 14. ■

Se puede obtener un resultado más fuerte si se considera que las condiciones se
cumplen de un solo lado.

Proposición 19. Si R es un anillo artiniano derecho o izquierdo y autoinyectivo dere-
cho o izquierdo, entonces R es un anillo QF .

Demostración:
Se deben considerar dos casos en la siguiente demostración:

1. R es artiniano derecho y autoinyectivo derecho.

2. R es artiniano izquierdo y autoinyectivo derecho.

Notemos que es posible llevar la situación (1) a (2) si consideramos I1 ≤ I2 ≤ ... ≤ ...
una cadena ascendente de ideales izquierdos finitamente generados de R, entonces la
cadena descendente r(I1) ≥ r(I2) ≥ ... ≥ ... se estaciona ya que R es artiniano derecho,
pero Ii = l(r(Ii)) por la Proposición 13, por lo tanto la cadena ascendente también
se estaciona, es decir R es noetheriano izquierdo (Teorema 18) y por lo tanto también
artiniano izquierdo (un anillo R es artiniano izquierdo si y sólo si R es semiartiniano
izquierdo y noetheriano izquierdo, por el Teorema de Hopkins-Levitzki y un anillo
artiniano derecho es un anillo perfecto derecho que es semiartiniano izquierdo, por el
Teorema P de Bass). Entonces un anillo artiniano derecho y noetheriano izquierdo es
artiniano izquierdo.

Como R es artiniano izquierdo, entonces es semiartiniano derecho, semiperfecto y
autoinyectivo derecho, de donde se concluye que R es un anillo de Kasch izquierdo, por
la Proposición 31 De la Proposición 14 se sigue que R es un anillo de Kasch derecho,
por lo tanto r(l(I) = I para todo ideal derecho I ≤ R. Usando esta condición y que
R es artiniano izquierdo se concluye que R es noetheriano derecho, por lo tanto R es
también artiniano derecho. Por lo tanto también se satisface la condición l(r(J )) = J
para todo ideal izquierdo J ≤ R y con eso se concluye que R es un anillo QF . ■

Las condiciones para que un anillo R sea casi Frobenius se pueden debilitar aún más
gracias a la siguiente proposición.

Proposición 20. Si R es un anillo noetheriano derecho o izquierdo y es autoinyectivo
derecho o izquierdo, entonces R es un anillo QF .

Demostración:
Nuevamente se deben considerar dos casos:

1. R es noetheriano izquierdo y autoinyectivo derecho.

2. R es noetheriano derecho y autoinyectivo derecho.
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Para el caso 1) se probará que R es un anillo artiniano izquierdo, pero para ello basta
con probar que R es un anillo semiprimario (es decir, que R/RadR es semisimple y que
RadR es nilpotente). Para ver que R es semisimple, se puede observar que R

Rad(R)
es

noetheriano izquierdo y regular de Von Neumann, como una consecuencia del Teorema
XIV.1.2 de [2], por lo tantoR/RadR es un anillo semisimple. Para probar queRad(R) es
nilpotente se considera una cadena ascendente de ideales bilaterales de R r(Rad(R)) ≤
r(Rad(R)2) ≤ ..., la cual se estaciona ya que R es noetheriano izquierdo. De esta
manera existe n ∈ N tal que r(Rad(R)n) = r(Rad(R)n+1), pero por la Proposición 13
se tiene que Rad(R)n = Rad(R)n+1 y por la Proposición 4 se concluye que Rad(R)n = 0,
por lo tanto Rad(R) es nilpotente. Entonces R es semiprimario y consecuentemente
es perfecto izquierdo y derecho. Entonces R es semiartiniano izquierdo y noetheriano
izquierdo, por lo tanto R es artiniano izquierdo. Aplicando la proposición anterior
concluimos que R es un anillo QF .

Para el caso 2 se tiene un resultado más fuerte enunciado en el siguiente teorema.
■

Teorema 33. Si un anillo R tiene condición de cadena ascendente en ideales anuladores
derechos o en sus ideales anuladores izquierdos y R es autoinyectivo derecho o izquierdo,
entonces R es un anillo QF .

Demostración:
Se tienen dos casos:

1. R tiene condición de cadena ascendente en sus anuladores izquierdos y es au-
toinyectivo derecho.

2. R tiene condición de cadena ascendente en sus anuladores derechos y es autoinyec-
tivo derecho.

En el primer caso se tiene que todo ideal izquierdo finitamente generado es un
anulador izquierdo por la Proposición 13, lo cual prueba que R es noetheriano izquierdo
y por el caso 1) del teorema anterior se concluye que R es QF .

En el segundo caso, sea

I1 ≥ I2 ≥ ... ≥ ...

una cadena descendente de ideales izquierdos finitamente generados de R, entonces la
respectiva cadena ascendente

r(I1) ≤ r(I2) ≤ ... ≤ ...

se estaciona. De la Proposición 13 se puede concluir que la cadena original también
se estaciona, por lo tanto R es un anillo perfecto izquierdo, de esta manera se puede
aplicar la Proposición 15 para concluir que R es un anillo de Kasch derecho y por lo
tanto todo ideal derecho R es un anulador derecho. De esta manera R es un anillo
noetheriano derecho y semiprimario, lo cual implica que es artiniano derecho (recuerde
que un anillo semiprimario es perfecto por los dos lados y entonces es semiartiniano
por los dos lados, y un anillo semiartiniano derecho y noetheriano derecho es artiniano
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derecho, por el Teorema de Hopkins-Levitzki). Usando la Proposición 19 se concluye
que R es un anillo QF . ■

Note que de los resultados anteriores se desprende que la propiedad de un anillo R
de ser QF, no tiene lateralidad, es decir que un anillo es es QF izquierdo si y sólo si es
QF derecho. A continuación se enuncia un resultado sobre R-módulos cuando R es un
anillo QF .

Proposición 21. Si R un anillo QF , las siguientes condiciones son equivalentes para
un R-módulo MR:

1. M es un modulo inyectivo.

2. M es un módulo proyectivo.

3. M ∼= ⊕IeiR para una familia {ei}I de idempotentes primitivos.

Demostración:
Podemos suponer que M es distinto de 0R.
1) ⇒ 3) Como R es un anillo noetheriano, entonces todo R-módulo se puede de-

scomponer como una suma directa de módulos inyectivos inescindibles. De esta manera,
basta con ver que el resultado se cumple para un R-módulo inyectivo inescindible MR.
Como R es un anillo artiniano, entonces M contiene un submódulo simple S, el cual
satisface que M = E(S). Pero S es isomorfo a un ideal derecho mı́nimo de R (por
el Corolario 7), y como R es autoinyectivo derecho se concluye que E(S) = eiR para
algún idempotente ei primitivo pues E(S) es un sumando directo de R, y además es
inescindible porque S es simple.

3) ⇒ 2) Cada eiR es un R-módulo proyectivo y sumas directas de módulos proyec-
tivos son módulos proyectivos.

2) ⇒ 1) Como R es autoinyectivo y noetheriano, entonces todo R-módulo libre
es inyectivo, pues R es proyectivo y R es noetheriano si y sólo si sumas directas de
inyectivos son inyectivas. Aśı que los módulos libres son inyectivos con las hipótesis
presentes. Ahora, un módulo proyectivo es un sumando directo de un módulo libre y
los sumandos directos de los inyectivos son inyectivos. ■
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Berĺın, 1967

[4] C. Faith, Rings and things and a Fine Array of Twentieth Century Associative
Algebra, segunda edición, American Mathematical Society, Estados Unidos, 2004.

[5] F. Kasch, Modules and rings, Academic Press, 1982.

[6] F. W. Anderson, K. R. Fuller, Rings and Categories of Modules, segunda
edición, Springer-Verlag, Nueva York, 1992.

[7] T. Y. Lam, Lectures on Modules and Rings, Springer-Verlag, Nueva York, 1998.

[8] W. K. Nicholson y M. F. Yousif, Quasi-Frobenius Rings, Cambridge Univer-
sity Press, Nueva York, 2003

77


