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Capitulo 1

Introduccion

La memoria episodica, que son todos nuestros recuerdos, es una faccion de la
memoria explicita dentro de la memoria a largo plazo que estan ubicadas en en el
hipocampo. Estas memorias no se almacenan, en realidad son patrones de actividad
neuronal que se capturan dentro de la red y cuando se crea un impulso tal que los
patrones relacionados se reactivan de manera que causan una actividad neuronal muy
parecida entonces recordamos. !

Los threshold-linear networks (TLN) son modelos que se utilizan comtnmente para

representar las interacciones recurrentes entre neuronas. La dinamica de estos modelos

estd dada por los sistemas de ecuaciones

dx i
dt

J=1

donde i = 1, ..., n indica la i-ésima neurona, la variable z;(t) € RTU{0} representa

!Esta informacion es parte del sitio https://www.pattern-completion.net/ donde se pueden en-
contrar articulos y videos relacionados al pattern completion.



el nivel de actividad de la i-ésima neurona y los valores b; € R resultan ser constantes
que representan los impulsos externos. Los valores de W;; son entradas de una matriz
cuadrada de tamano n X n con entradas en los reales que se define por el tipo de

conexion que se da entre las neuronas.

Los Combinatorial Threshold-Linear Networks son un caso especial de los TLN
donde se restringen las conexiones a una gréfica dirigida. A diferencia de los TLN la

matriz W = (W;;) que define al sistema esté dada por la digrafica como:

(
0 ST 1=
Wi=9q —14¢ si i+j
—1-0 si i

\

donde i <+ j si la arista (j,7) existe en la digrafica y i ¢~ j en el caso en que no

)
Pt cuando

sucede esto decimos que estan dentro de un rango legal. Por comodidad utilizaremos

exista. Los valores de 0 y € deben de cumplir que 6§ > 0y 0 < € <

los valores estandar propuestos por las Doctoras Carina Curto y Katherine Morrison
que son 6 = 0,5y e = 0,25.
Por ejemplo, consideremos la grafica dirigida de tres neuronas que se presenta en la

figura 1.1



Figura 1.1: Ejemplo de tres neuronas {1,2,3} con las aristas (1,2) y (1, 3).

en este caso la matriz asociada a la gréafica de la figura 1.1 y utilizando los valores

estandar mencionados anteriormente es

0 -15 —-15
W=1-075 0 =15
—0,75 —15 0.

En los Combinatorial Threshold-Linear Networks en lugar de tener constantes b;
de impulsos externos distintos para cada ecuacion del sistema se fija un valor b; = 0
para toda ¢ = 1,...,n. Asi, la dinamica resultante estd dada ahora por el sistema de

ecuaciones



d.flfi
dt

=—xz; + mam{z Wijz; + 6,0} (1.2)

j=1

Los CTLN son dependientes al etiquetado de la digrafica y a los parametros ¢, 9, 6.
Todas las neuronas estan conectadas y cuénto influye una neurona en otra esté de-
terminado por si hay o no hay arista entre ellas. Como condicién adicional a que ¢ y
¢ se encuentren dentro del rango legal vamos a considerar § = 1

Podemos interpretar los CTLN como modelos de neuronas cuyas interacciones son
inhibitorias. Cuando no tenemos arista de j a i (es decir cuando j + i) decimos que
J inhibe fuertemente a i mientras que cuando si se encuentra esa arista en G (es decir
cuando j — i) decimos que j inhibe débilmente a i. Esta relacion de inhibicion es la
que explica que la actividad neuronal tienda a seguir la direcciéon de las aristas de la
grafica dirigida que defina al CTLN en cuestion.

El objetivo de este trabajo es mostrar distintas formas de analizar el modelo
CTLN. La primera manera, que se encuentra en el capitulo de preliminares, es me-
diante un anélisis grafico de la digrafica que define el sistema de ecuaciones siguiendo
las reglas propuestas por la Dra. Carina Curto y la Dra. Katherine Morrison en los
articulos Flezible memory networks® y Encoding binary neural codes in networks on
threshold-linear networks:a preliminar report>.

La segunda forma es mediante el estudio de arreglos de hiperplanos y; que dividen al
espacio en regiones donde la dinamica del sistema CTLN coincida con la de sistemas

lineales. Después presentamos las funciones GG; = 0 que define la hipersuperficie iso-

212]
°13]
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x.
clina donde —* = 0.

dt
En el capitulo 5, en un trabajo en colaboraciéon con el matematico Carlos Joaquin
Castaneda Castro, presentamos una primera version de un algoritmo que nos permite
construir una grafica dirigida a partir del arreglo de hiperplanos y; = 0. Asignamos a
cada region vectores de signos y se construye una digrafica que represente el flujo de
actividad entre las neuronas. Esto nos permitié llegar a resultados originales que se
presentan en este trabajo: las proposiciones 3,1 y 3,2 junto con sus demostraciones.

Finalmente, en el capitulo 6 mostramos nuestros avances en la prueba de la conjetura

de que las fuentes propias tienden a apagarse. 4

4Una fuente propia, como se definira més adelante, es un vértice j que tiene al menos una arista
j — k para k # j. Se menciona en [10] que en experimentos numéricos las fuentes propias tienden a
apagarse. Esto se refiere a que la actividad de z;(t) tiende a cero cuando t crece a infinito.

11



Capitulo 2

Conceptos y resultados basicos.

2.1. Conceptos basicos de digraficas

A continuaciéon se presentan las definiciones necesarias de digraficas para este
capitulo. Es importante hacer notar que seguiremos las definiciones presentadas en

[9]-

Definicion 2.1. Una grifica dirigida o digrifica D = (V (D), A(D)) consiste de dos

conjuntos finitos:

» El conjunto no vacio de vértices o nodos, denotado V(D). Usualmente lo vamos

a denotar [n] = {1,2,...,n} donde n € N es el nimero de nodos.

» El conjunto de aristas o arcos de la digrdfica denotado A(D) que consiste de
todas las parejas ordenadas (u,v) donde u es el nodo inicial y v es el nodo final.

Este conjunto no necesariamente es diferente de vacio.

12



Definicion 2.2. Una digrdfica D = (V(D), A(D)) es simple si no contiene bucles*
ni arcos paralelos*. De manera andloga diremos que una grdfica es orientada si no

contiene arcos bidireccionales y que es un torneo si es una grdafica completa orientada®.

Definicion 2.3. FEl grado de entrada de un nodo v es el numero de arcos que llegan a
v muentras que el grado de salida es el nimero de arcos que salen de v, son denotados

dy(v) y d},(v) respectivamente.*

Un nodo v se dice que es un pozo si su grado de salida es igual a cero, d},(v) = 0,
pero si el grado de entrada de un nodo es igual a cero entonces se dird que es una
fuente, d(v) = 0, més atn si tiene grado de salida distinto de cero diremos que
es una fuente propia. Por ultimo diremos que un nodo esté aislado si sus grados de
entrada y salida son cero. Los grados maximos y minimos de una digréafica siguen el
mismo concepto de las graficas simples con la salvedad que se deben de considerar
los grados de entrada y salida. Es decir, diremos que el grado méximo de entrada es
el nimero maximo de aristas o arcos que entran a un vértice de la digrafica, mientras
que el grado minimo de entrada es el niimero minimo de aristas o arcos que entran
a un vértice de la digrafica. De manera analoga los grados maximos y minimos de
salida. Las notaciones son ¢~ (D), (D) para los minimos y A~ (D), AT (D) para los

MAaxIimos.

Definicion 2.4. Sea D una digrdfica. Se dice que es k-reqular si cada vértice tiene

grados de entrada y salida igual a k.

! Aristas donde el vértice de inicio y de término es el mismo.

2Dos arcos tengan el mismo vértice inicial y final

3Nos referimos a grafica completa orientada a una grafica donde cada par de aristas se encuentra
conectada por una arista direccional.

4Bondy, Murty. Graph Theory,Springer,2008.
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Definicion 2.5. Sea D una digrdfica. Se dice que un vértice tiene grado de entrada
uniforme d si todos los vértices tienen grado de entrada d. Andlogamente decimos
que un vértice tiene grado de salida uniforme m si todos los vértices tienen grado de

salida m.

Sea o C [n], la grdfica inducida D|, o D restringida a o es la subgrafica de D que
contiene solamente los vértices de o y los arcos entre ellos. Teniendo esto decimos que
un subconjunto o tiene grado de entrada uniforme d si G|, tiene grado de entrada

uniforme d.

Definicion 2.6. Sea D = (V (D), A(D)) una digrdfica. Decimos que o C V(D) es un
conjunto independiente si no hay arcos entre cualquier par de vértices de o, es decir

que D|, es un conjunto de vértices aislados.

Podriamos decir que la siguiente definiciéon es la version dual de la definicion

anterior.

Definicién 2.7. Sea D = (V(D), A(D)) digrdfica. Decimos que o C V(D) es un

clique o clan st para cada par de nodos hay una arista bidireccional.

Un clique se dice que es maximal si no esta contenido en un clique de mayor
cardinalidad. Un nodo k ¢ o es llamado target u objetivo de un clique o si recibe una
arista de todo nodo que esté en o. En la siguiente figura 2.1 podemos observar un

clique de 5 nodos.

Definicién 2.8. Sea D = (V(D), A(D)) una digrifica. Una trayectoria dirigida es
una secuencia finita de aristas que une una Secuencia de vértices distintos con la
condicion de que el vértice final de cada arista sea el vértice inicial de la siguiente.

14



Figura 2.1: Ejemplo de un Clique o Clan

Definicion 2.9. Un subconjunto s C V(D) con |s| = k es un ciclo si hay un orde-
namiento de los vértices de s tal que D|c tiene || aristas de la forma v; — viy1 para

1=0,..,k—1yv — vg.

Definiciéon 2.10. Sea D = (V(D), A(D)),c C V(D) y j,k € V(D). Decimos que k
domina graficamente® a j con respecto al conjunto o, denotado k >, j, siocN{j, k} # 0

y se cumplen las siguientes condiciones:
1. Para cadai € o\ {j,k} sii— j entoncesi — k.
2. Si j € o entonces j — k.
3. Si k € o entonces k - 7.

Observemos que si k >, j entonces j %, k por lo que >, es una relacion antisi-

métrica. Existen tres tipos de dominacion:

Este concepto de dominacion lo presentan las autoras en [6] y [8].

15



Caso lll

Figura 2.2: Los distintos casos de dominacion.

» Caso [: la dominacién hacia adentro si j, k € o,
= Caso II: la dominacién de afuera hacia adentro si j € o pero j € k'y
= Caso III: la dominaciéon de adentro hacia afuera si j € oy k € o.

En la siguiente figura podemos observar los tres casos de dominaciéon grafica donde

F' domina graficamente a E.

2.2. Conceptos basicos de los CTLN

Es necesario hacer notar que los sistemas CTLN son casos particulares de los
TLN. Asi que las siguientes definiciones que se presentan a continuaciéon para los TLN
también aplican, por extension, a los CTLN. Para facilidad de las pruebas vamos a
considerar b; = 0 para cada i = 1, ..., n.

Un punto de equilibrio del sistema de ecuaciones

dl‘i
dt

=—x; + max{z Wiz + 6,0}

J=1

16



es un vector x* = (x7],25,...,2}) € R” tal que al evaluar x = z* obtenemos que
. L

para cada ecuacion se cumple T 0. Es comtuin en redes neuronales atractoras que
estos puntos de equilibrio presenten patrones de memoria que han sido almacenados.
El proceso de desarrollo desde las condiciones iniciales a los puntos de equilibrio es
un modelo estandar del pattern completion o que se puede traducir como finalizacion
del patron. Cuando se crea un recuerdo, los patrones de actividad en las neuronas se
inscriben en sus conexiones, dejando un rastro conocido como engrama®. Se cree que
durante el recuerdo se restaura este rastro y se restablece el patron de actividad origi-
nal. Este proceso se conoce como pattern completion y se traduce como "finalizacion

del patron” y se cree que ocurre en una parte del cerebro llamada hipocampo.”

El sistema de ecuaciones

dx i
dt

= —a:i—i-max{Zwijxj—i—H,O},i =1,..,n (2.1)

j=1
se puede escribir como una ecuaciéon vectorial
dx

= + max{Wz +6,0}. (2.2)

donde @ en esta ocasion pasa ser la n-ada (6,0, ...,0). Omitiendo la operacion de

tomar el maximo entonces s6lo se mantendra el sistema lineal

d
d—f = (=T + W)z +0. (2.3)

SEn ingles Engram
"https:/ /www.pattern-completion.net/index.html

17



Si suponemos que —I + W es invertible este sistema tendré un tnico punto de
equilibrio, el cual sera estable si todos los valores propios de —I 4+ W tienen parte real

negativa, y seré inestable si algtin valor propio de (—I+ W) tiene parte real positiva®.

Tomando
Yi = Z w;r; + 0 (2.4)
j=1
podemos sintetizar atin més la ecuacion 2.1 y obtendremos g —x;+max{y;, 0}.
Observemos que cuando y; < 0 se obtiene que T —x; para la i-ésima neurona.

dZEZ‘
Cuando y; > 0 tendremos que i + ;.

Definicion 2.11. Un vector x* € R"™ es un punto de equilibrio del sistema si al

Ly .
evaluar en x = x* obtenemos que y 0 para cada i € [n].

Definicién 2.12. Sea o € [n]. Decimos que o es un soporte de un punto de equilibrio

x* si o = {ily; > 0} en el sistema evaluado en x = z*.

Definiciéon 2.13. Dado un sistema TLN con matriz de relacion W (G, e, ) definimos

el conjunto de soportes de los puntos de equilibrios del sistema como
FP(W,b) = {o C [n]| Donde o es soporte de un punto de equilibrio del sistema}

Si consideramos el conjunto de hiperplanos {y; = 0} tendremos que éstos particio-

nan al espacio R™ donde el sistema de ecuaciones restringido es lineal. Cada uno de

8Decimos en este caso que un punto fijo estable es tal que un sistema puede ser perturbado inicial-
mente alrededor de su punto fijo pero eventualmente regresar a su ubicacién original y permanecer
alli

18



estos sistemas lineales tiene un punto de equilibrio z* tal que x} = 0 para toda k € ¢
donde o = {i|y; > 0} y 2% = (I — W,)7'0, donde el subindice o indica la restriccion
del vector o la matriz solo a las entradas con subindice en o.

Por ejemplo, si tenemos un sistema T'LN de 4 neuronas con una matriz del sistema

W que tenga como soporte o = {1, 3} entonces la matriz resultante sera Id—W y so6lo

1 ais
considerar las columnas y renglones 1 y 3. Es decir la matriz Id — W =

asy 1

Donde los valores ay3 y as; quedan determinados si existen las aristas de (1,3), (3,1)
o ambas.

Para cada o el punto de equilibrio correspondiente z* es un punto de equilibrio
del TLN si se encuentra en la region apropiada. Por ejemplo, el punto de equilibrio
z* = 0 corresponde a o = [n] ya que y; = 3,1, wi;T; + 0 en x = 0 se obtiene que
y; = 6, pero § > 0 y por lo tanto y; > 0 para toda ¢ € [n]. Por lo tanto no podra ser
punto de equilibrio.

Para que x* sea un punto de equilibrio del CTLN se deben cumplir las siguientes

desigualdades:
1. y; >0 paratodai € o
2. y; <0V k & o donde y; se obtiene de evaluar y; con z*.

La primera es la condicién de encendido® y la segunda es la condicion de apagado'®
Cuando estas condiciones se satisfacen decimos que el sistema CTLN tiene un punto

de equilibrio con soporte o.

9on neural condition.

100 neural condition.

19



Como se menciona en [6] puede haber varios puntos de equilibrio y cada uno es de-
terminado por su soporte. En [2] se nos presentan una serie de reglas que determinan
la naturaleza de los soportes de los puntos de equilibrio y con ellos la estabilidad de
estos. A lo largo de esta seccion se presentan dichas reglas junto de algunos resultados

presentados por las autoras ya mencionadas en 9] y [8].

Para las siguientes definiciones es importante recordar la regla de Cramer. Sea A
una matriz de tamano n x n con detA # 0 y consideremos el sistema Ax = b. Este
tiene como soluciéon tnica z = A~1'b y las entradas de x se pueden expresar de la

siguiente manera:

con (A;,b) la matriz obtenida de remplazar la i-ésima columna de A con una constante
b.
Se sigue de la regla de Cramer que un punto de equilibrio con soporte o tiene

valores

o __ det<<] - Wa)iyba)
T T et (1 — W)

(2.6)

para i € 0. Para cualquier o C [n] podemos definir

Notacion 2.1. s7 = det((I — Wougiy)i, bougiy) para i € [n).

Definicion 2.14. Decimos que un TLN con matriz W y constante 6 es no degenerado

st se cumplen las siguientes condiciones:

1. b; =0 > 0 para al menos un i € [n]

20



2. det(I —W,) # 0 para cada o C [n]

3. Para cada o C [n] el correspondiente determinante de Cramer es diferente de
cero. Es decir, det(I — W,) # 0 donde W, es la submatriz de W donde solo se
consideran las columnas y filas de los nodos que se encuentran en o, asi como
b, es el valor que se le da a la constante de impulsos exteriores solo en los nodos

de o.

Observacion 2.1. Para efectos de éste trabajo consideraremos a los sistemas CTLN

que resultan ser no degenerados.

Definicion 2.15. Para cada punto de equilibrio con soporte o definimos el indice

idz(o) = sgn(det(I — W,))

Como mencionamos anteriormente trabajaremos con TLN no degenerados. Esto
se puede entender como det(I — W,) # 0y asi idx(c) = {£1}. También al ser no
degenerados solo puede haber a lo mas un punto de equilibrio por soporte.

Denotemos

Notacién 2.2. 27 = (I — W,) b

Recordemos que para un punto de equilibrio x* si ¢ es soporte de x* entonces

xf = ¢ por lo que podemos asegurar!! que o es soporte de un punto de equilibrio si:

1.y >0Vieo,y

HEsto se muestra con més detalle en [6] Pattern completion in symmetric threshold-linear net-
works.

21



2.y, <0 para todas las k ¢ o.

Definicién 2.16 (Motivos permitidos). Sea TLN un sistema TLN de [n] neuronas
con matriz de incidencia W y constante 0. Decimos que o € [n| es un motivo permitido

si o € FP(W,b), es decir, que sea soporte de un punto de equilibrio. De otro modo

decimos que o es un motivo no permitido.

Definicién 2.17. Para cada punto de equilibrio de un TLN que se encuentre asociado

a su soporte o € FP(W,b) definimos el indice
idz (o) = sgn(det(I — W,)).
Como por hipoétesis los TLN que estamos trabajando son no degenerados entonces
idz(o) € {£1}. Para cualquier o C [n] podemos definir

Notacion 2.3. s7 = det((I — Wougiy)i, bougiy) Vi € [n)].

Con esto podemos definir

sgn(s]) = sgn(det((I — Wougiy)is bougy))

para cada ¢ € 0.

Teorema 2.1. Sea (W,b) un TLN con n neuronas. Para cualquier o € [n] distinto
de vacio tenemos o es un motiwo permitido si, y sélo si sgns] = sgnsj Vi, j € o. Mds
atin tendremos que o € FP(W,b) si, y sdlo si, sgns? = sgns] = —sgnsy parai,j € o
ykéeo.

22



Para proceder con la demostracion del teorema 2.1 es necesario el siguiente lema.

Lema 2.1. Sea (W,b) un sistema TLN den [n] neuronas y sea o € [n]. Entonces

=Y Wiis? + bpdet(I — W,)

i€0
para cada k € [n].

Demostracion. Para k € 0. De la notacion 2.2 tenemos que 2% = W,x2% + b,, entonces

JIZ = Z szxf + bk

i€o

Usando la ecuacion 2.3 esto produce que sj = >, Wi;s? + bpdet(I — W,).

Después consideramos k ¢ o y calculamos:

57 = det((I — Wiy sup(i} k3 Do supfi})

( 1 —-W, bg\
= det
k_Wkl---Wk,kl bk)

Utilizando la expansion de Laplace para el determinante en el k—ésimo rengléon ob-

tenemos.

sf= > (=1 Wi) B0 det((1 = W, )i o) + bedet(I — W)

i€0

= Wiis + bpdet(I — W,).

€0
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Con este lema podemos proceder con la demostracion del teorema 2.1.

Demostracion. Recordemos que o € F'P(W,,b,) si, y sélo si, 27 > 0 para cada i € o.

Por la regla de Cramer tenemos que

s9

(oa 7

T det(I—W,).

Como z7 > 0 para cada 7 € o entonces se debe de cumplir que
sgns] = sgnsj = sgn(det(I — W,)) = idx(o)

para todas 7,j € o.

Para la implicacion contraria supongamos que sgn = sgns; para cualesquiera i, j €
o. Esto implica que z7 para cada i € o tienen el mismo signo, pero debemos probar
que este signo es positivo.

Primero probamos que b; > 0 para cada ¢ € o. Recordemos que en los CTLN siempre
tenemos que b; > 0. Supongamos que existe j € o tal que b; = 0. Entonces por el

lema anterior tendriamos que:

57 = Z W;is?det(I —W,)

1€0
- L. g
= E Wngi .

ico—{j}

Usando que el hecho que W;; = 0y como W;; < 0 para cada i # j la igualdad anterior
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contradice la afirmacion que todos los signos de s7 son iguales para toda ¢ € 0. Asi
podemos concluir que b; > 0 para toda ¢ € 0. Esto a su vez asegura que z7 > 0
para al menos uno, de hecho todos los i € o, esto ya que por definiciéon tenemos que
(I — W,)z? = b, ademas que todas las entradas de I — W, son no negativas. Asi
o € FP(W,,b,). Lo que completa la prueba de la primera parte del teorema.

Para demostrar la segunda parte recordemos que o € FP(W,b) justamente cuando
Y ico Wi +b, < 0 para toda k ¢ 0. Usando el lema 2.1 y dividiendo por det(1—W,)
encontramos que

Sk
= Wiix? + b 2.7

Como el sistema es no degenerado entonces det(l — W,) # 0y s7 # 0y como
Y ico Wrizd + by, < 0 para las k ¢ o entonces sgns] = —sgn(det(I — W,)). Uniendo
esto con las condiciones de signos de la primera parte de la demostraciéon concluimos

la prueba. O

En la tesis de doctorado de la Doctora Parmelee [7| se encuentra un apéndice

donde muestra los motivos permitidos de n nodos con n =1, ..., 5.

2.3. Prediccién de los soportes de los puntos fijos

mediante analisis grafico.

Las siguientes reglas de analisis de soportes de los puntos fijos son presentadas
por las doctoras C. Curto y K. Morrison en [6], [8] y [9]. El objetivo principal de

ésta subseccion es el presentar los avances que las autoras han hecho para encontrar
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soportes de puntos fijos y su naturaleza directamente en la grafica que define a un
sistema CTLN. Asi como presentar un par de ejemplos de dichas reglas de prediccion.
Comenzaremos recordando que a cada subconjunto del conjunto de nodos [n] se le
puede asociar un punto de equilibrio. Como una red de n nodos tiene 2" — 1 sub-
conjuntos no vacios, podemos asegurar que |FP(G)| < 2" — 1 donde FP(G) es el
conjunto de soportes de puntos de equilibrio asociados a una grafica G que define al
un sistema CTLN. Esta cota superior se alcanza cuando G es un conjunto indepen-
diente, es decir que sea la uniéon de nodos aislados sin aristas entre ellos.

Ya que sgn(det(I —W,)) = £1 entonces debe de haber un nimero impar de términos
y asi tendremos que el conjunto de todos los soportes debe tener cardinalidad impar'2.

Asi cada CTLN debe satisfacer la siguiente condicién de paridad:

Z sgn(det(I —W,)) =1 (2.8)

ceFP(Q)

Regla 1. El numero de soportes de un sistema C'TLN debe ser impar.

Observemos que para que un conjunto o C [n] sea un soporte de un punto de
equilibrio la condicién de prendido se deben de cumplir para cada nodo dentro de
o, es decir que y; > 0 para cada ¢ € 0. Mientras que las condicién de apagado se
deben cumplir para cada nodo en [n]\ o, es deciry; < 0 para i & 0. Las condiciones de
prendido son independientes de todos los nodos que no estén en o por lo que es equi-
valente que o satisfaga las condiciones de prendido a que se encuentre en FP(G|,)".

De igual manera como la condicion de apagado se puede comprobar para un nodo {i}

12[8]
BPG(G|,) se referira al conjunto de soportes del sistema definido por la grafica G|,.
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de manera independiente de cualquier otro nodo que tampoco se encuentre en o esta

condicion es equivalente a probar que o € FP(Gl,u)™.

Regla 2. Sea G la grifica que define un sistema CTLN. Un subconjunto o pertenece

al conjunto de soportes F'P(G) si, y sdlo si
1. o € FP(Gl,) y
2. para cada k & o se tiene 0 € FP(G|ougry)-

Es importante hacer notar una serie de observaciones que aparecen en [4] referente
a la definicion 2.14. La primera es que como se menciond anteriormente los CTLN
son casos particulares de los TLN. La segunda que los conjuntos permitidos!® de la
red dependen puramente de la matriz W que define el TLN en cuestién. En general se
espera que a cada conjunto permitido se le asocie un punto de equilibrio, sin embargo
dado un conjunto o que no sea un conjunto permitido no se puede asegurar que exista
un punto de equilibrio que se le pueda asociar, es decir que el requisito que ¢ sea un
conjunto permitido es una condicidén necesaria mas no suficiente para la existencia de
un punto de equilibrio del sistema que tenga a o como soporte. El siguiente teorema
fue primeramente probado para casos simétricos de W en [1]| y generalizado a una W

arbitrarial® en [2]

Teorema 2.2. Considérese un TLN (1.1) de n neuronas. Un subconjunto de nodos

o C [n] es un conjunto permitido, si y sélo si, el punto de equilibrio asociado a o es

MU FG(G|,) se referira al conjunto de soportes del sistema definido por la gréafica G|, junto con el
nodo {i}

15Definicién 2.16

16 Arbitraria dentro de las matrices asociadas a las graficas de los sistemas CTLN.
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estable, es decir, si todos los valores propios de la matriz (I — W,) tienen parte real

negativa.
El siguiente lema es necesario para la demostracion del teorema anterior.

Lema 2.2. Sea A una matriz de n X n con entradas en los reales (no necesariamente
simétrica) con diagonal estrictamente negativa, y n > 2. Si A es estable!” entonces

existe una submatriz principal de A de tamano 2 X 2 que es estable.

Demostracion. Se utilizamos la féormula para el polinomio caracteristico en términos

de sus menores principales'®

Py(X) = (=1)"X" 4+ (=1)" " 'my (AX" + .+ mp(A)

donde my(A) es la suma de los (k x k)—menores principales de A, Si se escribe el
polinomio caracteristico en términos de los valores propios Aq, Ag, ..., A, vy asumiendo

que A es estable tendremos que
1<j

Esto implica que al menos uno de los menores principales de tamano 2 x 2 es positivo.
Como la submatriz principal de 2 x 2 tiene traza negativa ya que las diagonales de

cualquier matriz del sistema son cero, entonces debe ser estable. O

17Una matriz es estable si todos sus valores propios pertenecen a C~ := {z € C|Re(z) < 0}.

18Sea A una matriz de tamafio m x n y k entero tal que 0 < k < min{m,n}, un menor de orden
k x k de A es el determinante de una matriz k x k obtenido mediante la eliminacion de m — k filas
y n — k columnas.

D Esto es resultado de la expancién de Laplace
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En [4] las autoras mencionan que el lema 2.1 y el teorema 2.1 tienen como con-
secuencia los siguientes resultados que también son necesarios para la prueba del

teorema 2.3.

Definicion 2.18. Una submatriz principal es una matriz cuadrara que resulta de

eliminar ciertos renglones y columnas.

Lema 2.3. Sea W la matriz asociada a un sistema de un sistema TLN. St todas
las submatrices principales de —I + W de tamano 2 X 2 tienen traza negativa y son
inestables entonces la red no tiene conjuntos permitidos que contengan mds de un

nodo.

Corolario 2.1. Dado un TLN con entradas diagonales w;; = 0. Si todas las subma-
trices principales de —I + W de tamano 2 X 2 son inestables, entonces la red no tiene

puntos de equilibrios estables con soporte de mds de un nodo.
Estos resultados son vitales para la prueba del siguiente teorema.

Teorema 2.3. Considérese un sistema CTLN con matriz de aristas W asociada a la

grifica G. Supongase que

1. G es una grdfica orientada®® sin pozos®* y

1
2. cada que j — i en G w;; < —

Wi

22

entonces la red CTLN tiene actividad acotada y no tiene puntos estables fijos.

20Sin aristas bidireccionales.
21Que reciba aristas de otros nodos pero que ninguna arista salga de ese nodo.
22FEsto es un resultado directo de la desigualdad 0 < € < %.
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Demostracion. Para probar que no hay puntos de equilibrio estables primero se mos-
trard que no puede haber puntos de equilibrios estables con soporte de dos o mas
nodos. Esto ya que la red no tiene conjuntos permitidos de tamano |o| > 2. Por los

resultados anteriores es suficiente probar que todas las submatrices principales de ta-

—1 wl-j
mano 2 X 2 de —I + W son inestables. Cada una de estas matrices tiene

"LUji -1

una traza negativa. Recordemos que es estable si, y sélo si, la parte real de su valor

propio es negativo y es inestable en caso contrario. Entonces:

Como G es una grafica orientada tenemos dos casos:

1. El caso en que una de las aristas le envie a otra, es decir, —1 < w;; < 0y

wj; < —1 o viceversa.

2. El caso en que no haya arista entre ambos, lo que se traduce a que w;; < -1y

En el primer caso la grafica debe de contener la arista j — 4 por lo que w;;w;; > 1 por
lo que en este caso tendriamos que A < 0. En el segundo caso tenemos que w;;w;; > 1
y por lo tanto A < 0. Asi todas las submatrices principales de —I + W resultan ser
inestables y por lo tanto la red no tiene puntos de equilibrio estables con dos o mas
nodos activos.

El siguiente paso serda demostrar por contradiccion que la red no tiene puntos de
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equilibrio con soporte de un solo nodo. Supdéngase que z* es un punto de equilibrio

con soporte {i} con 2} >0y x; = 0Vj # iy observemos que w;; = 0. Entonces

n
Jj=1

Por otro lado, para cada k # ¢ se debe cumplir que

dIk

= T + maa:{z wy;jr + 0,0}

ik

de donde

yi = max{ Zwkj$; +0, O}Jr = [wgix} + 0]+ = [wgi + 0]+ = [wy; + 1] - 0.
j=1

Observemos que por hipotesis G no tiene pozos, en particular ¢ no es un pozo, y
existe al menos un vértice [ distinto de ¢ tal que ¢ — [. Esto significa que w; > —1
y por lo que x; > 0, contradiciendo que el punto de equilibrio z* tenifa como soporte

solamente al nodo {i}. O

El siguiente teorema nos muestra que solamente los clanes sin objetivo?® pueden

ser soportes de puntos de equilibrios fijos.

Teorema 2.4. Sea G una grdfica simple y dirigida y considérese el modelo CTLN
asociado con W la matriz de relaciones entre neuronas y los pardmetros arbitrarios

£,0,0, cone < 1. Sio esun clan de G entonces existe un punto de equilibrio estable

23Los clanes son conjuntos de nodos tales que cada nodo envia al resto de los nodos del conjunto
y recibe de cada uno de ellos. Y decimos que un clan no tiene objetivo si no existe un nodo fuera
del clan tal que reciba aristas de cada nodo del clan.
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x* del sistema con soporte o si, y solo si, o no tiene objetivos.

Para la demostracion de este teorema debemos de considerar antes la siguiente

notacion y lema. En [6] se define la siguiente matriz auxiliar.

Notacién 2.4. A =117 — I + W donde 117 es la matriz de rango uno con entradas

todas iguales a 1.

Con la notaciéon anterior entonces podemos reescribir:

A;;  parai=]
Wij =
—1+A;; parai#j
Lema 2.4. Considérese el modelo CTLN con matriz de relacion entre neuronas W

y supongase que x* es un punto de equilibrio del modelo con soporte en un clan o de

G. Entonces x* es un punto de equilibrio estable y ademds

x*:—e 1,2

7 e+ (l-¢)o]”

Demostracion. Si o es un clan en G entonces (—I + W), = (=1 +¢)117 — ¢l,. Esto
ya que como cada nodo envia y recibe aristas del resto de los nodos de o entonces
las entradas w;; = —1 + ¢ cuando i # j y —1 cuando ¢ = j. Esta matriz tendra con
valores propios |o|(—1 4+ ¢)e y —e. Estos son negativos para 0 < & < 1 por lo que se
puede concluir que (—I + W), es estable y por lo tanto ¢ es un conjunto permitido.

Cualquier punto de equilibrio z* con soporte o satisface la ecuacién del punto de

24Recordemos que ¢,0 y o deben cumplir estar dentro del rango legal.
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equilibrio

v = [Woal + 01,

Observemos que ya que z7 > 0 podemos pasar por alto la no linealidad para obtener la

restriccion equivalente (I — W, )x% = 01,. Notese que esta ecuacion tiene una solucion

tinica, comprobemos que z), = ﬁ es solucion.
1 1—¢ 1—¢ 0
L. 1 L. e+ (1—2¢)|o]
(L —Wo)x, =
v
e 1—e ... 1 e+ (1—2¢)|o]
L(1+(1—5)+ +(1—¢))
e+ (1—2¢)|o|
b (1=e)+---+(1-¢)+1)
e+ (1—2¢)|d]
=i
T e+ (1—e)ld] ’

=015

Asi podremos demostrar el teorema 2.4
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Demostracion. Teorema 2.4 =) Supongamos que x* es un punto de equilibrio estable
con soporte o donde ¢ es un clan de G. Entonces w;; = —1 + ¢ para todas las parejas
de nodos distintos de o. Para probar que ¢ es un clan target free supongamos que
o tiene como blanco a k ¢ 0. La siguiente imagen ilustra a § con el vértice k que es

blanco.

Esto implica que wy; = —1 + € para cada i € 0. Se sigue entonces que

27 = (> wal + 0]

1€0

=[(=1+e) ) ai +0]4

1€0

dld

. gx; = ——————— HEntonces:
e oy (1—¢)|o|

Por el lema anterior tenemos que »

- {(‘”@ﬁeL

|
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Esto contradice el hecho que z; = 0 ya que k € 0. Por lo tanto podemos concluir

que o es un clan libre de blancos.

<) Supongamos ahora que ¢ es un clan target free. Por el lema anterior sabemos
que si un punto de equilibrio x* con soporte o existe entonces éste debe ser tnico

0 .
| |1C,. Podemos afirmar que z} > 0 para cada i € o.
o

estable con 2 = ——————
Y " T e+ (1—¢)

Para poder garantizar que z es el punto de equilibrio basta comprobar que también

satisface las desigualdades de apagado:

Yk = Zwkim’; +6<0 (2.9)

i€o

Como o es por hipotesis un clan libre de blanco para cada k & o existe un 7 € o
tal que no hay flecha del nodo 7 hacia el nodo k por lo que wy;, = —1 — §. Entonces

tenemos

—1=60+(lo| =1)(-1+¢)
e+ (1—¢)|o]
—64

= ——— < 0.
e+ (1—¢)lo|

Z Wei *; +0 = 6(

€0

+1)

Entonces z; ademas de ser punto de equilibrio del sistema lineal lo es también del

sistema no lineal. O

Como corolario del teorema 2.3 tenemos la siguiente regla.

Regla 3. Los cliques que sean libres de blancos son soportes de puntos de equilibrio
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estables.

Obsérvese que un solo nodo {i} es trivialmente un clan libre de blancos cuando
no envia aristas a otros nodos, es decir cuando el nodo ¢ es un pozo. En consecuencia

de la regla anterior tenemos la siguiente regla.

Regla 4. Un nodo {i} es un soporte de un punto de equilibrio si, y sdlo si, el nodo i

es un pozo en G. En este caso es un punto de equilibrio estable.

Como una consecuencia, utilizando la regla 2.2 junto con la regla anterior podemos

concluir en las siguientes dos reglas.

Regla 5. Sea o un conjunto de nodos independientes. Entonces 0 € FP(G) si, y sélo

st, 0 es union de pozos.

Regla 6. Si k es un pozo en G y o C [n], entonces o0 € FP(G) si, y solo si o U{k} €

FP(G).

De manera analoga podemos presentar el siguiente corolario como consecuencia

contrapositiva del teorema 2.3

Corolario 2.2. 5i G es una grdfica orientada sin pozos entonces el sistema CTLN

correspondiente no tiene puntos de equilibrio estables.

Considerando que una fuente propia es la antitesis de los pozos las autoras pre-

sentan en [9] reglas opuestas a las de los pozos.

Regla 7. 1. Sii € o es una fuente propia en G|, entonces o ¢ FP(G).

2. Sii es una fuente propia en G entonces FP(G) = FP(G\ {i}).
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Para las siguientes reglas es importante tener presente la definicion 2.10 de domi-

nacion y los tipos de dominacién que se presentaron.

Regla 8. Sean k,j € [n] y o C [n|. Supdngase que k domina dindmicamente a j con

respecto a o. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

1. Si j,k € o entonces 0 € FP(G|,) y asi 0 € FP(G).

2. Sijeoyk¢o entonces o € FP(Glouy) y asi o & FP(G).

3. 8ijeoykeoyFP(G|,) entonces 0 € FP(G|ougy) y como consecuencia

o€ FP(G).

La primera parte de esta regla nos dice que si hay algtn tipo de dominaciéon dentro
de o entonces ¢ no es un motivo permitido ni un soporte de F'P(G). La segunda parte
de esta regla nos dice que si hay un nodo j € o que sea dominado desde afuera de o
entonces o no sobrevive para ser soporte de un punto de equilibrio de GG, sin importar
si o es 0 no un motivo permitido. Finalmente la tercera parte de la regla implica que si
la dominacion es de adentro hacia afuera entonces o sobrevive como soporte de punto
de equilibrio y prueba que ¢ sea un motivo permitido. Es importante mencionar que la
regla 2.8 es presentada como el teorema 3.9 en [8] junto con la prueba correspondiente.
La siguiente regla corresponde con conjuntos con grados de entrada uniformes. Los
siguientes lemas y teoremas son necesarios para la demostracion de veracidad de esta

regla.

Lema 2.5. Si o tiene grado de entrada uniforme d, entonces o € FP(G|,) y el punto
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de equilibrio correspondiente x* es uniforme con valores

. 0
T o ool —d—1) —=d

para cada i € 0.

Demostracion. Comenzaremos esta prueba haciendo notar que como G|, tiene grado
de entrada uniforme entonces la suma de los renglones de I —W,, es igual. Esto implica
que el vector 1, de puros unos es un vector propio de I — W, asociado a un valor
propio R que resulta ser igual a la suma del renglon. Ahora considérese el vector z*

que satisfaga que

y asi 27 es un punto de equilibrio de la red restringida a o. Mas atn, como todos
los vértices en G|, tienen grado de entrada d entonces cada renglon de W, tiene d
términos con valor —1 4+ ¢y |o| —d — 1 términos con valor —1 — §. Esto nos permite

reescribir la suma del renglén como

Rzl—Zwli:\0]+(5(|0\—d—1)—6d,

0
pasando a que x] = o]+ 00 —d—1) —ed para cada i € o. O
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Lema 2.6. Supongase que o tiene grado de entrada uniforme d, y supongamos que

jeoyk¢o. Seady el nimero de aristas que k recibe de o. Entonces o € FP(G|,)

1. k>,7 stdp >d
2. 1>5k sidp <d.

Demostracion. Sabemos por la regla de Cramer que s7 = det(I — W,)z}. Entonces
por el lema anterior s7 = s7 para cada par i,j € o con o que tenga grado de
entrada uniforme. Esto implica que 0 € FP(G|,) y también nos permite factorizar
|s7] fuera de las sumas para comprobar dominacion, asi que k >, j si, y solo si

Y ico Whi > Y e, Wyi.- Ahora observe que

Y =di(=1+2)+ (jo| - di)(~1-0)

1€0

mientras que

> wi=d(-14e)+ (o] —d—1)(-1-06) —1

1€o

=d(—1+4¢e)+ (Jo| —d)(-=1—=0)+4

como j € oy wj; = 0. En particular, si d; = d entonces tendremos ) . wy; <

€0
Y ico Wi asi que j >, k. O
Regla 9. Supéngase que o tiene grado de entrada uniforme. Entonces o € FP(G)

st, y solo si, o es libre de blancos.

Finalmente presentamos un resumen de todas las reglas de anélisis grafico que se
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presentaron.
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Reglas de analisis grafico.

. El namero de soportes de un sistema CTLN debe ser impar.

. Un subconjunto o pertenece al conjunto de soportes de un sistema CTLN con

grafica G si, y solo si,

a) o € FP(G|,)

b) Para cada k ¢ o se tiene 0 € FP(G|oupk})

. Los clanes que sean libres de blancos son soportes de puntos de equilibrios

estables.
. Un nodo {i} es soporte de un punto de equilibrio si, y solo si, es un pozo en G.

. Sea o un conjunto de nodos independientes. Entonces o € FP(G) si, y solo si,

o es la union de pozos.

. Si k es un pozo en G y o C [n], entonces 0 € FP(G) si, y solo si, o U {k} €
FP(G).

a) Sii € o es una fuente propia en G|, entonces o ¢ FP(G).

b) Sii es una fuente propia en G entonces FP(G) = FP(G \ {i}).
. Sean k,j € [n] y 0 C [n]. Supongase que k domina dindmicamente a j con
respecto a o. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

a) Sij, k€ o entonces o & FP(G|,) y asi 0 & FP(G).

b) Sijeoyk¢oentonces 0 & FP(Gloumry) y asi o € FP(G).
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¢) SijeoykeoyFP(G|,) entonces 0 € FP(G|,uq)) ¥ como consecuencia

o € FP(QG).

9. Supodngase que o tiene grado de entrada uniforme. Entonces 0 € FP(G) si, y

sOlo si, o es target-free.

2.4. Ejemplos de analisis

En esta seccion presentaremos un par de ejemplos para ilustrar el analisis con las

reglas presentadas en la secciéon anterior.

2.4.1. Ejemplo A

Consideremos el sistema CTLN dado por la siguiente grafica A.

Figura 2.3: Grafica ejemplo A

Los grados de entrada y de de salida estdn dados en la siguiente tabla
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Nodo Grado de entrada Grado de salida

a 1 2
b 1 2
c 1 1
d 2 0

Observemos que en este caso el nodo d es el inico pozo del sistema y por la regla
4 el singulete {d} es el unico soporte de un sélo nodo. Luego {a, b} es un clan y como
el nodo d solo recibe de b y ¢ sblo recibe de a podemos decir que es target free por
lo que {a,b} € FP(A) por la regla 3. Los conjuntos independientes {a,d} y {b,c}
no son uniones de pozos por lo que no pueden ser soportes, mientras que las parejas
{a,c} y {b,d} tienen a a y b respectivamente como fuentes propias por lo que tampoco
pueden ser soportes. El conjunto {a, b, d} tiene grado de entrada uniforme 1 y ademés
¢ no es blanco ya que so6lo recibe arista del nodo a asi que por la regla 9 tendremos
que {a,b,d} es un soporte de F'P(A). Es necesario hacer notar la diferencia con el
subconjunto {a, b, ¢} que también tiene grado de entrada uniforme pero en este caso d
serfa un target tal que las entradas que entren a este nodo son de mayor cantidad que
el grado de entrada del conjunto, asi que {a,b,c} ¢ FP(A). Tampoco el subconjunto
{b,c,d} es elemento de F'P(A) ya que by c son fuentes propias en G|g,.p). Entonces
hasta ahora F'P(A) contiene 3 subconjuntos: {d}, {a,b}, y {a,b,d}. Por la regla 1 de

paridad tenemos que {a,b,c,d} ¢ FP(A).

FA(A> = {{d}a {ab}7 {CL, b, d}}

Para este sistema se hara la notacion de subindices o, para el punto de equilibrio con
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soporte {d}, oy para el punto de equilibrio con soporte {a,b}, y o3 para el punto de
equilibrio {a,b,d}

Esto nos indica en que seccién del plano R* se encontraran los puntos de equilibrio.

2.4.2. Ejemplo B

La siguiente grafica se le conoce como Grafica Mariposa y la denotaremos por M.

Figura 2.4: Gréfica ejemplo B

Los grados de entrada y de de salida estan dados en la siguiente tabla

Nodo Grado de entrada Grado de salida

1 1 1
2 2 1
3 1 2
4 1 1
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Observemos que ninguno de los nodos de la grafica M es un pozo por lo que
ningin singulete o conjunto independiente de los nodos sera soporte de un punto de
equilibrio. La grafica M no contiene aristas multidireccionales por lo que para las
parejas de nodos que no sean independientes tendremos que al restringir la gréafica a
la pareja uno de los nodos seré fuente propia por lo que tampoco tendremos parejas
de nodos como soportes.

La grafica mariposa contiene dos 3 ciclos {1,2,3} y {2,3,4} que tienen grado de
entrada uniforme igual a uno. Ninguno de estos ciclos tienen algiin nodo externo
que reciba dos o mas aristas por lo que ambos son libres de blancos y soportes de un
punto de equilibrio. Cualquier otra tercia de nodos que no sean los 3-ciclos definen una
subgrafica al restringir G que contiene un nodo que resulta ser una fuente propia, asi
que no son elementos de F'P(M). Finalmente, por la regla 1 de paridad tenemos que
|FF'P(M)| debe ser impar, por lo que el conjunto total de nodos {1, 2, 3,4} es también

soporte de un punto de equilibrio. Asi FP(M) = {{1,2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}.
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Capitulo 3

El arreglo de hiperplanos dado por
yi =0

En este capitulo presentaremos algunos resultados asociados a las regiones y; con
i € [n] que presentamos en los capitulos anteriores.
Recordemos que dada una digrafica GG, que define un sistema CTLN con matriz

de incidencia W. Vamos a considerar el valor estandar 0 = 1 :

del

—r = ot max{z wy;x;+ 0,0}
Jj€n]

dz,

= on + max{z Wz + 6,0}

JEM]

definimos
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Y= Z Wi T;+
Jeln]

Yn = anjxj +1

JEN]

para cada uno de los i € [n].

Observemos que cada uno de los hiperplanos y; particiona al espacio R™ en dos
regiones: donde y; < 0 y donde y; > 0. Asi tendremos 2" regiones de R" que podemos
etiquetar utilizando un vector de signos donde la i-ésima coordenada esta definida
positiva si y; > 0 y negativa en caso contrario, es decir que y; < 0. Los siguientes son

resultados referentes a la region de signos negativos.

Proposicion 3.1. Las trayectorias en la region correspondiente al vector (-,...,-),
cuando y; < 0 para cada i € [n], son rayos que siempre tienden al origen cuando

t — o0.

Demostracion. La region correspondiente al vector de signos (-,...,-) define el sistema

de ecuaciones

dl’l

— = —x

dt !
dz.,
_ = _l'n
dt



Que tiene como conjunto de soluciones

{cre™" coe™ .. cpe™ '}
Observemos que independientemente de los valores que tomen las constantes ¢; la
grafica de e~ tiende a cero cuando t crece hacia infinito. Entonces cada una de las
soluciones se iré a cero. Asi tenemos que los puntos de equilibrio ocurren cuando x; = 0
que es el origen. Tenemos que la matriz definida por el sistema sera la que tenga —1
en la diagonal y cero en el resto de las entradas asi tendremos que el valor propio
de esta matriz serdA A = —1 con multiplicidad n'. Esto implica que se tiene valores
propios reales negativos iguales, por lo que la clasificacion de puntos de equilibrio nos
asegura que el origen sera un punto de equilibrio atractor con trayectorias que tienden

hacia él. O

Proposicion 3.2. Toda solucion con valores iniciales en la region (—,...,—), donde

y; <0, se sale de esta region.

Demostracion. Como se menciond en la prueba anterior la region con vector (—, ..., —)
. dx;
define las ecuaciones p7 —;.

Observemos que el origen no se encuentra en ésta region. Esto ya que para este punto

cada una de las sumas

j=1 j=1 j=1

Donde n es el namero de nodos del sistema.
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ya que 6 > 0. Podemos concluir que en el origen max{y;,0} = y; v que el origen
es un elemento de la region donde cada y; es positivo. Por la proposiciéon anterior
sabemos que sin importar los valores iniciales de las trayectorias en la region del
ortante negativo, cuando y; < 0,y2 < 0,...,y, < 0, estos son rayos que tienden al

origen que se encuentra fuera de esa region. [

3.1. Ejemplos de dos neuronas.

En los siguientes ejemplos mostraremos como se comportan las regiones donde
y; < 0 para cada i € [n]. Para términos practicos utilizaremos los valores estandar

propuestos: ¢ = 0,5, 6 = 0,25 y 6 = 1.

Ejemplo 3.1. Sea el sistema CTLN definido por dos neuronas {1,2} sin una arista

entre ellas:

Figura 3.1: Dos neuronas sin arista entre ellas

Utilizando los valores estandar se define la matriz de incidencia:

o
|
[\ [eV]

|
[SJ[9Y)
@]
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y el sistema

d 3
% = —x1 +maz{l — 5172,0}
d 3
% = —x9 + maz{l — Exl,()}.

Observemos que en este ejemplo las funciones y; = 0y yo = 0 son

3

y1(zy,29) =1 — §x2

3
y2($1,$2) =1 51‘1.

Estas se pueden mostrar en la siguiente figura 3.2.

=05 0 05 1 15 2 25

Figura 3.2: Lineas y1 =0y y» =0

Es importante hacer notar que en el origen y;(0,0) =1 > 0y 32(0,0) =1 > 0. En

50



general para cualquier i € [n] se va a tener que en el origen y;(0,0) =1 > 0 por lo que
éste siempre se va a encontrar dentro de la regiéon donde todos los y; son positivos.
Regresando al ejemplo, la matriz asociada al sistema lineal de CTLN donde y; > 0

para cada 7 es:

-1 =3
M= ?
3
-3 1
que tiene como valores propios A\; = % Vv Ay = —g. El punto de equilibrio de es-

te sistema se encuentra en (%,

(] )

) que es un punto en la region (+,+). Este punto
de equilibrio es hiperbdlico. En la siguiente imagen 3.1 podemos observar el campo

vectorial asociado al sistema lineal:

dl’l

_— = — —_ = 1
dt 1 2.1'2 +
dl’g

—_— = — —_ = 1
dt i) 2$1 +
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En la figura 3.3 se muestra el plano fase de este sistema.

Figura 3.3: Plano fase de la region (+,+)

Este sistema lineal coincide con el CTLN cuando y; > 0y y, > 0. Esto sucede si,
y s6lo si, cuando % > Toy % > x1 al mismo tiempo. Esta region se puede describir
como

2 2
R(-h-‘r) = {(Il,ZL’Q) S R2|ZE1 < g,l’g < g} (32)
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Veamos que sucede con las regiones (+, —) vy (—, +). Estas regiones se definen como:

[\]

2
R(+v_) = {(1’1,1‘2) S R2|1'1 > g,ZL‘Q < g}

2 2
R4y = {(21,72) € R?|2, < 372> 3}

Es preciso hacer la observacién que son regiones que definen sistemas simétricos.

Mientras que en la region (+, —) tenemos el sistema:

dl’l
= e == 1
dt T 21’2 +

— = —X9

dt

en la region (—, +) se mantiene el sistema

dl’l

—_— = —2I

dt !
dQTQ 3
—2 = gy — Zap 41
i T2 2$1+

En la region R, ) el punto de equilibrio es (1,0) que se encuentra en la region. El

sistema de ecuaciones define la matriz

3
M = B
0 -1

que tiene A = —1 como valor propio y con multiplicidad 2. En la figura 3.4 se muestra

el plano fase de la region donde se aprecia que las trayectorias tienden al punto de
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equilibrio.

Figura 3.4: Plano fase region (+, —)

En la region R(_ 4y el punto de equilibrio es (0,1) que se encuentra en la region.

El sistema de ecuaciones define la matriz

que de igual manera tiene valor propio A = —1 de multiplicidad 2. En la siguiente

figura, 3.5, se muestra el plano fase de la region.
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Numerical sep 0 1

mtegrmen engen 10

Figura 3.5: Plano fase region (—, +)

Ejemplo 3.2. Consideremos el sistema CTLN definido por dos neuronas {1,2} con
una arista entre ellas. Sin pérdida de generalidad supongamos que {1,2}, donde 1 es

una fuente propia. Asi como se muestra en la siguiente 3.6
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Figura 3.6: Dos neuronas con una fuente propia

En este caso tenemos que el sistema CTLN seré:

d 3
% = —x1 + maz{l — %2 0}
d 3
% = —2y +max{l — 75 0}

En este ejemplo tenemos que las lineas y;, con i = 1,2, estan dadas como:

Estas se pueden mostrar en la siguiente figura 3.7:
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edil

Y =0

05 y =0

Figura 3.7: rectas y; =0y yo =0

Las regiones entonces las podemos definir como siguen:

4 2
Riy4) = {(21,22) € R¥|2y < 3 %2 <3}
) 4 2
Ry ={(21,22) € R7|2; > 3 T2 > §}
) 4 2
Ry )y ={(21,72) € R¥[2y < §>$2 > 5}
R(—r‘r) = {(ZL‘l,I’Q) eR |ZE1 > g,ZEQ < g}
Region R, )
En ésta region el sistema CTLN que se define es:
dx
dx
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La matriz asociada al sistema lineal de CTLN donde y; > 0 para cada 7 es:

—4+4+3v2

1 . El punto de equilibrio, que es (4, —2),

que tiene como valores propios A =
serd hiperbolico. Sin embargo, este punto se encuentra fuera de la region.
La region donde el sistema lineal definido coincide con el sistema CTLN es cuando

y1 > 0y ys > 0, es decir cuando z5 < % y x1 < % al mismo tiempo. En la figura 3.8

se muestra el plano fase de ésta region.

Figura 3.8: Plano fase region R, )
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Por las proposiciones que demostramos anteriormente sabemos que en la region
R _y se cumple que el punto de equilibrio es el origen y que se encuentra fuera de
ésta region. Ademas de que las trayectorias con condiciones iniciales en esa region se
salen hacia Ry ;).

Region R, _)

El sistema que define esta region es:

d!lﬁ'l 3
— =—x — = 1 3.3
dt BTt (3:3)
dIL‘Q
— = 3.4
dt x2 (3.4)
-1 _%
que define como matriz del sistema: M = que tiene como valor propio
0 -1
A = —1 con multiplicidad 2. El punto de equilibrio de este sistema resulta ser (1,0)

que se encuentra fuera de la region, se encuentra en R, ;). El plano fase del sistema

definido en esta regiéon se muestra en 3.9.
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- 1.5y +1 . T
fumenical stag 0

Figura 3.9: Plano fase de la region R, )

Region R |
A diferencia del ejemplo anterior en este caso las regiones R _y y R 4) no son

simétricas. En esta region el sistema que predomina es:

dy
dt

dzs 3
2 = gy — —xq + 1. 3.6
dt 2 4:Bl (3.6)

=—1 (3.5)

El punto de equilibrio del sistema de esta region es (0,1) que si se encuentra en la
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-1 0
region. La matriz del sistema M = tiene como valor propio A = —1 con

3
—-3 -1

multiplicidad 2. Asi el punto de equilibrio resulta ser un punto de equilibrio estable.

Esto se puede apreciar en 3.10.

Figura 3.10: Plano fase de la region R_ ).

Ejemplo 3.3. Consideremos el sistema CTLN definido por dos neuronas {1,2} con

una arista bidireccional entre ellas. Como se muestra en 3.11
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Figura 3.11: Dos neuronas con arista bidireccional

Este define el sistema con las ecuaciones:

d 3
% = —x1 + mazx{l — 252 0}
d 3
% = —x9 + mazx{l — 150 0}

En este ejemplo tenemos que las rectas y; = 0, con ¢ = 1,2, estdn dadas como:

Entonces las regiones definidas en este sistema serén las siguientes.

4 4

Ry = {(21, 1) € Ry < 32 < g}
9 4 4

R_ = {(21,22) € R7|2; > 3072 > §}
4 4

R(ﬁ*) = {(71,22) € R2|$1 < §,$2 > g}

R(—r‘r) = {(ZL‘l,ZEQ) eR |ZL‘1 > g,ZEQ < g}

En la figura 3.12 se observan las rectas y;.
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"

Figura 3.12: Rectas y1 =0y 3o =0

Region R, )
En la zona coloreada de la siguiente imagen 3.1 se ilustra la region con estas caracte-

risticas
eq

¥ =0

n=0

-0.5
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En esta region se mantiene el sistema:

dx 3
_dtl = =T — ZZL’Q +1 (37)
dx 3

La matriz asociada al sistema lineal de CTLN donde los y; > 0 para cada i € [n] es

3
M = B
3
-3 1
que tiene como valores propios A\ = —;Z Vv Ay = }L. El punto de equilibrio del

sistema lineal CTLN donde y; > 0 Vi es (%, %) y es asintoticamente estable y se
encuentra en la region analizada.En la figura 3.13 se puede apreciar el plano fase del
sistema de esta region.

Region R )

El sistema de esta region seria:

dz
dz

que por las proposiciones demostradas en el inicio de esta seccién ya sabemos que el
origen es su punto de equilibrio pero que no se encuentra en ésta region, ademas que
las trayectorias con condiciones iniciales en I2(_ _y son rayos que tienden al origen.

Region R, _)
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Sistema

wit) = e y)fx - 075y + 1

¥} = vixy)-y - 0.76x + 1

Numencal geg 0 1
Itegrimce wngmh 10

L&

Figura 3.13: Plano fase region R,
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En esta region se mantiene el sistema lineal

dxl 3
— = - — - 1 3.11
at - TrTgT T (3.11)

Que tiene punto de equilibrio (1,0) que si se encuentra en esta region. Como la
matriz definida por este sistema tiene valores propios A = —1 con multiplicidad dos
tendremos que el punto de equilibrio sera asintéticamente estable. En la figura 3.14

se muestra el plano fase de esta region.

Figura 3.14: Plano fase de la region Ry )
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Region R_ )
Como en el ejemplo 3.1 tenemos que las regiones R ) y R(_ 4 son en efecto simé-

tricas. En esta region el sistema lineal con el que nos quedamos es

d[El

dx 3
d_t2 = —Xo — lel +1 (314>

Este sistema tiene como punto de equilibrio el (0, 1) que si se encuentra en esta region.
Ademés que la matriz definida por este sistema tiene como valor propio A = —1 de
multiplicidad 2. En la siguiente figura 3.15 podemos observar el comportamiento del

plano fase.
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Sistema

X't = uix,y)|-x 2
¥ Numerical steg 0 1

¥l = viey) -y - 0.75x + 1 rtagranon length 10

-as

a8

Figura 3.15: Plano fase de la region R(_ )
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Capitulo 4

El arreglo de las isoclinas G; = 0

d$i

Vamos a describir aquellas regiones donde >0Vi=1,...,nywy > 0. Las

hipersuperficies G; estaran dados por las ecuaciones

G, = —x; + maz{y;, 0} = 0.

Esto se puede reescribir como

x; = max{y;, 0}

donde y; = >~ e, wijz; + 1.

Como se mostrara en los ejemplos las graficas de las curvas correspondientes en reali-
dad seran curvas poligonales, es decir, unién de rectas, de planos o de hiperplanos
dependiendo del niimero de nodos del sistema. De manera anédloga a los hiperpla-

nos y; tendremos que las hipersuperficies G; dividen al espacio R™ en regiones donde

dxl-
dt

= —ux; + maz{y;,0} es positivo o negativo.
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Observemos que al evaluar el sistema de ecuaciones de cualquier CTLN en el origen

resulta que E(O) = 1 para todo ¢ € [n] por lo que el origen se va a encontrar siempre

en la region donde G; > 0 para todas las ¢ en el conjunto de neuronas.

4.0.1. Ejemplos de dos neuronas

Ejemplo 4.1. Como el ejemplo 3.1 vamos a considerar el sistema CTLN dado por

dos neuronas {1,2} sin aristas entre ellas.

Como se mencion6 anteriormente que el sistema CTLN definido en este caso es

d 3
% = —x1 + max{l — 5@,0}
d 3
% = —x9 + maz{l — §x1,0}.

Asi que, por la definicion de las hipersuperficies G;, en este caso tenemos que G
serfa la uniéon de rectas —x; + maaz{—%xz + 1,0} = 0 y Gy la unién de rectas
—x9 + max{—%xl + 1,0} = 0. G; coincide con la parte del eje x5 que esta del punto
(0,2/3) hacia arriba, y corta al eje 1 en (1,0). Mientras que G corta a los ejes =1 y
x9 en los puntos (0,1) y (%, 0) respectivamente.

Observemos que cuando 1 — %ZBQ = 0 entonces xy = % Entonces tenemos los

siguientes dos casos:

n Sizy > % entonces z; = 0
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3

n Sizg < % entonces 1 =1 — 3

To.
De manera analoga cuando 1 — %xl = 0 entonces 1 = % Asi se presentan dos casos:

s Siz; > 2 entonces x5 =0

Wi

s Six < £ entonces zo =1 — %xl.

Wl

Esto se puede observar en las siguientes imagenes:

Figura 4.1: La grafica G; =0
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Figura 4.2: La grafica G, =0

Ambas graficas tienen su interseccion en el punto (%, %) que se encuentra dentro
de la region (+,+). Entonces los puntos A = (£,2), B=(0,%) y C' = (3,0) junto con
el origen forman una figura de cuatro lados dentro de la regiéon de todos positivos.
Tenemos que el origen se encuentra tanto en la parte positiva de los y; como en la

parte positiva de los G;. En este caso en particular el punto de interseccién de Gy y
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G cae dentro de la frontera de la region (+, ..., +).

1.4} .

1.2F -

1.0+ -

0.3 -

0.6 -

0.4 -

0.2 -

0.0F .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.3 1.0 1.2 14

Figura 4.3: G; y G5 en la region (+,+)

Sean el punto A como el origen, B el punto de intersecciéon entre el eje 1 y Gy,
C el punto de interseccion entre el eje z1 v G2 vy D el punto de intersecciéon entre

(G1 y Go. Es importante hacer notar que definimos los puntos B y D dependiendo de
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su cercania al origen sobre los respectivos ejes. En este caso los puntos A, B,C'y D

forman un cuadrilatero.

Ejemplo 4.2. Como en el ejemplo 3.2 vamos a considerar el sistema CTLN definido

por dos neuronas {1,2} y la arista (1,2), donde 1 es una fuente propia.

El sistema CTLN con el que trabajamos en este ejemplo sera:

d 3
% = —x1 + max{l — %2, 0}
d 3
% = —x9 + mazx{l — 75 0}

En este caso Gp seria la grafica —zy + maz{l — %IQ,O} = 0 y G, seria la grafica
—x9 + max{l — %xl, 0}. Observemos que GG corta al eje z1 en x; = 1 y corta al eje
To €N Tog = % Por otro lado G5 corta al eje x1 en 1 = % mientras que corta al eje xq

en ro = 1.

Cuando 1 — %372 = 0 entonces x5 = % Entonces tenemos los siguientes casos:

= Sizy > 2 entonces 21 =0

Wi

m Sizy < 2 entonces ;=1 — %1'2.

Wi

3

1T = 0 entonces 1 = %. Entonces tendremos que:

De manera analoga cuando 1 —

= Sixy > = entonces x5 =0

Ol

3

s Sixg < 1

entonces o = 1 — =x;.

(SN
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Esto se puede ver en la siguientes imagenes:

Figura 4.4: Grafica G; =0
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Figura 4.5: Grafica Go =0

A diferencia del ejemplo anterior en la siguiente imagen se puede observar que
el punto de interseccion de las gréificas de G; y G5 se encuentra fuera de la seccion
(+,4). Se observa que en este caso la interseccion de las regiones G; > 0, Gy > 0,

x1 > 0y w9 > 0 forman un triangulo.
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20F -

15F -

1.0F -

0.5F -

0.0 -

Ejemplo 4.3. Como el ejemplo 3,3 vamos a considerar el sistema CTLN definido

por dos neuronas {1,2} y una arista bidireccional entre ellas.

Como se menciond anteriormente el sistema de ecuaciones para el sistema CTLN
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definido en este ejemplo sera:

d 3
% = —x1 +maz{l — ZxQ,O}
d 3
% = —x9 + maz{l — le’o}'

En éste caso G va a ser la curva —x; + maz{l — 0,75x2,0} = 0 mientras que G5 es
la curva —x9 + maz{l — 0,74z1,0} = 0. Observemos que la interseccién de G;con los
ejes x1 y xo suceden cuando x1 =1y xy = % respectivamente, mientras que G5 corta
cada uno en x; = % yx; = 1.

Cuando 1 — %ZEQ = 0 entonces x4 = %, de esto se derivan los siguientes casos:

s Sizy > = entonces 21 =0

ol

n Sy < % entonces ;1 =1 — %xl.

Cuando 1 — %xl = (0 es completamente analogo y simétrico a lo anterior. Esto se

puede ver en las siguientes imégenes.
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Figura 4.6: G; =0
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Figura 4.7: Go =0

El punto de interseccion se encuentra dentro de la frontera de la region (+,+) y

es el (1,0).
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Figura 4.8: G1 =0y G, =0

81



Capitulo 5

Predecir el flujo de los sistemas

CTLN, un método alternativo

En este capitulo presentamos un algoritmo basado en el sistema de ecuaciones
diferenciales definidas por la digréfica de los sistemas CTLN que a su vez definen otra

digrafica basada en los hiperplanos definidos por el flujo de los inputs del sistema.
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5.1. El algoritmo

Comenzaremos con un sistema CTLN de n nodos que es representado con el

siguiente sistema de ecuaciones:

dl’l
— = —x1 + max{y,0
dt 1 {y1.0}
d
% = —x9 + max{ys, 0}
dz.,
— = —x, + max{y,,0
- {ym, 0}
donde
yi(w) = Wiz + 6. (5.1)
j=1
1. Cuando y; < 0 tenemos que % = —ux; mientras que cuando y; > 0 entonces
% = —z; + y;. Cada hiperplano y; = 0 divide R™ en regiones positivas y

negativas donde y; < 0y y; > 0. Podemos afirmar que cada una de las regiones

son conjuntos abiertos en R™ con la topologia euclidiana.

2. La particion definida en el primer paso resulta en 2" regiones. A cada una de es-
tas regiones le podemos asignar un vector de signos donde la i-ésima coordenada
es +1 si sucede que la region esta definida positivamente por el y; hiperplano y

—1 en otro caso.

3. Construccion de una nueva digréfica.

Se construye una digrafica como sigue. Los vértices de esta grafica son las re-
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giones representadas por los vectores de signos presentados en el paso anterior.
Si dos regiones tienen una frontera diferente de vacio agregamos una arista que
conecte los vértices asignados a los vectores de signos que representan dichas
regiones. Luego, la direccion de la arista sigue la direccion del flujo de energia
del sistema, si el flujo corre en ambas direcciones entonces agregamos una arista
multidireccional.

Las condiciones iniciales se posicionan en el vértice de la regiéon correspondiente
y este nuevo algoritmo no afecta el conjunto de vértices que forman el soporte
de cada punto fijo del sistema. Esto sucede ya que el soporte es definido cuando
yi < 0y y; >0 en otro caso de manera que los soportes se encuentran en el

vértice de su neurona correspondiente.

4. Las coordenadas positiva y negativa determinan un nuevo sistema donde cada
region define un sistema de ecuaciones lineales. Cuando y; > 0 se cumple que
dzi _ de; _

7 = —T; ysiy; > 0 entonces Gt = —x; + y;.

5. Asi podemos calcular y encontrar las coordenadas de cada punto estable. Més
aun, al encontrar los valores propios de cada region podemos observar el com-

portamiento de cada punto de equilibrio y del flujo.

5.2. Ejemplos del algoritmo.

Presentaremos dos ejemplos sencillos para ilustrar el proceso del algoritmo que

acabamos de presentar.
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5.2.1. Ejemplo dos neuronas.

Entonces consideremos un conjunto de dos vértices {1, 2} y una arista con direccion
12 0 21, como en el ejemplo 3.2.Supongamos sin pérdida de generalidad que tenemos

el caso de la arista 12. En la siguiente imagen 5.1 est4 representada este ejemplo.

Figura 5.1: Representacion dos neuronas donde una de ellas es fuente.

Entonces tenemos la matriz que define el sistema es

0 —1-9
—1+4e€ 0
Como mencionamos en la introduccion los valores estandar que hemos estado ocu-
pando a lo largo de este trabajo son € = 0,5,0 = 0,25 y 6§ = 1. Entonces sustituyendo
estos valores en la matriz tendremos que el sistema de ecuaciones que definen estas

dos neuronas sera:
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dl’l
dt
diL’Q
dt

3
= —I + [(—1 — 0,5)1‘2 + ].]+ = —I + [—51‘2 —+ 1]+

3
= —T9 + [(—1 + 0,25)ZE1]+ = —I9 + [—le + 1]+

Observemos que en este ejercicio y; = 1 — 1,525 y yo = 1 — 0,75x,. Entonces las

lineas que separaran el plano segiin el algoritmo seran % =129y ‘31 = x1.Lo que da

paso a la siguiente division del plano R2.

Figura 5.2: particion del plano por y; =0y y, =0
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La primera region corresponde a R4 4y, la segunda region a R _y y las regiones

Iy IV a R -y y R 4 respectivamente. Asi podemos describir las regiones como

siguen:

Primera region R, )

Observemos que en ésta region y; > 0y yo > 0 por lo que para esta region se

define el sistema

T 1 3
—=1—-z— -z
dt 1 g™
)
N
dt 2T

por lo que podemos afirmar que se debe cumplir que x5 < % yx; < %. Asi la matriz

del sistema lineal:

Ry

-0,75 -1

tiene como valores propios —#. En el plano fase que se muestra en la figura 5.3
podemos observar que el flujo sale de esta region hacia las regiones vecinas que son

las regiones IIT y IV. Asi que en la grafica de regiones tendremos las aristas (1,3) y

(1,4).
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Segunda region R_ )

En esta region se cumple que xo > % y x> %. El sistema de ecuaciones es:

del
— = —X
dt !
dIg
— = —Z.
dt ?
Que ya es un sistema lineal. Tenemos ademas que A\ = —1 es el tnico valor propio

con multiplicidad 2. Por otro lado el origen es el punto de equilibrio que se encuentra
en la region I. Como se mostr6 anteriormente este resulta ser un nodo atractor. Asi
mas bien el flujo se va rumbo a la region 1 mediante las regiones vecinas. Por lo que

podemos afirmar que tendremos las aristas (2,3) y (2,4).

Tercera Region R, _)

En esta region se debe cumplir que z; < % y Toy > % El sistema definido para esta

region es:

— = 1=z 151 (5.2)
dx
d—; =z, (5.3)

Que tiene como punto de equilibrio (1,0) pero que se encuentra fuera de la region, a
saber en la region 1. La matriz del sistema lineal tiene a A = —1 como el tinico valor
propio de multiplicidad 2. En el plano fase de la figura 3.9 podemos observar como el

flujo sale de la zona rumbo a la primera regiéon. Asi en la gréafica de regiones podemos
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tener la arista (3,1).

Cuarta region R_ )

En esta region se debe cumplir que x; > % y Ty < % El sistema de esta region es:

d[[‘l
—_ = —X
dt !
dx
d—; =1-0,7571 — T».

La parte lineal del sistema nos da como valor propio -1 con multiplicidad 2. Tenemos
que el punto de equilibrio del sistema ahora es (0,1) que se encuentra en esta region.
Entonces tendremos que el punto de equilibrio serd un atractor asi que el flujo se
dirigird a este punto y se mantendra en esa region. Entonces el flujo se mantiene en
esta region, por lo que en la digrafica que vamos a construir no saldran aristas del
nodo correspondiente a esta cuarta region.

Entonces la digrafica de regiones sera la siguiente (figura 5.4):
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Figura 5.4: Digrafica de regiones

Observemos que en la digrafica de regiones el correspondiente a la region 4 pasa

a ser un pozo mientras que la region 2 pasa a ser una fuente propia.

5.2.2. Ejemplo tres neuronas.

Para este ejemplo vamos a considerar un 3-ciclo de las neuronas a,b y c.
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Figura 5.5: Tres neuronas en un 3-ciclo.

El sistema de ecuaciones que define la digrafica del 3-ciclo es:

dx

d_tl = —x1 + max{y,0}
dx

d_z€2 = —zy + max{ys, 0}
d

% = —x3 + max{ys,0}

donde

y1 = —1,529 — ,7haxg + 1
Yo = —, 7027 — 1,023 + 1

Ys = —1,51‘1 — ,751‘2 + 1

En éste ejemplo tendremos tres hiperplanos orientados que dividen a R® en 8

regiones cuando y; = 0,9y, = 0y y3 = 0. Este es el primer paso del algoritmo. En
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la siguiente figura el primer hiperplano y; = 0 esta representado con el color azul, el

segundo ys = 0 con el color morado mientras que el tercero y3 = 0 con color rosa.

Figura 5.6: Hiperplanos y1,vy2 y ys.

Cuando y; < 0 la segunda parte de las ecuaciones es cero y % = —ux; y define la
parte negativa de un hiperplano mientras que la parte positiva se da cuando y; > 0.
El caso y; > 0 ocurre cuando —1,5z9 — 0,75z3 + 1 > 0, analogamente y, > 0 si
—1,5x3 — 0,7521 +1 > 0y —1,52y — 0,759 + 1 > 0. Continuando con el segundo
paso del algoritmo asignamos un vector de signo de 3 coordenadas a cada una de las
8 regiones de R? dependiendo si y1,¥2 ¥ y3 son positivos o negativos en la region en la
que nos encontremos. Por ejemplo, a la region donde y1,y3 > 0y y2 < 0 se le asocia

el vector (4, —,+) o (1,—1,1). En la siguiente tabla, cada region se identificara con

el vector asociado.
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Region  Vector

Ry
Ry
Rs
Ry
R;
Rg
Rr

Ry

(_7_7')

(TLWLF)
<+7'7+)
('7+’+)

(+,+,+)

Como se menciona en el tercer paso del algoritmo se debe construir una digrafica

con 8 vértices, cada uno de los cuales representa una regiéon y se asignan las aristas

dependiendo de la dindamica del flujo. Podemos identificar en la siguiente tabla los

vecinos de cada region.

Region Regiones vecinas

Ry
Ry
R;
Ry
Rs
Rg
Ry

Ry

Ry, R3 'y Ry
Ry, Rs5y Rg
Ry, Rsy Ry
R, Rr y I
Rs, Ry y Rg
Ry, Ry y Rg
Rs, Ry 'y Ry

RS) RG y R7
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El anélisis completo de éste 3-ciclo junto con la digrafica correspondiente fue
desarrollado por Joaquin Castanieda en su tesis de licenciatura CTLN’s definidos por
torneos asesorado por el Dr. Vinicio Antonio Gémez Gutierrez. Gracias a su trabajo

tenemos que la digrafica de regiones es la siguiente.

(+a+= _)

(+,+,+)

Figura 5.7: Grafica de regiones del ejemplo con tres regiones.
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Capitulo 6

Las fuentes propias tienden a

apagarse

La siguiente es una conjetura presentada por las autoras en Fized points of compe-
titive threshold-linear networks (8] y Predicting neural network dynamics via graphical
analysis |9]. Se presenta una prueba parcial donde sélo se consideran los casos con
una sola fuente propia que envia aristas al resto de los nodos y no considera aristas

entre los nodos restantes, es decir, solo considera estrellas con [n] — 1 puntas.
Conjetura 6.1. Eventualmente todas las fuentes propias tienden a apagarse'.

Demostracion. Como mencionamos anteriormente vamos a considerar el caso en que
el primer nodo sea una fuente propia que envie arista al resto de los vértices y que las
demas aristas no envien o reciban aristas del o al resto. En general podemos asumir el

caso donde el primer nodo sea una fuente propia y utilizaremos los valores estandar

'Es decir que la funcién z;(t) asociada a la i—ésima neurona, siendo esta una fuente propia, se
acerca cada vez més a cero cuando hacemos t tender a infinito.
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Wy =—-15y W;; = =0,75 Vj = 2,...,n. Asi las ecuaciones estan definidas como

dx i
dt

=—x;+ max[z w;;xy + 1, 0] (6.1)

y todos los valores para x; son positivos, lo que significa que todas las neuronas estén
activas.

Asi definimos dos regiones en el cuadrante positivo de R™:

A={(z1,....,zn) = L5(m2+ 25+ ... + 2,) +1 <0}

B := {(.771, ,l’n)‘ - 1,5(1’2 +x3+ ...+ i[fn) + 1 Z O}

Dentro de la regién B tendremos la ecuacion

del

—r = o 15(zg + ... + ) + 1.

Asi podemos definir un simplejo con vértices (1,0, ...,0), (0, %,0, e 0)y oy (0., %),
(0, ...,0) que son los puntos donde los hiperplanos y; = 0 corten a cada uno de los ejes
de R™. Si unimos estos punto podemos definir un simplejo y asi vamos a definir B;

como la regiéon dentro de este simplejo y By la region fuera pero dentro de la region
dﬂ?l

— < 0.

dt —
Afirmamos que tomando las condiciones iniciales en el simplejo el flujo ird hacia el
prisma. Para que esto suceda es necesario que el producto punto entre el campo
vectorial de las ecuaciones y el vector normal del simplejo debe ser positivo. El vector

normal serd N = (1,1,5,1,5,...,1,5) mientras que F' es el vector del campo vectorial

donde dd% =0y % = —x; + y_ w;;x; + 1. En la frontera tendremos que —1,5z5 —
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1,523 — ... — 1,5z, +1 =0y 1 =—1,5(x9 + ...x,). Podemos reescribir la suma como

> (15 +wi)z; + (1,5 — )y

y podemos observar que usando los valores estandar tendremos que 1,5+x;; es positivo
o cero mientras que (1,5 — 1)z, < 0 ya que nos encontramos en el ortante positivo.
Entonces N - F' es una suma de productos positivos por lo que N - F' > 0. Podemos
interpretar esto como que las soluciones con distintos valores iniciales siempre tienden

a apagar el primer nodo que representa la fuente propia. O]
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Conclusiones Finales

En este trabajo se presentaron varios ejemplos de la dindmica de dos y tres neu-
ronas. Estos son ejemplos atin observables y que nos pueden ayudar a visualizar las
diferencias, que no son sustancialmente grandes, entre distintos sistemas generados
por digraficas con el mismo niimero de nodos pero distinta distribucion de las aristas.
Sin embargo, para digraficas de mayor niimero de nodos es mas efectivo el analisis de
soportes de puntos fijos que se realiza utilizando las reglas presentadas en el capitulo
de preliminares.

El algoritmo que presentamos en éste trabajo nos ayuda a realizar un analisis com-
pleto de la dinamica utilizada por el flujo de inputs y outputs de los posibles modelos
de sinapsis neuronales. Comenzando con las regiones definidas por y; = 0 donde el
sistema CTLN pasa a ser un sistema lineal encontramos y demostramos que las con-
jeturas presentadas anteriormente no dependen de las condiciones iniciales, en otras
palabras, de la regiéon neuronal donde comencemos el flujo. Se present6 ademés la de-
mostracion a un caso particular de la conjetura sobre las fuentes propias presentada
por las Doctoras Carina Curto y Katherine Morrison en [6].El caso demostrado solo

considera difraficas en forma de estrella.
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