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Resumen /Abstract

En este trabajo de tesis estudiamos el auto ensamblado de particulas coloidales sobre
una superficie esférica, esto mediante simulaciones numeéricas por el método de Monte Carlo
y el algoritmo de Metrépolis, haciendo uso de un potencial simplificado tipo ntcleo - corona.
Estudiamos los resultados para ciertos parametros y hacemos comparativas para lo documentado
en el ambito experimental, haciendo la comparacién entre teoria y practica proponemos unos
parametros para poder armar algunas estructuras determinadas, también proponemos un modelo
futuro para estudiar casos méas complejos.
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Introduccion

El estudio de las particulas coloidales ha ganado importancia en la actualidad debido, entre
otras cosas, a su propiedad para autoensamblarse. Al tener métodos para controlar el tamario
y forma de una nanoparticula, estas podrian ser utilizadas en varios campos de la industria.
Por ejemplo, como vehiculos para sustancias activas en medicina [1, 2|, asi como en mascaras o
moldes para elementos tecnolégicos, de hehco, IBM ya ha logrado auto-ensamblar transistpres
compuestos por nanotubos de carbono. [3]

En esta tesis se estudiara la forma en que se autoensamblan las particulas coloidales con
potenciales del tipo niicleo-corona sobre una superficie esférica. Estas particulas constan de un
nicleo duro que, debido al principio de exclusién de Pauli seria imposible que se superpusiera
con el nucleo de otra particula, mientras que las coronas que recubren estos niicleos si pueden
superponerse sobre otras coronas, esto con un coste energético para el sistema. Las configuraciones
mas estables son las que buscan el minimo de superposiciones entre estas estructuras para 1" = 0
Gnicamente.

. Por qué se utilizan estos potenciales?

Porque ademas de ser sencillos y faciles de aplicar en términos computacionales, reproducen
los comportamientos de algunas particulas poliméricas que consisten en un niicleo y ramificaciones
adheridas al nuacleo, usualmente cadenas poliméricas. A estas microparticulas poliméricas se les
conoce como “polimeros estrella’.

Objetivos

Objetivo general

Estudiar mediante el método de Monte Carlo el auto ensamblado de particulas coloidales
que interaccionan mediante potenciales niicleo-corona confinadas sobre una superficie esférica.




INDICE DE FIGURAS

Objetivos especificos

= Obtener las configuraciones energéticas mas estables para 3,4,5,...,12 particulas sobre una
superficie esférica en un espectro de diferentes radios.

= Obtener el diagrama fase en términos de la temperatura, el nimero de particulas y el
tamano de la superficie esférica.

= Obtener algunos solidos (platénicos y aristotélicos) con un esquema de preconfiguracion de
armado de estructuras..

El estudio de estos sistemas de particulas coloidales se hizo por medio de simulaciones
numéricas usando el método de Monte Carlo (10° pasos). Con una aceptacion de pasos basada en
el criterio de Metropolis para la colectividad canénica NVT con N ntimero de particulas, V' el
volumen del sistema en nuestro caso dado por el radio de la superficie esférica y T" la temperatura
del sistema fijos en cada paso de MC. Es por medio de la variable T que nuestro método se
conecta con un ciclo de recocido simulado. Una vez que el sistema es estable en términos de la
energia potencial, se hace un reescalamiento del sistema en funcién de las distancias entre las
particulas sobre la superficie esférica, modificando el radio de la misma.

Este trabajo de tesis se dividira en siete capitulos. En el primero se define nuestro objeto
de estudio, el auto ensamblado en las suspensiones coloidales, enmarciandolo dentro de la rama de
la fisica conocida como materia condensada blanda.

En el segundo capitulo se hace una revisiéon de conceptos de fisica estadistica, los cuéles
seran utiles para entender las simulaciones numéricas desarrolladas. Se introducen conceptos
fundamentales como el ensamble candnico, el teorema de equiparticion y la hipotesis de ergodicidad.
Por medio del teorema de equiparticién se busca tender un puente entre la conceptualizacion
fisica y nuestro objeto de estudio: los sistemas coloidales. Dentro de estos fundamentos también
se introducen los conceptos de entropia y energia libre de Gibbs.

En el tercer capitulo de la tesis se presenta el potencial nticleo-corona.

En el cuarto capitulo se presentan algunas de las aplicaciones que presentan la geometria
especifica que se estudia en la tesis, la superficie esférica. Las aplicaciones que se presentan son
los coloidosomas y las emulsiones Pickering. También se presenta el problema generalizado de
Thomson que es un problema clésico de la fisica y que tiene relacion con la geometria estudiada y
con los potenciales de interacciéon por pares, asi como el auto-ensamblado de particulas poliméricas
en una emulsién que se evapora, siendo este nuestra principal fuente de comparaciones entre
nuestro modelo tedrico y un caso experimental.

En el quinto capitulo se presenta el método utilizado para hacer las simulaciones numéricas,
empezando por una presentacién didactica del potencial utilizado en la simulacion. En seguida se
presenta el método computacional, conocido como método Monte Carlo, se hace un repaso por el
concepto de variables aleatorias y se hace un estudio minucioso del criterio de Metrépolis, piedra
angular de nuestro modelo ya que en base a este criterio se decide cuando aceptar o rechazar el
paso de Monte Carlo ejecutado. Después se expone brevemente el algoritmo de recocido simulado
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y la reduccion del radio de la superficie esférica. Al final del capitulo de la metodologia se incluye
el diagrama de flujo utilizado por nuestro codigo.

El sexto capitulo presenta los resultados obtenidos para los sistemas N = 3, ..., 12, inclu-
yendo algunas estructuras interesantes que presentan las particulas al auto ensamblarse. También
se presentan las graficas del espacio fase en funcién de la temperatura, el niimero de particulas y
el tamaifio de la superficie esférica.

En el séptimo capitulo de la tesis se presentaran las conclusiones obtenidas en este trabajo.




Capitulo 1

Materia Condensada Blanda

En este capitulo se presentan las suspensiones coloidales y se presentan algunos de las
motivaciones para su estudio dentro de la rama de la quimica y la farmacettica, con el fin de
poder sentar bases entre la comparacién de algunos polimeros reales con el caso de estudio de
este trabajo.

1.1. Suspensiones Coloidales

Una suspension coloidal es un sistema heterogéneo en el cual particulas sélidas o gotas de
un liquido con dimensiones del orden de 10um o menos se encuentran dispersas en un medio que
por lo general es otro liquido [4].

Las suspensiones coloidales se caracterizan por tener una érea de interfase muy alta, por
ejemplo si 1kg de polimero esta disperso en agua en forma de esferas de 200um de radio (esto
es aproximadamente lo que una lata de 5 litros de pintura contiene), el area total de interfase
entre el agua y el polimero es de 15000m?. Ligada a esta area existe una energia de interfase
muy grande que tenderia, en principio a desestabilizar el sistema. Aqui nos deberiamos preguntar
entonces porque son estables las soluciones, ;por qué los polimeros no se agregan para intentar
reducir esta energia?.

1.1.1. Movimiento Browniano

En 1827, el botanico Robert Brown se encontraba observando polen con un microscopio,
observo que el polen temblaba aleatoriamente en todas direcciones. Podemos pensar las particulas
coloidales como si estas fueran “bombardeadas” constantemente por impactos aleatorios de las
moléculas del solvente en cuestion. Al ser estas colisiones aleatorias, en el largo plazo la fuerza
total que acttia sobre las particulas como resultado de las colisiones es cero, pero en un instante
determinado habra més colisiones en un lugar de la particula que en otro, y el resultado es que
existe una fuerza fluctuante neta actuando sobre las particulas coloidales. Es el movimiento de
las particulas en respuesta a esta fuerza el que denominamos Movimiento Browniano.




1.2 Auto-ensamblado

1.1.2. Entendiendo la estabilidad de las soluciones coloidales por medio de
nuestro coloide favorito: la leche

Entender la estabilidad de una suspensién coloidal es un asunto de central importancia.
En la leche, asi como en cualquier otra suspensién coloidal, la gravedad actta sobre las particulas,
en esta caso las particulas coloidales son gotas pequenas de grasa. Si estas particulas coloidales
dispersas son menos densas que el disolvente estas tenderan a flotar hacia la superficie. A este
proceso se le llama acremado, como lo hacen las gotas de grasa en la leche sin descremar (jla
natal). Por el contrario, si la fase dispersa es méas densa tendera a sedimentarse. Oponiéndose
siempre a estas dos tendencias esti el movimiento browniano, a medida de que las particulas se
van volviendo mas pequenas el tamano de la fuerza gravitacional que actiia sobre ellas decrece
hasta que es sobrepasada por el movimiento térmico aleatorio de las particulas.

,Como se evita esto, industrialmente, en la leche?. Reduciendo el tamano de las gotas de
grasa. Haciéndolas pasas por una boquilla que homogeneiza el tamano de las misma. Este proceso
es conocido como homogeneizacion.

1.2. Auto-ensamblado

Siguiendo la definicion de John A. Pelesko [5].

El auto-ensamblado se refiere a la formacion espontdnea de estructuras organizadas, a
través de un proceso estocdstico (no determinista) que involucre a los elementos iniciales, este
proceso es reversible y se puede controlar mediante caracterisiticas propuas de los componentes, el
ambiente en el que se desarrolla y las interacciones que influyen en este proceso.

Algunos ejemplos de auto ensamblado en sistemas biologicos:

Micelas

Bicapas lipidicas

Acidos nucleicos

Doblamiento de proteinas

1.3. Polimeros

La sintesis de nanoparticulas poliméricas cuya interaccién puede ser representada mediante
potenciales tipo niicleo-corona ha sido estudiada ya en aplicaciones clinicas y tecnolégicas,
principalmente como transporte de sustancias activas en el campo de la medicina. |2, 6]

Este modelo puede ser usado para simular varios tipos de formaciones poliméricas como
podrian ser copolimeros dibloque [7], asi también la estructura de los potenciales tipo nicleo-corona

5



1. MATERIA CONDENSADA BLANDA

esta presente en numerosos sistemas fisicos como pueden ser polimeros dendriticos, polimeros
hiperramificados y también materiales con polimeros adheridos a su superficie.

1.3.1. Polimeros estrella

Un polimero estrella consiste de al menos tres ramales poliméricos unidos a un punto
de ramificacion llamado nucleo. Estos polimeros se pueden clasificar segin la composicion de
sus brazos poliméricos, segin el tipo de brazo polimérico adherido al nicleo o de acuerdo a la
estructura del nucleo mismo. En general, los sistemas de este tipo pueden ser clasificados en 12
grupos que estan esquematicamente representados en la Figura 1.1 [§].

Los compuestos formados por polimeros estrella muestran propiedades estructurales y
dindmicas que no ocurren en cadenas poliméricas lineales. Cabe mencionar que estudiar soluciones
de polimeros tipo estrella agrega un grado més de complejidad, ya que las interacciones efectivas
se llevan a cabo entre las ramificaciones de las estrellas; en particular estas interacciones se
vuelven relevantes cuando la distancia r entre dos centros de polimeros estrella es del orden del
mencionado didmetro de la corona del potencial. [9]

El estudio de estos polimeros ha tomado importancia en la actualidad debido a que sus
propiedades reolégicas pueden ser moduladas, lo que encuentra aplicaciones en la medicina como
vehiculo para transportar farmacos, asi como su baja complejidad para ser sintetizados [10].




1.3 Polimeros

Statistical Block
Copolymer Star Copolymer Star

Compositional MW End-functional
Miktoarm star Miktoarm star Miktoarm star
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Small Compound Macromoleciule
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Fig. 1.1: Vista de algunas estructuras de polimeros estrella. A) Composicion y distribuciéon de la secuencia de los
brazos. B) Brazos diferentes. C) Nucleos diferentes. D) Colocaciéon de los grupos funcionales. Imagen tomada de [11]




Capitulo 2

Descripcion Microscopica de la Materia:
Elementos de Fisica Estadistica

En el presente trabajo se emplearan las simulaciones computacionales para describir
sistemas de particulas. Sin embargo, mientras en un estudio computacional se pueden obtener la
posicién exacta de cada particula en cada instante del proceso, en un laboratorio no seria realista
pretender conocer esto. Si deseamos comparar los resultados de una simulacién con resultados
obtenidos en un experimento de laboratorio, tenemos que usar una herramienta que nos hable
de las caracteristicas en conjunto de los sistemas de particulas. Esta herramienta es la Fisica
Estadistica.

A continuacién describiremos algunos de los elementos que juegan un papel relevante en la
descripcion estadistica de la materia.

2.1. Fuerzas Intermoleculares

Es de particular importancia en la Materia Condensada Blanda comparar el orden de
magnitud de los enlaces entre las moléculas con el orden de magnitud de la energfa térmica. Si la
energia del enlace molecular es considerablemente mayor a la energia térmica kg1 por particula,
la probabilidad de que se rompa el enlace y que este se reforme debido a la agitacion térmica
del sistema (movimiento browniano de las particulas coloidales) es muy pequena; estos enlaces
pueden ser pensados como enlaces permanentes o enlaces quimicos. En contraste, si la energia
del enlace es comparable a la energia térmica kT, existe una posibilidad de que el enlace se
rompa y se reforme por la agitacion térmica el sistema; estos enlaces pueden ser pensados como
enlaces temporales o enlaces fisicos.

El rango de alcance de estas fuerzas determina propiedades macroscopicas de la materia.
Existe una relacién directa entre la energia de los enlaces en las moléculas y la rigidez del material.
En la materia blanda las moléculas no se encuentran en posiciones fijas, las posiciones relativas
entre estas cambian en un determinado tiempo denominado tiempo de relajacion, el cual esta
determinado por el movimiento aleatorio (browniano) este tiempo es modificado por las fuerzas
intermoleculares. Es el tiempo de relajacion lo que determina que tan facilmente fluird el material




2.2 Ensamble Canonico (NVT)

cuando sea aplicado sobre este un esfuerzo.

2.2.  Ensamble Canoénico (NVT)

El ensamble canénico es un formalismo de la Fisica Estadistica que nos permite hacer
una descripcion de los estados de un sistema macroscopico con un nimero de particulas (N), un
volumen (V) y una temperatura (T) fijos. Se considera que este ensamble esta en contacto con
un reservorio térmico cuya temperatura constante T se equilibra con la del ensamble.

Para un sistema en el ensamble canénico tomamos la parte configuracional (es decir, la
parte que solo depende de las posiciones) de la funcion de particion

2= /drNe—ﬁu(fN>, (2.1)

donde = 1/kgT y kp es la constante de Boltzmann. En la mayoria de los casos no estamos
interesados en resolver esta parte configuracional de la funcién de particién, sino en conocer el
valor promediado de ciertas cantidades de la forma:

/drNe_Bu(rN)A(rN)
(A) = — (2.2)
/ g e BUEN)

La relacion exp(—BU(r"™))/Z es la densidad de probabilidad de encontrar el sistema en
una configuracion (ry,rg,...,ry), donde r; representa la posicion de la particula i. Denotemos
esta densidad de probabilidad como:

- (2.3)

Pl =

2.3. El teorema de equiparticion.

En la Fisica Estadistica clasica, el teorema de equiparticién es una féormula general que
relaciona la temperatura de un sistema con su energfa media. De la aplicaciéon de este teorema
surgen algunas predicciones cuantitativas muy ttiles, como los valores promedio de las componentes
individuales de la energia [12].

La energia de un sistema estéa dada en funcién de las coordenadas generalizadas q; y los
momentos generalizados py para las n particulas del sistema:

E = E(q1, o, Qs PLy - P1) (2.4)




2. DESCRIPCION MICROSCOPICA DE LA MATERIA: ELEMENTOS DE FISICA
ESTADISTICA

las siguientes dos condiciones ocurren con frecuencia, la primera es:

E=¢(p)+ E(q,...,qx), (2.5)

donde ¢; representa la parte cinética de la energia de i-ésima particula y depende tinicamente de
p; v la parte restante de la energia E’ no depende de p;, esta es la energia potencial y depende
tunicamente de las coordenadas generalizadas del sistema, la segunda condicién es que generalmente
la funcién €; es cuadratica para p; de la forma:

ei(pi) = by (2.6)

La razon de esto es que usualmente la energia cinética es una funcién cuadratica de cada
componente del momento, mientras que la energia potencial no depende del momento. ;Cual es
el valor promedio de ¢; en equilibrio térmico si las condiciones 2.5 y 2.6 se satisfacen?

Si el sistema esta en equilibrio térmico a la temperatura absoluta T'=1/kpf y de acuerdo
a la distribucién en el ensamble candnico 2.2 el valor promedio de €; es por definicién:

9]
/ e PE@LPE) e dq, - - - dpy,
— —00

€ = —x5 . (2.7)
/ e PE@Pk) don .. . dpy,
Debido a la condicién 2.5 obtenemos:
/ e Pt ) eidg, - - dpy,
/ e_ﬁ(€i+E/)dq1 . dpk
o (2.8)

oo [e.e] ,
/ eﬁeiﬁidpz’/ e P dgy - dpy
— 0O —0o0

= ES) o0 , .
/ e_BEidpi/ e PFdqy - - dpy,
— 0o —0o0

Las ultimas integrales tanto en el numerador como en el denominador son sobre todos los términos
q y p excepto p;, estas integrales son iguales y por lo tanto se cancelan, queddndonos tnicamente
las integrales dependientes de p;

/ —Be “eidp;

/ —Be; dp

esto puede simplificarse como:
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2.3 El teorema de equiparticion.

t/) e Pidp; (2.10)

@ [o@)
- —BE€i g .
8ﬁln(/_ooe dpl>.

Si hacemos la sustitucion 2.6 y hacemos el cambio de variable y = 3 > p; tenemos:

/ e Peidp; = / e PP dp; = B_% / e dy (2.11)
y oo 1 o
ln/ e Peidp; = —ilnﬂ + ln/ e dy. (2.12)

Si sustituimos este resultado en el dltimo renglén que obtuvimos en la Ec. 2.10 y tomamos en
cuenta que la integral a la derecha en la Ec. 2.12 no depende explicitamente de § encontramos
que:

8 (9 1 2 ].
- _ —Bei . | — _ _ by —
€; ln</ e dpl> ( 2lnﬁ + ln/ e dy> =55 (2.13)

El resultado final del teorema de equiparticion es:

1
& = 5kaT. (2.14)

Este resultado nos dice que el valor promedio de la energia cinética de una particula con un grado
de libertad en un sistema de n particulas indistinguibles depende tinicamente de la temperatura
T del sistema. Esto quiere decir que tenemos caracterizado todo el comportamiento dindmico de
las particulas en un sistema gracias a este teorema.

2.3.1. ;Coémo puede el movimiento browniano de una particula coloidal ser
caracterizado mediante el teorema de equiparticion?. Construyendo
puentes entre la Materia Condensada Blanda y la Fisica Estadistica

El movimiento browniano tiene un comportamiento similar a un caminante aleatorio. En
tal caminata aleatoria la media de desplazamiento total es igual a cero, pero el desplazamiento
cuadratico medio es proporcional al nimero de pasos y por consecuencia al tiempo. El despla-
zamiento cuadratico medio se puede considerar como una medida de la cantidad de sistema
“explorado” por un caminante aleatorio. Si el vector de desplazamiento después de un tiempo ¢ es
R(t) entonces:

11



2. DESCRIPCION MICROSCOPICA DE LA MATERIA: ELEMENTOS DE FISICA
ESTADISTICA

(R(1)?) = o, (2.15)

Podemos encontrar el valor de la constante « (que esta relacionada con el coeficiente de difusion
D). Para esto, describimos el movimiento de la particula clasicamente de la forma siguiente:

d°R dR
o 7 :Fa eatoria» 2.16
maE T Leat (2.16)

tomando en cuenta los efectos del medio fluido en que estan inmersas las particulas como una fuerza
de “arrastre” que es proporcional a la velocidad de las particulas. Estos efectos los representamos
con el coeficiente £. Para una esfera de radio a en un liquido de viscosidad 7 el coeficiente de
arrastre estd dado por la ley de Stokes:

& = 6mna. (2.17)

La fuerza aplicada es la fuerza aleatoria Fyjeqt0riq resultante de las colisiones con las moléculas
del fluido en que estan inmersas las particulas.

Como estas fuerzas son aleatorias, cada dimensién espacial se debe de comportar de la
misma manera, si encontramos una expresioén para el valor medio de z? las direcciones y y z se
deben comportar de la misma manera: (z2) = (y?) = (22), entonces:

(R?) = (%) + (y°) + (z*) = 3(«?) (2.18)

para encontrar el valor del coeficiente de difusiéon haremos uso de las siguientes igualdades
matemaéticas:

d(z)  1d(z?) Pz d [ dx dz\?
o S Aok ST () (=) . 2.1
Ta T2 a2 T oa \"at dt (2.19)

De la Ec. 2.16 para la direcciéon x y haciendo uso de la primera igualdad en 2.19 tenemos:
€ d(z? d’x
9 (dt ) = T Fuleatoria — m:EW, (2~20)

v haciendo uso de la segunda igualdad en 2.19 y tomando el valor promedio de cada término
tenemos:

gd((;;)) = (2 Fateatoria) — m% <:c(j;> +m < (Zj) >2 : (2:21)

Debido a que la fuerza aleatoria no esté relacionada con la posicion de la particula ni la posicion
de la misma esta relacionada con su velocidad, los dos primeros términos del lado derecho de la Ec.
2.21 son iguales a cero. Podemos reescribir la ecuacién haciendo uso del teorema de equiparticiéon
de la energia, Ec. 2.14, que nos dice que para un grado de libertad traslacional tenemos que:

12



2.4 Hipotesis Ergodica

_ i (2.22)

Sustituyendo esto en 2.21 obtenemos:

d{(x?)) B 2k:BT

a7 &

y haciendo uso de el resultado obtenido en 2.18 obtenemos que el desplazamiento cuadratico
medio es igual a:

(2.23)

6kpT

(R(t)?) = ¢

t. (2.24)

El movimiento de la particula es difusivo, con un coeficiente de difusién D dado por la
férmula de Einstein:

D=-""= (2.25)

2.4. Hipétesis Ergodica

Hasta el momento, la tinica suposicién de caracter estadistico que nos hemos tomado la
libertad de hacer sobre el sistema, es que cada estado con una energia determinada F tiene la
misma, posibilidad de ocurrir. Ahora tenemos que ponernos a pensar un poco en céomo se llevan a
cabo las mediciones de las observables fisicas en los laboratorios. En la mayoria de los experimentos
se llevan a cabo varias mediciones sobre un intervalo de tiempo y se determina el promedio sobre
estas medidas. Para tomar un ejemplo especifico, consideremos un fluido compuesto por atomos
y supongamos que deseamos calcular la densidad promedio del fluido a una distancia r de un
atomo dado i, p;(r). La densidad instantanea dependera del conjunto de coordenadas r; de todas
las j particulas que integren el sistema. Conforme el tiempo avanza, las coordenadas de estas
particulas cambiaran y de aqui que la densidad al rededor del i-ésimo &tomo sera distinta.

Dado que conocemos el estado inicial (¢ = 0) del sistema
(r™(t=0),p"(t = 0)) (2:26)

y conocemos también, en principio como evoluciona la densidad

pi(r;x™(t = 0),p" (t = 0),1) (2.27)

con el tiempo, entonces el promedio de la densidad en el tiempo ¢t estd dado como:

13
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1 t
pi(r) = lim — [ dt'p;(r;t). (2.28)

t—oo t 0

En esta ecuacion asumimos que, para un tiempo ¢t muy grande el promedio de la densidad es
independiente de las condiciones iniciales establecidas en 2.26. Siendo esto asi, p;(r) no cambiara
si promediamos sobre muchas condiciones iniciales diferentes:

t
> / dt’ p(r; t')
c.i 0

(r) = : . 2.29
pilr) nimero de condiciones iniciales posibles ( )

Considerando el caso limite en el cual promediamos sobre todas las configuraciones iniciales de
la Ec. 2.26 que son compatibles con los valores impuestos de N, V y E. En tal caso, podemos
reemplazar la suma sobre las configuraciones iniciales por una integral:

2 S 0,270 [ £V (0),p% )
- S Tre———r . L : (2.30)
numero de condiciones iniciales posibles Q(N,V,E)

donde f denota una funcién arbitraria de las coordenadas iniciales (r"V(0),p?¥(0)), mientras
Q(N,V,E) = [, drNdp" es el ntimero de estados accesibles del sistema. La parte de la derecha
corresponde a lo que llamamos como promedio del “espacio fase” y corresponde al limite clasico
del promedio del conjunto. Denotamos este valor promedio como (---) . Si en el anterior proceso
invertimos el orden en el que se hacen los promedios sobre el tiempo y sobre las condiciones
iniciales del sistema a partir del valor promedio del espacio fase obtenido en 2.28 tenemos:

pi(r) = 1 [ dt'(p;(r;x™ (0), ™ (0),")) vV (2.31)

t—o00

El valor promedio del conjunto en la ecuacion Ec. 2.31 no depende del tiempo t'. Esto es asi
porque existe una correspondencia biunivoca entre la configuraciéon inicial del espacio fase de
posiciones y momentos y las coordenadas del espacio fase después de un tiempo t’. Entonces
promediar sobre todas las condiciones del espacio fase inicial es equivalente a promediar sobre la
evolucion temporal del espacio fase, es por esta razéon que podemos dejar fuera el promedio sobre
el tiempo en la Ec. 2.31 por lo que obtenemos:

pi(r) = (pi(r)) NV E- (2.32)
Esta ecuaciéon manifiesta que, si deseamos calcular el valor promedio de una funcién de las
coordenadas y momentos en un sistema de muchas particulas, podemos hacerlo de dos formas
diferentes. Podemos hacer el promedio de ese valor en el tiempo, a eso se le llama aproximacion
de la Dindmica Molecular o podemos calcular el valor promedio en el conjunto termodinamico,
esa es la aproximacion estadistica que nos ofrece el método de Monte Carlo.
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2.5 Energia Libre

A la Ec. 2.32 se le suele llamar “hipétesis ergodica” y aunque no siempre se cumple, se
aplica a los sistemas que se estudian en simulaciones computarizadas [13].

2.5. Energia Libre

Para extraer informacién termodinédmica del sistema macroscopico en términos del analisis
estadistico del ensamble candnico, se utiliza la energia libre de Helmholtz.

F(N,V,T)=E —TS. (2.33)

De esta ecuacién se puede obtener la ecuaciéon de estado:

oF
S=—— , (2.34)
T |y
y segin las Ec. 2.33 y 2.34 esto puede escribirse como:
E=F+TS =F - Ta—F
T v 2.35
e[ F 0P ] a0 (F (239
B T2 TOT | Nl Or\T )N

Esto se conecta con el estudio estadistico calculando el promedio de la energia con ayuda de la
densidad de probabilidad de encontrar el sistema en alguna configuraciéon dada, haciendo uso de
la Ec. 2.3:

Z u(rN)efﬁU(rN)

Ny _ Nyp(oNy _ 1V __0 —pueMy) _ 9
= P = =——=l =——InZ (2.
) = U = s = 5 n<Z S5inZ (2:36)
rN
igualando los resultados en 2.35 y 2.36:
0 (F 0 0
— T27 — = —— = T27 2.
5T <T> . 861712 kp 6Tan (2.37)
obtenemos la energia libre de Helmholtz:
F(N,V,T) = —kpTInZ. (2.38)
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Esto nos dice que al conocer la temperatura y la funcién de particion del sistema en el ensamble
candnico conocemos la energia libre del sistema.

2.6. Entropia

Partiendo de la suposicién fundamental de que la mecanica de un sistema fisico conformado
por muchas particulas es compatible con la hipotesis ergodica (Seccion 2.4) encontramos que
algunas cantidades macroscopicas pueden ser derivadas.

Boltzmann defini6 la entropia como una medida del nimero posible de estados micros-
copicos (microestados) de un sistema en equilibrio termodinamico, relacionada también con las
propiedades termodinamicas macroscopicas, las cuiles pueden describir el macroestado de un
sistema fisico mediante la siguiente formula:

S = kplnQ (2.39)

donde kp es la constante de Boltzmann y Q es el nimero de configuraciones posibles. El principio
de Boltzmann es visto como pieza clave en la mecanica estadistica.

Haciendo uso de la Ecuaciéon 2.3 que es la probabilidad de encontrar, en la colectividad
canonica, el sistema en el estado configuracional r”, la entropia configuracional, dada por la
formula de Gibbs, queda definida por:

S=—kg Y PaV)n[P(x") (2.40)
P(rN)

2.7. Integraciéon por el método de Monte Carlo

La configuracién de equilibrio de un sistema en el ensamble canénico se obtiene de la
minimizacion de la energfa libre Ecuacion 2.33. Para temperaturas grandes, el movimiento térmico
es el responsable de la energfa interna del sistema, por lo que la energia que aparece en la ecuacién
de la energia libre es el promedio de la energia (E). En esta expresion, la entropia S de las
particulas corresponde a la entropia configuracional, esta entropia esta asociada con las posiciones
de las particulas. Por otro lado, debajo de una temperatura critica T, el sistema se autoensambla
en una configuraciéon con energia fija igual a E,,;, y con una entropia configuracional asociada
Smin. Esto quiere decir que podemos obtener la temperatura a la que ocurre el autoensamblado
(T¢) de la siguiente manera [14] :

(E) = TcS = Emin — TeSmin (2.41)

Las cantidades que aparecen en la Ecuacion 2.41 se calculan utilizando la Integraciéon
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2.7 Integracion por el método de Monte Carlo

de Monte Carlo.

Para llevar a cabo esta integracion, se coloca aleatoriamente una particula sobre la superficie
de la esfera confinante, después se coloca una segunda particula sobre la superficie. Si el nicleo
de la segunda particula no se superpone con el niicleo de la tercer particula, entonces se intenta
colocar una tercer particula aleatoriamente. Este proceso contintia hasta que el nimero N de
particulas es alcanzado. Si en algiin momento del proceso, al lanzar una particula nueva, su niicleo
se superpone con el nicleo de una particula previamente colocada, se inicia de nuevo. Si el ntimero
de particulas IV es colocado con éxito, entonces el contador de casos exitosos ng ahora seré ng + 1.
Hacemos un total de ns; = 100 intentos para cada configuraciéon de radio R. Ademaés, el ntimero
de éxitos por energia (sobreposiciones de coronas en un momento dado) esta dado por ns(E;) tal
que:

ns=» ns(E;) (2.42)

Con la suma sobre todas las posibles superposiciones. Entonces la entropia para tempera-
turas mucho mayores al estado de equilibro T" > T, esta dada por la expresién de la Ecuacion 2.40
y para temperaturas menores a la temperatura de equilibro (T' < T.), donde el sistema ya se
autoensambld y por solo hay una configuracion posible estéa dada por:

Smin = _kBPminlanin (243>

Donde P; es la densidad de probabilidad de encontrar el sistema en una configuracion ¢
especifica, esta densidad es equivalente a la expuesta en la Ecuacion 2.3

Esta expresion también se puede ver como P; = ng(E;)/nr que representa probabilidad
de tener una configuracion con energia E;, (ns(E;)/n:) multiplicada por la probabilidad de
tener cualquier configuracion, (ns/niot), ¥ Pmin = Ms(Emin)/Mot, €s la probabilidad de tener
una configuracion con energia Fyin, ns(Emin/ns) multiplicada por la probabilidad de tener una
configuracion cualquiera ng/ngot.

Basandonos en la Ecuacion 2.2, la energia promedio (E) en T, esta dada por

(E) = % S (B Eie” R (2.44)

con la suma corriendo sobre todos las posibles enlaces de las coronas y de la Ecuaciéon 2.1 tenemos:

Z =3 ny(E)e "5 (2.45)
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Capitulo 3

Suspensiones de coloides blandos

En este capitulo de la tesis se exponen los sistemas coloidales y el motivo por el cual se
usaron potenciales suaves, asi como también se expone el contexto basico en el que se encuentra
el estado del arte de algunos sistemas coloidales comunes, que cuentan con algunas aplicaciones
ya comprobadas en la ciencia materiales blandos.

3.1. Potenciales nicleo-corona

Las interacciones de los polimeros estrella, ya sea neutros o con alguna carga, los dendri-
meros o microgeles, [9, 15, 16], no se pueden representar con un modelo de grano grueso donde se
fuerce a usar un potencial meramente repulsivo.

Las estructuras periédicas en la naturaleza son a menudo el resultado de la competencia
entre diferentes interacciones. Una forma sutil de interacciones competitivas es la que presentan
los potenciales de ntcleo duro y corona suave. Estos se caracterizan por un componente repulsivo
que consta de una region de exclusion mas un hombro finito y, por lo tanto, poseen dos escalas de
longitud repulsivas en competencia. EI hombro finito reproduce el comportamiento de las cadenas
poliméricas adheridas a los niicleos.

Entonces, nuestro sistema se conforma por particulas que interactiian mediante un potencial
radial, es decir, este depende de la distancia (r) que separa el centro de un par de particulas y
estd dado matematicamente de la siguiente manera:

oo sir <oy
Ur)=<e siog<r<Aog (3.1)
0 sir> Aoy

donde o representa el didmetro del niicleo, A y € son, respectivamente el ancho y el alto del
potencial de la corona ilustrado en Figura 3.1.
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3.1 Potenciales nucleo-corona

L 4

(o) )\0-0 r

Fig. 3.1: Ilustracion del Potencial Fig. 3.2: Grafica del Potencial

La forma funcional simple del potencial de interacciéon no solo captura las caracteristicas
esenciales de las particulas coloidales con estructuras ntuicleo-corona, sino que también ofrece
muchas ventajas computacionales y permite entender la estrategia de auto ensamblado del sistema
usando consideraciones geométricas simples.

Al relajar la constricciéon de la impenetrabilidad mutua e isotropica de las particulas
componentes tenemos acceso a muchas estructuras no triviales distintas a las estructuras cristalinas
de empaquetamiento cerrado. Algunas de estas estructuras no triviales permiten incluso la
sobreposicién entre algunos componentes de las particulas.

Las simulaciones numéricas han demostrado que los potenciales de nucleo duro-corona
blanda pueden dar lugar a un comportamiento de fase que es definitivamente inusual para los
sistemas de una componente. Un aspecto muy interesante de las suspensiones de particulas que
interaccionan mediante este tipo de potencial es que dan lugar a “fases de tira” como se muestra
en la Figura 3.3. [17]

Fig. 3.3: Instantaneas de las configuraciones espaciales a densidad (a) p = 0.1, (b) p = 0.15, (c) p = 0.227, (d) p =
0.1291, (e) p = 0.38. Las cantidades estan en las unidades reescaladas: 7' = €¢/kB y p = 1/02. Los circulos rellenos
representan el nicleo duro de cada particula.
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3. SUSPENSIONES DE COLOIDES BLANDOS

La configuracién espacial para un sistema bidimensional en el que A= 2.5 se muestra en la
Figura 3.3 a diferentes densidades para un temperatura fija (7' = 0.1 en unidades de €¢/kp 3, siendo
kp la constante de Boltzmann). A medida que aumenta la densidad, el sistema pasa rapidamente
de la configuracion desordenada de la Figura 3.3 (a) a una red triangular con pocos defectos,
donde las particulas simplemente se tocan entre si con sus coronas Figura 3.3 (b). En la siguiente
densidad considerada Figura 3.3 (c), el sistema esta compuesto principalmente de dimeros (es
decir, pares de particulas con nicleos duros en contacto o a distancias mucho mas pequenas que
las dimensiones de las particulas) y unas pocas cadenas lineales cortas. Por contradictorio que
pueda parecer,la formacién de dimeros es consecuencia de la presencia del hombro repulsivo. De
hecho, si se inserta una particula adicional en el centro de una celda de una red lo suficientemente
densa, su hombro se superpone parcialmente con los hombros de todos sus vecinos mas cercanos,
mientras que si su nucleo duro toca el de una particula de la red, su hombro se superpone con
el hombro de una sola particula (siempre que la densidad no sea demasiado alta). El segundo
arreglo tiene un costo energético menor para el sistema y sera el preferido. Con el aumento de la
densidad, los dimeros y las particulas se alinean en filamentos similares a gusanos y eventualmente
forman patrones de dominio de rayas Figura 3.3 (d) similares a los de sistemas 2D reales. La
alineacion de las particulas permite el menor ntimero de solapamientos y, en consecuencia, el
menor coste energético de la configuracion. En esta fase, las coronas actiian como espaciadores
eficientes entre las franjas, estableciendo la periodicidad del patrén, pero no entre particulas en
la misma franja. Asi, a pesar de la naturaleza isotropica del potencial del par de interaccion,
la interaccién efectiva en la fase de la franja es anisotrépica, lo que permite la penetracién del
nicleo blando a lo largo de la franja pero no ortogonalmente a ella. A densidades més altas, otras
configuraciones espaciales pueden ser més eficientes que las franjas para minimizar la energia libre.
En particular, en la densidad maés alta considerada, encontramos que el sistema esta compuesto
principalmente de agregados sueltos de tres o mas particulas Figura 3.3 (e).
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Capitulo 4

Suspensiones coloidales confinadas

En este capitulo se presentan algunos ejemplos y aplicaciones relacionadas con suspensiones
coloidales bajo distintos tipos de confinamiento, en particular sobre una regién esférica.

Las aplicaciones presentadas en este capitulo son tres, los coloidosomas, las emulsiones
Pickering y los polimeros que se ensamblan en una emulsién que se evapora. También se introduce
el problema generalizado de Thomson, problema que se relaciona con nuestro caso de estudio
debido a que involucra los potenciales de interaccién por pares y el confinamiento en una superficie
esférica.

4.1. Coloidosomas

Los coloidosomas son microcipsulas cuyo revestimiento estd compuesto de particulas
coloidales. El nombre “coloidosomas” proviene de una analogia con los liposomas, que son capsulas
compuestas de bicapas fosfolipidas.

En los altimos afios su estudio ha llamado la atencién en el area de la microencapsulacion.
La microencapsulacién permite la liberacién controlada de ingredientes activos en varios sectores
de la industria. Estos sectores son tan amplios como: la medicina, la ingenieria en alimentos, asi
como en la industria agronémica, los cosméticos y el cuidado personal, habilitando la liberacion
de un amplio rango de sustancias activas como farmacos, pesticidas y fragancias [18].

Un método eficiente para poder sintetizar coloidosomas deberia proveernos de una manera
precisa de poder controlar variables estructurales tales como: tamafio, permeabilidad, fuerza
mecanica y compatibilidad. El control del tamano permite flexibilidad en las aplicaciones asi
como libertad al momento de elegir los materiales encapsulables, controlar la permeabilidad nos
permite seleccionar los modos y tiempos de liberacién de los agentes activos, poder controlar la
mecanica de la capsula nos permite habilitar la liberacién debido a cambios en los esfuerzos sobre
las mismas y controlar la compatibilidad permite el encapsulamiento de activos fragiles como
biomoléculas y células. Idealmente seria una excelente idea poder construir coloidosomas con
materiales de diversos origenes para poder amplificar sus aplicaciones [19].

21



4. SUSPENSIONES COLOIDALES CONFINADAS

En la Figura 4.1 podemos observar el ejemplo de un coloidosoma compuesto por particulas
de poliestireno sinterizadas en un medio acuoso compuesto por aceite y tolueno.

x10000
H3IT

Fig. 4.1: Imagen de microscopia electronica de un coloidosoma compuesto por particulas de 0.9um de didmetro de
esferas de poliestireno. Sintetizadas a 105°C' durante 5 minutos. Imagen tomada de [19]

4.2. Emulsiones Pickering

Una emulsion estad compuesta por dos liquidos que no se pueden mezclar Figura 4.2, en
esta solucién se dice que un liquido esta disperso en el otro, en la cocina tenemos buenos ejemplos
de emulsiones como lo son: vinagretas, aderezos y mayonesas Figura 4.3 compuestos en su mayoria
por aceites que no son solubles en otros liquidos. Debido a que en una emulsién hay una alta
energia de superficie debido a la alta area de contacto entre los dos liquidos, se considera que estos
sistemas no estan en equilibrio termodinamico. Debido a esto las emulsiones se llevan a cabo en
presencia de surfactantes tales como activos quimicos o particulas solidas. Entre estas dos opciones
es la dltima la de las particulas solidas la que da lugar a las llamadas emulsiones Pickering. Al
ser emulsificantes libres de agentes quimicos es privilegiado su uso en la investigacion cientifica
debido a su baja toxicidad, bajo costo y a que las caracteristicas originales de la emulsién se
pueden recuperar facilmente eliminando las particulas solidas mediante métodos fisicos [20].

Liquidos

Liquido 1 Liquido 2 inmiscibles

-

+ *
= ;

= 2 5

E = Fase =

= = dispersa 25
Fase continua Emulsion

Fig. 4.3: Ejemplo de una emulsiéon en la
Fig. 4.2: Diagrama de una emulsion vida diaria: una vinagreta.
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4.3 Problema Generalizado de Thomson

4.3. Problema Generalizado de Thomson

El problema de Thomson consiste en determinar el estado base de electrones clésicos inter-
actuando con un potencial coulombiano repulsivo en la superficie de una esfera [21]. Extendiendo
este problema uno puede preguntarse sobre los estados base cristalinos para particulas interac-
tuando bajo potenciales arbitrarios, tal cuestionamiento es conocido como problema generalizado
de Thomson.

El problema generalizado de Thomson surge, por ejemplo al determinar el arreglo de las
unidades proteinicas que conforman las capsides esféricas de los virus. Otra forma del problema
generalizado de Thomson surge al estudiar los arreglos regulares en los coloidosomas, (véase la
Figura 4.1), estructuras propuestas para encapsular sustancias activas como farmacos, nutrientes
o células vivas. También se ha indagado en el problema de Thomson generalizado para poder
estudiar las estructuras de carbon conocidas como fullerenos [22].

En nuestro caso de estudio observaremos, para N < 12 como se acomodan las particu-
las coloidales sobre la superficie esférica y compararemos los resultados con los ya obtenidos
previamente para otros potenciales de interaccion sobre el problema generalizado de Thomson.

4.4. Auto-ensamblado de particulas poliméricas en una emulsiéon
que se evapora

El resultado expuesto tedricamente en la tesis es comparable a los resultados obtenidos por
Manoharan et al [23]. Ellos lograron producir experimentalmente un sistema similar al nuestro,
particulas coloidales confinadas sobre una superficie esférica.

| clusters de
drden superior

minimizacidn
del sequndo
momento

Fig. 4.4: a) Fotografia de un tubo de ensayo que contiene una suspesién de clusters separados por centrifugaciéon. Se
puede observar un gradiente de densidad separado en 14 bandas, cada una representa una configuracién especifica de
las particulas agregadas. b) Configuraciones obtenidas para n dada, imagen capturada por microscopia electrénica. c)
Clusters con n > 11. Imagen tomada de [23]
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4. SUSPENSIONES COLOIDALES CONFINADAS

El experimento de Manoharan consiste en adjuntar particulas de poliestireno de 844nm
de didmetro en una solucién heterogénea consistente de agua y tolueno, al emulisonar la solucion
las particulas de poliestireno se adhieren a la superficie esférica de la gota de tolueno variando
entre lum y 10um el didmetro de las mismas. Las particulas se encuentran fuertemente unidas a
la superficie esférica debido a la tensién superficial.

El siguiente paso es remover el tolueno de la soluciéon, mientras esto ocurre, las particulas
de poliestireno se acomodan de forma que optimizan alguna cantidad fisica ain desconocida, al
remover en su totalidad el tolueno las particulas no se pueden mover mas y se pegan las unas a
las otras como consecuencia de interacciones de van der Waals, alcanzando su configuracion final
como un agregado fijo de particulas de poliestireno.

Notese que la configuraciéon final del agregado depende tnicamente del nimero n de
particulas coloidales adheridas a la superficie de la gota emulsiva y este ntimero, a su vez, depende
solamente del tamanio inicial de la superficie.

Si pensamos el centro de cada una de las particulas coloidales como un vértice, las
configuraciones obtenidas son las siguientes: segmento de linea (n=2), tridangulo (n=3), tetraedro
(n=4), bipiramide triangular (n=5) y octaedro (n=6).

Esta forma tnica de empaquetamiento en los agregados sugiere que estos se configuran
por la minimizaciéon de alguna cantidad fisica. El primer candidato que salta para ser la cantidad
fisica minimizable de estos arreglos seria la energia que surge por las interacciones del potencial,
dado que el tnico potencial en juego es la energia potencial de Van der Waals que es la encargada
de que las particulas se adhieran entre ellas, pero de ser este potencial la cantidad fisica que se
minimiza en los agregados, se configurarian segiin el potencial de Lennard - Jones, lo que no pasa
paran > 7.

Al no encontrar coincidencia entre las interacciones atractivas y al no ser capaces de dar
una definicién precisa de la densidad se examina la siguiente cantidad mas sencilla como candidata
a ser la cantidad fisica que se minimiza en las configuraciones encontradas, esta cantidad es el
segundo momento de distribucién de la masa:

n
My = |r; — ol (4.1)
=1

Donde r; es la coordenada del centro de la i-ésima esfera y rg es el centro de masa del
agregado. Usando técnicas de optimizacion Sloane et al [24] han calculado los empaquetamientos
que han de minimizar M>. Estas conclusiones tebricas tienen correspondencia exacta con aquellas
que encontramos en nuestros empaquetamientos, podemos encontrar comparaciones entre los
resultados obtenidos por Manoharan [23] y resultados tedricos para la minimizacion de esta
cantidad fisica Figura 4.4c)

Aunque la cantidad que se minimiza es bastante fundamental, no se conocen este tipo de
arreglos en la naturaleza.
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Capitulo b

Sistemas de interés y metodologia

En este capitulo presentamos el sistema a estudiar, consistente en una suspensién coloidal
de particulas con nuacleo duro y corona blanda confinadas a moverse en la superficie de una
esfera. Ademaés, se aborda la metodologia utilizada para su estudio. Se presentaré tedricamente el
método estadistico utilizado para llevar a cabo la simulacién computacional. Al final del capitulo
se presenta un diagrama de flujo donde se expone el algoritmo utilizado para llevar a cabo las
simulaciones.

5.1. Particulas niicleo-corona confinadas en una superficie esféri-
ca

Consideramos una suspension de particulas que interaccionan mediante potenciales ntcleo-
corona como se indico en la Seccion 3.1. El centro de las nanoparticulas esté confinado a moverse
sobre la superficie de una esfera de radio R , como se muestra en Figura 5.1. La idea es encontrar
las configuraciones de equilibrio para este sistema como funcién del radio de la esfera confinante,
la temperatura y los parametros geométricos, en particular el rango de la corona repulsiva.
Simulaciones estandar de Monte Carlo (MC) basadas en el conjunto canoénico (simulaciones NVT)
en una esfera de radio R se han llevado a cabo utilizando el algoritmo Metropolis [13] como se
detalla a continuacion.
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: m
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Fig. 5.1: Descripciéon del modelo. (a) La interaccién entre un par de particulas modelado por un potencial nicleo-
corona. (b) Una coleccién de particulas confinadas sobre una superficie esférica

5.2.

Método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo es un método numérico que se utiliza para resolver problemas

mateméticos por medio de la simulacién de variables aleatorias.

El método de simulaciéon numérica de Monte Carlo es una técnica de célculo que se

utiliza para estimar el comportamiento de sistemas complejos que no se pueden resolver de
manera analitica. Este método se basa en la generacién de nimeros aleatorios para simular el
comportamiento de un sistema y asi obtener resultados estadisticos. El método se llama Monte
Carlo en honor a la famosa ciudad de juegos de azar, ya que utiliza la aleatoriedad y la probabilidad
para simular situaciones y obtener resultados. El método de Monte Carlo se puede aplicar a
muchas areas, como la fisica, la estadistica, la ingenieria y la economia, entre otras. En general, el
método consiste en los siguientes pasos:

1. Definir un modelo matematico que describa el comportamiento del sistema que se quiere

estudiar. En nuestro caso es la geometria definida por la superficie esférica y el potencial de
interaccion entre las particulas (nticleo-corona).

. Identificar las variables que influyen en el modelo y establecer sus valores iniciales. En

nuestro caso, las variables que influyen en nuestro modelo, al ser el potencial dependiente
tnicamente de las distancias entre los centros de las particulas son las posiciones de estas
sobre la superficie esférica.

. Generar ntmeros aleatorios para simular las variaciones de estas variables. En nuestro caso

se elije una particula al azar y se desplaza en un dngulo aleatorio una distancia determinada.

. Ejecutar el modelo con los valores de las variables simuladas y registrar los resultados. En

este caso calculamos la energia resultante de la configuracién entre las interacciones después
del paso de Monte Carlo.

. Repetir los pasos 3 y 4 muchas veces para obtener una distribucién de probabilidad de los

resultados.
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5.2 Método de Monte Carlo

6. Analizar la distribuciéon de probabilidad para obtener informacion sobre el comportamiento
del sistema.

El método de Monte Carlo es particularmente 1til cuando se trata de sistemas muy
complejos y no lineales, donde los modelos matematicos son dificiles de obtener y los calculos
analiticos son imposibles. La técnica se puede aplicar para estimar probabilidades, valores
esperados, varianzas y otros parametros estadisticos.

Es importante destacar que la precisién de los resultados obtenidos con el método de
Monte Carlo depende de la cantidad de simulaciones realizadas. Cuanto mayor sea la cantidad
de simulaciones, més precisos seran los resultados. Por lo tanto, este método puede requerir una
gran cantidad de céalculos y tiempo de procesamiento.

5.2.1. Variables aleatorias

En el lenguaje coloquial, el término “variables aleatorias” significa que uno no puede
conocer el valor que tiene una determinada variable. Mientras que en el lenguaje matematico el
término “variable aleatoria” tiene un significado concreto, aunque no conozcamos el valor preciso
de estas variables en un caso dado, sabemos que valores pueden asumir esas variables y con que
probabilidades. Los resultados de una sola prueba asociada a esta variable aleatoria no puede
ser determinada por estos valores, pero se puede predecir con cierta certeza el resultado para un
namero grande de pruebas. Mientras mas pruebas haya (més grande la muestra) méas acertada
seré la prediccion [25].

Entonces, para definir una variable aleatoria, debemos indicar los posibles valores que
puede tomar y las probabilidades.

5.2.2. Criterio de Metroépolis

Para empezar el algoritmo de Metroépolis inicializamos el sistema en una configuraciéon
rV aleatoria, cuya densidad de probabilidad para esta configuracion inicial estara dada por la
Ecuacion 2.3 [13].

o~ BU)
PU) = (5.1)

y la caracterizaremos por la letra ¢ (inicial), en nuestro caso la condicion para tener esta primera
configuracién inicial es tinicamente que los nucleos no se superpongan. El siguiente paso es hacer
un pequeno desplazamiento A, esto generara una nueva configuracion de prueba r’ N cuya densidad
de probabilidad caracterizada por la letra f (final) sera:

oAU
PU)) = (5.2
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Derivaremos ahora la condicion para saber si se acepta o se rechaza este cambio en la configuracion
del sistema.

Tenemos que asumir que la probabilidad de que el estado pase de de la configuracién
inicial a la final, asi como la probabilidad de que el estado transicione de la configuracién final a
la inicial es la misma:

P)r(i = f) =P(f)x(f =), (5:3)

donde 7(i — f) es la probabilidad de que el estado pase del estado inicial i al estado final f y
esta probabilidad esté construida de la siguiente forma:

(i — f)=a(i — f) x ace(i — f). (5.4)

La Ec. 5.4 representa un paso de Monte Carlo que consiste en dos partes. La primera denotada
por (i — f) representa el elemento de la matriz de transicién (una matriz de transicion contiene
las probabilidades de llevar a cabo transiciones entre pasos consecutivos en una cadena de Markov)
asociada a un estado inicial y a un estado final, esto quiere decir, es la probabilidad de que el
desplazamiento especificamente de este estado inicial i a especificamente este estado final f se lleve
a cabo, mientras que la segunda parte, ace(i — f) es la probabilidad de que este desplazamiento
sea aceptado o rechazado.

Si tomamos en cuenta que la posibilidad de ir de un estado inicial a un estado final es
simétrica, es decir los elementos a(i — f) de la matriz de transicion son simétricos, podemos
reescribir la ecuacién 5.3 de la siguiente manera:

P(i) x ace(i — f) = P(f) x ace(f — 1i). (5.5)

Si sustituimos la Ec. 5.1 y la 5.2 en la Ec. 5.5 y operamos tenemos que:

ace(i = f) _ PF) _ —ppuy)-uG), (5.6)
ace(f —1i)  P(i)
Como decidimos cuando aceptar o rechazar el desplazamiento?. Supongamos que se
genera una transicion del estado ¢ al estado f que cumpla con U(f) > U(7). De acuerdo con la
Ecuacion 5.6 este desplazamiento debe ser aceptado con una probabilidad:

ace(i — f) = e PUN-UO] < 1, (5.7)

Para decidir cuando aceptar o rechazar un paso de Monte Carlo se genera un ntmero aleatorio,
que sera denotado por Ranf. Este namero aleatorio seré generado en una distribucién uniforme en
un intervalo [0, 1]. La probabilidad de que Ranf sea menor que ace(i — f) es igual a ace(i — f),
por lo que:
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5.3 Recocido simulado

Criterio de Metropolis

Ranflo) < exp{—=BU(f) — U]} (5.8)

Hace falta aclarar que la probabilidad de que el sistema pase del estado inicial i al estado
final f debe cumplir con la hipotesis ergodica explicada en la Seccion 2.4. Esto quiere decir que
cualquier punto en el espacio de configuracion (rN .pN ) es accesible desde cualquier otro punto
del espacio de configuracién en un ntmero finito de pasos de Monte Carlo.

Este proceso se repite un niimero determinado de veces (106), de esta forma se asegura que
el sistema ha llegado a estados de equilibrio termodindamico. Posteriormente se procede a disminuir
la temperatura en lo que se conoce como: recocido simulado. Este proceso se abordaré a detalle
en la seccién siguiente.

Para simular la evolucién hacia el equilibrio térmico de un sistema para un valor fijo de la
temperatura T, Metrépolis propuso un Método de Monte Carlo el cual genera una secuencia de
estados del sistema, cada uno de estos estados es un “paso” de Monte Carlo caracterizado por las
posiciones de las particulas.

En cada paso de Monte Carlo se genera una perturbacion de una particula al azar. Estas
perturbaciones en nuestro sistema son pequenios desplazamientos de la particula que generaran
un cambio en la energia total del sistema representado por AE = Uy — U;. Es decir que por cada
desplazamiento se realiza un calculo de la energia total del sistema y se diferencia respecto a la
energia total del sistema antes de la perturbacion. Si AE > 0 el paso de Monte Carlo es aceptado
ya que quiere decir que la nueva configuracién tiene una energia mas baja que la anterior y eso
nos dice que el sistema es mas estable ahora, también en términos del criterio de Metrépolis
(Subseccion 5.2.2) tenemos que en la Ec. 5.8 para AE > 0 siempre se cumple la igualdad en
5.8. En cambio si AE < 0 quiere decir que la energia total del sistema no bajoé por lo cual el
sistema no se hizo mas estable, en este caso si tendremos que usar la parte aleatoria del criterio
de Metropolis para saber si aceptar o rechazar este paso de Monte Carlo.

5.3. Recocido simulado

El proceso de recocido consiste en elevar rapidamente la temperatura del material por
medio de un reservorio térmico y luego enfriarlo lentamente para reducir la posibilidad de que
haya defectos en la estructura. Se busca que la estructura del material sea lo més uniforme posible.

Se utiliza una técnica probabilistica que mimetiza numéricamente el proceso de elevar la
temperatura de un sistema y reducirla lentamente con el fin de hacer un sistema lo mas estable
posible, o con el fin de optimizar una funcién en especifico.

Es parte clave del método que mientras se va disminuyendo el pardmetro de control (la
temperatura en este caso) también va disminuyendo la probabilidad de aceptar configuraciones
que no sean favorables para la estabilidad del sistema. Esto debido a que si T — 0 entonces
exp(—(Uy —U;)/kpT) — 0. Siguiendo este criterio el sistema eventualmente evoluciona hacia el
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equilibrio térmico. La solucién “congelada” es tomada como solucion del problema [26].

Vale la pena mencionar que en nuestro trabajo se hizo uso de la temperatura reducida y
adimensional dada por:

T
7s = BT (5.9)

€

donde el valor de la constante de Boltzmann kg = 1 y el valor constante del traslape entre las
coronas € = 1

Cabe mencionar que las temperaturas usadas estan en el orden de magnitud de la energia
del solapamiento entre las coronas, o lo que vendria siendo la energia que aporta un “enlace” al
sistema.

5.4. Reescalamiento del radio de la superficie esférica

Al termino del ciclo de recocido simulado (esto ocurre cuando 7' = 0.01) y cuando tenemos
la funcion de energia potencial en equilibrio se procede a hacer el reescalamiento del sistema.

Este proceso de escalamiento consiste en reducir el radio de la superficie esférica en ér o en
un factor de escalamiento que es dependiente de la distancia menor entre las particulas. Una vez
obtenido el radio nuevo de la superficie esférica se reescala todo el modelo a este nuevo parametro.

Este ciclo de reescalamiento y nuestra simulacién numérica termina cuando ya no se puede
escalar mas el sistema. Esto ocurre cuando la minima distancia de separaciéon entre los centros de
las particulas es igual al diAmetro del niicleo duro de las particulas coloidales. Por lo que en caso
de seguir escalando el sistema se tendrian que traslapar algunos ntucleos, lo cual no es permitido
por nuestro potencial.
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5.5 Diagrama de Flujo

5.5. Diagrama de Flujo
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Capitulo 6

Resultados

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos para el sistema de particulas
coloidales interaccionando mediante potenciales nticleo-corona y que se encuentran confinadas en
la superficie de una esfera.

Para temperaturas bajas, se obtienen configuraciones interesantes como resultado del
modelo expuesto en la Figura 6.1. Aqui mostramos algunas configuraciones para un sistema
confinado donde N = 4 con una relacién corona/ntcleo A = 2 y para distintos tamanos de
la esfera confinante, como es indicado en (b). Cada configuracion es el resultado del sistema
minimizando su energia libre y difiere de las demés por el niimero de superposiciones de las coronas.
Para el tamafio més grande de la esfera confinante mostrada, las cuatro particulas adoptan una
configuraciéon determinada por las particulas tocdndose sin sobreponer las coronas, entonces en
esta configuracion la energia libre es £ = 0. Conforme el tamafio de la esfera confinante decrece, el
sistema no puede evitar la superposiciéon de las coronas y adoptara la configuraciéon que minimice
el namero de superposiciones de las coronas. La segunda configuracion corresponde a un arreglo
en donde hay solamente una sobreposicion de las coronas por lo que E = ¢. Esta configuraciéon
con una sola superposicién persiste durante el encogimiento progresivo de la esfera confinante
hasta el punto en que esta configuracién no puede ser mantenida y entonces aparece un arreglo
con dos superposiciones. Un mayor decremento de la esfera confinante produciré progresivamente
configuraciones con tres, cuatro y seis superposiciones. El caso con 5 superposiciones es imposible
debido a restricciones geométricas, sin embargo un cambio en los pardmetros puede permitir
la presencia de ese nivel energético, tal como es mostrado en la Figura 6.2 donde se muestran
los niveles de la energia libre a temperatura cero para diferentes valores de la esfera confinante
y diferentes valores del didmetro de la corona A. Para A = 1.7, 2.0 y 2.3, el nivel energético
FE = 5¢ no esta presente pero aparece para valores més pequenos de A. Aunque las configuraciones
mostradas en la Figura 6.2 corresponden a las representaciones més compactas para una energia
dada, otras configuraciones con la misma energia no pueden ser excluidas.

En la Figura 6.3 se muestran configuraciones representativas de los minimos de energia
para sistemas tales que N < 6 y A = 2. Mientras que en algunos casos los centros geométricos de
las particulas coinciden con las configuraciones obtenidas en el problema clasico de Thomson,
algunas otras son especificas del potencial nicleo-corona con los pardmetros especificados.
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Fig. 6.1: Configuraciones representativas de las minimas energias para particulas con A = 2 y su diagrama de energia.
(a)Configuraciones representativas mas compactas para valores dados de la energia de interaccién. (b) Conforme el
tamano de la esfera confinante es reducido, el nimero de sobreposiciones de las coronas aumenta, dando lugar a
incrementos en la energia a manera de niveles. Las imégenes en la grafica muestran la configuracién més compacta
para un valor dado de la energia, las barras que unen los nucleos ejemplifican las particulas que participan en una
sobreposicion de las coronas, entonces la cantidad de estos enlaces son equivalentes a la energia del sistema. Las esferas
azules en las imagenes representan el ntcleo de las particulas estan dibujadas con un radio po/5 para fines de mayor
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claridad. Las coronas no son mostradas en las imagenes.
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Fig. 6.2: Influencia de los parametros en la variedad de estructuras obtenidas para N = 4. a) Energia configuracional
vs radio de las esfera confinante para distintos valores de A\. A medida de que el tamano de la superficie confinante se
reduce, incrementa la cantidad de superposiciones en la corona y la energia aumenta en forma de pasos. b) Diagrama
fase del radio de la esfera confinante vs factor de multiplicacién de la corona. Las zonas marcadas indican la energia
de las estructuras formadas. Notese que las estructuras con E = 5¢ solo aparecen para A < 1.42.
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Fig. 6.3: Configuraciones de minima energia para sistemas con un namero pequeno de particulas N <6 y A = 2. El
namero de configuraciones aumenta a medida que el nimero de particulas incrementa. Las esferas azules representa
el nicleo de las particulas son dibujadas con radio pg/5. Los cilindros indican los pares de particulas que participan
en una superposicion de las coronas.
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6.1 N=2

6.1. N=2

Las dos configuraciones obtenidas consisten en las dos particulas posicionadas en las
antipodas de la esfera confinante, tal como en el caso de Thomson.

6.2. N=3

En este caso la energia més pequenia (E' = 0) y la energfa mas grande (E = 3¢) corresponden
a las particulas localizadas en los vértices de un triangulo equilatero, estas configuraciones también
estan en concordancia con el caso para tres particulas en el modelo de Thomson. Los otros dos
ensambles con energias ' = € y E = 2¢ no se encuentran en el problema clasico de Thomson
porque estos surgen de la interaccién entre las coronas y los niicleos de las particulas, interaccién
que no es tomada en cuenta en el problema clésico.

6.3. N=4

Para este caso, las configuraciones con menor (F = 0) y mayor energia (E = 6¢) coinciden
con el tetraedro obtenido en el problema de Thomson. Para EF = ¢ tenemos una superposicién de
dos coronas que se encuentran en los extremos opuestos mientras que las otras dos particulas
se sitiian también en extremos opuestos pero sus coronas no interacttian con las demés. Para
FE = 2¢ las coronas interactiian por pares evitando a las demas, en el caso E£ = 3¢ hay un par de
particulas casi en extremos opuestos que no interaccionan, mientras estan unidas en una especie
de cadena, esta cadena se termina de cerrar en el caso E = 4e donde las particulas se acomodan
formando un cuadro que las equidista entre ellas.

6.4. N=5

En este caso ninguna de las estructuras formadas coincide con con la bipirdmide triangular
que es la estructura obtenida en el problema de Thomson. Para E = € tenemos a dos particulas
superponiendo sus coronas y a las otras tres alejandose de ellas lo més posible, para el caso F = 2¢
tenemos dos pares de particulas que superponen sus coronas y a una particula alejada de estas,
en el caso F = 3¢ se empiezan a formar cadenas, se forma una cadena donde de manera continua
se enlazan tres coronas y en otro extremo de la superficie esférica se enlaza un par més que esta
evitando superponerse con las otras tres coronas, con N = 4e la configuraciéon obtenida es un
tridngulo en una extremo de la superficie y opuesto a este un par de particulas cuyas coronas
evitan las que conforman el tridngulo, en el caso en el que la energia es F = 5e se forma un
pentagono, esta misma configuracion pero con uno de los vértices méas cercano a otro vértice
opuesto tiene como resultado un nivel de energia E = 6e. Para E' = 8¢ la configuraciéon obtenida
es una pirdmide cuadrangular donde cuatro enlaces se forman en una cadena cuadrangular y
los otros cuatro enlaces se forman entre las esquinas de la base con el vértice en la punta de la
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pirdmide, esta misma configuraciéon con la salvedad de que hay dos enlaces mas entre las esquinas
opuestas de la base de la piramide dan como resultado un sistema con energia F = 10e siendo
esta la configuracion méas compacta posible.

6.5. N=6

Tanto en la configuracién menos compacta y en la més compacta que al mismo tiempo
son la menos y la més energética, la configuracion resultante es el octaedro, coincidiendo con la
configuracion obtenida en el problema de Thomson. En los ensamblados menos energéticos, tnica-
mente las coronas son responsables de la configuracién final. Mientras que en las configuraciones
mas compactas los ensamblados estan determinados tinicamente por los niicleos

Podemos observar que para esta configuracién no existe un ensamblado donde la energia
sea igual a F = €, lo que quiere decir es que para esta proporcién entre el radio de la superficie
esférica y el radio de las coronas, las particulas se pueden acomodar sobre la superficie antes
de formar un solo enlace, por lo que el primer nivel energético permitido es F = 2¢, en cambio
el nivel energético E = 4e esta degenerado, ya que se observan al menos dos configuraciones
posibles, en una de ellas se forma una larga cadena de cinco particulas en la superficie esférica,
quedando lo mas alejadas posibles de una particula cuya corona queda aislada y no interactua
con las demés, mientras que la otra configuraciéon que comparte este nivel energético, se forman
dos cadenas en extremos opuestos de la superficie esférica, que evitan entrar en contacto entre
ellas, cada una de estas cadenas aporta dos enlaces al sistema. Algunas otras configuraciones
interesantes: para E = 5e se forma una cadena sobre la superficie que enlaza las seis particulas
sobre la misma, para E = 6¢ tenemos dos triangulos equiléteros en extremos opuestos de la
superficie, los tridngulos presentan entre ellos una rotacion de 180 grados, con la finalidad de
que las coronas de un triangulo no interactuen con las coronas que se encuentran en el extremo
opuesto de la superficie esférica, para E = 8¢ tenemos una cadena pentagonal donde tres de sus
vértices estan enlazados a la sexta particula que se encuentra fuera de la cadena pentagonal, para
F = 9¢ encontramos dos ensambles estables, uno muy similar a la obtenida para E = 6¢ con los
dos triangulos equilateros en los extremos de la superficie, pero los vértices de cada triangulo
sf interacciona con su contraparte en el otro extremo de la superficie, dando lugar a un prisma
triangular, la otra configuracion se asemeja a la obtenida para E' = 8¢ con la excepcion de que
son cuatro y no tres los vértices que se enlazan a la particula que se encuentra fuera de la cadena,
la configuracién con E = 12¢ consiste en una cadena de cuatro particulas aproximadamente
en el ecuador de la superficie y dos particulas hacia los extremos libres de la superficie, lo que
dan como resultado cuatro enlaces en la cadena y ocho enlaces resultantes de la interacciéon de
cada vértice de la cadena cuadrangular con cada una de las particulas en los extremos, para la
configuraciéon mas energética y més compacta con F = 15¢ surgen de la configuracién pasada
tres enlaces mas, dos que surgen de las diagonales del cuadrado en el ecuador y uno mas que
surge de la interacciéon de las coronas de las particulas que antes eran las més aisladas, en esta
configuracion cada una de las particulas esta enlazada con las otras cinco, por lo que sabemos
que no puede existir configuracién mas compacta que esta.

De estas configuraciones de energias minimas podemos senalar algunas que son quirales,
por ejemplo, para el caso N = 6 y ' = 5e donde observamos una cadena espiral sobre la superficie
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esférica. En comparacion directa con las estructuras obtenidas para un sistema de particulas
coloidales interactuando mediante un potencial de Hertz [16] muestra que para los parametros
usados, la variedad de configuraciones en equilibrio es mayor en el caso niicleo-corona.

De esto podemos concluir que las estructuras menos compactas son producto de la
interaccion entre las coronas, mientras que las mas compactas y estables son resultado inicamente
de las interacciones entre los ntcleos.

6.6. Energia configuracional y entropia para N=4
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Fig. 6.4: Confinamiento vs energia para diferentes valores de T' en un sistema donde N =4, A\ =2

En la Figura 6.4 podemos ver las curvas de energia contra confinamiento para un sistema
N = 4, A = 2, radio de la esfera confinante R y diferentes valores para la temperatura T
Como podemos observar, mientras mayor es 1" las curvas son funciones decrecientes de R. Las
energias siempre son mayores a 7' mayor debido a un incremento en el niimero promedio de
superposiciones de las coronas debido a un mayor movimiento aleatorio de las particulas. Conforme
la temperatura cae, las curvas comienzan a desarrollar las estructuras que convergen en las mesetas
que corresponden a los diagramas en 1" = 0 que se muestran en la Figura 6.1.

Las configuraciones de equilibrio del sistema son obtenidas a partir de la minimizacién de
la energia libre F' = E —T'S. En esta expresion, la entropia .S de las particulas sobre la superficie
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Fig. 6.5: Diagrama de fase temperatura 7' - radio de la esfera confinante R para un sistema con N = 4, A = 2. La
curva localiza el limite entre las fases desordenadas (sobre la curva) y las fases ordenadas (por debajo).

esférica corresponde tnicamente a la entropia configuracional, esto quiere decir que la entropia
estd dada por la posicion de las particulas sobre la superficie. También sabemos que, por debajo
de la temperatura critica T, el sistema se auto-ensambla en una configuracién con energia fija
E,;n con una entropia asociada Spip.

La entropia configuracional como funcién del radio de confinamiento R se muestra en
la Figura 6.5. Los puntos azules corresponden a la entropia obtenida de todas las posibles
configuraciones, independientemente de su energia, Ecuacion 2.40. Por otro lado, los puntos
amarillos corresponden a la entropia obtenida considerando tnicamente las configuraciones donde
la energia es minima, Ecuaciéon 2.43. En este ultimo caso, observamos un comportamiento no
monoétono, esto se debe a las transiciones entre las configuraciones con diferente niimero de
sobreposiciones de la corona. Para R/og < 1 ambos casos (azul y amarillo) se corresponden
porque esta situacién corresponde a la situacién en la que la superficie confinante es tan reducida
que solo configuraciones con el mismo nimero (maximo) de configuraciones son permitidas.
Entonces, todas las configuraciones corresponden a configuraciones con la energia minima.

El comportamiento no monoténico de la entropia configuracional para las configuraciones
mas compactas surge del hecho de que, a medida de que la superficie confinante se reduce, el
nimero de superposiciones de coronas aumenta de manera escalonada, como se muestra en la
Figura 6.4.

Cuando se alcanza el niimero de superposiciones de las coronas que minimiza la energia, la
superficie se puede reducir sin aumentar el nimero de superposiciones, decreciendo la entropia
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debido a la reducciéon del radio, llegando al punto donde ya no es posible seguir reduciendo la
superficie confinante, obtenemos la configuraciéon mas compacta para una energia dada con un
valor minimo correspondiente de la entropia configuracional. Al seguir reduciendo R se incrementa
la energia debido a que habria un mayor ntimero de superposiciones de coronas, en este punto el
comportamiento descrito anteriormente se repite.

En la Figura 6.5 podemos observar el diagrama de fase para la temperatura T y el radio
de la esfera confinante R. La linea de la transicion de fase donde T' = T, delimita la regién
desordenada (arriba) de la region ordenada (abajo). Para una temperatura dada, los incrementos
en el tamano de la superficie confinante llevan al sistema a transitar de un estado ordenado a un
estado desordenado.

6.7. Comparacién con arreglos experimentales

Con este potencial simple y una apropiada elecciéon de parametros. seriamos capaces
de reproducir estructuras poliédricas similares a las obtenidas en un sistema experimental que
consiste en microesferas coloidales sobre la superficie sobre la superficie de unas gotas en una
emulsion de agua y aceite. [23, 27, 28|

Siguiendo el método explicado en Seccion 4.3 la compresion de las particulas de poliestireno
lleva a figuras como las mostradas en la Figura 6.6. El rango de estructuras preferidas varia
desde poliédros familiares como lo son: el tetraedro, bipirdmides triangulares, y octaedros, a
poliédros menos comunes que tampoco habian sido observados en potenciales de Lennard-Jones
ni en otros sistemas con potenciales atractivos. En particular, encontramos que la mayoria de
estas configuraciones no corresponden a empaquetamientos esféricos de particulas duras. Sin
embargo, un modelo que considera las particulas como esferas duras rodeadas por un potencial
electroestatico de Yukawa es capaz de reproducir las configuraciones finales.|29].

En lugar de considerar las particulas poliméricas como esferas duras, aqui las modelamos
como particulas con potenciales niicleo-corona donde las coronas representan la repulsion estérica
entre las particulas poliméricas a corta distancia. Aunque algunas de estas estructuras pueden ser
obtenidas por el empaquetamiento de esferas duras, casos donde N = 4 y 6, algunas otras pueden
ser obtenidas inicamente si un potencial tipo hombro cuadrado repulsivo, como el potencial de la
corona, es utilizado. La presencia de estos repulsores sirve para estabilizar las configuraciones
que de otra forma serian dificiles de obtener. Las similitudes entre los resultados numéricos y
experimentales son notables, particularmente cuando el nimero de particulas en el sistema es
pequeno (N < 10) ya que en este caso los centros de las particulas coloidales se encuentran cerca
de la superficie de la esfera. Sin embargo, existen algunas diferencias menores que surgen del
hecho de que en la simulacién las particulas se encuentran siempre en la superficie de la esfera
confinante, mientras que en el experimento los ctiimulos colapsan durante el proceso de secado, lo
que los conduce a estructuras donde los centros de las particulas no se encuentran forzosamente
localizadas sobre la superficie de la esfera. Asi pues, las estructuras obtenidas en las simulaciones
pueden ser consideradas como precursoras o intermediarias de los camulos finales, estas figuras
corresponden al punto de empaquetamiento esférico, que es antes de que la gota colapse. Este
punto intermedio estd mayormente determinado por las interacciones repulsivas, modeladas con
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el potencial niicleo-corona, mientras que las fuerzas de atracciéon son las que causan la posterior
reestructura y consolidacion de los cimulos. Al menos para los casos considerados (N < 10), las
simetrias finales de los ciimulos experimentales estan fuertemente determinadas por este paso
intermedio. Para un numero mayor de particulas (como en el caso de N = 11) el modelo no
es capaz de aproximar bien los resultados experimentales porque en estos casos pueden haber
particulas que ya se hayan movido hacia el interior de la esfera, lo que hace la configuracién final
diferente al paso intermedio de empaquetamiento esférico.
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Triaugmented

Triangular dipyramid triangular prism

O.@

Octahedron

@n

[&)]

Gyroelonga(ed
square dlpyranud

(non-convex)
I um

Fig. 6.6: Resultados de la simulacién comparados con el arreglo experimental para grupos coloidales de poliestireno
para sistemas con una pequena cantidad de particulas N < 11. (a) Las columnas a la izquierda con imagenes congeladas
de los resultados de la simulacién de MC y estan comparadas con las micrografias electronicas de barrido de los grupos
coloidales de poliestireno confinados por gotas de liquido. También se muestran diagramas de las estructuras poliédricas.
El caso para N = 11 no puede ser reproducido con nuestro modelo debido a la presencia de una particula en el interior
de la gota. Todas las simulaciones fueron obtenidas utilizando el pardmetro: A = 1.2. Para N = 4 a 10 los radios de
la superficie confinante fueron R = 0.6, 0.72, 0.71, 0.87, 0.9, 0.9 y 0.99 respectivamente. (b) Esquemas de una forma
propuesta de obtener los clusters finales a partir de los precursores obtenidos de las simulaciones para N = 5y 7. Las
flechas rojas indican las fuerzas capilares que empujarian las particulas hacia el centro de la estructura y conducirian
a los camulos colapsados finales bajo la reduccién progresiva del alcance de la corona A debido a la evaporacion del
aceite. Adaptado con permiso de V.N. Manoharan, Solid State Communications 139, 557 (2006). Copyright 2006
Elsevier.

No obstante, se podria proponer un mecanismo que simule la deformacion de la gota debida
a la remocién del aceite y que genera las fuerzas capilares anisotropicas asi como la contraccion
de la corona que generarfa las configuraciones experimentales finales. Esto seria logrado mediante
una reduccién progresiva de las coronas y una fuerza compresiva aplicada que simulara las fuerzas
capilares. Este proceso se ejemplifica en la Figura 6.6(b) donde se muestran las configuraciones
obtenidas en las simulaciones para N =5 Y 7, los cilindros representan las superposiciones de
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las coronas de las particulas que, para la superficie esférica confinante considerada los ntcleos
se encuentran en contacto (en la figura los nicleos se encuentran escalados para mayor claridad
visual). Las particulas cuyas coronas no se traslapan se encuentran fijas en su posicion para evitar
que las coronas se toquen. Si consideramos que las particulas cuyos nucleos ya se estan tocando
son mantenidas a una distancia fija debido a las fuerzas atractivas de van der Waals, entonces las
fuerzas compresivas que son consecuencia de las fuerzas capilares (flechas rojas en Figura 6.6(b))
son dirigidas hacia el centro del agregado debido a la simetria de los ciimulos. Adicionalmente, las
coronas se reducen progresivamente debido a la evaporacion de el aceite que es un buen solvente
de las particulas. Entonces, las configuraciones se arreglarian como las estructuras experimentales
finales. En resumen, considerando las particulas como particulas blandas que interacttian a través
de un potencial nicleo-corona, la formacion de estructuras precursoras o intermedias (empaques
esféricos) notablemente similares a los ciimulos observados experimentalmente, puede explicarse
en términos de configuraciones de energia minima. El colapso posterior debido a las fuerzas
capilares anisotropicas conduce a estructuras que satisfacen otros principios mateméticos, tal
como la minimizacién del segundo momento de la distribucién de masa Ecuaciéon 4.1.

6.8. Auto-ensamblado pre-programado

Una caracteristica que podemos aprovechar del potencial de interaccién propuesto es que,
en muchos casos, permite elegir de manera simple los parametros geométricos necesarios para
obtener una estructura objetivo. Serfa interesante auto-ensamblar un dodecaedro debido a que
el ensamblaje en tres dimensiones de un dodecaedro puede ser considerado el equivalente de un
mosaico de Penrose y es una forma conocida de un cuasicristal en 3D [30]. También podemos
encontrar un dodecaedro casi perfecto en los hidratos de clatrato [31]. Tal figura geométrica
formada por moléculas de agua ha sido identificada en experimentos con haces moleculares
[32] ¥ por lo tanto, puede tomarse como una prueba de que las moléculas de agua tienen una
tendencia inherente a formar estructuras de cavidad dodecaédrica [33]. La idea seria entonces
localizar las particulas interactuantes en los vértices de un dodecaedro. Esta estructura geométrica
se estabiliza si la distancia entre los vecinos mas cercanos estd dada por el didmetro de los
nicleos mientras que la distancia entre los segundos vecinos estd aproximadamente dada por
el didmetro de la corona tal que para el dodecaedro A = 1.6. El resto de los sélidos platénicos
pueden ser construidos de forma similar. En la Tabla 6.1 se enlistan los parametros usados para
ensamblar los sélidos platonicos. El caso N = 12 es de particular interés debido a que la simetria
icosaédrica se encuentra presente en las capsides virales [33], y corresponde a los minimos de
energia potencial que ocurren para ntmeros magicos de, por ejemplo, N = 12, 32 y 72 cuyo
ensamble tiene exactamente el nimero minimo de doce defectos quintuples [34]. Esta estructura
no es exclusiva del potencial nticleo-corona ya que también aparece en el problema de Thomson
y en el de Tammes y es una consecuencia de la topologia de la esfera confinante. De forma
anéloga, se pueden construir otros poliédros complejos. En la Tabla 6.2 se muestran los sélidos de
Arquimedes que pueden ser empaquetados usando el mismo principio simple utilizado para los
solidos platonicos. Estos poliédros han sido exitosamente ensamblados con los pardmetros que se
muestran en la tabla.
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Tabla 6.1: Solidos platénicos autoensamblados. Eleccién de un didmetro de corona normalizado A similar al tamano
de la diagonal de las tejas cuadradas o pentagonales, entonces se ensamblan los s6lidos platonicos. En el caso del
octaedro y el icosaedro, la energia depende de \. Las esferas azules representan el nicleo de las particulas y se dibujan
con un radio reducido para mayor claridad. Las barras indican el par de particulas que participan en una superposicién

de corona dada.

Poliedro Simulacién N A R/oy EJe
Tetraedro A 4  Cualquiera 0.61 6
N
Octaedro \ 6 Cualquiera 0.71 12-15
"'-.,__‘\ ’

Cubo 8 1.41 0.87 12
Icosaedro . 12 Cualquiera 0.95 30-66
Dodecaedro . 20 1.62 1.40 30
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6.8 Auto-ensamblado pre-programado

Tabla 6.2: Soélidos de Arquimedes autoensamblados. La misma regla utilizada para ensamblar sélidos platénicos
permite ensamblar algunos de los sélidos deA rquimedes, como se muestra en los casos anteriores. Las esferas azules
representan el nicleo de las particulas y se dibujan con un radio reducido para mayor claridad. Las barras indican el

par de particulas que participan en una superposicién de coronas.

Poliedro Simulacion N X Rjoy EJe
o

Tetraedro trunco . 12 200 1.36 18
Cuboctaedro . 12 140 1.02 24
Rombicuboctaedro . 24 140 143 48
Cubo chato . 24 140 136 60
Icosidodecaedro . 30 162 1.74 60
Icosaedro trunco . 60 1.60 2.57 90
Dodecaedro chato . 60 1.80 2.33 150
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6.9. Otros patrones interesantes

Una serie de interantes patrones con franjas son mostrados en la Figura 6.7 para N =32 y
A=2. Observamos rayas que se asemejan a hélices de hebras simples, dobles, triples y cuadruples,
asi como patrones de anillo. Los patrones anillados pueden estar doblados como en el tercer caso
mostrado en la Figura 6.7 o pueden estar planos como en el sexto caso mostrado en la misma
figura. Conforme la superficie confinante es menor, comienzan a surgir puntos donde se ramifican
las cadenas sobre la superficie tal como en los dos tltimos dos casos mostrados en la figura, donde
hay patrones que dividen la superficie en tres y en cuatro secciones inconexas, respectivamente.

La formacion de anillos y cadenas helicoidales es una caracteristica comin presente incluso
en sistemas con N pequenas (ver Figura 6.3) para A = 2. El espacio entre las distintas cadenas
que forman los anillos esta dictado por el didmetro de las coronas. Las esferas azules representan
el ntcleo de las particulas y estan dibujados de forma reducida por claridad visual. Para un
sistema con un mayor namero de particulas (N 2 100) observamos que los mismos patrones que
se obtienen en un sistema en dos dimensiones a densidades comparables, también se desarrollan
en las areas grandes del cascaron esférico, dejando a un lado los defectos debidos a la curvatura
de la superficie esférica, como se muestra en la Figura 6.8 para N = 400. Los parametros fueron
elegidos para obtener fases mayormente cuadradas, hexagonales y con franjas en dos dimensiones.
El panel superior de la Figura 6.8 muestra el caso bidimensional con la densidad, p = N 7T0'3 /(4L?)
donde L el lado del area del cuadrado que contiene a las N particulas. Los patrones obtenidos
sobre la esfera tienen una densidad comparable, p = No3 /(16 R?).

La Figura 6.9 muestra la gréafica de la energia libre comparada con el radio de la superficie
confinante para sistemas grandes (N = 100, N = 200 y N = 400) sobre los ejes escalados (y
normalizados) E/(Ne) vs R?/(Nog). Los simbolos corresponden al resultado de la simulacion.
Usando estos ejes, todas las curvas caen en una sola curva universal que presenta un comporta-
miento por partes con algunas secciones aproximadamente lineales que estéan relacionadas con el
namero de superposiciones de corona por particula [14], como se muestra en el panel (b), donde
mostramos el niumero fraccional de particulas con un nimero dado de superposiciones de corona
por particula.

En la primera region (la que corresponde a los valores mas grandes de R), solo hay
particulas cuyas coronas no se superponen, en otras palabras, monémeros aislados. La siguiente
region (con R més pequena) contiene progresivamente méas particulas con solo una superposicion
de coronas con una correspondiente reduccién en el nimero de particulas sin superposicién, lo que
tenemos aqui es una coleccién de dimeros en coexistencia con los monémeros restantes. Notese
que en la zona donde la curva etiquetada con el nimero 1 presenta un pico, también hay una
cantidad no despreciable de monémeros (curva etiquedada con el namero 0) y segmentos lineales
(cadenas) de distinta longitud, cuyos mondémeros componentes tienen dos superposiciones de
corona (una por lado), estos se muestran en la curva etiquetada con el ntimero 2.

Bajo una nueva disminucién de R, la longitud de las cadenas aumenta, como se muestra en
el recuadro (a) de la Figura 6.9 y el nimero de monémeros disminuye. Curiosamente la curva de los
segmentos lineales de distintas longitudes etiquetada con el ntimero 2 en el recuadro (b) muestra
un pico en una regién donde las demas curvas tienen valores poco significativos. Para A = 2, las
particulas con dos superposiciones de corona pertenecen a cadenas, por lo que un pequenio niamero
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de segmentos lineales largos se ensamblan sin coexistir con particulas con diferente niimero de
superposiciones, de acuerdo con el resultado obtenido en el altimo caso de la Figura 6.9 donde se
ensambla una cadena lineal larga y solo los extremos de la cadena corresponden a particulas con
una sola superposicion. La region siguiente (con R atn mas pequena) muestra un incremento en
el nimero de particulas con tres superposiciones de coronas, con una correspondiente disminucion
del naimero de particulas con menos superposiciones, y asi sucesivamente. Esto correspone al
crecimiento de regiones con particulas que tienen puntos de ramificacién como se muestra en
el segundo recuadro del panel (a). Si se sigue reduciendo el valor de R empiezan a aparecer
estructuras de red ya bien definidas, como se muestra en el tercer recuadro del panel (a). El hecho
de que el conjunto de curvas en el panel (b) sea independiente de N (asumiendo que es grande)
significa que la fraccién de particulas con un niimero dado de ramificaciones es independiente
del nimero de particulas del sistema, y solo depende del radio de la esfera confinante. Por lo
tanto, la fraccién de area ocupada por regiones con un patréon dado, para un radio de superficie
de confinamiento dado, es independiente del nimero de particulas.

Esta figura también ayuda a explicar el surgimiento de los patrones lineales en la Figura 6.7.
Para el valor escogido A = 2, cerca de la transiciéon entre la regién con segmentos lineales y la
region donde empiezan a aparecer los puntos de ramificacion (tres coronas superpuestas), la
mayoria de las pequenas cadenas lineales se han fusionado y solo quedan unas pocas cadenas
lineales largas con una gran longitud de persistencia. Estas cadenas lineales pueden ser colocadas
en la superficie confinante solo si forman anillos o estructuras helicoidales donde el espacio entre
lineas esté dado por el didmetro de las coronas, como se muestra en la Figura 6.7 para N = 32.
La causa de la persistencia de la longitud de los segmentos lineales es que el didmetro de la
corona (A = 2), es lo suficientemente grande como para evitar el doblamiento abrupto de los
segmentos lineales ya que esto sumarfa superposiciones de corona entre particulas cercanas en la
misma cadena, y por lo tanto, un aumento en la energia del sistema. Sin embargo, para valores
mas pequenos de A, como por ejemplo, A = 1.3, los segmentos lineales son pequenios y pueden
presentar grandes ondulaciones ya que la flexion abrupta no necesariamente aumenta el nimero
de superposiciones de corona entre particulas vecinas de la misma cadena.

Ademés, es posible que una particula pueda participar en puntos de ramificaciéon incluso a
bajas densidades porque habria espacio para la ramificaciéon sin el costo energético adicional. Por
ejemplo, una particula aniadida en el extremo de una cadena lineal aporta lo mismo a la energia
que si estuviera unida a alguna particula intermedia de la cadena, formando una ramificacién. En
este caso no se observan patrones helicoidales o anulares, sino solo agrupaciones de particulas
locales lineales cortas y también ramificadas cortas.
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R=2.490, R=2.470, R=2.450,
E= 29¢ E= 30¢ E= 30¢

R22.430'0 R=2. 430’0 R=2.400,
E= 31¢ E= 31e E=31¢

R=2.400, R=2.390, R=2.380,
E= 31¢e E= 33¢ E= 34¢

Fig. 6.7: Patrones de hélice y anillo en un sistema con N = 32 y A\ = 2.Se muestra una seleccién de estructuras
altamente simétricas formadas en su mayoria por segmentos lineales. La mayoria de los patrones tienen naturaleza
helicoidal aunque también se forman anillos. Las esferas azules representan el nucleo de las particulas y se dibujan con
un radio reducido para mayor claridad.Las barras indican el par de particulas que participan en una superposicién de

corona dada.
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Fig. 6.8: Instantaneas de particulas de nucleo-corona que se empaquetan en un plano y en una superficie esférica para
N =400.En el panel superior mostramos de izquierda a derecha (A =1.38 y p =0.61), panal de abeja (A =1.8y p =
0.45), y fase de rayas (A =2 y p =0.34). Panel inferior de izquierda a derecha, cuadrado (A =1.38 y R = 6.00), panal
de abeja (A =1.8 y R = 7.18),y fase de rayas (A =2 y R =8.58). Las barras indican un par de particulas que participan
en una superposicion de corona dada y su longitud corresponde esencialmente al didmetro del ntcleo. En el panel
superior, indicamos las coronas de particulas con discos semitransparentes. Las juntas de las barras corresponden a la
ubicacion de las particulas. Para mayor claridad, en el panel inferior no se dibujaron las coronas.
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R2(Na?)

Number of particles/N

Fig. 6.9: Curvas de energia configuracional y ramificaciéon para particulas con A = 2. (a) A medida que se reduce el
tamano de la superficieb de confinamiento, aumenta el nimero de superposiciones de corona y, por lo tanto, la energia
aumenta por partes como consecuencia de la secuencia consecutiva de configuraciones progresivamente méas densas y
ramificadas (mayor nimero de superposiciones de corona). Los recuadros muestran configuraciones representativas de
tres regiones diferentes. Los simbolos son resultados de simulacién para N = 100 (azul), 200 (naranja), y 400 (verde).
(b) Fraccién de particulas con n superposiciones de corona. Solo los casos con n = 0,1, 2, y 3 las superposiciones estan
etiquetadas. Los simbolos son resultados de simulacién para N = 100 (circulos), 200 (tridngulos), y 400 (diamantes).
En los ejes normalizados utilizados, todos los casos se encuentran en las mismas curvas universales.
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Conclusiones

En este trabajo, se investigd, mediante el método de simulaciones de Monte Carlo, las
estructuras de energia minima que surgen como resultado del confinamiento de particulas coloidales
con un potencial nticleo-corona sobre la superficie de una esfera. El sistema niicleo-corona presenta
mas de una configuraciéon global minima, esto debido a que la presencia de la corona confiere
estabilidad a configuraciones que no son posibles de ensamblar en el modelo de particulas duras ni
en el caso electrostatico. La variedad de estructuras obtenidas depende del radio de la superficie
confinante y del alcance de la corona. Se ha observado que algunos ensambles presentan quiralidad,
esto, a pesar de la isotropia en el potencial de interaccién y de la regién confinante. También
se explord, mediante integracion de Monte Carlo, el comportamiento de las fases como funcion
de la temperatura y del radio de la superficie confinante y se encontré que el sistema presenta
fases reentrantes. Se demostré que con reglas simples basadas en algunos pardmetros basicos
del sistema se pueden ensamblar algunas estructuras predeterminadas y se ha usado esta idea
para ensamblar s6lidos Platonicos y algunos s6lidos de Arquimedes. También se ha discutido el
surgimiento de estructuras helicoidales y anilladas cuando el didmetro de la corona es grande,
dando lugar a estructuras lineales de gran longitud de persistencia. Para un ntimero grande de
particulas (N > 100) se observan las mismas fases que las observadas en una superficie plana
para densidades comparables, con la salvedad de la presencia de defectos debido a la curvatura
de la superficie esférica. Curiosamente, el sistema presentado es capaz de ensamblar ciimulos
coloidales similares a los obtenidos en el arreglo experimental que consta de particulas coloidales
confinadas en la superficie de las gotas de emulsion que se evaporan, al menos para sistemas
pequenos (N < 10), ya que cimulos mas grandes contendrian particulas que se han movido al
interior de la esfera y nuestro modelo propuesto no es capaz de simular esto, por lo que los cimulos
finales pueden ser diferentes de los intermedios consistentes de empaquetamientos esféricos. Tales
empaquetamientos esféricos son obtenidos mediante la minimizaciéon de la energia de particulas
coloidales que interactiian mediante un potencial repulsivo nticleo-corona, incluso si la estructura
ensamblada final satisface un criterio matematico diferente, como podria ser la minimizacién
del segundo momento de la distribuciéon de masa. Es asi que se encontré que los grupos con la
simetria mostrada por las configuraciones finales obtenidas experimentalmente pueden recrearse
modelando la repulsién estérica de las particulas de polimero con una corona repulsiva. Esto quiere
decir que la suavidad de las particulas juega un papel importante para poder explicar la simetria
de las estructuras de empaquetamiento obtenidas experimentalmente. Aunque en el presente
trabajo se ha utilizado una forma potencial muy simple como lo es el potencial niicleo-corona,
la complejidad y variedad de los ciimulos obtenidos, asi como la similitud de las estructuras
obtenidas con aquellas con las de sistemas experimentales relacionados de particulas coloidales,
hacen que su estudio sea interesante, atin si se necesita una descripciéon mas realista del potencial
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de interaccién entre particulas coloidales para poder tener una comparacién més precisa con los
modelos experimentales.
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