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Introduccion

La vida es una escuela de probabilidad.
Walter Bagehot

Muchos fenémenos de la fisica, la biologia, la medicina, las finanzas, la ingenieria, etc. se
modelan a través de un parametro de tiempo pues interesa apreciar su evolucion a través de
este. Sin embargo, muchos de estos dan como resultado un conjunto de distintas alternativas
cuando son realizados bajo las mismas condiciones iniciales y es por ello que reciben el
nombre de fendémenos aleatorios. La rama de las matematicas que se encarga del estudio
detallado de los fendémenos aleatorios es la teoria de la probabilidad.

Uno de los primeros puntos de partida de la probabilidad fue el intentar resolver un
problema particular concerniente a una apuesta de juegos de dados entre dos personas apro-
ximadamente en 1654. Con el paso del tiempo y la formalidad en las matematicas, se sentaron
las bases y experiencias necesarias para la formulacion de una teoria matemética que englo-
bara los conceptos y metodologia de soluciéon de los problemas derivados de los juegos de azar
resueltos a lo largo de varios anos. En 1933, el matemético ruso A. N. Kolmogorov, propuso
un sistema de axiomas para la teoria de la probabilidad basado en la teoria de conjuntos
y en la teorfa de la medida que habia sido desarrollada anos antes principalmente por los
matematicos franceses Henri Lebesgue y Emile Borel. Esta teorfa es conocida como teoria de
la probabilidad clasica y prevalece hasta hoy en dia por las multiples soluciones que brinda
a problemas de distintas disciplinas técnicas y cientificas. En este trabajo, supondremos que
el lector tiene bien familiarizado los conceptos de un curso intermedio de probabilidad. Ver,
por ejemplo, [26] y [66].

Uno de los conceptos que deriva en mas aplicaciones en la teoria de la probabilidad es
aquel en donde se considera a un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquier
valor de un conjunto dado. Es decir, dado un sistema, suponemos que éste evoluciona o
cambia de un valor a otro a lo largo del tiempo de acuerdo a cierta ley de movimiento,
por ejemplo, que un objeto esté en cierta posiciéon en este momento y que en el siguiente
instante de tiempo sabemos que puede retroceder o avanzar un valor de su posiciéon. De
manera general, no es posible conocer con absoluta certeza hacia donde evolucionaré el
sistema por lo que es preciso considerar aleatoriedad en él. De este modo, si suponemos que
existe alguna indexacion del tiempo entonces en cada valor del indice de tiempo podemos
considerar que el estado del sistema ahi, queda representado por una variable aleatoria. A la
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familia de todas las variables aleatorias indexadas por el tiempo dado se le conoce como un
proceso estocéstico. Los procesos estocésticos, de acuerdo a [58], representan la mayoria de
los ejemplos de evolucion aleatoria dados por la naturaleza. Uno de los ejemplos mas antiguos
y trascendentales es el conocido movimiento Browniano registrado alrededor de 1827 por el
botanico escocés Robert Brown. Este tipo de conceptos condujeron al desarrollo de una de las
ramas de las matematicas con mayor relevancia pues incluye la construccion del concepto de
integral estocastica para el planteamiento de ecuaciones diferenciales estocasticas, el Calculo
Estocastico. Algunas referencias que resultan excelentes para aprender més sobre estos temas
y algunas aplicaciones son, por ejemplo, [20] y [82].

El tema central de este trabajo esta motivado por el siguiente problema:

Sea (2, F, P) el espacio de probabilidad dado por Q = (0, 1), F la o-algebra de Borel del
intervalo abierto (0,1) y P la medida de Lebesgue en F.

Para cada w € (0, 1), consideremos la funcion caracteristica:

1 size(0,w),

Liow) (7) = { 0 sl z¢(0,w).

Problema 1.1: ;Para qué valores w € (0, 1) es posible calcular la probabilidad de que el drea
bajo la curva descrita por la grifica de 1) sea menor que €* para ¢ € (0,1)?

Precisemos esta pregunta. Denotemos por Z((0,1), F) al conjunto de todas las funciones
caracteristicas de subconjuntos de (0, 1) que estan en F. Podemos entonces considerar a la
relacion descrita antes como una funcién definida en dicho conjunto, es decir,

X - (07 1) - I((O> 1)7‘7)7 X(w) = 1(O,W)

Figura 1: Representacion grafica

El concepto de area bajo la curva de una funcién sugiere que utilicemos, de alguna forma,
el concepto de integral pues es inmediato que la funcién caracteristica de cualquier intervalo
abierto de (0,1) es acotada e integrable. Teniendo esto en cuenta el Problema I.1 puede
expresarse como sigue:

Problema 1.2: Sea ¢ € (0,1). ;Como puede calcularse la probabilidad del conjunto {w €
(0,1) = [ Lo (x)de < €2} 2
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En los cursos de Probabilidad de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional
Auténoma de México aparecen problemas similares que puedes resolverse a través de la
construccion de variables aleatorias: Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Una funcién
X : Q — RY es una variable aleatoria real si X ~1(B) € F para todo subconjunto B € B(R")
con B(RY) la o-algebra de Borel de RY. De este modo, a través de una variable aleatoria X se
puede trasladar la medida de probabilidad P al espacio medible (RY, B(R")) considerando
la formula Px(B) := P(X'(B)).

Ahora bien, como Z((0, 1), F) es un conjunto de funciones y no de puntos en R", no tiene
sentido aplicar la soluciéon anterior al problema que nos interesa. Sin embargo, es posible
inspirarse en él. Esto es, ;jEs posible pensar a las funciones como si fueran puntos? ;A qué
espacios es posible definir el concepto de variable aleatoria? ; Cuél es la pieza clave en RY para
definir a los subconjuntos Borel medibles? ; En qué sentido la funcion x : (0,1) — Z((0, 1), F)
seria una variable aleatoria? ; Como puede extenderse el concepto de esperanza para funciones
que toman valores en Z((0, 1), F)? ;Es posible extender algunos conceptos fundamentales de
la teoria clasica de la probabilidad a espacios de funciones?

Es bien sabido que el Analisis Mateméatico da respuesta a este tipo de preguntas pues en
él se generalizan conceptos tales como el de continuidad y completitud los cuales se definen a
través un concepto muy sencillo que es el de distancia y que generaliza el concepto de norma
en un espacio vectorial. En Analisis Matemaético se trabaja con espacios de funciones como
lo es el conjunto de funciones caracteristicas de subconjuntos de (0, 1). De acuerdo a Clapp
[17] estos espacios aparecen de manera natural en muchos problemas de las matematicas y
de sus aplicaciones. Por otro lado, la Teoria de la Medida, se encarga de estudiar el concepto
de integral (de Lebesgue) a la clase de funciones medibles mismas que resultan ser una
generalizacion del concepto de variable aleatoria. De nuevo, en este trabajo supondremos
que el lector esta familiarizado con los conceptos de un curso bésico de Analisis Matematico
y de Teoria de la Medida, se recimenda consultar, por ejemplo, [2; 5; 7; 10; 13; 17; 18; 73].

De acuerdo a Mamporia [54], algunas de las preguntas derivadas del Problema 1.2 empe-
zaron a resolverse a mediados de 1960 con el estudio de las ecuaciones diferenciales estocésti-
cas en espacios de dimension infinita. En 1983, en la Conferencia Regional CBMSNSF sobre
Ecuaciones Diferenciales Estocasticas en espacios de dimension infinita y sus aplicaciones,
celebrada en la Universidad Estatal de Luisiana, It6 [40] presentd sus investigaciones sobre
estos temas en algunos espacios de Hilbert pues en ellos fue posible generalizar los métodos
tradicionales dados en dimension finita.

En este texto estudiaremos los problemas arriba mencionados y otros problemas intere-
santes para lo cual presentaremos una introducciéon a la teoria de la probabilidad y a los
procesos estocasticos en espacios de Hilbert de dimension infinita siguiendo la misma idea
de Tto [40]. Es asi que el objetivo general de este trabajo es desarrollar aplicaciones en Teoria
de la Probabilidad a través de resultados clave del Analisis Funcional que permitan a los
estudiantes de actuaria, mateméaticas, mateméticas aplicadas y fisica de la Facultad de Cien-
cias de la Universidad Nacional Auténoma de México desarrollar conceptos més complejos
asi como resolver distintos problemas derivados de estos como lo son la integral estocés-
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tica en espacios de Hilbert de dimension infinita y las ecuaciones de evolucion estocastica
[3; 21; 22; 62; 87|.

El desarrollo de este trabajo se divide en siete capitulos. En los primeros tres capitulos
se detallaran algunos conceptos dados en un primer curso de Analisis Matematico como
lo son los espacios vectoriales cuya norma esté inducida por un producto escalar. Algunos
ejemplos de estos espacios son los conocidos espacios de Lebesgue y de Lebesgue-Bochner
que involucran el concepto de integral a cierta clase de funciones. Se construira el concepto
de mensurabilidad para funciones que toman valores en un espacio de Hilbert y se relacionara
con las definiciones dadas en un curso basico de Teoria de la Medida. En lo altimo de esta
primera parte se trabajara la teoria espectral de operadores compactos en espacios de Hilbert
que permitiré extender algunos conceptos clave de la teoria clésica de probabilidad como el
de distribucion Gaussiana. A partir del cuarto capitulo, comienza el estudio de funciones que
toman valores en espacios de Hilbert y de las cuales puede tratarse el concepto de variable
aleatoria. El concepto central de esta segunda parte es el de medida Gaussiana pues permite
introducir la nocién de variable aleatoria Gaussiana o variable aleatoria normal como lo es
en el caso de dimensién finita ademas estudiar el proceso de Wiener en espacios de Hilbert.

Considero pertinente mencionar que esta tesis es una recopilacion bibliografica de los con-
ceptos y propiedades necesarios, presentados de manera ordenada, para introducir al lector
al anélisis estocastico en dimensién infinita. En cada capitulo cito la bibliografia considerada
para su construccion. Si bien, algunas de las demostraciones aqui presentadas aparecen en
los distintos libros de texto y articulos utilizados para la construccién de este trabajo, estas
fueron replanteadas y desarrolladas, desde mi perspectiva, para una mayor claridad en los
temas. Muchas otras son propias pues los resultados forman parte de las vastas listas de
ejercicios de los textos consultados. Finalmente, es importante mencionar que la idea que
me inspir6 para desarrollar este trabajo surgioé del articulo de integraciéon estocastica en es-
pacios de Hilbert escrito por Alvarado-Solano y Fonseca-Mora [3], las notas sobre analisis
estocastico de Giussepe Da Prato [20] y las notas de ecuaciones de evolucion estocastica de
Jan van Neerven [87].









Capitulo 1

Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son la extension mas natural del espacio euclidiano a dimension
infinita pues en ellos se generalizan resultados bien conocidos de la geometria analitica tales
como el teorema de pitdgoras, ley del paralelogramo e incluso el concepto de proyeccion
ortogonal. De manera formal, un espacio de Hilbert es un espacio vectorial, en este trabajo
lo consideraremos sobre R, con un producto escalar definido y tal que la norma inducida por
él es completa. Por tanto, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach.

En este capitulo damos las propiedades que cumplen los espacios de Hilbert asi como
algunos ejemplos interesantes en la teoria. Mostraremos que el concepto de complemento
ortogonal de un subespacio se extiende, en casos mas generales, siempre que este sea cerra-
do. La existencia de la proyeccion ortogonal tiene una consecuencia muy importante, pues
permite identificar al dual de un espacio de Hilbert H con él mismo, tal y como ocurre en
RY. Esto es, cualquier funciéon lineal y continua 1 : H — R se puede expresar como el
producto escalar por un tunico elemento de H. A este resultado se le conoce como el teorema
de representacion de Fréchet-Riesz y tiene aplicaciones muy importantes, por ejemplo, que
todo espacio de Hilbert es reflexivo.

El concepto de ortogonalidad en espacios de Hilbert nos permite extender el concepto
de base en cierto sentido al del algebra lineal. En este caso, diremos que un subconjunto
ortonormal de un espacio de Hilbert H es una base de Hilbert si el subespacio generado por
él es denso H. Demostraremos que todo espacio de Hilbert separable siempre admite una
base de Hilbert. La importancia de este resultado sera fundamental para la teoria central de
este trabajo.

Para el desarrollo de este capitulo nos basamos principalmente en [13|, [17], [48] y [75].



1. ESPACIOS DE HILBERT

1.1. Definiciones y propiedades béasicas

Definiciéon 1.1 Sea V' un espacio vectorial sobre R. Un producto escalar en V es una
funcion (-,-) : V x V= R con las siguientes propiedades:

) (Avy + pug,w) = Moy, w) + pulve, w) para cualesquiera vy, ve,w € V, A\, u € R.
) (v,w) = (w,v) para cualesquiera v,w € V.

PE3) (v,v) >0 para cualquier v € V.
) (

v,v) =0 si y sdlo siv=_0y.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.2 La funcion
(v, W) :=vjwy + ... + vywy

donde v = (v1,...,vy), w= (wy,...,wy) € RY es un producto escalar en RN .

Demostracion: De las propiedades de campo para R se tiene que, para cualesquiera
vy, v, w €V, A\ peR:

(Av1 + pvg,w) = (Avgg + pvg)wy + ... + ( Aoy + poay)wy
= (Avp)wy + ...+ (Avin)wy, + (pve)wy + ... + (Lven)wy
= AMvpwy + ...+ viywy) + p(vgrwy + ... + vaywy)

= Muvg,w) + p(vg, w) ;

(v, w) 1= vwy + ... FUNWN = W11 + ...+ WNUIN = (W, 01)

(v, v1) == v} + ... +viy >0, .

Por tanto, se cumplen (PE1), (PE2) y (PE3). La propiedad (PE4) es inmediata.

En consecuencia, (-, -) es un producto escalar en RY. m
Ejemplo 1.3 Sea (22,8, 1) un espacio de medida y el espacio L*(2). Entonces la funcion:
(f,9)r20) = / fodu,  fge€L*(Q)
Q

es un producto escalar.
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Demostracion: La desigualdad de Holder-Riesz asegura que fg € L'(Q) para cualesquiera
f.g9 € L*(Q) por lo que la funcion (, ) 2(q) esta bien definida.

Dado que |f[* > 0 entonces [, |f|*du = (f, [)r2() = 0y, se tiene que [, |f|*du = 0 si
y s6lo si f = 0 en L?(Q2). Por tanto, se cumplen (PE3) y (PE4). Del mismo modo, como
fg = gf entonces (f,g)r2@) = (g, [)12(q) para cualesquiera f,g € L*(Q2). Finalmente, La
propiedad (PE1) es consecuencia inmediata de la linealidad de la integral de Lebesgue. m

De los ejemplos anterior obtenemos que (v, v) = ||v||?, para cuando el espacio vectorial es
normado. Esto nos permite suponer que un producto escalar en algin espacio vectorial V'
define una norma en €l a través de la féormula:

[v]l == v/ {v,v). (1.1)
Para demostrar esto requerimos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4 Si V' es un espacio vectorial sobre R con un producto escalar definido,
entonces se cumplen las siquientes relaciones:

(a) Desigualdad de Cauchy-Schwarz:
(v, w)] < [[v][[Jw]  Yv,weV (1.2)
(b) Desigualdad del triangulo:
lo+wl| <fvll+[w] Vo,weV. (1.3)
(c¢) Identidad del paralelogramo:
lo+wl* + o —wl|* =2 ([0 |* + |w?) Yv,weV. (1.4)
Demostracion: (a) Para cualesquiera v,w € V; A € R, se cumple:
0< QAv+w A v+w) = | |v]]*+ 2\ {(v,w) + ||w|?.

Si v = 0 el resultado se sigue trivialmente, asi es que supondremos que v # 0. Definiendo

A= — <||1}7;TIU2> obtenemos de lo anterior que:
[(v,w)|* ) [(v,w)?] (v, w)]?
0= 2 7 T el = Jlwl* - -
] o] o]

Multiplicando la desigualdad anterior por ||v||? obtenemos que:

0 < JJolf* lwll* = [{v, w)[?,
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y sacando raiz cuadrada se sigue la desigualdad deseada.
(b) De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que:
lv+wl* = [Jo]* + 2 (v, w) + [Jw||*
< [loll* + 2 Ko, w)| + [Jw]f?
< [loll® + 2 [[oll [Jw]l + wl* = ([lv]]* + [lw]®),
sacando raiz cuadrada en la desigualdad anterior obtenemos el resultado.
(¢) Por céalculos directos obtenemos:
lo+w|* = [Jv]|* + 2 (v, w) + [Jwl]f?,
lv —wl* = Jlol* = 2 (v, w) + w]?,
sumando amabas expresiones concluimos que:
lv+wl* + [Jo = w|* = 2|jv[|* + 2ljw]|* + 2 (v, w) = 2 (v,w) =2 (v [+ [[w]?),

como afirma el enunciado. m

Proposicion 1.5 Sea V' un espacio vectorial con un producto escalar (-, -). Entonces ||v]| :=

V (v,v) define norma en V.

Demostracion: La desigualdad del tridngulo se probo6 en la Proposicion 1.4. Luego, por
(PE4) se tiene que |[v|| := y/{(v,v) = 0 siy sblo si (v,v) = 0 siy solo si v =0. Finalmente,
para cualesquiera v € V' y A € R, de las propiedades (PE1) y (PE2) se sigue que:

Mol == v/ (A, ) = V/A2(v,0) = N[y (v,0) = [\][|v].

En consecuencia, || - || := +/(:,+) es una norma. m

El siguiente resultado establece que un producto escalar es una aplicacién continua.

Proposicion 1.6 Si (wy) es una sucesion en V' tal que wy — w en V', entonces

lim (v, wg) = (v,w) YveV.
k—o0

Demostracion: De la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Proposicion 1.4) se sigue que:
(v, wi) = (v, w)| < [(v, we = w)| < [v]l[we — w]|

para cualquier v € V. Dado que wy, — w entonces (v, wy) — (v, w) como afirma el enunciado.
[

Nos preguntamos ahora si un espacio normado puede inducir un producto escalar a través
de su norma. En realidad esto sélo es posible cuando la norma cumple con la identidad del
paralelogramo (ver Proposicion 1.4) como lo muestra el siguiente resultado debido a P. Jordan
y John von Neumann (ver [42]).
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Teorema 1.7 (Jordan-Von Neumann) Si (V)| - ||v) es un espacio normado tal que:
lv+wly + v —wly =2(lv]y +wly) Yo,weV
entonces la funcion dada por:
1 2 2
(v, w) == 7 (v + iy, = flo = wlly) (1.5)
es un producto escalar en V' tal que ||v||} = (v,v) para todov € V.

Demostracion: Sean v, w € V. Dado que ||[v+w||y = [|w+v|v y [[v—w|v = || —(w—0)|lv =
|lw — v||y entonces:

(v, w) = (lw + 2§ = lw = v[i,) = (w,v).

1
(Il +wlly = llv =wlly) = 5

N

Notemos que (v,v) = 1 (||2v[|?) = ||v|]}; > 0 para todo v € V. Luego, (v,v) = 0 si y solo
si [[v]|3 = 0 si y solo si v = 0y. Esto prueba (PE2), (PE3) y (PE4).

Sean u,v,w € V. Usando la identidad del paralelogramo obtenemos que:

(e +w) + o[l + 1w+ w) = vlly = 2 (Ju+ wlly + [Jo]ly,) (1.6)

1 = w) + 0l + [[(w = w) =l =2 (Jlu —wlli, + ]) (1.7)
Restando la expresion (1.7) a (1.6) obtenemos:
1 (utw) +ol} = | (w—w) +olfy + [ (utw) = v, = [l (u—w) =]} = 2 ([lu+wl}, — lu—wlf)
y, €N consecuencia:
I(utv)+wlly = (wtv) —wl§ + [ (w—v)+wli = [(u—v) —wl[i = 2 (Jlu +wly, — u—w|).

Por tanto,
A(u+v,w) + 4{u — v,w) = 8(u, w)

de donde se sigue que:

(u+v,w) + (u—v,w) = 2(u,w) Vu,v,we V. (1.8)

Observemos que (Oy,w) = 3 ([w[[}, = [ = wl[[},) = 0 pues [Jwlly = | — w|ly para todo
w € V. De este modo, en (1.8) se sigue que:

2(u, w) = (2u,w) + (Oy, w) = (2u, w) Vu,weV. (1.9)
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De (1.8) y (1.9) concluimos que:

(u+v,w) + (u—v,wy = (2u, w) Vu,v,we V. (1.10)

Sean u,v,w € V. Definiendo vy := 3(u +v) y v := 3(u — v) se sigue de (1.10) que:

(u+v,w) = (2u,w) = (v + v, W) + (V1 — Vo, W) = (u, w) + (v, w). (1.11)

Sean v,w € V y A € R. Es inmediato que si A =0, A =16 A = —1 entonces A(v, w) =
(A, w). Asi pues, consideremos los siguientes casos:

CAsO1l. MeEN.

Argumentando por inducciéon, supongamos que para j — 1 € N se tiene que:

(= D{v,w) = {(j — o, w).
En consecuencia, para j € N, de (1.11) e hipotesis de induccion concluimos que:
(v,w) = (v —v+v,w) = ((j = Dv,w) + (v,w) = (j = 1) (v, w) + (v, w) = j{v,w).

CASO 2. MN€eEZ.

Del caso anterior basta suponer que A = —j con j € N. Entonces,
—j{v, w) = Oy, w) — j(v,w) = (Ov,w) = (jv,w) = (Oy — jv,w) = (=jv,w).

CAsO 3. )\EQcon)\zgconp,quyqséo.

Del caso anterior se sigue que:

ploc) = o) = (X, =g (Lo

y, en consecuencia:

Caso 4. XeR.
Definamos &, : R — R como &(\) := A(v,w) y #(N) := (Av,w). Es inmediato que £ y ¢

son funciones continuas para v,w € V fijos.

Sea A € R y elijamos una sucesion (pg) de elementos de Q tal que py — A en R. Del
caso anterior concluimos que &(py) = ¥(px) para todo k € Ny, usando la continuidad de las
funciones obtenemos que:

§(A) = lim &(py) = lim 9(py) = J(A).
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Es decir, AM(v, w) = (Av, w).

Esta tdltima afirmacion junto con la expresion (1.11) prueban que (-, -) satisface la pro-
piedad (PE1) y, por tanto, que es un producto escalar en V' tal que ||v]|?, = (v,v) para todo
velV. m

Definicion 1.8 Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H sobre R con un producto
escalar (-, ) que es completo con la norma inducida (1.1), es decir, tal que toda sucesion de
Cauchy converge en H con la norma (1.1). Lo denotaremos por (H, (-,-),||-||) o simplemente
por H cuando no haga falta especificar su producto escalar.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.9 RY con el producto escalar
(v,w) :=vw; + ... +oywy, v=(v,...,05), w=(w1,...,wWyN)

es un espacio de Hilbert.

Demostracion: Se sigue del hecho que, si v = (vy,...,vy) € RY entonces:

loll := V/(v,0) = V(1) + ... + (vw)2

Es decir, la norma inducida por el producto escalar es la norma Euclidiana en RY y,
sabemos que este espacio es completo con dicho norma. m

Ejemplo 1.10 Sea (2,8, i) un espacio de medida. El espacio L*(€2) con el producto escalar:
<fug>L2(Q) :/fgd,ua f7g€L2(Q)7
Q
es un espacio de Hilbert.

Demostracion: La norma asociada a este producto escalar es:

1/2
1A = /U P ey = (/ |f|2du) — 1l

Es decir, la norma inducida por (-, )72 es la norma en L*(Q). Del teorema de Riesz-
Fischer sabemos que (L*(Q2), || - ||12(0)) es completo. m

Un caso particular del ejemplo anterior lo podemos apreciar en el siguiente resultado.
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Ejemplo 1.11 FEl espacio {5(R) de todas las sucesiones T = (xy) de nimeros reales tales
que la serie Y o |x|? converge, con el producto escalar:

(T7) =Y weye,  T=(2), 7= () € Lo,
k=1
es un espacio de Hilbert.

Demostracion: En efecto, £o(R) es el espacio L?(Q) con @ = N, S = P(N) y u = p
medida de conteo. m

Ejemplo 1.12 (Suma directa de espacios de Hilbert) Sean (Hy,(-,-)1), (Ha,(-,)2)
dos espacios de Hilbert. Entonces, la funcion:

(V1 + vo, w1 + wa) 1= (V1,w1)1 + (V2, Wa)a, Vi, w1 € Hy, vo,wy € Hy

es un producto escalar en la suma directa Hy & Hy y, Hy & Hy es un espacio de Hilbert.

Demostracion: Sean w,v,w € H; & Hy, A\,p € R. Existen tnicos up,vi,w; € Hy,
Usg, Vo, Wy € Hy tales que:

U=1U + Uy, V="V +V2 ¥V W= Wy + Wa.
Dado que (-, )1, (-, )2 son productos escalares, obtenemos:

Au+ pv,w) = (ANug + poy,wy)1 + (Aug + e, wo)e
= (Mug, wy)1 + (v, wi)1) + (AMug, wa)a + p1(v2, wa)a)
Aty w) + (o, w).

(v, w) == (v, wi)1 + (v2, Wa)2
= (w1, v1)1 + (W2, v2)2

= (w,v)

(v,v) := (v1,v1)1 + (Vg,v2)2 > 0.

Ahora bien, (v, v) := (v, v1)1+ (vg, v2)2 = 08l y sblo si vy = 01 y vy = 0, asi pues, v = 0.

En consecuencia, (-,-) es un producto escalar en H; @ H,. La norma inducida esté dada

por:
[oll = v/ {v,v) = /o[ + [|v2]]3-
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Sea (vg) una sucesion de Cauchy en H; @ Hy en donde v, = vy + vg con vy, € Hy,
vor, € Hy para todo k € N. Dada € > 0, existe kg € N tal que

o = vill = \/lloag = oasll3 + oz — vaelf <& ik > ko,
De lo anterior obtenemos:
Hvij — Uzk”z <¢€ V],]i' > ko, 1= 1,2,

lo que establece que (v;;) es una sucesion de Cauchy en H; y, por tanto, converge a v; con
1 =1, 2. Existen k1, ky € N tales que:
€

V2

Definiendo k, := max{k;, k2} concluimos que:

||Uik — 'Usz < Vk > k‘i, 1=1,2.

low = oll = /llow — vl + ok — vall3 <& V> .

Esto prueba el resultado. m

Ejemplo 1.13 El espacio C°([—1,1],R) de las funciones continuas de [—1,1] a R con el
producto escalar:

(f,g) = / Fe)gla) do

no es un espacio de Hilbert.

Demostracion: Es inmediato comprobar que (-, -) es un producto escalar. Consideremos
la sucesion de funciones fy : [-1,1] - R

0 si —1<z<0,
fr(z):=<¢ Kkt si OSxS%,
1 sig<z<l

Veamos que (fx) es de Cauchy en C°([—1,1],R) con la norma inducida por el producto
escalar pero que no converge en C°([—1,1],R) con la misma.

Para j > k se tiene que:

1 1 1/5 1/k
/ (@) — fula)Pdt = / 1F(@) — ful@)P de = / G — k)l do + / 11— kol de
-1 0 0 1/j

_ k21

352 37 3k

1 1
e
<o
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|
—
o
o [
—

Figura 1.1: Sucesion de funciones ( fx)

En consecuencia, dada € > 0 se cumple que:

15— Sl = U= fe fi—f) <= Vik>

Por tanto, (f;) es de Cauchy.

Supongamos que fi, — f en C°([—1,1],R). Sea § € (0,1). Si k > 3 entonces f(t) =1
para todo ¢ € [0, 1]. Entonces:

os/|r— \wx</1n F@)Pde = | fe— fI? =0

/ - f(@)dz =0,

y por lo tanto f(t) = 1 para todo ¢ € [d, 1]. De manera similar obtenemos:

lo que establece que:

o< [Cis@Pars [ 1) - @R d =1~ 112 0
por lo que necesariamente f(x) = 0 para todo [—1,—4]. Dado que 6 € (0,1) es arbitraria,
concluimos que:
[0 sixze[-1,0),
f(‘”)—{l si z € (0,1].

Por tanto, f no es continua en [—1, 1] y esto contradice nuestra suposicién. En consecuencia,
C°([~1,1],R) con el producto escalar definido, no es un espacio de Hilbert. m

El Teorema de Henri Lebesgue asegura que C°([—1,1],R) C L?*([-1,1]) por lo que
C°([~1,1],R) con el producto escalar definido en el ejemplo anterior es un subespacio vec-
torial del espacio de Hilbert L?([—1,1]). Asi pues, del Ejemplo 1.13 concluimos que no todo
subespacio vectorial de un espacio de Hilbert resulta ser un espacio de Hilbert. Sin embargo,
dado que todo subespacio cerrado de un espacio normado completo es también completo
podemos establecer el siguiente resultado.
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Proposicion 1.14 Sea H un espacio de Hilbert. Un subespacio vectorial V de H es un
espacio de Hilbert si y solo si V' es cerrado.

Demostracion: =) : Sea v € V. Existe una sucesion (vy) de elementos de V' tal que vy — v
en H. Es claro que (vg) es una sucesion de Cauchy en V' de modo que existe v € V' tal que
v — v en V. De la unicidad del limite concluimos que v = v y, por tanto, que V es cerrado.

<) : Sea (vy) una sucesion de Cauchy en V. Luego, (vx) es de Cauchy en H de modo
que, existe v € H tal que vy — v. Dado que V es cerrado, entonces v € V. En consecuencia
V' es de Banach y, por tanto, un espacio de Hilbert. m

1.2. Ortogonalidad

Sea H = (H,(-,-),|| - ||) un espacio de Hilbert sobre R.

Definicion 1.15 Sean v, w dos elementos de H. Diremos que v y w son ortogonales, que
denotamos por v L w, si y sélo si (v,w) = 0.

El siguiente resultado afirma que todo elemento del espacio H es ortogonal al vector cero.

Proposicion 1.16 En un espacio de Hilbert H se cumple que, v = 0y si y sélo si (v,w) =0
para todo w € H.

Demostracion: Supongamos que v = O, entonces (v, w) = (w — w,w) y, de la propiedad
(PE1), concluimos que (v, w) = (w,w) — (w,w) = 0. Inversamente, si (v,w) = 0 para todo
w € H, en particular para w = v, y de la propiedad (PE4) se sigue que (v,v) = 0 si y so6lo
si v = 0g. Esto concluye la demostracion. =

Uno de los resultados mas trascendentales que asociamos a la ortogonalidad en espacios

Euclidianos es el teorema de Pitédgoras, sin embargo, podemos extenderlo a espacios de
Hilbert més generales.

Figura 1.2: Teorema de Pitagoras
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Teorema 1.17 (Pitagoras) Sean v,w € H. Siv L w, entonces:

lol* + [lwll* = [lw — v]|*. (1.12)

Demostracion: Aplicando directamente las propiedades del producto escalar obtenemos
que:

lw = v]* i= (w —v,w = v) = (v,0) + {w,w) = (w,v) — (v,w) = |[v]|* + [Jw]*,

como afirma el enunciado. =

Definicion 1.18 Sea V' un subconjunto no vacio de H. Definimos el espacio ortogonal a
V en H, que denotaremos por V-, como el subconjunto de H dado por:

Vi={weH: (v,w)y=0 YoeV}.

Por ejemplo, la Proposicién 1.16 afirma que H+ = {0y}. Veamos que el conjunto orto-
gonal resulta ser un subespacio vectorial cerrado de H.

Proposicién 1.19 Sea V' un subespacio vectorial de H. Entonces V* es un subespacio vec-
torial cerrado de H.

Demostracion: Sean v,w € V+ y X\, u € R, entonces (u,v) = 0 = (u,w) para todo u € V.
De las propiedades (PE1) y (PE2) se sigue que:

(u, Ao + pw) = Mu,v) + plu,w) =0 Yu e V.

En consecuencia, Av + pw € V+. Ahora bien, como Oy € V por la Proposicién 1.16
concluimos que 0y € V1 y, por tanto, V+ es un subespacio vectorial de H.

Sea (wy,) una sucesion de elementos de V* tal que wy, — w en H. Aplicando la continuidad
del producto escalar (ver Proposicion 1.6) obtenemos que:

(w,v) = kh'm (wg, vy =0 Yo eV,

por tanto, w € V.
Asi pues, V' es cerradoen H. =

Veamos algunas propiedades.

Proposicion 1.20 Sean V y W espacios vectoriales de H tales que V' C W, entonces:

(a) Wt CV*E
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() VAVE={0g).
(c) (V)F=V*

Demostracion: (a) Si u € W+ entonces (u,w) = 0 para todo w € W. En particular,
(u,v) = 0 para todo v € V. Por tanto, u € V*.

(b) Dado que V' y V+ son subespacios vectoriales de H entonces {0z} C V NV+. Ahora,
siv € VNV entonces (v,u) = 0 para todo u € V. En particular, (v,v) = 0 lo cual ocurre
siy sélo si v =0g.

(c) Como V C V entonces por el inciso (a) tenemos que (V) C V*. Ahora bien,
si u € V1 entonces (u,v) = 0 para todo v € V. Sea w € V. Existe una sucesion (vy)
de elementos de V' tal que vy — w en H y, por la continuidad del producto escalar (ver
Proposicion 1.6) obtenemos:

lim (vg, u) = (w, u).
k—o0

Dado que {(vg,u) = 0 para todo k € N entonces (w,u) = 0. En consecuencia, u € (V).

u

Notemos que si V' es un subespacio vectorial de H, entonces para v € V, se tiene que
(v,w) = 0 para todo w € V+. En consecuencia v € (V+)* y, por tanto, V C (V+). Resulta
natural preguntarse si V = (V1)* y, la respuesta no es cierta en general como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.21 Sea (€2, S, 1) espacio de medida y S;(§2,S) el subespacio de todas las funcio-
nes simples e integrables. Entonces, el espacio ortogonal a S;(2,S) en L*(Q) es {0}.

Demostracion: Dado que S;(£2,8) es denso en L*(Q) entonces S;(92,S) = L*(Q) v, por

tanto, (S;(2,S))- = (L2(Q))*+ = {o}.

Por otro lado, la Proposicién 1.20 asegura que (S7(2,8))* = (S;(22, S))*. Esto concluye
la demostracion. m

Los siguientes resultados establecen una condicién necesaria y suficiente para que un
subespacio vectorial V de H cumpla que V = (V4)+.

Una forma de describir al espacio ortogonal es la siguiente.

Proposicién 1.22 Sea V un subespacio vectorial de H y w € H. Entonces, w € V* si y
solo st |w| = ing lw—v].
Ve

Demostracion: =) : Sea w € V+. Aplicando el Teorema de Pitégoras (ver Teorema 1.17)
obtenemos que, |[w — v||* = ||w||* + ||v||* para cada v € V y, por tanto |w| < |Jw — v||
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para cada v € V. Luego, como 0 € V, entonces ||w|| = ||lw — 0] > in‘f/||w — || por lo que
vE

necesariamente:
|w|| = inf ||w—v].
veV

<) : Supongamos que ||w|| = in{/ ||lw — vl|. Sea v € V arbitrario. Para cada 0 < t < 1 se
vE

tiene que:
lw — tol|* = Jlw]|* — 2t(w, v) + £*||v]*.

Dado que tv € V para cada 0 < t < 1, entonces ||jw — tv]| > in‘f/||w —v| = ||w| y, de la
ve

identidad anterior obtenemos:

lwl* < flw —to]* = [lw]|* — 2w, v) + *]|v]|*.

Por tanto,
2t(w, v) < £[|v]]?, (1.13)

y tomando el limite cuando ¢ — 0 concluimos que (w,v) < 0. Si ahora consideramos a
—v € V en la desigualdad (1.13) obtenemos que 0 < (w,v). Asi pues, (w,v) = 0 para todo
v €V y, en consecuencia w € V+:. m

El siguiente resultado establece ahora que, si V' es un subconjunto no vacio cerrado y
convexo entonces, para cada elemento u de H existe un tinico elemento v de V' cuya distancia
de u es la menor de entre todos los elementos de V. Recordemos que V' C H es convexo si
para cada v, w € V, el segmento:

[v,w] :=={tv+ (1 —t)w : t €[0,1]},

esta contenido en V.

Teorema 1.23 Sea V' un subconjunto no vacio cerrado y convexo de H. Entonces, para
cada u € H, existe un unico v € V tal que:

lu —v| = inf [Ju—wl].
weV

Demostracion: Sea v € H. Denotemos por

p = dist(u, V) = J)lg‘f/ lu — w||.

Aplicando la identidad del paralelogramo (ver Proposicion 1.4) obtenemos que:

[y = wa* = [[(wr — ) = (w2 = w)[|* = 2ljwr — ul]® + 2[jws — wl|* — [|(w1 — u) + (w2 — W),
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para cualesquiera wy,ws € V. Y, ademés se cumple que:

w1 +w
(wr — ) + (ws — w)|| = [|w1 + ws — 2u] zzHlT? .

(w1 +wq) € V por ser convexo. Asi pues, de las dos identidades anteriores concluimos

> 2p,

pues %
que:

lwr = wa* < 2[wy — ul|* + 2[lws — ul* — 497, (1.14)
para cualesquiera wy,ws € V. Por definicién de infimo, consideremos una sucesion (v;) en
V tal que kh_)rgo ||lu — vg]| = p. Entonces, dada € > 0, existe ko € N tal que:

2
Vk > k.

[l = vil* < p* +

Figura 1.3: Conjunto convexo y cerrado

De la desigualdad (1.14) se sigue que:
lvg = vill* < 2oy — ull* + 2[|u — ve]| — 4p°
<4p*P4e? —4p* =¢2 Vi k > k.

En consecuencia, (vg) es de Cauchy en V. Como V es un espacio de Hilbert (ver Proposicion
1.14), existe v € V tal que vy, — v en H y, por tanto, concluimos que:

lu = vl = lim {lu—wve] = p.
—00
Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existe o € V' tal que ||u — 9|| = p. Aplicando
la desigualdad (1.14) se sigue que:
lv = l1* < 2[lv = ul]* + 2[|7 — ul|* — 4p* = 4p* — 4p* =0,
por lo que necesariamente v = v. Esto concluye la demostracion. m

Sea u € H. Observamos lo siguiente: Supongamos que v € V para V' cerrado y convexo
no vacio en H satisface la identidad del teorema anterior, es decir, ||u —v|| = inf,ey ||u—w||
y sea w € V arbitrario. Entonces,

lu = vl < flu = [(1 =)o+ tw]]| = [[(u—v) = t(w = v)]|
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y, por tanto:
lu = v]|* < flu—v]]* = 2t{u — v, w — v) + *]|w — v]|?,
lo que implica que 2t(u — v,w — v) < t?||w — v||? para todo t € (0,1]. Tomando el limite

cuando ¢t — 0 obtenemos que:

(u—v,w—v) <0 Yw e V.

Inversamente, supongamos que v satisface la identidad anterior. Asi pues,
v —ul|? = |Jw—ul|* = 2{(u — v,w —v) — ||lv —w|* <0 Yw e V.

lo que implica que ||u — v|| = inf,ey ||u — w||.

En el resultado anterior, a v se le conoce como la proyeccion de u sobre V. Escribimos
la definiciéon formal a continuacion para cualquier subespacio vectorial V' cerrado de H pues
éste resulta ser siempre convexo y no vacio. En efecto, sean v, w € V arbitrarios. Entonces,
tv, (1 —t)w € V para todo t € [0, 1] y, por tanto, tv + (1 — t)w € V para todo t € [0, 1] por
ser subespacio vectorial de H. En consecuencia, [u,v] C V.

Definicion 1.24 Sea V' un subespacio vectorial cerrado de H. La proyeccion ortogonal
de H sobre V es la funcion py : H — V que a cada elemento w € H le asocia el inico
elemento py(u) € V tal que:

- = fnf |ju— w|.
lu = pv (W)l = inf {lu—wl|

Teorema 1.25 StV es un subespacio vectorial cerrado de H yu € H, entonces la proyeccion
ortogonal de u sobre V es el tinicov € V tal que u —v € V*,

Demostracion: Sea py (u) la proyeccion ortogonal u sobre V. Siv € V, entonces u—v € V+
siy solosi ||Ju—v|| = iné |lu—v—wl| = in‘f; |lu — z|| (ver Proposiciéon 1.22). El Teorema 1.23
we ze

segura que py(u) € V' y, por definicion u — py (u) € V*.
Sea v € V tal que u — v € V*+. Probaremos que ||u — v|| = in‘f/ |lu — w]|| lo que implicara
we
que v = py(u). Es claro que ing |lu —w| < |lu—wv| pues v € V.
we
Sea w € V. Dado que (u—v) € V1 y (v —w) € V, del teorema de Pitagoras obtenemos

que:
lu —wl* = [[(u = v) + (v = w)|* = lu = o] + o = w|* > |lu—v|

y, €n consecuencia:
Ju = w]| = [u— 2.

Por tanto, ||u —v|| < ing |lu — w|| y esto concluye la demostracion. m
we

Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.26 Sea (2, S,p1) un espacio de medida finita y h : Q — [0,00) una funcion
medible tal que h € L>(Q2). Definamos el conjunto:

K:={ueL*Q) : |ul)| <h(z) pct. z € Q}.
Entonces K es un conjunto cerrado no vacio y convezo de L*().

Demostracion: Dado que 0(z) < h(z) para todo = € Q y claramente 0 € L?(Q) entonces
0 € K y asi probamos que es no vacio. Sean u,v € K y denotemos por [u,v] al segmento:

[u,v] = {au+ (1 —a)v : a €]0,1]}.

Sea w € [u,v] entonces w = apu + (1 — ap)v para algin oy € [0, 1]. Por tanto,

w(z)] = lagu(z) + (1 = ag)v(x)| < aolu(z)] + (1 — ag)|v(z)]
< aph(z) + (1 — ap)h(x) = h(x) p.ct. x €

y, en consecuencia K C L?*(Q) es convexo. Sea u € K. Existe una sucesion (u;) en K tal
que ur — u en L*(Q). Dado que |ug(x)| < h(z) p.ct. z € Q y para todo k € N entonces
lu(z)| < h(x) p.c.t. x € Q. Por tanto, u € K y esto prueba que K es cerrado en L*(12).

Definamos pi : Lo(€2) — K como sigue:

_fu si |ul < h,
Pic(u) =\ si |u| > h.

Tul

—h(z)4+--------=====---- —h(z)4+--------———=-----

Figura 1.4: Proyecciéon de L?(2) en K

Caso 1. Siwu € L*(R) es tal que |u(z)| < h(z) p.ct © € Q es claro que pr(u) € Ky
que:
|l —prc(u)l2 < fJlu — vl Yo € K.

CASO 2. Siwu € Ly(9) es tal que |u(z)| > h(z) p.c.t x € Q entonces:

pe(u)] = % — hx) < h(x)
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lo que establece que pi(u) € K. Sea v € K entonces |v(z)| < h(x) p.c.t. x € Q. Es suficiente
demostrar que:
lu(z) — pe(u(z))| < |u(x) —v(x)| p.ct. xzeQ.

Entonces:

u(@)h(z)| _ |u(@)|u(@)] — ulx)h(z)
Ju()| Ju()|
= [u(2)] = h(z) < Ju(@)] = [o(@)] < fu(z) —o(@)] pet. e

Asi pues, pxc cumple con ser la proyeccion. m

Ejemplo 1.27 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y G C F una sub o-dlgebra. Sea
X : Q — R una variable aleatoria tal que || X||12(q) < 0o. La variable aleatoria & : @ — R es
llamada esperanza condicional de X con respecto de la o-dlgebra G si y sdlo si:

(i) & es G-medible.
(i) Para cada A € G,

/AgczP:/AXdP.

Demostraremos que la esperanza condicional siempre existe y es unica en el espacio de Hilbert

L*(Q, F, P) (ver Ejemplo 1.10).

Demostracion: El producto escalar definido en el Ejemplo 1.10, para cuando tenemos un
espacio de probabilidad, resulta ser la esperanza del producto de dos variables aleatorias. Es
decir:

(X,Y)12(0) = / XYdP=E(XY) X,Y € L*Q,%,P).
Q

El conjunto de las variables aleatorias G-medibles con valores reales tales que F(X?) < co
es el subespacio vectorial L?(Q2,G, P) de L*(Q, F, P).

Como la demostracion es larga, la subdividimos en dos pasos

PASO 1: Sea (Xj) una sucesion en L?(Q, G, P) tal que X — X en L*(Q, F, P). Existe
(Xk,;) una subsucesion de (X;) y N € G con P(N) = 0 tal que X, (w) — X(w) para todo
we DN,

Definiendo )Afj =Xy, - lany )~((w) = limy_, )?j(w) para todo w € €2, es claro que X es
una funciéon G-medible y X = X c.d. En consecuencia, X € L*(, G, P) lo que prueba que
L?(2,G, P) es un subespacio vectorial cerrado de L?(Q, F, P).

PAso 2: Como L*(92, G, P) es un subespacio vectorial cerrado de L?(2, F, P), el Teorema
1.23 asegura que existe una tnica £ € L?(Q2, G, P) tal que:

|X = &llr2@) = mf {||X = Y]|12(0) : Y € L*(Q,F,P)}.
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Por el Teorema 1.25, £ es la proyeccion ortogonal de L2(2, F, P) sobre L*(Q,G, P) v, es
la tinica variable aleatoria tal que EF(X — £,Y) = 0 para toda Y € L*(Q,G, P). Ademés, £
claramente es G-medible.

Sea A € G, entonces

/AXdP—/AgdP:/Q(X—g)-lAdP:E(X—g,lA):O,

pues [[14]*dP = P(A) < 1. En consecuencia, £ es la esperanza condicional de X con
respecto de la o-dlgebra G. m

El Ejemplo 1.21 muestra que la suma directa de V y V* en general no es todo H.
Lo anterior ocurre cuando el subespacio V' es cerrado. Es decir, si V' es cerrado entonces
V ® V1 = H y en este caso al espacio V* lo llamamos el complemento ortogonal de V
en H. Probamos a continuacion tales afirmaciones.

Antes damos las siguientes definiciones: Si V' y W son espacios de Banach, con normas
|- llv ¥ || - |lw respectivamente, el espacio

L(V,W):={T:V — W : T es lineal y continua}

con la norma:

T(v w
rvan = s O im0 e = sup [T
vevfovr |vllv o]l <1 l[ollv=1

1T

resulta ser un espacio de Banach. De hecho, ||T|z,v,w) es el minimo valor ¢ € R que satisface
que | T(v)||lw < c|jv||y para todo v € V. Si W = R escribimos

V* = L.(V,R)

y lo llamamos el dual (topolégico) de V.

Ademas, una funcion ¢ : V' — W es una isometria si:

[e(u) = c(@)lw = flu—vlly  Yu,veV
En el caso en que ¢ sea lineal y biyectiva diremos que es un isomorfismo isométrico.

Teorema 1.28 (Complemento ortogonal) Sea V' un subespacio vectorial cerrado de H.
Entonces:

(a) La proyeccion ortogonal py : H — V' es la uinica funcion lineal de H en' V' que cumple:

(a.1) py opy = py.
(a.2) kerpy = V4.
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(b) py es continua y ||pv | coavy < 1.
(¢) La funcion v - V & V+ — H dada por 1(w) := u + v es un isomorfismo lineal y una
wsometria.

Demostracion: (a) Sean uw,t € H y A, p € R. Entonces py(u),py(a) € V y se sigue
entonces que A\py (u) + ppy (@) € V. Notemos que:

(\u -+ pit) — (Apy () + ppy () = Muw = py () + i — py () € V.

Por tanto, de la unicidad de la proyecciéon ortogonal (ver Teorema 1.25) se sigue que
pv (A + pit) = Apy (u) + ppy ().

(a.1) Dado que para todo v € V, v —v = 0y € V+ entonces v = py(v) por el Teorema
1.25. En consecuencia, py (py(u)) = py(u) para todo u € H.

(a.2) Siv € kerpy entonces py(v) = 0. El Teorema 1.25 asegura entonces que v—py (v) =
v € V4. Inversamente, si v € V+ entonces (v,u) = 0 para todo u € V. Nuevamente, por el
Teorema 1.25 se sigue que v — py(v) € V+ por lo que (v — py(v),u) = 0 para todo u € V.
Por tanto,
(py(v),u) = (py(v) —v,u) + (v,u) =0 YueV
lo que establece que py(v) € VN VL. La Proposicién 1.20 asegura que py(v) = Og.

Si T : H — V es una funcién lineal que satisface (a.1) entonces, para todo u € H, se
cumple que T(u — T'(u)) = 0. Si ademés T satisface (a.2) entonces u — T'(u) € V+ y el
Teorema 1.25 asegura que T'(u) = py(u) lo que demuestra la unicidad.

(b) Como u = py(u) + (u—py(u)) y (pv(u),u — py(u)) = 0 para todo v € H. Aplicando
el Teorema 1.17 obtenemos:

lul* = Ipv (W + lu = pr(@)|* Vu€ H. (1.15)

Por tanto, ||py(u)| < ||u|| para todo u € H y esto implica que py es continua. Ademaés,
obtenemos que:

<1

Iovleny = _sup 12

ueH~{0g} |UH

(¢) La funcion ¢ : V & V1t — H dada por t(w) := u + v es claramente lineal y la funcion
j:H—VaeVtdadapor j(u) := (py(u)) + (u—py(u)) es su inverso. En efecto, el Teorema
1.25 asegura que j estd bien definida. Ahora, si w € V @ V* entonces existe tinicos u € V' y
v € V* tales que w = u + v y, por tanto,

(Jou)(w) =j(uw)) = jlutv) = (pv(u+0v)) + ((u+v) —py(u+tv)) =ut+v=uw.

Por otro lado, si u € H el Teorema 1.25 asegura que py(u) € V y u — py(u) € V+. Dado
que u = py(u) + (u — py(u)) vy py(u) es tnico, entonces u € V & V=+. En consecuencia,

(tog)(u) =u(j(u) = py(u) + (u—py(u)) = u.
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Por otro lado, sea w :=u+v € V @ V* entonces por el Teorema 1.17 y el Ejemplo 1.12
obtenemos:
le()[* = [lu+v]* = [lull* + [Jo]|* = [[wllvey-:-

En consecuencia, ¢ : V @& V+ — H es un isomorfismo isométrico. m

Corolario 1.29 Si V' un subespacio vectorial cerrado de H, entonces:

(a) py(u) + pyr(u) = u para todo u € H.
(b) V =(VH)*

Demostracion: (a) Sea v € H. El Teorema 1.28 asegura que u = py(u) + (u — py(u)).
Luego, como py (u) = u—(u—py(u)) y V C (V4)* entonces py (u) = u—(u—py(u)) € (V1)L
Por el Teorema 1.25 concluimos que u — py (u) = py+ (u). En consecuencia, u = py (u) + (u—
pv(u)) = py(u) 4+ pyo(u) como afirma el enunciado.

(b) Sea v € (V). El Teorema 1.28 implica que v = py1(v) + (v — py(v)). Del inciso
(a.2) del Teorema 1.28 se tiene que py1(v) = Og. Del inciso anterior concluimos que v =
v —pyi(v) =py(v) vy esto prueba que v € V. m

Notemos que, de manera general, para cualquier subespacio vectorial V' de H se tiene que
V = (V1) ysi V es denso en H entonces V+ = {0y}

Recordemos que para U subconjunto de V' con V espacio vectorial sobre R, denotamos
por lin(U) al subespacio vectorial de V' dado por:

lin(U) := {Zajvj ca;eR v, €U, me N}.
=1

Es decir, el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de U. No-
temos que lin(U) es el subespacio vectorial méas pequetio que contiene a U. En este trabajo
convenimos que lin(@) := {0y }.

Corolario 1.30 Para X cualquier subconjunto no vacio de H se tiene que:
(X5 =lin(X).
Demostracion: Dado que X C lin(X) entonces (lin(X))* c X*. Si v € X+ entonces

(v,z) = 0 para todo x € X. Seau:= Y ;" ox;con; € Ryz; € X paratodoi=1,...,m
y m € N. En consecuencia,

(x,u) = <x,Zaixi> = Zai(v,xi) =0,



22 1. ESPACIOS DE HILBERT

es decir, v € (lin(X))*+. Por tanto, X+ = (lin(X))* = (lin(X))*.

Asi pues, como lin(X) es un subespacio vectorial cerrado de H entonces (ver Corolario
1.29):

(X5)™ = ((lin(X))")* = lin(X)

como afirma el enunciado. =

1.3. El teorema de representacion de Fréchet-Riesz

Sea H = (H,(-,-),| - ||) un espacio de Hilbert sobre R. En esta seccién describiremos al
espacio dual del espacio de Hilbert H.

Proposicion 1.31 Para cada w € H la funcion T, : H — R dada por:
Tw(u) = <w7u>7 (116>
es lineal, continua y cumple que

1T

= ||w]|. (1.17)

Demostracion: Sea w € H. Es inmediato de las propiedades (PE1) y (PE2) de la Defini-
cion 1.1 que T, es lineal. Por otro lado, la Proposicion 1.6 asegura que Ty, es lineal. Siw = Oy
entonces la igualdad (1.17) se satisface trivialmente. Supongamos que w # 0g. Usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que:

wl|? T (w T (u wl|||u
P ] O O 13 SSN 1 [ T J
lwll el ™ wemomy el ™ wenjomy vl
por lo que ||w|| = ||Tw||m+. Esto concluye la prueba. =

Antes de probar el teorema de representacion de Fréchet-Riesz que nos brinda una des-
cripcion precisa del espacio dual de un espacio de Hilbert H requerimos el siguiente lema.

Lema 1.32 Sea H un espacio de Hilbert y T : H — R lineal no constante igual a cero.
Entonces son equivalentes:

(i) T es continua.

(i1) ker T :={u € H : T(u) =0} es un subespacio vectorial cerrado en H.

Demostracion: (i) = (ii) : Sea v € kerT. Existe una sucesion (vy) tal que vy € ker T
para todo kK € Ny vy — v en H. Usando la continuidad de T" T'(v) — T'(v) en R donde
T'(v) = 0 para todo k£ € N. Por tanto, v € ker T' y esto prueba que ker T' es cerrado.
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(1) = (i) : Supongamos que T no es continua. Existe vy € Sy(0y,1) := {u € H
|ul| = 1} tal que |T'(vg)| > k para cada k € N. Sea u € H tal que T'(u) # 0 y definamos
Uk = U — Fas T(u) € H para cada k € N. Es claro que T'(ux) = 0 para todo k € N por lo
que (uy) es una sucesion de elementos de ker Ty ux — u pues:

= M [T gy < M,

, . Uk
1 —ull =1 -1

Por tanto, u € kerT' pero T'(u) # 0 lo que demuestra que ker 7' no es cerrado. m

Notemos que en el lema anterior no usamos alguna caracteristica propia del espacio de
Hilbert mas que las propiedades de la norma. Por tanto, si en la hipétesis sustituimos al
espacio de Hilbert H por cualquier espacio vectorial normado, la demostraciéon es la misma.
Ademas, si T : H — R es la funciéon constante con valor 0 para toda u € H se sigue
trivialmente que es lineal, continua y ker 7' = H.

Teorema 1.33 (de representacion de Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de Hilbert y
T : H— R una funcion lineal continua. Entonces existe un unico w € H tal que:

T(u) = (w,u) = Ty(u) Vue H. (1.18)

Mdas ain, la funcion « : H — H* dada por v(w) = T, es un isomorfismo lineal y una
1sometria.

Demostracion: SeaT' € H* y denotemos por V' := kerT. Dado que T es lineal y continua,
el Lema 1.32 asegura que V' es un subespacio vectorial cerrado de H. Notemos que si V = H
entonces T'= 0y w = 0y por lo que (1.18) se satisface trivialmente. Asi pues, supongamos
que V # H. El Teorema 1.28 asegura que V+ # {0}. Escojamos wy € V* tal que |Jwo| = 1.
Entonces T'(wg) # 0 y definamos w := (T (wg))wy € H. En consecuencia,

T (0 ) = T0) ~ g T =0 Yue

T(u)
T (wo)

Por tanto, u — wy € V' y se sigue que:

= ————= (wp,wp) = T'(u) paratodo ue H.

Supongamos que existe w € H tal que cumple (1.18). Entonces (w — w, u) = 0 para todo
u € H y, en particular, para u = w — w. Por tanto, ||w — wl||*> = 0 lo que implica que w = w.
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Por otro lado,
tAwy + pws)(u) = (Awy + pws, u) = Mwy, u) + p{wg, u) = (Ae(wr) + pe(ws))(u)

para todo u € H. Por tanto, ¢ es lineal y es biyectiva por la discusion de la primera parte
de este teorema. La Proposicion 1.31 asegura que ¢ es una isometria. m

El teorema de representacion de Fréchet-Riesz afirma que el espacio dual de un espacio
de Hilbert se identifica con él mismo. Notemos que, dado un espacio de medida (2, S, 1) y el
espacio de Hilbert H = L?*(Q), el teorema anterior resulta ser el teorema de representacion
de Riesz (ver [13]).

Sea V' un espacio de Banach con norma || ||y-. Al espacio L.(V*,R) lo llamamos el espacio
bidual (topolégico) de V' y resulta ser un espacio de Banach. Decimos que V' es reflexivo
si y solo si para toda f € V** existe v € V tal que f(T) = T'(v) para toda T € V*. De
manera intuitiva, V' es reflexivo si se puede identificar bajo un isomorfismo isométrico con
su espacio bidual.

Una consecuencia intuitiva del teorema de Fréchet-Riesz es que todo espacio de Hilbert
H es reflexivo. En efecto, sea f € H**. El Teorema 1.33 asegura que la funcion ¢ : H — H*
es un isomorfismo lineal isométrico. Asi, la funcién fo¢: H — R es lineal y continua pues
|f((w)| < ||fllg=]|w| para todo w € H. El teorema de representacion de Fréchet-Riesz
asegura que existe v € H tal que f(t(u)) = (v, u) para todo u € H. Sea T' € H*, nuevamente
el teorema de representacion de Fréchet-Riesz implica que existe un tnico w € H tal que

T(u) = (w,u) = Ty(u) = t(w). Por tanto, T'(v) = (v, w) = T,(v) = f(T).

A continuacién damos una demostracion alterna al hecho de que todo espacio de Hilbert
es reflexivo.

Teorema 1.34 Sea H un espacio de Hilbert. Entonces H es uniformemente convezo.

Demostracion: Sean € > 0y u,v € H tales que ||u|, ||[v]| < 1y ||u—wv| > e. Aplicando la
identidad del paralelogramo (ver Teorema 1.4) obtenemos que:

2 2

u+v u—v 1 9 9
S = ) <
Por tanto,
u—+v 2§1_ u—v 1_5
2 4

y definiendo & := 1 — (1 — £)"/2 > 0 se sigue el resultado. m
Corolario 1.35 Sea H un espacio de Hilbert. Entonces H es reflezivo.

Demostracion: Es consecuencia del Teorema de Milman-Pettis (ver [13]) y del Teorema
1.34. =m
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1.4. Bases de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar (-, ).

Definicion 1.36 Un subconjunto O de un espacio de Hilbert H se llama un conjunto
ortogonal si
(u,v) =0 Vu,ve O, u#wv.

Si ademds ||u|| =1 para todo u € O, se dice que O es un conjunto ortonormal.

Lema 1.37 Si O es un conjunto ortonormal de H entonces O es linealmente independiente.

Demostracion: Sean k € N, e1,...,e, € O cone; # e; paratodai # jy aq,...a5 € R

tales que:
k
OH = Z Q; €j.
j=1

La Proposicion 1.16 asegura que (Og,e;) = 0 para toda i = 1,..., k. Por tanto,

k k
0= (0p,e) = <Z aje; e, > = Zaj<ej,ei) =q; paratoda i=1,... k.
j=1 j=1

En consecuencia, O es linealmente independiente. m

Una forma mas completa de expresar el lema anterior es la siguiente.

Lema 1.38 Sea Z conjunto no vacio y O ={e; : i € I} un subconjunto ortonormal de H.
St J C I es finito yu =73 ;. ;a;e; con oy € R para toda j € J entonces (u,e;) = o para
toda j € J y (u,e;) =0 para toda j € T\ J. Mds ain,

lul® = oyl

Demostracion: Notemos que (u,e;) = <Zj€j aje;, ei> =D jes @jlej, €) = a; para toda
i € J. Por otro lado, si i € 7\ J entonces i # j para toda j € J de modo que (e;,e;) =0
para toda j € J. En consecuencia, (u, e;) = 0.

Finalmente,
Jul|* = (u,u) = <§ ajej, ) :Oéz'ez'> => <§ ¥ <€j7€i>> => oyl
jeT eJ jeT ieJ

como afirma el enunciado. =
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Proposicion 1.39 Sea m € N arbitrario pero fijo, O = {e; : 1 < i < m} un subconjunto
ortonormal de H y u € H. Entonces el subespacio vectorial generado por O, lin(Q), es

cerrado en H y
m

plin(o)<u> = Z<Ua €i) €i-

=1

Demostracion: Sea v € lin(O). Existe una sucesion (vy) tal que v, € lin(O) para todo
k € Ny v, — ven H. Asf pues, para cada k € N, existen of, ..., o reales tales que
vp = Y aFe;. Como vy — v entonces (vy) es de Cauchy en H. Dado que para cada

j,k € N se tiene que v; — v, = S (o) — a¥) e;, aplicando el Lema 1.48 obtenemos:

; —

m
lo? —af? < Z la) — ¥ = |jv; — vg|® paratodo i=1,...,m.
i=1

En consecuencia, (o) es una sucesiéon de Cauchy en R y, por tanto, converge para todo

i=1,...,m . Sea a; := limy_o af para todo i = 1,...,m y definamos o = > ;" «a;e; €
lin(O). Entonces,

m m
lim [l — 9] < lm > (of —a) e <D lim [af — ayfle;]] = 0
k—o0 k—oo P P k—o0

por lo que necesariamente © = v y esto prueba que lin(Q) es cerrado en H.

Sea v :=Y"" (u,e;)e; € lin(O). Entonces, para todo j =1,...,m se tiene que:

(u—wv,e5) = (u,¢;) — <Z<U> €) €z‘>€j> = (ueg) = Y (ue)len ;) = (u,e5) = (u,e5) =0

i=1 =1

es decir, u — v € (lin(0))*. El Teorema 1.25 asegura que v = Plin(o) (u). m

Corolario 1.40 Sea m € N arbitrario pero fijo, O = {e; : 1 < i < m} un subconjunto
ortonormal de H yu € H. Siv =" (u,e;)e; entonces:

lul® = llu—ol> + ) [, e)* (1.19)
=1

En particular, se cumple la desigualdad de Bessel:

lull* > Z [u, ). (1.20)
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Demostracion: Sea V := lin(OQ). Por la Proposicion 1.39 se tiene que v = py(u) y, en
consecuencia u — v € V+. Es decir, u — v L v y aplicando el Teorema de Pitdgoras (ver
Teorema 1.17) junto con el Lema 1.38 obtenemos que:

m
2
lall® = lu— ol + [Jol]* = llu —v]* + Y [(u. e:)]

=1

como afirma el enunciado. =

Teorema 1.41 Sea X = {v; : k € N} un subconjunto ortogonal de H. Entonces, la serie
> e v converge en H siy solo siy o ||ugl* converge en R, en cuyo caso se tiene que:

n 2 n
>l = [lusl* (1.21)
k=1 k=1

Demostracion: Sea w, := Y ,_, v la sucesion de sumas parciales en H. Notemos que,
para m > n se tiene que:

m m m
||wm - wn”2 = <wm — Wn, Wy, — wn) = < Z Vg, Z Uk’> = Z ||’U/<3||2

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Sea e > 0. Si la sucesion (u,,) de sumas parciales u,, := Y _,_, ||vg||* converge en R entonces
es de Cauchy en R. Existe ky € N tal que:

n ko
= | = D Nkl =D llowl?
k=1 k=1

n

= Z Hvk||2 < 62, YV, u > k.
k=ko+1

En consecuencia,

n
lwn = wio 1> = > loll> <€ Yn > k.
k=ko+1

Esto prueba que la sucesion (w,) es de Cauchy en H y, por tanto, converge en H.

Inversamente, si (w,) converge en H entonces es de Cauchy en H. Dada ¢ > 0 existe
ko € N tal que:
|w, —wiy|| < Ve,  Vn > k.

Por tanto,

n
[ — gl = Y Nokl® = llwn — wio | <& V> ko
k=ko+1
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Es decir, (u,) es de Cauchy en R y esto implica que (u,) converge en R.

Finalmente, usando la continuidad de la norma y las propiedades del producto escalar
obtenemos:

o0 n
> P
k=1 k=1

como afirma el enunciado. m

2 2 n n n o0
= lim = lim () ok, > vp ) = lm > ol =D ol
n—oo n—oo —1 n—oo —1 —1

k=1

Teorema 1.42 Sea O = {e;, : k € N} un subconjunto ortonormal de H. Entonces,

u =

(u, er) e Vu € lin(O).

)
k=1

Demostracion: Sea u € lin(O). Para cada k € N definamos «y = (u,e;) y sea v =
Y pe g ex. Por la desigualdad de Bessel (ver Corolario 1.40) se tiene que:

n n
lfm > g el = Hm Y [(u,e)| < lm fJull®.
n—0o0 el n—o0o —1 n—o0

Es decir, la serie Y oo | [loy ex||* converge en Ry, el Teorema 1.41 asegura que la serie
Y re, a eg converge en H. Por tanto, v € lin(O) (ver Proposicion 1.39). En consecuencia,
usando la continuidad del producto escalar obtenemos:

(v,e;) = nh_)rrolo <Z Qg ek,ej> = (u, €j)
k=1
por lo que v—u L e; para todo j € Ny, por tanto, v—u € (lin(O))*. Dado que v—u € lin(O)

concluimos que v — u = Og y esto prueba el resultado. m

Definicion 1.43 Un subconjunto B de H se llama una base de Hilbert si es ortonormal
y lin(B) es denso en H, es decir, H = lin(B).

En general, el conjunto lin(B) puede no coincidir con el espacio de Hilbert H como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.44 Sea €;, := (e ;) la sucesion cuyos términos son ex =1 ye,,; =0 si k # j.
Entonces B := {é; : k € N} es una base de Hilbert de lo(R) (ver Ejemplo 1.11).
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Demostracion: Es claro que B es un subconjunto ortonormal de f3(R). Dado que los
elementos de lin(B) son combinaciones lineales finitas de B entonces

lin(B) = {(zx) € (2(R) : existe ko € N tal que 25 =0 Vk > ko} .

En consecuencia lin(B) # f3(R). Finalmente, sea T = (z;) € l3(R). Si denotamos por Zy,
a la sucesion cuyos términos son Ty ; = x; si j < ky Ty, := 0si j > k entonces 7, € lin(B)
para todo k € Ny T — Z en /5(R). m

A continuacion demostraremos que para todo espacio de Hilbert separable existe una base
de Hilbert. Antes, requerimos el siguiente lema.

Lema 1.45 (Ortonormalizacion de Gram-Schmidt) Sea X = {v; : k € N} un sub-
conjunto linealmente independiente de H, es decir, para todo m € N y para o, ...,q,, € R
se cumple que:

a1+ Uy + ... F v, =0y <= o =ay=---=aq,, =0.
Entonces eziste un subconjunto ortonormal O de H tal que lin(O) = lin(X).

Demostracion: Fijemos k € Ny sea Xy, := {v1, ..., v} subconjunto linealmente indepen-
diente de H. Procedamos por induccién sobre k.

PAsO BASE: Si k = 1 entonces X} = {v;} con v; # 0. Definiendo e; := ”Zﬁ es claro que
O, := {e1} es ortonormal y lin(O;) = lin(A}).
PAsO INDUCTIVO: Supongamos que para Xj—1 = {vy,...,v1} existe O3 =

{e1,...,ex_1} subconjunto ortonormal de H tal que lin(Oy_1) = lin(Xy_1). Sea X =
{vr} U X_1 linealmente independiente.

Definamos wy, := vi, — Zi:ll (v, e;)e;. Dado que X, es linealmente idependiente entonces
wy # Oy. Asi pues, definiendo e := H:Z_:H es claro que |lex]| = 1 y para j # k con j =
1,...,k — 1 se tiene que:

1 1 k—1
<€k,€j> R TITE <wk, €j> = m <Uk - <Uiaei>€i>€j>

= T [“”“’e” "2 b iena) ]
= ||1jk|| [(vk, e5) — (vk, €5) (5, ;)] = m [(ve, €5) — (vk, €5)] = 0.

Por tanto, Oy = {e1,...,€ex_1, e} es un subconjunto ortonormal de H.
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Por otro lado, como por hipotesis lin(Og_1) = lin(Xy_1), si v € lin(Ok) entonces v =
Z?Zl ajej para aq,...,q € R. Asi,

k k—1 a
k

U:ZQjej:ZOéjej+Odk€k Zajej m <Uk,€j>€j+mvk.
j=1 i=1 g g

j=1

lo que implica que v € lin(By). Inversamente, si u € lin(X}) entonces u = Zj’;l B, v; para
B1, ..., Br € R. Por tanto,

k k-1
U—Zﬁj% Zﬂgvg-i‘ﬁkvk—Zﬂg@g kwk+5k2<vk,€j>€
Jj=1 j=1
k-1 k-1
= Bie; — Bellwillex + B > _(vk, €5)e;, € lin(O).
j=1 j=1

Esto concluye la demostracion. m

Teorema 1.46 Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces existe B una base de
Hilbert de H.

Demostracion: Dado que H es separable, existe una sucesion (Vj) creciente de subespacios
vectoriales de H tal que H = U2 |V, y dim(V},) = k para todo k € N (estamos suponiendo
que Vi # {0y} para todo k € N). En consecuencia, para cada k € N existe B, = {vq,..., v}
subconjunto linealmente independiente en H tal que lin(B) = V.

Sea 1 := vy € By. Sea x5 € V5 N lin(B;) tal que {x1, 25} es linealmente independiente.
Continuando de este modo obtenemos, para cada k € N, un z; € Vi \ lin(By_1) tal que
{z1,..., 2} es linealmente independiente. Por tanto, X := {z; : k € N} es un subconjunto
linealmente independiente de H y por el lema de ortonormalizacion de Gram-Schmidt (ver
Lema 1.46) existe O un subconjunto ortonormal de H tal que lin(O) = lin(X).

Si v € U2, Vi entonces existe kg € N tal que z € lin(By,) C lin(X'). Asi pues, U2, Vi C
lin(O) y dado que U2,V es denso en H concluimos que lin(O) es denso en H. Por tanto,
O es una base de Hilbert de H. m

Una forma de caracterizar a una base numerable de Hilbert es la siguiente.

Teorema 1.47 Sea H un espacio de Hilbert separable y B := {ej : k € N} un subconjunto
ortonormal de H. Las siquientes propiedades son equivalentes:

(i) B es una base de Hilbert.
(i1) Para todo w € H se tiene que:

u=Y (u e (1.22)
k=1
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(i1i) Para todo w € H se cumple la formula de Parseval:
lul® = [{u, e . (1.23)
k=1

Demostracion: (i) = (i1) : Sea u € H y ¢ > 0. Dado que B es base entonces lin(B) es
denso en H. Es decir, existe v € lin(B) tal que |ju — v|| < e.

Por otro lado, la Proposicion 1.39 asegura que phn(B)(u) = o (u, ex) ex de modo que
U — py; u)|| = inf ||lu—w|.
= P 01 = ot fu =]

En consecuencia, ||u — plin(zs)(u) | < |lu—v]| < ey esto prueba el resultado.

(i1) = (iii) : Sea u € H. Para cada ¢ > 0 existe ky € N tal que

n

U — Z(u, er) ek

k=1

<\/g Vn > k.

Sea B,, := {ex : 1 <k < m} paracadam € N. Es claro que lin(8,,) C lin(B,,+1) C lin(B)
para cada m € N. Asi pues, sea n > ko entonces v, := > ., (u, ex) ex € lin(B,). Aplicando
el Corolario 1.40 concluimos que

n
lal? = 3" e = llu—va> <& V> k.
k=1

(17i) = (i) : Seau € H y € > 0. Por hipotesis existe ky € N tal que

|’uH2_Z’<u7€k>’2< \/g anko
k=1

Definiendo v, := Y ;_, (u, ex) e € lin(BB,,) es claro que v, € lin(B) y se tiene que:

n

lu—val* = ull* = (u,ex) e <vVE  Vn >k

k=1

Por tanto, lin(B) es denso en H lo que implica que B es una base de Hilbert. m

Ahora probaremos que todo espacio de Hilbert separable es isométricamente isomorfo al
espacio lo(R).
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Teorema 1.48 Sea H un espacio de Hilbert separable y B := {ex : k € N} una base de
Hilbert de H. La funcion © : H — {5(R) dada por:

O(u) = ((u, ex)) (1.24)

es un isomorfismo. Mds ain, ||O(u)|s,®) = ||u|| para todo u € H.

Demostracion: Es inmediato de las propiedades del producto escalar que © es lineal. Por
la formula de Parseval (ver Teorema 1.47) tenemos que:

1/2
10(u)]ezm) = (Z! U, ey ) =|u| VYueH

lo que implica que © es continua en H y una isometria.

Dado que © es una isometria, entonces ©(H) es un subespacio cerrado de f2(R). Sea
Op 1= (0k,;) la sucesion en f5(R) cuyos términos son 0, = 1y dx; = 0 si k& # j. Entonces,
O(e;) = ((ej,ex)) = §; para todo j € N. Sea T € l5(R). El Ejemplo 1.44 asegura que para
e > 0 dada existe ko € N tal que ||Z — 0y, || = ||7 — O(ex,)|| < €. Es decir, ©(H) es subespacio
cerrado denso de l5(R) por lo que necesariamente ©(H) = (3(R). Esto prueba que © es
suprayectiva y, por tanto, un isomorfismo pues es ademas una isometria.

Finalmente, para cualesquiera 7, j € N se tiene que:

. 0 sij#1,
(O(e5), 0(€:)) ) = (05, 0i) o) = { 1 sij i . = (ej,€;).

Dado que O es lineal, entonces (O(u), ©(v)) para cualesquiera u,v € lin(B). Y, como O
es continua entonces (O (u), ©(v)) para cualesquiera u,v € lin(B) = H. Es decir, la funcion
© preserva el producto escalar. m

Notemos que, si H es un espacio de Hilbert separable y B = {e : k € N} es una base de
Hilbert de H, entonces para cualesquiera u,v € H el teorema anterior asegura que:

o0

(1, v) = (O(u), O(V))iym) = Y _(u,ex) (v, ex). (1.25)

k=1

Finalizamos esta seccién con una definiciéon importante que se involucra en otras ramas
del Analisis Matematico tales como el Anélisis de Fourier.

Definicion 1.49 Sea H un espacio de Hilbert separable y B = {e : k € N} es una base de
Hilbert de H. Para cada uw € H, la serie:

u = Z(u, ek) ek (1.26)

k=1
se llama serie de Fourier de u relativa a B. Los elementos de la sucesion ((u,ey)) en
l5(R) se llaman coeficientes de Fourier de u relativos a B.
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Finalizamos este capitulo con un resultado analogo al teorema de representacion de
Fréchet-Riesz para una forma bilineal a : H x H — R continua.

Definicion 1.50 Sea V' un espacio vectorial sobre R. Una funcion a:V xV — R se llama
forma bilineal si verifica las siguientes propiedades:

(a) a(vy + ve,w) = a(vy,w) + a(ve, w) para cualesquiera vy, v, w € V.

(b) a(v,wy + wy) = a(v,wr) + a(v,ws) para cualesquiera v, wy,ws € V.
(
(

(c) a

(d) a(v, pw) para cualesquiera v,w € V y u € R.

v, w) para cualesquiera v,w € V y X € R.

Decimos que a es continua si existe ¢ € R tal que |a(v,w)| < c||v]| ||w]| para cualesquiera
v,we V.

Por ejemplo, un producto escalar (-, -) es una forma bilineal.

Teorema 1.51 (de representacion de Fréchet-Riesz para formas bilineales) Sea
a: Hx H — R una forma bilineal continua. Entonces, existe una unica funcion V : H — H
lineal y continua tal que:

a(u,v) = (¥(u),v) Vu,ve H. (1.27)

Demostracion: Fijemos u € H. Definamos la funcién @ : H — R como a(v) := a(u,v) la
cual es claramente lineal y continua. El Teorema 1.33 asegura que existe un tnico w € H
(que depende de u) tal que:

a(v) = (w,v) Vv e H. (1.28)
Definiendo ¥ : H — H como V¥(u) := w se tiene de (1.28) que:

a(v) = a(u,v) = (¥(u),v) Vu,ve H.

Ademés, para cualesquiera uy,us € H y A\, u € R se tiene que:
(W(Auy + pus),v) = a(Aug + pug, v)
= Aa(ug,v) + pa(ug,v)
= MU(ur),v) + p(¥(u2), v)
= (AU(uy) + p¥(uz), v)

para todo v € H. En consecuencia, ¥(Au; + pus) = AV(uy) + p¥(usz) lo que implica que W
es lineal. Aplicando la continuidad de a : H x H — R se tiene que

1 ()[F = K@ (), ¥(w)] = la(u, ©(u)| < cllullg |¥(@lz  YueH
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lo que implica que ¥ es continua en H.
Supongamos que existe W : H — H tal que cumple (1.27). Entonces, (¥ (u)—¥(u),v) = 0

para todo v € H y, por tanto, ¥(u)—¥(u) = Oy para todo u € H lo que establece la unicidad.

Esto concluye la demostracion. m



Capitulo 2

Mensurabilidad en espacios de Hilbert

Sea H = (H,(-,")m, || - ||[z) un espacio de Hilbert sobre R. La norma de este espacio
induce una topologia a través de los subconjuntos abiertos y, por tanto, es posible definir
la o-algebra de Borel en H denotada por B(H). De este modo, consideramos a (H,B(H))
un espacio medible. Asi pues, si (€2, S, 1) es un espacio de medida arbitrario nos es posible
considerar funciones de la forma f : 2 — H. En este capitulo introduciremos nuevas nociones
de mensurabilidad de una funcién llamadas mensurabilidad fuerte y mensurabilidad débil,
que, a diferencia de la mensurabilidad usual, tienen la propiedad de trabajar con criterios
de convergencia de sucesiones de funciones. La mensurabilidad fuerte se abarcara desde
dos criterios, con respecto de un espacio medible y con respecto de un espacio de medida.
Estudiaremos, a través de los teoremas de mensurabilidad de Pettis, los criterios bajo los
cuales estos dos conceptos son equivalentes.

El concepto de mensurabilidad fuerte con respecto de un espacio de medida es muy tutil
pues nos permitirda extender el concepto de integral para funciones que toman valores en
un espacio de Banach. En 1933, el matemético Salomon Bochner introdujo un concepto
de integral para funciones definidas en un espacio de medida y con valores en un espacio
normado. Este nuevo concepto de integral lleva por nombre integral de Bochner. La integral
de Bochner es una generalizacion de la integral de Lebesgue, estudiada en el capitulo anterior,
en el contexto de los espacios de normados y en este trabajo en particular en espacios de
Banach. Algunas propiedades de la integral de Lebesgue tales como la linealidad se extienden
naturalmente a la integral de Bochner al ser definida en un espacio de Banach que tiene la
estructura algebraica de un espacio vectorial. El punto de partida para definir la integral de
Bochner de una funciéon fuertemente medible seré analogo al caso de la integral de Lebesgue,
comenzando en aquellas funciones que toman solamente una cantidad finita de elementos
en un espacio de Hilbert H. El hecho de que H sea de Banach permitira usar el criterio de
convergencia de Cauchy para considerar el limite de integrales de estas funciones.

El criterio de integrabilidad de Lebesgue-Bochner nos permitirda caracterizar aquellas
funciones que son Bochner-integrables a través del estudio de sus funciones normas y que se

35
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reducen a los criterios establecidos con respecto de las funciones Lebesgue-integrables. Este
nos permitird ademés dar un cota, en norma, del valor de la integral de Bochner que en
muchos casos resulta sumamente complejo calcular.

Finalmente, extendemos el concepto de los espacios de Lebesgue ahora para clases de
equivalencia de funciones f : €2 — H que resultan ser fuertemente medibles, a tales es-
pacios los llamaremos espacios de Lebesque-Bochner. Demostraremos que los espacios de
Lebesgue-Bochner LP(£2; H) son de Banach. Estos conceptos nos permitiran dar una nocion
de esperanza para variables aleatorias con valores en un espacio de Banach como veremos
en proximos capitulos.

La teoria dada en este capitulo esté basada principalmente en [1], [2], [6], [24], [25], [50],
[79] v [87].

2.1. Funciones medibles en espacios de Hilbert

Yu, | - ||g) un espacio de Hilbert sobre R y consideremos a su espacio

Sea H = (H, (.,
:H — R : 9 es lineal y continua}.

dual H* := {

2.1.1. Mensurabilidad fuerte

Sea (€2, S) un espacio medible. Dado que H es un espacio normado, entonces es posible
considerar la o-algebra de Borel B(H) de H. En este capitulo diremos que una funcion

¢:Q — H es S-medible si ¢7'(H) € S para todo B € B(H).

Para no generar confusion, a las funciones ¢ : QO — R medibles relativas a S y B(R) las
llamaremos simplemente funciones medibles.

Observemos que, si ¢ : H — R es continua entonces ¢~1(I) € B(H) para todo subconjunto
abierto I de R. Por tanto, ¢ : H — R es medible.

Ademas, si ¢ : 2 — H es S-medible y ¢ : H — R es medible, entonces po ¢ : {2 — R es
medible. En efecto, si I € B(R) entonces:

(pop) () =¢ ' (¢7'(I) €S

pues ¢~ (1) € B(H).

En esta seccion damos distintas definiciones con respecto de la medibilidad de una funcién
f 2 — H en un espacio medible y estudiamos las relaciones que existen entre ellas.

Definicion 2.1 Una funcion s : Q0 — H es S-simple si existen elementos distintos
v1,...,on € H, los subconjuntos disjuntos a pares A; := s ({v1}),..., Ay := s ' ({vn})
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pertenecen a S y son tales que:

N
s(z) = Zvj 1,(7) (2.1)
j=1
en donde 14, denota la funcion indicadora del subconjunto Aj;.

Definiciéon 2.2 Una funcion f :  — H es fuertemente S-medible si, existe una sucesion
de funciones S-simples sy, : Q@ — H tal que (sg) converge puntualmente a f en Q.

Definicion 2.3 Una funcion f: Q — H es débilmente S-medible si, para cada ¢ € H*,
la funcion o f: Q — R es medible.

El siguiente resultado, debido a James Pettis, brinda algunas condiciones para relacionar
la S-medibilidad fuerte y débil. Antes de enunciarlo requerimos de la siguiente definicion.

Definicion 2.4 Sea S un conjunto no vacio. Una funcion f: S — H es separablemente
valuada si, eziste un subespacio vectorial cerrado y separable W de H tal que f(z) € W
para cada z € S.

Sea V= (V,|| - ||v) un espacio de Banach sobre R. El teorema de extensiéon de Hahn-
Banach permite concluir que, para cada v € V

[ollv = sup {[T'(v)] : T e V" y [T

ve < 1}, (2.2)

Si U un subconjunto no vacio de V' y © un subespacio vectorial de V*, decimos que © es
normado para U si, para cada u € U se tiene que:

[ully = sup{|T(uw)] : T €O y |T]

ve <1}, (2.3)

En el caso en que © sea normado para V' diremos simplemente que © es normado. De
este modo, si W es un subespacio vectorial separable de V' y © es normado para W, entonces
existe una sucesion () de elementos de © tal que {J; : k € N} es normado para W'y
|9%||v+ = 1 para cada k € N (ver [87]).

Teorema 2.5 (de mensurabilidad de Pettis, primera version) Sean (2,S) un espa-
cio medible, © un subespacio vectorial de H* que es normado para H y f : Q@ — H una
funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f:Q — H es fuertemente S-medible.
(i) f:Q — H es separablemente valuada y débilmente S-medible.
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(iii) f:Q — H es separablemente valuada y 9o f:Q — R es medible para cada ¥ € O.

Demostracion: (i) = (ii) : Si f: Q — H es fuertemente S-medible, entonces existe una
sucesion (sg) de funciones S-simples tal que s, — f puntualmente en (.

Sea 1) € H*. Es claro que v : H — R es medible pues es continua. Ademas, 1(sg) — ¥(f)
puntualmente en 2 en donde ¥ o s, : 2 — R es medible para todo £ € N. Por tanto,
Yo f: € — R es medible pues es limite puntual de una sucesiéon de funciones medibles.

En consecuencia, f es débilmente S-medible.

Es claro por definicion de funcion S-simple que si(§2) es finito para cada k € N. Asi
pues, € = U, 5,(Q2) es, a lo mas, numerable. Definiendo W := lin(€) es claro que W es
un subespacio vectorial cerrado y separable de H. Ademas, como sg(z) — f(z) para cada
r € Q, entonces f(r) € € C W para cada €  lo que prueba que f es separablemente
valuada.

(17) = (i7i) : Es inmediato del hecho que © es subespacio vectorial de H*.

(17i) = (i) : Dado que f es separablemente valuada entonces existe un subespacio vectorial
cerrado y separable W de H tal que f(x) € W para cada = € €. Es claro que © es normado
para W de modo que existe una sucesion (J;) en O tal que ||9¢||z+ = 1y tal que es normada
para W. Es decir,

| f(x)|a =sup|V(f(2))] Ve
keN
Para cada w € W arbitrario pero fijo, definamos ¢,, : 2 — R como:

Gu () = |[f(2) —wllu = sup |9 (f(x) = w)]. (2.4)

Por hipoétesis, concluimos que ¢,, es una funciéon medible.

Sea {wy : k € N} un subconjunto denso de W. Para cada w € W y k € N, sea
k* = k*(k, ) el menor entero en {1,...,k} tal que:

[w = wee|[g = min [jw — w; ||z
1<j<k

Definamos la sucesion de funciones ¢, : H — {wy, ..., w;} como:

) wpe siveW,
Ck(v>'_{0 siveg W.

Es inmediato de la densidad de {wy : k € N} en W que (,(w) — w para cada w € W.
Definimos, por tanto, la sucesiéon de funciones s; : 2 — H como:

se(x) == (G o f)().
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Es claro que s, toma solo una cantidad finita de valores en H para cada k£ € N y
sk(z) = G(f(z)) — f(z) para cada x € Q. Asi pues, probemos que s; es S-medible.

Fijemos k£ € N. Entonces, para cada 1 < ¢ < k se tiene que:

{reQ: si(r) =w} ={reQ: [|f(z) —wlns = mn |[f(z)—wa} N

1<j<k
{—1
(V{z €Q: 1f(@) = wnllu > [If(z) - wel|u}
={r €Q: du,(r) = min |[f(z) —wllz} N

1<j<k
-1
N{z€Q: ¢u,.(2) > du,(2)} €S
m=1

pues ¢, es medible para cadam =1,... /.
Por tanto, f es fuertemente S-medible. m

Observemos que en la demostracion del Teorema 2.5 probamos que la imagen de una
funcion f : Q@ — H que es limite puntual de una sucesion de funciones S-simples queda
contenida en un subespacio vectorial cerrado y separable de H (ver [2]).

Corolario 2.6 Si f, : Q@ — H es fuertemente S-medible para todo k € N y (fi) converge
puntualmente a [ en ), entonces f: ) — H es fuertemente S-medible.

Demostracion: El Teorema 2.5 asegura que f es separablemente valuada para todo k£ € N.
Asi pues, para todo k € N, existe W}, subconjunto numerable de H tal que fi(z) € lin(Wy).
Definiendo W := U2, W}, es claro que es un subconjunto numerable de V' y que f(z) € w
para todo = € Q pues fr — f puntualmente en €. El conjunto lin(WW) es un subespacio
vectorial cerrado y separable de H pues W es total en él y f(z) € W C lin(W) para todo
x € Q). Es decir, f es separablmente valuada.

Por otra parte, sea v € H*. Dado que fi es débilmente S-medible entonces vo f, : H — R
es medible para todo k € N. Como fy(z) — f(z) para todox € Qy ¢ : H — R es continua,
entonces Y(fx(z)) — ¥(f(x)) para todo z € Q. Asi pues, ¥ o f : 2 — R es medible por ser
el limite puntual de funciones medibles. En consecuencia, f es débilmente S-medible.

Por tanto, f es fuertemente S-medible. m

Corolario 2.7 Sean H y K dos espacios de Hilbert, f : Q — H una funcion fuertemente
S-medible y ¢ : H — K una funcion continua. Entonces, ¢ o f : Q — K es fuertemente
S-medible

Demostracion: Sea s : 2 — H sucesion de funciones S-simples tales que s, — f pun-
tualmente en 2. Como ¢ : H — K es continua entonces ¢ o s — ¢ o f puntualmente en ).
El Corolario 2.6 asegura que ¢ o f es fuertemente S-medible. m



40 2. MENSURABILIDAD EN ESPACIOS DE HILBERT

Lema 2.8 Si f, : Q — H es S-medible para todo k € N y (fy) converge puntualmente a f
en (), entonces f : 0 — H es S-medible.

Demostracion: Sea K un subconjunto cerrado no vacio de H y consideremos p(v) :=
inf,ex [|[v — 2| g para cada v € H.

Definamos, para cada j € N, el subconjunto U; := {v € H : p(v) < %} Observemos
que, U; es abierto en H para todo j € N. Ademés, como K es cerrado en H, entonces
K={veH: p(v)=0}=nxUj.

Supongamos que z € f~1(K), es decir, f(z) € K. Como fy(x) — f(x), entonces para
cada j € N, existe £ = {(z,7) € N tal que:

1 fi(@) = f(@)]lmr < 5 V>0

Dado que f(z) € K, entonces:

inf [[fe(@) = zllu < (@) = f@)ln <5 VE2L

: 00 oo co -1
En consecuencia, x € N2, U, M2, f,. (Uj).

Inversamente: si © € N2, UZ, M, f, ' (U;), entonces para cada j € N dada, existe
¢ € N tal que fi(z) € U; para todo k > (. Asf pues, limy,o fr(z) = f(2) € U, para todo
j € N, es decir, f(z) € N2,U,. Observemos que, U;y; C U; para todo j € N. Entonces,
f(x) € N2,U; = K lo que implica que z € f~'(K).

Por tanto,
[ olENNe SlNe o}

E)=UNA W) es

j=10=1k=¢t
lo que prueba que f es S-medible. m

Observemos que en la demostracion del Lema 2.8 usamos tnicamente propiedades de la
distancia dada por la norma en V. Asi, si en la hipotesis de este consideramos una sucesion
de funciones S-medibles fi : @ — X en donde X es un espacio métrico y B(X) es la o-
algebra de Borel en él, el resultado sigue siendo valido. Invitamos al lector a consultar, por
ejemplo, |2] para una prueba detallada de esta afirmacion.

Lema 2.9 Supongamos que H es un espacio de Hilbert separable y totalmente acotado. FEn-
tonces, f : Q0 — H es S-medible si y solo si es el limite uniforme de una sucesion de funciones
S-simples.

Demostracion: <) : Es el Lema 2.8 pues si (f;) converge uniformemente a f, entonces
(fx) converge puntualmente a f.
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=) : Supongamos que f : ) — H es S-medible y sea ¢ > 0 dada. Como H es totalmente
acotado, existen vy, ..., vy € H (que dependen de ¢) tales que:

H = By(vi,e) U---U Bg(vn, €).

Definamos Ay := By(vi,e) vy A; = Bu(v;,e) ~ U{;;llBH(vk,g) para todo 1 < 7 < N.
Es claro que A; € B(H) para todo j = 1,..., N y son mutumaente disjuntos tales que
UM A; = H. Asi pues, Q = UL, f71(A;) en donde f~'(A4;) € S para todo j =1,..., Ny
son mutuamente disjuntos.

Definiendo s, : 2 — R como:

N
Se(x) == Zvj Ly-14,)(2),
j=1
es claro que s, es una funcion S-simple. Ademaés, para = € ), existe jo € {1,..., N} tal que

x € f~1(Aj) v, por tanto,
|se(x) — f(@)||m = lJvjy — f(@)|lu <e.

Esto prueba que f puede verse como el limite uniforme de funciones S-simples. =

Observacion 2.10 Sea H = (H, || - ||g) un espacio de Banach separable y sea f : Q — H
funcion S-medible. El Teorema de metrizacion de Uryshon asequra que existe una norma
|- 115 equivalente a || - ||g y tal que (H,|| - ||5;) es separable y totalmente acotado. Ast, por el
Lema 2.9 existe una sucesion (fx) de funciones S-simples tales que:

Jim | fi(2) = f(@)[p =0 Vae
Eziste ademds k > 0 tal que k||v||g < ||v||}; para todo v € H. Por tanto,

/i) = F@)ln < i) = f@)l Veen VEEN,

y esto prueba que fip(x) — f(x) en (H,|| - ||g) para todo x € Q. Es decir, f es S-medible si
y solo si es el limite puntual de una sucesion de funciones S-simples.

Teorema 2.11 Sea f : Q) — H una funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es fuertemente S-medible.

(ii) f es separablemente valuada y S-medible.
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Demostracion: (i) = (ii) : El Teorema 2.5 asegura que f es separablemente valuada.
Sea U un subconjunto abierto de H y (si) sucesion de funciones S-simples tal que s — f
puntualmente en €). Los Lemas 2.8 y 2.9 junto con la Observacion 2.10 implican que f es
S-medible.

(77) = (i) : Por hipotesis f es separablemente valuada. Ahora bien, como f : Q — H es
S-medible, entonces ¢ o f : 2 — R es medible para toda 1 € H*. Es decir, f es débilmente
S-medible. El Teorema 2.5 asegura que f es fuertemente S-medible. m

Observacion 2.12 Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces toda funcion f : € —
H es separablemente valuada. Asi pues, el Teorema 2.8 implica que, f es S-medible si y solo
si f es fuertemente S-medible.

2.1.2. Mensurabilidad fuerte con respecto de una medida

En esta seccion extendemos los conceptos de la mensurabilidad de una funciéon f: 2 — H
con respecto de un espacio de medida y estudiamos las relaciones que existen entre estos
nuevos conceptos y los dados en el apartado anterior.

Sea (€2, S, ;1) un espacio de medida.

Definicion 2.13 Una funcion s : 2 — H es p-simple si existen elementos distintos
vy,...,0n € H, los subconjuntos Ay := s7*({v1}),..., An = s '({uy}) disjuntos a pares
pertenecen a S, son todos de medida finita y son tales que:

s(x) = Z’Uj 1a,() (2.5)

en donde 1,4, denota la funcion indicadora del subconjunto Aj;.

Notemos que esta nocion es mas fuerte que la de funcion S-simple, es decir, si s: 2 — H
es una funciéon p-simple, entonces s : {2 — H es S-simple. El reciproco no es cierto en general,
a menos que el espacio sea de medida finita.

Definicion 2.14 Una funcion f : Q) — H es fuertemente p-medible si, existe una suce-
sion de funciones p-simples s : @ — H vy existe un subconjunto N € § con u(N) = 0 tal
que (sx) converge puntualmente a f en Q~ N.

Definicion 2.15 Una funcion f : Q2 — H es pu-separablemente valuada si, existen un
subespacio vectorial cerrado y separable W de H y N € S con u(N) = 0 tales que f(x) € W
para cada x € . N.
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Teorema 2.16 (de Mensurabilidad de Pettis, segunda version) Sean (2, S, ) un
espacio de medida o-finita y f : Q@ — H wuna funcion. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) f:Q — H es fuertemente p-medible.
(i) f:Q — H es p-separablemente valuada y débilmente S-medible.

Demostracion: La demostracion es, en esencia, similar a la dada en el Teorema 2.5. Invi-
tamos al lector a consultar, por ejemplo, [50] para los detalles. =

Si el espacio de Hilbert H es separable, el Teorema 2.16 implica que una funciéon f : Q2 —
H es fuertemente p-medible si y solo si f es débilmente S-medible.

Definicion 2.17 Para f : Q — H dada, definimos la funcion norma de f, denotada por
| fllz - 2 = R, como:

[l (@) == (- Ml o F) () = 1 f (@)]]ar-

Proposicion 2.18 Si f : Q — H es fuertemente p-medible, entonces la funcion norma de
f es fuertemente p-medible.

Demostracion: Dado que f es fuertemente p-medible, entonces existen una sucesion (sy)
de funciones p-simples y N € S con p(N) tales que:

kh'm lsk(z) = f(2)|lg =0 VaeQ~N.
—00

Aplicando propiedades de norma obtenemos que:
lIse(@)llz = 1 (@) el < lse(z) = f(@)la YVoeQNN.

Tomando el limite cuando k& — oo concluimos que ||si(x)||x — ||f(z)||z para todo
re€QNN. n

En lo que resta examinaremos, bajo que condiciones, las nociones de medibilidad fuerte
de una funcién dadas en la Definicion 2.2 y Definicion 2.14 son equivalentes.

Teorema 2.19 (Mensurabilidad de Pettis) Sea (2, S, 1) espacio de medida o-finita y
f:Q — H una funcion. Entonces, f es fuertemente u-medible si y sélo si

(a) f es S-medible.

(b) f es p-separablemente valuada.
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Demostracion: =) : Supongamos que f es fuertemente p-medible. Existe una sucesion
(sr) de funciones p-simples y N € S con u(N) tales que:

sp(x) = f(xr) VreQ~N.

Asi pues, existe un subespacio vectorial cerrado y separable W de H tal que (ver Teorema
25) fANN) ={f(x) € H : x € Q~ N} C W. En consecuencia, f es p-separablemente
valuada.

Por otra parte, como f : 0\~ N — W es el limite puntual de una sucesiéon de funciones
p-simples y, por tanto, S-simples, el Lema 2.8 implica que f es S-medible.

<) : Existen N € § con p(N) = 0 y W subespacio vectorial cerrado y separable de H
tal que f(ANN)={f(z) eV : 2 € QN N} CW.

El Lema 2.9 y la Observacion 2.10 implican que f : 2~ N — W es el limite puntual de
una sucesion de funciones s, : Q@ N N — W que son S-simples.

Dado que (€2, S, i) es o-finito, existe una sucesion creciente (€2;) de elementos de S tal
que Q = U2 Q% v u(Qx) < oo para todo k& € N. Definamos, por tanto, la sucesion de
funciones §i : . ~ N — W como sigue:

Sea k € N. Como sj, es S-simple, entonces existen v}, ..., v% € W distintos y subconjuntos

Ab o Ak € 8 mutuamente disjuntos tales que:

sk(x) = va 1 k().

J=1

Por tanto,
N
Si(x) = sp(x) - 1o, (x) = va 1A§m9k($)-
j=1

en donde p(A% N Q) < p(Q) < oo para todo j =1,...,N.

En consecuencia, §; : Q@ N N — W es una funcién p-simple para todo k € N y se sigue
que:

lim §(z) = lim si(x) - lim 1o, = lm sg(z) = fu(zr) Ve QN N.
k—o00 k—o00 k—00 k—o00

Esto prueba que f es fuertemente py-medible. m

Notemos que en la demostraciéon anterior, la hipotesis de que el espacio de medida sea o-
finito no es necesaria para el hecho de que toda funciéon fuertemente p-medible es S-medible.

Repasando la demostracion del Teorema 2.19, vemos que hemos probado lo siguiente.
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Proposicion 2.20 Si (2,8, 1) es un espacio de medida o-finita, entonces toda funcion f :
Q) — H fuertemente S-medible es fuertemente p-medible.

Demostracion: Como f es fuertemente S-medible, existe una sucesion (s;) de funciones
S-simples tales que si(z) — fi(z).

Dado que (2, S, i) es o-finito, existe una sucesion creciente (€2;) en S tal que Q = U2,
y 1(£2) < oo para todo k € N. Siguiendo la demostracion del Teorema 2.19, concluimos que
la sucesion de funciones 5 : Q@ — H dada por s, := s; - 1, es una sucesiéon de funciones
p-simples que converge puntualmente a f en Q.

Es decir, f es fuertemente p-medible. m

El siguiente resultado muestra que el reciproco es valido salvo en un conjunto de medida
cero. Es decir, una funciéon fuertemente p-medible es igual a una funcién fuertemente S-
medible casi donde quiera relativo a pu.

Teorema 2.21 Sea (€2, S, ) es un espacio de medida o-finita y f : Q — H una funcion.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es fuertemente p-medible.
(ii) Eziste una funcion f:Q — H fuertemente S-medible tal que f = f c.d.rel.p.

Demostracion: (i) = (ii) : Dado que f es fuertemente p-medible, existe una sucesion (sy)
de funciones p-simples y un subconjunto N € S con p(N) = 0 tales que sg(x) — f(x) para
todo x € O~ N.

Definamos la sucesién de funciones Si, : €2 — H como:

. f osp(x) stz e QNN
Sk(x)'_{() siz g QNN

Es claro que 35 :  — H es una funcién S-simple para todo k € Ny (8;) converge
puntualmente a la funcién f : 2 — H dada por:

2o fle) stizeQ~NN
f(x>'_{o si g QNN

De este modo, f : Q — H es fuertemente S-medible y f(z) = f(x) para todo z € Q~ N.
(ii) = (i) : Sea f : Q@ — H una funcion fuertemente S-medible y N € S con pu(N) = 0

tal que f(x) = f(x) para todo z € Q . N.

Luego, sea ({;) sucesion de funciones S-simples tales que (,(z) — f(x) para todo z € €.
Asi, es claro que (x(z) — f(x) para todo x € Q. N.
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Consideremos (§2) una sucesion creciente en S tal que Q = U Q. v u(2) < oo para
todo k£ € N. Definiendo s : @ — V como sg(x) := (x(x) - 1o, (x) se tiene que (si) es una
sucesion de funciones p-simples tal que sx(z) — f(x) para todo x € Q . N. Es decir, f es
fuertemente py-medible. m

Sea V' = (V]| - |lv) un espacio de Banach sobre R. Si U un subconjunto no vacio de V' y
© un subespacio vectorial de V*. Decimos que © separa puntos de U si, para cualesquiera
u,v € U tales que u # v entonces existe ¥ € O tal que J(x) # J(y). De este modo, si W un
subespacio vectorial separable de V' y © un subespacio vectorial de V* que separa puntos de
W, entonces existe una sucesion (J) de elementos de © que separa puntos de W (ver [87]).

Proposicion 2.22 Sea © un subespacio vectorial de H* tal que © separa puntos de H. Si
fy9:Q — H son funciones fuertemente pu-medibles tales que 9(f) = 9¥(g) c.d.rel.u para todo
Vv € O, entonces f =g c.d.rel.pu.

Demostracion: Existen Ny, N, € S con pu(Ny) = pu(N,) = 0y Wy, W, subconjuntos
numerables H tales que f(z) € lin(W;) para todo x € Q ~\ Ny y g(x) € lin(W,) para todo
r € QN Ny.

Considerando Ny := Ny U N, y W := lin(W; U W,) es claro que f(x),g(z) € W para
todo x € @~ N con u(N) =0y W subespacio vectorial cerrado y separable de H.

Existe una sucesion () de elementos de © que separa puntos de W. De este modo, para
k € N dada, existe N € S con u(Ny) = 0 tal que U (f) = Jx(g) para todo z € Q . Nj.

Asi pues, definiendo N := U2 Ny es claro que f(z) = g(z) para todo z € QN N y
p(N)=0. =

Ejemplo 2.23 Sea (92, S) espacio medible y definamos p: S — RU {oo} como sigue:

0 si A=,
’U(A)'_{oo st A+ O.
Es claro que (Q, S, ) no es de medida o-finita. Definamos f : Q@ — R como f(z) := 1o(z).
Es inmediato que f es S-medible pues Q € S .

Definamos s : Q@ — R como sy := [ para todo k € N. Asi, (sx) es una sucesion
de funciones S-simples tales que si(x) — f(x) para todo x € Q. En consecuencia, [ es
fuertemente S-medible.

Es claro también que sy no es una funcion p-simple pues u(Q) = oo. De este modo, la
unica funcion p-simple es 1o pues @ es el 1unico elemento de S de medida finita. Por tanto,
no existe sucesion de funciones ji-simples tales que converjan puntualmente casi dondequiera
a f. Es decir, f no es fuertemente p-medible.

Sea L : R — R lineal y, por tanto, continua. Es claro que Lo f : ) — R es S-medible por
ser composicion de funciones S-medibles. Esto implica que f es débilmente S-medible.
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El ejemplo anterior muestra que los Teoremas 2.16 y 2.19 no son ciertos si se ignora la
hipotesis de que el espacio de medida sea o-finito. Ademas, prueba que no es cierto que toda
funciéon S-simple es p-simple.

Terminamos esta seccién con un ejemplo importante.

Ejemplo 2.24 Sea Q = (0,1), § = B(0,1) y u = X la medida de Lebesque en B(0,1).
Definamos f : (0,1) = L*(0,1) como f(z) := (o).

Notemos que L*(0,1) es un espacio de Hilbert separable. Sea v € (L*(0,1))*. El teorema
de representacion de Fréchet-Riesz afirma que, existe una tnica funcion ¢ € L*(0,1) tal que:

Y(f(x)) = | oY) (0.2)(y) dA(y).

(0,1

Dado que (0,1) es de medida finita, entonces L*(0,1) C L'(0,1). Por tanto, ¥ o f :
(0,1) = R estd bien definida.

Sea xg € (0,1) ye > 0. Para § := > 0 se cumple que:

___ &€
H¢”L2(0’1)+1

[0(f () = ©(f(x0))] < / 6] [L00) (W) = Lo0) ()] dA(y)

(0,1)
< ol 20111 (0,2) — L0201 L200,1)
< [|@lz20,1) A0, 2) A (0, o))
< ||¢llL2(0,1) |7 — ol
<e

si |x — xzo| < 9.

o AY |
T 7
€T

zo+0 1

‘ it
\ T
zo—0 o

Figura 2.1: Grafica de la funcion f(z) := 1

En consecuencia, o f : (0,1) — R es continua y, por tanto, medible. El teorema de
mensurabilidad de Pettis (ver Teorema 2.16) afirma que f : (0,1) — L*(0,1) es fuertemente
A-medible.
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2.2. La integral de Bochner

En esta seccion definimos la integral de Bochner que, en esencia, generaliza a la integral
de Lebesgue pues en este caso, trabajamos con funciones que toman valores en un espacio de
Hilbert sobre R. Tal como ocurrié con la integral de Lebesgue, comenzamos la construccion de
la integral de Bochner a través de la nocion de integral para funciones simples. Establecemos
ademas, sus propiedades fundamentales asi como algunos teoremas de convergencia.

Sea H = (H,|| - ||z) un espacio de Hilbert sobre R, H* := (H*, || - ||g~) su espacio dual y
(Q, S, 1) un espacio de medida.

Definicion 2.25 Sea s: ) — H una funcion S-simple descrita de la siguiente forma:
N
s(x) = Zvj L, ().
j=1

Decimos que s es Bochner-integrable en ) con respecto de la medida 11 (o sim-
plemente Bochner-integrable) si s es distinta de Oy en los conjuntos de medida finita. Es
decir, si v; =0y cuando p(A;) =oco para j=1,...,N.

En cuyo caso, definimos la integral de Bochner de s en () con respecto de la
medida ji, denotada por B [, s(x) du(x) (o simplemente por B [, sdu), como el valor en
H dado por:

%/ﬂs(x) du(z) = SB/Qsd,u = ; vj (A;). (2.6)

Es claro que todas las funciones p-simples son Bochner-integrables. En un espacio de
medida finita, toda funcién S-simple es Bochner integrable.

Por ejemplo, si s es la funciéon constante con valor Oy, entonces s es S-simple pues
s(x) := 0g - 1g(z). De este modo, en el caso mas general, si u(€2) = oo entonces s es
Bochner-integrable y B [, s du = 0.

Observemos que, en el caso en que H = R, la integral de Bochner de una funciéon S-simple
coincide con la integral de Lebesgue.

Proposicion 2.26 Sean s,t: 2 — H funciones S-simples y o € R. Si s y t son Bochner-
integrables, entonces as y s+t son Bochner-integrables. En cuyo caso,

%/(as)d,u:a%/sd,u Y %/(s+t)du:%/sdu+%/tdu.
0 0 Q 0 0
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Demostracion: Supongamos que s y t estan representadas de la siguiente forma:
N M
s@) =D u () v te) =3 vl (@)
j=1 k=1

Si o = 0 entonces a s(z) = 0y para todo x € Q y es claro que a s es Bochner-integrable.
Supongamos que « # 0. Entonces, auy,...,auy € H son todos distintos y se tiene que:

as(z) = Zauj La, ().

Es decir, a s es una funcion S-simple. Luego, es claro que a s es Bochner-integrable pues
au; # 0y siempre que p(A;) < oo. En consecuencia,

N N
sB/Q(ozs) du = Zozuj w(Aj) = aZuj,u(Aj) = oz%/ﬂsdu.
P =1

Por otra parte, la funcién s + ¢t admite la siguiente representacion:

Sean wy, . ..,w, los distintos valores en H del conjunto {u; +v; : j=1,.... Ny k =
1,...,M}. Para cada £ = 1,...,p definamos el conjunto:

Cg:U{AjﬂBk : Uj—{-’l)k:wg}.

Entonces, la funcion s + ¢t queda descrita de la siguiente:

p
s+t = Z Wy 10@'
=1

donde los wy,...,w, son todos distintos, C1,...,C, € S y son mutuamente disjuntos. Es
decir, s 4+t es una funciéon S-simple.

Si u(Cy) < oo para todo £ =1,...,p entonces es claro que s + ¢ es una funcion Bochner-
integrable. Supongamos entonces que existe ¢y € {1,...,p} tal que u(Cy,) = co. Asi pues,
existen jo € {1,..., N}y ko € {1,..., M} tales que p(Aj, N By,) = 0oy, por tanto, p(Aj,) =
0o = p(By,). Dado que s y t son Bochner-integrables, entonces wj, = vy, = Oy ¥y, en
consecuencia, wy, = u;, + v, = O lo que prueba que s+t es Bochner-integrable.
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Ahora bien, denotemos por Z(Z) a la suma que se extiende sobre las parejas (j, k) tales
que u; + vy = we. Asi pues, es claro que pu(Cy) = >_ ) p(A; N By) y por tanto:

%/ S—l—t d,u ngu Og ZZU)&MA ﬂBk ZZ U]—f—Uk A ﬂBk)

=1 (0)

|
M= 1

Zuj+vk (A; N By)

M
k=1

1

.
Il

M M N
UJZ'UA ﬂBk —I—ZUkZ[LA ﬂBk

1 =1 k=1  j=1

[
Mz

<.
Il

Dado que Q = U} | A; = UpL By, entonces A; = UL (A; N By) y By = UL (A, N By)
paracada j=1,..., Ny k=1,..., M. Aplicando la aditividad de p obtenemos que:

M=
Ms

M N
%/s—i—t dp u;j w(A; N By) +kaZuA N By)
k=1 j=1

1

e
Il

1

J
M
w4+ Y vn(B) =8 [ sdu+ [ tan
Q Q

1 k=1

J

'MZ

J
como afirma el enunciado. =

Sean A € Sy s : ) — H una funciéon S-simple que es Bochner-integrable. Si s =
Zj-vzl v;j 14, entonces:

S 1A ZvlemA

Asi, si p(A; NA) = oo para algn j = 1,..., N, entonces p(A;) = oo y se tiene que
v; = 0. Por tanto, s- 14 es Bochner-integrable.

Lo anterior nos permite extender la definiciéon de la integral de Bochner de una funciéon
S-simple sobre cualquier subconjunto medible de 2.

Definicion 2.27 Sean s : Q) — H una funcion S-simple y Bochner-integrable y A € S. De-
finimos la integral de Bochner de s en A con respecto de la medida p (o simplemente
la integral de Bochner de s en A) como el valor en H dado por:

%/As(x)d,u(x) ::‘B/Asd,u:%/g(s-1A)du:évju(AjﬂA).
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Sea s : {0 — H una funciéon S-simple descrita de la siguiente forma:
N
s(z) == Zvj La, ().
j=1

Para x € Q dada, existe un tnico j € {1,..., N} tal que x = A;. Por tanto, s(z) = v; y
se tiene que ||s(z)||g = ||v;||a-

Asi pues, la funcion norma |[|s||g : @ — R de s esta dada por:

Isllz(z) = lls(@)l| e = Z [0l La ()

en donde es claro que los nameros reales ||vy||g, ..., ||[vn||r son todos distintos. En conse-
cuencia, ||s||g es una funcion simple no negativa.

Ademas, si j(A;) = oo para algin j € {1,..., N} entonces v; = Oy y, por tanto, ||v;||g =
0. Es decir, ||s||z es Lebesgue-integrable si s es Bochner-integrable. Més atn,

H%/ﬂsdu ﬁ;vm(flj)

Damos ahora la definicién de la integral de Bochner de una funciéon fuertemente py-medible.
Antes, notemos lo siguiente:

N
<3 oyl p(4;) = / sl . (2.7)
g =l

H

Sean f, g : Q — H funciones fuertemente py-medibles y o € R. Existen sucesiones (si) y
(tx) de funciones p-simples y subconjuntos de 2 medida cero N; y N, tales que:

lim sg(z) = f(x) Ve e QNN

k—o0

lim tp(z) = g(x) Vo e Q~ Ny

k—o0

Definiendo el conjunto N := N;UN; de medida cero y la sucesion de funciones & : 2 — H
como:

&(x) := (s + te)(x) - Loy ()

es claro que & es p-simple para todo k € N y limy o & () = f(x) + g(x) para todo
x € 2~ N. En consecuencia, f + g es fuertemente py-medible.

Del mismo modo, la funciéon a s, : 0 — H es p-simple para todo k£ € N y se tiene que
limy 00 @ sk (z) = af (z) para todo x € Q@ . N. Es decir, a f es fuertemente p-medible.

Finalmente, si f(x) = Oy para todo = € {2 entonces es claro que f es S-medible pues
para B € B(H) se tiene que f1(B) =Q € Ssil0y € Bo f1(B) =2 € Ssily ¢ B.
Ademas, f(2) = {0y} que claramente es un subespacio vectorial cerrado y separable de
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H. El teorema de medibilidad de Pettis (ver Teorema 2.16) asegura que f es fuertemente
u-medible.

Denotemos por M($2; H) al conjunto de todas las funciones f : Q@ — H que son fuerte-
mente p-medibles. Es decir:

ML H) :={f:Q— H : f es fuertemente p — medible}.

Lo anterior asegura que este es un conjunto con las operaciones:

(f+9)(x) = flx)+g(x) v (af)(z)=af(r) z€Q

para f,g € M(Q; H) y a € R es un espacio vectorial sobre R.

Definicion 2.28 Sea f : Q@ — H wuna funcion fuertemente p-medible. Decimos que f es
Bochner-integrable en () con respecto de la medida p (o simplemente Bochner-
integrable) si, existe una sucesion de funciones fr : Q — V S-simples tales que fi es
Bochner-integrable para todo k € N y tal que:

(a) limg oo fre(x) = f(2) p.c.t. x € Q.
(b) | fx — flla : Q@ — R es Lebesgue-integrable para todo k € N.

Sea f : Q) — H una funcion fuertemente py-medible y supongamos que existe una sucesion
(fx) de funciones S-simples y Bochner-integrables que satisfacen las propiedades (a), (b) y
(¢) de la Definicion 2.28.

Dado que fy — f : Q@ — H es fuertemente p-medible, entonces ||fr, — fllg : @ — R es
medible no negativa para todo k € N (ver Proposicion 2.18). Ademas, por el inciso (b) se
tiene que, para ¢ > 0 dada, existe ky € N tal que:

E
/Mn—fmmM<§ Tk > ko,
Q

Consideremos la sucesion de elementos de H dada por ¢, := B fQ fr dp pues fi es Bochner-
integrable para todo k& € N. De la Proposiciéon 2.26 y la identidad (2.7) se tiene que:

H%an—%éﬁw

qu%émfﬂwu

H

glﬂﬁ—mmw
_ d — Fllyd
§LW%fMM+AW fill dp

<é€
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para todo k, 7 > k.

Es decir, (sx) es de Cauchy en H y, por tanto, existe limy_, o, sy € H. Esto nos permitira de-
finir la integral de Bochner en €2 de una funcién fuertemente y-medible y Bochner-integrable.

Definicion 2.29 Sea f : Q0 — H una funcion fuertemente p-medible y Bochner-integrable
en €2 con respecto de la medida . Definimos la integral de Bochner de [ sobre ()
con respecto de la medida 1, que denotaremos por %fﬂ x)du(z) (o simplemente por
B [, fdu) como el valor en V dado por:

zB/f ) dp(z %/fd,u hm’B/fkdu (2.8)

en donde (fy) es una sucesion de funciones S-simples y Bochner-integrables que satisfacen
las propiedades (a), (b) y (c) de la Definicion 2.28.

Sea f : Q — H una funcion fuertemente p-medible y Bochner-integrable en 2. Conside-
remos (fx) v (fx) dos sucesiones de funciones S-simple y Bochner-integrables que satisfacen
las propiedades (a), (b) y (¢) de la Definicion 2.28. Por lo anterior, las sucesiones en H dadas
por

gk:—%/fkdﬂ y fki—‘B/fkd/i
Q 0

son de Cauchy en H y, por tanto, convergen en H. Nuevamente, la Proposiciéon 2.26 y la
identidad (2.7) implican que:

o oo ],

H fk_fk dp

H

S/Qka—kaHdM
s/Q||fk—fr\Hdu+Ar|f—fk\|Hdu.

Tomando el limite cuando k — oo en la desigualdad anterior concluimos que:
HsB/fkdﬂ_sB/fkdﬂ
Q Q H

lfm %/fkdu: lim B [ fdp.
Q k—o0 Q

—0

y, por tanto,

k—o0

Es decir, la integral de Bochner en €2 de f : 2 — H no depende de la sucesién aproxima-
dora de funciones S-simples y Bochner-integrables.
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Denotemos por:

B H) :={f M H) : fes Bochner-integrable} .

El siguiente resultado afirma que B(£2; H) es un espacio vectorial y que la integral de
Bochner es una funcién lineal.

Teorema 2.30 (linealidad de la integral de Bochner) Si  fi,fs  son  Bochner-
integrables y a1, e € R, entonces oy f1 + o fo € B(Q H) y

‘B/Q(alf1+a2f2)du:a1%/Qfldu—i-ag‘B/Qde,u.

Demostracion: Existen sucesiones (sy) y (tx) de funciones S-simples y Bochner-integrables
tales que si(z) — fi(z) p.ctx € Q, ti(z) — fo(x) p.ctx € Q, ||sk — fillv, [tk — follgr son
Lebesgue-integrables para todo k € N y

k—o0 k—o0

No es dificil notar, en virtud de la Proposicién 2.26, que aq s + asty : 0 — H es una
funcién S-simple y Bochner-integrable para todo £ € N. Asi, la sucesion de funciones dada
por ¢ (x) := oy sp(x) + gt () es tal que ¢x(z) = oy f1 + ag fo p.c.t. x € Q.

Ademas, para todo k € N se tiene que:
/Mw%mﬁ+%thm:/th—hHOMM—EMMM
Q Q
svm/w%—ﬁmmuwm/Wm—mmw
QO Q

Se tiene que ||(q sk + asty) — (aq f1 + a9 fo)|| g es Lebesgue-integrable para todo k € N.
Luego, tomando el limite cuando k£ — oo en la desigualdad anterior obtenemos que:

Hm/kr%mﬁ+%thm=0
k*)OO Q

Por tanto, a; fi + as fo es Bochner-integrable en ).

Aplicando la Proposicion 2.26 concluimos que:
iB/(al fi+ as fo)dp = lim %/(alsk—i—agtk) du

=a; lim B [ spdu+as lim B | tpdu

:Oél%/fld,u—l—&g%/fgd,u
Q Q
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como afirma el enunciado. =

La discusion previa a la Definicion 2.27 nos permite afirmar que, para f € B(Q; H) y
A € S dados, la funcion (f-1,4) es Bochner-integrable en Q2. Por tanto, definimos la integral
de Bochner de f en A con respecto de la medida p como:

B [ @)duo) =% [ faui=s [ (71 du

La idea de encontrar una sucesion de funciones S-simples y Bochner-integrables que
converjan puntualmente casi donde quiera a una funciéon f : 2 — H fuertemente u-medible
y, que ademés cumplan las propiedades (b) y (c¢) de la Definicion 2.28 para probar que f
es Bochner-integrable resulta tediosa y dificil de aplicar. Sin embargo, el siguiente resultado
establece las condiciones necesarias y suficientes para que una funcion fuertemente p-medible
sea Bochner-integrable y, que nos permitira usar la teoria desarrollada para la integral de
Lebesgue.

Teorema 2.31 (Criterio de integrabilidad Lebesgue-Bochner) Sea (0,8, ) un es-
pacio de medida Y sea f : ) — H una funcion fuertemente p-medible. Entonces, f:Q — H
es Bochner-integrable si y sdlo si su funcion norma || f||g : @ — R es Lebesgue-integrable.

Demostracion: =) : Sea (f) sucesion de funciones S-simples y Bochner-integrables tales
que fy(x) = f(z) pct. x € Q, ||fx — fl|lg sea Lebesgue-integrable para todo k € Ny
i oo Jo 1 i — 1l i = 0.

Para e :=1 > 0, existe k; € N tal que:
[ = flwd <1 vz
Q

Como fi, es S-simple y Bochner-integrable, entonces || fi, ||z es Lebesgue-integrable. Es
decir, existe ¢ € R tal que [, || fi, ||n dp < c.

Por tanto,
/WMWS/WMWMﬁ/W—MM@<H&
Q Q Q

y esto prueba que || f||g es Lebesgue-integrable.

<) : Dado que f : Q@ — H es fuertemente p-medible, existe una sucesion (&) de funciones
pu-simples tales que:

I [[&(x) ~ f(@)lw =0 petae (2.9)

Definamos Ay, := {z € Q : ||&(2)||g < 2| f(2)||n} para todo k € N. Es claro que Ay € S
pues |||l z es una funcion medible para todo k € N.
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Definiendo fi : @ — H como fi(z) = &(x) - 14,(z) es claro que fi es p-simple vy,
por tanto, Bochner-integrable para todo k € N. Ademaés, || fx(z)||lz < 2 ||f(2)||g para todo
r € Q y para todo k € N. Supongamos que ||f(z)||g = 0. Entonces, f(z) = Oy vy, por
tanto, || fx(z)||gz = 0 para todo k € N. Asi, fi(z) = Oy para todo k € N y esto implica

que fr(x) — f(z) p.ct. x € Q. Por otra parte en (2.9), si || f(z)|[|z > 0, entonces para

€:= W > ( existe kg € N tal que:

6@l 5@l < llestz) — @)l < L g5 g,

En consecuencia,

le@) i < SNF@)le > ko,

lo que implica que & (z) = fr(z) para todo k > ky. Es decir, fi(z) — f(z) p.c.t.x € Q.

Finalmente, como || f||z es Lebesgue-integrable y || fx(2) ||z < 2 || f(2)||# para todo x €
y para todo k € N| del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue concluimos que:

lim / 1 — Fllur da = 0.
k—oo Q

En consecuencia, f es Bochner-integrable. m

Sea f : Q0 — H Bochner-integrable. Repasando la demostracion del teorema anterior
obtenemos que existe una sucesion (fy) de funciones S-simples y Bochner-integrables tales
que || fillv < 2||f|lz para todo k € N y tales que:

%/fd,u— lim %/fkd,u.
Q k—o00 Q

Dado que f; : © — H es S-simple y Bochner-integrable para todo k£ € N, entonces
| fxllm - @ — H es Lebesgue-integrable y por (2.7) se tiene que:

oo

Aplicando la continuidad de norma y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
concluimos que:

H‘B/fdu = lim H‘B/fkdu
Q k—o00 Q

La desigualdad (2.10) es llamada desigualdad de Jensen.

< [felndu Yhen
H Q

<t [felndi= [ 1fladn (220)
% =0 Jqo Q

H
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Ejemplo 2.32 Sea ((0,1),B(0,1),\) espacio de medida. Consideremos la funcion f :
(0,1) — L*(0,1) del Ejemplo 2.24 que es fuertemente A\-medible.

Observemos que, para cada x € (0,1) se tiene que:
1/2
1f (@)l 220,1) = (/( )1<o,x>(y) dA(?/)) = A((0,2))"? = 22,
0,1

Es claro que || f(7)| 20,1y es continua, Riemann-integrable y, por tanto, Lebesgue-
integrable en (0,1). En consecuencia, f : (0,1) — L*(0,1) es Bochner-integrable. De (2.10)
se tiene que:

H% (@) d\(z)

(0,1)

< / 1 ()| 120,1) AN () = 3.
20,1 J01)

Sea f : € — H una funciéon Bochner-integrable. Siguiendo la demostracién del Teo-
rema 2.30 concluimos que existe una sucesion (fx) de funciones S-simples y Bochner-
integrables tales que fy(z) — f(x) p.ct. z € Q, || fu(2)||g < 2| f(z)||# para todo z € Q v
oo fo lfe = flla dp = 0.

Escribiendo a la funcién f; : Q@ — H como:

Ny
filw) =3 of L)
j=1
se tiene que:
N
SB/Qfduzl}Lrgo%/ka du:]}ilgo;vfumf). (2.11)

Sea 1 : H — R lineal y continua. El teorema de medibilidad de Pettis asegura que las
funciones v o f, 1 o f : 2 — R son medibles. Entonces,

(@) < 1@l 1fe@)lla < 5 1¢la If@)lln YeeQ YEeN

y, como ||f]|g : @ — R es Lebesgue-integrable por el Teorema 2.30 entonces o f : Q@ — R
es Lebesgue-integrable para todo k£ € N.

Asi, la continuidad de la funciéon ¢ : H — R implica que ¢(fx(x)) — ¥ (f(z)) p.c.t. z € Q.
El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que vo f es Lebesgue-integrable

y

| etndu=tim [ v (212
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Por tanto, aplicando la linealidad y continuidad de ¢ en (2.11) y (2.12), concluimos que:

R )

:,}Lm¢<ZU”Ak>: 1m21/)

=gg/wﬁw /w

Notemos que hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.33 Sea [ : Q0 — H una funcion Bochner-integrable. Entonces, para cada ) € H*

se tiene que:
o2 [ ran) = [otrran (213)

Existe un analogo al teorema de la convergencia dominada para la integral de Bochner vy,
que suele conocerse como el teorema de la convergencia dominada vectorial.

Teorema 2.34 (de la convergencia dominada de Lebesgue-Bochner) Sean f, f;
Q — H funciones fuertemente u-medibles con las siguientes propiedades:

(i) fr es Bochner-integrable,
(ii) fe(z) = f(x) p.c.t. z €,

(7ii) existe una funcion Lebesque-integrable g : 2 — R tal que, para cada k € N, se cumple
que || fr(@)||lg < g(z) p.c.t. x € Q.

Entonces f es Bochner-integrable y

%/fd,u: lim %/fkdu.
Q )

k—o00

Demostracion: Dado que para cada k € N, se cumple que || fx(2)||g < g(z) p.ct. z €
entonces || f(z)||g < g(x) p.c.t. x € Q.

Es claro que ||fx — fllg : € — R es una funciéon S-medible para todo k& € N (ver
Proposicion 2.18). Observemos que, || fi(z) — f(2)||z < || fe(@)||lg + | f(@)]|lg < 2¢(z) p.c.t.
x € Q y para todo k € N. Por tanto, ||fx — f||z es Lebesgue-integrable para todo k € N.

Aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue concluimos que:

mﬂ/Hﬁ—fMduZQ
k—o0 Q
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Sea k € N. Dado que f; : Q@ — H es Bochner-integrable, existe una sucesion (s) de
funciones S-simples y Bochner-integrables tales que lim;_, o, sf(m) = fiu(z) pet.z € Qy
tales que:

i [ f = sl di =0
_]*)OO Q
Asi, para € := % > ( existe jr € N tal que:

/ka—sfuﬂdug% Vi e
Q

. s . . e k . .
Definiendo la sucesion de funciones & : 2 — H como () 1= s5 () se tiene que:

— &l d — fllmd —&llnd — ol du+ 1
/QHf &l ué/QHf filla u+/ﬂ|\fk &l MS/QHf Fellar dp+ 1

y, por tanto, imy_,e [, | f — &llmr dp = 0.

En consecuencia, f es Bochner-integrable y se tiene que:

® [ fan=lin® [ iy
Q k—o0 Q

como afirma el enunciado. m

2.3. Los espacios LP(); H)

Sean (€2, S, 1) un espacio de medida finita y H = (H, (-,-), || - ||#) un espacio de Hilbert
sobre R.

En el conjunto de todas las funciones fuertemente p-medibles
M H):={f:Q— H : f es fuertemente p-medible}.
consideramos la relacion de equivalencia dada por
fryg = flx)=g(z) (cdrel.p). (2.14)
Al conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por:

MG H) =M H) /o~y (2.15)

Observemos que, si f; = ¢g; c¢.d. en Q, 7 = 1,2, entonces af; + 8fy = ag, + Sg2 c.d. en €
para cualesquiera a, f € R. Asi, la estructura de espacio vectorial de 9(€2; H) induce una
estructura de espacio vectorial en M (Q2; H).

Denotaremos a la clase de equivalencia de f simplemente por f : Q2 — H. Si una funcion
estd definida c.d. en 2, la consideraremos definida en todo {2 dandole el valor Oy en los
puntos en los que no esta definida.
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Definicion 2.35 Sip € [1,00) definimos:

PSS, s H) :={fe MG H) - ||fllg € LP(Q,S, 1)}

Para f € LP(Q), S, u; H) denotamos por

1/p
ooy = ( [, du) . (2.16)

A partir de este momento y siempre que no se preste a confusion escribiremos LP(€); H)
en lugar de LP(€, S, u; H). Algunas de las propiedades de los espacios LP(€); H) tienen su
analogo con los espacios clasicos de Lebesgue LP(2) y que tienen que ver con el criterio de
integrabilidad de Lebesgue-Bochner.

DESIGUALDAD DE HOLDER-RIESZ: Sean p,q € (1,00) tales i%—é = 1. Consideremos
fe P H), g€ LYQ; H) y, por tanto, || fllx € LP(Q) v [lglla € LU().

Aplicando la desigualdad de Holder-Riesz concluimos que || f||zllg|lz € L'(Q) y

1/p 1/q
J 1Nl d < ( / ||f||Hdu) ( / ||g||Hdu) .

En consecuencia:

/QIIfIIH gl dp < ([ fl| s gl Lo - (2.17)

Observemos que, la expresion fg puede no tener sentido en el espacio de Hilbert H a
menos que éste sea una R-dlgebra con unidad.

DESIGUALDAD DE MINKOWSKI: Sea p € [l,00) y sean f,g € LP(Q; H). Entonces,
| flla, lglla € LP(R2) y aplicando la desigualdad de Minkowski obtenemos que || f + g||lg €

LP(Q) y ) y y
(/ Hf+g|!%du> s(/ HfH%du) +(/ HgH%du> .

Por tanto, f + g € LP(Q); H) y se tiene que:

If + gllemy < N fllrm) + 9l Loy (2.18)

Proposicién 2.36 LP(Q; H) = (LP(Q; H), || - [|zr(;m)) es un espacio mormado para todo
p € [l,00).
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Demostracion: Sea p € [1,00). Si f = 0y entonces ||f||g = 0 € LP(£2) y, en consecuencia
| fII% = 0. Es decir, f € LP(; H) y || fl| zr(0:m) = 0. Inversamente, si || f|| zr(o;z) = 0 entonces
| fllz =0y, por tanto, f = 0p.

Si f es fuertemente pu-medible y o € R, entonces a f es fuertemente p-medible. Ademas,
observemos que [la fI, = al? £l v s sigue lla fllzoeutn = [alllf .

Esta ultima afirmacion junto con la identidad (2.18) aseguran que LP(2; H) es un espacio
vectorial y que || - || zr(o;zr) €8 una norma. m

Probaremos a continuacion que LP(§2; H) es un espacio de Banach. Para ello requerimos
el siguiente lema.

Teorema 2.37 LP(Q; H) = (LP(S5 H), || - ||ee.m)) es un espacio de Banach para todo p €
[1,00).

Demostracion: Sea p € [1,00) y (fx) una sucesion en LP(Q2; H) tal que:
o0
> M fillwrun < oo
k=1

Definamos ¢,,,, g : £ — R como:

g = _lflle vy g=>_Ilfellx = sup gn.
k=1 k=1

meN

Observemos que ||| full |70y = Jo 1full die = I full 7o (o.5r) PaTa todo k € N.

En consecuencia:

/Q|gm\pdﬁb:/ﬂ(;”fk||fi> dp =

m m p
Sials| < Z||kauHHLp<m)
k=1 k=1

m p
> ||fk\|LP(Q;H)>
k=1

00 p
<[> kaHLp(th))
k=1

< Q.

p
Lr(Q)

IA

Por el teorema de la convergencia monétona, la funcion |g|P = sup,,cy |gm|? es Lebesgue-
integrable. Existe N € S con pu(N) = 0 tal que:

g(x) = Z | fe(@)|ly <o VaeQ~ N
k=1
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Como H es de Hilbert, el Criterio de Weierstrass implica que la serie Y, | fx(x) converge
en H para cada z € €2 ~. N. Definimos, por tanto, f : 2 — H como:

f(x) ;—{ %{Zolfk(m) si x € QN N,

si x € N.
Dado que:
<f<x>—sz<x>> - 3 Al
k=1 k=m+1
entonces:
S m@| —»0 oy || Y @] <lg@)P petozeq.
k=m+1 H k=m—+1 H

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue || f||z € LP(Q2) v

@) =3 fula) A

k=m+1

P p
lim dp = lim
m—0o0 o)

m—o0 Q

dp = 0.

H H

Es decir, ", fx converge a f en LP(Q2; H). Por tanto, LP(Q; H) es de Banach. m

Proposicion 2.38 Sean (2, S, i) un espacio de medida finita y H = (H, (-,-)g) un espacio
de Hilbert. En el espacio L*(Q; H) definimos:

(f,9) 2 = /Q(f,g>Hdu-

Entonces, (f,g)r2@m) es un producto escalar en L*(S; H). Mds aun, L*(Q; H) es un
espacio de Hilbert.

Demostracion: Sean fi, fo,g € L*(2;H) vy a,b € R. De las propiedades de producto
escalar de (-,-)y y de la integral de Lebesgue se tiene que:

(afi +bf2, 9) L2y = /Q<af1 +bfa, g)mr dp
= d b d
a/Q<f1,9>H (O /Q<f2,9>H H
= a(f1, 9) 2@ + b{f2, 9) L2011
(f1, f2) L2 :/Q<f1>f2>HdM

:/Q<f2>f1>HdM
= (f1, f2) L2(.m)-
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Esto prueba (PE1) y (PE2). Las propiedades (PE3) Y (PE4) son inmediatas.

Por otra parte, como H es un espacio de Hilbert entonces, (v,v)y = ||v||% para cada
v € H y, por tanto,

o ) oy = /Q U o s = /Q IflZde Y fe L2 H).

Es decir, la norma inducida por (-,-)r2@.m) es la norma || - ||r2.m en L* (% H) que
sabemos, por el Teorema 2.37, es completa. m

Denotemos por SP(); H) al conjunto de todas las funciones S-simples que estan en
LP(); H). Es decir,

SP(H):={s:Q—H :sesS—simpleyse LP();H)}.

Sea f € LP(Q; H). Siguiendo la demostracion del Teorema 2.30 concluimos que existe una
sucesion (si) de funciones S-simples y Bochner-integrables tales que s, — f puntualmente
en Qy ||fu(@)|lg < 2|f(z)||g para todo z € €. De este modo, f, € LP(Q; H) para todo
k € N y por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue concluimos que:

i [ 15— f1 =0,
— 00 Q

Es decir, SP(€2; H) es denso en LP(); H).

Para ¢q,...,9n € LP(Q) y v1,...,uxy € H dados definimos la funcion Zjvzl Y ®v; 1 Q —
H como sigue:

N

(Z v @up)(x) =Y () ;. (2.19)

J=1

Es claro que (Zjvzl P; ®v;) € LP(QY; H) pues:

p

N
<D @) Pl
g J=1

(Z ¥ ® v;)(z)

Denotaremos por LP(€2) @ H al subespacio vectorial de LP(€2; H) dado por todas las
funciones de la forma (2.19).

Observemos que, si s € SP({2; H) entonces:

s(z) = Z v; 1a,(x)
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en donde Aj,..., Ay € S son todos disjuntos y podemos suponer que p(A4;) < oo para
todo i = 1,..., M. En consecuencia, 1, € LP(Q2) para todo i = 1,..., M y, por tanto,
s € LP(Q)® H. Es decir, SP(2; H) C LP(2) ® H lo que implica que LP(§2) ® H es también
denso en LP(S); H).

Sean (2,8, 1) y (€, S, 1) dos espacios de medida finita y consideremos T : L*(Q) — L(Q)
una funcién lineal y continua. Definamos Ty : SY(Q; H) — L*(Q; H) como:

s) = Zvj T(1a,) (2.20)

en donde s = ZN vj 1a;. Esta funcién es claramente lineal. Observa que [|T'(14,)|[ 115 <

7=1
1T 2,21y pr @ I1a; l21 @) para todo j =1,..., N. En consecuencia:
N
1o |1 ey < D NT L)y 0l
j=1
N
@@y 2 villalla e
7=1
N
< ||T||LC(L1 Z vl (A
]:
= ||T| Le(L1(Q),L1() s ||L1 QH)

lo que implica que T} es continua en S*(2; H).

Dado que S! (2 H) es denso en L'(2; H) entonces la funcion lineal y continua T :
SYQ; H) — LY(Q; H) admite una tinica extension lineal y continua 7' : L'(Q; H) — LY(Q; H)
tal que:

HT”L (LY(Q),L1(Q)) < ”THL (LY(Q),L (D))" (2.21)

Sea v € H y consideremos v € L'(Q).

CaAso 1: Siy = Zf‘il a; 1p, con oy € Ry B; € S disjuntos tal que pu(B;) < oo para todo
1=1,..., M entonces:

M
¢®v:Zailei.
i—1

Es decir, v ® v € SY(Q; H).

Por lo tanto,

T @v) =Tyt @v) = ZalUTlB =T()v.



2.3. LOS ESPACIOS LP(Q; H) 65

CAs0 2: Consideremos una sucesion (1) de funciones simples en L'() tales que ¢y — 1
en L'(Q).

Entonces,

Y @v= lim (¢, @v).
k—o0
Usando la continuidad de T y T, del caso anterior concluimos que:
T ®v) = lim T(¢ @ v) = Hm (T(¢y) v) = T() v.
k—o00 k—o00
De los casos anteriores concluimos que para toda ¢ € L'(Q) y todo v € H se tiene que:
T @v) = T()v. (2.22)

Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 2.39 Sean (0,8, p) y (ﬁ,g, i) dos espacios de medida finita. Para cada T :

LY Q) — LYQ) funcion lineal y continua, existe una tnica funcion lineal y continua T :
LY(Q;H) — LY(Q; H) tal que:

TWov)=TH)v Y¢elL(Q), VveH.

Mas ain, |T

cowr @, @) = 1Tl i, oo @)

Sea p € [1,00) arbitrario pero fijo. Consideremos 7" : LP(2) — LP(2) una funcion lineal
y continua. Definimos la funcion T'® idy : L¥(Q) @ H — LP(Q) ® H como:

(T®idy)(Yp@v) :=T[W)®v

Esta funcién es claramente lineal. Del mismo modo que en la Proposiciéon 2.39 nos pregun-
tamos cuando es posible extender a esta funcion a una funcién lineal y continua en LP(Q; H).
De manera general, no es posible a menos que la funcién 7" sea un operador positivo, es decir,
T() > 0si ¢ > 0.

Supongamos que 7" es un operador positivo y sea f € LP(Q) ® H.

Consideremos que f = Zj\;l la; ® v; con Ay,..., Ay € § mutuamente disjuntos y

vi,...,vy € H distintos. Dado que T' es positivo, entonces |T'(14,)] = T'(14,;) para todo
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j=1,...,N. Por tanto:

N p
(T @ idu) (7o) = / Z ) @v;) - dp

Q1] j=1 H

N p
</ DTyl

]_V P
:/ DTyl

Q=1

p
:/ T<Z1Aj|yuju,,> d
Q =
N
Lo (LP (2 p(Q))/

< |72

Lp(Q;H)

Dado que LP(2) ® H es denso en LP(2; H) entonces T' ® idy tiene una tnica extension
lineal y continua 7' ® idy : LP(Q); H) — LP(); H) tal que:

v

< ||T
Lo(LP(;H)) H HEC(LP(Q))

De manera general, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.40 Supongamos que H es separable y sean 1 < p,q < 0o. Para T : LP(Q)) —
L9(Q2) una funcion lineal y continua, la funcion
T®idy : LP(Q)@H — LY Q)@ H

es el unico operador lineal tal que:

(T @idg)( ®v) =TW)@v Y € LP(Q), YveH. (2.23)

Ademdas, si T es positivo (e.d. T(p) > 0 si¢p > 0) entonces T ® idy se extiende a una
funcion lineal y continua T ® idy : LP(Q; H) — L%(Q; H) que tiene norma igual a T .

Demostracion: Consulta, por ejemplo, [61]. =

Si (€2, S, 1) es de medida finita, para cualesquiera 1 < p < ¢ < o0, se tiene que L9($2; H) C
LP(Q; H).
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Observa lo siguiente: Sea p € [1,00) arbitrario pero fijo y (fx) una sucesion en LP(Q; H)
tal que fr — f en LP(Q; H). Es decir,

L/Mrﬂ%@ﬁﬂ
Q

Entonces,

W el = A Ial” < fe = Flls

de modo que:

/mnm-wmm%ms/wm—mz@_m
Q Q

lo que implica que || fellg — || f]lg en LP().

Asi pues, existe una subsucesion (|| fi,||z) de (|[fx|lz) y una funcién g € LP(Q2) tal que
| fe, @)z = [[f(@) |z pct.z € Qy || fi,(@)||z < g(x) pet. € Q.

DESIGUALDAD DE JENSEN: Sea (€2, S, 1) un espacio de medida finita y H un espacio
de Hilbert real. Sea f : {2 — H una funciéon Bochner-integrable y ¢ : R — R una funcién
convexa tal que ¢(||f|lx) : © — R es Lebesgue-integrable. Entonces:

¢(AWMHw)szﬁwﬂmmM (2.21)

Dado que ¢ es convexa, es posible hallar (ax) y (bg) sucesiones de nimeros reales tales
que ¢(t) = supy(axt + by) para todo k € N (ver [71]). Entonces,

lﬁWﬂMWMZLWMNH+%WM

Zak/||f||Hdu+bk VkeN.
Q

Tomando el supremo sobre £ € N en la desigualdad anterior obtenemos la desigualdad
(2.24).

De este modo, para p € (1,00), si (fx) — f en LP(Q; V) entonces de la desigualdad de
Jensen y la convexidad de la funcion ¢(t) = |t|P se tiene que:

(/Hh—ﬂhm& < [ Nse= 11ty dn =0,
Q Q

Es decir, (fx) — f en LY(Q; H).

El siguiente resultado nos brinda un criterio sobre la separabilidad del espacio LP(2; H).
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Definicion 2.41 Sea X = (X, d) un espacio métrico y B(X) la o-dlgebra de Borel de X.
Decimos que una medida v : B(X) — R U {oo} es una medida de Radon si satisface las
siguientes propiedades:

(a) Para cualquier subconjunto compacto K de X se tiene que v(K) < oo.

(b) Para cualquier subconjunto abierto O de X se tiene que:
0(0) =sup{v(K) : K CO y K es compacto} .

(¢) Para cualquier subconjunto A de X se tiene que:

v(A) =inf{v(B) : AC B y B es abierto} .

Por ejemplo, la medida de Lebesgue A en (0, 1) es una medida de Radon.

Invitamos al lector a consultar, por ejemplo, [11] y [18] para un mejor estudio de estas
medidas.

Teorema 2.42 St X es un espacio métrico, p es una medida de Radon finita y H es un
espacio de Hilbert separable, entonces LP(X; H) es separable para cada p € [1,00).

En este caso omitimos la demostracion pues esta queda fuera de los conceptos esencia-
les de este trabajo. Invitamos al lector a consultar [24; 50| para algunas versiones de la
demostracion.

Del teorema anterior podemos concluir que el espacio LP((0,1); LP(0,1)) con la medida
de Lebesgue en (0, 1) es separable para todo p € (1, 00).



Capitulo 3

Operadores compactos en espacios de
Hilbert

El teorema de descomposicion espectral, también llamado solamente teorema espectral,
en espacios vectoriales de dimension finita sobre R establece las condiciones bajos las cuales
una funcién lineal A puede diagonalizarse, es decir, cudndo existe una base ortonormal de
vectores propios de A tales que la matriz de A asociada a dicha base puede verse como una
matriz diagonal. Recordemos que un vector propio de A es un elemento del espacio vectorial,
en este caso de dimension finita, distinto del vector cero tal que A(v) = Av para A algin
ntmero real.

El objetivo de este capitulo es extender este resultado para espacios de Hilbert separables
de dimensioén infinita. Para lograrlo, comenzamos con el estudio de los operadores compactos
entre dos espacios de Hilbert. Un operador compacto es una funcion lineal T': H — K entre
dos espacios de Hilbert tal que la imagen de cualquier subconjunto acotado de H bajo T es
un subconjunto relativamente compacto en K. Demostramos que cualquier funcién lineal y
continua de rango finito es un operador compacto, lo cual nos permite entender que la clase
de operadores compactos es una generalizaciéon de la clase de operadores de rango finito
en espacios vectoriales de dimension infinita. De hecho, cuando H es igual a K, cualquier
operador compacto es el limite de una sucesion de operadores de rango finito.

Por tanto, estudiar operadores compactos entre espacios de Banach nos obliga a pro-
porcionar resultados que nos permitan caracterizar a los subconjuntos compactos en ellos.
Uno de estos resultado es el teorema de Riesz que caracteriza a los espacios de Banach de
dimensioén infinita a través de su bola unitaria cerrada.

El teorema espectral en espacios de dimension finita establece que para que una funciéon
lineal pueda diagonalizarse esta debe ser un operador hermitico, o equivalentemente, que la
matriz asociada a A sea simétrica. En espacios de Hilbert de dimension infinita este concepto
se generaliza a través de los operadores autoadjuntos. De este modo, damos una construcciéon
explicita del operador adjunto de Hilbert de una funcién lineal y continua ademas de estudiar

69
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sus propiedades basicas. Daremos aqui algunos ejemplos interesantes. Probamos también el
teorema de la alternativa de Fredholm en espacios de Hilbert que nos brinda informacion
acerca del kernel e imagen de operadores compactos y sus adjuntos con respecto de la funciéon
identidad. Asi, con todos estos resultados fundamentales, desarrollamos la teoria espectral
de los operadores compactos y autoadjuntos en espacios de Hilbert separables de dimensiéon
infinita.

Para el desarrollo de este capitulo nos basamos principalmente en [13], [31], [32], [33] [47],
48], [63], [65] y [75]-

3.1. Conceptos y propiedades basicas

Sean H y K dos espacios de Hilbert sobre R con normas || - || y || - ||k respectivamente.
Por simplicidad denotaremos por By a la bola cerrada en H con centro en Oy y radio 1.

Definicion 3.1 Sea T : H — K una funcion lineal. Decimos que T es un operador com-
pacto si el subconjunto T(By) es relativamente compacto en K. Es decir, si la cerradura
del conjunto T'(By) es compacta en K.

Observa que si T : H — K es un operador compacto entonces T'(By) es compacto en K
y, por tanto, es acotado en K. Es decir, existen w € K y € > 0 tal que T(By) C T(By) C
Bk (w,€). Esto implica que T'(Bpy) es acotado en K lo que demuestra que T' es continuo en

H.

Denotaremos por K(H, K) al conjunto de todos los operadores T : H — K lineales y
continuos que son compactos. A continuacion damos una caracterizacion para los operadores
compactos la cual resultarda mas sencilla en algunos resultados importantes de este trabajo.
Supondremos que el lector esta familiarizado con las propiedades de los espacios métricos
compactos.

Teorema 3.2 Sea T € L.(H, K). Entonces, T' es compacto si y sdlo si para cualquier suce-
sion (vg) acotada en H, la sucesion (T (vy)) tiene una subsucesion convergente en K.

Demostracion: =) : Sea (vy) sucesion acotada en H. Existe ¢ € R con ¢ > 0 tal que
|vellz < cparatodo k € N. Por tanto, la sucesion (wy) := (%) en H es tal que wy, := % € By

para todo k € N. Asi pues, (T'(wy)) es una sucesion en K tal que T(wy) € T(By) C T(Bpy)
para todo k& € N. Existe una subsucesion (T'(wy,)) de (T'(wi)) que converge en K a un

elemento w de T'(By). En consecuencia, usando la continuidad de la norma y que T es lineal
obtenemos:

lim | 7(v,) = cwllsc = T [e] |7 (“2) = || =0,
J—00 J—00 K

lo que demuestra que (T'(vy,)) converge en K.
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<) : Sea (wg) una sucesion en T'(By). Entonces, existe v, € By tal que T'(vg) = wy,
para cada k € N. De este modo, como (vj) estd acotada en H entonces existe (T'(vy,))
subsucesion de (T'(vx)) tal que T'(vx,) — w en K para algin w € K. En consecuencia,

(wy;) es una subsucesion de (wy) de elementos de T'(By) tal que wy, — w en K. Por tanto,

w € T(Bg) lo que demuestra que T'(By) es compacto en K. =

Probaremos a continuacién que el conjunto de operadores compactos IC(H, K) es un
espacio vectorial sobre R.

Proposicion 3.3 Si T,S € K(H,K) y o, € R entonces oT + S € K(H, K). Ademas,
st denotamos por 0 a la funcion constante tal que 0(v) = Ox para todo v € H entonces

0e K(H,K).

Demostracion: Sea (v;) una sucesién acotada en H. Existe (v,) una subsucesion de (vy)
tal que (T(vy,)) converge en K. Del mismo modo, como (vy,) es acotada entonces existe una
subsucesion (vg, ) tal que (S(v, )) converge en K. Sea w := lim T'(vy,) y @ := lim S(vy,, ).

¢ e Jj—oo J £—00 e

Por tanto,

lim | T(vy,,) + 55(%)] = a lim T(vg,,) + B Jim S(vy,,) = aw + fo € W

£—00
y el Teorema 3.2 asegura que o1+ S € K(V,W).

Por otro lado, 0(vx) = Ox para todo k € N por lo que O(vy) — 0x € WK y, en
consecuencia, 0 € K(H, K). =

Teorema 3.4 K(H, K) es un subespacio vectorial cerrado de L.(H, K).

Demostracion: Sea T € KC(H, K). Existe una sucesion (7}) tal que T}, € K(H, K) para
todo k € Ny Ty — T en L.(H,K). Sea (v) una sucesion acotada en H y sea ¢ € R
con ¢ > 0 tal que ||vg]|g < ¢ para todo k € N. Existe una subsucesion (vi) de (vy) tal
que (T1(v})) converge en K. La sucesion (v}) también esta acotada y, por tanto, existe
una subsucesion (v3) de (v}) tal que (Ty(v?)) converge en K. Continuando de este modo
obtenemos, para cada j € N, una subsucesion (v}) de (v ') tal que (Tj(v])) converge en K
cuando k — co. Definamos uy, := v para todo k € N. La sucesién (uy) es una subsucesion
de (vg). Probaremos que (T'(uy)) converge en K. Como K es de Banach basta probar que la

sucesion (T'(ug)) es de Cauchy en K.
Sea € > 0. Como Ty, — T en L.(H, K) existe ky € N tal que:

[T — 15|

19
< — Yk > k.
L:.(H,K) 3c = Ko

Dado que (7%, (ux)) converge en K entonces es de Cauchy en K. Existe k1 € N tal que

£ .
| Ty (ur) — Tho ()| & < 3 Vk,j > k.
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Definiendo k, := méx{ko, k1} obtenemos:

1T (ur) = T(uj)ll e < 1T (wr) = Do (wie) [[ 5 + [ Theo () — Ty () |ic + 1 Tho () — T'(wj) || 1
< 2T = Till oy el 4 1T () — Tho () || 16
<2ci+§:e Vk > k..

En consecuencia, (7T'(ux)) es de Cauchy en K. El Teorema 3.2 asegura que 7' € K(H, K)
y esto prueba que K(H, K) es cerrado en L.(H,K). =

Proposicion 3.5 Sea Z = (Z,|| - ||z) espacio de Hilbert sobre R y sean T € L.(H,K) y
SeLl(K,Z). SiSeK(K,Z) entonces SoT € K(H, Z).

Demostracion: Sea (vy) una sucesion acotada en H y sea ¢ € R con ¢ > 0 tal que
|lvk||g < ¢. Como T': H — K es lineal y continua, entonces

1T Cw)la < Tl mllonlla < T lemrye Yk eN

lo que implica que la sucesion (T'(vy)) es acotada en K. Dado que S € K(K,Z) entonces
existe una subsucesion (T'(vg,)) de (T'(vy)) tal que (S(T'(vx,))) converge en Z. Por tanto,
SoTeK(H,Z). m

Definicion 3.6 Sea T : H — K funcion lineal. Decimos que T es de rango finito si la
dimension del subespacio vectorial imT = {T'(v) : v € H} de K es finita.

Notemos que si T' € L.(H, K) es de rango finito, digamos que dimim 7 = N, entonces al
subespacio vectorial im T' lo podemos identificar naturalmente con RY de modo que si (vy)
es una sucesion acotada en H, de la Proposicion 3.6 se tiene que (T'(vg)) es una sucesion
acotada de elementos de im 7. El teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que 7'(vy) contiene
una subsucesion convergente. En consecuencia, T' € K(H, K).

Hemos demostrado el siguiente resultado.
Proposicion 3.7 Sea T € L.(H,K). Si T es de rango finito, entonces T € K(H, K).
De los resultados anteriores podemos concluir lo siguiente.

Corolario 3.8 Sea (T}) una sucesion en L.(H, K) tal que T} es de rango finito para cada
ke N. Sieviste T € L(H, K) tal que || Ty — T z.a,x) — 0, entonces T € K(H, K).

Demostracion: La Proposicion 3.7 asegura que T, € K(H, K) para cada k € N. Aplicando
el Teorema 3.4 concluimos que T' € K(H, K') como afirma el enunciado. m

Damos a continuacién una caracterizacion de los operadores compactos.
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Teorema 3.9 Sea T € L.(H, K), entonces:

(a) T es un operador compacto si y solo si para cada subconjunto acotado A de H, el
subconjunto T'(A) es compacto en K.

(b) Si T es un operador compacto, entonces los subconjuntos imT y imT son separables
en K.

Demostracion: (a) =) : Sea A C H acotado y (wy) sucesion en T(A). Para cada k € N,
existe (v}) sucesion en A tal que lim;_,o | T(vF) — wi|lx = 0. Asi pues, para k = 1 existe
j1 € N tal que || T(vj,) — wi]|x < 1. Luego, para k = 2 elegimos j, € N con j, > j; tal que
IT(v3,) — ws||x < 3. Continuando de este modo obtenemos, para cada k € N, un j;, € N con
Jk > Jr—1 tal que ||T(v% ) —wy||x < §. Definamos vy, := v¥ para cada k € N. Entonces (vy) es
una sucesion de elementos de A de modo que (vy) es acotada en H. Como 7" es un operador
compacto, existe (vy,) subsucesion de (vg) tal que T'(vg,) — w en K cuando ¢ — co. Se sigue
entonces que v € T'(A) y obtenemos que:

1
|wr, — wlx < fJwk, —T'(vr,) || e + | T (0r,) — wl[x < ot |T(vg,) —wllxr  VLEN.
l

En consecuencia, wy, — w cuando ¢ — oo. Es decir, (wy) tiene una subcesion convergente

lo que implica que T'(A) es compacto en K.

<) : Sea (vy) una sucesion acotada en H. Entonces, el subconjunto B = {v; : k € N}
de V es acotado y, por hipotesis, T(%B) es compacto en K. Dado que T'(v,) € T(B) € T(B)
para cada k € N, entonces la sucesion (T'(vg)) tiene una subsucesion convergente lo que
demuestra que T es compacto.

(b) Para k € N consideremos la bola abierta By (0y, k) en H. Es claro que By (0g, k)
es un conjunto acotado en H para cada k € N. Para cada k € N, denotemos por By :=
T(By(0s,k)). Dado que T es un operador compacto, del inciso (a) concluimos que By es
compacto en K para cada k € N y, por tanto, que By, es separable en K para cada k € N.
Luego, como B, C By, entonces B, es separable en K para cada k € N.

Figura 3.1: BH("U,E) C BH(OH,(S) C BH(OH,/C(;)

Observemos que, si v € H entonces existe ¢ > 0 tal que By(v,e) C H. Definiendo
0 :=||v||lg + ¢ > 0 se sigue que By (v,e) C By(0q,9). En efecto, si u € By(v,e) entonces
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lullg —||v||lg < |Jlu—v|g < ey, por tanto, u € By(0g,d). Escojamos ks € N tal que 0 < ks.
Asi pues, By (v,e) C By(0y,0) C Br(0n, ks) lo que demuestra que v € U2 By (0n, k) v,
por tanto, H = U By (0y, k).

En consecuencia, im 7" = U2 ,*By,.

Sea k € N. Dado que B, es separable, existe ®; subconjunto denso numerable de By.
Definiendo ® := U2 9}, es claro que es un subconjunto numerable de im7". Luego, para
cada j € N se sigue que ®; C ® de modo que 33_] =B; C D vy, en consecuencia, ® = im T
lo que significa que ® es denso en im 7. Por tanto, im 7" es separable. Luego, ® es también
un subconjunto denso de im7' de modo que im 7" es separable.

Esto concluye la demostracion. m

Veamos algunos ejemplos de operadores compactos.
Ejemplo 3.10 La identidad id : {5(R) — l5(R) no es un operador compacto.

Demostracion: Es suficiente probar que la bola cerrada By, g)(0,1) := {(z)) € (2(R) :
> ore 2 < 1} no es compacta en £5(R).

Sez} e = (ey,;) la sucesion cuyos términos son ey, =1y e, ; = 0 si k # j. Es claro que
€x € Bu,m(0,1) para cada k € N. Notemos que:
ek — ejlla= V2 Vk#3.

Argumentando por contradiccion, supongamos que existe una subsucesion (éx;) que con-

verge a e en {5(R). Entonces, para gy := 72 existe jp € N tal que:

lex; — ell2 < o Vi > Jo-

En consecuencia,

Hékj - éki 2 < Hékj _€H2+ He_éki 2 < \/Ti + \/Ti = \/5 vz,j > jO

lo cual contradice nuestra suposicion. Por tanto, (€) no contiene ninguna subsucesion con-
vergente por lo que By,r)(0,1) no es compacto. m

Ejemplo 3.11 La funcion T : l5(R) — (3(R) dada por T(Z) = (r]_]> con T = (z;) es un
operador compacto.

Demostracion: La funciéon T es claramente lineal. Notemos que para todo T = (x;) € (5

@i = |(2)] - (f} J—>/ < (fj>/ ~ |1l

j=1

2
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lo que implica que T es continuo.

Definamos la sucesion de funciones Tj : ¢3(R) — ¢2(R) como Tj(z) := (yx,;) en donde
Yej =751 ] <kyyr;:=0sik<jconZ=(z;). Es inmediato que T} es lineal y continua
para cada k € N.

Fijemos k£ € Ny consideremos el subespacio vectorial im 7}, de ¢5(R). Sea y = (y;) € im T,
entonces existe T = (x;) € (2(R) tal que y; = IJ—J sij <kywy; =0sik < j. Definamos
¢+ imT, — RF como u(§) = (x1,29,...,7%). Es claro que ¢ es lineal e inyectiva. Sea
(z1,...,2;) € R¥. Consideremos la sucesion ¢ = (g;) dada por ; := ja;sij < kyg :=0
si k < j. Es claro que ¢ € £5(R) y T3(S) es la sucesion igual a x; si j < ky 0sik < j.
Por tanto, ¢(Tx(S)) = (x1,...,xx) lo que demuestra que ¢ es suprayectiva. En consecuencia,
dimim Ty = k < oo por lo que T}, es un operador de rango finito. La Proposicion 3.7 asegura
que T}, es compacto.

Asi pues, (T) es una sucesion de operadores compactos. Observemos que

o 1 113
T(z) - T@)|3= ) =< Y ai< 2 T — (1) € (R
| T%(Z) (Z)I2 R 2 Sy 2 z; < it 1) Vz = (z;) € (2(R)

: 1
y, en consecuencia ||T, — T'|| 2. (s (R) L)) < o

T es compacto. m

para cada k € N. El Teorema 3.4 asegura que

Sea S un conjunto y V espacio de Banach sobre R con norma || - ||y. El conjunto
B(S,V):={f:5—V : f esacotada}

es un espacio de Banach con la norma || f||« := sup,cg || f(2)||v. De hecho, una sucesion (fx)
en B(S,V) converge a f en B(S,V) siy solo si fp — f uniformemente en S.

Notemos que, si T : H — K es una funcién lineal y continua, entonces T' es acotada en
H de modo que T € B(H, K). Es decir, L.(H, K) es un subespacio vectorial del espacio de
funciones acotadas B(H, K). El Teorema 3.4 asegura entonces que IC(H, K') es un subespacio
vectorial de B(H, K). Asi pues, podemos concluir que el limite uniforme de operadores
compactos es compacto.

Veamos en el siguiente ejemplo que, el limite puntual de operadores compactos no es
compacto en general.

Ejemplo 3.12 Sea T} : (2(R) — (2(R) y z = (x;) € (2(R) la funcion dada por Ty(z) := x,
sij<kyT(z):=0sik<j. Esclaro que T} es lineal y continuo. Ademds, siguiendo un
procedimiento andloga al ejemplo anterior podemos concluir que dimim Ty, = k < oo por lo
que Ty, es un operador compacto para cada k € N.

La sucesion (Ty) converge puntualmente a la funcion identidad id pero del Ejemplo 3.11
se sigue que id no es compacto en lo(R).
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3.2. Operadores compactos-autoadjuntos

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar (-,-) y norma || - || z.

Observemos lo siguiente: Sea T' : H — H una funcién lineal y continua. Para v € H
arbitrario pero fijo consideremos la funcion T, : H — R dada por T, (u) := (T'(u),v). La
Proposicion 1.31 asegura que T, : H — R es lineal y continua. De este modo, el teorema de
representacion de Fréchet-Riesz asegura que existe un dnico 7, € H tal que:

T, (u) = (u, ) Vu € H,

es decir,
(T(u),v) = (u, ,) Vu e H.

Definamos la funcion 7% : H — H como:

T (v) ==, (3.1)

Es claro del teorema de representacion de Fréchet-Riesz que T7; es la tinica funciéon que
satisface que:
(T'(u),v) = (u, T (v)) Vu,v e H.

Ahora, consideremos v,w € H y «, f € R. Entonces:

(u, Ty (v + Bw)) = (T(w), av + Buw) = (T(u), av) + (T(u), fuw)
— a(T(u), v) + BT (), w) = alu, T (v)) + Blu, Ti(w))
— (u,aT}(0)) + (u, BT} (w))
— (u, aT}(v) + BT} (w))

por lo que T} (av + fw) = aTf(v) + BT} (w). Es decir, T}; es lineal.

Luego, seav € H. SiT};(v) = 0g entonces ||T};(v)|| g = 0y, por tanto, |15 (v)||x < cl||v|a
para cada ¢ € R con ¢ > 0. Supongamos entonces que T} (v) # 0y. Dado que T es lineal y
continua, entonces:

175 ()17 = K{T5 (), Ti ()] = KT(T5 ), )| < T eerm I 5 ()l vl

En consecuencia, [|T5(v)||g < [|T
continua.

co,m||v]| g para todo v € H lo que implica que T7; es

Definicién 3.13 Sea T : H — H wuna funcion lineal y continua. La funcion Ty : H — H
que cumple que

(T(u),v) = (u, T (v)) Vu,ve H

se llama operador adjunto de Hilbert de T.
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Por ejemplo, si denotamos por idy a la funcion identidad en H, dado que idy(u) = u
para todo u € H, entonces (id(u),v) = (u,v) = (u,id}(v)) para todo u,v € H. Por tanto,
idy;(v) = v para todo v € H y concluimos que idy = id};.

Veamos algunas propiedades de los operadores adjuntos de Hilbert.

Teorema 3.14 Sean T',S : H — H funciones lineal y continuas y a« € R. St T3, S5, : H —
H son los operadores adjuntos de Hilbert de T y S respectivamente, entonces su cumple lo
siguiente:

(a) Ty, : H— H es lineal y continua y ||T*|
(b) (S+T);; =S;+T.

(¢) (D) = aTj.

(d) (Ti)y=T.

(e) ker T = (im T%;)*.

(f) inT = (ker T};)".

(9) (SoT)y =T oSy

(h) SiT : H — H es un isomorfismo de Banach, entonces T}; : H — H es un isomorfismo

*

de Banach y se cumple que (T)™ ' = (T71)%.

commy = T cogemy-

Demostracion: (a) Ya vimos que T}y es lineal y continua. Observemos lo siguiente: Sean
u,v € H con ||u|lg = ||v||g = 1. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que:

(T (w), 0)] < T llv]| e,

y, dado que T es lineal y continua concluimos que:

(T (), )| <[T)[ullvla < ITlecmllullalvla =T

L.(HH)-

Ast pues, sup {|(T'(u), v)| : [Jullg = l[ollg =13 < |7l zeqm):

Si T'(u) = Og es inmediato que | T(uw)|| g < sup {|(T'(w),v)| : ||u|llg = ||v||z = 1}. Supon-
gamos entonces que T'(u) # 0. Como ||T(u)||% = (T'(u), T (u)) entonces:

= u ) su w),v)| : |ullg = vy =
Il = (T Gt ) < sup (T, s = ol =13
y, en consecuencia |1z a,my < sup {|(T'(u), v)| : ||ullg = [|v||z = 1}.

Por tanto, ||T

coy = sup {[(T'(w), v)| : |lullg = [lvllg =1}
De lo anterior obtenemos que:

1T\ oo,y = sup {[(T(w), )| = [Jullm = [[v]lz =1}
sup {|(u, T (0))| = |lullg = [lvllg =1}
sup {|(T5(v),u)| = |lullg = [lvllg =1}
= |7

L.(H,H)
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como afirma el enunciado.

(b) Sean u,v € H, entonces:
(u, (S + T (v)) = (S +T)(u),v) = (S(u) + T(u),v) = (S(u),v) + (T'(u),v)
= (u, Sy () + (u, Ty (v)) = (u, Sy (v) + T (v)) = (u, (S + Tr)(v))

y, en consecuencia (S + 1)} (v) = (S5 + T5)(v).

(c¢) Sean u,v € H, entonces:

(u, (@) (v)) = ((@T)(u), v) = (aT(u),v) = a(T(u),v)
= a(u, Ty (v)) = (u,a Ty (v)) = (u, (a Ty)(v))

y, por tanto, (aT)%(v) = a T (v).

(d) Sean u,v € H, entonces:

(T)u(w),v) = (v, (T (w) = (T (u),v) = (v, Ty (w)) = (T(u),v)

por lo tanto (T5)3 (u) = T(u).

(e) Sean u € ker T' y w € im T};. Existe v € H tal que T};(v) = w. Notemos que:

(u, w) = (u, T (v)) = (T'(uw),v) = (On,v) = 0

por lo que u € (imT};)*+. Inversamente, si u € (im T};)* entonces (u, Tf(v)) = 0 para cada
v € H. En consecuencia, (T'(u),v) = 0 para cada v € H y, por tanto, T'(u) = Oy. Es decir,
u € kerT'.

(f) De los incisos (d) y (e) podemos concluir que:

ker T}, = (im T)*.

Aplicando la Proposicion 1.20 y el Corolario 1.29 obtenemos que:

m7T = ((imT)L>l = <(imT)L>L = (ker T})*

como afirma el enunciado.

(g) Para cualesquiera u,v € H se tiene que:
(u, (S 0 T)(v)) = (S o T)(u),v) = (S(T(u)),v) = (T'(u), Sy (v)) = {u, Ty (Sy (v))) -

En consecuencia, (SoT)};(v) = (T;0S55)(v) para cada v € H y esto prueba el resultado.

(h) Dado que T € L.(H, H) es un isomorfismo de Banach, existe T~! € L.(H, H) tal
que:
Tl oT=T"'oT =idy.
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Asi pues, del inciso (g) se sigue que:

idy =idy = (T o T), = Th o (T7Y)Y,
idy =idy = (ToT™ "), = (T ") 0Ty

Es decir, (T71)% es un inverso izquiero y derecho de T3 lo que implica que T} es biyectivo
v (TF)™" = (T71)%. Luego, como T~' € L.(H, H) entonces por el inciso (a) se tiene que
(T~1)% € L.(H, H) lo que prueba que T* es un isomorfismo de Banach. m

Por simplicidad y siempre que no se preste a confusion escribiremos 7% : H — H para
referirnos al operador adjunto de Hilbert de una funcién lineal y continua 7' : H — H. Del
mismo modo, diremos tnicamente operador adjunto de T

En la siguiente observacion extendemos el concepto del operador adjunto de Hilbert.

Observacion 3.15 Sean H y K espacios de Hilbert sobre R con productos escalares (-, ) g
y (-, ")k respectivamente. Consideremos una funcion lineal y continua T : H — K.

Para z € K arbitrario pero fijo, definimos T, : H — R como T,(u) := (T'(u), z) k. FEsta
funcion es claramente lineal y continua por la Proposicion 1.41. El teorema de representacion
de Fréchet-Riesz asequra que existe un tinico z* € H tal que (T'(u),z)x = (u, z*) g para todo
u € H. Esto nos permite definir el operador T* : K — H como:

T (2) =2~
que satisface que (T (u), z)x = (u, T*(2))y para cualesquiera w € H y z € K. La funcion T*
definida se conoce como operador adjunto de Hilbert de T

Las propiedades dadas en el Teorema 3.14 permanecen vdlidas, salvo algunas modificacio-
nes para 1% : K — H.

Definicion 3.16 Una funcion lineal y continua T : H — H se llama operador autoad-
junto si T =T*. Es decir, si

(T(u),v) = (u, T(v)) Vu,ve H.

Por ejemplo, si 0(u) := 0y para todo u € H entonces (0(u),v) = 0 para todo u,v € H.
Asi pues, (u,0%*(v)) = 0 para todo u,v € H de modo que 0*(v) = 0 para todo v € H. En
consecuencia 0 = 0*.

Consideremos a la funcion 7" : lo(R) — ¢5(R) dada por T'(z) := (a;—J> con T = (z;) vista
en el Ejemplo 3.12. Sean = = (z;),y = (y;) € (2(R), entonces:

o 00 . S " . )
<T(x)7y>€2(R) = Z 7] Yy; = Z Z; 7j = <‘Ta T(y»fz(R)
=1 =1
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Por tanto, T" es un operador compacto autoadjunto.

Notemos que si T : H — H es una funciéon lineal y continua, entonces el conjunto
im 7T es un subespacio vectorial cerrado de H y por el teorema del complemento ortogonal

(ver Teorema 1.28) concluimos que H = im7 & (im T)l. Entonces, si T" es un operador

autoadjunto, de los inicisos (d) y (e) del Teorema 3.14 se tiene que (im T)L = ker Ty, por
tanto, H =imT & ker T'.

Veamos algunas propiedades de los operadores autoadjuntos.

Proposicion 3.17 Sean S,T € L.(H,H) tales que S y T son operadores autoadjuntos.
Entonces, S oT es autoadjunto si y solo st SoT =T o §S.

Demostracion: El Teorema 3.14 asegura que (S o T)* = T* o S*. Por tanto, SoT =
(SoT) =T*0S*=ToSsiysélosiToS =80T como afirma el enunciado. m

Observemos que, si S, T : H — H son operadores autoadjuntos y a € R, del Teorema
3.14 se sigue que (T'+ 8)* =T*+S*=T+ Sy (aT) = aT* = aT. Ademss, la funcién
constante igual a Oy en H es un operador autoadjunto. De este modo, el conjunto de todos
los operadores autoadjuntos en H espacio de Hilbert es un subespacio vectorial de L.(H, H).
A continuacion vemos que, de hecho, es un subespacio cerrado de L.(H, H).

Teorema 3.18 Sea T, : H — H una sucesion de funciones lineales y continuas tal que Ty,
converge a T en L.(H, H), entonces T} converge a T* en L.(H, H).

Demostracion: Sea ¢ > 0. Existe ky € N tal que:

| Tk — Tl comm < e Vk > k.

El Teorema 3.14 asegura que:

1T =17

comm = |[(Te = T)"|

comy = Te = Tl| oy

y, €n consecuencia:
|7 - 17

Lo(HH) <E VEk > ko
lo que demuestra que 7)) — T en L.(H,H). =
Teorema 3.19 Sea Ty, : H — H una sucesion de funciones lineales y continuas tales que

Ty es autoadjunto para cada k € N. Supongamos que Ty, converge a T en L.(H, H), entonces
T : H — H es un operador autoadjunto.
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Demostracion: Del mismo modo que en el resultado anterior, el Teorema 3.14 asegura
que:
1T = T oy = (T = T)* N oy = [T = 1|

Lo(H,H)-
Por tanto,
1T = T\ zoqrrmry < T = Tollcocrrmy + 1Tk = Till cocmrmny + 1T = T cog
usando el teorema anterior y el hecho de que T}, = T} para cada k € N, obtenemos:

1T = T gorrmny < 20T = Til| 2oar,n)- (3.2)

Tomando el limite cuando k& — oo en (3.2) concluimos que ||T" — 1|
tanto, T'=T". m

co(am = 0y, por

A continuacién demostraremos que cualquier operador compacto entre un espacio de
Banach y un espacio de Hilbert es el limite de una sucesiéon de operadores de rango finito.

Teorema 3.20 Sea V' un espacio de Hilbert sobre R y T' : V. — H wuna funcion lineal
y continua. Si T 'V — H es compacto, entonces existe una sucesion Ty, : V. — H de
operadores de rango finito tal que Ty, — T en L.(V, H).

Demostracion: Es claro que im T es un subespacio vectorial cerrado de H y, por tanto, es
un espacio de Hilbert. Dado que T' es compacto, por la Proposicion 3.10 se tiene que im 7T’
es separable. Por tanto, existe B = {e; : k € N} una base de Hilbert de imT" (ver Teorema
1.47).

Definiendo el conjunto Vi := lin ({e1,...,ex}) es claro que Vi es un subespacio vectorial
cerrado en im7T para cada k € N. Consideremos py, : imT — Vj la proyeccion de imT
sobre Vj y definamos T}, : V' — Vj como T}, := py, o T. Esta funcion es claramente lineal
y continua. Ademés, como im7T}, C V; y V, es de dimensioén finita k, entonces im T} es de
dimensioén finita y, por tanto, T}, es un operador de rango finito.

Demostraremos que ||T, — T
que existe €y > 0 tal que:

co(v,ir) — 0. Argumentando por contradiccion, supongamos

| Te = T\l zoqv,iry = €0 Vk € N. (3.3)

Asi pues, existe (zj) una sucesion en V' tal que ||zx||y = 1 para cada k € N y tal que:
| Te(zr) — T(ae)l|ar > % vk € N. (3.4)
Como T es compacto y (x3) es acotada en V, existe (x,) subsucesion de (zx) tal que

(T'(wy;)) converge en H. Sea w := lim;_,, T'(7y,;) € imT'. Observemos que:

(T = T)(an,) = Tj(wn,) — T(xw,) = pv,(T(wx,) — T(aw,) = (pv; — idu ) (T (2x,))
= (pv, —idu)(T(xx,)) + (pv, — idu)(w) — (pv, — idu)(w)
= (pv; —idu)(w) + (pv; — idu ) (T (zx,) — w) Vj eN.
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Usando el Teorema 1.42 obtenemos:

7 0o 00
(pv, —idu)(w) = py,(w) —w = Z w, en) ey Z (W, em) em Z (w, e,) €.
n=1 m=1 n=j+1

Por lo tanto:

1T (xx,) — T(xn) g = ||(pv, — idg)(w) + (pv, — idg)(T(xx,) — w)||,
= (v, —idm) ()| ; + |lpv, (T (@) — w)|[  + [T (n;) — ]|,

1/2
(Z |{(w, en)] ) +2HT(xkj)—w||H Vi eN

n=j+1

y, €n consecuencia:
0< 5 < |[Tj(xr,) = T(xw,)lg <0

lo cual es imposible. Esto concluye la demostracion. =

Lema 3.21 Sea T : H — H funcion lineal y continua. Entonces, T es de rango finito si y
solo s1 T es de rango finito.

Demostracion: Supongamos que dimim7 < oo. Dado que T™ es lineal y continua, en-
tonces por el Lema 1.32 se tiene que ker T es un subespacio vectorial cerrado de H. El
teorema del complemento ortogonal (ver Teorema 1.33) asegura que H = ker T* @ (ker T*)*
y, por el Teorema 3.14, (ker T*)* = imT = imT pues es de dimensién finita. Por tanto,
H = kerT* @ imT. Asi, para v € H dada existen tnicos v € kerT* y w € imT tales
que v = v + w. Entonces, T*(u) = T*(v + w) = T*(v) + T*(w) = T*(w) de modo que
im7T* C T*(imT') y, por tanto, dimim 7% < dimim 7" < oc.

Inversamente: si dimim 7™ < oo, el resultado se sigue directamente de aplicar la discusion
anterior a 7% y usando el hecho de que (T*)*=T7. m

Teorema 3.22 (de Schauder en espacios de Hilbert) Sea T : H — H funcion lineal y
continua. Entonces, T es compacto si y solo si T* es compacto.

Demostracion: Supongamos que T es compacto. El Teorema 3.20 asegura que existe una
sucesion de operadores de rango finito T}, : H — H tal que Ty — T en L.(H, H). Luego,
T¢ : H — H es de rango finito por el Lema 3.21 y T} — T en L.(H, H) por el Teorema
3.18. El Corolario 3.9 asegura que T™ es compacto.

Inversamente: si 7 es compacto entonces de la discusion anterior se sigue que (7%)* es
compacto. El Teorema 3.14 implica que (7%)* = Ty, por tanto, que T es compacto. m

Una version méas general del teorema de Schauder para un operador compacto entre dos
espacios de Banach puede encontrarse, por ejemplo, en [13] y [75].
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3.3. Los teoremas de Riesz y Fredholm

En esta seccidon estudiamos algunos resultados importantes con respecto a la bola unitaria
cerrada en espacios de dimension finita e infinita. Ademas, establecemos algunas propiedades
de los operadores compactos.

Lema 3.23 (de Riesz) Sea V = (V.|| - |lv) un espacio normado. Si W es un subespacio
vectorial cerrado de V- y W #V entonces, para cada 0 € (0,1), existe vs € V' con |Jvs|ly =1
tal que:

lvs —wlly >0 Vwe W.

Figura 3.2: Lema de Riesz

Demostracion: Sea vy € V~\W fijo. Dado que W es cerrado, entonces ||vg —w||y > 0 para
cada w € W. Definamos pg := ifyew [[vo — wlly > 0y sea 6 € (0,1). Escojamos w; € W
tal que

po < llvo — wsllv < &
Definiendo vs := % € V es claro que |lus||y = 1. Por tanto, para cada w € W se
tiene que:
H'U(S—'LUHV: ’ Vo — Ws . o Uo_wﬁ_wHUO_wé”V > Lo 25
lvo — ws|lv v lvo — ws|lv v lvo —wsllv

y esto prueba el resultado. m

Teorema 3.24 (de Riesz) Sea V = (V,|| - ||v) un espacio normado y Sy := {v € V :
|lvllv = 1} la esfera unitaria. Si Sy es compacto, entonces dim'V < oo.

Demostracion: Fijemos 6 € (0,1). Es claro que € := {By(z,%) : z € Sy} es una cubierta
abierta de Sy. Como Sy es compacto, existen zy, ..., z,, € Sy tales que:

Sy C Bv(Zl,g)U"'UBv(Zm,g). (35)
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Definamos W :=lin ({21, ..., 2 }). Entonces W es un subespacio vectorial de dimension
finita que es ademés cerrado en V. Supongamos que W # V. El lema de Riesz (ver Lema
3.23) asegura que existe vs € Sy tal que ||vs — wl||y > ¢ para cada w € W. Por tanto, para
cada j = 1,...,m se tiene que ||vs — 2|y > 6 lo cual es imposible pues contradice (3.5). En
consecuencia, V' = W y se sigue que V es de dimensioén finita. m

A continuacion probaremos que un espacio vectorial normado tiene dimension finita si su
bola unitaria cerrada es compacta. El procedimiento que seguiremos puede aplicarse, salvo
algunas modificaciones, como una prueba alternativa al teorema de Riesz.

Teorema 3.25 Sea V = (V.|| - [|v) un espacio normado y By := By(0y,1) = {v € V :
|lvllv < 1} la bola unitaria cerrada. Si By (0y,1) es compacta, entonces dimV < oo.

Demostracion: Supongamos que dim V' = oo y fijemos ¢ € (0, 1).

Sea vy € By \ {0g}. Es claro que W; := lin({v;}) es un subespacio vectorial cerrado de
dimension finita y, por tanto, W; # V. El lema de Riesz (ver Lema 3.23) asegura que existe
ve € V tal que ||vo|ly = 1y ||lva — v1]ly > 6. El conjunto Wy := lin ({vy,v2}) es también
un subespacio vectorial cerrado de dimensién finita y, por tanto, W5 # V. El lema de Riesz
asegura que existe vz € By tal que |lvs — vj||y > § para cada j = 1,2. Continuando de
este modo obtenemos, para cada k € N, un subespacio vectorial cerrado y dimension finita
Wy = lin({vy,...,v}) tal que Wy # V' y, por el lema de Riesz existe vpy; € By tal que
|vk+1 — vj||vy > 0 para cada j < k + 1. Asi pues, definimos la sucesion (vy) de elementos de
By . De este modo,

o —wkllv 20 Vj#k

En consecuencia, cualquier subsucesion de (vg) no es de Cauchy y, por tanto, cualquier
subsucesion de (vg) no converge en By. Por tanto, By no es compacta en V' y esto prueba
el resultado. m

Observemos que si V' = (V.|| - ||v) es un espacio normado de dimension finita N entonces
existe una equivalencia con RY = (R™ || - ||;). Es decir, existe una funcion ¢ : V" — RY
que es lineal, Lipschitz continua y biyectiva y su inversa ¢! : RN — V es lineal y Lipschitz
continua. De este modo, By (0y,1) es equivalente al conjunto {x € RY : |jz[; < 1} que es
compacto en RY. Asf pues, By (0y, 1) es compacta en V. Acabamos de probar que el hecho
de que un espacio normado sea de dimensién finita es condicién necesaria y suficiente para
ver que la bola unitaria cerrada es compacta. Para los detalles de esta prueba invitamos al
lector a consultar por ejemplo [13], [17], [73] ¥ [75].

Notemos ademas que si H es un espacio de Hilbert de dimensién infinita, en el Teorema
3.25 hemos demostrado que existe una sucesion (v;) de elementos de By (0m,1) que no
contiene ninguna subsucesiéon convergente. El Teorema 3.3 asegura que la funciéon identidad
en H no es un operador compacto.

Sea H es un espacio de Hilbert de dimensién infinita y 7' : H — H un operador compacto.
Supongamos que T’ es un isomorfismo de Banach, es decir, existe 7! : H — H funcién
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lineal y continua tal que 77! oT = T o T~ = idy. Dado que T es un operador compacto
yT ' e L.(H,H), de la Proposicion 3.6 concluimos que 7! o T es un operador compacto.
Es decir, tdg es un operador compacto lo cual es imposible por lo comentado en el parrafo
anterior. Por tanto, un operador compacto en un espacio de dimensién infinita no puede ser
una funcion biyectiva.

Notacién 3.26 Sea S un conjunto no vacio y ¢ : S — S una funcion. Denotamos por
¢F S — S ala composicion:
F=po---0¢p sikeN, #° = idg,
—_——
k veces

en donde idg : S — S es la funcion identidad.

Teorema 3.27 (Alternativa de Fredholm en espacios de Hilbert) Sea H un espacio
de Hilbert con producto escalar (-,-) y norma || - ||g. Sean T : H — H una funcion lineal y
continua, y 1% : H — H su operador adjunto. Si T es un operador compacto, entonces:

(a) ker (idg — T) es de dimensidn finita.

(b) im (idg — T) es cerrado. Mds atin, im (idg — T) = (ker (idy — T*))*.
(c¢) ker (idg —T) = {0g} st y sdlo siim (idg —T) = H.

(d) dimker (idg —T') = dimker (idy — T).

Demostracion: (a) Sea By la bola unitaria cerrada de H y V' := ker (idg — T'). Dado
que T es lineal y continua, el Lema 1.32 asegura que V' es un subespacio vectorial cerrado
de H. Consideremos By su bola unitaria cerrada. Si v € By, entonces v € V' y ||v||g < 1.
Notemos que, (idg — T)(v) = v — T(v) = Of vy, por lo tanto, T'(v) = v. En consecuencia,
By C T(Bg) C T(Bpg). Como T es un operador compacto entonces By es compacta.
Aplicando el Teorema 3.25 se sigue que dim V' < oo.

(b) Sea v € im (idg — T'). Existe una sucesion (vg) tal que vy, € im (idy — T') para cada
k€ Ny v, — ven H. Asi pues, existe u, € H tal que vy = uy, — T'(uy) para cada k € N.

Consideremos el subespacio vectorial cerrado W := ker (idy — T') en H y denotemos por
pr = Inf,ew ||ux — w||g para cada k € N. Dado que W es de dimension finita por el inciso

anterior, existe wy € W tal que pp = ||ux, — wi||y para cada k € N. Es decir, wy, = T'(wy)
para cada k € N. Por tanto,
Ve = U — T(uk) = (uk — U}k) — T(uk — U)k) VkeN. (36)

Supongamos que la sucesion (px) no es acotada en R. Entonces, existe (py,) subsucesion
de (pr) tal que py; — oo cuando j — oo. Definamos wy, := % para cada k € Ny, por
tanto, de (3.6) concluimos que

1 v v

wy — T(wy,) = =
\up — willg  pw
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De este modo, obtenemos que wy, — T'(wy;) — Og cuando j — oco. O, equivalentemente,
wy; — T'(wy,) cuando j — oco. Asf pues, (wy,) es una sucesion acotada en V' y, como T es
compacto, existe una subsucesion (wy;,) de (wy,) tal que T'(wy;, ) converge a w € H cuando
¢ — oo. De la unicidad del limite concluimos que wy, — w cuando £ — oo y, por tanto,
w € W pues es cerrado. En consecuencia, inf,ew [|wy;, —w|# — 0 cuando £ — oo.

Por otro lado,

) - ey Jus — -
fof (|3 — wlly = fof || || = Sfwew lus = (wp + wllg = )l
weW weWw ||uk wk||H H ||Uk wk;”H
o 1,nfwel/VHuk_wHH _ ||uk_wk||H -1 VikeN
luk — wella |ur, — w || 7

lo cual contradice que infyew ||Wy;, — w[r — 0 cuando £ — oo. De este modo, concluimos
que la sucesion (py) es acotada en R. Como 7' es compacto, entonces existe una subsucesion
(ug, — wy;) de (ug — wy) tal que T'(ug; — wy,) converge a x en H. De (3.6) se sigue que
ug, — wy; — v+ cuando j — oo. Definiendo u := v + 2 € H es claro que u —T'(u) = vy,
por tanto, v € im (idy —T)).

(¢c) =) : Consideremos Vi := im(idy — T) subespacio vectorial cerrado de H y argu-
mentando por contradicciéon supongamos que Vi # H. Es claro que V; es de Banach. Si
w € T(V7), entonces existe v € V] tal que T'(v) = w. Dado que v € V; entonces v = u—T'(u)
para algin u € H. Asi pues, w = T'(v) = T(u) — T(T(u)) para algin u € H y por lo tanto
w € Vi. Es decir, T'(V}) C V. Por tanto, T, Vi — H es un operador compacto de modo
que el subespacio vectorial V, := (idy — T))(V;) de V; es cerrado por el inciso anterior. Mas
aun, V5 #£ V] pues idyg — T es inyectiva por hipotesis.

Continuando de este modo definimos, para cada k € N, al subespacio vectorial cerrado
Vi := (idg — T)*(H). Asi pues, obtenemos (V},) una sucesion decreciente de subespacios
vectoriales cerrados de H. Fijemos 6 € (0, 1). Por el lema de Riez (ver Lema 3.23), para cada
k € N, existe v¥ € Vi con |[vf||g = 1 tal que ||vf — w| g > para todo w € V1. Definamos
pues la sucesion v, := v¥ en H que es acotada.

Notemos que, para cualesquiera j, k € N se tiene:
T(vx) = T(v;) = —(ve = T'(vi)) + (v = T(v3)) + (v — ;). (3.7)
De este modo, si j < k entonces V11 C Vi C V1 CVj y, por tanto,
(0 = T(w)) + (v — T(vy)) + 03 € Vi

y, se sigue de (3.7) que ||T'(vy) — T'(vj)|lg > Infyev,,, [[v; —w|| > & lo cual es imposible pues
T es un operador compacto y (vx) es una sucesion acotada en H. Por tanto, V; = H como
afirma el enunciado.

<) : Supongamos que im (idg —T') = H. Dado que T es un operador compacto, entonces
T* : H — H esun operador compacto y, asi idy —T™ es un operador compacto (ver Teoremas
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3.5y 3.22). El Teorema 3.14 asegura que ker (idy —T*) = (im (idg — T'))* = {05 }. Asf pues,
de la implicacién anterior podemos concluir que im (idg — T*) = H y, nuevamente por el
Teorema 3.14 tenemos que im (idg —T*)* = ker (idyy — T') = {05 }. Esto concluye la prueba.

(d) Sea d = dimker (idg — T) y d* = dimker (idyg — T*). Primero veamos que d* < d.
Argumentando por contradiccion, supongamos que d < d* y denotemos por V := ker (idy —
T'). Entonces, V' es un subespacio vectorial de dimension finita de H y, por tanto, cerrado.

Por otro lado, como im (idy — T) = (ker (idy — T*))* es un subespacio vectorial cerrado
de H, si denotamos por W :=im (idy — T') entonces su complemento ortogonal en H tiene
dimensién finita igual a d*. De este modo, como d < d* entonces existe una funcién lineal
AV — W+ que es inyectiva y no suprayectiva. Si pyy : H — V es la proyeccién ortogonal
de H sobre V, entonces A o py : H — W+ es un operador compacto pues es de rango finito
(ver Proposicion 3.7) y, en consecuencia, S := T + A o py es un operador compacto. Sea
u € ker (idg — S), entonces u — S(u) = 0y. Es decir, u — T'(u) — (A opy)(u) = Oy y, por
tanto, u — T'(u) = Oy v A(py(u)) = Oy. Esto implica que u € V' y asi A(u) = Oy por lo
que necesariamente v = Oy. En consecuencia, ker (idy —S) = {0y} y se sigue del iniciso (c)
que im (idy — S) = H lo cual es imposible. En efecto, dado que A no es suprayectiva, existe
w € W+ tal que w ¢ im A. Es decir, no existe v € H tal que u — S(u) = w y, por tanto,
d* < d.

Inversamente: aplicando el procedimiento anterior al operador compacto 7™ obtenemos

que:
dimker (idy — (T*)*) < dimker (idg — T™)

y, como ker (idy —T') C ker (idg — (T*)*) dado que T' = (T™)* entonces d < d*. Por lo tanto,
d = d* como afirma el enunciado. m

Observemos que en la prueba anterior, salvo el inciso (d), no usamos propiedades espe-
ciales del espacio de Hilbert H mas que aquellas que tiene la norma por lo que es posible
sustituir a H por cualquier espacio de Banach y la prueba es exactamente la misma. Para ello,
invitamos al lector a consultar, por ejemplo, [13] para una version mas general del teorema
de Fredholm al considerar un operador compacto 7" : V' — V con V un espacio de Banach.
La prueba dada en [13] del iniciso (d) considera una extension del concepto de complemento
ortogonal de un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Banach arbitrario.

3.4. Teoria espectral de operadores compactos

Sea H = (H,(-,),|| - |lz) un espacio de Hilbert sobre R. Consideremos T': H — H una
funcién lineal y continua. Para cada A € R, definimos a la funciéon 7 : H — H como:

T\(v) :== (T — Nidg)(v)

donde tdy : H — H es la funcién identidad en H. Es claro que T es una funcién lineal y
continua.
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Definicion 3.28 Sea T': H — H wuna funcion lineal y continua. Definimos el conjunto
resolvente de T como:

p(T):={AeR : T\ = (T — Nidy) es biyectiva de H en H} .

Definimos el espectro de T que denotamos por o(T) como el complemento del conjunto
resolvente de T'. Es decir, o(T) := R~ p(T).

Sea T' : H — H lineal y continua. Observemos los siguiente: A € o(T) si y solo si
Ty : V — V no es biyectiva si y sélo si T\ no es inyectiva o T no es suprayectiva. Es decir,

(i) ker T\ # {0x} o
(ii) im Ty £ V.

Definicion 3.29 Sea T : H — H una funcion lineal y continua y A € R. Decimos que A es
un valor propio de T sikerT) # {Oy}.

Es decir, A € R es un valor propio de T si existe v € H con v # Oy tal que T'(v) = Av. El
vector v que cumple dicha condicién se llama vector propio asociado al valor propio ).

Al conjunto de todos los valores propios de 1" lo denotamos por o,(7) y es claro que
0,(T") C o(T). Notemos que, si dimV < oo entonces 0,(1") = o(T") pues toda funcion
lineal L : H — H es inyectiva si y s6lo si es suprayectiva. En dimension infinita, la relaciéon
o,(T") C o(T), en general, puede ser estricta como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.30 Sea = = (x;) € (2(R) y definamos T : l5(R) — lo(R) como T(z) := 0 si
j=1yT(@x) = xj_1 sij > 1 la cual es claramente T es lineal y continua. Entonces,
op(T) & o(T).

Demostracion: Sea A € R y consideremos la funcion Ty := T — A\ id en donde id denota la
funcion identidad en ¢3(R). Observemos que T3(Z) = —Azy si j =1y T\(T) = zj1 — A x;
si 7 > 1. Consideremos los siguientes casos:

CAsO 1. Si A = 0 entonces Ty = T. Asi pues, si T = (z;) € »(R) es tal que T(z) = 0
entonces ;1 = 0 para todo j > 1y, en consecuencia, x; = 0 para todo j € N de modo que
ker Ty, = {0}.

CASO 2. Supongamos A # 0. Entonces, si = (x;) € l5(R) es tal que T'(Z) = 0 entonces
—Az1 =0y 2j-1 — Ax; = 0 para todo j > 1. Como —Ax; = 0 entonces z; = 0. Luego,
como 1 — Axy = 0 entonces —Ax9 = 0y, por tanto, zo = 0. Continuando de este modo se
tiene que, para cada m € N, z,,_; = 0. Asi, de la expresion x,,_1 — A x,, = 0 concluimos que
Ty, = 0. Por tanto, 2; = 0 para todo j € N lo que implica que Z = 0, es decir, ker T, = {0}.

De ambos casos concluimos que 0,(T") = @.
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Ahora, sea A € [—1,1] y consideremos la funcién 7 definida arriba. Sea § = (y;) la
sucesion de nimeros reales dada por y; = —1 y y; := 0 para todo j > 1. Es claro que
y € (5(R). Es inmediato que si A = 0 entonces la funciéon T\ = T no es suprayectiva pues no
existe sucesion T = (z;) tal que T'(Z) = y. Sea pues A # 0 y supongamos que existe sucesion
T = (x;) € l5(R) tal que T)\(Z) = y. Entonces, —A 2y = =1y z;_1 —Az; = 0 para todo j > 1.
Entonces, z; = % y, por tanto, % —Axg = )\(% — 29) = 0 implica que x5 = /\1—2 Continuando
de este modo, podemos concluir que z; = /\% para todo 57 € N lo cual es imposible pues la
serie Z;’il A—éj no converge en R ya que ‘—i' > 1. En consecuencia, T\ no es suprayectiva y,

por tanto, T no es biyectiva. Asi pues, [-1,1] C o(T). =
En general, puede darse el caso que exista un espacio de Hilbert H sobre R y una funcion

lineal y continua 7' : H — H tal que 0,(T") = o(T") = @ independientemente de la dimension
de H como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.31 Sea Z = (z;) y definamos T : lo(R) — (2(R) lineal y continua como T(Z) :=
—xjy1 st J esimpar y T(Z) := xj_1 si j es par. Entonces, 0,(T) = o(T) = @.

Demostracion: Sea A € Ry consideremos la funciéon T := T — Aid en donde id denota la
funcion identidad en ¢5(R). Observemos que T)(Z) = —x;41 — Ax; si j es impar y T)\(Z) =
Tj_1 — Ax; sl j es par.

Sea T = (x;) € l5(R) tal que T)(z) = 0. Es inmediato que si A = 0 entonces ker T) = {0}.
Asi pues, supongamos que A # 0 y consideremos los siguientes casos:

CAsO 1. Si j es impar, entonces de la descripcion de Ty (Z) tenemos el siguiente sistema
de ecuaciones:

—Tj41 — /\Ij =0 (11)
XTj — /\ZL‘]‘+1 =0 (12)

De (1.1) obtenemos que ;11 = —Az; y sustituyendo en (1.2) se sigue que z; + N\ z; =
(1+ A?)x; = 0. Por tanto, z; = 0 y en consecuencia z;41 = 0.
CASO 2. Si j es par, entonces obtenemos el sistema:
—T; — )\xj—l =0 (21)
Tj-1— /\[Ej =0 (22)
y resolviendo de forma analoga al caso anterior obtenemos que z; =0 = z;_;.

Por tanto, z; = 0 para todo j € N lo que implica que ker T\ = {0}. Es decir, T) es
inyectiva para todo A € R.

Sea y = (y;) € l2(R) y A € R.

CAsO 1. Si A = 0, entonces T = T. Definamos la sucesion = = (x
si j es impar y x; := —y;_; si j es par. Asi pues, T\(Z) = —zj41 =
T\(Z) = xj_1 = y; si j es par. Es decir, T)(Z) =y

j) como T = Yj+1
y; sl J es lmpar y
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CASO 2. Supongamos A # 0 y definamos la sucesién z = (x;) como sigue

T o= { 1_;,_1)\2yj+1 - 1_;:\)\2 y] Si j €S impar,
’ _ﬁyjfl - ﬁ Y si j es par.
Es claro que 2 = (z;) € {3(R). Observemos ademés, que T)\(Z) = —zj41 — Az; =
- (_1+1)\2 Yi — 14:\)\2' yj+1)—)\ (ﬁ Yj+1 — ﬁ yj) =y;sijesimpary T)\(Z) = —zj 1 —Ax; =

ﬁ Y — ﬁyj_l) — A (—ﬁ Yj—1 — 1Jr%yj) = y; si j es par. Es decir, T(Z) = 7.
En consecuencia, T) es suprayectiva para todo A € R.

Por tanto, 0,(T) =0(T) = 2. =

Ejemplo 3.32 Sea R? = (R?, || - ||2) con la norma Euclidiana y consideremos ¥ : R? — R?
la rotacion por 3 en torno al origen. Es decir,

(1, 22) = (21 cos(5) — wasin(%), z1 sin(%) + @2 cos(5))

= (—x9,11).

Entonces, 0,(0) = o(V) = @.

Demostracion: Es claro que 9 es una funcion lineal en R? y, por tanto, continua.

s

Figura 3.3: Rotacion por 7 en torno al origen

Sea (x1,79) € R? tal que 9(zy,73) = (0,0). Entonces, (—z2,z1) = (0,0) y, por lo tanto,
r1 = x5 = 0 lo que implica que ker v = {(0,0)}.
Ahora bien, sea A € R con A # 0y 9y(x1,22) = (9 —Nid)(x1,x2) = (—22— A1, 1 — A2).
Si 9y (x1,22) = (0,0) entonces,
—X9 — )\xl = O,
1 — Azy = 0.
De la primera ecuacién obtenemos que xy = —Ax; ¥y, sustituyendo en la segunda se

tiene que (1 + A?)z; = 0 de donde concluimos que x; = 0 y, por tanto, zo = 0. Es decir,
(x1,22) = (0,0) lo que prueba que kerJ, = {(0,0)}.

En consecuencia, 0,(9) =o(¥) = 2. =
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Sea T': H — H funcioén lineal y continua. En los siguientes resultados estudiaremos para
cudles valores reales A, la funcion Ty := (T — Nidy) es biyectiva de H a H. De los ejemplos
anteriores, supondremos a partir de este momento que las funciones en estudio son tales que
el conjunto de sus valores propios es distinto del vacio.

Proposicion 3.33 Sea T': H — H una funcion lineal continua y XA € R tal que A € 0,(T).
Entonces, |\ < ||T|

,CC(H,H) :

Demostracion: Dado que A € 0,(T'), entonces existe v € H \ {0y} tal que Th(v) = 0.
Es decir, T'(v) = Av. Definiendo v := iy € H es claro que |o]lg =1y T(v) = Av. En
consecuencia,

Al =AMVl = IA0le = 1T@) e < NT| com
como afirma el enunciado. m

Es decir, si A € R es tal que |A| > ||T|| 2,1y entonces ker T\ = {0y} lo que significa que
T), es inyectiva. Veremos que, de hecho, la funciéon T) es biyectiva. Para ello requerimos del
teorema de punto fijo de Banach.

Teorema 3.34 (de punto fijo de Banach) Sea X = (X, d) un espacio métrico completo,
no vacio, y sea ¢ : X — X wuna contraccion. Entonces se cumple lo siguiente:

(a) ¢ tiene un tnico punto fijo x*, es decir, existe un unico x* € X tal que ¢p(x*) = x*.
(b) Para cualquier o € X, la sucesion (¢¥(zo)) converge a x* en X, y se cumple que:

Ckk

(6 (wo). 2") < 77—

d((x0), o), (3.8)
donde o € (0,1) satisface (3.8).

Sea T : H — H funcion lineal y continua y v € H arbitrario pero fijo. Sea A un ntmero
real y escribimos la siguiente ecuacion:

T(u) — Au=wv. (3.9)

Nos preguntamos, ;jpara qué valores de A\ la ecuacion (3.9) tiene soluciéon tunica?. De
acuerdo a los conceptos dados en el teorema de punto fijo de Banach, queremos expresar
este problema como un problema de punto fijo. Es decir, queremos encontrar una funcién ¢, :
H — H cuyos puntos fijos sean las soluciones de la ecuacion (3.9). Para ello, procederemos
del siguiente modo:

Si A # 0, entonces la ecuacion (3.9) se escribe como:
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Esto nos permite definir la funcion ¢, : H — H como sigue:

Las soluciones de (3.9) son justamente los puntos fijos de ¢,.

Para poder aplicar el teorema de punto fijo de Banach requerimos que H sea completo
y, que para ciertos valores de A, la funciéon ¢, sea una contracciéon. La primera condiciéon se
sigue inmediatamente pues H es de Banach. Ahora, observemos lo siguiente: Sean z,y € H,
entonces:

loa(@) = oxW) e = |3 11T = )l < [Z[ 1T ez = ylla.

Asi pues, definiendo a := |X|||T||z.(mr,m) se tiene entonces que a € (0,1) si y solo si
Al > |T||z.z,r)- En consecuencia, ¢y es una contraccion si [A| > ||T'||z.v,vy. Dado que H
es completo, el Teorema 3.34 asegura que existe un unico u* € H tal que:

* k 1 *
ut = oau) = 5 (T(u) )

Es decir, T} es suprayectiva si [A| > [|T| . (m,m)-

Hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 3.35 Sea T' : H — H funcion lineal y continua. Si [N > ||T| z.u,m) entonces,
para cada v € H, la ecuacion (3.9) tiene una unica solucion. Es decir, Ty es suprayectiva.

Proposicion 3.36 Sea T': H — H funcion lineal y continua, entonces o(T) C R es acota-
do. Mas ain,

o(T) C [=IIT]

L.(H,H)> ||TH£C(V,V)}

Demostracion: De la Proposicion 3.33 y el Teorema 3.35 tenemos que, si A € R es tal
que T\ no es biyectiva de H en H, entonces |A| < ||T||z.(m,m). En consecuencia, o(T) C
[—HT| Lo(H, H)} como afirma el enunciado. m

A continuacién probamos que el conjunto espectral de una funcion 7' : H — H lineal y
continua es cerrado en R para lo cual, usaremos de nuevo el teorema de punto fijo de Banach.

comys || T

Sea A\g € p(T'). Deseamos encontrar un € > 0 tal que (A\g — ¢, \g+¢) C p(T'). Procedemos
de la siguiente forma:

Sea e >0y X € R tal que [\ — \g| < e. Para v € H arbitrario pero fijo consideremos de
nuevo la ecuacion (3.9).

Notemos que, la ecuacion (3.9) puedes escribirse como:

T(u) —du=v+ (A= X)u. (3.10)
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Dado que Ay € p(T") entonces la funcion Ty, := (T'— A\g idy) es biyectiva. Es decir, existe
TA_O1 : H — H tal que TA_O1 oTy, =1T),0 T/\_O1 = idy. De este modo, podemos escribir a la
ecuacion (3.10) como:

u="Ty"(v+ (A= Ao)u). (3.11)

Definamos la funcién ¢ : H — H como:
o(u) == T/\_Ol(v + (A — Xo)u).

Entonces las soluciones de (3.11) son justamente los puntos fijos de .

Usaremos el teorema de punto fijo de Banach para lo cual, necesitamos que ¢ sea una
contraccion. Asi pues, encontraremos el valor de ¢ para el cual la funcién ¢ cumple con ser
una contracciéon. Sean xz,y € V', entonces:

le(@) — el = A = Xl T5 (@ = )l < 1A= Ml T5, M e 1o = yllar-

Definiendo a := | — X[||T5.! || c.rm) se tiene que a € (0,1) si y s6lo si [A — Ag| <
1

W. Es decir, ¢ es una contraccion si € := T Dado que H es completo, el
o leetm m o lcetm,m)

Teorema 3.34 asegura que existe un tnico u* € H tal que:
ut = py(u*) = T;()l(v + (A = Ao)u’).

Notemos que si v = 0y entonces la ecuacion en estudio se reduce a T'(u) = Auy u =0y

es una solucion. De lo anterior podemos asegura que esta es tnica si |\ — | < W
X Nce(m H)

Por tanto, si A € R es tal que |\ — X\g| < H L entonces T) es biyectiva de H en H.

S
T3y ee(a,m)

Teorema 3.37 Sea T : H — H una funcion lineal y continua. Entonces, el conjunto p(T)
es abierto en R.

Demostracion: Sea \g € p(T). Definiendo € := L > 0 es claro de la discusion

= -1
ITx, e, m)

anterior que (A\g — &, \g +¢) C p(T). Es decir, p(T') es un subconjunto abierto de R. m

Corolario 3.38 Sea T : H — H una funcion lineal y continua. Entonces, el conjunto o(T')
es compacto en R.

Demostracion: Por la Proposicion 3.36 se tiene que o(7T) es acotado y, por el Teorema
3.37, el conjunto o(T) = R~ p(T') es cerrado en R. El teorema de Heine-Borel asegura que
o(T) C R es compacto. m
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De los resultados anteriores obtenemos que todo ntimero real A que esté en el conjunto
espectral de una funcion lineal y continua 7" se encuentra entre los valores —||T||z.(#,m) ¥
|T|| zo(r,my- Es decir, atin cuando encontrar un valor explicito A en el espectro de T resulte
en un proceso sumamente complejo, calcular la norma del operador 7' nos brinda un valor
aproximado. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.39 En (5(R) consideremos la funcion T : lo(R) — (5(R) dada por T'(Z) := 0 si
j=1yT(Z):=x;_4 si j >1 (ver Ejemplo 3.30).

Es claro que |T(Z)| ) = ||Z] ) para todo T = (x;) € £2(R). Por tanto,

1]

Lota®),®) = SUp LT (@) @ : [1E]leym =1} = 1.

De la Proposicion 3.36 concluimos que:

o(T) C [~1,1].
En consecuencia, o(T) = [—1,1] pues en el Ejemplo 3.30 se probd que [—1,1] C o(T).

Veamos ahora algunas propiedades del espectro y el conjunto de valores propios de un
operador compacto definido en un espacio de Hilbert de dimensién infinita.

Teorema 3.40 Supongamos que dimH = oo y sea T : H — H un operador compacto.
Entonces,

(a) 0 € o(T).
(b) o(T) ~ {0} = 0,(T) ~ {0}

Demostracion: (a) Argumentando por contradiccion, supongamos que 0 ¢ (7). Entonces
0 € p(T) lo que implica que T' es biyectiva de H en H lo cual es imposible pues T' es un
operador compacto. En consecuencia, 0 € o(T).

(b) Sea A € o(T) ~ {0} y supongamos que A & 0,(T). Entonces, ker T\, = {0g}. Asi,
por el Teorema 3.27 se sigue que imT\ = H y, por tanto, T\ es biyectiva de H en H. En
consecuencia, A € p(T') lo cual es imposible pues A € o(T"). Por tanto, A € 0,(T) \ {0}.

Inversamente: dado que 0,(1") C o(7") entonces o,(T) \ {0} C o(T") \ {0}. Esto prueba
el resultado. m

Lema 3.41 Supongamos que dim H = oo. Sea T : H — H wun operador compacto y ()
una sucesion de nimeros reales distintos tales que A\py — X y Ay € o(T) ~ {0} para cada
k € N. Entonces, A = 0.
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Demostracion: Del Teorema 3.40 se sigue que A\, € 0,(T) \ {0} para cada k € N. Ar-
gumentando por contradiccion, supongamos que A # 0. Entonces, existe ¢ > 0 tal que
|Ak| > €o para todo k € N,

Para cada k € N, existe e, € H ~ {0g} tal que Ty, (ex) = Oy. Observemos lo siguiente:
Como e; # 0y entonces {e1} es un subconjunto de H linealmente independiente. Supongamos
que, para k € N arbitrario pero fijo, el conjunto {ej,...,ex_1} es linealmente independiente
y que e = Zf:_ll «; e; para algunos aq,...,ar_1 € R. Entonces,

k—1 k—1 k—1 k—1
= 5 a; T(e;) = E aiNie; Y Aper = E o e = E o M\ €
i=1 i=1 i=1 i=1

y, como T'(er) = \g e, se sigue que:

T( )\k € — ZOQ )\ - >\k = Ov,

y, en consecuencia, a;(A; — A\x) = 0 para todo i =1,...,k — 1. Dado que \; # A\ para todo

t=1,...,k—1 entonces o; = 0 para todo i = 1,...,k — 1 lo cual es imposible. Por tanto,
el conjunto {ey, ..., e} es linealmente independiente.
Definiendo, para cada k € N, el conjunto Ej := lin({ey,...,ex}) se sigue que Ej, es un

subespacio vectorial de H de dimension finita, y por tanto, cerrado. Més ain, K, C Ei1 y
E). # Eyy 1 para todo k € N por lo demostrado en el parrafo anterior.

Sea k € Ny v € Fy. Entonces, v = Zle a; e; para algunos aq, ..., a; € R. Asi pues,

k k—1

T)\k('l}) = T(U) — )\ku = Z Oéz()\l — )\k> €; = Z Oéz()\l — )\k) e; € Ekfl.
=1 i=1

Es decir, T), (Ex) C Ex_; para todo k € N.

Fijemos 6 € (0,1). Por el lema de Riez, para cada k € N con k > 2, existe v} € Ej, con
|07 = 1 tal que |[v¥ —w||y > 6 para todo w € Ey_;. Definamos pues la sucesion vy := v¥
en H que es acotada.

Sean 2 < k < 7, entonces:
1T (v;) = T(oe)llr = T (v5) + Aj vy = T(wi)[la = [[Aj o5 — (T(or) — T, (v) | 1
= [Nlllv; = (T (o) = T, (v3) |z
> €0 )
pues Ty, (v;) — T(vx) € Ej_1 ya que Epyy C By, C E;j_1 C Ej;. En consecuencia, la sucesion

(T'(vg)) no contiene ninguna subsucesion convergente en H. Esto contradice el hecho de que
T es un operador compacto. Por lo tanto, A = 0 como afirma el enunciado. m
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Teorema 3.42 Supongamos que dimH = oo y sea T : H — H wun operador compacto.
Entonces, se tiene uno de los siguientes casos:

(¢) o(T) = {0}
(b) o(T)~ {0} es finito.
(¢) Eziste una sucesion (xy) de nimeros reales, todos distintos, tal que x — 0 y o(T)

{0} = {23, : ke N}.

Demostracion: Consideremos, para cada k € N, el conjunto

C:i=c(l)N{AeR: |A|>1}.

Entonces, para cada k € N, el conjunto € o bien es vacio o bien es finito. En efecto, si
¢x = @ para cada k € N, entonces A € o(T) es tal que || < % para cada k£ € N por lo que
A = 0. Ahora, supongamos que € no es finito. Entonces, sea (\;) una sucesion de elementos
distintos de o(T) tal que |\;] >  para todo j € N. Como o(T') es compacto, entonces existe
una subsucesion (};,,) de (A;) tal que A;,, = X con A € €. Entonces, A # 0 pues [A| > 1 lo
cual no es posible por el Lema 3.41.

Por tanto, si o(T") \. {0} contiene una cantidad numerable de puntos distintos, m

3.4.1. Teoria espectral de operadores compactos-autoadjuntos

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar (-,-) y norma || - || .

Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.43 Sean a,b € R con 0 < a < b, arbitrarios pero fijos. Consideremos el es-
pacio de medida ([a,b],B([a,b]), ) con p la medida de Lebesque en B([a,b]). La funcion
T : L*([a,b)) — L*([a,b]) dada por:

(Tu)(z) := xu(z).
estd bien definida pues es el producto de funciones de cuadrado integrable. Es claro ademds
que T es lineal. Luego, para cada u € L*([a, b])

1Tl ) = /[ab} |z *|u(z)|? dpp < max{a®, 0%} - [u(@)[* dp = méx{a®, 0%} |ulF2 (0,0
lo que tmplica que T es continua.
Observemos que:

(T, 0)ogosy = | (Pu)(w)v(o) du = /[ ) o) du

[a,b]

- /[ b] w(z) (Tv)(z) dp = (u, T(0)) 2y Vu,v € L*([a,b]).
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Por tanto, T es un operador autoadjunto.

Sea A € R y sea u € L*([a,b]) tal que (Tyu)(x) = 0 para cada x € |a,b]. Consideremos
los siguientes casos:

CaAso 1. Si A =0, entonces (Thu)(z) = (Tu)(z) = xu(x) = 0 para cada x € [a,b]. Por
tanto, u(x) = 0 para cada x € [a,b] lo que implica que ker T\ = {0}.

CASO 2. Supongamos que A # 0. Entonces, (Thu)(z) = (Tu)(x) — Mu(x) = (z — \) u(x)
para cada x € [a,b] y, por tanto, u(x) = 0 para cada x € [a,b]. Es decir, ker T\ = {0}.

El ejemplo anterior nos dice que el conjunto de valores propios de una funcion lineal y
continua en un espacio de Hilbert puede ser vacio, ain cuando esta funcién sea un operador
autoadjunto o un operador compacto. En esta seccion estudiaremos las condiciones que debe
cumplir una funcién lineal y continua para que al menos exista un valor propio. Daremos
también algunas propiedades de este conjunto.

Proposicion 3.44 Sea T : H — H un operador autoadjunto. Entonces, los vectores propios
correspondientes a valores propios distintos, si existen, son ortogonales.

Demostracion: Sean A\, A2 € R con A\ # Ay tales que A\, Ay € 0,(T) y sean vy, vy €
V'~ {0y} los vectores propios asociados a los valores propios A\; y A respectivamente.

Observemos que:
A1 (vr,v2) = (A v, v9) = (T'(v1),v2) = (v1, T (v2)) = (v1, Ag v2) = Ao (v1, v2)

y, dado que A; # Ay entonces (vy,v9) = 0 como afirma el enunciado. m

El siguiente resultado garantiza la existencia de al menos un valor propio cuando la
funcion lineal y continua es un operador compacto y autoadjunto. Mas ain, nos dice cual
podria ser este valor.

Teorema 3.45 Sea T : H — H una funcion lineal y continua. Si'T" es un operador compacto
y autoadjunto entonces, al menos uno de los valores reales, —||T|
valor propio de T.

cermy 0 [T comm), es un

Demostracion: Si T'(u) = Oy para cada u € H, entonces ||T||z.(u,m)y = 0 y es claro que
kerT # {0y }. Asi pues, supongamos que 7' no es la funciéon constante con valor Oy en H.

Del Teorema 3.14 se tiene que ||T||z (z,m) = sup {|{T'(v),u)| : ||u|][z = 1}. Por tanto,
existe una sucesion (u;) en H tal que |lug||m = 1 para cada k € Ny tal que |1z (u,m) =
limy o0 [(T(ur), ug)|. Definamos zy := (T'(ug),ux) € R para cada k € N. La sucesion (xy)
es acotada en R de modo que, existe (7;;) una subsucesion de (zy) tal que x; — A cuando
j — oo en donde A € R~ {0} es tal que |A| = ||T]

Lo(H,H)-
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Notemos lo siguiente:

1T () — M [ = 11T (e g+ N M 17 — AT (), ) — Ay, T, ) )
= | T (I + N* = 27 (T (uny ) iy )
< 2N = 2A (T (w,), ug; ) VjeN.

En consecuencia, ||T'(ug,;) — Aug, ||z — 0 cuando j — oo.

Por otro lado, como T es un operador compacto y (ug,) es una sucesién acotada en H,
entonces existe (uy;,) subsucesion de (ug;) tal que T'(u,,) converge a algin v en H cuando
¢ — o0o. Denotemos por v, := Uy, para todo ¢ € N. Entonces,

[Ave = vllg < [[Ave = T(ve)|lg + [|T(ve) —vlla VieN

de modo que v, — § en H cuando £ — oo. De la continuidad de 7" concluimos que v =
limy_o0 T'(ve) = 5 T(v). Es decir, T(v) = Av. Notemos ademas que v # Oy pues [|v]|g =
oo [|[Avella = ||| e,y 7 0. Por tanto, A € 0,,(T") y esto concluye la demostracion. m

El siguiente resultado da una propiedad interesante del espectro de un operador compacto
autoadjunto. Esta vez, omitimos su demostracion pues dentro de ella se consideran algunos
conceptos que quedan, en principio, fuera del objetivo central de este trabajo.

Teorema 3.46 Sea T' : H — H wuna funcion lineal y continua. Supongamos que T es un
operador autoadjunto y definamos:

m = inf {{T'(u),u) : ||ul|lg =1} y  M:=sup{{u,T(u)) : ||u||lg =1}.

Entonces, o(T) C [m,M], m € o(T) y M € o(T). Mds aun, ||T|
max{|ml, [M]}.

L.(HH) —

Demostracion: Consulta, por ejemplo, [13]. m

Corolario 3.47 Sea T : H — H una funcion lineal y continua. St T es un operador auto-
adjunto tal que o(T) = {0}, entonces T'(u) = Oy para todo u € H.

Demostracion: Sean m y M como en el Teorema 3.46. Es decir:
m = inf {{T'(u),u) : ||ul|lg =1} y M :=sup {{(u,T(u)) : ||ul|lg = 1}.

Entonces, m, M € o(T) por el Teorema 3.46 y, por hipotesis concluimos que m = M = 0.
Asipues, ||T||z,a,m) = méx{|m|,|M|} = 0 lo que implica que 7" es la funcion constante igual
a 0 en H como afirma el enunciado. m
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3.5. El teorema espectral de operadores compactos-
autoadjuntos

En esta seccion demostramos una version del teorema espectral para operadores com-
pactos autoadjuntos en espacios de Hilbert separables. Esta version del teorema espectral
nos garantiza la existencia de una base de Hilbert compuesta por vectores propios para un
operador compacto y autoadjunto. Recordemos que el espectro de un operador compacto
autoadjunto consta de una cantidad finita o, a lo mas numerable, de ntimeros reales cuyo
tnico punto de acumulacion es el 0 (ver Teorema 3.42).

Del mismo modo que en la secciéon anterior, el conjunto H denota un espacio de Hilbert
sobre R con producto escalar (-,-) y norma || - || 4.

Lema 3.48 Sea T : H — H wuna funcion lineal y continua y V un subespacio vectorial
cerrado de H. Si T es un operador compacto y autoadjunto tal que T(V) C V entonces se
tiene lo siquiente:

(a) T(VY) C VL,

(b) T pL VL = V4 es también un operador compacto y autoadjunto. Ademds,

||T‘ VJ_’

Lo(Vivi) < ||TH£C(H,H)

Demostracion: (a) Sea w € T(V*). Existe v € V* tal que T'(v) = w. Dado que v € V+
entonces (v,u) = 0 para todo u € V. Como T es autoadjunto se tiene que:

(w,u)y = (T'(v),u) = (v, T(u)) =0 VueV

pues T'(u) € V por hipotesis. Por tanto, w € V+.
(b) Primero veamos que T . s autoadjunto:

Sean v,w € V*. Dado que T| , (v) = T(v) y Ty, (w) = T(w) y, T es un operador
adjunto, entonces:

<T|VL(U),U)> — (T(v),w) = (v,T(w)) = <U,T|VL(U1)>.

Ahora veamos que T 1 €s compacto:

Sea (wj) una sucesion acotada en V1. Es inmediato que (wj) es también acotada en
H por lo que existe (T'(wy,)) una subsucesion de (7'(wy)) que converge en H. Dado que
T(wy) = T, (wg) para todo k € N, concluimos que (7 , (wg,)) es una subsucesién de
(T, . (wr)) que converge en H a algin elemento de V.

Luego, es inmediato que || T, ||z v+ vy < (7| coqmm)-

Esto concluye la demostracion. m
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Lema 3.49 Sea T : H — H wuna funcion lineal y continua. Si T es un operador compacto
entonces, para cada X € R~ {0} el subespacio vectorial ker Ty es cerrado y de dimension
finita en H.

Demostracion: Sea A € R~ {0}. Es inmediato de la continuidad de T' que kerT) es
cerrado. Consideremos V' := ker T\ y By su bola unitaria cerrada. Sea (v;) una sucesion de
elementos de By. Es claro que (v;) es acotada en H de modo que existe una subsucesion
(Tx(vg,)) de (Tx(vx)) que converge en H a algtin v € V. Notemos que, T)(vy) = 0 para cada
k € N, entonces, T'(vx) = Avy para cada k € N y, en consecuencia, vy = %T(vk) para cada

k € N. Por tanto,
1

30 Jim 3 Tlow) = Jim v
Es decir, (vg) tiene una subsucesion convergente en By y, por tanto, By es compacto en
V. El teorema de Riesz (ver Teorema 3.25) asegura que dimV < co. m

Notemos del lema anterior que, si A = 0, de manera general se tiene que 0 < dimker 7" <
oo pues si tomamos, por ejemplo, T'(u) = Oy para todo u € H entonces ker T' = H.

Ademas, la condicion de que T sea un operador compacto es necesaria pues si, por ejemplo,
dim H = 0o y T = idy entonces ker T} = ker (T' —idy) = H.

Lema 3.50 Sea T': H — H una funcion lineal y continua. Si T es un operador compacto
entonces, para cada A € R \ {0} el subespacio vectorial im T es cerrado en H .

Demostracion: Sea A € R~ {0} y consideremos el subespacio vectorial W :=1im T} de H.
Sea w € W, entonces existe una sucesion (wy) en H tal que limy_, o, T\(wg) = w en H.

Por el Lema 3.49 el subespacio vectorial V' := ker T\ es cerrado y, por tanto, del teorema
del complemento ortogonal (ver Teorema 1.28), concluimos que H = V @& V1. Asi pues,
para cada k € N, existen tnicos ux, € V' y wy, € V* tales que wy, = u, + vi. Consideremos la
sucesion (vg) y veamos que es acotada en H.

Argumentando por contradiccion, supongamos que (vx) no es acotada. Entonces, existe
(vg;) subsucesion de (vg) tal que ||, ||lm — oo cuando j — oo. Es posible suponer que

vk; # Op para cada j € N de modo que v; := e yly |7||z = 1 para cada j € N.

= Ton, I
Observemos que:
1 1 1

T\(Vj) = 77— T (vw;) Th(w, — up;) = 77— Th(wy,) VjeN

- H’UkJHH N H'Uk]HH B HUICJHH

de modo que lim;_,, T5(v;) = Oy pues lim;_, Th(wx;) = w. Dado que T" es un operador
compacto, entonces existe (7'(v;,)) subsucesion de (T'(v;)) que converge, a saber, a v en H.
Asi pues,

o~ . ~ I
fi = fi 3T = 30
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Observemos que T,\(%i?) = %T,\('ﬁ) = %h’mg_m T5(vj,) = 0p. Por tanto, %’17 eV yes
claro que |5 0|lg = 1.

Por otro lado, como v;, € V* para cada ¢ € N, entonces por el teorema de Pitagoras (ver
Teorema 1.17) concluimos que:

55, = 3005 = 1051 + 1501 =2 VEeN

y esto contradice que v;, — %”17. Por tanto, (v) es acotada en H.

Asi, como T' es un operador compacto, existe (T'(vy,)) subsucesion de (T'(vy)) que con-
verge, a saber, a w en H. Notemos que:

1 1 1
vr = 5 (Ave = T(o) + T(or)) = T (T(v) = Ta(vr)) = (T (0x) — wy)) VkeN.
Por tanto,
) .1 1
]lggjvkj = Jlgglo X(T(Ukj) —wy;)) = )\—(w —w):=veH

En consecuencia,
w = lim Ty(wy,) = Hm Th(vg;) = Th(v)

Jj—o0 Jj—o0

lo que demuestra que w € W. Es decir, W es cerrado en H. m

Lema 3.51 Supongamos que H es separable y sea T : H — H una funcion lineal y continua.
St T es un operador compacto y autoadjunto, entonces existe T C N no vacio y una sucesion
{\e : k €Z} de nimeros reales tales que A € 0,(T) ~ {0}, [Mes1| < | M| para cada k € T y
un correspondiente conjunto ortonormal O ={ey, : k € I} de H tal que:

(i) T(e;) = N\ e; para cada i € .
(i) ker T = (lin({e; : i € T}))"

(iii) Si T =N entonces limy_,oo A\, = 0.

Demostracion: Si T(u) = 0Oy para cada uw € H entonces kerT = H. Dado que
{0y} = lin(@) entonces definiendo Z := & el resultado se satisface trivialmente. Supon-
gamos entonces que 7" no es la funcién constante con valor Oy en H. De acuerdo al Teorema
3.44 el conjunto de valores propios de T es finito o numerable. De este modo, consideremos
los siguientes casos:

CASO 1. Si el cardinal del conjunto o,(7") ~ {0} es finito, a saber, N € N. Definamos
Z:={1,...,N}.

Aplicando el Teorema 3.45 al operador T', sabemos que existe un vector propio e; de T
con valor propio A; € R tal que |A\i| = [|T1]|z.(a,m). Dado que T'(u) # 0 para todo u € H
entonces \; # 0 y, por tanto, podemos suponer que |le;||z = 1. Sea H; := lin({e;})*.
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Entonces por el Lema 3.51, la restriccion T'| g, es un operador compacto y autoadjunto
tal que |7, ||z, m) < [Tl ccrm = Ml Si T | m, es el operador constante igual a Oy
en H; entonces el resultado queda probado, si no es asi, aplicando nuevamente el Teorema
3.45 al operador T'| g, obtenemos ey vector propio de T'| g, con valor propio Ay € R ~\ {0}
tales que [Ao| = |1, [lz.my.m1) < [M| ¥ llez][r = 1. Continuando de este modo obtenemos,
para k — 1 € N, una sucesion de vectores propios eq,...,e,_1 € H ortogonales entre si con
correspondientes valores propios reales A1,..., A\ tales que [A{| > ---|\s_1| > 0y, tal
que si definimos Hy_; := lin({ey,...,ex_1})* entonces T'| g, , es un operador compacto y
autoadjunto tal que ||T', |z, _ym1) < [A—1]- SIT'| g, es el operador constante igual
a 0y en Hy_1 entonces el resultado queda probado, si no es asi, aplicamos el Teorema 3.45 al
operador T'| g, _, para obtener ey vector propio de T'| g, _, con valor propio A\, € R\ {0} tales
que 0 < [A| = Ty, MNeome v me ) < [Me—1] ¥ llexllm = 1. Dado que ex € Hy_1 entonces
(ex,ej) = 0paratodoj=1,...,k—1demodo queey,...,e;son vectores propios ortogonales
entre si. Sea Hj, := lin({ey,...,ex})t. Entonces por el Lema 3.48, la restriccion T'| g, es
un operador compacto y autoadjunto. Dado que H, C Hj_; entonces ||T) Hk] Lo(HyHy) <
7| zory, b y) = |Ak|- Y, repetimos el proceso anterior hasta obtener que 1| g, (u) = Oy
para todo u € Hy. Asi, lin({e1,...,ex})t = Hy C kerT. Inversamente, si u € kerT
entonces:

Aj(ej, vy = (Njeju) = (T(ej),u) = (e, T(u)) =0 paratodoj=1,...,N  (3.12)

de modo que u € lin({ey, ...,ex})t = Hy y, por tanto, Hy = ker T'. Esto prueba los incisos
(i) y (i).

CASO 2. Si el cardinal del conjunto o,(7") \ {0} es numerable entonces consideramos
7 = N. En este caso, asumimos que el proceso del caso anterior no se detiene y, por tanto,
obtenemos una sucesion (A;) de nimeros reales tales que A\, € 0,(T) v 0 < |Agpa]| < |kl
para cada k € N. El Lema 3.41 asegura que \; — 0 y esto prueba (%ii). Sea {e; : k € N}
el conjunto de vectores propios asociados a los valores propios {A\; : k € N}, es decir,
T(ex) = A\ ex para todo k € N. La Proposicion 3.44 asegura que {ej : k € N} es ortonormal
y el inciso (i) queda probado.

Notemos que, siguiendo la misma idea de (3.12) obtenemos que si u € kerT enton-
ces u L ey, para todo k € Ny, por tanto, u € (lin({e; : k € N}))". Inversamente, si
u € (lin({ey : k € N}))" entonces u € lin({er,...,ex})t para cada k € Ny, dado que
1T, ey < [Ak| entonces | T(u)|lw < [Ax||lullm para todo k& € N. Como Ay — 0
concluimos que T'(u) = Oy y, por tanto, u € ker T'. Esto prueba el inciso (ii). m

Teorema 3.52 (espectral de operadores compactos-autoadjuntos) Supongamos que
H es separable y seaT' : H — H una funcion lineal y continua. Si'T" es un operador compacto

y autoadjunto, entonces eziste una clase B = {ex, € H : k € N} tal que e es un vector propio
de T para cada k € N y B es una base de Hilbert de H.

Demostracion: Sea (\i,) sucesion de nimeros reales tal que A\, € 0,(T)\{0} para cada k €
N (ver Lema 3.51) y consideremos )\ := 0. Definamos los siguientes subespacios vectoriales
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de H
Hy:=kerT vy Hp:=kerT), VkeN.

El Lema 3.49 asegura que 0 < dim Hy < 0oy 0 < dim Hy < oo para todo & € N. Notemos
que, para cualesquiera u € Hy y v € H; con k # j se tiene que:

Aj{u, v) = (u, T(v)) = (T'(u),v) = Ap{u, v)

y, por lo tanto, (u,v) = 0 pues \; # A.

Sea V' :=lin (U2, Hx) C H. Es claro que T'(V) C V y, por el Lema 3.48 se sigue que
T(VYH) c Vi y que T, - V+ — V4 es un operador compacto y autoadjunto.

Luego, o, (T‘ Vl) = {0}. En efecto, supongamos que existe \ € O'p(T|VL) tal que A # 0.

De este modo, existe u € VL ~\ {0y} tal que T(u) = Au y, en consecuencia, existe kg € N
tal que A\ = \g,. Por tanto, u € Hy, C V lo que implica que u € V NV, y, en consecuencia,
u = Oy lo cual contradice nuestra suposicion. El Corolario 3.47 implica que T'(v) = Oy para
todo v € V1 y, por tanto, V+ C H,. Notemos ademas que Hy C V porlo que V- C V' y
esto implica que V*+ = {0z }. Aplicando el Corolario 1.29 concluimos que V = (V4)* = H
y esto prueba que V es denso en H.

El Teorema 1.46 asegura que existe By una base de Hilbert de Hy y, dado que Hy es de
dimensioén finita para cada k € N, entonces es inmediato que existe B base de Hy, para cada
k € N. Definiendo B := U2 By, C H se sigue el resultado. m

Por simplicidad damos la siguiente definicion.

Definicion 3.53 Sea T : H — H wuna funcion lineal y continua y Z C N no vacio. Un
subconjunto ortonormal {e; : i € T} en H de vectores propios de T' con sus correspondientes
valores propios no nulos {\; : i € I} se llama sistema bdsico de vectores propios y
valores propios de T si:

T(u):Z)\i (u,e;)e; Yue H.

€L

Recordemos que el conjunto de valores propios no nulos de un operador compacto es finito
0 a lo mas numerable con tnico punto de acumulacion igual a 0. Teniendo esto en cuenta,
damos el siguiente resultado pues el teorema espectral garantiza la existencia de un sistema
bésico de vectores propios de un operador compacto y autoadjunto.

Proposicion 3.54 Supongamos que H es separable. Sea T : H — H wuna funcion lineal y
continua y Z C N no vacio arbitrario pero fijo. Si'T" es un operador compacto y autoadjunto
yB=A{e;, :i€Z} yL={\N:i€I} sistema bdsico de vectores propios y valores propios
de T, entonces se cumple lo siguiente:
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(a) B es una base de Hilbert de imT y para cada uw € H se cumple que:

U= Propr(t) + Z (u,e;) e;.

ieT
(b) H tiene una base de Hilbert que consiste de un sistema bdsico de vectores propios si y

solo si kerT = {0g }.
(c) Si A€ R~ {0} es un valor propio de T, entonces existe jo € L tal que A = \j,.

Demostracion: (a) Dado que e; = v~ T'(e;) para todo j € Z entonces e; € im 7" para todo

j € Iy, por tanto, lin (B) C im 7.

1
Aj
Por otro lado, para cada v € H se tiene que:

T(u) = Z i (u, e;) e;

€T

lo que implica que im 7" C lin (B). En consecuencia, im T’ = lin (B).

Dado que im7T es un subespacio vectorial cerrado de H entonces por el teorema del
complemento ortogonal (ver Teorema 1.28) concluimos que H = im T'&® (im T )L . El Teorema
3.14 asegura que (im T)L = kerT" y, por tanto, H = im7T & kerI" pues T es compacto y
autoadjunto. De este modo, para cada u € H se tiene que v = pyop(v) + (4 — prap (1))
en donde u — pyapp(u) € imT'. Luego, por el Corolario 1.29 se sigue que u — piop,(u) =
Y iz, €;) e; y, por lo tanto,

U= Plep (W) + Z (u,e;)e;

icT
como afirma el enunciado.

(b) =) : Sea B = {¢; : i € I} base de Hilbert de H constituida de vectores propios
de T. Como lin(B) es denso en H, entonces (lin(B))t = {0x} y el Lema 3.51 asegura que
kerT'= {0y }.

<«:) Es inmediato del inciso anterior y el hecho de que H = im T & kerT por ser T un
operador autadjunto.

(¢) Dado que A € R~ {0} es un valor propio de T entonces existe v € H \ {0g} tal que
T(v) = Au. Si XA # \; para todo j € Z entonces (v, e;) = 0 para todo j € Z (ver Proposicién
3.44). En consecuencia, Au = T'(v) = Y_..; A\i{v,¢;) e; = Oy lo cual es imposible pues A # 0
y v # Op. Por tanto, existe jo € Z tal que A = )\;,. m

El siguiente resultado establece las condiciones para obtener el reciproco del teorema
espectral de operador compactos-autoadjuntos.
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Teorema 3.55 Supongamos que H un espacio de Hilbert separable y sea T C N no vacio.
Sea O ={e; : i € I} un subconjunto ortonormal de H y L = {\; : i € L} un subconjunto de
R ~ {0} tal que A\j11 < \j para todo j € T y, si T =N, entonces lim;_,o \; = 0. Definamos

T:H — H como:
T(u) = Z Ai(u, e;) e;.

1€T

Entonces, T' es un operador compacto y autoadjunto.

Demostracion: Es inmediato que T' es lineal. Por la desigualdad de Bessel, se tiene que
IT ()] = Yser M2l €2 < X2 3 eg A2[{u, ) < X2llull3 para cada u € H. Por tanto, T
es continua. Veamos que 7" es un operador compacto y autoadjunto para lo cual consideremos
los siguientes casos.

CAso 1. T es finito.

Supongamos que Z = {1,...,m} para m € N, entonces:
T(u) = Z Ai(u, e;) e; Vue H
i=1

lo que significa que T' es un operador de rango finito (ver Definicién 3.7) y, por tanto, un
operador compacto (ver Proposicion 3.8). Ademas, para u,v € H se tiene que:

m

(T(u),v) = <Z Ai(u, e;) ei,v> = ZMu, ei) (e, v) =Y Ai(v,e;) (e, u)

= <Z Ai(v, e;) ei,u> = (T'(v),u) = (u, T(v))

lo que implica que 7" es un operador autoadjunto.
Caso 2. ZI=N.

Consideremos, para cada m € N, la funciéon T,, : H — H dada por T, (u) =
Yo Ai{u, ;) ;. Del caso anterior concluimos que T, es un operador compacto y auto-
adjunto para cada m € N.

Notemos que:

|Tn(w) = T@)lF = > Nlwe)l? <N llully  VueH,  VmeN.

i=m+1

En consecuencia, ||T, — T||z.z,m) < |Amt1| para cada m € Ny, por tanto, ||T,, —
T\ zo(r,iry — 0 pues Ay, = 0. De los Teoremas 3.4 y 3.19 concluimos que 7" es un operador
compacto y autodadjunto. m

Finalizamos esta secciéon con un ejemplo.
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Ejemplo 3.56 Consideremos la funcion T : (3(R) — l5(R) dada por T(z) := <J;—J> Sabe-

mos que T' es un operador compacto y autoadjunto.

Fijemos k € N. Definamos la sucesion T = (x;) € l5(R) como x; =0 sij#k yx; =1
si j = k. Entonces, es claro que T%( z)=T(z) — % = 0 por lo que ker T% # {0}. Es decir,
% es un valor propio de T'.

En consecuencia, o,(T) = {% : k € N}. De lo anterior concluimos que la sucesion

Ty = (z;) dada por z; =0 si j # k yx; =1 si j =k es un vector propio de T asociado al
valor propio %

Sea § = (y;) € l2(R), entonces
ZQR) Zij]—yk VkEN

Yy, en consecuencia, la descomposicion espectral de T' estd dada por:

=Y T A am = D T

k=1 k=1

3.5.1. El teorema espectral de operadores compactos

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar (-,-) y norma || - || g

En la seccion anterior mostramos que dada una funcién lineal y continua 7' : H — H
esta puede no tener ningtn valor propio ain cuando 7' resulte ser un operador compacto
o un operador autoadjunto. Sin embargo, cuando T es tanto un operador compacto como
autoadjunto existe al menos un valor propio cuyo valor dependende de la norma de T en
L.(H, H). Entonces, si tenemos que 7" es tinicamente un operador compacto en esta seccién
daremos una soluciéon parcial en donde le asociaremos valores reales cuya propiedad sea, en
esencia, similar a un valor propio.

Definicion 3.57 Seal': H — H funcion lineal y continua. Decimos que T' es un operador
positivo si (T'(u),u) > 0 para todo uw € H.

Proposicion 3.58 Supongamos que H es separable. Sea T : H — H funcion lineal y conti-
nua que es un operador compacto y autoadjunto. Entonces, T es positivo si y solo si todos
sus valores propios son no negativos.

Demostracion: Supongamos que T' es un operador positivo y sea A € 0,(T"). Entonces,
existe v € H \ {0y} tal que T'(v) = Av. Asi pues,

0 < (T(v),0) = (Av,v) = A (v,0) < A]|
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por lo que necesariamente \ > 0.

Inversamente: El Teorema 3.52 asegura que existe B = {e¢, € H : k € N} una base de
Hilbert de H conformada por vectores propios de 1"y tal que:

u):Z)\k (u,eg) e Vue H.

En consecuencia,

(T'(u),u) = <Z)\k(u,ek>ek, > Z)\k u, e) (e, u Z)\k u,er)? >0 Vue H
k=1

lo que implica que T es un operador positivo. m
Teorema 3.59 Supongamos que H es separable y sea T : H — H funcion lineal y continua.
St T es un operador compacto y autoadjunto, entonces existe una funcion S : H — H tal

que S es un operador compacto y autoadjunto y, So S ="1T.

Demostracion: El Teorema 3.52 asegura que existe B = {e; : k € N} una base de Hilbert
de H conformada por vectores propios de T' y tal que:

u):Z)\k (u,eg) e Vue H.
en donde A\ > 0 pues T es positivo (ver Proposicion 3.58). Definamos S : H — H como:

:Z\/)\_k(u,ek>ek Vue H.
k=1

Entonces, para cada u € H se tiene que:

=1 j=1 k=1
= Z\/)‘_J < )\ju,ej> €j
j=1
= ZAJ (u, €5) €;
j=1
~T(w

El Teorema 3.55 asegura que S es un operador compacto y autoadjunto. Luego, por la
Proposicion 3.54 concluimos que un valor propio de S es el 0 ¢ algiin v/ \x para k € N. De
este modo, S es un operador positivo por la Proposicion 3.58. m
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Teorema 3.60 Supongamos que H es separable y sea T : H — H un operador compacto.
Entonces, existe (\x) una sucesion decreciente de nimeros reales no negativos y {ey : k €
N}, {& : k € N} conjuntos ortonormales de H tales que:

u) :Z)\k <U,€k>§k Yue H.

Demostracion: El resultado se satisface trivialmente si T' es el operador constante con
valor Oy. Asi pues, supongamos que 7" # 0. Consideremos T* : H — H el operador
adjunto de T' y definamos A :=T* o T : H — H que es claramente un operador compacto
(ver Proposicion 3.5). Se tiene que A* = (T*oT')* = T*oT = A por el Teorema 3.14. Es decir,
A es un operador autoadjunto. Observemos que, (A(u),u) = (T'(u), T(u)) = ||T(u)]|% > 0
para cada u € H lo que implica que A es un operador positivo.

Como A es un operador compacto y autoadjunto, el Teorema 3.25 asegura que existe
B = {ey : k € N} una base de Hilbert de H constituida de vectores propios de A y (ux) una
sucesion decreciente y positiva de valores propios de A tal que:

u)zz,uk(u,ek>6k Vue H.

Definiendo &, := f T(ex) € H para todo k € N se tiene que:

1 1 1 1 w1

\/ﬁ\/u_j@(@k)j(ej)) = ﬁmmwk),e» N

por lo que {& : k € N} es un conjunto ortonormal de H. La Proposicion 3.54 asegura que:

(&r: &) =

(e, ej)

= Phera(®) + Y (uer)ex  Vue H. (3.13)

Es claro que ker T' C ker A. Inversamente, si u € ker A entonces A(u) = T*(T'(u)) = Op.
Ast, 0 = (A(u),u) = (T'(u), T(u)) = ||T(u)||% de donde se sigue que T'(u) = Oy y, por tanto,
u € ker T'. De este modo, pyar x = Pker -

Aplicando la linealidad y continuidad de 7" en (3.13) concluimos que:
T(u) =T (prey (v +Zuek Zw/ukuek i Yue H.
k=1

El resultado se sigue definiendo la sucesion (d;) en R como 0y := /jip. ™



Capitulo 4

Medidas Gaussianas en espacios de
Hilbert

En los cursos basicos de probabilidad se define a una medida Gaussiana como una medida
de probabilidad en un espacio euclidiano de dimension finita, RY y es de gran importancia
pues esté directamente relacionada con la distribuciéon normal y algunos resultados funda-
mentales en estadistica, por ejemplo, el teorema del limite central.

En un espacio de Hilbert H sobre R es posible considerar B(H) la o-algebra generada por
la topologia inducida por la norma y, que conocemos como la o-algebra de Borel de H. Esto
nos permite considerar medidas p : B(H) — R y, en particular, medidas de probabilidad.

El objetivo de este capitulo es extender el concepto de medida Gaussiana para espacios de
Hilbert separables y de dimensién infinita. Profundizaremos en los resultados que se aprenden
en un curso basico de teoria de la probabilidad y los extenderemos a espacios distintos del
euclidiano a través de los resultados que genera el producto escalar y la norma definidas en H
como lo son el teorema de representacion de Fréchet-Riesz, la teoria espectral de operadores
compactos y las bases de Hilbert.

Este capitulo esta basado enteramente en [9], [20], [21], [23] v [86].

4.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar (-,-) y norma || - ||z que es
separable. Denotaremos por B(H) la o-dlgebra de Borel de H.

Denotaremos por P(H) al conjunto de todas las medidas de probabilidad definidas en el
espacio medible (H, B(H)).

109
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Definiciéon 4.1 Sea p € P(H) y k € N. Decimos que p tiene k-ésimo momento finito si:
[l ) < .

Por ejemplo, sea dy,, € P(H) la medida unitaria concentrada en Oy. Es decir, &y, :
B(H) — {0,1} esta dada por dy,(A) := 1si 0g € A 6 0o, (A) := 0si 0y ¢ A. Entonces,
para todo k € N se tiene que:

[ ol do, () = 100l = 0 < o

Es inmediato que si p tiene k-ésimo momento finito con & > 1 entonces p tiene primer
momento finito.

Sea pu € P(H) con primer momento finito y consideremos la funcion /' : H — R dada
por:

F(u) = /H(u, v) dp(v). (4.1)
Es claro que F es lineal. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos:

FI< [ foldu) < el [ ollndutv) - vue

lo que implica que F' es continua en H. Por el teorema de representaciéon de Fréchet-Riesz
existe un tnico m € H tal que:

(u,m) = F(u) = / (u,v)du(v)  Yue H. (4.2)
H
En este caso, m se conoce como la media de .

Definiciéon 4.2 Sea € P(H) con primer momento finito. La media de u es el inico
elemento m de H que cumple que:

(u,m) = /H<u,v> du(v)  Vue H.

Sea p1 € P(H) con segundo momento finito. Notemos que, de (4.1), se sigue que u tiene
primer momento finito y, por tanto, la media m de p esté bien definida. Consideremos la
funcion G : H x H — R como:

G(u,v) :== /H(u, w—m) (v, w —m)du(w). (4.3)
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La funcion G es una forma bilineal continua pues para cualesquiera u,v € H se tiene que:
Gl < 1w =m0 = )l diu) < ol [ o = mlfy duto).— (4.0)
Por el Teorema 1.51 existe una tnica funcion @ € L.(H, H) tal que:

(Q(u),v) = /H(u, w—m) (v,w—m)du(w) Yu,v € H. (4.5)

En este caso, () se conoce como la covarianza de .

Definiciéon 4.3 Sea p € P(H) con sequndo momento finito. La covarianza de i es el
tnico elemento Q de L.(H, H) que cumple que:

(Q(u),v) :/(u,w—m> (v,w—m)ydu(w)  Yu,ve H
H
en donde m denota la media de pu.

Veamos unas propiedades de este operador.

Proposicion 4.4 Sea p € P(H) con sequndo momento finito, Q € L.(H, H) su convarianza
y m su media. Entonces:

(i) @ es un operador autoadjunto y positivo.

(i) Si B={e; : k € N} es una base de Hilbert entonces:

S (Qer), ex) = /H ot — %y dpa(ar) < o0 (4.6)

k=1

(iii) @ es un operador compacto.

Demostracion: (i) Sean u,v € H. Entonces (Q(u),u) = [, (u,w —m)*du(w) > 0 lo que
prueba que @ es positivo. Luego, (Q(u),v) = [, (u,w —m) (v,w —m) du(w) = [, (v,w —
m) (u, w —m) du(w) = (u, Q(v)) lo que implica que @) es un operador autoadjunto.

(71) De la identidad (4.5) obtenemos que:

(Qex), er) = /H [(ex, w — m) | du(w) VEk e N.
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Sumando sobre k£ € N y usando el teorema de la convergencia monétona en la identidad
anterior obtenemos que:

e}

Z (er), ex) Z/|ek,w m)|? dp(w /Z|ek,w m)|? du(w).

k=1

Aplicando la férmula de Parseval concluimos que:

[e.9]

S @) = [ S Heww — m) dutu )= [ I = mls duo)

k=1 H

(711) Definamos la sucesion de funciones @y : H — H como:

=3 Q). ¢

J=1

Sea k € N. Es inmediato que @ es lineal y continua. Observemos que im@Q); C
lin({e,...,ex}) para cada k € N de modo que la funcion @ es un operador de rango
finito y, por tanto, compacto (ver Proposicion 3.8). Por el inciso (i) tenemos que @ es un
operador autoadjunto y positivo de modo que existe una tunica funcion Q%2 : H — H lineal
y continua que es un operador autoadjunto y positivo tal que Q72 0 Q2 = Q (ver Teorema
3.59). Asi pues,

1Qk(u) = Qu)lF = Y KQ(u),e;)f?

j—k+1

= Z QY (w), Q'(e;))?

j=k+1

) el Z 1Q (e

j=k+1
oo

= Qllcoiarin Nullz > (Qle)).e5) Yue H

j=k+1

y, en consecuencia:

1Qr — Q]

com < Q)

Lo(HH) Z (Qe;), ;).

j=k+1

Tomando el limite cuando & — oo en la identidad anterior concluimos que ||Q —
) — 0 por el inciso (i) y el criterio de Cauchy para series. El Teorema 3.5 ase-
gura que () es un operador compacto. m
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Definiciéon 4.5 Sea o € P(H) con seqgundo momento finito, Q € L.(H,H) su convarianza
y B ={ex : k € N} una base de Hilbert de H. Definimos la traza de Q) como el nimero
real dado por:

TrQ = 3. ex) = [ flu=mlfsditu).

Observa que la definiciéon de la traza de () no depende de la base de Hilbert elegida.

Sea pu € P(H) con segundo momento finito y @ € L.(H, H) su convarianza. Dado que @
es un operador compacto y autoadjunto, por el teorema espectral (ver Teorema 3.55) existe
base de Hilbert {& : k € N} y una sucesion de ntimeros reales no negativos tales que:

Q&) = & VEkeN (4.7)

Por tanto, de (4.6) concluimos que:

TrQ = (Q&) &) = Y Melbr: &) = D M < 00, (4.8)

En lo que resta y, por simplicidad, denotaremos por L.(H) := L.(H, H) al espacio de las
funciones lineales y continuas f : H — H. Al subconjunto de éste constituido por las fun-
ciones que son operadores autoadjuntos y positivos lo denotaremos por £ (H). Finalmente,
al subconjunto de £ (H) constituido por los operadores compactos que tienen traza finita
lo denotaremos por L (H).

Proposicion 4.6 Sea o € P(H) con sequndo momento finito, Q € L.(H) su convarianza y
m su media. Entonces:

mewmm=ﬂ0+mw;

Demostracion: Por céalculos directos se tiene que:

lu = mllf = llullfy = 2(u,m) + Iml[; ~ Yue H.

Asi pues,

[ iy duteo = [ = mlfydutn) +2 | ) duo) = [ iy dn)

Dado que m es la media de y, entonces (m, m) = [, (u,m) du(u) de modo que:

2/H<u m) dp(u / Iml[% dpe(w) = 2]m|l — [Imll3;-
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En consecuencia,
[ My dute = [ = mlsdiaa) + ol = Te @ +
como afirma el enunciado. m

Definiciéon 4.7 Sea p € P(H). Definimos la transformada de Fourier de ;i como:
() = / expli(h, Wy du(u)  Yhe H.
H
Es posible demostrar que la transformada de Fourier de p es tnica.

Teorema 4.8 Si p,v € P(H) son tales que ji(h) = v(h) para todo h € H entonces, u = v.

Demostracion: Consulta, por ejemplo, [86; 87]. m

4.2. Medidas Gaussianas

Definicion 4.9 Una medida p € P(H) se llama una medida Gaussiana si existen m € H
y Q€ L (H) tales que:

filh) = exp{i(m, h)} exp{~1(Q(R), )} Vhe H.

En este caso, escribimos a pr como jt = Np, g y st m = 0g entonces p = Ng.

Si ker @ = {0g} decimos que la medida p es no degenerada.

En las siguientes secciones veremos algunos ejemplos importantes de medidas Gaussianas
en distintos espacios de Hilbert conocidos. El objetivo de esta secciéon es demostrar que en
todo espacio de Hilbert separable H existe una tnica medida Gaussiana N, o para m € H

v Q € L] (H) dados.

4.2.1. Medidas Gaussianas en R

Consideremos el espacio de Hilbert R con el producto escalar definido en el Ejemplo 1.2.

Proposicion 4.10 Sea R con el producto escalar {x,y)r = zy para todos z,y € R.

(i) Sea m € R y consideremos d,, la medida unitaria concentrada en m. Entonces, d,, es
una medida Gaussiana con 0, = Np,o. Mds atin, m es la media de 6,, y la funcion
constante 0 es la covarianza de 0,,.
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(i) Sea A >0 ym € R. Consideremos p: B(R) — R tal que u cumple que:

du(z) = \/217r_)\ exp {W} dzx. (4.9)

Entonces, jt = Ny, n. Mds ain, m es la media y \ es la covarianza de p.

Demostracion: (i) Es inmediato que d,, tiene k-ésimo momento finito para todo k € N
pues:

/ 2| dby (7)) = |m|* < 0.

R

La transformada de Fourier de 9,, esta dada por:

Om(h) = / exp{i(h, x)r} do,,(z) = exp{i(h,m)r } VheR
R

de donde se sigue que d,, = Ny, . Luego, es claro que m es su media pues para todo x € R
se tiene que:

/azyddm(y) =zxm = (x,m)g.
R
Del mismo modo, para cualesquiera =,y € R se tiene que:
/ ry(z —m)? dém(2) = 2y(0 —0)* = 0 = (x,0)g = (0,y)r
R

y, por lo tanto, 0 es la covarianza de d,,.

(11) Es claro que la funcion p que cumple (4.9) es una medida de probabilidad pues:

(R) = ex {Lm)g} x = / ex {——2} dr =1
g V21 P 2\ V2T P '
Ahora bien,

i) = [ exp (i(h.a)e} duto)
_ / Zexp{ihx} V;T_Aexp{_(x;)\my} dz

:/_00 Vl_exp{—(xZ—Qx(n;)\—z’h)\)—i—mz)}dx

o TG L (o,

\/_

—m? —
= exp{ met <2/\ ihA)” } = exp{ihm} exp{—1h*\} VheR
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lo que implica que pt = Ny, ». Finalmente probaremos que:
L:/xd,u(a:):m y Igz/(x—m)2d,u(x):/\.
R R

Haciendo el cambio de variable & := %= las integrales anteriores se reducen a lo siguiente:

LZ\/%—W/_OO(\/&JrM)eXP{ }d§ y Iy= 27T/ & exp{ }dé
Resolvamos primero ffoooé exp {_752} dg.
0o o] 2
/_ §exp{ }d§ / §exp{ 5 }d£+/0 fexp{%}df
2 52 o
= |—expq—— —expq ——
oo S {5

=—14+1=0.

En consecuencia,
2
n-—[" f£+m)exp{§}d€
_52 _52
v e T e g [ T}
£2
)

= m.

Por otra parte, haciendo integraciéon por partes obtenemos que:
[%S) 2 0 2 0 _ 2
[Leooimrfaen [eleoo{ )] e [ elseo{S}] o
2110 0
= [—exp{—%}} —|—/_ exp{_%é‘Q} dﬁ
cexpd L 2”“’ N {_1 2}d
v |cen{—gef| o [Tew{-ge)
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Asi pues,

Ao ¢
IQ:\/_2_7T/_OO§2 eXp{Tg} d£:>\

Esto concluye la demostracion. m

Un resultado 1til es el siguiente pues nos permitira concluir que para A > 0, la medida
Gaussiana N, tiene j-ésimo momento finito para todo 5 € N.

Por simplicidad supongamos que A = 1 y consideremos la medida N, dada en (4.9). La
Proposicion 4.10 asegura que:
/:1:1 dNy(z) = 0.
R

Fijemos j € N con 5 > 1. Queremos encontrar una expresion para la integral

T:= /R 27 dN) (2 v / 2/ exp{—2} da. (4.10)

Observa que Z puede escribirse como:

1 < )
7= —— I zexp{—2 V) dx. 4.11
Var /_oox (voxpi=}) do (4.11)

PASO 1: Definamos a las funciones fi(z) = 2/7! y dgi(z) = xexp{—%}. Haciendo

integracion por partes se tiene que:
1

I=—— ({ 2l exp{=2> }} +(j—1)/:xj—2exp{—§}dx)

S o
S x! 2 exp{—%}dx

Vor
(- 1)/ij2 ANy(2)

PASO 2: De manera similar al paso anterior, definamos fo(z) = 27972 y dgo(x) =
2 .
rexp{—7%}. En consecuencia,

2772 dNy(z /xﬂ Zexp dx.
framn = o %

2773 (2 exp{— ”32 ) dx

m/
= \/% ([—xj_g exp{—Tf}] : +(j—3) /: 2 exp{—“';}dx)

= —(‘7\/_2_7? /_OO xi exp{—%}dw

=(j— 3)/1ij_4 dN)(x)
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Sea m € N tal que 2m < 7 < 2m + 1. Entonces, continuando como los pasos anteriores

concluimos, a través de un argumento inductivo, que, para cada n € {0,1,...,m — 1}:
/:vj_2" dNx(z) = (j — (2n+ 1)) / 27720 AN, () (4.12)
R R

Dado que fR 2% dN,(x) = 1 podemos concluir por un argumento recursivo que:
I=0G-D0—=3)0—5)--3)1) (4.13)

Asi pues, si j = 2m + 1 entonces Z = 0 por lo que supondremos que 7 = 2m. En
consecuencia,

Z= (-0l -3 -9 @ = LI A0 D0

UG -nn

(2m)!
2mm!

en donde la expresion j!! denota a la funcion doble factorial (ver [81]).

Podemos ahora demostrar la siguientes proposicion.

Proposicion 4.11 Sea A > 0 y N, la medida Gaussiana dada en (4.9). Entonces, para cada
j € N se tiene que:

) 29)! .
/ 2 ANy (z) = 2D (4.14)
R 24!
Demostracion: Sea j € N. Haciendo el cambio de variable £ := % en (4.14) se tiene de

la discusion anterior que:

1

/Ra:deNA(x): \/m/ ijexp{—%}dx
= | ew(-5a
-7 2dy!

como afirma el enunciado. =

4.2.2. Medidas Gaussianas en RY

Sea N € N con N > 1 fijo. Consideremos el espacio de Hilbert R" con el producto escalar
definido en el Ejemplo 1.2.
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Sean m € RY y Q € L (RY). Dado que @ es un autoadjunto, el Teorema 3.55 asegura

que existe una base {ey,...,ex} de RY y ntimeros reales no negativos A, ..., Ay tales que:
Qlej) = Ajej Vi=1,....,N. (4.15)

Definamos
m; = (m,ej)py  Vj=1,...,N. (4.16)

Sea (R,B(R), Ny, ,»,;) el espacio de medida dado en la Proposicion 4.10 para cada j =
1,..., N. Es decir,

1 —(z; —m;)? ,
ANpy. 2. (1) = —L L dy; Vi=1,...,N.
7 7>\] (xj) 27]_)\] eXp { QAJ } x] Y .7 Y 9

Asf pues, consideremos el espacio de medida producto en RY con la o-algebra B(RY) =
B(R)® ---® B(R) y la medida producto:

N
= @ Ny 2, - (4.17)
j=1
Sea j € {1,...,N}. Dado que Ny, », es una medida Gaussiana en R por la Proposicion
4.10 entonces:
Ninj oz, (hy) = / exp{ix; hj} AN, 5, (z;) = exp{im; h;} exp{—3X; b3} (4.18)
R

para todo h; € R. Mas atn, m; y A; son la media y covarianza de N, , lo que implica que
m; es el tnico elemento de R que cumple que:

m;x; = /Rl’j Yj dej«\j(yj) ij eR (419)

¥, Aj es el tnico elemento de R que cumple que:
Aj Yy = /R(%‘Zj — xjm;)(y;z; — yym;) dNp, 3, (25) Vg, y; € R (4.20)

Teniendo estas propiedades en cuenta demostraremos, a través del teorema de Tonelli-
Fubini que la medida dada en (4.17) es una medida Gaussiana en RY con media igual a
m € RY y covarianza @ : RV — RV,

Proposicion 4.12 La medida p : B(RY) — R definida en (4.17) es una medida Gaussiana
Npg. Mds ain, m es la media de p y el operador Q € LT (RY) es su convarianza.
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Demostracion: Para cada h = (hy,...,hy) € RY, aplicando el teorema de Tonelli, se
tiene que:

ith) = [ explite.hyas b duo)

/exp{ ij } del,Al(l’l)) ) ANy an (TN)

/RHexp {ix;h;} deh,\l(ml)) ) ANy an (TN)

I I I
— i 5

N
Hexp{ixj hj}/exp{z'azl hq} del,,\l(xl)> > ANy an (TN)
=2 R

N
H exp {iz; hj}exp{imy b1} exp{—3\ hf}) e ) ANy 2y (TN)

=2

I
T

=
[

1

exp{im; h;} exp{— 1/\ h2}/exp{szhN} ANy an (TN)

<.
Il
—_

Il
=

exp{im; h;} exp{—%)\j h?}

{150

—exp{ i{m, h)RN—— RN}

<.
Il
—

lo que implica que p = N, g.

Ahora, sea © = (z1,...,zy) € RY. Usando de manera recursiva la identidad (4.19)
obtenemos que:

/RN<?L‘,y>RN dp(y) = /R /Ri::xj Y del,)\l(yl)> ) AN s ()

:/R ( i/ﬂj\)xjyjdzvmm(ylv ) ANy 2 (U)

N

/R <m1961 +Zl’jyj) dez,Az(yz)> ) ANy 2y (YN)

7=2

N-1
m;x; —I—xNyN> ANy an (YN) ij T; = T)RN

Jj=1
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En consecuencia, m € RY es la media de p.

Finalmente, sean © = (x1,...,25),y = (y1,...,yn) € RY. Entonces, para cada z =
(21,...,2n) € RY se tiene que:

(x,z —m)pn (Y, 2 — M)py = (Z(%’Zj - xﬂ”j)) (Z(yjzj - yjmj))

j=1 J=1
N N
= (1121 — 21m1) <Z<yjzj - yj”%‘)) + ..+ (zyay —zvmy) (Z(yjzj - yﬂ”j))
j=1 J=1
N
= ($1Z1 - x1m1)(y121 - ylml) + ($121 - $1m1) Z(yjzj - ?/jmj) +
=2
N
-+ (13222 — l’zmQ)(yQZg — ygmz) + (JIQZQ — JIQmQ) Z(ijj — yjmj) + ...
i=1
72

N—-1
+ (xnzy — xymy)(ynzy — yvmy) + (Tnzy — avmy) ( (Y2 — ?ijj)> :

J=1

Fijemos i € {1,...,N}. Observemos que, aplicando las identidades (4.18) y (4.20) se
tiene que:

N
/ (w2 — wima) (yizi — yimi) + (32 — @) | Y (052 = y5my) | | AN (20)
: =
= /(%Zz — xim;)(Yizi — Yimi) AN, 2, (20)  +
: N
+ Z(yjzj — y;m;) /(mzzl — x;m;) AN, a, (2:)
= )
N
=Nziy + Z(yjzj —yymyg) | (@imi — zimi) = X i ys.
=

Por lo tanto, aplicando el procedimiento de manera recursiva, para cada i € {1,..., N},
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obtenemos:

[tz = mh oz = mhe du:)

N

o /]R /R <Z(5L’jzj — ZL’ij)) (Z(yjzj - yjmj)> de1,>\1(y1> e deN,AN(yN)

J=1

N
=Ny = Q@) v,

Esto concluye la demostracion. m

4.2.3. Medidas Gaussianas en espacios de Hilbert

En esta secciéon supondremos que el lector esta familiarizado con los conceptos bésicos de
la medida producto para una cantidad numerable de espacios de probabilidad. Invitamos a
consultar, por ejemplo, [37] en donde se retnen los resultados elementales de este tema.

Sea H = (H, (), || - ||#) un espacio de Hilbert sobre R separable de dimensién infinita.

Sean m € Hy Q € L (H). El Teorema 3.55 asegura que existe B = {e; : k € N}
una base de Hilbert de H y una sucesion de nimeros reales no negativos (\;) tales que
Q(ex) = A\ e para todo k € N.

El Teorema 1.49 asegura que la funcion © : H — /3(R) dada por:
O(u) = ((u, ex)) := uy (4.21)
es un isomorfismo isométrico. En esta seccion identificaremos a H con el espacio lo(R) y

escribimos m = (my) v Q(u) = (g ug) para todo u € H.

Sea Ry := (R, B(R), Ny, 2,) €l espacio de medida dado en la Proposicion 4.10 para todo
k € N. Definamos entonces RY como el producto sobre N del conjunto R y consideremos en
¢l la topologia producto. Es decir:

RN={f: N> U, R: f(k)eR VkeN},

por lo que afirmamos que RY es el conjunto de todas las sucesiones de ntimeros reales.

Como Ry es un espacio de probabilidad entonces es posible considerar la medida producto
sobre N de estos espacios siguiendo la idea de la seccién anterior. Por tanto, sea i : B(RY) —
R dada por:

pi= Q) Nonyoa, (4.22)
k=1
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Para cada j € N, se define la proyecciéon en la j-ésima coordenada como la funciéon
m; : RY — R dada por 7;((z;)) := x;. Es inmediato que 7; es una funcién suprayectiva.
Mas atn, la o-dlgebra producto B(RY) = @~ , B(R) hace a todas las proyecciones funciones
medibles.

Observemos que 1 esta definida en RY lo que nos sugiere restringirla al espacio £5(R) para
lo cual es necesario probar que £5(IR) es un conjunto de Borel de RY. En efecto, sea p : RY —
R U {oo} dada por p((x1)) := >_72, [7;((zx))[*. Es claro que p es medible en (RN, B(RY))
pues |7m;((zx))]* es medible para cada j € R. Luego, es inmediato que £5(R) = p~1([0, 00))
por lo que concluimos que f5(R) € B(RY).

Finalmente, el espacio ¢3(R) tiene medida igual a 1. En efecto, por el teorema de la
convergencia monotona se tiene que:

/ ) 12, () = / S s dp(() = S / 242 ANy e (21)
RN RN e /R

k=1

=D (e +mp) =TrQ+ [[m.
k=1

i ({(xk) cRY f: 2] < oo}) =1

Podemos, por tanto, completar el objetivo de esta seccion.

En consecuencia,

Teorema 4.13 La restriccion de la medida p definida en (4.22) en el espacio medible
(2(R), B(l2(R))) es una medida Gaussiana Ny, .

Demostracion: Definamos py : H — H como py(u) := Z§:1<u, e;) e; para cada k € N. El
Teorema 1.48 asegura que limy_, pr(u) = u para todo u € H.

Asi pues, para cada h € H, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y
la definicion de la medida producto u se tiene que:

/H exp {i(u. 1)} du(u) = Jim /H exp {i(pi(u), )} dpu(u)

k
= lim H/exp{iuj hj} ANy a, ()
j=1"R

k—o0

k
Y : 1y 72
_]}ggo 1exp{zmj h;}exp {307}
]:

= lim exp{i(ps(m), h)} exp{—3(pe(Q(R)), 1)}
— exp{i{m, h)}exp{—5(Q(h), h)}



124 5. MEDIDAS GAUSSIANAS

lo que prueba que p = N, .
Observa que

/H el i) = Te Q + ] < oo

lo que implica que u tiene segundo momento finito.

Aplicando de nuevo el teorema de la convergencia monotona obtenemos:

/ (u,v) du(v) = Z/ukvk ANy n (V) = Zuk my = (u,m) VueH
H k=1 "R k=1

lo que implica que m es la media de p. Del mismo modo,

o0

/H(u, w —my{v,w —m) du(w) = Z /R(ukwk — ugmg) (Vgwy, — vgmy) dNp,, (W)

Z)\k Up Vi

1

k=
(Q(u),v) Yuve H

lo que establece que () es la covarianza de y. ®



Capitulo 5

Variables aleatorias en espacios de
Hilbert

Sea (92, F, P) un espacio de probabilidad. En los cursos basicos de teoria de la probabilidad
se estudian a las funciones medibles X : 2 — R que usualmente son llamadas variables
aleatorias. De manera intuitiva, una variable aleatoria real puede entenderse como un valor
ntmerico que esta generado por la ocurrencia de un fenémeno aleatorio y del cual interesa
conocer la probabilidad de la misma. Asi pues, las variables aleatorias reales inducen una
medida de probabilidad en el espacio medible (R, B(R)) conocida como distribucion de la
variable aleatoria y la cual resuelve, en muchas ocasiones, el problema planteado.

Como es bien sabido, el Analisis Matematico profundiza en algunos conceptos y resultados
establecidos para el conjunto de los niimeros reales R extendiéndolos muy especialmente a
espacios de funciones y, en teoria de la probabilidad no hay excepcién. Veamos el siguiente
problema:

Sea Q@ = (0,1), F = B([0,1]) y P = X la medida de Lebesgue en (0,1). Definamos
X :Q — L*(0,1) como sigue X (w) = l(ou). sCudl es la probabilidad de que la norma-L* de
X sea menor que 17

Precisemos esta pregunta. En el Capitulo 2 extendimos el concepto de mensurabilidad
para funciones que toman valores en un espacio de Hilbert real. De este modo, la nocién de
variable aleatoria puede generalizarse para funciones que toman valores en cualquier espacio
de Hilbert real H. Es decir, £ : @ — H es una variable aleatoria H-valuada si £ es una
funcion fuertemente P-medible. Dado que £ es fuertemente P-medible, el Teorema 2.21 nos
permite definir la distribucion de £ como la medida de probabilidad sobre (H, B(H)) dada
por P(§71(B)) para cada B € B(H).

En este trabajo, restringiremos el concepto de variable aleatoria al caso de los espacios de
Hilbert y, en particular, a espacios de Hilbert separables. Considerar la separabilidad en los
espacios de Hilbert nos permitira, a través del teorema de mensurabilidad de Pettis, trabajar
con equivalencias en el concepto de variable aleatoria pues, por ejemplo, toda funcion fuer-
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temente P-medible en un espacio de Banach separable es F-medible y viceversa. Considerar
la separabilidad en un espacio de Hilbert H nos permitird ademas extender la nocién de
variables aleatorias Gaussianas cuyo concepto surge de una implicacion directa del capitulo
anterior.

En este capitulo introducimos diversos tipos de convergencia de una sucesiéon de variables
aleatorias H-valuadas y se estudia su relacion entre ellas. Extendemos conceptos clasicos
de teoria de la probabilidad como lo es la esperanza condicional y la independencia para
variables aleatorias H-valuadas. Demostramos el teorema de cambio de variable en una ver-
sion més general para espacios de medida finita y del cual se deduciréan distintos resultados
importantes.

La construccion de este capitulo se basa principalmente en [9], [20], [21], [23], [38], [61],
[62], [64], [33], [86] y [87].

5.1. Variables Aleatorias

Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, ")u, || - ||z) un espacio de Hil-
bert sobre R separable. Consideraremos en el espacio de Hilbert H a B(H) la o-algebra de
Borel generada por la topologia inducida por la norma || - ||z. A los elementos de B(H) los
llamaremos subconjuntos Borel-medibles.

Definicion 5.1 Sea X : Q — H una funcion. Decimos que X es una variable aleatoria
H-valuada en (2, F, P) si, X es una funcion fuertemente P-medible.

Sea X : ) — H una funcién. El Teorema 2.19 asegura que X : {2 — H es una variable
aleatoria H-valuada siy solo si X es F-medible, es decir, X ~!(B) € F para todo B € B(H),
pues H es separable.

Definiciéon 5.2 Sea X : Q — H wuna variable aleatoria H-valuada. Si X es Bochner-
integrable, definimos la esperanza de X como:

E(X) ::%/QXdP.

Dado un subconjunto B de H Borel-medible y X : €2 — H una variable aleatoria H-
valuada, denotaremos por

{XeB}={we: X(w) e B}

a la imagen inversa de B bajo X. La observacion anterior asegura que {X € B} € F.
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Definiciéon 5.3 Sea X : Q — H wuna variable aleatoria H-valuada. La distribucion de la
variable aleatoria X es la medida de probabilidad Xy P en (H,B(H)) definida por:

X,P(B):=P({X € BY) VBeB(H). (5.1)

Decimos que X, Y wariables aleatorias H-valuadas son idénticamente distribuidas si tie-
nen la misma distribucion.

Definiciéon 5.4 Sea p: B(H) — R una medida finita. Decimos que i es una medida de
Radon si, para cada B € B(H) y ¢ > 0 existe un subconjunto compacto K de B tal que
(BN K) <e.

Decimos que p es tight si, dada € > 0 existe un subconjunto compacto K de H tal que
w(H N K) <e.

En la definiciéon anterior, debe entenderse a cada subconjunto B € B(H), como subes-
pacio métrico de H contiene a un subconjunto compacto K con tal propiedad para p. A
continuaciéon probamos que toda medida de probabilidad en H es una medida tight.

Proposicion 5.5 Sea p: B(H) — R una medida de probabilidad. Entonces, para cada e > 0
existe un subconjunto compacto K de H tal que pu(K) > 1 —e.

Demostracion: Sea {e; : k € N} subconjunto denso de H y sea £ > 0. Fijemos j € N.
Para cada u € H existe ko € N tal que ||u — e, ||g < %

En consecuencia, H = U2, By(e;, %) = U, Bu(ej, %)

Definiendo la sucesion Fy, := U¥_, By (e;, %) de subconjuntos de B(H) es claro que (F}) es

no decreciente y U2, Fy, = US2, By (e, %) = H. En consecuencia, limy_,o p(Fy) = p(H) = 1.
De este modo, para cada j € N existe k; € N tal que:

€
O equivalentemente:
€

Definiendo K := N2, F}, es claro que K es cerrado, totalmente acotado y K € B(H).
En consecuencia, K es compacto pues H es completo. De las propiedades de medida de
probabilidad concluimos que:

WE)=1—p(HNK) =1 p (U (HNF)) 2 1= p(HNFy)>1-> —>1-¢
j=1 j=1

y esto demuestra el enunciado. m

Una consecuencia inmediata de la proposicion anterior es la siguiente.
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Corolario 5.6 Si X : Q2 — H wuna variable aleatoria H-valuada, entonces para cada & > 0
existe un subconjunto compacto K de H tal que P{X ¢ K}) < e.

Demostracion: Es inmediato de aplicar la Proposicion 5.5 a la distribucion Xy P : B(H) —
R de X que es una medida de probabilidad. m

Definiciéon 5.7 Una familia H de variables aleatorias H-valuadas en (Q, F, P) es unifor-
memente tight si, dada ¢ > 0 existe un subconjunto compacto K de H (que depende de ¢)
tal que, para toda X € H,

PH{X ¢ K}) <e.

O equivalentemente:
PH{X eK})>1—e.

Proposicion 5.8 SiH es uniformemente tight entonces H—H = {X;—Xo : X1, Xo € H}
es uniformemente tight.

Demostracion: Sea € > 0 dada. Elijamos K subconjunto compacto de H tal que P({X ¢
K}) < § para toda X € H.

Definamos f : X x X — X como f(u,v) := u — v. Esta funcion, es claramente lineal.
Observa que, ||lu —v||g < ||ul|g + ||v||x para cualesquiera u,v € H. Por tanto,

1w, o)l < (s )lcma ¥V (u,0) € Hx H

lo que implica que f es continua en H x H. Como K X K es un subconjunto compacto en
H x H y f es continua, entonces f(K x K) es compacto en H.
Es inmediato que f(K x K) = {u —v : u,v € K}. De este modo, si w € Q es tal que
Xi(w), Xo(w) € K, entonces X;(w) — Xs(w) € f(K x K) y, por lo tanto:
P({X, € K} N {Xs € K}) € P({X1 - Xs € f(K x K)})

O equivalentemente:

PA{X1 - Xo ¢ f(KxK}) < P({X1 € K}) + P({X, € K}) <e.

Esto prueba que H — H es uniformemente tight. =

El siguiente resultado es de gran importancia pues nos permite relacionar la integral
de Lebesgue de una variable aleatoria real con respecto de la distribuciéon de una variable
aleatoria H-valuada.

Teorema 5.9 (de cambio de variable) Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y X :
Q — H wuna variable aleatoria H-valuada. Entonces, para cualquier funcion ¢ : H — R
acotada y Borel-medible se tiene que:

[@oX)@are) = [ c@axipw)

H
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Demostracion: Consideremos los siguientes casos:

CAsO 1. Si ¢ = 14 para algin A € B(H), entonces (p o X)(w) = 181 X(w) € Ay
(poX)(w)=0si X(w) ¢ A. Es decir, (o X) = 1x-14).

En consecuencia,
/H o(x) dX,P(z) = X;P(4) = P(X 7 (4)) = / (0 0 X)(w) dP(w).

CASO 2. ¢ es una funciéon acotada simple no negativa con descripcion canédnica
igual a valai 14,. Aplicando el caso anterior concluimos que [, (14, 0 X)(w)dP(w) =
[y 1a,(x) dX;P(x) para cada i =1,..., N.

Por tanto, de la linealidad de la integral obtenemos:

N

/H () dXyP( Z%/HlA x) dXy P( ZO‘Z/ 14, 0 X)(w)dP(w)

_ / 3 (L, 0 X)) dP() = / (00 X)(w) dP(w)

que es la identidad deseada.

CASO 3. ¢ es una funcién Borel-medible no negativa y acotada. El lema de aproxima-
cion de funciones medibles afirma que existe (s;) sucesiéon no decreciente y no negativa de
funciones simples tal que s — ¢ uniformemente en Y. Por el caso anterior y el teorema de
la convergencia monoétona se tiene:

/H o(z)dXyP(z) = lim [ sp(x)dXyP(z) = lim [ (s;0X)(w)dP(w)

k—o0 H k—o0 Q

donde claramente (s; o X)) es una sucesion no decreciente de funciones simples no negativas
tal que s 0 X — w o X en . Asi, nuevamente del teorema de la convergencia monotona
concluimos que:

lim [ (s 0 X)(w) dP(w) = /Q (00 X)(w) dP(w)

k—o0 Q

lo que demuestra la igualdad deseada.

CASO 4. Sea ¢ cualquier funcion acotada y Borel-medible. Consideremos ¢ y ¢~
H — R tales que ¢ = ot — ™. Es claro que ¢ y ¢~ son funciones Borel-medibles acotadas



130 5. VARIABLES ALEATORIAS EN ESPACIOS DE HILBERT

y no negativas. Asi pues, del caso anterior y la linealidad de la integral se tiene que:

/H o (x) dX,P(z) = /H o (1) dX,P(z) /H o (1) dX,P(x)
- / (6 0 X)(w) dP(w) — / (¢~ 0 X)(w) dP(w)

Q

- / (6" — ¢) 0 X)(w) dP(w)
- / (0 X)(w) dP(w)

como afirma el enunciado. =

Una version del teorema de cambio de variable para cualquier espacio de medida (€2, S, u)
considera fundamental la hipotesis de que la funciéon medible ¢ : H — R sea Lebesgue-
integrable con respecto de la medida pu(X'(B)) para X : Q — H una funcién S-medible
fija. En este trabajo hablaremos del teorema de cambio de variable sin hacer distincién de
estas versiones, es decir, lo consideraremos valido en los casos cuando la funciéon medible
¢ : H — R sea acoatda y sea Lebesgue-integrable con respecto de la de distribucion de la
variable aleatoria X : () — H. La prueba de la seguna versiéon es completamente analoga a
la dada aqui e invitamos al lector a consultar, por ejemplo, [18] y [78].

Definicion 5.10 Sea X : Q — H una variable aleatoria H-valuada. Definimos la transfor-

mada de Fourier de X como la transformada de Fourier de su distribucion XyP : H — C.
Es decir:

—_

R(h) = X,P(h) = /H exp {ilh, u)i} dX,P(u).

Observacion 5.11 Fijemos h € H y consideremos la funcion (h,-)g : H — R. Es inme-
diato de la Proposicion 1.6 que (h,-)y es medible.

Por otra parte, las funciones cos,sin : R — R son funciones acotadas y medibles. De este
modo, las funciones cos({h,-)g): H — R ysin((h,-)y) : H — R son medibles y acotadas.

De la formula de Euler (ver |56]) se sigue que:
exp {i(h,u)g} = cos({(h,u)y) + isin({h,u)y) Vue H.

En consecuencia,

/H exp {ilh, u) i} dX,P(u) = /H cos({h, u) ) dX, P(u) + i / sin((h, u)) dX,P(u)

H

por lo que la Definicion 5.9 es consistente.
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Ahora bien, del teorema de cambio de variable se sigue que:

/H cos((h, u)ir) dXsP(u) = / cos({X (w), u) i) dP(w).

Q

/Hsin((h,u)H) dXyP(u) :/Sin((X(w),u>H)dP(w).

Q

En consecuencia,

X(h) = /Hexp{i(h,u)H} dXyP(u) = /Qexp{i(h,X(w»H} dP(w) = E(i(h,X)y) Yhe H.

Observemos que si X7, Xy son variables aleatorias H-valuadas tales que Xl(h) = )?Z(h)
para todo h € H entonces X; y X5 son idénticamente distribuidas por el Teorema 4.8.

El siguiente es un resultado 1til y clasico de célculo.

Teorema 5.12 (Férmula de integracion por partes) Sea v : Q — R una variable alea-
toria no negativa y sea p € [1,00). Entonces,

E(0P) = /Qﬁde = /Ooopgpl P > ) dt. (5.2)

Demostracion: Definamos v : € x [0,00) — R como:

1 st d(w) >,
Vw, &) = { 0 sid(w)<E

en donde consideramos B([0, c0)) la o-algebra de Borel y A la medida de Lebesgue en [0, 00).
De este modo, es inmediato que la funciéon v es medible en F ® B([0,00)). La funcion
n:[0,00) — [0,00) dada por n(§) := p&P~! es continua y, por tanto, medible.

Aplicando el teorema de Tonelli obtenemos que:

/Ooopfp_l P9 > ¢&)d¢ = /Ooopgp—l (/Q Lio()>e (W) dp(w)> d¢
- [([rerwoarw) a
= /Q < /0 Mpép—l df) dP(w)

- / (9(w))? dP(w)
— E(),

lo cual prueba el teorema. m
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5.1.1. Vectores aleatorios en espacios de Hilbert

Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, ), || - ||) un espacio de Hilbert
sobre R separable.
El Ejemplo 1.12 asegura que H? := H x H es un espacio de Hilbert con el producto
escalar definido:
((u1,uz), (v1,v2)) g2 = (Ui, v1) g + (U2, Vo)1
y que induce la norma producto ||(u,v)||32 = [JullF + ||v||F-
Como H es separable, sea D subconjunto denso y numerable de H. Defiendo D? := D x D

es inmediato que D? es un subconjunto numerable de H?. Veamos que es separable en H?2.

Sea (u,v) € H? y € > 0 dada. Existen &, € D tales que:
2 2
5

£

=€l <3 v lv=nli<

De este modo,
1w, 0) = (€l = llu = &lE + llv —nlli; <&
lo que implica que D? = H?.
En consecuencia, H? = (H?,{(-,Yp2, || - ||#2) es un espacio de Hilbert separable sobre R.

Consideremos ahora la o-algebra de Borel en H? inducida por la norma producto
| (w, v)||32 = llullF + [|v||F. La denotaremos por B(H?).

Por otra parte, sea B(H) @ B(H) = S(B(H) x B(H)) la g-algebra producto en H2.

Definimos 7; : H?> — H dada por m;(uy, us) = u; la proyeccion en la i-ésima coordenada
(i=1,2). Dadae >0y (uf,ul) € H? se tiene que:

i, 03) — i, uo) |3y = Il — wallfy < [I(uh, ) = (un, u2) |3 < &°

si ||(uo,vo) — (ur,ug)||lgz < €. Es decir, m; es continua en H? y, por tanto, medible en
(H? B(H?)) (i =1,2).

Sea B := B; x By C H? con By, By € B(H). Observa que 7; ' (B;) € B(H?) parai = 1,2.
De este modo 71, (By) N7, ' (By) = By x By = B € B(H?) por lo que B(H) x B(H) C B(H?)
y, en consecuencia S(B(H) x B(H)) = B(H) ® B(H) C B(H?).

Inversamente: Dado que la norma ||(u, v)|| g2 00 = méx{||u|| g, ||v||#} genera a la topologia
producto en H? y es equivalente a la norma || - || 2 entonces B(H?) C S(B(H) x B(H)) =
B(H) ® B(H).

Argumentando por induccion, es posible generalizar lo anterior para una cantidad finita
N. Es decir, H" con el producto escalar

((ug,...,un), (v1,...,0N)) N = Z<ujvvj>H
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que induce la norma [|(uq, ..., un)||fy = Zjvzl luj||3 es un espacio de Hilbert separable tal
que B(H™) coincide con la g-algebra producto @7, B(H).

En esta seccion nos interesa estudiar funciones del tipo X := (Xi,..., Xx): Q — HV.

Proposicion 5.13 Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y X; : Q — H una variable
aleatoria H-valuada para cada i = 1,...,N. Definamos X : Q — HY como:

X(w) = (X1 (@), ..., Xn(w)).
Entonces, X es una variable aleatoria HY valuada.

Demostracion: Como HY es separable, es suficiente probar que X es una funciéon F-
medible (ver Teorema 2.19). Definamos la coleccion # := {B € B(H") : X"Y(B) € F}.
Afirmamos que % es una o-algebra de subconjuntos de H" tal que # C B(HY).

Sea B; € B(H) paracadai=1,..., N y definamos B := B; X --- X By subconjunto de
HY. Es claro que X Y(B) = nN¥, X; (B;) en donde X; '(B;) € F paracadai=1,...,N.
En consecuencia, X ~1(B) € % por lo que:

B(H) x - x B(H) C B C B(H).

Asi pues,
S(B(H) x---x B(H)) c % c BH")

en donde S (B(H) x --- x B(H)) = B(H"). Esto concluye la demostracién. m

Observa que si X = (Xi,...,Xy) : Q@ — HY es una funcion F-medible enton-
ces X7Y(B) € F para todo B € B(HY). Asf pues, si B, € B(H) es claro que B :=
By x Hx---x H & BH)y que X“YB) = X;'(B)). Por tanto, X; '(B;) € F lo que
prueba que X; : 2 — H es una funciéon F-medible. De manera analoga se prueba para las
deméas coordenadas que X es una funcion F-medible (j =1,...,N).

Lo anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 5.14 Una funcion X = (Xi,...,Xn) : Q@ — HY es un vector aleatorio si y
solo st X; es una variable aleatoria H-valuada para todo j =1,...,N.

Observacion 5.15 Sean X1, Xy : Q — H wariables aleatorias y consideremos el vector
aleatorio X = (X1,X5) : Q — H. Definamos en (H? B(H?)) la medida producto de las
distribuciones de X; y Xo que denotaremos por X 4P @ X4 P.

Como en la Observacion 5.11, fijemos hy,hy € H y usando la formula de Euler se tiene
que:
exp {i(hj, u)g} = cos({(hj,u)p) + isin((h;, u)m) Vue H (j=1,2).
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En consecuencia,

/Hexp {i{hy, u) i} dX;3P(u) :/

H

cos((h;,u)p) dX; 4P (u) —1—2'/ sin((hj, w)m) dX; 4 P(u)

H
Por cdlculos directos tenemos que, para cualesquiera u,v € H

exp{i(hy, u) g} exp{i(he,v) g} = (cos{hy,u) g cos(hg, v) g — sin(hy, u) g sin{hs, v) g)+
i(cos(hy, u) g sin(hg, v) g + sin(hy, u) g cos(hs, v) g).

Aplicando el teorema de Fubini, de acuerdo a la Observacion 5.11 se tiene que:

/2 cos(hy, ur) g cos(ha, ug) g d( X1 4P ® XoyP)(ur,us) = (/ cos(hy,u1) g dXLﬁP(ul))
H H
(/ cos(ha, ug) g deP(ug)) ,
H

/2 sin(hy, uy) g sin(he, v) g d( X1 4P ® X9y P)(uq,uz) = (/ sin(hy, u1) g dXLﬁP(ul))
H H

VR

/ sin(hg, ug) g dXz,ﬁP(U2)> )
H

/ cos(hy, u) g sin(he, v) g d( X1 4P ® Xo4P)(u,v) = (/ cos(hy,u1) g dXLuP(ul))
H? H

/ sin(hg, ug) g dXz,ﬁP<U2)> )
H

VRS

/ZSiIlUll,Ul)H COS(hQ,Ug)H d(Xl’ﬂP(X)XQ’ﬁP)(Ul,Ug) = (/ Sil’l<h2,U1>H dXLﬁP(ul))
H H

( /H cos(ha, 2} dXQ,ﬁP(W)) |

Utilizando la linealidad de la integral de Lebesgue y los cdlculos anteriores podemos con-
cluir que:

2 2
/ [T exp{ithy, uj)u} d(X1 4P @ Xo,P)(ur, us) = H/ exp{i(h;, uj)u} dX; P (uy).

Lo anterior puede generalizarse por induccion para una cantidad finita N. Haremos uso
de esta observacion en las secciones restantes.
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5.1.2. Modos de convergencia

En esta seccion introducimos diversos tipos de convergencia de una sucesion de variables
aleatorias H-valuadas y estudiamos la relacion que existe entre ellos.

Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, ), || - || ) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definiciéon 5.16 Sea X, : Q0 — H una sucesion de variables aleatorias H-valuadas. Decimos
que:

(a) (X)) converge casi dondequiera a X : Q0 — H una variable aleatoria H-valuada si,
existe N € F con P(N) =0 tal que:

lim X (w) = X(w) Vwe QN N.

k—o0

(b) (X) converge casi uniformemente a X : Q — H una variable aleatoria H-valuada
si, dada 6 > 0 existe ' € F con P(F) < ¢ y tal que (Xy) converge uniformemente a
X en QN F.

(¢c) (Xx) converge en probabilidad a X : Q) — H una variable aleatoria H-valuada si,
dada € > 0
klim P{we: || Xk(w)— X(w)|lg >¢€}) =0.
—00

(d) (Xi) converge en media p para p € [1l,00) a X € LP(2; H) st limyyo0 || Xi —
X zemy = 0.

El siguiente resultado es bien conocido y ttil en la teoria de la probabilidad clasica.

Lema 5.17 (Desigualdad de P. Tchebyshev) Sean (Q, F, P) un espacio de probabilidad
y ¢ : [0,4+00) — [0,400) una funcion no-decreciente y mayor que cero en (0,4+00). Si
f:Q — R es una funcion medible tal que p o |f| € L' () entonces para toda & > 0

PHwGQ:UWNZSDS;%yéonMP

Demostracion: Seae >0y A={w € Q : |f(w)| > e} C Q. Dado que ¢ es no decreciente
y positiva en (0, 400) entonces:

(polfl)-la=(polfl)-1a=w(e) - 1a

y, como, 2 = QU (2~ A) de la monotonia de la integral se tiene que:

o dP = o dP o dP o dP dP = - P(A).
Aw!ﬂ A¢|ﬂ +A%wkﬂ EAwLﬂ zAwa o() - P(A)
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Por lo tanto:

Pwe: |fw)>e)) < %/Qsoomdp,

como afirma el enunciado. m

Es una consecuencia directa de la desigualdad de Tchebyshev que, si f € LP()) para
algin p € [1,00) entonces, para toda € > 0 se tiene que:

1
Plwe: f@) 2 < 5 [ Iipap (53
Q
Esto nos permite concluir el siguiente resultado.

Teorema 5.18 Sea p € [1,00) fijo. Si (X) es una sucesion de variables aleatorias H -
valuadas tales que convergen en mediap a X € LP(Q); H) entonces X}, — X en probabilidad.

Demostracion: Sea € > 0. Para k € N, definimos el subconjunto medible A(e) := {w €
Q|| Xk(w) — X(w)||g > €} De la desigualdad de Tchebyshev (ver (5.3)) se tiene que:

1 1
P < 5 [ 1% = XN dP = S~ Xy YHEN.
& Q &

Tomando el limite cuando k& — oo concluimos que (X}) converge en probabilidad a X
como afirma el enunciado. m

El reciproco no es cierto en general como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.19 Sea Q2 = [0,1], F = B([0,1]) y p = X la medida de Lebesque en S. Sea

p € [1,00) fija y la sucesion de funciones Xy := k1 _1 . Entonces Xy converge a 0 en

[0, %]

probabilidad pero no converge en media p.

Demostracion: Fijemos € > 0 y sea k € N. Consideremos los siguientes casos:

CAso 1. Sie > k entonces el conjunto {w € Q : |Xi(w)| > e} es vacio por lo que
necesariamente:
A({we Q| Xk(w)| >e})=0.
CASO 2. Sie < k entonces:

{we: | Xg(w)| >e}= _0,

por lo que:

AN{we Q| Xpw)| 25}):)\(_0,%> :%
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: [0, 1]

=)
e -
—

Figura 5.1: Funcion X}

Tomando el limite cuando k& — oo concluimos que:

1

lim A ({w € Q : [Xi(w)| 25}):)\({0 1]) = lfm — = 0.

"k

k—o00

Esto prueba que X — 0 en probabilidad.

k

Ahora, supongamos que (X}) converge en media p. Entonces, (X;) es de Cauchy en

(LP([0,1]), || - [ zr(0,1]))- Sin embargo, para todo k € N, se tiene que:

Xk — Xl o) = /[ oy = X
0,1

R

;. gm0

% l 0,1
- 0,1
2k

=
—

Figura 5.2: | Xop — X|

en donde:
2k — k[P st we [0, 2),
| Xop — Xi[P(w) = ¢ | = KPP si w €[5, %),
0 si w e [3,1).

Por lo tanto:

1 Xok = XillZoo.1) = /[ | | Xon — Xil? dp = [k[” [M[0, 55)) + [z
0,1
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para todo k € N. Tomando ¢y € (0,1) es claro que:
”XZk: - Xk|’ip([071]) Z o VEk € N.

lo que contradice nuestra suposicion. =

Veamos un ejemplo interesante.

Ejemplo 5.20 Sea Q = [0,1), F = B([0,1]) y ¢ = X la medida de Lebesque en B([0,1]).
Definamos la siguiente sucesion de intervalos:

Ly I:=][0,1)

Ly L:=[0,1/2) Iy:=[1/2,1)

L3 ]4 = [O, ]_/4) I5 = [1/4,1/2) 16 = [1/2,3/4) ]7 = [3/4,1)
:Lk Lpeor == [0,1/281) ... Loy :==[1—1/2571 1)

Definimos la sucesion de funciones:

Ll X1 = 1[1
Lg X2 = 1[2 X3 = 1]3
Ls Xy = 1y, X5 1= 1z, Xg = 1z, Xy = 17

Lk X2k71 = 1]2k_1 ...... X2k—1 = 1]2k_1

Veamos que X — X en probabilidad en donde X = 0.

Sea ¢ € (1,00). En este caso tenemos que:

{lweQ: | Xp(w)|>e}=2 VkeN

Por lo tanto:
A{weQ: | Xg(w)|>e})=0 VkeN.

Ahora, sea e € (0,1] y k € L; con j € N. Entonces 227" < k < 29 — 1 y por lo tanto
AIy) = 5= para todo k € L;.

Asi pues:
Afw € Q¢ [Xe(w)| = 2}) = 5 <

o

pues:
W< <o -1 =201 _1<99!

por lo que necesariamente:

o
DO

S

L
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Tomando el limite cuando k — oo tenemos que:

0< lim A({weQ : [Xp(w)] >e}) < lim £ =0.
k—ro0 k—ro0

En consecuencia, X, — 0 en probabilidad.
Notemos, sin embargo, que Xi(w) —» 0 para todo w € [0,1) pues limsup Xi(w) = 1 y
k—00

h”gniank(w) =0 para todo w € [0,1).
—00

Las grificas de las primeras siete funciones son de la siguiente forma:

X1(w)
1
0 w
Xa(w) Xs(w) Xy(w)
1 1 S 1 —p—
| | | 1 | | | |
0 | 1 w 0] 1 | w 0 | 1 1 W
1/2 1 1/2 1 1/4 2/4 3/4 1
X5(w) Xo(w) X7(w)
1 —_— 1 —_— 1 —_—
| | | | | | n | | | | |
0] 1 | 1 T w 0] 1 1 | T w 0] | 1 1 o w
1/4 2/4 3/4 1 1/4 2/4 3/4 1 1/4 2/4 3/4 1

Del ejemplo anterior afirmamos que la convergencia en probabilidad no implica conver-
gencia casi dondequiera.

El siguiente resultado debido a F. Riesz y H. Weyl establece un criterio de relacion entre
una sucesion (Xj) de variables aleatorias H-valuadas que converge en probabilidad con
respecto del criterio de convergencia casi dondequiera.

Teorema 5.21 (Riesz-Weyl) Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y (Xy) una suce-
siton de variables aleatorias H-valuadas que converge en probabilidad a X : €2 — H wvariable
aleatoria H-valuada. Entonces, eviste (Xy,) una subsucesion de (Xy) tal que X, — X casi
dondequiera.
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Demostracion: Para un mejor desarrollo de la demostracion, la subdividimos en dos pasos.

PAso 1: Como (X}) converge a X en probabilidad, entonces para ¢; := L > 0 existe

2
k; € N tal que:

1 1 .
P({weﬂ | Xk (w) = X (w)||g > 2—]}) <5 Vk,i > k;.

Por la condicién de Cauchy podemos suponer que k; < by < bz < ... < k; < kjy1 < ...
de modo que:

P({wens X, w - x@ln 2 5 }) < 5

Para lo anterior, uno procede de la siguiente manera: Elegimos k; tal que:
1 1 .
P({wEQ : ||Xk(w)—X(w)||H>—}) <3 Vk,i > k.
Después, elegimos ky > k; tal que:
1 1 .
PJwef: HXk(w)—X(w)HHzﬁ <% Vk,i > ko.
Continuando de este modo obtenemos, para cada j € N un k; > k;_; tal que

1 1 :
P({wGQ D Xk (w) — X (w)||g > 2—3}) <5 Vk,i > k;.

PAsoO 2: Para cada 5 € N definamos el conjunto medible:

Byi= w04 1X,) - Xl 2 5 |

Del PASO 1 tenemos que P(E;) < 5; y, por tanto, 22, P(E;) < >, 57 = 1 < oc. El
Lema de Borel-Cantelli afirma que:

P (h’m sup Ej> = 0.

Jj—00

Definimos el conjunto medible F}, como:

F,=|]JE;.
Jj=p
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Notemos que:

limsup £, = ﬂUE = ﬂF

— 00
P p=1j=p

Sea w € €} \ F, arbitraria, entonces w € €2 \ Ej; para todo j > p y, por tanto,

1 :
X (W) = X(@)lw <55 Vizp

Esto prueba que Xj (w) — X(w) en 2\ F, y como

o0

QN limsup £, = U(Q N Fp)7

pP—+00 =1

entonces X, — X (w) en Q \ limsup,_,., F, y esto concluye la demostracion. m

En general, sabemos que la convergencia puntual de una sucesion de funciones no implica
la convergencia uniforme. Sin embargo, el siguiente resultado debido a D. Egorov, establece
un criterio bajo el cual una sucesion de variables aleatorias que converge casi dondequiera
converge también casi uniformemente.

Teorema 5.22 (D. Egorov) Sea (X)) una sucesion de variables aleatorias H-valuadas ta-
les que convergen casi dondequiera a X : 2 — H wvariable aleatoria. Entonces, Xy — X casi
uniformemente.

Demostracion: Para e > 0y j € N dadas definimos el conjunto medible:
Ci(e) ={w e @ : [[Xj(w) = X(w)llu < e}
Sea A el conjunto dado por:
A={we: X(w) —» X(w)}.
Por hipotesis P(€2 . A) = 0y, por propiedades de medida, tenemos que 0 = P(Q2~\ A) =
P(Q) ~ P(A). En consecuencia, P(Q2) = P(A).

Sea w € A, entonces existe ky € N tal que || Xy (w) — X(w)||g < € para todo k > k. Es
decir, w € Cy(e) para todo k > kg lo que implica que:

w e ﬂ Ck(e) para algin ky € N.
k=ko

Por lo tanto:

ACUﬂC’ —hmlnfC’k()

k=1 j=k
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De las propiedades de medida tenemos que:

P(Q) = P(A) < P <h’minf0k( ) < lim P <ﬁ (e ) Q)

k—o0 k1 oo
Jj=k

oo (00)

de donde obtenemos:

Entonces:
0= lim | P() = P (gcj@)) = lim | P <g(9 < Oy( )))]
en donde:
U(Q N Cjle) = U fwe: [|X;(w) - X(w)l[n =¢}.
Asi pues:

lfm P (U (weQ: |X;(w) - Xw)|u > 5}) ~0

k1 oo

Tomando € = % para m € N y § > 0 arbitraria es posible hallar £,, € N tal que:

P ( U {w € |IX;(w) = X(w)lln > %}) < Qim

J=km
Sea
o o0 1
F = U U {w € || Xj(w) — X(w)|lg > E}
m=1 j=kn,
entonces:

ZP(U {wEQ : HXj<W)_X(CU>HHZ%}> <22im:(5.

j=k

Asf pues, w ¢ F entonces || X;(w) — X (w)||p < + para todo j > k;, para todo m € N.
Esto demuestra que X, — X uniformemente en 2\ F.
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5.2. Independencia

Definiciéon 5.23 (Independencia) Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad. Decimos que:

(i) Los eventos Ay,...,Ay € F (N € N) son independientes si, para cada subconjunto
{1,...,n} de {1,..., N} y cada permutacion o : {1,...,n} — {1,...,n} se tiene que:

n

P(Ayy N+ N Asy) = [ [ P(Aois).

j=1
(i) Xi,..., XN variables aleatorias H-valuadas (N € N) son independientes si para cuales-

quiera Ay, ..., Ay € B(H) los eventos {X1 € A1}, ..., {Xn € Ax} son independientes.

(iii) Una sucesion Xy : Q@ — Y de variables aleatorias H-valuadas es independiente si
cualquier subcoleccion finita de (Xy) es independiente.

(iv) Sean Gy, ...,Gn sub o-dlgebras de F (N € N). Decimos que son independientes si para

cualesquiera Ay € Gy, ..., An € Gy los eventos A1, ..., An son independientes.
Dadas X1,..., Xy : 2 — H variables aleatorias H-valuadas, la distribucién de la variable
aleatoria X = (X1,...,Xy) : Q@ — HY dada en la Proposicién 5.10, que denotamos como

XyP: B(HY) — R, esta dada por:
XyP(B) := P{(X1,...,Xy) € B} VBeBH").

Por otra parte, consideremos la medida producto de las distribuciones de las variables
aleatorias X1,..., Xy : Q — H. Es decir,

N
® X, P.
j=1

El teorema de la medida producto asegura que ®j\7:1 X ;P es la tinica medida de proba-
bilidad tal que:

N N
®XMP(Bl X .-+ X By) = HXj7ﬁP(Bj)
j=1 j=1

para todo By X --- X By € B(H) x --- x B(H).

Supongamos que Xi,..., Xy : € — H son independientes. Consideremos B; € B(H)
para cada j = 1,..., N y definamos B := By x --- By € B(H) x --- x B(H) C B(H").

Como X1, ..., Xy son independientes, entonces:

P({X; € Bi}n---N{Xy € By}) = [[ PUX; € B;}).

j=1
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Dado que P({X € B}) = P{Xy; € Bi}n---N{Xx € By}) (ver Proposicion 5.13)

entonces:

XyP(B) = H X P(B)) = ® X;4P(B).

El teorema de unicidad de medidas implica que XyP = ®j\;1 X;sP.

Inversamente: Si X3P = ®;V:1 X 4P entonces para B = By X --- By € B(H") se tiene
que:

N N
X;P(B) = P({X1 € Bi}n---N{Xy € By}) = Q) X;:P(B) = [ [ P{X; € B;})
j=1 j=1
Es decir, X, ..., Xy son independientes.
Hemos demostrado el siguiente resultado.
Proposicion 5.24 Sean Xi,..., Xy : Q — H wvariables aleatorias H-valuadas y sea X :=
(X1,...,Xn): Q— HN. Las siquientes son equivalentes:
(a) Xi,..., Xy son independientes.
N
(b) Xﬁp = ®j:1 Xj,tip'
Este resultado nos permitira demostrar la siguientes proposicion.
Proposicion 5.25 Sean Xi,..., Xy : Q — H wvariables aleatorias H-valuadas y sea X :=

(X1,...,Xn): Q — HN. Las siguientes son equivalentes:

(a) X1,...,Xn son independientes.

(b) X(hy,....hy) =TI}, X;(hy) para todo (b, ... hy) € HY.

Demostracion: Probaremos tinicamente el caso cuando N = 2 pues el caso general se
deduce facilmente de éste.

(a) = (b) : Sean hy,hy € H. Aplicando la Proposicion 5.24 y el teorema de Fubini
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concluimos que:

-~

Ry o) = /H exp {i{(h, ha), (1, 0)) w2} AX4P(, )

_ /H oxp {i (i, u)sr + (ho, ) )} dXyP(u,0)

_ /H exp {i(hy, w) i} exp {ilhe, v) i} dX,P(u, v)

:/H (Lexp{i<h1,u>H}exp{i<h2,v>H} Xm,ﬂ(“)) dX4(v)

_ < /H exp {i(hy, u) i) de(u)) ( /H exp {ilha, v) '} dxz,ﬁ(v))
= X1 (hy) Xa(hs).

(b) = (a) : La transformada de Fourier de la medida producto X; ; P@X; P : B(H?*) — R
estd dada por:

X14P ® Xy P(hy, hs) = / exp {i{(hy, ha), (u,0)) 2} d(X1 5P @ Xos P)(u,0)

H2

_ /H e {i ((hr, w)r + (o, o))} d(X25P @ X P) 1, 0),

para cualquier (hy, hy) € H%

Aplicando el teorema de Fubini obtenemos:
/H exp i ({h u)ir + (o)1)} d(X04P © X P)(ot,v) =
— /H ( /H exp {i{hy,u) g} exp {i{hg, v) s} Xm,ﬁ(“)) dXa4(v)
_ ( /H exp {i(hy, u) ) Xm,u(u)) ( /H exp {i(ha, v) 1) dXQ,ﬁ(v))

= X1 4P(h1) XoyP(hs).
De lo anterior y el teorema de cambio de variable concluimos que:

X14P ® Xa3P(hy, hs) = X1 (h1) Xa(hs).

El Teorema 4.8 asegura que Xy P = ®§V:1 X, 4P lo que implica que X; y X, son indepen-
dientes por la Proposicion 5.24. m
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Usando el teorema de cambio de variable podemos concluir que la transformada de Fourier
de la variable aleatoria X = (X1,..., Xy) : Q — HY esta dada por:

N N

X(hi,... hy) = /Qexp {iZ(hj,Xj(w))H} dP(w) = E (iz <hj,Xj>H>

j=1 7j=1

para cualquier (hy,...,hy) € HY.
Proposicion 5.26 Consideremos H y K espacios de Hilbert. Sean X,Y : Q0 — H wvariables

aleatorias H-valuadas e independientes y sean ¢, ¢ : H — K funciones medibles. Entonces
las variables aleatorias p(X),d(Y) : Q@ — K son independientes.

Demostracion: Si A 'y B son dos cualesquiera conjuntos de Borel en K, entonces:

P({p(X) e A}n{o(Y)e BY) =P ({X € o7/ (A)}n{Y €97 (B)})
=P({{Xee(A)}) P({Y o7 (B)})
= P({»(X) € A}) P({o(Y) € B})

lo que prueba que p(X) y ¢(Y) son independientes. m

Proposicion 5.27 Sean Xi,..., Xy : Q — H wvariables aleatorias H-valuadas e indepen-
dientes. Entonces, F(p1(X1) - on(Xn)) = E(p1(X1)) - E(on(Xn)) para cualesquiera
©1,--.,0on : H— R funciones acotadas y medibles.

Demostracion: Del teorema de cambio de variable se tiene que:

E(pi(X;)) = /(SOjOXj)(wj)dP(wj) - /Hst(fcj)de,tiP(%) Vj=1,...,N.

0
Consideremos X := (X1,..., Xy) : Q — HY variable aleatoria H"-valuada y definamos
o : HYN — R como:
N
o(Uy, ..., un) = ngj(uj).
j=1

Es claro que ¢ es acotada y medible. Del teorema de cambio de variable se tiene que:

E(g@oX):/Q(gpoX)(w)dP(w):/H o(ur, ..., un) dXyP(us, ..., un).

N
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Como Xj,..., Xy son independientes entonces Xy P = ®;V:1 Xy ;P por la Proposicion
5.19. Aplicando el teorema de Fubini concluimos que:

/HNgo(ul,...,uN)dXﬁP(ul,...,uN)Z/H... (/Hﬂ%(uj)dxmp(ul)) o dX s Pluy)

/HSOJ u;)dX;y Puy)

I
=

j=1

T B

=1

<.

.

En consecuencia,

E (H%‘(&')) E(poX) = HE @i (X

como afirma el enunciado. m

Proposicion 5.28 Sean (X)) y (Yi) sucesiones de variables aleatorias H-valuadas tales que
X = X yYy, =Y en probabilidad. Si X; es independiente de Y, para toda k € N y j € N,
entonces X y'Y son independientes.

Demostracion: Sean §; := Xy, y n; := Y, subsucesiones de (Xj) y (Y%) respectivamente
tales que §; = X c.d. y n; = Y c.d. (ver Teorema 5.21).

Definamos Z; : Q2 — H x H como Z;(w) = (§(w),nj(w)) y Z : Q@ - H x H como
Z(w) = (X(w),Y(w)). Es claro que Z; — Z c.d.

Del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y la Proposicion 5.24 se tiene que:
Z(h, ha) = Eexp{i ((h, X)u + (b1, Y ))})
= / exp {i(hy, X (w))u } exp {i(he, Y (w))u} dP(w)
Q

}irgo/gexp {i{h1, §5(w)) r} exp {i(he, mj(w)) i} dP(w)
=]1ggo E(exp{i(h1,&)n) jlirgo E(exp{i(ha, nj)m)

= E(exp{i(hy, X)u) E(exp{i(hy,Y) )
= X(h1)Y (hy).

El resultado se sigue de la Proposiciéon 5.24. m
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Definicion 5.29 Sea X : Q — H wuna variable aleatoria H-valuada. Decimos que X es
stmétrica si, X y —X son idénticamente distribuidas. Es decir, XyP = — X3 P.

Sean X,Y variables aleatorias H-valuadas independientes y tal que X es simétrica. La
Proposicion 5.26 implica que —X y Y son independientes. Aplicando la Proposicion 5.24 se
sigue que:

X +Y (u) = B(i{u, X +Y)y) = B(ilu, Xy +i(u,Y)p)

—_—

= E(i{u, X)) E(i(u,Y)g) = X ()Y (u) = =X (w)Y (u) = =X + Y (u).

El Teorema 4.8 asegura que X +Y y —X + Y son idénticamente distribuidas.

Proposicion 5.30 Sean X,Y wariables aleatorias H-valuadas independientes y tal que X
es simétrica. Entonces, para todo p € [1,00) se tiene que:

E(|IXE) < E(IX +YI[%)

Demostracion: Dado que X +Y y —X + Y son idénticamente distribuidas, entonces:

(BTN = 5 (X +Y) + (X =)
%@mx+wgwm+%wmx_mgwm
= (B(X + Y5

como afirma el enunciado. =

5.3. Esperanza condicional

Sea (9, F, P) un espacio de probabilidad y G C F una sub o-algebra.

En el Ejemplo 1.27 demostramos que, dada ¢ : {2 — R una variable aleatoria real tal
que ||F|r2@) < o0, existe una tnica variable aleatoria £ : @ — R llamada esperanza
condicional de ¥ con respecto de la g-algebra G tal que £ cumple que:

(i) € es G-medible.
(i1) Para cada A € G,

| c@aPe = [ ow)ape).
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A la esperanza condicional de ¥ con respecto de la o-dlgebra G la denotaremos por
E(¥|G). El primer objetivo de esta seccion es extender la nocion de esperanza condicional
con respecto de la o-4lgebra G a variables aleatorias reales en L(f2). Para ello, requerimos
de los siguientes lemas.

En esta seccion, por simplicidad en algunas demostraciones escribiremos E(1J) en lugar
de fQ w) dP(w) para variables aleatorias reales que son Lebesgue-integrables.

Lema 5.31 (a) Para cada 9 € L*(Q) se tiene que:
E(E@]9)]) < E(9]). (5-4)
(b) Si v € L*(Q) es tal que ¥ > 0, entonces E(V|G) > 0.
(c) Sid,ne L*Q) son tales que ¥ > n, entonces E(V|G) > E(n|G).
Demostracion: (a) Sea 9 € L*(Q) y consideremos la descomposicion de ¢ dada por
¥ = 9T — 9~ en donde es claro que 9+, 9~ € L*(Q).
Entonces,
[EW|G)| = |EW|G) - E@™|G)| < [EW"|G)| + BV |9)|
=E@"[G)+ EW|G) = E(|9]]9),
y, por lo tanto, del inciso (ii) del Ejemplo 1.27 concluimos que
E(E@]G)) < E(E(19]19)) = E(|J]).
(b) Es inmediato de las propiedades de la integral de Lebesgue y la esperanza condicional
en L(Q).
(¢) Se sigue del inciso anterior al considerar que ¥ —n > 0 y la linealidad de la integral
de Lebesgue. m
Lema 5.32 LP(Q) es denso en LY(Q) para cada p € (1,00).

Demostracion: Fijemos p € (1,00). Sea ¢ € L'(Q) y consideremos el conjunto medible
A ={w € Q : |9(w)| < k} para todo k € N. Definamos la sucesion de variables aleatorias
reales Uy : 2 = R como Ui (w) := (J-14,)(w). Observa que, [|Ux||7,q) = fAk [P (w)|P dP(w) <
kP para todo k € N lo que implica que (¥x) es una sucesion de elementos de LP(€2).

En consecuencia,

[106) = 0@l dr@) = [ 106) - ni@ldr@ + [ o) -t dp)

A

~ [ )apw
QN Ag
= [ 196 Dacopoel 4P) = 119]- Ly =
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por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue pues 9] - 1j9>x — 0 c.d. (ver [17]).
Por tanto, ¥y — ¥ en L'(Q). Esta tltima afirmacion junto con la relacion LP(Q)) — L'(Q)
aseguran que LP(Q) es denso en L'(Q2). m

De este modo, la definicion de esperanza condicional con respecto de la o-algebra G
se extiende a variables aleatorias reales que son Lebesgue-integrables como lo muestra el
siguiente teorema.

Teorema 5.33 Sea ¥ € L'(2). Existe una tnica variable aleatoria € : @ — R en L'(Q) tal
que & cumple que:

(a) & es G-medible.
(b) Para cada A € G,

| c@ape) = [ ow)ape).

Demostracion: Supongamos que ¢ > 0. Para k € N, definamos 95 : €2 — R como
Uy = min{d, k} la cual es claramente una funcion medible y acotada en (§2, F). En con-
secuencia, ¥ € L*(Q) para cada k € N. Asi, (9J;,) es una sucesiéon en L?(2) que converge
puntualmente a ). Del Ejemplo 1.27 existe E(J;|G) : @ — R tal que sastiface las propie-
dades (a) y (b) del enunciado para cada ¥, y para cada k € N. El Lema 5.31 asegura que
(E(9%]G)) es una sucesién no decreciente y no negativa de elementos de L?(2). Definiendo
€ = 1limy_,o E(Jx | G) es claro que £ es G-medible por ser el limite puntual de una sucesion
de funciones G-medibles. Ademaés, el Lema 5.32 asegura que (E(J;|G)) es una sucesion de
funciones Lebesgue-integrables.

Aplicando el teorema de la convergencia monétona concluimos que € € L'(w) y que

/19 YdP(w) = lim ﬁk( )dP(w) = lim E(ﬁk\g )dP(w /g ) dP(w

k—o0 k—o0

para todo A € G.
El caso general se reduce a aplicar lo anterior a las funciones 97,9, m

Para ¥ € L'(Q) dada, denotaremos por E(J|G) a la esperanza condicional de ¥ con
respecto de la o-algebra G.

Veamos algunas propiedades de esta funcion.

Proposicion 5.34 Sean 9,1 variables aleatorias reales en L'(Q) y a,b € R. Entonces:

(a) Si¥ >0 entonces E(V|G) >0

(b) E(E(V]G)) = E(0).
(¢) E(ad +bn|G) = aEW[G) +bE(n]|9).
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(d) Si9 <n entonces E(J|G) < E(n|G).
(e) Si ¥ es G-medible, entonces E(9|G) =1 c.d.

Demostracion: (a) Es inmediato de la propiedad (b) del Teorema 5.33 y las propiedades
de la integral de Lebesgue.

(b) Es inmediato del inciso (b) del Teorema 5.33 al considerar A = ) € G.

(¢) Es claro que aE (9 |G)+bE(n|G) es una funcién G-medible. Ademas, para cada A € G
se tiene que:

/aE(ﬁ|g)+bE(nlg)dP:a/E(19|g)dP+b/E(n|g)dP
A A Q

:a/ﬁdP—i-b/ndP
Q Q

:/aﬁ—l—bndP
Q

lo que implica que E(ad +bn|G) = aE(I|G) +bE(n|G).
(d) Es consecuencia directa de los incisos (a) y (b) al considerar la variable n — ¢ > 0.

(e) Como ¥ es G-medible, es claro que satisface las condiciones del Teorema 5.33. De la
unicidad se obtiene la igualdad casi dondequiera. m

Una desigualdad importante es la siguiente.

Proposicion 5.35 (Desigualdad de Jensen condicional) Sea ¢ : R — R wuna funcion
convexa. Entonces, para cada ¥ € L*(Q) tal que ¢ o9 € L*(Q) se tiene que:

b0 E(9]G) < B((¢00)|G), cd. (5.5)

Demostracion: Si a,b € R son tales que at + b < ¢(t) para cada t € R, de la Proposicion
5.34 se sigue que:

aE(W|G)+b=F@+b|G) < E(¢od|G) cd.

Dado que ¢ es convexa, es posible hallar sucesiones (ay) y (bx) de nimeros reales tales
que ¢(t) = sup;(art + by) para todo k € N. En consecuencia,

poE(W|G)=supE(aV|G)+b, < E(pod)|G), cd.

k>1

como afirma el enunciado. m

El objetivo final de esta seccién es extender el concepto de esperanza condicional para
variables aleatorias que toman valores en un espacio de Hilbert separable.
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Teorema 5.36 Sea H = (H, (-)u, || - ||z) un espacio de Hilbert sobre R separable y X : @ —
H una variable aleatoria que es Bochner-integrable. Entonces, existe una unica, salvo en un
evento de probabilidad cero, variable aleatoria € : Q0 — H Bochner-integrable tal que:

(a) & es G-medible.
(b) Para cada A € G,

%/Af(w)dP(w) :%/AX(w)dP(w).

Demostracion: Probamos primero la unicidad y luego la existencia.

UNICIDAD: Supongamos que existen &, 5 : Q — H variables aleatorias que satisfacen (a)
y (b) y tales que P({w € 2 : {(w) # E(w)}) > 0.
Dado que H es separable, existe {e; : k € N} subconjunto denso. Asi, para w € € tal

que &(w) — &(w) # Oy, existe e; € H \ {0g} tal que:

ez

3

e R

3

le@) - &) —e <

En consecuencia, P ({w €Q: Hé(w) — &(w) — e;

El Teorema de Hahn-Banach asegura que existe ¢ : H — R funcién lineal y continua tal
que Y(e;) = |lejllm ¥ [Vl z.crr)y = 1. Es inmediato que v o £ y 1) o £ son variables aleatorias
reales tales que:

[ (E W] < MYl eommr 1€ la = E(W)ln,

[PEWD] < 1¥llzoiam €)= IEW)l]a-

Es decir, oy ¥ o éi son Lebesgue-integrables. Ademas, el Teorema 2.33 asegura que
W(€) = E(p(X)|G) = v(€) cd.

Por otra parte, sea w € (2 tal que:

- ||€j||H.

@) =€) — e <2

Observa que de la linealidad y continuidad de ) se tiene que:

Plej) — Y(EW) — EW)) < [P(Ew) — Ew) — )] < [[¢

lejlla

3

e [[6@) - Ew) —ef|, <
lo que implica que 1 (&(w) — &(w)) > 2le;]|m v, por tanto,

P{(wen s vlew) -8 > Zleln) | >0
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lo cual contradice que 1(&) = ¥(€) c.d.
En consecuencia, P({w € Q : &(w) # &(w)}) = 0 lo que significa que £ = £ c.d.
EXISTENCIA: Dado que X es Bochner-integrable, consideremos los siguientes dos casos.

CAsO 1. X es una funcién P-simple con descripciéon X = Zjvzl u;1a; y definamos

¢:Q — H como:
N
£:=> u;P(4;9)
j=1

en donde P(A;|G) = E(14,]G) : @ — R es G-medible pues 14, : 2 — R es Lebesgue-
integrable para todo j = 1,..., N (ver Teorema 5.33). Observa que, la Proposicion 5.35
implica que:

N

E(|€ln) < Y B (lullal P(4;16))) ZHU;HHIP ) < E([X]n) <00 (5.6)

j=1

El teorema de integrabilidad de Lebesgue-Bochner asegura que £ : 2 — H es Bochner-
integrable. Ademas, se tiene que:

%/g ) dP(w Zu] P(A;1G)) —Zqu(Aj)—ZujP(Aj)—%/QX(w)dP(w)

lo que implica que:
B / ((w)dP(w) =B / X(w)dP(w VAeg.

CAso 2. Consideremos (X&) una sucesion de funciones P-simples tales que X — X
c.d. y tales que B [, X(w) dP(w) = limj_,00 B [, Xi(w) dP()

Del caso anterior aﬁrmamos que para cada k € N existe & : Q — H tal que & es
Bochner-integrable y

3 [ Glw)aP) =3 [ Xuw) dPG)
De (5.6) sigue que:

E(l&: = &llu) < E(1 Xk = Xjlln) V. k5 €N

En consecuencia, (&) es de Cauchy en L'(Q; H) por lo que existe £ € L'(Q; H) tal que
& — & en L'(Q; H). El teorema de Riesz-Weyl asegura que existe una subsucesion (&) de
(&) tal que &, — £ c.d. Dado que

E(lk; = &klln) < E(I Xk, — X llu) V5, £ €N
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tomando el limite cunado ¢ — oo obtenemos que:
E(ll&r, — &llu) < E(| Xy, — X|z) =0

En consecuencia, ¢ es Bochner-integrable y por lo tanto:

%/Qaww( )= Jim B [ & () dP)

_]HOO

De este modo, para cualquier A € G se tiene que:

%/AX(w)dP( = lim B [ X;, (w)dP(w) = lim B fk( %/5 )dP(w

j—oo A Jj—oo
lo que prueba el resultado. m
El teorema anterior motiva la siguiente definicion.
Definicion 5.37 (Esperanza condicional) Sea X : Q — H wuna variable aleatoria
Bochner-integrable y sea G una sub o-dlgebra de F. La esperanza condicional de X

dada G es la unica c.d. variable aleatoria denotada por E(X |G) : Q — H que cumples las
siguientes tres propiedades:

(i) E(X|G) es G-medible.
(i) E(X |G) es Bochner-integrable

(#i) Para cualquier evento A en G
%/XdP:%/E(X]g)dP. (5.7)
A A
Una construcciéon usual de la esperanza condicional en la bibliografia es la siguiente:
Definamos J : L' () — LY(Q) como:
J(0) == E(9]G).
El Teorema 5.33 asegura que J esta bien definida. Luego, de la Proposiciéon 5.34 se sigue

que J es una funcion lineal y positiva. Observa que por la desigualdad de Jensen condicional
|E(9]G)| < E(|9]|G) para todo ¥ € L'(Q). Por tanto, usando el Teorema 5.33 obtenemos:

@)z < [0l VO € L),
lo que implica que J es continua.
La Proposiciéon 2.40 asegura que la funcion (J ® idg) : L'(Q) @ H — L'(Q) @ H se
extiende a una tnica funcién lineal y continua J%H . LY H) — LY(Q; H). Resulta

pues que J ® idy es la esperanza condicional con respecto de la o-algebra G definida para
variables aleatorias H-valuadas que son Bochner-integrables.

Terminamos esta seccién con algunas propiedades importantes de la esperanza condicio-
nal.
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Proposicion 5.38 Sean XY : Q) — H wvariables aleatorias Bochner-integrables. Entonces:

(¢) E(E(X]9)) = E(X)

(b) E(aX +bY |G) =aE(X |G)+bE(Y |G) c.d.

(c) Si X es G-medible, entonces X = E(X |G) c.d.

(d) SiH C G es una sub o-dlgebra entonces E((E(X |G))|H) = E(X |H) c.d.

(e) Si X es independiente de G, es decir, X es independiente de 14 para cada A € G,
entonces E(X |G) = E(X).

Demostracion: (a) Es inmediato del inciso (b) del Teorema 5.36 para A =Q en G.

(b) La demostracion es similar a la dada en el inciso (¢) de la Proposicion 5.33 conside-
rando la linealidad de la integral de Bochner (ver Teorema 2.30).

(c) Si X es G-medible, entonces X satisface las propiedades de la Definicion 5.36. De la
unicidad se sigue que X = F(X |G) c.d.

(d) Es inmediato que E((E(X |G)) | H) es H-medible y Bochner-integrable. Ademas, para
cada B € H C G se tiene que:

%/ B(X|G)) |H)dP = %/ (X|G)dP = ‘B/XdP

De la unicidad se sigue que E((E(X |G))|H) = E(X |H) c.d.
(e) Sea A € G. Aplicando la Proposicion 5.27 se tiene que:

%/XdP:E(lAJ():E(lA)-E(X):‘EB/EX dP
A A
lo que prueba el resultado. m

Proposicion 5.39 Sea p € [1,00) y X wuna variable aleatoria H-valuada tal que X €
Lr(; H). Entonces, | E(X [G)|I < E(| X[} |G) c.d. En particular, E(X|G) € LP(Q; H) y
se tiene que:

IEX G oy < N1 X | Loy

Demostracion: Dado que X € LP(); H) entonces || X ||g € LP(R2) y el Teorema 7?7 implica
que | X ||z € LY(Q). Por tanto, X € L'(Q2; H) y la esperanza condicional con respecto de la
o-algebra G para la variable aleatoria X existe.

Aplicando la desigualdad de Jensen condicional a la funcién convexa ¢(x) = |x|P obtene-
mos que [|[E(X |G)|[5 < E(]| X% |G) c.d. y esto implica ademés que E(X |G) € LP(); H).
Mas atn,

/Q |E(X|G)| dP < / E(IX|%|G)dP = / |X5 P
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lo que prueba el teorema. m
Con el fin de simplificar algunas pruebas y resultados usaremos la siguiente notacion que
es clasica en la bibliografia.

Notacion 5.40 Sea X : Q2 — H una variable aleatoria Bochner-integrable.

(i) SiC es una coleccion de subconjuntos de 2 entonces S(C) denota a la o-dlgebra gene-
rada por C. En este contexto, denotamos E(X |C) := E(X |S(C)).

(ii) SiY : Q — H es una variable aleatoria, entonces o(Y') denota a la o-dlgebra {Y ~(B) :
B € B(H)} que es la o-dlgebra mds pequena que hace Borel-medible a Y. Denotamos

EX|Y):=EX|o(Y)).
(#ii) Para cada A € F denotamos por P(A|G) := E(14|G) para cualquier G sub o-dlgebra
de F.

5.4. Variables aleatorias Gaussianas

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sean H = (H, (), ||'[|lg) y K = (K, () k, |||l x)
espacios de Hilbert separables sobre R.

Definiciéon 5.41 Un espacio de Hilbert Gaussiano es un espacio de Hilbert H separable
con una medida de probabilidad Gaussiana p = Ny, : B(H) — R dada. Lo denotaremos

por (H, ).
Definicion 5.42 Una variable aleatoria X H-valuada se llama variable aleatoria Gaus-
stana st su distribucion es una medida Gaussiana.

Si Xy P es una medida Gaussiana con media m y covarianza () entonces decimos que X
es una vartable aleatoria Gaussiana N, q.

Sea X : () — H una variable aleatoria. Observemos que, X;P es una medida Gaussiana
Ny siy solo si:

XyP(h) = exp{i{m, h)y} exp{—3(Q(h), h) i} VheH.

Del teorema de cambio de variable (ver Teorema 5.8) se sigue que:

—

XyP(h) = /Hexp{i(h,wH} dXyP(u) = /Qexp{i(h,X(w»H} dP(w) VheH.

Por tanto, X3P es una medida Gaussiana V,, ¢ si y solo si:

—

Xy P(h) = /Qexp{ﬂh,X(w»H} dP(w) = exp{i(m, hyp} exp{—3(Q(h), h)u } VheH.

Veamos un ejemplo.
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Proposicion 5.43 Sean (Q,F, P) un espacio de probabilidad, X : Q — H una variable
aleatoria Gaussiana Ny, o y sea w € H arbitrario pero fijo. Definamos la funcion R : ) — R
como:

R(w) := (X (w),u)y. (5.8)
Entonces, R es una variable aleatoria Gaussiana Nim ), (Q(u)u)sy -

Demostracion: Es inmediato que R es una variable aleatoria pues R(w) = ({-,u)y o X) (w)
para cada w € () y el producto escalar es una funciéon Borel-medible pues es una funciéon
continua (ver Proposicion 1.6).

Por otra parte, para cada x € R se tiene que:
RBP@) = [ explivg} dR;P()
R

El teorema de cambio de variable (ver Teorema 5.9) asegura que para cada x € R

/Rexp{iwy} dRyP(y) = AGXP{i$R(W)}dP(W>
:/Qexp{ix<X(w),U>H} dP(W)
:/Qexp{i<X(w),l'U>H}dP(w)'

Dado que X : €2 — H es una variable aleatoria Gaussiana entonces para cada © € R se
tiene que:

—

Xy P(zu) = /Qexp{i(X(w),xu>H} dP(w) = exp{i(m, zu)y} exp{—%(@(xu),xu)H}.

En consecuencia,
#

Ry P(z) = exp{iz(m, u)y } exp{—32*(Q(u),u) i } Ve e R

lo que implica que R es una variable aleatoria Gaussiana Ny vy, (Qu)u)y-

Proposicion 5.44 Sea X; : Q2 — R una variable aleatoria Gaussiana N, , para ca-
da 7 = 1,...,N y supongamos que Xi,..., Xy son independientes. Entonces, X :=
(X1,...,XN) : Q@ — RY es una variable aleatoria Gaussiana con media (my,...,my) y
covarianza diag(Ay, ..., An).
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Demostracion: Dado que X es una variable aleatoria Gaussiana N, \, para cada j =
1...., N, entonces

)A(J(:c) = )?Ju\P(x) = exp{izm;}exp{—3 z \;} VeeR, Vj=1,...,N.

Como Xj,..., Xy son independientes, aplicando la Proposiciéon 5.25 y lo anterior obte-
nemos que:

N N N
X(z1,...,2n8) = HXj(xj) = Hexp{z'a:j m;} Hexp{—% z; A}
=1 =1 =1

N N
= exp {injm]} exp {ZZQZJ )\]}
i=1 j=1

para cualesquiera (z1,...,zy) € RV,

Por lo tanto,

)?\P(xl,...,x]v) = /Qexp {ZZ ijj(w)} dP(w)

j=1
= X(mla ) xN)
N N
= exp {szjm]} exp {sz] /\]}
j=1 Jj=1
para cualesquiera (z1,...,zy) € RY. Esto concluye la demostraciéon. m

Definicion 5.45 Sea L : H — K wuna funcion lineal y continua. Consideremos b € K
arbitrario pero fijo y definamos la funcion T : H — K como:

T(u) := L(u) + b. (5.9)
La funcion T se llama una transformacion afin de H en K.

Notemos que toda funcion lineal y continua es una transformacion afin pues L(u) =
L(u) 4+ O para todo u € H. A continuacion, demostraremos que toda transformacion afin
de H en K es una variable aleatoria Gaussiana.

Proposicion 5.46 Sean H = (H,u) un espacio de Hilbert Gaussiano, L : H — K wuna
funcion lineal y continua y b € K arbitrario pero fijo. Entonces, la transformacion afin
T(u) := L(u) + b es una variable aleatoria Gaussiana K-valuada con Nim)+b,L0QoL -
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Demostracion: Es inmediato que T' es una variable aleatoria pues es una funcién continua.

Por otro lado, por el teorema de cambio de variable (ver Teorema 5.9) se tiene que:
Tonlh) = [ exp {itk o)k dTn(o) = [ exp{ilh. )} duw
= [ exp i L)+ B} du(w) = [ exp (il Lw)) s + (0B} di(w)
= exp {ifk by} | exp ik L)} dutu)

= exp {ifk b)) | exp (L (k) wya} duu)

— exp {i{h, bk} A(L(K))

= exp {i(k, b) i} exp{i(m, L*(k))n } exp{—3(Q(L"(k)), L" (k) }
= exp {i(k, b} exp{i(L(m), k) } exp{—3(L(Q(L"(k))), k) }

= exp {i(L(m) + b, k) k } exp{—3(L(Q(L*(k))), k) x } Vke K.

En consecuencia, Ty es una medida Gaussiana con media L(m)+b y covarianza LoQoL*
como afirma el enunciado. m

Corolario 5.47 Sea = Ng una medida Gaussiana en H y sean uq,...,uy € H. Defina-
mos la funcion A : H — RN como sigue:

Au) = ((u,ur) g, - ., (U, un) ) - (5.10)
Entonces, A es una variable aleatoria Gaussiana RN -valuada Ng, con

(QA)z’j:<Q(Zi);Zj>H7 Z,jzl,,N

Demostracion: Es inmediato que A es una funcion lineal. Observemos que, para cada
u € H, se tiene que:

1Al = ZI ) al” < Jlullf | Z s 17

lo que implica que A es una funcién continua.

Seanu € Hyx=(xy,...,75) € RV, entonces:

(A(u), 2)pn = (W, u)gp 1+ ... + (W, un) g TN
= (u,m1z1)g + ... + (U, unTN) g

= (u,u11 + ... + UNTN) -
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Por tanto, el operador transpuesto A* : RY — H de A est4 dado por:
:Zuja:N Vo= (z,...,25) €RY,

En consecuencia,

A(Q(A*(z))) = A (Z Zj Q(%’)) = Z%‘ ((Q(’Zj)a ) H - <Q(Zj), ZN)H)

y el resultado se sigue de la Proposicion 5.46. m

El siguiente resultado establece que el limite en media 2 (o media cuadratica) de una
sucesion de variables aleatorias Gaussianas es una variable aleatoria Gaussiana.

Notemos primero lo siguiente: Sea (X}) una sucesion de variables aleatorias H-valuadas
tales que Xj, — X en L?(Q; H). Entonces || Xy — X||z € L*(Q) y, por tanto, || X}, — X||g €
LY(Q) y se cumple que:

1) = el e ( | 1) = Xl aPe >)1/2 VkeN.

En consecuencia, X;, — X en L'(Q; H)

Teorema 5.48 Sea (X;) una sucesion de variables aleatorias H-valuadas tales que Xy, es
Gaussiana Ny, o, para todo k € N. Si Xy — X en L* (5 H), X — X c.d. (e incluso
solamente una subuscesion), m es la media y Q € L (H) es la covarianza de la distribucion
de X, entonces:

(1) limy oo (my, u)g = (m,u)y para todo u € H.

(71) limg oo (Qr(u), u)g = (Q(u),u)y para todo v € H.
(i) X es una variable aleatoria Gaussiana Ny, ¢.

Demostracion: Fijemos u € H. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Proposicion
1.4) se sigue que:

[(Xk(w), wyr — (X (W), w)n| < [(Xi(w) = X(w), w)n| < [[Xp(w) = X(@)|allullz-

En consecuencia, (Xi(w),u)y — (X(w),u)y c.d. De la observacién anterior se tiene que
(Xp(w),u)y € L' () para todo k € N. Aplicando el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue concluimos que:

lim [ (Xy(w),u)y dP(w) = /Q(X(w),u)HdP(w).

k—o00 Q
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(1) y (i) Sea u € H. De la Definicion 4.6 y el teorema de cambio de variable se tiene que:

lim (my,u)yy = lim | (v,u)p dXpyP(v) = lim [ (Xp(w),u)y dP(w)

k—o0 k—o0 " k—o0 Q

_ /Q (X (w), u)y dP(w)
:/H<v,u>HdXﬁP(U)

= (m,u)pq.

Del mismo modo, la Definicion 4.3 y el teorema de cambio de variable implican que:

lim (Qp(u),u)g = lim (u,v —my) g (u, v — my) g dX; 4 P(v)
k—oo k—oo H

= lim <’U,7 Xk(w) — mk>H<u, Xk(w) — mk>H dP(cu)

_ /Q<u, X (w) — myr{u, X (w) — m) g dP(w)
N /H<u, v —m) g (u, v —m)y dXyP(v)
= (Q(u),u)n.

(111) Aplicando los incisos anteriores, el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
la continuidad de exp{iz} : R — C y del producto escalar obtenemos que:

/Hexp{i<h,u>H}dXﬁP(u):/Qexp{z’<h,X(w))H}dP(w)

= lim [ exp{i(h, Xy(w))u}dP(w)

= lim exp {i(my, h) g} exp {—3(Qx(h), )i }
= eXp {Z<m’ h)H} exXp {_%<Q(h)7 h>H} .

En consecuencia, X es Gaussiana y Xy P = Ny, . ®

Un resultado bien conocido es el siguiente.

Proposicion 5.49 Sea X; : Q — H una variable aleatoria H-valuada Gaussiana Ny, o,
para j = 1,...,N. Si Xy,..., Xy son independientes, entonces S := Z;\;l X;:Q — Hes

una variable H-valuada Gaussiana con media m = ;_, m; y covarianza Q == ;" Q;.
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Demostracion: Para h € H dada, se sigue del teorema de cambio de variable y la Propo-
sicion 5.27 que:

5 = [ exp{ih,u)n} dS;P(w)

_ /Q exp {i(h, S(w))r} dP(w)

:/Qexp Z<h,ZX](UJ)> dP(W)

= H/Hexp {ilh, vy} dX;3P(u)

= [T exp {itms, iy exo {=5(Q; (), )}

N N
= exp ’L'<ij,h> exp —% <ZQ](h),h>
Jj=1 H H

— exp {i(m, Wy} exp {~HQ(R), )}

En consecuencia, S3P = N, o como afirma el enunciado. m

Sea X : 2 — H es una variable aleatoria H-valuada y supongamos X es Gaussiana Ng.
Definamos la variable aleatoria —X : Q@ — H como (—X)(w) = —X(w). Observa que, del
teorema de cambio de variable se tiene:

=X () = [ explihunbd = X;Plw) = [ explilh, ~X (@)} dP()
:LWM4mXMMMHW
_ /H exp{—i(h, u) g} dX,P(u)
_ /H exp{i(h, —u) g1} X, P(—u)
= X(h).

En consecuencia, X es simétrica.

Probamos a continuaciéon que la composiciéon de una variable aleatoria Gaussiana con un
funcién lineal y continua es una variable aleatoria Gaussiana.
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Proposicion 5.50 Sea X : Q0 — H wuna variable aleatoria H-valuada y L : H — K una
funcion lineal y continua. St X es una variable aleatoria Gaussiana Ny, g entonces Lo X :
1 — K es una variable aleatoria K-valuada y Gaussiana Nm) LoQoL-

Demostracion: Es claro que Lo X es una variable aleatoria por ser composicion de variables
aleatorias. Del teorema de cambio de variable se tiene que:

LoX(z) :/

K

_ /Q exp{(L*(2), X (@)} dP(w)

:/Qexp{<L*(Z),U>H}dXﬁP(U)

= exp {(m, L*(2)) u } exp { —3(Q(L*(2)), L*(2))u }
= exp {<L(m), Z>K} exp {—%(L(Q(L*<2))), Z>K}

eXp{<z,U>K}d(LOX)uP(v)ZAGXP{<Z,L(X(w))>K}dP(W)

como afirma el enunciado. =

5.4.1. Variables aleatorias lineales en un espacio de Hilbert

Sean H = (H,(-),| - ||z) un espacio de Hilbert sobre R separable y u = Ny una medida
Gaussiana definida en H.

Para cada w € H consideremos la funcién T, : H — R dada por:

Tw(u) := (w,u).

Es claro que T,, € L.(H,R). La Proposicion 5.43 asegura que T, es una variable aleatoria
Gaussiana N(Q(w),w)-

Por lo tanto:

—

T,(z) = exp{—12° (Q(w),w)} Vz €R. (5.11)
Del mismo modo, para ws,...,wy € H dados, el Corolario 5.47 asegura que la funcion:

Tw1 ,,,,, wy (u) = (Twl (u)7 s ’T'UJN (u))

es una variable aleatoria Gaussiana R™-valuada con media Ogny y covarianza tal que:

(le ----- wN)j,k:<Q<wj)7wk>7 v]7k:177N



164 5. VARIABLES ALEATORIAS EN ESPACIOS DE HILBERT

Es decir,
(Q(w1),w1)  (Q(w1), w2) (Q(w1), wn)
(Quron) = <Q(w25)’ wy) <Q(w25), wy) <Q<w2:)’ wy)
(Qwy),w1) (Q(wy),wz) ... (Q(wn), wn)
Asf pues, para cualquier Z = (z1,...,zy) € RY se tiene que:

(Qwr),wr)  (Q(wi),wa) ... (Q(wi),wn) T
(Q(wa),w1) (Q(wa),wz) ... (Q(wa2), wn) T2

(Qun)own) (Qun)wn) .. (Qlun)wx) ) \

(Q(wr), wi)x1 + (Q(w1), wa)xa + ... + (Q(wr), wn) TN
(Q(w2), wi)z1 + (Q(wa), wa)xa + ... + (Q(w2), wn)TN

(Q(wn ), wi)rs + (Q(wn ) wa)zs + - .. + (Qwn ), wy )y

Por lo tanto, para cualquier Z = (z1,...,zy) € RY tenemos que:

De las observaciones anteriores podemos concluir el siguiente resultado.

Proposicién 5.51 Sean wy,...,wy € H dados. Entonces, Ty, , ..., Ty, son independientes
si y solo si la matriz (Qu,.. wy) €S diagonal, es decir, si y solo si

,,,,,

(Q(w)),wg) =0, Vjk=1,...,N con j#k.

Demostracion: =) : Supongamos que 7Ty,,, ..., Ty, son independientes.
La Proposicion 5.25 asegura que:
N N
T @) = [[ T () = [T exp { =3 23 (Quy), )}
j=1 j=1
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para cualquier T = (xq,...,7y) € RY.

Por otra parte,
. LN
Tooy....wn (T) = exp {—5 Z Z(Q(wj), Wy )T, xj}
j=1 k=1
para cualquier T = (x1,...,7y) € RY de donde concluimos que:

(Q(w;),wg) =0, Vi k=1,...,N con j+# k.

<) : Supongamos que:

(Q(w;),wg) =0, Vi k=1,...,N con j #k.

Entonces:
. TR
Twl,...,wz\r (j:) = €xp {_5 Z Z(Q(wj)7 wk>$k xj}
j=1 k=1
1
= exp {_5 > a2 (Qwy), wj>}
j=1
N
= H Tw] (%)
j=1
La Proposicion 5.25 implica que Ty, , ..., Ty, son independientes y esto concluye la de-

mostraciéon. m

Ejemplo 5.52 Sea ;1 = Ng una medida Gaussiana en H y sea B = {ey : k € N} una base
de vectores propios de (). Definamos la sucesion de variables aleatorias X : H — R como
Xi(u) := (u,ex). De la Proposicion 5.51 se sigue que (X}) es independiente.

5.5. El teorema de Fernique

El objetivo de esta seccion es extender a espacios de Hilbert de dimensién infinita resul-
tado usual en teoria de la probabilidad clasica sobre el hecho de que una variable aleatoria
Gaussiana tiene colas exponenciales. Este resultado fue probado en 1970 por el matematico
Xavier Fernique. Para demostrar el teorema de Fernique requerimos de los siguientes lemas.

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H,(-),| - ||z) un espacio de Hilbert
sobre R separable.
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Lema 5.53 Sean X,Y : Q — H wariables aleatorias H-valuadas. Supongamos que X y
Y son independientes e idénticamente distribuidas variables aleatorias Gaussianas Ng. En-
tonces, las variables aleatorias H-valuadas U == (X +Y)/V/2 y V = (X —Y)/V2 son
independientes y tienen la misma distribucion que X y Y.

Demostracion: Consideremos p := X3P = Y} P la distribucion de X y Y. Dado que X y
Y son independientes, la Proposicion 5.10 asegura que:

—

UyP(h) = /Hexp {i(h,u)} dU;P(u) = /Qexp {i(h,U(w))} dP(w)
= [en {55 (X + YD} aP@)

I
S~
@D
]
o
—

Es
=
>
1
&
=
——
@D
4

o
—
o
=
~
1
&
=
——
QL
e
P g
&
—

En consecuencia, U es una variable aleatoria Gaussiana Ng. De manera analoga se prueba
que V' es Gaussiana Ng.

Observemos que:

v u+v % uU—v .
X(25)7 (57) —ew{-

D= BN = o

= exp {—3(Q (u) + Qv),u+v)}exp {3 (Q (u) — Qv),u—v)}
=exp {—$(Q (u),v)}exp {-3(Q(v),v)}
=exp {—3(Q (u),v)}exp {3 (Q(v),v)}

)

para cualesquiera u,v € H.



5.5. EL TEOREMA DE FERNIQUE 167

De este modo, aplicando la Proposiciéon 5.25 obtenemos que:

—

TV )wo) = [ expitua) +ifo.)} dU.V):Play)
- /Q exp {i{u, U(w)) +ilv, V(w))} dP(w)
- /Qexp{\/Léw,X(w) +Y (@) + 2o, X (@) — Y(w))} dP(w)

< :

lo que implica que U y V son mdependlentes ]

Lema 5.54 Sea X : Q — H wuna variable aleatoria Gaussiana Ng. Eziste una variable
aleatoria H-valuada que es una copia independiente de X .

Demostracion: Consideremos el espacio de probabilidad producto (2 x Q, F® F, P® P)
y definamos x(x,y) := X(z) y X(z,y) := X(y). Por simplicidad denotaremos por P? a la
medida producto P ® P. Veamos que Y y X son independientes.

SiY : QxQ — H? es el vector aleatorio Y(z,y) := (x(z,y),X(z,y)) entonces para
cualesquiera By, By € B(H) se tiene que:

Y;P*(By x By) = P*({Y € By x By}) = P({x € Bi} N {X € Bs})
=P’ ({X € Bi} x QN [Q x {X € B}])
= PX([{X e B} N Q] x [AN{X € By}])
= P({X € Bi})P({X € By}).
Por otra parte,
(x:P? ® X:P?)(By x By) = x¢P*(B1)X:P*(By)
= P*({x € B.})P*({X € B})
= P*({X € B} x O)P*(Q x {X € By})
= P({X € B1})P({X € By})
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para cualesquiera By, By € B(H).
El Teorema 4.8 implica que Y;P? = x;P? ® \3P? y en consecuencia x y X son indepen-
dientes por el Teorema 5.24. m

Teorema 5.55 (Fernique) Sea X : Q — H una variable aleatoria Gaussiana Ng. Enton-
ces, existe una constante v > 0 tal que:

E (exp{y [IX|[%}) < oo.

Demostracion: Sea X una copia independiente de X. Fijemos ¢t > s > 0. Del Lema 5.53

)0,
( { ||X||H¢—§||X||H . } . { ||X||Hj§||X||H y t})
P ({1t > —} n{1%1 > )
P> ) (e ).

{(g’”)em e —nl < V2s y €+n>t\/§}

X-X
V2

PUIX N < 1) - P K]l > 1)) = P ({

IN

IA

pues el conjunto

esté contenido en el conjunto

{(&n)eW §>t\;§s y n>%}.

Dado que X y X tienen la misma distribucioén, entonces:

PUIX < s)) - PAIR | > 1)) < P ({HXHH > t;i}) . (5.12)

Elijamos 7 > 0 tal que P({||X ||z < r}) > 2. Definimos t :=r y t; := r + V/2¢;_; para
cada j € N.

j+1
Argumentando por inducciéon puede probarse que ¢; := r\é} para cada j € NU{0}.
. +4 .
En consecuencia, t; < r\/§J+ para cada j € NU{0}.



5.6. SOLUCION AL PROBLEMA INICIAL 169

Definamos:

o PAIX e > t5})

= PUIXLr < 5 Vj e Nu{0}. (5.13)

(1-3)

2
3

_(PUIXI > VDY .
“J“S( P{IX]w <] )‘f‘ V5 € NU{0}

Observa que oy < = % De (5.12) con s =1y t = t;;; obtenemos que:

En consecuencia, o, < ocgj < 27? v ge sigue que:
PH{IXNa > t;}) = o P{IIX ||z < 7}) <277

De lo anterior, para v > 0 se tiene que:

E (exp{y [IX%}) < PUIIX ]I < to}) - exp{t5}

+ Y P({t; < XNl < t}) - exp{yt],}
§=0

<exp{yr?} + Y 27 exp{yr?2t?}
=0

= exp{rr%} + 3 exp{2 (- log(2) +77°2)}

en donde esta suma converge si v > 0 es suficientemente pequenio. m

Los detalles sobre una aproximacion sobre la constante v > 0 elegida en el teorema de
Fernique pueden consultarse con méas detalle en [21].

5.6. Soluciéon al problema inicial

Iniciamos este capitulo con la siguiente pregunta: Dados © = (0,1), F = B([0,1]) y P = A
la medida de Lebesgue en (0, 1) y definiendo X : Q@ — L*(0,1) como X (w) = (o), scudl es
la probabilidad de que la norma-L? de X sea menor que 17

El primer punto a resolver es que X sea una variable aleatoria con valores en el espacio
de Hilbert separable L?*(0,1) pero esto lo afirma el Ejemplo 2.24 de modo que la pregunta
inicial tiene sentido.

La pregunta planteada esta considerando que tenemos algunas nociones bésicas de teoria
de la probabilidad clasica y para resolverla procedemos de la siguiente forma:
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Figura 5.3: Representacion de la variable aleatoria X

Denotaremos por 0 a la clase de la funcién constante con valor 0 en (0,1). Asi pues,
consideremos la bola abierta unitaria en L?(0,1)

Bp2(0,1) = {u e L*(0,1) : [[ullz201) < 1}

que es claramente un subconjunto en la o-algebra B(L?*(0,1)).

Por tanto, la pregunta inicial es equivalente a calcular la probabilidad de que X esté en la
bola abierta unitaria en L*(0,1) y lo haremos a través de su distribucién. Es decir, calcular:

P({X € Bp2(0,1)}).

Observemos que, para w € (0,1) se tiene que f(o 0 10w > dX = A(0,w) = w < 1 lo cual
implica que {X € B2(0,1)} = {w € (0,1) : Low € Br2(0,1)} =(0,1).
En consecuencia, la probabilidad de que la norma-L? de X sea menor que 1 es 1.

En realidad podemos generalizar un poco la pregunta considerando By2(1)(0,¢) para
cualquier ¢ € (0,1). Deseamos ahora calcular P({X € B2(0,¢)}) para ¢ € (0,1) dada.
Observemos que esta es, de hecho, la pregunta con la que empezamos este trabajo.

Siw € (0,1) es tal que || X (w)||12(0,1) < € entonces f(o,l) Liow) dX < €® y se sigue directa-
mente que w < €2, Es decir, w € (0,&?).

Inversamente: Sea w € (0,&?). Entonces (f(o 1 Low d\)Y? = (A0,w))"? = w'/? < ¢ por
lo que X (w) € Br2(0,¢).

Por lo tanto,

P({X € Br2(0,¢)}) = P((0,€%)) = €.

Estas observaciones nos seran de utilidad en el proximo capitulo.



Capitulo 6

Procesos estocasticos en espacios de
Hilbert

Después de que en el capitulo anterior extendimos el concepto de variable aleatoria para
funciones que toman valores en un espacio de Hilbert separable, el siguiente paso, y guardan-
do una estrecha relaciéon con los cursos bésicos de probabilidad, es estudiar colecciones de
variables aleatorias que estén parametrizadas por un conjunto Z. Estas colecciones reciben
el nombre de procesos estocasticos y tienen una enorme relevancia en analisis e importantes
aplicaciones en la fisica, la biologia, las finanzas y otras disciplinas pues suelen caracterizar
la forma en como evoluciona un fenémeno aleatorio a través del tiempo.

En este capitulo extendemos el concepto de proceso estocdstico cuando tenemos una co-
leccion de variables aleatorias valuadas en un espacio de Hilbert separable H. Un proceso
estocastico puede entenderse como una funcién de dos variables X : Q2 x 7 — H lo nos
permitira dar distintas definiciones que lo caractericen y, sobre todo, a sus trayectorias.

El teorema de la prueba de Kolmogorov garantiza la existencia de un proceso estocastico
H-valuado cuyas trayectorias son funciones a-Holder continuas y, por tanto, continuas.

En general, las variables aleatorias que conforman a un proceso estocéastico suelen estar
relacionadas de distintas formas la cuales les brindan ciertas caracteristicas. Una de estas
caracteristicas la desarrollaremos en lo que se conoce como procesos Gaussianos.

Finalizamos con una muy breve introduccién de la teoria de martingalas en espacios de
Hilbert pues esta permite, por ejemplo, construir el concepto de integral estocastica de 1to
en espacios de Hilbert (ver [54; 62]).

Este capitulo se desarrollo siguiendo [21], [23], [38], [53], [61], [62] v [87].

171
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6.1. Procesos estocasticos

Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, ), || - ||z) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definicién 6.1 Un proceso estocdstico H-valuado es una coleccion de variables aleato-
rias H-valuadas {X; : t € I} parametrizada por un conjunto no vacio Z.

Lo denotaremos usualmente por X = {X, : t € Z}.

En general, podemos considerar a un proceso estocastico H-valuado como una funciéon de
dos variables
X:IxQ—H

tal que a la pareja (t,w) le asocial el valor en H dado por X;(w). Para cada w €  fijo, la
funcion t — X (-, w) es llamada una trayectoria o realizacion del proceso.

Decimos que un proceso estocastico Y H-valuado es una version de X si

P{weQ : Yi(w) # Xy (w)}) =0 Vtel.

En lo que resta del capitulo consideraremos a Z, salvo que se indique lo contrario, un
intervalo en R de la forma [0,7] para T' un nimero real positivo arbitrario pero fijo o el
intervalo de la forma [0, 00). De este modo, consideraremos al espacio medible (Z,B(Z)) y a
menos que se indique lo contrario, a A la medida de Lebesgue en Z.

Observa que si X : Z® Q — H es una funciéon B(Z) ® F-medible entonces para cada
t € T fijo, la funcion X; : Q — H dada por X;(w) := X (¢,w) es F-medible y, por tanto, X es
proceso estocastico H-valuado. Sin embargo, no todo proceso estocéastico H-valuado es una
funcion B(Z) ® F-medible.

El objetivo de esta seccion, es demostrar que un proceso estocéstico H-valuado {X; :
t € [0,T]} que cumple una cierta propiedad tiene una version que es una funcion B(Z) ® F-
medible. Para ello, requerimos de las siguientes definiciones y resultados.

Definicion 6.2 Sea X = {X; : t € [0,T]} un proceso estocdstico H-valuado. Decimos que
X es estocdsticamente continuo en el punto ty € [0,T] si, para cada € > 0 y para cada
0 >0, existe n > 0 tal que:

P{|IX; — Xyllg > ¢e}) <o Vit e [to—mn,to+mnNI0,T).
Decimos que X es estocdsticamente continuo si lo es en todo punto de [0,T].

Definicion 6.3 Sea X = {X; : t € [0,T]} un proceso estocdstico H-valuado. Decimos que
X es estocdsticamente uniformemente continuo en [0,T] si, para cada ¢ > 0 y para
cada 6 > 0, existe n > 0 tal que:

P{|IX: — Xsllg > ¢e}) <o Vt,s €[0,T) tales que |t — s| <.
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Veamos un ejemplo.
Ejemplo 6.4 Sea Q@ = (0,1), F = B([0,1]) y P = X la medida de Lebesgue en (0,1).
Definamos X : [0,1] x (0, 1) — L?(0,1) como:

Xi(w) =15(w)  sit=0,
X(t,w) =< Xi(w) =Y (w) site(0,1),
X(w) = lon(w) sit=1,

El Ejemplo 2.24 asequra que X; es una variable aleatoria L?(0,1)-

en donde Y (w) = 1(ow)-
valuada para toda t € [0,1]. En consecuencia, X es un proceso estocdstico L*(0,1)-valuado.

Podemos entender a este proceso de la siguiente forma

1_
Xo(w)
( | )
C T ) (0,1) 0 T
0 w 1 1
1 —
Xj(w)
§ I ) (0,1) G : :
0 w 1 w 1
1
X1 (w)
: ) o ; '
0 w 1 1

Figura 6.1: Representacion del proceso X

Probaremos que X no es estocdsticamente continuo en el punto 0 € [0,1]. Sea eg = g :=
0,1] tal que P({[| X, —

1. Afirmamos que para cualquier n € (0,1) existe t, € [—n,n)
Xollz2(01) = €0}) > 0. En efecto, t, := 1 tiene estas propiedades pues:
P({[|X¢, = Xollz2(0,1) = €0}) = P({l|X¢, | 22(0,1) = €0})

— 1= PIXG, o) < <0))

:1—€3>50.

En consecuencia, X no es un proceso estocdsticamente continuo en [0, 1]
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El siguiente resultado establece una relacién entre las definiciones anteriores para un
proceso estocéstico H-valuado definido en [0, T].

Proposicion 6.5 Un proceso X = {X; : Q@ — H} estocdsticamente continuo en [0,T] es
estocdsticamente uniformemente continuo en [0, T].

Demostracion: Sean €, > 0. Dado que X es estocasticamente continuo en [0, T'] entonces,
para cada r € [0, 7] existe un intervalo abierto no vacio Z(r) con centro en r tal que:

P({HXS—XTHHEE}) gg Vs eZ(r)n[o,T].

Observa que, para cualesquiera s,t € Z(r) N [0,T], la desigualdad del triangulo de H
implica que:

3

{1 = Xl < 5

3
b = Xl < S} {1 = Xl < <)

En consecuencia,

3 5
PUIX = Xillw = ) < P ({IX = Xollu = 5}) + P ({16 = Xilla = 5}) <0
para cualesquiera s,t € Z(r) N[0, 7.
Dado que [0,7] es compacto en R, existe una cantidad finita rq,...,r, € [0,7] tal que

0,7 C Z(r1) U---UZ(r,,) y de lo anterior se deduce facilmente el resultado. m

Teorema 6.6 Sea X ={X;:Q — H : t €[0,T]} un proceso estocdsticamente continuo en
[0,T]. Entonces existe X : [0,T] x Q una funcion B([0,T]) ® F-medible tal que X es una
version de X .

Demostracion: Fijemos k € N. Dado que X es estocasticamente uniformemente continuo
en [0, 7] por la Proposicion 6.5, entonces es posible construir una particion 0 =t o < tx1 <
o+ <ty , =T tal que para todo t € (tyy, t 1] se tiene que:

1 1 :

Definamos X;, : [0,7] x © — H como:

= [ Xow)  sit=0,
Xk(t7w) T { th’l_,(w) site (tk’g,tk’g_i_l] Yy 12 S ]k: — 1.
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Esta funcion es claramente B([0,7]) ® F-medible pues puede representarse como:
B Jk—1
Xk<t7 w) = X0<w) ’ 1{0}><Q(t7 w) + Z th,e (W) : 1(tk,£1tk,l+1]><ﬂ(t7 w)'
=0
Consideremos A := {(t,w) € [0,T] x Q : (Xi(t,w)) converge en H}. Observa que
(Xi(t,w)) converge en H si y solo si (Xj(t,w)) es de Cauchy en H si y solo si, para ca-
da n € N, existe k € N tal que:

Xkt w) = Xpip(tw)lln <% Vp=1.

Es decir, A = (,2, Uiz Myey
to implica que A € B([0,T]) @ F.
0,7

€10,T] x Q : | Xu(t,w) — Xpsp(t, )| < %} ¥ es-

Definimos, por tanto, X: x £ — H como sigue:

]
X(t,w) = { limy oo Xi(t,w)  si (fw) € 4,

0 si (t,w) ¢ A,
la cual es claramente una funcion B([0,7]) ® F-medible.
Ahora, fijemos ¢t € [0,7] y definamos Ej := {w €0 || Xu(t,w) — X(t, )|y > 2%} €

F para cada k € N. De (6.1) se sigue que P(FEy) < 2% para cada k € N y, por tanto,
> e P(E;) < 1. El Lema de Borel-Cantelli afirma que:

P (h’m sup Ek) =0.

k—o0

Definimos el conjunto medible F; como:
F;:=|JEx
k=j

Notemos que:

limsup E; = ﬁ [OJ E, = ﬁF]
j=1

j—oo j=1k=j
Sea w € Q N\ Fj arbitraria, entonces w € ) \\ Ej, para todo k > j y, por tanto,

~ 1 .
| Xk(t,w) — X(t,w)||m < o VEk>j.

Esto prueba que X;(t,w) — X (t,w) en @~ Fj y como O~ lim SUP; o0 27 = U721 (2N F))
entonces Xy, (t,w) — X (t,w) en Q ~ lim SUp,_,+ Fj. En consecuencia X(t,w) = X(t,w) c.d. y
esto concluye la demostracion. m

Finalicemos esta secciéon con algunas definiciones importantes.
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Definicion 6.7 Sea X = {X; : t € I} un proceso estocistico H-valuado. Decimos que X
es continuo en media cuadrdtica en el punto ty € T si,

lim B (]|X, — X, [3) = 0.

Es decir, si dada € > 0, existe 6 > 0 tal que:

||Xt_Xto||L2(Q;H) <e€ Vtel con |t—t0| < 0.
Decimos que X es continuo en media cuadrdtica si lo es en todo punto de L.

Definicién 6.8 Sea X = {X; : t € I} un proceso estocdstico H-valuado. Decimos que X
es continuo con probabilidad 1 (o simplemente continuo) si, la funcion X, : T — H
definida por X,(t) = X(t,w) es continua p.c.t. w € Q. Es decir, sus trayectorias son
continuas c.d.

Ejemplo 6.9 Sea @ = (0,1), F = B([0,1]) y P = X la medida de Lebesgque en (0,1) y
consideremos el proceso estocdstico X : [0,1] x (0,1) — L2(0,1) dado por:
(

—_

Xi(w) = 1g5(w) st t =0,
X(t,w) =14 Xi(w) =Y(w) site(0,1),
Xt(w) = 1(0’1)(W) st t= 1,
en donde Y (w) = 1(ow)-

Entonces X no es continuo.

Demostracion: Sea w € §) arbitraria pero fija y consideremos la funcion X, : [0,1] —
L*(0,1) definida por X,,(t) := X (¢,w). Afirmamos que X, no es continua en 0 (de hecho no
lo es también en 1). Sea € := w. Afirmamos que para cualquier § € (0, 1) existe t5 € [0, 1] tal
que |t5] <6y || Xu(ts)||z2(0,1) > €. En efecto, el punto t5 := £ tiene estas propiedades.

Por tanto, X,,[0,1] — L*(0,1) no es continua para cada w € (0,1). m

Una representacion de las trayectorias de X puede ser la siguiente en donde j € (0,1):

X (0, wo) X (j,wo) X (1, wo)
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6.2. Prueba de Kolmogorov

En esta seccion demostramos un resultado bastante importante e interesante que garanti-
za, bajo ciertas condiciones, la existencia de versiones continuas para un proceso estocéstico.

Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, )y, || - ||) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definicién 6.10 Sea X = (X, d) un espacio métrico y V= (V.|| - ||[v) un espacio normado
real. Sea 0 < o < 1 una constante. Una funcion ¢ : X — V es a-Holder continua si existe
una constante ¢ > 0 tal que

lo(x) = oWy < cldlz,y)*  Va,yeX. (6.2)

Definiciéon 6.11 Sea X = (X, d) un espacio métrico y V= (V.|| - ||[v) un espacio normado
real. St ¢ : X — V es una funcion a-Hélder continua entonces ¢ es uniformemente continua
Yy, por tanto, continua.

Demostracion: Sea ¢ > 0 una constante que cumple (6.2) para ¢. Entonces, dada € > 0,
para 6 := (£)"/* > 0 se cumple que:

lo(x) = ¢(W)llv <& st d(z,y) <o Var,yelX.

Por tanto, ¢ es uniformemente continua. m

Definicion 6.12 Sea X = {X; : t € Z} un proceso estocistico H-valuado y 0 < aleql una
constante. Decimos que X es a-Hélder continuo con probabilidad 1 (o simplemente
a-Holder continuo) si, la funcion X, : T — H definida por X, (t) := X(t,w) es a-Hdlder
continua p.c.t. w € Q. Es decir, sus trayectorias son a-Hélder continuas c.d.

Teorema 6.13 (Prueba de Kolmogorov) Sea X = {X; : ¢t € [0, T]} un proceso estocds-

tico H-valuado tal que, existen constantes ¢ > 0, 1 > e > 0 y 0 > 1 tales que para cada
t,s €[0,7]

E (|| X — Xs||%) < clt — st (6.3)

Entonces, existe X una version de X tal que X es a-Hélder continuo para cada o € (0, §).
En particular, X tiene una version continua.

Demostracion: Es posible suponer que 7" = 1. Sea § > 0. Definamos A := {w € Q :
| Xi(w) — Xs(w)||g > B} € F para cualesquiera s,t € [0,7]. Dado que § > 1 entonces:

B 1a < 1 Xe = Xl - 1a < 1Xe = Xl - Lo
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y de (6.3) sigue que:

E(B°-14) < E (X — X, - 14) < E (I1Xe = X)) < cft — s
En consecuencia:
1
P{lIXe — Xsllm > B}) < 5 clt — st (6.4)

para cualesquiera s,t € [0,T]. Esto prueba que X es estocasticamente uniformemente conti-
nuo en [0,77].

Sea 0 <y < 5. Fijemos k € N. De (6.4) se tiene que para cada j € {1,2,...,2"}

P ({1 Xj2-r — X(jryo-elly = 277F}) < c27HFem79),

Por tanto,

P <{ méx {||Xjo-r — X 1)kl > 2_7k}}) ZP ({1 X2 = X(jnya-sllu = c277%})

1<j<2k

< 2 k=79,

Dado que > 7, 2-k(E=719) < 50, por el lema de Borel-Cantelli, existe un subconjunto
() € F y una variable aleatoria N : 2 — N tal que para cada w € Q y k > N(w)

Xjor — X(j_ryorllm > 277F} <277% 6.5
lgﬁgk{\! G-na-rllm = 277%} (6.5)
Definamos Dy, := {O, Sy 2; } y D := U, Dy. Observa que, para cualquier z € Dy,

existe una tnica representacion de él de la forma:

¢
szgnQ_", donde ¢, =00¢,=1 k</. (6.6)

n=1

Asi pues, sean £ > k > N(w) yt=7327t5=i27t 0<i<j <2 talesquet—s < 27F
De (6.6) se sigue que:

4
t—s=j2"—i27'= Y £,2" cme,=00s,=1 n=k+1,... 0 (6.7)
n=k+1
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Por simplicidad, escribimos X () := X;. En consecuencia, de (6.7) y (6.5) se tiene que:

”X(t) ( HH HX( _X (217 + 2k+1 ”H
X (G + 5th) = X (5 + otk
+HX<217 g+ +ZZ_:1>_X(227+%+"' _ﬁ>||H
< 27D oy 07t
< 2—7(k+1)<1 — o)t

)|l

Eligiendo £ € N tal que 27kl <t — g < 27F gbtenemos:

(t —s)”
1—2-7"

X () = X(s)[|lar < (6.8)

Por tanto, X (t,w) cont € Dy w € € es una funcién uniformemente continua en D y
tiene una tnica extension continua X (¢,w) en [0, T]. Definimos X (,w) = 0 para t € [0,7] y
w & Q. La continuidad estocastica implica que el proceso X (t,w) es una version de X (t,w)

y la desigualdad (6.8) implica que las trayectorias de X son ~v-Holder continuas como afirma
el enunciado. m

6.3. Procesos (Gaussianos

Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, ), || - ||z) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definicién 6.14 Sea X = {X; : t € I} un proceso estocdstico H-valuado. Decimos que
X es un proceso Guassiano en H si, dada N € N y ty,....ty € L, la variable aleatoria
HY -valuada (Xy,, ..., X:y) es Gaussiana.

Proposicion 6.15 Sea X = {X; : t € [0,00)} un proceso Guassiano en H. Supongamos
que E(X;) = 0y para cada t > 0 y que existen constantes M > 0 y v € (0,1] tales que:

E(|Xe — X,ll5) < Mt —s[” ¥.t,s € [1,00). (6.9)

Entonces, X tiene una a-Hélder continua version, para cada o € (0, %)

Demostracion: De (6.9) se sigue que:

E(| X — X.|I7) < Me[t — 5|0V Wt se(l,o0), VO<e<1
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El teorema de la prueba de Kolmogorv (6.13) asegura que existe X una version de X tal
que X es un proceso o, Holder continuo con a. < %;1 para todo 0 < e < 1.

En consecuencia, X tiene una version X que a-Holder continua para cada a € (0,3). m

Sea ¢ : (0 — H una variable aleatoria Gaussiana N, o. Notemos, que por el teorema de
cambio de variable,

[ et are) = [ Julfdgp <o
pues d&; P es una medida Gaussiana (ver Teorema 4.13). Luego, ||¢||z es Lebesgue-integrable
y, por tanto, £ es Bochner-integrable. Esta observacion nos permite dar la siguiente definicion.

La covarianza de ¢ se define como el operador Q¢ : H — H dado por:
Qe(u) == E({{ —m,u)p (£ —m)) = %/ﬂ<£(w) —m,u)p (§(w) —m)dP(w)  (6.10)

Esta funcién es claramente lineal y continua. Observa que, para cualesquiera u, v la funcién
(vu)g : H — R dada por ((-,v)g)(x) = (x,v)g es lineal y continua de modo que por el
Teorema 2.33 tenemos que:

Q) s = (B [ (€0) = m b (€0) = m) dP(e)v)

H

= /Q ((€(w) —m,u)g ({(w) —m),v), dP(w)
_ /Q (€(w) — m, uh(€(w) — m, v}y dP(w)
= /H<w —m,u)g({w —m,v)y d§P(w).

La Definicion 4.3 asegura que Q¢ = Q.

Por otra parte, dado que £ es Bochner-integrable, siguiendo una idea similar a la anterior
(ver Teorema 2.33), concluimos que:

(E(&), )y = E((&,u) ) = /

Q

(€(w),u) g dP(w) = / (0, 1) d&, P(v).

H

En consecuencia, E(£) = m por la Definicion 4.2.
Argumentando como antes, podemos dar la siguiente definicion.

Dadas &,n : 0 — H variables aleatorias Gaussianas N,, o vy N, 1 respectivamente, defini-
mos la correlacion de € y n como el operador p(§,n) : H — H dado por:

p(&,n)(u) = E({§ —m,u)m (n —n)) =B /Q<§(W) —m,u)g (N(w) —n)dP(w). (6.11)
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Y, p(&,n) satisface que, para cualesquiera u,v € H

(p(&,m)(w), v}y = (E(& —m,u)m (n—n)),v)n
(€ =m, w)u (n —n,v)n)
(& wa (n, v)u) = (my w)(n, v)u

E
E

Observa, que si £ y 1 son independientes entonces E((§,u)y)E({n,v)y) (ver Proposicion
5.26). Y, en consecuencia (p(&,n)(u),v)g = 0. El reciproco no es cierto en general ver, por
ejemplo, [87].

Extendemos este razonamiento para procesos estocéasticos H-valuados Gaussianos.

Definicion 6.16 Sea X = {X; : t € [0,00)} un proceso Guassiano en H. Definimos:

(i) MEDIA: m; := E(X;) para cada t > 0.

(1i) COVARIANZA: Q(u) = E((X; — my,uyy (Xy — my)) para cada w € H y para cada
t>0.

(17i) CORRELACION: B, (u) := E((X; — my,u) g (X5 —ms)) para cada v € H y para cada
t,s > 0.

Definicion 6.17 Sea X = {X; : t € [0,00)} un proceso estocdstico H-valuado. Decimos
que X es estactonario si

E(exp {iZ(th+T,hj>H}) (exp{zz Xi;5 by }) (6.12)

para cada N € N y para cualesquiera tq, ...ty € [0,00), hy,...,hy € H yr > 0.

Es decir, la distribucion del vector (Xi,...,Xiy) es la misma que la del vector
(Xtyry -+ s Xeytr) para cualquier valor de v > 0. En particular, la distribucion de X; es
la misma que la de Xiy, para cualquier r > 0.

Proposicion 6.18 Sea X = {X; : t € [0,00)} un proceso Guassiano en H. Entonces, X
es estactonario si y solo si

(a) My, = my para cualesquiera t,r > 0.

(b) Biirsir = By para cualesquiera t,s,r > 0.

Demostracion: Sean N € N, tq,...,ty € [0,00), hy,...,hxy € H y r € [0,00). Dado que
X es Gaussiano, entonces (Xy,, ..., Xy, ) es una variable aleatoria Gaussiana.

Consideremos la funcion A : HY — RY dada por:

A(Ul, e ,UN) = (<U1,h1>H, ceey <UN, hN>H) .
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Esta funcion es claramente lineal. Observa que [|A(ui, ..., uy)|zy < Zjvzl w3117 113
para todo (uy,...,uy) € H% En consecuencia, A es continua. La Proposicién 5.49 asegura
que:

((Xt17h1>H7 CI) <XtN;hN>H>

es una variable aleatoria Gaussiana R™-valuada. De hecho,

E (exp {z Z(th, hJ>H}> = exp {z Z(mj, hj)} exp {—% Z Z(Btk’tjhk, hj)H}

J=1 Jj=1

y el resultado se sigue directamente. m

6.4. Filtraciones

Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, ), || - ||z) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definiciéon 6.19 Sea Z = (Z, <) un conjunto parcialmente ordenado. Una familia {F; : i €
T} de o-dlgebras de subconjuntos de Q0 es una filtracion si, F; C F; para cada i, j € T tales
que 1 < j.

Veamos algunos ejemplo, pero antes demos las siguientes definiciones.

Definicién 6.20 Sea Z = (Z,<) un conjunto parcialmente ordenadoy {X; : Q@ — H : i €
T} una familia de variables aleatorias H-valuadas. Sea i € T arbitrario pero fijo. Entonces,
la o-dlgebra generada por {X; : j <i}, que denotaremos por o ({X; : j <1i}), es la menor
o-dlgebra de subconjuntos de Q) tal que X; es medible (con respecto de esta o-dlgebra) para
cada j < 1.

Extendemos la nocién de independencia para una familia arbitraria de variables aleatorias
y o-algebras.

Definicion 6.21 Sea Z = (Z, <) un conjunto parcialmente ordenado y (X;) = {X; : Q@ —
H : i €I} una familia de variables aleatorias H-valuadas. Decimos que (X;) es indepen-
diente si, cualquier coleccion finita X;,, ..., X;, de (X;) es independiente.

Del mismo modo, una familia (G;) := {G; : i € I} de sub-o-dlgebras de F es indepen-
diente si, cualquier coleccion finita G, , ..., G, lo es.

Proposicion 6.22 Sea T = (Z, <) un conjunto parcialmente ordenado y (X;) :={X;: Q —
H : i€ I} una familia de variables aleatorias H-valuadas. Entonces, (X;) es independiente
sty solo si la familia de las o-dlgebras generadas por las variables aleatorias, es decir,
{o(X;) : i € I} es independiente.
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Demostracion: =) : Fijemos N € N. Sean X, ,..., X,
n#men{l,... N}

Sea A,, € o(X;, ) para cada m € {1,..., N}. Observa que, para cada m € {1,..., N},
A, ={we: X, (w)€ B} ={X,, €(B,,)} para algin B, € B(H) (ver 5.39).

En consecuencia,

P(HAim>:P<H{XimeBim}> HP{XMGB H=]] P

lo que demuestra que (o(X;)) es independiente.

<) : Fijemos N € N. Sean X;,,...,X;, en (X;), By,,...,B;, subconjuntos en B(H),
con i, # i, para cadan # m en {1,..., N}. Dado que {X;, € (B;, )} € 0(X;, ) para cada

m =1,..., N, la independencia de (o (X )) implica que:

en (X;) con i, # i, para cada

P({X;, € By} n---n{Xiy € By, }) = [[ PU{Xi,. € Bi,.})

y, por tanto, (X;) es independiente. Esto demuestra la proposicion. m

En lo que resta de esta seccidon, Z denotara un conjunto parcialmente ordenado. Si X =
{X; : i €T} es un proceso estocastico H-valuado y definimos la o-élgebra

Fi=0({X; :j<i}) Viel

entonces {F; : i € I} es claramente una filtracion y, usualmente es llamada la filtracion
canénica del proceso X.

Definicion 6.23 Sea X = {X; : i € Z} un proceso estocdstico H-valuado. Decimos que
X es adaptado a una filtracion {F; : i € I} si, la variable aleatoria X; : Q@ — F es una
funcion F;-medible para cada i € L.

Por ejemplo, X = {X; : i € Z} es siempre adaptado a su filtracién canonica.

6.5. Martingalas

Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, ), || - || i) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Esta tdltima seccién tiene como objetivo dar un breve introducciéon del concepto de mar-
tingala para procesos estocasticos H-valuados.
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Definiciéon 6.24 Sean Z = (Z, <) un orden parcial, {X; : i € L} un proceso estocdstico H -
valuado y (F;) := {F; : i € Z} una filtracion. Decimos que {X; : i € I} es una martingala
H-valuada con respecto de la filtracion (F;) si cumple las siquientes tres propiedades:

(MG1) X; es Bochner-integrable para cada i € T.
(MG2) Es adaptado a la filtracion.
(MG3) E(X;|F;) =X, c.d. para cualesquiera i < j en I.

En lo que resta de la seccion, Z denotara un conjunto parcialmente ordenado. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 6.25 Sea & : QQ — H una variable aleatoria Bochner-integrable fija y (F;) := {F; :
i € I} una filtracion. Definamos X; : Q@ — H como:

Xi = E(|F).
Entonces, (X;) ={X; : i € I} es una martingala H-valuada.

Demostracion: El Teorema 5.35 asegura que X; : 2 — H es una funciéon F;-medible y
Bochner-integrable para cada i € Z. Esto prueba (MG1) y (MG2).

Finalmente, sean 7 < j. Dado que F; C F}, la Proposicién 5.37 implica que:
E(X;|Fi) = E(EE|F) | Fi) = E€|F) = Xi cs.

lo que prueba (MGS3).

Por tanto, (X;) es una martingala H-valuada. m

Ejemplo 6.26 Sea (&) una sucesion de variables aleatorias H-valuadas e independientes
tales que E (&) = 0y para cada k € N y consideremos (Fy) la filtracion candnica generada
por (&). Definamos Sy, =Y ,_, & la sucesion de sumas parciales de (&).

Entonces, (Sy,) es una martinagala con respecto de la filtracion (Fy,)

Demostracion: Las propiedades (MG1) y (MG2) son inmediatas. Observa que, para cua-
lesquiera n < m, la Proposiciéon 5.37 implica que:

E(Sm|Fn) = E(€1+ ... 4+ &n | Fn) = E(Sp | Fn) + E(Gnrr [ Fn) + .. 4 E(&m | Fn) (6.13)

Como (&) es independiente, la Proposicion 6.22 asegura que &; es independiente de F,
para cada n < jy, por tanto, E(§; | F,) = E(;) c.s. para cada n < j (ver Proposicion 5.37).
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Aplicando nuevamente la Proposicion 5.37, en (6.13) concluimos que:

E(Sp|Fn) =E(E + ... 4 E&n| Fn)

m

j=n+1

= E(Sn | Fn) + Z E(ﬁ])

j=n+1

=E(S,|F,) =5, cs

pues S, es claramente F,-medible. En consecuencia, se satisface (MG3) y esto prueba la
afirmaciéon. m

Proposicion 6.27 Sean X = {X; ;i € Z} yY ={Y; : i € I} dos martingalas con respecto
de la misma filtracion F = {F; : i € I}. Entonces, el proceso {aX; + BY; : i € T} es una
martingala con respecto de la filtracion F = {F; : i € I} para cualesquiera o, € R.

Demostracion: Sean «, 3 € R. Es inmediato que aX; + 8Y; es una funciéon F;-medible
para cada ¢ € Z. La Proposicion 2.30 asegura que aX; + 8Y; es Bochner-integrable para cada
i € Z. Esto prueba (MG1) y (MG2).

Finalmente, sean ¢ < j en Z. Se sigue directamente de la Proposiciéon 5.38 que
E(aX;+8Y;|F)=aB(X;|F)+BEY;|F)=aX,+8Y; cd.

lo que prueba (MGS3).
Por tanto, {aX; + fY; : i € Z} es una martingala H-valuada. m

Observemos lo siguiente: Sea X = {X; : 0 < ¢ < T} un proceso estocéstico H-valuado
tal que X; es Bochner-integrable para cada ¢t € [0,7] y consideremos una filtracion F =

Si X es una martinagala H-valuada con respecto de la filtracion F entonces para u € H
arbitraria pero fija definamos 7, : 2 — R como:

n(w) == (Xy(w),uy gy Vit e [0,T]. (6.14)

Es claro que n = {n; : 0 <t < T} es un proceso estocéstico real adaptado a la filtracion
F. Ahora, como X; es Bochner-integrable, aplicando el Teorema 2.33 se tiene que:

Em) = E((Xe,u)n) = (BE(X)),u), < oo Ytel[0,T].

En consecuencia, 7; es Lebesgue-integrable para todo t € [0, 7.
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Finalmente, si 0 < s <t < T entonces:

’B/E(Xt|]-"5)dP:%/XSdP c.d.
Q Q

Aplicando nuevamente el Teorema 2.33 se tiene que:

/Q<E<Xt|]:s)7u>H dpP = <%/QE(Xt|J-"S) dP,u>

H

por lo que concluimos que el proceso n = {n; : 0 < t < T} es una martingala real con
respecto de la filtracion F.

Inversamente: Supongamos que {(X;,u)y : 0 <t < T} es una martingala real para todo
u € H con respecto de la filtracion F. El Teorema de mensurabilidad de Pettis asegura que
el proceso {X; : 0 <t < T} es adaptado a la filtracion F.

Por otra parte, el Teorema 2.33 implica que, para cualesquiera 0 < s < t < T se tiene
que:

<£B/QE(Xt|]-"8) dP,u>H:/Q(E(Xt|]-"S),u>HdP
::[kX&deP

:<%/XSdP,u> Vu € H,
Q H

EB/E(XtU-“S)dP:‘B/XSdP
Q Q

por lo que necesariamente:

y esto prueba que {X; : 0 <t < T} es una martingala H-valuada.

Definiciéon 6.28 Sean Z = (Z,<) un orden parcial, {n; : i € L} un proceso estocdstico real
y (F) :=A{F; : i € I} una filtracion. Decimos que {n; : i € I} es una submartingala con
respecto de la filtracion (F;) si cumple las siguientes tres propiedades:

(i) n; es Lebesque-integrable para cada i € T.
(ii) Es adaptado a la filtracion.
(i1i) E(nj|F;) > n; c.d. para cualesquiera i < j en T.



6.5. MARTINGALAS 187

Por otra parte, decimos que {n; : i € I} es una supermartingala con respecto de la
filtracion (F;) si cumple las siguientes tres propiedades:

(i) m; es Lebesque-integrable para cada i € T.
(i) Es adaptado a la filtracion.
(111) E(n; | F;) <mn; c.d. para cualesquiera i < j en Z.

Proposicion 6.29 Sea X = {X; : 0 <t < T} una martingala H-valuada con respecto de
una filtracion F = {F; : 0 <t <T}. Entonces, {|| X¢||lg : 0 <t < T} es una submartingala
con respecto de F = {F; : 0 <t <T}.

Demostracion: Para cualesquiera 0 < s <t < T se sigue directamente de la Proposicion
5.39 que:
[ Xl = 1 E(Xe | Follr < E([[Xl[a | Fo)-

Esta tdltima afirmacion junto con la Proposicion 2.18 y el criterio de integrabilidad de
Lebesgue-Bochner (ver Teorema 2.31) implican que {||X¢||z : 0 <t < T} es una submar-
tingala. m

Definiciéon 6.30 Sea X = {X; : i € Z} una martingala H-valuada y p € [1,00). Decimos
que X es una LP-martingala si, X; € LP(Q); H) para cada i € T.

Es posible concluir de las Proposiciones 5.39 y 6.29 que si X = {X; : 0 < ¢ < T} una
LP-martingala entonces {||X¢||% : 0 <t < T} es una submartingala para todo p € [1,00).

Fijemos T' > 0 ntmero real y F := {F; : 0 <t < T} una filtracion. Denotaremos por
M2.(H) al conjunto de todas los procesos estocésticos H-valuados {X; : 0 < ¢t < T’} que
son adaptados a F, continuos, L?>-martingalas y que satisfacen que X, = 0.

La Proposicién 6.27 nos permite concluir que el conjunto M2 (H) es un espacio vectorial
sobre R. De hecho, probaremos que es un espacio de Banach para lo cual requerimos los
siguientes resultados.

El siguiente teorema, debido a Joseph Doob, establece que el supremo de un coleccion de
LP-martingalas estd también en LP.

Teorema 6.31 (Desigualdad maximal de Doob) Sea {Xi,..., Xy} wuna martingala
H-valuada con respecto de una filtracion {Fy, ..., Fn} y definamos X5 : Q@ — R como:

Xy = sup || Xp|la-
1<k<N

Entonces, se tiene que:
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(a) Para cada v > 0 se tiene que:

P({X} > 1)) < = B(| Xnn). (6.15)

=2

(b) Sipe (l,00) y Xy € LP(Q H), entonces X5 € LP(Q2) y
b
XN lzn) < = [ Xwllzeim) (6.16)
p
Demostracion: (a) Fijemos v > 0 y definamos 7 : Q — {1,..., N} como 7 := min{l <

k< N : || Xkl|lg >~} en donde convenimos min @& := N + 1. Asi, {X} >~} = {r < N}.
Observa que en {7 = k} se tiene que | Xx||gz > 7 vy, por tanto,

PUXY > =7 ) PUr=k) <D E(lpmpy - | Xelln)-

De la desigualdad de Jensen condicional se tiene que:
1 Xkllg = |EXN [ Folle < E(Xn|a | Fr)

por lo que:

N

P{X5 > =7) P({r="k}) <

k=1

Mz

E(1ir=gy - | Xkl z)

i
I

E(l{T:k} N Xnllm)

IA
TTMz

I
s>

( tr<ny 1 Xnlla)
= BE(lixy - 1 Xn )

lo que prueba la desigualdad (6.15).

(b) Si || X§|lzr@) = 0 el resultado se satisface trivialmente asi es que supongamos que
| X~ Lr) > 0. Aplicando el inciso anterior, la formula de integracién por partes (ver 5.12)
y la desigualdad de Holder obtenemos:
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IX5 1) = / Xy dP = / P P({Xy > 7)) d
0

< / PP P({XY > 7)) dy
0

X%
=F (”XNHH/ pyP? dv)
0

D * |p—1
= L BOIXylg XL

LB Xl X5

b " _
S lE(HXNH%)E(IXNV)(” R

p -1
= EHXNHLP(Q;H) [ XN To -

Dividendo la desigualdad anterior entre || X NHZ(lg) obtenemos la desigualdad (6.16). m

La desigualdad méaximal de Doob es valida si la martingala esta definido sobre un conjunto
numerable Z. Por otra parte, si la martingala es un proceso continuo, la desigualdad maximal
de Doob es valida también cuando Z = [0,7] C R como enunciamos a continuacion:

Si{X; : 0 <t < T} esuna martingala continua H-valuada con respecto de una filtracion
{Fi : 0 <t < T} entonces para todo p € [1,00) se cumple:

1/p

P

(E ( sup HXtH%>> < sup (B (|| X1%)"" (6.17)
t€(0,7] p—1 t€[0,T]

Invitamos al lector a consular, por ejemplo, [62] para los detalles de la prueba.

Para X € M%(H) denotamos por:

1/2
1 X ez gy = (E ( sup IIXtII?q>) : (6.18)
te[0,7

Nota que, como || X;||% es una submartingala real por la Proposicion 6.29 entonces apli-
cando la Proposicion 5.39 concluimos que:

E(|1X5) < E(IXzrl) Yt e(0,7].

De la desigualdad maximal de Doob se sigue que:

1/2

1 X ez o) < 2 sup (BEUXI) " < 2B(1X]7)"?

t€[0,T]

y, por tanto, || X|| vz ) € R. De hecho, lo anterior implica que || - || vz () €s una norma pues
probamos que sup;cioqy || Xz € L*(9).
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Teorema 6.32 El espacio (M32(H), || - | rmz. (i) €s de Banach.

Demostracion: Sea (X}) una sucesion de Cauchy en MZ(H). Denotaremos por Xj =
{Xkt : 0 <t <T} al proceso estocastico H-valuado para todo k € N.

Para ¢ > 0 dada, existe ky € N tal que:

1Xe = X1 iy = B ( sup [ X — Xj,tuif) <e Vhj>h (6.19)
t€[0,T]
Dado que:
1 Xhe — Xyl < S[UP] [ Xhe = X5l vt e 0,717, (6.20)
te[0,T

por lo que (Xx;) es de Cauchy en L?(Q2; H) para todo t € [0,7]. De este modo, existe
X; € L*(Q; H) tal que Xi; — X, en L?(Q; H) para todo ¢t € [0, T]. Por tanto, consideremos
el proceso H-valuado X := {X; : 0 <t < T} que es claramente adaptado a F y satisface
que Xy = 0g.

Como Xj; — X, en L*(Q; H) para todo t € [0,7T], el Teorema 5.18 implica que X, —
X}, en probabilidad para todo t € [0,7]. El teorema de Riesz-Weyl junto con el teorema
de Egorov aseguran que existe una subsucesion (Xj, ) de (Xi,) tal que X, , — X, casi
uniformemente para todo ¢ € [0,7]. Dado que X}, ; es un proceso continuo para todo j € N
y Xk, « — X; casi uniformemente para todo t € [0,7] entonces X es un proceso continuo.

Para cualesquiera 0 < s <t < T se tiene que:

E(Xp | Fs) = Xp, s cd. (6.21)

Observa que X, — X en L?(2; H) por lo que es posible afirmar que para todo ¢ €
0,77, existe g, € L'(Q) tal que || X, ||z < g c.d. Aplicando el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue-Bochner (ver Teorema 2.34) concluimos que X, € LY(Q; H) y que
para cualesquiera A € F, en (6.21) se tiene que:

%/ (X¢ | Fo)dP = lim B [ E(Xy,,|Fs)dP = lim B | X, sdP:%/XSdP.
A

En consecuencia, (X;|Fs) = X, para todo 0 < s < t < T lo que establece que X €
M2.(H). Finalmente, de (6.19) y (6.20) concluimos que:

| X — Xel|F < € Vk>ky, Vtel0,T]

y, por tanto, que X; — X en M%(H). =



Capitulo 7

Proceso de Wiener en espacios de
Hilbert

En este dltimo capitulo desarrollamos uno de los conceptos més importantes del analisis
estocastico por sus miltiples aplicaciones en distintas &reas de las matematicas, la fisica,
la biologia y otras disciplinas como las finanzas e ingenieria. Un proceso de Wiener es un
proceso estocastico a tiempo continuo cuyas caracteristicas estan determinadas, de alguna
forma, a través del estudio de procesos Gaussianos.

Un proceso de Wiener es también llamado movimiento Browniano en honor al botanico
escocés Robert Brown que, en 1827, observo a través de un microscopio que las trayectorias
formadas por particulas atrapadas en las cavidades dentro de un grano de polen en el agua
no podian mecanizarse de la misma forma en distintos intervalos de tiempo. Aunque a lo
largo de la historia este fenémeno derivo en muchos estudios relevantes de la fisica fue hasta
1923 que el mateméatico Norbert Wiener prob¢ la existencia y unicidad de un proceso con
tales caracteristicas.

En este capitulo establecemos las propiedades més elementales de un proceso de Wiener
real y las cuales nos permitiran extender este concepto para procesos definidos en un espacio
de Hilbert separable de dimensién infinita. Daremos la construccion explicita de un proceso
de Wiener real a través de la teoria dada en los capitulos anteriores y de lo que comtinmente
se conoce como funcion de ruido blanco. Una funciéon de ruido blanco permite desarrollar
modelos que representan, de mejor manera, a los fenémenos fisicos reales pues una de sus
principales caracteristicas es que sus valores no estan correlacionados a lo largo del tiempo.
Damos aqui un ejemplo concreto.

Los procesos de Wiener en espacios de Hilbert arbitrarios permiten construir conceptos
més complejos dentro del analisis estocastico, por ejemplo, la integral estocéastica que puede
usarse para resolver ecuaciones de evolucion estocastica.

El desarrollo de este capitulo se basd enteramente en [3], [16], [20], [21], [40], [53], [54],
[55], [64] v [62].

191
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7.1. Funciéon de ruido blanco

Sea (§2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-, )m, || - ||z) un espacio de Hilbert
sobre R separable de dimensién infinita.

Definicion 7.1 Sea # : H — L*(Q) una funcion. Decimos que, # es un proceso H-
isonormal Gaussiano en () si cumple las siguientes dos propiedades:

(i) # (h) es una variable Gaussiana para cada h € H.
(i) E(W (u)-# (v)) = (u,v)g para cualesquiera u,v € H.

En la literatura, a un proceso H-isonormal Gaussiano se le conoce como funcion de ruido
blanco. Veamos que un proceso isonormal H es siempre una funcion lineal.

Proposicion 7.2 Si # : H — L*(Q) es un proceso H-isonormal en 2 entonces, # es una
funcion lineal.

Demostracién: Sean u,v € H y a,b € R. Observemos que:

/Q W (au + bo) — (¥ (u) + 57 ()] dP

_ /Q W (au + bo)]? dP — 2 /Q W (au + bo) - [a¥ (w) + bH (v)] dP + /Q (¥ (w) + bW (0)]> dP
_ /QW(au + bo)dP — Za/Q"//(au - bv) - H (u) AP — zb/Q W (au + b) - W (v) dP

+ a? / (W (u)]? dP + 2ab/ W (u)- W (v)dP + b / (W (v)] dP.

De lo anterior y el inciso (7i) de la definicién de proceso isonormal se tiene que:

E([# (au + bv) — (a¥ (u) + b# (v))]?) = {au + bv, au + bv) g — 2a{au + bv, u) g
— 2b{au + bv, v) g + a*(u,v) g + 2ablu, v) gy
+ b {v,v) g
= 0.

En consecuencia, # (au + bv) = a# (u) + b# (v) y esto prueba la afirmacion. m

Notemos que, para cualesquiera hq,...,hy € H, de la linealidad de # se tiene que
W (h)+ ...+ # (hn) = #(hi + ...+ hy) por lo que (# (hy),...,# (hn)) es una varia-
ble aleatoria RY-valuada Gaussiana. De este modo, {#(h) : h € H} es un proceso real
Gaussiano.
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Supongamos H = (H, p1) un espacio de Hilbert Gaussiano con y = Ng tal que ker Q =
{0g}. El objetivo de esta seccion es construir un proceso isonormal en H.

Dado que ) : H — H es compacto, existe B una base de Hilbert de H compuesta por
los vectores propios de @, a saber, B = {e; : k € N}. Consideremos (\;) la sucesion de
ntmeros reales positivos constituida por los valores propios de ().

Lema 7.3 El rango Q(H) de Q es un subespacio vectorial propio y denso de H dado por:

Q(H) = {UEH Z}\Q (v, ex) <oo}.

k=1

Demostracion: Sea v € Q(H). Existe u € H tal que v = Q(u). Observa que (v, ex)y =
(Q(u),ex)g = (u,Q(ex))n = Me)u,ex)y para cada k € N. En consecuencia (ver Teorema

1.47),
o0 o 1
k=1 k=1

y, de la formula de Parseval se tiene que:

o0

1
o0 > Jully = 3 sy 6oy

k=1

Asi, es inmediato ademas que Q(H) es subconjunto propio.

Sea uy € (Q(H))*t. Entonces, 0 = (ug, Q(u))y = (Q(ug),u)y para todo u € H lo que
implica que Q(up) = Oy vy, por tanto, ug = Oy pues ker Q@ = {0y }.

Asi, por el teorema del complemento ortogonal, Q(H) = H lo que prueba que Q(H) es
densoen H. m

Consideremos ahora el operador Q%% : H — H tal que Q/?0Q"? = Q y cuya descripcion
es la siguiente:

Q1/2 Z\/—U€k H €k

El Teorema 3.49 asegura que Q'/? es un operador compacto, autoadjunto, positivo y de
traza finita. El rango QI/Q(H) es llamado reproduccion del kernel de la medida p = Ng.
Argumentando como en Lema 7.3 podemos afirmar que el rango de Q2 es un subespacio
denso y propio de H descrito de la forma:

QV*(H) = {UEH : ii(v,ekﬁq < oo}.
k=1
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Para v € QY2(H) definimos W, : H — R como W,(u) = (Q™'%(v),u)y en donde
Q™% . H — H denota al inverso izquierdo de Q'/?(H) que existe pues ker Q'/2 = {0y }. Para

cada v € QY2(H) se tiene que [y, [(QY/2(v), uy| du(u) < |Q2(0) 13, [y lul3 dpu(ur) < oo
pues p tiene segundo momento finito por ser Gaussiana.

En consecuencia, definamos W : QY/2(H) — L*(H, ;1) como:

W) = W,. (7.1)

Esta funcion es claramente lineal. Sean vy, vy € QY2(H). Existen uy, uy € H tales que
Q'/?(u;) = v; para i = 1,2. Asi pues,
(v1,v2) g = <Q1/2<U1)7 Ql/Q(u>>H = (u1, Q1/2(Q1/2(U2>>>H
= (u1, Q(ua))

:/H<u1,w>H<U2,w>HdM(w)
:/H<Q1/2(1}1),10)1{(@1/2(U2)7w>HdM<w)
N /H W (w) - W, (v) dp(w).

En consecuencia, YV es continua en Q1/2(H). Y, dado que Q1/2(H) es denso en H, W
tiene una tnica extension lineal y continua W : H — L*(H, ).

En lo que resta del capitulo, haciendo abuso de notaciéon, escribimos para h € H
Wi(u) = (Q2(h), u)u,

por lo que no haremos distincion entre W y W. Observa que hemos probado que, para

uy,ug € Hy EOW(uq) - W(ug)) = (ug, uz)m.

Finalizamos esta seccion y con ella el objetivo planteado con las siguientes proposiciones.

Proposicion 7.4 Sea v € H. Entonces W, : H — R es una variable aleatoria Gaussiana
con media 0 y covarianza ||v|%.

Demostracion: Sea v, := (W, )su. Dado que v € H, existe una sucesion (vy,) = (QV/%(uy))
en QY2(H) tal que vy, — v en H y, por tanto, W,, (u) — W, (u) para cada u € H. Entonces,
por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que:

/Hexp{in Wy(u)} dp(u) = lim [ exp{inW,, (uv)} dp(u)

k—o0 H

= m /H exp{in (Q Y2 (v, u) i} dpa(w)

= lim exp{~3(nQ(Q ™2 (v)), nQ~"*(v))}
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= lim exp{—3 (nQ(ux), nur)r}
= lim exp{—3n*(Q"/2(w), Q"*(up))u}
= dim exp{—;noill7}
—00
= exp{—37°[lvllz}  VneER

Aplicando el teorema de cambio de variable (ver Teorema 5.9) concluimos que:

QWZAmMﬂmmzémWWMMMFwW%W%}WER

lo que prueba la afirmaciéon. m

Concluimos que W : H — L?(H, j1) es un proceso isonormal Gaussiano. De hecho, apli-
cando un procedimiento similar a la prueba del Corolario 5.47 podemos concluir lo siguiente.

Proposicion 7.5 Sean vy,...,uy € H (N € N). Entonces, (W,,,...,W,,) es una va-

) VN
riable aleatoria Gaussiana RN -valuada con medida Ogn y covarianza Qu,....on dada por

(Quy,on )i = (Vi v5)m -

Corolario 7.6 Las variables aleatorias reales W, , ..., W, son independientes si y solo st
vy, ..., UN Son mutuamente ortogonales.

Demostracion: Se sigue directamente de la Proposicion 5.51. =

Un dato curioso sobre el rango Q/2(H) de Q'/? puede consultarse, por ejemplo, en [20; 23]
donde se prueba que p(QY%(H)) = 0.

7.2. Proceso de Wiener real

Sea (£2, F, P) un espacio de probabilidad. En esta seccion recordamos la definicion de un
proceso de Wiener real y algunas de sus propiedades basicas.

Definicion 7.7 Sea W = {W,;; 0 <t < T} un proceso estocdstico real. Decimos que W es
un proceso de Wiener real de pardmetro \ > 0 si,

(W1) Wy : Q2 = R es tal que Wo(w) =0 p.c.t. w € Q.
(W2) Para cualesquiera 0 < s < t < T, la variable aleatoria Wy — W tiene distribucion
N0, At —9)).
(W3) Para cualquier particion finita 0 <t < --- < t,, <T de [0,T], las variables aleatorias:
Wi, Wiy =Weyyooo W = Wa,

son independientes.
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(W4) W es continuo.

Si A =1 diremos que W es un proceso de Wiener real estandar.

Para referirnos a la propiedad (W3) de la definiciéon anterior decimos que el proceso W
tiene incrementos independientes. En (W2), a la variable aleatoria W, — Wy para s < t la
llamaremos variable de incremento y a la propiedad dada en este inciso la nombraremos
incremento Gaussiano.

En lo que resta de la secciéon consideraremos a W un proceso de Wiener estandar y lo
llamaremos tnicamente proceso de Wiener real. Veamos algunas propiedades.

Proposicion 7.8 Sea W : [0, 7] xQ — R un proceso de Wiener. Entonces, W es un proceso
Gaussiano. Mds ain, sim € N y 0 < t; < -+ < t,, < T es una particion finita de [0,T],
entonces la variable aleatoria R™-valuada (Wi, ..., Wy,) es Gaussiana con media Ogm Yy
operador de covarianza dado por:

Qtyoty =00Dy, 4 0O (7.2)
donde:
Dy, ..., = diag(ti, to — t1, ..ty — ti1), (7.3)
O :R™ — R™ es un operador lineal dado por:
Oz, ..., xy) = (T, 21+ T2y ..., + .o+ T) (7.4)

y ©F es el operador adjunto de ©.

Demostracion: Sea m € N. Consideremos 0 < ¢; < --- < t,, <T particion finita de [0, 7]
y las variables aleatorias:

5:: (WtUWtQ_tha---7th_th_1) y n:i= (Wt17Wt27"'7th)'

Dado que W es un proceso de Wiener, las variables aleatorias Wy, , Wy, — W, ..., W, —
W, . son independientes. Luego, la variable aleatoria W, tiene distribucion N(0,¢;) y la
variable de incremento W;, — W, | tiene distribucion N(0,t; —t;_1) para cada j = 2,...,m.

Por tanto, la Proposicion 5.44 asegura que la variable aleatoria £ es una variable aleatoria
Gaussiana con media Ogm y covarianza

Q{ = diag<t17 t2 - tl? s 7tm - tmfl) = Dtl,,..,tm'

Consideremos la funcion © € L.(R™ R™) dada en (7.4). Observa que n = ©(§) y por
la Proposicion 5.46 se tiene que 1 es una variable aleatoria Gaussiana con media Ogm y
covarianza © o Dy, ;o ©* como afirma el enunciado. m
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Proposicion 7.9 Sea W : [0,T] x Q@ — R un proceso de Wiener y m € N. Entonces, si
A € B(R™) se tiene que la probabilidad:

P({(Wtu L) th) € A})

es iqual a:

1 ) ) ,
_2 (me—z)?  (@m—Tmeo1)
\/(27T)m(t1)(t2 . tl) . (tm — tm_l) /Aexp { 2t11 (ta—t1) (tm—tm—1) } dxl e d.rm

Demostracion: Es inmediato que la representacion matricial del operador lineal © : R™ —
R™ dado en (7.4) con respecto de la base canonica de R™ es igual a:

10 --- 00
11 -+ 00
1 10
11 11

En consecuencia, det(©) = 1 y puede calcularse que:

O Nay, .. ) = (T1, T2 — X1, ., Ty — Typ1)-

La Proposicién 7.8 asegura que la distribucion de (W;,,...,W;, ) es Neop,, . 00+ Asi
pues, P({(Wy,,...,W,,) € A}) es igual a:

1 1
exp 1 —5((© o Dy, 0O z), xVpm } dxy ... dz,,
V(@2m)mdet(© 0 Dy, tmo@*)/A P1=3((00 Drv 007 (2), D)} o
en donde x = (x1,...,2,) € R™
Observa que, para cada x = (z1,...,T,,) € R™

.....

.....

..........
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Por lo tanto,

1 . ~
exp{—3 ((© o Dy 0O Nz),x), Y duy ... dry,
\/(27T)m det(@th1 ..... ‘. O@*)/A p{ 2 ( t1,tm ) ( ) >1R } 1
es igual a
1 /exp _ﬁ_iw dzy .. dr,,
\/(27T)m(t1)<t2 - tl) s (tm — tm71> A 2t = (tj+1—t5)

como afirma el enunciado. =

Proposicion 7.10 Si W = {W, : 0 <t < T} es un proceso de Wiener, entonces

E(W,-W;) = min{s,t} Vs, t €[0,T].

Demostracion: Para cualesquiera 0 < s <t < T, se tiene que:
E(W,—Wy)?) = EW?2 = 2W, - W, + W2) = E(W2) —2E(W, - W) + E(W?)
y, en consecuencia:
2E(W, - W,) = E(W?2) + E(W?) — E(W, = W,)*) = s+t — (t — s) = 2s = 2min{s, t}

como afirma el enunciado. =

A continuacién probamos que un proceso de Wiener tiene una version a-Holder continua
1
para a < ;.

Proposicion 7.11 Un proceso de Wiener real W = {W; : 0 <t < T} tiene una version
a-Holder continua para cada o < %

Demostracion: Para cualesquiera s,t € [0,7T] se tiene que E(|W, — Wi|?) = |s — t|. Asf,
aplicando la Proposicién 4.11 obtenemos que:
(2k)!

E(|[W, — W,|**) = Ty s — t|F Vk e N.

El resultado se sigue directamente de la prueba de Kolmogorov (ver Teorema 6.13). m

Proposicion 7.12 Un proceso de Wiener real W = {W, : 0 <t < T} es una martingala
con respecto de la filtracion dada por

J-;W::a({Wszogsgth}).
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Demostracion: Claramente el proceso es adaptado a la filtracion {F}Y : 0 <t < T}y cada
variable aleatoria del proceso es integrable. Por otro lado, para cualesquiera 0 < s <t < T,
aplicando la Proposicién 6.22 por la propiedad de incrementos independientes, se tiene que:

E(W, | FY) = E(W, — W,) + W, | FY)
(W, = W | FV) + E(W, | FIV)
(

Esto prueba la afirmacion. =

7.2.1. Construcciéon de un proceso de Wiener

El objetivo de esta seccién es probar la existencia de un proceso de Wiener real en un
espacio de Hilbert Gaussiano.

Consideremos el espacio de medida ((0,7"), 8(0,7),\) con A la medida de Lebesgue en
(0,T). De acuerdo al Teorema 4.13 es posible considerar en el espacio de Hilbert separable
L*(0,T) una medida Gaussiana u = Ny no degenerada.

Definamos W : [0, T] x L*(0,T) — R como:
W (k) == #i () v5)

en donde # es la funcion de ruido blanco construida en la seccion anterior (ver (7.1)).

Observa que, si t = 0 entonces:

Mo, (1) = (Lioy, Q2 (w)) 20m) = {}Q—W(u) d\  Yue L*0,T).
0

Como A({0}) = 0, entonces [, Q Y?(u)du = 0 para todo u € L?(0,T). En con-
secuencia, Wy = 0. Esto prueba la primera propiedad del proceso de Wiener para
{W,: L*(0,T) > R : t € [0,T]}. Veamos las demés propiedades.

INCREMENTO GAUSSIANO: Sean 0 < s < t < T'. Aplicando la linealidad de # en L?(0,T)
obtenemos:

%[O,t] (u) - %[0,5](11') = %(s,t] (u) Vue L2(O,T).

En consecuencia, #1,, — #1,, es una variable aleatoria Gaussiana con media 0 y

[0,5]
covarianza ||1(57ﬂ||%2(0,T) = (t—s).
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INCREMENTOS INDEPENDIENTES: Fijemos N € Ny elijamos 0 <t <ty < ... <ty <T
una particion del intervalo [0, T]. Afirmamos que el conjunto

Lota)s Letasto)s - - Liew 1l

es ortogonal en L?(0,T). En efecto, dado que [0,¢;]N (tj_1,t;] = @y (tj-1, ] N (o1, ts] = @
para cualesquiera 1 < j < k < N entonces:

/ 1(tj_1,tj} . 1(tk—17tk] d/\ == 0 Vl Sj < k < N
L2(0,T)

El Corolario 7.6 junto con la propiedad anterior aseguran que las variables aleatorias

7/1[ 7/1[ g T %[Oth] - %lovw—l

ORI R X IR (A R ]
son independientes.

Lo tnico que resta probar es la continuidad del proceso y para ello requerimos del siguiente
lema.

Lema 7.13 Seann > 1, a € (5,1) y f € L*"(0,T). Definamos F : [0,T] — R como:
P = [ -0 e ds (1)

Entonces, F € C°([0,T],R).

Demostracion: Aplicando la desigualdad de Holder-Riesz obtenemos que:

2n—1

t 2n
|F<t>|s(/0 (t—ﬁ)(“”%"ldﬁ) o  VEe [T, (7.7)

Por tanto, F' € L*(0,T). La desigualdad 7.7 implica que F' es continua en 0. Ahora,
probaremos que F' es continua en [%, 7] para cada ty € (0,7]. Sea 0 < ¢ < 2 y definamos:

= [ u-osod e

Esta funcion es continua en [£,T]. Usando nuevamente la desigualdad de Hélder-Riesz
se tiene que:
2n —

2n
=
)" E Il

P - R0 < M (o

En consecuencia, lim._,o F.(t) = F(t) uniformemente en [£, 7] y esto demuestra que F
es continua. M
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Teorema 7.14 La familia de variables aleatorias {W; : L*(0,T) — R : 0 <t < T}
definidas en (7.5) es un proceso continuo.

Demostracion: Como la demostracion es larga, la subdividimos en varios pasos.

PAsSO 1: Queremos resolver la siguiente integral
t
/ t—0)*Ho—5)de 0<s<o<t<T. (7.8)

con a € (0,1).

Sea a € (0,1). Haciendo el cambio de variable 0 = r(t — s) + s en (7.8) se sigue facilmente

que:
1

/ (1—r)lrdr = T
0

sinTa’

PASO 2: Sea t € [0,7]. Fijemos o € [0,t] y definamos g,(s) := 1j0(s)(c — )™ para
s € [0, t]. Entonces,

[ laras = [[o-gas=
gs(s d)\s:/ o—8) ““ds=
lo que establece que g,(s) € L*(0,T) y ||go,||%2(0 = % en donde a € (0, 3).

A partir de ahora elegimos a « € (0, 5). De la identidad (7.8) se sigue directamente que:

sin T

Liog(s) = -

/0 (t — o) 'g,(s) do, s € (0,7T]. (7.9)

PAsO 3: Recordando que la funcién de ruido blanco W : L?(0,T) — L?(L*(0,T), 1) dada
por u — #, es continua, obtenemos que:

- ¢
Wiy = w/o (t — o) ', do. (7.10)

T

Dado que %, es una variable aleatoria Gaussiana con distribucién N,1-2. entonces:

2n)!
/ W, ()™ dp(u) = (2n) (1 —2a) o172 n > 1. (7.11)
L2(0,T)

21

Como a < %, por el teorema de Fubini se tiene que:

/OT (/LZM) Y g, (w)]*" du(u)) do = /mm (/OT W, (u) [ da) dp(u) < oo

lo que prueba que %, (u) € L**(0,T) p.c.t. u € L*(0,T).

Aplicando el Lema 7.13 a la identidad (7.10) se sigue que el proceso {W; : L*(0,T) —
R : 0 <t <T} es continuo como afirma el enunciado. m
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7.3. Procesos de Wiener en espacios de Hilbert

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y H = (H, (-,)u, || - ||#) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definicion 7.15 Sea Q € LT (H). Un proceso estocdstico {Wy : Q@ — H : 0 <t < T} es
llamado un QQ-proceso de Wiener H-valuado si, satisface las siguientes propiedades:

(QW1) Wy = 0y c.d.
(QW2) W es un proceso continuo.
(QW3) Para cualquier particion finita 0 < t; < --- <ty < T de [0,T], las variables aleatorias:

Wt17Wt2 - Wt17 e 7WtN - WtN,1

son independientes.

W4) La variable aleatoria Wy — Wy tiene distribucion Gaussiana N ara cualesquiera
(t-s)Q P q
0<s<t<T.

En lo que resta de esta seccion y siempre que no se preste a confusion, nos referiremos
tinicamente por QQ-proceso de Wiener.

Fijemos u € H. Consideremos {W; : Q@ — H : 0 <t < T} un @Q-proceso de Wiener.
Definamos 9, : 2 — R como:

V(w) == (Wy(w),u)y Vo<t<T. (7.12)

En consecuencia, § = {¥; : 0 <t < T} es un proceso estocastico real. Observa que,
Yo(w) = Wp(w),u)yy = (Og,u)g = 0 p.c.t. w € Q. El primer objetivo de esta seccion es
probar que # es un proceso de Wiener real.

CONTINUIDAD: Fijemos w € Q. La funcion W (t,w) : [0,7] — H es continua y, como el
producto escalar es una funcién continua entonces (W (t,w),u)y : [0,00) — R es continua.
Es decir, 6(t,w) : [0,7] — R es una funcién continua.

INCREMENTO GAUSSIANO: Sean 0 < s < t < T y consideremos la variable aleatoria de
incremento Wy — W. Dado que W; — W es Gaussiana N(;_g)q, la Proposicion 5.43 asegura
que la variable aleatoria real (W; — Wy, u) g es Gaussiana Ny—s)(Q(u),u)y -

Usando la linealidad del producto escalar, obtenemos que 1; — v/, tiene distribucion

N(O, (t = s)(Q(u), u) ).
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INCREMENTOS INDEPENDIENTES: Sean 0 < t; <ty < ... < ty < T y consideremos las
variables independientes:

Wy Wy = Wiy, oo o Wy — Wy,

El producto escalar (-, u)y : H — R es claramente una funcién medible por ser continua.
Asi pues, la Proposiciéon 5.26 asegura que las variables

<Wt17u>H7 <Wt2 - Wt17u>H7 ey <WtN - WtN,U u>H

son independientes. Nuevamente, usando la linealidad del producto escalar obtenemos que
las variables aleatorias:

V1,0 — Diyy oy Uiy — Din s
son independientes.
En consecuencia, § = {9, : 0 <t < T} es un proceso de Wiener de parametro (Q(u), u)p.

Es posible suponer que |lu||gy = 1. Si H es de dimensién infinita, nos preguntamos si es
posible que exista un operador Q € L (H) tal que § = {¢J; : t > 0} es un proceso de Wiener
estdndar. La respuesta es negativa pues, en caso contrario, el operador () tendria que cumplir
que (Q(u),u)y = 1 lo cual ocurre si Q(u) = wu. Es decir, si @ = idy lo cual es imposible
pues la identidad no es un operador compacto por el Teorema de Riesz (ver Teorema 3.54).

Fijemos @ € L] (H). Existe {e; : k € N} una base de Hilbert de H constituida por los
vectores propios de () y una sucesion de niimeros reales no negativos (\x) tal que Q(ex) =
A e, para cada k € N. El objetivo de esta secciéon es dar una representacion para un Q-
proceso de Wiener en H. Para ello, requerimos de los siguientes resultados.

Proposicion 7.16 Sean Xi,..., Xy wvaritables aleatorias H-valuadas tales que X =
(X1,...,Xn) es una variable aleatoria HY -valuada Gaussiana Ng. Entonces, X1,..., Xy
son independientes si y solo si Xy,..., Xy no son correlacionadas, es decir, si E({X;,u)y -

(X;,v)u) =0 para cualesquiera u,v € H y para todo i # j coni,j=1,...,N.

Demostracion: Procedemos por casos.
Caso 1. H=R.

Sea j € {1,..., N} fija. Observa que la variable aleatoria X; : 2 — R es Gaussiana pues,
por hipétesis, la variable aleatoria X = (X7,..., Xy) RV-valuada es Gaussiana y X; = m;0X
en donde 7; : RY — R es la funcién proyeccién que es lineal y continua (ver Proposicion
5.50). Mas atn, X, es Gaussiana con medida 0 y covarianza igual a \; := E(XJQ)

Si Xj,..., Xy son independientes, la Proposicion 5.27 asegura que E(X; - X;) = E(X;) -
E(X;) =0 para todoi # jconi,j e {l,...,N}.

Inversamente: De la observacion anterior y el hecho de que Xi,..., Xy no son correla-
cionadas se tiene que la representacion matricial de @) estd dada por diag(A;...,Ay). En
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consecuencia, para cualquier (hy,...,hy) € RY se tiene que:

A~

N N N
X(hy,..., hy) = exp {—% >N h?} = [T exp{-3) 13} = ] Xi(hy).
j=1 j=1 j=1

La Proposiciéon 5.25 asegura que X, ..., Xy son independientes.

CASO 2. H es cualquier espacio de Hilbert separable.

Sean ui,...,uy € H arbitrarios pero fijos y consideremos la funciéon ¢ : HY —
RY dada por (hy,...,hy) = ((hi,u1)y, ..., {hn,un)y) la cual es claramente lineal
y continua. La Proposiciéon 5.50 asegura que la variable aleatoria RM-valuada ¢ =
(X1, u1)m, .., (Xn,un)m) es Gaussiana pues £ = ¢ o X.

Si Xj,..., Xy son independientes entonces (X1, u1) g, .., (X,, un)g son independientes

por la Proposicién 5.26 y del CASO 1 concluimos que E((X;, u;) g+ (Xj, uj)m) = E((X;, ui) i)
E((Xj,uj)g) =0 para todoi # j coni,je {1,...,N}.

Inversamente: Del CASO 1 se tiene que (Xq,u1)y, ..., (X,, un)g son independientes. En
consecuencia,
N N N
X(ug,...,uy)=E (¢Z<Xj,uj>H> =1 E (X5, u)m) = ] Xi(uy).
j=1 j=1 j=1
Aplicando la Proposicion 5.25 concluimos que X1, ..., Xy son independientes. m

Teorema 7.17 (Representacion de una variable aleatoria Gaussiana) Sea £ : 2 —
H una variable aleatoria. Entonces, § es Gaussiana Ng si y solo si

£=> VA B(t) e, en L*(; H) (7.13)

en donde {fr : @ — R : k € N} son variables aleatorias Gaussianas Ny mutuamente
independientes.

Demostracion: =) : El Teorema 1.47 asegura que:

§(w) = Z<§(W)7€k>H €k Vw e Q.

oo
k=1

La Proposicion 5.43 asegura que (£, ex)y es una variable aleatoria Gaussiana con media
(Op, ey = 0y covarianza (Q(ey),er)y = A, para todo k € N. De este modo, definimos
Br : 2 — R como:

R e
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en donde es claro que fj es una variable aleatoria Gaussiana Ny ; para todo k € N. Aplicando
nuevamente el Teorema 1.47 concluimos que:

:Z\/)\_kﬁk(w)ek Yw e Q.
k=1

Fijemos k € N. Sea a; € R arbitraria para 1 < j < k entonces,

k

A )

j=1

En consecuencia, 2521 a; B es una variable aleatoria Gaussiana por la Proposicion 5.43.
Esta tltima afirmacion junto con el Corolario 5.47 implican que (f, ..., 0x) es una variable
aleatoria R¥-valuada. Es decir, {f}, : k € N} es un proceso Gaussiano.

Sean Z,j € N tales que 1 7&] y tales que )\z 7& 0 7& )‘j' Entonces,
<Q(6 ) e > AZ <6 € > 0
) 7 j H 'i? j H

lo que implica que {Bk : k € N} es independiente por la Proposicion 7.16.

E(B;- B;) = E((& ei)m (& ej)n) =

Finalmente, para cualesquiera n > m > 1 se tiene que:
E (H DDRY /\kﬁkekﬂﬁ) =) MEB) =) A<
k=m k=m k=m

pues > o A, = Tr @ < co. Por tanto, la sucesion (> _, v/A Bk ex) converge en L*(Q; H).

<) : Fijemos k € N y definamos 7, := /A\ifrer : @ — H. Observa que la funcion
L : R — H dada por L(z) := v/Aperz es lineal y, por tanto, continua pues R es de
dimensioén finita. Para cualesquiera € R y u € H se tiene que:

(L(x),u)m = <\/)\—k€k T,U) g = \/)\_k<ek,u)Hx

de donde deducimos facilmente que L*(u) = /Ag(eg, u)y. Como fy : 2 — R es una varia-
ble Gaussiana Nj;, la Proposicion 5.50 asegura que L o ;, = 7 es una variable aleatoria
Gaussiana con media Oy y covarianza (L o idg o L*)(u) = A {ex, u) g €.

Ahora, definamos 71, := >_,_, VAt B e, para todo n € N. Como {8y : k € N} es
independiente, entonces 7, es una variable aleatoria Gaussiana con media Oy y covarianza
igual a Q,(u) = > 7, Mp(ex, u) g ex (ver Proposicion 5.49). Luego es claro que Q,,(u) — Q(u)
para u € H.

Estamos suponiendo que 1, — & en L*(; H) y, por tanto, existe una subsucesion N, de

1. tal que n,, — & c.d. La Proposicion 5.48 asegura que & es una variable aleatoria Gaussiana
NQ. |
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Teorema 7.18 (Representacion de un @Q-proceso de Wiener) Sea W = {W; : Q —
H : 0<t<T} un proceso estocdstico H-valuado. Entonces, W es un Q-proceso de Wiener
sty solo si

W= v/ Ak Brer, te0,7] (7.14)
k=1

en donde {fy : [0,T) x Q2 - R : k€ {n e N : X\, >0}} son procesos de Wiener reales
mutuamente independientes.

Demostracion: =) : Supongamos que W es un @Q-proceso de Wiener. De las propiedades
(QW1) y (QW4) se tiene que W; : @ — H es Gaussiana N, para todo 0 < ¢ < T'. El
Teorema 7.17 asegura que:

W, = Z \/A_kﬁkt €k (7-15>
k=1

en donde:

By = Wi enhmg/vVA st Ay >0,
kit - 0 s )\k < (),

para todo 0 < ¢ < T. Ademaés, (i, : {2 — R es Gaussiana Ny y Bk son independientes para
todo k € Ny para todo 0 <t <T.

Fijemos k € N. Probaremos que 8y = {6+ : 2 = R : 0 <t < T} es un proceso de
Wiener real.

La propiedad (W1) es inmediata de (QW1) y la Proposicion 1.17.

Sea 0 =ty <ty < ... <ty =T una particion finita de [0, 7] y consideremos las variables
aleatorias reales:

ﬁk),tuﬁk,tz - /Bk,tlu s 7ﬁk,tN - /Bk,thl-
Las variables aleatorias H-valuadas
Wy, Wy =Wy oo o, Wiy — Wiy,

son independientes por la Propiedad (QW3).

Observemos que, para cada 1 < j < N se tiene que:

LW, — W, i A\ >0
Br; — Broty :={ v Wy = W8t A >0, (7.16)

0 si A\ <0.

De (7.16) y la Proposicion 5.26 concluimos que Bk, Bits — Britrs - - - Bty — Brity_, SON
independientes lo prueba la propiedad (W3).
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Analogamente, de (7.16), la propiedad (QW4) y la Proposicion 5.43 concluimos que S+ —
Br.s es Gaussiana N;_; lo que prueba (W2).

Finalmente, de la continuidad de (-, ex) y vy la Propiedad (QW2) se tiene que la aplicacion

1
t— \/—A_k<Wt, ek>H
es continua c.d. Esto prueba (W4).

Por tanto, Sy = {Bkt : @ — R : 0 <t < T} es un proceso de Wiener real para todo
ke N.

Probaremos ahora que la familia {8 : k € N} es independiente. Sean k1, ..., k; € Ntodos
distintos y sea 0 = tp < t; < ... <ty < T con N € N una particién del intervalo [0, T.
Para evitar confusiones escribiremos Sy, := B, (t) para t € [0,7]. Usaremos la Proposicion
6.22 para demostrar la independencia, es decir, probaremos que las o-algebras:

U(ﬁkl(tl); e 7ﬁk1<tN))> e ,O'(Bkj(tl), e 7ﬁkj<tN))

son independientes. Procedemos por inducciéon sobre NV:

PASO BASE: Si N = 1 entonces las variables B, (t1),. .., Bk, (t1) son independientes por
la discusion anterior y el Teorema 7.17.

PASO INDUCTIVO: Supongamos que:

U(/B’ﬂ (tl), Ce ,ﬁkl (thl)); Ce ,O'(ﬁkj (tl), Ce ,ﬁkj (thl))

son independientes.

Dado que S, (tn) = (B, (tn) — Bk, (tn—-1)) + Br; (tn—1) entonces:
U(/Bkz (tl)v s 7ﬁki (thl)v /Bkz (tN)) = 0(6’%(“)7 S 7/Bki (thl)a ﬁkz(tN) - /Skz (tN*1>>7

para todo 1 <7 < j. Observemos que:

1 .
B, (tn) — B, (tn-1) := { \/A_’%<WtN ~Wowosemdu st A >0,

para 1 < ¢ < j son ortogonales por pares en L*(Q) y W;, — W,,_, es Gaussiana por la
propiedad (QW4). Por tanto, {f, (tn) — Bk, (tx-1) : 1 <i < j} es independiente.

Sea A;p € B(R) con1 <i<jyl</¢<N. Usando la propiedad (QW3) junto con la
Proposicion 6.22 afirmamos que o(Ws @ s <tn_1)y (W, — Wi,_,) son independientes y,



208 7. PROCESO DE WIENER EN ESPACIOS DE HILBERT

por tanto,

P (ﬂ HBk,(t1) € Ain} NN { Bk, (En-1) € Asn—1} NV {Br, (tn) — Br,(tn-1) € Ai,N}}) =

o

pues (Y, Ny {8 (te) € Aiel € o(Wy + s < ty1) y (V- {Bu(tn) — B (tv-1) € Ain} €
o(Wiy Wt N71) Usando hipoétesis de 1nducci()n y las observaciones previas obtenemos que:

I
s
"

N-1
() {Bx.(te) € Aig} 0 ﬂ{ﬁk tn) = Br.(tn-1) € AzN})
/=1 1=1

N-1

=5 D~

Il
s

{Br; (te) € Az[}) (ﬂ{ﬁk (tn) — Bi, (tv-1) € Ai,N})

1 ¢=1

i (ﬂ ﬁ {Br, (te) € AM}> P (ﬂWh(tN) — B, (tn-1) € Az‘,N}> =

i=1 (=1

<HP (ﬂ {Br.(te) € AM})) . (HP({BkiOfN) — Br,(tn-1) € Ai,N}))

=1

=IIr (ﬂ {Br.(te) € Aie} N {Br,(tn) — Bri(tn-1) € Az‘,N}>

i=1 =

y esto prueba el resultado.

<) : Definiendo
We=W(t) =Y VNBit)er,  te[0,T]
k=1

es claro que W; € L*(Q; H) para todo t € [0, T].

Dado que f, es un proceso de Wiener para cada k € N entonces f1(0) = 0 c.d. para cada
k € Ny, por tanto, W(0) = 0y c.d. Ahora, sean 0 < s <t < T. Por hipotesis, S (t) — Br(s)
es una variable aleatoria Gaussiana N;_; para cada k € N de modo que W (t) — W (s) es
Gaussiana N(;_s) por el Teorema 7.17. Esto prueba (QW1) y (QW4).

Definamos W, : [0,7] x Q — H como W, (t,w) := >, _, v/ Ay Bi(t,w) e para todo n € N.
Es claro que W, es continua c.d. para todo n € N. Asi pues, para cualesquiera 1 < m < n,
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usando la desigualdad maximal de Doob obtenemos que:

E ( sup (1) —Wm<t>||z> = F ( awp Y Akﬁzm)

t€[0,T 25 (S —)

lo que establece que > 7~ | VA Bi(t,w) e es continua c.d. lo que prueba (QW2)

Finalmente, sea 0 = tg < t; < ty < ... < ty < T una particién del intervalo [0,7] y
consideremos las variables aleatorias:

W(t), W(ts) — W(th), -, W(tn) — W(tx_1).

El Teorema 7.17 asegura que:
W(tj) = W(ty) = Z VAR ek (Br(ti1) — Br(ty)), V1<j<N.
k=1

Por hipotesis, las variables Si(t1), Bk(t2) — Br(t1), -+, Be(tn) — Br(ty—1) son inde-
pendientes para todo k € N. Luego, la Proposiciéon 5.26 asegura que las variables
VA erBi(t1), VO er(Br(t2) — Br(t1)), - - s V Ak er(Br(tn) — Br(ty—1)) son independientes pa-
ra todo k£ € N. La discusion anterior junto con las Proposiciones 5.28 y 5.49 implican que
las variables W (t1), W (ta) — W(ty),--- ,W(ty) — W(tn-1) son independientes, es decir, se
cumple (QW3). Esto concluye la demostracion. m
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