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Introducción

La vida es una escuela de probabilidad.
Walter Bagehot

Muchos fenómenos de la física, la biología, la medicina, las finanzas, la ingeniería, etc. se
modelan a través de un parámetro de tiempo pues interesa apreciar su evolución a través de
este. Sin embargo, muchos de estos dan como resultado un conjunto de distintas alternativas
cuando son realizados bajo las mismas condiciones iniciales y es por ello que reciben el
nombre de fenómenos aleatorios. La rama de las matemáticas que se encarga del estudio
detallado de los fenómenos aleatorios es la teoría de la probabilidad.

Uno de los primeros puntos de partida de la probabilidad fue el intentar resolver un
problema particular concerniente a una apuesta de juegos de dados entre dos personas apro-
ximadamente en 1654. Con el paso del tiempo y la formalidad en las matemáticas, se sentaron
las bases y experiencias necesarias para la formulación de una teoría matemática que englo-
bara los conceptos y metodología de solución de los problemas derivados de los juegos de azar
resueltos a lo largo de varios años. En 1933, el matemático ruso A. N. Kolmogorov, propuso
un sistema de axiomas para la teoría de la probabilidad basado en la teoría de conjuntos
y en la teoría de la medida que había sido desarrollada años antes principalmente por los
matemáticos franceses Henri Lebesgue y Émile Borel. Esta teoría es conocida como teoría de
la probabilidad clásica y prevalece hasta hoy en día por las múltiples soluciones que brinda
a problemas de distintas disciplinas técnicas y científicas. En este trabajo, supondremos que
el lector tiene bien familiarizado los conceptos de un curso intermedio de probabilidad. Ver,
por ejemplo, [26] y [66].

Uno de los conceptos que deriva en más aplicaciones en la teoría de la probabilidad es
aquel en donde se considera a un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquier
valor de un conjunto dado. Es decir, dado un sistema, suponemos que éste evoluciona o
cambia de un valor a otro a lo largo del tiempo de acuerdo a cierta ley de movimiento,
por ejemplo, que un objeto esté en cierta posición en este momento y que en el siguiente
instante de tiempo sabemos que puede retroceder o avanzar un valor de su posición. De
manera general, no es posible conocer con absoluta certeza hacia donde evolucionará el
sistema por lo que es preciso considerar aleatoriedad en él. De este modo, si suponemos que
existe alguna indexación del tiempo entonces en cada valor del índice de tiempo podemos
considerar que el estado del sistema ahí, queda representado por una variable aleatoria. A la
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familia de todas las variables aleatorias indexadas por el tiempo dado se le conoce como un
proceso estocástico. Los procesos estocásticos, de acuerdo a [58], representan la mayoría de
los ejemplos de evolución aleatoria dados por la naturaleza. Uno de los ejemplos más antiguos
y trascendentales es el conocido movimiento Browniano registrado alrededor de 1827 por el
botánico escocés Robert Brown. Este tipo de conceptos condujeron al desarrollo de una de las
ramas de las matemáticas con mayor relevancia pues incluye la construcción del concepto de
integral estocástica para el planteamiento de ecuaciones diferenciales estocásticas, el Cálculo
Estocástico. Algunas referencias que resultan excelentes para aprender más sobre estos temas
y algunas aplicaciones son, por ejemplo, [20] y [82].

El tema central de este trabajo está motivado por el siguiente problema:
Sea (Ω,F , P ) el espacio de probabilidad dado por Ω = (0, 1), F la σ-álgebra de Borel del

intervalo abierto (0, 1) y P la medida de Lebesgue en F .
Para cada ω ∈ (0, 1), consideremos la función característica:

1(0,ω)(x) =

{
1 si x ∈ (0, ω),
0 si x 6∈ (0, ω).

Problema I.1: ¿Para qué valores ω ∈ (0, 1) es posible calcular la probabilidad de que el área
bajo la curva descrita por la gráfica de 1(0,ω) sea menor que ε2 para ε ∈ (0, 1)?

Precisemos esta pregunta. Denotemos por I((0, 1),F) al conjunto de todas las funciones
características de subconjuntos de (0, 1) que están en F . Podemos entonces considerar a la
relación descrita antes como una función definida en dicho conjunto, es decir,

χ : (0, 1)→ I((0, 1),F), χ(ω) = 1(0,ω)

|
0

|
1

|
ω

χ

−1

0
|
ω

|
1

Figura 1: Representación gráfica

El concepto de área bajo la curva de una función sugiere que utilicemos, de alguna forma,
el concepto de integral pues es inmediato que la función característica de cualquier intervalo
abierto de (0, 1) es acotada e integrable. Teniendo esto en cuenta el Problema I.1 puede
expresarse como sigue:
Problema I.2: Sea ε ∈ (0, 1). ¿Cómo puede calcularse la probabilidad del conjunto {ω ∈
(0, 1) :

∫ 1

0
1(0,ω)(x) dx < ε2}?
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En los cursos de Probabilidad de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional
Autónoma de México aparecen problemas similares que puedes resolverse a través de la
construcción de variables aleatorias: Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Una función
X : Ω→ RN es una variable aleatoria real si X−1(B) ∈ F para todo subconjunto B ∈ B(RN)
con B(RN) la σ-álgebra de Borel de RN . De este modo, a través de una variable aleatoriaX se
puede trasladar la medida de probabilidad P al espacio medible (RN ,B(RN)) considerando
la fórmula PX(B) := P (X−1(B)).

Ahora bien, como I((0, 1),F) es un conjunto de funciones y no de puntos en RN , no tiene
sentido aplicar la solución anterior al problema que nos interesa. Sin embargo, es posible
inspirarse en él. Esto es, ¿Es posible pensar a las funciones como si fueran puntos? ¿A qué
espacios es posible definir el concepto de variable aleatoria? ¿Cuál es la pieza clave en RN para
definir a los subconjuntos Borel medibles? ¿En qué sentido la función χ : (0, 1)→ I((0, 1),F)
sería una variable aleatoria? ¿Cómo puede extenderse el concepto de esperanza para funciones
que toman valores en I((0, 1),F)? ¿Es posible extender algunos conceptos fundamentales de
la teoría clásica de la probabilidad a espacios de funciones?

Es bien sabido que el Análisis Matemático da respuesta a este tipo de preguntas pues en
él se generalizan conceptos tales como el de continuidad y completitud los cuales se definen a
través un concepto muy sencillo que es el de distancia y que generaliza el concepto de norma
en un espacio vectorial. En Análisis Matemático se trabaja con espacios de funciones como
lo es el conjunto de funciones características de subconjuntos de (0, 1). De acuerdo a Clapp
[17] estos espacios aparecen de manera natural en muchos problemas de las matemáticas y
de sus aplicaciones. Por otro lado, la Teoría de la Medida, se encarga de estudiar el concepto
de integral (de Lebesgue) a la clase de funciones medibles mismas que resultan ser una
generalización del concepto de variable aleatoria. De nuevo, en este trabajo supondremos
que el lector está familiarizado con los conceptos de un curso básico de Análisis Matemático
y de Teoría de la Medida, se recimenda consultar, por ejemplo, [2; 5; 7; 10; 13; 17; 18; 73].

De acuerdo a Mamporia [54], algunas de las preguntas derivadas del Problema I.2 empe-
zaron a resolverse a mediados de 1960 con el estudio de las ecuaciones diferenciales estocásti-
cas en espacios de dimensión infinita. En 1983, en la Conferencia Regional CBMSNSF sobre
Ecuaciones Diferenciales Estocásticas en espacios de dimensión infinita y sus aplicaciones,
celebrada en la Universidad Estatal de Luisiana, Itô [40] presentó sus investigaciones sobre
estos temas en algunos espacios de Hilbert pues en ellos fue posible generalizar los métodos
tradicionales dados en dimensión finita.

En este texto estudiaremos los problemas arriba mencionados y otros problemas intere-
santes para lo cual presentaremos una introducción a la teoría de la probabilidad y a los
procesos estocásticos en espacios de Hilbert de dimensión infinita siguiendo la misma idea
de Itô [40]. Es así que el objetivo general de este trabajo es desarrollar aplicaciones en Teoría
de la Probabilidad a través de resultados clave del Análisis Funcional que permitan a los
estudiantes de actuaría, matemáticas, matemáticas aplicadas y física de la Facultad de Cien-
cias de la Universidad Nacional Autónoma de México desarrollar conceptos más complejos
así como resolver distintos problemas derivados de estos como lo son la integral estocás-
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tica en espacios de Hilbert de dimensión infinita y las ecuaciones de evolución estocástica
[3; 21; 22; 62; 87].

El desarrollo de este trabajo se divide en siete capítulos. En los primeros tres capítulos
se detallarán algunos conceptos dados en un primer curso de Análisis Matemático como
lo son los espacios vectoriales cuya norma está inducida por un producto escalar. Algunos
ejemplos de estos espacios son los conocidos espacios de Lebesgue y de Lebesgue-Bochner
que involucran el concepto de integral a cierta clase de funciones. Se construirá el concepto
de mensurabilidad para funciones que toman valores en un espacio de Hilbert y se relacionará
con las definiciones dadas en un curso básico de Teoría de la Medida. En lo último de esta
primera parte se trabajará la teoría espectral de operadores compactos en espacios de Hilbert
que permitirá extender algunos conceptos clave de la teoría clásica de probabilidad como el
de distribución Gaussiana. A partir del cuarto capítulo, comienza el estudio de funciones que
toman valores en espacios de Hilbert y de las cuales puede tratarse el concepto de variable
aleatoria. El concepto central de esta segunda parte es el de medida Gaussiana pues permite
introducir la noción de variable aleatoria Gaussiana o variable aleatoria normal como lo es
en el caso de dimensión finita además estudiar el proceso de Wiener en espacios de Hilbert.

Considero pertinente mencionar que esta tesis es una recopilación bibliográfica de los con-
ceptos y propiedades necesarios, presentados de manera ordenada, para introducir al lector
al análisis estocástico en dimensión infinita. En cada capítulo cito la bibliografía considerada
para su construcción. Si bien, algunas de las demostraciones aquí presentadas aparecen en
los distintos libros de texto y artículos utilizados para la construcción de este trabajo, estas
fueron replanteadas y desarrolladas, desde mi perspectiva, para una mayor claridad en los
temas. Muchas otras son propias pues los resultados forman parte de las vastas listas de
ejercicios de los textos consultados. Finalmente, es importante mencionar que la idea que
me inspiró para desarrollar este trabajo surgió del artículo de integración estocástica en es-
pacios de Hilbert escrito por Alvarado-Solano y Fonseca-Mora [3], las notas sobre análisis
estocástico de Giussepe Da Prato [20] y las notas de ecuaciones de evolución estocástica de
Jan van Neerven [87].







Capítulo 1

Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son la extensión más natural del espacio euclidiano a dimensión
infinita pues en ellos se generalizan resultados bien conocidos de la geometría analítica tales
como el teorema de pitágoras, ley del paralelogramo e incluso el concepto de proyección
ortogonal. De manera formal, un espacio de Hilbert es un espacio vectorial, en este trabajo
lo consideraremos sobre R, con un producto escalar definido y tal que la norma inducida por
él es completa. Por tanto, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach.

En este capítulo damos las propiedades que cumplen los espacios de Hilbert así como
algunos ejemplos interesantes en la teoría. Mostraremos que el concepto de complemento
ortogonal de un subespacio se extiende, en casos más generales, siempre que este sea cerra-
do. La existencia de la proyección ortogonal tiene una consecuencia muy importante, pues
permite identificar al dual de un espacio de Hilbert H con él mismo, tal y como ocurre en
RN . Esto es, cualquier función lineal y continua ψ : H → R se puede expresar como el
producto escalar por un único elemento de H. A este resultado se le conoce como el teorema
de representación de Fréchet-Riesz y tiene aplicaciones muy importantes, por ejemplo, que
todo espacio de Hilbert es reflexivo.

El concepto de ortogonalidad en espacios de Hilbert nos permite extender el concepto
de base en cierto sentido al del álgebra lineal. En este caso, diremos que un subconjunto
ortonormal de un espacio de Hilbert H es una base de Hilbert si el subespacio generado por
él es denso H. Demostraremos que todo espacio de Hilbert separable siempre admite una
base de Hilbert. La importancia de este resultado será fundamental para la teoría central de
este trabajo.

Para el desarrollo de este capítulo nos basamos principalmente en [13], [17], [48] y [75].
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2 1. ESPACIOS DE HILBERT

1.1. Definiciones y propiedades básicas

Definición 1.1 Sea V un espacio vectorial sobre R. Un producto escalar en V es una
función 〈·, ·〉 : V × V → R con las siguientes propiedades:

(PE1) 〈λ v1 + µ v2, w〉 = λ〈v1, w〉+ µ〈v2, w〉 para cualesquiera v1, v2, w ∈ V , λ, µ ∈ R.
(PE2) 〈v, w〉 = 〈w, v〉 para cualesquiera v, w ∈ V .

(PE3) 〈v, v〉 ≥ 0 para cualquier v ∈ V .

(PE4) 〈v, v〉 = 0 si y sólo si v = 0V .

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.2 La función
〈v, w〉 := v1w1 + . . .+ vNwN

donde v = (v1, . . . , vN), w = (w1, . . . , wN) ∈ RN es un producto escalar en RN .

Demostración: De las propiedades de campo para R se tiene que, para cualesquiera
v1, v2, w ∈ V , λ, µ ∈ R:

〈λ v1 + µ v2, w〉 := (λ v11 + µ v21)w1 + . . .+ (λ v1N + µ v2N)wN

= (λ v11)w1 + . . .+ (λ v1N)wn + (µ v21)w1 + . . .+ (µ v2N)wN

= λ(v11w1 + . . .+ v1NwN) + µ(v21w1 + . . .+ v2NwN)

= λ〈v1, w〉+ µ〈v2, w〉 ;

〈v1, w〉 := v11w1 + . . .+ v1NwN = w1v11 + . . .+ wNv1N := 〈w, v1〉 ;

〈v1, v1〉 := v2
11 + . . .+ v2

1N ≥ 0, .

Por tanto, se cumplen (PE1), (PE2) y (PE3). La propiedad (PE4) es inmediata.

En consecuencia, 〈·, ·〉 es un producto escalar en RN .

Ejemplo 1.3 Sea (Ω,S, µ) un espacio de medida y el espacio L2(Ω). Entonces la función:

〈f, g〉L2(Ω) :=

∫
Ω

fg dµ, f, g ∈ L2(Ω)

es un producto escalar.
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Demostración: La desigualdad de Hölder-Riesz asegura que fg ∈ L1(Ω) para cualesquiera
f, g ∈ L2(Ω) por lo que la función 〈, 〉L2(Ω) está bien definida.

Dado que |f |2 ≥ 0 entonces
∫

Ω
|f |2 dµ = 〈f, f〉L2(Ω) ≥ 0 y, se tiene que

∫
Ω
|f |2 dµ = 0 si

y sólo si f = 0 en L2(Ω). Por tanto, se cumplen (PE3) y (PE4). Del mismo modo, como
fg = gf entonces 〈f, g〉L2(Ω) = 〈g, f〉L2(Ω) para cualesquiera f, g ∈ L2(Ω). Finalmente, La
propiedad (PE1) es consecuencia inmediata de la linealidad de la integral de Lebesgue.

De los ejemplos anterior obtenemos que 〈v, v〉 = ‖v‖2
V para cuando el espacio vectorial es

normado. Esto nos permite suponer que un producto escalar en algún espacio vectorial V
define una norma en él a través de la fórmula:

‖ v ‖ :=
√
〈v, v〉. (1.1)

Para demostrar esto requerimos la siguiente proposición.

Proposición 1.4 Si V es un espacio vectorial sobre R con un producto escalar definido,
entonces se cumplen las siguientes relaciones:

(a) Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

|〈v, w〉| ≤ ‖ v ‖ ‖w ‖ ∀v, w ∈ V. (1.2)

(b) Desigualdad del triángulo:

‖v + w‖ ≤ ‖ v ‖+ ‖w ‖ ∀v, w ∈ V. (1.3)

(c) Identidad del paralelogramo:

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2
(
‖ v ‖2 + ‖w ‖2

)
∀v, w ∈ V. (1.4)

Demostración: (a) Para cualesquiera v, w ∈ V , λ ∈ R, se cumple:

0 ≤ 〈λ v + w, λ v + w〉 = |λ|2‖v‖2 + 2λ 〈v, w〉+ ‖w‖2.

Si v = 0 el resultado se sigue trivialmente, así es que supondremos que v 6= 0. Definiendo
λ := − 〈v,w〉‖v‖2 obtenemos de lo anterior que:

0 ≤ |〈v, w〉|
2

‖v‖2
− 2
|〈v, w〉2|
‖v‖2

+ ‖w‖2 = ‖w‖2 − |〈v, w〉|
2

‖v‖2
.

Multiplicando la desigualdad anterior por ‖v‖2 obtenemos que:

0 ≤ ‖v‖2 ‖w‖2 − |〈v, w〉|2,
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y sacando raíz cuadrada se sigue la desigualdad deseada.

(b) De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que:

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2 〈v, w〉+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2 |〈v, w〉|+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2 ‖v‖ ‖w‖+ ‖w‖2 = (‖v‖2 + ‖w‖2),

sacando raíz cuadrada en la desigualdad anterior obtenemos el resultado.

(c) Por cálculos directos obtenemos:

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2 〈v, w〉+ ‖w‖2,

‖v − w‖2 = ‖v‖2 − 2 〈v, w〉+ ‖w‖2,

sumando amabas expresiones concluimos que:

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2‖v‖2 + 2‖w‖2 + 2 〈v, w〉 − 2 〈v, w〉 = 2
(
‖ v ‖2 + ‖w ‖2

)
,

como afirma el enunciado.

Proposición 1.5 Sea V un espacio vectorial con un producto escalar 〈·, ·〉. Entonces ‖v‖ :=√
〈v, v〉 define norma en V .

Demostración: La desigualdad del triángulo se probó en la Proposición 1.4. Luego, por
(PE4) se tiene que ‖v‖ :=

√
〈v, v〉 = 0 si y sólo si 〈v, v〉 = 0 si y sólo si v = 0. Finalmente,

para cualesquiera v ∈ V y λ ∈ R, de las propiedades (PE1) y (PE2) se sigue que:

‖λv‖ :=
√
〈λv, λv〉 =

√
λ2〈v, v〉 = |λ|

√
〈v, v〉 := |λ|‖v‖.

En consecuencia, ‖ · ‖ :=
√
〈·, ·〉 es una norma.

El siguiente resultado establece que un producto escalar es una aplicación continua.

Proposición 1.6 Si (wk) es una sucesión en V tal que wk → w en V , entonces

ĺım
k→∞
〈v, wk〉 = 〈v, w〉 ∀v ∈ V.

Demostración: De la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Proposición 1.4) se sigue que:

|〈v, wk〉 − 〈v, w〉| ≤ |〈v, wk − w〉| ≤ ‖v‖‖wk − w‖

para cualquier v ∈ V . Dado que wk → w entonces 〈v, wk〉 → 〈v, w〉 como afirma el enunciado.

Nos preguntamos ahora si un espacio normado puede inducir un producto escalar a través
de su norma. En realidad esto sólo es posible cuando la norma cumple con la identidad del
paralelogramo (ver Proposición 1.4) como lo muestra el siguiente resultado debido a P. Jordan
y John von Neumann (ver [42]).
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Teorema 1.7 (Jordan-Von Neumann) Si (V, ‖ · ‖V ) es un espacio normado tal que:

‖v + w‖2
V + ‖v − w‖2

V = 2
(
‖ v ‖2

V + ‖w ‖2
V

)
∀v, w ∈ V

entonces la función dada por:

〈v, w〉 :=
1

4

(
‖v + w‖2

V − ‖v − w‖2
V

)
(1.5)

es un producto escalar en V tal que ‖v‖2
V = 〈v, v〉 para todo v ∈ V .

Demostración: Sean v, w ∈ V . Dado que ‖v+w‖V = ‖w+v‖V y ‖v−w‖V = ‖−(w−v)‖V =
‖w − v‖V entonces:

〈v, w〉 =
1

4

(
‖v + w‖2

V − ‖v − w‖2
V

)
=

1

4

(
‖w + v‖2

V − ‖w − v‖2
V

)
= 〈w, v〉.

Notemos que 〈v, v〉 = 1
4

(‖2v‖2
V ) = ‖v‖2

V ≥ 0 para todo v ∈ V . Luego, 〈v, v〉 = 0 si y sólo
si ‖v‖2

V = 0 si y sólo si v = 0V . Esto prueba (PE2), (PE3) y (PE4).

Sean u, v, w ∈ V . Usando la identidad del paralelogramo obtenemos que:

‖(u+ w) + v‖2
V + ‖(u+ w)− v‖2

V = 2
(
‖u+ w‖2

V + ‖v‖2
V

)
(1.6)

‖(u− w) + v‖2
V + ‖(u− w)− v‖2

V = 2
(
‖u− w‖2

V + ‖v‖2
V

)
(1.7)

Restando la expresión (1.7) a (1.6) obtenemos:

‖(u+w)+v‖2
V −‖(u−w)+v‖2

V +‖(u+w)−v‖2
V −‖(u−w)−v‖2

V = 2
(
‖u+ w‖2

V − ‖u− w‖2
V

)
y, en consecuencia:

‖(u+v)+w‖2
V −‖(u+v)−w‖2

V +‖(u−v)+w‖2
V −‖(u−v)−w‖2

V = 2
(
‖u+ w‖2

V − ‖u− w‖2
V

)
.

Por tanto,
4〈u+ v, w〉+ 4〈u− v, w〉 = 8〈u,w〉

de donde se sigue que:

〈u+ v, w〉+ 〈u− v, w〉 = 2〈u,w〉 ∀u, v, w ∈ V. (1.8)

Observemos que 〈0V , w〉 = 1
4

(‖w‖2
V − ‖ − w‖2

V ) = 0 pues ‖w‖V = ‖ − w‖V para todo
w ∈ V . De este modo, en (1.8) se sigue que:

2〈u,w〉 = 〈2u,w〉+ 〈0V , w〉 = 〈2u,w〉 ∀u,w ∈ V. (1.9)
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De (1.8) y (1.9) concluimos que:

〈u+ v, w〉+ 〈u− v, w〉 = 〈2u,w〉 ∀u, v, w ∈ V. (1.10)

Sean u, v, w ∈ V . Definiendo v1 := 1
2
(u+ v) y v2 := 1

2
(u− v) se sigue de (1.10) que:

〈u+ v, w〉 = 〈2v1, w〉 = 〈v1 + v2, w〉+ 〈v1 − v2, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉. (1.11)

Sean v, w ∈ V y λ ∈ R. Es inmediato que si λ = 0, λ = 1 ó λ = −1 entonces λ〈v, w〉 =
〈λv, w〉. Así pues, consideremos los siguientes casos:

Caso 1. λ ∈ N.
Argumentando por inducción, supongamos que para j − 1 ∈ N se tiene que:

(j − 1)〈v, w〉 = 〈(j − 1)v, w〉.

En consecuencia, para j ∈ N, de (1.11) e hipótesis de inducción concluimos que:

〈jv, w〉 = 〈jv − v + v, w〉 = 〈(j − 1)v, w〉+ 〈v, w〉 = (j − 1)〈v, w〉+ 〈v, w〉 = j〈v, w〉.

Caso 2. λ ∈ Z.
Del caso anterior basta suponer que λ = −j con j ∈ N. Entonces,

−j〈v, w〉 = 〈0V , w〉 − j〈v, w〉 = 〈0V , w〉 − 〈jv, w〉 = 〈0V − jv, w〉 = 〈−jv, w〉.

Caso 3. λ ∈ Q con λ = p
q
con p, q ∈ Z y q 6= 0.

Del caso anterior se sigue que:

p〈v, w〉 = 〈p v, w〉 =

〈
pq

q
v, w

〉
= q

〈
p

q
v, w

〉
y, en consecuencia:

p

q
〈v, w〉 =

〈
p

q
v, w

〉
.

Caso 4. λ ∈ R.
Definamos ξ, ϑ : R→ R como ξ(λ) := λ〈v, w〉 y ϑ(λ) := 〈λ v, w〉. Es inmediato que ξ y ϑ

son funciones continuas para v, w ∈ V fijos.

Sea λ ∈ R y elijamos una sucesión (pk) de elementos de Q tal que pk → λ en R. Del
caso anterior concluimos que ξ(pk) = ϑ(pk) para todo k ∈ N y, usando la continuidad de las
funciones obtenemos que:

ξ(λ) = ĺım
k→∞

ξ(pk) = ĺım
k→∞

ϑ(pk) = ϑ(λ).



1.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BÁSICAS 7

Es decir, λ〈v, w〉 = 〈λv, w〉.
Esta última afirmación junto con la expresión (1.11) prueban que 〈·, ·〉 satisface la pro-

piedad (PE1) y, por tanto, que es un producto escalar en V tal que ‖v‖2
V = 〈v, v〉 para todo

v ∈ V .

Definición 1.8 Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H sobre R con un producto
escalar 〈·, ·〉 que es completo con la norma inducida (1.1), es decir, tal que toda sucesión de
Cauchy converge en H con la norma (1.1). Lo denotaremos por (H, 〈·, ·〉, ‖·‖) o simplemente
por H cuando no haga falta especificar su producto escalar.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.9 RN con el producto escalar

〈v, w〉 := v1w1 + . . .+ vNwN , v = (v1, . . . , vN), w = (w1, . . . , wN)

es un espacio de Hilbert.

Demostración: Se sigue del hecho que, si v = (v1, . . . , vN) ∈ RN entonces:

‖v‖ :=
√
〈v, v〉 =

√
(v1)2 + . . .+ (vN)2.

Es decir, la norma inducida por el producto escalar es la norma Euclidiana en RN y,
sabemos que este espacio es completo con dicho norma.

Ejemplo 1.10 Sea (Ω,S, µ) un espacio de medida. El espacio L2(Ω) con el producto escalar:

〈f, g〉L2(Ω) :=

∫
Ω

fg dµ, f, g ∈ L2(Ω),

es un espacio de Hilbert.

Demostración: La norma asociada a este producto escalar es:

‖f‖ =
√
〈f, f〉L2(Ω) =

(∫
Ω

|f |2 dµ
)1/2

= ‖f‖L2(Ω).

Es decir, la norma inducida por 〈·, ·〉L2(Ω) es la norma en L2(Ω). Del teorema de Riesz-
Fischer sabemos que (L2(Ω), ‖ · ‖L2(Ω)) es completo.

Un caso particular del ejemplo anterior lo podemos apreciar en el siguiente resultado.
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Ejemplo 1.11 El espacio `2(R) de todas las sucesiones x = (xk) de números reales tales
que la serie

∑∞
k=1 |xk|2 converge, con el producto escalar:

〈x, y〉 :=
∞∑
k=1

xk yk, x = (xk), y = (yk) ∈ `2,

es un espacio de Hilbert.

Demostración: En efecto, `2(R) es el espacio L2(Ω) con Ω = N, S = P(N) y µ = µ]

medida de conteo.

Ejemplo 1.12 (Suma directa de espacios de Hilbert) Sean (H1, 〈·, ·〉1), (H2, 〈·, ·〉2)
dos espacios de Hilbert. Entonces, la función:

〈v1 + v2, w1 + w2〉 := 〈v1, w1〉1 + 〈v2, w2〉2, v1, w1 ∈ H1, v2, w2 ∈ H2

es un producto escalar en la suma directa H1 ⊕H2 y, H1 ⊕H2 es un espacio de Hilbert.

Demostración: Sean u, v, w ∈ H1 ⊕ H2, λ, µ ∈ R. Existen únicos u1, v1, w1 ∈ H1,
u2, v2, w2 ∈ H2 tales que:

u = u1 + u2, v = v1 + v2 y w = w1 + w2.

Dado que 〈·, ·〉1, 〈·, ·〉2 son productos escalares, obtenemos:

〈λu+ µ v, w〉 := 〈λu1 + µ v1, w1〉1 + 〈λu2 + µ v2, w2〉2
= (λ〈u1, w1〉1 + µ〈v1, w1〉1) + (λ〈u2, w2〉2 + µ〈v2, w2〉2)

:= λ〈u,w〉+ µ〈v, w〉.

〈v, w〉 := 〈v1, w1〉1 + 〈v2, w2〉2
= 〈w1, v1〉1 + 〈w2, v2〉2
= 〈w, v〉

〈v, v〉 := 〈v1, v1〉1 + 〈v2, v2〉2 ≥ 0.

Ahora bien, 〈v, v〉 := 〈v1, v1〉1 + 〈v2, v2〉2 = 0 si y sólo si v1 = 01 y v2 = 02, así pues, v = 0.

En consecuencia, 〈·, ·〉 es un producto escalar en H1 ⊕H2. La norma inducida está dada
por:

‖v‖ :=
√
〈v, v〉 =

√
‖v1‖2

1 + ‖v2‖2
2.
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Sea (vk) una sucesión de Cauchy en H1 ⊕ H2 en donde vk = v1k + v2k con v1k ∈ H1,
v2k ∈ H2 para todo k ∈ N. Dada ε > 0, existe k0 ∈ N tal que

‖vj − vk‖ =
√
‖v1j − v1k‖2

1 + ‖v2j − v2k‖2
2 < ε ∀j, k ≥ k0.

De lo anterior obtenemos:

‖vij − vik‖i < ε ∀j, k ≥ k0, i = 1, 2,

lo que establece que (vik) es una sucesión de Cauchy en Hi y, por tanto, converge a vi con
i = 1, 2. Existen k1, k2 ∈ N tales que:

‖vik − vi‖i <
ε√
2

∀k ≥ ki, i = 1, 2.

Definiendo k∗ := máx{k1, k2} concluimos que:

‖vk − v‖ =
√
‖v1k − v1‖2

1 + ‖v2k − v2‖2
2 < ε ∀k ≥ k∗.

Esto prueba el resultado.

Ejemplo 1.13 El espacio C0([−1, 1],R) de las funciones continuas de [−1, 1] a R con el
producto escalar:

〈f, g〉 :=

∫ 1

−1

f(x)g(x) dx

no es un espacio de Hilbert.

Demostración: Es inmediato comprobar que 〈·, ·〉 es un producto escalar. Consideremos
la sucesión de funciones fk : [−1, 1]→ R

fk(x) :=


0 si − 1 ≤ x ≤ 0,
kt si 0 ≤ x ≤ 1

k
,

1 si 1
k
≤ x ≤ 1.

Veamos que (fk) es de Cauchy en C0([−1, 1],R) con la norma inducida por el producto
escalar pero que no converge en C0([−1, 1],R) con la misma.

Para j ≥ k se tiene que:∫ 1

−1

|fj(x)− fk(x)|2 dt =

∫ 1

0

|fj(x)− fk(x)|2 dx =

∫ 1/j

0

|(j − k)x|2 dx+

∫ 1/k

1/j

|1− kx|2 dx

=
k

3j2
− 2

3j
+

1

3k

≤ 1

k
− 1

j
.
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0 1−1

1

||

−

|
1
k

Figura 1.1: Sucesión de funciones (fk)

En consecuencia, dada ε > 0 se cumple que:

‖fj − fk‖ :=
√
〈fj − fk, fj − fk〉 < ε ∀j, k > 2

ε2
.

Por tanto, (fk) es de Cauchy.

Supongamos que fk → f en C0([−1, 1],R). Sea δ ∈ (0, 1). Si k ≥ 1
δ
entonces fk(t) = 1

para todo t ∈ [δ, 1]. Entonces:

0 ≤
∫ 1

δ

|1− f(x)|2 dx ≤
∫ 1

−1

|fk(x)− f(x)|2 dx := ‖fk − f‖2 → 0

lo que establece que: ∫ 1

δ

|1− f(x)|2 dx = 0,

y por lo tanto f(t) = 1 para todo t ∈ [δ, 1]. De manera similar obtenemos:

0 ≤
∫ −δ
−1

|f(x)|2 dx ≤
∫ 1

−1

|fk(x)− f(x)|2 dx := ‖fk − f‖2 → 0

por lo que necesariamente f(x) = 0 para todo [−1,−δ]. Dado que δ ∈ (0, 1) es arbitraria,
concluimos que:

f(x) =

{
0 si x ∈ [−1, 0),
1 si x ∈ (0, 1].

Por tanto, f no es continua en [−1, 1] y esto contradice nuestra suposición. En consecuencia,
C0([−1, 1],R) con el producto escalar definido, no es un espacio de Hilbert.

El Teorema de Henri Lebesgue asegura que C0([−1, 1],R) ⊂ L2([−1, 1]) por lo que
C0([−1, 1],R) con el producto escalar definido en el ejemplo anterior es un subespacio vec-
torial del espacio de Hilbert L2([−1, 1]). Así pues, del Ejemplo 1.13 concluimos que no todo
subespacio vectorial de un espacio de Hilbert resulta ser un espacio de Hilbert. Sin embargo,
dado que todo subespacio cerrado de un espacio normado completo es también completo
podemos establecer el siguiente resultado.
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Proposición 1.14 Sea H un espacio de Hilbert. Un subespacio vectorial V de H es un
espacio de Hilbert si y sólo si V es cerrado.

Demostración: ⇒) : Sea v ∈ V . Existe una sucesión (vk) de elementos de V tal que vk → v
en H. Es claro que (vk) es una sucesión de Cauchy en V de modo que existe ṽ ∈ V tal que
vk → ṽ en V . De la unicidad del límite concluimos que v = ṽ y, por tanto, que V es cerrado.

⇐) : Sea (vk) una sucesión de Cauchy en V . Luego, (vk) es de Cauchy en H de modo
que, existe v ∈ H tal que vk → v. Dado que V es cerrado, entonces v ∈ V . En consecuencia
V es de Banach y, por tanto, un espacio de Hilbert.

1.2. Ortogonalidad

Sea H = (H, 〈·, ·〉, ‖ · ‖) un espacio de Hilbert sobre R.

Definición 1.15 Sean v, w dos elementos de H. Diremos que v y w son ortogonales, que
denotamos por v ⊥ w, si y sólo si 〈v, w〉 = 0.

El siguiente resultado afirma que todo elemento del espacio H es ortogonal al vector cero.

Proposición 1.16 En un espacio de Hilbert H se cumple que, v = 0H si y sólo si 〈v, w〉 = 0
para todo w ∈ H.

Demostración: Supongamos que v = 0H , entonces 〈v, w〉 = 〈w−w,w〉 y, de la propiedad
(PE1), concluimos que 〈v, w〉 = 〈w,w〉 − 〈w,w〉 = 0. Inversamente, si 〈v, w〉 = 0 para todo
w ∈ H, en particular para w = v, y de la propiedad (PE4) se sigue que 〈v, v〉 = 0 si y sólo
si v = 0H . Esto concluye la demostración.

Uno de los resultados más trascendentales que asociamos a la ortogonalidad en espacios
Euclidianos es el teorema de Pitágoras, sin embargo, podemos extenderlo a espacios de
Hilbert más generales.

• •

•

0

w

v

Figura 1.2: Teorema de Pitágoras
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Teorema 1.17 (Pitágoras) Sean v, w ∈ H. Si v ⊥ w, entonces:

‖v‖2 + ‖w‖2 = ‖w − v‖2. (1.12)

Demostración: Aplicando directamente las propiedades del producto escalar obtenemos
que:

‖w − v‖2 := 〈w − v, w − v〉 = 〈v, v〉+ 〈w,w〉 − 〈w, v〉 − 〈v, w〉 = ‖v‖2 + ‖w‖2,

como afirma el enunciado.

Definición 1.18 Sea V un subconjunto no vacío de H. Definimos el espacio ortogonal a
V en H, que denotaremos por V ⊥, como el subconjunto de H dado por:

V ⊥ := {w ∈ H : 〈v, w〉 = 0 ∀v ∈ V } .

Por ejemplo, la Proposición 1.16 afirma que H⊥ = {0H}. Veamos que el conjunto orto-
gonal resulta ser un subespacio vectorial cerrado de H.

Proposición 1.19 Sea V un subespacio vectorial de H. Entonces V ⊥ es un subespacio vec-
torial cerrado de H.

Demostración: Sean v, w ∈ V ⊥ y λ, µ ∈ R, entonces 〈u, v〉 = 0 = 〈u,w〉 para todo u ∈ V .
De las propiedades (PE1) y (PE2) se sigue que:

〈u, λv + µw〉 = λ〈u, v〉+ µ〈u,w〉 = 0 ∀u ∈ V.

En consecuencia, λv + µw ∈ V ⊥. Ahora bien, como 0H ∈ V por la Proposición 1.16
concluimos que 0H ∈ V ⊥ y, por tanto, V ⊥ es un subespacio vectorial de H.

Sea (wk) una sucesión de elementos de V ⊥ tal que wk → w enH. Aplicando la continuidad
del producto escalar (ver Proposición 1.6) obtenemos que:

〈w, v〉 = ĺım
k→∞
〈wk, v〉 = 0 ∀v ∈ V,

por tanto, w ∈ V ⊥.
Así pues, V ⊥ es cerrado en H.

Veamos algunas propiedades.

Proposición 1.20 Sean V y W espacios vectoriales de H tales que V ⊂ W , entonces:

(a) W⊥ ⊂ V ⊥.
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(b) V ∩ V ⊥ = {0H}.
(c) (V )⊥ = V ⊥.

Demostración: (a) Si u ∈ W⊥ entonces 〈u,w〉 = 0 para todo w ∈ W . En particular,
〈u, v〉 = 0 para todo v ∈ V . Por tanto, u ∈ V ⊥.

(b) Dado que V y V ⊥ son subespacios vectoriales de H entonces {0H} ⊂ V ∩V ⊥. Ahora,
si v ∈ V ∩ V ⊥ entonces 〈v, u〉 = 0 para todo u ∈ V . En particular, 〈v, v〉 = 0 lo cual ocurre
si y sólo si v = 0H .

(c) Como V ⊂ V entonces por el inciso (a) tenemos que (V )⊥ ⊂ V ⊥. Ahora bien,
si u ∈ V ⊥ entonces 〈u, v〉 = 0 para todo v ∈ V . Sea w ∈ V . Existe una sucesión (vk)
de elementos de V tal que vk → w en H y, por la continuidad del producto escalar (ver
Proposición 1.6) obtenemos:

ĺım
k→∞
〈vk, u〉 = 〈w, u〉.

Dado que 〈vk, u〉 = 0 para todo k ∈ N entonces 〈w, u〉 = 0. En consecuencia, u ∈ (V )⊥.

Notemos que si V es un subespacio vectorial de H, entonces para v ∈ V , se tiene que
〈v, w〉 = 0 para todo w ∈ V ⊥. En consecuencia v ∈ (V ⊥)⊥ y, por tanto, V ⊂ (V ⊥)⊥. Resulta
natural preguntarse si V = (V ⊥)⊥ y, la respuesta no es cierta en general como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.21 Sea (Ω,S, µ) espacio de medida y SI(Ω,S) el subespacio de todas las funcio-
nes simples e integrables. Entonces, el espacio ortogonal a SI(Ω,S) en L2(Ω) es {0}.

Demostración: Dado que SI(Ω,S) es denso en L2(Ω) entonces SI(Ω,S) = L2(Ω) y, por
tanto, (SI(Ω,S))⊥ = (L2(Ω))⊥ = {0}.

Por otro lado, la Proposición 1.20 asegura que (SI(Ω,S))⊥ = (SI(Ω,S))⊥. Esto concluye
la demostración.

Los siguientes resultados establecen una condición necesaria y suficiente para que un
subespacio vectorial V de H cumpla que V = (V ⊥)⊥.

Una forma de describir al espacio ortogonal es la siguiente.

Proposición 1.22 Sea V un subespacio vectorial de H y w ∈ H. Entonces, w ∈ V ⊥ si y
sólo si ‖w‖ = ı́nf

v ∈V
‖w − v‖.

Demostración: ⇒) : Sea w ∈ V ⊥. Aplicando el Teorema de Pitágoras (ver Teorema 1.17)
obtenemos que, ‖w − v‖2 = ‖w‖2 + ‖v‖2 para cada v ∈ V y, por tanto ‖w‖ ≤ ‖w − v‖
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para cada v ∈ V . Luego, como 0 ∈ V , entonces ‖w‖ = ‖w − 0‖ ≥ ı́nf
v∈V
‖w − v‖ por lo que

necesariamente:
‖w‖ = ı́nf

v ∈V
‖w − v‖.

⇐) : Supongamos que ‖w‖ = ı́nf
v ∈V
‖w − v‖. Sea v ∈ V arbitrario. Para cada 0 < t < 1 se

tiene que:
‖w − tv‖2 = ‖w‖2 − 2t〈w, v〉+ t2‖v‖2.

Dado que tv ∈ V para cada 0 < t < 1, entonces ‖w − tv‖ ≥ ı́nf
v∈V
‖w − v‖ = ‖w‖ y, de la

identidad anterior obtenemos:

‖w‖2 ≤ ‖w − tv‖2 = ‖w‖2 − 2t〈w, v〉+ t2‖v‖2.

Por tanto,

2t〈w, v〉 ≤ t2‖v‖2, (1.13)

y tomando el límite cuando t → 0 concluimos que 〈w, v〉 ≤ 0. Si ahora consideramos a
−v ∈ V en la desigualdad (1.13) obtenemos que 0 ≤ 〈w, v〉. Así pues, 〈w, v〉 = 0 para todo
v ∈ V y, en consecuencia w ∈ V ⊥.

El siguiente resultado establece ahora que, si V es un subconjunto no vacío cerrado y
convexo entonces, para cada elemento u de H existe un único elemento v de V cuya distancia
de u es la menor de entre todos los elementos de V . Recordemos que V ⊂ H es convexo si
para cada v, w ∈ V , el segmento:

[v, w] := {t v + (1− t)w : t ∈ [0, 1]} ,

está contenido en V .

Teorema 1.23 Sea V un subconjunto no vacío cerrado y convexo de H. Entonces, para
cada u ∈ H, existe un único v ∈ V tal que:

‖u− v‖ = ı́nf
w∈V
‖u− w‖.

Demostración: Sea u ∈ H. Denotemos por

ρ := dist(u, V ) = ı́nf
w∈V
‖u− w‖.

Aplicando la identidad del paralelogramo (ver Proposición 1.4) obtenemos que:

‖w1 −w2‖2 = ‖(w1 − u)− (w2 − u)‖2 = 2‖w1 − u‖2 + 2‖w2 − u‖2 − ‖(w1 − u) + (w2 − u)‖2,
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para cualesquiera w1, w2 ∈ V . Y, además se cumple que:

‖(w1 − u) + (w2 − u)‖ = ‖w1 + w2 − 2u‖ = 2

∥∥∥∥w1 + w2

2
− u
∥∥∥∥ ≥ 2ρ,

pues 1
2
(w1 +w2) ∈ V por ser convexo. Así pues, de las dos identidades anteriores concluimos

que:
‖w1 − w2‖2 ≤ 2‖w1 − u‖2 + 2‖w2 − u‖2 − 4ρ2, (1.14)

para cualesquiera w1, w2 ∈ V . Por definición de ínfimo, consideremos una sucesión (vk) en
V tal que ĺım

k→∞
‖u− vk‖ = ρ. Entonces, dada ε > 0, existe k0 ∈ N tal que:

‖u− vk‖2 < ρ2 +
ε2

4
∀k ≥ k0.

•u

•

•
•

V
vj

vk

Figura 1.3: Conjunto convexo y cerrado

De la desigualdad (1.14) se sigue que:

‖vj − vk‖2 ≤ 2‖vj − u‖2 + 2‖u− vk‖ − 4ρ2

< 4ρ2 + ε2 − 4ρ2 = ε2 ∀j, k ≥ k0.

En consecuencia, (vk) es de Cauchy en V . Como V es un espacio de Hilbert (ver Proposición
1.14), existe v ∈ V tal que vk → v en H y, por tanto, concluimos que:

‖u− v‖ = ĺım
k→∞
‖u− vk‖ = ρ.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existe ṽ ∈ V tal que ‖u− ṽ‖ = ρ. Aplicando
la desigualdad (1.14) se sigue que:

‖v − ṽ‖2 ≤ 2‖v − u‖2 + 2‖ṽ − u‖2 − 4ρ2 = 4ρ2 − 4ρ2 = 0,

por lo que necesariamente v = ṽ. Esto concluye la demostración.

Sea u ∈ H. Observamos lo siguiente: Supongamos que v ∈ V para V cerrado y convexo
no vacío en H satisface la identidad del teorema anterior, es decir, ‖u− v‖ = ı́nfw∈V ‖u−w‖
y sea w ∈ V arbitrario. Entonces,

‖u− v‖ ≤ ‖u− [(1− t)v + t w]‖ = ‖(u− v)− t(w − v)‖
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y, por tanto:
‖u− v‖2 ≤ ‖u− v‖2 − 2t〈u− v, w − v〉+ t2‖w − v‖2,

lo que implica que 2t〈u − v, w − v〉 ≤ t2‖w − v‖2 para todo t ∈ (0, 1]. Tomando el límite
cuando t→ 0 obtenemos que:

〈u− v, w − v〉 ≤ 0 ∀w ∈ V.

Inversamente, supongamos que v satisface la identidad anterior. Así pues,

‖v − u‖2 − ‖w − u‖2 = 2〈u− v, w − v〉 − ‖v − w‖2 ≤ 0 ∀w ∈ V.

lo que implica que ‖u− v‖ = ı́nfw∈V ‖u− w‖.
En el resultado anterior, a v se le conoce como la proyección de u sobre V . Escribimos

la definición formal a continuación para cualquier subespacio vectorial V cerrado de H pues
éste resulta ser siempre convexo y no vacío. En efecto, sean v, w ∈ V arbitrarios. Entonces,
tv, (1− t)w ∈ V para todo t ∈ [0, 1] y, por tanto, tv + (1− t)w ∈ V para todo t ∈ [0, 1] por
ser subespacio vectorial de H. En consecuencia, [u, v] ⊂ V .

Definición 1.24 Sea V un subespacio vectorial cerrado de H. La proyección ortogonal
de H sobre V es la función pV : H → V que a cada elemento u ∈ H le asocia el único
elemento pV (u) ∈ V tal que:

‖u− pV (u)‖ = ı́nf
w∈V
‖u− w‖.

Teorema 1.25 Si V es un subespacio vectorial cerrado de H y u ∈ H, entonces la proyección
ortogonal de u sobre V es el único v ∈ V tal que u− v ∈ V ⊥.

Demostración: Sea pV (u) la proyección ortogonal u sobre V . Si v ∈ V , entonces u−v ∈ V ⊥
si y sólo si ‖u− v‖ = ı́nf

w∈V
‖u− v−w‖ = ı́nf

z∈V
‖u− z‖ (ver Proposición 1.22). El Teorema 1.23

segura que pV (u) ∈ V y, por definición u− pV (u) ∈ V ⊥.
Sea v ∈ V tal que u− v ∈ V ⊥. Probaremos que ‖u− v‖ = ı́nf

w∈V
‖u− w‖ lo que implicará

que v = pV (u). Es claro que ı́nf
w∈V
‖u− w‖ ≤ ‖u− v‖ pues v ∈ V .

Sea w ∈ V . Dado que (u− v) ∈ V ⊥ y (v − w) ∈ V , del teorema de Pitágoras obtenemos
que:

‖u− w‖2 = ‖(u− v) + (v − w)‖2 = ‖u− v‖2 + ‖v − w‖2 ≥ ‖u− v‖2

y, en consecuencia:
‖u− w‖ ≥ ‖u− v‖.

Por tanto, ‖u− v‖ ≤ ı́nf
w∈V
‖u− w‖ y esto concluye la demostración.

Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.26 Sea (Ω,S, µ) un espacio de medida finita y h : Ω → [0,∞) una función
medible tal que h ∈ L∞(Ω). Definamos el conjunto:

K := {u ∈ L2(Ω) : |u(x)| ≤ h(x) p.c.t. x ∈ Ω}.

Entonces K es un conjunto cerrado no vacío y convexo de L2(Ω).

Demostración: Dado que 0(x) ≤ h(x) para todo x ∈ Ω y claramente 0 ∈ L2(Ω) entonces
0 ∈ K y así probamos que es no vacío. Sean u, v ∈ K y denotemos por [u, v] al segmento:

[u, v] = {αu+ (1− α)v : α ∈ [0, 1]}.

Sea w ∈ [u, v] entonces w = α0u+ (1− α0)v para algún α0 ∈ [0, 1]. Por tanto,

|w(x)| = |α0u(x) + (1− α0)v(x)| ≤ α0|u(x)|+ (1− α0)|v(x)|
≤ α0h(x) + (1− α0)h(x) = h(x) p.c.t. x ∈ Ω

y, en consecuencia K ⊂ L2(Ω) es convexo. Sea u ∈ K. Existe una sucesión (uk) en K tal
que uk → u en L2(Ω). Dado que |uk(x)| ≤ h(x) p.c.t. x ∈ Ω y para todo k ∈ N entonces
|u(x)| ≤ h(x) p.c.t. x ∈ Ω. Por tanto, u ∈ K y esto prueba que K es cerrado en L2(Ω).

Definamos pK : L2(Ω)→ K como sigue:

pK(u) :=

{
u si |u| ≤ h,
uh
|u| si |u| > h.

−

−

h(x)

−h(x)

−

−

h(x)

−h(x)

pK

Figura 1.4: Proyección de L2(Ω) en K

Caso 1. Si u ∈ L2(Ω) es tal que |u(x)| ≤ h(x) p.c.t x ∈ Ω es claro que pK(u) ∈ K y
que:

‖u− pK(u)‖2 ≤ ‖u− v‖2 ∀v ∈ K.

Caso 2. Si u ∈ L2(Ω) es tal que |u(x)| > h(x) p.c.t x ∈ Ω entonces:

|pK(u)| = |u(x)||h(x)|
|u(x)|

= h(x) ≤ h(x)
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lo que establece que pK(u) ∈ K. Sea v ∈ K entonces |v(x)| ≤ h(x) p.c.t. x ∈ Ω. Es suficiente
demostrar que:

|u(x)− pK(u(x))| ≤ |u(x)− v(x)| p.c.t. x ∈ Ω.

Entonces:

|u(x)− pK(u(x))| =
∣∣∣∣u(x)− u(x)h(x)

|u(x)|

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣u(x)|u(x)| − u(x)h(x)

|u(x)|

∣∣∣∣
= |u(x)| − h(x) ≤ |u(x)| − |v(x)| ≤ |u(x)− v(x)| p.c.t. x ∈ Ω.

Así pues, pK cumple con ser la proyección.

Ejemplo 1.27 Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y G ⊂ F una sub σ-álgebra. Sea
X : Ω→ R una variable aleatoria tal que ‖X‖L2(Ω) <∞. La variable aleatoria ξ : Ω→ R es
llamada esperanza condicional de X con respecto de la σ-álgebra G si y sólo si:

(i) ξ es G-medible.
(ii) Para cada A ∈ G, ∫

A

ξ dP =

∫
A

X dP.

Demostraremos que la esperanza condicional siempre existe y es única en el espacio de Hilbert
L2(Ω,F , P ) (ver Ejemplo 1.10).

Demostración: El producto escalar definido en el Ejemplo 1.10, para cuando tenemos un
espacio de probabilidad, resulta ser la esperanza del producto de dos variables aleatorias. Es
decir:

〈X, Y 〉L2(Ω) =

∫
Ω

XY dP = E(XY ) X, Y ∈ L2(Ω,F , P ).

El conjunto de las variables aleatorias G-medibles con valores reales tales que E(X2) <∞
es el subespacio vectorial L2(Ω,G, P ) de L2(Ω,F , P ).

Como la demostración es larga, la subdividimos en dos pasos

Paso 1: Sea (Xk) una sucesión en L2(Ω,G, P ) tal que Xk → X en L2(Ω,F , P ). Existe
(Xkj) una subsucesión de (Xk) y N ∈ G con P (N) = 0 tal que Xkj(ω) → X(ω) para todo
ω ∈ ΩrN .

Definiendo X̃j := Xkj · 1ΩrN y X̃(ω) = ĺımk→∞ X̃j(ω) para todo ω ∈ Ω, es claro que X̃ es
una función G-medible y X = X̃ c.d. En consecuencia, X ∈ L2(Ω,G, P ) lo que prueba que
L2(Ω,G, P ) es un subespacio vectorial cerrado de L2(Ω,F , P ).

Paso 2: Como L2(Ω,G, P ) es un subespacio vectorial cerrado de L2(Ω,F , P ), el Teorema
1.23 asegura que existe una única ξ ∈ L2(Ω,G, P ) tal que:

‖X − ξ‖L2(Ω) = ı́nf
{
‖X − Y ‖L2(Ω) : Y ∈ L2(Ω,F , P )

}
.
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Por el Teorema 1.25, ξ es la proyección ortogonal de L2(Ω,F , P ) sobre L2(Ω,G, P ) y, es
la única variable aleatoria tal que E(X − ξ, Y ) = 0 para toda Y ∈ L2(Ω,G, P ). Además, ξ
claramente es G-medible.

Sea A ∈ G, entonces∫
A

X dP −
∫
A

ξ dP =

∫
Ω

(X − ξ) · 1A dP = E(X − ξ, 1A) = 0,

pues
∫
|1A|2 dP = P (A) ≤ 1. En consecuencia, ξ es la esperanza condicional de X con

respecto de la σ-álgebra G.
El Ejemplo 1.21 muestra que la suma directa de V y V ⊥ en general no es todo H.

Lo anterior ocurre cuando el subespacio V es cerrado. Es decir, si V es cerrado entonces
V ⊕ V ⊥ = H y en este caso al espacio V ⊥ lo llamamos el complemento ortogonal de V
en H. Probamos a continuación tales afirmaciones.

Antes damos las siguientes definiciones: Si V y W son espacios de Banach, con normas
‖ · ‖V y ‖ · ‖W respectivamente, el espacio

Lc(V,W ) := {T : V → W : T es lineal y continua}

con la norma:

‖T‖Lc(V,W ) := sup
v∈V r{0V }

‖T (v)‖W
‖v‖V

:= sup
‖v‖V ≤1

‖T (v)‖W := sup
‖v‖V =1

‖T (v)‖W

resulta ser un espacio de Banach. De hecho, ‖T‖Lc(V,W ) es el mínimo valor c ∈ R que satisface
que ‖T (v)‖W ≤ c ‖v‖V para todo v ∈ V . Si W = R escribimos

V ∗ := Lc(V,R)

y lo llamamos el dual (topológico) de V .

Además, una función ι : V → W es una isometría si:

‖ι(u)− ι(v)‖W = ‖u− v‖V ∀u, v ∈ V.

En el caso en que ι sea lineal y biyectiva diremos que es un isomorfismo isométrico.

Teorema 1.28 (Complemento ortogonal) Sea V un subespacio vectorial cerrado de H.
Entonces:

(a) La proyección ortogonal pV : H → V es la única función lineal de H en V que cumple:

(a.1) pV ◦ pV = pV .
(a.2) ker pV = V ⊥.
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(b) pV es continua y ‖pV ‖Lc(H,V ) ≤ 1.
(c) La función ι : V ⊕ V ⊥ → H dada por ι(w) := u + v es un isomorfismo lineal y una

isometría.

Demostración: (a) Sean u, ũ ∈ H y λ, µ ∈ R. Entonces pV (u), pV (ũ) ∈ V y se sigue
entonces que λpV (u) + µpV (ũ) ∈ V . Notemos que:

(λu+ µũ)− (λpV (u) + µpV (ũ)) = λ(u− pV (u)) + µ(ũ− pV (ũ)) ∈ V ⊥.

Por tanto, de la unicidad de la proyección ortogonal (ver Teorema 1.25) se sigue que
pV (λu+ µũ) = λpV (u) + µpV (ũ).

(a.1) Dado que para todo v ∈ V , v − v = 0H ∈ V ⊥ entonces v = pV (v) por el Teorema
1.25. En consecuencia, pV (pV (u)) = pV (u) para todo u ∈ H.

(a.2) Si v ∈ kerpV entonces pV (v) = 0H . El Teorema 1.25 asegura entonces que v−pV (v) =
v ∈ V ⊥. Inversamente, si v ∈ V ⊥ entonces 〈v, u〉 = 0 para todo u ∈ V . Nuevamente, por el
Teorema 1.25 se sigue que v − pV (v) ∈ V ⊥ por lo que 〈v − pV (v), u〉 = 0 para todo u ∈ V .
Por tanto,

〈pV (v), u〉 = 〈pV (v)− v, u〉+ 〈v, u〉 = 0 ∀u ∈ V
lo que establece que pV (v) ∈ V ∩ V ⊥. La Proposición 1.20 asegura que pV (v) = 0H .

Si T : H → V es una función lineal que satisface (a.1) entonces, para todo u ∈ H, se
cumple que T (u − T (u)) = 0H . Si además T satisface (a.2) entonces u − T (u) ∈ V ⊥ y el
Teorema 1.25 asegura que T (u) = pV (u) lo que demuestra la unicidad.

(b) Como u = pV (u) + (u− pV (u)) y 〈pV (u), u− pV (u)〉 = 0 para todo u ∈ H. Aplicando
el Teorema 1.17 obtenemos:

‖u‖2 = ‖pV (u)‖2 + ‖u− pV (u)‖2 ∀u ∈ H. (1.15)

Por tanto, ‖pV (u)‖ ≤ ‖u‖ para todo u ∈ H y esto implica que pV es continua. Además,
obtenemos que:

‖pV ‖Lc(H,V ) := sup
u∈Hr{0H}

‖pV (u)‖
|u‖

≤ 1.

(c) La función ι : V ⊕ V ⊥ → H dada por ι(w) := u+ v es claramente lineal y la función
j : H → V ⊕V ⊥ dada por j(u) := (pV (u)) + (u−pV (u)) es su inverso. En efecto, el Teorema
1.25 asegura que j está bien definida. Ahora, si w ∈ V ⊕ V ⊥ entonces existe únicos u ∈ V y
v ∈ V ⊥ tales que w = u+ v y, por tanto,

(j ◦ ι)(w) = j(ι(w)) = j(u+ v) = (pV (u+ v)) + ((u+ v)− pV (u+ v)) = u+ v = w.

Por otro lado, si u ∈ H el Teorema 1.25 asegura que pV (u) ∈ V y u− pV (u) ∈ V ⊥. Dado
que u = pV (u) + (u− pV (u)) y pV (u) es único, entonces u ∈ V ⊕ V ⊥. En consecuencia,

(ι ◦ j)(u) = ι(j(u)) = pV (u) + (u− pV (u)) = u.
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Por otro lado, sea w := u+ v ∈ V ⊕ V ⊥ entonces por el Teorema 1.17 y el Ejemplo 1.12
obtenemos:

‖ι(w)‖2 = ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 = ‖w‖V⊕V ⊥ .

En consecuencia, ι : V ⊕ V ⊥ → H es un isomorfismo isométrico.

Corolario 1.29 Si V un subespacio vectorial cerrado de H, entonces:

(a) pV (u) + pV ⊥(u) = u para todo u ∈ H.
(b) V = (V ⊥)⊥.

Demostración: (a) Sea u ∈ H. El Teorema 1.28 asegura que u = pV (u) + (u − pV (u)).
Luego, como pV (u) = u−(u−pV (u)) y V ⊂ (V ⊥)⊥ entonces pV (u) = u−(u−pV (u)) ∈ (V ⊥)⊥.
Por el Teorema 1.25 concluimos que u−pV (u) = pV ⊥(u). En consecuencia, u = pV (u) + (u−
pV (u)) = pV (u) + pV ⊥(u) como afirma el enunciado.

(b) Sea v ∈ (V ⊥)⊥. El Teorema 1.28 implica que v = pV ⊥(v) + (v − pV ⊥(v)). Del inciso
(a.2) del Teorema 1.28 se tiene que pV ⊥(v) = 0H . Del inciso anterior concluimos que v =
v − pV ⊥(v) = pV (v) y esto prueba que v ∈ V .

Notemos que, de manera general, para cualquier subespacio vectorial V de H se tiene que
V = (V ⊥)⊥ y si V es denso en H entonces V ⊥ = {0H}.

Recordemos que para U subconjunto de V con V espacio vectorial sobre R, denotamos
por lin(U) al subespacio vectorial de V dado por:

lin(U) :=

{
m∑
j=1

αj vj : αj ∈ R, vj ∈ U, m ∈ N

}
.

Es decir, el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de U . No-
temos que lin(U) es el subespacio vectorial más pequeño que contiene a U . En este trabajo
convenimos que lin(∅) := {0V }.

Corolario 1.30 Para X cualquier subconjunto no vacío de H se tiene que:

(X⊥)⊥ = lin(X).

Demostración: Dado que X ⊂ lin(X) entonces (lin(X))⊥ ⊂ X⊥. Si v ∈ X⊥ entonces
〈v, x〉 = 0 para todo x ∈ X. Sea u :=

∑m
i=1 αixi con αi ∈ R y xi ∈ X para todo i = 1, . . . ,m

y m ∈ N. En consecuencia,

〈x, u〉 =

〈
x,

m∑
i=1

αixi

〉
=

m∑
i=1

αi〈v, xi〉 = 0,
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es decir, v ∈ (lin(X))⊥. Por tanto, X⊥ = (lin(X))⊥ = (lin(X))⊥.

Así pues, como lin(X) es un subespacio vectorial cerrado de H entonces (ver Corolario
1.29):

(X⊥)⊥ = ((lin(X))⊥)⊥ = lin(X)

como afirma el enunciado.

1.3. El teorema de representación de Fréchet-Riesz

Sea H = (H, 〈·, ·〉, ‖ · ‖) un espacio de Hilbert sobre R. En esta sección describiremos al
espacio dual del espacio de Hilbert H.

Proposición 1.31 Para cada w ∈ H la función Tw : H → R dada por:

Tw(u) := 〈w, u〉, (1.16)

es lineal, continua y cumple que

‖Tw‖H∗ = ‖w‖. (1.17)

Demostración: Sea w ∈ H. Es inmediato de las propiedades (PE1) y (PE2) de la Defini-
ción 1.1 que Tw es lineal. Por otro lado, la Proposición 1.6 asegura que Tw es lineal. Si w = 0H
entonces la igualdad (1.17) se satisface trivialmente. Supongamos que w 6= 0H . Usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que:

‖w‖ =
‖w‖2

‖w‖
=
|Tw(w)|
‖w‖

≤ sup
u∈Hr{0H}

|Tw(u)|
‖u‖

≤ sup
u∈Hr{0H}

‖w‖‖u‖
‖u‖

= ‖w‖

por lo que ‖w‖ = ‖Tw‖H∗ . Esto concluye la prueba.

Antes de probar el teorema de representación de Fréchet-Riesz que nos brinda una des-
cripción precisa del espacio dual de un espacio de Hilbert H requerimos el siguiente lema.

Lema 1.32 Sea H un espacio de Hilbert y T : H → R lineal no constante igual a cero.
Entonces son equivalentes:

(i) T es continua.
(ii) kerT := {u ∈ H : T (u) = 0} es un subespacio vectorial cerrado en H.

Demostración: (i) ⇒ (ii) : Sea v ∈ kerT . Existe una sucesión (vk) tal que vk ∈ kerT
para todo k ∈ N y vk → v en H. Usando la continuidad de T T (vk) → T (v) en R donde
T (vk) = 0 para todo k ∈ N. Por tanto, v ∈ kerT y esto prueba que kerT es cerrado.
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(ii) ⇒ (i) : Supongamos que T no es continua. Existe vk ∈ SH(0H , 1) := {u ∈ H :
‖u‖ = 1} tal que |T (vk)| > k para cada k ∈ N. Sea u ∈ H tal que T (u) 6= 0 y definamos
uk := u − vk

T (vk)
T (u) ∈ H para cada k ∈ N. Es claro que T (uk) = 0 para todo k ∈ N por lo

que (uk) es una sucesión de elementos de kerT y uk → u pues:

ĺım
k→∞
‖uk − u‖ = ĺım

k→∞

∥∥∥∥− vk
T (vk)

T (u)

∥∥∥∥ = ĺım
k→∞
|T (u)| ‖vk‖

|T (vk)|
≤ ĺım

k→∞

|T (u)|
k

= 0.

Por tanto, u ∈ kerT pero T (u) 6= 0 lo que demuestra que kerT no es cerrado.

Notemos que en el lema anterior no usamos alguna característica propia del espacio de
Hilbert mas que las propiedades de la norma. Por tanto, si en la hipótesis sustituimos al
espacio de Hilbert H por cualquier espacio vectorial normado, la demostración es la misma.
Además, si T : H → R es la función constante con valor 0 para toda u ∈ H se sigue
trivialmente que es lineal, continua y kerT = H.

Teorema 1.33 (de representación de Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de Hilbert y
T : H → R una función lineal continua. Entonces existe un único w ∈ H tal que:

T (u) = 〈w, u〉 := Tw(u) ∀u ∈ H. (1.18)

Más aún, la función ι : H → H∗ dada por ι(w) := Tw es un isomorfismo lineal y una
isometría.

Demostración: Sea T ∈ H∗ y denotemos por V := kerT . Dado que T es lineal y continua,
el Lema 1.32 asegura que V es un subespacio vectorial cerrado de H. Notemos que si V = H
entonces T = 0 y w = 0H por lo que (1.18) se satisface trivialmente. Así pues, supongamos
que V 6= H. El Teorema 1.28 asegura que V ⊥ 6= {0}. Escojamos w0 ∈ V ⊥ tal que ‖w0‖ = 1.
Entonces T (w0) 6= 0 y definamos w := (T (w0))w0 ∈ H. En consecuencia,

T

(
u− T (u)

T (w0)
w0

)
= T (u)− T (u)

T (w0)
T (w0) = 0 ∀u ∈ H.

Por tanto, u− T (u)
T (w0)

w0 ∈ V y se sigue que:

〈w, u〉 =

〈
w, u− T (u)

T (w0)
w0 +

T (u)

T (w0)
w0

〉
=

〈
w, u− T (u)

T (w0)
w0

〉
+

T (u)

T (w0)
〈w,w0〉

=
T (u)T (w0)

T (w0)
〈w0, w0〉 = T (u) para todo u ∈ H.

Supongamos que existe w̃ ∈ H tal que cumple (1.18). Entonces 〈w− w̃, u〉 = 0 para todo
u ∈ H y, en particular, para u = w− w̃. Por tanto, ‖w− w̃‖2 = 0 lo que implica que w = w̃.
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Por otro lado,

ι(λw1 + µw2)(u) = 〈λw1 + µw2, u〉 = λ〈w1, u〉+ µ〈w2, u〉 = (λ ι(w1) + µ ι(w2))(u)

para todo u ∈ H. Por tanto, ι es lineal y es biyectiva por la discusión de la primera parte
de este teorema. La Proposición 1.31 asegura que ι es una isometría.

El teorema de representación de Fréchet-Riesz afirma que el espacio dual de un espacio
de Hilbert se identifica con él mismo. Notemos que, dado un espacio de medida (Ω,S, µ) y el
espacio de Hilbert H = L2(Ω), el teorema anterior resulta ser el teorema de representación
de Riesz (ver [13]).

Sea V un espacio de Banach con norma ‖·‖V . Al espacio Lc(V ∗,R) lo llamamos el espacio
bidual (topológico) de V y resulta ser un espacio de Banach. Decimos que V es reflexivo
si y sólo si para toda f ∈ V ∗∗ existe v ∈ V tal que f(T ) = T (v) para toda T ∈ V ∗. De
manera intuitiva, V es reflexivo si se puede identificar bajo un isomorfismo isométrico con
su espacio bidual.

Una consecuencia intuitiva del teorema de Fréchet-Riesz es que todo espacio de Hilbert
H es reflexivo. En efecto, sea f ∈ H∗∗. El Teorema 1.33 asegura que la función ι : H → H∗

es un isomorfismo lineal isométrico. Así, la función f ◦ ι : H → R es lineal y continua pues
|f(ι(w))| ≤ ‖f‖H∗∗‖w‖ para todo w ∈ H. El teorema de representación de Fréchet-Riesz
asegura que existe v ∈ H tal que f(ι(u)) = 〈v, u〉 para todo u ∈ H. Sea T ∈ H∗, nuevamente
el teorema de representación de Fréchet-Riesz implica que existe un único w ∈ H tal que
T (u) = 〈w, u〉 = Tw(u) = ι(w). Por tanto, T (v) = 〈v, w〉 = Tw(v) = f(T ).

A continuación damos una demostración alterna al hecho de que todo espacio de Hilbert
es reflexivo.

Teorema 1.34 Sea H un espacio de Hilbert. Entonces H es uniformemente convexo.

Demostración: Sean ε > 0 y u, v ∈ H tales que ‖u‖, ‖v‖ ≤ 1 y ‖u− v‖ > ε. Aplicando la
identidad del paralelogramo (ver Teorema 1.4) obtenemos que:∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥u− v2

∥∥∥∥2

=
1

2

(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
≤ 1.

Por tanto, ∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥2

≤ 1−
∥∥∥∥u− v2

∥∥∥∥2

< 1− ε2

4

y definiendo δ := 1− (1− ε2

4
)1/2 > 0 se sigue el resultado.

Corolario 1.35 Sea H un espacio de Hilbert. Entonces H es reflexivo.

Demostración: Es consecuencia del Teorema de Milman-Pettis (ver [13]) y del Teorema
1.34.
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1.4. Bases de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar 〈·, ·〉.

Definición 1.36 Un subconjunto O de un espacio de Hilbert H se llama un conjunto
ortogonal si

〈u, v〉 = 0 ∀u, v ∈ O, u 6= v.

Si además ‖u‖ = 1 para todo u ∈ O, se dice que O es un conjunto ortonormal.

Lema 1.37 Si O es un conjunto ortonormal de H entonces O es linealmente independiente.

Demostración: Sean k ∈ N, e1, . . . , ek ∈ O con ei 6= ej para toda i 6= j y α1, . . . αk ∈ R
tales que:

0H =
k∑
j=1

αj ej.

La Proposición 1.16 asegura que 〈0H , ei〉 = 0 para toda i = 1, . . . , k. Por tanto,

0 = 〈0H , ei〉 =

〈
k∑
j=1

αjej ei,

〉
=

k∑
j=1

αj〈ej, ei〉 = αi para toda i = 1, . . . , k.

En consecuencia, O es linealmente independiente.

Una forma más completa de expresar el lema anterior es la siguiente.

Lema 1.38 Sea I conjunto no vacío y O = {ei : i ∈ I} un subconjunto ortonormal de H.
Si J ⊂ I es finito y u =

∑
j∈J αj ej con αj ∈ R para toda j ∈ J entonces 〈u, ej〉 = αj para

toda j ∈ J y 〈u, ej〉 = 0 para toda j ∈ I r J . Más aún,

‖u‖2 =
∑
j∈J

|αj|2.

Demostración: Notemos que 〈u, ei〉 =
〈∑

j∈J αjej, ei

〉
=
∑

j∈J αj〈ej, ei〉 = αi para toda
i ∈ J . Por otro lado, si i ∈ I r J entonces i 6= j para toda j ∈ J de modo que 〈ei, ej〉 = 0
para toda j ∈ J . En consecuencia, 〈u, ei〉 = 0.

Finalmente,

‖u‖2 = 〈u, u〉 =

〈∑
j∈J

αjej,
∑
i∈J

αiei

〉
=
∑
j∈J

αj

(∑
i∈J

αi 〈ej, ei〉

)
=
∑
j∈J

|αj|2

como afirma el enunciado.
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Proposición 1.39 Sea m ∈ N arbitrario pero fijo, O = {ei : 1 ≤ i ≤ m} un subconjunto
ortonormal de H y u ∈ H. Entonces el subespacio vectorial generado por O, lin(O), es
cerrado en H y

plin(O)
(u) =

m∑
i=1

〈u, ei〉 ei.

Demostración: Sea v ∈ lin(O). Existe una sucesión (vk) tal que vk ∈ lin(O) para todo
k ∈ N y vk → v en H. Así pues, para cada k ∈ N, existen αk1, . . . , α

k
m reales tales que

vk =
∑m

i=1 α
k
i ei. Como vk → v entonces (vk) es de Cauchy en H. Dado que para cada

j, k ∈ N se tiene que vj − vk =
∑m

i=1(αji − αki ) ei, aplicando el Lema 1.48 obtenemos:

|αji − αki |2 ≤
m∑
i=1

|αji − αki |2 = ‖vj − vk‖2 para todo i = 1, . . . ,m.

En consecuencia, (αki ) es una sucesión de Cauchy en R y, por tanto, converge para todo
i = 1, . . . ,m . Sea αi := ĺımk→∞ α

k
i para todo i = 1, . . . ,m y definamos ṽ =

∑m
i=1 αi ei ∈

lin(O). Entonces,

ĺım
k→∞
‖vk − ṽ‖ ≤ ĺım

k→∞

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

(αki − αi) ei

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
i=1

ĺım
k→∞
|αki − αi|‖ei‖ = 0

por lo que necesariamente ṽ = v y esto prueba que lin(O) es cerrado en H.

Sea v :=
∑m

i=1〈u, ei〉 ei ∈ lin(O). Entonces, para todo j = 1, . . . ,m se tiene que:

〈u− v, ej〉 = 〈u, ej〉 −

〈
m∑
i=1

〈u, ei〉 ei, ej

〉
= 〈u, ej〉 −

m∑
i=1

〈u, ei〉〈ei, ej〉 = 〈u, ej〉 − 〈u, ej〉 = 0

es decir, u− v ∈ (lin(O))⊥. El Teorema 1.25 asegura que v = plin(O)
(u).

Corolario 1.40 Sea m ∈ N arbitrario pero fijo, O = {ei : 1 ≤ i ≤ m} un subconjunto
ortonormal de H y u ∈ H. Si v :=

∑m
i=1〈u, ei〉 ei entonces:

‖u‖2 = ‖u− v‖2 +
m∑
i=1

|〈u, ei〉|2. (1.19)

En particular, se cumple la desigualdad de Bessel:

‖u‖2 ≥
m∑
i=1

|〈u, ei〉|2. (1.20)
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Demostración: Sea V := lin(O). Por la Proposición 1.39 se tiene que v = pV (u) y, en
consecuencia u − v ∈ V ⊥. Es decir, u − v ⊥ v y aplicando el Teorema de Pitágoras (ver
Teorema 1.17) junto con el Lema 1.38 obtenemos que:

‖u‖2 = ‖u− v‖2 + ‖v‖2 = ‖u− v‖2 +
m∑
i=1

|〈u, ei〉|2

como afirma el enunciado.

Teorema 1.41 Sea X = {vk : k ∈ N} un subconjunto ortogonal de H. Entonces, la serie∑∞
k=1 vk converge en H si y sólo si

∑∞
k=1 ‖vk‖2 converge en R, en cuyo caso se tiene que:∥∥∥∥∥

n∑
k=1

uk

∥∥∥∥∥
2

=
n∑
k=1

‖uk‖2. (1.21)

Demostración: Sea wn :=
∑n

k=1 vk la sucesión de sumas parciales en H. Notemos que,
para m > n se tiene que:

‖wm − wn‖2 = 〈wm − wn, wm − wn〉 =

〈
m∑

k=n+1

vk,
m∑

k=n+1

vk

〉
=

m∑
k=n+1

‖vk‖2.

Sea ε > 0. Si la sucesión (un) de sumas parciales un :=
∑n

k=1 ‖vk‖2 converge en R entonces
es de Cauchy en R. Existe k0 ∈ N tal que:

|un − uk0| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

‖vk‖2 −
k0∑
k=1

‖vk‖2

∣∣∣∣∣ =
n∑

k=k0+1

‖vk‖2 < ε2, ∀, u > k0.

En consecuencia,

‖wn − wk0‖2 =
n∑

k=k0+1

‖vk‖2 < ε2, ∀n > k0.

Esto prueba que la sucesión (wn) es de Cauchy en H y, por tanto, converge en H.

Inversamente, si (wn) converge en H entonces es de Cauchy en H. Dada ε > 0 existe
k0 ∈ N tal que:

‖wn − wk0‖ <
√
ε, ∀n > k0.

Por tanto,

|un − uk0| =
n∑

k=k0+1

‖vk‖2 = ‖wn − wk0‖2 < ε ∀n > k0.



28 1. ESPACIOS DE HILBERT

Es decir, (un) es de Cauchy en R y esto implica que (un) converge en R.
Finalmente, usando la continuidad de la norma y las propiedades del producto escalar

obtenemos:∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

vk

∥∥∥∥∥
2

= ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

vk

∥∥∥∥∥
2

= ĺım
n→∞

〈
n∑
k=1

vk,
n∑
k=1

vk

〉
= ĺım

n→∞

n∑
k=1

‖vk‖2 =
∞∑
k=1

‖vk‖2

como afirma el enunciado.

Teorema 1.42 Sea O = {ek : k ∈ N} un subconjunto ortonormal de H. Entonces,

u =
∞∑
k=1

〈u, ek〉 ek ∀u ∈ lin(O).

Demostración: Sea u ∈ lin(O). Para cada k ∈ N definamos αk := 〈u, ek〉 y sea v =∑∞
k=1 αk ek. Por la desigualdad de Bessel (ver Corolario 1.40) se tiene que:

ĺım
n→∞

n∑
k=1

‖αk ek‖2 = ĺım
n→∞

n∑
k=1

|〈u, ek〉| ≤ ĺım
n→∞

‖u‖2.

Es decir, la serie
∑∞

k=1 ‖αk ek‖2 converge en R y, el Teorema 1.41 asegura que la serie∑∞
k=1 αk ek converge en H. Por tanto, v ∈ lin(O) (ver Proposición 1.39). En consecuencia,

usando la continuidad del producto escalar obtenemos:

〈v, ej〉 = ĺım
n→∞

〈
n∑
k=1

αk ek, ej

〉
= 〈u, ej〉

por lo que v−u ⊥ ej para todo j ∈ N y, por tanto, v−u ∈ (lin(O))⊥. Dado que v−u ∈ lin(O)
concluimos que v − u = 0H y esto prueba el resultado.

Definición 1.43 Un subconjunto B de H se llama una base de Hilbert si es ortonormal
y lin(B) es denso en H, es decir, H = lin(B).

En general, el conjunto lin(B) puede no coincidir con el espacio de Hilbert H como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.44 Sea ēk := (ek,j) la sucesión cuyos términos son ek,k = 1 y ek,j = 0 si k 6= j.
Entonces B := {ēk : k ∈ N} es una base de Hilbert de `2(R) (ver Ejemplo 1.11).
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Demostración: Es claro que B es un subconjunto ortonormal de `2(R). Dado que los
elementos de lin(B) son combinaciones lineales finitas de B entonces

lin(B) = {(xk) ∈ `2(R) : existe k0 ∈ N tal que xk = 0 ∀k ≥ k0} .

En consecuencia lin(B) 6= `2(R). Finalmente, sea x̄ = (xj) ∈ `2(R). Si denotamos por x̄k
a la sucesión cuyos términos son x̄k,j := xj si j ≤ k y x̄k,j := 0 si j > k entonces x̄k ∈ lin(B)
para todo k ∈ N y x̄k → x̄ en `2(R).

A continuación demostraremos que para todo espacio de Hilbert separable existe una base
de Hilbert. Antes, requerimos el siguiente lema.

Lema 1.45 (Ortonormalización de Gram-Schmidt) Sea X = {vk : k ∈ N} un sub-
conjunto linealmente independiente de H, es decir, para todo m ∈ N y para α1, . . . , αm ∈ R
se cumple que:

α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvm = 0H ⇐⇒ α1 = α2 = · · · = αm = 0.

Entonces existe un subconjunto ortonormal O de H tal que lin(O) = lin(X ).

Demostración: Fijemos k ∈ N y sea Xk := {v1, . . . , vk} subconjunto linealmente indepen-
diente de H. Procedamos por inducción sobre k.

Paso Base: Si k = 1 entonces X1 = {v1} con v1 6= 0H . Definiendo e1 := v1
‖v‖1 es claro que

O1 := {e1} es ortonormal y lin(O1) = lin(X1).

Paso Inductivo: Supongamos que para Xk−1 = {v1, . . . , vk−1} existe Ok−1 =
{e1, . . . , ek−1} subconjunto ortonormal de H tal que lin(Ok−1) = lin(Xk−1). Sea Xk =
{vk} ∪ Xk−1 linealmente independiente.

Definamos wk := vk −
∑k−1

i=1 〈vk, ej〉ej. Dado que Xk es linealmente idependiente entonces
wk 6= 0H . Así pues, definiendo ek := wk

‖wk‖
es claro que ‖ek‖ = 1 y para j 6= k con j =

1, . . . , k − 1 se tiene que:

〈ek, ej〉 =
1

‖wk‖
〈wk, ej〉 =

1

‖wk‖

〈
vk −

k−1∑
i=1

〈vi, ei〉ei, ej

〉

=
1

‖wk‖

[
〈vk, ej〉 −

k−1∑
i=1

〈vk, ei〉 〈ei, ej〉

]
=

1

‖wk‖
[〈vk, ej〉 − 〈vk, ej〉 〈ej, ej〉] =

1

‖wk‖
[〈vk, ej〉 − 〈vk, ej〉] = 0.

Por tanto, Ok = {e1, . . . , ek−1, ek} es un subconjunto ortonormal de H.
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Por otro lado, como por hipótesis lin(Ok−1) = lin(Xk−1), si v ∈ lin(Ok) entonces v =∑k
j=1 αj ej para α1, . . . , αk ∈ R. Así,

v =
k∑
j=1

αj ej =
k−1∑
j=1

αj ej + αk ek =
k−1∑
j=1

αj ej −
αk
‖wk‖

k−1∑
j=1

〈vk, ej〉ej +
αk
‖wk‖

vk.

lo que implica que v ∈ lin(Bk). Inversamente, si u ∈ lin(Xk) entonces u =
∑k

j=1 βj vj para
β1, . . . , βk ∈ R. Por tanto,

u =
k∑
j=1

βj vj =
k−1∑
j=1

βj vj + βk vk =
k−1∑
j=1

βj ej − βk wk + βk

k−1∑
j=1

〈vk, ej〉ej

=
k−1∑
j=1

βj ej − βk‖wk‖ ek + βk

k−1∑
j=1

〈vk, ej〉ej, ∈ lin(Ok).

Esto concluye la demostración.

Teorema 1.46 Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces existe B una base de
Hilbert de H.

Demostración: Dado que H es separable, existe una sucesión (Vk) creciente de subespacios
vectoriales de H tal que H = ∪∞k=1Vk y dim(Vk) = k para todo k ∈ N (estamos suponiendo
que Vk 6= {0H} para todo k ∈ N). En consecuencia, para cada k ∈ N existe Bk = {v1, . . . , vk}
subconjunto linealmente independiente en H tal que lin(Bk) = Vk.

Sea x1 := v1 ∈ B1. Sea x2 ∈ V2 r lin(B1) tal que {x1, x2} es linealmente independiente.
Continuando de este modo obtenemos, para cada k ∈ N, un xk ∈ Vk r lin(Bk−1) tal que
{x1, . . . , xk} es linealmente independiente. Por tanto, X := {xk : k ∈ N} es un subconjunto
linealmente independiente de H y por el lema de ortonormalización de Gram-Schmidt (ver
Lema 1.46) existe O un subconjunto ortonormal de H tal que lin(O) = lin(X ).

Si v ∈ ∪∞k=1Vk entonces existe k0 ∈ N tal que x ∈ lin(Bk0) ⊂ lin(X ). Así pues, ∪∞k=1Vk ⊂
lin(O) y dado que ∪∞k=1Vk es denso en H concluimos que lin(O) es denso en H. Por tanto,
O es una base de Hilbert de H.

Una forma de caracterizar a una base numerable de Hilbert es la siguiente.

Teorema 1.47 Sea H un espacio de Hilbert separable y B := {ek : k ∈ N} un subconjunto
ortonormal de H. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) B es una base de Hilbert.
(ii) Para todo u ∈ H se tiene que:

u =
∞∑
k=1

〈u, ek〉 ek. (1.22)
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(iii) Para todo u ∈ H se cumple la fórmula de Parseval:

‖u‖2 =
∞∑
k=1

|〈u, ek〉|2. (1.23)

Demostración: (i) ⇒ (ii) : Sea u ∈ H y ε > 0. Dado que B es base entonces lin(B) es
denso en H. Es decir, existe v ∈ lin(B) tal que ‖u− v‖ < ε.

Por otro lado, la Proposición 1.39 asegura que plin(B)
(u) =

∑∞
k=1〈u, ek〉 ek de modo que

‖u− plin(B)
(u)‖ = ı́nf

w∈lin(B)

‖u− w‖.

En consecuencia, ‖u− plin(B)
(u)‖ ≤ ‖u− v‖ < ε y esto prueba el resultado.

(ii)⇒ (iii) : Sea u ∈ H. Para cada ε > 0 existe k0 ∈ N tal que∥∥∥∥∥u−
n∑
k=1

〈u, ek〉 ek

∥∥∥∥∥ < √ε ∀n ≥ k0.

Sea Bm := {ek : 1 ≤ k ≤ m} para cadam ∈ N. Es claro que lin(Bm) ⊂ lin(Bm+1) ⊂ lin(B)
para cada m ∈ N. Así pues, sea n ≥ k0 entonces vn :=

∑n
k=1〈u, ek〉 ek ∈ lin(Bn). Aplicando

el Corolario 1.40 concluimos que

‖u‖2 −
n∑
k=1

|〈u, ek〉|2 = ‖u− vn‖2 < ε ∀n ≥ k0.

(iii)⇒ (i) : Sea u ∈ H y ε > 0. Por hipótesis existe k0 ∈ N tal que

‖u‖2 −
n∑
k=1

|〈u, ek〉|2 <
√
ε ∀n ≥ k0.

Definiendo vn :=
∑n

k=1〈u, ek〉 ek ∈ lin(Bn) es claro que vn ∈ lin(B) y se tiene que:

‖u− vn‖2 = ‖u‖2 −
n∑
k=1

〈u, ek〉 ek <
√
ε ∀n ≥ k0.

Por tanto, lin(B) es denso en H lo que implica que B es una base de Hilbert.

Ahora probaremos que todo espacio de Hilbert separable es isométricamente isomorfo al
espacio `2(R).
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Teorema 1.48 Sea H un espacio de Hilbert separable y B := {ek : k ∈ N} una base de
Hilbert de H. La función Θ : H → `2(R) dada por:

Θ(u) := (〈u, ek〉) (1.24)

es un isomorfismo. Más aún, ‖Θ(u)‖`2(R) = ‖u‖ para todo u ∈ H.

Demostración: Es inmediato de las propiedades del producto escalar que Θ es lineal. Por
la fórmula de Parseval (ver Teorema 1.47) tenemos que:

‖Θ(u)‖`2(R) =

(
∞∑
k=1

|〈u, ek〉|

)1/2

= ‖u‖ ∀u ∈ H

lo que implica que Θ es continua en H y una isometría.

Dado que Θ es una isometría, entonces Θ(H) es un subespacio cerrado de `2(R). Sea
δ̄k := (δk,j) la sucesión en `2(R) cuyos términos son δk,k = 1 y δk,j = 0 si k 6= j. Entonces,
Θ(ej) = (〈ej, ek〉) = δ̄j para todo j ∈ N. Sea x̄ ∈ `2(R). El Ejemplo 1.44 asegura que para
ε > 0 dada existe k0 ∈ N tal que ‖x̄− δ̄k0‖ = ‖x̄−Θ(ek0)‖ < ε. Es decir, Θ(H) es subespacio
cerrado denso de `2(R) por lo que necesariamente Θ(H) = `2(R). Esto prueba que Θ es
suprayectiva y, por tanto, un isomorfismo pues es además una isometría.

Finalmente, para cualesquiera i, j ∈ N se tiene que:

〈Θ(ej),Θ(ei)〉`2(R) = 〈δ̄j, δ̄i〉`2(R) =

{
0 si j 6= 1,
1 si j = 1

= 〈ej, ei〉.

.

Dado que Θ es lineal, entonces 〈Θ(u),Θ(v)〉 para cualesquiera u, v ∈ lin(B). Y, como Θ
es continua entonces 〈Θ(u),Θ(v)〉 para cualesquiera u, v ∈ lin(B) = H. Es decir, la función
Θ preserva el producto escalar.

Notemos que, si H es un espacio de Hilbert separable y B = {ek : k ∈ N} es una base de
Hilbert de H, entonces para cualesquiera u, v ∈ H el teorema anterior asegura que:

〈u, v〉 = 〈Θ(u),Θ(v)〉`2(R) =
∞∑
k=1

〈u, ek〉〈v, ek〉. (1.25)

Finalizamos esta sección con una definición importante que se involucra en otras ramas
del Análisis Matemático tales como el Análisis de Fourier.

Definición 1.49 Sea H un espacio de Hilbert separable y B = {ek : k ∈ N} es una base de
Hilbert de H. Para cada u ∈ H, la serie:

u =
∞∑
k=1

〈u, ek〉 ek (1.26)

se llama serie de Fourier de u relativa a B. Los elementos de la sucesión (〈u, ek〉) en
`2(R) se llaman coeficientes de Fourier de u relativos a B.
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Finalizamos este capítulo con un resultado análogo al teorema de representación de
Fréchet-Riesz para una forma bilineal a : H ×H → R continua.

Definición 1.50 Sea V un espacio vectorial sobre R. Una función a : V × V → R se llama
forma bilineal si verifica las siguientes propiedades:

(a) a(v1 + v2, w) = a(v1, w) + a(v2, w) para cualesquiera v1, v2, w ∈ V .
(b) a(v, w1 + w2) = a(v, w1) + a(v, w2) para cualesquiera v, w1, w2 ∈ V .
(c) a(λv, w) para cualesquiera v, w ∈ V y λ ∈ R.
(d) a(v, µw) para cualesquiera v, w ∈ V y µ ∈ R.

Decimos que a es continua si existe c ∈ R tal que |a(v, w)| ≤ c‖v‖ ‖w‖ para cualesquiera
v, w ∈ V .

Por ejemplo, un producto escalar 〈·, ·〉 es una forma bilineal.

Teorema 1.51 (de representación de Fréchet-Riesz para formas bilineales) Sea
a : H×H → R una forma bilineal continua. Entonces, existe una única función Ψ : H → H
lineal y continua tal que:

a(u, v) = 〈Ψ(u), v〉 ∀u, v ∈ H. (1.27)

Demostración: Fijemos u ∈ H. Definamos la función ã : H → R como ã(v) := a(u, v) la
cual es claramente lineal y continua. El Teorema 1.33 asegura que existe un único w ∈ H
(que depende de u) tal que:

ã(v) = 〈w, v〉 ∀ v ∈ H. (1.28)

Definiendo Ψ : H → H como Ψ(u) := w se tiene de (1.28) que:

ã(v) = a(u, v) = 〈Ψ(u), v〉 ∀u, v ∈ H.

Además, para cualesquiera u1, u2 ∈ H y λ, µ ∈ R se tiene que:

〈Ψ(λu1 + µu2), v〉 = a(λu1 + µu2, v)

= λ a(u1, v) + µ a(u2, v)

= λ〈Ψ(u1), v〉+ µ〈Ψ(u2), v〉
= 〈λΨ(u1) + µΨ(u2), v〉

para todo v ∈ H. En consecuencia, Ψ(λu1 + µu2) = λΨ(u1) + µΨ(u2) lo que implica que Ψ
es lineal. Aplicando la continuidad de a : H ×H → R se tiene que

‖Ψ(u)‖2
H = |〈Ψ(u),Ψ(u)〉| = |a(u,Ψ(u))| ≤ c ‖u‖H ‖Ψ(u)‖H ∀u ∈ H
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lo que implica que Ψ es continua en H.

Supongamos que existe Ψ̃ : H → H tal que cumple (1.27). Entonces, 〈Ψ(u)−Ψ̃(u), v〉 = 0

para todo v ∈ H y, por tanto, Ψ(u)−Ψ̃(u) = 0H para todo u ∈ H lo que establece la unicidad.

Esto concluye la demostración.



Capítulo 2

Mensurabilidad en espacios de Hilbert

Sea H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert sobre R. La norma de este espacio
induce una topología a través de los subconjuntos abiertos y, por tanto, es posible definir
la σ-álgebra de Borel en H denotada por B(H). De este modo, consideramos a (H,B(H))
un espacio medible. Así pues, si (Ω,S, µ) es un espacio de medida arbitrario nos es posible
considerar funciones de la forma f : Ω→ H. En este capítulo introduciremos nuevas nociones
de mensurabilidad de una función llamadas mensurabilidad fuerte y mensurabilidad débil,
que, a diferencia de la mensurabilidad usual, tienen la propiedad de trabajar con criterios
de convergencia de sucesiones de funciones. La mensurabilidad fuerte se abarcará desde
dos criterios, con respecto de un espacio medible y con respecto de un espacio de medida.
Estudiaremos, a través de los teoremas de mensurabilidad de Pettis, los criterios bajo los
cuales estos dos conceptos son equivalentes.

El concepto de mensurabilidad fuerte con respecto de un espacio de medida es muy útil
pues nos permitirá extender el concepto de integral para funciones que toman valores en
un espacio de Banach. En 1933, el matemático Salomon Bochner introdujo un concepto
de integral para funciones definidas en un espacio de medida y con valores en un espacio
normado. Este nuevo concepto de integral lleva por nombre integral de Bochner. La integral
de Bochner es una generalización de la integral de Lebesgue, estudiada en el capítulo anterior,
en el contexto de los espacios de normados y en este trabajo en particular en espacios de
Banach. Algunas propiedades de la integral de Lebesgue tales como la linealidad se extienden
naturalmente a la integral de Bochner al ser definida en un espacio de Banach que tiene la
estructura algebraica de un espacio vectorial. El punto de partida para definir la integral de
Bochner de una función fuertemente medible será análogo al caso de la integral de Lebesgue,
comenzando en aquellas funciones que toman solamente una cantidad finita de elementos
en un espacio de Hilbert H. El hecho de que H sea de Banach permitirá usar el criterio de
convergencia de Cauchy para considerar el límite de integrales de estas funciones.

El criterio de integrabilidad de Lebesgue-Bochner nos permitirá caracterizar aquellas
funciones que son Bochner-integrables a través del estudio de sus funciones normas y que se

35
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reducen a los criterios establecidos con respecto de las funciones Lebesgue-integrables. Este
nos permitirá además dar un cota, en norma, del valor de la integral de Bochner que en
muchos casos resulta sumamente complejo calcular.

Finalmente, extendemos el concepto de los espacios de Lebesgue ahora para clases de
equivalencia de funciones f : Ω → H que resultan ser fuertemente medibles, a tales es-
pacios los llamaremos espacios de Lebesgue-Bochner. Demostraremos que los espacios de
Lebesgue-Bochner Lp(Ω;H) son de Banach. Estos conceptos nos permitirán dar una noción
de esperanza para variables aleatorias con valores en un espacio de Banach como veremos
en próximos capítulos.

La teoría dada en este capítulo está basada principalmente en [1], [2], [6], [24], [25], [50],
[79] y [87].

2.1. Funciones medibles en espacios de Hilbert

Sea H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert sobre R y consideremos a su espacio
dual H∗ := {ψ : H → R : ψ es lineal y continua}.

2.1.1. Mensurabilidad fuerte

Sea (Ω,S) un espacio medible. Dado que H es un espacio normado, entonces es posible
considerar la σ-álgebra de Borel B(H) de H. En este capítulo diremos que una función
φ : Ω→ H es S-medible si φ−1(H) ∈ S para todo B ∈ B(H).

Para no generar confusión, a las funciones ϕ : Ω → R medibles relativas a S y B(R) las
llamaremos simplemente funciones medibles.

Observemos que, si φ : H → R es continua entonces φ−1(I) ∈ B(H) para todo subconjunto
abierto I de R. Por tanto, φ : H → R es medible.

Además, si ϕ : Ω→ H es S-medible y φ : H → R es medible, entonces φ ◦ ϕ : Ω→ R es
medible. En efecto, si I ∈ B(R) entonces:

(φ ◦ ϕ)−1(I) = ϕ−1(φ−1(I)) ∈ S

pues φ−1(I) ∈ B(H).

En esta sección damos distintas definiciones con respecto de la medibilidad de una función
f : Ω→ H en un espacio medible y estudiamos las relaciones que existen entre ellas.

Definición 2.1 Una función s : Ω → H es S-simple si existen elementos distintos
v1, . . . , vN ∈ H, los subconjuntos disjuntos a pares A1 := s−1({v1}), . . . , AN := s−1({vN})
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pertenecen a S y son tales que:

s(x) :=
N∑
j=1

vj 1Aj(x) (2.1)

en donde 1Aj denota la función indicadora del subconjunto Aj.

Definición 2.2 Una función f : Ω→ H es fuertemente S-medible si, existe una sucesión
de funciones S-simples sk : Ω→ H tal que (sk) converge puntualmente a f en Ω.

Definición 2.3 Una función f : Ω→ H es débilmente S-medible si, para cada ψ ∈ H∗,
la función ψ ◦ f : Ω→ R es medible.

El siguiente resultado, debido a James Pettis, brinda algunas condiciones para relacionar
la S-medibilidad fuerte y débil. Antes de enunciarlo requerimos de la siguiente definición.

Definición 2.4 Sea S un conjunto no vacío. Una función f : S → H es separablemente
valuada si, existe un subespacio vectorial cerrado y separable W de H tal que f(z) ∈ W
para cada z ∈ S.

Sea V = (V, ‖ · ‖V ) un espacio de Banach sobre R. El teorema de extensión de Hahn-
Banach permite concluir que, para cada v ∈ V

‖v‖V = sup {|T (v)| : T ∈ V ∗ y ‖T‖V ∗ ≤ 1} . (2.2)

Si U un subconjunto no vacío de V y Θ un subespacio vectorial de V ∗, decimos que Θ es
normado para U si, para cada u ∈ U se tiene que:

‖u‖V = sup {|T (u)| : T ∈ Θ y ‖T‖V ∗ ≤ 1} . (2.3)

En el caso en que Θ sea normado para V diremos simplemente que Θ es normado. De
este modo, siW es un subespacio vectorial separable de V y Θ es normado paraW , entonces
existe una sucesión (ϑk) de elementos de Θ tal que {ϑk : k ∈ N} es normado para W y
‖ϑk‖V ∗ = 1 para cada k ∈ N (ver [87]).

Teorema 2.5 (de mensurabilidad de Pettis, primera versión) Sean (Ω,S) un espa-
cio medible, Θ un subespacio vectorial de H∗ que es normado para H y f : Ω → H una
función. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f : Ω→ H es fuertemente S-medible.
(ii) f : Ω→ H es separablemente valuada y débilmente S-medible.
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(iii) f : Ω→ H es separablemente valuada y ϑ ◦ f : Ω→ R es medible para cada ϑ ∈ Θ.

Demostración: (i) ⇒ (ii) : Si f : Ω → H es fuertemente S-medible, entonces existe una
sucesión (sk) de funciones S-simples tal que sk → f puntualmente en Ω.

Sea ψ ∈ H∗. Es claro que ψ : H → R es medible pues es continua. Además, ψ(sk)→ ψ(f)
puntualmente en Ω en donde ψ ◦ sk : Ω → R es medible para todo k ∈ N. Por tanto,
ψ ◦ f : Ω→ R es medible pues es límite puntual de una sucesión de funciones medibles.

En consecuencia, f es débilmente S-medible.

Es claro por definición de función S-simple que sk(Ω) es finito para cada k ∈ N. Así
pues, C = ∪∞k=1 sk(Ω) es, a lo más, numerable. Definiendo W := lin(C) es claro que W es
un subespacio vectorial cerrado y separable de H. Además, como sk(x) → f(x) para cada
x ∈ Ω, entonces f(x) ∈ C ⊂ W para cada x ∈ Ω lo que prueba que f es separablemente
valuada.

(ii)⇒ (iii) : Es inmediato del hecho que Θ es subespacio vectorial de H∗.

(iii)⇒ (i) : Dado que f es separablemente valuada entonces existe un subespacio vectorial
cerrado y separable W de H tal que f(x) ∈ W para cada x ∈ Ω. Es claro que Θ es normado
para W de modo que existe una sucesión (ϑk) en Θ tal que ‖ϑk‖H∗ = 1 y tal que es normada
para W . Es decir,

‖f(x)‖H = sup
k∈N
|ϑk(f(x))| ∀x ∈ Ω.

Para cada w ∈ W arbitrario pero fijo, definamos φw : Ω→ R como:

φw(x) := ‖f(x)− w‖H = sup
k∈N
|ϑk(f(x)− w)|. (2.4)

Por hipótesis, concluimos que φw es una función medible.

Sea {wk : k ∈ N} un subconjunto denso de W . Para cada w ∈ W y k ∈ N, sea
k∗ = k∗(k, x) el menor entero en {1, . . . , k} tal que:

‖w − wk∗‖H = mı́n
1≤j≤k

‖w − wj‖H .

Definamos la sucesión de funciones ζk : H → {w1, . . . , wk} como:

ζk(v) :=

{
wk∗ si v ∈ W,
0 si v /∈ W.

Es inmediato de la densidad de {wk : k ∈ N} en W que ζk(w) → w para cada w ∈ W .
Definimos, por tanto, la sucesión de funciones sk : Ω→ H como:

sk(x) := (ζk ◦ f)(x).
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Es claro que sk toma sólo una cantidad finita de valores en H para cada k ∈ N y
sk(x) = ζk(f(x))→ f(x) para cada x ∈ Ω. Así pues, probemos que sk es S-medible.

Fijemos k ∈ N. Entonces, para cada 1 ≤ ` ≤ k se tiene que:

{x ∈ Ω : sk(x) = w`} = {x ∈ Ω : ‖f(x)− w`‖H = mı́n
1≤j≤k

‖f(x)− wj‖H} ∩

`−1⋂
m=1

{x ∈ Ω : ‖f(x)− wm‖H > ‖f(x)− w`‖H}

= {x ∈ Ω : φw`(x) = mı́n
1≤j≤k

‖f(x)− wj‖H} ∩

`−1⋂
m=1

{x ∈ Ω : φwm(x) > φw`(x)} ∈ S

pues φwm es medible para cada m = 1, . . . , `.

Por tanto, f es fuertemente S-medible.

Observemos que en la demostración del Teorema 2.5 probamos que la imagen de una
función f : Ω → H que es límite puntual de una sucesión de funciones S-simples queda
contenida en un subespacio vectorial cerrado y separable de H (ver [2]).

Corolario 2.6 Si fk : Ω → H es fuertemente S-medible para todo k ∈ N y (fk) converge
puntualmente a f en Ω, entonces f : Ω→ H es fuertemente S-medible.

Demostración: El Teorema 2.5 asegura que fk es separablemente valuada para todo k ∈ N.
Así pues, para todo k ∈ N, existe Wk subconjunto numerable de H tal que fk(x) ∈ lin(Wk).
Definiendo W := ∪∞k=1Wk es claro que es un subconjunto numerable de V y que f(x) ∈ W
para todo x ∈ Ω pues fk → f puntualmente en Ω. El conjunto lin(W ) es un subespacio
vectorial cerrado y separable de H pues W es total en él y f(x) ∈ W ⊂ lin(W ) para todo
x ∈ Ω. Es decir, f es separablmente valuada.

Por otra parte, sea ψ ∈ H∗. Dado que fk es débilmente S-medible entonces ψ◦fk : H → R
es medible para todo k ∈ N. Como fk(x)→ f(x) para todo x ∈ Ω y ψ : H → R es continua,
entonces ψ(fk(x)) → ψ(f(x)) para todo x ∈ Ω. Así pues, ψ ◦ f : Ω → R es medible por ser
el límite puntual de funciones medibles. En consecuencia, f es débilmente S-medible.

Por tanto, f es fuertemente S-medible.

Corolario 2.7 Sean H y K dos espacios de Hilbert, f : Ω → H una función fuertemente
S-medible y φ : H → K una función continua. Entonces, φ ◦ f : Ω → K es fuertemente
S-medible

Demostración: Sea sk : Ω → H sucesión de funciones S-simples tales que sk → f pun-
tualmente en Ω. Como φ : H → K es continua entonces φ ◦ sk → φ ◦ f puntualmente en Ω.
El Corolario 2.6 asegura que φ ◦ f es fuertemente S-medible.
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Lema 2.8 Si fk : Ω → H es S-medible para todo k ∈ N y (fk) converge puntualmente a f
en Ω, entonces f : Ω→ H es S-medible.

Demostración: Sea K un subconjunto cerrado no vacío de H y consideremos ρ(v) :=
ı́nfz∈K ‖v − z‖H para cada v ∈ H.

Definamos, para cada j ∈ N, el subconjunto Uj := {v ∈ H : ρ(v) < 1
j
}. Observemos

que, Uj es abierto en H para todo j ∈ N. Además, como K es cerrado en H, entonces
K = {v ∈ H : ρ(v) = 0} = ∩∞j=1 Uj.

Supongamos que x ∈ f−1(K), es decir, f(x) ∈ K. Como fk(x) → f(x), entonces para
cada j ∈ N, existe ` = `(x, j) ∈ N tal que:

‖fk(x)− f(x)‖H < 1
j

∀ k ≥ `.

Dado que f(x) ∈ K, entonces:

ı́nf
z∈K
‖fk(x)− z‖H ≤ ‖fk(x)− f(x)‖H < 1

j
∀ k ≥ `.

En consecuencia, x ∈ ∩∞j=1 ∪∞`=1 ∩∞k=`f
−1
k (Uj).

Inversamente: si x ∈ ∩∞j=1 ∪∞`=1 ∩∞k=`f
−1
k (Uj), entonces para cada j ∈ N dada, existe

` ∈ N tal que fk(x) ∈ Uj para todo k ≥ `. Así pues, ĺımk→∞ fk(x) = f(x) ∈ Uj para todo
j ∈ N, es decir, f(x) ∈ ∩∞k=1Uj. Observemos que, Uj+1 ⊂ Uj para todo j ∈ N. Entonces,
f(x) ∈ ∩∞j=1Uj = K lo que implica que x ∈ f−1(K).

Por tanto,

f−1(K) =
∞⋂
j=1

∞⋃
`=1

∞⋂
k=`

f−1
k (Uj) ∈ S

lo que prueba que f es S-medible.

Observemos que en la demostración del Lema 2.8 usamos únicamente propiedades de la
distancia dada por la norma en V . Así, si en la hipótesis de este consideramos una sucesión
de funciones S-medibles fk : Ω → X en donde X es un espacio métrico y B(X) es la σ-
álgebra de Borel en él, el resultado sigue siendo válido. Invitamos al lector a consultar, por
ejemplo, [2] para una prueba detallada de esta afirmación.

Lema 2.9 Supongamos que H es un espacio de Hilbert separable y totalmente acotado. En-
tonces, f : Ω→ H es S-medible si y sólo si es el límite uniforme de una sucesión de funciones
S-simples.

Demostración: ⇐) : Es el Lema 2.8 pues si (fk) converge uniformemente a f , entonces
(fk) converge puntualmente a f .
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⇒) : Supongamos que f : Ω→ H es S-medible y sea ε > 0 dada. Como H es totalmente
acotado, existen v1, . . . , vN ∈ H (que dependen de ε) tales que:

H = BH(v1, ε) ∪ · · · ∪BH(vN , ε).

Definamos A1 := BH(v1, ε) y Aj := BH(vj, ε) r ∪j−1
k=1BH(vk, ε) para todo 1 < j ≤ N .

Es claro que Aj ∈ B(H) para todo j = 1, . . . , N y son mutumaente disjuntos tales que
∪Nj=1Aj = H. Así pues, Ω = ∪Nj=1f

−1(Aj) en donde f−1(Aj) ∈ S para todo j = 1, . . . , N y
son mutuamente disjuntos.

Definiendo sε : Ω→ R como:

sε(x) :=
N∑
j=1

vj 1f−1(Aj)(x),

es claro que sε es una función S-simple. Además, para x ∈ Ω, existe j0 ∈ {1, . . . , N} tal que
x ∈ f−1(Aj0) y, por tanto,

‖sε(x)− f(x)‖H = ‖vj0 − f(x)‖H < ε.

Esto prueba que f puede verse como el límite uniforme de funciones S-simples.

Observación 2.10 Sea H = (H, ‖ · ‖H) un espacio de Banach separable y sea f : Ω → H
función S-medible. El Teorema de metrización de Uryshon asegura que existe una norma
‖ · ‖∗H equivalente a ‖ · ‖H y tal que (H, ‖ · ‖∗H) es separable y totalmente acotado. Así, por el
Lema 2.9 existe una sucesión (fk) de funciones S-simples tales que:

ĺım
k→∞
‖fk(x)− f(x)‖∗H = 0 ∀x ∈ Ω.

Existe además κ > 0 tal que κ‖v‖H ≤ ‖v‖∗H para todo v ∈ H. Por tanto,

‖fk(x)− f(x)‖H ≤
1

κ
‖fk(x)− f(x)‖∗H ∀x ∈ Ω ∀ k ∈ N,

y esto prueba que fk(x)→ f(x) en (H, ‖ · ‖H) para todo x ∈ Ω. Es decir, f es S-medible si
y sólo si es el límite puntual de una sucesión de funciones S-simples.

Teorema 2.11 Sea f : Ω→ H una función. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es fuertemente S-medible.

(ii) f es separablemente valuada y S-medible.
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Demostración: (i) ⇒ (ii) : El Teorema 2.5 asegura que f es separablemente valuada.
Sea U un subconjunto abierto de H y (sk) sucesión de funciones S-simples tal que sk → f
puntualmente en Ω. Los Lemas 2.8 y 2.9 junto con la Observación 2.10 implican que f es
S-medible.

(ii) ⇒ (i) : Por hipótesis f es separablemente valuada. Ahora bien, como f : Ω → H es
S-medible, entonces ψ ◦ f : Ω→ R es medible para toda ψ ∈ H∗. Es decir, f es débilmente
S-medible. El Teorema 2.5 asegura que f es fuertemente S-medible.

Observación 2.12 Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces toda función f : Ω→
H es separablemente valuada. Así pues, el Teorema 2.8 implica que, f es S-medible si y sólo
si f es fuertemente S-medible.

2.1.2. Mensurabilidad fuerte con respecto de una medida

En esta sección extendemos los conceptos de la mensurabilidad de una función f : Ω→ H
con respecto de un espacio de medida y estudiamos las relaciones que existen entre estos
nuevos conceptos y los dados en el apartado anterior.

Sea (Ω,S, µ) un espacio de medida.

Definición 2.13 Una función s : Ω → H es µ-simple si existen elementos distintos
v1, . . . , vN ∈ H, los subconjuntos A1 := s−1({v1}), . . . , AN := s−1({vN}) disjuntos a pares
pertenecen a S, son todos de medida finita y son tales que:

s(x) :=
N∑
j=1

vj 1Aj(x) (2.5)

en donde 1Aj denota la función indicadora del subconjunto Aj.

Notemos que esta noción es más fuerte que la de función S-simple, es decir, si s : Ω→ H
es una función µ-simple, entonces s : Ω→ H es S-simple. El recíproco no es cierto en general,
a menos que el espacio sea de medida finita.

Definición 2.14 Una función f : Ω→ H es fuertemente µ-medible si, existe una suce-
sión de funciones µ-simples sk : Ω → H y existe un subconjunto N ∈ S con µ(N) = 0 tal
que (sk) converge puntualmente a f en ΩrN .

Definición 2.15 Una función f : Ω → H es µ-separablemente valuada si, existen un
subespacio vectorial cerrado y separable W de H y N ∈ S con µ(N) = 0 tales que f(x) ∈ W
para cada x ∈ ΩrN .
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Teorema 2.16 (de Mensurabilidad de Pettis, segunda versión) Sean (Ω,S, µ) un
espacio de medida σ-finita y f : Ω → H una función. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) f : Ω→ H es fuertemente µ-medible.

(ii) f : Ω→ H es µ-separablemente valuada y débilmente S-medible.

Demostración: La demostración es, en esencia, similar a la dada en el Teorema 2.5. Invi-
tamos al lector a consultar, por ejemplo, [50] para los detalles.

Si el espacio de Hilbert H es separable, el Teorema 2.16 implica que una función f : Ω→
H es fuertemente µ-medible si y sólo si f es débilmente S-medible.

Definición 2.17 Para f : Ω→ H dada, definimos la función norma de f , denotada por
‖f‖H : Ω→ R, como:

‖f‖H(x) := (‖ · ‖H ◦ f)(x) = ‖f(x)‖H .

Proposición 2.18 Si f : Ω → H es fuertemente µ-medible, entonces la función norma de
f es fuertemente µ-medible.

Demostración: Dado que f es fuertemente µ-medible, entonces existen una sucesión (sk)
de funciones µ-simples y N ∈ S con µ(N) tales que:

ĺım
k→∞
‖sk(x)− f(x)‖H = 0 ∀x ∈ ΩrN.

Aplicando propiedades de norma obtenemos que:

|‖sk(x)‖H − ‖f(x)‖H | ≤ ‖sk(x)− f(x)‖H ∀x ∈ ΩrN.

Tomando el limite cuando k → ∞ concluimos que ‖sk(x)‖H → ‖f(x)‖H para todo
x ∈ ΩrN .

En lo que resta examinaremos, bajo que condiciones, las nociones de medibilidad fuerte
de una función dadas en la Definición 2.2 y Definición 2.14 son equivalentes.

Teorema 2.19 (Mensurabilidad de Pettis) Sea (Ω,S, µ) espacio de medida σ-finita y
f : Ω→ H una función. Entonces, f es fuertemente µ-medible si y sólo si

(a) f es S-medible.

(b) f es µ-separablemente valuada.
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Demostración: ⇒) : Supongamos que f es fuertemente µ-medible. Existe una sucesión
(sk) de funciones µ-simples y N ∈ S con µ(N) tales que:

sk(x)→ f(x) ∀x ∈ ΩrN.

Así pues, existe un subespacio vectorial cerrado y separableW de H tal que (ver Teorema
2.5) f(Ω r N) = {f(x) ∈ H : x ∈ Ω r N} ⊂ W. En consecuencia, f es µ-separablemente
valuada.

Por otra parte, como f : Ω r N → W es el límite puntual de una sucesión de funciones
µ-simples y, por tanto, S-simples, el Lema 2.8 implica que f es S-medible.

⇐) : Existen N ∈ S con µ(N) = 0 y W subespacio vectorial cerrado y separable de H
tal que f(ΩrN) = {f(x) ∈ V : x ∈ ΩrN} ⊂ W .

El Lema 2.9 y la Observación 2.10 implican que f : ΩrN → W es el límite puntual de
una sucesión de funciones sk : ΩrN → W que son S-simples.

Dado que (Ω,S, µ) es σ-finito, existe una sucesión creciente (Ωk) de elementos de S tal
que Ω = ∪∞k=1Ωk y µ(Ωk) < ∞ para todo k ∈ N. Definamos, por tanto, la sucesión de
funciones s̃k : ΩrN → W como sigue:

s̃k(x) := sk(x) · 1Ωk(x).

Sea k ∈ N. Como sk es S-simple, entonces existen vk1 , . . . , vkN ∈ W distintos y subconjuntos
Ak1, . . . , A

k
N ∈ S mutuamente disjuntos tales que:

sk(x) =
N∑
j=1

vkj 1Akj (x).

Por tanto,

s̃k(x) = sk(x) · 1Ωk(x) =
N∑
j=1

vkj 1Akj ∩Ωk
(x).

en donde µ(Akj ∩ Ωk) ≤ µ(Ωk) <∞ para todo j = 1, . . . , N .

En consecuencia, s̃k : Ω r N → W es una función µ-simple para todo k ∈ N y se sigue
que:

ĺım
k→∞

s̃k(x) = ĺım
k→∞

sk(x) · ĺım
k→∞

1Ωk = ĺım
k→∞

sk(x) = fk(x) ∀x ∈ ΩrN.

Esto prueba que f es fuertemente µ-medible.

Notemos que en la demostración anterior, la hipótesis de que el espacio de medida sea σ-
finito no es necesaria para el hecho de que toda función fuertemente µ-medible es S-medible.

Repasando la demostración del Teorema 2.19, vemos que hemos probado lo siguiente.
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Proposición 2.20 Si (Ω,S, µ) es un espacio de medida σ-finita, entonces toda función f :
Ω→ H fuertemente S-medible es fuertemente µ-medible.

Demostración: Como f es fuertemente S-medible, existe una sucesión (sk) de funciones
S-simples tales que sk(x)→ fk(x).

Dado que (Ω,S, µ) es σ-finito, existe una sucesión creciente (Ωk) en S tal que Ω = ∪∞k=1Ωk

y µ(Ωk) <∞ para todo k ∈ N. Siguiendo la demostración del Teorema 2.19, concluimos que
la sucesión de funciones s̃k : Ω → H dada por sk := sk · 1Ωk es una sucesión de funciones
µ-simples que converge puntualmente a f en Ω.

Es decir, f es fuertemente µ-medible.

El siguiente resultado muestra que el recíproco es válido salvo en un conjunto de medida
cero. Es decir, una función fuertemente µ-medible es igual a una función fuertemente S-
medible casi donde quiera relativo a µ.

Teorema 2.21 Sea (Ω,S, µ) es un espacio de medida σ-finita y f : Ω → H una función.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es fuertemente µ-medible.

(ii) Existe una función f̃ : Ω→ H fuertemente S-medible tal que f = f̃ c.d.rel.µ.

Demostración: (i)⇒ (ii) : Dado que f es fuertemente µ-medible, existe una sucesión (sk)
de funciones µ-simples y un subconjunto N ∈ S con µ(N) = 0 tales que sk(x)→ f(x) para
todo x ∈ ΩrN .

Definamos la sucesión de funciones s̃k : Ω→ H como:

s̃k(x) :=

{
sk(x) si x ∈ ΩrN
0 si x 6∈ ΩrN

Es claro que s̃k : Ω → H es una función S-simple para todo k ∈ N y (s̃k) converge
puntualmente a la función f̃ : Ω→ H dada por:

f̃(x) :=

{
f(x) si x ∈ ΩrN
0 si x 6∈ ΩrN

De este modo, f̃ : Ω→ H es fuertemente S-medible y f̃(x) = f(x) para todo x ∈ ΩrN .

(ii) ⇒ (i) : Sea f̃ : Ω → H una función fuertemente S-medible y N ∈ S con µ(N) = 0
tal que f̃(x) = f(x) para todo x ∈ ΩrN .

Luego, sea (ζk) sucesión de funciones S-simples tales que ζk(x)→ f̃(x) para todo x ∈ Ω.
Así, es claro que ζk(x)→ f(x) para todo x ∈ ΩrN .
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Consideremos (Ωk) una sucesión creciente en S tal que Ω = ∪∞k=1Ωk y µ(Ωk) < ∞ para
todo k ∈ N. Definiendo sk : Ω → V como sk(x) := ζk(x) · 1Ωk(x) se tiene que (sk) es una
sucesión de funciones µ-simples tal que sk(x) → f(x) para todo x ∈ Ω r N . Es decir, f es
fuertemente µ-medible.

Sea V = (V, ‖ · ‖V ) un espacio de Banach sobre R. Si U un subconjunto no vacío de V y
Θ un subespacio vectorial de V ∗. Decimos que Θ separa puntos de U si, para cualesquiera
u, v ∈ U tales que u 6= v entonces existe ϑ ∈ Θ tal que ϑ(x) 6= ϑ(y). De este modo, si W un
subespacio vectorial separable de V y Θ un subespacio vectorial de V ∗ que separa puntos de
W , entonces existe una sucesión (ϑk) de elementos de Θ que separa puntos de W (ver [87]).

Proposición 2.22 Sea Θ un subespacio vectorial de H∗ tal que Θ separa puntos de H. Si
f, g : Ω→ H son funciones fuertemente µ-medibles tales que ϑ(f) = ϑ(g) c.d.rel.µ para todo
ϑ ∈ Θ, entonces f = g c.d.rel.µ.

Demostración: Existen Nf , Ng ∈ S con µ(Nf ) = µ(Ng) = 0 y Wf ,Wg subconjuntos
numerables H tales que f(x) ∈ lin(Wf ) para todo x ∈ Ω r Nf y g(x) ∈ lin(Wg) para todo
x ∈ ΩrNg.

Considerando N0 := Nf ∪ Ng y W := lin(Wf ∪Wg) es claro que f(x), g(x) ∈ W para
todo x ∈ ΩrN con µ(N) = 0 y W subespacio vectorial cerrado y separable de H.

Existe una sucesión (ϑk) de elementos de Θ que separa puntos de W . De este modo, para
k ∈ N dada, existe Nk ∈ S con µ(Nk) = 0 tal que ϑk(f) = ϑk(g) para todo x ∈ ΩrNk.

Así pues, definiendo N := ∪∞k=0Nk es claro que f(x) = g(x) para todo x ∈ Ω r N y
µ(N) = 0.

Ejemplo 2.23 Sea (Ω,S) espacio medible y definamos µ : S → R ∪ {∞} como sigue:

µ(A) :=

{
0 si A = ∅,
∞ si A 6= ∅.

Es claro que (Ω,S, µ) no es de medida σ-finita. Definamos f : Ω→ R como f(x) := 1Ω(x).
Es inmediato que f es S-medible pues Ω ∈ S .

Definamos sk : Ω → R como sk := f para todo k ∈ N. Así, (sk) es una sucesión
de funciones S-simples tales que sk(x) → f(x) para todo x ∈ Ω. En consecuencia, f es
fuertemente S-medible.

Es claro también que sk no es una función µ-simple pues µ(Ω) = ∞. De este modo, la
única función µ-simple es 1∅ pues ∅ es el único elemento de S de medida finita. Por tanto,
no existe sucesión de funciones µ-simples tales que converjan puntualmente casi dondequiera
a f . Es decir, f no es fuertemente µ-medible.

Sea L : R→ R lineal y, por tanto, continua. Es claro que L ◦ f : Ω→ R es S-medible por
ser composición de funciones S-medibles. Esto implica que f es débilmente S-medible.
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El ejemplo anterior muestra que los Teoremas 2.16 y 2.19 no son ciertos si se ignora la
hipótesis de que el espacio de medida sea σ-finito. Además, prueba que no es cierto que toda
función S-simple es µ-simple.

Terminamos esta sección con un ejemplo importante.

Ejemplo 2.24 Sea Ω = (0, 1), S = B(0, 1) y µ = λ la medida de Lebesgue en B(0, 1).
Definamos f : (0, 1)→ L2(0, 1) como f(x) := 1(0,x).

Notemos que L2(0, 1) es un espacio de Hilbert separable. Sea ψ ∈ (L2(0, 1))∗. El teorema
de representación de Fréchet-Riesz afirma que, existe una única función φ ∈ L2(0, 1) tal que:

ψ(f(x)) =

∫
(0,1)

φ(y)1(0,x)(y) dλ(y).

Dado que (0, 1) es de medida finita, entonces L2(0, 1) ⊂ L1(0, 1). Por tanto, ψ ◦ f :
(0, 1)→ R está bien definida.

Sea x0 ∈ (0, 1) y ε > 0. Para δ := ε
‖φ‖L2(0,1)+1

> 0 se cumple que:

|ψ(f(x))− ψ(f(x0))| ≤
∫

(0,1)

|φ(y)|
∣∣1(0,x)(y)− 1(0,x0)(y)

∣∣ dλ(y)

≤ ‖φ‖L2(0,1)‖1(0,x) − 1(0,x0)‖L2(0,1)

≤ ‖φ‖L2(0,1) λ((0, x)4 (0, x0))

≤ ‖φ‖L2(0,1) |x− x0|
< ε

si |x− x0| < δ.

−1

|
x0x0−δ x0+δ

( ) |
1

•

◦

0 x
|•

◦

Figura 2.1: Gráfica de la función f(x) := 1(0,x)

En consecuencia, ψ ◦ f : (0, 1) → R es continua y, por tanto, medible. El teorema de
mensurabilidad de Pettis (ver Teorema 2.16) afirma que f : (0, 1)→ L2(0, 1) es fuertemente
λ-medible.
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2.2. La integral de Bochner

En esta sección definimos la integral de Bochner que, en esencia, generaliza a la integral
de Lebesgue pues en este caso, trabajamos con funciones que toman valores en un espacio de
Hilbert sobre R. Tal como ocurrió con la integral de Lebesgue, comenzamos la construcción de
la integral de Bochner a través de la noción de integral para funciones simples. Establecemos
además, sus propiedades fundamentales así como algunos teoremas de convergencia.

Sea H = (H, ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert sobre R, H∗ := (H∗, ‖ · ‖H∗) su espacio dual y
(Ω,S, µ) un espacio de medida.

Definición 2.25 Sea s : Ω→ H una función S-simple descrita de la siguiente forma:

s(x) =
N∑
j=1

vj 1Aj(x).

Decimos que s es Bochner-integrable en Ω con respecto de la medida µ (o sim-
plemente Bochner-integrable) si s es distinta de 0H en los conjuntos de medida finita. Es
decir, si vj = 0H cuando µ(Aj) =∞ para j = 1, . . . , N .

En cuyo caso, definimos la integral de Bochner de s en Ω con respecto de la
medida µ, denotada por B

∫
Ω
s(x) dµ(x) (o simplemente por B

∫
Ω
s dµ), como el valor en

H dado por:

B

∫
Ω

s(x) dµ(x) = B

∫
Ω

s dµ =
N∑
j=1

vj µ(Aj). (2.6)

Es claro que todas las funciones µ-simples son Bochner-integrables. En un espacio de
medida finita, toda función S-simple es Bochner integrable.

Por ejemplo, si s es la función constante con valor 0H , entonces s es S-simple pues
s(x) := 0H · 1Ω(x). De este modo, en el caso más general, si µ(Ω) = ∞ entonces s es
Bochner-integrable y B

∫
Ω
s dµ = 0H .

Observemos que, en el caso en que H = R, la integral de Bochner de una función S-simple
coincide con la integral de Lebesgue.

Proposición 2.26 Sean s, t : Ω → H funciones S-simples y α ∈ R. Si s y t son Bochner-
integrables, entonces α s y s+ t son Bochner-integrables. En cuyo caso,

B

∫
Ω

(α s) dµ = αB

∫
Ω

s dµ y B

∫
Ω

(s+ t) dµ = B

∫
Ω

s dµ+ B

∫
Ω

t dµ.
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Demostración: Supongamos que s y t están representadas de la siguiente forma:

s(x) =
N∑
j=1

uj 1Aj(x) y t(x) =
M∑
k=1

vk 1Bk(x).

Si α = 0 entonces α s(x) = 0H para todo x ∈ Ω y es claro que α s es Bochner-integrable.
Supongamos que α 6= 0. Entonces, αu1, . . . , α uN ∈ H son todos distintos y se tiene que:

α s(x) =
N∑
j=1

αuj 1Aj(x).

Es decir, α s es una función S-simple. Luego, es claro que α s es Bochner-integrable pues
αuj 6= 0H siempre que µ(Aj) <∞. En consecuencia,

B

∫
Ω

(αs) dµ =
N∑
j=1

αuj µ(Aj) = α
N∑
j=1

uj µ(Aj) = αB

∫
Ω

s dµ.

Por otra parte, la función s+ t admite la siguiente representación:

s+ t =
N∑
j=1

M∑
k=1

(uj + vk)1Aj∩Bk

Sean w1, . . . , wp los distintos valores en H del conjunto {uj + vk : j = 1, . . . , N y k =
1, . . . ,M}. Para cada ` = 1, . . . , p definamos el conjunto:

C` = ∪{Aj ∩Bk : uj + vk = w`} .

Entonces, la función s+ t queda descrita de la siguiente:

s+ t =

p∑
`=1

w` 1C` .

donde los w1, . . . , wp son todos distintos, C1, . . . , Cp ∈ S y son mutuamente disjuntos. Es
decir, s+ t es una función S-simple.

Si µ(C`) <∞ para todo ` = 1, . . . , p entonces es claro que s+ t es una función Bochner-
integrable. Supongamos entonces que existe `0 ∈ {1, . . . , p} tal que µ(C`0) = ∞. Así pues,
existen j0 ∈ {1, . . . , N} y k0 ∈ {1, . . . ,M} tales que µ(Aj0∩Bk0) =∞ y, por tanto, µ(Aj0) =
∞ = µ(Bk0). Dado que s y t son Bochner-integrables, entonces uj0 = vk0 = 0H y, en
consecuencia, w`0 = uj0 + vk0 = 0H lo que prueba que s+ t es Bochner-integrable.
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Ahora bien, denotemos por
∑

(`) a la suma que se extiende sobre las parejas (j, k) tales
que uj + vk = w`. Así pues, es claro que µ(C`) =

∑
(`) µ(Aj ∩Bk) y por tanto:

B

∫
Ω

(s+ t) dµ =

p∑
`=1

w`µ(C`) =

p∑
`=1

∑
(`)

w`µ(Aj ∩Bk) =

p∑
`=1

∑
(`)

(uj + vk)µ(Aj ∩Bk)

=
N∑
j=1

M∑
k=1

(uj + vk)µ(Aj ∩Bk)

=
N∑
j=1

uj

M∑
k=1

µ(Aj ∩Bk) +
M∑
k=1

vk

N∑
j=1

µ(Aj ∩Bk).

Dado que Ω = ∪Nj=1Aj = ∪Mk=1Bk, entonces Aj = ∪Mk=1(Aj ∩ Bk) y Bk = ∪Nj=1(Aj ∩ Bk)
para cada j = 1, . . . , N y k = 1, . . . ,M . Aplicando la aditividad de µ obtenemos que:

B

∫
Ω

(s+ t) dµ =
N∑
j=1

uj

M∑
k=1

µ(Aj ∩Bk) +
M∑
k=1

vk

N∑
j=1

µ(Aj ∩Bk)

=
N∑
j=1

ujµ(Aj) +
M∑
k=1

vkµ(Bk) = B

∫
Ω

s dµ+ B

∫
Ω

t dµ,

como afirma el enunciado.

Sean A ∈ S y s : Ω → H una función S-simple que es Bochner-integrable. Si s =∑N
j=1 vj 1Aj entonces:

(s · 1A)(x) =
N∑
j=1

vj 1Aj∩A(x).

Así, si µ(Aj ∩ A) = ∞ para algún j = 1, . . . , N , entonces µ(Aj) = ∞ y se tiene que
vj = 0H . Por tanto, s · 1A es Bochner-integrable.

Lo anterior nos permite extender la definición de la integral de Bochner de una función
S-simple sobre cualquier subconjunto medible de Ω.

Definición 2.27 Sean s : Ω→ H una función S-simple y Bochner-integrable y A ∈ S. De-
finimos la integral de Bochner de s en A con respecto de la medida µ (o simplemente
la integral de Bochner de s en A) como el valor en H dado por:

B

∫
A

s(x) dµ(x) := B

∫
A

s dµ = B

∫
Ω

(s · 1A) dµ =
N∑
j=1

vj µ(Aj ∩ A).
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Sea s : Ω→ H una función S-simple descrita de la siguiente forma:

s(x) :=
N∑
j=1

vj 1Aj(x).

Para x ∈ Ω dada, existe un único j ∈ {1, . . . , N} tal que x = Aj. Por tanto, s(x) = vj y
se tiene que ‖s(x)‖H = ‖vj‖H .

Así pues, la función norma ‖s‖H : Ω→ R de s está dada por:

‖s‖H(x) = ‖s(x)‖H =
N∑
j=1

‖vj‖H 1Aj(x)

en donde es claro que los números reales ‖v1‖H , . . . , ‖vN‖H son todos distintos. En conse-
cuencia, ‖s‖H es una función simple no negativa.

Además, si µ(Aj) =∞ para algún j ∈ {1, . . . , N} entonces vj = 0H y, por tanto, ‖vj‖H =
0. Es decir, ‖s‖H es Lebesgue-integrable si s es Bochner-integrable. Más aún,∥∥∥∥B∫

Ω

s dµ

∥∥∥∥
H

=

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

vj µ(Aj)

∥∥∥∥∥
H

≤
N∑
j=1

‖vj‖H µ(Aj) =

∫
Ω

‖s‖H dµ. (2.7)

Damos ahora la definición de la integral de Bochner de una función fuertemente µ-medible.
Antes, notemos lo siguiente:

Sean f, g : Ω → H funciones fuertemente µ-medibles y α ∈ R. Existen sucesiones (sk) y
(tk) de funciones µ-simples y subconjuntos de Ω medida cero N1 y N2 tales que:

ĺım
k→∞

sk(x) = f(x) ∀x ∈ ΩrN1

ĺım
k→∞

tk(x) = g(x) ∀x ∈ ΩrN2

Definiendo el conjunto N := N1∪N2 de medida cero y la sucesión de funciones ξk : Ω→ H
como:

ξk(x) := (sk + tk)(x) · 1ΩrN(x)

es claro que ξk es µ-simple para todo k ∈ N y ĺımk→∞ ξk(x) = f(x) + g(x) para todo
x ∈ ΩrN . En consecuencia, f + g es fuertemente µ-medible.

Del mismo modo, la función α sk : Ω → H es µ-simple para todo k ∈ N y se tiene que
ĺımk→∞ α sk(x) = αf(x) para todo x ∈ ΩrN . Es decir, α f es fuertemente µ-medible.

Finalmente, si f(x) = 0H para todo x ∈ Ω entonces es claro que f es S-medible pues
para B ∈ B(H) se tiene que f−1(B) = Ω ∈ S si 0H ∈ B ó f−1(B) = ∅ ∈ S si 0H 6∈ B.
Además, f(Ω) = {0H} que claramente es un subespacio vectorial cerrado y separable de
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H. El teorema de medibilidad de Pettis (ver Teorema 2.16) asegura que f es fuertemente
µ-medible.

Denotemos por M(Ω;H) al conjunto de todas las funciones f : Ω → H que son fuerte-
mente µ-medibles. Es decir:

M(Ω;H) := {f : Ω→ H : f es fuertemente µ−medible}.

Lo anterior asegura que este es un conjunto con las operaciones:

(f + g)(x) := f(x) + g(x) y (αf)(x) := α f(x) x ∈ Ω

para f, g ∈M(Ω;H) y α ∈ R es un espacio vectorial sobre R.

Definición 2.28 Sea f : Ω → H una función fuertemente µ-medible. Decimos que f es
Bochner-integrable en Ω con respecto de la medida µ (o simplemente Bochner-
integrable) si, existe una sucesión de funciones fk : Ω → V S-simples tales que fk es
Bochner-integrable para todo k ∈ N y tal que:

(a) ĺımk→∞ fk(x) = f(x) p.c.t. x ∈ Ω.
(b) ‖fk − f‖H : Ω→ R es Lebesgue-integrable para todo k ∈ N.
(c) ĺımk→∞

∫
Ω
‖fk − f‖H dµ = 0.

Sea f : Ω→ H una función fuertemente µ-medible y supongamos que existe una sucesión
(fk) de funciones S-simples y Bochner-integrables que satisfacen las propiedades (a), (b) y
(c) de la Definición 2.28.

Dado que fk − f : Ω → H es fuertemente µ-medible, entonces ‖fk − f‖H : Ω → R es
medible no negativa para todo k ∈ N (ver Proposición 2.18). Además, por el inciso (b) se
tiene que, para ε > 0 dada, existe k0 ∈ N tal que:∫

Ω

‖fk − f‖H dµ <
ε

2
∀ k ≥ k0.

Consideremos la sucesión de elementos deH dada por ςk := B
∫

Ω
fk dµ pues fk es Bochner-

integrable para todo k ∈ N. De la Proposición 2.26 y la identidad (2.7) se tiene que:∥∥∥∥B∫
Ω

fk dµ−B

∫
Ω

fj dµ

∥∥∥∥
H

=

∥∥∥∥B∫
Ω

(fk − fj) dµ
∥∥∥∥
H

≤
∫

Ω

‖fk − fj‖H dµ

≤
∫

Ω

‖fk − f‖H dµ+

∫
Ω

‖f − fj‖H dµ

< ε
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para todo k, j ≥ k0.

Es decir, (ςk) es de Cauchy enH y, por tanto, existe ĺımk→∞ ςk ∈ H. Esto nos permitirá de-
finir la integral de Bochner en Ω de una función fuertemente µ-medible y Bochner-integrable.

Definición 2.29 Sea f : Ω → H una función fuertemente µ-medible y Bochner-integrable
en Ω con respecto de la medida µ. Definimos la integral de Bochner de f sobre Ω
con respecto de la medida µ, que denotaremos por B

∫
Ω
f(x) dµ(x) (o simplemente por

B
∫

Ω
f dµ) como el valor en V dado por:

B

∫
Ω

f(x) dµ(x) = B

∫
Ω

f dµ := ĺım
k→∞

B

∫
Ω

fk dµ (2.8)

en donde (fk) es una sucesión de funciones S-simples y Bochner-integrables que satisfacen
las propiedades (a), (b) y (c) de la Definición 2.28.

Sea f : Ω → H una función fuertemente µ-medible y Bochner-integrable en Ω. Conside-
remos (fk) y (f̃k) dos sucesiones de funciones S-simple y Bochner-integrables que satisfacen
las propiedades (a), (b) y (c) de la Definición 2.28. Por lo anterior, las sucesiones en H dadas
por

ςk := B

∫
Ω

fk dµ y ς̃k := B

∫
Ω

f̃k dµ

son de Cauchy en H y, por tanto, convergen en H. Nuevamente, la Proposición 2.26 y la
identidad (2.7) implican que:∥∥∥∥B∫

Ω

fk dµ−B

∫
Ω

f̃k dµ

∥∥∥∥
H

=

∥∥∥∥B∫
Ω

(fk − f̃k) dµ
∥∥∥∥
H

≤
∫

Ω

‖fk − f̃k‖H dµ

≤
∫

Ω

‖fk − f‖H dµ+

∫
Ω

‖f − f̃k‖H dµ.

Tomando el límite cuando k →∞ en la desigualdad anterior concluimos que:∥∥∥∥B∫
Ω

fk dµ−B

∫
Ω

f̃k dµ

∥∥∥∥
H

→ 0

y, por tanto,

ĺım
k→∞

B

∫
Ω

fk dµ = ĺım
k→∞

B

∫
Ω

f̃k dµ.

Es decir, la integral de Bochner en Ω de f : Ω→ H no depende de la sucesión aproxima-
dora de funciones S-simples y Bochner-integrables.
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Denotemos por:

B(Ω;H) := {f ∈M(Ω;H) : f es Bochner-integrable} .

El siguiente resultado afirma que B(Ω;H) es un espacio vectorial y que la integral de
Bochner es una función lineal.

Teorema 2.30 (linealidad de la integral de Bochner) Si f1, f2 son Bochner-
integrables y α1, α2 ∈ R, entonces α1 f1 + α2 f2 ∈ B(Ω;H) y

B

∫
Ω

(α1 f1 + α2 f2) dµ = α1B

∫
Ω

f1 dµ+ α2B

∫
Ω

f2 dµ.

Demostración: Existen sucesiones (sk) y (tk) de funciones S-simples y Bochner-integrables
tales que sk(x) → f1(x) p.c.t.x ∈ Ω, tk(x) → f2(x) p.c.t.x ∈ Ω, ‖sk − f1‖V , ‖tk − f2‖H son
Lebesgue-integrables para todo k ∈ N y

ĺım
k→∞
‖sk − f1‖H = 0 y ĺım

k→∞
‖tk − f2‖H = 0.

No es difícil notar, en virtud de la Proposición 2.26, que α1 sk + α2 tk : Ω → H es una
función S-simple y Bochner-integrable para todo k ∈ N. Así, la sucesión de funciones dada
por ςk(x) := α1 sk(x) + α2 tk(x) es tal que ςk(x)→ α1 f1 + α2 f2 p.c.t. x ∈ Ω.

Además, para todo k ∈ N se tiene que:∫
Ω

‖ςk − (α1 f1 + α2 f2)‖H dµ =

∫
Ω

‖α1 (sk − f1) + α2 (tk − f2)‖H dµ

≤ |α1|
∫

Ω

‖sk − f1‖H dµ+ |α2|
∫

Ω

‖tk − f2‖H dµ
.

Se tiene que ‖(α1 sk + α2 tk)− (α1 f1 + α2 f2)‖H es Lebesgue-integrable para todo k ∈ N.
Luego, tomando el límite cuando k →∞ en la desigualdad anterior obtenemos que:

ĺım
k→∞

∫
Ω

‖ςk − (α1 f1 + α2 f2)‖H dµ = 0.

Por tanto, α1 f1 + α2 f2 es Bochner-integrable en Ω.

Aplicando la Proposición 2.26 concluimos que:

B

∫
Ω

(α1 f1 + α2 f2) dµ = ĺım
k→∞

B

∫
Ω

(α1 sk + α2 tk) dµ

= α1 ĺım
k→∞

B

∫
Ω

sk dµ+ α2 ĺım
k→∞

B

∫
Ω

tk dµ

= α1 B

∫
Ω

f1 dµ+ α2 B

∫
Ω

f2 dµ
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como afirma el enunciado.

La discusión previa a la Definición 2.27 nos permite afirmar que, para f ∈ B(Ω;H) y
A ∈ S dados, la función (f ·1A) es Bochner-integrable en Ω. Por tanto, definimos la integral
de Bochner de f en A con respecto de la medida µ como:

B

∫
A

f(x) dµ(x) = B

∫
A

f dµ := B

∫
Ω

(f · 1A) dµ.

La idea de encontrar una sucesión de funciones S-simples y Bochner-integrables que
converjan puntualmente casi donde quiera a una función f : Ω→ H fuertemente µ-medible
y, que además cumplan las propiedades (b) y (c) de la Definición 2.28 para probar que f
es Bochner-integrable resulta tediosa y difícil de aplicar. Sin embargo, el siguiente resultado
establece las condiciones necesarias y suficientes para que una función fuertemente µ-medible
sea Bochner-integrable y, que nos permitirá usar la teoría desarrollada para la integral de
Lebesgue.

Teorema 2.31 (Criterio de integrabilidad Lebesgue-Bochner) Sea (Ω,S, µ) un es-
pacio de medida Y sea f : Ω→ H una función fuertemente µ-medible. Entonces, f : Ω→ H
es Bochner-integrable si y sólo si su función norma ‖f‖H : Ω→ R es Lebesgue-integrable.

Demostración: ⇒) : Sea (fk) sucesión de funciones S-simples y Bochner-integrables tales
que fk(x) → f(x) p.c.t. x ∈ Ω, ‖fk − f‖H sea Lebesgue-integrable para todo k ∈ N y
ĺımk→∞

∫
Ω
‖fk − f‖H dµ = 0.

Para ε := 1 > 0, existe k1 ∈ N tal que:∫
Ω

‖fk − f‖H dµ < 1 ∀k ≥ k1.

Como fk1 es S-simple y Bochner-integrable, entonces ‖fk1‖H es Lebesgue-integrable. Es
decir, existe c ∈ R tal que

∫
Ω
‖fk1‖H dµ < c.

Por tanto, ∫
Ω

‖f‖H dµ ≤
∫

Ω

‖fk1‖H dµ+

∫
Ω

‖f − fk1‖H dµ < c+ 1

y esto prueba que ‖f‖H es Lebesgue-integrable.

⇐) : Dado que f : Ω→ H es fuertemente µ-medible, existe una sucesión (ξk) de funciones
µ-simples tales que:

ĺım
k→∞
‖ξk(x)− f(x)‖H = 0 p.c.t. x ∈ Ω. (2.9)

Definamos Ak := {x ∈ Ω : ‖ξk(x)‖H ≤ 3
2
‖f(x)‖H} para todo k ∈ N. Es claro que Ak ∈ S

pues ‖ξk‖H es una función medible para todo k ∈ N.
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Definiendo fk : Ω → H como fk(x) := ξk(x) · 1Ak(x) es claro que fk es µ-simple y,
por tanto, Bochner-integrable para todo k ∈ N. Además, ‖fk(x)‖H ≤ 3

2
‖f(x)‖H para todo

x ∈ Ω y para todo k ∈ N. Supongamos que ‖f(x)‖H = 0. Entonces, f(x) = 0H y, por
tanto, ‖fk(x)‖H = 0 para todo k ∈ N. Así, fk(x) = 0H para todo k ∈ N y esto implica
que fk(x) → f(x) p.c.t. x ∈ Ω. Por otra parte en (2.9), si ‖f(x)‖H > 0, entonces para
ε := ‖f(x)‖H

2
> 0 existe k0 ∈ N tal que:

|‖ξk(x)‖H − ‖f(x)‖H | ≤ ‖ξk(x)− f(x)‖H <
‖f(x)‖H

2
∀k ≥ k0.

En consecuencia,

‖ξk(x)‖H ≤
3

2
‖f(x)‖H ∀k ≥ k0,

lo que implica que ξk(x) = fk(x) para todo k ≥ k0. Es decir, fk(x)→ f(x) p.c.t.x ∈ Ω.

Finalmente, como ‖f‖H es Lebesgue-integrable y ‖fk(x)‖H ≤ 3
2
‖f(x)‖H para todo x ∈ Ω

y para todo k ∈ N, del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue concluimos que:

ĺım
k→∞

∫
Ω

‖fk − f‖H dµ = 0.

En consecuencia, f es Bochner-integrable.

Sea f : Ω → H Bochner-integrable. Repasando la demostración del teorema anterior
obtenemos que existe una sucesión (fk) de funciones S-simples y Bochner-integrables tales
que ‖fk‖V ≤ 3

2
‖f‖H para todo k ∈ N y tales que:

B

∫
Ω

f dµ = ĺım
k→∞

B

∫
Ω

fk dµ.

Dado que fk : Ω → H es S-simple y Bochner-integrable para todo k ∈ N, entonces
‖fk‖H : Ω→ H es Lebesgue-integrable y por (2.7) se tiene que:∥∥∥∥B∫

Ω

fk dµ

∥∥∥∥
H

≤
∫

Ω

‖fk‖H dµ ∀ k ∈ N.

Aplicando la continuidad de norma y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
concluimos que:∥∥∥∥B∫

Ω

f dµ

∥∥∥∥
H

= ĺım
k→∞

∥∥∥∥B∫
Ω

fk dµ

∥∥∥∥
H

≤ ĺım
k→∞

∫
Ω

‖fk‖H dµ =

∫
Ω

‖f‖H dµ. (2.10)

La desigualdad (2.10) es llamada desigualdad de Jensen.



2.2. LA INTEGRAL DE BOCHNER 57

Ejemplo 2.32 Sea ((0, 1),B(0, 1), λ) espacio de medida. Consideremos la función f :
(0, 1)→ L2(0, 1) del Ejemplo 2.24 que es fuertemente λ-medible.

Observemos que, para cada x ∈ (0, 1) se tiene que:

‖f(x)‖L2(0,1) =

(∫
(0,1)

1(0,x)(y) dλ(y)

)1/2

= λ((0, x))1/2 = x1/2.

Es claro que ‖f(x)‖L2(0,1) es continua, Riemann-integrable y, por tanto, Lebesgue-
integrable en (0, 1). En consecuencia, f : (0, 1) → L2(0, 1) es Bochner-integrable. De (2.10)
se tiene que: ∥∥∥∥B∫

(0,1)

f(x) dλ(x)

∥∥∥∥
L2(0,1)

≤
∫

(0,1)

‖f(x)‖L2(0,1) dλ(x) = 2
3
.

Sea f : Ω → H una función Bochner-integrable. Siguiendo la demostración del Teo-
rema 2.30 concluimos que existe una sucesión (fk) de funciones S-simples y Bochner-
integrables tales que fk(x) → f(x) p.c.t. x ∈ Ω, ‖fk(x)‖H ≤ 3

2
‖f(x)‖H para todo x ∈ Ω y

ĺımk→∞
∫

Ω
‖fk − f‖H dµ = 0.

Escribiendo a la función fk : Ω→ H como:

fk(x) :=

Nk∑
j=1

vkj 1Akj (x)

se tiene que:

B

∫
Ω

f dµ = ĺım
k→∞

B

∫
Ω

fk dµ = ĺım
k→∞

Nk∑
j=1

vkj µ(Akj ). (2.11)

Sea ψ : H → R lineal y continua. El teorema de medibilidad de Pettis asegura que las
funciones ψ ◦ fk, ψ ◦ f : Ω→ R son medibles. Entonces,

|ψ(fk(x))| ≤ ‖ψ‖H∗ ‖fk(x)‖H ≤ 3
2
‖ψ‖H∗ ‖f(x)‖H ∀x ∈ Ω ∀ k ∈ N

y, como ‖f‖H : Ω→ R es Lebesgue-integrable por el Teorema 2.30 entonces ψ ◦ fk : Ω→ R
es Lebesgue-integrable para todo k ∈ N.

Así, la continuidad de la función ψ : H → R implica que ψ(fk(x))→ ψ(f(x)) p.c.t. x ∈ Ω.
El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que ψ◦f es Lebesgue-integrable
y ∫

Ω

ψ(f) dµ = ĺım
k→∞

∫
Ω

ψ(fk) dµ. (2.12)
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Por tanto, aplicando la linealidad y continuidad de ψ en (2.11) y (2.12), concluimos que:

ψ

(
B

∫
Ω

f dµ

)
= ψ

(
ĺım
k→∞

B

∫
Ω

fk dµ

)
= ĺım

k→∞
ψ

(
B

∫
Ω

fk dµ

)
= ĺım

k→∞
ψ

(
Nk∑
j=1

vkj µ(Akj )

)
= ĺım

k→∞

Nk∑
j=1

ψ(vkj )µ(Akj )

= ĺım
k→∞

∫
Ω

ψ(fk) dµ =

∫
Ω

ψ(f) dµ.

Notemos que hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.33 Sea f : Ω→ H una función Bochner-integrable. Entonces, para cada ψ ∈ H∗
se tiene que:

ψ

(
B

∫
Ω

f dµ

)
=

∫
Ω

ψ(f) dµ. (2.13)

Existe un análogo al teorema de la convergencia dominada para la integral de Bochner y,
que suele conocerse como el teorema de la convergencia dominada vectorial.

Teorema 2.34 (de la convergencia dominada de Lebesgue-Bochner) Sean f, fk :
Ω→ H funciones fuertemente µ-medibles con las siguientes propiedades:

(i) fk es Bochner-integrable,
(ii) fk(x)→ f(x) p.c.t. x ∈ Ω,
(iii) existe una función Lebesgue-integrable g : Ω→ R tal que, para cada k ∈ N, se cumple

que ‖fk(x)‖H ≤ g(x) p.c.t. x ∈ Ω.

Entonces f es Bochner-integrable y

B

∫
Ω

f dµ = ĺım
k→∞

B

∫
Ω

fk dµ.

Demostración: Dado que para cada k ∈ N, se cumple que ‖fk(x)‖H ≤ g(x) p.c.t. x ∈ Ω
entonces ‖f(x)‖H ≤ g(x) p.c.t. x ∈ Ω.

Es claro que ‖fk − f‖H : Ω → R es una función S-medible para todo k ∈ N (ver
Proposición 2.18). Observemos que, ‖fk(x) − f(x)‖H ≤ ‖fk(x)‖H + ‖f(x)‖H ≤ 2g(x) p.c.t.
x ∈ Ω y para todo k ∈ N. Por tanto, ‖fk − f‖H es Lebesgue-integrable para todo k ∈ N.

Aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue concluimos que:

ĺım
k→∞

∫
Ω

‖fk − f‖H dµ = 0.
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Sea k ∈ N. Dado que fk : Ω → H es Bochner-integrable, existe una sucesión (skj ) de
funciones S-simples y Bochner-integrables tales que ĺımj→∞ s

k
j (x) = fk(x) p.c.t. x ∈ Ω y

tales que:

ĺım
j→∞

∫
Ω

‖fk − skj‖H dµ = 0.

Así, para ε := 1
k
> 0 existe jk ∈ N tal que:∫

Ω

‖fk − skj‖H dµ ≤ 1
k

∀ j ≥ jk.

Definiendo la sucesión de funciones ξk : Ω→ H como ξk(x) := skjk(x) se tiene que:∫
Ω

‖f − ξk‖H dµ ≤
∫

Ω

‖f − fk‖H dµ+

∫
Ω

‖fk − ξk‖H dµ ≤
∫

Ω

‖f − fk‖H dµ+ 1
k

y, por tanto, ĺımk→∞
∫

Ω
‖f − ξk‖H dµ = 0.

En consecuencia, f es Bochner-integrable y se tiene que:

B

∫
Ω

f dµ = ĺım
k→∞

B

∫
Ω

fk dµ

como afirma el enunciado.

2.3. Los espacios Lp(Ω ; H)

Sean (Ω,S, µ) un espacio de medida finita y H = (H, 〈·, ·〉, ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R.

En el conjunto de todas las funciones fuertemente µ-medibles

M(Ω;H) := {f : Ω→ H : f es fuertemente µ-medible}.

consideramos la relación de equivalencia dada por

f ∼µ g ⇐⇒ f(x) = g(x) (c.d.rel.µ). (2.14)

Al conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por:

M(Ω;H) := M(Ω;H)� ∼µ . (2.15)

Observemos que, si fi = gi c.d. en Ω, i = 1, 2, entonces αf1 + βf2 = αg1 + βg2 c.d. en Ω
para cualesquiera α, β ∈ R. Así, la estructura de espacio vectorial de M(Ω;H) induce una
estructura de espacio vectorial en M(Ω;H).

Denotaremos a la clase de equivalencia de f simplemente por f : Ω→ H. Si una función
está definida c.d. en Ω, la consideraremos definida en todo Ω dándole el valor 0H en los
puntos en los que no está definida.
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Definición 2.35 Si p ∈ [1,∞) definimos:

Lp(Ω,S, µ;H) := {f ∈M(Ω;H) : ‖f‖H ∈ Lp(Ω,S, µ)} .

Para f ∈ Lp(Ω,S, µ;H) denotamos por

‖f‖Lp(Ω;H) :=

(∫
Ω

‖f‖pH dµ
)1/p

. (2.16)

A partir de este momento y siempre que no se preste a confusión escribiremos Lp(Ω;H)
en lugar de Lp(Ω,S, µ;H). Algunas de las propiedades de los espacios Lp(Ω;H) tienen su
análogo con los espacios clásicos de Lebesgue Lp(Ω) y que tienen que ver con el criterio de
integrabilidad de Lebesgue-Bochner.

Desigualdad de Hölder-Riesz: Sean p, q ∈ (1,∞) tales 1
p

+ 1
q

= 1. Consideremos
f ∈ Lp(Ω;H), g ∈ Lq(Ω;H) y, por tanto, ‖f‖H ∈ Lp(Ω) y ‖g‖H ∈ Lq(Ω).

Aplicando la desigualdad de Hölder-Riesz concluimos que ‖f‖H‖g‖H ∈ L1(Ω) y∫
Ω

‖f‖H ‖g‖H dµ ≤
(∫

Ω

‖f‖pH dµ
)1/p(∫

Ω

‖g‖qH dµ
)1/q

.

En consecuencia: ∫
Ω

‖f‖H ‖g‖H dµ ≤ ‖f‖Lp(Ω;H)‖g‖Lq(Ω;H). (2.17)

Observemos que, la expresión fg puede no tener sentido en el espacio de Hilbert H a
menos que éste sea una R-álgebra con unidad.

Desigualdad de Minkowski: Sea p ∈ [1,∞) y sean f, g ∈ Lp(Ω;H). Entonces,
‖f‖H , ‖g‖H ∈ Lp(Ω) y aplicando la desigualdad de Minkowski obtenemos que ‖f + g‖H ∈
Lp(Ω) y (∫

Ω

‖f + g‖pH dµ
)1/p

≤
(∫

Ω

‖f‖pH dµ
)1/p

+

(∫
Ω

‖g‖pH dµ
)1/p

.

Por tanto, f + g ∈ Lp(Ω;H) y se tiene que:

‖f + g‖Lp(Ω;H) ≤ ‖f‖Lp(Ω;H) + ‖g‖Lp(Ω;H). (2.18)

Proposición 2.36 Lp(Ω;H) = (Lp(Ω;H), ‖ · ‖Lp(Ω;H)) es un espacio normado para todo
p ∈ [1,∞).



2.3. LOS ESPACIOS LP (Ω ; H) 61

Demostración: Sea p ∈ [1,∞). Si f = 0H entonces ‖f‖H = 0 ∈ Lp(Ω) y, en consecuencia
‖f‖pH = 0. Es decir, f ∈ Lp(Ω;H) y ‖f‖Lp(Ω;H) = 0. Inversamente, si ‖f‖Lp(Ω;H) = 0 entonces
‖f‖H = 0 y, por tanto, f = 0H .

Si f es fuertemente µ-medible y α ∈ R, entonces α f es fuertemente µ-medible. Además,
observemos que ‖α f‖pH = |α|p‖f‖pH y se sigue ‖α f‖Lp(Ω;H) = |α|‖f‖Lp(Ω;H).

Esta última afirmación junto con la identidad (2.18) aseguran que Lp(Ω;H) es un espacio
vectorial y que ‖ · ‖Lp(Ω;H) es una norma.

Probaremos a continuación que Lp(Ω;H) es un espacio de Banach. Para ello requerimos
el siguiente lema.

Teorema 2.37 Lp(Ω;H) = (Lp(Ω;H), ‖ · ‖Lp(Ω;H)) es un espacio de Banach para todo p ∈
[1,∞).

Demostración: Sea p ∈ [1,∞) y (fk) una sucesión en Lp(Ω;H) tal que:
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω;H) <∞.

Definamos gm, g : Ω→ R como:

gm :=
m∑
k=1

‖fk‖H y g :=
∞∑
k=1

‖fk‖H = sup
m∈N

gm.

Observemos que ‖‖fk‖H‖pLp(Ω) =
∫

Ω
‖fk‖pH dµ = ‖fk‖pLp(Ω;H) para todo k ∈ N.

En consecuencia:∫
Ω

|gm|p dµ =

∫
Ω

(
m∑
k=1

‖fk‖H

)p

dµ =

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

‖fk‖H

∥∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

≤

(
m∑
k=1

‖‖fk‖H‖Lp(Ω)

)p

≤

(
m∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω;H)

)p

≤

(
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω;H)

)p

<∞.

Por el teorema de la convergencia monótona, la función |g|p = supm∈N |gm|p es Lebesgue-
integrable. Existe N ∈ S con µ(N) = 0 tal que:

g(x) :=
∞∑
k=1

‖fk(x)‖V <∞ ∀x ∈ ΩrN.
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Como H es de Hilbert, el Criterio de Weierstrass implica que la serie
∑∞

k=1 fk(x) converge
en H para cada x ∈ ΩrN. Definimos, por tanto, f : Ω→ H como:

f(x) :=

{ ∑∞
k=1 fk(x) si x ∈ ΩrN,

0H si x ∈ N.

Dado que: (
f(x)−

m∑
k=1

fk(x)

)
=

∞∑
k=m+1

fk(x)

entonces: ∥∥∥∥∥
∞∑

k=m+1

fk(x)

∥∥∥∥∥
p

H

→ 0 y

∥∥∥∥∥
∞∑

k=m+1

fk(x)

∥∥∥∥∥
p

H

≤ |g(x)|p p.c.t. x ∈ Ω.

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue ‖f‖H ∈ Lp(Ω) y

ĺım
m→∞

∫
Ω

∥∥∥∥∥f(x)−
m∑
k=1

fk(x)

∥∥∥∥∥
p

H

dµ = ĺım
m→∞

∫
Ω

∥∥∥∥∥
∞∑

k=m+1

fk(x)

∥∥∥∥∥
p

H

dµ = 0.

Es decir,
∑∞

k=1 fk converge a f en Lp(Ω;H). Por tanto, Lp(Ω;H) es de Banach.

Proposición 2.38 Sean (Ω,S, µ) un espacio de medida finita y H = (H, 〈·, ·〉H) un espacio
de Hilbert. En el espacio L2(Ω;H) definimos:

〈f, g〉L2(Ω;H) :=

∫
Ω

〈f, g〉H dµ.

Entonces, 〈f, g〉L2(Ω;H) es un producto escalar en L2(Ω;H). Más aún, L2(Ω;H) es un
espacio de Hilbert.

Demostración: Sean f1, f2, g ∈ L2(Ω;H) y a, b ∈ R. De las propiedades de producto
escalar de 〈·, ·〉H y de la integral de Lebesgue se tiene que:

〈af1 + bf2, g〉L2(Ω;H) =

∫
Ω

〈af1 + bf2, g〉H dµ

= a

∫
Ω

〈f1, g〉H dµ+ b

∫
Ω

〈f2, g〉H dµ

= a〈f1, g〉L2(Ω;H) + b〈f2, g〉L2(Ω;H).

〈f1, f2〉L2(Ω;H) =

∫
Ω

〈f1, f2〉H dµ

=

∫
Ω

〈f2, f1〉H dµ

= 〈f1, f2〉L2(Ω;H).
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Esto prueba (PE1) y (PE2). Las propiedades (PE3) Y (PE4) son inmediatas.

Por otra parte, como H es un espacio de Hilbert entonces, 〈v, v〉H = ‖v‖2
H para cada

v ∈ H y, por tanto,

〈f, f〉L2(Ω;H) =

∫
Ω

〈f, f〉H dµ =

∫
Ω

‖f‖2
H dµ ∀ f ∈ L2(Ω;H).

Es decir, la norma inducida por 〈·, ·〉L2(Ω;H) es la norma ‖ · ‖L2(Ω;H) en L2(Ω;H) que
sabemos, por el Teorema 2.37, es completa.

Denotemos por Sp(Ω;H) al conjunto de todas las funciones S-simples que están en
Lp(Ω;H). Es decir,

Sp(Ω;H) := {s : Ω→ H : s es S − simple y s ∈ Lp(Ω;H)} .

Sea f ∈ Lp(Ω;H). Siguiendo la demostración del Teorema 2.30 concluimos que existe una
sucesión (sk) de funciones S-simples y Bochner-integrables tales que sk → f puntualmente
en Ω y ‖fk(x)‖H ≤ 3

2
‖f(x)‖H para todo x ∈ Ω. De este modo, fk ∈ Lp(Ω;H) para todo

k ∈ N y por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue concluimos que:

ĺım
k→∞

∫
Ω

‖fk − f‖pH dµ = 0.

Es decir, Sp(Ω;H) es denso en Lp(Ω;H).

Para ψ1, . . . , ψN ∈ Lp(Ω) y v1, . . . , vN ∈ H dados definimos la función
∑N

j=1 ψj⊗vj : Ω→
H como sigue:

(
N∑
j=1

ψj ⊗ vj)(x) :=
N∑
j=1

ψj(x) vj. (2.19)

Es claro que (
∑N

j=1 ψj ⊗ vj) ∈ Lp(Ω;H) pues:∥∥∥∥∥(
N∑
j=1

ψj ⊗ vj)(x)

∥∥∥∥∥
p

H

≤
N∑
j=1

|ψj(x)|p‖vj‖pH .

Denotaremos por Lp(Ω) ⊗ H al subespacio vectorial de Lp(Ω;H) dado por todas las
funciones de la forma (2.19).

Observemos que, si s ∈ Sp(Ω;H) entonces:

s(x) =
M∑
i=1

vi 1Ai(x)
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en donde A1, . . . , AM ∈ S son todos disjuntos y podemos suponer que µ(Ai) < ∞ para
todo i = 1, . . . ,M . En consecuencia, 1Ai ∈ Lp(Ω) para todo i = 1, . . . ,M y, por tanto,
s ∈ Lp(Ω)⊗H. Es decir, Sp(Ω;H) ⊂ Lp(Ω)⊗H lo que implica que Lp(Ω)⊗H es también
denso en Lp(Ω;H).

Sean (Ω,S, µ) y (Ω̃, S̃, µ̃) dos espacios de medida finita y consideremos T : L1(Ω)→ L1(Ω̃)

una función lineal y continua. Definamos T0 : S1(Ω;H)→ L1(Ω̃;H) como:

T0(s) :=
N∑
j=1

vj T (1Aj) (2.20)

en donde s =
∑N

j=1 vj 1Aj . Esta función es claramente lineal. Observa que ‖T (1Aj)‖L1(Ω̃) ≤
‖T‖Lc(L1(Ω),L1(Ω̃))‖1Aj‖L1(Ω) para todo j = 1, . . . , N . En consecuencia:

‖T0(s)‖L1(Ω̃;H) ≤
N∑
j=1

‖T (1Aj)‖L1(Ω̃) ‖vj‖H

≤ ‖T‖Lc(L1(Ω),L1(Ω̃))

N∑
j=1

‖vj‖H‖1Aj‖L1(Ω)

≤ ‖T‖Lc(L1(Ω),L1(Ω̃))

N∑
j=1

‖vj‖H µ(Aj)

= ‖T‖Lc(L1(Ω),L1(Ω̃))‖s‖L1(Ω;H)

lo que implica que T0 es continua en S1(Ω;H).

Dado que S1(Ω;H) es denso en L1(Ω;H) entonces la función lineal y continua T0 :

S1(Ω;H)→ L1(Ω̃;H) admite una única extensión lineal y continua T̃ : L1(Ω;H)→ L1(Ω̃;H)
tal que:

‖T̃‖Lc(L1(Ω),L1(Ω̃)) ≤ ‖T‖Lc(L1(Ω),L1(Ω̃)). (2.21)

Sea v ∈ H y consideremos ψ ∈ L1(Ω).

Caso 1: Si ψ =
∑M

i=1 αi 1Bi con αi ∈ R y Bi ∈ S disjuntos tal que µ(Bi) <∞ para todo
i = 1, . . . ,M entonces:

ψ ⊗ v =
M∑
i=1

αi v 1Bi .

Es decir, ψ ⊗ v ∈ S1(Ω;H).

Por lo tanto,

T̃ (ψ ⊗ v) = T0(ψ ⊗ v) =
M∑
i=1

αi v T (1Bi) v = T (ψ) v.
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Caso 2: Consideremos una sucesión (ψk) de funciones simples en L1(Ω) tales que ψk → ψ
en L1(Ω).

Entonces,

ψ ⊗ v = ĺım
k→∞

(ψk ⊗ v).

Usando la continuidad de T̃ y T , del caso anterior concluimos que:

T̃ (ψ ⊗ v) = ĺım
k→∞

T̃ (ψk ⊗ v) = ĺım
k→∞

(T (ψk) v) = T (ψ) v.

De los casos anteriores concluimos que para toda ψ ∈ L1(Ω) y todo v ∈ H se tiene que:

T̃ (ψ ⊗ v) = T (ψ) v. (2.22)

Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposición 2.39 Sean (Ω,S, µ) y (Ω̃, S̃, µ̃) dos espacios de medida finita. Para cada T :

L1(Ω) → L1(Ω̃) función lineal y continua, existe una única función lineal y continua T̃ :

L1(Ω;H)→ L1(Ω̃;H) tal que:

T̃ (ψ ⊗ v) = T (ψ) v ∀ψ ∈ L1(Ω), ∀ v ∈ H.

Más aún, ‖T‖Lc(L1(Ω),L1(Ω̃)) = ‖T̃‖Lc(L1(Ω;H),L1(Ω̃;H)).

Sea p ∈ [1,∞) arbitrario pero fijo. Consideremos T : Lp(Ω) → Lp(Ω) una función lineal
y continua. Definimos la función T ⊗ idV : LP (Ω)⊗H → Lp(Ω)⊗H como:

(T ⊗ idV )(ψ ⊗ v) := T (ψ)⊗ v

Esta función es claramente lineal. Del mismo modo que en la Proposición 2.39 nos pregun-
tamos cuando es posible extender a esta función a una función lineal y continua en Lp(Ω;H).
De manera general, no es posible a menos que la función T sea un operador positivo, es decir,
T (ψ) ≥ 0 si ψ ≥ 0.

Supongamos que T es un operador positivo y sea f ∈ Lp(Ω)⊗H.

Consideremos que f =
∑N

j=1 1Aj ⊗ vj con A1, . . . , AN ∈ S mutuamente disjuntos y
v1, . . . , vN ∈ H distintos. Dado que T es positivo, entonces |T (1Aj)| = T (1Aj) para todo
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j = 1, . . . , N . Por tanto:

‖(T ⊗ idH)(f)‖pLp(Ω;H) =

∫
Ω

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

T (1Aj)⊗ vj

∥∥∥∥∥
p

H

dµ

≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

|T (1Aj)|‖vj‖H

∣∣∣∣∣
p

dµ

=

∫
Ω

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

T (1Aj)‖vj‖H

∣∣∣∣∣
p

dµ

=

∫
Ω

∣∣∣∣∣T
(

N∑
j=1

1Aj‖vj‖H

)∣∣∣∣∣
p

dµ

≤ ‖T‖pLc(Lp(Ω),Lp(Ω))

∫
A

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

1Aj‖vj‖H

∣∣∣∣∣
p

dµ

≤ ‖T‖pLc(Lp(Ω),Lp(Ω))

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

1Aj ⊗ vj

∥∥∥∥∥
p

Lp(Ω;H)

.

Dado que Lp(Ω) ⊗H es denso en Lp(Ω;H) entonces T ⊗ idH tiene una única extensión
lineal y continua ˜T ⊗ idH : Lp(Ω;H)→ Lp(Ω;H) tal que:∥∥∥ ˜T ⊗ idH∥∥∥

Lc(Lp(Ω;H))
≤ ‖T‖Lc(Lp(Ω))

De manera general, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.40 Supongamos que H es separable y sean 1 ≤ p, q <∞. Para T : Lp(Ω)→
Lq(Ω) una función lineal y continua, la función

T ⊗ idH : Lp(Ω)⊗H → Lq(Ω)⊗H

es el único operador lineal tal que:

(T ⊗ idH)(ψ ⊗ v) = T (ψ)⊗ v ∀ψ ∈ Lp(Ω), ∀ v ∈ H. (2.23)

Además, si T es positivo (e.d. T (ψ) ≥ 0 si ψ ≥ 0) entonces T ⊗ idH se extiende a una
función lineal y continua ˜T ⊗ idH : Lp(Ω;H)→ Lq(Ω;H) que tiene norma igual a T .

Demostración: Consulta, por ejemplo, [61].

Si (Ω,S, µ) es de medida finita, para cualesquiera 1 ≤ p < q <∞, se tiene que Lq(Ω;H) ⊂
Lp(Ω;H).
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Observa lo siguiente: Sea p ∈ [1,∞) arbitrario pero fijo y (fk) una sucesión en Lp(Ω;H)
tal que fk → f en Lp(Ω;H). Es decir,∫

Ω

‖fk − f‖pH dµ→ 0.

Entonces,
|‖fk‖H − ‖f‖H |p ≤ ‖fk − f‖pH

de modo que: ∫
Ω

|‖fk‖H − ‖f‖H |p dµ ≤
∫

Ω

‖fk − f‖pH dµ→ 0

lo que implica que ‖fk‖H → ‖f‖H en Lp(Ω).

Así pues, existe una subsucesión (‖fkj‖H) de (‖fk‖H) y una función g ∈ Lp(Ω) tal que
‖fkj(x)‖H → ‖f(x)‖H p.c.t. x ∈ Ω y ‖fkj(x)‖H ≤ g(x) p.c.t. x ∈ Ω.

Desigualdad de Jensen: Sea (Ω,S, µ) un espacio de medida finita y H un espacio
de Hilbert real. Sea f : Ω → H una función Bochner-integrable y φ : R → R una función
convexa tal que φ(‖f‖H) : Ω→ R es Lebesgue-integrable. Entonces:

φ

(∫
Ω

‖f‖H dµ
)
≤
∫

Ω

φ(‖f‖H) dµ. (2.24)

Dado que φ es convexa, es posible hallar (ak) y (bk) sucesiones de números reales tales
que φ(t) = supk≥1(akt+ bk) para todo k ∈ N (ver [71]). Entonces,∫

Ω

φ(‖f‖H) dµ ≥
∫

Ω

(ak‖f‖H + bk) dµ

≥ ak

∫
Ω

‖f‖H dµ+ bk ∀ k ∈ N.

Tomando el supremo sobre k ∈ N en la desigualdad anterior obtenemos la desigualdad
(2.24).

De este modo, para p ∈ (1,∞), si (fk) → f en Lp(Ω;V ) entonces de la desigualdad de
Jensen y la convexidad de la función φ(t) = |t|p se tiene que:(∫

Ω

‖fk − f‖H dµ
)p
≤
∫

Ω

‖fk − f‖pH dµ→ 0.

Es decir, (fk)→ f en L1(Ω;H).

El siguiente resultado nos brinda un criterio sobre la separabilidad del espacio Lp(Ω;H).
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Definición 2.41 Sea X = (X, d) un espacio métrico y B(X) la σ-álgebra de Borel de X.
Decimos que una medida v : B(X) → R ∪ {∞} es una medida de Radon si satisface las
siguientes propiedades:

(a) Para cualquier subconjunto compacto K de X se tiene que v(K) <∞.
(b) Para cualquier subconjunto abierto O de X se tiene que:

v(O) = sup {v(K) : K ⊂ O y K es compacto} .

(c) Para cualquier subconjunto A de X se tiene que:

v(A) = ı́nf {v(B) : A ⊂ B y B es abierto} .

Por ejemplo, la medida de Lebesgue λ en (0, 1) es una medida de Radon.

Invitamos al lector a consultar, por ejemplo, [11] y [18] para un mejor estudio de estas
medidas.

Teorema 2.42 Si X es un espacio métrico, µ es una medida de Radon finita y H es un
espacio de Hilbert separable, entonces Lp(X;H) es separable para cada p ∈ [1,∞).

En este caso omitimos la demostración pues esta queda fuera de los conceptos esencia-
les de este trabajo. Invitamos al lector a consultar [24; 50] para algunas versiones de la
demostración.

Del teorema anterior podemos concluir que el espacio Lp((0, 1);Lp(0, 1)) con la medida
de Lebesgue en (0, 1) es separable para todo p ∈ (1,∞).



Capítulo 3

Operadores compactos en espacios de
Hilbert

El teorema de descomposición espectral, también llamado solamente teorema espectral,
en espacios vectoriales de dimensión finita sobre R establece las condiciones bajos las cuales
una función lineal A puede diagonalizarse, es decir, cuándo existe una base ortonormal de
vectores propios de A tales que la matriz de A asociada a dicha base puede verse como una
matriz diagonal. Recordemos que un vector propio de A es un elemento del espacio vectorial,
en este caso de dimensión finita, distinto del vector cero tal que A(v) = λ v para λ algún
número real.

El objetivo de este capítulo es extender este resultado para espacios de Hilbert separables
de dimensión infinita. Para lograrlo, comenzamos con el estudio de los operadores compactos
entre dos espacios de Hilbert. Un operador compacto es una función lineal T : H → K entre
dos espacios de Hilbert tal que la imagen de cualquier subconjunto acotado de H bajo T es
un subconjunto relativamente compacto en K. Demostramos que cualquier función lineal y
continua de rango finito es un operador compacto, lo cual nos permite entender que la clase
de operadores compactos es una generalización de la clase de operadores de rango finito
en espacios vectoriales de dimensión infinita. De hecho, cuando H es igual a K, cualquier
operador compacto es el límite de una sucesión de operadores de rango finito.

Por tanto, estudiar operadores compactos entre espacios de Banach nos obliga a pro-
porcionar resultados que nos permitan caracterizar a los subconjuntos compactos en ellos.
Uno de estos resultado es el teorema de Riesz que caracteriza a los espacios de Banach de
dimensión infinita a través de su bola unitaria cerrada.

El teorema espectral en espacios de dimensión finita establece que para que una función
lineal pueda diagonalizarse esta debe ser un operador hermítico, o equivalentemente, que la
matriz asociada a A sea simétrica. En espacios de Hilbert de dimensión infinita este concepto
se generaliza a través de los operadores autoadjuntos. De este modo, damos una construcción
explícita del operador adjunto de Hilbert de una función lineal y continua además de estudiar
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sus propiedades básicas. Daremos aquí algunos ejemplos interesantes. Probamos también el
teorema de la alternativa de Fredholm en espacios de Hilbert que nos brinda información
acerca del kernel e imagen de operadores compactos y sus adjuntos con respecto de la función
identidad. Así, con todos estos resultados fundamentales, desarrollamos la teoría espectral
de los operadores compactos y autoadjuntos en espacios de Hilbert separables de dimensión
infinita.

Para el desarrollo de este capítulo nos basamos principalmente en [13], [31], [32], [33] [47],
[48], [63], [65] y [75].

3.1. Conceptos y propiedades básicas

Sean H y K dos espacios de Hilbert sobre R con normas ‖ · ‖H y ‖ · ‖K respectivamente.
Por simplicidad denotaremos por BH a la bola cerrada en H con centro en 0H y radio 1.

Definición 3.1 Sea T : H → K una función lineal. Decimos que T es un operador com-
pacto si el subconjunto T (BH) es relativamente compacto en K. Es decir, si la cerradura
del conjunto T (BH) es compacta en K.

Observa que si T : H → K es un operador compacto entonces T (BH) es compacto en K
y, por tanto, es acotado en K. Es decir, existen w ∈ K y ε > 0 tal que T (BH) ⊂ T (BH) ⊂
BK(w, ε). Esto implica que T (BH) es acotado en K lo que demuestra que T es continuo en
H.

Denotaremos por K(H,K) al conjunto de todos los operadores T : H → K lineales y
continuos que son compactos. A continuación damos una caracterización para los operadores
compactos la cual resultará más sencilla en algunos resultados importantes de este trabajo.
Supondremos que el lector está familiarizado con las propiedades de los espacios métricos
compactos.

Teorema 3.2 Sea T ∈ Lc(H,K). Entonces, T es compacto si y sólo si para cualquier suce-
sión (vk) acotada en H, la sucesión (T (vk)) tiene una subsucesión convergente en K.

Demostración: ⇒) : Sea (vk) sucesión acotada en H. Existe c ∈ R con c > 0 tal que
‖vk‖H ≤ c para todo k ∈ N. Por tanto, la sucesión (wk) := (vk

c
) enH es tal que wk := vk

c
∈ BH

para todo k ∈ N. Así pues, (T (wk)) es una sucesión en K tal que T (wk) ∈ T (BH) ⊂ T (BH)
para todo k ∈ N. Existe una subsucesión (T (wkj)) de (T (wk)) que converge en K a un
elemento w de T (BH). En consecuencia, usando la continuidad de la norma y que T es lineal
obtenemos:

ĺım
j→∞
‖T (vkj)− cw‖K = ĺım

j→∞
|c|
∥∥∥T (vkjc )− w∥∥∥

K
= 0,

lo que demuestra que (T (vkj)) converge en K.
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⇐) : Sea (wk) una sucesión en T (BH). Entonces, existe vk ∈ BH tal que T (vk) = wk
para cada k ∈ N. De este modo, como (vk) está acotada en H entonces existe (T (vkj))
subsucesión de (T (vk)) tal que T (vkj) → w en K para algún w ∈ K. En consecuencia,
(wkj) es una subsucesión de (wk) de elementos de T (BH) tal que wkj → w en K. Por tanto,
w ∈ T (BH) lo que demuestra que T (BH) es compacto en K.

Probaremos a continuación que el conjunto de operadores compactos K(H,K) es un
espacio vectorial sobre R.

Proposición 3.3 Si T, S ∈ K(H,K) y α, β ∈ R entonces αT + βS ∈ K(H,K). Además,
si denotamos por 0 a la función constante tal que 0(v) = 0K para todo v ∈ H entonces
0 ∈ K(H,K).

Demostración: Sea (vk) una sucesión acotada en H. Existe (vkj) una subsucesión de (vk)
tal que (T (vkj)) converge en K. Del mismo modo, como (vkj) es acotada entonces existe una
subsucesión (vkj` ) tal que (S(vkj` )) converge en K. Sea w := ĺım

j→∞
T (vkj) y w̃ := ĺım

`→∞
S(vkj` ).

Por tanto,

ĺım
`→∞

[
αT (vkj` ) + β S(vkj` )

]
= α ĺım

`→∞
T (vkj` ) + β ĺım

`→∞
S(vkj` ) = αw + β w̃ ∈ W

y el Teorema 3.2 asegura que αT + βS ∈ K(V,W ).

Por otro lado, 0(vk) = 0K para todo k ∈ N por lo que 0(vk) → 0K ∈ WK y, en
consecuencia, 0 ∈ K(H,K).

Teorema 3.4 K(H,K) es un subespacio vectorial cerrado de Lc(H,K).

Demostración: Sea T ∈ K(H,K). Existe una sucesión (Tk) tal que Tk ∈ K(H,K) para
todo k ∈ N y Tk → T en Lc(H,K). Sea (vk) una sucesión acotada en H y sea c ∈ R
con c > 0 tal que ‖vk‖H ≤ c para todo k ∈ N. Existe una subsucesión (v1

k) de (vk) tal
que (T1(v1

k)) converge en K. La sucesión (v1
k) también está acotada y, por tanto, existe

una subsucesión (v2
k) de (v1

k) tal que (T2(v2
k)) converge en K. Continuando de este modo

obtenemos, para cada j ∈ N, una subsucesión (vjk) de (vj−1
k ) tal que (Tj(v

j
k)) converge en K

cuando k → ∞. Definamos uk := vkk para todo k ∈ N. La sucesión (uk) es una subsucesión
de (vk). Probaremos que (T (uk)) converge en K. Como K es de Banach basta probar que la
sucesión (T (uk)) es de Cauchy en K.

Sea ε > 0. Como Tk → T en Lc(H,K) existe k0 ∈ N tal que:

‖T − Tk‖Lc(H,K) <
ε

3c
∀k ≥ k0.

Dado que (Tk0(uk)) converge en K entonces es de Cauchy en K. Existe k1 ∈ N tal que

‖Tk0(uk)− Tk0(uj)‖K <
ε

3
∀k, j ≥ k1.
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Definiendo k∗ := máx{k0, k1} obtenemos:

‖T (uk)− T (uj)‖K ≤ ‖T (uk)− Tk0(uk)‖K + ‖Tk0(uk)− Tk0(uj)‖K + ‖Tk0(uj)− T (uj)‖K
≤ 2‖T − Tk‖Lc(H,K)‖uk‖H + ‖Tk0(uk)− Tk0(uj)‖K
< 2c

ε

3c
+
ε

3
= ε ∀k ≥ k∗.

En consecuencia, (T (uk)) es de Cauchy en K. El Teorema 3.2 asegura que T ∈ K(H,K)
y esto prueba que K(H,K) es cerrado en Lc(H,K).

Proposición 3.5 Sea Z = (Z, ‖ · ‖Z) espacio de Hilbert sobre R y sean T ∈ Lc(H,K) y
S ∈ Lc(K,Z). Si S ∈ K(K,Z) entonces S ◦ T ∈ K(H,Z).

Demostración: Sea (vk) una sucesión acotada en H y sea c ∈ R con c > 0 tal que
‖vk‖H ≤ c. Como T : H → K es lineal y continua, entonces

‖T (vk)‖H ≤ ‖T‖Lc(H,K)‖vk‖H ≤ ‖T ‖Lc(H,K) c ∀k ∈ N

lo que implica que la sucesión (T (vk)) es acotada en K. Dado que S ∈ K(K,Z) entonces
existe una subsucesión (T (vkj)) de (T (vk)) tal que (S(T (vkj))) converge en Z. Por tanto,
S ◦ T ∈ K(H,Z).

Definición 3.6 Sea T : H → K función lineal. Decimos que T es de rango finito si la
dimensión del subespacio vectorial imT := {T (v) : v ∈ H} de K es finita.

Notemos que si T ∈ Lc(H,K) es de rango finito, digamos que dim imT = N , entonces al
subespacio vectorial imT lo podemos identificar naturalmente con RN de modo que si (vk)
es una sucesión acotada en H, de la Proposición 3.6 se tiene que (T (vk)) es una sucesión
acotada de elementos de imT . El teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que T (vk) contiene
una subsucesión convergente. En consecuencia, T ∈ K(H,K).

Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposición 3.7 Sea T ∈ Lc(H,K). Si T es de rango finito, entonces T ∈ K(H,K).

De los resultados anteriores podemos concluir lo siguiente.

Corolario 3.8 Sea (Tk) una sucesión en Lc(H,K) tal que Tk es de rango finito para cada
k ∈ N. Si existe T ∈ Lc(H,K) tal que ‖Tk − T‖Lc(H,K) → 0, entonces T ∈ K(H,K).

Demostración: La Proposición 3.7 asegura que Tk ∈ K(H,K) para cada k ∈ N. Aplicando
el Teorema 3.4 concluimos que T ∈ K(H,K) como afirma el enunciado.

Damos a continuación una caracterización de los operadores compactos.
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Teorema 3.9 Sea T ∈ Lc(H,K), entonces:

(a) T es un operador compacto si y sólo si para cada subconjunto acotado A de H, el
subconjunto T (A) es compacto en K.

(b) Si T es un operador compacto, entonces los subconjuntos imT y imT son separables
en K.

Demostración: (a) ⇒) : Sea A ⊂ H acotado y (wk) sucesión en T (A). Para cada k ∈ N,
existe (vkj ) sucesión en A tal que ĺımj→∞ ‖T (vkj ) − wk‖K = 0. Así pues, para k = 1 existe
j1 ∈ N tal que ‖T (v1

j1
) − w1‖K ≤ 1. Luego, para k = 2 elegimos j2 ∈ N con j2 > j1 tal que

‖T (v2
j2

)−w2‖K ≤ 1
2
. Continuando de este modo obtenemos, para cada k ∈ N, un jk ∈ N con

jk > jk−1 tal que ‖T (vkjk)−wk‖K ≤
1
k
. Definamos vk := vkjk para cada k ∈ N. Entonces (vk) es

una sucesión de elementos de A de modo que (vk) es acotada en H. Como T es un operador
compacto, existe (vk`) subsucesión de (vk) tal que T (vk`)→ w en K cuando `→∞. Se sigue
entonces que v ∈ T (A) y obtenemos que:

‖wk` − w‖K ≤ ‖wk` − T (vk`)‖K + ‖T (vk`)− w‖K ≤
1

k`
+ ‖T (vk`)− w‖K ∀ ` ∈ N.

En consecuencia, wk` → w cuando `→∞. Es decir, (wk) tiene una subcesión convergente
lo que implica que T (A) es compacto en K.

⇐) : Sea (vk) una sucesión acotada en H. Entonces, el subconjunto B = {vk : k ∈ N}
de V es acotado y, por hipótesis, T (B) es compacto en K. Dado que T (vk) ∈ T (B) ⊂ T (B)
para cada k ∈ N, entonces la sucesión (T (vk)) tiene una subsucesión convergente lo que
demuestra que T es compacto.

(b) Para k ∈ N consideremos la bola abierta BH(0H , k) en H. Es claro que BH(0H , k)
es un conjunto acotado en H para cada k ∈ N. Para cada k ∈ N, denotemos por Bk :=
T (BH(0H , k)). Dado que T es un operador compacto, del inciso (a) concluimos que Bk es
compacto en K para cada k ∈ N y, por tanto, que Bk es separable en K para cada k ∈ N.
Luego, como Bk ⊂ Bk entonces Bk es separable en K para cada k ∈ N.

•
0H

•
v

δ−ε

kδ

Figura 3.1: BH(v, ε) ⊂ BH(0H , δ) ⊂ BH(0H , kδ)

Observemos que, si v ∈ H entonces existe ε > 0 tal que BH(v, ε) ⊂ H. Definiendo
δ := ‖v‖H + ε > 0 se sigue que BH(v, ε) ⊂ BH(0H , δ). En efecto, si u ∈ BH(v, ε) entonces
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‖u‖H −‖v‖H ≤ ‖u− v‖H < ε y, por tanto, u ∈ BH(0H , δ). Escojamos kδ ∈ N tal que δ < kδ.
Así pues, BH(v, ε) ⊂ BH(0H , δ) ⊂ BH(0H , kδ) lo que demuestra que v ∈ ∪∞k=1BH(0H , k) y,
por tanto, H = ∪∞k=1BH(0H , k).

En consecuencia, imT = ∪∞k=1Bk.

Sea k ∈ N. Dado que Bk es separable, existe Dk subconjunto denso numerable de Bk.
Definiendo D := ∪∞k=1Dk es claro que es un subconjunto numerable de imT . Luego, para
cada j ∈ N se sigue que Dj ⊂ D de modo que Dj = Bj ⊂ D y, en consecuencia, D = imT
lo que significa que D es denso en imT . Por tanto, imT es separable. Luego, D es también
un subconjunto denso de imT de modo que imT es separable.

Esto concluye la demostración.

Veamos algunos ejemplos de operadores compactos.

Ejemplo 3.10 La identidad id : `2(R)→ `2(R) no es un operador compacto.

Demostración: Es suficiente probar que la bola cerrada B̄`2(R)(0, 1) := {(xk) ∈ `2(R) :∑∞
k=1 x

2
k ≤ 1} no es compacta en `2(R).

Sea ēk := (ek,j) la sucesión cuyos términos son ek,k = 1 y ek,j = 0 si k 6= j. Es claro que
ēk ∈ B̄`2(R)(0, 1) para cada k ∈ N. Notemos que:

‖ēk − ēj‖2 =
√

2 ∀k 6= j.

Argumentando por contradicción, supongamos que existe una subsucesión (ēkj) que con-
verge a e en `2(R). Entonces, para ε0 :=

√
2

2
existe j0 ∈ N tal que:

‖ēkj − e‖2 < ε0 ∀ j ≥ j0.

En consecuencia,

‖ēkj − ēki‖2 ≤ ‖ēkj − e‖2 + ‖e− ēki‖2 <
√

2
2

+
√

2
2

=
√

2 ∀ i, j ≥ j0

lo cual contradice nuestra suposición. Por tanto, (ēk) no contiene ninguna subsucesión con-
vergente por lo que B̄`2(R)(0, 1) no es compacto.

Ejemplo 3.11 La función T : `2(R) → `2(R) dada por T (x̄) :=
(
xj
j

)
con x̄ = (xj) es un

operador compacto.

Demostración: La función T es claramente lineal. Notemos que para todo x̄ = (xj) ∈ `2

‖T (x̄)‖2 =

∥∥∥∥(xjj
)∥∥∥∥

2

=

(
∞∑
j=1

x2
j

j2

)1/2

≤

(
∞∑
j=1

x2
j

)1/2

= ‖x̄‖2
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lo que implica que T es continuo.

Definamos la sucesión de funciones Tk : `2(R) → `2(R) como Tk(x̄) := (yk,j) en donde
yk,j := x

k
si j ≤ k y yk,j := 0 si k < j con x̄ = (xj). Es inmediato que Tk es lineal y continua

para cada k ∈ N.
Fijemos k ∈ N y consideremos el subespacio vectorial imTk de `2(R). Sea ȳ = (yj) ∈ imTk

entonces existe x̄ = (xj) ∈ `2(R) tal que yj =
xj
j

si j ≤ k y yj = 0 si k < j. Definamos
ι : imTk → Rk como ι(ȳ) := (x1, x2, . . . , xk). Es claro que ι es lineal e inyectiva. Sea
(x1, . . . , xk) ∈ Rk. Consideremos la sucesión ς̄ = (ςj) dada por ςj := jxj si j ≤ k y ςj := 0
si k < j. Es claro que ς̄ ∈ `2(R) y Tk(ς̄) es la sucesión igual a xj si j ≤ k y 0 si k < j.
Por tanto, ι(Tk(ς̄)) = (x1, . . . , xk) lo que demuestra que ι es suprayectiva. En consecuencia,
dim imTk = k <∞ por lo que Tk es un operador de rango finito. La Proposición 3.7 asegura
que Tk es compacto.

Así pues, (Tk) es una sucesión de operadores compactos. Observemos que

‖Tk(x̄)− T (x̄)‖2
2 =

∞∑
j=k+1

x2
j

j2
≤ 1

(k + 1)2

∑
j=k+1

x2
j ≤

‖x̄‖2
2

(k + 1)2
∀ x̄ = (xj) ∈ `2(R)

y, en consecuencia ‖Tk−T‖Lc(`2(R),`2(R)) ≤ 1
k+1

para cada k ∈ N. El Teorema 3.4 asegura que
T es compacto.

Sea S un conjunto y V espacio de Banach sobre R con norma ‖ · ‖V . El conjunto

B(S, V ) := {f : S → V : f es acotada}

es un espacio de Banach con la norma ‖f‖∞ := supz∈S ‖f(z)‖V . De hecho, una sucesión (fk)
en B(S, V ) converge a f en B(S, V ) si y sólo si fk → f uniformemente en S.

Notemos que, si T : H → K es una función lineal y continua, entonces T es acotada en
H de modo que T ∈ B(H,K). Es decir, Lc(H,K) es un subespacio vectorial del espacio de
funciones acotadas B(H,K). El Teorema 3.4 asegura entonces que K(H,K) es un subespacio
vectorial de B(H,K). Así pues, podemos concluir que el límite uniforme de operadores
compactos es compacto.

Veamos en el siguiente ejemplo que, el límite puntual de operadores compactos no es
compacto en general.

Ejemplo 3.12 Sea Tk : `2(R)→ `2(R) y x̄ = (xj) ∈ `2(R) la función dada por Tk(x̄) := xk
si j ≤ k y T (x̄) := 0 si k < j. Es claro que Tk es lineal y continuo. Además, siguiendo un
procedimiento análoga al ejemplo anterior podemos concluir que dim imTk = k < ∞ por lo
que Tk es un operador compacto para cada k ∈ N.

La sucesión (Tk) converge puntualmente a la función identidad id pero del Ejemplo 3.11
se sigue que id no es compacto en `2(R).
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3.2. Operadores compactos-autoadjuntos

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar 〈·, ·〉 y norma ‖ · ‖H .
Observemos lo siguiente: Sea T : H → H una función lineal y continua. Para v ∈ H

arbitrario pero fijo consideremos la función Tv : H → R dada por Tv(u) := 〈T (u), v〉. La
Proposición 1.31 asegura que Tv : H → R es lineal y continua. De este modo, el teorema de
representación de Fréchet-Riesz asegura que existe un único τv ∈ H tal que:

Tv(u) = 〈u, τv〉 ∀u ∈ H,

es decir,
〈T (u), v〉 = 〈u, τv〉 ∀u ∈ H.

Definamos la función T ∗H : H → H como:

T ∗H(v) := τv (3.1)

Es claro del teorema de representación de Fréchet-Riesz que T ∗H es la única función que
satisface que:

〈T (u), v〉 = 〈u, T ∗H(v)〉 ∀u, v ∈ H.

Ahora, consideremos v, w ∈ H y α, β ∈ R. Entonces:

〈u, T ∗H(α v + β w)〉 = 〈T (u), α v + β w〉 = 〈T (u), αv〉+ 〈T (u), β w〉
= α〈T (u), v〉+ β〈T (u), w〉 = α〈u, T ∗H(v)〉+ β〈u, T ∗H(w)〉
= 〈u, αT ∗H(v)〉+ 〈u, βT ∗H(w)〉
= 〈u, αT ∗H(v) + βT ∗H(w)〉

por lo que T ∗H(α v + β w) = αT ∗H(v) + βT ∗H(w). Es decir, T ∗H es lineal.

Luego, sea v ∈ H. Si T ∗H(v) = 0H entonces ‖T ∗H(v)‖H = 0 y, por tanto, ‖T ∗H(v)‖H ≤ c ‖v‖H
para cada c ∈ R con c ≥ 0. Supongamos entonces que T ∗H(v) 6= 0H . Dado que T es lineal y
continua, entonces:

‖T ∗H(v)‖2
H = |〈T ∗H(v), T ∗H(v)〉| = |〈T (T ∗H(v)), v〉| ≤ ‖T‖Lc(H,H)‖T ∗H(v)‖H‖v‖H .

En consecuencia, ‖T ∗H(v)‖H ≤ ‖T‖Lc(H,H)‖v‖H para todo v ∈ H lo que implica que T ∗H es
continua.

Definición 3.13 Sea T : H → H una función lineal y continua. La función T ∗H : H → H
que cumple que

〈T (u), v〉 = 〈u, T ∗H(v)〉 ∀u, v ∈ H

se llama operador adjunto de Hilbert de T .
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Por ejemplo, si denotamos por idH a la función identidad en H, dado que idH(u) = u
para todo u ∈ H, entonces 〈id(u), v〉 = 〈u, v〉 = 〈u, id∗H(v)〉 para todo u, v ∈ H. Por tanto,
id∗H(v) = v para todo v ∈ H y concluimos que idH = id∗H .

Veamos algunas propiedades de los operadores adjuntos de Hilbert.

Teorema 3.14 Sean T, S : H → H funciones lineal y continuas y α ∈ R. Si T ∗H , S∗H : H →
H son los operadores adjuntos de Hilbert de T y S respectivamente, entonces su cumple lo
siguiente:

(a) T ∗H : H → H es lineal y continua y ‖T ∗‖Lc(H,H) = ‖T‖Lc(H,H).
(b) (S + T )∗H = S∗H + T ∗H .
(c) (αT )∗H = αT ∗H .
(d) (T ∗H)∗H = T .
(e) kerT = (imT ∗H)⊥.
(f) imT = (kerT ∗H)⊥.
(g) (S ◦ T )∗H = T ∗H ◦ S∗H .
(h) Si T : H → H es un isomorfismo de Banach, entonces T ∗H : H → H es un isomorfismo

de Banach y se cumple que (T ∗H)−1 = (T−1)∗H .

Demostración: (a) Ya vimos que T ∗H es lineal y continua. Observemos lo siguiente: Sean
u, v ∈ H con ‖u‖H = ‖v‖H = 1. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que:

|〈T (u), v〉| ≤ ‖T (u)‖H‖v‖H ,

y, dado que T es lineal y continua concluimos que:

|〈T (u), v〉| ≤ ‖T (u)‖H‖v‖H ≤ ‖T‖Lc(H,H)‖u‖H‖v‖H = ‖T‖Lc(H,H).

Así pues, sup {|〈T (u), v〉| : ‖u‖H = ‖v‖H = 1} ≤ ‖T‖Lc(H,H).

Si T (u) = 0H es inmediato que ‖T (u)‖H ≤ sup {|〈T (u), v〉| : ‖u‖H = ‖v‖H = 1}. Supon-
gamos entonces que T (u) 6= 0H . Como ‖T (u)‖2

H = 〈T (u), T (u)〉 entonces:

‖T (u)‖H =

〈
T (u),

T (u)

‖T (u)‖H

〉
≤ sup {|〈T (u), v〉| : ‖u‖H = ‖v‖H = 1}

y, en consecuencia ‖T‖Lc(H,H) ≤ sup {|〈T (u), v〉| : ‖u‖H = ‖v‖H = 1}.
Por tanto, ‖T‖Lc(H,H) = sup {|〈T (u), v〉| : ‖u‖H = ‖v‖H = 1}.
De lo anterior obtenemos que:

‖T‖Lc(H,H) = sup {|〈T (u), v〉| : ‖u‖H = ‖v‖H = 1}
= sup {|〈u, T ∗H(v)〉| : ‖u‖H = ‖v‖H = 1}
= sup {|〈T ∗H(v), u〉| : ‖u‖H = ‖v‖H = 1}
= ‖T ∗H‖Lc(H,H)
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como afirma el enunciado.

(b) Sean u, v ∈ H, entonces:

〈u, (S + T )∗H(v)〉 = 〈(S + T )(u), v〉 = 〈S(u) + T (u), v〉 = 〈S(u), v〉+ 〈T (u), v〉
= 〈u, S∗H(v)〉+ 〈u, T ∗H(v)〉 = 〈u, S∗H(v) + T ∗H(v)〉 = 〈u, (S∗H + T ∗H)(v)〉

y, en consecuencia (S + T )∗H(v) = (S∗H + T ∗H)(v).

(c) Sean u, v ∈ H, entonces:

〈u, (αT )∗H(v)〉 = 〈(αT )(u), v〉 = 〈αT (u), v〉 = α〈T (u), v〉
= α〈u, T ∗H(v)〉 = 〈u, α T ∗H(v)〉 = 〈u, (αT ∗H)(v)〉

y, por tanto, (αT )∗H(v) = αT ∗H(v).

(d) Sean u, v ∈ H, entonces:

〈(T ∗H)∗H(u), v〉 = 〈v, (T ∗H)∗H(u)〉 = 〈T ∗H(u), v〉 = 〈v, T ∗H(u)〉 = 〈T (u), v〉

por lo tanto (T ∗H)∗H(u) = T (u).

(e) Sean u ∈ kerT y w ∈ imT ∗H . Existe v ∈ H tal que T ∗H(v) = w. Notemos que:

〈u,w〉 = 〈u, T ∗H(v)〉 = 〈T (u), v〉 = 〈0H , v〉 = 0

por lo que u ∈ (imT ∗H)⊥. Inversamente, si u ∈ (imT ∗H)⊥ entonces 〈u, T ∗H(v)〉 = 0 para cada
v ∈ H. En consecuencia, 〈T (u), v〉 = 0 para cada v ∈ H y, por tanto, T (u) = 0H . Es decir,
u ∈ kerT .

(f) De los incisos (d) y (e) podemos concluir que:

kerT ∗H = (imT )⊥.

Aplicando la Proposición 1.20 y el Corolario 1.29 obtenemos que:

imT =
((

imT
)⊥)⊥

=
(

(imT )⊥
)⊥

= (kerT ∗H)⊥

como afirma el enunciado.

(g) Para cualesquiera u, v ∈ H se tiene que:

〈u, (S ◦ T )∗H(v)〉 = 〈(S ◦ T )(u), v〉 = 〈S(T (u)), v〉 = 〈T (u), S∗H(v)〉 = 〈u, T ∗H(S∗H(v))〉 .

En consecuencia, (S ◦T )∗H(v) = (T ∗H ◦S∗H)(v) para cada v ∈ H y esto prueba el resultado.

(h) Dado que T ∈ Lc(H,H) es un isomorfismo de Banach, existe T−1 ∈ Lc(H,H) tal
que:

T−1 ◦ T = T−1 ◦ T = idH .
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Así pues, del inciso (g) se sigue que:

idH = id∗H =
(
T−1 ◦ T

)∗
H

= T ∗H ◦ (T−1)∗H ,

idH = id∗H =
(
T ◦ T−1

)∗
H

= (T−1)∗H ◦ T ∗H .

Es decir, (T−1)∗H es un inverso izquiero y derecho de T ∗H lo que implica que T ∗H es biyectivo
y (T ∗H)−1 = (T−1)∗H . Luego, como T−1 ∈ Lc(H,H) entonces por el inciso (a) se tiene que
(T−1)∗H ∈ Lc(H,H) lo que prueba que T ∗ es un isomorfismo de Banach.

Por simplicidad y siempre que no se preste a confusión escribiremos T ∗ : H → H para
referirnos al operador adjunto de Hilbert de una función lineal y continua T : H → H. Del
mismo modo, diremos únicamente operador adjunto de T .

En la siguiente observación extendemos el concepto del operador adjunto de Hilbert.

Observación 3.15 Sean H y K espacios de Hilbert sobre R con productos escalares 〈·, ·〉H
y 〈·, ·〉K respectivamente. Consideremos una función lineal y continua T : H → K.

Para z ∈ K arbitrario pero fijo, definimos Tz : H → R como Tz(u) := 〈T (u), z〉K. Esta
función es claramente lineal y continua por la Proposición 1.41. El teorema de representación
de Fréchet-Riesz asegura que existe un único z∗ ∈ H tal que 〈T (u), z〉K = 〈u, z∗〉H para todo
u ∈ H. Esto nos permite definir el operador T ∗ : K → H como:

T ∗(z) := z∗

que satisface que 〈T (u), z〉K = 〈u, T ∗(z)〉H para cualesquiera u ∈ H y z ∈ K. La función T ∗
definida se conoce como operador adjunto de Hilbert de T .

Las propiedades dadas en el Teorema 3.14 permanecen válidas, salvo algunas modificacio-
nes para T ∗ : K → H.

Definición 3.16 Una función lineal y continua T : H → H se llama operador autoad-
junto si T = T ∗. Es decir, si

〈T (u), v〉 = 〈u, T (v)〉 ∀u, v ∈ H.

Por ejemplo, si 0(u) := 0H para todo u ∈ H entonces 〈0(u), v〉 = 0 para todo u, v ∈ H.
Así pues, 〈u, 0∗(v)〉 = 0 para todo u, v ∈ H de modo que 0∗(v) = 0 para todo v ∈ H. En
consecuencia 0 = 0∗.

Consideremos a la función T : `2(R)→ `2(R) dada por T (x̄) :=
(
xj
j

)
con x̄ = (xj) vista

en el Ejemplo 3.12. Sean x̄ = (xj), ȳ = (yj) ∈ `2(R), entonces:

〈T (x̄), ȳ〉`2(R) =
∞∑
j=1

xj
j
yj =

∞∑
j=1

xj
yj
j

= 〈x̄, T (ȳ)〉`2(R).
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Por tanto, T es un operador compacto autoadjunto.

Notemos que si T : H → H es una función lineal y continua, entonces el conjunto
imT es un subespacio vectorial cerrado de H y por el teorema del complemento ortogonal
(ver Teorema 1.28) concluimos que H = imT ⊕

(
imT

)⊥
. Entonces, si T es un operador

autoadjunto, de los inicisos (d) y (e) del Teorema 3.14 se tiene que
(
imT

)⊥
= kerT y, por

tanto, H = imT ⊕ kerT .

Veamos algunas propiedades de los operadores autoadjuntos.

Proposición 3.17 Sean S, T ∈ Lc(H,H) tales que S y T son operadores autoadjuntos.
Entonces, S ◦ T es autoadjunto si y sólo si S ◦ T = T ◦ S.

Demostración: El Teorema 3.14 asegura que (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗. Por tanto, S ◦ T =
(S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗ = T ◦ S si y sólo si T ◦ S = S ◦ T como afirma el enunciado.

Observemos que, si S, T : H → H son operadores autoadjuntos y α ∈ R, del Teorema
3.14 se sigue que (T + S)∗ = T ∗ + S∗ = T + S y (αT )∗ = αT ∗ = αT . Además, la función
constante igual a 0H en H es un operador autoadjunto. De este modo, el conjunto de todos
los operadores autoadjuntos en H espacio de Hilbert es un subespacio vectorial de Lc(H,H).
A continuación vemos que, de hecho, es un subespacio cerrado de Lc(H,H).

Teorema 3.18 Sea Tk : H → H una sucesión de funciones lineales y continuas tal que Tk
converge a T en Lc(H,H), entonces T ∗k converge a T ∗ en Lc(H,H).

Demostración: Sea ε > 0. Existe k0 ∈ N tal que:

‖Tk − T‖Lc(H,H) < ε ∀ k ≥ k0.

El Teorema 3.14 asegura que:

‖T ∗k − T ∗‖Lc(H,H) = ‖(Tk − T )∗‖Lc(H,H) = ‖Tk − T‖Lc(H,H)

y, en consecuencia:
‖T ∗k − T ∗‖Lc(H,H) < ε ∀ k ≥ k0

lo que demuestra que T ∗k → T ∗ en Lc(H,H).

Teorema 3.19 Sea Tk : H → H una sucesión de funciones lineales y continuas tales que
Tk es autoadjunto para cada k ∈ N. Supongamos que Tk converge a T en Lc(H,H), entonces
T : H → H es un operador autoadjunto.
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Demostración: Del mismo modo que en el resultado anterior, el Teorema 3.14 asegura
que:

‖T ∗k − T ∗‖Lc(H,H) = ‖(Tk − T )∗‖Lc(H,H) = ‖Tk − T‖Lc(H,H).

Por tanto,

‖T − T ∗‖Lc(H,H) ≤ ‖T − Tk‖Lc(H,H) + ‖Tk − T ∗k ‖Lc(H,H) + ‖T ∗k − T ∗‖Lc(H,H)

usando el teorema anterior y el hecho de que Tk = T ∗k para cada k ∈ N, obtenemos:

‖T − T ∗‖Lc(H,H) ≤ 2‖T − Tk‖Lc(H,H). (3.2)

Tomando el límite cuando k → ∞ en (3.2) concluimos que ‖T − T ∗‖Lc(H,H) = 0 y, por
tanto, T = T ∗.

A continuación demostraremos que cualquier operador compacto entre un espacio de
Banach y un espacio de Hilbert es el límite de una sucesión de operadores de rango finito.

Teorema 3.20 Sea V un espacio de Hilbert sobre R y T : V → H una función lineal
y continua. Si T : V → H es compacto, entonces existe una sucesión Tk : V → H de
operadores de rango finito tal que Tk → T en Lc(V,H).

Demostración: Es claro que imT es un subespacio vectorial cerrado de H y, por tanto, es
un espacio de Hilbert. Dado que T es compacto, por la Proposición 3.10 se tiene que imT
es separable. Por tanto, existe B = {ek : k ∈ N} una base de Hilbert de imT (ver Teorema
1.47).

Definiendo el conjunto Vk := lin ({e1, . . . , ek}) es claro que Vk es un subespacio vectorial
cerrado en imT para cada k ∈ N. Consideremos pVk : imT → Vk la proyección de imT
sobre Vk y definamos Tk : V → Vk como Tk := pVk ◦ T . Esta función es claramente lineal
y continua. Además, como imTk ⊂ Vk y Vk es de dimensión finita k, entonces imTk es de
dimensión finita y, por tanto, Tk es un operador de rango finito.

Demostraremos que ‖Tk − T‖Lc(V,H) → 0. Argumentando por contradicción, supongamos
que existe ε0 > 0 tal que:

‖Tk − T‖Lc(V,H) ≥ ε0 ∀k ∈ N. (3.3)

Así pues, existe (xk) una sucesión en V tal que ‖xk‖V = 1 para cada k ∈ N y tal que:

‖Tk(xk)− T (xk)‖H ≥
ε0

2
∀k ∈ N. (3.4)

Como T es compacto y (xk) es acotada en V , existe (xkj) subsucesión de (xk) tal que
(T (xkj)) converge en H. Sea w := ĺımj→∞ T (xkj) ∈ imT . Observemos que:

(Tj − T )(xkj) = Tj(xkj)− T (xkj) = pVj(T (xkj))− T (xkj) = (pVj − idH)(T (xkj))

= (pVj − idH)(T (xkj)) + (pVj − idH)(w)− (pVj − idH)(w)

= (pVj − idH)(w) + (pVj − idH)(T (xkj)− w) ∀j ∈ N.
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Usando el Teorema 1.42 obtenemos:

(pVj − idH)(w) = pVj(w)− w =

j∑
n=1

〈w, en〉 en −
∞∑
m=1

〈w, em〉 em =
∞∑

n=j+1

〈w, en〉 en.

Por lo tanto:

‖Tj(xkj)− T (xkj)‖H =
∥∥(pVj − idH)(w) + (pVj − idH)(T (xkj)− w)

∥∥
H

=
∥∥(pVj − idH)(w)

∥∥
H

+
∥∥pVj(T (xkj)− w)

∥∥
H

+
∥∥T (xkj)− w

∥∥
H

≤

(
∞∑

n=j+1

|〈w, en〉|2
)1/2

+ 2
∥∥T (xkj)− w

∥∥
H

∀j ∈ N

y, en consecuencia:
0 <

ε0

2
≤ ‖Tj(xkj)− T (xkj)‖H ≤ 0

lo cual es imposible. Esto concluye la demostración.

Lema 3.21 Sea T : H → H función lineal y continua. Entonces, T es de rango finito si y
sólo si T ∗ es de rango finito.

Demostración: Supongamos que dim imT < ∞. Dado que T ∗ es lineal y continua, en-
tonces por el Lema 1.32 se tiene que kerT ∗ es un subespacio vectorial cerrado de H. El
teorema del complemento ortogonal (ver Teorema 1.33) asegura que H = kerT ∗⊕ (kerT ∗)⊥
y, por el Teorema 3.14, (kerT ∗)⊥ = imT = imT pues es de dimensión finita. Por tanto,
H = kerT ∗ ⊕ imT . Así, para u ∈ H dada existen únicos v ∈ kerT ∗ y w ∈ imT tales
que u = v + w. Entonces, T ∗(u) = T ∗(v + w) = T ∗(v) + T ∗(w) = T ∗(w) de modo que
imT ∗ ⊂ T ∗(imT ) y, por tanto, dim imT ∗ ≤ dim imT <∞.

Inversamente: si dim imT ∗ <∞, el resultado se sigue directamente de aplicar la discusión
anterior a T ∗ y usando el hecho de que (T ∗)∗ = T .

Teorema 3.22 (de Schauder en espacios de Hilbert) Sea T : H → H función lineal y
continua. Entonces, T es compacto si y sólo si T ∗ es compacto.

Demostración: Supongamos que T es compacto. El Teorema 3.20 asegura que existe una
sucesión de operadores de rango finito Tk : H → H tal que Tk → T en Lc(H,H). Luego,
T ∗k : H → H es de rango finito por el Lema 3.21 y T ∗k → T ∗ en Lc(H,H) por el Teorema
3.18. El Corolario 3.9 asegura que T ∗ es compacto.

Inversamente: si T ∗ es compacto entonces de la discusión anterior se sigue que (T ∗)∗ es
compacto. El Teorema 3.14 implica que (T ∗)∗ = T y, por tanto, que T es compacto.

Una versión más general del teorema de Schauder para un operador compacto entre dos
espacios de Banach puede encontrarse, por ejemplo, en [13] y [75].
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3.3. Los teoremas de Riesz y Fredholm

En esta sección estudiamos algunos resultados importantes con respecto a la bola unitaria
cerrada en espacios de dimensión finita e infinita. Además, establecemos algunas propiedades
de los operadores compactos.

Lema 3.23 (de Riesz) Sea V = (V, ‖ · ‖V ) un espacio normado. Si W es un subespacio
vectorial cerrado de V y W 6= V entonces, para cada δ ∈ (0, 1), existe vδ ∈ V con ‖vδ‖V = 1
tal que:

‖vδ − w‖V ≥ δ ∀w ∈ W.

•
0V

W

•
vδ

•
w

Figura 3.2: Lema de Riesz

Demostración: Sea v0 ∈ V rW fijo. Dado queW es cerrado, entonces ‖v0−w‖V > 0 para
cada w ∈ W . Definamos ρ0 := ı́nfw∈W ‖v0 − w‖V > 0 y sea δ ∈ (0, 1). Escojamos wδ ∈ W
tal que

ρ0 ≤ ‖v0 − wδ‖V <
ρ0

δ
.

Definiendo vδ := v0−wδ
‖v0−wδ‖V

∈ V es claro que ‖vδ‖V = 1. Por tanto, para cada w ∈ W se
tiene que:

‖vδ − w‖V =

∥∥∥∥ v0 − wδ
‖v0 − wδ‖V

− w
∥∥∥∥
V

=

∥∥∥∥v0 − wδ − w‖v0 − wδ‖V
‖v0 − wδ‖V

∥∥∥∥
V

≥ ρ0

‖v0 − wδ‖V
≥ δ

y esto prueba el resultado.

Teorema 3.24 (de Riesz) Sea V = (V, ‖ · ‖V ) un espacio normado y SV := {v ∈ V :
‖v‖V = 1} la esfera unitaria. Si SV es compacto, entonces dimV <∞.

Demostración: Fijemos δ ∈ (0, 1). Es claro que C := {BV (z, δ
2
) : z ∈ SV } es una cubierta

abierta de SV . Como SV es compacto, existen z1, . . . , zm ∈ SV tales que:

SV ⊂ BV (z1,
δ
2
) ∪ · · · ∪BV (zm,

δ
2
). (3.5)
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Definamos W := lin ({z1, . . . , zm}). Entonces W es un subespacio vectorial de dimensión
finita que es además cerrado en V . Supongamos que W 6= V . El lema de Riesz (ver Lema
3.23) asegura que existe vδ ∈ SV tal que ‖vδ − w‖V ≥ δ para cada w ∈ W . Por tanto, para
cada j = 1, . . . ,m se tiene que ‖vδ − zj‖V ≥ δ lo cual es imposible pues contradice (3.5). En
consecuencia, V = W y se sigue que V es de dimensión finita.

A continuación probaremos que un espacio vectorial normado tiene dimensión finita si su
bola unitaria cerrada es compacta. El procedimiento que seguiremos puede aplicarse, salvo
algunas modificaciones, como una prueba alternativa al teorema de Riesz.

Teorema 3.25 Sea V = (V, ‖ · ‖V ) un espacio normado y BV := B̄V (0V , 1) = {v ∈ V :
‖v‖V ≤ 1} la bola unitaria cerrada. Si B̄V (0V , 1) es compacta, entonces dimV <∞.

Demostración: Supongamos que dimV =∞ y fijemos δ ∈ (0, 1).

Sea v1 ∈ BV r {0H}. Es claro que W1 := lin({v1}) es un subespacio vectorial cerrado de
dimensión finita y, por tanto, W1 6= V . El lema de Riesz (ver Lema 3.23) asegura que existe
v2 ∈ V tal que ‖v2‖V = 1 y ‖v2 − v1‖V ≥ δ. El conjunto W2 := lin ({v1, v2}) es también
un subespacio vectorial cerrado de dimensión finita y, por tanto, W2 6= V . El lema de Riesz
asegura que existe v3 ∈ BV tal que ‖v3 − vj‖V ≥ δ para cada j = 1, 2. Continuando de
este modo obtenemos, para cada k ∈ N, un subespacio vectorial cerrado y dimensión finita
Wk := lin({v1, . . . , vk}) tal que Wk 6= V y, por el lema de Riesz existe vk+1 ∈ BV tal que
‖vk+1 − vj‖V ≥ δ para cada j < k + 1. Así pues, definimos la sucesión (vk) de elementos de
BV . De este modo,

‖vj − vk‖V ≥ δ ∀ j 6= k.

En consecuencia, cualquier subsucesión de (vk) no es de Cauchy y, por tanto, cualquier
subsucesión de (vk) no converge en BV . Por tanto, BV no es compacta en V y esto prueba
el resultado.

Observemos que si V = (V, ‖ · ‖V ) es un espacio normado de dimensión finita N entonces
existe una equivalencia con RN = (RN , ‖ · ‖1). Es decir, existe una función φ : V → RN
que es lineal, Lipschitz continua y biyectiva y su inversa φ−1 : RN → V es lineal y Lipschitz
continua. De este modo, B̄V (0V , 1) es equivalente al conjunto {x ∈ RN : ‖x‖1 ≤ 1} que es
compacto en RN . Así pues, B̄V (0V , 1) es compacta en V . Acabamos de probar que el hecho
de que un espacio normado sea de dimensión finita es condición necesaria y suficiente para
ver que la bola unitaria cerrada es compacta. Para los detalles de esta prueba invitamos al
lector a consultar por ejemplo [13], [17], [73] y [75].

Notemos además que si H es un espacio de Hilbert de dimensión infinita, en el Teorema
3.25 hemos demostrado que existe una sucesión (vk) de elementos de B̄H(0H , 1) que no
contiene ninguna subsucesión convergente. El Teorema 3.3 asegura que la función identidad
en H no es un operador compacto.

Sea H es un espacio de Hilbert de dimensión infinita y T : H → H un operador compacto.
Supongamos que T es un isomorfismo de Banach, es decir, existe T−1 : H → H función
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lineal y continua tal que T−1 ◦ T = T ◦ T−1 = idH . Dado que T es un operador compacto
y T−1 ∈ Lc(H,H), de la Proposición 3.6 concluimos que T−1 ◦ T es un operador compacto.
Es decir, idH es un operador compacto lo cual es imposible por lo comentado en el párrafo
anterior. Por tanto, un operador compacto en un espacio de dimensión infinita no puede ser
una función biyectiva.

Notación 3.26 Sea S un conjunto no vacío y φ : S → S una función. Denotamos por
φk : S → S a la composición:

φk = φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
k veces

si k ∈ N, φ0 = idS,

en donde idS : S → S es la función identidad.

Teorema 3.27 (Alternativa de Fredholm en espacios de Hilbert) Sea H un espacio
de Hilbert con producto escalar 〈·, ·〉 y norma ‖ · ‖H . Sean T : H → H una función lineal y
continua, y T ∗ : H → H su operador adjunto. Si T es un operador compacto, entonces:

(a) ker (idH − T ) es de dimensión finita.
(b) im (idH − T ) es cerrado. Más aún, im (idH − T ) = (ker (idH − T ∗))⊥.
(c) ker (idH − T ) = {0H} si y sólo si im (idH − T ) = H.
(d) dimker (idH − T ) = dimker (idH − T ∗).

Demostración: (a) Sea BH la bola unitaria cerrada de H y V := ker (idH − T ). Dado
que T es lineal y continua, el Lema 1.32 asegura que V es un subespacio vectorial cerrado
de H. Consideremos BV su bola unitaria cerrada. Si v ∈ BV , entonces v ∈ V y ‖v‖H ≤ 1.
Notemos que, (idH − T )(v) = v − T (v) = 0H y, por lo tanto, T (v) = v. En consecuencia,
BV ⊂ T (BH) ⊂ T (BH). Como T es un operador compacto entonces BV es compacta.
Aplicando el Teorema 3.25 se sigue que dimV <∞.

(b) Sea v ∈ im (idH − T ). Existe una sucesión (vk) tal que vk ∈ im (idH − T ) para cada
k ∈ N y vk → v en H. Así pues, existe uk ∈ H tal que vk = uk − T (uk) para cada k ∈ N.

Consideremos el subespacio vectorial cerrado W := ker (idH − T ) en H y denotemos por
ρk := ı́nfw∈W ‖uk − w‖H para cada k ∈ N. Dado que W es de dimensión finita por el inciso
anterior, existe wk ∈ W tal que ρk = ‖uk − wk‖H para cada k ∈ N. Es decir, wk = T (wk)
para cada k ∈ N. Por tanto,

vk = uk − T (uk) = (uk − wk)− T (uk − wk) ∀ k ∈ N. (3.6)

Supongamos que la sucesión (ρk) no es acotada en R. Entonces, existe (ρkj) subsucesión
de (ρk) tal que ρkj →∞ cuando j →∞. Definamos w̃k := uk−wk

‖uk−wk‖H
para cada k ∈ N y, por

tanto, de (3.6) concluimos que

w̃k − T (w̃k) =
1

‖uk − wk‖H
[(uk − wk)− T (uk − wk)] =

vk
‖uk − wk‖H

=
vk
ρk

∀ k ∈ N.
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De este modo, obtenemos que w̃kj − T (w̃kj)→ 0H cuando j →∞. O, equivalentemente,
w̃kj → T (w̃kj) cuando j → ∞. Así pues, (w̃kj) es una sucesión acotada en V y, como T es
compacto, existe una subsucesión (w̃kj` ) de (w̃kj) tal que T (w̃kj` ) converge a w̃ ∈ H cuando
` → ∞. De la unicidad del límite concluimos que w̃kj` → w̃ cuando ` → ∞ y, por tanto,
w̃ ∈ W pues es cerrado. En consecuencia, ı́nfw∈W ‖w̃kj` − w‖H → 0 cuando `→∞.

Por otro lado,

ı́nf
w∈W
‖w̃k − w‖H = ı́nf

w∈W

∥∥∥∥ uk − wk
‖uk − wk‖H

− w
∥∥∥∥
H

=
ı́nfw∈W ‖uk − (wk + w‖uk − wk‖H)‖H

‖uk − wk‖H

=
ı́nfw∈W ‖uk − w‖H
‖uk − wk‖H

=
‖uk − wk‖H
‖uk − wk‖H

= 1 ∀ k ∈ N,

lo cual contradice que ı́nfw∈W ‖w̃kj` − w‖H → 0 cuando ` → ∞. De este modo, concluimos
que la sucesión (ρk) es acotada en R. Como T es compacto, entonces existe una subsucesión
(ukj − wkj) de (uk − wk) tal que T (ukj − wkj) converge a x en H. De (3.6) se sigue que
ukj − wkj → v + x cuando j →∞. Definiendo u := v + x ∈ H es claro que u− T (u) = v y,
por tanto, v ∈ im (idH − T ).

(c) ⇒) : Consideremos V1 := im(idH − T ) subespacio vectorial cerrado de H y argu-
mentando por contradicción supongamos que V1 6= H. Es claro que V1 es de Banach. Si
w ∈ T (V1), entonces existe v ∈ V1 tal que T (v) = w. Dado que v ∈ V1 entonces v = u−T (u)
para algún u ∈ H. Así pues, w = T (v) = T (u) − T (T (u)) para algún u ∈ H y por lo tanto
w ∈ V1. Es decir, T (V1) ⊂ V1. Por tanto, T |V1 : V1 → H es un operador compacto de modo
que el subespacio vectorial V2 := (idH − T )(V1) de V1 es cerrado por el inciso anterior. Más
aún, V2 6= V1 pues idH − T es inyectiva por hipótesis.

Continuando de este modo definimos, para cada k ∈ N, al subespacio vectorial cerrado
Vk := (idH − T )k(H). Así pues, obtenemos (Vk) una sucesión decreciente de subespacios
vectoriales cerrados de H. Fijemos δ ∈ (0, 1). Por el lema de Riez (ver Lema 3.23), para cada
k ∈ N, existe vkδ ∈ Vk con ‖vkδ ‖H = 1 tal que ‖vkδ −w‖H ≥ δ para todo w ∈ Vk+1. Definamos
pues la sucesión vk := vkδ en H que es acotada.

Notemos que, para cualesquiera j, k ∈ N se tiene:

T (vk)− T (vj) = −(vk − T (vk)) + (vj − T (vj)) + (vk − vj). (3.7)

De este modo, si j < k entonces Vk+1 ⊂ Vk ⊂ Vj+1 ⊂ Vj y, por tanto,

−(vk − T (vk)) + (vj − T (vj)) + vk ∈ Vj+1

y, se sigue de (3.7) que ‖T (vk)− T (vj)‖H ≥ ı́nfw∈Vj+1
‖vj −w‖ ≥ δ lo cual es imposible pues

T es un operador compacto y (vk) es una sucesión acotada en H. Por tanto, V1 = H como
afirma el enunciado.

⇐) : Supongamos que im (idH−T ) = H. Dado que T es un operador compacto, entonces
T ∗ : H → H es un operador compacto y, así idH−T ∗ es un operador compacto (ver Teoremas
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3.5 y 3.22). El Teorema 3.14 asegura que ker (idH−T ∗) = (im (idH−T ))⊥ = {0H}. Así pues,
de la implicación anterior podemos concluir que im (idH − T ∗) = H y, nuevamente por el
Teorema 3.14 tenemos que im (idH−T ∗)⊥ = ker (idH−T ) = {0H}. Esto concluye la prueba.

(d) Sea d = dimker (idH − T ) y d∗ = dimker (idH − T ∗). Primero veamos que d∗ ≤ d.
Argumentando por contradicción, supongamos que d < d∗ y denotemos por V := ker (idH −
T ). Entonces, V es un subespacio vectorial de dimensión finita de H y, por tanto, cerrado.

Por otro lado, como im (idH − T ) = (ker (idH − T ∗))⊥ es un subespacio vectorial cerrado
de H, si denotamos por W := im (idH − T ) entonces su complemento ortogonal en H tiene
dimensión finita igual a d∗. De este modo, como d < d∗ entonces existe una función lineal
Λ : V → W⊥ que es inyectiva y no suprayectiva. Si pV : H → V es la proyección ortogonal
de H sobre V , entonces Λ ◦ pV : H → W⊥ es un operador compacto pues es de rango finito
(ver Proposición 3.7) y, en consecuencia, S := T + Λ ◦ pV es un operador compacto. Sea
u ∈ ker (idH − S), entonces u − S(u) = 0H . Es decir, u − T (u) − (Λ ◦ pV )(u) = 0H y, por
tanto, u − T (u) = 0H y Λ(pV (u)) = 0V . Esto implica que u ∈ V y así Λ(u) = 0V por lo
que necesariamente u = 0H . En consecuencia, ker (idH −S) = {0H} y se sigue del iniciso (c)
que im (idH − S) = H lo cual es imposible. En efecto, dado que Λ no es suprayectiva, existe
w ∈ W⊥ tal que w 6∈ imΛ. Es decir, no existe u ∈ H tal que u − S(u) = w y, por tanto,
d∗ ≤ d.

Inversamente: aplicando el procedimiento anterior al operador compacto T ∗ obtenemos
que:

dim ker (idH − (T ∗)∗) ≤ dimker (idH − T ∗)
y, como ker (idH −T ) ⊂ ker (idH − (T ∗)∗) dado que T = (T ∗)∗ entonces d ≤ d∗. Por lo tanto,
d = d∗ como afirma el enunciado.

Observemos que en la prueba anterior, salvo el inciso (d), no usamos propiedades espe-
ciales del espacio de Hilbert H más que aquellas que tiene la norma por lo que es posible
sustituir aH por cualquier espacio de Banach y la prueba es exactamente la misma. Para ello,
invitamos al lector a consultar, por ejemplo, [13] para una versión más general del teorema
de Fredholm al considerar un operador compacto T : V → V con V un espacio de Banach.
La prueba dada en [13] del iniciso (d) considera una extensión del concepto de complemento
ortogonal de un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Banach arbitrario.

3.4. Teoría espectral de operadores compactos

Sea H = (H, 〈·, ·〉, ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert sobre R. Consideremos T : H → H una
función lineal y continua. Para cada λ ∈ R, definimos a la función Tλ : H → H como:

Tλ(v) := (T − λ idH)(v)

donde idH : H → H es la función identidad en H. Es claro que Tλ es una función lineal y
continua.
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Definición 3.28 Sea T : H → H una función lineal y continua. Definimos el conjunto
resolvente de T como:

ρ(T ) := {λ ∈ R : Tλ = (T − λ idH) es biyectiva de H en H} .

Definimos el espectro de T que denotamos por σ(T ) como el complemento del conjunto
resolvente de T . Es decir, σ(T ) := Rr ρ(T ).

Sea T : H → H lineal y continua. Observemos los siguiente: λ ∈ σ(T ) si y sólo si
Tλ : V → V no es biyectiva si y sólo si Tλ no es inyectiva o Tλ no es suprayectiva. Es decir,

(i) kerTλ 6= {0H} o
(ii) imTλ 6= V .

Definición 3.29 Sea T : H → H una función lineal y continua y λ ∈ R. Decimos que λ es
un valor propio de T si kerTλ 6= {0H}.

Es decir, λ ∈ R es un valor propio de T si existe v ∈ H con v 6= 0H tal que T (v) = λ v. El
vector v que cumple dicha condición se llama vector propio asociado al valor propio λ.

Al conjunto de todos los valores propios de T lo denotamos por σp(T ) y es claro que
σp(T ) ⊂ σ(T ). Notemos que, si dimV < ∞ entonces σp(T ) = σ(T ) pues toda función
lineal L : H → H es inyectiva si y sólo si es suprayectiva. En dimensión infinita, la relación
σp(T ) ⊂ σ(T ), en general, puede ser estricta como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.30 Sea x̄ = (xj) ∈ `2(R) y definamos T : `2(R) → `2(R) como T (x̄) := 0 si
j = 1 y T (x̄) := xj−1 si j > 1 la cual es claramente T es lineal y continua. Entonces,
σp(T ) ( σ(T ).

Demostración: Sea λ ∈ R y consideremos la función Tλ := T −λ id en donde id denota la
función identidad en `2(R). Observemos que Tλ(x̄) = −λx1 si j = 1 y Tλ(x̄) = xj−1 − λxj
si j > 1. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Si λ = 0 entonces Tλ = T . Así pues, si x̄ = (xj) ∈ `2(R) es tal que T (x̄) = 0̄
entonces xj−1 = 0 para todo j > 1 y, en consecuencia, xj = 0 para todo j ∈ N de modo que
kerTλ = {0̄}.

Caso 2. Supongamos λ 6= 0. Entonces, si x̄ = (xj) ∈ `2(R) es tal que T (x̄) = 0̄ entonces
−λx1 = 0 y xj−1 − λxj = 0 para todo j > 1. Como −λx1 = 0 entonces x1 = 0. Luego,
como x1 − λx2 = 0 entonces −λx2 = 0 y, por tanto, x2 = 0. Continuando de este modo se
tiene que, para cada m ∈ N, xm−1 = 0. Así, de la expresión xm−1−λxm = 0 concluimos que
xm = 0. Por tanto, xj = 0 para todo j ∈ N lo que implica que x̄ = 0̄, es decir, kerTλ = {0̄}.

De ambos casos concluimos que σp(T ) = ∅.
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Ahora, sea λ ∈ [−1, 1] y consideremos la función Tλ definida arriba. Sea ȳ = (yj) la
sucesión de números reales dada por y1 := −1 y yj := 0 para todo j > 1. Es claro que
ȳ ∈ `2(R). Es inmediato que si λ = 0 entonces la función Tλ = T no es suprayectiva pues no
existe sucesión x̄ = (xj) tal que T (x̄) = ȳ. Sea pues λ 6= 0 y supongamos que existe sucesión
x̄ = (xj) ∈ `2(R) tal que Tλ(x̄) = ȳ. Entonces, −λx1 = −1 y xj−1−λxj = 0 para todo j > 1.
Entonces, x1 = 1

λ
y, por tanto, 1

λ
− λx2 = λ( 1

λ2
− x2) = 0 implica que x2 = 1

λ2
. Continuando

de este modo, podemos concluir que xj = 1
λj

para todo j ∈ N lo cual es imposible pues la
serie

∑∞
j=1

1
λ2j

no converge en R ya que 1
|λ| ≥ 1. En consecuencia, Tλ no es suprayectiva y,

por tanto, Tλ no es biyectiva. Así pues, [−1, 1] ⊂ σ(T ).

En general, puede darse el caso que exista un espacio de Hilbert H sobre R y una función
lineal y continua T : H → H tal que σp(T ) = σ(T ) = ∅ independientemente de la dimensión
de H como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.31 Sea x̄ = (xj) y definamos T : `2(R)→ `2(R) lineal y continua como T (x̄) :=
−xj+1 si j es impar y T (x̄) := xj−1 si j es par. Entonces, σp(T ) = σ(T ) = ∅.

Demostración: Sea λ ∈ R y consideremos la función Tλ := T −λ id en donde id denota la
función identidad en `2(R). Observemos que Tλ(x̄) = −xj+1 − λxj si j es impar y Tλ(x̄) =
xj−1 − λxj si j es par.

Sea x̄ = (xj) ∈ `2(R) tal que Tλ(x̄) = 0̄. Es inmediato que si λ = 0 entonces kerTλ = {0̄}.
Así pues, supongamos que λ 6= 0 y consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Si j es impar, entonces de la descripción de Tλ(x̄) tenemos el siguiente sistema
de ecuaciones: {

−xj+1 − λxj = 0 (1.1)
xj − λxj+1 = 0 (1.2)

De (1.1) obtenemos que xj+1 = −λxj y sustituyendo en (1.2) se sigue que xj + λ2 xj =
(1 + λ2)xj = 0. Por tanto, xj = 0 y en consecuencia xj+1 = 0.

Caso 2. Si j es par, entonces obtenemos el sistema:{
−xj − λxj−1 = 0 (2.1)
xj−1 − λxj = 0 (2.2)

y resolviendo de forma análoga al caso anterior obtenemos que xj = 0 = xj−1.

Por tanto, xj = 0 para todo j ∈ N lo que implica que kerTλ = {0̄}. Es decir, Tλ es
inyectiva para todo λ ∈ R.

Sea ȳ = (yj) ∈ `2(R) y λ ∈ R.
Caso 1. Si λ = 0, entonces Tλ = T . Definamos la sucesión x̄ = (xj) como xj := yj+1

si j es impar y xj := −yj−1 si j es par. Así pues, Tλ(x̄) = −xj+1 = yj si j es impar y
Tλ(x̄) = xj−1 = yj si j es par. Es decir, Tλ(x̄) = ȳ
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Caso 2. Supongamos λ 6= 0 y definamos la sucesión x̄ = (xj) como sigue

x̄j :=

{
1

1+λ2
yj+1 − λ

1+λ2
yj si j es impar,

− 1
1+λ2

yj−1 − λ
1+λ2

yj si j es par.

Es claro que x̄ = (xj) ∈ `2(R). Observemos además, que Tλ(x̄) = −xj+1 − λxj =
−
(
− 1

1+λ2
yj − λ

1+λ2
yj+1

)
−λ
(

1
1+λ2

yj+1 − λ
1+λ2

yj
)

= yj si j es impar y Tλ(x̄) = −xj+1−λxj =(
1

1+λ2
yj − λ

1+λ2
yj−1

)
− λ

(
− 1

1+λ2
yj−1 − λ

1+λ2
yj
)

= yj si j es par. Es decir, Tλ(x̄) = ȳ.

En consecuencia, Tλ es suprayectiva para todo λ ∈ R.
Por tanto, σp(T ) = σ(T ) = ∅.

Ejemplo 3.32 Sea R2 = (R2, ‖ · ‖2) con la norma Euclidiana y consideremos ϑ : R2 → R2

la rotación por π
2
en torno al origen. Es decir,

ϑ(x1, x2) = (x1 cos(π
2
)− x2 sin(π

2
), x1 sin(π

2
) + x2 cos(π

2
))

= (−x2, x1).

Entonces, σp(ϑ) = σ(ϑ) = ∅.

Demostración: Es claro que ϑ es una función lineal en R2 y, por tanto, continua.

•0
v

ϑ

•0

ϑ(v)

Figura 3.3: Rotación por π
2
en torno al origen

Sea (x1, x2) ∈ R2 tal que ϑ(x1, x2) = (0, 0). Entonces, (−x2, x1) = (0, 0) y, por lo tanto,
x1 = x2 = 0 lo que implica que kerϑ = {(0, 0)}.

Ahora bien, sea λ ∈ R con λ 6= 0 y ϑλ(x1, x2) = (ϑ−λ id)(x1, x2) = (−x2−λx1, x1−λx2).
Si ϑλ(x1, x2) = (0, 0) entonces,

−x2 − λx1 = 0,

x1 − λx2 = 0.

De la primera ecuación obtenemos que x2 = −λx1 y, sustituyendo en la segunda se
tiene que (1 + λ2)x1 = 0 de donde concluimos que x1 = 0 y, por tanto, x2 = 0. Es decir,
(x1, x2) = (0, 0) lo que prueba que kerϑλ = {(0, 0)}.

En consecuencia, σp(ϑ) = σ(ϑ) = ∅.
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Sea T : H → H función lineal y continua. En los siguientes resultados estudiaremos para
cuáles valores reales λ, la función Tλ := (T − λ idH) es biyectiva de H a H. De los ejemplos
anteriores, supondremos a partir de este momento que las funciones en estudio son tales que
el conjunto de sus valores propios es distinto del vacío.

Proposición 3.33 Sea T : H → H una función lineal continua y λ ∈ R tal que λ ∈ σp(T ).
Entonces, |λ| ≤ ‖T‖Lc(H,H).

Demostración: Dado que λ ∈ σp(T ), entonces existe v ∈ H r {0H} tal que Tλ(v) = 0H .
Es decir, T (v) = λ v. Definiendo ṽ := v

‖v‖H
∈ H es claro que ‖ṽ‖H = 1 y T (ṽ) = λ ṽ. En

consecuencia,
|λ| = |λ| ‖ṽ‖H = ‖λ ṽ‖H = ‖T (ṽ)‖H ≤ ‖T‖Lc(H,H)

como afirma el enunciado.

Es decir, si λ ∈ R es tal que |λ| > ‖T‖Lc(H,H) entonces kerTλ = {0H} lo que significa que
Tλ es inyectiva. Veremos que, de hecho, la función Tλ es biyectiva. Para ello requerimos del
teorema de punto fijo de Banach.

Teorema 3.34 (de punto fijo de Banach) Sea X = (X, d) un espacio métrico completo,
no vacío, y sea φ : X → X una contracción. Entonces se cumple lo siguiente:

(a) φ tiene un único punto fijo x∗, es decir, existe un único x∗ ∈ X tal que φ(x∗) = x∗.
(b) Para cualquier x0 ∈ X, la sucesión (φk(x0)) converge a x∗ en X, y se cumple que:

d(φk(x0), x∗) ≤ αk

1− α
d(φ(x0), x0), (3.8)

donde α ∈ (0, 1) satisface (3.8).

Sea T : H → H función lineal y continua y v ∈ H arbitrario pero fijo. Sea λ un número
real y escribimos la siguiente ecuación:

T (u)− λu = v. (3.9)

Nos preguntamos, ¿para qué valores de λ la ecuación (3.9) tiene solución única?. De
acuerdo a los conceptos dados en el teorema de punto fijo de Banach, queremos expresar
este problema como un problema de punto fijo. Es decir, queremos encontrar una función φλ :
H → H cuyos puntos fijos sean las soluciones de la ecuación (3.9). Para ello, procederemos
del siguiente modo:

Si λ 6= 0, entonces la ecuación (3.9) se escribe como:

u =
1

λ
(T (u)− v) .
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Esto nos permite definir la función φλ : H → H como sigue:

φλ(u) =
1

λ
(T (u)− v) .

Las soluciones de (3.9) son justamente los puntos fijos de φλ.

Para poder aplicar el teorema de punto fijo de Banach requerimos que H sea completo
y, que para ciertos valores de λ, la función φλ sea una contracción. La primera condición se
sigue inmediatamente pues H es de Banach. Ahora, observemos lo siguiente: Sean x, y ∈ H,
entonces:

‖φλ(x)− φλ(y)‖H =
∣∣ 1
λ

∣∣ ‖T (x− y)‖H ≤
∣∣ 1
λ

∣∣ ‖T‖Lc(H,H)‖x− y‖H .

Así pues, definiendo α :=
∣∣ 1
λ

∣∣ ‖T‖Lc(H,H) se tiene entonces que α ∈ (0, 1) si y sólo si
|λ| > ‖T‖Lc(H,H). En consecuencia, φλ es una contracción si |λ| > ‖T‖Lc(V,V ). Dado que H
es completo, el Teorema 3.34 asegura que existe un único u∗ ∈ H tal que:

u∗ = φλ(u
∗) =

1

λ
(T (u∗)− v) .

Es decir, Tλ es suprayectiva si |λ| > ‖T‖Lc(H,H).

Hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 3.35 Sea T : H → H función lineal y continua. Si |λ| > ‖T‖Lc(H,H) entonces,
para cada v ∈ H, la ecuación (3.9) tiene una única solución. Es decir, Tλ es suprayectiva.

Proposición 3.36 Sea T : H → H función lineal y continua, entonces σ(T ) ⊂ R es acota-
do. Más aún,

σ(T ) ⊂
[
−‖T‖Lc(H,H), ‖T‖Lc(V,V )

]
Demostración: De la Proposición 3.33 y el Teorema 3.35 tenemos que, si λ ∈ R es tal

que Tλ no es biyectiva de H en H, entonces |λ| ≤ ‖T‖Lc(H,H). En consecuencia, σ(T ) ⊂[
−‖T‖Lc(H,H), ‖T‖Lc(H,H)

]
como afirma el enunciado.

A continuación probamos que el conjunto espectral de una función T : H → H lineal y
continua es cerrado en R para lo cual, usaremos de nuevo el teorema de punto fijo de Banach.

Sea λ0 ∈ ρ(T ). Deseamos encontrar un ε > 0 tal que (λ0− ε, λ0 + ε) ⊂ ρ(T ). Procedemos
de la siguiente forma:

Sea ε > 0 y λ ∈ R tal que |λ− λ0| < ε. Para v ∈ H arbitrario pero fijo consideremos de
nuevo la ecuación (3.9).

Notemos que, la ecuación (3.9) puedes escribirse como:

T (u)− λ0 u = v + (λ− λ0)u. (3.10)
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Dado que λ0 ∈ ρ(T ) entonces la función Tλ0 := (T − λ0 idH) es biyectiva. Es decir, existe
T−1
λ0

: H → H tal que T−1
λ0
◦ Tλ0 = Tλ0 ◦ T−1

λ0
= idH . De este modo, podemos escribir a la

ecuación (3.10) como:

u = T−1
λ0

(v + (λ− λ0)u). (3.11)

Definamos la función ϕ : H → H como:

ϕ(u) := T−1
λ0

(v + (λ− λ0)u).

Entonces las soluciones de (3.11) son justamente los puntos fijos de ϕ.

Usaremos el teorema de punto fijo de Banach para lo cual, necesitamos que ϕ sea una
contracción. Así pues, encontraremos el valor de ε para el cual la función ϕ cumple con ser
una contracción. Sean x, y ∈ V , entonces:

‖ϕ(x)− ϕ(y)‖H = |λ− λ0|‖T−1
λ0

(x− y)‖H ≤ |λ− λ0|‖T−1
λ0
‖Lc(H,H)‖x− y‖H .

Definiendo α := |λ − λ0|‖T−1
λ0
‖Lc(H,H) se tiene que α ∈ (0, 1) si y sólo si |λ − λ0| <

1
‖T−1
λ0
‖Lc(H,H)

. Es decir, ϕ es una contracción si ε := 1
‖T−1
λ0
‖Lc(H,H)

. Dado que H es completo, el

Teorema 3.34 asegura que existe un único u∗ ∈ H tal que:

u∗ = ϕλ(u
∗) = T−1

λ0
(v + (λ− λ0)u∗).

Notemos que si v = 0H entonces la ecuación en estudio se reduce a T (u) = λu y u = 0H
es una solución. De lo anterior podemos asegura que esta es única si |λ− λ0| < 1

‖T−1
λ0
‖Lc(H,H)

.

Por tanto, si λ ∈ R es tal que |λ− λ0| < 1
‖T−1
λ0
‖Lc(H,H)

entonces Tλ es biyectiva de H en H.

Teorema 3.37 Sea T : H → H una función lineal y continua. Entonces, el conjunto ρ(T )
es abierto en R.

Demostración: Sea λ0 ∈ ρ(T ). Definiendo ε := 1
‖T−1
λ0
‖Lc(H,H)

> 0 es claro de la discusión

anterior que (λ0 − ε, λ0 + ε) ⊂ ρ(T ). Es decir, ρ(T ) es un subconjunto abierto de R.

Corolario 3.38 Sea T : H → H una función lineal y continua. Entonces, el conjunto σ(T )
es compacto en R.

Demostración: Por la Proposición 3.36 se tiene que σ(T ) es acotado y, por el Teorema
3.37, el conjunto σ(T ) = Rr ρ(T ) es cerrado en R. El teorema de Heine-Borel asegura que
σ(T ) ⊂ R es compacto.
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De los resultados anteriores obtenemos que todo número real λ que esté en el conjunto
espectral de una función lineal y continua T se encuentra entre los valores −‖T‖Lc(H,H) y
‖T‖Lc(H,H). Es decir, aún cuando encontrar un valor explícito λ en el espectro de T resulte
en un proceso sumamente complejo, calcular la norma del operador T nos brinda un valor
aproximado. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.39 En `2(R) consideremos la función T : `2(R)→ `2(R) dada por T (x̄) := 0 si
j = 1 y T (x̄) := xj−1 si j > 1 (ver Ejemplo 3.30).

Es claro que ‖T (x̄)‖`2(R) = ‖x̄‖`2(R) para todo x̄ = (xj) ∈ `2(R). Por tanto,

‖T‖Lc(`2(R),`2(R)) = sup
{
‖T (x̄)‖`2(R) : ‖x̄‖`2(R) = 1

}
= 1.

De la Proposición 3.36 concluimos que:

σ(T ) ⊂ [−1, 1].

En consecuencia, σ(T ) = [−1, 1] pues en el Ejemplo 3.30 se probó que [−1, 1] ⊂ σ(T ).

Veamos ahora algunas propiedades del espectro y el conjunto de valores propios de un
operador compacto definido en un espacio de Hilbert de dimensión infinita.

Teorema 3.40 Supongamos que dimH = ∞ y sea T : H → H un operador compacto.
Entonces,

(a) 0 ∈ σ(T ).

(b) σ(T )r {0} = σp(T )r {0}.

Demostración: (a) Argumentando por contradicción, supongamos que 0 6∈ σ(T ). Entonces
0 ∈ ρ(T ) lo que implica que T es biyectiva de H en H lo cual es imposible pues T es un
operador compacto. En consecuencia, 0 ∈ σ(T ).

(b) Sea λ ∈ σ(T ) r {0} y supongamos que λ 6∈ σp(T ). Entonces, kerTλ = {0H}. Así,
por el Teorema 3.27 se sigue que imTλ = H y, por tanto, Tλ es biyectiva de H en H. En
consecuencia, λ ∈ ρ(T ) lo cual es imposible pues λ ∈ σ(T ). Por tanto, λ ∈ σp(T )r {0}.

Inversamente: dado que σp(T ) ⊂ σ(T ) entonces σp(T )r {0} ⊂ σ(T )r {0}. Esto prueba
el resultado.

Lema 3.41 Supongamos que dimH = ∞. Sea T : H → H un operador compacto y (λk)
una sucesión de números reales distintos tales que λk → λ y λk ∈ σ(T ) r {0} para cada
k ∈ N. Entonces, λ = 0.
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Demostración: Del Teorema 3.40 se sigue que λk ∈ σp(T ) r {0} para cada k ∈ N. Ar-
gumentando por contradicción, supongamos que λ 6= 0. Entonces, existe ε0 > 0 tal que
|λk| ≥ ε0 para todo k ∈ N.

Para cada k ∈ N, existe ek ∈ H r {0H} tal que Tλk(ek) = 0V . Observemos lo siguiente:
Como e1 6= 0V entonces {e1} es un subconjunto deH linealmente independiente. Supongamos
que, para k ∈ N arbitrario pero fijo, el conjunto {e1, . . . , ek−1} es linealmente independiente
y que ek =

∑k−1
i=1 αi ei para algunos α1, . . . , αk−1 ∈ R. Entonces,

T (ek) =
k−1∑
i=1

αi T (ei) =
k−1∑
i=1

αi λi ei y λk ek = λk

k−1∑
i=1

αi ei =
k−1∑
i=1

αi λk ei

y, como T (ek) = λk ek se sigue que:

T (ek)− λk ek =
k−1∑
i=1

αi(λi − λk) ei = 0V ,

y, en consecuencia, αi(λi − λk) = 0 para todo i = 1, . . . , k − 1. Dado que λi 6= λk para todo
i = 1, . . . , k − 1 entonces αi = 0 para todo i = 1, . . . , k − 1 lo cual es imposible. Por tanto,
el conjunto {e1, . . . , ek} es linealmente independiente.

Definiendo, para cada k ∈ N, el conjunto Ek := lin({e1, . . . , ek}) se sigue que Ek es un
subespacio vectorial de H de dimensión finita, y por tanto, cerrado. Más aún, Ek ⊂ Ek+1 y
Ek 6= Ek+1 para todo k ∈ N por lo demostrado en el párrafo anterior.

Sea k ∈ N y v ∈ Ek. Entonces, v =
∑k

i=1 αi ei para algunos α1, . . . , αk ∈ R. Así pues,

Tλk(v) = T (v)− λk u =
k∑
i=1

αi(λi − λk) ei =
k−1∑
i=1

αi(λi − λk) ei ∈ Ek−1.

Es decir, Tλk(Ek) ⊂ Ek−1 para todo k ∈ N.
Fijemos δ ∈ (0, 1). Por el lema de Riez, para cada k ∈ N con k ≥ 2, existe vkδ ∈ Ek con

‖vkδ ‖H = 1 tal que ‖vkδ − w‖V ≥ δ para todo w ∈ Ek−1. Definamos pues la sucesión vk := vkδ
en H que es acotada.

Sean 2 ≤ k < j, entonces:

‖T (vj)− T (vk)‖H = ‖Tλj(vj) + λj vj − T (vk)‖H = ‖λj vj − (T (vk)− Tλj(vj))‖H
= |λj|‖vj − 1

λj
(T (vk)− Tλj(vj))‖H

≥ ε0 δ

pues Tλj(vj) − T (vk) ∈ Ej−1 ya que Ek+1 ⊂ Ek ⊂ Ej−1 ⊂ Ej. En consecuencia, la sucesión
(T (vk)) no contiene ninguna subsucesión convergente en H. Esto contradice el hecho de que
T es un operador compacto. Por lo tanto, λ = 0 como afirma el enunciado.



96 3. OPERADORES COMPACTOS

Teorema 3.42 Supongamos que dimH = ∞ y sea T : H → H un operador compacto.
Entonces, se tiene uno de los siguientes casos:

(a) σ(T ) = {0H}.
(b) σ(T )r {0} es finito.
(c) Existe una sucesión (xk) de números reales, todos distintos, tal que xk → 0 y σ(T ) r
{0} = {xk : k ∈ N}.

Demostración: Consideremos, para cada k ∈ N, el conjunto

Ck := σ(T ) ∩
{
λ ∈ R : |λ| ≥ 1

k

}
.

Entonces, para cada k ∈ N, el conjunto Ck o bien es vacío o bien es finito. En efecto, si
Ck = ∅ para cada k ∈ N, entonces λ ∈ σ(T ) es tal que |λ| < 1

k
para cada k ∈ N por lo que

λ = 0. Ahora, supongamos que Ck no es finito. Entonces, sea (λj) una sucesión de elementos
distintos de σ(T ) tal que |λj| ≥ 1

k
para todo j ∈ N. Como σ(T ) es compacto, entonces existe

una subsucesión (λjm) de (λj) tal que λjm → λ con λ ∈ Ck. Entonces, λ 6= 0 pues |λ| ≥ 1
k
lo

cual no es posible por el Lema 3.41.

Por tanto, si σ(T )r {0} contiene una cantidad numerable de puntos distintos,

3.4.1. Teoría espectral de operadores compactos-autoadjuntos

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar 〈·, ·〉 y norma ‖ · ‖H .
Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.43 Sean a, b ∈ R con 0 < a < b, arbitrarios pero fijos. Consideremos el es-
pacio de medida ([a, b],B([a, b]), µ) con µ la medida de Lebesgue en B([a, b]). La función
T : L2([a, b])→ L2([a, b]) dada por:

(Tu)(x) := xu(x).

está bien definida pues es el producto de funciones de cuadrado integrable. Es claro además
que T es lineal. Luego, para cada u ∈ L2([a, b])

‖Tu‖2
L2([a,b]) =

∫
[a,b]

|x|2|u(x)|2 dµ ≤ máx{a2, b2}
∫

[a,b]

|u(x)|2 dµ = máx{a2, b2}‖u‖2
L2([a,b])

lo que implica que T es continua.

Observemos que:

〈T (u), v〉L2([a,b]) =

∫
[a,b]

(Tu)(x) v(x) dµ =

∫
[a,b]

xu(x) v(x) dµ

=

∫
[a,b]

u(x) (Tv)(x) dµ = 〈u, T (v)〉L2([a,b]) ∀u, v ∈ L2([a, b]).
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Por tanto, T es un operador autoadjunto.

Sea λ ∈ R y sea u ∈ L2([a, b]) tal que (Tλu)(x) = 0 para cada x ∈ [a, b]. Consideremos
los siguientes casos:

Caso 1. Si λ = 0, entonces (Tλu)(x) = (Tu)(x) = xu(x) = 0 para cada x ∈ [a, b]. Por
tanto, u(x) = 0 para cada x ∈ [a, b] lo que implica que kerTλ = {0}.

Caso 2. Supongamos que λ 6= 0. Entonces, (Tλu)(x) = (Tu)(x) − λu(x) = (x − λ)u(x)
para cada x ∈ [a, b] y, por tanto, u(x) = 0 para cada x ∈ [a, b]. Es decir, kerTλ = {0}.

El ejemplo anterior nos dice que el conjunto de valores propios de una función lineal y
continua en un espacio de Hilbert puede ser vacío, aún cuando esta función sea un operador
autoadjunto o un operador compacto. En esta sección estudiaremos las condiciones que debe
cumplir una función lineal y continua para que al menos exista un valor propio. Daremos
también algunas propiedades de este conjunto.

Proposición 3.44 Sea T : H → H un operador autoadjunto. Entonces, los vectores propios
correspondientes a valores propios distintos, si existen, son ortogonales.

Demostración: Sean λ1, λ2 ∈ R con λ1 6= λ2 tales que λ1, λ2 ∈ σp(T ) y sean v1, v2 ∈
V r {0V } los vectores propios asociados a los valores propios λ1 y λ2 respectivamente.

Observemos que:

λ1〈v1, v2〉 = 〈λ1 v1, v2〉 = 〈T (v1), v2〉 = 〈v1, T (v2)〉 = 〈v1, λ2 v2〉 = λ2〈v1, v2〉

y, dado que λ1 6= λ2 entonces 〈v1, v2〉 = 0 como afirma el enunciado.

El siguiente resultado garantiza la existencia de al menos un valor propio cuando la
función lineal y continua es un operador compacto y autoadjunto. Más aún, nos dice cuál
podría ser este valor.

Teorema 3.45 Sea T : H → H una función lineal y continua. Si T es un operador compacto
y autoadjunto entonces, al menos uno de los valores reales, −‖T‖Lc(H,H) o ‖T‖Lc(H,H), es un
valor propio de T .

Demostración: Si T (u) = 0H para cada u ∈ H, entonces ‖T‖Lc(H,H) = 0 y es claro que
kerT 6= {0V }. Así pues, supongamos que T no es la función constante con valor 0H en H.

Del Teorema 3.14 se tiene que ‖T‖Lc(H,H) = sup {|〈T (u), u〉| : ‖u‖H = 1}. Por tanto,
existe una sucesión (uk) en H tal que ‖uk‖H = 1 para cada k ∈ N y tal que ‖T‖Lc(H,H) =
ĺımk→∞ |〈T (uk), uk〉|. Definamos xk := 〈T (uk), uk〉 ∈ R para cada k ∈ N. La sucesión (xk)
es acotada en R de modo que, existe (xkj) una subsucesión de (xk) tal que xkj → λ cuando
j →∞ en donde λ ∈ Rr {0} es tal que |λ| = ‖T‖Lc(H,H).
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Notemos lo siguiente:

‖T (ukj)− λukj‖2
H = ‖T (ukj)‖2

H + λ2 ‖ukj‖2
H − λ 〈T (ukj), ukj 〉 − λ 〈ukj , T (ukj) 〉

= ‖T (ukj)‖2
H + λ2 − 2λ 〈T (ukj), ukj 〉

≤ 2λ2 − 2λ 〈T (ukj), ukj 〉 ∀ j ∈ N.

En consecuencia, ‖T (ukj)− λukj‖H → 0 cuando j →∞.

Por otro lado, como T es un operador compacto y (ukj) es una sucesión acotada en H,
entonces existe (ukj` ) subsucesión de (ukj) tal que T (ukj` ) converge a algún v en H cuando
`→∞. Denotemos por v` := ukj` para todo ` ∈ N. Entonces,

‖λ v` − v‖H ≤ ‖λ v` − T (v`)‖H + ‖T (v`)− v‖H ∀ ` ∈ N

de modo que v` → v
λ
en H cuando ` → ∞. De la continuidad de T concluimos que v =

ĺım`→∞ T (v`) = 1
λ
T (v). Es decir, T (v) = λ v. Notemos además que v 6= 0H pues ‖v‖H =

ĺım`→∞ ‖λ v`‖H = ‖T‖Lc(H,H) 6= 0. Por tanto, λ ∈ σp(T ) y esto concluye la demostración.

El siguiente resultado da una propiedad interesante del espectro de un operador compacto
autoadjunto. Esta vez, omitimos su demostración pues dentro de ella se consideran algunos
conceptos que quedan, en principio, fuera del objetivo central de este trabajo.

Teorema 3.46 Sea T : H → H una función lineal y continua. Supongamos que T es un
operador autoadjunto y definamos:

m := ı́nf {〈T (u), u〉 : ‖u‖H = 1} y M := sup {〈u, T (u)〉 : ‖u‖H = 1} .

Entonces, σ(T ) ⊂ [m,M ], m ∈ σ(T ) y M ∈ σ(T ). Más aún, ‖T‖Lc(H,H) =
máx{|m|, |M |}.

Demostración: Consulta, por ejemplo, [13].

Corolario 3.47 Sea T : H → H una función lineal y continua. Si T es un operador auto-
adjunto tal que σ(T ) = {0}, entonces T (u) = 0H para todo u ∈ H.

Demostración: Sean m y M como en el Teorema 3.46. Es decir:

m := ı́nf {〈T (u), u〉 : ‖u‖H = 1} y M := sup {〈u, T (u)〉 : ‖u‖H = 1} .

Entonces, m,M ∈ σ(T ) por el Teorema 3.46 y, por hipótesis concluimos que m = M = 0.
Así pues, ‖T‖Lc(H,H) = máx{|m|, |M |} = 0 lo que implica que T es la función constante igual
a 0H en H como afirma el enunciado.
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3.5. El teorema espectral de operadores compactos-
autoadjuntos

En esta sección demostramos una versión del teorema espectral para operadores com-
pactos autoadjuntos en espacios de Hilbert separables. Esta versión del teorema espectral
nos garantiza la existencia de una base de Hilbert compuesta por vectores propios para un
operador compacto y autoadjunto. Recordemos que el espectro de un operador compacto
autoadjunto consta de una cantidad finita o, a lo más numerable, de números reales cuyo
único punto de acumulación es el 0 (ver Teorema 3.42).

Del mismo modo que en la sección anterior, el conjunto H denota un espacio de Hilbert
sobre R con producto escalar 〈·, ·〉 y norma ‖ · ‖H .

Lema 3.48 Sea T : H → H una función lineal y continua y V un subespacio vectorial
cerrado de H. Si T es un operador compacto y autoadjunto tal que T (V ) ⊂ V entonces se
tiene lo siguiente:

(a) T (V ⊥) ⊂ V ⊥.
(b) T |

V⊥
: V ⊥ → V ⊥ es también un operador compacto y autoadjunto. Además,

‖T |
V⊥
‖Lc(V ⊥,V ⊥) ≤ ‖T‖Lc(H,H)

Demostración: (a) Sea w ∈ T (V ⊥). Existe v ∈ V ⊥ tal que T (v) = w. Dado que v ∈ V ⊥
entonces 〈v, u〉 = 0 para todo u ∈ V . Como T es autoadjunto se tiene que:

〈w, u〉 = 〈T (v), u〉 = 〈v, T (u)〉 = 0 ∀u ∈ V

pues T (u) ∈ V por hipótesis. Por tanto, w ∈ V ⊥.
(b) Primero veamos que T |

V⊥
es autoadjunto:

Sean v, w ∈ V ⊥. Dado que T |
V⊥

(v) = T (v) y T |
V⊥

(w) = T (w) y, T es un operador
adjunto, entonces:〈

T |
V⊥

(v), w
〉

= 〈T (v), w 〉 = 〈 v, T (w) 〉 =
〈
v, T |

V⊥
(w)

〉
.

Ahora veamos que T |
V⊥

es compacto:

Sea (wk) una sucesión acotada en V ⊥. Es inmediato que (wk) es también acotada en
H por lo que existe (T (wkj)) una subsucesión de (T (wk)) que converge en H. Dado que
T (wk) = T |

V⊥
(wk) para todo k ∈ N, concluimos que (T |

V⊥
(wkj)) es una subsucesión de

(T |
V⊥

(wk)) que converge en H a algún elemento de V ⊥.

Luego, es inmediato que ‖T |
V⊥
‖Lc(V ⊥,V ⊥) ≤ ‖T‖Lc(H,H).

Esto concluye la demostración.
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Lema 3.49 Sea T : H → H una función lineal y continua. Si T es un operador compacto
entonces, para cada λ ∈ R r {0} el subespacio vectorial kerTλ es cerrado y de dimensión
finita en H.

Demostración: Sea λ ∈ R r {0}. Es inmediato de la continuidad de T que kerTλ es
cerrado. Consideremos V := kerTλ y BV su bola unitaria cerrada. Sea (vk) una sucesión de
elementos de BV . Es claro que (vk) es acotada en H de modo que existe una subsucesión
(Tλ(vkj)) de (Tλ(vk)) que converge en H a algún v ∈ V . Notemos que, Tλ(vk) = 0 para cada
k ∈ N, entonces, T (vk) = λ vk para cada k ∈ N y, en consecuencia, vk = 1

λ
T (vk) para cada

k ∈ N. Por tanto,
1

λ
v = ĺım

j→∞

1

λ
T (vkj) = ĺım

j→∞
vkj .

Es decir, (vk) tiene una subsucesión convergente en BV y, por tanto, BV es compacto en
V . El teorema de Riesz (ver Teorema 3.25) asegura que dimV <∞.

Notemos del lema anterior que, si λ = 0, de manera general se tiene que 0 ≤ dimkerT ≤
∞ pues si tomamos, por ejemplo, T (u) = 0H para todo u ∈ H entonces kerT = H.

Además, la condición de que T sea un operador compacto es necesaria pues si, por ejemplo,
dimH =∞ y T = idH entonces kerT1 = ker (T − idH) = H.

Lema 3.50 Sea T : H → H una función lineal y continua. Si T es un operador compacto
entonces, para cada λ ∈ Rr {0} el subespacio vectorial imTλ es cerrado en H.

Demostración: Sea λ ∈ Rr{0} y consideremos el subespacio vectorial W := imTλ de H.
Sea w ∈ W , entonces existe una sucesión (wk) en H tal que ĺımk→∞ Tλ(wk) = w en H.

Por el Lema 3.49 el subespacio vectorial V := kerTλ es cerrado y, por tanto, del teorema
del complemento ortogonal (ver Teorema 1.28), concluimos que H = V ⊕ V ⊥. Así pues,
para cada k ∈ N, existen únicos uk ∈ V y wk ∈ V ⊥ tales que wk = uk + vk. Consideremos la
sucesión (vk) y veamos que es acotada en H.

Argumentando por contradicción, supongamos que (vk) no es acotada. Entonces, existe
(vkj) subsucesión de (vk) tal que ‖vkj‖H → ∞ cuando j → ∞. Es posible suponer que
vkj 6= 0H para cada j ∈ N de modo que ṽj :=

vkj
‖vkj ‖H

∈ V ⊥ y ‖ṽj‖H = 1 para cada j ∈ N.
Observemos que:

Tλ(ṽj) =
1

‖vkj‖H
Tλ(vkj) =

1

‖vkj‖H
Tλ(wkj − ukj) =

1

‖vkj‖H
Tλ(wkj) ∀ j ∈ N

de modo que ĺımj→∞ Tλ(ṽj) = 0H pues ĺımj→∞ Tλ(wkj) = w. Dado que T es un operador
compacto, entonces existe (T (ṽj`)) subsucesión de (T (ṽj)) que converge, a saber, a ṽ en H.
Así pues,

ĺım
`→∞

ṽj` = ĺım
`→∞

1

λ
T (ṽj`) =

1

λ
ṽ.
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Observemos que Tλ( 1
λ
ṽ) = 1

λ
Tλ(ṽ) = 1

λ
ĺım`→∞ Tλ(ṽj`) = 0H . Por tanto, 1

λ
ṽ ∈ V y es

claro que ‖ 1
λ
ṽ‖H = 1.

Por otro lado, como ṽj` ∈ V ⊥ para cada ` ∈ N, entonces por el teorema de Pitágoras (ver
Teorema 1.17) concluimos que:

‖ṽj` − 1
λ
ṽ‖2

H = ‖ṽj`‖2
H + ‖ 1

λ
ṽ‖2

H = 2 ∀` ∈ N

y esto contradice que ṽj` → 1
λ
ṽ. Por tanto, (vk) es acotada en H.

Así, como T es un operador compacto, existe (T (vkj)) subsucesión de (T (vk)) que con-
verge, a saber, a w̃ en H. Notemos que:

vk =
1

λ
(λ vk − T (vk) + T (vk)) =

1

λ
(T (vk)− Tλ(vk)) =

1

λ
(T (vk)− wk)) ∀ k ∈ N.

Por tanto,

ĺım
j→∞

vkj = ĺım
j→∞

1

λ
(T (vkj)− wkj)) =

1

λ.
(w̃ − w) := v ∈ H

En consecuencia,
w = ĺım

j→∞
Tλ(wkj) = ĺım

j→∞
Tλ(vkj) = Tλ(v)

lo que demuestra que w ∈ W . Es decir, W es cerrado en H.

Lema 3.51 Supongamos que H es separable y sea T : H → H una función lineal y continua.
Si T es un operador compacto y autoadjunto, entonces existe I ⊂ N no vacío y una sucesión
{λk : k ∈ I} de números reales tales que λk ∈ σp(T )r {0}, |λk+1| ≤ |λk| para cada k ∈ I y
un correspondiente conjunto ortonormal O = {ek : k ∈ I} de H tal que:

(i) T (ei) = λi ei para cada i ∈ I.
(ii) kerT = (lin({ei : i ∈ I}))⊥

(iii) Si I = N entonces ĺımk→∞ λk = 0.

Demostración: Si T (u) = 0H para cada u ∈ H entonces kerT = H. Dado que
{0H} = lin(∅) entonces definiendo I := ∅ el resultado se satisface trivialmente. Supon-
gamos entonces que T no es la función constante con valor 0H en H. De acuerdo al Teorema
3.44 el conjunto de valores propios de T es finito o numerable. De este modo, consideremos
los siguientes casos:

Caso 1. Si el cardinal del conjunto σp(T ) r {0} es finito, a saber, N ∈ N. Definamos
I := {1, . . . , N}.

Aplicando el Teorema 3.45 al operador T , sabemos que existe un vector propio e1 de T
con valor propio λ1 ∈ R tal que |λ1| = ‖T1‖Lc(H,H). Dado que T (u) 6= 0 para todo u ∈ H
entonces λ1 6= 0 y, por tanto, podemos suponer que ‖e1‖H = 1. Sea H1 := lin({e1})⊥.
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Entonces por el Lema 3.51, la restricción T |H1 es un operador compacto y autoadjunto
tal que ‖T |H1

‖Lc(H1,H1) ≤ ‖T‖Lc(H,H) = |λ1|. Si T |H1 es el operador constante igual a 0H
en H1 entonces el resultado queda probado, si no es así, aplicando nuevamente el Teorema
3.45 al operador T |H1 obtenemos e2 vector propio de T |H1 con valor propio λ2 ∈ R r {0}
tales que |λ2| = ‖T |H1

‖Lc(H1,H1) ≤ |λ1| y ‖e2‖H = 1. Continuando de este modo obtenemos,
para k − 1 ∈ N, una sucesión de vectores propios e1, . . . , ek−1 ∈ H ortogonales entre sí con
correspondientes valores propios reales λ1, . . . , λk−1 tales que |λ1| ≥ · · · |λk−1| > 0 y, tal
que si definimos Hk−1 := lin({e1, . . . , ek−1})⊥ entonces T |Hk−1

es un operador compacto y
autoadjunto tal que ‖T |Hk−1

‖Lc(Hk−1,Hk−1) ≤ |λk−1|. Si T |Hk−1
es el operador constante igual

a 0H en Hk−1 entonces el resultado queda probado, si no es así, aplicamos el Teorema 3.45 al
operador T |Hk−1

para obtener ek vector propio de T |Hk−1
con valor propio λk ∈ Rr{0} tales

que 0 < |λk| = ‖T |Hk−1
‖Lc(Hk−1,Hk−1) ≤ |λk−1| y ‖ek‖H = 1. Dado que ek ∈ Hk−1 entonces

〈ek, ej〉 = 0 para todo j = 1, . . . , k−1 de modo que e1, . . . , ek son vectores propios ortogonales
entre sí. Sea Hk := lin({e1, . . . , ek})⊥. Entonces por el Lema 3.48, la restricción T |Hk es
un operador compacto y autoadjunto. Dado que Hk ⊂ Hk−1 entonces ‖T |Hk‖Lc(Hk,Hk) ≤
‖T‖Lc(Hk−1,Hk−1) = |λk|. Y, repetimos el proceso anterior hasta obtener que T |HN (u) = 0H
para todo u ∈ HN . Así, lin({e1, . . . , eN})⊥ = HN ⊂ kerT . Inversamente, si u ∈ kerT
entonces:

λj〈ej, v〉 = 〈λj ej, u〉 = 〈T (ej), u〉 = 〈ej, T (u)〉 = 0 para todo j = 1, . . . , N (3.12)

de modo que u ∈ lin({e1, . . . , eN})⊥ = HN y, por tanto, HN = kerT . Esto prueba los incisos
(i) y (ii).

Caso 2. Si el cardinal del conjunto σp(T ) r {0} es numerable entonces consideramos
I = N. En este caso, asumimos que el proceso del caso anterior no se detiene y, por tanto,
obtenemos una sucesión (λk) de números reales tales que λk ∈ σp(T ) y 0 < |λk+1| ≤ |λk|
para cada k ∈ N. El Lema 3.41 asegura que λk → 0 y esto prueba (iii). Sea {ek : k ∈ N}
el conjunto de vectores propios asociados a los valores propios {λk : k ∈ N}, es decir,
T (ek) = λk ek para todo k ∈ N. La Proposición 3.44 asegura que {ek : k ∈ N} es ortonormal
y el inciso (i) queda probado.

Notemos que, siguiendo la misma idea de (3.12) obtenemos que si u ∈ kerT enton-
ces u ⊥ ek para todo k ∈ N y, por tanto, u ∈ (lin({ek : k ∈ N}))⊥. Inversamente, si
u ∈ (lin({ek : k ∈ N}))⊥ entonces u ∈ lin({e1, . . . , ek})⊥ para cada k ∈ N y, dado que
‖T |Hk‖Lc(Hk,Hk) ≤ |λk| entonces ‖T (u)‖H ≤ |λk| ‖u‖H para todo k ∈ N. Como λk → 0
concluimos que T (u) = 0H y, por tanto, u ∈ kerT . Esto prueba el inciso (ii).

Teorema 3.52 (espectral de operadores compactos-autoadjuntos) Supongamos que
H es separable y sea T : H → H una función lineal y continua. Si T es un operador compacto
y autoadjunto, entonces existe una clase B = {ek ∈ H : k ∈ N} tal que ek es un vector propio
de T para cada k ∈ N y B es una base de Hilbert de H.

Demostración: Sea (λk) sucesión de números reales tal que λk ∈ σp(T )r{0} para cada k ∈
N (ver Lema 3.51) y consideremos λ0 := 0. Definamos los siguientes subespacios vectoriales
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de H
H0 := kerT y Hk := kerTλk ∀ k ∈ N.

El Lema 3.49 asegura que 0 ≤ dimH0 ≤ ∞ y 0 < dimHk <∞ para todo k ∈ N. Notemos
que, para cualesquiera u ∈ Hk y v ∈ Hj con k 6= j se tiene que:

λj〈u, v〉 = 〈u, T (v)〉 = 〈T (u), v〉 = λk〈u, v〉

y, por lo tanto, 〈u, v〉 = 0 pues λj 6= λk.

Sea V := lin (∪∞k=0 Hk) ⊂ H. Es claro que T (V ) ⊂ V y, por el Lema 3.48 se sigue que
T (V ⊥) ⊂ V ⊥ y que T |

V⊥
: V ⊥ → V ⊥ es un operador compacto y autoadjunto.

Luego, σp
(
T |

V⊥

)
= {0}. En efecto, supongamos que existe λ ∈ σp(T |

V⊥
) tal que λ 6= 0.

De este modo, existe u ∈ V ⊥ r {0H} tal que T (u) = λu y, en consecuencia, existe k0 ∈ N
tal que λ = λk0 . Por tanto, u ∈ Hk0 ⊂ V lo que implica que u ∈ V ∩ V ⊥ y, en consecuencia,
u = 0H lo cual contradice nuestra suposición. El Corolario 3.47 implica que T (v) = 0H para
todo v ∈ V ⊥ y, por tanto, V ⊥ ⊂ H0. Notemos además que H0 ⊂ V por lo que V ⊥ ⊂ V y
esto implica que V ⊥ = {0H}. Aplicando el Corolario 1.29 concluimos que V = (V ⊥)⊥ = H
y esto prueba que V es denso en H.

El Teorema 1.46 asegura que existe B0 una base de Hilbert de H0 y, dado que Hk es de
dimensión finita para cada k ∈ N, entonces es inmediato que existe Bk base de Hk para cada
k ∈ N. Definiendo B := ∪∞k=0Bk ⊂ H se sigue el resultado.

Por simplicidad damos la siguiente definición.

Definición 3.53 Sea T : H → H una función lineal y continua y I ⊂ N no vacío. Un
subconjunto ortonormal {ei : i ∈ I} en H de vectores propios de T con sus correspondientes
valores propios no nulos {λi : i ∈ I} se llama sistema básico de vectores propios y
valores propios de T si:

T (u) =
∑
i∈I

λi 〈u, ei〉 ei ∀u ∈ H.

Recordemos que el conjunto de valores propios no nulos de un operador compacto es finito
o a lo más numerable con único punto de acumulación igual a 0. Teniendo esto en cuenta,
damos el siguiente resultado pues el teorema espectral garantiza la existencia de un sistema
básico de vectores propios de un operador compacto y autoadjunto.

Proposición 3.54 Supongamos que H es separable. Sea T : H → H una función lineal y
continua y I ⊂ N no vacío arbitrario pero fijo. Si T es un operador compacto y autoadjunto
y B = {ei : i ∈ I} y L = {λi : i ∈ I} sistema básico de vectores propios y valores propios
de T , entonces se cumple lo siguiente:
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(a) B es una base de Hilbert de imT y para cada u ∈ H se cumple que:

u = pkerT (u) +
∑
i∈I

〈u, ei〉 ei.

(b) H tiene una base de Hilbert que consiste de un sistema básico de vectores propios si y
sólo si kerT = {0H}.

(c) Si λ ∈ Rr {0} es un valor propio de T , entonces existe j0 ∈ I tal que λ = λj0.

Demostración: (a) Dado que ej = 1
λj
T (ej) para todo j ∈ I entonces ej ∈ imT para todo

j ∈ I y, por tanto, lin (B) ⊂ imT .

Por otro lado, para cada u ∈ H se tiene que:

T (u) =
∑
i∈I

λi 〈u, ei〉 ei

lo que implica que imT ⊂ lin (B). En consecuencia, imT = lin (B).

Dado que imT es un subespacio vectorial cerrado de H entonces por el teorema del
complemento ortogonal (ver Teorema 1.28) concluimos que H = imT⊕

(
imT

)⊥
. El Teorema

3.14 asegura que
(
imT

)⊥
= kerT y, por tanto, H = imT ⊕ kerT pues T es compacto y

autoadjunto. De este modo, para cada u ∈ H se tiene que u = pkerT (u) + (u − pkerT (u))

en donde u − pkerT (u) ∈ imT . Luego, por el Corolario 1.29 se sigue que u − pkerT (u) =∑
i∈I〈u, ei〉 ei y, por lo tanto,

u = pkerT (u) +
∑
i∈I

〈u, ei〉 ei

como afirma el enunciado.

(b) ⇒) : Sea B = {ei : i ∈ I} base de Hilbert de H constituida de vectores propios
de T . Como lin(B) es denso en H, entonces (lin(B))⊥ = {0H} y el Lema 3.51 asegura que
kerT = {0H}.
⇐:) Es inmediato del inciso anterior y el hecho de que H = imT ⊕ kerT por ser T un

operador autadjunto.

(c) Dado que λ ∈ Rr {0} es un valor propio de T entonces existe v ∈ H r {0H} tal que
T (v) = λu. Si λ 6= λj para todo j ∈ I entonces 〈v, ej〉 = 0 para todo j ∈ I (ver Proposición
3.44). En consecuencia, λu = T (v) =

∑
i∈I λi〈v, ei〉 ei = 0H lo cual es imposible pues λ 6= 0

y v 6= 0H . Por tanto, existe j0 ∈ I tal que λ = λj0 .

El siguiente resultado establece las condiciones para obtener el recíproco del teorema
espectral de operador compactos-autoadjuntos.
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Teorema 3.55 Supongamos que H un espacio de Hilbert separable y sea I ⊂ N no vacío.
Sea O = {ei : i ∈ I} un subconjunto ortonormal de H y L = {λi : i ∈ I} un subconjunto de
Rr {0} tal que λj+1 ≤ λj para todo j ∈ I y, si I = N, entonces ĺımj→∞ λj = 0. Definamos
T : H → H como:

T (u) =
∑
i∈I

λi〈u, ei〉 ei.

Entonces, T es un operador compacto y autoadjunto.

Demostración: Es inmediato que T es lineal. Por la desigualdad de Bessel, se tiene que
‖T (u)‖2

H =
∑

i∈I λ
2
i |〈u, ei〉|2 ≤ λ2

1

∑
i∈I λ

2
i |〈u, ei〉|2 ≤ λ2

1‖u‖2
H para cada u ∈ H. Por tanto, T

es continua. Veamos que T es un operador compacto y autoadjunto para lo cual consideremos
los siguientes casos.

Caso 1. I es finito.

Supongamos que I = {1, . . . ,m} para m ∈ N, entonces:

T (u) =
m∑
i=1

λi〈u, ei〉 ei ∀u ∈ H

lo que significa que T es un operador de rango finito (ver Definición 3.7) y, por tanto, un
operador compacto (ver Proposición 3.8). Además, para u, v ∈ H se tiene que:

〈T (u), v〉 =

〈
m∑
i=1

λi〈u, ei〉 ei, v

〉
=

m∑
i=1

λi〈u, ei〉 〈ei, v〉 =
m∑
i=1

λi〈v, ei〉 〈ei, u〉

=

〈
m∑
i=1

λi〈v, ei〉 ei, u

〉
= 〈T (v), u〉 = 〈u, T (v)〉

lo que implica que T es un operador autoadjunto.

Caso 2. I = N.
Consideremos, para cada m ∈ N, la función Tm : H → H dada por Tm(u) =∑m
i=1 λi〈u, ei〉 ei. Del caso anterior concluimos que Tm es un operador compacto y auto-

adjunto para cada m ∈ N.
Notemos que:

‖Tm(u)− T (u)‖2
H =

∞∑
i=m+1

λ2
i |〈u, ei〉|2 ≤ λ2

m+1‖u‖2
H ∀u ∈ H, ∀m ∈ N.

En consecuencia, ‖Tm − T‖Lc(H,H) ≤ |λm+1| para cada m ∈ N y, por tanto, ‖Tm −
T‖Lc(H,H) → 0 pues λm → 0. De los Teoremas 3.4 y 3.19 concluimos que T es un operador
compacto y autodadjunto.

Finalizamos esta sección con un ejemplo.
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Ejemplo 3.56 Consideremos la función T : `2(R) → `2(R) dada por T (x̄) :=
(
xj
j

)
. Sabe-

mos que T es un operador compacto y autoadjunto.

Fijemos k ∈ N. Definamos la sucesión x̄ = (xj) ∈ `2(R) como xj := 0 si j 6= k y xj := 1
si j = k. Entonces, es claro que T 1

k
(x̄) = T (x̄)− 1

k
x̄ = 0̄ por lo que kerT 1

k
6= {0̄}. Es decir,

1
k
es un valor propio de T .

En consecuencia, σp(T ) = { 1
k

: k ∈ N}. De lo anterior concluimos que la sucesión
x̄k = (xj) dada por xj := 0 si j 6= k y xj := 1 si j = k es un vector propio de T asociado al
valor propio 1

k
.

Sea ȳ = (yj) ∈ `2(R), entonces

〈ȳ, x̄k〉`2(R) =
∞∑
j=1

yj xj = yk ∀k ∈ N

y, en consecuencia, la descomposición espectral de T está dada por:

T (ȳ) =
∞∑
k=1

〈ȳ, x̄k〉`2(R)
x̄k
k

=
∞∑
k=1

yk
k
x̄k.

3.5.1. El teorema espectral de operadores compactos

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar 〈·, ·〉 y norma ‖ · ‖H .
En la sección anterior mostramos que dada una función lineal y continua T : H → H

esta puede no tener ningún valor propio aún cuando T resulte ser un operador compacto
o un operador autoadjunto. Sin embargo, cuando T es tanto un operador compacto como
autoadjunto existe al menos un valor propio cuyo valor dependende de la norma de T en
Lc(H,H). Entonces, si tenemos que T es únicamente un operador compacto en esta sección
daremos una solución parcial en donde le asociaremos valores reales cuya propiedad sea, en
esencia, similar a un valor propio.

Definición 3.57 Sea T : H → H función lineal y continua. Decimos que T es un operador
positivo si 〈T (u), u〉 ≥ 0 para todo u ∈ H.

Proposición 3.58 Supongamos que H es separable. Sea T : H → H función lineal y conti-
nua que es un operador compacto y autoadjunto. Entonces, T es positivo si y sólo si todos
sus valores propios son no negativos.

Demostración: Supongamos que T es un operador positivo y sea λ ∈ σp(T ). Entonces,
existe v ∈ H r {0H} tal que T (v) = λ v. Así pues,

0 ≤ 〈T (v), v〉 = 〈λ v, v〉 = λ 〈v, v〉 ≤ λ ‖v‖2
H
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por lo que necesariamente λ ≥ 0.

Inversamente: El Teorema 3.52 asegura que existe B = {ek ∈ H : k ∈ N} una base de
Hilbert de H conformada por vectores propios de T y tal que:

T (u) =
∞∑
k=1

λk 〈u, ek〉 ek ∀u ∈ H.

En consecuencia,

〈T (u), u〉 =

〈
∞∑
k=1

λk〈u, ek〉 ek, u

〉
=
∞∑
k=1

λk〈u, ek〉 〈ek, u〉 =
∞∑
k=1

λk |〈u, ek〉|2 ≥ 0 ∀u ∈ H

lo que implica que T es un operador positivo.

Teorema 3.59 Supongamos que H es separable y sea T : H → H función lineal y continua.
Si T es un operador compacto y autoadjunto, entonces existe una función S : H → H tal
que S es un operador compacto y autoadjunto y, S ◦ S = T .

Demostración: El Teorema 3.52 asegura que existe B = {ek : k ∈ N} una base de Hilbert
de H conformada por vectores propios de T y tal que:

T (u) =
∞∑
k=1

λk 〈u, ek〉 ek ∀u ∈ H.

en donde λk ≥ 0 pues T es positivo (ver Proposición 3.58). Definamos S : H → H como:

S(u) :=
∞∑
k=1

√
λk 〈u, ek〉 ek ∀u ∈ H.

Entonces, para cada u ∈ H se tiene que:

(S(S(u))) = S

(
∞∑
k=1

√
λk 〈u, ek〉 ek

)
=
∞∑
j=1

√
λj

〈(
∞∑
k=1

√
λk 〈u, ek〉 ek

)
, ej

〉
ej

=
∞∑
j=1

√
λj

〈√
λj u, ej

〉
ej

=
∞∑
j=1

λj 〈u, ej〉 ej

= T (u).

El Teorema 3.55 asegura que S es un operador compacto y autoadjunto. Luego, por la
Proposición 3.54 concluimos que un valor propio de S es el 0 ó algún

√
λk para k ∈ N. De

este modo, S es un operador positivo por la Proposición 3.58.
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Teorema 3.60 Supongamos que H es separable y sea T : H → H un operador compacto.
Entonces, existe (λk) una sucesión decreciente de números reales no negativos y {ek : k ∈
N}, {ξk : k ∈ N} conjuntos ortonormales de H tales que:

T (u) =
∞∑
k=1

λk 〈u, ek〉ξk ∀u ∈ H.

Demostración: El resultado se satisface trivialmente si T es el operador constante con
valor 0H . Así pues, supongamos que T 6= 0H . Consideremos T ∗ : H → H el operador
adjunto de T y definamos Λ := T ∗ ◦ T : H → H que es claramente un operador compacto
(ver Proposición 3.5). Se tiene que Λ∗ = (T ∗◦T )∗ = T ∗◦T = Λ por el Teorema 3.14. Es decir,
Λ es un operador autoadjunto. Observemos que, 〈Λ(u), u〉 = 〈T (u), T (u)〉 = ‖T (u)‖2

H ≥ 0
para cada u ∈ H lo que implica que Λ es un operador positivo.

Como Λ es un operador compacto y autoadjunto, el Teorema 3.25 asegura que existe
B = {ek : k ∈ N} una base de Hilbert de H constituida de vectores propios de Λ y (µk) una
sucesión decreciente y positiva de valores propios de Λ tal que:

Λ(u) =
∞∑
k=1

µk〈u, ek〉 ek ∀u ∈ H.

Definiendo ξk := 1√
µk
T (ek) ∈ H para todo k ∈ N se tiene que:

〈ξk, ξj〉 =
1
√
µk

1
√
µj
〈T (ek), T (ej)〉 =

1
√
µk

1
√
µj
〈Λ(ek), ej〉 =

µk√
µk

1
√
µj
〈ek, ej〉

por lo que {ξk : k ∈ N} es un conjunto ortonormal de H. La Proposición 3.54 asegura que:

u = pkerΛ
(u) +

∞∑
k=1

〈u, ek〉 ek ∀u ∈ H. (3.13)

Es claro que kerT ⊂ kerΛ. Inversamente, si u ∈ kerΛ entonces Λ(u) = T ∗(T (u)) = 0H .
Así, 0 = 〈Λ(u), u〉 = 〈T (u), T (u)〉 = ‖T (u)‖2

H de donde se sigue que T (u) = 0H y, por tanto,
u ∈ kerT . De este modo, pkerΛ

= pkerT .

Aplicando la linealidad y continuidad de T en (3.13) concluimos que:

T (u) = T (pkerΛ
(u)) +

∞∑
k=1

〈u, ek〉T (ek) =
∞∑
k=1

√
µk〈u, ek〉 ξk ∀u ∈ H.

El resultado se sigue definiendo la sucesión (δk) en R como δk :=
√
µk.



Capítulo 4

Medidas Gaussianas en espacios de
Hilbert

En los cursos básicos de probabilidad se define a una medida Gaussiana como una medida
de probabilidad en un espacio euclidiano de dimensión finita, RN y es de gran importancia
pues está directamente relacionada con la distribución normal y algunos resultados funda-
mentales en estadística, por ejemplo, el teorema del límite central.

En un espacio de Hilbert H sobre R es posible considerar B(H) la σ-álgebra generada por
la topología inducida por la norma y, que conocemos como la σ-álgebra de Borel de H. Esto
nos permite considerar medidas µ : B(H)→ R y, en particular, medidas de probabilidad.

El objetivo de este capítulo es extender el concepto de medida Gaussiana para espacios de
Hilbert separables y de dimensión infinita. Profundizaremos en los resultados que se aprenden
en un curso básico de teoría de la probabilidad y los extenderemos a espacios distintos del
euclidiano a través de los resultados que genera el producto escalar y la norma definidas en H
como lo son el teorema de representación de Fréchet-Riesz, la teoría espectral de operadores
compactos y las bases de Hilbert.

Este capítulo está basado enteramente en [9], [20], [21], [23] y [86].

4.1. Definiciones y propiedades básicas

Sea H un espacio de Hilbert sobre R con producto escalar 〈·, ·〉 y norma ‖ · ‖H que es
separable. Denotaremos por B(H) la σ-álgebra de Borel de H.

Denotaremos por P(H) al conjunto de todas las medidas de probabilidad definidas en el
espacio medible (H,B(H)).

109
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Definición 4.1 Sea µ ∈ P(H) y k ∈ N. Decimos que µ tiene k-ésimo momento finito si:∫
H

‖u‖kH dµ(u) <∞.

Por ejemplo, sea δ0H ∈ P(H) la medida unitaria concentrada en 0H . Es decir, δ0H :
B(H) → {0, 1} está dada por δ0H (A) := 1 si 0H ∈ A ó δ0H (A) := 0 si 0H 6∈ A. Entonces,
para todo k ∈ N se tiene que:∫

H

‖u‖kH dδ0H (u) = ‖0H‖kH = 0 <∞.

Es inmediato que si µ tiene k-ésimo momento finito con k > 1 entonces µ tiene primer
momento finito.

Sea µ ∈ P(H) con primer momento finito y consideremos la función F : H → R dada
por:

F (u) :=

∫
H

〈u, v〉 dµ(v). (4.1)

Es claro que F es lineal. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos:

|F (u)| ≤
∫
H

|〈u, v〉| dµ(v) ≤ ‖u‖H
∫
H

‖v‖H dµ(v) ∀u ∈ H

lo que implica que F es continua en H. Por el teorema de representación de Fréchet-Riesz
existe un único m ∈ H tal que:

〈u,m〉 = F (u) =

∫
H

〈u, v〉 dµ(v) ∀u ∈ H. (4.2)

En este caso, m se conoce como la media de µ.

Definición 4.2 Sea µ ∈ P(H) con primer momento finito. La media de µ es el único
elemento m de H que cumple que:

〈u,m〉 =

∫
H

〈u, v〉 dµ(v) ∀u ∈ H.

Sea µ ∈ P(H) con segundo momento finito. Notemos que, de (4.1), se sigue que µ tiene
primer momento finito y, por tanto, la media m de µ está bien definida. Consideremos la
función G : H ×H → R como:

G(u, v) :=

∫
H

〈u,w −m〉 〈v, w −m〉 dµ(w). (4.3)



4.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BÁSICAS 111

La función G es una forma bilineal continua pues para cualesquiera u, v ∈ H se tiene que:

|G(u, v)| ≤
∫
H

|〈u,w −m〉| |〈v, w −m〉| dµ(w) ≤ ‖u‖H‖v‖H
∫
H

‖w −m‖2
H dµ(w). (4.4)

Por el Teorema 1.51 existe una única función Q ∈ Lc(H,H) tal que:

〈Q(u), v〉 =

∫
H

〈u,w −m〉 〈v, w −m〉 dµ(w) ∀u, v ∈ H. (4.5)

En este caso, Q se conoce como la covarianza de µ.

Definición 4.3 Sea µ ∈ P(H) con segundo momento finito. La covarianza de µ es el
único elemento Q de Lc(H,H) que cumple que:

〈Q(u), v〉 =

∫
H

〈u,w −m〉 〈v, w −m〉 dµ(w) ∀u, v ∈ H

en donde m denota la media de µ.

Veamos unas propiedades de este operador.

Proposición 4.4 Sea µ ∈ P(H) con segundo momento finito, Q ∈ Lc(H,H) su convarianza
y m su media. Entonces:

(i) Q es un operador autoadjunto y positivo.

(ii) Si B = {ek : k ∈ N} es una base de Hilbert entonces:

∞∑
k=1

〈Q(ek), ek〉 =

∫
H

‖u−m‖2
H dµ(u) <∞ (4.6)

(iii) Q es un operador compacto.

Demostración: (i) Sean u, v ∈ H. Entonces 〈Q(u), u〉 =
∫
H
〈u,w −m〉2 dµ(w) ≥ 0 lo que

prueba que Q es positivo. Luego, 〈Q(u), v〉 =
∫
H
〈u,w −m〉 〈v, w −m〉 dµ(w) =

∫
H
〈v, w −

m〉 〈u,w −m〉 dµ(w) = 〈u,Q(v)〉 lo que implica que Q es un operador autoadjunto.

(ii) De la identidad (4.5) obtenemos que:

〈Q(ek), ek〉 =

∫
H

|〈ek, w −m〉|2 dµ(w) ∀ k ∈ N.
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Sumando sobre k ∈ N y usando el teorema de la convergencia monótona en la identidad
anterior obtenemos que:

∞∑
k=1

〈Q(ek), ek〉 =
∞∑
k=1

∫
H

|〈ek, w −m〉|2 dµ(w) =

∫
H

∞∑
k=1

|〈ek, w −m〉|2 dµ(w).

Aplicando la fórmula de Parseval concluimos que:
∞∑
k=1

〈Q(ek), ek〉 =

∫
H

∞∑
k=1

|〈ek, w −m〉|2 dµ(w) =

∫
H

‖w −m‖2
H dµ(w).

(iii) Definamos la sucesión de funciones Qk : H → H como:

Qk(u) :=
k∑
j=1

〈Q(u), ej〉 ej.

Sea k ∈ N. Es inmediato que Qk es lineal y continua. Observemos que imQk ⊂
lin({e1, . . . , ek}) para cada k ∈ N de modo que la función Qk es un operador de rango
finito y, por tanto, compacto (ver Proposición 3.8). Por el inciso (i) tenemos que Q es un
operador autoadjunto y positivo de modo que existe una única función Q1/2 : H → H lineal
y continua que es un operador autoadjunto y positivo tal que Q1/2 ◦Q1/2 = Q (ver Teorema
3.59). Así pues,

‖Qk(u)−Q(u)‖2
H =

∞∑
j=k+1

|〈Q(u), ej〉|2

=
∞∑

j=k+1

|〈Q1/2(u), Q1/2(ej)〉|2

≤ ‖Q‖Lc(H,H) ‖u‖2
H

∞∑
j=k+1

‖Q1/2(ej)‖2
H

= ‖Q‖Lc(H,H) ‖u‖2
H

∞∑
j=k+1

〈Q(ej), ej〉 ∀u ∈ H

y, en consecuencia:

‖Qk −Q‖Lc(H,H) ≤ ‖Q‖Lc(H,H)

∞∑
j=k+1

〈Q(ej), ej〉.

Tomando el límite cuando k → ∞ en la identidad anterior concluimos que ‖Qk −
Q‖Lc(H,H) → 0 por el inciso (ii) y el criterio de Cauchy para series. El Teorema 3.5 ase-
gura que Q es un operador compacto.
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Definición 4.5 Sea µ ∈ P(H) con segundo momento finito, Q ∈ Lc(H,H) su convarianza
y B = {ek : k ∈ N} una base de Hilbert de H. Definimos la traza de Q como el número
real dado por:

TrQ :=
∞∑
k=1

〈Q(ek), ek〉 =

∫
H

‖u−m‖2
H dµ(u).

Observa que la definición de la traza de Q no depende de la base de Hilbert elegida.

Sea µ ∈ P(H) con segundo momento finito y Q ∈ Lc(H,H) su convarianza. Dado que Q
es un operador compacto y autoadjunto, por el teorema espectral (ver Teorema 3.55) existe
base de Hilbert {ξk : k ∈ N} y una sucesión de números reales no negativos tales que:

Q(ξk) = λk ξk ∀ k ∈ N. (4.7)

Por tanto, de (4.6) concluimos que:

TrQ =
∞∑
k=1

〈Q(ξk), ξk〉 =
∞∑
k=1

λk〈ξk, ξk〉 =
∞∑
k=1

λk <∞. (4.8)

En lo que resta y, por simplicidad, denotaremos por Lc(H) := Lc(H,H) al espacio de las
funciones lineales y continuas f : H → H. Al subconjunto de éste constituido por las fun-
ciones que son operadores autoadjuntos y positivos lo denotaremos por L+

c (H). Finalmente,
al subconjunto de L+

c (H) constituido por los operadores compactos que tienen traza finita
lo denotaremos por L+

1 (H).

Proposición 4.6 Sea µ ∈ P(H) con segundo momento finito, Q ∈ Lc(H) su convarianza y
m su media. Entonces: ∫

H

‖u‖2
H dµ(u) = TrQ+ ‖m‖2

H .

Demostración: Por cálculos directos se tiene que:

‖u−m‖2
H = ‖u‖2

H − 2〈u,m〉+ ‖m‖2
H ∀u ∈ H.

Así pues,∫
H

‖u‖2
H dµ(u) =

∫
H

‖u−m‖2
H dµ(u) + 2

∫
H

〈u,m〉 dµ(u)−
∫
H

‖m‖2
H dµ(u).

Dado que m es la media de µ, entonces 〈m,m〉 =
∫
H
〈u,m〉 dµ(u) de modo que:

2

∫
H

〈u,m〉 dµ(u)−
∫
H

‖m‖2
H dµ(u) = 2‖m‖2

H − ‖m‖2
H .
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En consecuencia,∫
H

‖u‖2
H dµ(u) =

∫
H

‖u−m‖2
H dµ(u) + ‖m‖2

H = TrQ+ ‖m‖2
H

como afirma el enunciado.

Definición 4.7 Sea µ ∈ P(H). Definimos la transformada de Fourier de µ como:

µ̂(h) :=

∫
H

exp{i〈h, u〉} dµ(u) ∀h ∈ H.

Es posible demostrar que la transformada de Fourier de µ es única.

Teorema 4.8 Si µ, ν ∈ P(H) son tales que µ̂(h) = ν̂(h) para todo h ∈ H entonces, µ = ν.

Demostración: Consulta, por ejemplo, [86; 87].

4.2. Medidas Gaussianas

Definición 4.9 Una medida µ ∈ P(H) se llama una medida Gaussiana si existen m ∈ H
y Q ∈ L+

1 (H) tales que:

µ̂(h) = exp{i〈m,h〉} exp{−1
2
〈Q(h), h〉} ∀h ∈ H.

En este caso, escribimos a µ como µ = Nm,Q y si m = 0H entonces µ = NQ.

Si kerQ = {0H} decimos que la medida µ es no degenerada.

En las siguientes secciones veremos algunos ejemplos importantes de medidas Gaussianas
en distintos espacios de Hilbert conocidos. El objetivo de esta sección es demostrar que en
todo espacio de Hilbert separable H existe una única medida Gaussiana Nm,Q para m ∈ H
y Q ∈ L+

1 (H) dados.

4.2.1. Medidas Gaussianas en R

Consideremos el espacio de Hilbert R con el producto escalar definido en el Ejemplo 1.2.

Proposición 4.10 Sea R con el producto escalar 〈x, y〉R = xy para todos x, y ∈ R.

(i) Sea m ∈ R y consideremos δm la medida unitaria concentrada en m. Entonces, δm es
una medida Gaussiana con δm = Nm,0. Más aún, m es la media de δm y la función
constante 0 es la covarianza de δm.
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(ii) Sea λ > 0 y m ∈ R. Consideremos µ : B(R)→ R tal que µ cumple que:

dµ(x) :=
1√
2πλ

exp

{
−(x−m)2

2λ

}
dx. (4.9)

Entonces, µ = Nm,λ. Más aún, m es la media y λ es la covarianza de µ.

Demostración: (i) Es inmediato que δm tiene k-ésimo momento finito para todo k ∈ N
pues: ∫

R
|x|k dδm(x) = |m|k <∞.

La transformada de Fourier de δm está dada por:

δ̂m(h) =

∫
R

exp{i〈h, x〉R} dδm(x) = exp{i〈h,m〉R} ∀h ∈ R

de donde se sigue que δm = Nm,0. Luego, es claro que m es su media pues para todo x ∈ R
se tiene que: ∫

R
x y dδm(y) = xm = 〈x,m〉R.

Del mismo modo, para cualesquiera x, y ∈ R se tiene que:∫
R
xy(z −m)2 dδm(z) = xy(0− 0)2 = 0 = 〈x, 0〉R = 〈0, y〉R

y, por lo tanto, 0 es la covarianza de δm.

(ii) Es claro que la función µ que cumple (4.9) es una medida de probabilidad pues:

µ(R) =
1√
2πλ

∫ ∞
−∞

exp

{
−(x−m)2

2λ

}
dx =

1√
2π

∫ ∞
−∞

exp

{
−x

2

2

}
dx = 1.

Ahora bien,

µ̂(h) =

∫
R

exp {i〈h, x〉R} dµ(x)

=

∫ ∞
−∞

exp{ihx} 1√
2πλ

exp

{
−(x−m)2

2λ

}
dx

=

∫ ∞
−∞

1√
2πλ

exp

{
−(x2 − 2x(m− ihλ) +m2)

2λ

}
dx

= exp

{
−m2 + (m− ihλ)2

2λ

}∫ ∞
−∞

1√
2πλ

exp

{
−(x− (m− ihλ))2

2λ

}
dx

= exp

{
−m2 + (m− ihλ)2

2λ

}
= exp{ihm} exp{−1

2
h2λ} ∀h ∈ R



116 5. MEDIDAS GAUSSIANAS

lo que implica que µ = Nm,λ. Finalmente probaremos que:

I1 =

∫
R
x dµ(x) = m y I2 =

∫
R
(x−m)2 dµ(x) = λ.

Haciendo el cambio de variable ξ := x−m√
λ

las integrales anteriores se reducen a lo siguiente:

I1 =
1√
2π

∫ ∞
−∞

(
√
λξ +m) exp

{
−ξ2

2

}
dξ y I2 =

λ√
2π

∫ ∞
−∞

ξ2 exp

{
−ξ2

2

}
dξ.

Resolvamos primero
∫∞
−∞ ξ exp

{
−ξ2

2

}
dξ.∫ ∞

−∞
ξ exp

{
−ξ2

2

}
dξ =

∫ 0

−∞
ξ exp

{
−ξ2

2

}
dξ +

∫ ∞
0

ξ exp

{
−ξ2

2

}
dξ

=

[
− exp

{
−ξ

2

2

}]0

−∞
+

[
− exp

{
−ξ

2

2

}]∞
0

= −1 + 1 = 0.

En consecuencia,

I1 =
1√
2π

∫ ∞
−∞

(
√
λξ +m) exp

{
−ξ2

2

}
dξ

=

√
λ√
2π

∫ ∞
−∞

ξ exp

{
−ξ2

2

}
dξ +

m√
2π

∫ ∞
−∞

exp

{
−ξ2

2

}
dξ

=
m√
2π

∫ ∞
−∞

exp

{
−ξ2

2

}
dξ

= m.

Por otra parte, haciendo integración por partes obtenemos que:∫ ∞
−∞

ξ2 exp

{
−ξ2

2

}
dξ =

∫ 0

−∞
ξ

[
ξ exp

{
−ξ2

2

}]
dξ +

∫ ∞
0

ξ

[
ξ exp

{
−ξ2

2

}]
dξ

=

[
− exp

{
−ξ

2

2

}]0

−∞
+

∫ 0

−∞
exp

{
−1

2
ξ2

}
dξ

+

[
−ξ exp

{
−1

2
ξ2

}]∞
0

+

∫ ∞
0

exp

{
−1

2
ξ2

}
dξ

=

∫ 0

−∞
exp

{
−1

2
ξ2

}
dξ +

∫ ∞
0

exp

{
−1

2
ξ2

}
dξ

=

∫ ∞
−∞

exp

{
−1

2
ξ2

}
dξ

=
√

2π.
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Así pues,

I2 =
λ√
2π

∫ ∞
−∞

ξ2 exp

{
−ξ2

2

}
dξ = λ.

Esto concluye la demostración.

Un resultado útil es el siguiente pues nos permitirá concluir que para λ > 0, la medida
Gaussiana Nλ tiene j-ésimo momento finito para todo j ∈ N.

Por simplicidad supongamos que λ = 1 y consideremos la medida Nλ dada en (4.9). La
Proposición 4.10 asegura que: ∫

R
x1 dNλ(x) = 0.

Fijemos j ∈ N con j > 1. Queremos encontrar una expresión para la integral

I :=

∫
R
xj dNλ(x) =

1√
2π

∫ ∞
−∞

xj exp{−x2

2
} dx. (4.10)

Observa que I puede escribirse como:

I =
1√
2π

∫ ∞
−∞

xj−1(x exp{−x2

2
}) dx. (4.11)

Paso 1: Definamos a las funciones f1(x) := xj−1 y dg1(x) := x exp{−x2

2
}. Haciendo

integración por partes se tiene que:

I =
1√
2π

([
−xj−1 exp{−x2

2
}
]∞
−∞

+ (j − 1)

∫ ∞
−∞

xj−2 exp{−x2

2
} dx

)
=
j − 1√

2π

∫ ∞
−∞

xj−2 exp{−x2

2
} dx

= (j − 1)

∫
R
xj−2 dNλ(x)

Paso 2: De manera similar al paso anterior, definamos f2(x) = xj−3 y dg2(x) :=
x exp{−x2

2
}. En consecuencia,∫

R
xj−2 dNλ(x) =

1√
2π

∫ ∞
−∞

xj−2 exp{−x2

2
} dx.

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

xj−3(x exp{−x2

2
}) dx

=
1√
2π

([
−xj−3 exp{−x2

2
}
]∞
−∞

+ (j − 3)

∫ ∞
−∞

xj−4 exp{−x2

2
} dx

)
=

(j − 3)√
2π

∫ ∞
−∞

xj−4 exp{−x2

2
} dx

= (j − 3)

∫
R
xj−4 dNλ(x)
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Sea m ∈ N tal que 2m ≤ j ≤ 2m + 1. Entonces, continuando como los pasos anteriores
concluimos, a través de un argumento inductivo, que, para cada n ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}:∫

R
xj−2n dNλ(x) = (j − (2n+ 1))

∫
R
xj−2(n+1) dNλ(x) (4.12)

Dado que
∫
R x

0 dNλ(x) = 1 podemos concluir por un argumento recursivo que:

I = (j − 1)(j − 3)(j − 5) · · · (3)(1). (4.13)

Así pues, si j = 2m + 1 entonces I = 0 por lo que supondremos que j = 2m. En
consecuencia,

I = (j − 1)(j − 3)(j − 5) · · · (3)(1) =
(j)(j − 1)(j − 2)(j − 3)(j − 4) · · · (4)(3)(2)(1)

(j)(j − 2)(j − 4) · · · (4)(2)

=
j!

j!!
=
j!!(j − 1)!!

j!!
= (j − 1)!! = (2m− 1)!! =

(2m)!

2mm!

en donde la expresión j!! denota a la función doble factorial (ver [81]).

Podemos ahora demostrar la siguientes proposición.

Proposición 4.11 Sea λ > 0 y Nλ la medida Gaussiana dada en (4.9). Entonces, para cada
j ∈ N se tiene que: ∫

R
x2j dNλ(x) =

(2j)!

2jj!
λj. (4.14)

Demostración: Sea j ∈ N. Haciendo el cambio de variable ξ := x√
λ
en (4.14) se tiene de

la discusión anterior que:∫
R
x2j dNλ(x) =

1√
2πλ

∫ ∞
−∞

x2j exp{−x2

2λ
} dx

=
λj√
2π

∫ ∞
−∞

ξ2j exp{− ξ2

2
} dξ

= λj
(2j)!

2jj!

como afirma el enunciado.

4.2.2. Medidas Gaussianas en RN

Sea N ∈ N con N > 1 fijo. Consideremos el espacio de Hilbert RN con el producto escalar
definido en el Ejemplo 1.2.
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Sean m ∈ RN y Q ∈ L+
1 (RN). Dado que Q es un autoadjunto, el Teorema 3.55 asegura

que existe una base {e1, . . . , eN} de RN y números reales no negativos λ1, . . . , λN tales que:

Q(ej) = λj ej ∀ j = 1, . . . , N. (4.15)

Definamos

mj := 〈m, ej〉RN ∀ j = 1, . . . , N. (4.16)

Sea (R,B(R), Nmj ,λj) el espacio de medida dado en la Proposición 4.10 para cada j =
1, . . . , N . Es decir,

dNmj ,λj(xj) =
1√
2πλj

exp

{
−(xj −mj)

2

2λj

}
dxj , ∀ j = 1, . . . , N.

Así pues, consideremos el espacio de medida producto en RN con la σ-álgebra B(RN) =
B(R)⊗ · · · ⊗ B(R) y la medida producto:

µ :=
N⊗
j=1

Nmj ,λj . (4.17)

Sea j ∈ {1, . . . , N}. Dado que Nmj ,λj es una medida Gaussiana en R por la Proposición
4.10 entonces:

N̂mj ,λj(hj) =

∫
R

exp{i xj hj} dNmj ,λj(xj) = exp{imj hj} exp{−1
2
λj h

2
j} (4.18)

para todo hj ∈ R. Más aún, mj y λj son la media y covarianza de Nmj ,λj lo que implica que
mj es el único elemento de R que cumple que:

mj xj =

∫
R
xj yj dNmj ,λj(yj) ∀xj ∈ R (4.19)

y, λj es el único elemento de R que cumple que:

λj xj yj =

∫
R
(xjzj − xjmj)(yjzj − yjmj) dNmj ,λj(zj) ∀xj, yj ∈ R. (4.20)

Teniendo estas propiedades en cuenta demostraremos, a través del teorema de Tonelli-
Fubini que la medida dada en (4.17) es una medida Gaussiana en RN con media igual a
m ∈ RN y covarianza Q : RN → RN .

Proposición 4.12 La medida µ : B(RN)→ R definida en (4.17) es una medida Gaussiana
Nm,Q. Más aún, m es la media de µ y el operador Q ∈ L+

1 (RN) es su convarianza.
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Demostración: Para cada h = (h1, . . . , hN) ∈ RN , aplicando el teorema de Tonelli, se
tiene que:

µ̂(h) =

∫
RN

exp{i〈x, h〉RN} dµ(x)

=

∫
R

(
· · ·

(∫
R

exp

{
i
N∑
j=1

xj hj

}
dNm1,λ1(x1)

)
· · ·

)
dNmN ,λN (xN)

=

∫
R

(
· · ·

(∫
R

N∏
j=1

exp {i xj hj} dNm1,λ1(x1)

)
· · ·

)
dNmN ,λN (xN)

=

∫
R

(
· · ·

(
N∏
j=2

exp {i xj hj}
∫
R

exp {i x1 h1} dNm1,λ1(x1)

)
· · ·

)
dNmN ,λN (xN)

=

∫
R

(
· · ·

(
N∏
j=2

exp {i xj hj} exp{im1 h1} exp{−1
2
λ1 h

2
1}

)
· · ·

)
dNmN ,λN (xN)

=
N−1∏
j=1

exp{imj hj} exp{−1
2
λj h

2
j}
∫
R

exp {i xN hN} dNmN ,λN (xN)

=
N∏
j=1

exp{imj hj} exp{−1
2
λj h

2
j}

= exp

{
N∑
j=1

imj hj

}
exp

{
−1

2

N∑
j=1

λj h
2
j

}
= exp

{
i〈m,h〉RN − 1

2
〈Q(h), h〉RN

}
lo que implica que µ = Nm,Q.

Ahora, sea x = (x1, . . . , xN) ∈ RN . Usando de manera recursiva la identidad (4.19)
obtenemos que:∫

RN
〈x, y〉RN dµ(y) =

∫
R

(
· · ·

(∫
R

N∑
j=1

xj yj dNm1,λ1(y1)

)
· · ·

)
dNmN ,λN (yN)

=

∫
R

(
· · ·

(
N∑
j=1

∫
R
xj yj dNm1,λ1(y1)

)
· · ·

)
dNmN ,λN (yN)

=

∫
R

(
· · ·

(∫
R

(
m1x1 +

N∑
j=2

xjyj

)
dNm2,λ2(y2)

)
· · ·

)
dNmN ,λN (yN)

=

∫
R

(
N−1∑
j=1

mjxj + xNyN

)
dNmN ,λN (yN) =

N∑
j=1

mj xj = 〈m,x〉RN .
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En consecuencia, m ∈ RN es la media de µ.

Finalmente, sean x = (x1, . . . , xN), y = (y1, . . . , yN) ∈ RN . Entonces, para cada z =
(z1, . . . , zN) ∈ RN se tiene que:

〈x, z −m〉RN 〈y, z −m〉RN =

(
N∑
j=1

(xjzj − xjmj)

)(
N∑
j=1

(yjzj − yjmj)

)

= (x1z1 − x1m1)

(
N∑
j=1

(yjzj − yjmj)

)
+ . . .+ (xNzN − xNmN)

(
N∑
j=1

(yjzj − yjmj)

)

= (x1z1 − x1m1)(y1z1 − y1m1) + (x1z1 − x1m1)

(
N∑
j=2

(yjzj − yjmj)

)
+

+ (x2z2 − x2m2)(y2z2 − y2m2) + (x2z2 − x2m2)

 N∑
j=1
j 6=2

(yjzj − yjmj)

+ . . .

+ (xNzN − xNmN)(yNzN − yNmN) + (xNzN − xNmN)

(
N−1∑
j=1

(yjzj − yjmj)

)
.

Fijemos i ∈ {1, . . . , N}. Observemos que, aplicando las identidades (4.18) y (4.20) se
tiene que:

∫
R

(xizi − ximi)(yizi − yimi) + (xizi − ximi)

 N∑
j=1
j 6=i

(yjzj − yjmj)


 dNmi,λi(zi)

=

∫
R
(xizi − ximi)(yizi − yimi) dNmi,λi(zi) +

+
N∑
j=1
j 6=i

(yjzj − yjmj)

∫
R
(xizi − ximi) dNmi,λi(zi)

= λi xi yi +

 N∑
j=1
j 6=i

(yjzj − yjmj)

 (ximi − ximi) = λi xi yi.

Por lo tanto, aplicando el procedimiento de manera recursiva, para cada i ∈ {1, . . . , N},
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obtenemos:∫
RN
〈x, z −m〉RN 〈y, z −m〉RN dµ(z)

=

∫
R
· · ·
∫
R

(
N∑
j=1

(xjzj − xjmj)

)(
N∑
j=1

(yjzj − yjmj)

)
dNm1,λ1(y1) · · · dNmN ,λN (yN)

=
N∑
j=1

λj xj yj = 〈Q(x), y〉RN .

Esto concluye la demostración.

4.2.3. Medidas Gaussianas en espacios de Hilbert

En esta sección supondremos que el lector está familiarizado con los conceptos básicos de
la medida producto para una cantidad numerable de espacios de probabilidad. Invitamos a
consultar, por ejemplo, [37] en donde se reúnen los resultados elementales de este tema.

Sea H = (H, 〈·〉, ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert sobre R separable de dimensión infinita.

Sean m ∈ H y Q ∈ L+
1 (H). El Teorema 3.55 asegura que existe B = {ek : k ∈ N}

una base de Hilbert de H y una sucesión de números reales no negativos (λk) tales que
Q(ek) = λk ek para todo k ∈ N.

El Teorema 1.49 asegura que la función Θ : H → `2(R) dada por:

Θ(u) := (〈u, ek〉) := uk (4.21)

es un isomorfismo isométrico. En esta sección identificaremos a H con el espacio `2(R) y
escribimos m = (mk) y Q(u) = (λk uk) para todo u ∈ H.

Sea Rk := (R,B(R), Nmk,λk) el espacio de medida dado en la Proposición 4.10 para todo
k ∈ N. Definamos entonces RN como el producto sobre N del conjunto R y consideremos en
él la topología producto. Es decir:

RN = {f : N→ ∪∞k=1R : f(k) ∈ R ∀ k ∈ N} ,

por lo que afirmamos que RN es el conjunto de todas las sucesiones de números reales.

Como Rk es un espacio de probabilidad entonces es posible considerar la medida producto
sobre N de estos espacios siguiendo la idea de la sección anterior. Por tanto, sea µ : B(RN)→
R dada por:

µ :=
∞⊗
k=1

Nmk,λk . (4.22)
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Para cada j ∈ N, se define la proyección en la j-ésima coordenada como la función
πj : RN → R dada por πj((xk)) := xj. Es inmediato que πj es una función suprayectiva.
Más aún, la σ-álgebra producto B(RN) =

⊗∞
k=1 B(R) hace a todas las proyecciones funciones

medibles.

Observemos que µ está definida en RN lo que nos sugiere restringirla al espacio `2(R) para
lo cual es necesario probar que `2(R) es un conjunto de Borel de RN. En efecto, sea ρ : RN →
R ∪ {∞} dada por ρ((xk)) :=

∑∞
j=1 |πj((xk))|2. Es claro que ρ es medible en (RN,B(RN))

pues |πj((xk))|2 es medible para cada j ∈ R. Luego, es inmediato que `2(R) = ρ−1([0,∞))
por lo que concluimos que `2(R) ∈ B(RN).

Finalmente, el espacio `2(R) tiene medida igual a 1. En efecto, por el teorema de la
convergencia monótona se tiene que:∫

RN
‖(xk)‖2

`2(R) dµ((xk)) =

∫
RN

∞∑
k=1

|xk|2 dµ((xk)) =
∞∑
k=1

∫
R
|xk|2 dNmk,λk(xk)

=
∞∑
k=1

(λk +m2
k) = TrQ+ ‖m‖2

H .

En consecuencia,

µ

({
(xk) ∈ RN :

∞∑
k=1

|xk|2 <∞

})
= 1.

Podemos, por tanto, completar el objetivo de esta sección.

Teorema 4.13 La restricción de la medida µ definida en (4.22) en el espacio medible
(`2(R),B(`2(R))) es una medida Gaussiana Nm,Q.

Demostración: Definamos pk : H → H como pk(u) :=
∑k

j=1〈u, ej〉 ej para cada k ∈ N. El
Teorema 1.48 asegura que ĺımk→∞ pk(u) = u para todo u ∈ H.

Así pues, para cada h ∈ H, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y
la definición de la medida producto µ se tiene que:∫

H

exp {i〈u, h〉} dµ(u) = ĺım
k→∞

∫
H

exp {i〈pk(u), h〉} dµ(u)

= ĺım
k→∞

k∏
j=1

∫
R

exp{iuj hj} dNmj ,λj(uj)

= ĺım
k→∞

k∏
j=1

exp {imj hj} exp
{
−1

2
λjh

2
j

}
= ĺım

k→∞
exp{i〈pk(m), h〉} exp{−1

2
〈pk(Q(h)), h〉}

= exp{i〈m,h〉} exp{−1
2
〈Q(h), h〉}
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lo que prueba que µ = Nm,Q.

Observa que ∫
H

‖u‖H dµ(u) = TrQ+ ‖m‖2
H <∞

lo que implica que µ tiene segundo momento finito.

Aplicando de nuevo el teorema de la convergencia monótona obtenemos:∫
H

〈u, v〉 dµ(v) =
∞∑
k=1

∫
R
ukvk dNmk,λk(vk) =

∞∑
k=1

ukmk = 〈u,m〉 ∀u ∈ H

lo que implica que m es la media de µ. Del mismo modo,∫
H

〈u,w −m〉〈v, w −m〉 dµ(w) =
∞∑
k=1

∫
R
(ukwk − ukmk)(vkwk − vkmk) dNmk,λk(wk)

=
∞∑
k=1

λk uk vk

= 〈Q(u), v〉 ∀u, v ∈ H

lo que establece que Q es la covarianza de µ.



Capítulo 5

Variables aleatorias en espacios de
Hilbert

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. En los cursos básicos de teoría de la probabilidad
se estudian a las funciones medibles X : Ω → R que usualmente son llamadas variables
aleatorias. De manera intuitiva, una variable aleatoria real puede entenderse como un valor
númerico que está generado por la ocurrencia de un fenómeno aleatorio y del cual interesa
conocer la probabilidad de la misma. Así pues, las variables aleatorias reales inducen una
medida de probabilidad en el espacio medible (R,B(R)) conocida como distribución de la
variable aleatoria y la cual resuelve, en muchas ocasiones, el problema planteado.

Como es bien sabido, el Análisis Matemático profundiza en algunos conceptos y resultados
establecidos para el conjunto de los números reales R extendiéndolos muy especialmente a
espacios de funciones y, en teoría de la probabilidad no hay excepción. Veamos el siguiente
problema:

Sea Ω = (0, 1), F = B([0, 1]) y P = λ la medida de Lebesgue en (0, 1). Definamos
X : Ω→ L2(0, 1) como sigue X(ω) = 1(0,ω). ¿Cuál es la probabilidad de que la norma-L2 de
X sea menor que 1?

Precisemos esta pregunta. En el Capítulo 2 extendimos el concepto de mensurabilidad
para funciones que toman valores en un espacio de Hilbert real. De este modo, la noción de
variable aleatoria puede generalizarse para funciones que toman valores en cualquier espacio
de Hilbert real H. Es decir, ξ : Ω → H es una variable aleatoria H-valuada si ξ es una
función fuertemente P -medible. Dado que ξ es fuertemente P -medible, el Teorema 2.21 nos
permite definir la distribución de ξ como la medida de probabilidad sobre (H,B(H)) dada
por P (ξ−1(B)) para cada B ∈ B(H).

En este trabajo, restringiremos el concepto de variable aleatoria al caso de los espacios de
Hilbert y, en particular, a espacios de Hilbert separables. Considerar la separabilidad en los
espacios de Hilbert nos permitirá, a través del teorema de mensurabilidad de Pettis, trabajar
con equivalencias en el concepto de variable aleatoria pues, por ejemplo, toda función fuer-
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temente P -medible en un espacio de Banach separable es F -medible y viceversa. Considerar
la separabilidad en un espacio de Hilbert H nos permitirá además extender la noción de
variables aleatorias Gaussianas cuyo concepto surge de una implicación directa del capítulo
anterior.

En este capítulo introducimos diversos tipos de convergencia de una sucesión de variables
aleatorias H-valuadas y se estudia su relación entre ellas. Extendemos conceptos clásicos
de teoría de la probabilidad como lo es la esperanza condicional y la independencia para
variables aleatorias H-valuadas. Demostramos el teorema de cambio de variable en una ver-
sión más general para espacios de medida finita y del cual se deducirán distintos resultados
importantes.

La construcción de este capítulo se basa principalmente en [9], [20], [21], [23], [38], [61],
[62], [64], [83], [86] y [87].

5.1. Variables Aleatorias

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hil-
bert sobre R separable. Consideraremos en el espacio de Hilbert H a B(H) la σ-álgebra de
Borel generada por la topología inducida por la norma ‖ · ‖H . A los elementos de B(H) los
llamaremos subconjuntos Borel-medibles.

Definición 5.1 Sea X : Ω → H una función. Decimos que X es una variable aleatoria
H-valuada en (Ω,F , P ) si, X es una función fuertemente P -medible.

Sea X : Ω → H una función. El Teorema 2.19 asegura que X : Ω → H es una variable
aleatoria H-valuada si y sólo si X es F -medible, es decir, X−1(B) ∈ F para todo B ∈ B(H),
pues H es separable.

Definición 5.2 Sea X : Ω → H una variable aleatoria H-valuada. Si X es Bochner-
integrable, definimos la esperanza de X como:

E(X) := B

∫
Ω

X dP.

Dado un subconjunto B de H Borel-medible y X : Ω → H una variable aleatoria H-
valuada, denotaremos por

{X ∈ B} := {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B}

a la imagen inversa de B bajo X. La observación anterior asegura que {X ∈ B} ∈ F .
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Definición 5.3 Sea X : Ω→ H una variable aleatoria H-valuada. La distribución de la
variable aleatoria X es la medida de probabilidad X]P en (H,B(H)) definida por:

X]P (B) := P ({X ∈ B}) ∀B ∈ B(H). (5.1)

Decimos que X, Y variables aleatorias H-valuadas son idénticamente distribuidas si tie-
nen la misma distribución.

Definición 5.4 Sea µ : B(H) → R una medida finita. Decimos que µ es una medida de
Radon si, para cada B ∈ B(H) y ε > 0 existe un subconjunto compacto K de B tal que
µ(B rK) < ε.

Decimos que µ es tight si, dada ε > 0 existe un subconjunto compacto K de H tal que
µ(H rK) < ε.

En la definición anterior, debe entenderse a cada subconjunto B ∈ B(H), como subes-
pacio métrico de H contiene a un subconjunto compacto K con tal propiedad para µ. A
continuación probamos que toda medida de probabilidad en H es una medida tight.

Proposición 5.5 Sea µ : B(H)→ R una medida de probabilidad. Entonces, para cada ε > 0
existe un subconjunto compacto K de H tal que µ(K) ≥ 1− ε.

Demostración: Sea {ek : k ∈ N} subconjunto denso de H y sea ε > 0. Fijemos j ∈ N.
Para cada u ∈ H existe k0 ∈ N tal que ‖u− ek0‖H < 1

j
.

En consecuencia, H = ∪∞j=1BH(ej,
1
j
) = ∪∞j=1B̄H(ej,

1
j
).

Definiendo la sucesión Fk := ∪kj=1B̄H(ej,
1
j
) de subconjuntos de B(H) es claro que (Fk) es

no decreciente y ∪∞k=1Fk = ∪∞j=1B̄H(ej,
1
j
) = H. En consecuencia, ĺımk→∞ µ(Fk) = µ(H) = 1.

De este modo, para cada j ∈ N existe kj ∈ N tal que:

1− µ(Fkj) ≤
ε

2j
.

O equivalentemente:
µ(Fkj) ≥ 1− ε

2j
.

Definiendo K := ∩∞j=1Fkj es claro que K es cerrado, totalmente acotado y K ∈ B(H).
En consecuencia, K es compacto pues H es completo. De las propiedades de medida de
probabilidad concluimos que:

µ(K) = 1− µ(H rK) = 1− µ
(
∪∞j=1(H r Fkj)

)
≥ 1−

∞∑
j=1

µ(H r Fkj) ≥ 1−
∞∑
j=1

ε

2j
≥ 1− ε

y esto demuestra el enunciado.

Una consecuencia inmediata de la proposición anterior es la siguiente.
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Corolario 5.6 Si X : Ω → H una variable aleatoria H-valuada, entonces para cada ε > 0
existe un subconjunto compacto K de H tal que P ({X 6∈ K}) < ε.

Demostración: Es inmediato de aplicar la Proposición 5.5 a la distribución X]P : B(H)→
R de X que es una medida de probabilidad.

Definición 5.7 Una familia H de variables aleatorias H-valuadas en (Ω,F , P ) es unifor-
memente tight si, dada ε > 0 existe un subconjunto compacto K de H (que depende de ε)
tal que, para toda X ∈ H,

P ({X 6∈ K}) < ε.

O equivalentemente:
P ({X ∈ K}) ≥ 1− ε.

Proposición 5.8 Si H es uniformemente tight entonces H−H := {X1−X2 : X1, X2 ∈ H}
es uniformemente tight.

Demostración: Sea ε > 0 dada. Elijamos K subconjunto compacto de H tal que P ({X 6∈
K}) < ε

2
para toda X ∈ H.

Definamos f : X × X → X como f(u, v) := u − v. Esta función, es claramente lineal.
Observa que, ‖u− v‖H ≤ ‖u‖H + ‖v‖H para cualesquiera u, v ∈ H. Por tanto,

‖f(u, v)‖H ≤ ‖(u, v)‖H×H,1 ∀ (u, v) ∈ H ×H

lo que implica que f es continua en H ×H. Como K ×K es un subconjunto compacto en
H ×H y f es continua, entonces f(K ×K) es compacto en H.

Es inmediato que f(K × K) = {u − v : u, v ∈ K}. De este modo, si w ∈ Ω es tal que
X1(ω), X2(ω) ∈ K, entonces X1(ω)−X2(ω) ∈ f(K ×K) y, por lo tanto:

P ({X1 ∈ K} ∩ {X2 ∈ K}) ≤ P ({X1 −X2 ∈ f(K ×K)})

O equivalentemente:

P ({X1 −X2 6∈ f(K ×K}) ≤ P ({X1 6∈ K}) + P ({X2 6∈ K}) < ε.

Esto prueba que H−H es uniformemente tight.

El siguiente resultado es de gran importancia pues nos permite relacionar la integral
de Lebesgue de una variable aleatoria real con respecto de la distribución de una variable
aleatoria H-valuada.

Teorema 5.9 (de cambio de variable) Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y X :
Ω → H una variable aleatoria H-valuada. Entonces, para cualquier función ϕ : H → R
acotada y Borel-medible se tiene que:∫

Ω

(ϕ ◦X)(ω) dP (ω) =

∫
H

ϕ(x) dX]P (x).
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Demostración: Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Si ϕ = 1A para algún A ∈ B(H), entonces (ϕ ◦ X)(ω) = 1 si X(ω) ∈ A y
(ϕ ◦X)(ω) = 0 si X(ω) 6∈ A. Es decir, (ϕ ◦X) = 1X−1(A).

En consecuencia,

∫
H

ϕ(x) dX]P (x) = X]P (A) = P (X−1(A)) =

∫
Ω

(ϕ ◦X)(ω) dP (ω).

Caso 2. ϕ es una función acotada simple no negativa con descripción canónica
igual a

∑N
i=1 αi 1Ai . Aplicando el caso anterior concluimos que

∫
Ω

(1Ai ◦ X)(ω) dP (ω) =∫
Y

1Ai(x) dX]P (x) para cada i = 1, . . . , N .

Por tanto, de la linealidad de la integral obtenemos:

∫
H

ϕ(x) dX]P (x) =
N∑
i=1

αi

∫
H

1Ai(x) dX]P (x) =
N∑
i=1

αi

∫
Ω

(1Ai ◦X)(ω) dP (ω)

=

∫
Ω

N∑
i=1

αi(1Ai ◦X)(ω) dP (ω) =

∫
Ω

(ϕ ◦X)(ω) dP (ω)

que es la identidad deseada.

Caso 3. ϕ es una función Borel-medible no negativa y acotada. El lema de aproxima-
ción de funciones medibles afirma que existe (sk) sucesión no decreciente y no negativa de
funciones simples tal que sk → ϕ uniformemente en Y . Por el caso anterior y el teorema de
la convergencia monótona se tiene:

∫
H

ϕ(x) dX]P (x) = ĺım
k→∞

∫
H

sk(x) dX]P (x) = ĺım
k→∞

∫
Ω

(sk ◦X)(ω) dP (ω)

donde claramente (sk ◦X) es una sucesión no decreciente de funciones simples no negativas
tal que sk ◦ X → ϕ ◦ X en Ω. Así, nuevamente del teorema de la convergencia monótona
concluimos que:

ĺım
k→∞

∫
Ω

(sk ◦X)(ω) dP (ω) =

∫
Ω

(ϕ ◦X)(ω) dP (ω)

lo que demuestra la igualdad deseada.

Caso 4. Sea ϕ cualquier función acotada y Borel-medible. Consideremos ϕ+ y ϕ− :
H → R tales que ϕ = ϕ+−ϕ−. Es claro que ϕ+ y ϕ− son funciones Borel-medibles acotadas
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y no negativas. Así pues, del caso anterior y la linealidad de la integral se tiene que:∫
H

ϕ(x) dX]P (x) =

∫
H

ϕ+(x) dX]P (x)−
∫
H

ϕ−(x) dX]P (x)

=

∫
Ω

(ϕ+ ◦X)(ω) dP (ω)−
∫

Ω

(ϕ− ◦X)(ω) dP (ω)

=

∫
Ω

((ϕ+ − ϕ−) ◦X)(ω) dP (ω)

=

∫
Ω

(ϕ ◦X)(ω) dP (ω)

como afirma el enunciado.

Una versión del teorema de cambio de variable para cualquier espacio de medida (Ω,S, µ)
considera fundamental la hipótesis de que la función medible φ : H → R sea Lebesgue-
integrable con respecto de la medida µ(X−1(B)) para X : Ω → H una función S-medible
fija. En este trabajo hablaremos del teorema de cambio de variable sin hacer distinción de
estas versiones, es decir, lo consideraremos válido en los casos cuando la función medible
φ : H → R sea acoatda y sea Lebesgue-integrable con respecto de la de distribución de la
variable aleatoria X : Ω → H. La prueba de la seguna versión es completamente análoga a
la dada aquí e invitamos al lector a consultar, por ejemplo, [18] y [78].

Definición 5.10 Sea X : Ω→ H una variable aleatoria H-valuada. Definimos la transfor-
mada de Fourier de X como la transformada de Fourier de su distribución X̂]P : H → C.
Es decir:

X̂(h) := X̂]P (h) =

∫
H

exp {i〈h, u〉H} dX]P (u).

Observación 5.11 Fijemos h ∈ H y consideremos la función 〈h, ·〉H : H → R. Es inme-
diato de la Proposición 1.6 que 〈h, ·〉H es medible.

Por otra parte, las funciones cos, sin : R→ R son funciones acotadas y medibles. De este
modo, las funciones cos(〈h, ·〉H) : H → R y sin(〈h, ·〉H) : H → R son medibles y acotadas.

De la fórmula de Euler (ver [56]) se sigue que:

exp {i〈h, u〉H} = cos(〈h, u〉H) + i sin(〈h, u〉H) ∀u ∈ H.

En consecuencia,∫
H

exp {i〈h, u〉H} dX]P (u) =

∫
H

cos(〈h, u〉H) dX]P (u) + i

∫
H

sin(〈h, u〉H) dX]P (u)

por lo que la Definición 5.9 es consistente.
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Ahora bien, del teorema de cambio de variable se sigue que:∫
H

cos(〈h, u〉H) dX]P (u) =

∫
Ω

cos(〈X(ω), u〉H) dP (ω),∫
H

sin(〈h, u〉H) dX]P (u) =

∫
Ω

sin(〈X(ω), u〉H) dP (ω).

En consecuencia,

X̂(h) =

∫
H

exp{i〈h, u〉H} dX]P (u) =

∫
Ω

exp{i〈h,X(ω)〉H} dP (ω) = E(i〈h,X〉H) ∀h ∈ H.

Observemos que si X1, X2 son variables aleatorias H-valuadas tales que X̂1(h) = X̂2(h)
para todo h ∈ H entonces X1 y X2 son idénticamente distribuidas por el Teorema 4.8.

El siguiente es un resultado útil y clásico de cálculo.

Teorema 5.12 (Fórmula de integración por partes) Sea ϑ : Ω→ R una variable alea-
toria no negativa y sea p ∈ [1,∞). Entonces,

E(ϑp) =

∫
Ω

ϑp dP =

∫ ∞
0

p ξp−1 P (ϑ > ξ) dξ. (5.2)

Demostración: Definamos γ : Ω× [0,∞)→ R como:

γ(ω, ξ) :=

{
1 si ϑ(ω) > ξ,
0 si ϑ(ω) ≤ ξ

en donde consideramos B([0,∞)) la σ-álgebra de Borel y λ la medida de Lebesgue en [0,∞).
De este modo, es inmediato que la función γ es medible en F ⊗ B([0,∞)). La función
η : [0,∞)→ [0,∞) dada por η(ξ) := pξp−1 es continua y, por tanto, medible.

Aplicando el teorema de Tonelli obtenemos que:∫ ∞
0

p ξp−1 P (ϑ > ξ) dξ =

∫ ∞
0

p ξp−1

(∫
Ω

1{ϑ(ω)>ξ}(ω) dP (ω)

)
dξ

=

∫ ∞
0

(∫
Ω

p ξp−1 γ(ω, ξ) dP (ω)

)
dξ

=

∫
Ω

(∫ ϑ(ω)

0

p ξp−1 dξ

)
dP (ω)

=

∫
Ω

(ϑ(ω))p dP (ω)

= E(ϑp),

lo cual prueba el teorema.
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5.1.1. Vectores aleatorios en espacios de Hilbert

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

El Ejemplo 1.12 asegura que H2 := H × H es un espacio de Hilbert con el producto
escalar definido:

〈(u1, u2), (v1, v2)〉H2 := 〈u1, v1〉H + 〈u2, v2〉H
y que induce la norma producto ‖(u, v)‖2

H2 = ‖u‖2
H + ‖v‖2

H .

Como H es separable, sea D subconjunto denso y numerable de H. Defiendo D2 := D×D
es inmediato que D2 es un subconjunto numerable de H2. Veamos que es separable en H2.
Sea (u, v) ∈ H2 y ε > 0 dada. Existen ξ, η ∈ D tales que:

‖u− ξ‖2
H <

ε2

2
y ‖v − η‖2

H <
ε2

2
.

De este modo,
‖(u, v)− (ξ, η)‖2

H2 = ‖u− ξ‖2
H + ‖v − η‖2

H < ε2

lo que implica que D2 = H2.

En consecuencia, H2 = (H2, 〈·, ·〉H2 , ‖ · ‖H2) es un espacio de Hilbert separable sobre R.
Consideremos ahora la σ-álgebra de Borel en H2 inducida por la norma producto

‖(u, v)‖2
H2 = ‖u‖2

H + ‖v‖2
H . La denotaremos por B(H2).

Por otra parte, sea B(H)⊗ B(H) = S(B(H)× B(H)) la σ-álgebra producto en H2.

Definimos πi : H2 → H dada por πi(u1, u2) = ui la proyección en la i-ésima coordenada
(i = 1, 2). Dada ε > 0 y (u0

1, u
0
2) ∈ H2 se tiene que:

‖πi(u0
1, v

0
2)− πi(u1, u2)‖2

H = ‖u0
i − ui‖2

H ≤ ‖(u0
1, u

0
2)− (u1, u2)‖2

H2 < ε2

si ‖(u0, v0) − (u1, u2)‖H2 < ε. Es decir, πi es continua en H2 y, por tanto, medible en
(H2,B(H2)) (i = 1, 2).

Sea B := B1×B2 ⊂ H2 con B1, B2 ∈ B(H). Observa que π−1
i (Bi) ∈ B(H2) para i = 1, 2.

De este modo π−1
1 (B1)∩π−1

2 (B2) = B1×B2 = B ∈ B(H2) por lo que B(H)×B(H) ⊂ B(H2)
y, en consecuencia S(B(H)× B(H)) = B(H)⊗ B(H) ⊂ B(H2).

Inversamente: Dado que la norma ‖(u, v)‖H2,∞ = máx{‖u‖H , ‖v‖H} genera a la topología
producto en H2 y es equivalente a la norma ‖ · ‖H2 entonces B(H2) ⊂ S(B(H) × B(H)) =
B(H)⊗ B(H).

Argumentando por inducción, es posible generalizar lo anterior para una cantidad finita
N . Es decir, HN con el producto escalar

〈(u1, . . . , uN), (v1, . . . , vN)〉HN :=
N∑
j=1

〈uj, vj〉H
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que induce la norma ‖(u1, . . . , uN)‖2
HN =

∑N
j=1 ‖uj‖2

H es un espacio de Hilbert separable tal
que B(HN) coincide con la σ-álgebra producto ⊗Nj=1B(H).

En esta sección nos interesa estudiar funciones del tipo X := (X1, . . . , XN) : Ω→ HN .

Proposición 5.13 Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y Xi : Ω → H una variable
aleatoria H-valuada para cada i = 1, . . . , N . Definamos X : Ω→ HN como:

X(ω) := (X1(ω), . . . , XN(ω)) .

Entonces, X es una variable aleatoria HN valuada.

Demostración: Como HN es separable, es suficiente probar que X es una función F -
medible (ver Teorema 2.19). Definamos la colección B :=

{
B ∈ B(HN) : X−1(B) ∈ F

}
.

Afirmamos que B es una σ-álgebra de subconjuntos de HN tal que B ⊂ B(HN).

Sea Bi ∈ B(H) para cada i = 1, . . . , N y definamos B := B1 × · · · × BN subconjunto de
HN . Es claro que X−1(B) = ∩Ni=1X

−1
i (Bi) en donde X−1

i (Bi) ∈ F para cada i = 1, . . . , N .
En consecuencia, X−1(B) ∈ B por lo que:

B(H)× · · · × B(H) ⊂ B ⊂ B(H).

Así pues,
S (B(H)× · · · × B(H)) ⊂ B ⊂ B(HN)

en donde S (B(H)× · · · × B(H)) = B(HN). Esto concluye la demostración.

Observa que si X = (X1, . . . , XN) : Ω → HN es una función F -medible enton-
ces X−1(B) ∈ F para todo B ∈ B(HN). Así pues, si B1 ∈ B(H) es claro que B :=
B1 × H × · · · × H ∈ B(HN) y que X−1(B) = X−1

1 (B1). Por tanto, X−1
1 (B1) ∈ F lo que

prueba que X1 : Ω → H es una función F -medible. De manera análoga se prueba para las
demás coordenadas que Xj es una función F -medible (j = 1, . . . , N).

Lo anterior motiva la siguiente definición.

Definición 5.14 Una función X = (X1, . . . , XN) : Ω → HN es un vector aleatorio si y
sólo si Xj es una variable aleatoria H-valuada para todo j = 1, . . . , N .

Observación 5.15 Sean X1, X2 : Ω → H variables aleatorias y consideremos el vector
aleatorio X = (X1, X2) : Ω → H. Definamos en (H2,B(H2)) la medida producto de las
distribuciones de X1 y X2 que denotaremos por X1,]P ⊗X2,]P .

Como en la Observación 5.11, fijemos h1, h2 ∈ H y usando la fórmula de Euler se tiene
que:

exp {i〈hj, u〉H} = cos(〈hj, u〉H) + i sin(〈hj, u〉H) ∀u ∈ H (j = 1, 2).
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En consecuencia,∫
H

exp {i〈hj, u〉H} dXj,]P (u) =

∫
H

cos(〈hj, u〉H) dXj,]P (u) + i

∫
H

sin(〈hj, u〉H) dXj,]P (u)

Por cálculos directos tenemos que, para cualesquiera u, v ∈ H

exp{i〈h1, u〉H} exp{i〈h2, v〉H} = (cos〈h1, u〉H cos〈h2, v〉H − sin〈h1, u〉H sin〈h2, v〉H)+

i(cos〈h1, u〉H sin〈h2, v〉H + sin〈h1, u〉H cos〈h2, v〉H).

Aplicando el teorema de Fubini, de acuerdo a la Observación 5.11 se tiene que:∫
H2

cos〈h1, u1〉H cos〈h2, u2〉H d(X1,]P ⊗X2,]P )(u1, u2) =

(∫
H

cos〈h1, u1〉H dX1,]P (u1)

)
(∫

H

cos〈h2, u2〉H dX2,]P (u2)

)
,

∫
H2

sin〈h1, u1〉H sin〈h2, v〉H d(X1,]P ⊗X2,]P )(u1, u2) =

(∫
H

sin〈h1, u1〉H dX1,]P (u1)

)
(∫

H

sin〈h2, u2〉H dX2,]P (u2)

)
,

∫
H2

cos〈h1, u〉H sin〈h2, v〉H d(X1,]P ⊗X2,]P )(u, v) =

(∫
H

cos〈h1, u1〉H dX1,]P (u1)

)
(∫

H

sin〈h2, u2〉H dX2,]P (u2)

)
,

∫
H2

sin〈h1, u1〉H cos〈h2, u2〉H d(X1,]P ⊗X2,]P )(u1, u2) =

(∫
H

sin〈h2, u1〉H dX1,]P (u1)

)
(∫

H

cos〈h2, u2〉H dX2,]P (u2)

)
.

Utilizando la linealidad de la integral de Lebesgue y los cálculos anteriores podemos con-
cluir que:∫

H2

2∏
j=1

exp{i〈hj, uj〉H} d(X1,]P ⊗X2,]P )(u1, u2) =
2∏
j=1

∫
H

exp{i〈hj, uj〉H} dXj,]P (uj).

Lo anterior puede generalizarse por inducción para una cantidad finita N . Haremos uso
de esta observación en las secciones restantes.
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5.1.2. Modos de convergencia

En esta sección introducimos diversos tipos de convergencia de una sucesión de variables
aleatorias H-valuadas y estudiamos la relación que existe entre ellos.

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definición 5.16 Sea Xk : Ω→ H una sucesión de variables aleatorias H-valuadas. Decimos
que:

(a) (Xk) converge casi dondequiera a X : Ω→ H una variable aleatoria H-valuada si,
existe N ∈ F con P (N) = 0 tal que:

ĺım
k→∞

Xk(ω)→ X(ω) ∀ω ∈ ΩrN.

(b) (Xk) converge casi uniformemente a X : Ω→ H una variable aleatoria H-valuada
si, dada δ > 0 existe F ∈ F con P (F ) < δ y tal que (Xk) converge uniformemente a
X en Ωr F .

(c) (Xk) converge en probabilidad a X : Ω → H una variable aleatoria H-valuada si,
dada ε > 0

ĺım
k→∞

P ({ω ∈ Ω : ‖Xk(ω)−X(ω)‖H ≥ ε}) = 0.

(d) (Xk) converge en media p para p ∈ [1,∞) a X ∈ Lp(Ω ; H) si ĺımk→∞ ‖Xk −
X‖Lp(Ω;H) = 0.

El siguiente resultado es bien conocido y útil en la teoría de la probabilidad clásica.

Lema 5.17 (Desigualdad de P. Tchebyshev) Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad
y ϕ : [0,+∞) → [0,+∞) una función no-decreciente y mayor que cero en (0,+∞). Si
f : Ω→ R es una función medible tal que ϕ ◦ |f | ∈ L1(Ω) entonces para toda ε > 0

P ({ω ∈ Ω : |f(ω)| ≥ ε}) ≤ 1

ϕ(ε)

∫
Ω

ϕ ◦ |f | dP

Demostración: Sea ε > 0 y A = {ω ∈ Ω : |f(ω)| ≥ ε} ⊂ Ω. Dado que ϕ es no decreciente
y positiva en (0,+∞) entonces:

(ϕ ◦ |f |) · 1Ω ≥ (ϕ ◦ |f |) · 1A ≥ ϕ(ε) · 1A

y, como, Ω = Ω ∪ (Ωr A) de la monotonía de la integral se tiene que:∫
Ω

ϕ ◦ |f | dP =

∫
Ω

ϕ ◦ |f | dP +

∫
ΩrA

ϕ ◦ |f | dP ≥
∫
A

ϕ ◦ |f | dP ≥
∫
A

ϕ(ε) dP = ϕ(ε) · P (A).
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Por lo tanto:
P ({ω ∈ Ω : |f(ω)| ≥ ε}) ≤ 1

ϕ(ε)

∫
Ω

ϕ ◦ |f | dP,

como afirma el enunciado.

Es una consecuencia directa de la desigualdad de Tchebyshev que, si f ∈ Lp(Ω) para
algún p ∈ [1,∞) entonces, para toda ε > 0 se tiene que:

P ({ω ∈ Ω : |f(ω)| ≥ ε}) ≤ 1

εp

∫
Ω

|f |p dP. (5.3)

Esto nos permite concluir el siguiente resultado.

Teorema 5.18 Sea p ∈ [1,∞) fijo. Si (Xk) es una sucesión de variables aleatorias H-
valuadas tales que convergen en media p a X ∈ Lp(Ω;H) entonces Xk → X en probabilidad.

Demostración: Sea ε > 0. Para k ∈ N, definimos el subconjunto medible Ak(ε) := {ω ∈
Ω : ‖Xk(ω)−X(ω)‖H ≥ ε}. De la desigualdad de Tchebyshev (ver (5.3)) se tiene que:

P (Ak(ε)) ≤
1

εp

∫
Ω

‖Xk −X‖pH dP =
1

εp
‖Xk −X‖pLp(Ω;H) ∀ k ∈ N.

Tomando el límite cuando k → ∞ concluimos que (Xk) converge en probabilidad a X
como afirma el enunciado.

El recíproco no es cierto en general como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.19 Sea Ω = [0, 1], F = B([0, 1]) y µ = λ la medida de Lebesgue en S. Sea
p ∈ [1,∞) fija y la sucesión de funciones Xk := k1

[0,
1
k

]
. Entonces Xk converge a 0 en

probabilidad pero no converge en media p.

Demostración: Fijemos ε > 0 y sea k ∈ N. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Si ε > k entonces el conjunto {ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε} es vacío por lo que
necesariamente:

λ ({ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε}) = 0.

Caso 2. Si ε ≤ k entonces:

{ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε} =

[
0,

1

k

]
por lo que:

λ ({ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε}) = λ

([
0,

1

k

])
=

1

k
.
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[0, 1]

R

−k
−ε

−ε

|
1
k

|
1

• ◦

0

Figura 5.1: Función Xk

Tomando el límite cuando k →∞ concluimos que:

ĺım
k→∞

λ ({ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε}) = λ

([
0,

1

k

])
= ĺım

k→∞

1

k
= 0.

Esto prueba que Xk → 0 en probabilidad.

Ahora, supongamos que (Xk) converge en media p. Entonces, (Xk) es de Cauchy en
(Lp([0, 1]), ‖ · ‖Lp([0,1])). Sin embargo, para todo k ∈ N, se tiene que:

‖X2k −Xk‖pLp([0,1]) =

∫
[0,1]

|X2k −Xk|p dλ

[0, 1]

R

−k
−

2k

|
1
k

|
1
2k

|
1

• ◦

• ◦

0

Figura 5.2: |X2k −Xk|

en donde:

|X2k −Xk|p(ω) =


|2k − k|p si ω ∈ [0, 1

2k
),

| − k|p si ω ∈ [ 1
2k
, 1
k
),

0 si ω ∈ [ 1
k
, 1).

Por lo tanto:

‖X2k −Xk‖pLp([0,1]) =

∫
[0,1]

|X2k −Xk|p dµ = |k|p
[
λ([0, 1

2k
)) + λ([ 1

2k
, 1
k
))
]

=
|k|p

k
= kp−1
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para todo k ∈ N. Tomando ε0 ∈ (0, 1) es claro que:

‖X2k −Xk‖pLp([0,1]) ≥ ε0 ∀k ∈ N.

lo que contradice nuestra suposición.

Veamos un ejemplo interesante.

Ejemplo 5.20 Sea Ω = [0, 1), F = B([0, 1]) y µ = λ la medida de Lebesgue en B([0, 1]).
Definamos la siguiente sucesión de intervalos:

L1 I1 := [0, 1)
L2 I2 := [0, 1/2) I3 := [1/2, 1)
L3 I4 := [0, 1/4) I5 := [1/4, 1/2) I6 := [1/2, 3/4) I7 := [3/4, 1)
...
Lk I2k−1 := [0, 1/2k−1) . . . . . . I2k−1 := [1− 1/2k−1, 1)

Definimos la sucesión de funciones:

L1 X1 := 1I1
L2 X2 := 1I2 X3 := 1I3
L3 X4 := 1I4 X5 := 1I5 X6 := 1I6 X7 := 1I7
...
Lk X2k−1 := 1I

2k−1
. . . . . . X2k−1 := 1I

2k−1

Veamos que Xk → X en probabilidad en donde X = 0.

Sea ε ∈ (1,∞). En este caso tenemos que:

{ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε} = ∅ ∀k ∈ N.

Por lo tanto:
λ ({ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε}) = 0 ∀k ∈ N.

Ahora, sea ε ∈ (0, 1] y k ∈ Lj con j ∈ N. Entonces 2j−1 ≤ k ≤ 2j − 1 y por lo tanto
λ(Ik) = 1

2j−1 para todo k ∈ Lj.
Así pues:

λ ({ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε}) = 1
2j−1 ≤ 2

k

pues:
2j−1 ≤ k ≤ 2j − 1 = 22j−1 − 1 ≤ 22j−1

por lo que necesariamente:
1

2j−1
≤ 2

k
≤ 2

2j−1
.
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Tomando el límite cuando k →∞ tenemos que:

0 ≤ ĺım
k→∞

λ ({ω ∈ Ω : |Xk(ω)| ≥ ε}) ≤ ĺım
k→∞

2
k

= 0.

En consecuencia, Xk → 0 en probabilidad.

Notemos, sin embargo, que Xk(ω) 9 0 para todo ω ∈ [0, 1) pues ĺım sup
k→∞

Xk(ω) = 1 y

ĺım inf
k→∞

Xk(ω) = 0 para todo ω ∈ [0, 1).

Las gráficas de las primeras siete funciones son de la siguiente forma:

ω

X1(ω)

−1

0 |
1

ω

X2(ω)

−1

0 |
1/2

|
1

ω

X3(ω)

−1

0 |
1/2

|
1

ω

X4(ω)

−1

0 |
1/4

|
2/4

|
3/4

|
1

ω

X5(ω)

−1

0 |
1/4

|
2/4

|
3/4

|
1

ω

X6(ω)

−1

0 |
1/4

|
2/4

|
3/4

|
1

ω

X7(ω)

−1

0 |
1/4

|
2/4

|
3/4

|
1

Del ejemplo anterior afirmamos que la convergencia en probabilidad no implica conver-
gencia casi dondequiera.

El siguiente resultado debido a F. Riesz y H. Weyl establece un criterio de relación entre
una sucesión (Xk) de variables aleatorias H-valuadas que converge en probabilidad con
respecto del criterio de convergencia casi dondequiera.

Teorema 5.21 (Riesz-Weyl) Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y (Xk) una suce-
sión de variables aleatorias H-valuadas que converge en probabilidad a X : Ω→ H variable
aleatoria H-valuada. Entonces, existe (Xkj) una subsucesión de (Xk) tal que Xkj → X casi
dondequiera.
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Demostración: Para un mejor desarrollo de la demostración, la subdividimos en dos pasos.

Paso 1: Como (Xk) converge a X en probabilidad, entonces para εj := 1
2j
> 0 existe

kj ∈ N tal que:

P

({
ω ∈ Ω : ‖Xk(ω)−X(ω)‖H ≥

1

2j

})
<

1

2j
∀k, i ≥ kj.

Por la condición de Cauchy podemos suponer que k1 < k2 < k3 < . . . < kj < kj+1 < . . .
de modo que:

P

({
ω ∈ Ω : ‖Xkj(ω)−X(ω)‖H ≥

1

2j

})
<

1

2j
.

Para lo anterior, uno procede de la siguiente manera: Elegimos k1 tal que:

P

({
ω ∈ Ω : ‖Xk(ω)−X(ω)‖H ≥

1

2

})
<

1

2
∀k, i ≥ k1.

Después, elegimos k2 > k1 tal que:

P

({
ω ∈ Ω : ‖Xk(ω)−X(ω)‖H ≥

1

22

})
<

1

22
∀k, i ≥ k2.

Continuando de este modo obtenemos, para cada j ∈ N un kj > kj−1 tal que

P

({
ω ∈ Ω : ‖Xk(ω)−X(ω)‖H ≥

1

2j

})
<

1

2j
∀k, i ≥ kj.

Paso 2: Para cada j ∈ N definamos el conjunto medible:

Ej :=

{
ω ∈ Ω : ‖Xkj(ω)−X(ω)‖H ≥

1

2j

}
.

Del Paso 1 tenemos que P (Ej) <
1
2j

y, por tanto,
∑∞

j=1 P (Ej) ≤
∑∞

j=1
1
2j

= 1 < ∞. El
Lema de Borel-Cantelli afirma que:

P

(
ĺım sup
j→∞

Ej

)
= 0.

Definimos el conjunto medible Fp como:

Fp :=
∞⋃
j=p

Ej.
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Notemos que:

ĺım sup
p→∞

Ep =
∞⋂
p=1

∞⋃
j=p

Ej =
∞⋂
p=1

Fp.

Sea ω ∈ Ωr Fp arbitraria, entonces ω ∈ Ωr Ej para todo j ≥ p y, por tanto,

‖Xkj(ω)−X(ω)‖H <
1

2j
∀ j ≥ p.

Esto prueba que Xkj(ω)→ X(ω) en Ωr Fp y como

Ωr ĺım sup
p→∞

Ep =
∞⋃
p=1

(Ωr Fp),

entonces Xkj → X(ω) en Ωr ĺım supp→∞Ep y esto concluye la demostración.

En general, sabemos que la convergencia puntual de una sucesión de funciones no implica
la convergencia uniforme. Sin embargo, el siguiente resultado debido a D. Egorov, establece
un criterio bajo el cual una sucesión de variables aleatorias que converge casi dondequiera
converge también casi uniformemente.

Teorema 5.22 (D. Egorov) Sea (Xk) una sucesión de variables aleatorias H-valuadas ta-
les que convergen casi dondequiera a X : Ω→ H variable aleatoria. Entonces, Xk → X casi
uniformemente.

Demostración: Para ε > 0 y j ∈ N dadas definimos el conjunto medible:

Cj(ε) = {ω ∈ Ω : ‖Xj(ω)−X(ω)‖H < ε} .

Sea A el conjunto dado por:

A := {ω ∈ Ω : Xk(ω)→ X(ω)} .

Por hipótesis P (ΩrA) = 0 y, por propiedades de medida, tenemos que 0 = P (ΩrA) =
P (Ω)r P (A). En consecuencia, P (Ω) = P (A).

Sea ω ∈ A, entonces existe k0 ∈ N tal que ‖Xk(ω) −X(ω)‖H < ε para todo k ≥ k0. Es
decir, ω ∈ Ck(ε) para todo k ≥ k0 lo que implica que:

ω ∈
∞⋂

k=k0

Ck(ε) para algún k0 ∈ N.

Por lo tanto:

A ⊂
∞⋃
k=1

∞⋂
j=k

Cj(ε) = ĺım inf
k→∞

Ck(ε).
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De las propiedades de medida tenemos que:

P (Ω) = P (A) ≤ P
(

ĺım inf
k→∞

Ck(ε)
)
≤ ĺım

k ↑∞
P

(
∞⋂
j=k

Cj(ε)

)
≤ P (Ω)

de donde obtenemos:

P (Ω) = ĺım
k ↑∞

µ

(
∞⋂
j=k

Cj(ε)

)
.

Entonces:

0 = ĺım
k ↑∞

[
P (Ω)− P

(
∞⋂
j=k

Cj(ε)

)]
= ĺım

k ↑∞

[
P

(
∞⋃
j=k

(Ωr Cj(ε))

)]

en donde:
∞⋃
j=k

(Ωr Cj(ε)) =
∞⋃
j=k

{ω ∈ Ω : ‖Xj(ω)−X(ω)‖H ≥ ε} .

Así pues:

ĺım
k ↑∞

P

(
∞⋃
j=k

{ω ∈ Ω : ‖Xj(ω)−X(ω)‖H ≥ ε}

)
= 0.

Tomando ε = 1
m

para m ∈ N y δ > 0 arbitraria es posible hallar km ∈ N tal que:

P

(
∞⋃

j=km

{
ω ∈ Ω : ‖Xj(ω)−X(ω)‖H ≥

1

m

})
<

δ

2m
.

Sea

F =
∞⋃
m=1

∞⋃
j=km

{
ω ∈ Ω : ‖Xj(ω)−X(ω)‖H ≥

1

m

}
entonces:

P (F ) ≤
∞∑
m=1

P

(
∞⋃

j=km

{
ω ∈ Ω : ‖Xj(ω)−X(ω)‖H ≥

1

m

})
<

∞∑
m=1

δ

2m
= δ.

Así pues, ω 6∈ F entonces ‖Xj(ω) − X(ω)‖H < 1
m

para todo j ≥ km para todo m ∈ N.
Esto demuestra que Xk → X uniformemente en Ωr F .
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5.2. Independencia

Definición 5.23 (Independencia) Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Decimos que:

(i) Los eventos A1, . . . , AN ∈ F (N ∈ N) son independientes si, para cada subconjunto
{1, . . . , n} de {1, . . . , N} y cada permutación σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} se tiene que:

P (Aσ(1) ∩ · · · ∩ Aσ(n)) =
n∏
j=1

P (Aσ(j)).

(ii) X1, . . . , XN variables aleatorias H-valuadas (N ∈ N) son independientes si para cuales-
quiera A1, . . . , AN ∈ B(H) los eventos {X1 ∈ A1}, . . . , {XN ∈ AN} son independientes.

(iii) Una sucesión Xk : Ω → Y de variables aleatorias H-valuadas es independiente si
cualquier subcolección finita de (Xk) es independiente.

(iv) Sean G1, . . . ,GN sub σ-álgebras de F (N ∈ N). Decimos que son independientes si para
cualesquiera A1 ∈ G1, . . . , AN ∈ GN los eventos A1, . . . , AN son independientes.

Dadas X1, . . . , XN : Ω→ H variables aleatorias H-valuadas, la distribución de la variable
aleatoria X = (X1, . . . , XN) : Ω → HN dada en la Proposición 5.10, que denotamos como
X]P : B(HN)→ R, está dada por:

X]P (B) := P{(X1, . . . , XN) ∈ B} ∀B ∈ B(HN).

Por otra parte, consideremos la medida producto de las distribuciones de las variables
aleatorias X1, . . . , XN : Ω→ H. Es decir,

N⊗
j=1

Xj,]P.

El teorema de la medida producto asegura que
⊗N

j=1X],jP es la única medida de proba-
bilidad tal que:

N⊗
j=1

Xj,]P (B1 × · · · ×BN) =
N∏
j=1

Xj,]P (Bj)

para todo B1 × · · · ×BN ∈ B(H)× · · · × B(H).

Supongamos que X1, . . . , XN : Ω → H son independientes. Consideremos Bj ∈ B(H)
para cada j = 1, . . . , N y definamos B := B1 × · · ·BN ∈ B(H)× · · · × B(H) ⊂ B(HN).

Como X1, . . . , XN son independientes, entonces:

P ({X1 ∈ B1} ∩ · · · ∩ {XN ∈ BN}) =
N∏
j=1

P ({Xj ∈ Bj}).
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Dado que P ({X ∈ B}) = P ({X1 ∈ B1} ∩ · · · ∩ {XN ∈ BN}) (ver Proposición 5.13)
entonces:

X]P (B) =
N∏
j=1

Xj,]P (Bj) =
N⊗
j=1

Xj,]P (B).

El teorema de unicidad de medidas implica que X]P =
⊗N

j=1 Xj,]P .

Inversamente: Si X]P =
⊗N

j=1Xj,]P entonces para B = B1 × · · ·BN ∈ B(HN) se tiene
que:

X]P (B) = P ({X1 ∈ B1} ∩ · · · ∩ {XN ∈ BN}) =
N⊗
j=1

Xj,]P (B) =
N∏
j=1

P ({Xj ∈ Bj})

Es decir, X1, . . . , XN son independientes.

Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposición 5.24 Sean X1, . . . , XN : Ω → H variables aleatorias H-valuadas y sea X :=
(X1, . . . , XN) : Ω→ HN . Las siguientes son equivalentes:

(a) X1, . . . , XN son independientes.

(b) X]P =
⊗N

j=1Xj,]P .

Este resultado nos permitirá demostrar la siguientes proposición.

Proposición 5.25 Sean X1, . . . , XN : Ω → H variables aleatorias H-valuadas y sea X :=
(X1, . . . , XN) : Ω→ HN . Las siguientes son equivalentes:

(a) X1, . . . , XN son independientes.

(b) X̂(h1, . . . , hN) =
∏N

j=1 X̂j(hj) para todo (h1, . . . , hN) ∈ HN .

Demostración: Probaremos únicamente el caso cuando N = 2 pues el caso general se
deduce fácilmente de éste.

(a) ⇒ (b) : Sean h1, h2 ∈ H. Aplicando la Proposición 5.24 y el teorema de Fubini
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concluimos que:

X̂(h1, h2) =

∫
H2

exp {i〈(h1, h2), (u, v)〉H2} dX]P (u, v)

=

∫
H2

exp {i (〈h1, u〉H + 〈h2, v〉H)} dX]P (u, v)

=

∫
H2

exp {i〈h1, u〉H} exp {i〈h2, v〉H} dX]P (u, v)

=

∫
H

(∫
H

exp {i〈h1, u〉H} exp {i〈h2, v〉H} dX1,](u)

)
dX2,](v)

=

(∫
H

exp {i〈h1, u〉H} dX1,](u)

)(∫
H

exp {i〈h2, v〉H} dX2,](v)

)
= X̂1(h1) X̂2(h2).

(b)⇒ (a) : La transformada de Fourier de la medida productoX],1P⊗X],2P : B(H2)→ R
está dada por:

̂X1,]P ⊗X2,]P (h1, h2) =

∫
H2

exp {i〈(h1, h2), (u, v)〉H2} d(X1,]P ⊗X2,]P )(u, v)

=

∫
H2

exp {i (〈h1, u〉H + 〈h2, v〉H)} d(X1,]P ⊗X2,]P )(u, v),

para cualquier (h1, h2) ∈ H2.

Aplicando el teorema de Fubini obtenemos:∫
H2

exp {i (〈h1, u〉H + 〈h2, v〉H)} d(X1,]P ⊗X2,]P )(u, v) =

=

∫
H

(∫
H

exp {i〈h1, u〉H} exp {i〈h2, v〉H} dX1,](u)

)
dX2,](v)

=

(∫
H

exp {i〈h1, u〉H} dX1,](u)

)(∫
H

exp {i〈h2, v〉H} dX2,](v)

)
= X̂1,]P (h1) X̂2,]P (h2).

De lo anterior y el teorema de cambio de variable concluimos que:

̂X1,]P ⊗X2,]P (h1, h2) = X̂1(h1) X̂2(h2).

El Teorema 4.8 asegura que X]P =
⊗N

j=1 Xj,]P lo que implica que X1 y X2 son indepen-
dientes por la Proposición 5.24.
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Usando el teorema de cambio de variable podemos concluir que la transformada de Fourier
de la variable aleatoria X = (X1, . . . , XN) : Ω→ HN está dada por:

X̂(h1, . . . , hN) =

∫
Ω

exp

{
i

N∑
j=1

〈hj, Xj(ω)〉H

}
dP (ω) = E

(
i

N∑
j=1

〈hj, Xj〉H

)

para cualquier (h1, . . . , hN) ∈ HN .

Proposición 5.26 Consideremos H y K espacios de Hilbert. Sean X, Y : Ω→ H variables
aleatorias H-valuadas e independientes y sean ϕ, φ : H → K funciones medibles. Entonces
las variables aleatorias ϕ(X), φ(Y ) : Ω→ K son independientes.

Demostración: Si A y B son dos cualesquiera conjuntos de Borel en K, entonces:

P ({ϕ(X) ∈ A} ∩ {φ(Y ) ∈ B}) = P
(
{X ∈ ϕ−1(A)} ∩ {Y ∈ φ−1(B)}

)
= P

(
{X ∈ ϕ−1(A)}

)
P
(
{Y ∈ φ−1(B)}

)
= P ({ϕ(X) ∈ A}) P ({φ(Y ) ∈ B})

lo que prueba que ϕ(X) y φ(Y ) son independientes.

Proposición 5.27 Sean X1, . . . , XN : Ω → H variables aleatorias H-valuadas e indepen-
dientes. Entonces, E(ϕ1(X1) · · ·ϕN(XN)) = E(ϕ1(X1)) · · ·E(ϕN(XN)) para cualesquiera
ϕ1, . . . , ϕN : H → R funciones acotadas y medibles.

Demostración: Del teorema de cambio de variable se tiene que:

E(ϕj(Xj)) =

∫
Ω

(ϕj ◦Xj)(ωj) dP (ωj) =

∫
H

ϕj(xj) dXj,]P (xj) ∀ j = 1, . . . , N.

Consideremos X := (X1, . . . , XN) : Ω→ HN variable aleatoria HN -valuada y definamos
ϕ : HN → R como:

ϕ(u1, . . . , uN) :=
N∏
j=1

ϕj(uj).

Es claro que ϕ es acotada y medible. Del teorema de cambio de variable se tiene que:

E(ϕ ◦X) =

∫
Ω

(ϕ ◦X)(ω) dP (ω) =

∫
HN

ϕ(u1, . . . , uN) dX]P (u1, . . . , uN).
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Como X1, . . . , XN son independientes entonces X]P =
⊗N

j=1 X],jP por la Proposición
5.19. Aplicando el teorema de Fubini concluimos que:∫

HN

ϕ(u1, . . . , uN) dX]P (u1, . . . , uN) =

∫
H

· · ·

(∫
H

N∏
j=1

ϕj(uj)dX1,]P (u1)

)
· · · dXN,]P (uN)

=
N∏
j=1

∫
H

ϕj(uj)dXj,]P (uj)

=
N∏
j=1

E(ϕj(Xj)).

En consecuencia,

E

(
N∏
j=1

ϕj(Xj)

)
= E(ϕ ◦X) =

N∏
j=1

E(ϕj(Xj)),

como afirma el enunciado.

Proposición 5.28 Sean (Xk) y (Yk) sucesiones de variables aleatorias H-valuadas tales que
Xk → X y Yk → Y en probabilidad. Si Xj es independiente de Yk para toda k ∈ N y j ∈ N,
entonces X y Y son independientes.

Demostración: Sean ξj := Xkj y ηj := Ykj subsucesiones de (Xk) y (Yk) respectivamente
tales que ξj → X c.d. y ηj → Y c.d. (ver Teorema 5.21).

Definamos Zj : Ω → H × H como Zj(ω) := (ξj(ω), ηj(ω)) y Z : Ω → H × H como
Z(ω) := (X(ω), Y (ω)). Es claro que Zj → Z c.d.

Del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y la Proposición 5.24 se tiene que:

Ẑ(h1, h2) = E(exp{i (〈h1, X〉H + 〈h1, Y 〉H)})

=

∫
Ω

exp {i〈h1, X(ω)〉H} exp {i〈h2, Y (ω)〉H} dP (ω)

= ĺım
j→∞

∫
Ω

exp {i〈h1, ξj(ω)〉H} exp {i〈h2, ηj(ω)〉H} dP (ω)

= ĺım
j→∞

E(exp{i〈h1, ξj〉H) ĺım
j→∞

E(exp{i〈h2, ηj〉H)

= E(exp{i〈h1, X〉H)E(exp{i〈h1, Y 〉H)

= X̂(h1)Ŷ (h2).

El resultado se sigue de la Proposición 5.24.
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Definición 5.29 Sea X : Ω → H una variable aleatoria H-valuada. Decimos que X es
simétrica si, X y −X son idénticamente distribuidas. Es decir, X]P = −X]P .

Sean X, Y variables aleatorias H-valuadas independientes y tal que X es simétrica. La
Proposición 5.26 implica que −X y Y son independientes. Aplicando la Proposición 5.24 se
sigue que:

X̂ + Y (u) = E(i〈u,X + Y 〉H) = E(i〈u,X〉H + i〈u, Y 〉H)

= E(i〈u,X〉H)E(i〈u, Y 〉H) = X̂(u)Ŷ (u) = −̂X(u)Ŷ (u) = ̂−X + Y (u).

El Teorema 4.8 asegura que X + Y y −X + Y son idénticamente distribuidas.

Proposición 5.30 Sean X, Y variables aleatorias H-valuadas independientes y tal que X
es simétrica. Entonces, para todo p ∈ [1,∞) se tiene que:

E(‖X‖pH) ≤ E(‖X + Y ‖pH)

Demostración: Dado que X + Y y −X + Y son idénticamente distribuidas, entonces:

(E(‖X‖pH))1/p =
1

2
(E(‖(X + Y ) + (X − Y )‖pH))1/p

≤ 1

2
(E(‖X + Y ‖pH))1/p +

1

2
(E(‖X − Y ‖pH))1/p

= (E(‖X + Y ‖pH))1/p

como afirma el enunciado.

5.3. Esperanza condicional

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y G ⊂ F una sub σ-álgebra.

En el Ejemplo 1.27 demostramos que, dada ϑ : Ω → R una variable aleatoria real tal
que ‖ϑ‖L2(Ω) < ∞, existe una única variable aleatoria ξ : Ω → R llamada esperanza
condicional de ϑ con respecto de la σ-álgebra G tal que ξ cumple que:

(i) ξ es G-medible.

(ii) Para cada A ∈ G, ∫
A

ξ(ω) dP (ω) =

∫
A

ϑ(ω) dP (ω).



5.3. ESPERANZA CONDICIONAL 149

A la esperanza condicional de ϑ con respecto de la σ-álgebra G la denotaremos por
E(ϑ | G). El primer objetivo de esta sección es extender la noción de esperanza condicional
con respecto de la σ-álgebra G a variables aleatorias reales en L1(Ω). Para ello, requerimos
de los siguientes lemas.

En esta sección, por simplicidad en algunas demostraciones escribiremos E(ϑ) en lugar
de
∫

Ω
ϑ(ω) dP (ω) para variables aleatorias reales que son Lebesgue-integrables.

Lema 5.31 (a) Para cada ϑ ∈ L2(Ω) se tiene que:

E(|E(ϑ | G)|) ≤ E(|ϑ|). (5.4)

(b) Si ϑ ∈ L2(Ω) es tal que ϑ ≥ 0, entonces E(ϑ | G) ≥ 0.
(c) Si ϑ, η ∈ L2(Ω) son tales que ϑ ≥ η, entonces E(ϑ | G) ≥ E(η | G).

Demostración: (a) Sea ϑ ∈ L2(Ω) y consideremos la descomposición de ϑ dada por
ϑ = ϑ+ − ϑ− en donde es claro que ϑ+, ϑ− ∈ L2(Ω).

Entonces,

|E(ϑ | G)| =
∣∣E(ϑ+ | G)− E(ϑ− | G)

∣∣ ≤ |E(ϑ+ | G)|+ |E(ϑ− | G)|
= E(ϑ+ | G) + E(ϑ− | G) = E(|ϑ| | G),

y, por lo tanto, del inciso (ii) del Ejemplo 1.27 concluimos que

E(|E(ϑ | G)|) ≤ E(E(|ϑ| | G)) = E(|ϑ|).

(b) Es inmediato de las propiedades de la integral de Lebesgue y la esperanza condicional
en L2(Ω).

(c) Se sigue del inciso anterior al considerar que ϑ − η ≥ 0 y la linealidad de la integral
de Lebesgue.

Lema 5.32 Lp(Ω) es denso en L1(Ω) para cada p ∈ (1,∞).

Demostración: Fijemos p ∈ (1,∞). Sea ϑ ∈ L1(Ω) y consideremos el conjunto medible
Ak := {ω ∈ Ω : |ϑ(ω)| < k} para todo k ∈ N. Definamos la sucesión de variables aleatorias
reales ϑk : Ω→ R como ϑk(ω) := (ϑ ·1Ak)(ω). Observa que, ‖ϑk‖pLp(Ω) =

∫
Ak
|ϑ(ω)|p dP (ω) ≤

kp para todo k ∈ N lo que implica que (ϑk) es una sucesión de elementos de Lp(Ω).

En consecuencia,∫
Ω

|ϑ(ω)− ϑk(ω)| dP (ω) =

∫
Ak

|ϑ(ω)− ϑk(ω)| dP (ω) +

∫
ΩrAk

|ϑ(ω)− ϑk(ω)| dP (ω)

=

∫
ΩrAk

|ϑ(ω)| dP (ω)

=

∫
Ω

|ϑ(ω) · 1|ϑ(ω)|≥k| dP (ω) := ‖|ϑ| · 1|ϑ|≥k‖L1(Ω) → 0
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por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue pues |ϑ| · 1|ϑ|≥k → 0 c.d. (ver [17]).
Por tanto, ϑk → ϑ en L1(Ω). Esta última afirmación junto con la relación Lp(Ω) → L1(Ω)
aseguran que Lp(Ω) es denso en L1(Ω).

De este modo, la definición de esperanza condicional con respecto de la σ-álgebra G
se extiende a variables aleatorias reales que son Lebesgue-integrables como lo muestra el
siguiente teorema.

Teorema 5.33 Sea ϑ ∈ L1(Ω). Existe una única variable aleatoria ξ : Ω→ R en L1(Ω) tal
que ξ cumple que:

(a) ξ es G-medible.
(b) Para cada A ∈ G, ∫

A

ξ(ω) dP (ω) =

∫
A

ϑ(ω) dP (ω).

Demostración: Supongamos que ϑ ≥ 0. Para k ∈ N, definamos ϑk : Ω → R como
ϑk := mı́n{ϑ, k} la cual es claramente una función medible y acotada en (Ω,F). En con-
secuencia, ϑk ∈ L2(Ω) para cada k ∈ N. Así, (ϑk) es una sucesión en L2(Ω) que converge
puntualmente a ϑ. Del Ejemplo 1.27 existe E(ϑk | G) : Ω → R tal que sastiface las propie-
dades (a) y (b) del enunciado para cada ϑk y para cada k ∈ N. El Lema 5.31 asegura que
(E(ϑk | G)) es una sucesión no decreciente y no negativa de elementos de L2(Ω). Definiendo
ξ := ĺımk→∞E(ϑk | G) es claro que ξ es G-medible por ser el límite puntual de una sucesión
de funciones G-medibles. Además, el Lema 5.32 asegura que (E(ϑk | G)) es una sucesión de
funciones Lebesgue-integrables.

Aplicando el teorema de la convergencia monótona concluimos que ξ ∈ L1(ω) y que∫
A

ϑ(ω) dP (ω) = ĺım
k→∞

∫
A

ϑk(ω) dP (ω) = ĺım
k→∞

∫
A

E(ϑk | G) dP (ω) =

∫
A

ξ(ω) dP (ω)

para todo A ∈ G.
El caso general se reduce a aplicar lo anterior a las funciones ϑ+, ϑ−.

Para ϑ ∈ L1(Ω) dada, denotaremos por E(ϑ | G) a la esperanza condicional de ϑ con
respecto de la σ-álgebra G.

Veamos algunas propiedades de esta función.

Proposición 5.34 Sean ϑ, η variables aleatorias reales en L1(Ω) y a, b ∈ R. Entonces:

(a) Si ϑ ≥ 0 entonces E(ϑ | G) ≥ 0.
(b) E(E(ϑ | G)) = E(ϑ).
(c) E(aϑ+ bη | G) = aE(ϑ | G) + bE(η | G).
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(d) Si ϑ ≤ η entonces E(ϑ | G) ≤ E(η | G).
(e) Si ϑ es G-medible, entonces E(ϑ | G) = ϑ c.d.

Demostración: (a) Es inmediato de la propiedad (b) del Teorema 5.33 y las propiedades
de la integral de Lebesgue.

(b) Es inmediato del inciso (b) del Teorema 5.33 al considerar A = Ω ∈ G.
(c) Es claro que aE(ϑ | G)+bE(η | G) es una función G-medible. Además, para cada A ∈ G

se tiene que: ∫
A

aE(ϑ | G) + bE(η | G) dP = a

∫
A

E(ϑ | G) dP + b

∫
Ω

E(η | G) dP

= a

∫
Ω

ϑ dP + b

∫
Ω

η dP

=

∫
Ω

aϑ+ bη dP

lo que implica que E(aϑ+ bη | G) = aE(ϑ | G) + bE(η | G).

(d) Es consecuencia directa de los incisos (a) y (b) al considerar la variable η − ϑ ≥ 0.

(e) Como ϑ es G-medible, es claro que satisface las condiciones del Teorema 5.33. De la
unicidad se obtiene la igualdad casi dondequiera.

Una desigualdad importante es la siguiente.

Proposición 5.35 (Desigualdad de Jensen condicional) Sea φ : R → R una función
convexa. Entonces, para cada ϑ ∈ L1(Ω) tal que φ ◦ ϑ ∈ L1(Ω) se tiene que:

φ ◦ E(ϑ | G) ≤ E((φ ◦ ϑ) | G), c.d. (5.5)

Demostración: Si a, b ∈ R son tales que at+ b ≤ φ(t) para cada t ∈ R, de la Proposición
5.34 se sigue que:

aE(ϑ | G) + b = E(aϑ+ b | G) ≤ E(φ ◦ ϑ | G) c.d.

Dado que φ es convexa, es posible hallar sucesiones (ak) y (bk) de números reales tales
que φ(t) = supk≥1(akt+ bk) para todo k ∈ N. En consecuencia,

φ ◦ E(ϑ | G) = sup
k≥1

E(akϑ | G) + bk ≤ E(φ ◦ ϑ) | G), c.d.

como afirma el enunciado.

El objetivo final de esta sección es extender el concepto de esperanza condicional para
variables aleatorias que toman valores en un espacio de Hilbert separable.



152 5. VARIABLES ALEATORIAS EN ESPACIOS DE HILBERT

Teorema 5.36 Sea H = (H, 〈·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert sobre R separable y X : Ω→
H una variable aleatoria que es Bochner-integrable. Entonces, existe una única, salvo en un
evento de probabilidad cero, variable aleatoria ξ : Ω→ H Bochner-integrable tal que:

(a) ξ es G-medible.
(b) Para cada A ∈ G,

B

∫
A

ξ(ω) dP (ω) = B

∫
A

X(ω) dP (ω).

Demostración: Probamos primero la unicidad y luego la existencia.

Unicidad: Supongamos que existen ξ, ξ̃ : Ω→ H variables aleatorias que satisfacen (a)
y (b) y tales que P ({ω ∈ Ω : ξ(ω) 6= ξ̃(ω)}) > 0.

Dado que H es separable, existe {ek : k ∈ N} subconjunto denso. Así, para ω ∈ Ω tal
que ξ(ω)− ξ̃(ω) 6= 0H , existe ej ∈ H r {0H} tal que:∥∥∥ξ(ω)− ξ̃(ω)− ej

∥∥∥
H
<
‖ej‖H

3
.

En consecuencia, P
({
ω ∈ Ω :

∥∥∥ξ(ω)− ξ̃(ω)− ej
∥∥∥
H
<
‖ej‖H

3

})
> 0.

El Teorema de Hahn-Banach asegura que existe ψ : H → R función lineal y continua tal
que ψ(ej) = ‖ej‖H y ‖ψ‖Lc(H,R) = 1. Es inmediato que ψ ◦ ξ y ψ ◦ ξ̃ son variables aleatorias
reales tales que:

|ψ(ξ(ω))| ≤ ‖ψ‖Lc(H,R) ‖ξ(ω)‖H = ‖ξ(ω)‖H ,
|ψ(ξ̃(ω))| ≤ ‖ψ‖Lc(H,R) ‖ξ̃(ω)‖H = ‖ξ̃(ω)‖H .

Es decir, ψ ◦ ξ y ψ ◦ ξ̃ son Lebesgue-integrables. Además, el Teorema 2.33 asegura que
ψ(ξ) = E(ψ(X) | G) = ψ(ξ̃) c.d.

Por otra parte, sea ω ∈ Ω tal que:∥∥∥ξ(ω)− ξ̃(ω)− ej
∥∥∥
H
<
‖ej‖H

3
.

Observa que de la linealidad y continuidad de ψ se tiene que:

ψ(ej)− ψ(ξ(ω)− ξ̃(ω)) ≤ |ψ(ξ(ω)− ξ̃(ω)− ej)| ≤ ‖ψ‖Lc(H,R)

∥∥∥ξ(ω)− ξ̃(ω)− ej
∥∥∥
H
<
‖ej‖H

3

lo que implica que ψ(ξ(ω)− ξ̃(ω)) > 2
3
‖ej‖H y, por tanto,

P

{(
ω ∈ Ω : ψ(ξ(ω)− ξ̃(ω)) >

2

3
‖ej‖H

)}
> 0



5.3. ESPERANZA CONDICIONAL 153

lo cual contradice que ψ(ξ) = ψ(ξ̃) c.d.

En consecuencia, P ({ω ∈ Ω : ξ(ω) 6= ξ̃(ω)}) = 0 lo que significa que ξ = ξ̃ c.d.

Existencia: Dado que X es Bochner-integrable, consideremos los siguientes dos casos.

Caso 1. X es una función P -simple con descripción X =
∑N

j=1 uj1Aj y definamos
ξ : Ω→ H como:

ξ :=
N∑
j=1

ujP (Aj | G)

en donde P (Aj | G) = E(1Aj | G) : Ω → R es G-medible pues 1Aj : Ω → R es Lebesgue-
integrable para todo j = 1, . . . , N (ver Teorema 5.33). Observa que, la Proposición 5.35
implica que:

E (‖ξ‖H) ≤
N∑
j=1

E (‖uj‖H |P (Aj | G)|) ≤
N∑
j=1

‖uj‖H |P (Aj)| ≤ E(‖X‖H) <∞. (5.6)

El teorema de integrabilidad de Lebesgue-Bochner asegura que ξ : Ω → H es Bochner-
integrable. Además, se tiene que:

B

∫
Ω

ξ(ω) dP (ω) =
N∑
j=1

uj E(P (Aj | G)) =
N∑
j=1

uj E(Aj) =
N∑
j=1

uj P (Aj) = B

∫
Ω

X(ω) dP (ω)

lo que implica que:

B

∫
A

ξ(ω) dP (ω) = B

∫
A

X(ω) dP (ω) ∀A ∈ G.

Caso 2. Consideremos (Xk) una sucesión de funciones P -simples tales que Xk → X
c.d. y tales que B

∫
Ω
X(ω) dP (ω) = ĺımk→∞B

∫
Ω
Xk(ω) dP (Ω)

Del caso anterior afirmamos que para cada k ∈ N existe ξk : Ω → H tal que ξk es
Bochner-integrable y

B

∫
Ω

ξk(ω) dP (ω) = B

∫
Ω

Xk(ω) dP (ω).

De (5.6) sigue que:

E(‖ξk − ξj‖H) ≤ E(‖Xk −Xj‖H) ∀, k, j ∈ N.

En consecuencia, (ξk) es de Cauchy en L1(Ω;H) por lo que existe ξ ∈ L1(Ω;H) tal que
ξk → ξ en L1(Ω;H). El teorema de Riesz-Weyl asegura que existe una subsucesión (ξkj) de
(ξk) tal que ξkj → ξ c.d. Dado que

E(‖ξkj − ξk`‖H) ≤ E(‖Xkj −Xk`‖H) ∀j, ` ∈ N
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tomando el límite cunado `→∞ obtenemos que:

E(‖ξkj − ξ‖H) ≤ E(‖Xkj −X‖H)→ 0.

En consecuencia, ξ es Bochner-integrable y por lo tanto:

B

∫
Ω

ξ(ω) dP (ω) = ĺım
j→∞

B

∫
Ω

ξkj(ω) dP (ω).

De este modo, para cualquier A ∈ G se tiene que:

B

∫
A

X(ω) dP (ω) = ĺım
j→∞

B

∫
A

Xkj(ω) dP (ω) = ĺım
j→∞

B

∫
A

ξkj(ω) dP (ω) = B

∫
A

ξ(ω) dP (ω)

lo que prueba el resultado.

El teorema anterior motiva la siguiente definición.

Definición 5.37 (Esperanza condicional) Sea X : Ω → H una variable aleatoria
Bochner-integrable y sea G una sub σ-álgebra de F . La esperanza condicional de X
dada G es la única c.d. variable aleatoria denotada por E(X | G) : Ω → H que cumples las
siguientes tres propiedades:

(i) E(X | G) es G-medible.
(ii) E(X | G) es Bochner-integrable
(iii) Para cualquier evento A en G

B

∫
A

X dP = B

∫
A

E(X | G) dP. (5.7)

Una construcción usual de la esperanza condicional en la bibliografía es la siguiente:
Definamos J : L1(Ω)→ L1(Ω) como:

J(ϑ) := E(ϑ | G).

El Teorema 5.33 asegura que J está bien definida. Luego, de la Proposición 5.34 se sigue
que J es una función lineal y positiva. Observa que por la desigualdad de Jensen condicional
|E(ϑ | G)| ≤ E(|ϑ| | G) para todo ϑ ∈ L1(Ω). Por tanto, usando el Teorema 5.33 obtenemos:

‖J(ϑ)‖L1(Ω) ≤ ‖ϑ‖L1(Ω) ∀ϑ ∈ L1(Ω),

lo que implica que J es continua.

La Proposición 2.40 asegura que la función (J ⊗ idH) : L1(Ω) ⊗ H → L1(Ω) ⊗ H se
extiende a una única función lineal y continua ˜J ⊗ idH : L1(Ω;H) → L1(Ω;H). Resulta
pues que ˜J ⊗ idH es la esperanza condicional con respecto de la σ-álgebra G definida para
variables aleatorias H-valuadas que son Bochner-integrables.

Terminamos esta sección con algunas propiedades importantes de la esperanza condicio-
nal.
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Proposición 5.38 Sean X, Y : Ω→ H variables aleatorias Bochner-integrables. Entonces:

(a) E(E(X | G)) = E(X)

(b) E(aX + bY | G) = aE(X | G) + bE(Y | G) c.d.
(c) Si X es G-medible, entonces X = E(X | G) c.d.
(d) Si H ⊂ G es una sub σ-álgebra entonces E((E(X | G)) |H) = E(X |H) c.d.
(e) Si X es independiente de G, es decir, X es independiente de 1A para cada A ∈ G,

entonces E(X | G) = E(X).

Demostración: (a) Es inmediato del inciso (b) del Teorema 5.36 para A = Ω en G.
(b) La demostración es similar a la dada en el inciso (c) de la Proposición 5.33 conside-

rando la linealidad de la integral de Bochner (ver Teorema 2.30).

(c) Si X es G-medible, entonces X satisface las propiedades de la Definición 5.36. De la
unicidad se sigue que X = E(X | G) c.d.

(d) Es inmediato que E((E(X | G)) |H) esH-medible y Bochner-integrable. Además, para
cada B ∈ H ⊂ G se tiene que:

B

∫
B

E((E(X | G)) |H) dP = B

∫
B

E(X | G) dP = B

∫
B

X dP.

De la unicidad se sigue que E((E(X | G)) |H) = E(X |H) c.d.

(e) Sea A ∈ G. Aplicando la Proposición 5.27 se tiene que:

B

∫
A

X dP = E(1A ·X) = E(1A) · E(X) = B

∫
A

E(X) dP

lo que prueba el resultado.

Proposición 5.39 Sea p ∈ [1,∞) y X una variable aleatoria H-valuada tal que X ∈
Lp(Ω;H). Entonces, ‖E(X | G)‖pH ≤ E(‖X‖pH | G) c.d. En particular, E(X | G) ∈ Lp(Ω;H) y
se tiene que:

‖E(X | G)‖Lp(Ω;H) ≤ ‖X‖Lp(Ω;H).

Demostración: Dado que X ∈ Lp(Ω;H) entonces ‖X‖H ∈ Lp(Ω) y el Teorema ?? implica
que ‖X‖H ∈ L1(Ω). Por tanto, X ∈ L1(Ω;H) y la esperanza condicional con respecto de la
σ-álgebra G para la variable aleatoria X existe.

Aplicando la desigualdad de Jensen condicional a la función convexa φ(x) = |x|p obtene-
mos que ‖E(X | G)‖pH ≤ E(‖X‖pH | G) c.d. y esto implica además que E(X | G) ∈ Lp(Ω;H).
Más aún, ∫

Ω

‖E(X | G)‖pH dP ≤
∫

Ω

E(‖X‖pH | G) dP =

∫
Ω

‖X‖pH dP
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lo que prueba el teorema.

Con el fin de simplificar algunas pruebas y resultados usaremos la siguiente notación que
es clásica en la bibliografía.

Notación 5.40 Sea X : Ω→ H una variable aleatoria Bochner-integrable.

(i) Si C es una colección de subconjuntos de Ω entonces S(C) denota a la σ-álgebra gene-
rada por C. En este contexto, denotamos E(X | C) := E(X | S(C)).

(ii) Si Y : Ω→ H es una variable aleatoria, entonces σ(Y ) denota a la σ-álgebra {Y −1(B) :
B ∈ B(H)} que es la σ-álgebra más pequeña que hace Borel-medible a Y . Denotamos
E(X |Y ) := E(X |σ(Y )).

(iii) Para cada A ∈ F denotamos por P (A | G) := E(1A | G) para cualquier G sub σ-álgebra
de F .

5.4. Variables aleatorias Gaussianas

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y seanH = (H, 〈·〉H , ‖·‖H) yK = (K, 〈·〉K , ‖·‖K)
espacios de Hilbert separables sobre R.

Definición 5.41 Un espacio de Hilbert Gaussiano es un espacio de Hilbert H separable
con una medida de probabilidad Gaussiana µ = Nm,Q : B(H) → R dada. Lo denotaremos
por (H,µ).

Definición 5.42 Una variable aleatoria X H-valuada se llama variable aleatoria Gaus-
siana si su distribución es una medida Gaussiana.

Si X]P es una medida Gaussiana con media m y covarianza Q entonces decimos que X
es una variable aleatoria Gaussiana Nm,Q.

Sea X : Ω → H una variable aleatoria. Observemos que, X]P es una medida Gaussiana
Nm,Q si y sólo si:

X̂]P (h) = exp{i〈m,h〉H} exp{−1
2
〈Q(h), h〉H} ∀h ∈ H.

Del teorema de cambio de variable (ver Teorema 5.8) se sigue que:

X̂]P (h) =

∫
H

exp{i〈h, u〉H} dX]P (u) =

∫
Ω

exp{i〈h,X(ω)〉H} dP (ω) ∀h ∈ H.

Por tanto, X]P es una medida Gaussiana Nm,Q si y sólo si:

X̂]P (h) =

∫
Ω

exp{i〈h,X(ω)〉H} dP (ω) = exp{i〈m,h〉H} exp{−1
2
〈Q(h), h〉H} ∀h ∈ H.

Veamos un ejemplo.
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Proposición 5.43 Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, X : Ω → H una variable
aleatoria Gaussiana Nm,Q y sea u ∈ H arbitrario pero fijo. Definamos la función R : Ω→ R
como:

R(ω) := 〈X(ω), u〉H . (5.8)

Entonces, R es una variable aleatoria Gaussiana N〈m,u〉H 〈Q(u),u〉H .

Demostración: Es inmediato que R es una variable aleatoria pues R(ω) = (〈·, u〉H ◦X) (ω)
para cada ω ∈ Ω y el producto escalar es una función Borel-medible pues es una función
continua (ver Proposición 1.6).

Por otra parte, para cada x ∈ R se tiene que:

R̂]P (x) =

∫
R

exp{ixy} dR]P (y).

El teorema de cambio de variable (ver Teorema 5.9) asegura que para cada x ∈ R∫
R

exp{ixy} dR]P (y) =

∫
Ω

exp{ixR(ω)} dP (ω)

=

∫
Ω

exp{ix〈X(ω), u〉H} dP (ω)

=

∫
Ω

exp{i〈X(ω), xu〉H} dP (ω).

Dado que X : Ω → H es una variable aleatoria Gaussiana entonces para cada x ∈ R se
tiene que:

X̂]P (xu) =

∫
Ω

exp{i〈X(ω), xu〉H} dP (ω) = exp{i〈m,xu〉H} exp{−1

2
〈Q(xu), xu〉H}.

En consecuencia,

R̂]P (x) = exp{ix〈m,u〉H} exp{−1
2
x2〈Q(u), u〉H} ∀x ∈ R

lo que implica que R es una variable aleatoria Gaussiana N〈m,u〉H 〈Q(u),u〉H .

Proposición 5.44 Sea Xj : Ω → R una variable aleatoria Gaussiana Nmj ,λj para ca-
da j = 1, . . . , N y supongamos que X1, . . . , XN son independientes. Entonces, X :=
(X1, . . . , XN) : Ω → RN es una variable aleatoria Gaussiana con media (m1, . . . ,mN) y
covarianza diag(λ1, . . . , λN).
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Demostración: Dado que Xj es una variable aleatoria Gaussiana Nmj ,λj para cada j =
1, . . . , N , entonces

X̂j(x) = X̂j]P (x) = exp{i xmj} exp{−1
2
xλj} ∀ x ∈ R, ∀ j = 1, . . . , N.

Como X1, . . . , XN son independientes, aplicando la Proposición 5.25 y lo anterior obte-
nemos que:

X̂(x1, . . . , xN) =
N∏
j=1

X̂j(xj) =
N∏
j=1

exp{i xjmj}
N∏
j=1

exp{−1
2
xj λj}

= exp

{
i
N∑
j=1

xjmj

}
exp

{
i
N∑
j=1

xj λj

}

para cualesquiera (x1, . . . , xN) ∈ RN .
Por lo tanto,

X̂]P (x1, . . . , xN) =

∫
Ω

exp

{
i
N∑
j=1

xj Xj(ω)

}
dP (ω)

= X̂(x1, . . . , xN)

= exp

{
i
N∑
j=1

xjmj

}
exp

{
i
N∑
j=1

xj λj

}

para cualesquiera (x1, . . . , xN) ∈ RN . Esto concluye la demostración.

Definición 5.45 Sea L : H → K una función lineal y continua. Consideremos b ∈ K
arbitrario pero fijo y definamos la función T : H → K como:

T (u) := L(u) + b. (5.9)

La función T se llama una transformación afín de H en K.

Notemos que toda función lineal y continua es una transformación afín pues L(u) =
L(u) + 0K para todo u ∈ H. A continuación, demostraremos que toda transformación afín
de H en K es una variable aleatoria Gaussiana.

Proposición 5.46 Sean H = (H,µ) un espacio de Hilbert Gaussiano, L : H → K una
función lineal y continua y b ∈ K arbitrario pero fijo. Entonces, la transformación afín
T (u) := L(u) + b es una variable aleatoria Gaussiana K-valuada con NL(m)+b,L◦Q◦L∗.



5.4. VARIABLES ALEATORIAS GAUSSIANAS 159

Demostración: Es inmediato que T es una variable aleatoria pues es una función continua.

Por otro lado, por el teorema de cambio de variable (ver Teorema 5.9) se tiene que:

T̂]µ(k) =

∫
K

exp {i〈k, v〉K} dT]µ(v) =

∫
H

exp {i〈k, T (u)〉K} dµ(u)

=

∫
H

exp {i〈k, L(u) + b〉K} dµ(u) =

∫
H

exp {i〈k, L(u)〉K + i〈k, b〉K} dµ(u)

= exp {i〈k, b〉K}
∫
H

exp {i〈k, L(u)〉K} dµ(u)

= exp {i〈k, b〉K}
∫
H

exp {i〈L∗(k), u〉H} dµ(u)

= exp {i〈k, b〉K} µ̂(L∗(k))

= exp {i〈k, b〉K} exp{i〈m,L∗(k)〉H} exp{−1
2
〈Q(L∗(k)), L∗(k)〉H}

= exp {i〈k, b〉K} exp{i〈L(m), k〉K} exp{−1
2
〈L(Q(L∗(k))), k〉K}

= exp {i〈L(m) + b, k〉K} exp{−1
2
〈L(Q(L∗(k))), k〉K} ∀ k ∈ K.

En consecuencia, T]µ es una medida Gaussiana con media L(m)+b y covarianza L◦Q◦L∗
como afirma el enunciado.

Corolario 5.47 Sea µ = NQ una medida Gaussiana en H y sean u1, . . . , uN ∈ H. Defina-
mos la función A : H → RN como sigue:

A(u) := (〈u, u1〉H , . . . , 〈u, uN〉H) . (5.10)

Entonces, A es una variable aleatoria Gaussiana RN -valuada NQA con

(QA)ij = 〈Q(zi), zj〉H , i, j = 1, . . . , N.

Demostración: Es inmediato que A es una función lineal. Observemos que, para cada
u ∈ H, se tiene que:

‖A(u)‖2
2 =

N∑
j=1

|〈u, uj〉H |2 ≤ ‖u‖2
H ‖

N∑
j=1

‖uj‖2
H

lo que implica que A es una función continua.

Sean u ∈ H y x = (x1, . . . , xN) ∈ RN , entonces:

〈A(u), x〉RN = 〈u, u1〉H x1 + . . .+ 〈u, uN〉H xN
= 〈u, u1x1〉H + . . .+ 〈u, uNxN〉H
= 〈u, u1x1 + . . .+ uNxN〉H .
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Por tanto, el operador transpuesto A∗ : RN → H de A está dado por:

A∗(x) =
N∑
j=1

uj xN ∀x = (x1, . . . , xN) ∈ RN .

En consecuencia,

A(Q(A∗(x))) = A

(
N∑
j=1

xj Q(uj)

)
=

N∑
j=1

xj (〈Q(zj), z1〉H , . . . , 〈Q(zj), zN〉H)

y el resultado se sigue de la Proposición 5.46.

El siguiente resultado establece que el límite en media 2 (o media cuadrática) de una
sucesión de variables aleatorias Gaussianas es una variable aleatoria Gaussiana.

Notemos primero lo siguiente: Sea (Xk) una sucesión de variables aleatorias H-valuadas
tales que Xk → X en L2(Ω;H). Entonces ‖Xk −X‖H ∈ L2(Ω) y, por tanto, ‖Xk −X‖H ∈
L1(Ω) y se cumple que:∫

Ω

‖Xk(ω)−X(ω)‖H dP (ω) ≤
(∫

Ω

‖Xk(ω)−X(ω)‖2
H dP (ω)

)1/2

∀ k ∈ N.

En consecuencia, Xk → X en L1(Ω;H)

Teorema 5.48 Sea (Xk) una sucesión de variables aleatorias H-valuadas tales que Xk es
Gaussiana Nmk,Qk para todo k ∈ N. Si Xk → X en L2(Ω;H), Xk → X c.d. (e incluso
solamente una subuscesión), m es la media y Q ∈ L+

1 (H) es la covarianza de la distribución
de X, entonces:

(i) ĺımk→∞〈mk, u〉H = 〈m,u〉H para todo u ∈ H.
(ii) ĺımk→∞〈Qk(u), u〉H = 〈Q(u), u〉H para todo u ∈ H.
(iii) X es una variable aleatoria Gaussiana Nm,Q.

Demostración: Fijemos u ∈ H. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Proposición
1.4) se sigue que:

|〈Xk(ω), u〉H − 〈X(ω), u〉H | ≤ |〈Xk(ω)−X(ω), u〉H | ≤ ‖Xk(ω)−X(ω)‖H‖u‖H .

En consecuencia, 〈Xk(ω), u〉H → 〈X(ω), u〉H c.d. De la observación anterior se tiene que
〈Xk(ω), u〉H ∈ L1(Ω) para todo k ∈ N. Aplicando el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue concluimos que:

ĺım
k→∞

∫
Ω

〈Xk(ω), u〉H dP (ω) =

∫
Ω

〈X(ω), u〉H dP (ω).
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(i) y (ii) Sea u ∈ H. De la Definición 4.6 y el teorema de cambio de variable se tiene que:

ĺım
k→∞
〈mk, u〉H = ĺım

k→∞

∫
H

〈v, u〉H dXk,]P (v) = ĺım
k→∞

∫
Ω

〈Xk(ω), u〉H dP (ω)

=

∫
Ω

〈X(ω), u〉H dP (ω)

=

∫
H

〈v, u〉H dX]P (v)

= 〈m,u〉H .

Del mismo modo, la Definición 4.3 y el teorema de cambio de variable implican que:

ĺım
k→∞
〈Qk(u), u〉H = ĺım

k→∞

∫
H

〈u, v −mk〉H〈u, v −mk〉H dXk,]P (v)

= ĺım
k→∞

∫
Ω

〈u,Xk(ω)−mk〉H〈u,Xk(ω)−mk〉H dP (ω)

=

∫
Ω

〈u,X(ω)−m〉H〈u,X(ω)−m〉H dP (ω)

=

∫
H

〈u, v −m〉H〈u, v −m〉H dX]P (v)

= 〈Q(u), u〉H .

(iii) Aplicando los incisos anteriores, el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
la continuidad de exp{ix} : R→ C y del producto escalar obtenemos que:∫

H

exp{i〈h, u〉H} dX]P (u) =

∫
Ω

exp{i〈h,X(ω)〉H} dP (ω)

= ĺım
k→∞

∫
Ω

exp{i〈h,Xk(ω)〉H} dP (ω)

= ĺım
k→∞

exp {i〈mk, h〉H} exp
{
−1

2
〈Qk(h), h〉H

}
= exp {i〈m,h〉H} exp

{
−1

2
〈Q(h), h〉H

}
.

En consecuencia, X es Gaussiana y X]P = Nm,Q.

Un resultado bien conocido es el siguiente.

Proposición 5.49 Sea Xj : Ω → H una variable aleatoria H-valuada Gaussiana Nmj ,Qj

para j = 1, . . . , N . Si X1, . . . , XN son independientes, entonces S :=
∑N

j=1 Xj : Ω → H es
una variable H-valuada Gaussiana con media m :=

∑N
j=1mj y covarianza Q :=

∑N
j=1Qj.



162 5. VARIABLES ALEATORIAS EN ESPACIOS DE HILBERT

Demostración: Para h ∈ H dada, se sigue del teorema de cambio de variable y la Propo-
sición 5.27 que:

Ŝ(h) =

∫
H

exp {i〈h, u〉H} dS]P (u)

=

∫
Ω

exp {i〈h, S(ω)〉H} dP (ω)

=

∫
Ω

exp

i
〈
h,

N∑
j=1

Xj(ω)

〉
H

 dP (ω)

=
N∏
j=1

∫
Ω

exp {i〈h,Xj(ω)〉H} dP (ω)

=
N∏
j=1

∫
H

exp {i〈h, u〉H} dXj,]P (u)

=
N∏
j=1

exp {i〈mj, h〉H} exp
{
−1

2
〈Qj(h), h〉H

}
= exp

i
〈

N∑
j=1

mj, h

〉
H

 exp

−1
2

〈
N∑
j=1

Qj(h), h

〉
H


= exp {i〈m,h〉H} exp

{
−1

2
〈Q(h), h〉H

}
.

En consecuencia, S]P = Nm,Q como afirma el enunciado.

Sea X : Ω→ H es una variable aleatoria H-valuada y supongamos X es Gaussiana NQ.
Definamos la variable aleatoria −X : Ω → H como (−X)(ω) = −X(ω). Observa que, del
teorema de cambio de variable se tiene:

−̂X(h) =

∫
H

exp{i〈h, u〉H} d −X]P (u) =

∫
Ω

exp{i〈h,−X(ω)〉H} dP (ω)

=

∫
Ω

exp{−i〈h,X(ω)〉H} dP (ω)

=

∫
H

exp{−i〈h, u〉H} dX]P (u)

=

∫
H

exp{i〈h,−u〉H} dX]P (−u)

= X̂(h).

En consecuencia, X es simétrica.

Probamos a continuación que la composición de una variable aleatoria Gaussiana con un
función lineal y continua es una variable aleatoria Gaussiana.
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Proposición 5.50 Sea X : Ω → H una variable aleatoria H-valuada y L : H → K una
función lineal y continua. Si X es una variable aleatoria Gaussiana Nm,Q entonces L ◦X :
Ω→ K es una variable aleatoria K-valuada y Gaussiana NL(m),L◦Q◦L∗.

Demostración: Es claro que L◦X es una variable aleatoria por ser composición de variables
aleatorias. Del teorema de cambio de variable se tiene que:

L̂ ◦X(z) =

∫
K

exp{〈z, v〉K} d(L ◦X)]P (v) =

∫
Ω

exp{〈z, L(X(ω))〉K} dP (ω)

=

∫
Ω

exp{〈L∗(z), X(ω)〉H} dP (ω)

=

∫
Ω

exp{〈L∗(z), u〉H} dX]P (u)

= exp {〈m,L∗(z)〉H} exp
{
−1

2
〈Q(L∗(z)), L∗(z)〉H

}
= exp {〈L(m), z〉K} exp

{
−1

2
〈L(Q(L∗(z))), z〉K

}
como afirma el enunciado.

5.4.1. Variables aleatorias lineales en un espacio de Hilbert

Sean H = (H, 〈·〉, ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert sobre R separable y µ = NQ una medida
Gaussiana definida en H.

Para cada w ∈ H consideremos la función Tw : H → R dada por:

Tw(u) := 〈w, u〉.

Es claro que Tw ∈ Lc(H,R). La Proposición 5.43 asegura que Tw es una variable aleatoria
Gaussiana N〈Q(w),w〉.

Por lo tanto:

T̂w(x) = exp{−1
2
x2 〈Q(w), w〉} ∀x ∈ R. (5.11)

Del mismo modo, para w1, . . . , wN ∈ H dados, el Corolario 5.47 asegura que la función:

Tw1,...,wN (u) := (Tw1(u), . . . , TwN (u))

es una variable aleatoria Gaussiana RN -valuada con media 0RN y covarianza tal que:

(Qw1,...,wN )j,k = 〈Q(wj), wk〉, ∀ j, k = 1, . . . , N.
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Es decir,

(Qw1,...,wN ) =


〈Q(w1), w1〉 〈Q(w1), w2〉 . . . 〈Q(w1), wN〉
〈Q(w2), w1〉 〈Q(w2), w2〉 . . . 〈Q(w2), wN〉

...
... . . . ...

〈Q(wN), w1〉 〈Q(wN), w2〉 . . . 〈Q(wN), wN〉

 .

Así pues, para cualquier x̄ = (x1, . . . , xN) ∈ RN se tiene que:

(Qw1,...,wN )(x̄) =


〈Q(w1), w1〉 〈Q(w1), w2〉 . . . 〈Q(w1), wN〉
〈Q(w2), w1〉 〈Q(w2), w2〉 . . . 〈Q(w2), wN〉

...
... . . . ...

〈Q(wN), w1〉 〈Q(wN), w2〉 . . . 〈Q(wN), wN〉




x1

x2
...
xN



=


〈Q(w1), w1〉x1 + 〈Q(w1), w2〉x2 + . . .+ 〈Q(w1), wN〉xN
〈Q(w2), w1〉x1 + 〈Q(w2), w2〉x2 + . . .+ 〈Q(w2), wN〉xN

...
〈Q(wN), w1〉x1 + 〈Q(wN), w2〉x2 + . . .+ 〈Q(wN), wN〉xN

 .

Por lo tanto, para cualquier x̄ = (x1, . . . , xN) ∈ RN tenemos que:

̂Tw1,...,wN (x̄) = exp
{
−1

2
〈Qw1,...,wN (x̄), x̄〉RN

}
= exp

{
−1

2

N∑
j=1

N∑
k=1

〈Q(wj), wk〉xk xj

}
.

De las observaciones anteriores podemos concluir el siguiente resultado.

Proposición 5.51 Sean w1, . . . , wN ∈ H dados. Entonces, Tw1 , . . . , TwN son independientes
si y sólo si la matriz (Qw1,...,wN ) es diagonal, es decir, si y sólo si

〈Q(wj), wk〉 = 0, ∀ j, k = 1, . . . , N con j 6= k.

Demostración: ⇒) : Supongamos que Tw1 , . . . , TwN son independientes.

La Proposición 5.25 asegura que:

̂Tw1,...,wN (x̄) =
N∏
j=1

T̂wj(xj) =
N∏
j=1

exp
{
−1

2
x2
j 〈Q(wj), wj〉

}
= exp

{
−1

2

N∑
j=1

x2
j 〈Q(wj), wj〉

}
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para cualquier x̄ = (x1, . . . , xN) ∈ RN .
Por otra parte,

̂Tw1,...,wN (x̄) = exp

{
−1

2

N∑
j=1

N∑
k=1

〈Q(wj), wk〉xk xj

}

para cualquier x̄ = (x1, . . . , xN) ∈ RN de donde concluimos que:

〈Q(wj), wk〉 = 0, ∀ j, k = 1, . . . , N con j 6= k.

⇐) : Supongamos que:

〈Q(wj), wk〉 = 0, ∀ j, k = 1, . . . , N con j 6= k.

Entonces:

̂Tw1,...,wN (x̄) = exp

{
−1

2

N∑
j=1

N∑
k=1

〈Q(wj), wk〉xk xj

}

= exp

{
−1

2

N∑
j=1

x2
j 〈Q(wj), wj〉

}

=
N∏
j=1

T̂wj(xj).

La Proposición 5.25 implica que Tw1 , . . . , TwN son independientes y esto concluye la de-
mostración.

Ejemplo 5.52 Sea µ = NQ una medida Gaussiana en H y sea B = {ek : k ∈ N} una base
de vectores propios de Q. Definamos la sucesión de variables aleatorias Xk : H → R como
Xk(u) := 〈u, ek〉. De la Proposición 5.51 se sigue que (Xk) es independiente.

5.5. El teorema de Fernique

El objetivo de esta sección es extender a espacios de Hilbert de dimensión infinita resul-
tado usual en teoría de la probabilidad clásica sobre el hecho de que una variable aleatoria
Gaussiana tiene colas exponenciales. Este resultado fue probado en 1970 por el matemático
Xavier Fernique. Para demostrar el teorema de Fernique requerimos de los siguientes lemas.

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·〉, ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.
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Lema 5.53 Sean X, Y : Ω → H variables aleatorias H-valuadas. Supongamos que X y
Y son independientes e idénticamente distribuidas variables aleatorias Gaussianas NQ. En-
tonces, las variables aleatorias H-valuadas U := (X + Y )/

√
2 y V := (X − Y )/

√
2 son

independientes y tienen la misma distribución que X y Y .

Demostración: Consideremos µ := X]P = Y]P la distribución de X y Y . Dado que X y
Y son independientes, la Proposición 5.10 asegura que:

Û]P (h) =

∫
H

exp {i〈h, u〉} dU]P (u) =

∫
Ω

exp {i〈h, U(ω)〉} dP (ω)

=

∫
Ω

exp
{

i√
2
〈h,X(ω) + Y (ω)〉

}
dP (ω)

=

∫
Ω

exp
{

i√
2
〈h,X(ω)〉

}
exp

{
i√
2
〈h, Y (ω)〉

}
dP (ω)

=

(∫
Ω

exp
{

i√
2
〈h,X(ω)〉

}
dP (ω)

)(∫
Ω

exp
{

i√
2
〈h, Y (ω)〉

}
dP (ω)

)
=

(∫
H

exp
{

i√
2
〈h, u〉

}
dµ(u)

)(∫
H

exp
{

i√
2
〈h, u〉

}
dµ(u)

)
= µ̂

(
h√
2

)
µ̂
(

h√
2

)
= exp

{
−1

4
〈Q(h), h〉

}
exp

{
−1

4
〈Q(h), h〉

}
= exp

{
−1

2
〈Q(h), h〉

}
.

En consecuencia, U es una variable aleatoria Gaussiana NQ. De manera análoga se prueba
que V es Gaussiana NQ.

Observemos que:

X̂
(
u+v√

2

)
Ŷ
(
u−v√

2

)
= exp

{
−1

2

〈
Q
(
u+v√

2

)
,
(
u+v√

2

)〉}
exp

{
−1

2

〈
Q
(
u−v√

2

)
,
(
u−v√

2

)〉}
= exp

{
−1

4
〈Q (u) +Q(v), u+ v〉

}
exp

{
−1

4
〈Q (u)−Q(v), u− v〉

}
= exp

{
−2

4
〈Q (u) , v〉

}
exp

{
−2

4
〈Q (v) , v〉

}
= exp

{
−1

2
〈Q (u) , v〉

}
exp

{
−1

2
〈Q (v) , v〉

}
= Û(u)V̂ (v)

para cualesquiera u, v ∈ H.
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De este modo, aplicando la Proposición 5.25 obtenemos que:

(̂U, V )(u, v) =

∫
H2

exp {i〈u, x〉+ i〈v, y〉} d(U, V )]P (x, y)

=

∫
Ω

exp {i〈u, U(ω)〉+ i〈v, V (ω)〉} dP (ω)

=

∫
Ω

exp
{

i√
2
〈u,X(ω) + Y (ω)〉+ i√

2
〈v,X(ω)− Y (ω)〉

}
dP (ω)

=

∫
Ω

exp
{

i√
2
〈u+ v,X(ω)〉+ i√

2
〈u− v, Y (ω)〉

}
dP (ω)

=

∫
Ω

exp
{
i
〈
u+v√

2
, X(ω)

〉
+ i
〈
u−v√

2
, Y (ω)

〉}
dP (ω)

=

∫
H2

exp
{
i
〈
u+v√

2
, x
〉

+ i
〈
u−v√

2
, y
〉}

d(X, Y )]P (x, y)

= (̂X, Y )
(
u+v√

2
, u−v√

2

)
= X̂

(
u+v√

2

)
Ŷ
(
u−v√

2

)
= Û(u)V̂ (v)

lo que implica que U y V son independientes.

Lema 5.54 Sea X : Ω → H una variable aleatoria Gaussiana NQ. Existe una variable
aleatoria H-valuada que es una copia independiente de X.

Demostración: Consideremos el espacio de probabilidad producto (Ω×Ω,F ⊗F , P ⊗P )
y definamos χ(x, y) := X(x) y χ̃(x, y) := X(y). Por simplicidad denotaremos por P 2 a la
medida producto P ⊗ P . Veamos que χ y χ̃ son independientes.

Si Y : Ω × Ω → H2 es el vector aleatorio Y (x, y) := (χ(x, y), χ̃(x, y)) entonces para
cualesquiera B1, B2 ∈ B(H) se tiene que:

Y]P
2(B1 ×B2) = P 2({Y ∈ B1 ×B2}) = P 2({χ ∈ B1} ∩ {χ̃ ∈ B2})

= P 2 ([{X ∈ B1} × Ω] ∩ [Ω× {X ∈ B2}])
= P 2 ([{X ∈ B1} ∩ Ω]× [Ω ∩ {X ∈ B2}])
= P ({X ∈ B1})P ({X ∈ B2}).

Por otra parte,

(χ]P
2 ⊗ χ̃]P 2)(B1 ×B2) = χ]P

2(B1)χ̃]P
2(B2)

= P 2({χ ∈ B1})P 2({χ̃ ∈ B2})
= P 2({X ∈ B1} × Ω)P 2(Ω× {X ∈ B2})
= P ({X ∈ B1})P ({X ∈ B2})
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para cualesquiera B1, B2 ∈ B(H).

El Teorema 4.8 implica que Y]P 2 = χ]P
2 ⊗ χ̃]P 2 y en consecuencia χ y χ̃ son indepen-

dientes por el Teorema 5.24.

Teorema 5.55 (Fernique) Sea X : Ω→ H una variable aleatoria Gaussiana NQ. Enton-
ces, existe una constante γ > 0 tal que:

E
(
exp{γ ‖X‖2

H}
)
<∞.

Demostración: Sea X̃ una copia independiente de X. Fijemos t ≥ s ≥ 0. Del Lema 5.53
se tiene que:

P ({‖X‖H ≤ s}) · P ({‖X̃‖H > t}) = P

({∥∥∥∥∥X − X̃√2

∥∥∥∥∥
H

≤ s

})
· P

({∥∥∥∥∥X + X̃√
2

∥∥∥∥∥
H

> t

})

≤ P

({∣∣∣∣∣‖X‖H − ‖X̃‖H√
2

∣∣∣∣∣ ≤ s

}
∩

{
‖X‖H + ‖X̃‖H√

2
> t

})

≤ P

({
‖X‖H >

t− s√
2

}
∩
{
‖X̃‖H >

t− s√
2

})
= P

({
‖X‖H >

t− s√
2

})
· P
({
‖X̃‖H >

t− s√
2

})
,

pues el conjunto {
(ξ, η) ∈ R2

+ : |ξ − η| ≤
√

2s y ξ + η > t
√

2
}

está contenido en el conjunto{
(ξ, η) ∈ R2

+ : ξ ≥ t− s√
2

y η >
t− s√

2

}
.

Dado que X y X̃ tienen la misma distribución, entonces:

P ({‖X‖H ≤ s}) · P ({‖X̃‖H > t}) ≤ P

({
‖X‖H >

t− s√
2

})2

. (5.12)

Elijamos r > 0 tal que P ({‖X‖H ≤ r}) ≥ 2
3
. Definimos t0 := r y tj := r +

√
2 tj−1 para

cada j ∈ N.

Argumentando por inducción puede probarse que tj := r
√

2
j+1−1√
2−1

para cada j ∈ N ∪ {0}.
En consecuencia, tj ≤ r

√
2
j+4

para cada j ∈ N ∪ {0}.
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Definamos:

αj :=
P ({‖X‖H > tj})
P ({‖X‖H ≤ r})

∀ j ∈ N ∪ {0}. (5.13)

Observa que α0 ≤
(1− 2

3
)

2
3

= 1
2
. De (5.12) con s = r y t = tj+1 obtenemos que:

αj+1 ≤

(
P
({
‖X‖H > r +

√
2tj
})

P ({‖X‖H ≤ r})

)2

= α2
j ∀ j ∈ N ∪ {0}.

En consecuencia, αj ≤ α2j

0 ≤ 2−2j y se sigue que:

P ({‖X‖H > tj}) = αj P ({‖X‖H ≤ r}) ≤ 2−2j

De lo anterior, para γ > 0 se tiene que:

E
(
exp{γ ‖X‖2

H}
)
≤ P ({‖X‖H ≤ t0}) · exp{γt20}

+
∞∑
j=0

P ({tj < ‖X‖H ≤ tj+1}) · exp{γt2j+1}

≤ exp{γr2}+
∞∑
j=0

2−2j exp{γr22j+5}

= exp{γr2}+
∞∑
j=0

exp{2j(− log(2) + γr225)}

en donde esta suma converge si γ > 0 es suficientemente pequeño.

Los detalles sobre una aproximación sobre la constante γ > 0 elegida en el teorema de
Fernique pueden consultarse con más detalle en [21].

5.6. Solución al problema inicial

Iniciamos este capítulo con la siguiente pregunta: Dados Ω = (0, 1), F = B([0, 1]) y P = λ
la medida de Lebesgue en (0, 1) y definiendo X : Ω→ L2(0, 1) como X(ω) = 1(0,ω), ¿cuál es
la probabilidad de que la norma-L2 de X sea menor que 1?

El primer punto a resolver es que X sea una variable aleatoria con valores en el espacio
de Hilbert separable L2(0, 1) pero esto lo afirma el Ejemplo 2.24 de modo que la pregunta
inicial tiene sentido.

La pregunta planteada está considerando que tenemos algunas nociones básicas de teoría
de la probabilidad clásica y para resolverla procedemos de la siguiente forma:
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|
0

|
1

|
ω

X(ω)

−1

0
|
ω

|
1

Figura 5.3: Representación de la variable aleatoria X

Denotaremos por 0 a la clase de la función constante con valor 0 en (0, 1). Así pues,
consideremos la bola abierta unitaria en L2(0, 1)

BL2(0, 1) :=
{
u ∈ L2(0, 1) : ‖u‖L2(0,1) < 1

}
que es claramente un subconjunto en la σ-álgebra B(L2(0, 1)).

Por tanto, la pregunta inicial es equivalente a calcular la probabilidad de que X esté en la
bola abierta unitaria en L2(0, 1) y lo haremos a través de su distribución. Es decir, calcular:

P ({X ∈ BL2(0, 1)}).

Observemos que, para ω ∈ (0, 1) se tiene que
∫

(0,1)
|1(0,ω)|2 dλ = λ(0, ω) = ω < 1 lo cual

implica que {X ∈ BL2(0, 1)} = {ω ∈ (0, 1) : 1(0,ω) ∈ BL2(0, 1)} = (0, 1).

En consecuencia, la probabilidad de que la norma-L2 de X sea menor que 1 es 1.

En realidad podemos generalizar un poco la pregunta considerando BL2(0,1)(0, ε) para
cualquier ε ∈ (0, 1). Deseamos ahora calcular P ({X ∈ BL2(0, ε)}) para ε ∈ (0, 1) dada.
Observemos que esta es, de hecho, la pregunta con la que empezamos este trabajo.

Si ω ∈ (0, 1) es tal que ‖X(ω)‖L2(0,1) < ε entonces
∫

(0,1)
1(0,ω) dλ < ε2 y se sigue directa-

mente que ω < ε2. Es decir, ω ∈ (0, ε2).

Inversamente: Sea ω ∈ (0, ε2). Entonces (
∫

(0,1)
1(0,ω) dλ)1/2 = (λ(0, ω))1/2 = ω1/2 < ε por

lo que X(ω) ∈ BL2(0, ε).

Por lo tanto,
P ({X ∈ BL2(0, ε)}) = P ((0, ε2)) = ε2.

Estas observaciones nos serán de utilidad en el próximo capítulo.



Capítulo 6

Procesos estocásticos en espacios de
Hilbert

Después de que en el capítulo anterior extendimos el concepto de variable aleatoria para
funciones que toman valores en un espacio de Hilbert separable, el siguiente paso, y guardan-
do una estrecha relación con los cursos básicos de probabilidad, es estudiar colecciones de
variables aleatorias que estén parametrizadas por un conjunto I. Estas colecciones reciben
el nombre de procesos estocásticos y tienen una enorme relevancia en análisis e importantes
aplicaciones en la física, la biología, las finanzas y otras disciplinas pues suelen caracterizar
la forma en como evoluciona un fenómeno aleatorio a través del tiempo.

En este capítulo extendemos el concepto de proceso estocástico cuando tenemos una co-
lección de variables aleatorias valuadas en un espacio de Hilbert separable H. Un proceso
estocástico puede entenderse como una función de dos variables X : Ω × I → H lo nos
permitirá dar distintas definiciones que lo caractericen y, sobre todo, a sus trayectorias.

El teorema de la prueba de Kolmogorov garantiza la existencia de un proceso estocástico
H-valuado cuyas trayectorias son funciones α-Hölder continuas y, por tanto, continuas.

En general, las variables aleatorias que conforman a un proceso estocástico suelen estar
relacionadas de distintas formas la cuales les brindan ciertas características. Una de estas
características la desarrollaremos en lo que se conoce como procesos Gaussianos.

Finalizamos con una muy breve introducción de la teoría de martingalas en espacios de
Hilbert pues esta permite, por ejemplo, construir el concepto de integral estocástica de Itô
en espacios de Hilbert (ver [54; 62]).

Este capítulo se desarrolló siguiendo [21], [23], [38], [53], [61], [62] y [87].

171
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6.1. Procesos estocásticos

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definición 6.1 Un proceso estocástico H-valuado es una colección de variables aleato-
rias H-valuadas {Xt : t ∈ I} parametrizada por un conjunto no vacío I.

Lo denotaremos usualmente por X = {Xt : t ∈ I}.

En general, podemos considerar a un proceso estocástico H-valuado como una función de
dos variables

X : I × Ω→ H

tal que a la pareja (t, ω) le asocial el valor en H dado por Xt(ω). Para cada ω ∈ Ω fijo, la
función t 7→ X(·, ω) es llamada una trayectoria o realización del proceso.

Decimos que un proceso estocástico Y H-valuado es una versión de X si

P ({ω ∈ Ω : Yt(ω) 6= Xt(ω)}) = 0 ∀ t ∈ I.

En lo que resta del capítulo consideraremos a I, salvo que se indique lo contrario, un
intervalo en R de la forma [0, T ] para T un número real positivo arbitrario pero fijo o el
intervalo de la forma [0,∞). De este modo, consideraremos al espacio medible (I,B(I)) y a
menos que se indique lo contrario, a λ la medida de Lebesgue en I.

Observa que si X : I ⊗ Ω → H es una función B(I) ⊗ F -medible entonces para cada
t ∈ I fijo, la función Xi : Ω→ H dada por Xt(ω) := X(t, ω) es F -medible y, por tanto, X es
proceso estocástico H-valuado. Sin embargo, no todo proceso estocástico H-valuado es una
función B(I)⊗F -medible.

El objetivo de esta sección, es demostrar que un proceso estocástico H-valuado {Xt :
t ∈ [0, T ]} que cumple una cierta propiedad tiene una versión que es una función B(I)⊗F -
medible. Para ello, requerimos de las siguientes definiciones y resultados.

Definición 6.2 Sea X = {Xt : t ∈ [0, T ]} un proceso estocástico H-valuado. Decimos que
X es estocásticamente continuo en el punto t0 ∈ [0, T ] si, para cada ε > 0 y para cada
δ > 0, existe η > 0 tal que:

P ({‖Xt −Xt0‖H ≥ ε}) ≤ δ ∀ t ∈ [t0 − η, t0 + η] ∩ [0, T ].

Decimos que X es estocásticamente continuo si lo es en todo punto de [0, T ].

Definición 6.3 Sea X = {Xt : t ∈ [0, T ]} un proceso estocástico H-valuado. Decimos que
X es estocásticamente uniformemente continuo en [0, T ] si, para cada ε > 0 y para
cada δ > 0, existe η > 0 tal que:

P ({‖Xt −Xs‖H ≥ ε}) ≤ δ ∀ t, s ∈ [0, T ] tales que |t− s| < η.
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Veamos un ejemplo.

Ejemplo 6.4 Sea Ω = (0, 1), F = B([0, 1]) y P = λ la medida de Lebesgue en (0, 1).
Definamos X : [0, 1]× (0, 1)→ L2(0, 1) como:

X(t, ω) :=


Xt(ω) = 1∅(ω) si t = 0,
Xt(ω) = Y (ω) si t ∈ (0, 1),
Xt(ω) = 1(0,1)(ω) si t = 1,

en donde Y (ω) = 1(0,ω). El Ejemplo 2.24 asegura que Xt es una variable aleatoria L2(0, 1)-
valuada para toda t ∈ [0, 1]. En consecuencia, X es un proceso estocástico L2(0, 1)-valuado.

Podemos entender a este proceso de la siguiente forma:

(0,1)(
0

)
1

|
ω

X0(ω)
−1

0
|
1

(0,1)(
0

)
1

|
ω

Xj(ω)
−1

0
|
ω

|
1

(0,1)(
0

)
1

|
ω

X1(ω)
−1

0
|
1

Figura 6.1: Representación del proceso X

Probaremos que X no es estocásticamente continuo en el punto 0 ∈ [0, 1]. Sea ε0 = δ0 :=
1
2
. Afirmamos que para cualquier η ∈ (0, 1) existe tη ∈ [−η, η] ∩ [0, 1] tal que P ({‖Xtη −
X0‖L2(0,1) ≥ ε0}) > δ0. En efecto, tη := η

2
tiene estas propiedades pues:

P ({‖Xtη −X0‖L2(0,1) ≥ ε0}) = P ({‖Xtη‖L2(0,1) ≥ ε0})
= 1− P ({‖Xtη‖L2(0,1) < ε0})
= 1− ε2

0 > δ0.

En consecuencia, X no es un proceso estocásticamente continuo en [0, 1].
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El siguiente resultado establece una relación entre las definiciones anteriores para un
proceso estocástico H-valuado definido en [0, T ].

Proposición 6.5 Un proceso X = {Xt : Ω → H} estocásticamente continuo en [0, T ] es
estocásticamente uniformemente continuo en [0, T ].

Demostración: Sean ε, δ > 0. Dado que X es estocásticamente continuo en [0, T ] entonces,
para cada r ∈ [0, T ] existe un intervalo abierto no vacío I(r) con centro en r tal que:

P
({
‖Xs −Xr‖H ≥

ε

2

})
≤ δ

2
∀ s ∈ I(r) ∩ [0, T ].

Observa que, para cualesquiera s, t ∈ I(r) ∩ [0, T ], la desigualdad del triángulo de H
implica que: {

‖Xs −Xr‖H <
ε

2

}
∩
{
‖Xr −Xt‖H <

ε

2

}
⊂ {‖Xs −Xt‖H < ε} .

En consecuencia,

P ({‖Xs −Xt‖H ≥ ε}) ≤ P
({
‖Xs −Xr‖H ≥

ε

2

})
+ P

({
‖Xr −Xt‖H ≥

ε

2

})
≤ δ

para cualesquiera s, t ∈ I(r) ∩ [0, T ].

Dado que [0, T ] es compacto en R, existe una cantidad finita r1, . . . , rm ∈ [0, T ] tal que
[0, T ] ⊂ I(r1) ∪ · · · ∪ I(rm) y de lo anterior se deduce fácilmente el resultado.

Teorema 6.6 Sea X = {Xt : Ω→ H : t ∈ [0, T ]} un proceso estocásticamente continuo en
[0, T ]. Entonces existe X̃ : [0, T ] × Ω una función B([0, T ]) ⊗ F-medible tal que X̃ es una
versión de X.

Demostración: Fijemos k ∈ N. Dado que X es estocásticamente uniformemente continuo
en [0, T ] por la Proposición 6.5, entonces es posible construir una partición 0 = tk,0 < tk,1 <
· · · < tk,jk = T tal que para todo t ∈ (tk,`, tk,`+1] se tiene que:

P

({
‖Xtk,` −Xt‖H ≥

1

2k

})
≤ 1

2k
∀ ` = 0, . . . , jk − 1. (6.1)

Definamos X̃k : [0, T ]× Ω→ H como:

X̃k(t, ω) :=

{
X0(ω) si t = 0,
Xtk,`(ω) si t ∈ (tk,`, tk,`+1] y ` ≤ jk − 1.
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Esta función es claramente B([0, T ])⊗F -medible pues puede representarse como:

X̃k(t, ω) = X0(ω) · 1{0}×Ω(t, ω) +

jk−1∑
`=0

Xtk,`(ω) · 1(tk,`,tk,`+1]×Ω(t, ω).

Consideremos A := {(t, ω) ∈ [0, T ] × Ω : (X̃k(t, ω)) converge en H}. Observa que
(X̃k(t, ω)) converge en H si y sólo si (X̃k(t, ω)) es de Cauchy en H si y sólo si, para ca-
da n ∈ N, existe k ∈ N tal que:

‖X̃k(t, ω)− X̃k+p(t, ω)‖H < 1
n

∀ p ≥ 1.

Es decir, A =
⋂∞
n=1

⋃∞
k=1

⋂∞
p=1

{
(t, ω) ∈ [0, T ]× Ω : ‖X̃k(t, ω)− X̃k+p(t, ω)‖H < 1

n

}
y es-

to implica que A ∈ B([0, T ])⊗F .
Definimos, por tanto, X̃ : [0, T ]× Ω→ H como sigue:

X̃(t, ω) :=

{
ĺımk→∞ X̃k(t, ω) si (t, ω) ∈ A,
0 si (t, ω) /∈ A,

la cual es claramente una función B([0, T ])⊗F -medible.

Ahora, fijemos t ∈ [0, T ] y definamos Ek :=
{
ω ∈ Ω : ‖X̃k(t, ω)−X(t, ω)‖H ≥ 1

2k

}
∈

F para cada k ∈ N. De (6.1) se sigue que P (Ek) ≤ 1
2k

para cada k ∈ N y, por tanto,∑∞
k=1 P (Ek) ≤ 1. El Lema de Borel-Cantelli afirma que:

P

(
ĺım sup
k→∞

Ek

)
= 0.

Definimos el conjunto medible Fj como:

Fj :=
∞⋃
k=j

Ek.

Notemos que:

ĺım sup
j→∞

Ej =
∞⋂
j=1

∞⋃
k=j

Ek =
∞⋂
j=1

Fj.

Sea ω ∈ Ωr Fj arbitraria, entonces ω ∈ Ωr Ek para todo k ≥ j y, por tanto,

‖X̃k(t, ω)−X(t, ω)‖H <
1

2k
∀ k ≥ j.

Esto prueba que X̃k(t, ω)−X(t, ω) en ΩrFj y como Ωr ĺım supj→∞Ej =
⋃∞
j=1(ΩrFj)

entonces X̃k(t, ω)−X(t, ω) en Ωr ĺım supj→∞Ej. En consecuencia X̃(t, ω) = X(t, ω) c.d. y
esto concluye la demostración.

Finalicemos esta sección con algunas definiciones importantes.
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Definición 6.7 Sea X = {Xt : t ∈ I} un proceso estocástico H-valuado. Decimos que X
es continuo en media cuadrática en el punto t0 ∈ I si,

ĺım
t→t0

E
(
‖Xt −Xt0‖2

H

)
= 0.

Es decir, si dada ε > 0, existe δ > 0 tal que:

‖Xt −Xt0‖L2(Ω;H) < ε ∀ t ∈ I con |t− t0| < δ.

Decimos que X es continuo en media cuadrática si lo es en todo punto de I.

Definición 6.8 Sea X = {Xt : t ∈ I} un proceso estocástico H-valuado. Decimos que X
es continuo con probabilidad 1 (o simplemente continuo) si, la función Xω : I → H
definida por Xω(t) := X(t, ω) es continua p.c.t. ω ∈ Ω. Es decir, sus trayectorias son
continuas c.d.

Ejemplo 6.9 Sea Ω = (0, 1), F = B([0, 1]) y P = λ la medida de Lebesgue en (0, 1) y
consideremos el proceso estocástico X : [0, 1]× (0, 1)→ L2(0, 1) dado por:

X(t, ω) :=


Xt(ω) = 1∅(ω) si t = 0,
Xt(ω) = Y (ω) si t ∈ (0, 1),
Xt(ω) = 1(0,1)(ω) si t = 1,

en donde Y (ω) = 1(0,ω).

Entonces X no es continuo.

Demostración: Sea ω ∈ Ω arbitraria pero fija y consideremos la función Xω : [0, 1] →
L2(0, 1) definida por Xω(t) := X(t, ω). Afirmamos que Xω no es continua en 0 (de hecho no
lo es también en 1). Sea ε := ω. Afirmamos que para cualquier δ ∈ (0, 1) existe tδ ∈ [0, 1] tal
que |tδ| < δ y ‖Xω(tδ)‖L2(0,1) > ε. En efecto, el punto tδ := δ

2
tiene estas propiedades.

Por tanto, Xω[0, 1]→ L2(0, 1) no es continua para cada ω ∈ (0, 1).

Una representación de las trayectorias de X puede ser la siguiente en donde j ∈ (0, 1):

X(0, ω0)

−1

0
|
1

X(j, ω0)

−1

0
|
ω0

|
1

X(1, ω0)

−1

0
|
1



6.2. PRUEBA DE KOLMOGOROV 177

6.2. Prueba de Kolmogorov

En esta sección demostramos un resultado bastante importante e interesante que garanti-
za, bajo ciertas condiciones, la existencia de versiones continuas para un proceso estocástico.

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definición 6.10 Sea X = (X, d) un espacio métrico y V = (V, ‖ · ‖V ) un espacio normado
real. Sea 0 < α ≤ 1 una constante. Una función φ : X → V es α-Hölder continua si existe
una constante c > 0 tal que

‖φ(x)− φ(y)‖V ≤ c (d(x, y))α ∀x, y ∈ X. (6.2)

Definición 6.11 Sea X = (X, d) un espacio métrico y V = (V, ‖ · ‖V ) un espacio normado
real. Si φ : X → V es una función α-Hölder continua entonces φ es uniformemente continua
y, por tanto, continua.

Demostración: Sea c > 0 una constante que cumple (6.2) para φ. Entonces, dada ε > 0,
para δ := ( ε

c
)1/α > 0 se cumple que:

‖φ(x)− φ(y)‖V < ε si d(x, y) < δ ∀x, y ∈ X.

Por tanto, φ es uniformemente continua.

Definición 6.12 Sea X = {Xt : t ∈ I} un proceso estocástico H-valuado y 0 < αleq1 una
constante. Decimos que X es α-Hölder continuo con probabilidad 1 (o simplemente
α-Hölder continuo) si, la función Xω : I → H definida por Xω(t) := X(t, ω) es α-Hölder
continua p.c.t. ω ∈ Ω. Es decir, sus trayectorias son α-Hölder continuas c.d.

Teorema 6.13 (Prueba de Kolmogorov) Sea X = {Xt : t ∈ [0, T ]} un proceso estocás-
tico H-valuado tal que, existen constantes c > 0, 1 ≥ ε > 0 y δ > 1 tales que para cada
t, s ∈ [0, T ]

E
(
‖Xt −Xs‖δH

)
≤ c |t− s|ε+1. (6.3)

Entonces, existe X̃ una versión de X tal que X̃ es α-Hölder continuo para cada α ∈ (0, ε
δ
).

En particular, X tiene una versión continua.

Demostración: Es posible suponer que T = 1. Sea β > 0. Definamos A := {ω ∈ Ω :
‖Xt(ω)−Xs(ω)‖H ≥ β} ∈ F para cualesquiera s, t ∈ [0, T ]. Dado que δ > 1 entonces:

βδ · 1A ≤ ‖Xt −Xs‖δH · 1A ≤ ‖Xt −Xs‖δH · 1Ω
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y de (6.3) sigue que:

E(βδ · 1A) ≤ E
(
‖Xt −Xs‖δH · 1A

)
≤ E

(
‖Xt −Xs‖δH

)
≤ c |t− s|ε+1.

En consecuencia:

P ({‖Xt −Xs‖H ≥ β}) ≤ 1

βδ
c |t− s|ε+1 (6.4)

para cualesquiera s, t ∈ [0, T ]. Esto prueba que X es estocásticamente uniformemente conti-
nuo en [0, T ].

Sea 0 < γ < ε
δ
. Fijemos k ∈ N. De (6.4) se tiene que para cada j ∈ {1, 2, . . . , 2k}

P
({
‖Xj2−k −X(j−1)2−k‖H ≥ 2−γ k

})
≤ c 2−k(1+ε−γ δ).

Por tanto,

P

({
máx

1≤j≤2k

{
‖Xj2−k −X(j−1)2−k‖H ≥ 2−γ k

}})
≤

2k∑
j=1

P
({
‖Xj2−k −X(j−1)2−k‖H ≥ c 2−γ k

})
≤ c 2−k(ε−γ δ).

Dado que
∑∞

k=1 2−k(ε−γ δ) < ∞, por el lema de Borel-Cantelli, existe un subconjunto
Ω̃ ∈ F y una variable aleatoria Ñ : Ω→ N tal que para cada ω ∈ Ω̃ y k ≥ Ñ(ω)

máx
1≤j≤2k

{
‖Xj2−k −X(j−1)2−k‖H ≥ 2−γ k

}
< 2−γ k. (6.5)

Definamos Dk :=
{

0, 1
2k
, . . . , 2k−1

2k

}
y D := ∪∞k=1Dk. Observa que, para cualquier x ∈ Dk,

existe una única representación de él de la forma:

x =
∑̀
n=1

εn 2−n, donde εn = 0 o εn = 1 k < `. (6.6)

Así pues, sean ` > k ≥ Ñ(ω) y t = j2−`, s = i2−`, 0 ≤ i ≤ j < 2` tales que t− s < 2−k.
De (6.6) se sigue que:

t− s = j2−` − i2−` =
∑̀
n=k+1

εn 2−n, con εn = 0 o εn = 1 n = k + 1, . . . , `. (6.7)
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Por simplicidad, escribimos X(t) := Xt. En consecuencia, de (6.7) y (6.5) se tiene que:

‖X(t)−X(s)‖H ≤
∥∥X ( i

2`

)
−X

(
i

2`
+ ε1

2k+1

)∥∥
H

+
∥∥X ( i

2`
+ ε1

2k+1

)
−X

(
i

2`
+ ε1

2k+1 + ε2
2k+2

)∥∥
H

+ · · ·+
+
∥∥X ( i

2`
+ ε1

2k+1 + · · ·+ ε`−1

2`−1

)
−X

(
i

2`
+ ε1

2k+1 + · · ·+ ε`
2`

)∥∥
H

≤ 2−γ(k+1) + · · ·+ 2−γ`

≤ 2−γ(k+1)(1− 2−γ)−1.

Eligiendo k ∈ N tal que 2−k−1 ≤ t− s ≤ 2−k obtenemos:

‖X(t)−X(s)‖H ≤
(t− s)γ

1− 2−γ
. (6.8)

Por tanto, X(t, ω) con t ∈ D y ω ∈ Ω̃ es una función uniformemente continua en D y
tiene una única extensión continua X̃(t, ω) en [0, T ]. Definimos X̃(t, ω) = 0 para t ∈ [0, T ] y
ω 6∈ Ω̃. La continuidad estocástica implica que el proceso X̃(t, ω) es una versión de X(t, ω)

y la desigualdad (6.8) implica que las trayectorias de X̃ son γ-Hölder continuas como afirma
el enunciado.

6.3. Procesos Gaussianos

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definición 6.14 Sea X = {Xt : t ∈ I} un proceso estocástico H-valuado. Decimos que
X es un proceso Guassiano en H si, dada N ∈ N y t1, . . . , tN ∈ I, la variable aleatoria
HN -valuada (Xt1 , . . . , XtN ) es Gaussiana.

Proposición 6.15 Sea X = {Xt : t ∈ [0,∞)} un proceso Guassiano en H. Supongamos
que E(Xt) = 0H para cada t ≥ 0 y que existen constantes M > 0 y γ ∈ (0, 1] tales que:

E(‖Xt −Xs‖2
H) ≤M |t− s|γ ∀, t, s ∈ [1,∞). (6.9)

Entonces, X tiene una α-Hölder continua versión, para cada α ∈ (0, γ
2
).

Demostración: De (6.9) se sigue que:

E(‖Xt −Xs‖2ε
H ) ≤M ε|t− s|(γε−1)+1 ∀, t, s ∈ [1,∞), ∀0 < ε < 1
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El teorema de la prueba de Kolmogorv (6.13) asegura que existe X̃ una versión de X tal
que X̂ es un proceso αε Hölder continuo con αε < γε−1

2ε
para todo 0 < ε < 1.

En consecuencia, X tiene una versión X̃ que α-Hölder continua para cada α ∈ (0, γ
2
).

Sea ξ : Ω → H una variable aleatoria Gaussiana Nm,Q. Notemos, que por el teorema de
cambio de variable, ∫

Ω

‖ξ‖2
H dP (ω) =

∫
H

‖u‖2
H dξ]P (u) <∞

pues dξ]P es una medida Gaussiana (ver Teorema 4.13). Luego, ‖ξ‖H es Lebesgue-integrable
y, por tanto, ξ es Bochner-integrable. Esta observación nos permite dar la siguiente definición.

La covarianza de ξ se define como el operador Qξ : H → H dado por:

Qξ(u) := E(〈ξ −m,u〉H (ξ −m)) = B

∫
Ω

〈ξ(ω)−m,u〉H (ξ(ω)−m) dP (ω) (6.10)

Esta función es claramente lineal y continua. Observa que, para cualesquiera u, v la función
〈·, v〉H : H → R dada por (〈·, v〉H)(x) = 〈x, v〉H es lineal y continua de modo que por el
Teorema 2.33 tenemos que:

〈Qξ(u), u〉H =

〈
B

∫
Ω

〈ξ(ω)−m,u〉H (ξ(ω)−m) dP (ω), v

〉
H

=

∫
Ω

〈〈ξ(ω)−m,u〉H (ξ(ω)−m), v〉H dP (ω)

=

∫
Ω

〈ξ(ω)−m,u〉H〈ξ(ω)−m, v〉H dP (ω)

=

∫
H

〈w −m,u〉H〈w −m, v〉H dξ]P (w).

La Definición 4.3 asegura que Qξ = Q.

Por otra parte, dado que ξ es Bochner-integrable, siguiendo una idea similar a la anterior
(ver Teorema 2.33), concluimos que:

〈E(ξ), u〉H = E(〈ξ, u〉H) =

∫
Ω

〈ξ(ω), u〉H dP (ω) =

∫
H

〈v, u〉 dξ]P (v).

En consecuencia, E(ξ) = m por la Definición 4.2.

Argumentando como antes, podemos dar la siguiente definición.

Dadas ξ, η : Ω→ H variables aleatorias Gaussianas Nm,Q y Nn,L respectivamente, defini-
mos la correlación de ξ y η como el operador ρ(ξ, η) : H → H dado por:

ρ(ξ, η)(u) := E(〈ξ −m,u〉H (η − n)) = B

∫
Ω

〈ξ(ω)−m,u〉H (η(ω)− n) dP (ω). (6.11)
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Y, ρ(ξ, η) satisface que, para cualesquiera u, v ∈ H

〈ρ(ξ, η)(u), v〉H = 〈E(〈ξ −m,u〉H (η − n)), v〉H
= E(〈ξ −m,u〉H 〈η − n, v〉H)

= E(〈ξ, u〉H 〈η, v〉H)− 〈m,u〉H〈n, v〉H .

Observa, que si ξ y η son independientes entonces E(〈ξ, u〉H)E(〈η, v〉H) (ver Proposición
5.26). Y, en consecuencia 〈ρ(ξ, η)(u), v〉H = 0. El recíproco no es cierto en general ver, por
ejemplo, [87].

Extendemos este razonamiento para procesos estocásticos H-valuados Gaussianos.

Definición 6.16 Sea X = {Xt : t ∈ [0,∞)} un proceso Guassiano en H. Definimos:

(i) Media: mt := E(Xt) para cada t ≥ 0.
(ii) Covarianza: Qt(u) := E(〈Xt − mt, u〉H (Xt − mt)) para cada u ∈ H y para cada

t ≥ 0.
(iii) Correlación: Bt,s(u) := E(〈Xt −mt, u〉H (Xs −ms)) para cada u ∈ H y para cada

t, s ≥ 0.

Definición 6.17 Sea X = {Xt : t ∈ [0,∞)} un proceso estocástico H-valuado. Decimos
que X es estacionario si

E

(
exp

{
i
N∑
j=1

〈Xtj+r, hj〉H

})
= E

(
exp

{
i
N∑
j=1

〈Xtj , hj〉H

})
(6.12)

para cada N ∈ N y para cualesquiera t1, . . . , tN ∈ [0,∞), h1, . . . , hN ∈ H y r ≥ 0.

Es decir, la distribución del vector (Xt1 , . . . , XtN ) es la misma que la del vector
(Xt1+r, . . . , XtN+r) para cualquier valor de r > 0. En particular, la distribución de Xt es
la misma que la de Xt+r para cualquier r > 0.

Proposición 6.18 Sea X = {Xt : t ∈ [0,∞)} un proceso Guassiano en H. Entonces, X
es estacionario si y sólo si

(a) mt+r = mt para cualesquiera t, r ≥ 0.
(b) Bt+r,s+r = Bt,r para cualesquiera t, s, r ≥ 0.

Demostración: Sean N ∈ N, t1, . . . , tN ∈ [0,∞), h1, . . . , hN ∈ H y r ∈ [0,∞). Dado que
X es Gaussiano, entonces (Xt1 , . . . , XtN ) es una variable aleatoria Gaussiana.

Consideremos la función A : HN → RN dada por:

A(u1, . . . , uN) := (〈u1, h1〉H , . . . , 〈uN , hN〉H) .
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Esta función es claramente lineal. Observa que ‖A(u1, . . . , uN)‖2
RN ≤

∑N
j=1 ‖uj‖2

H‖hj‖2
H

para todo (u1, . . . , uN) ∈ H2. En consecuencia, A es continua. La Proposición 5.49 asegura
que:

(〈Xt1 , h1〉H , . . . , 〈XtN , hN〉H)

es una variable aleatoria Gaussiana RN -valuada. De hecho,

E

(
exp

{
i
N∑
j=1

〈Xtj , hj〉H

})
= exp

{
i
N∑
j=1

〈mj, hj〉

}
exp

{
−1

2

N∑
j=1

N∑
k=1

〈Btk,tjhk, hj〉H

}
y el resultado se sigue directamente.

6.4. Filtraciones

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definición 6.19 Sea I = (I,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Una familia {Fi : i ∈
I} de σ-álgebras de subconjuntos de Ω es una filtración si, Fi ⊂ Fj para cada i, j ∈ I tales
que i ≤ j.

Veamos algunos ejemplo, pero antes demos las siguientes definiciones.

Definición 6.20 Sea I = (I,≤) un conjunto parcialmente ordenadoy {Xi : Ω → H : i ∈
I} una familia de variables aleatorias H-valuadas. Sea i ∈ I arbitrario pero fijo. Entonces,
la σ-álgebra generada por {Xj : j ≤ i}, que denotaremos por σ ({Xj : j ≤ i}), es la menor
σ-álgebra de subconjuntos de Ω tal que Xj es medible (con respecto de esta σ-álgebra) para
cada j ≤ i.

Extendemos la noción de independencia para una familia arbitraria de variables aleatorias
y σ-álgebras.

Definición 6.21 Sea I = (I,≤) un conjunto parcialmente ordenado y (Xi) := {Xi : Ω →
H : i ∈ I} una familia de variables aleatorias H-valuadas. Decimos que (Xi) es indepen-
diente si, cualquier colección finita Xi1 , . . . , XiN de (Xi) es independiente.

Del mismo modo, una familia (Gi) := {Gi : i ∈ I} de sub-σ-álgebras de F es indepen-
diente si, cualquier colección finita Gi1 , . . . ,GiN lo es.

Proposición 6.22 Sea I = (I,≤) un conjunto parcialmente ordenado y (Xi) := {Xi : Ω→
H : i ∈ I} una familia de variables aleatorias H-valuadas. Entonces, (Xi) es independiente
si y sólo si la familia de las σ-álgebras generadas por las variables aleatorias, es decir,
{σ(Xi) : i ∈ I} es independiente.
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Demostración: ⇒) : Fijemos N ∈ N. Sean Xi1 , . . . , XiN en (Xi) con in 6= im para cada
n 6= m en {1, . . . , N}.

Sea Am ∈ σ(Xim) para cada m ∈ {1, . . . , N}. Observa que, para cada m ∈ {1, . . . , N},
Am = {ω ∈ Ω : Xim(ω) ∈ Bim} = {Xim ∈ (Bim)} para algún Bim ∈ B(H) (ver 5.39).

En consecuencia,

P

(
N∏
m=1

Aim

)
= P

(
N∏
m=1

{Xim ∈ Bim}

)
=

N∏
m=1

P ({Xim ∈ Bim}) =
N∏
m=1

P (Aim)

lo que demuestra que (σ(Xi)) es independiente.

⇐) : Fijemos N ∈ N. Sean Xi1 , . . . , XiN en (Xi), Bi1 , . . . , BiN subconjuntos en B(H),
con in 6= im para cada n 6= m en {1, . . . , N}. Dado que {Xim ∈ (Bim)} ∈ σ(Xim) para cada
m = 1, . . . , N , la independencia de (σ(Xi)) implica que:

P ({Xi1 ∈ Bi1} ∩ · · · ∩ {XiN ∈ BiN}) =
N∏
m=1

P ({Xim ∈ Bim})

y, por tanto, (Xi) es independiente. Esto demuestra la proposición.

En lo que resta de esta sección, I denotará un conjunto parcialmente ordenado. Si X =
{Xi : i ∈ I} es un proceso estocástico H-valuado y definimos la σ-álgebra

Fi := σ({Xj : j ≤ i}) ∀ i ∈ I

entonces {Fi : i ∈ I} es claramente una filtración y, usualmente es llamada la filtración
canónica del proceso X.

Definición 6.23 Sea X = {Xi : i ∈ I} un proceso estocástico H-valuado. Decimos que
X es adaptado a una filtración {Fi : i ∈ I} si, la variable aleatoria Xi : Ω → F es una
función Fi-medible para cada i ∈ I.

Por ejemplo, X = {Xi : i ∈ I} es siempre adaptado a su filtración canónica.

6.5. Martingalas

Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Esta última sección tiene como objetivo dar un breve introducción del concepto de mar-
tingala para procesos estocásticos H-valuados.
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Definición 6.24 Sean I = (I,≤) un orden parcial, {Xi : i ∈ I} un proceso estocástico H-
valuado y (Fi) := {Fi : i ∈ I} una filtración. Decimos que {Xi : i ∈ I} es una martingala
H-valuada con respecto de la filtración (Fi) si cumple las siguientes tres propiedades:

(MG1) Xi es Bochner-integrable para cada i ∈ I.
(MG2) Es adaptado a la filtración.

(MG3) E(Xj | Fi) = Xi c.d. para cualesquiera i ≤ j en I.

En lo que resta de la sección, I denotará un conjunto parcialmente ordenado. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 6.25 Sea ξ : Ω→ H una variable aleatoria Bochner-integrable fija y (Fi) := {Fi :
i ∈ I} una filtración. Definamos Xi : Ω→ H como:

Xi := E(ξ | Fi).

Entonces, (Xi) = {Xi : i ∈ I} es una martingala H-valuada.

Demostración: El Teorema 5.35 asegura que Xi : Ω → H es una función Fi-medible y
Bochner-integrable para cada i ∈ I. Esto prueba (MG1) y (MG2).

Finalmente, sean i ≤ j. Dado que Fi ⊂ Fj, la Proposición 5.37 implica que:

E(Xj | Fi) = E(E(ξ | Fj) | Fi) = E(ξ | Fi) = Xi c.s.

lo que prueba (MG3).

Por tanto, (Xi) es una martingala H-valuada.

Ejemplo 6.26 Sea (ξk) una sucesión de variables aleatorias H-valuadas e independientes
tales que E(ξk) = 0H para cada k ∈ N y consideremos (Fk) la filtración canónica generada
por (ξk). Definamos Sn :=

∑n
k=1 ξk la sucesión de sumas parciales de (ξk).

Entonces, (Sn) es una martinagala con respecto de la filtración (Fk)

Demostración: Las propiedades (MG1) y (MG2) son inmediatas. Observa que, para cua-
lesquiera n ≤ m, la Proposición 5.37 implica que:

E(Sm | Fn) = E(ξ1 + . . .+ ξm | Fn) = E(Sn | Fn) + E(ξn+1 | Fn) + . . .+ E(ξm | Fn) (6.13)

Como (ξk) es independiente, la Proposición 6.22 asegura que ξj es independiente de Fn
para cada n ≤ j y, por tanto, E(ξj | Fn) = E(ξj) c.s. para cada n ≤ j (ver Proposición 5.37).
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Aplicando nuevamente la Proposición 5.37, en (6.13) concluimos que:

E(Sm | Fn) = E(ξ1 + . . .+ ξm | Fn)

= E(Sn | Fn) +
m∑

j=n+1

E(ξj | Fn)

= E(Sn | Fn) +
m∑

j=n+1

E(ξj)

= E(Sn | Fn) = Sn c.s

pues Sn es claramente Fn-medible. En consecuencia, se satisface (MG3) y esto prueba la
afirmación.

Proposición 6.27 Sean X = {Xi :, i ∈ I} y Y = {Yi : i ∈ I} dos martingalas con respecto
de la misma filtración F = {Fi : i ∈ I}. Entonces, el proceso {αXi + βYi : i ∈ I} es una
martingala con respecto de la filtración F = {Fi : i ∈ I} para cualesquiera α, β ∈ R.

Demostración: Sean α, β ∈ R. Es inmediato que αXi + βYi es una función Fi-medible
para cada i ∈ I. La Proposición 2.30 asegura que αXi+βYi es Bochner-integrable para cada
i ∈ I. Esto prueba (MG1) y (MG2).

Finalmente, sean i ≤ j en I. Se sigue directamente de la Proposición 5.38 que

E(αXj + βYj | Fi) = αE(Xj | Fi) + β E(Yj | Fi) = αXi + β Yi c.d.

lo que prueba (MG3).

Por tanto, {αXi + βYi : i ∈ I} es una martingala H-valuada.

Observemos lo siguiente: Sea X = {Xt : 0 ≤ t ≤ T} un proceso estocástico H-valuado
tal que Xt es Bochner-integrable para cada t ∈ [0, T ] y consideremos una filtración F =
{Ft : 0 ≤ t ≤ T}.

Si X es una martinagala H-valuada con respecto de la filtración F entonces para u ∈ H
arbitraria pero fija definamos ηt : Ω→ R como:

ηt(ω) := 〈Xt(ω), u〉H ∀ t ∈ [0, T ]. (6.14)

Es claro que η = {ηt : 0 ≤ t ≤ T} es un proceso estocástico real adaptado a la filtración
F . Ahora, como Xt es Bochner-integrable, aplicando el Teorema 2.33 se tiene que:

E(ηt) = E (〈Xt, u〉H) = 〈E(Xt), u〉H <∞ ∀ t ∈ [0, T ].

En consecuencia, ηt es Lebesgue-integrable para todo t ∈ [0, T ].
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Finalmente, si 0 ≤ s ≤ t ≤ T entonces:

B

∫
Ω

E(Xt | Fs) dP = B

∫
Ω

Xs dP c.d.

Aplicando nuevamente el Teorema 2.33 se tiene que:∫
Ω

〈E(Xt | Fs), u〉H dP =

〈
B

∫
Ω

E(Xt | Fs) dP, u
〉
H

=

〈
B

∫
Ω

Xs dP, u

〉
H

=

∫
Ω

〈Xs, u〉H dP c.d.

por lo que concluimos que el proceso η = {ηt : 0 ≤ t ≤ T} es una martingala real con
respecto de la filtración F .

Inversamente: Supongamos que {〈Xt, u〉H : 0 ≤ t ≤ T} es una martingala real para todo
u ∈ H con respecto de la filtración F . El Teorema de mensurabilidad de Pettis asegura que
el proceso {Xt : 0 ≤ t ≤ T} es adaptado a la filtración F .

Por otra parte, el Teorema 2.33 implica que, para cualesquiera 0 ≤ s ≤ t ≤ T se tiene
que: 〈

B

∫
Ω

E(Xt | Fs) dP, u
〉
H

=

∫
Ω

〈E(Xt | Fs), u〉H dP

=

∫
Ω

〈Xs, u〉H dP

=

〈
B

∫
Ω

Xs dP, u

〉
H

∀u ∈ H,

por lo que necesariamente:

B

∫
Ω

E(Xt | Fs) dP = B

∫
Ω

Xs dP

y esto prueba que {Xt : 0 ≤ t ≤ T} es una martingala H-valuada.

Definición 6.28 Sean I = (I,≤) un orden parcial, {ηi : i ∈ I} un proceso estocástico real
y (Fi) := {Fi : i ∈ I} una filtración. Decimos que {ηi : i ∈ I} es una submartingala con
respecto de la filtración (Fi) si cumple las siguientes tres propiedades:

(i) ηi es Lebesgue-integrable para cada i ∈ I.
(ii) Es adaptado a la filtración.
(iii) E(ηj | Fi) ≥ ηi c.d. para cualesquiera i ≤ j en I.
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Por otra parte, decimos que {ηi : i ∈ I} es una supermartingala con respecto de la
filtración (Fi) si cumple las siguientes tres propiedades:

(i) ηi es Lebesgue-integrable para cada i ∈ I.
(ii) Es adaptado a la filtración.

(iii) E(ηj | Fi) ≤ ηi c.d. para cualesquiera i ≤ j en I.

Proposición 6.29 Sea X = {Xt : 0 ≤ t ≤ T} una martingala H-valuada con respecto de
una filtración F = {Ft : 0 ≤ t ≤ T}. Entonces, {‖Xt‖H : 0 ≤ t ≤ T} es una submartingala
con respecto de F = {Ft : 0 ≤ t ≤ T}.

Demostración: Para cualesquiera 0 ≤ s ≤ t ≤ T se sigue directamente de la Proposición
5.39 que:

‖Xs‖H = ‖E(Xt | Fs)‖H ≤ E(‖Xt‖H | Fs).

Esta última afirmación junto con la Proposición 2.18 y el criterio de integrabilidad de
Lebesgue-Bochner (ver Teorema 2.31) implican que {‖Xt‖H : 0 ≤ t ≤ T} es una submar-
tingala.

Definición 6.30 Sea X = {Xi : i ∈ I} una martingala H-valuada y p ∈ [1,∞). Decimos
que X es una Lp-martingala si, Xi ∈ Lp(Ω;H) para cada i ∈ I.

Es posible concluir de las Proposiciones 5.39 y 6.29 que si X = {Xt : 0 ≤ t ≤ T} una
Lp-martingala entonces {‖Xt‖pH : 0 ≤ t ≤ T} es una submartingala para todo p ∈ [1,∞).

Fijemos T > 0 número real y F := {Ft : 0 ≤ t ≤ T} una filtración. Denotaremos por
M2

T (H) al conjunto de todas los procesos estocásticos H-valuados {Xt : 0 ≤ t ≤ T} que
son adaptados a F , continuos, L2-martingalas y que satisfacen que X0 = 0H .

La Proposición 6.27 nos permite concluir que el conjuntoM2
T (H) es un espacio vectorial

sobre R. De hecho, probaremos que es un espacio de Banach para lo cual requerimos los
siguientes resultados.

El siguiente teorema, debido a Joseph Doob, establece que el supremo de un colección de
Lp-martingalas está también en Lp.

Teorema 6.31 (Desigualdad maximal de Doob) Sea {X1, . . . , XN} una martingala
H-valuada con respecto de una filtración {F1, . . . ,FN} y definamos X∗N : Ω→ R como:

X∗N := sup
1≤k≤N

‖Xk‖H .

Entonces, se tiene que:
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(a) Para cada γ > 0 se tiene que:

P ({X∗N > γ}) ≤ 1

γ
E(‖XN‖H). (6.15)

(b) Si p ∈ (1,∞) y XN ∈ Lp(Ω;H), entonces X∗N ∈ Lp(Ω) y

‖X∗N‖Lp(Ω) ≤
p

p− 1
‖XN‖Lp(Ω;H) (6.16)

Demostración: (a) Fijemos γ > 0 y definamos τ : Ω → {1, . . . , N} como τ := mı́n{1 ≤
k ≤ N : ‖XK‖H > γ} en donde convenimos mı́n ∅ := N + 1. Así, {X∗N > γ} = {τ ≤ N}.
Observa que en {τ = k} se tiene que ‖Xk‖H > γ y, por tanto,

γ P ({X∗N > γ}) = γ
N∑
k=1

P ({τ = k}) ≤
N∑
k=1

E(1{τ=k} · ‖Xk‖H).

De la desigualdad de Jensen condicional se tiene que:

‖Xk‖H = ‖E(XN | Fk)‖H ≤ E(‖XN‖H | Fk)

por lo que:

γ P ({X∗N > γ}) = γ

N∑
k=1

P ({τ = k}) ≤
N∑
k=1

E(1{τ=k} · ‖Xk‖H)

≤
N∑
k=1

E(1{τ=k} · ‖XN‖H)

= E(1{τ≤N} · ‖XN‖H)

= E(1{X∗N>γ} · ‖XN‖H)

lo que prueba la desigualdad (6.15).

(b) Si ‖X∗N‖Lp(Ω) = 0 el resultado se satisface trivialmente así es que supongamos que
‖X∗N‖Lp(Ω) > 0. Aplicando el inciso anterior, la fórmula de integración por partes (ver 5.12)
y la desigualdad de Hölder obtenemos:
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‖X∗N‖
p
Lp(Ω) =

∫
Ω

|X∗N |p dP =

∫ ∞
0

pγp−1P ({X∗N > γ}) dγ

≤
∫ ∞

0

pγp−2P ({X∗N > γ}) dγ

= E

(
‖XN‖H

∫ X∗N

0

pγp−2 dγ

)
=

p

p− 1
E(‖XN‖H |X∗N |p−1)

≤ p

p− 1
E(‖XN‖pH)E(|X∗N |p)(p−1)/p

=
p

p− 1
‖XN‖Lp(Ω;H) ‖XN‖p−1

Lp(Ω).

Dividendo la desigualdad anterior entre ‖XN‖p−1
Lp(Ω) obtenemos la desigualdad (6.16).

La desigualdad máximal de Doob es válida si la martingala está definido sobre un conjunto
numerable I. Por otra parte, si la martingala es un proceso continuo, la desigualdad máximal
de Doob es válida también cuando I = [0, T ] ⊂ R como enunciamos a continuación:

Si {Xt : 0 ≤ t ≤ T} es una martingala continua H-valuada con respecto de una filtración
{Ft : 0 ≤ t ≤ T} entonces para todo p ∈ [1,∞) se cumple:(

E

(
sup
t∈[0,T ]

‖Xt‖pH

))1/p

≤ p

p− 1
sup
t∈[0,T ]

(E(‖Xt‖pH))1/p . (6.17)

Invitamos al lector a consular, por ejemplo, [62] para los detalles de la prueba.

Para X ∈M2
T (H) denotamos por:

‖X‖M2
T (H) :=

(
E

(
sup
t∈[0,T ]

‖Xt‖2
H

))1/2

. (6.18)

Nota que, como ‖Xt‖2
H es una submartingala real por la Proposición 6.29 entonces apli-

cando la Proposición 5.39 concluimos que:

E(‖Xt‖2
H) ≤ E(‖XT‖2

H) ∀ t ∈ [0, T ].

De la desigualdad máximal de Doob se sigue que:

‖X‖M2
T (H) ≤ 2 sup

t∈[0,T ]

(
E(‖Xt‖2

H)
)1/2 ≤ 2E(‖XT‖2

H)1/2

y, por tanto, ‖X‖M2
T (H) ∈ R. De hecho, lo anterior implica que ‖ · ‖M2

T (H) es una norma pues
probamos que supt∈[0,T ] ‖Xt‖H ∈ L2(Ω).
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Teorema 6.32 El espacio (M2
T (H), ‖ · ‖M2

T (H)) es de Banach.

Demostración: Sea (Xk) una sucesión de Cauchy en M2
T (H). Denotaremos por Xk =

{Xk,t : 0 ≤ t ≤ T} al proceso estocástico H-valuado para todo k ∈ N.
Para ε > 0 dada, existe k0 ∈ N tal que:

‖Xk −Xj‖2
M2

T (H) := E

(
sup
t∈[0,T ]

‖Xk,t −Xj,t‖2
H

)
< ε ∀ k, j ≥ k0. (6.19)

Dado que:

‖Xk,t −Xj,t‖2
H ≤ sup

t∈[0,T ]

‖Xk,t −Xj,t‖2
H ∀ t ∈ [0, T ], (6.20)

por lo que (Xk,t) es de Cauchy en L2(Ω;H) para todo t ∈ [0, T ]. De este modo, existe
Xt ∈ L2(Ω;H) tal que Xk,t → Xt en L2(Ω;H) para todo t ∈ [0, T ]. Por tanto, consideremos
el proceso H-valuado X := {Xt : 0 ≤ t ≤ T} que es claramente adaptado a F y satisface
que X0 = 0H .

Como Xk,t → Xt en L2(Ω;H) para todo t ∈ [0, T ], el Teorema 5.18 implica que Xk,t →
Xk en probabilidad para todo t ∈ [0, T ]. El teorema de Riesz-Weyl junto con el teorema
de Egorov aseguran que existe una subsucesión (Xkj ,t) de (Xk,t) tal que Xkj ,t → Xt casi
uniformemente para todo t ∈ [0, T ]. Dado que Xkj ,t es un proceso continuo para todo j ∈ N
y Xkj ,t → Xt casi uniformemente para todo t ∈ [0, T ] entonces X es un proceso continuo.

Para cualesquiera 0 ≤ s ≤ t ≤ T se tiene que:

E(Xkj ,t | Fs) = Xkj ,s c.d. (6.21)

Observa que Xkj → X en L2(Ω;H) por lo que es posible afirmar que para todo t ∈
[0, T ], existe gt ∈ L1(Ω) tal que ‖Xkj ,t‖H ≤ gt c.d. Aplicando el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue-Bochner (ver Teorema 2.34) concluimos que Xs ∈ L1(Ω;H) y que
para cualesquiera A ∈ Fs en (6.21) se tiene que:

B

∫
A

E(Xt | Fs) dP = ĺım
j→∞

B

∫
A

E(Xkj ,t | Fs) dP = ĺım
j→∞

B

∫
A

Xkj ,s dP = B

∫
A

Xs dP.

En consecuencia, (Xt | Fs) = Xs para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T lo que establece que X ∈
M2

T (H). Finalmente, de (6.19) y (6.20) concluimos que:

‖Xk,t −Xt‖2
H < ε ∀ k ≥ k0, ∀ t ∈ [0, T ]

y, por tanto, que Xk → X enM2
T (H).



Capítulo 7

Proceso de Wiener en espacios de
Hilbert

En este último capítulo desarrollamos uno de los conceptos más importantes del análisis
estocástico por sus múltiples aplicaciones en distintas áreas de las matemáticas, la física,
la biología y otras disciplinas como las finanzas e ingeniería. Un proceso de Wiener es un
proceso estocástico a tiempo continuo cuyas características están determinadas, de alguna
forma, a través del estudio de procesos Gaussianos.

Un proceso de Wiener es también llamado movimiento Browniano en honor al botánico
escocés Robert Brown que, en 1827, observó a través de un microscopio que las trayectorias
formadas por partículas atrapadas en las cavidades dentro de un grano de polen en el agua
no podían mecanizarse de la misma forma en distintos intervalos de tiempo. Aunque a lo
largo de la historia este fenómeno derivó en muchos estudios relevantes de la física fue hasta
1923 que el matemático Norbert Wiener probó la existencia y unicidad de un proceso con
tales características.

En este capítulo establecemos las propiedades más elementales de un proceso de Wiener
real y las cuales nos permitirán extender este concepto para procesos definidos en un espacio
de Hilbert separable de dimensión infinita. Daremos la construcción explícita de un proceso
de Wiener real a través de la teoría dada en los capítulos anteriores y de lo que comúnmente
se conoce como función de ruido blanco. Una función de ruido blanco permite desarrollar
modelos que representan, de mejor manera, a los fenómenos físicos reales pues una de sus
principales características es que sus valores no están correlacionados a lo largo del tiempo.
Damos aquí un ejemplo concreto.

Los procesos de Wiener en espacios de Hilbert arbitrarios permiten construir conceptos
más complejos dentro del análisis estocástico, por ejemplo, la integral estocástica que puede
usarse para resolver ecuaciones de evolución estocástica.

El desarrollo de este capítulo se basó enteramente en [3], [16], [20], [21], [40], [53], [54],
[55], [64] y [62].
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7.1. Función de ruido blanco

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable de dimensión infinita.

Definición 7.1 Sea W : H → L2(Ω) una función. Decimos que, W es un proceso H-
isonormal Gaussiano en Ω si cumple las siguientes dos propiedades:

(i) W (h) es una variable Gaussiana para cada h ∈ H.
(ii) E(W (u) ·W (v)) = 〈u, v〉H para cualesquiera u, v ∈ H.

En la literatura, a un proceso H-isonormal Gaussiano se le conoce como función de ruido
blanco. Veamos que un proceso isonormal H es siempre una función lineal.

Proposición 7.2 Si W : H → L2(Ω) es un proceso H-isonormal en Ω entonces, W es una
función lineal.

Demostración: Sean u, v ∈ H y a, b ∈ R. Observemos que:∫
Ω

[W (au+ bv)− (aW (u) + bW (v))]2 dP

=

∫
Ω

[W (au+ bv)]2 dP − 2

∫
Ω

W (au+ bv) · [aW (u) + bW (v)] dP +

∫
Ω

[aW (u) + bW (v)]2 dP

=

∫
Ω

W 2(au+ bv) dP − 2a

∫
Ω

W (au+ bv) ·W (u) dP − 2b

∫
Ω

W (au+ bv) ·W (v) dP

+ a2

∫
Ω

[W (u)]2 dP + 2ab

∫
Ω

W (u) ·W (v) dP + b2

∫
Ω

[W (v)]2 dP.

De lo anterior y el inciso (ii) de la definición de proceso isonormal se tiene que:

E([W (au+ bv)− (aW (u) + bW (v))]2) = 〈au+ bv, au+ bv〉H − 2a〈au+ bv, u〉H
− 2b〈au+ bv, v〉H + a2〈u, v〉H + 2ab〈u, v〉H
+ b2〈v, v〉H
= 0.

En consecuencia, W (au+ bv) = aW (u) + bW (v) y esto prueba la afirmación.

Notemos que, para cualesquiera h1, . . . , hN ∈ H, de la linealidad de W se tiene que
W (h1) + . . . + W (hN) = W (h1 + . . . + hN) por lo que (W (h1), . . . ,W (hN)) es una varia-
ble aleatoria RN -valuada Gaussiana. De este modo, {W (h) : h ∈ H} es un proceso real
Gaussiano.
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Supongamos H = (H,µ) un espacio de Hilbert Gaussiano con µ = NQ tal que kerQ =
{0H}. El objetivo de esta sección es construir un proceso isonormal en H.

Dado que Q : H → H es compacto, existe B una base de Hilbert de H compuesta por
los vectores propios de Q, a saber, B = {ek : k ∈ N}. Consideremos (λk) la sucesión de
números reales positivos constituida por los valores propios de Q.

Lema 7.3 El rango Q(H) de Q es un subespacio vectorial propio y denso de H dado por:

Q(H) =

{
v ∈ H :

∞∑
k=1

1

λ2
k

〈v, ek〉2H <∞

}
.

Demostración: Sea v ∈ Q(H). Existe u ∈ H tal que v = Q(u). Observa que 〈v, ek〉H =
〈Q(u), ek〉H = 〈u,Q(ek)〉H = λk〉u, ek〉H para cada k ∈ N. En consecuencia (ver Teorema
1.47),

u =
∞∑
k=1

〈u, ek〉H ek =
∞∑
k=1

1

λk
〈v, ek〉H ek

y, de la fórmula de Parseval se tiene que:

∞ > ‖u‖2
H =

∞∑
k=1

1

λ2
k

|〈v, ek〉H |2.

Así, es inmediato además que Q(H) es subconjunto propio.

Sea u0 ∈ (Q(H))⊥. Entonces, 0 = 〈u0, Q(u)〉H = 〈Q(u0), u〉H para todo u ∈ H lo que
implica que Q(u0) = 0H y, por tanto, u0 = 0H pues kerQ = {0H}.

Así, por el teorema del complemento ortogonal, Q(H) = H lo que prueba que Q(H) es
denso en H.

Consideremos ahora el operador Q1/2 : H → H tal que Q1/2◦Q1/2 = Q y cuya descripción
es la siguiente:

Q1/2(u) :=
∞∑
k=1

√
λk 〈u, ek〉H ek.

El Teorema 3.49 asegura que Q1/2 es un operador compacto, autoadjunto, positivo y de
traza finita. El rango Q1/2(H) es llamado reproducción del kernel de la medida µ = NQ.
Argumentando como en Lema 7.3 podemos afirmar que el rango de Q1/2 es un subespacio
denso y propio de H descrito de la forma:

Q1/2(H) =

{
v ∈ H :

∞∑
k=1

1

λk
〈v, ek〉2H <∞

}
.
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Para v ∈ Q1/2(H) definimos Wv : H → R como Wv(u) = 〈Q−1/2(v), u〉H en donde
Q−1/2 : H → H denota al inverso izquierdo de Q1/2(H) que existe pues kerQ1/2 = {0H}. Para
cada v ∈ Q1/2(H) se tiene que

∫
H
|〈Q−1/2(v), u〉H | dµ(u) ≤ ‖Q−1/2(v)‖2

H

∫
H
‖u‖2

H dµ(u) <∞
pues µ tiene segundo momento finito por ser Gaussiana.

En consecuencia, definamos W : Q1/2(H)→ L2(H,µ) como:

W(v) := Wv. (7.1)

Esta función es claramente lineal. Sean v1, v2 ∈ Q1/2(H). Existen u1, u2 ∈ H tales que
Q1/2(ui) = vi para i = 1, 2. Así pues,

〈v1, v2〉H =
〈
Q1/2(u1), Q1/2(u)

〉
H

= 〈u1, Q
1/2(Q1/2(u2))〉H

= 〈u1, Q(u2)〉H

=

∫
H

〈u1, w〉H〈u2, w〉H dµ(w)

=

∫
H

〈Q−1/2(v1), w〉H〈Q−1/2(v2), w〉H dµ(w)

=

∫
H

Wv1(w) ·Wv2(v) dµ(w).

En consecuencia, W es continua en Q1/2(H). Y, dado que Q1/2(H) es denso en H, W
tiene una única extensión lineal y continua W̃ : H → L2(H,µ).

En lo que resta del capítulo, haciendo abuso de notación, escribimos para h ∈ H

Wh(u) = 〈Q−1/2(h), u〉H ,

por lo que no haremos distinción entre W y W̃ . Observa que hemos probado que, para
u1, u2 ∈ H, E(W(u1) · W(u2)) = 〈u1, u2〉H .

Finalizamos esta sección y con ella el objetivo planteado con las siguientes proposiciones.

Proposición 7.4 Sea v ∈ H. Entonces Wv : H → R es una variable aleatoria Gaussiana
con media 0 y covarianza ‖v‖2

H .

Demostración: Sea νv := (Wv)]µ. Dado que v ∈ H, existe una sucesión (vk) = (Q1/2(uk))
en Q1/2(H) tal que vk → v en H y, por tanto, Wvk(u)→ Wv(u) para cada u ∈ H. Entonces,
por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que:∫

H

exp{iη Wv(u)} dµ(u) = ĺım
k→∞

∫
H

exp{iηWvk(u)} dµ(u)

= ĺım
k→∞

∫
H

exp{iη 〈Q−1/2(vk), u〉H} dµ(u)

= ĺım
k→∞

exp{−1
2
〈ηQ(Q−1/2(vk)), ηQ

−1/2(vk)〉H}
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= ĺım
k→∞

exp{−1
2
〈ηQ(uk), ηuk〉H}

= ĺım
k→∞

exp{−1
2
η2〈Q1/2(uk), Q

1/2(uk)〉H}

= ĺım
k→∞

exp{−1
2
η2‖vk‖2

H}

= exp{−1
2
η2‖v‖2

H} ∀ η ∈ R.

Aplicando el teorema de cambio de variable (ver Teorema 5.9) concluimos que:

ν̂v(η) =

∫
R

exp{iη x} dνv(x) =

∫
H

exp{iη Wv(u)} dµ(u) = exp{−1
2
η2‖v‖2

H} ∀ η ∈ R.

lo que prueba la afirmación.

Concluimos que W : H → L2(H,µ) es un proceso isonormal Gaussiano. De hecho, apli-
cando un procedimiento similar a la prueba del Corolario 5.47 podemos concluir lo siguiente.

Proposición 7.5 Sean v1, . . . , vN ∈ H (N ∈ N). Entonces, (Wv1 , . . . ,WvN ) es una va-
riable aleatoria Gaussiana RN -valuada con medida 0RN y covarianza Qv1,...,vN dada por
(Qv1,...,vN )i,j = 〈vi, vj〉H .

Corolario 7.6 Las variables aleatorias reales Wv1 , . . . ,WvN son independientes si y sólo si
v1, . . . , vN son mutuamente ortogonales.

Demostración: Se sigue directamente de la Proposición 5.51.

Un dato curioso sobre el rango Q1/2(H) de Q1/2 puede consultarse, por ejemplo, en [20; 23]
donde se prueba que µ(Q1/2(H)) = 0.

7.2. Proceso de Wiener real

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. En esta sección recordamos la definición de un
proceso de Wiener real y algunas de sus propiedades básicas.

Definición 7.7 Sea W = {Wt ; 0 ≤ t ≤ T} un proceso estocástico real. Decimos que W es
un proceso de Wiener real de parámetro λ > 0 si,

(W1) W0 : Ω→ R es tal que W0(ω) = 0 p.c.t. ω ∈ Ω.
(W2) Para cualesquiera 0 ≤ s < t ≤ T , la variable aleatoria Wt − Ws tiene distribución

N(0, λ(t− s)).
(W3) Para cualquier partición finita 0 < t1 < · · · < tm ≤ T de [0, T ], las variables aleatorias:

Wt1 ,Wt2 −Wt1 , · · · ,Wtm −Wtm−1

son independientes.
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(W4) W es continuo.

Si λ = 1 diremos que W es un proceso de Wiener real estándar.

Para referirnos a la propiedad (W3) de la definición anterior decimos que el proceso W
tiene incrementos independientes. En (W2), a la variable aleatoria Wt −Ws para s ≤ t la
llamaremos variable de incremento y a la propiedad dada en este inciso la nombraremos
incremento Gaussiano.

En lo que resta de la sección consideraremos a W un proceso de Wiener estándar y lo
llamaremos únicamente proceso de Wiener real. Veamos algunas propiedades.

Proposición 7.8 Sea W : [0, T ]×Ω→ R un proceso de Wiener. Entonces, W es un proceso
Gaussiano. Más aún, si m ∈ N y 0 < t1 < · · · < tm ≤ T es una partición finita de [0, T ],
entonces la variable aleatoria Rm-valuada (Wt1 , . . . ,Wtm) es Gaussiana con media 0Rm y
operador de covarianza dado por:

Qt1,...,tm = Θ ◦Dt1,...,tm ◦Θ∗ (7.2)

donde:

Dt1,...,tm = diag(t1, t2 − t1, . . . , tm − tm−1), (7.3)

Θ : Rm → Rm es un operador lineal dado por:

Θ(x1, . . . , xm) = (x1, x1 + x2, . . . , x1 + . . .+ xm) (7.4)

y Θ∗ es el operador adjunto de Θ.

Demostración: Sea m ∈ N. Consideremos 0 < t1 < · · · < tm ≤ T partición finita de [0, T ]
y las variables aleatorias:

ξ := (Wt1 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtm −Wtm−1) y η := (Wt1 ,Wt2 , . . . ,Wtm).

Dado que W es un proceso de Wiener, las variables aleatorias Wt1 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtm −
Wtm−1 son independientes. Luego, la variable aleatoria Wt1 tiene distribución N(0, t1) y la
variable de incremento Wtj −Wtj−1

tiene distribución N(0, tj− tj−1) para cada j = 2, . . . ,m.
Por tanto, la Proposición 5.44 asegura que la variable aleatoria ξ es una variable aleatoria
Gaussiana con media 0Rm y covarianza

Qξ = diag(t1, t2 − t1, . . . , tm − tm−1) := Dt1,...,tm .

Consideremos la función Θ ∈ Lc(Rm,Rm) dada en (7.4). Observa que η = Θ(ξ) y por
la Proposición 5.46 se tiene que η es una variable aleatoria Gaussiana con media 0Rm y
covarianza Θ ◦Dt1,...,tm ◦Θ∗ como afirma el enunciado.
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Proposición 7.9 Sea W : [0, T ] × Ω → R un proceso de Wiener y m ∈ N. Entonces, si
A ∈ B(Rm) se tiene que la probabilidad:

P ({(Wt1 , . . . ,Wtm) ∈ A})

es igual a:

1√
(2π)m(t1)(t2 − t1) · · · (tm − tm−1)

∫
A

exp
{
− x21

2t1
− (x2−x1)2

(t2−t1)
− · · · − (xm−xm−1)2

(tm−tm−1)

}
dx1 . . . dxm

Demostración: Es inmediato que la representación matricial del operador lineal Θ : Rm →
Rm dado en (7.4) con respecto de la base canónica de Rm es igual a:

1 0 · · · 0 0
1 1 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

1 1 · · · 1 0
1 1 · · · 1 1

 .

En consecuencia, det(Θ) = 1 y puede calcularse que:

Θ−1(x1, . . . , xm) = (x1, x2 − x1, . . . , xm − xm−1).

La Proposición 7.8 asegura que la distribución de (Wt1 , . . . ,Wtm) es NΘ◦Dt1,...,tm◦Θ∗ . Así
pues, P ({(Wt1 , . . . ,Wtm) ∈ A}) es igual a:

1√
(2π)m det(Θ ◦Dt1,...,tm ◦Θ∗)

∫
A

exp
{
−1

2
〈(Θ ◦Dt1,...,tm ◦Θ∗)−1(x), x〉Rm

}
dx1 . . . dxm,

en donde x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm.
Observa que, para cada x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm:〈

(Θ ◦Dt1,...,tm ◦Θ∗)−1(x), x
〉
Rm =

〈
((Θ∗)−1 ◦D−1

t1,...,tm
◦Θ−1)(x), x

〉
Rm

=
〈
(D−1

t1,...,tm
◦Θ−1)(x),Θ−1(x)

〉
Rm

=
x2

1

t1
+

(x2 − x1)2

(t2 − t1)
+ . . .+

(xm − xm−1)2

(tm − tm−1)
.

Y, dado que det(Θ) = 1 = det(Θ∗) entonces:

det(Θ ◦Dt1,...,tm ◦Θ∗) = det(Θ)det(Dt1,...,tm)det(Θ∗)
= det(Dt1,...,tm) = (t1)(t2 − t1) · · · (tm − tm−1).
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Por lo tanto,

1√
(2π)m det(Θ ◦Dt1,...,tm ◦Θ∗)

∫
A

exp
{
−1

2

〈
(Θ ◦Dt1,...,tm ◦Θ∗)−1(x), x

〉
Rm
}
dx1 . . . dxm

es igual a

1√
(2π)m(t1)(t2 − t1) · · · (tm − tm−1)

∫
A

exp

{
− x21

2t1
−

m∑
j=1

(xj+1−xj)2
(tj+1−tj)

}
dx1 . . . dxm

como afirma el enunciado.

Proposición 7.10 Si W = {Wt : 0 ≤ t ≤ T} es un proceso de Wiener, entonces

E(Ws ·Wt) = mı́n{s, t} ∀s, t ∈ [0, T ].

Demostración: Para cualesquiera 0 ≤ s ≤ t ≤ T , se tiene que:

E((Ws −Wt)
2) = E(W 2

s − 2Ws ·Wt +W 2
t ) = E(W 2

s )− 2E(Ws ·Wt) + E(W 2
t )

y, en consecuencia:

2E(Ws ·Wt) = E(W 2
s ) + E(W 2

t )− E((Ws −Wt)
2) = s+ t− (t− s) = 2s = 2 mı́n{s, t}

como afirma el enunciado.

A continuación probamos que un proceso de Wiener tiene una versión α-Hölder continua
para α < 1

2
.

Proposición 7.11 Un proceso de Wiener real W = {Wt : 0 ≤ t ≤ T} tiene una versión
α-Hölder continua para cada α < 1

2
.

Demostración: Para cualesquiera s, t ∈ [0, T ] se tiene que E(|Ws −Wt|2) = |s − t|. Así,
aplicando la Proposición 4.11 obtenemos que:

E(|Ws −Wt|2k) =
(2k)!

2k k!
|s− t|k ∀ k ∈ N.

El resultado se sigue directamente de la prueba de Kolmogorov (ver Teorema 6.13).

Proposición 7.12 Un proceso de Wiener real W = {Wt : 0 ≤ t ≤ T} es una martingala
con respecto de la filtración dada por

FWt := σ({Ws : 0 ≤ s ≤ t ≤ T}).
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Demostración: Claramente el proceso es adaptado a la filtración {FWt : 0 ≤ t ≤ T} y cada
variable aleatoria del proceso es integrable. Por otro lado, para cualesquiera 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,
aplicando la Proposición 6.22 por la propiedad de incrementos independientes, se tiene que:

E(Wt | FWs ) = E((Wt −Ws) +Ws | FWs )

= E(Wt −Ws | FWs ) + E(Ws | FWs )

= E(Wt −Ws) +Ws

= Ws.

Esto prueba la afirmación.

7.2.1. Construcción de un proceso de Wiener

El objetivo de esta sección es probar la existencia de un proceso de Wiener real en un
espacio de Hilbert Gaussiano.

Consideremos el espacio de medida ((0, T ),B(0, T ), λ) con λ la medida de Lebesgue en
(0, T ). De acuerdo al Teorema 4.13 es posible considerar en el espacio de Hilbert separable
L2(0, T ) una medida Gaussiana µ = NQ no degenerada.

Definamos W : [0, T ]× L2(0, T )→ R como:

W (t, u) := W1[0,t](u) (7.5)

en donde W es la función de ruido blanco construida en la sección anterior (ver (7.1)).

Observa que, si t = 0 entonces:

W1{0}(u) = 〈1{0}, Q−1/2(u)〉L2(0,T ) =

∫
{0}
Q−1/2(u) dλ ∀u ∈ L2(0, T ).

Como λ({0}) = 0, entonces
∫
{0}Q

−1/2(u) dµ = 0 para todo u ∈ L2(0, T ). En con-
secuencia, W0 = 0. Esto prueba la primera propiedad del proceso de Wiener para
{Wt : L2(0, T )→ R : t ∈ [0, T ]}. Veamos las demás propiedades.

Incremento Gaussiano: Sean 0 ≤ s < t ≤ T . Aplicando la linealidad de W en L2(0, T )
obtenemos:

W1[0,t](u)−W1[0,s](u) = W1(s,t](u) ∀u ∈ L2(0, T ).

En consecuencia, W1[0,t] − W1[0,s] es una variable aleatoria Gaussiana con media 0 y
covarianza ‖1(s,t]‖2

L2(0,T ) = (t− s).
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Incrementos Independientes: Fijemos N ∈ N y elijamos 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tN ≤ T
una partición del intervalo [0, T ]. Afirmamos que el conjunto

{1[0,t1], 1(t1,t2), . . . , 1(tN−1,tN ]}

es ortogonal en L2(0, T ). En efecto, dado que [0, t1]∩ (tj−1, tj] = ∅ y (tj−1, tj]∩ (tk−1, tk] = ∅
para cualesquiera 1 < j < k ≤ N entonces:∫

L2(0,T )

1(tj−1,tj ] · 1(tk−1,tk] dλ = 0 ∀ 1 ≤ j < k < N.

El Corolario 7.6 junto con la propiedad anterior aseguran que las variables aleatorias

W1[0,t1]
,W1[0,t2]

−W1[0,t1]
, . . . ,W1[0,tN ]

−W1[0,tN−1]

son independientes.

Lo único que resta probar es la continuidad del proceso y para ello requerimos del siguiente
lema.

Lema 7.13 Sean n > 1, α ∈ ( 1
2n
, 1) y f ∈ L2n(0, T ). Definamos F : [0, T ]→ R como:

F (t) :=

∫ t

0

(t− ξ)α−1f(ξ) dξ. (7.6)

Entonces, F ∈ C0([0, T ],R).

Demostración: Aplicando la desigualdad de Hölder-Riesz obtenemos que:

|F (t)| ≤
(∫ t

0

(t− ξ)(α−1) 2n
2n−1 dξ

) 2n−1
2n

‖f‖L2n(0,T ) ∀ t ∈ [0, T ]. (7.7)

Por tanto, F ∈ L∞(0, T ). La desigualdad 7.7 implica que F es continua en 0. Ahora,
probaremos que F es continua en [ t0

2
, T ] para cada t0 ∈ (0, T ]. Sea 0 < ε < t0

2
y definamos:

Fε(t) =

∫ t−ε

0

(t− ξ)α−1f(ξ) dξ t ∈ [0, T ].

Esta función es continua en [ t0
2
, T ]. Usando nuevamente la desigualdad de Hölder-Riesz

se tiene que:

|F (t)− Fε(t)| ≤M

(
2n− 1

2nα− 1

) 2n
2n−1

εα−
1
2n ‖f‖L2n(0,T ).

En consecuencia, ĺımε→0 Fε(t) = F (t) uniformemente en [ t0
2
, T ] y esto demuestra que F

es continua.
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Teorema 7.14 La familia de variables aleatorias {Wt : L2(0, T ) → R : 0 ≤ t ≤ T}
definidas en (7.5) es un proceso continuo.

Demostración: Como la demostración es larga, la subdividimos en varios pasos.

Paso 1: Queremos resolver la siguiente integral∫ t

s

(t− σ)α−1(σ − s)−α dσ 0 ≤ s ≤ σ ≤ t ≤ T. (7.8)

con α ∈ (0, 1).

Sea α ∈ (0, 1). Haciendo el cambio de variable σ = r(t−s)+s en (7.8) se sigue fácilmente
que: ∫ 1

0

(1− r)α−1r−α dr =
π

sin πα
.

Paso 2: Sea t ∈ [0, T ]. Fijemos σ ∈ [0, t] y definamos gσ(s) := 1[0,σ](s)(σ − s)−α para
s ∈ [0, t]. Entonces, ∫

(0,T )

|gδ(s)|2 dλ(s) =

∫ σ

0

(σ − s)−2α ds =
σ1−2α

1− 2α

lo que establece que gσ(s) ∈ L2(0, T ) y ‖gσ‖2
L2(0,T ) = σ1−2α

1−2α
en donde α ∈ (0, 1

2
).

A partir de ahora elegimos a α ∈ (0, 1
2
). De la identidad (7.8) se sigue directamente que:

1[0,t](s) =
sin πα

π

∫ t

0

(t− σ)α−1gσ(s) dσ, s ∈ [0, T ]. (7.9)

Paso 3: Recordando que la función de ruido blancoW : L2(0, T )→ L2(L2(0, T ), µ) dada
por u 7→ Wu es continua, obtenemos que:

W1[0,t] =
sin πα

π

∫ t

0

(t− σ)α−1Wgσ dσ. (7.10)

Dado que Wgσ es una variable aleatoria Gaussiana con distribución Nσ1−2α

1−2α

entonces:∫
L2(0,T )

|Wgσ(u)|2n dµ(u) =
(2n)!

2n n!
(1− 2α)−nσn(1−2α) n > 1. (7.11)

Como α < 1
2
, por el teorema de Fubini se tiene que:∫ T

0

(∫
L2(0,T )

|Wgσ(u)|2n dµ(u)

)
dσ =

∫
L2(0,T )

(∫ T

0

|Wgσ(u)|2n dσ
)
dµ(u) <∞

lo que prueba que Wgσ(u) ∈ L2n(0, T ) p.c.t. u ∈ L2(0, T ).

Aplicando el Lema 7.13 a la identidad (7.10) se sigue que el proceso {Wt : L2(0, T ) →
R : 0 ≤ t ≤ T} es continuo como afirma el enunciado.
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7.3. Procesos de Wiener en espacios de Hilbert

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y H = (H, 〈·, ·〉H , ‖ · ‖H) un espacio de Hilbert
sobre R separable.

Definición 7.15 Sea Q ∈ L+
1 (H). Un proceso estocástico {Wt : Ω → H : 0 ≤ t ≤ T} es

llamado un Q-proceso de Wiener H-valuado si, satisface las siguientes propiedades:

(QW1) W0 = 0H c.d.

(QW2) W es un proceso continuo.

(QW3) Para cualquier partición finita 0 ≤ t1 < · · · < tN ≤ T de [0, T ], las variables aleatorias:

Wt1 ,Wt2 −Wt1 , · · · ,WtN −WtN−1

son independientes.

(QW4) La variable aleatoria Wt −Ws tiene distribución Gaussiana N(t−s)Q para cualesquiera
0 ≤ s ≤ t ≤ T .

En lo que resta de esta sección y siempre que no se preste a confusión, nos referiremos
únicamente por Q-proceso de Wiener.

Fijemos u ∈ H. Consideremos {Wt : Ω → H : 0 ≤ t ≤ T} un Q-proceso de Wiener.
Definamos ϑt : Ω→ R como:

ϑt(ω) := 〈Wt(ω), u〉H ∀ 0 ≤ t ≤ T. (7.12)

En consecuencia, θ = {ϑt : 0 ≤ t ≤ T} es un proceso estocástico real. Observa que,
ϑ0(ω) = 〈W0(ω), u〉H = 〈0H , u〉H = 0 p.c.t. ω ∈ Ω. El primer objetivo de esta sección es
probar que θ es un proceso de Wiener real.

Continuidad: Fijemos ω ∈ Ω. La función W (t, ω) : [0, T ] → H es continua y, como el
producto escalar es una función continua entonces 〈W (t, ω), u〉H : [0,∞) → R es continua.
Es decir, θ(t, ω) : [0, T ]→ R es una función continua.

Incremento Gaussiano: Sean 0 ≤ s < t ≤ T y consideremos la variable aleatoria de
incremento Wt −Ws. Dado que Wt −Ws es Gaussiana N(t−s)Q, la Proposición 5.43 asegura
que la variable aleatoria real 〈Wt −Ws, u〉H es Gaussiana N(t−s)〈Q(u),u〉H .

Usando la linealidad del producto escalar, obtenemos que ϑt − ϑs tiene distribución
N(0, (t− s)〈Q(u), u〉H).
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Incrementos Independientes: Sean 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tN ≤ T y consideremos las
variables independientes:

Wt1 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,WtN −WtN−1
.

El producto escalar 〈·, u〉H : H → R es claramente una función medible por ser continua.
Así pues, la Proposición 5.26 asegura que las variables

〈Wt1 , u〉H , 〈Wt2 −Wt1 , u〉H , . . . , 〈WtN −WtN−1
, u〉H .

son independientes. Nuevamente, usando la linealidad del producto escalar obtenemos que
las variables aleatorias:

ϑ1, ϑt2 − ϑt1 , . . . , ϑtN − ϑtN−1

son independientes.

En consecuencia, θ = {ϑt : 0 ≤ t ≤ T} es un proceso de Wiener de parámetro 〈Q(u), u〉H .
Es posible suponer que ‖u‖H = 1. Si H es de dimensión infinita, nos preguntamos si es

posible que exista un operador Q ∈ L+
1 (H) tal que θ = {ϑt : t ≥ 0} es un proceso de Wiener

estándar. La respuesta es negativa pues, en caso contrario, el operador Q tendría que cumplir
que 〈Q(u), u〉H = 1 lo cual ocurre si Q(u) = u. Es decir, si Q = idH lo cual es imposible
pues la identidad no es un operador compacto por el Teorema de Riesz (ver Teorema 3.54).

Fijemos Q ∈ L+
1 (H). Existe {ek : k ∈ N} una base de Hilbert de H constituida por los

vectores propios de Q y una sucesión de números reales no negativos (λk) tal que Q(ek) =
λk ek para cada k ∈ N. El objetivo de esta sección es dar una representación para un Q-
proceso de Wiener en H. Para ello, requerimos de los siguientes resultados.

Proposición 7.16 Sean X1, . . . , XN variables aleatorias H-valuadas tales que X =
(X1, . . . , XN) es una variable aleatoria HN -valuada Gaussiana NQ. Entonces, X1, . . . , XN

son independientes si y sólo si X1, . . . , XN no son correlacionadas, es decir, si E(〈Xi, u〉H ·
〈Xj, v〉H) = 0 para cualesquiera u, v ∈ H y para todo i 6= j con i, j = 1, . . . , N .

Demostración: Procedemos por casos.

Caso 1. H = R.
Sea j ∈ {1, . . . , N} fija. Observa que la variable aleatoria Xj : Ω→ R es Gaussiana pues,

por hipótesis, la variable aleatoriaX = (X1, . . . , XN) RN -valuada es Gaussiana yXj = πj◦X
en donde πj : RN → R es la función proyección que es lineal y continua (ver Proposición
5.50). Más aún, Xj es Gaussiana con medida 0 y covarianza igual a λj := E(X2

j ).

Si X1, . . . , XN son independientes, la Proposición 5.27 asegura que E(Xi ·Xj) = E(Xi) ·
E(Xj) = 0 para todo i 6= j con i, j ∈ {1, . . . , N}.

Inversamente: De la observación anterior y el hecho de que X1, . . . , XN no son correla-
cionadas se tiene que la representación matricial de Q está dada por diag(λ1 . . . , λN). En
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consecuencia, para cualquier (h1, . . . , hN) ∈ RN se tiene que:

X̂(h1, . . . , hN) = exp

{
−1

2

N∑
j=1

λj h
2
j

}
=

N∏
j=1

exp{−1
2
λj h

2
j} =

N∏
j=1

X̂j(hj).

La Proposición 5.25 asegura que X1, . . . , XN son independientes.

Caso 2. H es cualquier espacio de Hilbert separable.

Sean u1, . . . , uN ∈ H arbitrarios pero fijos y consideremos la función ς : HN →
RN dada por ς(h1, . . . , hN) := (〈h1, u1〉H , . . . , 〈hN , uN〉H) la cual es claramente lineal
y continua. La Proposición 5.50 asegura que la variable aleatoria RN -valuada ξ =
(〈X1, u1〉H , . . . , 〈Xn, uN〉H) es Gaussiana pues ξ = ς ◦X.

Si X1, . . . , XN son independientes entonces 〈X1, u1〉H , . . . , 〈Xn, uN〉H son independientes
por la Proposición 5.26 y del Caso 1 concluimos que E(〈Xi, ui〉H ·〈Xj, uj〉H) = E(〈Xi, ui〉H)·
E(〈Xj, uj〉H) = 0 para todo i 6= j con i, j ∈ {1, . . . , N}.

Inversamente: Del Caso 1 se tiene que 〈X1, u1〉H , . . . , 〈Xn, uN〉H son independientes. En
consecuencia,

X̂(u1, . . . , uN) = E

(
i
N∑
j=1

〈Xj, uj〉H

)
=

N∏
j=1

E (i〈Xj, uj〉H) =
N∏
j=1

X̂j(uj).

Aplicando la Proposición 5.25 concluimos que X1, . . . , XN son independientes.

Teorema 7.17 (Representación de una variable aleatoria Gaussiana) Sea ξ : Ω →
H una variable aleatoria. Entonces, ξ es Gaussiana NQ si y sólo si

ξ =
∞∑
k=1

√
λk βk(t) ek en L2(Ω;H) (7.13)

en donde {βk : Ω → R : k ∈ N} son variables aleatorias Gaussianas N0,1 mutuamente
independientes.

Demostración: ⇒) : El Teorema 1.47 asegura que:

ξ(ω) =
∞∑
k=1

〈ξ(ω), ek〉H ek ∀ω ∈ Ω.

La Proposición 5.43 asegura que 〈ξ, ek〉H es una variable aleatoria Gaussiana con media
〈0H , ek〉H = 0 y covarianza 〈Q(ek), ek〉H = λk para todo k ∈ N. De este modo, definimos
βk : Ω→ R como:

βk(ω) :=

{
〈ξ(ω), ek〉H/

√
λk si λk > 0,

0 si λk ≤ 0,
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en donde es claro que βk es una variable aleatoria Gaussiana N0,1 para todo k ∈ N. Aplicando
nuevamente el Teorema 1.47 concluimos que:

ξ(ω) =
∞∑
k=1

√
λk βk(ω) ek ∀ω ∈ Ω.

Fijemos k ∈ N. Sea aj ∈ R arbitraria para 1 ≤ j ≤ k entonces,

k∑
j=1

aj βj =
k∑
j=1
λj 6=0

aj√
λj
〈ξ, ej〉H =

〈
ξ,

k∑
j=1
λj 6=0

aj√
λj
ej

〉
H

En consecuencia,
∑k

j=1 aj βj es una variable aleatoria Gaussiana por la Proposición 5.43.
Esta última afirmación junto con el Corolario 5.47 implican que (β1, . . . , βk) es una variable
aleatoria Rk-valuada. Es decir, {βk : k ∈ N} es un proceso Gaussiano.

Sean i, j ∈ N tales que i 6= j y tales que λi 6= 0 6= λj. Entonces,

E(βi · βj) =
1√

λi
√
λj
E(〈ξ, ei〉H · 〈ξ, ej〉H) =

1√
λi
√
λj
〈Q(ei), ej〉H =

λi√
λi
√
λj
〈ei, ej〉H = 0

lo que implica que {βk : k ∈ N} es independiente por la Proposición 7.16.

Finalmente, para cualesquiera n > m ≥ 1 se tiene que:

E

(
‖

n∑
k=m

√
λk βk ek‖2

H

)
=

n∑
k=m

λk E(β2
k) =

n∑
k=m

λk <∞

pues
∑∞

k=1 λk = TrQ <∞. Por tanto, la sucesión (
∑n

k=1

√
λk βk ek) converge en L2(Ω;H).

⇐) : Fijemos k ∈ N y definamos τk :=
√
λkβk ek : Ω → H. Observa que la función

L : R → H dada por L(x) :=
√
λk ek x es lineal y, por tanto, continua pues R es de

dimensión finita. Para cualesquiera x ∈ R y u ∈ H se tiene que:

〈L(x), u〉H = 〈
√
λk ek x, u〉H =

√
λk〈ek, u〉H x

de donde deducimos fácilmente que L∗(u) =
√
λk〈ek, u〉H . Como βk : Ω → R es una varia-

ble Gaussiana N0,1, la Proposición 5.50 asegura que L ◦ βk = τk es una variable aleatoria
Gaussiana con media 0H y covarianza (L ◦ idR ◦ L∗)(u) = λk〈ek, u〉H ek.

Ahora, definamos ηn :=
∑n

k=1

√
λk βk ek para todo n ∈ N. Como {βk : k ∈ N} es

independiente, entonces ηn es una variable aleatoria Gaussiana con media 0H y covarianza
igual aQn(u) =

∑n
k=1 λk〈ek, u〉H ek (ver Proposición 5.49). Luego es claro queQn(u)→ Q(u)

para u ∈ H.

Estamos suponiendo que ηn → ξ en L2(Ω;H) y, por tanto, existe una subsucesión ηnj de
ηn tal que ηnj → ξ c.d. La Proposición 5.48 asegura que ξ es una variable aleatoria Gaussiana
NQ.
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Teorema 7.18 (Representación de un Q-proceso de Wiener) Sea W = {Wt : Ω →
H : 0 ≤ t ≤ T} un proceso estocástico H-valuado. Entonces, W es un Q-proceso de Wiener
si y sólo si

Wt =
∞∑
k=1

√
λk βk,t ek, t ∈ [0, T ] (7.14)

en donde {βk : [0, T ] × Ω → R : k ∈ {n ∈ N : λn > 0}} son procesos de Wiener reales
mutuamente independientes.

Demostración: ⇒) : Supongamos que W es un Q-proceso de Wiener. De las propiedades
(QW1) y (QW4) se tiene que Wt : Ω → H es Gaussiana NtQ para todo 0 ≤ t ≤ T . El
Teorema 7.17 asegura que:

Wt =
∞∑
k=1

√
λk βk,t ek (7.15)

en donde:
βk,t :=

{
〈Wt, ek〉H/

√
λk si λk > 0,

0 si λk ≤ 0,

para todo 0 ≤ t ≤ T . Además, βk,t : Ω→ R es Gaussiana N0,t y βk,t son independientes para
todo k ∈ N y para todo 0 ≤ t ≤ T .

Fijemos k ∈ N. Probaremos que βk = {βk,t : Ω → R : 0 ≤ t ≤ T} es un proceso de
Wiener real.

La propiedad (W1) es inmediata de (QW1) y la Proposición 1.17.

Sea 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T una partición finita de [0, T ] y consideremos las variables
aleatorias reales:

βk,t1 , βk,t2 − βk,t1 , . . . , βk,tN − βk,tN−1
.

Las variables aleatorias H-valuadas

Wt1 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,WtN −WtN−1

son independientes por la Propiedad (QW3).

Observemos que, para cada 1 ≤ j ≤ N se tiene que:

βk,tj − βk,tj−1
:=

{ 1√
λk
〈Wtj −Wtj−1

, ek〉H si λk > 0,

0 si λk ≤ 0.
(7.16)

De (7.16) y la Proposición 5.26 concluimos que βk,t1 , βk,t2 − βk,t1 , . . . , βk,tN − βk,tN−1
son

independientes lo prueba la propiedad (W3).
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Análogamente, de (7.16), la propiedad (QW4) y la Proposición 5.43 concluimos que βk,t−
βk,s es Gaussiana Nt−s lo que prueba (W2).

Finalmente, de la continuidad de 〈·, ek〉H y la Propiedad (QW2) se tiene que la aplicación

t 7→ 1√
λk
〈Wt, ek〉H

es continua c.d. Esto prueba (W4).

Por tanto, βk = {βk,t : Ω → R : 0 ≤ t ≤ T} es un proceso de Wiener real para todo
k ∈ N.

Probaremos ahora que la familia {βk : k ∈ N} es independiente. Sean k1, . . . , kj ∈ N todos
distintos y sea 0 = t0 < t1 < . . . < tN ≤ T con N ∈ N una partición del intervalo [0, T ].
Para evitar confusiones escribiremos βkj ,t := βkj(t) para t ∈ [0, T ]. Usaremos la Proposición
6.22 para demostrar la independencia, es decir, probaremos que las σ-álgebras:

σ(βk1(t1), . . . , βk1(tN)), . . . , σ(βkj(t1), . . . , βkj(tN))

son independientes. Procedemos por inducción sobre N :

Paso Base: Si N = 1 entonces las variables βk1(t1), . . . , βkj(t1) son independientes por
la discusión anterior y el Teorema 7.17.

Paso Inductivo: Supongamos que:

σ(βk1(t1), . . . , βk1(tN−1)), . . . , σ(βkj(t1), . . . , βkj(tN−1))

son independientes.

Dado que βki(tN) = (βki(tN)− βki(tN−1)) + βki(tN−1) entonces:

σ(βki(t1), . . . , βki(tN−1), βki(tN)) = σ(βki(t1), . . . , βki(tN−1), βki(tN)− βki(tN−1)),

para todo 1 ≤ i ≤ j. Observemos que:

βki(tN)− βki(tN−1) :=

{
1√
λki
〈WtN −WtN−1

, eki〉H si λki > 0,

0 si λki ≤ 0.

para 1 ≤ i ≤ j son ortogonales por pares en L2(Ω) y WtN − WtN−1
es Gaussiana por la

propiedad (QW4). Por tanto, {βki(tN)− βki(tN−1) : 1 ≤ i ≤ j} es independiente.
Sea Ai,` ∈ B(R) con 1 ≤ i ≤ j y 1 ≤ ` ≤ N . Usando la propiedad (QW3) junto con la

Proposición 6.22 afirmamos que σ(Ws : s ≤ tN−1) y σ(WtN −WtN−1
) son independientes y,
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por tanto,

P

(
j⋂
i=1

{{βki(t1) ∈ Ai,1} ∩ · · · ∩ {βki(tN−1) ∈ Ai,N−1} ∩ {βki(tN)− βki(tN−1) ∈ Ai,N}}

)
=

= P

(
j⋂
i=1

N−1⋂
`=1

{βki(t`) ∈ Ai,`} ∩
j⋂
i=1

{βki(tN)− βki(tN−1) ∈ Ai,N}

)

= P

(
j⋂
i=1

N−1⋂
`=1

{βki(t`) ∈ Ai,`}

)
· P

(
j⋂
i=1

{βki(tN)− βki(tN−1) ∈ Ai,N}

)

pues
⋂j
i=1

⋂N−1
`=1 {βki(t`) ∈ Ai,`} ∈ σ(Ws : s ≤ tN−1) y

⋂j
i=1{βki(tN) − βki(tN−1) ∈ Ai,N} ∈

σ(WtN −WtN−1
). Usando hipótesis de inducción y las observaciones previas obtenemos que:

P

(
j⋂
i=1

N−1⋂
`=1

{βki(t`) ∈ Ai,`}

)
· P

(
j⋂
i=1

{βki(tN)− βki(tN−1) ∈ Ai,N}

)
=

=

(
j∏
i=1

P

(
N−1⋂
`=1

{βki(t`) ∈ Ai,`}

))
·

(
j∏
i=1

P ({βki(tN)− βki(tN−1) ∈ Ai,N})

)

=

j∏
i=1

P

(
N−1⋂
`=1

{βki(t`) ∈ Ai,`} ∩ {βki(tN)− βki(tN−1) ∈ Ai,N}

)

y esto prueba el resultado.

⇐) : Definiendo

Wt := W (t) =
∞∑
k=1

√
λk βk(t) ek, t ∈ [0, T ]

es claro que Wt ∈ L2(Ω;H) para todo t ∈ [0, T ].

Dado que βk es un proceso de Wiener para cada k ∈ N entonces βk(0) = 0 c.d. para cada
k ∈ N y, por tanto, W (0) = 0H c.d. Ahora, sean 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Por hipótesis, βk(t)− βk(s)
es una variable aleatoria Gaussiana Nt−s para cada k ∈ N de modo que W (t) −W (s) es
Gaussiana N(t−s)Q por el Teorema 7.17. Esto prueba (QW1) y (QW4).

Definamos Wn : [0, T ]×Ω→ H como Wn(t, ω) :=
∑n

k=1

√
λk βk(t, ω) ek para todo n ∈ N.

Es claro que Wn es continua c.d. para todo n ∈ N. Así pues, para cualesquiera 1 ≤ m < n,
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usando la desigualdad maximal de Doob obtenemos que:

E

(
sup
t∈[0,T ]

‖Wn(t)−Wm(t)‖2
H

)
= E

(
sup
t∈[0,T ]

n∑
k=m+1

λkβ
2
k(t)

)

≤
n∑

k=m+1

λk E

(
sup
t∈[0,T ]

β2
k(t)

)

≤
n∑

k=m+1

λk 22 sup
t∈[0,T ]

E
(
β2
k(t)
)

≤ 22 T

n∑
k=m+1

λk <∞

lo que establece que
∑∞

k=1

√
λk βk(t, ω) ek es continua c.d. lo que prueba (QW2)

Finalmente, sea 0 = t0 ≤ t1 < t2 < . . . < tN ≤ T una partición del intervalo [0, T ] y
consideremos las variables aleatorias:

W (t1),W (t2)−W (t1), · · · ,W (tN)−W (tN−1).

El Teorema 7.17 asegura que:

W (tj+1)−W (tj) =
∞∑
k=1

√
λk ek (βk(tj+1)− βk(tj)), ∀ 1 ≤ j ≤ N.

Por hipótesis, las variables βk(t1), βk(t2) − βk(t1), · · · , βk(tN) − βk(tN−1) son inde-
pendientes para todo k ∈ N. Luego, la Proposición 5.26 asegura que las variables√
λk ekβk(t1),

√
λk ek(βk(t2)−βk(t1)), · · · ,

√
λk ek(βk(tN)−βk(tN−1)) son independientes pa-

ra todo k ∈ N. La discusión anterior junto con las Proposiciones 5.28 y 5.49 implican que
las variables W (t1),W (t2) −W (t1), · · · ,W (tN) −W (tN−1) son independientes, es decir, se
cumple (QW3). Esto concluye la demostración.
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