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INTROODUCCEQN,

11.- ANTECEDENTES.

Con el objeto de hacer un estudio 1o més completo posible de la Progra
~ macién, Lineal en general y de su aplicacién a la Industria en particular -~
" he dividido este trabajo en las siguientes partes: Introduccidn, Anteceden-
tes Mateméticos, El problema de Programacidén Lineal, Teorfa del Método Sim-
plex, Desarrollo detallado y Caracter(sticas del chlculo del Método Simplex

y la Programacién Lineal, y sus aplicaciones en la Industria.

Los problemas de Programacién surgieron priimeramente en el campo de la
economfa donde el aprovechamiento éptimo de los recursos ha sido siempré SU
pfincipal objetivo. Especificamente, la programacidn se originé en los tra-
bajos realizados alrededor, de 1930 por un grupo de matematicos alemanes y
austriacos entre los que, destaca Von Neumann, quien desarrollé un modelo ~

lineal de una econom{a en expansién.

Fue sinembargo, durante la Segunda Guerra Mundial, cuando un grupo, ba
jo la direccién de Marshall K. Wood se dedicé a maximizar o minimizar fun--
- ciones lineales para la fuerza Aerea Norteamericane. George B. Danzig, - --

quien pertenecfa a este grupo formulé el problema general de la programa- -




- cién lineal y proyectd el método "simplex" para su solucién en |947.

Sus trabajos pasaron al dominio pifblico en 1951 y desde enionces sus
apiicaciones se han difundido a todos los campos, siendo de especial inte-
rés ta obra de W. W. Cooper, quien fomentd el uso de la Programacién Li- -

neal a la Industria,

La Programacién Lineal es una de las muchas técnicas mateméticas que-

se agrupan bajo el tftulo de "Investigacién de Operacibneyh

Matematicamente, la programacidn lineal coisiste en el problema de en
contrar el méximo (o minimo} de una funcién lineal, sujeta a ciertas condj

ciones lineales y al hecho de que las variables sean siempre positivas.

Las condiciones lineales constituyen un sistema de ecuaciones linea~--
Tes. Cuando el nimero de variables excede al nimero de ecuaciones, el sis-
tema tendrd en general un nimero infinito de soluciones, entre las cuales,
aquellas que, contengan uno o mas valores negaltivos son desechadas, y el -
problewa consiste en encontrar aquella solucién gue de el valor, mayor (- o

menor ), de la funcién lineal que se desea optimizar,

Sucede frecuentemente, que las alternativas posibles, - las posibili-
dades entre las que tenemos que escoger - aparccen como soluciones alterna
tivas de un sistema de ecuaciones lineales que, constituyen la expresidn - -
matemética de las restricciones tecnoldgicas y econémicas de la libertad -

de accién de una industria.

Las restricciones tecnoldgicas y econdmicas irén-intimamente 1igadas,
ya que, se buscard, por ejemplo una méxima, utilizacién de la maguinaria -

para obtener una ganancia méxima

El hecho de que las variables deban ser siempre positivas es con el -
objeto de garantizar soluciones Végicas, ya que no se podrd hablar, por ww

ejemplo, de una produccién negativa.

Deseo agradecer sinceramente a la Universidad Nacional Autdnoma de Mé
xico, por las facilidades que me ha brindado, para realizar mis estudios.-

A-el autor que he tomado como base para el dexarrollo de este trabajo: G.-



‘f H5d]ey ("Linear Programming™) a quien déy todo crédito de originafidad v,
“le eétoy muy agradecido por los conocimientos dee de el adquirf, que ade-
' Méé de Eaberme sido de'gran utilidad, me han permitido asomarme a un cam=

§0 poco conocido en nuestro pafs. A todos y cada uno de mis maestros por-

st desinteresada cooperacién, y muy especialmente al ing. Viclor Gerez -

Greiser por su dedicacién y consejos, que me hicieron posible rea{izar eg-

“Le trabajo.
19867

Guillermo Schultz Mendfvil.



1. EL USO DE CALCULADORAS DIGITALES EN LA SOLUCION
' DE PROBLEMAS DE PROGRAMACION LiNEAL.-

Existen varios programas y otros se estén elaborando para el céiculo
':de los problemas de programacidn lineal por medio de calculadoras digitaw~

les.

La IBM - 604 se puede utilizar ventajosamente para los célculos del ~
método simplex. El uso de esta calculadora esté sinembargo limitado por -
el tamafo del prodlema y requiere de un gran manejo de tarjetas ya que el-

programa no se puede almacenar eficientemente en la méquina.

La IBM - 650 es una calculadora especial pafa almacenar datos, y por
ello es muy utilizada en la solucién de problemas de programacién lineal,-
Existen varios programas que difieren principalmente en lo que se refiere

al tamafio del problema que pueden resolver y en el tipo de instrucciones,

Las calculadoras IBM 701 y 704 tienen una capacidad de memoria mucho
mayor, y son mucho més répidas que la 650. Su uso es especialmente ventajo

so en problemas muy grandes.

los programas individuales y el tamafio méximo del problema diferen-
-grandemente, dependiendo del autor del programa y del equipo para el cual-

el programa fué elaborado.

“‘Un problema preparado para la |BM 650 solucionaré problemas hasta de-
5m +6 n < 2300 con nL 100, Es decir que un problema de transportacién -
(ver Capftulo Vi) con 100 origenes y aproximadamente 340 destinos se puede

resolver en esta calculadora.

Otro programa para la 1BM 70! podré resolver problemas de distribucién
hastadem x n < 3000,

Existen principalmente varios programas para la IBM 650 para utilizar
el método simplex. Un programa puede solucionar problemas cuya matriz {in--
cluyendy la matriz unitaria) puede ser dem x n = 30 x 59 o bien ~w-

m( n o+ 1) < 1400,



Aunque el uso-de las calculadoras digitales se ha generalizado mucho,
el desarrollo de este trabajo tiene por objeto establecer las bases y la se
" ‘cuencia necesaria para la solucién de problemas con el uso de la programae-

cién Vineal ya sea utilizando calculadoras digitales o biédn haciehdo jas ~=

operaciones a mano.




hAntecedentes Mui’em»éticos."

20-MATRICES.

Definicidn: Una matriz se define como un.arreglo rectangular de’ nime

ros y se representa por:

A= [:Aii:] oA 31 3y
a8 32 82n
Bni ) A

e Levemsmsaed

~Se-dice que la matriz-anterior es de orden m X n.
Una-matr iz no tiene un valor numérico es inicamenie una forma adecua-
“‘da-para.representar arreglos de nimeros.

Estos nidmeros se conocen como elemeatos de la matriz

Utilizaremos un doble subfndice.con objeto de dgfinir cualquier ele-=
mento. El primer subindice indicars el renglén y el segundo la columna en-
bque dicho elemento se encuentre situado. Consiguientemente el elérehto a{j

se encontrard en el rengldn i y en la columna j.




NOTACION:

“Indicaremos una matrfz con las letras A, B, ¢, etc. En forma seme-
jante " [ 3y 1 indicari una matriz que posea cuando menos dos renglones y

dos columnas. . (aij\ indicara una matriz de un solo renglén,

Una matriz que tenga el misme nimero de columnas y de renglones:se =

-1lama matriz cuadrada,
PROPIEDADES.-

a) Dos matrices Ay B ser4n iguales A =8 si y solamente si sus-

elementos correspondientes son iquales, es decir si a,

j = bij para cual=--

quier valor de i y cualquier valor de j.

b) La suma de las matrices A y B se define como una matriz, C,

¢ = A + B tal que sus elementos estan dados por:

Cij =2y + by

De la definicidn se concluye que Gnicamente se podrin sumar matrices --

. del mismo orden.

¢) De lapropiedad b se concluye que la adicidn de matrices satisfa.

ce las condiciones de asociacifn y conmutacifn es decir.
A+B+C = A+(B+CY=(A+B)+¢
A.,.B:BgA

~d) Para multiplicar una matriz por un escalar 2, se debersn multipli- -
car cada uno de los elementos de la matriz por dicho escalar. = De lo ahte-

riof se desprende que
AA = AN

) e) Producto de matrices. - Para poder multiplican dos matrices éstas-




" deberdn ser conformables es decir que el nimero de columnas He la primera-
deberd ser igual al nimero de renglones de la segunda. Si A es una ma=-
triz de orden mxs y B es una matriz de orden. s x n el producto -~

C = AB serd una matriz de orden m % n cuyos elementos estar4dn dados por:
c.. = f a, by - i = ] = w = m
jooE b= -m
Se deberd notar que el producto BA no se definid.

£Y De acuerdo con la propiedad -e el producto de mairices sétisface
las leyes de distribucidn y asociacifn es decir:
ATB+C Y = AB+AC

ABC = A (BCY = (ABY C

2-2,- MATRICES ESPECIALES.-
al Matriz identidad o Matriz Unitaria

La matriz unitaria de orden n  se designa por T o I -y es una ma- = -
triz cuyos elementos son nulos excepto los de la diagonal principal que --

son unos, es decir:

PR
1 0 0 0
0 i 0 0
0 0 ] ¢
0 0 0 1

Si utilizamos la delta de Kronecker se tendri:

I = [ 8y ] en que 6.j = {



£l sfmbolo I indica gque la matriz unitaria es de orden . n,

"Si-se tiene una matriz A de orden m x n, entonces se cumple:

2 9 - .
El producto I, T, = I, entonces T =1, yen general I% =1,
K=1,2,004 '

E1 producto de un escalar por.la matriz unitaria define a la !lamada-~
"matriz escalar, o sea

S= [ A 5 J o= X1 en que. s,

3, “de acuerdo con la definicién de

“I - ser4 una matriz cuadrada.

La matriz cuadfada 0 = [ A, éij 1 se conoce como matriz diagonal.

b} Matriz Nula es aquella matriz en que todos sus élémentbs son nu~-

los.  Se designa por 0.

La matriz nula no es necesariamente cuadrada, cuando las operaciones-

estén definidas se tendré:

A« A =0
A0 = 0
0 A =0

5i a y b son nimeros reales, ab = 0 implica que a =0 -0 bien b=0

Sinembargo AB = 0 no implicaque A =0 o:B=0. Es sencillof—

encontrar matrices no nulas cuyo producto sea una matriz nula.




O} MATRIZ TRANSPUESTA. -

_:»La transpuerta de la matriz A = [ a|; ] es una matriz formada él‘ig  '
tgrcambar los renglones,y las columnas de la matriz A de tal forha que -
el rengldn i de A se convierte en la columna i. de la matriz trans---

“'puesta, Designaremos a la matriz traspuesta por Al

A= a'y, 1 a{j = ay,

De la,deffnicjén de la matriz t-anspuesta se deducen las sjguientés‘é_

‘relaciones:
(Ab+ By = AV + B!
(ABY = B A
' = I

(Ar)y

1
P

d) MATRIZ SIMETRICA.-

_ Una matriz es simétrica cuando es igual a su transpuerta, es decir --

cuando

A= N

_Por la definicidn la matriz simétrica debe ser cuadfada y oap; —.aj,
“para todas las iy j. ‘ :
e MATRIZ 0BLICUA.-
“Es aquella matriz en la que [a;)] =~ [a;,] siempre que los elemen~
tos de la diagonal principal no sean todos nulos. ‘ '

- fY MATRIZ ANTISIMETRICA. -

" Es aquella en la que 2y Ay =0 o.sea gue una, matriz-

10 -




7db]icua en la cual‘lbs elementos de la,diagonél prinéipal son:nulos,

23, PARTICION DE MATRICES.-

SUBMATRI Z,-

Sise eliminan todos los elementos, éxcepto r renglones 'y s colume-

nas de una matriz A de orden m x n

es una submatriz de A.

Ejemplo:

la matriz

(m>r; n>s)

2y 4y, 33
Ao »
2 22, 43
334 a3, 83,
ayy 8y, A3
351 52 853
LYRU PP Y
A= .
1] 8 0 2y, 323 VoA
831 8y, 2y,
1 By By,
Ay® 1o Ay,
B51 85y g,
Ay Ay
A =
A Ase

resultante de orden

1y
3
2y
a,,
ag,
ai;_
: By
a,
. auu__
ag,




Para poder multiplicar dos matrices que se han partido;, los productos =
A‘K‘Bkj deberdn existir o sea que las submatrices Ay Bkj deberdn ser
 conformables.

24-DETERMINARNTE S

Toda matriz cuadrada A lleva asociada un nﬁmero'llahado determinan~
te de A,

DEFENTCHEON:

El detzrminante de una matriz de orden endsimo A = {a,j] y designa-
do por | A |, se define como el nimero obtenido de la siguiente suma que--

contiene a los n? elementos de A,

[A] =50 Byp 8y eeee 2 - (h6.1)

sumandose todas las permutaciones de los segundos subfndices. Un término
Hevar4 el signo, positivo si (i, j, . r) es una permutacidn par de (1,2,

«»oon) y llevars el signo menos si se trata de una pxemutacidén impar.

Cada término de 1-6-1 es el producto de n, elementos de A, uno.de -

cada renglén y columna. Habrd nf términos en 1-6-1,

" El determinante de una matriz de orden enésimo se puede esdribir

n ‘
bal=cx ;) A para cada i = 1,..yn 1-6-2)
A . i=
: +

‘donde’ A, s (-1 el determinante de 1a submatriz obtenida de A al
L e]iminar'e] renglon iy la columna j; elemento ay:

La ‘expresidn 1-6-2 se conoce como la expansidn de | A en el ren-
glén i.

Para que se cuMpIa la expresién 1-6-2 para una matriz de | x]al,

La expresién para la expansidn en cofactores por columnas es.

&

12




po

]
Wi D
By

pod

~paracada j] = I, .v.y n

la expansién por cofactores reduce el problema de evaluar un. determi~ v
nante de orden enésimo al de caltular n determinantes de orden n-l; es-
decir las cofactores Aij. La aplicacién del método de expansién por cofa
factores a los cofactores, reduce el problema del cdlculo dé cada cofactor

~de-orden n-1 al de calcular n-1 determinantes de orden n-2 etc.

Los determinantes de orden K, K = 1,..., n ~ 1, que apérecen en el-
c4lculo por expansidn de | A | se conocen como menores de A; asf se podri-
decir que para cualgquier matriz de orden m x n la submatriz R de orden-
K, obtenida al eliminar todos los elementos excepto K renglones y K. co-

lumnas de A, su determinante | R | serf llamado un menor de orden K de A.

2.5, FROHEDADESDELOSDETERMNANTE&-

a.~ El intercambio de dos columnas o dos renglones en una matriz A,-
cambia el signo de [ A

by At o= Al

¢} La multiplicacibn de cada elemento del renglén i { ola columna i)
de Ya matriz A por un escalar A, myltiplica a | A ] por A+ Conse~--
n
cuentemente | A | = A" | A ], ypor lotanto | - A = (-1 ) | &

~d) Si todos los elementos eh un renglén o en una columna son nulos,-
Al =0

e) La suma de un méltiplo del renglén K al renglén - i. (i #7K Vo
la suma de un miltiplo de la columna K a la columna .i (i 7k YdeA, no

‘altera el valor de | A .

1Y El valor de! determinante | A ] es cero st Ak'tiene dos renglo

13.




‘nes o dos columnas que sean iguales, es decir a, = a}k ftodas.léé ko 2o
bien a,, = a,, [ todas las i)
g) Si Ay B son matrices de orden n se tendrd que | AB | = | A |
| B | es decir que el determinante del producto es igual al producto de -

los determinantes.

De la propiedad f se tendrd que:

bi k]

F a,. A = I aj;

A 50 (i #F kY 2-6-1

ya que se estdn utilizando los cafactores del renglén- k y.los elémenfbsé.'

del renglén i que ss la expresifn con cofactores del detérminante de una’ .
matriz cuyos renglones i y k son los mismos.por otro lado tendremos g-
que’

EJ By hg TR A A T bal s, SRR

donde Skl es la delta de Kronecker

+

i 1lamamos .a;; = Ayis entonces 2-5-2 se convierte a!
, o + _ ' SO
ST TR T L LAl oy 2-5-3.

-~ Si ahora llamamos

A Ay ver A,
+ 11 21 1

A= Lal= o
Ay Apg vee Ang

A, R

14



- la expresidn 1-7-3 se puede expresar en forma matricial de la siguiente -

v manera:
A= A A = Al S 2pe

. + X oy Lo
La.matriz A se llama matriz "adjunta" de A. . De hecho Ar e5 la
trahspuerta de una matriz obfenida de A al sustituir cada elemento a,; =

por su o factor A,ju

26.- MATRIZ INVERSA.-
DEF I NICIOH.-

Dada una matriz cuadrada A, si existe otra matriz cuadrada B que -

satisfaga la relacién.

AR = BA = T 9-B=1

B se llama matriz inversa de A
Generalmente se designa con A" a la matriz inversa de A
v Unicamente las matrices cuadradas tienen inveréa
Ne la expresign 2-5-U se tiene
1 b -
Aos —— AT VR 2-6-2
1Al ‘
"~ Ya que. 2-5-"1 satisface 2-6-1
A"' en 2-6-2 dnicamente existird si JAl £ 0 o sea que A “deberd-
‘ser una matriz no singuiar. ‘

Propiedades de la matriz inversa.-

a) La inversa de una matriz no singular es inica.

B E- I



. .Demosiraciéd: Supongamos que existieran dos inversas B.y D ide,’A”
AB = T
DAB = DI = D
“pero DA = T luego B = D

Sb) 8, A y B sén dos matrices de orden n tales que AB = I,

éﬁfonceé:
i) Ay B son né singulares

iy AT = g = g

iy oBA =T
Demostracidn : De la propiedad g de Ios.determinantes

Al tsl = 1ot
Sonsecuentemente Ay B deberdn ser no singulares
Por ello A™' existe.
'Premultiplicando‘ A8 =1 por A" se tiene
AT ag o= AT T o= a7
B = A consecuentementer BA = I
‘fc\ ‘S{ Ay B son dos matrice; de orden n entonces o

(g V= g7t a7

‘_ Demostracidn

-1 - -1 =1
ABB A = AT A = AN =T




de las propiedades a.y b se cumple la suposfcién.

4y (A

\} = A DehostfaciSn
Si Afl = 3 por la propiedad . b
B_i = A |
: e) : 'f»__Aprl = (A7
 f5 | Si A es nosingular y AB = 0 édtoncés 'é‘= 5 v

Demostracién : Premultiplicando por Afl,

A" ag o= a7 g
B = 0.

',2'-7..-' CALCULO DE LA MATRIZ IHVERSA POR PARTICION
DB MATRICES.-

Si M es una matriz no singutar dividida en la siguiente manera:

'7,en dondé ‘a4 es una- submatriz de orden s xs, B deorden s xmY de. -

mxs ys de mxm (n=mts)

M~1 existe y serd dividida en forma igual a M o séa




“donde. A es sxs, Bessxm- C esmxs y D es m X m

) L ‘ 41 L : '

‘ Asumiendo que ¢ tiene inversay & es conocida, entonces dado =~
- ’
que. MM = I

a A IvS
7' c 0
L.
desarrollando
a A _+»,Bc = :Is
a B+ -ﬁﬂ =0
vy A 80 = 0
¥ B + ah = Im
' despejando los valores de A, B, C yD se {iéne
A‘*(a-ﬁb'—l.'rl
) = ; R
B = -A 3 8 : R 25 0 B
C = —o~1y A
b = a_1 - 5—1 y B

Pomo M -existe, existiran las submatrices A B Cy D.; Si 5‘1 -

feX|ste, todas las operaciones se pueden verlflcar y A 8, € y D se pueden

calcular de 2-7-1,
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‘2.8.~ VECTORES Y ESPACIOS EUCLIDEANOS.-

Las matrices de un solo renglén o columna se conocen frecuentemente -

como vectores.

A una matriz de un solo rengldn se le llama vector renglén e vector hj

lera'y a una matriz de una sola columna se le 1lama vecior columna.

Un vector a =( a , a,..,a, ) se le llama vector n - dimensio=~

- nal'y a,, i 7 l,..un, se le conoce como la componente i de a.

Geometricamente se consideran equivalentes los vectores renglén y co--

{umna.

DEFINICIORES:

Vector unidad. El vector unidad o unitario, designado.por e, es un --

vector cuya componente i wvale 1y todas las demds son nulas.

Vector cero: El vector cero o nula es un vector en que todas sus com
; " ponentes son nulos. Se designa con 0.

Vector suma: Un vector suma es agquel en que todas sus componentes son
El producto escalar de dos vectores esté dado por el nimero!

n . : . o
> Ch b| _2-18"1.

Como ~a = ! By eeey @ } se puede interpretar como un punto.en el es-

pacio n - dimensional, la distancia entre dos puntos estar dada por:

. 2 13 . '
| a-b} = (a, =b; ) ‘ 0482

™M =2

i=1
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CDEFIHNICT O N

Espacioc Euclideano ¢ ’Un‘cspacio euclidiano ‘n - dimensional, represen
tado por. E" se define como el conjunto de todos los vectores [ puntos } -
a = fa ... a N

Para estos vectores, la suma y multiplicacidn por un escalar estdn de-
finidos por el algebra matricial. Asociado a dos vectores {puntos! cual~-

quiera del conjunto est un nlmero no negativo llamado distancia entre dos:- e

vectores {puntos). Esta distancia 2st4 dada por la expresidn 1-10-2

2.9.- DEPENDENCIA LIMEAL..

en . C :
Un vector a de £ se dice gue es una combinacién lineal de a,...
a, si a se puede obtener de:
a * AN a3, + A

- QA t e N B L 2-9-1

para un conjunto de escalares A .

n
Dependencia linear. Un conjunto de vectores ays »...3, de E se

dice que son linealmente dependientes si existen escalares A, no todos -

nulos tales gue
Moa, t Aga, fo...tAa =0 24922

31 el unico cohjunto de A, parael cual se cumple 1 - 11 -2 es -

N AT Ap = 0 se dice que los vectores son independientes.

Un conjunto de vectores gque no es dependiente linealmente debe ser 1i-

“nealmente independiente.

= . Lz - \ - ..
=la, ey Yoy I T

51t a am

queda’




que constituye un conjunto de- n ecuaciones lineales simultancas con- m =

incognitas las A,.

Si existe otra solucién adends de la trivial, los vectores son lineal

mente dependientes

La dependencia e independencia linear son propiedades de conjuntos=-
de vectores y no de los vectores individuales del conjunto. Para un con
junto que contiene un Unico vector a, la definicifn de dependencia linear

implica que para que x#0 y \a = 0 3 a = o serd un conjunto dependiente y -

Aa # 0 ser4 uro independiente.

\ . . n . .
Si un conjunto vectorial a,, ..., a, de E  contiene dos o mas -~

m
Vectores, entonces el conjunto es linealmente dependiente si y solamente -

sy uno cualquiera de los vectores es una combinacifn lineal de los otros.
DEMOSTRACT ON.-

~Supongamos que el vector a, se puede obtener de una combinacidn li-

neal de los demis, o sea

a_ = § Apoap v bien. % A, a, =-a, =0

"o qUe'implica gue los vectores son linealmente dependientes. - Por otro -
lado,si los vectores son linealmente dependientes entonces.2-11-3 se debe-

‘féicumplir por lo menos un A, # 0. Supongamos que Am # 0, entonces:

y un vector se puede escribir como una combinacifn.lineal de los demis.

Un vector a es linealmente dependiente de un conjunto de vectores - -

4, ey @ Si a se puede expresar como una combinacidn lingal de  a,,

1Y m

...,,‘am : de no ser asf, a es independiente del conjunto.
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$i un conjunto de vectores es linealmente independiente, entonces cual

quier sub-conjunto de estos vectores es tambiédn linealmente independiente.

Si un conjunto cualquiera de vectores es linealmente dependiente; cual

“quier conjunto de vectores que contenga al conjunto dado es tambiédn lineal~

mente dependiente.

Se tendrd que el miximo nidmero de vectores linealmente independientes-

en un conjunto'es k, si en el conjunto hay por lo menos un conjunto de k -~

vectores que son linealmente independientes, y no existe un subconjunto de=

k + 1 vectores que sea linealmente independiente.

"Si k <m esel miximo némero de vectores linealmente independientes -
de un conjunto de m vectores a,; a,; ..y a, G £ entonces, dade un -
subconjunto cualquiera de k vectores linealmente independientes cualquier-
otro vector del conjunto, se puede expresar como una combinacién lineal de=-

estos k vectores.
DEMOSTRACI O N~

Considerense los vectores a,, ..., ak, tales que sean linealmente -

independientes.

El conjunto a,,..ey 2, a, deberd ser linealmente dependiente para-

cualguier r =k + 1, «ov, m

Esto implica que 2-9-2 se cumple y por lo menos un A\, £ 0, Sinem=--
bargo, A, no puede ser cero, ya que esto se opondrfa al hecho de que a,,
t1e8, €5 linealmente dependiente. Por consiguiente  a_ se puede expre=-

sar como una combinacidn lineal de a,, «oxy .

2.10- B AS E 5.
DEFINICIONES:
Conjunto Generador.

n - . :
Un conjunto de vectores a,, ...; a, de E - se d{ce que genera 0 -
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abarca a E" si todos }os vectores de " se pueden expresar como una combi-

nacién lineal de “a;,eer; a.s

De

se observa que los vectores unitarios generan E7,

Un conjunto generador aue contengé el mfnimo nimero posible de vecto-
res deberd ser linealmente independiente, ya gque en un conjunto iinealmenw.
te dependisnte de vectores, por lo menos un vector se puedé expresér como~
una combinacidn iineal de los demis y por lo tanto no se le requieré en el

conjunto generador,
BAS E:

Una base de E" es un subconjunto linealmente independiente de .

que genera a todo el espacio.

. , n . . :
Los vectores unitarios son base de E ya que son linealmente indepen

dientes.

n . . , . .
Una base de E no es Gnica, como se verd, existe un nimero infinito -

n
de bases para E .
La representacién de cualquier vector en términos de un conjunto de -
. . ‘ n
vectores base es (nica. Es decir que cualquier vector de E se puede =-

expresar como una combinaciSn lineal de un conjunto de vectores base Gnica-

mente de una sola forpe.

DEMOSTRACI ON:

‘Sea 1 un vector cualquiera en E" y sean a;; ««uy a. o un conjunto-
de vectores base. Si se supone que 1 se pude expresar como una combina-

cién lineal de los vectores base de dos maneras diferentes, o sea
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. , . v S
s ' N .
Tl o - a0 Y a = 0 ycomo el conjunto de veg

tores base es linealmente independiente, esto implica que Ai - A& =0 pa

1

ra i 7 1, s, r o0 sea Ay T OA L

Consideraremos ahora una técnica que es fundamental en el método sim- -
plex para la solucién de problemas de programacifn lineal.  Esta consis-
te en reemplazar uno de los vectores base de E" por un vector arbitrario

1 en tal forma gque el nuevo conjunto también sea una base.

TEO"EMA:

Dado un conjunto de vectores base ayy esey . de £7 'y ~ otro -

vector cualquiera, 1 # 0 de E", entonces en la expresién de '} ‘como -

una combinacién de aj.

a, -2-10-2

1
I
]

Si cualquier vector a;, para el cual ai# es reemplazado del conjpnto

agenesdp ¥ 1 es agregado al conjunto el nueve conjunto de r ventores es -

también base de E"
DEMOSTRACT O N.-

Por 1o menos un o, de 2-10-2 es diferente de cero ya que 120

Si numeramos los vectores de tal suerte que a_ # 0 , se desea demos

n
trar que el conjunto a;, ..»; a._, , 1 es una base de E.

Para demostrar que e} conjunto a,, ...; a__,y 1 es linealmente inde

pendiente supongamos lo contrario o sea:

S8 N ¥ 51 =0 . © 2-10-3

y por lo menos un ¢, o & es diferente de cero. Pero & no puede ser-

cero porque esto implicaria que a, ; i =1, «uey r - 1 son linealmente -
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ihdependiéntes. Sinembargo si de 2-10-2 &liminamos 1 ob{endremos.,u 3

r-t ‘ : .
|§1 ( op *apo ) a, toa a =90 - 2-19-‘1,

donde ~ ¢ #r 0

- Sinembargo esto contradice el hecho de que a;, i = 1, vui, 1,500 ==

Vinealiente independientes luego el conjunto ay; cer, @

ey b oes lineal

mente independiente.

. . C no .
Se puede ver por otro lado que cualquier vector Z de E "se puede ex--
presar como una combinacidn lineal de a;, »eu, a g 1. - Dado que ‘a;,i:l,
«veyr forman una base, se puede escribir. '

,
1 = Z vy a : 2-10-5

Si se elimina a_ de 2-10-5 utioizando la expresidn . 2-10-2, se ob
“tiene! A '

o, )
Vom e fa =1 2-10-6
: |

que expresa a I como una combinacién lineal de  a;, «voy 2.y I Lue=-

g0 a;, ..., 8.y, | es una base de EM.

Si en 2-10-2 1 sustituye a un vector a; :para el cual a; = 0;-en

tonces el nuevo conjunto de vectores es linealmente dependiente y no .cons-

tituye una base de E",

DEMOSTRAC IO N.-

Si a. = 0 ysesustituye a. por 1 entonces
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A A _ 2-10-7
Los vectores ay, «ov, @y, 1 son linealmente dependientes.

2-11.- NUMERO DE VECTORES EH UNA BASE PARAE .-
"TEOREHA-

. R . o _
Dos bases cualesquiera de €  tienen el mismo ndmero de vectores ba-

se.
Demostraci®bnn-

Sean a;, ..., &, un conjunto de vectores base de E"y b, ...,b&
otro conjunto cualquiera de vectores base.

Sevdesea demostrar que u =V,

Podremos expresar los vectores a, de tal forma que cuando b, se -

exprese como una combinacidn lineal de a,, b, = Z A, a;, rntonces A, #0,

Ne acuerdo con lo dicho en las secciones anteriores a,; svsy 8, ;4 -

b, - es una base de E".

Si ahora expresamos

a. + o'b 0 2-11=1

“por lo menos uda -5, deberd ser diferente de cero, ya que de lo contrario

el conjunto b, no serfa linealmente independiente.

Digamos que o # 0, entonces Az eeny 850 b,_w b gs una_ ba -

U1 v

n
se de E .

Si aplicamos este principio reiteradamente, llegaremos a una base. que

tendrd cualquiera de las siguientes dos formas, a saber:
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alyv-.-«, au_‘v, blv' £8 2 b'l) 4 bl’ rany bo.

Deberdn existir por 1o menos tantas a, como by De otra manera -
se llegarfa al hecho de que una bj fuese una combinacifn lineal de alqu--

nas de las otras,-hecho que coniradice la independencia lineal de las bj.

Por Yo tanto u > v.

Sinembargo, se podrfa haber hecho las operaciones anteriores a parte~
“de las bJ y haber ido insertando las' a; se llegarfa asf a la conclusién

de que v > u,
Por ello u =v y conello se ha demostrado el teorema.

Para determinar el ndmero de vectores necesarios en una base de E" -
es Gnicamente necesario encontrar una base y contar el nimero de vectores-
_que posee, ya que como se¢ acaba de ver, todas las demas bases deberin te--

ner el mismo ndmero de vectores,

Se demostréd con anterioridad que los n vectores unitarios forman -=-
n . . X :
una base de E . Consecuentemente cualquier base de E" deberd estar --

constituida de precisamente n vectores.

Esto querr4 decir que cualquier conjunto de n vectores linealmente-

independientes constituyen una base de E".

Cualquier conjunto de m vectores linealmente independientes, m < n
de. EP formam parte de una base de E", es decir que si a,; +» +uy a, de E"
son linealmente independientes, entonces n - m vectores adicionales son -.
necésarios'para que a;, 1=l my los n - m vectores constituyan una ba~
se de g

La dimensidn n de un espacio eudideano se caracterizé por el niimero
de comnonentes en el conjunto de vectores que constituyen el espacio. Sg—
aéaba de demostrar que el miximo nimero de victores linealmente indepen--=-

dientes en €™, es n, Podremos consecuentemente definir Ta dimensidn de-
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‘un"espacio por el miximo ndmero de vectores linealmente independientes del

espacio.

2-12.. ESPACIOS Y SUBESPACIOS YECTORIALES..
DEFIRICTOHN-

Un espacio vectorial es un conjunto de vectores’agrupados bajo las ==

operaciones de suma y producto por un escalar.

Esto querrd decir que si a y b pertenecen al conjunto, la suma‘a + b
también pertenece al conjunto y por otro lado, si a pertenece al conjun=

_to Aa también pertenece al conjunte para cualquier escalar A,

Se deber4 notar que la distancia no requiere estar definida en un es-
pacio vectoral,  FEl vector O es siempre un elemento de un espacio vectg

ral, como también loes =~ a si a es.

La totalidad de los vectores de n componentes se llama espacio vec-

torial n - dimensional y se designa con V.

n . . i3 .
Aunque E constituye un espacio vectorial no se cumple sinembargo --

‘que cualquier V¥ sea'un E",

Definiciédn.-

Un subespacio S de V_ se define como un subconjunto de 'V que -
constituye a su vez un espacio vectorial.

El subfndice n  de S, ‘indica gue los vectores tienen n componen

tes, es decir que son elementos de -V .

Se define la dimensién de S, como el miximo niimero de vectores li-

nealmente independientes de 5.

Se considera a S =V como un subespacio de V , de dimensién n

"es decir que el subespacio es totalmente de V .

Una interpretacién geométrica de subespacios de E* es ya sea E? -
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misma; un Dlanq através del origen, una linea através del origen o el ori-
+ ‘gen mismo (constituye este Gitimo un subespacio de un solo elemento y tie-

ne ‘dimensién 0},

Un conjunto de vectores de §  genera §  si cada vector de S, se
puede expresar como una combinacién lineal de este conjunio de vectores. -
Un conjunto linealmente independiente de vectores de S, due genera Sn se
I1ama base de S . Si S, tiene dimensifn k, entonces una base de~
S, contendrd precisamente k vectores. i S, es un subespacio de E" «
tgniendo dimenéién k, entonces, excepto por la notacidn §, es igual a E",

2.03.- R AN G O.
Las n columnas de una matriz A de orden m xn se pueden conside

rar como. vectores de E™  Las célumnas de A estdn dadas por a.
Definicidn-

El rango  de columnas de una matriz A de orden, m x n; indicado -~
por r (A ), es el miximo nbmero de columnas linealmente independientes -
en A

Teorenman~

.El rango de A es - K si y solamente si cualquier menor de A de -
orden K + 1 es nulo mientras gue existe por lo menos un menor de orden K

‘diferente de cero.

Este teorema proporciona un método para determinar el rango de una -~
matriz. Se determinar4 el orden del mayor menor diferente de cero y este

serd el rango de A.,

Por medio de este teorema es también posible determinar el miximo nd-
mero de vectores linealmente independientes de un conjunto 2, ..., a, de

E".
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Se forma una matriz A = [ Ay e 'ar\ y sekdetermjné el orden de]¥‘ a.' 

mayor menor diferente de cero.

El rango de renglones de una matriz A se puede definir como el mixj
mo nimero de renglones linealmente independientes en A, Se demuestra fa
cilmente que el rango de renglones de A es igual al rango de columnas o-
Jo que es lo mismo, que el miximo némero de columnas linealmente indepen-~

dientes en A es igual al mixime nimero de renglones linealmente indepen-

dientes.

El rango de A, es consecuentemente 9nico y no serd necesario distin-~
guir entre rango de columnas o de renglones para demostrar esto solamente-
es necesario decir que el rango de renglones de A es igual al rango de ~
columnas de A' y que el mayor menor diferente de cero de A aparece en A'

y viceversa.

Las conclusiones anteriores indican que las columnas (o renglonest de

una matriz no singular de orden n son linealmente independientes y forman-

una base de En,

Ademads, una matriz de orden n cuyas columnas (o renglones) son ba-

n .
se de £ son no-singulares.

2-14.- FORMA DE PRODUCTO DE LA INVERSA.-

En el método simplex serd frecuente el problema de calcular la inver-
sa .de una matriz, para la cual ¢nicamente una columna es diferente de otira

matriz cuya inversa se conoce.

Supéngase qae se tiene una matriz no singular B = (b, .uuub )y ==

1 . . -
- que B se -conoce. Si sustitufmos 1a columna r de B por a y deseames

calcular la inversa de B, = ( by, vy b5, boyyy vesy b

$i las columnas de By B, son dos bases de E' entonces B, se pu-

do haber obtenido de B al intercambiar un vector de la base.
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De'lo visto en las secciones anteriores se-tendré que

B, serd no singular si y Gnicamente si Y, 0, si esté es el caso-

se tendré:

br = Ba 7
dona.
R Yooy | Voes Yn  .
BF [ e e e gy — = aeey e 2-luil
Y, Y, v, Y, Y, =
luego
B = Ba E, E= 85 wxvy € s Ny €rpg ey 8 . 2—]u_|
o bién
B;1 = B—} . v . 9143

‘ E se obtiene de la matriz identidad; al sustituir la columna " r por =

| ; . -1
m.  Para calcular 7 por otro lado Gnicamente se requiere y = B a-

La teorfaianteriorq proporciona una método para el célculo de una ma--
triz no singular B = (b, «uyy b, Y. Se partird de la matriz identidad -
(1—1 =.1Y y se inserta una cdlumna de B .cada vez. Por ejemploa~se pue~ '
de comenzar por insertar la primera éolumna de B a 1, quitaf la columna-

| de I para obtener B,.



) Seguidamente podremos insertar la 2, columa de B en'Bi,‘quitaﬁﬁq.laf"f'.‘

‘columna 2 de B,, para obtener B, etc. Entonces

-1 . PR
Bl = E E e By 2-10-4
donde
Ei = By €y wess Bi_gy Mys Byag o xex € Yo E 24)&~5_
I Yy 'Yi~1,ib 1 Ve, You -
N5 [ ey ey - , , = ) eerm ] 2-14o8
Yo i Y it *”
oy
=t -1
Y, = By by B N v orer E,
Bf = E, B, iFIl, weu,on 2147
-1 -
B, = 1
E j‘e mplq:
Considérese una matriz 8 = [ b, b,, b, ) cuya matriz inversa es
3 i 5
gl = 6 2 U
& 3 2

: " Sustituyamos la segunda columna de B por a = ‘[ 2,7,5] para obte-
ner la matriz 8, = (b 2 b\ ' ‘

: -1 .
Para calcular B, , se calculars primero :
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seqguidamente

Finalmente

~Ba =

-1

[:Egy 6, 75:}

6+ 7 425, 12 4 14+ 90, 12 + 56 + 10

calcularemos el vector @

-t -1

————e,

— _—
38
b ug
1
0 !
ug
78
~ 5
38 _ '
i - —_ 3 | 5
46
.
0 us 6 9 U
78
0 T 6 8 2
S —— p—
6 x 38 hox 38
A -
16 46
, 4
U5
2 x 78 onx78
+6, o +By 42
ug




1 : 18 - 228, A - 76, 730 - 152
5\ = L
5 2, s

488 + 278, - 156 + 38R, - 312 + 92

- 90 - 20 , 78 S it e i v
- -
a g 6 2 5

192 217 - 20

245; ECUACY ONES LINEALES SIMULTANEAS.-

Un sistema de m ecuaciones lineales simulteaneas con n - incognitas,

Xiy weey X, tiene la forma

C2-15-F

donde aIJ ; b, son constantes conocidas.
SSi

A= Doa b, x = L X e K]

n

b= [b,, .. b 1 elarreglo 2-15-1 expresado

en forma matricial serfa:
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Estudiemos el caso para el cual m s n.

Entonces si r { A} = 0 es decir que | A | = 0 se obtendré -
. L. ., Lot . , .
una dnica solucidn x = A b.  La solucidn es Gnica, porque .la inversa
1o es.

Utilizando la expresidn 1~8-2, podemos expresar la solucién x = A™'D
seglin sus componentes de la siguiente manera:

|

Ll =

. A b, P20, e 0 22150

12

De la definicién de un determinante se observa que EJ Aj, bj es el

»'detefmfnante de la matriz formada de A al sustituir la columna i por ~
b, ‘0 sea

b, 8yp ves @), A, easdyyo_qy by

1 . . 1 . .

X, = . X, T —

1 - ity .

IA‘ . ! 7y .
bn anz --v.ann an‘ ...én,n~1 .b‘n

I P i N
21 ’ 2-15-3

. Las-ecuaciones 2-15-3 se conocen como la regla de Cramer para encon---
trar la solucidn de un sistema de n ecuaciones con n incognitas.,  Este
método-no es numericamente muy eficiente sin embargo tiene un gran valor --

tedrico.

Un método mds eficiente para la solucién de un sistema de "n ecuacio-
nes con'n incégnitas es el conocido como cuadro de rediccién de Gauss. Es
quizd el primer intento que se ocurre al intentar solucionar un sistema de- -

" ecuaciones.

Si numeramos las variables y las ecuaciones de 2-15-1 de tal manera --

que ag, # 0, dividimos la primer ecuacifn por'a;, y scutiliza el resulta-
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do para eliminar X ‘en las ecuaciones 2, .., 0 esto es

Kpetag, ot oo ba o % = by
t L 1 - L
a,, X2 s tay Xn b,
t s L ! . = ‘.l
a5z XB et annvxn bn
donde
ay
_a;j ot 72, 0, s D
3y
R a4y
A T a
i i i
a4
)é‘
i 22, e gty JF2 sy
b, ajy _ )
by =——ib; = by = by =e——b, , i =2 .y
Ay A

Sequidamente se divide la segunda ecuacidn de 2-15-% por a,, (nume--

‘rar las variables si &s necesario para que a,, 7 0 ) y se elimina x, en-

0 las ecuaciones 3; ..., n. En un nimero finito de pasos se llegard a un

conjun{o_de ecuaciones que tendrén la siguiente forma (si | A T # 0)°

[ -r -7 r 7
1 My, oo Ry Xy g, :
2-}5-5~
} vas h2n X'Z = q, ’
3 . ;
| X, a,
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‘Entonces X, = g, ¥y sustituyendo hacia atras se tendrs.

X = 9., - h,., g, etc.

Regresemos nuevamente a las ecuaciones 2-15-1 y consideremos ahora-
ahora e 1 caso general, o sea cuando m pueda ser diferente de n. Segin -

esto m podri ser mayor igual o menor que o [ m>=<n V.,

Primeramente determinaremos las condiciones para las cuales sabemos -
que existe por lo menos una solucibn a ?2-15.]. Para ello formemos pri-
mero Ta matriz mx{ n+ 1) osea Ab={ A, b)Y, es decir que Ab, lia-

imada matriz aumentada del sistema se obtiene al anexar a A el vector b -

que se convierte en la columna n + 1.

Se deber4 notar que r { Ab Y > r ( A ) ya que cualquier menor de ~

A también aparece en AB.

Si ahora r {AbY > ¢{ A ), no existird una solucién para 2-15-1. €5
to se debe a que si r { Ab Y =k > r { A ) cyalquier conjunto de k co--

lumnas linealmente dependientes de Ab deberd contener a b.

Consecuentemente b no se podrd expresar como una combinacién lineal
de las columnas de A es decir que no existen unas X tales que
T X; 8 = b. Por otro lado, si r ( Ab ) = ir f A) =k, entonces si -
existe un conjunto de k columnas de A tales que cualquier columna de Ab y
b en particular se pueden expresar como combinaciones linecales de estas k
columnas. En conclusién existird por lo menos una solucién a 2-15-1 y es

ta con no mas de k de las variables diferentes de caro.

E! conjunto de ecuaciones 2-15-1 se 1lama consistente si existe por~

1o menos una solucién de otra manera seri inconsistente.
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Ejempl o

Las ecuaciones:

2%, *5x,= 9

Ix, # 7.5 x, =3

son inconsistentes y no existe solucién ya que r (A =1 y r (Ab) =2,
Esto se debe a que si multiplicamos la primera ecuacisn por 3!2; la-=-
parte izquierda resulta iqual a la parte izquierda de la segunda ecuacidn.

Sinembargo la parte derecha de la primera ecacidnno'se convierte en la
parte derecha de la segunda ecuacién. Geometricamente las ccuaciones re~-

presentan dos lineas paralelac no-coincidentes que no se intersectan.

Estudiemos ahora un sustema de ecuaciones del tipo 2-15-1 parael -
caso en que rflAY =.r (Ab\ = Kk <m. Es decir que si numeramos las écua--
ciones de tal manera que las K primeras sean linealmente independientes,
entonces si designamos los renglones de A con (a;i bl\ se podri expre--
sar cﬁalquier‘renglén cuya fndice sea r £> k como uyna combinacién lineal =

de 1os primeros k renglones, es decir:

K -
fa b Y=g &, fa b, Yy rFk+l, 0y om 2-15-6

o bién

FEKt ), e, oM . ~2-15-7

Supéngase que x saltisface a las primeras k ecuaciones déllfYT-Z,

o0 'sea




'al_ X F b, i = 1, .7 k, entonces

jo 4
s
>
1
11
A
>
[+
<
]

o= kit see,om 2-15~8

) s . . . L. [
. Consecuentemente, cualquier 'x ~que satisfaga a - k ecuacdones a X =
b;s para la cual los correspondiente renglones de A son 1inealmente inde-

‘pendientes satisface a todas las m ecuaciones.

En otras palabras, todas excepto k ecuaciones pueden ser ignoradas- .
~al buscar la solucidn de 2-15-1, Se dice que m-k de las ecuaciones --

son redundantes, es decir que no implican ninguna nueva restriccisn a las-

variables.

Hemos supuesto que los primeros k renglones de la matriz A~ son li-
nealmente independientes.  Si 1lamamos A, a la submatriz formada de los
primeros k renglones y columnas de A, podremos expresar a las primeras «

k ecuaciones de 2-19-1 de la siguiente manera:

Ay %g * %3 = b 4 2-15-9
donde Xy = L Xy vw vy X1 Xa® [ Xgps eee s X, 1
b* = [ by, »eoy bJ; y R contiene las n-k columnas de

K. Cualquier X = [ X, Xﬁ] que satisfaga a 2-15-3 satisface taubién a
{odas las. m - ecuaciones de 2-15-1. Supongamos que las variables fugron -
. numeradas de tal suerte que Ay es np-singular, entonces '

, 1
a 1 1

b* - AR X ‘ 2-15410

'o sea que dada cualquier X1 podremos calcular X, en térmihos de - Xﬁ-
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‘Es por ello que las variables n-k podr4n tomar cualquier valor arbj
trario; los valores para las restantes k variables en X se pueden encon

trar de tal forma que X = [ X, Xal sea solucibn de 2-15-1.

Todas las soluciones de ?-i5-1 se pueden formar dando todos los Valg

res nosibles al conjunto de variables X

Es, decir que si wn > k, existird un nimero infinito de ébiucignes~
~diferentes para 2-15-1.  Hemos demostrado por lo tanto que el conjunto ~-

de ‘ecuaciones A x = b puede:

1.~ MNo tener ninguna solucién
%2~ Tener una dnica solucidn

3.~ Tener una infinidad de soluciones.

Sea X, una solucidn de 2-15-1, entonces cualquier otra solucién X
de 2-15-1 se podrd escribir como X, = X+ Y, Y =X, - X« Nétese-
que Y satisface a AY = 0.  Se dice que un conjunto de ecuaciones li--

neales AX = 0 es hemogeneo se ha demostrado que cualquier solucidn.a ==
7-15-1 se puede obtener a partir de una solucifn de 2-2-15 mas todas las =~

soluciones del conjunto de ecuaciones homogeneas, consiguientemente el con
junto de todas las soluciones de AX = 0 es un subespacio de E". La di--
mensidn de este subespacio es n-k donde rl{A) = k. Entonces la dimen~-
sidn del espacio generado por las soluciones de 2-15-1 deberd también te
ner dimensién n-k, Sinembargo , si b 7 0, el espacio 80 es un subespa—-:

cio de E" porque 0 no es una solucién.

E! espacio generado por la solucién de ?2-15-1 con b # 0 es 1}amado-

un subespacio afin. Este espacio se ha trasladado fuerg del origen por-
due b7 0.

Ej emp 1l o

1 2 ™2 3
'plano no pasard por el origen excepto cuando b = (.

La solucién de a, x, *a, x, +a X; = b estén sobre un plano, Es-
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2.16.- SOLUCIONES BASICAS.. _
fonsideraremos ahora las solgciones a un sistema de m ecuaciones =

AX = b conn > m incgnitas que tienen tantas variables nulas como sea -

posible.

De la seccidn anterior sabemos que si ~+fAY = & y si seleccionamos-

k columnas cualesquiera de A. que sean linealmente independientes, podre-~
mos dar valores arbitrarios a n-k variables que no estin asociadas con &

estas columnas.

Las restantes k variables serdn exclusivamente determinadas en tér--
‘minos de las n-k variables. Entonces para un sistema de este tipo pode
mos hacer n-k variables iguales a cero. Las restantes k variables se-
rén en general diferentes de cero ya que las ecuaciones se deberdn cumplir.

(En 'alqunos casos, una o mas de estas variables podrin ser nulas).
fs decir que supondremos que rfA) = r (A} = m

Esto implica que ninguna de las ecuaciones es redundante.

I3

Definiciént

Solucifn Bisica: Dado un sistema de ecuaciones, lineales simulta---

neas con n incognitas AX =b fm <nYyr (AY=nm

Si cualquier matriz no singular m x m se escoge de A, y si todas --
" las n-m variébles no asociadas con las cdlumnas de esta matriz se hacen ny
las, la solucién del sistema resultante de ecuaciones se llana solucidn b
sica. Las m variables que pueden ser diferentes de cero se 1laman varia

‘bles bésicas.

Si se escogen m columnas linealmente independientes de A y se for--
man as{ una matriz B cuyas columnas son las columnas seleccionadas de -

A, entonces la solucibn bdsica estars dada por
k, = 87'b ' S 2-18-1
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donde todas las variables no asociadas con las columnas de esta matrlz s
hacen iguales a cero.

El nimero miximo posible de soluciones b4sicas serd la combinacién de
n variables tomadas m a la vez, es decir

n!

mb fp-m )

Para obtener este ndmeiro de soluciones es necesario que cualquier con

junto de m columnas de A& sean siempre linealmente independientes.

Definicidne-

Degeneracidén:  Una solucidn bisica-de AX = b - se dice que es degene

rada si una o mas de las variables bisicas es nula.
Teorema s:

a) Es condicidn necesaria y suficiente para la existencia y no dege-i
neracién de todas las soluciones b4sicas posibles de AX = b la indepen~~
dencia lineal de cada conjunto de m columnas de la matriz aumentada ==-
A, = (A, b

b} Es.condicidn necesaria y suficiente para una solucifn bésica cual

quiera X; = B! b para no ser degenerada la independencia lineal de by

cualquier conjunto de m-1 columnas de B.

Si se tiene una solucién de ?2-15-1 que posee precisamente m varia=
bles‘diferentes de cero, y si esta sdlucidén es dnica deberd ser entonces -
una solucién bésica para demostrarlo es dnicamente necesario demostrar gue
las columnas de A asociadas con las variables diferentes de cero.son li-=-~.
nealmente independientes. S§i fuesen dependientes, entonces algunas de =--~-
ellas, digamos K, podrian expresarse como una combinacién 1ineal de lag=-

otras, Fsto, sinembargo, contradice el hecho de que la solucién es fnica
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.»ipdfque.pard_cualquier valor arbitrario de X,, los valores de las otras == -

m=1 variables podrfan encontrarse que forman una solucién. (las variables =

" nilas permaneciendo iguales a ceroY,

‘Ejempl o~

2%, ¥ 3%, + 2 X,

+2 00X,

£l ‘méximo posible de soluciones bisicas es:

Si

Si-

1




X, =8 = X, FBa e = e
o 4
Xl»:.._..‘;
: 3
5.
X:..._._
SRR
st X =0
3KH, + 2K =6
2%, + %X, = 8
P LI
X, = 1
3 6 3 3
X :3_-———.X f— U -
’ 270 9 g
3
X35 T

o0 'sea las tres soluciones bdsicas existen y no son degeneradas.

2.17.- TRANSFORMACIONES LINEALES..

£l dlgebra matricial se conoce también por el algebra de las transfoﬁ
“maciones lineales. Sea A wuna matriz de orden m x n. Para cualquier -
vector X de E", el vector Y = AX se puede considerar como un vector en
E™  corresponde un punto Y = AX én E", El punto Y = AX se llama imagenv

. de X. Se dice que A mapea a E" dentro de todoo parte de E™ Una -
transformacién matricial de la forma Y = AX se dice que es una‘transfor-
macifn lineal. Una transformacidn matricial o lineal tiene la propiedad-
de conservar la suma‘bajo la transformacién: = Si Y;= AX, Y ‘YZ = A X, 5

entonces Si Y, = ACX, + X,) se implica que LR PRI Ademds una-

»




‘transformac10n lineal o matricial conserva la multiplicacidn por un 508w~

ldr, es decir si Y = AX y A W ), entonces Y' = A V.

Si A es una matriz de orden m x r y B es una matriz de orden --
r xn, laretacién Y = A B X, se puede considerar como una secuencia de =

transformaciones lineales.

La matriz B transforma a un punto de E™ a uno de ETy A transforma

a un punto de E" en uno de E".

2:18.- COMJUNTOS DE PUNTOS.-
El concepto de conjunto es tan bdsico que es dificil definirlo en fun
cién de iddas o conceptos adn mas fundamentales. Se pueden dar las §immm

guientes expresiones como sindnimos:

al Un conjunto de elementos
b} Una coleccién de objetos

¢} Un ndmero de cosas

Un conjunto consiste en un ndmero finito o infinito de elementos. In
dicaremos un conjunto con letras maydscukas como por ejemplo A, B, etc. -

“los elementos del conjunto se indicardn por ay, b,y ete.

Los pareniesis { } encierran a los elemenios que perienenen al conjup
to. Es decir que un conjunto A que contiene a los elementos a; se in-

dicard por A= {a L

Dos conjuntos Ay B son iguales, A = B, si contienen precisamente --
los mismos elementos. La notacién a, ¢ A indica que a; es un elemen-
to dé Ay Aa, £ A, indica lo contrario. Un subconjunto B de A es un --
conjunto én que todos sus elementos estén en A. Sinembargo no todos loé -

elementos de A deberdn estar en el subconjunto By B es un subconjunto

propio de A. si A contiene por 1o menos un elemento que no pertenece a -

B, Lanotacisn B &A o AD B indica que B es un subconjunto de A,
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La interéeccién de un nﬁmero,ffnito de conjuntos A, «ae, Ay duevqe iﬁ

. dica por A N AN Agi'es el conjunto que éohtiene'a todos los eiementos 
comunes a Ay, «ve; Ao La unién de un ndmero finito de conjuntos A ve.,.
A, Yy gque se indica por A, UA, U... UA  esel conmunto que contiene a

todos 1os elementos de por 1o menos uno de los conjuntos Ape e A

Los conjuntos de puntos son conjuntos cuyos elementos son vectores o~

puntos. en E",

Como el enfoque buscado es principalmente geométirico, nos referimos a
los vectores como puntos en E°. Los conjuntos de puntos pueden contener

un nimero finito a una infinidad de elementos,

Generalmente contendrén un ndmero infinito de elementos. Los conjun=
tos de puntos estén frecuentemente definidos por alguna propiedad o propie -

dades que satisface el conjunto,

Ejemplo.-

Consideremos el conjunto de puntos de E’? encerrados dentro del elip-

soide.

2 ) 2
Ko+ X
—— 4 — 4 ———< | (a, b, c reales >0 )

a2 . b? c?
7 La forma de representar este conjunto es
2 y2 g2
Xy SRS . e
X,V [— +—+—<|}, yenila-

aZ bZ C2‘

notacién.
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K=l PT - - - 20841

indicard que el conjunto de puntos X = {X} tiene o cumple la propiedad .
(o propiedades) P (X). En el ejemplo enterior, la propiedad P es la de--

sigualdad ) 2
X3 Rs <
FUAEY c?

Si no e isten puntos gque posean la propiedad P, entonces el conjunto

2-18~] no contiene elementos y se Vlama conjunto vaclo

Consideraremos que siempre existe por lo menos un elemento, a no ser

que se establezca lo contrario.

Una hiperesfera en E2 con centro en a y radio ¢>o0 se define como el
conjunto de puntos X = {X || X - al = €} es decir que la ecuacién de una

hiperestera en £" es % (%) - a)z = 65
: 1

~

3
que es un cfrculo en E y una esfera en E".

El interior de una hiperesfera con centro-en a y radio ¢ es el conw-
junto de puntos X = {X || X - al <e}. Un entorno ¢ alrededor del punto a
estéd definida por_el conjunto de puntos que quedan dentro de la hiperesfe

ra con centro en a y radio €.

Un‘punto a es un punto interior del conjunto A si existe un entorne
¢ alrededor de a que contenga Unicamente puntos del conjunto A. Un punto
interior de A deberd ser un elemento de A. Un punto.a« es un punto frén--
tera* del conjunto A, si cualquier entorno e alrededor de a (independien~.
temente de que tan pequefio sea e>0) contiene puntos que pertenecen al con

junto un punto frontera de A no es indispensablemente un elemento de A.

Un conjunto A es abierto si (nicamente contiene a puntos interiores.

Un conjunto A es cerrado si contiene a todos sus puntos frontera. Un =-

*

cou. 0 de acumulacidn ( T M Apostol )
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“conjunto podré no ser ni abierto ni cerrado, si contiene a alqunas, pero -
“ho todas sus a sus puntos fronterai®

*

o punto de acumulacién (T.M. Apdstol)

Se dice que un conjunto esté acostado superiormente si existe un ni-
mero positiva I' tal que para cualquier aeA., <. Un conjunto acotado
superiormente estd en el interior de una hiperesfera de radio I' y centro

en el origen.

Un cenjunto A se dice que estéd acotado inferiormente si existe un.I”
con cada compenente finita tal que para todas las aeh, «2[% Un conjunto
acotado interiormente tiene un Ifmite interior para cada componente de =

" cada punto del conjunto.

2.19.- RECTAS E HIPERPLANOS.-
2
Considérese la recta en £ indicada en la figura 2-1. Esta |(fnea --
pasa a través de los puntos Xl y Xz’ y al vector X2 - X1 paralelo a la --

1fnea. De acuerdo ccn ta ley aditiva del 4lgebra vectoral, para cuale--~

quier punto X sobre la recta, existe una X\ tal que

sk e aX, - X ) A, e (Ten )X, --m2=19 -1

FMx - Xy)
-,
En £ se define una recta a través de los dos puntos X1 y Xé; -
le X,



“como el conjunto de puntos

X=X DX =K, e (1= M) X, x reales ) (2-19-2)

En la figura -1 nétese que al ir variando ) entred y I, se =-=

traza 1avpar{e de la recta comprendida entre Xl y Xz.

En En el segmento de recta comprendida entre X1 y X estd defkﬂdépor:
SRR _ |

el conjunto de puntos
X=X D X= Ny ¢ (1=X) X w0 <n< |} (2-19-3)

2
En E ,YC1 X1 + Cz X2 =1 es una recta para valores. conocidos de --

3 =
Cl, Cz‘y 7, en E%, Qi X1 + QZ X, + Gy X3 Z es un plano

En En se dice que el conjunto de puntos X que sati;facen ao

Gy Xp+Cy Xpw m 0 m e Cn Xy =1 == = 2-19-

{no todas las ¢ = 0)

definen un hiperplano para valores conocidos de ¢ 'y, .
8i designamos con- € = (C,, * 1 C);

entonces el hiperplano 2-19-4 se puede indicar por (X = Z

En un problema de programécién lineal, el conjuhto de todas las X que
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- dan un cierto valor a la‘funcién objetiva es un hiperplanos

Un hiperplano pasaréd por el origen cuando 7 = 0 es decir ¢X = 0i mwn
‘nétese que esta relacidn implica que C es otorgonal a cualquier vectorfx

en el ‘hiperplano.

Cuando 7 # 0, entonces sf’X1 %2 satisfacen a 2-19-L, es decir que =~ -

estdn en el hiperplano ¢ (X, - X; ) =0

Esto implica que C es el vector normal al hiperplano,

£ 01 ¢l
"se 1laman normales unitarias. Dos hiperplanos serén paralelos si tienen
las mismas normales unitarias, o sea, que las hiperplanos clx S Ly e
1 ’

C X=172 sonparalelos si C =X C, »# 0.
2 2 1 2

Considéres® el hiperplano CX = ZO.

El conjunto de puntos X+ A", A >0, XFZO

o
X, = I, ' (e
es un vector renglén, as{ que ¢’ es un vector columna).

Nétese que estos puntos caen en el hiperplano CX = Z1 donde o

Z, = I,+ A C|2>1,

los puntos sobre el hiperplano CX = Z1 satisfacen CX > Zo. Intuitivamen-
te se dice que el hiperplano CX = Z1 es obtenido al mover CX = Zo para=-~

Jelamente a sf mismo en la direccién de C.

Un hipeplano CX = Z divide a toda el E" en tres conjuntos. mutuamen-

te exclusivos y colectivamente exahustivas. 'Estas son:




Lo Xy ={x | ex<z)y,
20- X, ={x |ex=1},
.- X=X | ex> 13,

Los conjuntos_Xl,y X se llaman semi-espacios abiertos.

2 . 5 ,
EnE y E3 un semi~espacio es todo aquel Ez E3 que queda-de un

lado de una Tecta o plano respectivamente. Los conjuntos

X,={X|txg 2 y Xg={X | ¢Xxz2 21}~

se 1laman semi-espacios cerrados.

Hétese que
0 X =%

Los hiperplanos son conjuntos cerrados, de hecho, cada punto sobre un
hiperplano es un junto frontera {punto de acumulacién), Ademds los semi--
espacios cerrados son conjuntos cerrados. Por otro lado semi-espacios ==

abiertos son conjuntos abiertos.

L 220 COMJUNTOS CONYEXOS.-

Definicidn. - .
Un conjunto X es convexo, si para dos funtos cualquiera Xi, X2 del P
conjunto, el segmento de recta que une a estos puntos también pertenéce al

conjunto.

La definicidn implica que si Xz' X, € X,
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“entonces cualquier punio

X=X, + (1-1)X, 0 ¢r gl

<
s
también deberd pertenecer al conjunto. Por convencién se dice que cual--

quier conjunto que contiene Unicamente un punto es canvexo

La expresién AX, +« (1 -x) X, 0ghgl

se le llama combinacién convexa de Xx’ X+ Intuitivamente un conjunto --
: ) .
convexo no puede tener "huecos", deberd ser sélido , no "re-entrante", es

decir que sus fronteras son convexas hacia afuera del conjunto.

Definicidn.~
Punto Limite.~ Un punto X es un punto limite o punto extremo de un
conjunto convexo si y solamente si no existen otros puntos Xy, Xy =
K AK
del conjunto tales que

X=2X, + (1 -1)X , 0<h <]

Nétese que X pertenece a un conjunto abierto. La definicién fm--
plfca que un punto extremo no puede estar entre' otras dos puntos del con.
junto. Fs evidente que un punto extremo es un punto frontera (punto de -
acumulacién) del conjunto, ya que de otra manera estarfa situado entre -

dos puntos del conjunto.

Sin embargo, no todos los puntos de acumulacién de un conjunto con-=
vexe son necesariamente puntos extremos. Algunos puntos frontera o de ~-

acumulacidn pueden estar situados entre otros puntos frontera.
Ejemplos:

a) Un tridngulo y su interior forman un conjunto convexo. Los vér-

tices del tridngulo son sus Unicos puntos extremos o lfmites
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) E1 conjunto
X=X X, e xk) B ,
" es convexo. Cada punto sobre la circunferencia es un punto ex—-

tremo.

¢) El conjunto de la figura 2-2 no es convexo yz que.la recta que =
une a X1 con X2 no esté totalmente dentro del conjunto. “El con

junto es re-entrante.

d) Los polfgonos de la figura 2-3 son conjuntos cbnvexos, y los pun
tos extremos son las vértices. EIl punto Xl ho es un punto extre

mo ya que se puede definir como una combinacién convexa de - - =

X, Y X3 con 0 <A\ <]
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Un hiperplano es un conjunto-convexo. * Para demostrarlo gs ﬁnicéf
mente necesario notar gue si X1 y Xé estdn sobre el hiperplano, -

es decir, CX1 =7, CX \ = 7, entonces

X=a%, + (1 =n)x,

tambidn est4 sobre el hiperplanc ya que

Ck=C DA, « (T=-n)X T=aex, + (1 -x)cx

H

CX=AZ+(1-N)Z=1

En forma anéloga, los semi-espacios abiertos y cerrados también -

“san conjuntos convexos.
La interseccién de dos conjuntos convexos también es convexo. ==

Para demostrar esto, considérense los conjuntos convexos X0 X%,

y sean X1 v X,
dos puntos cualesquiera de x, = X, 0%,

{si Gnicamente existe un punto en X3 entonces X es automédtica--=
3

mente convexo por definicién). Entonces

M, + (1=-x)X e X para O0< A ¢l

M, + (1T=Xx)X e X para 0gA g1
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esto implica que

y censecuentemente X es ceavexo.  Si X1 y X2 son conjuntos cerra
3

dos, entonces X3 =X 00X,

es también cerrado, Para demostrar esto es Unicamente necesario
notar que cualquier punto frontera (acumulacién) de X es un pun-
3
to frontera de X1 o X . S:.embargo X1 X son cerrados, luego -
. 2 2

X  contiene a todos sus puntos frontera y es por ello cerrado.
3 .

En forma mds general, la interseccién de cualquier nimero finito
de conjuntos convexos es convexa, y si cada una de los conjuntos

es cerrada, la interseccién es también cerrada.

De los resultados anteriores se deduce que la interseccién de un

nimero finito de hiperplanos o semi-espacios, o de las dos es un

conjunto cerrado. Ademds la interseccién de un nimero finito de

hiperplanos, o semi-espacios cerrados, o de ambos es un conjunto

convexo cerrado.

Estos resultados tienen una inmediata aplicaci6n a la programacién
lineal como se verd en el capftulo siguiente las Vimitaciones a un

problema de programacidn lineal se pueden expresar como

J.'%_], oy X (<=5 b, P2l e = (2-20-1)

Si hacemos

=
a' = (ay;,0en agy )y
entonces la expresién

2-20-1
se convierte en
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a'X {<=>1}b, =1, e, M

cada una de las ecuaciones limitadoras requiere que las vaosibfes
‘estén en algin semi-espacio cerrado de £ dado o si la iguéldad -
es la que rige 1a ecuacién, esté en algin hiperplano dado. Ademés

existen como se verd las condiciones de no negatividad o sea,

% 20 Py r

Si ahora escribimos
PLESRE e,j
“entonces X & 0 se convierte en

amux:e'ixz_o

cada una de las restricciones de no-negatividad requiere gque las X

permitidas estén en algiin semi-espacio cerrado.

A

La regién de E" definida para X > 0, j_= 1y wee, ' se llama-

ortante no negativo.

Cualquier solucidn posible X deberd ser. simultaneamente un ele--
mento de cada uno de los conjuntos.

X, ={X[alx(¢=2V b3} i =1, vee, mtr

2-20-2

donde b, =0 i 7 m+l, ..;, mtr.  Por ello el conjunto'de solq;-
~ciones posibles de un problema de programacidn lineal (si es que -

“existe una solucién posible} es un conjunto convexo. Ademés; este .
conjunto est4 acotado interiormente por 0 yaque X2 0.
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El anflisis anterior también muestra que el conjunto de soluciones de -
un sistema, de m ecuaciones lineales con n incognitas, AX = b, es up~

conjunto convexo cerrado.

El conjunto de soluciones es la interseccisn de m hiperpianos. Ade-
mis 2] conjunto de soluciones no negativas de Ax = b, es decir el conjun~

to de soluciones con x > & es conjunto convexo cerrado.

Hemos definido una combinacidn convexa de dos puntos. Esta definj--
ci4n se puede generalizar a la fel concepto de combinaciones convexa de un

nimero finito de puntos X;7 +ss 5 %, se define como un punto,

2ou = 2-20-3

De su definicién se domuestra que todas las combinaciones convexas de

un ngmero finito de puntos X, «evy X es un conjunto convexo.

m
Definicidn-
Poliedro convexo.-

El conjunto de todas las combinaciones convexas de uh nimero finito -~
de puntos se llama el poliedro convexo generado por estos puntos,

E} poliedro convexo generado por n+i puntos en E" que no estin so--

bre un hiperplano se 1lama un "simplex".

En €2, un tridngulo y su interior forman un simplex, Los tres pun--

tos que generan al simplex son los vértices del tridngulo.

2-21.- CONJUNTOS CONVEXOS E HIPERPLANOS.-

En esta seccidn estableceremos cuatro teoremas importantes que se uti’
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* lizan en programacifn lineal, teorfa de las decisiones y’teorfakde los qu’il
gos'de estrategia. ' R
Teorema I:

Dado un conjunto convexo cerrado cualquiera X, un punto y pertenece~
al conjunto X o bien existe un hiperplano que contiene a y tal que todo~
el conjunto x estd contenido en un semi espacic abierto producido por ese~

hiperplano.
Geométricamente es obvio en E* y F? como lo indica la figura 2=t.

Si y no pertenece al conjunto X, se puede trazar una recta através
de .y tal que todo el conjunto X quede en un semi-espacio abierto prody.

cido por la recta

Figura 2.4

pado un punto frontera w (punto de acumulacién) de un conjunto con-

vexo w, entonces a cx = z se le 1lama un hiperplano apoyado en w,

Si cw =z y ademis todo el conjunto X queda en un semi-espacio cg
rrado producido por el hiperplano, es decir, ¢ u 2 z, para cualquier uex o

¢ u <z para cualquier u € %
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Teorema 11.-

“Si w es un punto frontera de un conjunto convexo cerrado, entonces-
existe por lo menos un hiperplano apoyado en w Este teorema es evidente
en E2y E3,. Pueden existir mas de un hiperplano apoyado en W como se ve

en la figura 2-5,

Se demostré con anterioridad que el conjunto de soluciones factibles-
a un probiema de programacién lineal es un conjunto convexo cerrado, y que

la funcibn por optimizar es un hiperplano.

Este hiperplano se moverd paralelamente a si mismo sobre el conjunto~
convexo de soluciones factibles hasta que la Z se hace lo mis grande po-
sible fen el caso de maximizar az) mientras ain se tenga por lo menos un-
punto de X sobre el hiperplano en el conjunto convexo de las soluciones --
factibles. '

Por lo tanto, si un hiperplano dado corresponde al valor dptimo de X,
entonces ningdn punte interior del conjunto convexo de soluciones facti---

bles. (Las soluciones no acotadas no se consideran saluciones dptimas.

Para demostrar esto, supéngase que Z = CX es un hiperplano Aptimo y-

que unc de sus puntos x, es un punto interior del conjunto. Si escoge-
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mos € > 0 tal que cualquier punto enla Vecindad' & de ¥, vperteneica a-
X, el punto | ‘

1

€ c*
Ky = X0 U7V O ) pertenece a X,
3
y CX, = 7+ 7;"\ el >z

Esto contradice el hecho de que Z, es el valor méximo de la. funcisn--
objetiva.  Por ello, si X  es una solucisn dptima a un problema de pro-
gramacifn lineal deberd ser un punto frontera del conjunto convexo de soly
ciones factibles, y si z =c¢ x, , entonces CX = es una hiperplano apoya-

do al conjunto convexo de soluciones factibles en X,
Teorema TI1,~

Un conjunto convexo cerrado, acotado interiormente tiene puntos extre

mos en cada hiperplano apoyado.

Tiene este teorema especial importancia en la programacién lineal por
que establece que si existe una solucidn ptima entonces por lo menos un -
punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles serd una soly--

cién dptima.

El nimero de puntos extremos es finito como se demostrard después, --
por ello, si tuiesemos los medios para seleccionar los puntos extremos ~-
del conjunto convexo de soluciones factibles, tnicamente un nimero finito
de puntos se necesitarfan analizcr para encontrar una solucibn 4ptima al -

fproblema. Este principio constituye la base del método simplex.

Nos transiadaremos de un punto extremo a otro nuevo hasta que se halla

encontrade la solucifn dptima.

Demostracuén del Teorema I11.- El hipdrplano CX = Z se considerard-:

un hiperplano apoyado en X,.al conjunto convexo cerrado X que est4 acotado

interiormente.
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La interseccifin de X y S = { X} "X =171} se designard con T. la
interseccidn no estd vacia ya que X, ¢ T. ademis como X yS son con jun=-
tos convexos cerrados T también lo es; T también estard acotada interior -

mente ya que X lo esté.

Demostratemos que cualquier punto extremo de T también es un punto-

extremo de X.

Si t esun punto cualquierade T, y si t= Ax, + ( 1-A) x, 0 <M,
donde x,, x, € X, entonces X;; X, T, .[Esto se debe al hecho de que Ct
=N CK, + (1-AY CX, =7,y ok, 2L, X, > Z porque CX =Z es un hi--
‘vperplano apoyado. Si A > @ 1-A >0 es obvio que ct = z Eequiere que-

eX, =2, CX, =1, es decir, kl, x, € T Por ello, si t es un punto ex
tremo de T, no existirdn otros puntos x,; x, de X tales que t se pueda -
escribir o expresar como una combinacién convexa de estos puntos con 0<A<l,

Por ello, un punto extremo de T es un punto extremo de X.

Falta ain demostrar que T efectivamente tiene un punto extremo; pa-
ra ello construyamos un punto extremo. De todos los puntos en T escoja=-

mos aquel cuya primera componente, sea algebraicamente la mas pequefa.
Existe tal punto, ya que estd acotado inferiormente.

Si existe mas de un punto con la primera componente mas pequefia, se -
deberd escoger el punto o puntos con las menores primera y segunda compo--
nentes, Si adn as{ no se ha obtenido un punto dnico, se escogerd aquel -

punto gue tenga las menores primera segunda y tercera componentes, etc.

Finalmente, se obtendrd un punto dnico, ya que solamente existe un -~

punto todas cuyas componentes tengan un mfnimo valor algebraico.

El punto asf obtenido t* es un punto extremo Si t* no fuese un pun

to extremo se podrfa escribir.

2.21-]



Si nos imaginamos que el punto t* se obtuvo al minimizar la componen:

te j.

. Si a tas componentes i de t* t,, t, las designamos con tT, ti17ti2"
respectivamente, entonces de la expresidn 2-21-1 y la definicién de t* se-
sigue que t§ =i, tiz i=1,2, «oe , j - 1. Entonces la componente

i de 1-23-1 requiere que t? > min { t1 tjz ] o bien t; = tjt = b2

Cualquiera de estas dos alternativas contradice el hecho de que t?'es
el dnico minimo para la componenie | cuando las primeras j-1 coponentes -~
tienen su valor mfnimo. En consecuencia t* no se puede expresar como =-
una combinacidn convexa de ningunos otros dos puntos de T (0 <A\ < 1\.'-v

por ello t* es un punto extremo y el teorema esti demostrado.
Teorema V.~

Si un conjunto X es convexo cerrado y acotado, y tiene un ndmero fi-
nito de puntos extremos, cualquier punto del conjunto se puede expresar cos
mo una combinacidn convexa de los puntos extremos, es decir que X es el-

conjunto de todas las combinaciones convexas de sus puntos extremos,
Ejempl ot

Se desea expresar un punto cualquiera W. en el interior de un tridn-
gulo, como una combinacifn convexa de sus vértices que son sus punios ex--
tremos o sean X;; K, X,. e tendrd entonces W = X, , x> 0

y que se ilustra en la figura F-2-6,

Figura 2-6
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Si unimos ~a' X, con, w' con una recta, esta intersectar4 el lado =-<=

B dpuesto del iriéngulo en V. segin esto:

W= )\1 XZ + (1-/'\1\ V; 0 : ,-,\1 S 1.

pero a su.vez

e 82‘51 RS 9.%8a.

1

4 O A )

Si hacemos

1

T P B Y PR SN Loy = O) (1)

De-acuerdo con esto se cumple que cada By 20y p t By topg T o=

sea la expresidn buscada w = ¥ p; x, se cumple.

De la definicién de un poliedro convexo y del Teorema IV, se implica=-
que cualguier conjunto cerrado, convexo y acotado con un nimero finito de-
punfos extremos es un poliedro convexo, Los conjuntos convexos, con un -
ndmero finito de puntos extremos son escencialmente Boliedros cohvexos? .-

sinembargo puede no ser estrictamente acotados.
Definicién.-

“Margen: Sean X, ¥y x, dos puntos extremos distintos del conjunto con

Vexo X. La recta que 1os une se llamard margen del conjunto convexo si -

es la interseccién de X con un hiperplano apoyado. . Si X" es un punto ex-

‘tremo, y si existe otro punto x € X tal que la recta x* + A [ x - xf‘, -
A >0, pertenece a X y es la interseccidn de X con un hiperplano apoyado,-
entonces se dice que esta recta es un margen del conjunto que se origina -

cen x* y se extiende al infinito.
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Definicidn-

Puntos Extremos Adyacentes; Dos puntos extremos distintos X5 X%, de
un conjunto convexo X serdn adyacentes si el segmento de recta que los -

une es un margen del conjuanto convexo.

2.22.. CONOS CONVEXUS.-
Un cono § es un conjunto de puntos con la siquiente propiedad:

Si X partenece al conjunto también pz rtenecerd px para toda u > 0.

El cono que se genera por un conjunto de puntos X = { x } es e} conjunto.
C = {Y1Y=pX,un> 0 ytoda xeX} 2-22-1

En E2 y E3, un cono como conjunto de puntos es frecuentemente idénti

co con el concepto geométrico usual de un cono.

Se deberd notar que un cero nunca es un conjunto estrictamente acota-

do, excepto en el caso trivial donde 0 es el dnico elemento del cono.

El punto 0 es un elemento de cualquier cono y se llama vértice del-

CONno.

F1 negativo #~ de un cono €={x} es el conjunto de puntos €~ ={-u}. ob
viamente C” es un cono si C lo es, La suma de dos conos 0, ={u} Gz={V};es
C1+C? y es el conjunto de todos los puntos utv, uel ,YeC . La suma C,+C,

es un cono.

Si ¢ = {u} es un cono entonces 0¥, el cono poTar aloes la,cqleccién-
de puntos {V} tales que V'u > 0 para cuaiquier‘V del conjunto y toda ueC.

t¥es un cono ya que un cono polar es la coleccién de todos los vecto-
res que -forman 4nquios no mayores de 90° con todos los vectores de €, Cada

VeCF debers formar un 4nguio no obtuso con cada vector de C,
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Un cono es un cono convexo -si es un conjunto convexo. Se puede demos
trar que un conjunto de puntos es un cono convexo si y solamente si la su~
ma VI, + V. pertenece al conjunto cuando Vly V2 pertenecet , y si uV per

5

tenece cuando V pertenece para cualquier 2 > 0,

La suma de dos conos convexos es tambidn convexa;, El cono generado -
- por un conjunto convexo es un €CONO CONVEXO. La dimensidn de un cono con=
vexo C est4 dada por el miximo nimero de vectores linealmente indepenwe-

dientes de C,

Dade un punto a # 0, se definird una semi-recta o rayo por el conjun
toiL={Yly=puatodag>0}. HNOtese que un rayo es un CONO CONVEX0s =
Un cono poliedrico convexo ' es ia suma de un nimero finito de semi-rectas;
es decir C =37 L

1=1

Se deber4 entender por suma a una suma de conos.

. W . . -
Si el punto a; 7 0 genera a la semi-recta L, entonces un cono polie=-
drico convexo es la ooleccidn de puntos. »

-
H
M=
-

By tod'a/.c.' 20,0 =1, vauy 1

El cono generado por un poliedro convexo es un cono poliedrico convexo,

Ejemplo,~ La figura 2-7 muestra al cono poliédrico generado por las -
semi-rectas 1,2,8. Nétese que cualquisr seccidn transversal del cono po--

‘Tiddrico es un poliedro convexo.

Si A es una matriz de orden n xr A= {( Ay; seny ar3y entonces el
conjunto de puntos Y = AX = % Xya toda x > 0, es un cono convexo = pos-

liedrico en EM.

Las cclumnas a de A generan las semirectas cuya suma da el cono po~-.

1iédrico.
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Es decir que existird una solucidn no negativa al conjunto’ de ecuacio -
nes Ax = b si y solamente Si b es un elemento de cono convexo poliédrico

generado por las columnas de A,

Cualquier nimero finito de puntos a5 +»sy a. de E" se pueden imagi
nar como generando un cono, poliédrico convexo C.. Si el mdximo némero de~

puntos linealmente independientes en el conjunto a,;, +.., a_es n, enton-

.
ces el conjunto genera un cono de dimensidn n. Supongamos que se tiene en
EM un cono n - dimensional generado por a,, ..., a,. Del conjunto B aeay

aa_ escogemos n-i puntos independientes cualquiera by, ..o ; b .

Estos puntos determinan un hiperplano (X = 0 dnico através del origen

en EM.

Puede, o puede no ser cierto que todo el cono C. este en alguno de -

los semi-espacios cerrados CX 2 0 o cx> 0.

Si € si estd en uno de los semiespacios cerrados producidos por =--

cx = ) se tendrdn las siguientes definiciones:

El conjunto de puntos HF = {V i &V . 0} es un semi espacio extre-
mo para el cono n - dimensional convexo y poliddrico f generado por los «=
puntos a,, «.+ , a. 3i C estd en el semi-espacio AF y n - 1 puntos li--
nealmente independientes del conjunto ag; .o estin sobre el hiperplano-
CV = 0. El hiperplano CV = 0 se conoce como hiperplano extremo del cono =~

convexo poliédrico C.

Figura 2-7
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el Problema de Programecion Lineal .

3.1  PLANTEAMIENTO DE UM PROBLEMA DE PROGRAMACIOHN LINEAL.

Supongamos que en una fébrica de motores eléctricos se producen cinco
tipos de motores diferentes, & b, ¢, d, e. El proceso de fabricacién, es-
t4 dividido en cuatro departamentos, A, B, C, D. Todo motor deberd pasar -.

por los cuatro departamentos y en el orden indicado.

La tabla 2~ indicat a) las horas que requiere cada tipo de motor en
cada departamento, b) el total de horas méquina disponibles en cada depafe-

tamento a la semana, y ¢) la utilidad neta obtenida en la venta de un mo--

tor.

Se supone, que la utilidad es directamente proporcidnql al -nimero de

- motores vendidos
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Departamento Motores Horas - miquina
' a b ¢ d e disponikles por semana
A 3 2:5 5 2 4 2200
B 2 9 28 7 6 7500
¢ 3.2 6 8 2.5 4 450G
D 2.5 3 2 3 Lo 3000
Utilidad Neta $ 500 4 700 | $ 900 | § w00 | § uso

De una superficial inspeccidn a la Tabla 2 - | se deduce que si biénb
los motores b y ¢ son los que mayor utilidad neta producen, también requig

ren de mayores tiempos en algunos departamentos

Nos interesa determinar que cantidades de cada tipo de motor se debe~

rfan fabricar para hacer méxima la utilidad neta total.

Este tipo de andlisis es conveniente ya que una vez determinada la -
distribucién de fabricacién més adecuada, se buscarfa alterar las ventas =
de tal forma que se apegaran lo mds posible a la condicién bptima de fabric
cacién. Esto Ultimo se logra estudiando las técnicas de la mercadotecnia -

moderna para tal propdsito.

De acuerdo con las restricciones de tiempo disponible en cada departa

mento se tendré: para el departamento A:

3x, + 25X, + L X, + 2X, 4+ 4X; horas a la semana

Como el méximo de horas - méquina disponibles a la semana es 22000, -

esto se expresaré por:

23X, F 20X, + BX, ot 2% o+ BX, S 2200
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Como es posible que no exista ninguna combinacidn que utilice los ~ -
cuatro departamentos a plena capacidad, es necesario vtilizar el sfmbolo -

de desiqualdad

Las ecuaciones correspondientes a los departamentos B, C, y D serén:

2X, ¢ 9K, 4 LEX + TX o+ 68X S 7500

HE00

o
~
><
+
o
><
+
o]
<
-+
)
.
o1
><
+
=
><
A

25X, + 38X, + 2X 4+ 3% + LEX < 3000

Por la naturaleza del problema son inadmisibles los valores negati--

vos de Xj por 1o fanto o son positivos o son nulos.

La funcién que expresa el objetivo del problema es:
500 X1 + 700 XZ + 900 X3 + 400 Xu + 4560 X5 = 1
7 es la utilidad neta y por ello deseamos que Z sea méxima.

Las ecuaciones anteriores unicamente expresan relaciones lineales en

tre las variables.

3.2 CARACTERISTICAS DEL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL.

Como resulté evidente del plancamiento anterjor, la programacién i~
neal unicamente se refiere a la solucién de problemas en los cuales todas
las relaciones entre las variables son lineales, tanto en las ecuaciones ~

restrictivas como en la funcién por optimizar.

El problema general de programacién lineal se puede expresar como un

conjunto de m inecuaciones o ecuaciones con r variables, y se desean encon
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trar valores no negativos de estas variables que satisfagan las restric~-

ciones y maximicen o minimicen alguna funcidn de las variables.

Expresado matematicamente se tendrdn m inecuaciones o ecuaciones con

r variables, (m podré ser mayor, menor o igual a r).

'afl x1 + alz X? o * a]r Xr { iy = S ) bl
= bpveay M.
3.2
y se desean encontrar valores de X, > 0 P F gyeee,
- 3-2-12

" que hagan méxima o mfnima a ta funcidn

7 = ¢, Xl toees F cr X, - 3.2.3

en que a, b, yc son constantes conocidas.

£} hecho de implicar un comportamiento lineal a un problema no es - -
" siempre representativo del problema real, sinembargo la discrepancia en la
gran mayorfa de los casos es tan pequefia que al asumir un comportamiento -

lineal précticamente no se cometen errores.

Por otro lado, el hecho de permitir a Xj que tome los valores permitj
dospor 2 -2~ 1 y 2- 2~ 2pueden dar por resultado que Xj no sean va
lores integrales. Si se desea agregar una condicién que haga que los valo-
reé XJ sean integrales, esto haré que, en general se pierda la linearidad,
Muchas veces sinembargo la condicién del problema requiere que los varia--
bles sean integrales.y en estos casos si las Xj resultan fracpionales 5€ ~
aproximarén al integral més préximo. Esta aproximacién serd tanto més exac

ta y vélida cuanto mayores sean los valores de XJ.

La funcién expresada en }a ecuacién 3 - 2 ~ 3 se llama funcién obje-

r .
tiva. En ella no aparece ningin término constante o sea Z,= E_{CJ Xj + G,
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Ello es evidente ya que en el caso de que en realidad existiese-un -.
término tal este no intervendrfa en el proceso de maximizar o minimizar a
Z, es decir que se le podria ignorar durante el proceso de optimizacién y

agregarse después.

txisten en el problema dos tipos de condiciones restrictivas; a sabety
las impuestas por las ecuaciones 3 ~ 2 - | y aguella debida a 1a condi~ -
cidn de no negatividad expresada en 2 - 2 - 2. Mateméticamente no difie-~
ren estas condiciones sinembargo, en el proceso de solucionar un problema
de programaci6n lineal, estas restricciones se tratarén de diferente mane

ra.

A cual quier conjunto de Xj yue satisfaga a las restricciones 3 ~ 2 =
| se le llama, solucidn del problema de programacidn lineal. Cualquier so-
lucién que satisfaga a la condicidn de no negatividad se llamaré a su vez
solucién viable o factible. Cualqguier solucidén factible que optimice a la

funcidn objetiva se llamaré solucién factible ptima.

Resulta entonces evidente que el objetivo en un problema de programa-
¢ién lineal consiste en encontrar una solucién factible dptima. En gene~-
“ral en un problema de programacidn lineal existirédn un nimero infinito de
soluciones factibles, y entre ellas se deberd encontrar aguella que opti-

mice a la funcién objetiva.

3.3 INTERPRETACIOMN GEOMETRICA DEL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL.

Por razones obvias unicamente se interpretarén geométricamente aque~
T1os problemas que contienen dos o tres variables y unicamente se podrén

resol ver graficamente problemas de programacién lineal en E2 y [E3

Con objeto de ilustrar graficamente un problema en E2-supongamos que

el planteamiento arrbja las siguientes ecuaciones:
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Fo3-1

Como X1’ X2 > 0 unicamente nos ocuparemos del primer cuadrante.

El lugar geométrico de X,, X, >0 y, 2X + X, £ 5 ests dado
por el triéngulo con achurado horizontal y el lugar geométrico de X1’ X?

>0 y X, + 2X, 5 9 por el tridngulo con achurado vertical.

Las soluciones posibles estardn en la interseccidn de las dos regio-

nes, o sea en el cuadréngulo 0 ABC,

La solucidn dptima al problema de programacién lineal consistird en
encontrar ¢l punto o puntos en la regién de soluciones posibles que haga

" méxima a la funcibn objetiva

La funcién objetiva Z = C] K, + C, X, consiste en un conjunto de --
rectas paralelas para diferentes valores de Z y deseamos encontrar aguel
valor de Z méximo que haga que la recta contenga un punto o puntos de la-

regién cerrada 0 ABC

De ta figura 3 - I se ve que el caso b es el que da la solucién ya -

- que la recta ¢ aunque tiene una Z mayor no contiene ningin punto de la re
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gién de scluciones factibles

" La solucién anal ftica para encontrar la ecuacién de la recta b sekli
mitarfa a encontrar las coordenadas del punto B y'sustituirlas en la ecua

cibn de ta funcidn objetiva para as( determinar el valor de Z

Es deci{:
2X & X, =5
X, + 3K, @
~5 X, = 13
X, = 13
3
13 45 - 39 6

6 13 19
2= X, + X = 4 m— = -1
1 2 5 5 5 max

Un caso particular del ejemplio anterior se presentarfa cuando la peg'
diente de }a funcidn objetiva es igual a la pendiente de alguna de las -~

dos ecuaciones restrictivas o sea por ejemplo el caso siguiente:

Graficamente este problema queda representado en la figura siguienfef




Xy
Y

L @ Xy 4 Xa=Y§

S s ~ N

T TS
~ <
\\ b

Figura 3 .- 2.

En este caso la recta que representa a la funcidn objetiva cae sobre-

uha de las rectas frontera de 1a regidn de soluciones factibles.

Evidentemente no existe en este caso un par idnico de valores X1 ,-X2

que maximice a'Z1 por el contrario, cualquier punto comprendido dentro del
segnento de recta AB daré un mismo valor méximo de Z. Esto es el valor mé-
ximo de la funcién objetiva es nico pero existe un nimero infinito de soly

ciones factibles que proporéionan este valor de Z.

Es importante notar que el vértice del pol fgono que en el primer ejem~
plo fué la solucidn ptima, también es en este caso una solucidn éptima. Eﬁ
este caso dos vertices, asf como cualquier punto sobre el segmento de recta
comprendido entre los dos vertices constituyen soluciones thimas. De aque-
Itos problemas de programacidén lineal en que es posible combinar los recﬁr-

s de mds de una manera para obtener una condicién éptima se dice que tie-
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nen soluciones éptimas multiples.

Como siguiente caso analizaré una regidn de sojuciones factiblés defi"

nida por un mayor nimero de condiciones restrictivas. -

Digamos que se tiene el siguiente problema;

\(av

AN

e

N

3

Figura 3 ;f3"'

>
<
><

v
=

v
=2
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v
(=)
o

Zm in 1 2

De la figura se ve que Z es. mimima en el punto E. - El punto F 65 Ja =

interseccién de:

)(1 b Xg = 4
X *3 X‘ =8
2 X? = 2

X, =1

0 sea Zmin = 3 + 2 = B

3-4 'INTERPRETACION GEODETRICA DE CAS0S ESPECIALES DE PRDBLEMAS DE PRO-
‘GRAMACION. LINEAL,

Existen algunos problemas, cuya naturaleza es especial y que se deberén
tomar- en consideracién en el desarrollo de una técnica general para la soly.

cidi de problemas de Programacidn Lineal.

Considérese el siguiente problema:
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Xe

Figura 3 - 4

> - 8

3 X1 - 4 X

j
><
-+
L]
>

max Z

Como. se puede apreciar de la figura.2 - 4 Z se puede incrementar ar
» bitrariamente y siempre permaneceré dentro de la regién de soluciones fép-
tibles y se dice por ello que Z no tiene un valor méximo finito. Este pro~

blema tiene una solucidn no acotada.

Ningin problema de programacién lineal gue representa un caso real de
berd tener una solucién no acotada, ya que esto, implicarfa la posibilidad .

de una utilidad neta infinita.

Sinembargo sucede en ocasiones que un error en el planteamiento del -

problema conduce a una solucién no acotada.
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En el ‘ejemplo anterior, ambas variables se podfan increméntér arbitra
riamente al crecer Z. Es importante hacer notar sinembargo que una solyw-
cidn no acotada no implica necesariamente que tédas tas variables Se pue~-
den hacer arbiirariamente grandes al crecer Z, Si el problema anterior hu-

biese sido:

3X, -~ ¥X, > - 8
X, < 7
Xy % 5> 0

Figura 3 - §

en este caso, aungue Z cresca,_X? siempre seré Xz <7

En un caso anterior s¢ vid que el conjuntc de variables que maximiza a
“la funcién objetiva no necesarianente es ﬁnicaf Puede ademés presentarse el -

caso en que aunque Z méxima sea finita, existan soluciones que den esta Z -
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méxima que tengan valores arbilrariamente grandes de las variablesf B

Si las ecuaciones del problema fueran:

Fi'gura 3 - 6.

“ Este tipo de problemas no son del todo coherentes, ya que existen solu.

ciones con valores arbitrariamente grandes de las variables y que sinembar~

go conducen al valor éptimo de Z.

Los casos especiales analizados han tenido soluciones factibles, sinen-
bargo, pueden presentarse incongruencias en el planteamiento de las Ffuncio-

nes, restrictivas que hagan imposible la obtencidn de ‘soluciones. factibles.
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Como se puede apreciar de la figura 3 - 7, no existe ninguna:regién- -
'que Cump]a las condiciones impuestas por el problema ya que para X1 , X2
> 0 " no esté definida la regidn de las funciones restrictivas, y donde --
existe una regién que satisface a las funciones restrictivas X~ es menor -

~que cero, o lo que es lo mismo, las funciones restrictivas pueden o no ser
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inconsistentes y, sinembargo no existir ninguna solucidn factible.

Resulta evidente que no es de esperarse que un probiema légico, co- -
rrectamente planteado, tenga un comportamiento, como los analizados en es-
ta seccidn. Sinembargo, en un problema real, con un gran nimero. de varia--
bles y funcienss restrictivas, resulta muy dificil poder afirmar a simple
vista que las funcioncs restrictivas son consistentes, y més zin que exis--
ta una solucién factible y que no existan soluciones no acotadas, Los ca--
sos especiales antes analizados se pueden presentar sinembargo, debido - -

principalmente a errores en el planteamiento del problema.

Debido a la posibilidad de que durante el cémputo de un problema pu--
diera surgir que este tenga una solucién no acotada o bien que no presente
una regién de soluciones factibles, es necesaria una técnica general,kqué

nos indique estas irregularidades.

3.5 INTRODUCCION AL METODO SIMPLEX.

De los casos hasta ahora estudiados se pueden cbtener Ias‘siguientes~~

importantes conclusiones:

a). En el caso de existir soluciones factibles, lg regidn de solucig
nes factibles era convexa

b). Las fronteras de la regién de soluciones factibles eran rectas o
planos, y en el casc general serdn hiperplanos.

¢), Existfan vértices en la frontera, y exist{an aristas que unfan a
los diferentes vértices,

d). ‘Para cualquier valor dado de Z, la funcidén objetiva estd repre~-
sentada por una recta, un plano, ¢ en el caso general bor un hi-

perplano.,

As{ mismo el andlisis anterior mostré la peculiaridad de que cuando - .
el valor éptimo de Z, era finito, por lo menos uno de los vértices de 1a -
regién de soluciones factibles era una solucién Gptima. Esta situacién tam

bién es cierta en el caso general, si nos imaginamos un espacio de dimen--
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sién n. En este caso la regidn de soluciones factibles es un conjunto con
vexo, También posee vértices o puntos extremos, y se dice entonces que de

existir una solucién 6ptima, esta ocurre en uno de los puntos extremos.

Cuando se busca maximizar o minimizar una funcidn, se piensa inmedia-
tamente en el método del célculo diferencial, sin embargo este método no -
es aplicable a Jos prbblemas de programacién lineal. La razén se debe a -
que las soluciones éptimas estdn en la frontera o puntos de acumulacién de
la regidn de soluciones factibles, y lo que €5 ain peor, en los vértices-
de este regién, o sea en las discontinuidades. Ademds, el célcule diferen-
cial unicamente tocaliza los méximos y minimos relativos y no indican di-~

rectamente el méximo o mfnimo absoluto.

No existe hasta ahora ningin método que conduzca a la solucién dptima
de un problema de programacién lineal directamente. Los métodos existenies
son iterativos y por ello en el caso de existir un gran ndmero de funcio--
nes restrictivas resulta extremadamente dificil encontrar una solucidn fac

tible, mas ain una sclucién éptima.

En 1947 George Dantzig desarrollo el método simplex. Es éste el método
més conocido y empleado en la solucidén de problemas de programacién lineal.
Este método simpiex es un proceso algebréico interative que condhce a la‘sg
lucién exacta {no es un método aproximativo) de cualquier problema de pro--
gramacidn lineal en un nimero finito de pasos, o en su defecto indicar que

existe una solucidn no acotada.

El método simplex constituye un procedimiento para ir de paso en paso,
moviéndose de un punto extremo dado al punto extremo dptimo. Cada paso - -
¢s unicamente moverse de un punto extremo a uno adyacente. Entre los puntos
extremos adyacentes, el seleccionado es aquel que da el incremento méximo,~-
{0 decremento méximo) en la funcién objetiva. El método simplex se "mueve"

sobre una arista de la regién de soluciones factibles de un punto extremo

a uno adyacente.

En cada uno de los puntos extremos, el método simplex indica si es 6p

fimo, y en caso de no serio cual deberd ser el siguicnte punto extremo.




3i- 1leqga a suceder que en algidn paso cualquiera un pinto extremo tie
re una arista que tienda al infinito y que'la funcidn objetiva se pueda in
crementar o disminuir al moverse sobre esta arista, el método s}hp]ex indi

ca que existe una solucién no acotada.

El método simplex como se menciond anteriormente se inicia en un pun-
to extremo y surge entonces el problema de como encontrar un grimer punto
-extremo. Como se pudo ver en los ejemplos anteriores, el origen constituyé
en varios casos un punto exiremo de la regién de soluciones, factibles. S§i
. g} origen es una solucién factible, serd necesariamente un punto extremo -
por la condicién de no negatividad de las variables. Es decir gue si‘; - -
XJ =0 ] = 1,..., n, satisface, a tas funciones restrictivas, se hg—
bré encontrado un punto extremo inicial, Desgraciadamente no es siempre e§
te el caso, ya que como se ve en el probiema de la figura 2 - 3 el origen-
no es necesariamente un punto extremo de la regidn de soluciones fact:bles.
En este caso es ain posible encontrar un punto extremo, pero es mucho mas

laborioso como. se veré posteriormente,
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feorioc  del Método Simp'iex.

4.1 ELIMINACION DE LAS DESIGUALDADES.

Como se menciond en el capftulo anterior, el problema general de pro-
gramacién lineal consiste en encontrar valores para un conjunto de r varia

bles X; que satisfagan n desigualdades o igualdades lineales de la forma:

- <.
ARy T X, * tagx, {==27 by,

P=1 .. .,m (4-1-1)

en las cuales unicamente existe uno de los sfmbolos 5, =,2 para cada fun--
cibn restrictiva,.pero el sfmbolo puede ser diferente en cada ecuacidn. --
“Las variables X; no deberdn ser negativas y deberdn hacer méxima o.mfnima
a la funcidn ‘objetiva.

Z = C.X
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b;y ¢, son constantes conocCidas

Todas las 2, ;

j!
Se mencioné igualmente que cualquier conjunto ij que satisfaga el cop

junto de restricciones (U-1-1) es una solucidén.

Cualquier solucidén que satisfaga la condicidn de no negatividad se --
Ilama- solucién factible, Cualquier solucidén factible que haga méxima o --
mfnima a la funcidn objetiva (Y~1-2) se Ilawa, solucién factible 4ptima. -

Buscamos un métcdo para encontrar una solucién factible dptima.

Dado que es mas sencillo operar con ecuaciones que con desigualdades,
eliminaremos éstas de la expresién (4-1-1) introduciendo una variable adi-

cional en cada caso.

Con objeto de tener un desarrollo general mas simple, hagamos a todas
las bi 20, En caso de no ser asf multiplicaremos toda la expresién por -
. (~1) para lograrlo, teniendo cuidado en invertir los simbolos de las desi-~

gualdades al hacerlo,

Para su estudio dividiremos las funciones restrictivas en tres grupos,

a saber:

a).- Las que tienen el sfmbolo <.

v

b}.- Las que tienen el simbolo
c).~ Las ecuaciones
Analizaremos el caso a:

La expresibn general es:

r ' S

< : i :
2oaypxy - by . x (4-1-3)
$i introducimos una nueva variabie x.,, > 0.
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a, X, 20 N (R Y

A X, se le ilama variable de defecto ya que constituye la difews

“‘rencia o defecto entre la cantidad disponible y la cantidad realmente uti-

lizada.

Por, ello arreglando los términos de la ecuacidén (4-1-1), la desiZmms

gualdad (4-1-3) se ha transformado en una ecuacidn:

71

Caso b, Para las desigualdades con sfmbolo 2 el arreglo general es -

de la forma:
r N
Loagxy = b : (4-1-8)

se introducird una nueva variable x,., 2 O.

™M =

Tk

SURRS SREY (4-1-7)

—
i
—_

Esta nueva variable x_, . se 1lama variable de exceso ya que consti-
tiye la diferencia entre la cantidad que se tiene y lamfnima hor producir

o sea un exceso. La expresién (U-1-6) se transforma en:

8

r.
oAy Xyt Xeyy = b, (4-—!-5\‘




. ‘ _ ‘ _ .
Xy Xy T bg o (4-1-8)

- En resumen el conjunto de restricciones (U-i-1) se transforman en un

sistema de ecuaciones lineales simuiténeas cuya forma general es:

-
TRt Xy T =100 5w
J=1

r S

x akaJ " Xy T bk kfz u* by (9‘1’9)
= ; ‘

r

3 agx; = bp PENVEL LW
J=1

£l conjunto de restricciones (U-1-9) se pueden expresar en forma ma--

tricial por:

AX = xqa, t 0t txag = b ‘ {hala10)

-en donde-a, son las columnas de A. Las variables de defecto o de exceso -
X/y) - aparece en la ecuacidn i y por ello la columna de A que corresponde
a X serd e, si x.,, es una variable de defecto, o serd -e; si x.,

es una variable de exceso.

Consideremos, ahora el efecto que sobre la funcidn objetiva, tiene ta
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introduccién de estas, variables adicionales

La funcién objetiva original era:

r . '
z7 5 ¢ o SN C R

8i ahora asociamos unos coeficientes € nulos a las variables adiciona

les, de defecto o de exceso, la funcién objetiva,

r ) rty
2= 2 cx;t 0 X, {4~1-12)
I=1 JErty ' .
no cambia y es igual a la original (4-1-11),

A continuacidn se justificard la validez de la introduccién de las --

variables adicionales,

Hemos afirmado que optimizar a {U-1-11) sujeta a las restricciones inm

puestas por el conjunto de ecuaciones lineales simultineas (4-1-10) para -
X, 20 (; ¢ lyee.,n) es equivalente a optimizar (3-1-2) sujeta a (U-i~1)
>

para x;= 0 (1 =14,..., r\.

Para demostrar que esto es correcto se deberd notar que si se tiene -=
cualquier solucidn factible a las restricciones originales (U4-1-1) enton--
ces el hecho de introducir, variables de exceso o de defecto daré un con--
junté de variables adicionales no negativas tales que se satisface (U4-1-10)

con todas las variables no - negativas.

En forma inversa, si se tiene una solucién factible X al sistema wwwm
‘(u-|~|0\, entonces las primeras r compntes de X darédn una solucidn facti-
ble de (U-1-1).

Si ahora x = { ;1,.... §n } 2 0 es una solucién factibie de(t-1-10),
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que optimiza a [4-1-12) entonces las r primeras componentes de x, es decir
?1,,..,ir serdn una solucidn optima de fH-f-1} y (4-1-2) vy dardn ¢l mismo

valor optimo z de z.Para demostrar esto supdngase lo contrario, es decir ~

que para las ecvaciones (4-1-1) y ({7} otra solucién, digamos ——

) 4 . ] - - - ,
I T da un valor mejor de z o sea, Z que x = Kipree X0 86 deberd
notar que existen variables adicionales, no negativas i.fl,.,.,;h tales -~

1 t . . !
que X,,...,X, es una solucién factible de (%-1-10) con z como valor de z.

Pero esto contradice el hecho de que z es el valor éptimo de z para -
(4-1-10) y (4-1-12), Por ello, anexando las variables de exceso y de de~-
fecto a cualquier solucién Sptima de (U-1-1} y {4-1-2) se obtendréd una so-
lucidn dptima de (U-1-10) y (U-1-12).

Resumiendo, se concluye que si se agregan variabies de defecto y de ~
exceso con ¢;= o (j = r+Y, ... r+v) para convertir al conjunto original de
restricciones en un sistema de ecuaciones lineales simulténeas, el proble-
ma as{ constituido, tiene el mismo conjunto de soluciones 6ptimas que el -

sistema original.

4.2.- OBTENCION DE UHA SOLUCION BASICA FACTIBLE A PARTIR
DE UNA SOLUCION FACTIBLE CUALQUIERA.-

En los desarrollos siguientes, se consideraréd que el conjunto de res«

tricciones (Y-1-10) cumple que
r (A) = r (Ab), (u-2-1)

es decir que el rango de la matriz formada por los coeficientes es igual =
al rango de la matriz aumentada ya que de no ser as{ las restricciones son

iriconsistentes y no existe solucidn.

r(A) = m ' (4-2-2)
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en que m es el nlmero de ecuaciones restrictivas del problema.

Las expresiones anteriores implican que. el nimero de ecuaciocnes 1i--
nealmente independientes podré ser a to sumo igual al nidmero de variables
En el caso de ser iguales, existird una solucidn fnica y si ésta es facti-

ble, seré Gptima.

Sin embargo en el caso general se tendrédn mas variables que ecuacio--

nes.

Teorema®

Dado un conjunto de m ecuaciones lineales simulténeas con n incégni--
tas (n 2m), AX =b r{A) =m, si existe una solucién factible x Z 0, ne-~

cesariamentie existird una solucién factible bésica.
Demostracién:

Supéngase aue existe una solucidn factible con g Sn ovariables posit]
vas. Si las numeramos de tal suerte que las primeras P variables son posi

tivas la solucidén factible quedard expresada por:

0 .
T x,a =b {4-2-3)

Xxp >0 L) =10, a); %70 (j=qt),...,0)

Los vectores a asociados a las variables positivas podrén ser |ineal

mente independientes o no.

al Si el conjunto 3 {(j=1,..., q) es linealmentie independiente,ben-
tonces g = m. Si q =m la solucidn es automdticamente no degenerada bésj
cay factible, Como rlA) =m, si g <m, existirén necesariamente m-q co--

k lumnas de A que junto con la p columnas son base de "y formﬁn una matriz

no-singuiar. Por ello si a m-q de las variables las igualamos a cero ob--
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tendremos una solucidén factible degenerada.

b) Si los vectores a; (j =1,...,q) son linealmente dependientes, —

existirén a;-no todos nulos tales que:

q .
S oa.a =0 . o {(4=2-1)

. : ‘ ‘
£ ox;a;Fb x> (i=1,c00,0) - (4-2-5)

‘iguales a cero,

8i existe un vector a_ cualquiera de los g vectores de f4-2-4) para -

el cual o, #0 lo podremos expresar en funcién de los -l vectores restan:

ies, es decir:

o ’ '
. I : .
a8, Frni 3 (4-7-6)
#Froa, . S :

que sustituida ¢ (4-2-5) queda:

1
r

M M e

J
]

Esta es una solucién con no més de q-1 variables diferentes de cero,
Sin embargo al escoger ar arbitrariamente puede resultar que algunas varia

bles sean negativas.
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tendrenos una solucién factible degenerada.

b} Si los vectores a (j=1,...,4q) son Iinealmente'dependieniés, —

existirén a; ne todos ‘nulos tales que:

T oaa =0 ' B (12t}

q - -
2 oxa =b x>0 (j=1..,4q) (4-2-5)

iguales a cero.

8i existe un vector a_ cualquiera de los g vectores de (4-2-4) para
‘el cual a. #0 lo podremos expresar en funcién de los q;l yebtores réstan
’tes, es decir;
]

a_fFaZ a . : ' :
e Y
" : v ( » 6)

r

que sustituida ¢ (%-2-5) queda:

(x; =% =) a =b - R (R

—
H it M
- d

=

Esta es una solucién con no més de q-1 variables diferentes de cero.
Sin embargo al escoger ar arbitrariamente puede resultar que algunas varia

bles sean negativas.
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" Por ello para que esto no suceda:
KX 20 (J =0 S f (4-2-8)

Si para alguna j a =0, (4-2-8) se cumple autométicamente,

Cuando 2 #0, dividiendo por a; :

Xj . » S D

— -=20 8.a >0 : (4-2-9)
aj . oa, ' Lo R

X, X, ‘ B e
B <0 . ‘ (u"?‘-m)
aj O.r J .

Si para seleccionar al vector a; utilizamos

X vxj :
— min—ﬁ"‘ y X >0 . v C(4e2-11)
ar J aj -~ v,

‘entonpes todas las variables en (4-2-7) serdn no-nega{ivaS‘y se habrg asf
“encontrado una solucién factible de no mas de p-! variables diferentes de

.Cero,

La expresién {4-2-11) indica que es necesario calcular todas las ~-

xj/aJ para a, >0 y entre ellas escoger la menor, La variable que éorreg
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ponde a este x; / a; mfnimo se hace cero con la sustitucién (U-2-6) se == -

deberd notar que las ajlson las proporcionadas por (H~2-UL

Un método idéntico al anterior es escoger al mayor de. los:

*r % ;
e T MAX Ay 0 <0 ‘ (U=2-12)
aj a,j . :

Habremos de esta manera obtenido una solucién con no mas de p- vaw-

riables positivas, siendo nulas las demas,

Si tas columnas asociadas a las variables positivas son linealmente -
independientes habremos |legado al caso "a" ya, conocido, para el cual ==
existe una solucidén bésica factible. Si las columnas por otro lado son de

pendientes, se repetird el proceso para hacer nula a otra variable.

Si en algdn caso la X, / o minima no es dnica, en lugar de disminuir

en uno las variables no nulas, haremos nulas a todas aquellas variables X

para las cuales x, / a; es m{nimo.
Ejemplo.=

"~ Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

X3 txa, txpag T h

R - ﬂ ST [ o]

una solucién factible serfa: a, + %a, + 3a, = b

93



Ef rango de la matriz A = (al,az,a%) es 2. Por ello una solucién bs

sfca factible existe para no més de dos variables diferentes de cero.
Por otro lado:

~Ta; =0

uai + a, 3

y por eilor o, =W -0, = I, ay ¥ - 7

Encontraremos el valor menor de:

H
[N

>
t
w0
1
@

3x1 + sz =
10x, + 2x, = 26
Tx, = 15

5
Xy = R—

7



Es decir:

“J ! 4 lJ | v 28 f'

por ello eliminaremos al vector a y obtendremos as{ una nueva soluéién*an

con no mas de dos variables no negativas.De (3-2-7) se tiene:

— xr
XJ = )(j - aj
15 15
X e Xl=9
7 23
— _ 16 15 64-15 49 7
X2-~‘—'—“ — | S S
78 78 28 4
_ 15 15 19
Kyolees (7)) = 14— =
78 i u

Unicamente dos variables son diferntes de cero, ademés a

a, son li.
nealmente independientes. La solucidn bdsica factible es:

2!

resultado que se puede comprobar por:

p N R ER T

5




—t—=—= 13
72 2
7 57 _6Y

y = E—— = 1§
oon

Si se hubiese eliminado a a, en lugar de ay, %, se hubiera hecho -

2 2

igual a cero, sin embargo la nueva solucién no hubjese sido factible ya =

que x, resultarfa negativa.

1

4-3.- MEJORAMIENTO DE UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE..

Las restricciones en un problema de programacién lineal se pueden ex- -

presar por:
AX = b o (4-3-1)
Si se desea encontrar una solucién bisica, se formard una matriz 8 -

(mxm) de la matriz original A (myn), tal que B sea una base de E",

De acuerdo con esto, cualquier columna a; de A se puede expresar como

una combinacién lineal de las columnas de B, es decir:

byt d g b

IR Y0y = By (“-3-2)

-1
YJ =B I [‘ylj,....ymj] ‘ (4-3-3)

Cualquier matriz base B determina una solucién bisica de (U4-3-1) que

es;
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e ' v i
X, =8 'b XB’E:E“"{"’X%EJ - ENCER

Se recordaré que una solucidn basica se dice que es degenerada, Si =

una o mas de las variables bisicas son nulas

‘Las coeficientes de la funcién objetiva, también 1lamadas "precios"'~

forman un vector renglén ¢, dado por:

By = { Cyprens

Con)

am

y la funcién objetiva para una solucién bésica factible estari dada por:f

Z= CpXg (4-3-5)

'ya que todas las variables no bdsicas se anulan,

A continuacién definiremos una nueva variable Zj dada por:

Coy # 700 + Y G

m .
= z =
81 mjVem 1= YIJcBl can {4~3-8)

y cuya interpretacidn econdmica se verd posteriormente, se notaré que para
cada'aJ de A existe una Zj : la ZJ~que corresponde a 3 variaré al cambiar

las columnas de A en B.
Ejemplo. ~ (4-3-1).

Considérese el siguiente problema de programacidn lineal:
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a = %31 a,=0 1,20 a= (240 a,=[0,2]
b=1[123]

= + -
maxZ = x, ,2x2 + X,

La variable x, se puede considerar como una variable de exceso o de ~° '

defecto ya que-C, = 0,

.Se podr4 formar una matriz base B haciendo a = b1 y ai = b

2

entonew
ces: '

¢,,=C =1, ¢ = (b

B




Cualguier otro vector a de A se puede expresar. como una combinacién

lineal de los vectores base. Para ello se requiere calcular los Yj para -. -

a, dado por {3-3-3).

Calculemos las Yj para a, :

LR SV PP P FPL L YL

El yalof de la variable Z; para j = 7 definida en (3-3-6) vale:

Vo= 22y e By =t

10 10 10

El valor de 1 para esta solucién bésica factible vale:

Estudiaremos ahora la posibilidad de enconirar otra solucidn biésica,

pero tal que de un valor mejorado de Z.

Para cambiar un vector de una base se vié que si:

entonces a puede sustituir a cualquier vector br para‘el cual ey 20,y
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el nuevo conjunto de vectores sequird siendo una base,

Si hacemos este tipo de sustitucidén se tendra:

i m . . ;
b, =—a, - gx';i; by o (u-3-7)
y L

m b, = b ‘ e ‘ (u-sfs)

" b ¥ar

5 -

—1(XB' “ Xgp—=) by * i—a; = b (4-3-9)
[ .

e Yey Vel

Sin embargo la nueva solucién bésica deberd ser también factible, 0~

" seal

Yy : : '
Xgy = Xgp—— 2 0 i #r ' L (4e3-10)
er
Xar o :
200 S (4=3-11)
Yoy . \ 1 .

17




-como y ;A 0y x, #0 de (4-3-11) se implica que y,; > 0.

Se deberd escoger de las b, con yi; >0 aguel vector b tel  que se =~

chmpla (3-~3-101.8i yi; >0 1a condicién (4-3-10} se puede transformar a:

Xgi Xpr
—— - 2 0
g e

lo gue nos indica que la columna r, de B quc se deberd sustituir serd:

Xgr Xgi ‘ '
—— = min {—— y;; > 0} =8 . {1-3-12)
Ve by

y ta nueva soliicidn basica ser§ factible,

i indicamos a la nueva solucidn bdsica factible con X, = B -1b de la
expresién (U-3-9) se obtienen los valores de las nuevas variables bésicas

en funcién de las originales y de las Yy es decir:

Yij S
RBI 2 Xgy = Xpp i Ar {1.3-13)
Yej
. Xgr ‘ e . v
Xgp = ~— . ‘ S v ) (‘}—3_-,““ ‘
y"l )
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Es impovtante hacer notar qﬁe el valor mfnimo dado por (4-3-12) pue~
de no ser Gnico. En este caso, si se sustituye una de las columnaé que ~
presentaron este mfnimo, la nueva solucidn es factible, sin embargo, }as-
otras variables que también tenfan este mismo mfnimo, al sustituir en la

ecuacién (4-2-13) 1a nueva x_, = 0, o sea que la nueva solucién factible-

8l
serd degenerada,

Otro caso especial se presenta cuando el vaior mfnimo de (4-3-17) es

cero.

Es decir que para que ¢ = 0 se reguiere que %gr = 0, 1o que implica-
r{a que se partid originalmente de una solucibn degenerada. Al sustituir’

en (4-3-13) y {u-3-14) obtenemos que:

x 7 Xg (1) Xg =g

~como los valores de la antigua y nueva solucién no cambian, la nueva soly

cién serd también degenerada.

Sin embargo, el hecho si la solgcidn original fue degenerada, no i
plica que la nueva solucidn siempre lo sea. Se puede presentar el caso -
de que las Yy aue corresponden a los Xg T 0 sean negativas, y consecuen
temente no intervienen en la operacién (4-3-12) por lo que & serd positi-
va. Fn este caso, aunque la solucidén original sea degenerada, la nueva -

no lo seré.

fomo se vi6 con anterioridad el objeto de obligar que Yei > 0 fue --
con el objeto de que Xgr / Yoy 2 0, pero si xg. = 0 ya no es necesario, -
que ¥y >0, en este caso se podrd sustituir simplementie ia columna r de

By sustituirla directamente por a.

El objeto de haber buscado una nueva solucién bésica factible, fue -

la de que esta diera un valor mejorado de {a funcidn objetiva, estudiemos
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pues que condiciones se deberdn cumpfir para mejorar a fa funcién objeti--

va.
El valor de la funcidn objetiva para la solucién original es:
Z7CyXg T ZCy Xy
El valor de I para la nueva solucidn bésica es:
Z T g Xg T AWy Xy
en-quel

-

Cp Zop (121 yey =g

ya que el dnico precio que cambia es el de la nueva variable en la base,

Si utilizamos las expresiones (UY-3-13) y (U-3-14) se tendrd:

m . X
- . Y Br
z= % eg (Xgy = Xgp——1) ¥ ¢ - (4-3-15)
151 y g .
i#r . !
ahora bien, como el término i = r el paréntesis es nula, es posible hacer

la suma ininterrumpida hasta m, es decir:

- m ylj Xﬂr

z= § c|:(x8‘- Xgp e } ¥ ¢
Yol Ve
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o bién:-.

. moo Xgr m Xgr - ) ’ L :
Z % Gy Xy o~ L Gy Vi F e 6 {4<3-18)
P=1 =4 . .
Yej Y”

El término Z ¢ Yy se defini6é en {U4-3-8) por zj; por lo que la ex--

presién anterior se reduce at

Lgr

+

N
i
N

(epwzy)¥z48 (¢ ~25) {4-3-17)
yr)‘ »

La ecuacidn (#-2-17), indica que el nuevo valor de la funciénkobjetj4_

va es igual al anterior mas la cantidad & (cJ - ZJL

Ahora bien Z; = Cyy;, Qque se conoce para la solucién bésica original
ya que se deberd notar que z; se refiere a la solucidn bésica original y -
no a la nueva,

Por otro lado cj es el precio asociado con la nueva variable X

En el caso de desear maximizar a z, si & ( Cy - Z4 } > 0 entonces -~
z >z y se habré incrementado la funcién. Como 6 2 0 la condicién se redy
ce a que ¢; - zj> 0.

Esto implica que ei vector a; para formar la nueva base se deberd ele

.gir de tal manera que -z >0y por lo menos un Vi 2 0.

Si la solucidn original no fue degenerada, entonces 6 > 0 y se habri
incrementado el valor de z. Si la solucién bésica original fue degenerada
y se escoge un vector aj tal que cj - zJ > 0y por 1o menos un y|J'> 0,‘a

- se habrd o no se habré incrementado z, dependiendo si 6 > 0, pero en todo

caso cuando ¢ = 7 > 0 no se habrd disminuido z.
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Cyando se desea minimizar la a deberd ser tal que €y =z < 0 para

que z = z.

Si un sistema de restricciones AX = b de un problema de programacidn
P . . -1 .
lineal tiene una solucidn bésica factible, X, = B b se tiene un valor de

la funcidn objetiva dado por z= ¢ x,.

Si para cualguior-columna a; en A, pero no en B se cumple que ¢ 2

z ¥ si por 1o menos un Vi >0 i = 1,...,m entonces es posible obtener

una nueva salucidn bésica factible, sustituyendo una de las columnas de B

por a, tal que el nuevo valer de la funcién objetiva cumple z 2 e Si

ademds la solucidn bdsica original no es degenerada se cumple que z > z.

En forma andloga si para un a; en A pero no en B ¢ < z; ¥y por lo me

nos un ¥y, > 0, entonces es posible obtener una nueva solucién bésica sus,

i Y el nuevo valor de la funcién

objetiva 7 ser4 tal que 25z, Ademas si la solucidn basica original es

tituyendo una de las columnas de B por a

no degenerada se tendré que Z <z
Ejemplo, = (4=3-2).

Se tiene el siguiente problema de programacién lineal.

max z = ¢ x1 + <, x2 + c, x3

[
u

[2;3]; aZ = [!1 ’)]: aa = [372]

b=010,8]5 ¢, =5 ¢,=3% ¢, =2
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Formemos una matriz base B con a, en la columna 1 y a,en la columnra

2.
31
B= |
2 2
! R
8 ' =
' 4 -2 3
la solucién bésica seré:
otz - ] o] [
Xy =B b =— = =
4i-2 3 8 L 4 i
L

. | 2 -1 2 I 1
y :B-a - J— T e
' Yoyl 3l 03] uls
¢y = (2, 3
! | ! . 17
z, = ¢y, = — (2,3] =— {2+18) = —
1 ‘a 1 N Ts " 4
: 17 20-17 3
°1'Z1"5"_= == >0

19%




z=c,Xy=2(3) +3(1)=9 e

i
cidn bdsica factible con un valor mejorado de z. La nueva solucidn serd =

como 6j -z, >0 Y ¥i; 2 0 i =1,2serd posible obtener una nueva solu--

degenerada.

Para determinar que vector deberd ser sustituido:

*ar X : 3 X4 | Koy
meem F N (s Y045 0) = in (e =y = )
Yoo T Yy e oy, 8%y,

1t

4
5

o sea el mfnimo se presente para r = 2 y por lo tanto se sustituye la se~=

Qunda columna de B. -

Ahora:
o Xgr 4 3 3 3
2%z t——(c -2, ) =12 to ) FzZ om0 ¢
Ve 5 4 5 5
43
5

Para comprobar este resultado répidamente podemos obtener,')‘(a y EB ¥y
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‘calcular z = ¢, X

. e w 2 . 5
z=c, Kp=— (M) +—(4)
5 5
28 + 720 ug
5 5

4,4, SOLUCIONES NO ACATADAS.-

Hasta ahora al incluir a; & una base para sustituir una columna de B

requer famos que por lo menos existiera un i >00 = bvoo,m Yeremos

que sucede cuando al buscar incluir un a todas las Yij <.

Para ello, en lugar de tratar de obtener una nueva solucién bésica, -
veremos el tipo de solucién que se forma al permitir que m + { variables -

(1as Xgy KJ) sean diferentes de cero,

Si se parte de la solucidn bédsica factible.

M m
<
«
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y le sumamos y restamos xaj, en gue A es un escalar cualquiera se obfienéﬁ

m ’ .
z M‘b,-kaj+xajfb (t4=ti-1)
pero . -ha = -.A Z ylj'b“ R - (g-u—z) _

' por-lo que (u-u-i) se puede expresar como:

(x5 = 2 y”) by + A a; = b C (uLbl3)

M3

1=1

como Y| < 0, cualquier valor A >0 haré que x; = iy 2 0, y por lo tan-
to (U-U-3) es una solucién factible en la cual m + | yariables pueden ser

diferentes de cero, pero que en general no constituye una solucidn bésica.

Por 1o que se refiere al valor de la funcién objetiva que corresponde

a esta solucién se tiene:

- - m
z=xc x =t§1 o (xg =Xy ) + e

=z + )\"(cJ - 7)) B (Yatan)
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Es deC|r que al hacer crecer a A, z se puede hacer albttrarnamente -

'grande si cJ -z > 0 y arbitrariamente pequefia si Cy -z < 0.
Ejemplo:

Si en el ejemplo anterior a, = [ -2, -3 entonces:

Y -5
17 37

e R
il 4

e deduce que existe una solucién no acotada ya que:

- 37
z=z+X\(c, ~ Z,) ¥z 4+ A
4

créceré indefinidamente al hacerlo X.

- Resumiendo, si dada una solucidn bdsica Factible a un prob!ema de. pro
gramacidn lineal, para esta soluC|6n ‘existe alguna columna a; no lnclulda

‘en la base para la cual:
2y - <0y yy S9 (0= l,;..fm)

entonces existird una solucién factible en la cual m + | variables pueden
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ser diferentes de cero, siendo el valor de la funcién objetiva arbitraffa-”
mente grande.

£n este caso el problema tiene una solucién no acotada si la funcién

objetiva se desea maximizar,

En forma anédloga si para alguna ay!

z,-¢; >0 ¥ ¥y S0 (i= I,...;mX‘.

entonces existird una solucién factible en Ya cual m + 1 variables pueden
ser diferéntes de cero, pudiendo hacerse a la funcidn objetiva arbitraria

mente pequefia

En este caso el problema tiene una solucidn no acotada si la funcidn

objetiva se desea minizar.

4.5.- CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE UNA
SOLUCION OPTIMA.-
Como se ha visto en las partes anteriores, si sé parte de unaisolu»;aw
cién bésica y si existe un vector ij que no pertenece a B para el cual. -
1} - <0 y por lo menos un yy >0, = §..am entonces existird -
otra solucién bisica factible con otro valor de la funcidn objetiva que-es
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por Yo menos igual si no es que mayor que ei valor original de z. Ademds,
en caso de no existir soluciones degeneradas se puede afirmar que la nue-

va solucidn bésica definitivamente mejord a la funcién objetiva.

Si consideramos que no se presenta el fendmeno de la degeneracién, -
ninguna solucién bésica se podréd repetir, ya que z va aumentando de valor
en cada cambio de base y una misma base no puede dar dos valores diferen-

tes de z, por ello el proceso terminari en:

<

i} Una o mas z; -¢; <0, y para cada zp = ¢ <0 y;; S0 para -

j
toda i = !,...,m

ii) Toda zy - ¢ > 0 para las columnas de A'que no pertenecen a B.

Si se presenta la condicién {i} e} problema presentar4 una solucién
no acotada  S8i se presenta la condicién (ii) se tendrd una solucién ba-

sica 6ptima como se demuestra a continuacién.

Si el valor de la funcién objetiva para el caso de que Z; - ¢ 20 -

para toda columna 3 de A, no en B as z = cy X, se demostrard que suje-‘

B’
ta a las restricciones AX = b y a la condicién de no ser negativas, X 2 0,
z, es el valor méximo de la funcidn objetiva z = CX,
Considérese a: X; 2 0, j =1, n
X, ag t oty a = b (u-5-1)

'una:solucién, factible cualquera cuyo valor de la funcién objetiva estafé

dado por:
z= ¢y J = Haaoyn - ~ (u4-5-72)

Cualquier vector 3 de A se puede expresar como una combinacién liwu-

neal de los vectores bise en B; es decir: 12
i )




Cualquier vector 3 de A se puede expresar como una combinacién’lim=

neal de los vectores base en B; es decir!

m . B
4 = e Yy by - 184-5-3)
~si se sustituye la expresién (U-5-3) en (U-5-1) se obtiene}
Com m '
X; £ oy, by trex T oy, b =b v ©o{te5at)

o bién:

- : | "
g P Iy b (458)

n
b1 2 x
J=1

Si recordamos que la expresién de cualquier véctor en términos de los

vectores base es finica, se concluye que:
1} : .
B 5 Z Xy =l {4-5-6).

Por otro lado z; - ¢ 20 para toda columna de A no contenida en B, -

ademés segfn (4-3-3):

y; =B8ta; = B <o, S (weser)
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si consideramos .que a, esté en la_columna”i de B, Por el lo:

De esto se concluye que para: z, 2 c; sustiiuido en (4Q5-2) sé.tie~l~ o

ne:
Z, X, vt vz ox. 2oz (u-5-8)

ya que toda X 2 0.

§i ahora sustituimos la definicién:

m .
2 2 ey
CoaE
en (¢45-8\ se obtiene:
n . . n ) - 5 =
\CBL § x]’ ylj froea g cam -Z— vXJ_vym) zz
j=1 i ' j=1

Sim emﬁérgo, de acuerdo con {U-5-6) se‘tiene:



S > (4-5-9)
Iy Xgy Gy ¥ X G 2 : :

Esto demuestra que z, es por 1o menos igual de grandé que el valor -
de la funcidn objetiva para cualquier otra sotucién factible y por eiloz(J

es el valor méximo gue puede tomar la funcidn objetiva,
Las deducciones anteriores permiten enunciar el siguiente teorema:
Teorema:
- Dada una solucién bisica factible Xy = 8~tb al problema de programa~-
cibn tinea) AX = b, X 20 con Z, = ¢y X, tal que z; ~ ¢ 2 0 para cuale---
quier vector a de A entonces z, es el méximo valor de z definida por ==

max z = ¢ Xy la solucién bdsica factible es ademds dptima,

En forma similar dada una solucién bésica factible x = B"1b con --=
z, = c, %, al problema de programacién lineal AX = b, x z 0, min z = ¢X ==
tal que z;- ¢ ) para cualquier vector a de A, entonces z, es el valor

minimo de z y, la solucibn bédsica factible es ademds mfnima.

Es importante mencionar que en la demostracién no intervino la condi-
cidn de que la solucién basica factible x, fuese no degenerada. Si todas

las Zj - ¢y 2 0, entonces x, es una solucidn dptima independientemente de

que sea degenerada,

Todo probiema de programacidén lineal cae dentro de una de las siguiep

tes categor(gs que son mutuamente exclusivas:
a) No existe una solucién factible
b) Existe una solucidn dptima.
c). La funcidn objetiva no esté acotada.

De existir una solucidén factible y consiguientemente una solucién b~ - -
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sica factible unicamente quedan dos alternativas: {bY o (c). -

Se demostré que de no existir una solucién dégenerada, si existe una -
solucién Gptima, esta serd una de 1as soluciones bésicas factibles. Es --
decir que la solucidn 6ptima a un problema de programacién lineal no re~—-

quiere de mas de m variables diferentes de cero,

Ejemplo:

Si utilizamos la solucién bisica factible caracterizada por 1a base:

~del ejemplo (3-3~1).

El fnico vector que no pertenece a la base es a, . Para este vector:

- | 2 =2 4! ] -t
y = B~ a, e | e
2 Pl 3l sl
! f
. } -1
z,-¢,%¢cgy,~C, =—;~[-, 5) . - 3=
m
K : 18 15 3
2 (a2 4 20) - 3= — a—=—> 0
5 5 5 5§

]
dicho con anterioridad, la solucién bésica factible que se obtiene con a

Como. para todos los vectores en la base zj=C; = 0, de acierdo con lo

.
‘a, en la base es una solucién dptima.

Adem4s, con objeto de dar mayor énfasis al hecho de que el valor éptj
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mo de la funcidn objetiva se obtiene con una solucidn basica factible, en-
contraremos a continuacién una solucién factible cualquiera no bisica y -=
comprobemos que la funcidn objetiva para esta solucidn da un valor mendr -

al antes obtenido en el ejemplo {4-3-1) que fue: z = u8/5 = 9 3/5,

Comon-m=qa-r (A} =3~ 2=1esto quiere decir gue podremos dar
valores arbitrarios a una de las variables y as{ determinar el valor de =

las otras dos obteniéndose una s»ylucién factible:

El sistema original es:

1) X, 3x3'= 10

2) Bxy + %, + 2, 78

|
Hagamos x, =—y calculemos x, y X5
l)

1y 1+ X, ¥ 3x,= 10

2) 3/2+2x, + &, =8

i) X, * 3x3 =9

2) 2, * %, = 13/9
%-13 23
x, = 18 - 13/2 = ———— = =
’ 2 2
23
X, T —
> g

1n7




, 3 72-60 3
.xz =09 w ’3(......-.):......——,--- T
8 8 8

La solucién encontrada es factible, ya que:
>
Xyp Xy Xy & 0

3

El:valor de la funcién objetiva bara esta $olu¢i6n.es:

ok .
z = 5%, t 3x2‘+ 2x3

.\ 4 3 723 0+ 75
z=5 (= )+ (") + o) ——=

] 3 8 8 8
2= 93/3

Como se supuso el valor de la funcidén objetiva qarabla solucién factif
ble resultd menor que el correspondiente a la solacién bdsica factibl  dp-

tima ya que:

93/5>93/8 ; z > 7

.44c EL FENOMENO DE LAS SOLUCIONES DEGENERADAS.-

A continuacién se considera el problema que encierra la presencia del

fenémeno de degeneracidén en el proceso hasta ahora desarrollado. Como 'ya
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se comentd con anterioridad, la aparicién de este fendmeno no nos garanti-
za que la insercidn de un nuevo vector producird un valor mejorado de la -
funcibn objetiva, esta puede permanecer inalterada y consecuentemente se -

podri repetir una base.

La dicho nos lleva a la conclusién de que las condiciones (i) y (ii)

se puedan alcanzar en un ndmerc finito de pasos,

Se puede presentar el fendmeno de que se forme un circuito cerrado, -
con lo cual se repetirfa indefinidamente una secuencia de las mismas bases, .
sin que se altérara el valor de z. La presencia de la degeneracién no per
mite consecuentemente, asegurar la existencia de una solucién bésica fact]
ble éptima pafa toda Z -cjf 0, afin mas, aunque exisitiera una solucién dp-

tima, no podemos asegurar que una de [as soluciones bdsicas serd Sptima.

£l anterior problema dejarfa de existir si se pudiera demostrar, como
se haré posteriormente, de que una base no requiere ser repetida y entone.
ces, como el nimero de bases serfa finito, el problema se reducirfa a uno

de los dos casos ya mencionados, 0 sea:

i) Z; - ¢y 20 para toda j: lo que implicarfa que se ha encontrado -

una solucidn bésica Gptima.

ii) Para toda zj ~ ¢ 0, iy 20 para toda i, lo que indicarfa ia

presencia de una solucidn no acotada.

A resefva de demostrar despues la condicién anterior de gue una base
no se requiere repetir, consideraremos que adn cuando se presenta el fendw
meno de la degeneracidn, una de las soluciones bdsicas factibles serd dpti
ma, y que una de las soluciones Gptimas tendrd toda z; 7 ¢y Zo Ademés, -
cuando se presenta la degeneracién, podrédn existir soluciones bésicas 6pti

‘mas con una 0 més z - ¢ <0,

Se demostrar4 en el inciso (4-8) de que una de las soluciones bésicas
factibles es dptima, por otro método que es comp]etamente independiente de

cualquier argumento de degeneracién. Esto se logrard al discutir en ese -



inciso la relacién entre las soluciones bdsicas factibles y los puntos ex
tremos ya que como se vidé en el capftulo anterior, de existir una soluciéﬁ
6ptima, por lo menos uno de los puntos extremos del conjunto convexo de <= N

las soluciones factibles constituye una solucién dptima.

4.7.. SOLUCIONES OPTIMAS MULTIPLES,-

En el capfiulo {1, se indicé este tipo de soluciones vy la figura 2~2

indica claramente en que consiste este fendmeno.

La funcién objetiva posee un dnico valor dptimo, sin embargo, este --

valor de z lo pueden dar varios conjuntos ordenades de valores.

El caso estudiado en el capftulo || estaba en E2 y en el la ecuacién
que representaba a Ja funcién objetiva tenfa la misma pendiente que una de
las funciones restrictivas, per ello dos puntos extremos y consiguientemep

te cualquier combinacién convexa de ellos daban el mismo valor méximo de -

la funcidn objetiva,

Consideremos el caso general en que se tienen r diferentes solucio—
nes bésicas factibles, x,,..., x. que son éptimas. consideraremos que cada
X, es un vector n- dimensional y consiguientemente incluye a todas las va-

riables y no dnicamente a las bésicas.

4

Si se considera una combinacidn convexa cualquiera de estos vectores:

Spot (1-7-1)

Toda ¥, 20 y ﬂ, 20, consecuentemente x 20, Ademis Ax, =b y con
sécuedtemente AX = b, Se sigque que X es una solucién factible, aunque no-

necesariamente bésica.
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Si se designa a z % max z = g¢x, {i =1,...,r) el valor correspondien

te de la funcién objetiva para x ese

o

>

il
Mo
*

o .
>

i
M

By Zq = 2, (1-7-9)

Kt
e

)]
-

y consiguentemente x es una solucidn dptinma.

Las expresiones (¥-7-1) y (4-7-7) demuestran que si X ,...,x, SO0 1
- soluciones basicas factibles bptimas diferentes de un problema de progra--
macién lineal, entonces cualquier combinacién convexa de ellas también es

una solucibn dptima.

Lo anterior indica que si existen dos o mas soluciones bésicas facti-
bles éptimas diferentes, existirén una infinidad de soluciones 6ptimas aun

que no todas las soluciones Gptimas seré&n bésicas

La posibilidad de que existan una infinidad de soluciones éptimas se
puede presentar ademéds de en el caso anterior en el caso ilustrado en la ~
figura {3-6) o sea cuando la funcién objetiva en su posicibén éptima estd -
sobre una arista del conjunto convexo de soluciones factibles que se exs
tiende indefinidamente. En este caso el valor 6ptimo de z es Tinito, pero ’
existien soluciones éptimas con valores arbitrariamente grandes de las va-

riables.

Para generalizar el caso anterior considérese que se tiene una solu-—
cidn bésica dptima de un problema de programacién lineal y que para algén

vector a en A pero no en B zp - ¢ =0 y toda Vi b O, i = eio,m »=

Se podré entonces formar una nueva solucidn factible:

J

HM3

(XBI -0 Ylj) bl t o a : b, >0 ‘ (”"7'3) )

1=1
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que puede tener m + | varjables distintas de cero.

El valor de la funcidn objetiva para esta solucién es el mismo que -~
- para la solucidn bdsica factible éptiha, y consiguientemente la solucién ~
{4-7-3) también es éptima.

Esto se cumple para valores arbitrariamente grandes de 8 . Adem4s, -
por 1o menos una Yy < 0 porque a £ 0y consiguientemente existen solucig
nes dptimas para las cuales por lo menos dos de las variables se pueden ha

cer arbitrariamente grandes (incluyendo a ias variables de exceso y de de~
fecto).

Se demostrd por consiguiente que si existe una solucidn dptima bésica,

factible de un problema de programacién lineal y, para alguna a; no incluj
da en la base: )

para toda i entonces la solucibn (4-7-3) es también una solucién dptima -

para cualquier ¢ > 0.

4.8.- RELACION ENTRE LOS PUNTOS EXTREMOS DEL CONJUNTO

CONVEXQ DE SOLUCIONES FACTIBLES Y LAS SOLUCIONES

BASICAS.-

fn esta seccién se demostrard que toda solucién bisica factible es un
punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles y de que todo -
“punto extremo es una solucién factible del conjunto de restricciones del -

problema de programacidn lineal.

Supéngase aue x es una solucién bisica factible del sistema AX = b, -
si x es vector n- dimensional incluird a m variables diferentes de cero y
‘an - m variables nulas, si arreglamos a x de tal manera que las primeras
m variables sean las no nulas se tendré:
x = [ X

gr 01 xg= 87t o (4-8-1)

122



Demostraremos.primeramente que x es un punte extremo. - Para ello se

- demostraré gue no existen soluciones factibles Xy %, diferentes de x ta-'

les que:
X =axg b (b= Ay x, 0 <A< O (4-8-2)

sUandremqs que tales soluciones existieran y entonces separaremos a X, ¥
X, en:

xy= Tk 1yl %, 7 Lk 1) o | ‘.7(u"8;3).

en que k,, k, son vectores de m componentes y 1,s 1, son vectores de (n-m)

componetes.

Observando las expresiones (4-8-1), (4-8-2) y (4-8~3), se deduce que

ta -expresién (U4-8-2) para las Gltimas n -m componentes queda:

0 = At +{1=-r)1, (4-8-1)

pero camo A >0, (1 =A ) >0, 1, 20 y 1, >0 la expresién (4-8-4) uni~

camente se cumple si:

bp=1,=0 o (4-8-5)
Esto implica gue:
AX, = Bk, = b _ |
_ (4-8-6)"
AX, =Bk, =b :

2 0 e o ‘ :
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-Pero como se recordard, la expresi6n del vector b en términos de los vecto

‘res base es Unica y consecuentemente X§=K1=K2 PR, X, (4~8~7).
El desarro!iobantericr demuestra que no existen soluciones factibles

diferentes de x tales que se cumpla (U-8-2). Es decir que x es unm punio

extremo y consecuentemente cualguier sclucién bdsica factible es un punto

extremo del conjunto convexo de soluciones factibles,

Sequidamente se demostrard el caso inverso, es decir que cualgquier = = 77
punto extremo x = [xl,..‘,xn] del conjunto de soluciones factibles es a -

su vez una solucidn bisica.

Esto se demostrard, demostrando que los vectores asociados con }as

componentes positivas de % son linealmente independientes.

Considérese que g de las componentes de % son diferentes de cero y -

numérense las variables de tal forma que las primeras g sean las no nulas

Entonces:

Si- las columnas correspondientes a las componenies no nulas de x son
linealmente dependientes, entonces, de acuerdo con lo ya tratado exisien .

‘ A no todas nulas tales que:
g , : .
oA a =0 ‘ oo (4-8-9)

Si ahora definimos a:

X » : , .
WE M A A0 0= hoyg 0 (U8e10)
NE o :
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. W es un nlmero positivo.

Seleccionemoes una ¢ >0, 0 < e <w, eatonces:

X tex >0 vy

X} = € Aj >0

A continuacién definimos un vector columna de r componentes X # 0. que
'tenga a las A, en las primeras g posicionec y cero para las restantes n-g-
componetes: '
X

LEXHEN 3 X, FXaEN {1-8-12)

De acuerdo con (4-8-11) x, 2y, X, 20
y ademéé.segﬁn (u4<8~-9)
AN=0 ',-:"v,‘v(mam)
‘cntdncgs:
AXp=b oy A = b L ; (t8-11)

consecuentemente X, » X, son soluciones factibles diferentes de x, y:

o ! ,
X Sy, te==yx - 1-8-15
PR ; (, 8-15)
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Pero esto contradice al hecho de gue % es un punto extremo. Consi=-
quientemente las columnas de A asogiadas a las componentes no nulas de -~
cualquier punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles debea

ré ser linealmente independiente.

Como no pueden existir wmas de m columnas linealmente independientes -
de A, un punto extremo no puede tener mas de m componentgs positivas., De
tener menos de m componentes positivas, esto se puede interpretar como una
solucién bésica degenerada ya que se pueden imaginar m-g columnas de A que

se agregan, a un nivel nulo y que originan una solucidn bdsica degenerada,

Se demostré que toda solucidn bésica factible a AX = b gé un punio -
extremo del conjunto convexo de soluciones factibles, y de que a su vez =~

todo punto extremo es una solucién bésica factible.

De no existir degeneracidn se puede afirmar que existe una relacibn -
de uno a uno entre los puntos extremos y las soluciones bdsicas factibles,
es decir que existe unicamente un punto extremo para cada solucién bésica
factible, y unicamente una solucién bisica factible corresponde a un punto

extremo.

Cuando se presenta el problema de la degeneracién, no es este el caso..
Si menos de m variables sin positivas, el vector o vectores de A que se
agregan a un nivel nulo para originar una solucién bésica degeneradd no --
son indispensablemente (nicos. Por ello un cierto nimero de soluciones bj

sicas degeneradas pueden corresponder a un mismo punto extremo.

En esta seccidn se demostrd asimismo que el conjunto convexo de solu~
ciones factibles tiene un nimero finito de puntos extremos. El nidmero de
puntos extremos es igual al n@mero de soluciones bésicas factibles diferen.
tes. MNota: Las soluciones bésicas factibles con iguales valores positi--

vos de las variables no se considerén diferentes.

Es decir que el nidmero de puntos extremos del conjunto convexo de so-

luciones factibles no podrd ser mayor que:
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En conclusién se 1legé al importante resultado de que,la'soluciéh Sp-
tima de un problema de programacidn lineal nunca reddiere que mas de m va-
riables sean diferentes de cers, en que m es el nimero de- restricciones w-

del problema.

v Nota: Recuérdese que la condicidn de no negatividad_no se‘c!asifica

como restriccidn propiamente.
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@npa'rux.o‘w

esarrolio Detallado y Caracteristicas del
{diculo del Método Simplex..

5l- IR TRODUCC 0 M-
En los capftulos anteriores se demostré:

a) De existir una solucién factible de un problema de programacién Ti
neal existe una solucién bésica factible. v

b) De existir una solucién éptima, esta serd una de las soluciones b3
sicas factibles,

¢) Si se tiene una solucién bésica factible que no es dptima, enton--
ces $uponiendo que no se presenta el problema de la degeneraciéﬁ,
és posible, sustituyendo un vector de la base en cada operacién, -
llegar a la solucién Gptima en un nimero finito de pasos, o bién -~

demostrar que la funcidn objetiva tiene una solucién no acotada.

Los postulados anterlores constituyen la esencia del procedimiento pa-

.ra el célculo de los problemas de programac:én llnea\

Ademés de utilizar la notacidn X, para las soluciones bésicas facti--
bles se utilizaron las notaciones Yj y Zj - »Cj para los vectores no in

cluidos en la base con el objeto de determinar las nuevas soluciones bhsi--

cas factibles.
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Recordando, en el prbceso de encontrar nuevas soluciones bédsicas fac- .
tiblgs, primeramente se seleccionan los vectores para los cuales z - é
< 0. 8i cualquiera de estos vectores tienen todas Jas Ylj <04 ey,
m, existird una solucidn no acotada. Si este no es el caéo, se puede inség

tar cualquier vector a cuya zp - ¢ < 0 y as( obtener una nueva solu

]
cidn bdsica factibie que mejoraré o por lo menos no empeorard el valor de

la funcién objetiva.

Con objeto de que 1a nueva solucidn sea factible, el vector de la ba-

" se original que se deberé sustituir, se deberé escoger de acuverdo con

= { ro¥; 20y =8 (5-1-1)

Si el valor que se obtiene en (5-1~1) no es Unico, se presentaréd el -
problema de la degeneracidn. Si por el contrario este valor es lnico, se -
‘puede afirmar que la nueva solucién arrojard un valor de la funcidn objetj

va mejor que el anterior.

Con objeto de determinar si la nueva solucién bésica factible es bpti-
ma, es necesario calcular las nuevas z; - ¢ que designaremos con ?ﬂ_-
< - Si no es éptima, se repetird el proceso. Para ello es necesario calcu

lar nuevas y, y se designarén con“??.

A continuacién obtendremos las expresiones de z, - ¢ y‘YT en térmi-

I
y YJ .

fios de los valores anteriores z, - J

$i suponemos que se inserté el vector a Y se sustituyé el vector br

de la base.

En términos de la base original se tiene para a;
SR T | (5-1-2)
sin embarjo al sustituir b por a, se tiene:
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Falta unicamente encontrar las expresiones para'iI -

"de.los valores de la solucién bésica factible anterior.

De su definicién se tiene:

M3
!
|

L% T %y G Sy Ty

I

: Siﬁ embargo:

Cyp T Cai

L ' o Yik
~'fbr E a, - F b|
Yk P Yoo PR
LE (3-3-7)
Al sustituir (4-1-3) en (4-1-2): :
: m » y B A
8 = ’ h2 (ip= ey ® )by 4 21 o
R | . . . P
CE Yex Yex.
m - .
3 = i f . iy by (U= 1-4)
donde b, = b, paraiAr ; b = a
Ademds por comparacidn
_ Y, L
yl_j y” er k i (5""5)
Yrg
_— Yoy o
Yy 7 (5~-1-6)
‘ Yex :

c; en funcién
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Sustituyendo y,, por las.expresiones (5-1-5) y { :,(_,|;5'), e tiene: <

= " ik O
z - Cj = 5 Cay (yij = Y ) T Ck . cj~
Y yrk- yrk .
i ? r - :
(te)
como el 'téfmino .
: .‘ . ‘yrk
Ver ( yr'jA ri. el E0
A Yy
la expresién (5-1-8) queda:
— ; m ' Yoo
LR ; : B e R (f o T Ck)
i 1 yrkl'l
o bién
z - - - - T - : (Bl
% € = ¢ - (z - ¢c) ~ (5-1-9)
y ,

rk

- "Las expresiones anteriores son la esencia del método simplex. ‘En-este

método- iteractivo y los pasos a sequir son los siguientes:
i) - Exam(nense las z;, - ¢ Existen 3 casos:

a). Todas las z, - ¢ 2 0 En este caso la solucién bésica es .

éptima.
b). Una o mis de las Z; - ¢ < 0, y por lo menos usia a, para
la cual ik - ¢ < 0 todaslasy;, < 0. En estecaso --~

existe una solucidn no acotada.
¢). ‘Una o més de las z; - ¢ < 0, y cada una de ellas tiene -~
> 0 para-por lo menos una i.  Se deberé insertar un vec--.

91,
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k

en la base,

tor de estos cualquiera, digamos a

ii) Cuando ocurre el caso (ic) para determinar cual debers ser.el vec

tor que se sustituya de la matriz base B se utili;aré,

X min X

v I ' ) A
i N TP b (5110
Yrg { Yiy ’ Rl

La columna r es eliminada y se ‘sustituye por-a. -

iii) Utilizando las férmulas

Xgi o= Xgi = Xur oy dgor (3300
, "
. Xer L
Far T | (331
o yrj .
% , oo
TE oz 4 Mo -z) =z owb(e - z) (33-17)
J .
Yr)
— Yik . ,
Yip Ty e 7o (5-1-5).
' Yrk
= .FJ . ‘yrj‘ = ! -_ (5-[-6) .
' Yeg : e
. '—ZJ. - ¢ = I - c‘J = rf (Zk - c) (5_‘|_9) |
Yrk k ‘ .

cbn‘el suandéce k sustituyendo a ] en (3a3—10);’(3—3-11) y,(3—3f17),‘cglcgi

' lese.ih,’i,;ij, Z, - ¢, para toda ]
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~“'Una vez enconirados estos valores para la nueva solucidn factible ree-.

" gresese al paso i.

Este proceso iterativo constituye el metodo s:mpiex para la sol, c:én -

de problemas de programacién |ineal,

De rno existir degeneracién conduce a-la solucidn bésica factible pti~

ma.

5.2 SELECCION DEL VECTOR MAS CONVEMIENTE PARA FORMAR LA HUEYA BASE.

El paso {ic) no determina a nihgin vector en particular para formar la
nueva base, unicamente indica que cualquier vector cuya = g <0 se
puede tomar. El incremento en la funcién objetiva al insertar un vectbr'aJ

vale:

(¢ = z))ees {5-2-1)

‘Resulta por ello 16gico seleccionar a aqdel vector a; que al formar'La
nueva base proporcione el mayor incremento de 1a funcién objetiya, es decir

gue a, se escogerd segln

(ck - Zk): max  { (CJ - ZJ)} ’

Para aplicar (5-2-2) es necesario calcular para cada caso xg./ Yej ¥

(cJ - zj) péfa.toda a, cuwaz; - ¢ < 0.

Otro procedimiento consiste en seleccionar aquel vector cuya ¢ - zy
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sea méxima, -es decir, despreciando el valor Xgr 7 yr5~. Esto equivale a.

" seleccionar el vector para }a nueva base de acuerdo con

z - ¢ = min (z - ¢}, z - c <0 (5-2-3)

Se selecciona el vector que tenga el menor valor al gebraico (mayor va«

for absoluto) de z - ¢ enire aquellos cuyas 2 - g <0,

Tanto el criterio (5-2-2) y {5-2-3) 5e han aplicado a problemas reales
y se ha visto de que (5-2-3) conduce a la solucién éptima en aproximadamen-
te el mismo ndmerc de pasos gque (5-2 2). Por esta razén se prefiere general'
mente a (5-2-3). En particular, casi todos los cédigos para la solucidn de
problemas de programacidén lineal en calculadoras digitales utilizan este --

criterio.

Al utitizar el criterio (6-2-3) para determinar que vector se deberd -
insertar, puede resultar que dos o mas vectores tengan el mismo valor m{ni-

mo de z, - cp En este caso, el vector que se deberd, insertar en la base

J
no estd totalmente determinado..

Cuando los cédlculos se verifican a mano se escogeréd simplemente uno de
los vectores en cuestidn en forma arbitraria. Resuita evidenie gque se pow ~
drfa calcular xg./ Yr; para cada uno de los vectores en cuestién y aplicar
el criterio (5+2-2), pero esto no necesariamente eliminarf{a el problema, ~-

‘Por el contrario como este criterio requiere de més operaciones no se utili -
za en general cuando los célculos se fievan a cabo en una calculadora digi-
tal, el problema se sotuciona haciendo que se seleccione a aquel vector que .

tenga por ejemplo el sub(ndice j més bajo.

No se ha !legado a desarrollar ninglin criterio que garantice que una -
vez‘que un vector se ha insertado en la base ya no seré sustituido nunca. ‘-
En el método simplex que utiliza los criterios (5-2-3) 0 (5~2-2) para deter
minar cual vector deberé insertarse en la base, un vector puede entrar a la.

base y volver a salir de ella posteriormente, y de hecho esto puede suceder

varias veces,
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-Sj el probiema de programacién lineal es un problema de miniﬁizar;'los o

criterios andlogos al (5-2-2) y (5-2-3) que se deberén utilizér:_son respec

tivamenté:
X X .
Br . . Br
r (¢, = z,) = m!n { (¢; = 7)Y, zy~c, >0
J s
yrk er
(5-3-4)
. mag - ,
. - ¢ ) j (zj - cj) bz -Gy > 0 {5-2-5)

Otra importahte simplificacioén que se puede_hacer al método simplex --
consiste en no buscar desde un principio si existe, una solucién no acotada.
Es decir que unicamente se examinard las Y, Para el vector a, que se inser
taré en la base, en lugar de analizar para todos los vectores cuyas - = « -
z; - ¢ < 0 si alguno de ellos tiene 1, 2 0 para todas las I.

De existir una soluci6n no acotada, finalmente nos daremos cuenta, pe-
ro el ahorro en tiempo y esfuerzo es en especial significativo si se consi
ddra que la presencia de soluciones no acotadas debidas a errores en la for

mulacidn del problema es en promedio muy baja.

Cuando se utilizan calculadoras digitales esta simplificacién es muy -
ventajosa, ya que el analizar a todas las componentes de un gran nimero de

vectores requiere de bastante tiempo

Por lo que. se refiere al problema de la degeneracién se puede decir --
que afortunadamente en la préctica esta no constituye realmente un pfbblémm
aunque un gran nimero de las variables bésicas se anulen. No se ha encontra-
do un hroblema préctico que‘forme un circuito cérrado y consecuentemente la-
‘degeneracién nunca ha impedido que se encuentre una solucién éptima por me-

dio'del método simplex presentado en la forma anterior.
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Cuando ocurre la degeneraciér, el mfnimo en (5-1-10) no es inico, Co=
mo se vié con anterioridad cualquiera de los vectores que cerresponden al
valor mfinimo se pueden sustituir y la nueva solucnén bc51ca sers fact|ble

y degenerada.

 5-3.- DESARROLLO FINAL DE LAS FORMULAS DE
TRANSFORMACION. -

En la seccién (2-16) se desarrollé la forma de producto de la inversa
“es decir una técnica para calcular la inversa de una matriz que difiere unj

camente en una columna de otra matriz cuya inversa se conoce.

fomo en el método simplex unicamente se reemplaza un solo vector de Ja -
base a la vez, resulta conveniente desarrollar las férmul as de transforma--

cién utilizando esta técnica.

§i se empieza originalmente con una solucidn bésica factible cuya Mae=
triz base es: B = (bl,..,, bm), se sustituiré la columna r, es decir b, por

fa columna .

-1

Si se conoce B  entonces para la solucidn bédsica original ¥g = 8% b,

Yj = B-1b, Yj = B-! a5, 3= f,veeyne Si la nueva matriz base es B, en--

tonces

En la seccién #2-16 se vié como obtener B-! de B-1 :

Y'E.-l = EB-1 . }' '(5_.3,_”:.‘

donde £ es una matriz cuadrada de orden m que unicamente difiere de la ma=~

“triz unidad en la columna r, donde tiene al vector n dado por:

. Yik ‘yr—1.k ! Yrt1,k C Yak )
n = - gesrgm g S - peea .
Yook Yrk Yew Yk Yek
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“‘es decir que es vélida la siguiente expresién:

B B

¥ = EB-tb = EX_ : Y o= EB"laj = Mj (5~ 5—3)::“

‘Resulta conveniente desarrollar a (5-3-3) de acuerde con lavsiguienté '

 tranformacidn:

E= Lok F ~ _ (5-3-4)

donde ‘F es una matriz que difiere unicamente de la matriz nula en la colum-

na ro-La columna r de f ¢s el vector ¢ = 7 - ‘e, es decir.

F (0ge4es,0,40,000,0) ¢ en columnar ‘ (5-3-5)

donde

Yetq,x Yk ‘ - e
it Cgresg ] B (5;.3.‘.6)"
. Ve Yrk ’ . - -

Utilizando esta notacién (5~3-2) queda:

G,os (TR %, = X, + FXg O R (%)

pero como F es nula excepto en la coldmnar re
' edtonces (5~3-8) en (5-3-7) da:
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kg = Kt Kye o : f‘; ff($;3_g):K1
 analogamente:
YJ = YJ + Yrj & _ ' T - (5-3-10)
Se deberd notar que las transformaciones de Xy ¥ todas IavYj unica-
mente dependen de sus valores originales y del vector ¢ que a su vez de--

pende unicamente de Y.« Una vez qus se ha calculado ¢ los valores de’ia y

Y} resultan inmediatos a partir de {5-3-8) y (5-3-10) respectivamente,

Otra importante simplificacién se logra si se designa a:

Xgp = Xy

o (= )

= 'ym+‘1,0 H ZJ - CJ‘: ym+1,j . (5'3"”)
" es decir que la ecuacién de transformacidn de z

var.

T o= z + (€, - ;) se podré escribir como:
Ve .
band ym+1,k ‘ ! e o
. ym‘*’i,o = ymﬂ,o * Y [- ] o (\5-3-'2) B
rk yfk . '
"y 'la ecuacién de transformacidn:
~— - c er( ) C dai 3: -
Zo-oep 7oz m o m—=lz - q) o auedar
Yex

138




- - R T e
ylﬁ“’l.j = ym*l.’j + yrj [_, ’ ‘ ‘ (5_3_13)

Si ‘ahara definimo§ ay; = [y,j,..., ym+1’j} v 3 %0 ,0uin, las -

expresiones pafa ta transformacién de cualquier cantidad se pueden expre--

<~ gar en términos de la Unica férmula de transformacién:

<

donde

-
1

i EYJ ’ ym+1,j3. y 3 T Opeee,my

[ ym"'i.k]
[
Yrx

Los términos Yy , @, son vectores de (me1) componentes,

LX)
W

La ecuacién vectorial (5-3-(4) proporciona las relaciones de transform

macién de todas las cantidades de interds.

Con el objeto de dar mayor claridad se establecen nuevamente las defi—

‘niciones de Yj y éf en términos de las variables més conocidas,

Se tiene:

Y, ¥ -[Xm peeer Xguy 2] 7 on eee Ym+1,o] (Sug_,sr):

Y_[ = [:Y“ donsy ymj_, Zj - C] = [YU 1e0ey ym) ‘7 ym+1:'j]‘

I haeyn 0 (5a3-16)
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yeeag

§ o [ Yk Yrot,k ! Yrvg,k ymk_‘ Zk_" Sl ’

Yir Y Ve Yk Yer
(8a3-17)

La férmula.de transformacién (5-3-14) se utiliza tanfo‘baré célculos

manuales como para el uso de calculadoras digitales.

Las definiciones anteriores también se utilizan ventajosamente para --
“simplificar las férmulas (4~3-10), (U=3«11), (4~317), (5=1-B), (5~1uB) y
(5-1-9) de tal forma que todas estas férmulas se pueden expresar en la si--

" guiente forma compacta:

- Yoy . .
y” = .V|-| - Yig— ) J"O,:--‘,n (5-3~|8)
' Yeu ' :
i = ’1“-;, m"", i?s r
- Y _
Yoy = e J 7 0ein (5~3~19)
Yrk

‘Las ecuaciones {5~3~18) y {5-3-19) constituyen una expresién de (5~35

I#4) reducida a sus componentes.

Las ecuaciones generales de transformacidn se p:ieden expresar en fore
ma vectorial como en (5-3-14) y reducida a sus combonentes segin (5-3~18)-

y (5-3~19). Estas expresiones constituyen todas las cantidades de interes

del método simplex.

5-4.- 1.A SOLUCION BASICA FACTIBLE INICIAL, LAS YARIABLES
ARTIFICIALES Y EL ARTIFICIO DE CHARNES.-

A lo largo del desarrollo hasta ahora seguido siempre se supuso de ~-
due se tenfa una solucién bdsica inicial del probiema de programacién }je-

neal.
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En esta seccidn se desarrollard un procédimiento que nos broporCiohe
una solyéién bésica factible inicial o que en su defecto nos ?ndjqué,qué‘é
el>problema no fué correctamente formulado y que no existen solucionestfag
tibles.

Con objeto de ilustrar més claramente el caso general, consideremos
primeramente un caso particular, y las conclusiones a que 1leguemos las tra

taremos de hacer aplicables al caso general.

Supéngase que en establecimiento de las restricciones del problema, ca -
da una de estas constituye una desiguaidad del tipo <, de tal suerte que‘-
es necesario afadir una variable de defecto a cada restriccién, con objeto
de convertirla en una ecuacién. La matriz A del sistema tendréd entonces la

forma:
A= (R 1) (5-U-1)

en donde | es una matriz idéntidad de orden m ya que la columna que corres-

ponde a la variable de defecto x_,, es el.

Si descomponemos a x en x = X., X, en donde x, constituye el con-
junto‘de las m variables de defecto y x_ constituye el conjunto de las r va
riables originales, entonces si para obtener una solucién bésica anulamos a

esfas,r, variables originales: x, = 0, s tendré:
Xy, = b (5-4-2)

Esta constituye una solucidn bdsica que contiene unicamente a las va-~
rjabies de defecto, y es ademds factible ya que x4, =b, y bvz o de acuerdo

con la regla ya mencionada que conviene seguir al enunciar el probiema,

Esta solucién bésica es por demds ventajosa ya que

(5-4-3) .

~
u
[==]
i
-
o
1]
o0
i
~
[
n
=

1



y adends  Cs = 0 : ‘ : (5alen)

Ya que el coeficiente de 1a funcién objetiva o "precio” es nulo para

"las variables de exceso o de defecto. Por ello:

Z. -.C, = cayj - = o- gy i {(5-Y4-5)

Z 7 ey T 0 : (5~4-6)

Bomo ‘resuita evidente de las expresiongs anteriores, no se requiere -
de ningdn célculo para obtener los valores de interés, es decir x;, z,

Yz o

A partir de estos valores se puede iniciar el proceso itera tivo del-

método simplex

Como resulta evidente el procedimiento anterior se puede utilizar si~
siempre que una matriz identidad de orden m se encuentre en A. Sin embargo
si las columnas de 1a matriz identidad no corresponden a variables de de«~
fecto, entonces (5-U4-4) puede no cumplirse. Las z; - c; son en este ca-

i
so también féciles de calcular yo que

zg - ¢ T Cgy; - ¢ T cga; = G (554-7)

En la mayorfa de los casos A no contendréd una matriz identidad, y bajo
estas condiciones no existe ningin método expedito para encontrar una solu-

cién bdsica factible.

Se ha visto la conveniencia de que A contenga una matriz identidad. Su
pongamos que siempre inicianos el proceso con una matriz unitaria como ma~-
triz base. Supondremos para ello que en lygar de las restricciones origina-: -

les se tiene el siguiente conjunto de restricciones:

A+ IX, = (A1) [x] = b (5-4-8) -
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Se ha aumentado el conjunto original de restricciones al anadfrsele -
m variables adicionales Ya y cuyas columnas correspondientes sone, . - =
Estas nuevas variables se llaman variables artificiales ya que no tienen -
ningdn significado en el sistema original de restricciones. Las columnas
€y que eventua\ﬁente de;ignaremos ton q;, correspondientes a las Varia—--

bles artificiales xa; se llaman columnas artificiales.

Con este artificio, hemos logrado tener una matriz identidad en = ~==
(5-4-8), y consecuentemente se tiene de inmediato una solucidn bésica, fac
tible de (5-U-8), es decir ¥a = b, X = 0. '

Se deberd notar sin embargo que esta solucién NO constituye una so--

lucién factible del conjunto original de restricciones,

Cualquier solucién de (5-14-8) que sea también solucién del sistema -
original de restricciones deberé tener Xa=0, es, decir que todas las va-

riables artificiales se deber4n anular.

En este caso, (5-4~8) se reduce al conjunto original de ecuaciones -
AX=b. Lo anterior indica que se deberd encontrar una manera para ir de -

. (5-4-8) al sistema original.

- Para lograr esto utilizaremos al propio método simplex para ir in---
sertando a las columnas legftimas aj ‘de A en la matriz original y de -~
esta manera paso a paso, sustituir a los vectores artificiales de la base:
y hacer de esta forma nulas a todas las variables artificiales. Al final
se tendr{a una base que contiene (nicamente vectores de A, es decir una -
éolucién_bésica factible del sistema original de ecuaciones. De aquf en
adelante se prosigue aplicando el método simplex hasta 1legar a la soly--

cién 6ptima.
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En el método simplex las zJ -C) determinan quéﬂvebtor se deberé‘iq-F .
sertar en la base y por ello deberemos asignar precios a las'Variables\ -
artificiales de tal manera desfavorables gque la funcibn, objetiva, se pug
da mejorar mientras cualquier variable artificial permanezca en ta solu--

¢ién basica factible en un nivel positivo.

Para el caso de maximizar a la funcién objetiva, se deberéd asignar -
un precio negativo muy grande a cada variable artificial.  De esta manera
se podré esperar qué z s¢ puede mejorar mientras un vector artificial que -

de en la base en un nivel positivo.

Si Cal es el precio correspondiente a la variable artificial_xqi, -

entonces designaremos:

Cat = =M; M>0, si se desea maximizar az

Cai = M; M>0, si se desea minimizar az

Para célculos manuales M no se especifica como un nidmero particular.

Entra a los cdlculos como M y se le considera 1o suficientemente grap
de como para que cualquier precio que correspmde a una variable legftina
sea completamente despreciable respecto a M. Cuando usa una calculadora -
digital se le da un valor a M aproximadamente 1000 veces mayor que el pre-

cio mayor, de cualquiera de las variables leg(timas.

Puede suceder que debido a la introduccién de variables de defecto ya
exista parte de la matriz unitaria en A y en estos casos es Unicamente ne-
cesario afadir los vactores artificiales e, necesarios para acompletar a -

la matriz unitaria.

Como las variables artificiales son inicialmente no negativas, y como
el método simplex no las convierte en negativas, xa; > 0 siempre. Final--
mente tendremos xa, = 0 para todas las i para encontrar una solucién facti

ble del sistema original de ecuaciones
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Uné vez que un vector artificial ha abandonado la baSe{‘ba‘Servidof a
su propbsito, y nos podemos olvidar de é1. -Un vector artificial nunca se

‘considera para volver a entrar en la base.

El artificio de asignar un alto precio a una variable artificial fue1

primeramente sugerido por Charnes.
Ejemplo:

Supéngase que se tiene el siguiente problema de programacidn lineal® .

iv

2xg + 3x, b Bxy ¥ By, 26
Xy b By, + 2%, Uy, <

2% x, F Mxy ¥ 2%, =9

Se deberén eliminar primeramente las desigualdades afiadiendo péka -

ello variables de exceso y de defecto, hecho lo cual, el sistema resulta:

Maxz = 2%, + 8x, + 2x; + Ux,

I le 6
2 .36 5-10 x| = |s
15 2 4 0+ %y Lo
2 14200 Xy
| . Xs

% |

En A ya estd presente el vector e,, por ello fnicamente hace falta =
afadir q = e, q, © e; cuyas correspondientes variables serén Xo YaX o

3 precio de cada una de estas variables serd -M.
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La matriz aumentada resulta:

236 5-1 4 00
52 %00 | 0 X
2 14 200 0 | X

MCH

max oz = 2%y 4+ 3, t 2, fﬁxu ~Mxa, - quz

Una solucién bésica factible inmediata do] sistema aumentado es:

"= [xayy X, xa,] = [ 5, 9

B- 8

I i B= (q.paé) qz) -

RRrI




‘,Eniohﬁes, para‘todas las J.ry) =@ como existen variab]eS\artifjfiv"

ciales en 1a base!

cg= (M, 0, M)

’Caiculehos~a continuacién las z) =C) para. ver cudl vector deberemos;

~introducir a la hueva base

z) ~C) = CgyJ ~C)

==UM - 2

z, - C, == ~ 3

L zy= €y =elOM - 2
z, - Gy M-

..~ - -Como M es.mucho mayor que cualquier otro.precio tnicamente cuentan -~
* los términos en M. El vector que se deberd insertar en-la base es aqiel -
~con el menor z; - C; <0, En nuestro caso este es o, '

El vector que se deberé sacar de la base es:

N oy

xBi 6 9 .
min {— yi4550 oo omin(= - = |
6 4

i yi,
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El mfnimo se presenta para i = | esto implica que la columna | de B
o sea q, se deberd sustituir por 8, Se observa que en la primera itera--

citn se ha sustituido uno de los vectores artificiales por uno legftimo.

No siempre sucede, sin embargo, que los vectores artificiales serén -
los primeros en ser sustituidos de la base, antes de que un vector legfti-

mo lo sea.

Por ejemplo, si b, hubiese sido | en lugur de 5, el vector de Ia‘baj

se que se deberfa eliminar 1o hubiésemos determinado con

|
6 2 w2

Es decir que en este caso el minimo se presentd para 1= 2 y conse--

cuenltemente a, se deberfa haber sustituido poy. a Los dos vectores --

5
artificiales hubieran permanecide en la base en esta primera iteracidn.

5.5.- DETECCION DE lNCONSlSTENCIA Y REDUNDANCIA

Cuando el sistema de restricciones posee una matriz identidad, resui-

ta evidente que existe una solucidn, bésica factible. En este caso
r (A} =t (Ab) = m.

A continuacién se indicard la forma de cémo el métcdo simplex permite -
determfnar si el sistema original de restricciones es consistente, y si =~
alQuna de las restricciones originales es redundante. Para ello es necesa
rio empezar con un sistema aumentado, cuya solucién bés{ca_factible inicial

consista totaimente o en parte de variables artificiales..
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1 ‘Como en todo caso, a excepcidn de la presencia de una solucién dptima
o acotada, se satisface el criterio de optimizacién, es decir que toda Z;= =
- c > 0 es suficiente considerar para el anélisis este caso.. Se podrén
presentar }as siguientes variantes:

a). No existen vectores artificiales en la base.

b). Uno o més de fos vectores artificiales estén en la base, pero a -

un nivel nulo.
¢). Uno o més de los vectores artificiales estdn en la base a.un.ni--

vel positivo,

En el caso (a) obviamente se *iene una solycidn dptima del probiema y
‘consécuentemente el sistema original de restricciones es consistente y nin-

guna de las ecuaciones es redundante.

5i se presenta el caso {b) como todas las variables artificiales son ~
nulas, se tendréd una solucién factible consecuentemente el sistema original

de restricciones es consistente,
Por 1o que se refiere a la redundancia analizaremos dos casos:

i) Yij ° 0 para toda a; ypara las i correspondientes a las colum

nas de la base que contienen vectores artificiales a un nivel nu~-

o,

ii) Yi # 0 parauna o mas a; ypara una o mas i correspondiente a

las columnas de B que contienen vectores artificiales,

Si para alguna j, Y1 # 0 (i corresponde a una columna de B que cons

_tiene un vector artificial) entonces el vector artificial se puede eliminar

J N
riable artificial estaba a un nivel nulo, a entrard a la base también a ur

de 1a base y sustituir por-a, , y se mantendrd upa base, Ademds como la véu‘

nivel nulo, y la nueva solycidn bésica serd factibie. El valor de la fun- -
cién objetiva no se alterard. Si se puede continuar este proceso hasta que
todos los vectores artificiales se han sustituido, se obtendfs una solucién’
bédsica degenerada factible que también es dptima que contiene unipamente a
las columnas de A. En consecuencia ninguna de las restricciones originales

es redundante.
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Si-por el proceso anterior no es pOblble suststulr a todos los vecio-
 res artificiales, finalmente 1legaremos al punto en que Yij =0 para to!
da a y toda i correspondientes a las columnas de B que contienen VEC=~=
tores artificiales a un nivel nulo. En estas ci~cunstancias no se podré e-

sustituir a ningln vector artificial y adn mantener una base.

Supongamos que existen K vectores artificiales en ta base a un nivel-

nulo. Se implica que cualquier columna de A se p lede expresar como una com

bihacién lineal de losm =~ k columnas independientes de A en la base. ~
Por ello r (A} = m - k, y k de las restricciones originales eran redun

dantes.

En el caso'(c) resulta evidente que no existe solucién factible al -
p-oblema original, ya que de existir esta, las variables artificiales se -
podrfan anular dando as{ un valor mejorado de z, Pero esto contradice al

hecho de que el criterio dptimo se ha satisfecho.

El hecho de que no existan soluciones factibles se puede presentar de-
bido a que las ecuaciones restrictivas son inconsistentes o porque existen

soluciones, pero no soluciones factibles

£l método simplex permite identificar si se trata de soluciones no fac

tibles ¢ si el sistema de ecuaciones es inconsistente.

Si sustituimos los vectores artificiales de la base para los cuales «~

Y1 > 0 se llegard a uno de los trescasos siquientes:

i) Se pydieron eliminar todos los vectores artificiales y consiguien-

temente se obtuvo una solucién bésica aunque no factible.

i) Yi < 0 para todas las j e i correspondientes a colpmnas de B -

_que contienen vectores artificiales.

1ii) Vi =0 para todas las j e i correspondientes a columnas de B
que contienen vectores artificiales.

En el caso (ii) se paeden eliminar.los vectores artificiales y como a,
. J

entra a un nivel negativo se obtendré finalmente una solucién bésica pero
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no factible.

En el caso {iii) si r (A) = K entonces r (Ab) = ke | y consiéuienteLw

mente el sistema original de restricciones es inconsistente.

54.- TABLA PARA LOS CALCULOS DEL
METODO SIMPLEX..

La forma més adecuada para verificar ordenadamente los célculos del -

método simplex es la ilustrada en la figura (5-6-1),

"‘Se construird una tabla nueva cada vez que se introduzca a la base un

nuevo vector.

Fn la primera columna se indican los "precios" CB correspondientes a
los vectores en la base, La segunda columna indica cuales son los vectores
en la base. La tercera columna, bajo "b" da el valor de XB, junto con el va
lor de la funcidn objetiva para la solucién bésica factible indicada en la

tabla.

Las demds columnas, proporcionan los valores de yy para todos los vece

tores-de A y cualquier vector artificial que se haya agregado.
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TABLA SIMPLEYX

Ca

o o e -

Cp

5-6-|

+
Veclores ' o
i CB in lq b a«a Az ® s - aﬂ %’l . %s
Cg L, Xat Yol Yu \i’tz Ym Yisnsi Yi,nes
Caz b2 Kse=Yze Vi Yaz Yzn |Yasne8 Yz ynes
Cem bm Kem=Yd Yeu | Yma Yma |Ym, N+l Y myn 5
Z=>’ Ei~C = £a-Cz= Zn -Cn
meL0 \/ﬁ‘H-lgl wal_?z me&lgn
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~Convy,,,, indicaremos B-1! g,. La Gl tima anolacién en cada una de estas
columnas da z - £l primer renglén de 1a tabia da los precios asocia~

dos a los vectores.

Se recordard que es necesario saber cual columna de A estd en 1a colum
ape Se

ve al rengldn de 1a columna 2 donde aparece Xy, ¥ se lee 2 que vector cow-

na i de B, para poder determinar a la variable xj cue corresponde a ¥

rresponde esta variable. De igual forma se encuentra la ¢,; que correspon-

de a una ¢

Los vectores artificiales se consideran para volver a entrar en la base, y consj
guientemente no se consideran columnas para ellos, Sin embargo si se‘desea
tener a B! disponible para cada base, entonces es necesario incluir colum=
nas para las variables artificiales como lo muestra la figura (5~6-1) y - -

transformarlas en cada iteracidn.

5.7.- EJEMPLO DEL USO DE LA TABLA PARA LA SOLUCIOH
DE PROBLEMAS DE PROGRAMACION LINEAL.-

El méjor método para ilustrar el uso de la\tabla anterior es mediante

un ejemplo.

Recordando sabemos que una solucién éptima se tiene cuando'zj -2
0 para cualquier valor de J.

Cuando z - ¢ < 0, se buscard el vector k que deberd entrar en la
base mediante:

z, - ¢ = min (zj - cj) HETEE T 0 (5'7f')

Una vez seleccionado este vector k se pueden presentar dos altérnati-—

- vas:

a) ¥, < 0 paratoda i; er este caso se tendrd una solucién no a-

. cotada,
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b) Yi« >0 para por lo menos una i; en este caso se podr'é encontrar -
una nueva solucidn bdsica factible que proporciche un valor mejorado’ de. la
funcién objetiva.

Para determinar cual de 19s vectores de la base se deberd ve‘l,im_inar y

sustituir por el vector k se utiliza:

X X . B i
i AR

...f.[. = min _B... S T 0‘} ) o (5_7_2,)::

Yok i Yiy R

El célculo de cada uno de ios elemenius al eliminar y sust!tulr uno deﬂ

'105 vectores de 1a base se puede verificar ya sea por o tl..

Yik

" Y\J = Y|J ™ smaemmus YrJ
yrk
toda J, i = lyeee, NEl, iFr TR (5-7-4)
- y |
Vej T oo, toda
Yej
¥g T Yo 0 T Youy 0, zj =G = ym+1j
I 7 Leayn
WYy =ty vy @ - S e
Y= [yJ ’ ym+1,ﬂ toda j
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En la seccidn (2—3) se tenfa el siguiente problema de programacidn Ii

neal:

~
4
4
»
[ @
o

(5:7-7)

>
+
O3

>
A
e

Este sencillo prbblema se resolvié graficamenie en la figura {2-1) y

-los fesultados bbtenidos fueron:

6 13
T = 1'2 ; X T s 2'6
X1 5 2 5 ,

max

18
z T e T 3,8
5

A continuaciéh se resuplve el mismo p bbleha ﬁtilizando ei'Métodcvsim
Se deberdn anadir a las desigualdades (5-7-7) variables de defecto pae .  };lj

‘ra convertirlas en ecuaciones, se tendré entonces:
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RN O R ' RN () B
Bes [0o,] b = [59)

Los variables de exceso y de defecto tienen precios nulos.

El valor de z, - g estard dado por el (ltimo renglén. En este §lti

mo eengldn y en la columna b aparece e} valor de z para esta iteracién,

T (5

§
el
1
L N

B
o e el b | a :r@.zi as| ay
as 51201 o
ol B4 _ [T 13 [0
zi-Cijo|-1nfo]e
Z, - ¢ = ¢ 3 - G ’ (5-7-8)

Como la base en esta primera iteracidén es una matriz unitaria debida a

las variables de defecto cuyos precios son nulos
zp <oc = - g (d1timo rengtén)

La solucidn es obviamente no Ta éptida ya que aparecen dos zj - ¢ <0

En-este caso ya sea a, 6 a, deberdn entrar a la base en el siguiente
paso. ‘

Se recomienda encerrar a la coldmna que entraré a la base como esté ip

dicado en este caso a,.

154




A continuacidn se deberd determvna}”él vector ‘que se deberé el iminar
‘de la base. En nuestro caso tanto y,, “como yzzsbn'positjvas.*(fj‘£ 2)e -
Se utiliza (5-7-2) ‘ S

X 5 X 9

B B

..,...._1.:’-...: 5 ; _.-_-? 2 e T 3
Vi | Y20 8 '

~ Consecuentemente el sequndo vector de la base, 3, se-debgié sdstffﬁifiifv"
“por a2>' ‘ ‘ '
, En este ejemplo e utilizard el método | para el clculo de los nuevos
‘elementos.

De acuerdo con (5-7-4) ;,j se obtiene al dividir las Y originé[es

de cada j por y .. Conviene encerrar el rengldn por sustituit como se'ha'ig

dicado,
Para nuestro caso y., = 3 You
entonces:
. 9
Yo =T 35
3
- I
Y T e = (,333
21 3 *
- 3
Vor = 7 C l
’;23 =0
5 |
y = e 700333
24 3

" Los dos renglones restantes se obtienen mediante (5-7-3)‘0 sea
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-y'iji = Yij o = e Vi para toda |
yru
Yk
El término -~ es constante para cada rengldn.
. i . ,

Para el primer ffengldn:

y i
. 0,333
3

Yok

entonces:

Yip oYy - 0383y,

es decir;

Jo * 5 - 0338 x g =5 - 3= 2

¥, % 2 - 0,333 x | = 1.666

Y, = | - 0.33 x 3 =0
vvila = 1 - 0,333 x 0 = |

T T 0 - 0383 x | = 0.3

Twl e Lo 0_333‘
Yau 3

Y, = 0 + 0.333 ' 9 = 0 + 3 = + .38

CFy T el 0,33 x|

1]
]
<@
D)
P = )
2
2]



~
s
~
1

- 1o+ 0333 x 3 =0

~<t
i

0 + 0.333 x | = 0,333

3%

“La Tabla T (5-7-2) muestra esta iteracidn

il lolo
Vectores en 1
Calla base | b | &) 82| as| A4
o m For e e m wwa s v ok s wwa pf..-—-.~.b e fm e o o
0] &3 |2 hegl 0| | |-033
({1 @ | 3|o3z| 1 |0 033
Zj ¢ 3 f066] 0 | 0 [0.33
La solucidén no es dptima aln, ya que zj‘ - < 0 para j = ‘t. Con

 secuentemente, en la siguiente iteracidn se insertard a a,.

El vector por eliminar seré:

X 2 X 3

‘.-fi = ———— t, 2 : ___?_? = ——— 0

y,, 166 y, 0.3

Como era de esperarse, se eliminard al vector artificial a, (r-= ()
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" Dividirenos todos los elementos del r‘englén ro=0 poryrk CElylEe

=066

- 2 . o ,

,'yl T e :‘ ]‘2 : y = P 0.6
e Y hes |

. ; -0. 33

Yoi = 1 y = . 0.2
H " 1. 66

y12‘ = 0

La constante parar = 'z vale

y 0.33 ‘

__Z_i.._:.__...._.: 0.2

Yi4 {66

Yo T Yy = B2y

Yo 8 - 0.2 x 2 = 3 - 0.4 = 2.6

~
i)

0,33 - 0.2 x 166 = 0

Vo.o= 0 - 0.2 x | o= - 0.2

it

0.33 - 0.2(-0.33) = 0.33 + 0.066 = 0.3999 -
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“La constante parar- = 3. valer -

¥y, ~0.66
LU I

Y1y 1,66

Yy = Yy ¥ 0.4y

Ty T 8 ¢ 0% x 2= 3 4 08 = 38

Yyp = = 0.66 , 0.4 (1.66) = 0

=0+ b (1) = 0.4
¥, = 0,33 + 0.4 (-0.33) = 0.33 - 0.1333 = 0.2000 -

La tabla para esta iteracién es:

1 Vectorzs en - v
Cg o eazz . b | &, Q< 23 dgq

1 a Lz, b0 ,06-02
: |

v

Zj - 3,8 o ! 0 104102
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Como. todas ta z, - c,

[ ;> 0 se tiene la soluciédn éptima.

De T(5~7-3) se leen los resul tados

= .2
xl -2 zmax

i

3.8

XZ = 2.6

que como se ve concuerdan con los obtenidos con el método gréfico.

5.3,- EL PROBLEMA DE HACER MINIMA A UNA
) FUNCIONM OBJETIVA..

Las técnicas hasta ahora ilystradas para la solucién lineal mediante
el uso del método simplex se han limitado al caso en que se desea hacer mé-

xima a la funcién objetiva.

En esta seccién se indicard la forma de atacar aquellas problemas en -

que por el contrario se desea hacer mfnima a la funcién objetiva.

Si se tiene una funcién de n variables f (Xz’ Xpeeer X ),y ¥ es -

el’ valor m{nimo de esta funcidn para una regidn cerrada de E" entonces, pa

ra un punto X cualquierade la regidn se cumple que:
* - f <0 {5~8-1)
0 sea que multiplicando anbos miembros por (~!) se tiene:
() - (-f) 2 0
Por definicién de un méximo absoluto se tiene:
{-f*) = max [ - f]
es deéir que ~f toma su valor méximo en x*,

Se copcluye que
min £ = f* = « (-ff) = . max (-f) (5-82)
El mfnimo de una funcidn f para un conjunto de‘puntos-es igual al nega
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“tivo del méximo de la funcién - f.

Es decir que es sencillo convertir un prob!ema por minimizar en un .=~

problema por maximizar y aplicarle entonces los métodos vi stos,

Para ello es unicamente cambiart el signo a cada uno de los precios,

min z = ~ max (-cx) = = max {~c) x (5-8-3)

~ La funcién por maximizar es z*¥ = (-c) X, ¢ sea min z = - max z*.

Sequidamente se demuestra- que al hacer fo antes indicado, el criterio
‘de optimizacién y el método para seleccionar el vector que deberd entrar a

‘la base no se han alterado.

Para los problemas de mfnimos se tenfa

Z, - ¢ Tocpy o-ogy S 0 para toda j

Al convertirlo en un problema de méximo c; es sustituida por - ¢, o

sea
(=cg) y; - (—cj) < 0 para toda j

ya'que equivale a multiplicar la ecuacién por -1. Esto corresponde al crlte

rio de optimizacién para hacer méxima a una funcién,

En forna anéloga en un prbblema de mfnimo, el vector que deberd entrar

a ‘a base se encuentl a de.
- - a f - . s - . > ’,
Z Ck max (Z_] C ), YA [ 0

‘,Al sustituir ¢; por (-cj) se tiene

-z, = {-¢) = min [;— z - (—cjﬂ



- que corresponde al ¢riterio utilizado en los probiemas de maximizacién para

determinar el vector que deber4 entrar en la base.

En conclusidn, como un problema por minimizar se puede convertir en ~-
una por maximizar cambiando dnicamente de signo a los precios, se podrd a -

continuacibn estudiar sin pérdida de generalizacién, tnicamente problemas -

de maximizacidn,

A continuacién se ilustra la resolucién de un problema de programacidn:

lineal que presenta las siguizntes caracter(sticas?
a) Se desea hacer mfnima a la funcién objetiva.
b) Se utilizard el método IT para su solucién.

¢) Requiere la introduccitn de variables artificiales.

=
+
=

~

v
=

=
-
+
a3
>
N
\
[=2]

X, tuix, &£ 16

Xy ot X 7 Xy F )
Xy + 3Xz - Xu = 8
Xt uxz foxg = 16

Ademés para tener una matriz base unitaria se deberédn agregar dos co=
Yumnas q, ey 0 = e, correspondésntes a las varlables artificiales-
Xa, ¥ Xa, entonces:

Xp * Xy = Xy Xy, F 4
| - + =
Xt 3x2 X, t Xag 6

X, +hx, +ug T 16
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- Para convertirlo en un problema de maximizacign:

Z.;w.x Foexy -~ 20K - Ma, - MM,
T (5"8-!) o
: ~-lhi-Zh g i@ | O |-Ml-M
8| g haze | b | Sfadas| 84 a5 ql g,
i =t % 4T fih-tlolol1Toh
—l- 9z 6 | 1 fﬁgi@ ~1{@l1011&
as ielttqllele | 110]al
F-~cl oMl IM 1o e lo
Zy-¢ = CbaJ -
z = (Bb
z =-10 M
Para j =1 iz - c) = - 9M 4 |
Para j =2 z, - 0 F - UM w2
Para j =3 zj - CJ = 4+ M
7k - Ck = - U2 k = 2
*g Xgy 4 X352 6 Xg3 e
—— —— sy —— D e— — I ey
Yix Yip Y22 3 Y3 4

Consecuentemente g, serd eliminada de la base.

You = 3 entonces

o
L R I




1

H

0.333 , - 0.666 , - 1,333 , 1,333 M - 0.666

[ 4,6, 16, - 10M] + 6 [-0.333, - 0.666,-1,33371.333M;9f66613;b' N
[4-2,6-4,16-8, - 10t +8M-U]

[ -2, 8~1, 16-8 ~10M+8H-U]

{2 ; 29, 8, - 2M-1] 5
(1, 1,4 2e1] + 1 [ -0.383, - 0,686, - 1;333, 1.533 M;of666}’ =

[ +0.666, + 0.333, - 0.333, - 0.666 M + 0.333 ]
(0,1, 0,01

[-1,0,0, M1 + 0 ¢

[~1,0, 0, 4]

(-0, -1,0, M1 - ) [ - 0.33, - 0.66, - 1,333, 1;333MF0.666)'>
T 0.333, - 0,333, + 1,333, - 0,333 M + 0.666 )
[0, 0,1, 0]

(1,00, 07

[0, 1,0, 0,1 +#17T-0.333, - 0.666, - i,333, 1,333 W-0.666]

[ - 0.333, 0.333,,~ 1,333, 1.333 M ~ 0.666 I
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T {5-8-2)

| Loyl -2 | 0 o lo |-M|-¥
T ]
Caﬁﬁg‘:s b L & | @2l @) B A | 4 | G2
T T T T T S S I T I T R T I TR ST
n O T R T I R A L I D
. ¥ 1 N
~2{ dz | 2 0333 0 03| O o |0.353
0| as | 8 [|-amsz| ¢ o \zEz| | | o |13
[Pl I - 0.646M A |-03BM 1 &3 w™
. ZJ CJ ZM"% “*'0.3331 o i\‘i 4"@‘6(_; 0 Q %Qﬁﬁg
. (zJ - cjﬁ minima = - 0.666 M + 0.333 o0 sea k=1
Xgy Xp1 2 X2 2
— . PUNSINEE S, =3 Sevomn T e = §
Yy Y14 0.666 Yas 0.333
se deberd eliminar q,
Ve 5 ¥y, = 0.6686
1 0.333 0.333 0,666 M ~ 0.333
R e IR ———re ]
g 0.666 0.686  0.666 0.666

§= [ 0.5, - 0.5 0.5, M=0.5]

Y, = 02,2 8 «2M-8] +2[0.55, -0.5 0.5 M=0.5]
Y, = [3,1,9-5T
Y, = [ 0.666, 0.333, - 0.333, ~ 0.666 M + 0,333 T +

+ 0,666 [ 0.5, - 0.5; 0.5, M-0.5]
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{1,6,0 0]

v,
Yo = [0, 1,0 0T
_'\r3 = {-1,0,0, %7 - [ 05 =05 0.5, M- 0.5]
Yy, = [ - 1.5 0.5 -0.5, 0.5.T
¥, = [0.333, - 0.883, 1,333, - 0.3334 + 0.666 1 -
+ 0,333 1.0.5, - 0.5, 0.5, M = 0.5 ]
Y, = 105, «05, L5, 057
Yo = [0, 0,0, 0T
Yo = [1,0,0,0) + [0.5 ~0.5, 0.5, M-0.5] -~
Y, = [ L5 -0.5 0.5, W-0.5)
Y, = [ -0.333, 0.333, - 1.333, 1,333 4 - 0.866 ]
- 0.333 [ 0.5, - 0.5; 0.5, M - 0.5 7
v, = T-05 05 -15 N-057
T (5-¢-3)
]
Cel 1. .. -t 2 | 9 106 o |-M -M
Ce ‘f:i‘g@ b i | 82| Bs | Aa | A5 | D | G
i@ | 8 1 10 |-1§j0si 0 L5 |-08
-2 Qe i '1 o | 0.5 -q.’s 0 |-0.5 0.8
0| &s | 9 0 | 0 |-05 LS, | 0.5 |-L§
R }r |
2j-C;, -S| O | 0 |0§5 ;05 0O M-05M-08
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. Como todas las z, =62 0’ se tiene‘\éfsaldéiﬁh.éptimé def'pfobléha‘

Esta solhciﬁn est

- l-5) = o,

lmln

5-9.- SOLUC[CN DEL FROBLEMA DE PRODUCCION PLANTEADOQ
“EN LA SECCION (3-1).

En la seccidn [3-1) se planteo un problema de programacidn lineal que:
‘tenfa por objeto determinar la produccién de motores economicamente mas -

mas conveniente,
Se obtubeieron las siguientes restricciones:

e, v DB x, F 5 X, v 2oy v xg < 2200
2 E C

2%, 4 9%, + 25 x,+ 7x, + 6xg £ 7500

3.2 x v Bx, t8x, + 25 x +hx < U500

25k +3x, +2x,+ 3 x, 1.5 x & 3000

i 5 =

~La funcidn objetiva era la utilidad neta y consecuentemente se desea-- -
hacer mixima.

-
L= )
Zmax QO Xl

+ 700 x, + 300 x, + 400 x, + U50 x,

Es necesario introducir cuatro varianles de defecto «x,, Xpi Xgy Xp.=

péfa convertir a las desigualdades.en ecuaciones.
Unicamente a.cada iteracién se presentardn las tablas gorrespondientes;

a cada iteracifn,

159




500 | 700 |{q00 | 400 | 456 | © o | o o
Cs V;ﬁoggrﬁ b &, R || ﬁgi aq| as| q Qa| Pz | g4
o| 3 |20 5 l2s ) sl 2 | A1 T Lo | o |06}
0| 9 | 7500 Z. 9 |lest) F & o] ! o 0
©f gy [4860 | 3.2 | & '[ g“{ 2.5 4 4] o i S
G| 94 |S000t12.51 8 |1z || 3 Ls | © o 0 {
Zi-¢i| O |-5e0 |-760 |-900j|-400 |-4s50| 0 | o o | o
T( 5-9-2}
500 |{F60Y| 900 | 460 |450 | o o o o
gfgg@ b | &, |i aaj 25 Q4 as @, | G 33 34
Kool @as | q40| 0.6 |jo.51 0.4 | 0.8 | 0.2 © 0 0
O] Sz | 6400 0.5 } fq-,—.,x.é o & 4 |05 ! o
0l 9s | aso|-Le[r z 1] 0 1oz |-24|-le] o | L_| 0)
0| 94 [2zuo| 1.3 || 2 | o 22 |-0.1 |~0.4 g o i
Zj-Cj |396000| 40 {;:2“"5:@( o | ~40f 220|180 9 o 0

Sl




I

5 .

3 s

195 |

-—Z_..-_a._.‘

~0,2%

2608

~3.835

490

0‘5’

1130

ey

1518, S0l ~ 160,

|25

Vectores

93

base

~0.25

Y-

0.3

- 0,275

g5

L.J

0_.ng|°




T (5-9-5)

) o0 | H0¢ | 900|400 1450] 0 o | 0 o
lglebrssl bt a | @& | @) @ | as| 9| 92| 93| 9¢
Boa @ | 41| ' | ¢ 1394] 0 |0985]04e8 (01040000 O
Wo| @4 | zeg| 0 | 0 [-138] | o891 |0.335)0z06 [045]| ©
o] 22 |6l65] ¢ | 10.952] ¢ Lo0o8s-035%aozed 035 0
[0 %4 |236| ¢ | 0 |-lL205] 0 |-2%5F6.95}0.253(0.282| |

Zi-ci|55934 o | o |l04| O |2281] 98 | 7.4/ 69.7| O




CRESULTADOS.-

La méxima utilidad neta que se puede obtener dadas las condiciones -

an{eriores es de & 559 340.00 a la semana.

Para ello es necesaric producir Ui motores tipo a, 616.5 motores tipo -

b, y 368 motores tipo d.

Seguramente la demanda del mercado por los motores no cofresponde a -
la produccidn mds conveniente calculada arriba; es sinembargo de gran inte
" rés para una planta conocer cual es la produccién mas econdmica. Conocfda-
esta, se tratard de que las futuras campafias publicitarias, y ademis promg
ciones de ventas busquen gue ias ventas se asemejen lo mas posible a la -~

produccidn mis econdnica.

El an4lisis anterior permite ademis defectar cual es el departamento-
que mas desperdicio de horas- miquina disponibles presentarfa B, se tu---
viese la produccidn dptima. En e} problema anterior se traté del deparia

mento 0.

En conclusién se puede decir que si la planta observa una demanda cre
ciente por sus motores tal que se pudiera }legar cerca de la produccifn 4p-
tima, en el caso de la planta estudiada dados los resultados obtenidos cop

vendrfa hacer un anflisis de ruta crftica.

Este permitirfa determinar en casode expansién, cuales departamentos
deberfén, ser agrandados y en que proporci®n. Hecho esto se volverfa a -
hacer un cilculo igual al anterior pero para las nuevas restricciones y se
determinaria si con los cambios propuesto aumenté la utilidad neta y en -—-

que proporcidn respecto ala inversisn requerida para la expansidn,
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‘@.APITULOI

La Programacion Lineal y sus Aplicacio-
nes en ta industria. '

6-l)v"UTlLlZAC|0N OPTIMA DE LA CAPACIDAD DE LA MAQUINRIA.

Deﬁtro de lﬁs problemas de capacidad maquinaria que frecuentemente se
encuentran en la industria se tiene el siguiente ejemplo: una fébrica manu
factura un cierto nimero de productos que requieren ser procesados en las-
mismas méguinas cuyas capacidades limitan la produccién por perfodo. El. --
problema consiste en determinar la cantidad de cada producto que se deberd

manufacturar cuando se desea maximizar la ganancia.

El problema {3-1) es un ejemplo de esta aplicacién de la programacién

lineal en la industria. Este problema se solucioné en la seccidn (5-9).

Un ejemplo hipotético de este tipo de problemas es el siguienter una
fébrica de lavadoras de ropa produce dos modelos, el de 3 y el de 5 Kg. La
planta consta de Y departamentos y cada uno de ellos tiene una capacidad ~

limitada.

El primer departamento es el del estampado y doblado de las lé&minas.~
Su capacidad se puede expresar como 300 lavadoras de 3 Kg. o 200 lavadoras ‘
de 5 Kg. al mes. Fs decir que una lavadora de 3 Ka. ocdpa 1/300 de la capa -

cidad mensual y la otra 1/200 de esta capacidad.

Esta limitacién se expresa, en forma de una desiqualdad lineal de la si- - '

guiente forma: 1 i

"3;6(-))(' X, ¢ 1

" 00 T2
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“en donde X5 X, son el nimero de lavadoras de 3 y 5 Kg.'produéidas AIVMes- :

respectivamente

El segundo departamento es el de ensamble del motor cuya capacidad es
de 166 lavadoras de 2 Kg. ¢ 320 lavadoras de 5 Kg. al mes. El tercer depar‘
tamento es el de ensamble final de las lavadoras de 5 Kg. y su capacidad ~
es de 230 lavadoras al mes. El cuarto departamento es e} de ensamble final

de las lavadoras de 3 Kg. y su capacidad es de |50 lavadoras al mes.
E! problema de programacidén lineal es:

1 1

00 Migg X2 S

[ 728

1 !
TTRETRE

N

1

7w %2 ]

_]._X < 1
150 °! -

La utilidad neta derivada de la venta de estas lavadoras es de ¥ 750-

y ¢ 900 respectivamente. la funcidn objetiva es consiguientemente:

7 M&x = 750 X, + 900 X,

6-2) PROBLEMAS DE BALANCEO DE MEZCLAS.

La aplicacidn de la programacién 1ineal para balanceo de mezclas Se -
ha cdnvertido en un anélisis myy empleado en refinqrfas de petrélec y en -

fébricas de alimentos balanceados para animales
" Un ejemplo de este tipo de problemas es el siguiente:

" Una fébrica de pinturas manuféctura una gran cantidad de productos pa

ra pinturas. Uno de sus departamentos se dedica unicamente a la prepara- -«
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‘cién de las bases para las pinturas. Esta base se mezcla despues con lo§ -

pignentos para formar la pintura propiamente dicha..

Las bases para la pintura se obtienen mezclando diferentes cantidades

de los siguientes ingredientes: aceite, secador y solvente (thinneEL

Supéngase que se requieren preparar dos bases Ay B. Se requieren 400

galones de la base A y 600 de la base B.

Las composiciones de estas bases son las siguientes:

Aceite - - Secador ' So}vehté f;‘
Base A 80% 10% g
Base B 55% . I5% L 30%

Para 1a elaboracién de estas bases se dispone de los siguientes ingre-

dientes:
Ingrediente Disponibilidad Costo po} Gaién
Aceite , 500 galones. $ 38.00
Secador ’ 200 galones, 4 26.00
Solvente 200 galones. $ 12.00

. Ademds de los ingredientes puros arriba mencionados, se dispone en el

almacén de dos mezclas comerciales ya preparadas cuya disposiciénes la ‘si

guiente:
Mezcla Aceite Secador = Solvente Disponibilidad Costo por-
galén
1 70 102 20% 200 galones.  # 32.00
2 . wov - 60% 150 galones!. ¢ 22,00

F1 costo de preapracién de las ordenes es.constanté, independientemen
te de como se hayan hecho Jas mezglas y por consiguiénte se puede despre~-
ciar.:

E1 problema consiste por lo tanto en como se deberin preparar las ba-

175



ses requeridas ‘A y B a partir de las substancias disponibles para que el -

costo sea minimo.

Para ello consideraremos de que la composicidn-de las mezclas es Tiww -

neal, es decir que 10 galones de ingredientes forman 10 galones de mezcla, .

exactamente.

Las varialles en este problema son las cantidades de los diferentes -

ingredientes necesarias para cada mezcla.

Consideremos para mayor claridad la siguiente nomenclatura:

Xy = # de galones

X

12

= # de galones

X,,= # de galones

X,,= # de galones

t,

"

1

# de galones
# de galones
# de 93iones
#f de galones

# de galones

la base Ao

# de galones
la base B.

de
de
de
de
de
de
de
de

de

de

la mezcla 1 utilizada para fabricar la base A,
la mezcla | utilizada para fabricar la basé‘B.
la mezcla 2 utilizada para fabricar la base A.
la mezcla 2 utilizada para fabricar la base B.
aceite puro utilizados para fabricar la base A.
aceite puro utilizados para fabricar la base 8.
secador puro utilizados para fabricar la base A.
secador puro utilizados para fabricar 1a base B.

solvente (thinner) puro utilizados para fabricar

solvente (thinner) puro utilizados para fabricar

El sistema de relaciones que describe al problema se puede desarro- -

1lar sobre estas variables.

Se pueden'establecer‘tres relaciones que describan el contenido de a-

ceite, secador y solvente para la base A

Base A

Aceite 0.7 X, + 0.4 X,, +a, = (0.8) 400 = 320
Secador 0.1 Xy, + S, = (0.1) 400 = 40
Solvente 0.2 X, + 0.6 X,y + by = (0,1) 400 = 10
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-Como X, representa la cantidad total de la mezcla 1,»entoncgs 0.7 X,,'_7

representa a -la cantidad de aceite en la mezcla 3,yetc.

Un sistema de relaciones similar se puede establecer para las ingree— . =

dientes de la base B:

Base B

Aceite 0.7 X,, + 0.4 X,, + a, = 0.55 (600) = 330 -
Secador 0.1 X, +.8, = 0.15 (600) = 90
solvente 0.2 X,, + 0.6 X,, + t, = 0.30 (600) = 180

Es ademés necesario incluir las limitaciones de los componentes dispo

nibles. Estas son:

Aceite Puro : a, + a, < 500

Secador Puro: §, + s, < 200
Solvente Puro: t; + t, < 200
Mezcla 1 ¢ X+ X5 200

Mezela 2 1 X,,+ X,,< 150

En resumen el sistema de restricciones del problema es:

0.7 X, + 0.4 X, + a, = 320 (1)

Base A 0.1 X,, +8, = W (2)
0.2 X,y + 0.6 X,, +t, = 40 (3)

0.7 Xy, + 0.4 X,, +a, = 330 Q)

- Base B 0.1X%,, +8,= 90 (5)
0.2X,, +0.6X,, +1t, =180 (6)

a, . a, <500 (7)

Limitaciones S, +85, <200 (8)

en {a dispo~

~nibilidad. bty 200 (9)
’ X, + X,,< 200 (10)
X, + X,,8 150 (1)
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La funcién objetiva consiste en hacer minimas {05 costos, es deécir:
32 (X, +X,, )+ 22 (X, #X,, ) + 38 (a +a,)

26 (8«5, ) 12(t 1, ) = 7 min

2

0 sea ya para resolver el problema se transformarfa la funcién objeti
va al

Iméx = =32 { X, +é )-22(X2|+X22) -38(3‘ az‘),

=26 (X S, ) -12 (1t )

6.3 PLANEACION DE INVENTARIOS.

¥n los ejemplos anteriores se ha considerado despreciable el problema
de inventario, se considerd que, 1o que se producla era lo que se vendfa -
inmediatamente, Obviamente no corresponde esto siempre a la realidad, so--
bre todo cuando existen marcadas fluctuaciones en la demanda del producto-
a o largo del ano. F1 1levar un inventario permite que el ritmo de pro~ -
duccién y el de venta difieran, ya que e! inventario puede absorber estas-

di ferencias.

Por ello, cuando se conocen las ventas para cada época, el problema -
de planeacidn de la produccidn optima se convierte implicitamente en un --

‘problena de planeacidn de inventarios

Il incremento neto de inventario estd dado por la diferencia entre el
ritmo de produccidn y el de ventas y por ello el nivel de inventario en un
monento dado estaré dado por el inventario inicial mas la produccién acumu

lada menos las ventas acumuladas.

Las variaciones de inventario serén de especial interés en el caso de

marcadas variaciones en las ventas esperadas durante el afo.

Cuando el costo de producir una unidad crece al crecer la capacidad -
producida, como por ejemplo cuando hay que pagar sueldos mayores por tiém;

pos extra de irabajo o por turnos nocturnos etc., se busca tener un ritmo-
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uniforme en la produccién durante el perfodo considerado, ya,que,_éstojprbf'
porciona el minimo costo de produccién posible durante el perfodo. Pero por“
otro 1ado hay que considerar los costos de inventario a que esto darfa lu-
gar. Desde el punto de vista de hacer mfnimos los costos de‘fnveniariovse—
deberfa planear la produccién de tal forma que fuese lo mas semejante posi

ble 'a las ventas.

La produccién que junto con la demanda de ventas arroje el costo to--
tal mfnimo de produccién y de inventario serd obviamente una solucién in-~

termedia entre los dos extremos antes mencionados.

Fl siguiente ejemplo ilustra la forma de plantear el problema de pla-

neacion de inventario por medio de la programacién lineal.

Pespues de hacer un anélisis de mercados, una fébrica de cartuchos de
portives ha compuesto un programa de ventas para un calibre part?cu}ar,qué
cubre un perfodo de un afio. Las ventas estimadas, ( en miles de cartuchos)

para cada uno de los trimestres es la siguiente:

Trimestre Ventas esreradas Ventas acumuladas
en miles en miles.
| 630 680
2 £eo 1260
3 £35 1795
. 1250 3085

Para el perfodo anual completo la f4brica planed una produccié total~
igual a las ventas totales, suponiendo nulos los inventarios iniciales y '~

finales.
£l problema consiste en determinar la produccién en cada uno de los -

trimestres tal que haga minimo el costo total de produccién y de almacena-

miento.

La fabrica opera en dos turnos cuya capacidad mdxima es de 560.1 Y e
W47.2 respectivamente, (2n miles de cartuchos por trimestre). E1 costo de-

produccién de 1000 cartuchos es de £ 250.~en el turno 1 y ¢ 322,00 en el-
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segqundo turno. El costo de almacenamiento de 1000 cartuchos durante un tri

" mestre es de ¢ 1,03,

Consideremos. que X, , sea la produccién en miles de cartuchos.en el -

turno iy, en el trimestre j (i = 1,23 j=1,2,3,4)

Las restricciones del problema seérén entonces las siguientes:

o oxy X > 680

(2) X, + X%, Xy, 21260
(3)‘ Xy xie X{a * Xop t Xyp b gas > 1795

W) Xpp w8, # Xy v Xy, X, » Ky, v+ X5 +X,, = 3045 '
(5) o < 560.1
(6) X, ‘ < 560.1
! X4 < 560, 1
(8) iy < B60.1
(9) Xy, PR AN
(10) X, < W72
(1) _ | X,s s W72
(12) ' Xy, & WH7.2

lLas primeras cuatro restricciones implican que el inventario sea posi
tivo al término de cada trimestre, o sea que la produccién sea mayor o ~ -

ioual a las ventas, y que el inventario sea nulo al final del afio.

Las siguientes ocho restricciones son debidas a limitaciones de capa-~

cidad.

El costo total de produccidn al afio seré:
Cp =250 ( Xy + Xy v Xpy v Xed v 3220 X, + Xy v Xpy +Xy,)
en pesos al afo,

Es decir que 1a aparente no-linearidad de la funcién del costo se ha-
superado mediante el artificio deintroducir variables sebarédasvy limita¥—

ciones separadas para los dos turnos.
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Los costos de almacenamiento para cada trlmestre es de 4. 03 veces el-
promedlo de-unidades (en miles de cartuchos) en tnvbntarno durante el tri-
mestre, o sea aproximadamente el promedio del |nventarlo inicial y el fl---- o

na] 4
Es decir que para el primer trimestre se tendré:

0+ (X, + X, - 680)

4,03
2

Para el segundo trimestre:

- 580

vu,osl Kig + Ky = 880+ Xy, + Xy,
2
Para el tercer trimestre:
Xyy + Xpg = 680 + Xy, + X,, = 580 + X, + X,, - 535
4,03
2

Para el cuarto trimestre:

4.03

Kyp # Xpp =880+ Xyp + Xy = B8O + X5+ X,;=585 +X, + Xpy =1250
7 :

Sumando las 3 primeras se tiene:

4.03

Cp = 5 [8Xyy + 8Ky Dy + Dy s Xy + Xy - 3(680 ) -2(580) - 535]
22.01503K,, + 83X,y + 2N, + 2yt X+ Ky = 2040 ~ 1160 - 535]

C,=2.015[3Xy, + 3X,, + Ky, v 2yt Xyt X5 - 3735]
El costo total de produccién y de almacenamiento es por lo tanto:
Ci+ €, =2 min=250 (X, +X, ,+X ,+X,) +322 (X21 + X22 + X234 X2y )+

2.015(3X,, +3X,, +2X,, +2X,,+ X 5 +X,, - 3735]
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La solucién éptima se calecula por medio del método simplex recordébdor

cambiar el signo a los precios de la funcién objetiva.

64 PROBLEMAS DE TRANSPGRTACION

Cuando las actividades de alguna empresa industirial requiere de ep- ~
vios de mercanclas entre puntos gedgréficamente separados, como puede ser-
entre plantas y almacenes situadas en diferentes partes del pafs, entonces
resulta un problema importante el programar fos envios de tal ‘manera que -

los costos de transporiacidén sean mfnimas.

Este tipo de problemas se puede atacar con gran frecuencia por medio-

de la programacién lineal

A continuacidn se plantea un problema de transportacién por medio de-

programacién lineal.

Una compaiifa manufacturera de productos derivados del coco posee dos-
fdbricas, una en la costa del Golfo y otra en la costa del Paclfico. Los -
productos son distribuidos a todo el pafls desde cuatro grandes -almacenes.-
La produccidn total semanaria es de 500 toneladas. La produccifn de ta - ~
planta del Golfo es de 200 toneladas y la del Pacifico de 300 toneladas. ~
ada uno de los almacenes requiere de 50, 150 y 100, 200 toneladas a la se

mana respectivamente.

El problema estriba en calcular el patrén de embarques 6ptimo es de--
cir, determinar las cantidades que se deberdn enviar de cada planta a cada aima—
cen a la semana cuando se desea que el costo total de transportacién sea ~

lo mas bajo posible.

Las incégnitas de) problema esté4n indicadas en el siquiente arreglo,
. donde X,j es la cantidad (en toneladas a la semana), que se envia de la =

planta i al almacén j.

i:], 2 j:]1273vuﬂ
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Mmacén Produccién
1 2 3 i total,
Gol fo oo Xep | Xip | Xpy | 200
Planta
Paclfico | X, | %,, | X5 Xy, 300
Total requerido 50 ! {50 {100t 200 500

Existen 8 incdgnitas como 1o indica el esquema 6-th-]

6-4-|

A cada variable corresponde un coeficiente C'j, que es el precio 0 ~-

_costo del envfo de una tonelada de la planta i al almacén j.

La siguiente tabla da el valor de estos coeficientes:

¢
en & por Almacén
tonelada
‘Planta ] 2 3 4
Golfo ug 26 13 60
Pac{fico 26 53 90 18

El‘problema consiste en hacer mfnima el costo total de'transportaciénv

t=2 =%
b

CL

L%




=12 R N X

sujeto a las restricciones de que el embarque total de las dos féabri-
cas sea de 200 y 300 tomdadas respectivamente, Los envfos totales a'gada-

almacén deberdn ser 50, 150, 100 y 200 toneladas respectivamente.

Como los precios son funciones lineales de las Xij, el problema se -

puede enunciar de la siguiente manera:

(1) Xt X+ X+ Xy, S =200
(2) +Xgy Ry b Kyt Xy, = 300
(3 Xy + Xy = 50
(1) X5 ¢ Xy, = 150
(5) X5 1 = 100
(6) Xy + X, = 200

Zmin =40 X, +26 X, + 13 X, +60 X, +26 X,, +53 X,, +90 X,, + 18X,

P2

es decir:

Zmax = U0 X, -26 X, =13 X, ;- 60 X, -26 X,, =53 X,, =90 X,; - 18X,

Se puede ver que las 6 ecuaciones anteriores unicamente 5 son indeben
dientes, ya que se podrfan sumar las ecaaciones (1) y (2) y se obtendrfa -
el mismo resultado que si se sumaran las ecuaciones (3), (%), (5) vy (6), -

es decir que la suma de todas las variables es igual a 500,

Esta simplificacién se presenta en todos los problemas de este tipo,-
es decir que en caso general de m orfgenes y n destinos, una de las m+n e-
cuaciones, cualquiera de ellas, se puede eliminar. De esta manera se ex~

presa que se requieren unicamente m+n-1 variables para formar una base.

Esto implica que un problema de transportacidn, para ser éptimo unica

‘mente utilizaré cuando mas m«n-1 de las m x n rutas posibles.

‘Resulia diffcil imaginarse como atacar este problema sin la ayuda de-

uﬁ modelo de programacién lineal. Fs adem&s conocido lo diffcil que es re- '
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solver los problemas de transportacién por "sentido comén™. No resulta ~ =
cierto suponer que cada almacén se deba abastecer de la fébrica mas cerca-

na, ya que esta suposicidn seré rara vez compatible con las resticciones.

En el problema de transportacidn es donde quizé se haya aplicado con-
mayor éxito la programacidn inicial. Se ha publicado que por ejemplo la —-
Compafifa H. J.Heinz que fabrica salsa de tomate en media docena de fébri--

lcas distribuidas en la Unidn Americana y abastece a 70 almacenes, ha aho--
rrado varios miles de délares scmesiralmente en costos de transporte, apli
cando la programacidn lineal para determinar el sistema de envios éptimo.~
Ademds, la gran simplicidad del método ha permitido a la compafifa revisar-
el programa 6ptimo de transportecién a intervalos mas breves, obteniendo -

de esta manera un mejor ajuste de los cambios de datos en el problema.

Se ha elaborade un problema generalizado de transportacién para el ca
50 en que las cantidades pc~ embarcar de cada fdbrica no estén especifica-
das claramente si no unicamente est4n limitadas a la capacidad de Ya fébri
ca. Es decir, que las restricciones debidas a las fébricas se convierten -
en desigualdades y entonces el problema consiste en determinar las cantida
des que se deberdn preducir y embarcar de tal manera que el costo total de
produccién y transportacién sea mfnimo. El mismo modelo se podrd aplicar a
aquellos casos donde el problema consiste en hacer mfnimo el costo total ~
de la compra de materia prima de un nimero de provzedores geograficamente-
separados y mandarla a un nimero de fébricas, tambien separadas que posee-

fa compail fa.

Una mayor generalizacidn se obtiene con un modelo en donde todas las-
restricciones son desigualdades, ya que la produccién totaly las ventas -
totales no han sido fijadas previamente, como tampoco las entregas a los -

almacenes ni los embarques de las fébricas

En este caso el problema no consiste en hacer mfnimo al costo sino en
hacer méximo el rédito de las ventas menos los costos variables de produc-

cibn y tran;portacién, es decir en hacer mdxima Ja utilidad neta.
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65 LAPROGRAMACION LINEAL EM LA DECISION DE !NVERS!ONES.

La programacion lineal es particularmente eficiente en la soiucién‘de
problemas a corto plazo, es decir en problemas que no involucren décisién~
de invérsiones. La planeacidén de la produccién bajo ciertas limitaciones -
de la capacidad conocidas es un ejempic tfpico. El perfodo para el cual se
planean las operaciones es relativamente corto, de tal manera que el equi~
po no sufre cambios durante é1. Ademés, las restricciones tecnolégicas y -
econdmicas permanecen iguales durante el perfodo y consiguientémente gl ==
programa de la produccion respetard estas )imitaciones. Sin embargo, cuan-
do se trata de una planeacidn a largo plazo, las alternativas en la planea
cién ya no estén en general sujetas a un equipo fijo, por el contrario Ta-
compaf{a est4 ahora en condiciones de ajustar el equipo al programa de pro
duccién deseado de tal forma que se eviten los embotellamientos y los des-
perdicios de la capaci&ad, en esfecial cuando se estéd proyectando una nue~

va planta.

Como se podré ver, la programacién lineal no es muy aplicable en es-~
tos casos. Sin embargo, siempre es posible utilizar a la programacién 1i--
neal aln cuando se trate de decisién de inversiones. Esto se debe a que ==
cuando una empresa tiene la libertad de escoger entre varias alternativas-
de inversidn, la decisidn estard basada en estimaciones sobre la utilidad~
que las alternativas hipotéticas pueden lograr; es decir que la programa'
cién lineal se puede utilizar como un arma para estimar estas utilidades -
futuras. Ademds, cuando el programa de operaciones de una planta existente
se determiné por medio de programacién lineal, la tabla simplex proporcio-
naré una buena gufa para una polftica éptima de inversiones. La solucién -
obtenida por medio de la programacidn lineal indicaré la posicién exacta -
de los embotellamiento que limitan la utilidad; es decir indicaré que par-

tes de la planta se deberén agrandar.

Otra ventaja de los célculos del método simplex estriba en que propor
ciona como resultado secundario aquellos précios que se pueden utilizar pa

ra evaluar la contribucién marginal a la utilidad de cada uno de los facto
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rés involucrados; o sea la cantidad en que Ia‘uti\idad neta se incréﬁenta—f
rfa si una m&quina adicional se utilizara. Se deberd tener cuidado, sin em
bargo de no caer en la creencia de que una nueva inversidn se deberd siem-
pre dirigir a la mayor aportacidn, ya que se deberdn considerar otros facto

res como el costo de las nuevas miquinas, su vida estimada, intereses, etc.

66} 1.05 PROBLEMAS DE SECUENCIAS,

Otra seria limitacién a la aplicabilidad de la programacién lineal es

~que si bien nos indica el tipo de operaciones que se deben efectuar, en -
gue maquinas, etc., no nos indica ia secuencia en que las operaciones se =

deben efectuar. Es decir, que una vez que se ha obtenido la solucién a un-

problema de este tipo por medio de la programacidn lineal, se deberd segui

damente hacer un andlisis detallado para determinar la secuencia de las -~

operaciones en cada méquina tal que arroje el mfnimo tiempo de desperdicio

en la planta. Para ello se han ideado varios métodos gréficos y numéricos— -

como los diagramas de barras, y el andlisis de ruta crftica principalmen~

te. Sin embrargo, cuando cada producto se tiene que procesar en las dife-~

rentes méquinas en una cierta secuencia tecnoldgica, puede resultar imposi ~

ble 1levar a cabo el programa que en otras condiciones hubiese sido éptimo
sin violar las limitaciones en la capacidad. El tiempo desperdiciado enire ,
~operaciones no se puede evitar ya que ciertas operaciones se tienen que re
tardar hasta que se hayan verificado otras, es decir que el programa reque
rird de mds horas-mdquina, ya sea de trabajo o de desperdicio de las que -
en realidad hay disponibles para el perfodo para el cual se planeé la pro-

duccién.

En estas circunstancias, el programa Gptimo, tal como se le considera
en la programacién lineal, se deberd obtener por medio de tanteos u otros-

- métodos de sentido comin.
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&.7) CONCLUSIONES SOBRE LA APLICABILIDAD DE LA PROGRAMAMACION LIMEAL -
EM LA INDUSTRIA.

Como se ha indicado, la programacién lineal, no constituye un método-
universal para resolver todos los diferentes tipos de probiemas que pueden
afectar a una industria. Se ha visto que la programacién fineal no es apli
cable a problemas que involucren una determinada secuencia, como tampoco -
se deberan basar las decisiones de inversién por entero a ios resultados -

obtenidos de ella.

Por otro lado no resulta diffcil encontrar ejempios de problemas que-
aungue son de naturalez lineal, se pudden resolver por lo mencs con la mis
ma sencillez por medio de inspeccién y sentido comin sin tener que arlicar

las técnicas de la programacién lineal.

Resulta evidente de que muchos problemas sencilios a los cuales se --
les aplica la programacién lineal son tan obvios que se pueden solucionar-
por medio de los métodos tradicionales basados en el sentido comdn. Algu--
nos de los ejemplos antes formulados se podrfan haber resuelto de esta ma-
nera. Sin embrargo, los problemas concretos con que nos podemos encontrar-

en la realidad pueden ser mucho mas complicados que estos ejemplos.

La verdadera prueba de 1a utilidad de la programacién lineal es sy =-—
gran habilidad para solucionar problemas complicados que involucran una -~
gran nimero de variables y de restricciones pero sobre todo el hecho de ha
ber dado soluciones mejores que aguellas dadas por los métodos tradiciona~
les. Que la téenica de la programacién lineal ha superado esta prueba no -
hay duda; la vasta literatura sobre este tema es prueba de que los métodos
de la programacién lineal han conducido a considerables aumentos, er las—

utilidades o en la reduccién de costos.

Resulta muy frecuente encontrar problemas cuya estructura corresponde
a la del modelo lineal y resulta evidente que las soluciones aproximadas -
encontradas por los métodos de sentido comdn serdn tanto menos confiables,

cuanto mas complicados sean los problemas.
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Mucho se ha dicho contra la aplicaéfén de la programacién'linéél,‘y % o
en general contra la de cualquier método teérico. Se dice QUéF
no hay razén en calcular una solucién exacta, con métodos tan elaborados -
yd que 1 s datos estad(sticos, los coeficientes del modelo son tan iﬂseguf

ros- de que en los resultados no se puede uno basar de todos modes.

. . . ’
Sin embrago las decisiones se toman de todas maneras basandose en es-
tos datos ya que no existen otros mejores. Porque entonces no utilizar - -

aquella técnica que para los datos disponibles nos da la solucién mejor.

Otra frecuente objecifn que se hace a la aplicacidén de la programa=- ~
cidn lineal es de que el modelo es una simplificacidn matemética que des—-

precia a muchos de los factores que complican al probiema real.

Si bien es cierto que la programacidn lineal no puede resolver proble
mas cuya estructura es bésicamente no lineal, tambien es cierto que es pe-
ligroso y absurdo creer que los métodos de sentido comin pueden absorver -
mas factores que los que absrobe un métodc formal. Es mas, un modelo mate-
mético, que aunque est# algo simplificado, puede en general esperarse que-
proporciones una mejor aproximacién a la solucidn correcta que cualquier -
Qtro método practico, que toma mas factores en consideraéién a costo dé --

una pérdida de exactitud.
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