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e A IP T U L O 

1 N T R O O U C C 1 O N. 

1.1 •• A N T E CE D E H T E S.· 

Con el objeto de hacer un estudio lo más completo posible de la Progri\ 

mación, lineal en general y de su aplicación a la Industria en particular -

he ciividido este trabajo en las siguientes partes: Introducción, Anteceden­

tes Matemáticos, El problema de Programación Lineal, Teoría del Método Sim­

plex, Desarrollo detallado y Características del cálculo del Método Simplex 

y la Programación Lineal, y sus aplicaciones en la Industria. 

los problemas de Programación surgieron priimeramente en el campo de la 

economía donde el aprovechamiento óptimo de los recursos ha sido siempre su 

principal objetivo. Específicamente, la programación se originó en los tra­

bajos real izados alrededor, de 1930 por un grupo de matematicos alemanes y 

austriacos entre los que, destaca Von Heumann, quien desarrolló un modelo -

lineal de una economía en expansión. 

Fue sinembargo, durante la Segunda Guerra Mundial, cuando un grupo, bs 

jo la dirección de Marshall K. Wood se dedicó a maximizar o minimizar fun-­

ciones lineales para la fuerza Aerea Norteamericana. George B. Danzig, - -­

quien pertenecía a este grupo formuló el problema general de la pr:ograma- -



ció~ lineal y proyectó el método "simplex" para su solución en 1947. 

Sus trabajos pasaron al dominio p1íbl ico en 1951 y desde entonces sus 

apiicaciones se han difundido a todos los campos, siendo de especial inte­

rés la obra de W. W. Cooper, quien fomentó el uso de la Programación Li- -

neal a la lndustriL 

La Programación Lineal es una de las muchas técnicas m~temáticas que­

se agrupan bajo el titulo de "Investigación de Operaciones". 

Matematicamenle, la programación lineal coisiste en el problema de en 

contrar e! máximo (o mínimo} de una función lineal, sujeta a ciertas condi 

ciones lineales y al hecho de que las variables sean siempre positivas. 

Las condiciones lineales constituyen un sistema de ecuaciones 1 inea-­

les. Cuando el nómero de variables excede al ndmero de ecuaciones, el sis­

tema tendrá en general un nómero infinito de soluciones, entre las cuales, 

aquellas que, contengan uno o mas valores negativos son desechadas, y el -

proble~a consiste en encontrar aquella solución que de el valor, mayor(· o 

menor ), de la función lineal que se desea optimizar. 

Sucede frecuentemente, que las alternativas posibles, - las posibili­

dades entre las que tenemos que escoger - aparecen como soluciones altern1 

tivas de un sistema de ecuaciones lineales que, constituyen la expresión -

matemática de las restricciones tecnológicas y económicas de la 1 ibertad -

de acción de una industria. 

Las restricciones tecnológicas y económicas irán intimamente ligadas, 

ya que, se buscará, por ejemplo una máxima, utilización de la maquinaria -

para obtener una ganancia máxima. 

El hecho de que las variables deban ser siempre positivas eR con el -

objeto de garantizar soluciones lógicas, ya que no se podrá hablar, por -­

ejemplo, de una producción negativa. 

Deseo agradecer sinceramente a la Universidad Nacional Autónoma de M! 
xico, por las facilidades que me ha brindado, para realizar mis estudios.­

A el autor que he tomado como base para el de~arrollo de este trabajo: G.-
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Hadley ("Linear Programming") a quien doy todo crédito de originalidad y, 

l.e estoy muy agradecido por los conocimientos c\ee de el adquirí, que ade­

más de haberme sido de gran utilidad, me han permitido asomarme a un cam­

po poco conocido en nuestro país. A todos y cada uno de mis maestros por­

su desinteresada cooperaci6n, y muy especialmente al lng. Víctor Gerez 

Greíser por su dedicación y consejos, que me hicieron posible realizar e§_ 

te trabajo. 

1 9 6 7 

Guillermo Schultz Mendlvil. 
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.1-2.- EL USO DE CALCULÁDORAS DIGITALES EH LA SOLUCION 
DE PROBLEMAS DE PROGRAMACION LINEAL.-

Existen varios programas y otros se e5tán elaborando para el cálculo 

de Jos problemas de programación lineal por medio de calculadoras digita--

1 es. 

La IBM - 60~ se puede utilizar ventajosamente para los cálculos del -

método simplex. El uso de esta calculadora está sinembargo limitado por -

el tamaño del pro~lema y requiere de un gran manejo de tarjetas ya que el­

prograrna no se puede almacenar eficientemente en la máqi;ina. 

La IBM - 650 es una calculadora especial pa-fa almacenar datos, y por 

ello es muy utilizada en la solución de problemas de programación 1 ineal.­

Existen varios programas que difieren principalmente en lo que se refiere 

al tamaño del problema que pueden resolver y en el tipo de instrucciones. 

Las calculadoras IBM 701 y 70~ tienen una capacidad de memoria mucho 

mayor, y son mucho más rápidas que la 650. Su uso es especialmente ventaj~ 

so en problemas muy grandes. 

Los programas individuales y el tamaño máximo del problema diferen­

grandemente, dependiendo del autor del programa y del equipo para el cual­

el programa fu€.elaborado. 

Un problema preparado para la IBM 650 solucionará problemas hasta de-

5 m + 6 n :5 2300 con nL 100. Es decir que un problema de transportación -

(ver Capítulo VI) con 100 origenes y aproximadamente 3~0 destinos se puede 

resolver en esta calculadorL 

Otro pr.ograma para la IBM 701 podrá resolver problemas de distribución 

hasta de m x n .S 3000. 

Existen pr·incipalmente varios programas para la IBM 650 para utilizar 

el método simplex. Un programa puede solucionar problemas cuya matriz {in-­

cluyendQ la matriz unitaria) puede ser de m x n = 30 x 59 o bien --­

m( n + 1) :$ 1~00. 



Aunque el uso de las calculadoras digitales se ha general izado mucho, 

el d~sarrollo de este trabajo tiene por objeto establecer las bases y la S! 

cuencia necesaria para la solución de problemas con el uso de la prograrna-­

ción lineal ya sea útil izando calculadoras digitales o bién haciendo las --

operaciones a mar10. 
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e A P T U L O 11 

A n te e e d e n t e s Mate má ti e os . · 

2-1.-. M A. T R 1 C E s .. 

Definicirín: Una matriz Sf'l define como un arreglo rectangular de númg 

ros y se representa por: 

A [a 1j] = ª11 ª12 a¡,. 

ª21 ª2? ª2n 

ªmi ªm2 ªmm 

Se dice que la matriz anterior es de orden m x n. 

Una matriz no tiene un valor num4rico es ~nicamente una forma adecua­

da para representar arreglos de números. 

Estos números se conocen como elementos de la rnatríz 

Utilizaremos un doble s11bínci1ce con objeto de definir cualquier ele-­

mento, El primer subtndice indicad el renglón y el segundo la columna en­

que dicho elemento se encuentre situado, Consiguientemente el eler·ento a 1J 

se encontrar4 en el renglrín y en la columna j. 
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NOTACION: 

Indicaremos una matríz con las letras A, B, C, etc. En forma seme-, 

jante [ aiJ l indicará una matriz que posea cuando menos dos renglones y 

dos columnas .. faij) indicara una matriz de un solo rengllin. 

Una matriz que tenga el mismo n6mero de columnas y de renglones se -­

llama matriz cuadraJa, 

P R O P 1 E DA DE S.-

al Dos matrices A y B serfo iguales A= B si y solamente si sus-

elementos correspondientes son iguales, es decir si a 1J = bij para cual-.., 

quier valor de y cualquier valor de j. 

b) La suma de las matrices A y B se define como una matriz, C, 

C = A + B tal que sus elementos estan dados por: 

De la definicilin se concluye que 6nicarnente se podr:ín sumar matrices -­

del mismo orden. 

c) De la propiedad b se concluye que la adición de matrices satisf~ 

ce las condiciones de asociacilin y conmutacilin es decir. 

A + B + e - A + ( B + e ) = ( A + B \ + e 

A+B=B A 

d) Para multiplicar una matriz por un escalar 2, se deberfo multipli-

car cada uno de los elementos de la matriz por dicho escalar. 

rior se ~esprende que 

De lo ante-

e) Producto de matrices. Para poder .multipl icari dos matrices Ástas-
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deber4n ser confórmables es decir que el nómero de columnas tie la primera-

deberá ser igual al n6mero de renglones de Ja segunda. Si A es una ma--

triz de orden m x s y B es una matriz de orden s x n el producto --

C = AB ser~ una matriz de orden m x n cuyos elementos estar~n dados por: 

C¡ i - Y- ª1 k b,,j -- - - - m 
k=1 

j ;:; - - n. 

Se deberá notar que el producto BA no se defini0. 

f) De acuer~o con la propiedad e el producto de matrices satisface 

las leyes de dlstribuci0n y asociación es decir: 

A ( B + C AB + AC 

AB~ - A rscl = (ABl e 

2-2.- MATRICES ESPECIA.LES.-

al Matriz identidad o Matriz Unitaria 

La matriz unitaria de orden n se designa por I o I~ y es una ma-

triz cuyos elementos son nulos excepto los de la diagonal principal que -­

son unos, es decir: 

o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

Si utilizamos la delta de Kronecke.r se tendd: 

si = 
I = en que 

o si t j 
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E 1 s f rnbo 1 o indica que la matriz unitaria es de orden n, 

Si se tiene una matriz A de orden m x n, entonces se cumple: 

El producto 

K -· l, 2, ••• 

In -'· n 

Im 

::: 

A 

' r n entonces t
2 

I, y en general I"k = I, 

El producto de un escalar por .. la matriz unitaria dcfir.e a la llamada-

matriz escalar, o sea 

S - [A. li
1
J ] = ,\ I en que s, 

S, de acuerdo con la definición de 

I será una matriz cuadrada. 

La matriz cuadrada O= [ A. 1 ó 1J l se conoce como matriz diagonal. 

b) Matriz Nula es aquella matriz en que todos sus elementos son nu-

1 os. Se designa por O. 

La matriz nula no es necesariamente cuadrada, cuando las operaciones­

est&n definidas se tendrá: 

A + O = A = O + A 

A A o 

AO -· O 

O A O 

Siayb sonnúmerosreales, ab=Oimplicaque a=O obienb=O 

S inembargo AB =O no implica que A= O o B =O. Es sencillo -

encontrar matrices no nulas cuyo producto sea una matriz nula. 

9 



' vJ MATRIZ T~ANSPUEST•.-

La transpuerta de la matriz A "' [ a
1 
i ] es una matriz formada al i!:l. 

tercambar los renglones, y las columnas de la matriz A de tal forma que -

el rengl-1n de A se convierte en la columna de la matriz trans---

11uesta. Designaremos a la matriz traspuesta por A~. 

A' a' 1 J l 

De la definición de la matriz ~anspuesta SE deducen las siguientes -

re 1 aciones 

(A+B) 1 =A'+ B' 

(AB)' B'A' 

I' ·- I 

(A')' A 

d) MATRIZ SIMETRICA.-

Una matriz es sim~trica cuando es igual a su transpuerta, ~s decir --

cuando 

A = A' 

Por la definici6n la matriz sim~trica debe ser cuadrada y 

para .todas las i y j. 

e)· MATRIZ OBLICUA.-

Es aquella matriz en la que [a;Jl = - [a11 l siempre que los el.emen­

tos de la diagonal principal no sean todos nülos. 

f) MATRIZ ANTISIMETRICA.-

Es aquella en la que aij - ªJi y akk =O o sea que una, matriz-
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oblicua en la cual los elementos de la diagonal principal son nulos. 

:;:.3,. PARTICIOtJ' DE MATRICES.· 

S U B M A T R 1 Z.-

Si se eliminan todos los elementos, excepto r renglones y s colum~­

nas de una matriz A de orden m x n la matriz resultante de orden r x s 

es una submatr i z de A. 1 m > r n > s ) 

E e m p 1 o: 

ª11 ª12 ª13 ª1 u 
A = 

ª22 ª23 ªzu ª21 

ª31 ª32 ª33 ª3u 

a,, 1 ª112 ªo ªuu 

ªs1 ªs2 ªs3 ªs11 

ª11 ª12 ª13 ª1u 

Ai1= 
ª21 ª22 ªn Aiz = ª2u 

ª31 ª;i2 ªn ª3u 

~" ªu2 '.j ['·J Az1= Az2 
ªs11 51 ªsz ªs3 

t' "] A = 

2 l Azz 

11 



Para poder multiplicar dos matrices que ·se han partido¡ los product~s 

A 1 k Bkj deberán existir o sea que las submatrices A 111 y Bkj deberán ser 

conformab les. 

2-4.· D E T E R M 1 N A N T E S.· 

Toda matriz cuadrada A lleva asociada un número· llamado determinan-

te de A. 

O E F 1 N 1 C 1 O N: 

El determinante de una matriz de orden en&simo A= [a 1jl y designa­

do por J A I, se define como el número obtenido de la siguiente suma que­

contiene a los n2 elementos de A. 

1 A 1 = :>:: 1 ± a 1 ¡ a 2 J • • ' • ªn r ( 1. 6. l ) 

sumandose todas las permutaciones de los segundos subíndices. Un ttfrmino 

llevará el signo, positivo si (i, j,. rl es una permutaci0n par de 11,2, 

.... n) y llevará el signo menos si se trata de una piirmutaci6n impar. 

Cada Hrmino de 1-6-1 es el producto de n, elementos de A, uno de -

cada renglón y columna. Habrá nf b~rminos en 1-6-1. 

El determinante de una matriz de orden en~simo se puede estribir 

n 
1 A 1 = 2: 'ªIJ A1J para cada i = 1,..,n 1-6-2) 

j=1 

donde A1 j es (-1) 1
+J el determinante de la submatriz obtenida de A al 

eliminar el renglon i y la columna j; elemento ªiJ' 

La expresión 1-6-2 se conoce como la expansión de 1 A J en el ren­

g 11'\n i. 

Para que se cumpla la expresit'\n 1-6-2 para una matriz de 1 x 1 a l. 

La expresit'\n para la expansit'\n en cofactores por columnas es. 

12 



n 

\ A \ >.: a 1 j A1 J 
1=1 

para cada j = l, ••• , n 

La expansión por cofactores reduce el problema de evaluar un determi­

nante de orden en4simo al de cal~ular n determinantes de orden n-1; es-

decir las cofactores A1i. La aplicación del m~todo de expansión por coJa 

factores a los cofactores, reduce el problema del c41culo de cada c~factor 

de orden n-1 al de calcular n-1 determinantes de orden n-2 etc. 

Los determinantes de orden K, K = l, ••• , n - l, que aparecen en e 1-

d l culo por expansión de 1 A 1 se conocen como menores de A; asf se podd­

decir que para cualquier matriz de orden rn x n la submatriz R de orden­

K, obtenida al eliminar todos los elementos excepto K renglones y K. co­

lumnas de A, su determinante 1 R \ sed llamado un menor de orden K de A. 

2.s.. PROPIEDADES DE LOS DETERMIHAHTES •• 

a.- El intercambio de dos columnas o dos renglones en una matriz A,­

cambia el signo de 1 A 1 

\ A' = \ A i 

e) La multiplicación de cada elemento del renglón i (o la columna i) 

de la111atriz A por unescalar!I., multiplica a 1A1 por A.. Conse---

cuente111ente 1 11.A 1 = t.. 0 
\ A \, y por lo tanto 1 - A 1 = ( -1 'º \ A l 

d) Si todos los elementos e~ un renglón o en una columna son nulos,-

\ A \ = O 

e) La suma de un múltiplo del renglón K al rengl0n f i I K ) o 

la suma de un múltiplo de la columna Ka la columna i ( i 1 k \de A, no 

altera el valor de 1 A \ 

f) El valor del determinante \ A \ es cero si A tiene dos renglQ 
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nes o dos columnas que sean iguales, es decir a1k = ªJk (todas las k) o -

bien a 1k a .. (todas las ¡) 
lJ 

g \ Si A y B son matrices de orden n se tendr4 que 1 AB 1 = 1 A 1 

1 B J es decir que el determinante del Producto es igual al producto de -

los determinantes. 

De la propiedad se tendrá que: 

¡f k 2-5-l 

ya que se estfo utilizando los cafactores del rengl'in k y los elementos..: 

del rengl.Sn que as la expresinn con cofactores del determinante de una 

matriz cuyos renglones 

que: 

y k son los mismos.por otro lado tendremos ti-

donde o k 1 es 1 a de 1 ta de Kronecker 

+ 

:: 1 A J 

Si llamamos a 1 j = AJ 1, entonces 2-5-2 se convierte a: 

Si ahora llamamos 

A + = 

2-5-2 
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la expresión 1-7-3 se .puede expresar en forma matricial de la siguiente -

manera: 

+ 
f\ A "' i A i 2-5-ti 

+ + 
La matriz A se llama matriz "adjunta" de A. De hecho A es la 

transpuerta de una matriz obtenida de A al sustituir cada elemento a1 j -

por su cofactor A1r 

2·6.- MATRIZ INVERSA.-

O E F 1 N 1 C 1 O N. -

Dada una matriz cuadrada A, si existe otra matriz cuadrada B que ~ 

satisfaga Ja relación. 

AB BA r 

B se ! lama matriz inversa de A 

Generalmente se designa con A-
1 

a la matriz inversa de A. 

Unicamente las matrices cuadradas tienen inversa 

De la expresión 2-5-ti se tiene 

-1 
A 

Ya que 2-5-~ satisface 2-6-1 

2-n- l 

2-6-2 

A- 1 en 2-6-~ únicamente existi r4 si IA! f O o sea que A deber4-

ser una matriz no singular. 

Propiedades de la matriz inversa.-

al La inversa de una matriz no singular es 6nica. 
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Demostraci6~: Supongamos que existieran dos inversas B y D de A 

A B -- I 

DAB DI. -- O 

pero DA I luego B = D 

b) S1 A y B són dos matrices de orden n tales que AB = I, 

entonce:::: 

¡) A Y B son no singulares 

i i ) 

i i i) BA -- I 

Demostración De la propiedad g de los determinantes 

i A i ! B ! = 1 L 1 l. 

Sonsecuentemente Ay B deber4n ser no singulares 

Por e J lo A-
1 

existe. 

Premultipl icando AB 
-1 

I por A se tiene 

B A-
1 

consecuentenente BA = I 

e) Si A y B son dos rratrices de orden n entonces 

-1 -1 -1 
( A B ) ::: B A 

Demostración 

-1 
- AA ·- I 
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de las propiedades a y b se cumple la suposición. 

d) A Demostración 

B por la propiedad b 

-1 
B = A 

f) Si A es no singular y AB = O entonces B = O 

Demostración Premultiplicando por A-
1 

A-t A B 

B = O. 

2~7.- CALCULO DE LA MATRIZ IHVERSA POR PARTICION 
DE! MATRICES •• 

Si M es una matriz no singular dividida en la siguiente manera: 

en donde a es una submatriz de orden s x s, P de orden s x m Ya de 

m x s y o de m x m. ( n = m + s ) 

-1 
M existe y será dividida en forma igual a M o sea 

[: 
17 
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donde A es 

Asumiendo 

que M M 
-1 -

desarrollando 

despejando 

Corno 

los 

-1 
M 

s 

I 

X s, B es s X tn 1 e es m X s y D es m X rn • 

o ti ene inversa 
.. 1 que y o es conocida, entonces dado 

B 

D 

a A + /3c = rs 

a O + fD = 6 

/' A + oC o 

y B + Oíl Jm 

valores de A, B, e y D se tiene 

A = ( 
ú. - /3 

-1 ,-1 
ii )' 

B = A ¡3 
,.-1 
ó 

e - "-1 A - ó y 

o o -1 
i:i 

-1 
)' B 

existe, existiran las submatrices A, B, C y D. si 
-1 

6 

'-.1 

existe, todas las operaciones se pueden verificar y A, B, C y D se pueden 

calcular de 2-7-1. 
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2.S.· VECTORES Y ESPACIOS EUCLIDEANOS.-

Las matrices de un solo rengl6n o columna se conocen frecuentemente -­

como vectores. 

A una matriz de un solo reng16n se le llama vector reng16n e vector hl 
lera y a una matriz de una sola columna se le llama vector columna. 

Un vector a = ( a1 , a 2 , ... ,an 1 se le llama vector n - dimensio-,-

nal y a¡, i l, ..• n, se le conoce como la componente de a. 

Geometricamente se consideran equivalentes los vectores rengl6n y co--

1 umna. 

O E F 1 N 1 C 1 O N E S : 

Vector unidad. El vector unidad o unitario, designado por e1 es un --

vector cuya componente vale y todas 1 as demás son nulas. 

Vector cero: El vector cero o nula es un vector en que todas sus com 

ponentes son nulos. Se designa con O. 

Vector suma: Un vector suma es aquel en que todas sus componentes son 

1, 

El producto escalar de dos vectores está dado por el n6mero: 

2-8-1 

Como a = 1 a
1 

.. ., ªn 1 se puede interpretar como un punto en el es­

pacio n - dimensional, la distancia entr~ dos puntos estará dada por: 

1 a - b 1 2-8-2 
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O E F 1 N 1 C 1 O H.-

Espacio Eucl ideano Un cs?acio eucl idi.ano n - dimensional, represen 

tado por En se define como el conjunto de todos los vectores 1 puntos ' -

a 

Para estos vectores; la suma y multipl icaciñn por un escalar est::ín de-

finidos por el algebra matricial. Asociado a dos vectores lpuntosl cual-

quiera del conjunto está un ndmero no negativo llamado distancia entre dos 

vectores (puntos). Esta distancia está dada por la expresi6n l-10-2. 

2-9 •• DEPENDEHCIA LINEAL· 

Un 1ector a de En se dice que es una combinación lineal de a, ••• 

ª~ si a se puede obtener de: 

2-9.;. J 

para un conjunto de escalares A. 1• 

Oepe ndenc i a 1 i near. Un conjunto de vectores a1 ·1 •• ••ªm de se 

dice que son linealmente dependientes si existen escalares 1\ 1 no todos -

nulos tales que 

o 2-9-2 

Si el unico conjunto de 1\ 1 para el cual se cumple l - ll - 2 es 

1\
1 

= ~2 = ••• l\m = O se dice que los vectores son independientes. 

Un conjunto de vectores que no es dependiente l inealrnente debe ser 1 i­

nealmente independiente. 

si ( ª1m' • • • ªnm '·• l-11-2 

queda: 

ª11 "1 + ª12 /\.2 + + ªtm 
,\ 

íl\ 
o . 2-9-3 

11 nl ;\.1 + ªn2 A.2 + + ªnm l\m ::: o 20 



que constituye un conjunto de n ecuaciones 1 ineales simul1~neas con m -

incognitas las A¡• 

Si existe otra solución además de la trivial, los vedares son 1 ineal 

mente dependientes. 

La dependencia e independencia linear son propiedades de conjuntos-

de vectores y no de los vectores individuales del conjunto. Para un corr 

junto que contiene un dnico vector a, la definición de dependencia linear 

implica que para que A/.O y ,\.a = O ; a = o sed un conjunto dependiente y -

ka 1 O ser4 u~o independiente. 

Si un conju11to vectorial d Eº 
d 1 ·1 ' • • ' ªm e -- contiene dos o mas --

vectores, entonces el conjunto es linealmente dependiente si y solamente -

s 1 uno cualquiera de los vectores es una combinación lineal de los otros. 

D E M O S T R A C 1 O N.-

Supongamos que el vector 

neal de los dem4s, o sea 

a m se puede obtener de una combinación 1 i-

m-1 
¿ u bien = o 

1=1 

lo que implica que los vectores son linealmente dependientes. Por otro -

lado, si los vectores son 1 inealm·ente dependientes entonces 2-11-3 se debe­

rá cumplir por lo menos un k¡ 1 O. Supongamos que Am 1 O, entonces: 

m-1 ¡\ 1 

ªm 
¿ ª; 

1=1 ¡\fil 

y un vector se puede escribir como una combinación lineal de los demás. 

Un vector a es linealmente dependiente de un conjunto de vectores -

al' ... , ªm si a se puede expresar como una combinación lineal de a1, 

.... , ªm; de no ser así, a es independiente del conjunto. 
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Si un conjunto de vectores es 1 inealmente independiente, entonces cual 

quier sub-conjunto de estos vectores es tambiP.n linealmente independiente. 

Si un conjunto cualquiera de vectores es linea ]mente dependiente, cual 

quier conjunto de vectores que contenga al conjunto dado es tambi4n lineal­

mente dependiente. 

Se tendrá que el máximo número de vectores 1 inealmente independientes­

en un conjunto es k, si en el conjunto hay por lo menos un conjunto de k -

vectores QJe son linealmente independientes, y no existe un subconjunto de-

k + vectores que sea linealmente independiente. 

Si k < m es el máximo número de vectores linealmente independientes -

de un conjunto de m vectores a1 , a2 , ••• , ªm de En entonces, dada un -

subconjunto cualquiera de k vectores 1 inealmente independientes cualquier­

otro vector del conjunto, se puede expresar como una combinación lineal de­

estos k vectores. 

D E M O S T R A G 1 O H.-

Considerense los vectores 

i ndepend i entes. 

a 1 , ••• , ak, tales que sean linealmente -

El conju_nto a1 , ••• , aK, ªr deberá ser 1 inealmente dependiente para-

cualquier r = k + 11 ••• , m. 

Esto implica que 2-9-2 se cumple y por lo menos un A. 1 1 O. Sinem--

bargo, i'l.r no puede ser cero, ya que esto se opondría al hecho de que a1 , 

1 •• 'l ªk es 1 inealmente dependiente. Por consiguiente ar se puede expre..:.-

sar como una combinación 1inea1 de ª1' ... ~ ªk. 

2-10.· B A S E s .. 

D E F 1 N 1 C 1 O N E S 

Conjunto Generador. 

d E
n 

Un conjunto de vectores al' .. .-, ar e se dice que genera o -
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abarca a En si todos los vectores de tn se pueden expresar como una comb í-

nación lineal de ª1~111;1; a r • 

De 
a :: 

ª1 el + ª2 e2 t + ªn en 

se observa que los vectores unitarios generan En. 

Un conjunto generador que contenga el mínimo n6mero posible de vecto­

res deber;í ser linealmente independiente, ya que en un conjunto i inealmen­

te dependiente de vectores, por lo menos un vector se puede expresar corno­

una combinación lineal de los dem~s y por lo tanto no se le requiere en el 

conjunto generador. 

B A S E: 

Una base de En es un subconjunto linealmente independiente de En -

que genera a todo el espacio. 

Los vectores unitarios son base de 
n 

E ya que son linealmente indepen 

dientes. 

Una base de En no es única, como se ver.:í, existe un número infinito -

de bases para E
0

• 

La representación de cualquier vector en t4rminos de un conjunto de 

vectores base es única. Es decir que cualquier vector de En se puede 

expresar como una combinación lineal de un conjunto de vectores base única­

mente de una sol a ft1rr ... •. 

D E M O S T R A C 1 O N: 

Sea un vector cualquiera en En y sean a 1 , ••• , ªr un conjunto-

de vectores base. Si se supone que se pude expresar como una combina-

ción lineal de los vectores base de dos maneras diferentes, o sea 

r r ' -· )~ "1 ª1 
¿: ,\1 ª1 2-10-'Z 

1=1 i::: 1 
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A.. - '"-
' 

a¡ - O y como el conjunto de veg 
1=1 

toras base es linealmente independiente, esto implica que ~¡ - ~1 =O PI 

ra = l, • • i:,, r o sea 

Consideraremos ahora una t~cnica que es fundamental en el m~todo sim-

plex para !a solución de problemas de programación linea!. Esta consis-

te e~ reemplazar uno de los vectores base de E" por un vector arbitrario 

en tal forma que el nuevo conjunto tambi&n sea una base. 

Dado un conjunto de vectores base a1 , ••• , ar de E", y - otro ·-

vector cualquiera, l / O de E", entonces en la expresión de 

una combinación de a 1• 

r 
5.: 

1=1 

como -

2-10-2 

Si cualquier vector a1, para el cual a¡I es reemplazado del conjunto 

a
1

, ••• ,ar y l es agregadd al conjunto el nuevo conjunto de r ventores es -

tambi~n base de E" 

O E M O S T R A C 1 O N.-

Por lo menos un ª; qe 2-10-2 es diferente de cero ya que ,i o. 

Si numeramos los vectores de tal suerte que ªr I O 

trar que el conjunto a1 ., • • ·, ªr-t ' es una base de 

, se desea demo2 

E". 

Para demostrar que el conjunto a1, •.• , ªr-l' l es linealmente indg 

pendiente supongamos Jo contrario o sea: 

r-1 
¿ º1 A. i + = o 2-10-3 

1=1 

y por lo menos un a 1 o ti es diferente de cero. Pero b no puede ser-

cero porque esto implicaria que a 1 , i =l., ... , r - l son linealmente -
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. " ... ,,, 

independientes. Sinembargo si de 2-10-2 eliminamos obtendremos 

r-1 

2. o 
1=1 

donde ó c.r 1 O 

Sinembargo esto contradice el hecho de que a
1

, = 1, ••• , r, son --· 

1 i nea !mente í ndeµend i entes luego e 1 conjunto al' •• ., ªr-1' 

mente independiente. 

es 1 i neal 

Se puede ver IJOr otro lado que cualquier vector Z de En se puede ex--

presar como una combinación 1 ineal de a1 , •••. , ªr-l' l • 

••. ,r forman una base, se puede escribir. 

z 

Dado que a1, i=l, 

2-10-5 

Si se elimina ªr de 2-10-5 utioizando la expresinn 2-10-'2, se o.Q 

tiene: 

a. + 
1 

que expresa a Z como una combínacinn lineal de 

es una base de En. 

Sí en 2-10-2 sustituye a un vector a 1 para el cual a.1 

2- l 0-6 

O, en. 

tonces el nuevo conjunto de vectores es linealmente dependiente y no cons­

tituye una base de En, 

D E M O S T R A C 1 O H.-

O y se sustituye ar por entonces 

7..5 



,.,., .. -·; 

2-10-7 

Los vectores a 1 , ... , ªr- l 1 l son linea !mente dependientes. 

n 
2-11.- NUMERO DE VECTORES EH UHA BASE PARA E 

T F. O R E M A.-

Dos bases cualesquiera de E
0 

tienen el mismo número de vectores ba-

se. 

De m o s t r a c i ~ n.-

Sean a11 ••• 1 a
0 

un conjunto de vectores base de E" y b 1' , , , , bv 

otro conjunto cualquiera de vectores base. 

Se desea demostrar que u = V. 

Podremos expresar los vectores a 1 de tal forma que cuando bv se -

exprese como una combinaci6n 1 ineal de b =. 
y I ~ 1 a1 , rntonces k0 lo. 

ne acuerdo con lo dicho en las secciones anteriores al' ... , a0 _
1

,1 -

bv es una base de En. 

Si ahora expresamos 

U,-1 

bv-1 
¿ º1 ª; + ó bv 2-11-1 

¡:::¡ 

por lo menos u~a J 1 deberá ser diferente de cero, ya que de lo contrario 

el conjunto b, no sería 1 inealmente independiente. 
J 

Oigamos que ºu,-i 1 O, entonces al' , .. ; ªu-z , b.,_p b., es una b,!! 
n 

se de E • 

Si aplicamos este principio reiteradamente, llegaremos a una base que 

tendr~ cualquiera de las siguientes dos formas, a saber: 
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Oebedn existir por lo menos tantas a1 como b
1

• De otra manera -

se 11 egaría al hecho de que una bj fuese una combinaci0n 1 ineal de algu--

nas de las otras, ··hecho que contradice 1 a independencia 1 ineal de las bj. 

Por Jo tanto u ::: V ' 

Sinembargo, se podrla haber hecho las operaciones anteriores a parte-· 

de las bJ y haber ido insertando las a 1 se llegada asf a la conclusión 

de que v :;:: u, 

Por ello u= v y con ello se ha demostrado el teorema. 

Para determinar el ndmero de vectores necesarios en una base de En -

es dnicamente necesario encontrar una base y contar el n6mero de vectores­

que posee, ya que corno se acaba de ver, todas las ciernas bases deberán te-~ 

ner el mismo ndmero de vectores. 

Se demostr.S con anterioridad que los n vectores unitarios forman 

Consecuentemente cualquier base de En deberá estar 

constituida de precisamente n vectores. 

Esto querrá decir que cualquier conjunto de n vectores linealmente­

independientes constituyen una base de Eº. 

Cualquier conjunto de m vectores linealmente independientes, m < n 

de Eº forman parte de una base de Eº, es decir que si al' ... , ªm de En 

son linealmente independientes, entonces n - m vectores adicionales son -

necesarios para que a 1, i == l., m y los n - m vectores constituyan una ba-
n 

se de E • 

La dimensión n de un espacio eudideano se caracteriz6 por el n6mero 

de componentes en el conjunto de vectores que co\\stituyen el espacio. Se­

acaba de demostrar que el m4ximo n1ímero de victores linealmente indepen--­

d ientes en E"., es n. Podremos consecuentemente definir la dimensi'1n de-
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un espacio por el máximo número de vectores 1 inealmente independientes del· 

espacio. 

2-12.. ESPACIOS Y SUBESPACIOS VECTORIALES •• 

DE F 1 H 1 r, 1 O H.-

Un espacio vectorial es un conjunto de vectores agrupados bajo las -­

operaciones de suma y producto por un escalar. 

Esto querr:í decir que si a y b pertenecen al conjunto, la suma a+ b 

tambi6n pertenece al conjunto y por ot~o lado, si a pertenece al conjun·· 

to t...a.tambi6n pertenece al conjunto para cualquier escalar ic, 

Se deberi notar que la distancia no requiere estar definida en unª'~ 

pacio vectoral. El vector O es siempre un elemento de un espacio vectg 

ral, como tambiPn lo es - a si a es. 

La totalidad de los vectores de n componentes se llama espacio vec­

torial n - dimensional y se designa con vn. 

Aunque En constituye un espacio vectorial no se cumple sinembargo -­

que cualquier Vn sea un En. 

D e f i n i c i ó n.-

Un subespacio Sn de Vn se define como un subconjunto de Vn que~ 

constituye a su vez un espacio vectorial. 

El subíndice n de \ indica yUe los vectores tienen n componen 

tes, es decir que son elementos de V n' 

Se define la dimensi'1n de sn como el m'1 xi mo número de vectores 1 i-

nealmente independientes de sn. 

Se considera a' S n 
como un subespaaio de Vn, de dimensión n 

es decir que el subespacio es totalmente de vn. 

Una interpretación geom4trica de subespacios de E3 es ya sea E3 -
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misma, un plaGo atrav~s del origen, una linea através del origen o el ori­

gen mismo (constituye este 6ltimo un subespacio de un solo elemento y tie­

ne dimensi6n Ol. 

Un conjunto de vectores de S
0 

genera S
0 

si cada vector de S
0 

se 

puede expresar como una combinaci6n 1 ineal de este conjunto de vectores. -

Un conjunto linealmente independiente de vectores de S
0 

que genera S
0 

se 

! lama base de S
0

• Si Sn tiene dimen1>i'1n k, entonces una base de­

Sn contendrá precisamente k vectores. Si S
0 

es un s_ubespacio de E" • 

t~niendo dimensión k, entonces, excepto por la notación S
0 

es igual a E". 

2.13.. R A N G Q,. 

Las n columnas de una matriz A de orden 

rar como vectores de Em. Las cQlumnas de A 

D e f i n i c t) n.-

m x n se pueden considsi 

están dadas por a. 

El rango de columnas de una matriz A de orden, m x n, indicado -­

por r f A ), es el mhimo número de columnas 1 inealmente independientes -

en A. 

T e o r e m a. -

El rango de A es K si y solamente si cualquier menor de A de 

orden K + l es nulo mientras que existe por lo menos un menor de orden K 

diferente de cero. 

~ste teorema proporciona un m~todo para determinar el rango de una --

matriz. Se determinará el orden del mayor menor diferente de cero y este 

será el rango de A., 

Por medio de este teorema es tambi~n posible deter~inar el m4ximo n6-

mero de vectores linealmente independientes de un conjunto a1 , ••• , ªr de 

E". 
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Se forma una matriz A'"' 1 ªi> .. ., ar) y se determina el orden del­

mayor menor diferente de cero. 

El rango de reng Iones de una rnatri z A se puede definí r como el m~xi 

mo n~mero de renglones 1 ínealmente independientes en A. Se demuestra f-ª 

cilmente que el rango de renglones de A es igual al rango de columnas o­

jo que es lo mismo, que el m4ximo número de columnas linealmente indepen-­

dientes en A es igual al m4ximo ndmero de renglones linealmente indepen­

dientes. 

El rango de A, es consecuentemente dnico y no ser& necesario distin­

guir entre rango de columnas o de renglones para demostrar esto solamente­

es necesario decir que el rango de renglones de A es igual al rango de -

columnas de A' y que el mayor menor diferente de cero de A aparece en A' 

y vi ce versa. 

Las conclusiones anteriores indican que las columnas lo renglones\ de 

una matriz no singular de orden n son 1 inealmente independientes y forman­

una base de En. 

Adema4s, una matriz de orden n cuyas columnas (o renglones) son ba­

se de En son no-singulares. 

2-14.· FORMA DE PRODUCTO DE LA INVERSA •. 

En el método simplex ser~ frecuente el problema de calcular la inver­

sa de una matriz, para la cual únicamente una columna es diferente de otra 

matriz cuya inversa se conoce. 

Supóngase qee se tiene una matriz no singular B = 1 b1 , •••• bn) y --

que 61 
se conoce. Si sustituímos la columna r de B por a y deseames 

calcular la inversa de B
8 

= 1 bl' ... , br-l1 a, br+iv ... , bn)' 

En t Si las columnas de B y Bª son dos bases de en onces 

do haber obtenido de B al intercambiar un vector de la base. 
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De lo visto en las secciones ·anteriores se tendrá que 

a Z1 y i b i 

B0 será no singular si y únicamente si Yr I O, si este es el caso­

se tendrá: 

b 

••• 7 -

luego 

o biP.n 

::: 

-1 
E B 

... '~~ 
j 

2-l ll- l 

2-li+-1 

2-li+-3 

E se obtiene de la matriz identidad, al sustituir la columna r por -

r¡. Para calcular ~ por otro lado dnicamente se requiere 
-1 

y ::: B a· 

La teoría anterior, proporciona una mPtodo para el c4lculo de una ma--

tríz no singular B = f b11 ••• , bn '· 
-l 

( I =. ¡) y se ínser,ta una columna de 

Se partirá de la matriz identidad -

B cada vez. Por ejemplo, se pue-

de comenzar por insertar la primera columna de B a 1, quitar la columna­

¡ de I para obtener B.1• 
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Seguidamente podremos insertar Ja 2" columna de B en B1, quitando la 

columna '? de Bp para obtener B2 etc. Entonces 

s-1 

donde 

["' 
y y 1 +i. i 

···-E 
j -1' i 

7J 1 = - 2-ll+-6 ... ~ ' 
Y, 1 y j 1 y 1 1 

V 
1 i1 

y 

Y¡ 
-1 -1 . ·.~~f:. 

= B1-1 b¡ B¡ ti E1-1 E¡ ' ' 
... 

31 
1 E. 

1 B 1 -1 = 1, ••• '¡ n 2-llt-7 

Ejemplq: 

Considérese una matriz B == ( bp b 2 , b3 \ cuya matriz inversa es 

-1 
B = 

3 

6 

() 

2 

8 

Sustituyamos Ja segunda columna de B por a 

ner la matriz 

Para calcular 
-1 

Bn , se calcular~ primero 

5 

L+ 

2 

[ 2,7,5] para obte-
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Lñ + 7 + 25, 12 + ]ti + 20, 12 + 56 + lO j. 

~ = ~8, U6, 7~ 

y -1 
B a 

seguidamente calcularemos el vector : 

T) ::: -[. 2-. -
V 1 y 
1 2 ? U6 ' 

la matriz E se obtendr4 sustituyendo la ~egunda columna de 1
3 

por ~ 

18 

llG 
o 

E = o 1 o 
ll6 

78 
o 

li6 

Finalmente 

~3 3S 

- - o 5 
- 1 B-1 U6 

Ba = E 

l: o U6 o 2 u 
78 

o 
U.6 

8 2 

6 X 38 2x78 U X 38 
3 l - '5 -""------

U6 '+6 

6 2 !.I 
---

ijf; U6 

6 X 78 2 X 78 ll X 78 
+ 6 ' + 8,.., -

ll6 11-6 
+ 2 
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... 

1113 228 1 
lll) - .76, 230 - 'J -1 

BG ::: 
lJI) 

6 2 5 

-lt6S) 2711 l 5fi %8, 31 2 + 1 - + - 4~ 

- 90 - 10 78 --- -···---------·- -·· 

s:1 -
Uf) 6 2 5 

-192 21? 'Z'W 

2-15.· ECUACl ONES UHEAi..ES SIMULTANEAS •• 

Un sistema de m ecuaciones lineales simulteaneas con n incognitas, 

xi' ... , xn, tiene la forma 

donde a 
lj 

si 

+ t a 

+ 

b 
1 

son constantes conocidas. 

A = X 

b = [ b1 , • • • 1 bm ] 

en forma matricial sería: 

A X - b 

:: 
In 

2-15-1 

= 

el arreglo 2-15-1 expresado 



Estudiemos el caso para el cual m ~ n, 

Entonces si r f A n es decir que 1 A 1 ::: O se obtendrá 
-1 

una única soluci6n 

1 o es. 

X :: A b. La soluci6n es única, porque la inversa 

Utilizando la expresión 1-8-2, podemos expresar la solución x:: A- 1 b 
según sus componentes de la siguiente manera: 

n 
X¡ 

! Al 
= 1, ... , n 2-15-2 

De la definición de un determinante se observa que ¿j Aj 1 bj es el 

determinante de la matriz formada de A al sustituir la columna 

b, o sea 

por -

•••al' n-1' b 1 

2 - l 2-15-3 

Las ecuaciones 2-15-3 se conocen como la regla de Cramer para encon--­

trar la solución de un sistema de n ecuaciones con n incognitas. Este 

método no es numericamente muy eficiente sin embargo tiene un gran valor -­

teórico. 

Un m~todo más eficiente para la solución de un sistema de n ecuacio­

nes con n incógnitas es el conocido como cuadro de reducci.Sn de Gauss. Es 

quizá el primer intento que se ocurre al intentar solucionar un sistema de­

ecuaciones. 

Si numeramos las variables y las ecuaciones de 2-15-1 de tal manera -­

que a
11 

j O, dividimos la primer ecuación por a11 y se utiliza el resulta-
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do para 

donde 

el irni nar X 1 en las 

b' 1 

x1 + ' ª1 2 

1 

ª22 

a' .. 
1 J 

bl 
=--ibj 

ª11 

ecuaciones 2.; ••• J n esto es 

x, ' b' + ¡. 
ªin \ l. 

' ' 
2-15-ll 

x, t . + ªzn X b2 n 

:: b~ 

J. = ? _, ••• ~ n 

ª11 

b 1 -- b 1 - --- .b 1 = 2,. ••• ~ n 

ªu 

Seguidamente se divide la segunda ecuaci~n de 2-15-~ por a 22 (nume-­

rar las variables si es necesario para que a 22 I O) y se elimina x2 en­

las ecuaciones ~ •••• , n. En un número finito de pasos se llegar~ a un 

conjunt~ de ecuaciones que tendrán la siguiente forma (si 1 Ar I 0) 

hl2 h 1 n x1 91 
2-15-5 . 

h2n xz :: q, 

. 
} 

l xn gn 
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En.ton ces Xn g
0 

y sustituyendo hacia atras se ten~r~. 

::: etc. 

Regresemos nuevamente a las ecuaciones 2-15-1 y consideremos ahora­

ahora e 1 caso general, o sea cuando m Pueda ser diferente den. Según -

esto m podrá ser mayor igual o menor que n m > = < n ) • 

Primeramente determinaremos las condiciones para las cuales sabemos -

que existe por lo menos una solución a 2-15-1. Para el lo formemos pri-

mero ia matriz m x f n + J) o sea A b = (A., b \,es decir que Ab, lla­

mada matriz aumentada del sistema se obtiene al anexar a A el vector b -

que se convierte en la columna n + l. 

Se deberá notar que r ( Ab \ ~ r f A) ya que cualquier menor de -

A tambi~n aparece en AB. 

Si ilhora r fAb) > r( Al, no existirá una solución para 2-15-1. E§ 

to se debe a que si r ( Ab) = k > r f A ) cualquier conjunto de k co-­

lumnas linealmente dependientes de Ab deber4 contener a b. 

Consecuentemente b no se podrá expresar como una combinación lineal 

de las columnas de A es decir que no existen unas xJ tales que 

2: 1 'Xj aj = b. Por otro lado, si r ( Ab ) = j r f A) -- k, entonces si -

existe un conjunto de k columnas de A tale~ que cualquier columna de Ab y 

ben particular se pueden expresar como combinaciones lineales de estas k 

columnas. En conclusión existirá por lo menos una solución a 2-15-1 y e§ 

ta con no mas de k de las variables diferentes de caro. 

El conjunto de ecuaciones 2-15-1 se llama consistente si existe por­

lo menos una solución de otra manera ser~ inconsistente. 
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E j e m p 1 o: 

Las ecuaciones: 

son inconsistentes y no existe solucitSn ya que r (Al= 1 y r (Ab) = 2. 

Eslo se debe a que si multiplicamos la primera ecuaci0n por 3/2, la -

parte izquierda resulta igual a la parte izquierda de la segunda ecuacitSn. 

Sinembargo la pad.e derecha de la Primera ecuaci'1nnose convierte en la 

parte derecha de la segunda ecuacitSn. Geometricamente las ecuaciones re-­

presentan dos 1 ineas paraleldr no-coincidentes que no se intersectan. 

Estudiemos ahora un sustema de ecuaciones del tipo ?-15-1 para el 

caso en que r(A) = r (Abl K < m. Es decir que si numeramos las ecua--

ciones de tal manera que las K primeras sean 1 inealmente independientes, 

entonces si designamos los renglones de Ab con (ai, b1' se podrá expre-­

sar cualquier renglt)n cuya índice sea r E> k como una combinación lineal -

de los primeros k renglones, es d~cir: 

o bién 

k 
b ) 

r = 2~ Íc i r 
1=1 

ar::: ¿ "-1r al 
1=1 

r a 1 ' b 1 ) r k + 1, ••• , m. 

k 

br = 2 :A¡ r br 
1=1 

K + 1, ... , m 

2..,15-6 

2-15-7 

Sup6ngase que x satisface a las Primeras k ecuaciones de 1-17-?, 

o sea 
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)( 1 ¡ .... i k ¡ entonces 

'· ar 'X = ?: i\ . al X ·- 1'~ i r b¡ br 1 r 
¡=1 i"°l 

r k + 1, ... , m 2-15-8 

Consecuentemente, cualquier x que satisfaga a k ecuacd~nes a1x = 
b¡, para la cual los correspondiente renglones de A son 1 inealmente inde­

pendientes satisface a todas las m ecuaciones. 

En otras palabras, todas excepto k ecuaciones pueden ser ignoradas-

al buscar la solución de 2-15-1. Se dice que m-k de las ecuaciones --

son redundantes, es decir que no implican ninguna nueva restricci~n a las­

vari ab les. 

Hemos supuesto que los primeros k renglones de la matriz A son l i-

nealmente independientes. Si llamamos A1 a la submatriz formada de los 

primeros k renglones y columnas de A, podremos expresar a las primeras -

k ecuaciones de 2-15-1 de la siguiente manera: 

2-15-9 

donde xa. 

b"' = y R contiene las n-k columnas de 

A. Cualquier 

todas las m 

X= Xa., X/il que satisfaga a 2-15-3 satisface ta1!1bi~n a 

ecuaciones de 2-15-1. Supongamos que las variables fueron -

numeradas de tal suerte que A1 es np-singular, entonces 

Al 
1 

b* ?-15+10 

o sea que dada cualquier ~ 1 podremos calcular Xª en t~rminos de X~· 
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Es por el lo que 1 as variables n-k 1 podrfo tomar cualquier valor arb.i 
trario, los valores para las restantes k variables en X se pueden en con 
trar de tal ~orma que X .. ¡ xª V l 

(\ -~~ sea solución de 2-15-1. 

Todas las soluciones de ''.-i') .. l se pueden formar dando todos los valQ 

re-; oosibles al conjunto de variables X,. 

Es, decir que si vn 
diferentes para 2-15-1. 

> k, existir~ un n6mero infinito de soluciones­
Hemos demostrado por lo tanto que el conjunto -

de ecuaciones A x = b puede: 

1.- No tener ninguna soluci~n 

~.- Tener una única solución 

1.- Tener una infinidad de soluciones. 

Sea X1 

2-15-1 

una solución de 2-15-1, entonces cualquier otra solución x2 

de se podrá escribir como X2 = X1 +Y, Y:-: X2 - X1 • Hr5tese-

que Y satisface a AY ~ O. Se dice que un conjunto de ecuaciones li--

neales AX = O es hemogeneo se ha demostrado que cualquier soluci~n a -­
~-15-1 se puede obtener a partir de una solución de 2-2-15 mas todas las -

soluciones del conjunto de ecuaciones homogeneas, consiguientemente el con 

junto de todas las soluciones de AX= O es un subespacio de Eº. La di--

mensión de este subespacio es n-k donde r! A) = k. Entonces la dimen--

sión del espacio generado por las soluciones de 2-15-1 debed tamb i ,fo tg 

ner dimensión n-k, Sinembargo , si b t o, el espacio eo es un subespa--

cio de Eº porque o no es una solución. 

El espacio generado por la solución de ?-15-1 con b I O es 1 ]amado-

un subespacio afín. 

que b I O. 

Ejemplo: 

Este esP>cio se ha trasladado fuerq del origen por-

La solución de a1 x1 + a2 x2 + a, x3 = b están sobre un plano. Es­

plano no pasará por el origen excepto cuando b : O. 
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2-16.· SOLUCIONES BASICAS •• 

~onsideraremos ahora las solaoiones a un sistema de m ecuaciones 

AX= b con n > m inclignitas que tienen tantas variables nulas como sea -

pos i b 1 e. 

Oe la sección anterior sabemos que si ·f"-.f.A' = 1' y si seleccionamos­

k columnas cualesquiera de A que sean linealmente independientes, podrri­

mos dar valores arb1tr8rlos a n-k variables que no estin asociadas con~ 

estas columnas. 

Las restantes k variables serán exclusivamente determinadas en ttfr- · 

minos de las n-~ variables. Entonces para un sistema de este tipo podg 

mos hacer n-k variables iguales a cero. las restantes k variables se-

rán en general diferentes de cero ya que las ecuaciones se deberán cumplir. 

(En ·algunos casos, una o mas de estas var i aib 1 es podrán ser nulas). 

Es decir que supondremos que rfAl = r (Ab) = m. 

Esto implica que ninguna de las ecuaciones es redundante. 

O e f i n i c i ó n: 

Solución Básica: Dado un sistema de ecuaciones, 1 ineales simulta---

neas con n incognitas AX = b ( m < n ) y r (A) = m. 

Si cualquier matriz no singular m x m se escoge de A, y si todas 

las n-m variables no asociadas con las cólumnas de esta matriz se hacen ng 

las, la solución del sistema resultante de ecuaciones se llama soluci.Sn b-ª. 

si ca. Las m variables que pueden ser diferentes de cero se llaman varig 

bles básicas. 

Si se escogen m columnas linealmente independientes de A y se for-­

man así una matriz B cuyas columnas son las columnas seleccionadas de -

A9 entonces la solución básica estar~ dada por 

= s- 1 b 2-16-1 
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donde todas las variables no asociadas con las columnas de esta matriz se­

hacen iguales a cero. 

El nGmero m4ximo posible de soluciones b§sicas será la combinación de 

n variables tomadas m a la vez, es decir 

n 
m m! 

n! 

n - m ) 

Para obtener este núme;-o de soluciones es necesario que cualquier corr 

junto de m columnas de ~ sean siempre 1 inealmente independientes. 

De f i n i c 6 n.-

flegeneraci6n: Una solución básica de AX= b se dice que es degen1 

rada si una o mas de las variables b4sicas es nula. 

T e o r e m a s: 

al Es condición necesaria y suficiente para la existencia y no dege­

neración de todas las soluciones básicas posibles de AX = b la indepen-­

dencia lineal de cada conjunto de m columnas de la matriz aumentada ---

= 

b) Es condición necesaria y suficiente para una solución básica cual 

quiera X8 B~ 1 b para no ser degenerada la independencia 1 ineal de by 

cualquier conjunto de m-1 columnas de B. 

Si se tiene una solución de 2-15-1 que posee precisamente m varia~ 

bles diferentes de cero, y si esta sdilución es única deberá ser entonces -

una solución b4sica para demostrarlo es únicamente necesario demostrar qu~ 

las columnas de A asociadas con las variables diferentes de cero.son li--­

nealmente independientes. Si fuesen dependientes, entonces algunas de --­

el las, digamos K, podrian expresarse como una combinación 1 ineal de las--

otras. Esto, sinembargo, contradice el hecho de que la solución es única 
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porqúe para cualquier valor arbitrario de Xk, los valores de las otras -­

m-1 variables podrían encontrarse que forman una solución. llas variables 

nulas permaneciendo iguales a cero), 

E j e m p 1 o.-

El m4ximo posible de soluciones b4sicas es! 

3 ! 6 
::: 3 

2 ! X 1 ! 2 X 1 

Si x.3 ::: o 

2 x1 t 3 x2 6 

x1 t 2 x2 8 

- x2 ::: - 10 

x2 ::: 10 x1 ::: 8 - 2 X2 
::: - 12 

X1 =-12 

si x2 = o 

2 x1 t 2 x.3 ::: 6 

x1 t 4- X 3 ::: 8 
M----··---

- 11 XJ - - 10 

10 s 
X3 ::: ::: 

6 3 
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Si X1 = O 

2 . Xz 

- ij 

X3 

:: 8 

+ 14 

Xz :: 

x2 :: 

= 3 

x3 :: 

3 

5 

XJ 

- ij 

3 

2 

20 t¡ 

8 - = 
1 3 

= 8 

3 6 3 3 
x2 =--= ---

2 2 2 2 

o sea las tres soluciones b6sicas existen y no son degeneradas. 

2.17 •. 'rRAHSFORMACIONES Ll"'EALES •• 

El álgebra matricial se conoce tambi4n por el algebra de las transfor 

maciones lineales. Sea A una matriz de orden m x n. Para cualquier -

vector X de En, el vector Y= AX se puede considerar como un vector en 

Em corresponde un punto Y = AX en Em. El punto Y = AX se ! lama imagen 

de X. Se di ce que A mapea a En dentro de tod 1) o parte de Em, Una -

transformaci6n matricial de la forma Y = AX se dice que es una transfor-

maci'1n lineal. Una transformación matrici?.1 o 1 ineal tiene la propiedad~ 

de conservar la suma bajo la transformación: Si Y1 = AX 1 y Y2 =A X2 , 

entonces Si Y
3 

= A ( X1 + X2 \ se implica que Y 
3 

= Y 1 + Y 2• Además una-
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-transformaci!Ín 1 ineal o matricial conserva la multipl icaci6n por un esca--

lar, es decir si Y =AX y Y
1 

= A ( .k X l, entonces y' ~y, 

Si A es una matriz de orden m x r y B es una matriz de orden -­

r x n, la relaci!Ín Y = A B X, se puede considerar como una secuencia de -

transformaciones 1 ineales. 

La matriz B transforma a un punto de En a uno de E r ·y A transforma 

a un punto de Er en uno de Em. 

2·18.· COHJUl'ITOS DE PUNTOS •• 

El concepto de conjunto es tan básico que es difícil definirlo en fun 

ci6n de iddas o conceptos aún mas fundamentales. 

guientes expresiones como sin6nimos: 

a\ Un conjunto de elementos 

b) Una colección de objetos 

c\ Un número de cosas 

Se pueden dar las si---

Un conjunto consiste en un número finito o infinito de elementos, In 

dicaremos un conjunto con letras mayúscu~as como por ejemplo A, B, etc. -

los e 1 ementos de 1 con] unto se indicarán por a 1, b¡i etc. 

Los parentesís { } encierran a los elementos que Pertenenen al conjun 

to. Es decir que un conjunto A que contiene a \os elementos a 1 se in-

dicará por A = { a1 }. 

Dos conjuntos Ay B son iguales, A = B, si contienen precisamente --

los mismos elementos. La notación A indica que a1 es un elemen-

to de A y Aa 1 .f A. indica lo contrario. Un subconjunto B de A es un -­

conjunto en que todos sus elementos están en A. Sinembargo no todos los -

elementos de A debedn estar en el subconjunto B; B es un subconjunto 

propio de A. si A contiene por lo menos un elemento que no pertenece a 

B. La notaci!Ín B C:.A o A:> B indica que B es un subconjunto de A. 
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La intersección de un n~mero finito de conjuntos A11 ••• , Ak y que qe in 

dica por A1 n A2 íl Ak,:es el conjunto que contiene a todos los elementos 

comunes a A1 , .. ., Ak. La unirín da un número finito de conjuntos A1 ... , 

Ak y que se indica por A1 U A2 u ... U Ak es el conmunto que contiene a 

todos los elementos de por lo menos uno de los conjuntos Ap ... , Ak. 

Los conjuntos de puntos son conjuntos cuyos elemeritos son vectores o­

puntos en En. 

Como el enfoque buscado es principalmente geométriro, nos referimos a 

los vectores como puntos en E". Los conjuntos de puntos pueden contener d 

un ndmero finito a una infinidad de elementos. 

Generalmente contendr4n un número infinito de elementos. Los conjun­

tos de puntos están frecuentemente definidos por alguna propiedad o propig 

dades que satisface el conjunto. 

E j e rn p 1 o.-

Consideremos el conjunto de puntos de E3 encerrados dentro del el ip­

so i de. 

xz 
1 + xz 

2 
x2 

J 
+ + ··----- < 

aZ b2 cz 
( a, b, c rea 1 es > o ) 

La forma de representar este conjunto es 

X 2 X 2 
2 J 

X = +-+-<I }, 
bz cz 

notaci6n. 

y en 1 a -
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X = {X \ P(X)f - 2 - 18 - l 

indicará que el conjunto de puntos X= {X} tiene o cumple la propiedad -­

(o propiedades) P (X). En el ejemplo enlerior, la propiedad P es la de--

sigualdad 

Si no e isten puntos que posean la propiedad P, entonces el conjunto 

2-18-1 no contiene elu~entos y se llama conjilnto vacío 

Consideraremos que siempre existe por lo menos un elemento, a no ser 

que se establezca lo contrario. 

Una hiperesfe;-a en E
2 

con centro en a y radio e>o se define como el 

conjunto de ;puntos X= {X \ \ X - al = E) es decir que la ecuación de una 

hiperestera en En es }: {X; - a) 2 = e2 
¡= 1 1 

que es un círculo en 
2 J 

E y una esfera en E • 

El interior de una hi.Peresfera con centro en a y radio € es el con-­

junto de puntos X= {X \ \ X - al <€}. Un entorno e alrededor del punto a 

está definida por el conjunto de puntos que quedan dentro de la hiperesf~ 

ra con centro en a y radio e. 

Un punto a es un punto interior del conjunto A si existe un entorno 

E al rededor de a que contenga únicamente puntos del conjunto A. Un punto 

interior de A deberá ser un elemento de A. Un punto a es un punto fron-­

tera* del conjunto A, si cualquier entorno e alrededor de a (independien­

temente de que tan pequeño sea e>o) contiene puntos que pertenecen al con 

junto un punto frontera de A no es indispensablemente un elemento de A. 

Un conjunto A es abierto si ónicamente contiene a puntos interiores. 

Un conjunto A es cerrado si contiene a todos sus puntos frontera. Un --

* 0~ o de acumulaci6n f T M Apostol ) 
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conjunto podrá no ser ni abierto ni cerrado, si contiene a algunas, pero 

no tod~s sus a sus puntos frontera! 

•o punto de acumu1aci6n (T.M. Apóstol) 

Se dice qu~ un conjunto está acostado superiormente si existe un nú­

mero positivo r ta 1 que para cu a 1 quier ar:A. , !al <r. Un conjunto acotado 

superiormente está en el interior de una hiperesfera de radio r y centro 

en el origen. 

Un conjunto A se dice que está acotado interiormente si existe un r 

con cada componente finita tal que para todas las o.EA, a;::r. Un conjunto 

acotado interiormente tiene un 1 ímite interior para cada componente de -­

cada punto del conjunto. 

2-19.· REC"r AS E HIPERPLAHOS.· 

Considérese la recta en E
2 

indicada en la figura 2-1. Esta 1 fnea -­

Pasa a través de los puntos X y X , y al vector X - X paralelo a la --
1 2 2 1 

1 ínea. De acuerdo ccn la ley aditiva del álgebra vectoral, para cual----

quier punto X sobre la recta, existe una ;, tal que 

= >,X 2 + ( 1 - ), ) X 1 - - - 2 - 19 - 1 
.r'.! 

En E~ se define una recta a través de los dos puntos X y X , 
1 2 

X/ X2 
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como el conjunto de puntos 

X = { X 1 X = A.X 2 + ( l ..; A.) X 1 , A. real es } { 2-19-2) 

En la figura 1-1 nótese que al ir variando A. entreO y 1, se --­

traza la parte de la recta comprendida entre X y X. 
1 2 

En ETI el segmento de recta comprendida entre X y X está defini~a por. 
1 2 

el conjunto de puntos 

X = { X ) X = A.X 2 + {1 - A.) X1 v. O <'A < 1 } (2 -19-3) 

2 
En E , e X + e X :::: z es una recta para valores conocidos de --

1 1 ·2 2 
e, e y Z, en E3, e x + c2 x2 + c3 x3 = z es un pl.ano 

1 2 ·1 1 

En En se dice que el conjunto de puntos X que satisfacen aa. 

(no todas 1 as e J = o) 

definen un hiperplano para valores conocidos de e j y. Z • 

Si designamos con C = (Cp ' • • • C
0

) ; 

entonces el hiperplano 2-19-~ se puede indicar por ex= z 

En un _problema de programación lineal, el conjunto de todas las X que 
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dan un cierto valor a la función objetiva es un hiperplano. 

Un hiperplano pasará por el origen cuando Z = O es decir CX = O. 

nótese que esta relación implica que Ces otorgonal a cualquier vector X 

en el hiperplano. 

Cuando Z 1 O, entonces sí X X2 satisfacen a 2-li-~, es de~ir que --
1 

están en el hiperplano C (X 2 - X1 ) =O 

Esto implica que Ces el vector normal al hiperplano; 

± G I 1 c J 

se llaman normales unitarias. Dos hiperplanos serán paralelos si tienen 

las mismas normales unitarias, o sea, que las hiperplanos C X= Z y 
1 1 / 

e X= Z son paralelos si e = \ C , ~ I O. 
2 2 1 2 

Considérese el hiperplano ex= Z. 
o 

El conjunto de puntos X
0 

+ ~C' , A > O , A 1 O 

ex
0 

= z
0
,, 

es un vector renglón, así que e' es un vector columna). 

Nótese que estos puntos caen en el hiperplano ex= Z donde 
1 

(C 

los puntos sobre el hiperplano ex= z satisfacen ex> z. lntuitivamen-

te se dice que el hiperplano ex= z 
1 

1 o 
es obtenido al mover ex= z para-­

o 
lelamente a sí mismo en la dirección de e. 

Un hipeplano ex= Z divide a toda el En en tres conjuntos mutuamen­

te exc 1 us i vos y co 1 ect i vamente exahust i vas. Estas son: 
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J. - ex < z } , 

2.- ex z } ' 

3. - x 3 = { x 1 ex > z } , 

Los conjuntos X y X se llaman semi-espacios abiertos. 
1 3 

2 3 En E y E 2 o 3 
un semi-espacio es todo aquel E E que queda de un 

lado de una recta o plano respectivamente. Los conjuntos 

X4 = { x 1 ex :5. z y x 5 = { x 1 ex 2:. z } 

se llaman semi-espacios cerrados. 

Nótese que 

Los hiperplanos son conjuntos cerrados, de hecho, cada punto sobre un 

hiperplano es un .~nto frontera (punto de acumulación). Además los semi-­

espacios cerrados son conjuntos cerrados. Por otro lado semi-espacios --­

abiertos son conjuntos abiertos. 

2-20.· CONJUNTOS CONVEXOS.· 

Definición.-

Un conjunto X es convexo, si para dos ,¡;untos cualquiera X , X del --
1 2 

conjunto, e 1 segmento de recta que une a estos ,puntos también pertenece al 

conjunto. 

La definición implica que si xl' x2 E X ' 
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entonces cualquier punto 

X = >..X 2 + ( 1 - >.. ) X1 , o < >.. < 1 - .... 
también deberá pertenecer al conjunto. Por convención se dice que cual-­

quier conjunto que contiene dnicamente un punto es convexo 

La expresión >..X 2 + 

se le llama combinación convexa de X, X. Intuitivamente un conjunto 
1 2 

~onvexo no puede tener "huecos", deberá ser sólido / no "re-entrante", es 

decir que sus fronteras son convexas hacia afuera del conjunto. 

Definición.-

Punto Límite.- Un punto X es un punto 1 fmite o punto extremo de un 

conjunto convexo si y solamente si no existen otros puntos X1, X
2 

, 

X1/.X2, 

del conjunto tales que 

X = 'AX 2 + ( l - >.. ) X1 , O< 'A < 1 

Nótese que >.. pertenece a un conjunto abierto. La definición im-­

pl ica que un punto extremo no puede estar ~ntre' otras dos puntos del con 

junto. Es evidente que un punto extremo es un punto frontera (punto de -

acumulación) del conjunto, ya que de otra manera estar fa situado entre -­

dos ,puntos del conjunto. 

Sin embargo, no todos los puntos de acumulación de un conjunto con-­

vexo son necesariamente ~ntos extremos. Algunos puntos frontera o de -­

acumulación pueden estar situados entre otros puntos frontera. 

Ejemplos: 

a) Un triángulo y su interior forman un conjunto convexo. Los vér­

tices del triángulo son sus dnicós puntos extremos o l fmites. 
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b) El conjunto 

X = { t X1 , X2 , l ! Xi+ X~< 1 } 

es convexo. Carla punto sobre 1 a circunferencia es un punto ex-­

tremo. 

c) El conjunto de la figura 2-2 no es convexo ya que la recta que -

une a X con X 
1 2 

no está totalmente dentro del conjunto. El con. 

junto es re-entrante. 

·o --~--------------.... 1·1 

d) Los poi ígonos de la figura 2··3 son conjuntos convexos, y los purr 

tos extremos son las vértices. El punto X no es un punto extr-ª 
l 

mo ya que se puede definir como una combinacldn convexa de - - -

ºº Xz 

00 
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Un hiperplano es un conjunto convexo. Para demostrarlo es única­

mente necesario notar que si X y X están sobre el hiperplano, -
1 2 

es decir, CX = Z, ex = Z, entonces 
1 

también está sobre el hiperplano ya que 

ex = AZ + ( l - A ) z = z 

fn .forma análoga, los semi-espacios abiertos y cerrados también -

son conjuntos convexos. 

La intersección de dos conjuntos convexos también es c<onvexo. 

Para demostrar esto, considérense los conjuntos convexos x x
2 1 ' 

dos puntos cualesquiera de X
3 

= X
1 

íl X
2 

(si únicamente existe un punto en X entonces X es automática---
? J 

mente convexo por definición). Entonces 

para O:::, A ~ l y + 

!...X 2 + ( l - A ) X 1 E X 2 para O~ A. $. l 
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esto implica que 

y ccnsecuentemente X es ccnvexo. Sí X y X son conjuntos cerrª 
J 1 2 

dos, entonces X
3 

= X1 n X
2 

es también cerrado. Para demostrar esto es únicamente n.ecesarío 

notar que cualquier punto frontera (acumulación) do X es un pun­
J 

to frontera de X o X • s,, embargo X X son cerrados, luego -
i 2 1 2 

X contiene a todos sus puntos frontera y es por ello cerrado. 
3 

En forma más general, la intersección de cualquier número finito 

de conjuntos convexos es convexa, y sí cada una de los conjuntos 

es cerrada, la intersección es también cerrada. 

De los resultados anteriores se deduce que la intersección de un -

ndmero finito de hiperplanos o semi-espacios, o de las dos es un -

conjunto cerrado. Además la intersección de un numero finito de -

hiperplanos, o semi-espacios cerrados, o de ambos es un conjunto -

convexo cerrado. 

Estos resultados tienen una inmediata aplicación a la programación 

1 ineal como se verá en el capítulo siguiente las 1 imitaciones a un 

problema de programación lineal se pueden expresar corno 

f u 1 J X J { < = > } b 1 
1=1 

= l, •.. , m - - - (2-20-1) 

Si hacernos 

1 - ( ) 
a - ª11•"' 1 8 ri ' 

entonces la expresión 
2-20-1 

se convierte en 



<->}b¡, ¡ =1, .... , m .. 

cada una de las ecuaciones 1 imitadoras requiere que las X posibles 

estén en algón semi-espacio cerrado de Er dado o si la igualdad -

es la que rige la ecuación, esté en alg6n hiperplano dado. Además 

existen como se verá las condiciones de no negatividad o sea, 

.i = 1, ... , r 

Si ahora escribimos 

entonces se c•onvierte en 

am+ J X = e' X Z;. O 

cada una de las restricciones de no-negatividad requiere que las X 

permitidas estén en algdn semi-espacio cerrado. 

La región de Er definida para x1 > O, 

ortante no negativo. 

1, .,., r se llama-

Cualquier solución posible X deberá ser simultaneamente un ele-­

mento de cada uno de los conjuntos. 

= 1 v ••• , m+r 

2-20-2 

donde b1 = O i = m+I, ... , m+r. Por ello el conjunto de solu--

ciones posibles de un problema de programaci.Sn 1 ineal (si es que -

existe una solución posible) es un conjunto convexo. 

conjunto est4 acotado interiormente por O ya que 

Aden<á s, este 
X > O. 



El an4lisis anterior tambi6n muestra que el conjunto de soluciones de -

un sistema, de m ecuaciones linea 1 es con n i ncogn itas, AX = b, es un­

conjunto convexo cerrado. 

El conjunto de soluciones es la intersecci6n de m hiperplanos. Ade­

más el conjunto de soluciones no negativas de Ax =- b, es decir ei conjun-

to de soluciones con X~ 0 es conjunto convexo cerrado. 

Hemos definido una combinaci6n convexa de dos puntos. 

ci0n se puede generalizar a la je] concepto de combinaciones convexa de un 

número finito de puntos X¡, ... , xm se define como un punto. 

rn 

X >- U¡ X¡ U¡ > o, = 1, •••7 m ; -
¡:::¡ 

;;: U¡ - 2-20-3 
1=1 

De su definici6n $e domuestra que todas las combinaciones convexas de 

un número finito de puntos X1 , ... , Xm es un conjunto convexo. 

O e f i 11 i c i 6 n.-

Pol íedro convexo.-

El conjunto de todas las combinaciones convexas de uh número finito -

de puntos se 11 ama el poliedro convexo generado por estos puntos. 

El poliedro convexo generado por n+l puntos en En que no están so-­

bre un hiperplano se llama un "simplcx". 

En E2, un triángulo y su interior forman un simplex. Los tres pun-­

tos que generan al simplex son los vértices del triángulo. 

2-21.· CONJUl'<ITOS CONVEXOS E HIPERPLANOS •• 

En esta sección estableceremos cuatro teoremas importantes que se uti 
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!izan en programacinn 1 ineal, teoría de las decisiones y teoría de los jug 

gos de estrategia. 

Teorema I: 

Dado un conjunto convexo cerrado cualquiera X, un punto y pertenece­

al conjunto X o bien existe un hiperplano que contiene a y tal que todo­

el conjunto x está contenido en un semi espacio abierto producido por ese­

h i perp 1 ano. 

Geométricamente es obvio en E2 y E3 como lo indica la figura 2-U, 

Si y no pertenece al conjunto X, se puede trazar una recta atrav~s 

de y tal que todo el conjunto X quede en un semi-espacio abierto prodg 

cido por la recta. 

ex::::: z 

Fígura 2-4 

Dado un punto frontera w (punto de acumulaciñn) de un conjunto con-

vexo w, entonces a ex = z se le llama un hiperplano apoyado en w. 

Si cw = z y además todo el conjunto X queda en un semi-espacio cg 

rrado producido por el hiperplano, es decir, cu~ z, para cualquier U€X o 

c u ~ z para cualquier u € x. 
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,·.,·-. 

J';J 

X 

____ .--1 

-01---- ------ ~----------........ r: 

Figura 2-~ 

Teorema lT.-

Si w es un punto frontera de un conjunto convexo cerrado, entonces­

existe por lo menos un hiperplano apoyado en w Este teorema es evidente 

en E2 y E3• Pueden existir mas de un hiperplano apoyado en W como se ve 

en la figura 2-5. 

Se demostr6 con anterioridad que el conjunto de soluciones factibles­

ª un problema de programacióri lineal es un conjunto convexo cerrado, y que 

la función por optimizar es un hiperplano. 

Este hiperplano se moverá paralelamente a si mismo sobre el conjunto­

convexo de soluciones factibles hasta que la Z se hace lo m4s grande po­

sible fen el caso de maximizar az) mientras adn se tenga por lo menos un­

punto de X sobre el hiperplano en el conjunto convexo de las soluciones -­

factibles. 

Por lo tanto, si un hiperplano dado corresponde al valor óptimo de X, 

entonces ning6n punto interior del conjunto convexo de soluciones facti--­

bles. (Las soluciones no acotadas no se consideran soluciones óptimas. 

Para demostrar esto, supóngase que Z = CX es un hiperplano óptimo y-

que uno de sus puntos x
0 

es un punto interior del conjunto. Si escoge-
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mos e >O tal que cualquier punto en la vecindad e de x
0 

pertenezca a­

x, e 1 punto 

e el 
Xt Xº 

¡. (- \ z íJ pertenece a X, 

E 

y CX 1 
-- z + (-\ e 1 > z 

2 

Esto contradice el hecho de que Z, es el valor máximo de la funci1n-

objetiv~. Por ello, si X0 es una solución ópt:ma a un problema de pro-

gramación lineal deberá ser un punto frontera del conjunto convexo de soly 

ciones factibles, y si z c x0 , entonces CX = es una hiperplano apoya­

do al conjunto convexo de soluciones factibles en X
0

• 

Teorema III.-

Un conjunto convexo cerrado, acotado interiormente tiene puntos extrQ 

mos en cada hiperplano apoyado. 

Tiene este teorema especial importancia en la programación J ineal por 

que establece que si existe una solución óptima entonces por lo menos un -

punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles será una solu-­

ci6n óptima. 

El número de puntos extremos es finito como se demostrará después, 

por ello, si tu~iesemos Jos medios para seleccionar Jos puntos extremos 

del conjunto convexo de solu~ iones factibles, únicamente un número finito 

de puntos se necesitarían anal iz.:-.r para encontrar una solución 0ptima al -

.·problema. Este principio constituye la base del m4todo simplex. 

Nos transladaremos de un punto extremo a otro nuevo hasta que se halla 

encontrado la solución óptima. 

Demostracuón del Teorema III.- El hipdrplano CX = Z se considerará-

un hiperplano apoyado en X
0

. al conjunto convexd cerrado X que est4 acotado 

ínter i ormente, 
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La intersecci~n de X y S - ( X } rx = Z } se designará con T. La 

intersecci~n no está vacia ya que X
0 

~ T. adem4s como X y S son conjun-­

tos convexos cerrados T tambiP.n lo es; T tambi~n estará acotada interior 

mente ya que X lo esU. 

Demostratemos que cualquier punto extremo de T tambiP.n es un punto­

extremo de X. 

Si tes un punto cualquiera de T,, y si t = .\x
2 

+ f 1-t-\ x
1 

O <,"&l, 

donde X11 X2 € X, entonces xl' X., ~ 
4 

T. Esto se deb~ al hecho de que Ct 

= >-- ex, + ( 1-t..) cx 1 
;:; z, y i:x1 ~ z, CX 2 > z porque ex z es un hi--

perp l ano apoyado. Si A > @, 1->-- > o es obvio 1ue et ::: z requiere que-

CX 1 = Z, cx 2 = z, es decir, X¡1 x2 € T. Por el lo, si t es un punto e! 

tremo de T, no existir:3.n otros puntos X11 X2 de X tales que t se pueda -

escribir o expresar como una combinación convexa de estos puntos con O<t..<l, 

Por el lo, un punto extremo de T es u.n punto extremo de X. 

Falta aún demostrar que T efectivamente ti ene un punto extremo; pa-

ra ello construyamos un punto extremo. De todos los puntos en T escoja--

mos aquel cuya primera componente, sea algebraicamente la mas pequeña, 

Existe tal punto, ya que est4 acotado inferiormente, 

Si existe mas de un punto con la primera componente mas pequeña, se -

deberá escoger el punto o puntos con la~ meno~es primera y segunda compo--

nen tes. Si adn así no se ha obtenido un punto ónico, se escogerá aquel -

punto que tenga las menores primera segunda y tercera componentes, etc. 

Finalmente, se obtendrá un punto único, ya que solamente existe un 

punto todas cuyas componentes tengan un mínimo valor algebraico. 

El punto así obtenido t* es un punto extremo Si t* no fuese un pun 

to extremo se podría escribir. 

t * = /l. t 
1 

+ ( 1 ->-- \ t 2 , O < 't.. < , 

2-21-1 



Si nos imaginamos que el punto t* se obtuvo al minimizar la componen 

te j. 

Si a las componentes de t~ t 1 , t 2 las designamos con t:, t¡
1

.,t¡
2

-

respectivamente, entonces de la expresión ~-71-1 y la definición de t* se­

sigue que q :: t¡ 1 = t¡
2 

= 11 2, ... , j - l. Entonces la componente 

J. de 1-2'3-l requiere que t'' > min J. t t. 2 o bien t• t = t J L j , J J j 1 j 2, 

Cualquiera de estas dos alternativas contradice el hecho de que t; ·es 

el único mínimo para la componefJle j cuando las primeras j-l coponentes 

tienen su valor mínimo. En consecuencia t* no se puede expresar como 

una combinación convexa de ningunos otros dos puntos de T (O<~< 1'. -
por ello t" es un punto extremo y el teorema est4 demostrado. 

Teorema IV.-

Si un conjunto X es convexo cerrado y acotado, y tiene un número fi­

nito de puntos extremos, cualquier punto del conjunto se puede expresar c~ 

mo una combinación convexa de los puntos extremos, es decir que X es el­

conjunto de todas las combinaciones convexas de sus puntos extrem'os. 

E j e m p l o: 

Se desea expresar un punto cualquiera W. en el interior de un trián­

gulo, como una combinación convexa de sus vPítices que son sus puntos ex--

Se tendd entonces VI = 2: ,tt 1 X1 , ll; ~ O, 

y que se ilustra en la figura F-2-6 • 

. r:! 

(l -·--·-------··----·-----. X1 
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Si unimos a X, con, w con una recta, esta intersectar4 el lado --­

opuesto del trifogulo en V. según esto: 

pero a su vez 

= A.
1 

x 
1 

+ ( l-A.
2 

). ;1. 
3 

o sea 

( 1-/.. ) A. x .¡. 1 l:.. A ) 
l .• 2 . l . . . l 

Si hacemos 

De acuerdo con esto se cumple que cada µ 1 ~ O y µ
1 

+ µ
2 

+ µ
3 

sea la expresi0n buscada w = ¿ µ 1 x
1 

se cumple. 

l o .., 

De la definici6n de un poliedro convexo y del Teorema IV, se implica­

que cualquier conjunto cerrado, convexo y acotado con un número finito de-

puntos extremos es un pol~edro convexo. Los conjuntos convexos, con un -

número finito de puntos extremos son escencialmente poliedros convexos, -­

sinembargo puede no ser estrictamente acotados. 

D e f n i c i 0 n. -

Margen: Sean x1 y x2 dos puntos extremos d is tintos del conjunto con 

vexo X. La recta que los une se llamar4 margen del conjunto convexo si -

es la intersecci6n de X con un hiperplano apoyado. Si x" es un punto ex-

tremo, y si existe otro punto x E X tal que la recta x* + ,\ f x - x*\ -

A. ~ O, pertenece a X y es la intersecci0n de X con un hiperplano apoyado,­

entonces se dice que esta recta es un margen del conjunto que se origina -

en x* y se ex ti ende al infinito. 
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íl e f i n i c i 6 n.-

Puntos Extremos Adyacentes; Dos puntos extremos distintos xl' x
2 

de 

un conjunto ronvexo X ser4n adyacentes si el segmento de recta que los ~ 

une es un margen del conjunto convexo. 

2.22 •• CONOS CONVEXOS •• 

Un cono C es un conjunto de puntos con la siguiente propiedad: 

Si X p~1rtenece al conjunto también pertenecerá ¡1.x para toda /.L.:,: O. 

El cono que se genera por un conjunto de puntos X = { x } es e 1 conjunto. 

e = { y 1 y :: µX ' µ ~ o y toda X é X } 2-22-1 

En E2 y E3, un cono como conjunto de puntos es frecuentemente idénti 

co con el concepto geométrico usual de un cono. 

Se deber3 notar que un cero nunca es un conjunto estrictamente acota­

do, excepto en el caso trivial donde O es el único elemento del cono. 

El punto O es un elemento de cualquier cono y se 1 lama vP.rti ce del-

cono. 

El negativo ~- de un cono C={µ} es el conjunto de puntos e- ={-u}. o~ 

viamente e- es un cono si C lo es. La suma de dos conos C1 ={u} C2={V},es 

r,
1 

+C
2 

y es el conjunto de todos los puntos u+v; ud:l' \/EC
2

• La suma C1 +C 2 

es un cono. 

Si e {u} es un cono entonces e+, el cono polar a Ces la colección-

de puntos {V} tales que V'u ~O para cualquier V del conjunto y toda ueC. 

c'\es un cono ya que un cono po 1 ar es la col eccHn de todos los vecto-

res que forman 4ngulos no mayores de 90º con todos los vectores de C, Cada 

V€C+ deber3 formar un ~ngulo no obtuso con cada vector de C. 
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Un cono es un cono convexo si es un conjunto convexo. Se puede demo.§. 

trar que un conjunto de puntos es un cono convexo si y solamente si la su­

ma V1 1 + l/í pertenece al conjunto cuando Vl' V2 pertenecen , y si ,uV per 

tenecc cuando V pertenece para cualquier u~ O. 

La suma de dos conos convexos es tamb i~n convexa., El cono generado -

por un conjunto convexo es un cono convexo. La dimensidn de un cono con-

vexo C está dada por el máximo número de vectores 1 inealmente indepen~·­

d ientes de C. 

Dado un punto a / O, se definirá una semi-recta o rayo por el conjun 

to L = { Y ly =µa toda µ..'.'..O }. N6te:;e que u11 rayo es un cono convexo. -

Un cono pol iedrico convexo r. es ia suma de un número finito de semi-rectas, 

es decir C = ¿r L
1 

1::: 1 

Se deber4 entender por suma a una suma de conos. 

Si el punto a 1 / O genera a la semi-recta L
1 

entonces un cono poi ie-­

drico convexo es la ooleccidn de puntos. 

y = toda µ¡ ~ O, 

El cono generado por un poliedro convexo es un cono poliedrico convexo. 

Ejemplo.- La figura 2-7 muestra al cono poi i~drico generado por las -

semi-rectas 1,2,S. Nótese que cualquier secci6n transversal del cono po--

1 i~drico es un poi iedro convexo. 

Si A es una matriz de orden n x r A= ( a1 , ••• , ar)' entonces el 

conjunto de puntos Y= AX=¿ xjªJ' toda x.: O, es un cono convexo - po+-

1 iedrico en En. 

Las cclumnas ªJ de A generan las semirectas cuya suma da el cono po--

1 iédrico. 
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Es decir que existirá una soluci~n no negativa al conjunto de ecuaciQ 

nes Ax= b si y solamente Si b es un elemento de cono conve~o poli~drico 

generado por las columnas de A. 

Cualquier número finito de puntos ªu ... , ar de E" se pueden imagi 

nar como generando un cono., pol i8drico convexo C. Si el máximo número de­

puntos linealmente independientes en el conjunto al' ... , ªr es n, enton­

ces el conjunto genera un cono de dimensión n. Supongamos que se tiene en 

E11 un cono n ··dimensional generado por al' ... , ªr' Del conjunto ª1''"' 

aar escogemos n-1 puntos independientes cualquiera bl' ... , b
11

_ 1• 

Estos puntos determinan un hiperplano CX =O único através del origen 

en En, 

Puede, o puede no ser cierto que todo el cono C. este en alguno de -

Jos semi-espacios cerrados CX l O o ex~ O. 

Si C si está en uno de Jos semiespacios cerrados producidos por --­

ex= O se tendrán las siguientes definiciones: 

El conjunto de puntos HF {V i GV ~O} es un semi espacio extre-

mo para el cono n - dimensional convexo y poi i6drico r. generado por los -­

puntos a 11 ... , ªr si C está en el semi-espacio AF y n - l puntos 1 i-­

nealmente independientes del conjunto ª&; ... (t,.estfo sobre el hiperplano­

CV =O. El hiperplano CV =O se conoce como hiperplano extremo del cono -­

convexo poi iPdrico C. 
Figura 2-7 
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e A P T U L O 

El Problema de Programación Lineal . 

3-1 PLAMTEAMIENTO DE UN PROBLEMA DE PROGRAMACI01j1 LINEAL. 

Supongamos que en una fábrica de motores eléctricos se producen cinco 

tipos de motores diferentes, a, b, c, d, e. El proceso de fabricación, es­

tá dividido en cuatro departamentos, A, B, C, D. Todo motor deberá pasar -

por los cuatro departamentos y en el orden indicado. 

La tabla 2-1 indica: a) las horas que requiere cada tipo de motor en 

cada departamento, b) el total de horas máquina disponibles en cada depar­

tamento a la semana, y c) la utilidad neta obtenida en la venta de un mo-­

tor. 

Se supone, que la utilidad es directamente proporcional al número de 

motores vendidos 
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T.. 2 • 1 

Departamento Motores lio ras . már¡uina 
a t e 1 d e disponibles i!Ol' semana 

--- ---· -
A 3 2.5 5 2 lj. 2200 

B 2 9 2. s 7 6 7500 

e 3.2 6 8 2 ¡· . ~ t¡ l\.500 

D 2. 5 3 2 3 l. 5 3000 

Utilidad Neta :$ 500 $ 
--<-----+-~-

700 $ 9~ $ ~00 ~: l\.SO 1 

De una superficial inspección a la Tabla 2 - 1 se deduce que si bién 

los motores by c son los que mayor utilidad neta producen, también requi~ 

ren de mayores tiempos en algunos departamentos. 

Nos interesa determinar que cantidades de cada tipo de motor se debe­

r lan fabricar para hacer máxima la utilidad neta total. 

Est.e tipo de análisis es conveniente ya que una vez determinada la··­

distribución de fabricación más adecuada, se buscarla alterar las ventas -

de tal forma que se apegaran lo más posible a la condición óptima de fabric 

cación. Esto 1íltimo se logra estudiando las técnicas de la mercadotecnia -

moderna para lal prop6sito. 

De acuerdo con las restricciones de tiempo disponible en cada depart! 

mento se tendré: para el departamento A: 

3 x1 t 2.5 X2 + S X.3 t 2 Xu + lJ. X5 horas a la semana 

Como el máximo de horas - mfquina disponibles a la semana es 22000, 

esto se expresará por: 

3 X 1 T 2. 5 X z ~ 5 X 3 -r 2 X,, + lj. X 5 ::;; 2 200 



Como es posible que no exista ninguna combinación que utilice los~ -

cuatro departamentos a plena capacidad, es necesario utilizar el símbolo -

de desigualdad. 

Las ecu::ciones correspondientes a Jos departamentos B, C, Y D serán: 

7500 

< lff,00 

Por la naturaleza del problema son inadmisibles los valores negati-­

vos de x1 por lo tanto o son positivos o son nulos. 

La funci6n que expresa el objetivo del problema es: 

Z es la utilidad neta y por ello deseamos que Z sea máxima. 

Las ecuaciones anteriores unicamente expresan relaciones 1 ineales en. 

tre las variables. 

3-2 CARACTERISTICAS DEL PROllLEMA DE PROGRAMAC.ION LINEAL. 

Como resultó evidente del planeamiento anterior, la programación 1 i-­

neal unicamente se r'efiere a la solución de problemas en Jos cuales todas 

las relaciones entre las variables son 1 ineales, tanto en las ecuaciones -

restrictivas como en la función por optimizar. 

El problema general de programaci 6n 1 i neal se p.uede expresar como un 

conjunto de m inecuaciones o ecuaciones con r variables, y se desean encon. 



trar valores no negativos de estas variables que satisfagan las restric-­

ciones y maximicen o minimicen ~guna función de las variable~ 

Expresado matematicamente se tendrán m inecuaciones o ecuaciones con 

r variables. (m podrá ser mayor, menor o igual ar). 

> 

= 1, ••• , .m. 

3 - 2 - ,_ 

y se desean encontrar valores de x1 
> o = 11 • • • , r 

3 - 2 - 2 

que hagan máxima o mínima a la función 

z = el xl ,. 3 - 2 - 3 

en que ªJJ' b1 y c 1 son constantes conocidas. 

El hecho de implicar un comportamiento lineal a, un problema no es - -

siempre representativo del problema real, slnembargo la discrepancia en la 

gr.an mayoría de Jos casos es tan pequeña que al asumir un comportamiento -

1 ineal prácticamente no se cometen errores. 

Por otro lado, el hecho de permitir a XJ que tome los valores permiti 

dos por 2 - 2 - 1 y 2 - 2 - 2 pueden dar por resultado que X. no sean V_!! 
.1 

lores integrales. Si se desea agregar una condición que haga que los valo-

res XJ sean integr,ales, esto .hará· que, en general se pierda la 1 inearidad. 

Muchas veces sinembargo la condición del problema requiere que los varla-.­

bles sean integrales y en estos casos si las Xj resultan fraccionales se -

aproximarán al integral más próximo. Esta aproximacl ón será tanto más exaf 

ta y válida cuanto mayores sean los valores de XJ. 

La función expresada en Ja ecuación 3 - 2 - 3 se llama función obje­
r 

tiva. En ella no aparece ningén término constante o sea Z.= ~ C. X.+ C. 
J =¡ J J 
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Ello es evidente ya que en el caso de que en realidad existiese-un -

término tal este no intervendría en el proceso de maximizar o minimizar a 

z_, es decir que se le podria ignorar durante el proceso de optimización y 
agregarse después. 

Existen en el problema dos tipos de condiciones restrictivas; a saber, 

las impuestas por las ecuaciones 3 - 2 - 1 y aquella debida a la candi- -

ción de no negatividad expresada en 2 - 2 - 2. Matemáticamente no difie-­

rrn estas condiciones sinembargo, en el proceso de solucionar un problema 

de programación 1 ineal, estas restricciones se tratar~n de diferente mang 

ra. 

A cualquier conjunto de Xj que satisfaga a las restricciones 3 - 2 -

1 se le llama, solución del problema de programación 1 ineal. Cualquier so= 

lución que satisfaga a la condición de no negatividad se llamaré a su vez 

solución viable o factible. Cualquier solución factible que optimice a Ja 

función objetiva se llamad solución factible óptima. 

Resulta entonces evidente t¡ue el objetivo en un problema de programª-­

ción lineal consiste en encontrar una solución factible óptima. En gene-­

ral en un problema de programación lineal existirán un nómero infinito de 

soluciones factibles, y entre el las se deberá encontrar aquella que opti­

mice a la función objetiva. 

3.3 INTERPRETACIOH GEOMETRICA DEL PROBLEM.l-. DE PROGRAMACION LINEAL. 

Por razones obvias un i came11 te se i nt erp retarán geométricamente aque-

1 los problemas que contienen dos o tres variables y unicamente se podrán 

resolver graficarnente problemas de programación 1 ineal en E2 y E3 

Con objeto de ilustrar graficamente un problema en E2·supongamos que 

el planteamiento arrbja las siguientes ecuaciones: 

+ X 
?. 
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\ + 3 x, < ;) 

\ 2.'X1+X·;z.=S 

Como X
1

, X
2 

>O unicamente nos ocuparemos del primer cuaarante. 

El lugar geométrico de X 
1

, x2 > o y, 2 x
1 

·r X :S 5 está dado 2 

por el triángulo con achurado horizontal y el lugar geométrico de X
1

, x, 
> o y X 1 + 2 x2 ;S 9 por el triángulo con achurado vertical. 

Las soluciones posibles estarán en Ja intersección de las dos regio­

nes, o sea en el cuadrángulo O ABC. 

La solución óptima al problema de programación 1 ineal consistirá en 

encontrar el punto o puntos en la región de soluciones posibles que haga 

máxima a la función objetiva. 

La función objetiva Z = C
1 

X
1 

+ C
2 

X
2 

consiste en un conjunto de -­

rectas paralelas para diferentes valores de Z y deseamos encontrar aquel 

valor de Z máximo que haga que la recta contenga un punto o puntos de la­

región cerrada O ABC. 

De la figura 3 - se ve que el caso bes el que da la solución ya -

que la recta e aunque tiene una Z mayor no contiene ningGn punto de la r! 

72 



gión de soluciones factibles. 

La solución analítica para encontrar la ecuación de la recta b se ll_ 

rnitarfa a encontrar las coordenadas del punto By sustituirlas en la ecu! 

ción de la función objetiva para así determinar el valor de z. 

Es decir: 

- 5 )(2 - - 13 

X -· 13 
2 

s 

13 % - 39 6 
x1 = 9 3 x--= =--

s s 5 

La función objetiva es: 

6 13 19 
x2 =--+ -- = 

5 5 
= 

Un caso particular del ejemplo anterior se presentaría cuando la perr 

diente de la función objetiva es igual a la pendiente de alguna de las -­

dos ecuaciones restrictivas o sea por ejemplo el caso siguiente: 

~ o 

Graficamente este problema queda representado en la fig~ra siguiente: 
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Figura 3 - 2· 

En este caso la recta que repreuenta a la función objetiva cae sobre­

uha de las rectas frontera de la región de soluciones factibles. 

Evidentemente no existe en este caso un par 1ínico de valores X
1

, X
2 

que maximice a Z 1 por el contrario, cualquier punto comprendido dentro del 

segmento de recta AB dará un mismo valor máximo de z. Esto es el valor mz­
ximo de la función objetiva es 6nico pero existe un nómero infinito de sol~ 

ciones factibles que proporcionan este v~or de z. 

Es importante notar que el vértice del poi ígono que en el primer ejem­

plo fué la solución óptima, también es en este caso una solución óptima. En 

este caso dos vertí ces, así como cualquier punto sobre el segmento de recta 

comprendido entre los dos vertices constituyen soluciones óptimas. De aque­

llos problemas de programación lineal en que es posible combinar los recur­

sos de más de una manera para obtener una condición óptima se dice que tie-
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····.,·-· 

~en sofuciones óptimas multiples. 

Como siguiente caso anal izaré una región de soluciones factibles defl 

nida por un mayor n6mero de condiciones restrictivas. 

Digamos que se tiene el siguiente problema: 

Figura 3 - 3. 

x1 + x2 ~ ~ 

x1 + 3 x2 > 6 -

x1 + ~ x2 s 16 
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X 
1 

+ 

De la figura se ve que Z es mínima en el punto E. El p1rnto E es la_ 

intersección de: 

x1 ·r X. = ~ ¿ 

x1 +3 x, = 6 

2 x, = 2 

x2 = 

O sea Z min = 3 + 2 = 5 

3.4 INTERPRETAClotl GEODETRICA DE CASOS ESPECIALES DE PROBLEMAS DE PRO­
GRAMACION LINEAL. 

Existen algunos problemas, cuya naturaleza es esp.eci al y ql!e se deberán 

tomar en co11sideración en el desarrollo de una técnica general para la sol!! 

ci611 de problemas de Programación Lineal. 

Considérese el sigui ente problema: 
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~ ---··· ···--·-·--

Figura 3 - 4• 

Como se puede apreciar de la figura 2 - q Z se puede incrementar ar 

bitrariamente y siempre permanecerá dentro de la región de soluciones fac­

tibles y se dice por ello que Z no tiene un valor máximo finito. Este pro­

blema tiene una solución no acotada. 

Ning1ín problema de programación 1 ineal que representa un caso real dg_ 

berá tener una solución no acotada, ya que esto, implicaría la posibilidad 

de una utilidad neta infinita. 

Sinembargo sucede en ocasiones que un error en el planteamiento del -

problema conduce a una solución no acotada. 
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En el ejE:mplo anlerior, ambas variables se podían incrementar arbitrª 

r i amen te al crecer Z. Es importante hacer notar si nembargo que una sol u-­

ci ón no acotada no implica necesariamente que todas las variables se pue-­

den hacer arb1 i.rari amente grandes al crecer Z. Si el problema anteri.or hu­

biese sido: 

3 x
1 ~ 

V > 8 "2 

x2 < 7 -

x1 x2 > o 

max Z = x1 + 2 x
2 

Figura 3 -

en este caso, aunque Z cresca, X
1 

si empre serz X < 7 
2 

En un caso anterior se v1ó que el conjunto de variables que maximiza a 

la fu11c1611 objetiva no necesariamente es única. Puede aderr1is presentarse el 

caso en que aunque Z mixirr1a sea finita, existan solucion1~s que den esta Z -
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:nixima que te11~ill\ valores arbi lrari amenle grandes de las variables. 

Si las ecuaciones del problema fueran: 

3 X t¡ x7 > - 8 1 -

x1 .. 4- x, > 16 -

x1 x2 > o 

max Z x1 - r.¡ x2 

figura 3 - 6. 

Este tipo deproblcmas no son del todo coherentes, ya que existen sol!!. 

ciones con valores arbitrariamente grandes de las variables y que sinembar­

go conducen al valor 6ptimo de z. 

Los casos especiales ana.lizados han tenido soluciones factibles, sine!]l 

bargo, pueden presentarse incongruencias en el planteamiento de las f~ncio­

nes, restrictivas e¡ue hagan imposible la obtención de soluciones facti·bl es. 
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El siguiente ejemplo muestra una de estas inconsistencias: 

mrmrwrm -
1 -----------

~_._,_-'-'--'-'--'-LLI.....l... 

Figura 3 . 7. 

x1 + 2 x
2 .:s 8 

x1 + ~ x2 > 18 -

xz .:s 6 

x1 xz ~ o 

Z max = 2 X 
1 

+ 2 xz 

Como se puede apreciar de la figura 3 - 7' no existe ninguna regi 6n - -

que cumpla las condiciones impuestas por el problema ya que para xi xz 
> o no es U definida la región de las funciones restrictivas, y donde --

existe una región que satisface a las funciones restrictivas X es menor -
1 

que cero, o lo que es lo mismo, las funciones restrictivas pueden o no ser 
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inconsistentes y, sinembargo no existir ninguna solución factible. 

Resulta evidente que no es de esperarse que un problema lógico, co- -

rrectamente planteado, tenga un comportamiento, como los anal izados en es­

ta sección. Sinembargo, en un problema real, con un gran número de varia-­

bles y fun::ic.;,z:; ... re:;trictivas, resulta muy dificil poder afirmar a simple 

vista que las funciones restrictivas son consistentes, y más z1::i que exis­

ta una solución factible y que no existan soluciones no acotadas. Los ca-­

sos especiales antes analizados se pueden presentar sinernbargo, debido - -

principalmente a errores en el planteamiento del problema. 

Debido a 1 a posibilidad de que durante el cómputo de un problema pu-­

di era surgir que este tenga una solución no acotada o bien que no presente 

una región de soluciones factibles, es necesaria una técnica general, que 

nos indique estas irregularidades. 

3.5 INTRODUCCION AL ME"rODO SIMPLEX. 

De los casos hasta ahora estudiados se pueden obtener las siguientes­

importantes conclusiones: 

a). En el caso de existir soluciones factibles, la región de soluciQ. 

nes factibles era convexa. 

b). Las fronteras de la región de soluciones factibles eran rectas o 

planos, y en el caso general sedn h iperpl anos. 

c). Existían vértices en 1 a frontera, y existían aristas que un fan a 

los diferentes vértices. 

d). Para cualquier valor dado de Z, la función objetiva está repre-­

sentada por una recta, un plano, o en el caso general por un hi­

perp 1 ano. 

Así mismo el análisis anterior mostró la peculiaridad de que cuando -

el valor óptimo de Z, era finito, por lo menos uno de los vértices de la -

región de soluciones factibles era una solución óptima. Esta situación ta!!!. 

bi én es cierta en el caso general, si nos imaginamos un espacio de dimen--
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sión n. En este caso la regi6n de soluciones factibles es un conjunto co!!_ 

vexo. También posee vértices o puntos extremos, y se dice entonces que de 

existir una sol uc1 ón óptima, esta ocurre en uno de los puntos extremos, 

Cuando se busca maximizar o minimizar una func16n, se piensa inmedia­

tamente en ei mélocfo del cilculo diferencial, sin embar90 este método no -

es aplicable a los prbblemas de programación 1 ineal. La razón se debe a -­

que 1 as solucior1es óptimas eslán en 1 a frontera o puntos de acumulación de 

1 a región de soluciones factibles, y lo que es ar!n peor, en los vértices­

de esta región, o sea en las discontinuidades. Ademzs, el cálculo diferer1-

cial unicamente local iza los máximos y mínimos relativos y no indican di-­

rectamente el mtximo o m fnimo absoluto. 

No existe hasta ahora ning~n método que conduzca a la solución óptima 

de un problema de programación lineal directamente. Los métodos existentes 

son iterativos y por ello en el caso de existir un gran ndmero de funcio-­

nes restricl1vas resulta extremadamente dificil encontrar una solución faf 

tible, más a1ln una solución óptima. 

En 191t7 George Dantzig desarrollo el método simplex. Es éste el método 

más conocido y empleado en la solución de problemas de programación lineal. 

Este método simplex es un proceso algebrárco interativo que conduce a la SQ 

l~ci6n exacta (no es un método aproximativo) de cualquier problema de pro-­

gramación 1 ineal en un número finito de pasos, o en su defecto indicar que 

existe una solución no acotada. 

El método simplex constituye un procedimiento para ir de paso en paso, 

moviéndose de un punto extremo dado al punto extremo óptimo. Cada paso - -

es unicamente moverse de un punto extremo a uno adyacente. Entre los puntos 

extremos adyacentes, el seleccionado es aquel que da el incremento máximo,­

(o decremento máximo) en 1 a función objetiva. El método simplex se "mueve" 

sobre una arista del a región de soluciones factibles de un punto extremo 

a uno adyacente. 

En cada uno de los puntos extremos, el método simplex indica si es Ó!?_ 

timo, y en caso de no scri o cual deberá ser el sigui ente punto extremo. 



Si. lle!]a a suceder que en algi)n paso cualquiera un punto extremo tie­

ne una arista que tienda al infinito y que la función objetiva se pueda i!:!_ 

crementdr o disminuir al moverse sobre esta arista, el método simplex indi 

ca que existe una solución no acotada. 

El método simplex como se mencionó anteriormente se inicia en un pun­

to extremo y surge entonces el problema de como encontrar un primer punto 

extremo. Como se pudo ver en !os ejeniplos anteriores, el origen constituyó 

en varios casos un punto extremo de la región de soluciones, factibles. Si 

el origen es una solución fact1 ble, 5erá necesariamente· un punto extremo -

por la condición de no negatividad de las variables. Es decir que 5i - - -

Xj = O ·- J, ••• , n, satisface, a las funciones restrictivas, se ha­

brá encontrado un punto extremo inicial, Desgraciadamente no es siempre e.;? 

te el caso, ya que como se ve en el problema de la figura 2 - 3 el origen­

no es necesariamente un punto extremo de la región de soluciones factibles. 

En este caso es aún posi b1 e encontrar un punto extremo, pero es mucho mas 

1 aborioso como se ved posteriormente. 
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C A P "I" U L O IV 

Teoría del Método Simplex. 

4, 1 ELIMIHACIOH DE LAS DESIGUALDADES. 

Como se mencionó en el capitulo anterior, el problema general de pro­

gramación 1 ineal consiste en encontrar valores para un conjunto de r vari! 

bles xj que satisfagan n desigualdades o igualdades lineales de la forma: 

= 1, ... , m 

en las cuales unicamente existe uno de los símbolos S, e,? para cada fun-­

ci6n restrictiva, pero el símbolo puede ser diferente en cada ecuación. -­

Las variables xj no deberán ser negativas y deberán hacer máxima o,mínima 

a la función ·ob.Jeli va. 

( l\-1-2) 
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Todas !as aij' b¡, cj son constantes conocidas. 

Se mencionó igualreente que cualquier conjunto xJ que satisfaga el con 

junto de restricciones (ij-1-1) es una solución. 

Cualquier solución que satisfaga la condición de no negatividad se 

llama solución factible. Cualquier solución factible que haga máxima o 

mínima a la función objetiva (4-1-2) se llama, ~olución factible Óptima. -

Buscamos un método para encontrar una solución factible óptima. 

Dado que es mas sencillo operar con acuaciones que con desigualdades, 

eliminaremos éstas de la expresión (4-1-1) introduciendo una variable adi­

cional en cada caso. 

Con objeto de tener un desarrollo general mas simple, hagamos a todas 

las b¡ >O. En caso de no ser así multiplicaremos toda la expresión por -

(-1) para lograrlo, teniendo cuidado en invertir los símbolos de las desi­

gualdades al hacerlo. 

Para su estudio dividiremos las funciones restrictivas en tres grupos, 

a saber: 

a).- Las que tienen el símbolo~ 

b).- Las que tienen el símbolo? 

c).- Las ecuaciones. 

Anal izaremos el caso a: 

La expresión general es: 

( lf-1-3) 

Si introducimos una nueva variabte xr+h ;: Q, 
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> o 

A •r+h se le llama variable de defecto ya que constituye la dife-­

rencia o defecto entre la cantidad disponible y la cantidad realmente uti-

1 izada. 

Por, el lo arreg}ando los términos de la ecuaci6n (4-1-4), la desi---­

gualdad (4-1-3) se ha transformado en una ecuación: 

( 4-1-5) 

Caso b. Para las desigualdades con símbolo > el arreglo general es -

de la forma: 

r 
¿ akj X j 2' bk 

j''l 

se introducirá una nueva variable •r+k 

1 r+k = ¿ akjXj - bk 

j =¡ 

(ll-1-6) 

:: o. 

( ll-1-7) 

Esta nueva variable xr•k se llama variable de exceso ya que consti­

tuye la diferencia entre la cantidad que se tiene y la mínima por producir 

o sea un exceso. La expresi6n (i+-1-6) se transforma en: 
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( ll-1-8) 
j"'i 

En resumen el conjunto de restricciones í4-l-1) se transforman en un 

sistema de ecuaciones lineales simultáneas cuya forma general es: 

I ªnJXJ + xr+h = bh 
j:: 1 

¿ akjxJ - Xr+k = bk 
j =1 

;¡: apjxJ = bP 
j=1 

h :: J,, , , , U. 

k =u+ 1, •• • ,v (it-1"".9) 

p=v+!, ••• ,w 

El conjunto de restricciones (LI-1-9) se pueden expresar en forma ma-­

tricial por: 

14-1-10) 

en donde ªJ son las columnas de A. Las variables de defecto o de exceso -

Xr+I aparece en la ecuación y por ello la columna de A que corresponde 

a Xr+i será e¡ si xr+I es una variable de defecto, o será -e 1 si xr+: 

es una variable de exceso. 

Consideremos, ahora el efecto que sobre la función objetiva, tiene la 
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introducci6n de estas, variables adicionales. 

La función objetiva original era: 

z ( l\-1- l I) 

Si ahora asociamos unos coeficientes C nulos a las variables adicion! 

les, de defecto o de exceso, la función objetiva. 

r+v 
z = I cixi + I 

J = 1 

no cambia y es igual a la original (4-1-11). 

(ll-1-12) 

A continuación se justificará la validez de la introducción de las -­

variables adicionales. 

Hemos afirmado que optimizar a (U-1-11) sujeta a las restricciones im 

puestas por el conjunto de ecuaciones lineales simultáneas (q-1-101 para -
x. ; 0 (j = l, .•. ,n) es equivalente a optimizar (3-1-2) sujeta a (4-1-1) 

J > . -para xJ- O (J - 1, ... , rl. 

Para demostrar que esto es correcto se deberá notar que si se tiene -­

cualquier solución factible a las restricciones originales (U-1-1) enton-­

ces el hecho de introducir, variables de exceso o de defecto dará un con-­

junto de variables adicionales no negativas tales que se satisface (4-1-10) 

con todas las variables no - negativas. 

En forma inversa, si se tiene una solución factible X al sistema---­

{U-1-10), entonces las primeras r compntes de X darán una solución facti­

ble de (U-1-1·), 

Si ahora x = x
1

, ... , xn > O es tJna solución factible de(4-1-IO), 
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que optimizad (1~-1-12) entonces las r primeras componentes de x, es decir 

x1, ... ,xr serán una soluci6n optima de 111-1-1) y (lt-1-2) y darán el mismo 

valor optimo z de z. Para demostrar esto supóngase lo contrario, es decir -

que para las ecuaciones (IJ.-1-1) y (tL.I-?) otra soluci6n, digamos 
1 • ' 1 . ' - ~ x == x 1, ... , x 1 da un va o r me Jo r de z o sea, z que x = x 

1
,. .. , x r, se deberá 

b • • notar que existen varia les adicionales, no negativas x ·ti•· •• ,xh tales --

que ~ 1 , •••• ~.es una solución factible de (~-1-101 con~ como valor de z. 

Pero esto contradice el hecho de que i es el valor óptimo de z para -

(!J.-1-10) y (4-1-1?). Por el lo, anexando las variables de exceso y de de·-­

fecto a cualquier soluci6n óptima de l!J.-1-1) y (ll-1-2) se obtendrá una so­

lución 6ptima de (4-1-10) y (IJ.-1-12). 

Resumiendo, se concluye que si se agregan variables de defecto y de -

exceso con cj= o ( j = r+l, ... r+v) para convertí r al conjunto orí ginal de 

restricciones en Llíl sistema de ecuaciones 1 ineales simultáneas, el proble­

ma así constituido, tiene el mismo conjunto de soluciones 6ptimas que el -

sistema original. 

4.2 •• OBTENCION DE UNA SOLUCIOH BASICA FACTIBLE A PARTIR 
DE UNA SOLUCION FACTIBLE CUALQUIERA.· 

En los desarrollos siguientes, se considerará que el conjunto de res­

tricciones (IJ.-i-10) cumple que 

r (A) = r (Ab), (11.-2-1) 

es decir que el rango de la matriz formada por los coeficientes es igual -

al rango de la matriz aumentada ya que de no ser así las restricciones son 

inconsistentes y no existe solución. 

r (A) = m ( IJ.-~-2.) 
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en quemes el número de ecuaciones restrictivas del problema. 

Las expresiones anteriores implican que el ndmero de ecuaciones li-­

nealmente independientes podrá ser a lo sumo igual al ndmero de variables. 

En el caso de ser iguales, existirá una solución única y si ésta es facti­

ble, será óptima. 

Sin embargo en el caso general se tendrán mas variables que ecuacio--

nes. 

Teorema: 

Dado un conjunto de m ecuaciones lineales simult~neas con n incógni-­

tas (n? m), AX= b r( A) ::: m, si existe una solución factible x ;:- O, ne-­

cesariamente existirá una solución factible básic~ 

Demostración: 

Supóngase que existe una solución factible con q ~ n variables positl 

Vds. Si las numeramos de tal suerte que las primeras P variables son posl 

tivas la solución factible quedará expresada por: 

= b ( 4--2-3) 

X J > 0 ( j = 1, , , , , q); X j::: Q ( j =q + 1, , , , 1 n) 

Los vectores a1 asociados a las variables positivas podrán ser 1 ineal 

mente independientes o no. 

a) Si el conjunto a1 (j = !, ... , q) es linealmente independiente, en­

tonces q :5 m. Si q - m la solución es automáticamente no degenerada básl 

ca y factible. Como rlA) m, si q < m, existirán necesariamente m-q co--

lumnas de A que junto con la p columnas son base de Em y forman una matriz 

no-singular. Por ello si a m-q de las variables las igualamos a cero ob--
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tendremos una soluci6n ~actible degenerada. 

b) Si los vectores aj (j = l, ... ,q) son linealmente dependi~ntés, --­

existirán aj no todos nulos tales que: 

por ello buscaremos hacer algunos xr de: 

= b (j = l, ... ,q) ( IJ.-2-5) 

iguales a cero. 

Si existe un vector ªr cualquiera de los q vectores de (4--2-IJ.) para -

el cual ªr 1 O lo podremos expresar en funci6n de los q-1 vectores restan 

tes, es decir: 

ª1 
art.,,.í: ªJ 

jfr ªr 

que sustituida c
0 

(4--2-5) queda: 

4 ªJ 
¿ {X J - xr - ) 

j=1 
j fr 

( IJ.-~-6) 

( ll-"-2-7) 

Esta es una soluci6n con no más de q-1 variables diferentes de cero. 

Sin embargo al escoger ar arbitrariamente puede resultar que algunas vari~ 

bles sean negativas. 
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tendremos una solución factible degenerada. 

b) Si los vectores aj ( j = 1,. .. , q) son 1 inealmente dependiP-ntes, --·· 

existirán ªJ no todos nulos tales que: 

por ello buscaremos hacer algunos xr de: 

(4-2-5) 

igual es a cero. 

Si existe un vector ªr cualquiera de los q vectores de ~4-2-4) para -

el cual ªr ~ O lo podremos expresar en función de los q-1 vectores réstao 

tes, es decir: 

( 4-'.!-6) 

que sustituida en (4-2-5) queda: 

( t¡..; 2-7) 

Esta es una solución con no más de q-1 variables diferentes de cero. 

Sin embargo al escoger ar arbitrariamente puede resultar que algunas variª 

bles sean negativas. 

91 



Por el lo para que esto no suceda: 

> o (j - l, ... ,q) f r 

Si para alguna j aj =O, (4-2-8) se cumple autométicamente. 

Cuando aj I O, dividiendo por aj 

< o < o 

Si para seleccion_ar al vector aj uti 1 izamos 

Xr )(j 

= min xi > o ( ll-2.., 11) 
ªr J ªi 

entonpes todas las variables en (ll-2-7) serán no-negativas y se habrá así 

encontrado una solución factible de no mas de p-1 variables diferentes d~ 

cero. 

La expresión (ll-2-11) indica que es necesario calcular todas las -­

x/aJ para ªJ >O y entre ellas escoger la menor. La variable que corre§ 



._, ... 

pande a este xJ / ªJ rn~imo se hace cero con la sustitución fU-2-6) se -­

deberá notar que las aj son las proporcionadas por (4--2-4-l. 

Un método idéntico al anterior es escoger al m<1yor de los: 

X r xi J~ = max - ' (Lj ( ll-~-12) 

ªJ ªJ _I 
Habremos de esta manera obtenido una solución con no mas de p-1 va-­

riables positivas, siendo nulas las dernas. 

Si las columnas asociadas a las variables positivas son linealmente -

independientes habremos llegado al caso "a" ya, conocido, para el cual --­

existe una solución básica factible. Si las columnas por otro lado son d§ 

pendientes, se repetirá el proceso para hacer nula a otra variable. 

Si en algdn caso la xJ I ªJ m~ima no es dnica, en lugar de disminuir 

en uno las variables no nulas, haremos nulas a todas aquellas variables xJ 

para las cuales xJ I ªJ es m~imo. 

Ejemplo.-

Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones: 

una solución factible sería: a1 + 2a 2 + 3a 3 = b 
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El rango de la matrii: A= (a 1,a
2
,a

3
l e!I 'l.. Por ello una solución b~ 

sica factible existe para no más "de dos variables diferentes de cero. 

Por otro 1 ado: 

y por e 1 1 o: a., = IJ., a. 2 = 1, a~ :¡: - 7 

Encontraremos el valor menor de: 

Si: 

3x 1 + ~x 2 = 1 f 

7x
1 

= 15 

15 

7 

)(2 § l'.l -~ =.i.L- 75 = J.§_ 
7 7 7 



Es decir: 

t mi n , 

J 

por ello el iminarernos al vector a
1 

y obtendremos así una nueva solución~­

con no mas de dos variabl~s no negativas.De (3-2-7) se tiene: 

x2 

xr 
XJ = xJ -

a.r 

15 15 
x1 ----

7 28 

=~-J2.x 1 
61J.-15 -

7 28 ?8 

15(-7)= 

~8 

a. j 

X lJ. = o 

1ig 

~8 

15 
t-

IJ. 

7 =-
lJ. 

19 

I! 

Unicamente dos variables son diferntes de cero, además a2, a3 son li· 

nealmente independientes. La solución básica factible es: 

resultado que se puede comprobar por: 
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7 19 26 
l3 -+- - --

? 2 2 

7 57 64 
y +-=-= 16 

lj. 4 1¡ 

Si se hubiese eliminado a a2 en lugar de a1, x2 se hubiera hecho -­

igual a cero, sin embargo la nueva solución no hubiese sido factible ya -

que x
1 

resultaría n~gativa. 

4-3 •• MEJORAMIENTO DE UNA 501.UCION BASICA. FACTIBLE •• 

Las restricciones en un problema de programación lineal se pueden ex­

presar por: 

AX = b ( IJ.-3-1) 

Si se desea encontrar una solución básica, se formará una matriz B -

{mxm) de la matriz original A (rn1n), tal que B sea una base de Em. 

De acuerdo con esto, cualquier columna a1 de A se puede expresar como 

una combinación 1 ineal de las columnas de B, es decir: 

( 4-~-2) 

(IJ.-3-3) 

Cualquier matriz base B determina una· solución básica de (IJ.-3-1) que 

es: 
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X B = B - 1 b; X B ~ B 1' ••• ' x s;J 

Se recordará que una solución básica se dice que es degenerada, si 

una o mas de las variables básicas son nulas. 

Las coeficientes de la funci6n objetiva, tambi~n llamadas "precios" -

forman un vector renglón c 8 dado por: 

e B C B 1 ' • • • ' C 8m) 

y la función objetiva para una solución básica factible estará dada por: 

ya que todas las variables no básicas se anulan. 

A continuación definiremos una nueva variable Zi dada por: 

m 

Z J = y 1 J C 81 + • • • i· y m j C Bm = Í: y 1 J C O 1 = C By j 
1=1 

( 4-3-5) 

y cuya interpretación económica se verá posteriormente, se notará que para 

cada a1 de A existe una z1 ; la z1 que corresponde a a1 variar~ al cambiar 

1 as co 1 umnas de A en B. 

Ejemplo.- (4-3-t). 

Considérese et siguiente problema de programación lineal: 

XJ aj. = b j=1 X ~ 0 
J 
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b = [ 2, '.l 1 

La variable xi,. se puede considerar como una variable de exceso o de -

defecto ya que e& = o. 

Se podrá formar una matriz base B haciendo a
3 

= b1 y a1 = b2 enton--

ces: 

l -- [~ q.3] B = ( b1, b2 .. 5-1 

Se obtendrá una solución básica en la cual x2 y xu serán nulas . 

. -1 
XB = B b::; ...!...[ ;:¡ -10 

-4-

Las variables incluidas en la base son: 

Los coeficientes CJ de estas variables son: 
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Cualquier otro vectorª¡ de A se puede expresar como una combinación 

lineal de los vectores base. Para el lo se requiere calcular los Yj para -

ªJ dado por (3-3~3). 

Calculemos las Yj para a 2 

-1 
y2 = B ª2 

El valor de la variable Zj para j = 2 definida en (3-3-6) vale: 

(-9) + l (-2) 

10 10 10 

El valor de Z para esta solución básica factible vale: 

(-ª-) + l (-2) 8 ~ 

10 10 10 5 

Estudiaremos ahora la posibi 1 idad de encontrar otra solución básica, 

pero tal que de un valor mejorado de z. 

Para cambiar un vector de una base se vió que si: 

entonces a1 puede sustituir a cualquier vector br para el cual YrJ 1 O, Y 
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,·~·· .. :. . 

el nuevo conjunto de vectores segurrá siendo una base. 

Si hacemos este tipo de sustitución se tendrá: 

(t¡-3-7) 

como la solución básica factible original se pedía expresar por: 

m 

= b 
i= 1 

Si ahora eliminamos br, se obtendrá: para la·nueva solución básica: 

m 
y 1 j x sr 

¿ ( XBI Xsr--) b¡ + -·--aj = b ( L¡-3-9) 
1=1 

Y r j Y r j ¡;ir 

Sin embargo la nueva solución básica deberá ser tambi~n factible, o -

sea: 

Y1J 
X9¡ - Xsr-- > O 

y r J 

~ o ( t¡_ 3_' 1) 

1'JO 



.' ,.. .~ .. 

como Yrj -f O y x6 r -f O de (4--3-1 J) se implica que Yrj >O. 

Se deberá escoger de las b¡ con Y;j >O aquel vector brtal ·que se -­

cumpla (3-3-10).Si Y;J >O la condici6n '11--3-10) se puede transformar a: 

xBi Xar 

-- - :: o 
Y 1 j Y r j 

lo que nos indica que la columna r, de B que se deberá sustituir será: 

X Br X B 1 

= min {--, y i j > o } = e (11--3-12} 

y r j y 1 j 

y la nueva solkción básica será factible. 

Si indicamos a la nueva solución básica factible con X = B -1 b de la B 

expresi6n {11--3-9) se obtienen los valores de las nuevas variables básicas 

en función de las originales y de las y 1J es decir: 

y 1 J 

XBI = XB¡ - Xar-- (11--3-13) 

y r j 

x er = ( Jt-3- lit) 
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Es importante hacer notar que el valor rnGimo dado por (4-3-12) pue­

de no ser único. En este caso, si se sustituye una de las columnas que -

presentaron este mínimo, la nueva solución es factible, sin embargo, Jas­

otras variables que también tenían este mismo mínimo, al sustituir en la 

ecuación (4-~-13) la nueva x
81 

=O, o sea que la nueva solución factible­

será degenerada. 

Otro caso especial se presenta cuando el valor mínimo de (4-3-121 es 

cero. 

Es decir que para qlle ¿J:;; O se requiDre que x8 r =O, lo que implica-

da que se partió originalmente de una solución degenerada. Al sustituir 

en (4-3-13) y (U-3-141 obtenemos que: 

como los valores de la antigua y nueva solución no cambian, la nueva sol!! 

ci6n será también degenerada. 

Sin embargo, el hecho si la solqción original fue degenerada, no i!J) 

plica que la nueva solución siempre lo sea. Se puede presentar el caso -

de que las y 1J que corresponden a los x01 =O sean negativas, y consecuen 

temente no intervienen en la operación (4-3-12) por lo que e será posíti­

va. En este caso, aunque la solución original sea degenerada, la nueva -

no lo será. 

Como se vi6 con anterioridad el objeto de obligar que YrJ >O fue -­

con el objeto de que x Br / y r i z O, pero si l< sr :;; O ya no es necesario, -

que Yrj >O, en este caso se podrá sustituir simplemente Ja columna r de 

8 y sustituirla directamente por ªJ' 

El objeto de haber buscado una nueva solución básica factible, fue -

la de que esta diera un valor mejorado de la función objetiva, estudiemos 
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pues que condiciones se deberán cumplir para mejorar a la funci6n objeti-­

va. 

El valor de la funci6n objetiva para la soluci6n original es: 

El vaioY de Z para la nuevo solución básica es: 

en que: 

ya que el único precio que cambia es el de la nueva variable en la base. 

Si utilizamos las expresiones {l~-3-13) y (t¡_3_11n se tendrá: 

m 
y 1 j 

eel (xal - Xsr __ ) 

y r J 
( IJ.-1-15) 

ahora bien, como el t'rmino i = r el parántes1s es nula, es posible hacer 

Ja suma ininterrumpida hasta m, es decir: 

m y 1 j x ar 
z = ¿ e (X 81 - XBr -- ) + ci ar" 

1=1 
y rj y r j 
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o bi én: 

m X Br m X Br 

z I C BI X BI 

___ ¿ 
c si y i j +_ej 

¡ =i 
y r j 

1=1 
y r j 

El término I c 8 ¡ y 1j se defini6 en (4-3-6) por zj, por lo que la ex-­

presió~ anterior se reduce a: 

X Br 

Z = Z + __ ( Cj - ZJ ( 4-3-17) 

y r j 

La ecuación (1~-1-17), indica que el nuevo valor de la función objeti­

va es igual al anterior mas la cantidad e (c1 - zj)' 

Ahora bien zj = c 8 yj, que se conoce para Ja solución básica original 

ya que se deberá notar que z1 se refiere a la solución básica original y -

no a la nueva. 

Por otro lado cj es el precio asociado con la nueva variable xj' 

En el caso de desear maximizar a z, si e ( cJ - z1 ) > O entonces 

z > z y se habrá incrementado la función. Como e; O la condición se redy 

ce a que cj - z1> O. 

Esto implica que el vector aj para formar la nueva base se deberá elg 

gir de tal manera que cJ - zj >O y por lo menos un y 1J >O. 

Si la solución original no fue degenerada, entonces e >O y se habrá 

incrementado el valor de z. Si Ja solución básica original fue degenerada 

y se escoge un vector aj tal que c1 - z1 > O y por lo menos un y 11 >O, -

se habrá o no se habrá incrementado z, dependiendo si O >O, pero en todo 

caso cuando cj - z1 > O no se habrá disminuido z. 
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Cuando se desea minimizar la ªJ deberá ser tal que c
1 

- z
1 

<O para 
< que z - z. 

Si un sistema de restricciones AX = b de un problema de programación 
-1 

lineal tiene una solución básica factible, X
11 

= B b se tiene un valor de 

la función objetiva dado por z::: c!l x
0

• 

Si para cualquior-ccl~:r.na ªJ en A, pero no en B se cumple que cJ > 

z: 1 y si por lo menos un Y¡j >O i = l, ... ,m, entonces es posible obtener 

una nueva solµción básica factible, sustituyendo una de las columnas de B 

por a1 tal que el nuevo valor de la función objetiva cumple z Si --

además la solución básica original no es degenerada se cumple que z > z. 

En forma análoga si para un ªJ en A pero no en B c
1 

< zJ y por lo me 

nos un Y¡J >O, entonces es posible obtener una nueva solución básica su1 

tituyendo una de las columnas de B por a1 y el nuevo valor de la funci6n 

objetiva i será tal que 'i: z. Además si la solución básica original es 

no degenerada se tendrá que z < z. 

Se tiene el siguiente problema de programación lineal. 

= 1, ~' 3 

a
1 

:: ['Z, ~); a
2 

= [I, ?.); a
3 

[3, 2) 

b = [ 1 O, 8) ~ e 1 = 5; c 2 = 3; e 3 = 2 
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Formemos una matriz base B con a3 en la columna 1 y a 2 en Ja columna 

2. 

B = 

1 
-1 

B =·-
f.I. 

la solución básica será: 

para esta solución bázica: 

l: 
[ 

1 -IJ 
-2 3 

C B = ( 2, 3) 

1 
z1=cay1= - [?., 3) 

11 [:] 

22.,- 17 

f.I. 

1 17 
=- (2+15) = -

f.I. lj. 

=- >o 
l~ 
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como ej ~ zj >O y Y¡i >O i = 1,2 será posible obtener una nueva solu-­

ci6n básica factible con un valor mejorado de z. La nueva solución será~ 

degenerada. 

Para determinar que vector deberá ser sustituido: 

=- = 

:::-· ' 
j X B2 

-=-) 
5N Y21 

o sea el mfnimo se presente para r = 2 y por lo tanto se sustituye la se-­

gunda columna de B. 

Ahora: 

XBr lj. 3 3 3 
z = z + - ( e 1 - z 1 ) = z + - ( -) :;; z + -= 9 + 

YrJ 5 11- 5 5 

= 
48 

5 

Para comprobar este resu 1 tado ráp ¡ damente podernos obtener XB y es y 
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B = [a 2]· B -1'1' ~ [ 3 -21 
2 3 • 5 . -2 3 J 

28 + 'W '+8 
= --

5 5 

.u .. SOLUCIONES NO ACATADAS.· 

Hasta ahora al incluir ªi a una base para sustituir una columna de B 

requeríamos que por lo menos existiera un y 11 >O i = l, ... ,m. Veremos -­

que sucede cuando al buscar incluir un ªJ todas las YtJ ~o. 

Para el lo, en lugar de tratar de obtener una nueva soluci6n básica, -

veremos el tipo de soluci6n que se forma al permití r que m + 1 variables -

(las x61 + xJ) sean diferentes de cero. 

Si se parte de la solución básica factible. 

rn 
~: X B 1 b 1 ::: b 

1o:1 
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.• 

y le sumamos y restamos >-.al' en que A es un escalar cualquiera se obtiene: 

pero 

m 

¿ x 81 b1 - A aj +A ªJ = b 
1=1 

por lo que ('i-4--1) se puede e>.¡lresar como: 

~ (xBI -AY¡j) bl +A.aj= b 
1=1 

< > como yfJ - O, cualquier valor A >O hará que x81 - y11 ~ O, y por lo tan-

to {4--4--3) es una soluci6n factible en la cual m + 1 i,bariables pueden ser 

diferentes de cero, pero que en general no constituye una solución básica. 

Por lo que se ·refiere al valor de la funci6n objetiva que corresponde 

a esta solución se tiene: 

m 

z = í: et xi = í: CBI (xBI -AY11) + cJA. 
1=1 
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Es decir que al hacer crecer a/..., z se puede hacer arbitrariamente 

grande si cl - z1 >O y arbitrarlamente pequefia si cJ - zJ <O. 

Ej emp 1 o: 

Si en el ejemplo anterior a
1 [ -t -3 l entonces: 

Y = s-1ª 
1 1 ::IJ.[i -'J[-?]='l·'l ~~ 3 -3 lJ. -5 j 

" - ,, o,, '' - ,, o • [2, 3] [::J -5 

17 '37 
:: 5=--<0 

lJ. IJ. 

~e deduce que existe una solución no acotada ya que: 

37 
z ::.: z + 1'. ( c 1 - z1 ) 'f z + - A. 

lJ. 

crecerá indefinidamente al hacerlo X. 

Resumiendo, si dada una solución básica factible a un problema de prg 

gramaci6n lineal, para esta solución existe alguna columna a1 no incluida 

en la base para la cual: 

z1 - c J < o y y 11 5 O ( i = 1, ... , m) 

entonces existirá una solución factible en Ja cual m + 1 variables pueden 
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ser diferentes de cero, siendo el valor de la funci6n objetiva arbitraria­

mente grande. 

En este caso el problema tiene una solución no acotada si la función 

objetiva se desea maximizar. 

En forma análoga si para alguna ªí: 

entonces existirá una solución factible en la cual m + 1 variables pueden 

ser diferentes de cero, pudiendo hacerse a la función objetiva arbitraria 

mente pequeña. 

En este caso el proble~a tiene una solución no acotada si la función 

objetiva se desea mini zar. 

4.5,. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE UNA 
SOLUCION OPTIMA.· 

Como se ha visto en las partes anteriores, si se parte de una solu---' 

ci6n básica y si existe un vector ~j que no pertenece a B para el cual ---

z.J - cí <O y por lo menos un Ytj >O, = 1, ... ,m, entonces existirá -

otra solución básica factible con otro valor de la función objetiva que es 
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1ior lo menos igual si no es que mayor que el valor original de z. Además, 

en caso de no existir soluciones degeneradas se puede afirmar que la nue­

va solución básica definitivamente mejoró a la función objetiva. 

Si consideramos que no se presenta el fenómeno de la degeneración, 

ninguna solución básica se podr~ repetir, ya que z va aumentando de valor 

en cada cambio de base y una misma base no puede dar dos valores diferen­

tes de z, por el lo el proceso terminará en: 

i) Una o mas zJ -cj <O, y para cada zl - cJ <O y1J 

toda i = 1, ... ,m. 

~O para-~ 

ii) Toda zj - cj ~O para las columnas de A que no pertenecen a B. 

Si se presenta la condición (i) el problema presentará una solución 

no acotada Si se presenta la condición (ii) se tendrá una solución bá-

sica ~ptima como se demuestra a continuación. 

Sí el valor de la función objetiva para el caso de que zj - ej 2 O -

para toda columna ªJ de A, no en Bes z
0 

= c 8 X8, se demostrará que suje­

ta a las restricciones AX= by a la condici6n de no ser negativas, X; O, 

zo es el valor máximo de la función objetiva z = ex. 

e . d6 > o . - 1 ons1 vrese a; Xj - , J - ,. .. , n. 

{11-5-1) 

una solución, factible cual quera cuyo valor de la función objetiva estará 

dado por; 

{ll--5-?.) 

Cualquier vector ªJ de A se puede expresar como una combinación li~­

neal de los vectores b;!.se en B; es decir: 
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Cualquier vector ªJ de A se puede expresar como una combinaci6n'!i-­

neal de los vectores base en B; es decir: 

m 

ªJ = z y 1 J b 1 
1=1 

si se sustituye la expresión (IJ.-5-3) en (IJ.-5-1) se obtiene! 

o bi én: 

m 

Y11 b¡ +'"+ xn ¿ Y1nbi = b 
1=1 

n n 
b1 I xJ y 1l +···+ bm I XJYmJ = b 

l=t l=.1 

( 11-:..5.3) 

( ll-5-5) 

Si recordamos que la expresi6n de cualquier vector en términos de los 

vectores base es 1ín i ca, se con el u ye que: 

n 

X¡¡¡ = :;¡: Xl Y1j• 
j=t 

= 1, .•• , m ( IJ.-5-6) 

Por otro lado z1 - cJ ~ O para toda columna de A no contenida en B, -

además según (IJ.-3-3): 

( IJ.-5-7) 
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si corisideramos .que a1 está en la columna de B. Por ello: 

Es decir que para lus columnas de A en B siempre se cumple que: 

De esto se concluye que para: zJ > cJ susti~uido en (lf.-5-~) se .tie-

ne: 

zx+···+zx 1 1 n n 
> -z 

ya que toda xi 2 O. 

Si ahora sustituimos la definici6n: 

f11 

en (lf.-5-8) se obtiene: 

n n 

c 81 I x1 y1 j +•••+ c0rn I XJ Ymj > i 
i=1 j=l 

Sim embargo, de acuerdo con {lf.-5-6) se tiene: 



( ll-5-91 

Esto demuestra que z" es por lo menos igual de grande que el valor 

de la función objetiva para cualquier otra solución factible y por ello z
0 

es el valor máximo que puede tomar la función objetiva. 

Las deducciones anteriores permiten enunc¡ar el siguiente teorema: 

Teorema: 

Dada una solui::ión básica factibie X
0

::: a-tb al problema de programa-­

ción lineal AX= b, X:? O con Z0 = c 8 X
8 

tal que zj - cJ 2: O para cual--­

quier vector ªJ de A entonces z0 es el máximo valor de z definida por --­

max z = C X y la solución básica factible es además óptima. 

En forma similar dada una solución básica factible X = 8 
s- 1 b con -

zo = CB X B al problema de programación 1 i nea l AX = b, X k O, min z = ex --

tal que z j - cj ~O para cualquier vector aj de A, en ton ces z
0 

es el valor 

rn fo i mo de z y, la solución básica factible es además mínima. 

Es importante mencionar que en la demostración no intervino la condi­

ción de que la solución básica factible x 8 fuese no degenerada. Si todas 

las zj - cj ~O, entonces x8 es una solución óptima independientemente de 

que sea degenerada. 

Todo problema de programación 1 ineal cae dentro de una de las siguiea 

tes categorías que son mutuamente exclusivas: 

a) No existe una solución factible. 

b) Existe una solución óptima. 

e) La función objetiva no está acotada. 

De existir una solución factible y consiguientemente una solución bá~ 
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sica factible unicamente quedan dos alternativas: f b) o (c). 

Se demostró que de no existir una solución degenerada, si existe una 

solución óptima, esta será una de las soluciones básicas factibles. Es -­

decir que la solución óptima a un problema de programación 1 ineal no re-­

quiere de mas de m variables diferentes de cero. 

Ejemplo: 

Si utilizamos la solución básica factible caracterizada por la base: 

8-l=~rª -2-.i 
5 

L-2 3 J 
del ejemplo (3-3-1). 

El •jnico vector que no pertenece a la base es a 2 • Para este vector: 

_ __ _ 1 ~3 -21[']- 1 r-IJ y - B 1a --· · -2 z 5 -2 3 2 5 ~ 
- J.... 

- 1 

L~ -, z z - c2 = CB Y 2 - e 2 ---['l, 5) = 
5 

1 18 15 3 
=- (-2 + 20) - '3 - - --=-> o 

5 5 5 5 

Como para todos los vectores en la base zJ -ci =O, de acuerdo con lo 

dicho con anterioridad, la solución básica factible que se obtiene con a 1, 

a
3 

en la base es una solución óptima. 

Además, con objeto de dar mayor énfasis al hecho de que el valor ópti 
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mo de la función objetiva se obtiene con una solución basica factible, en­

contraremos a continuación una solución factible cualquiera no bási~a y -­

comprobemos que la función objetiva para esta solución da un valor menor -

al antes obtenido en el ejemplo (LJ.-3-·I) que fue: z. = irn/5 = 9 3/5. 

Como n - m = n - r íA) = 3 - 2 = ! esto quiere decir que podremos dar 

valores arbitrarios a una de las variables y así determinar el valor de -­

las otras dos obteniéndose una S)lución factible: 

El sistema original es: 

1 
Hagamos x1 =-y calculemos x2 y x

3
• 

2 

1) l+x 2 +3x
3

= lO 

2) 3/2 + ~x 2 + 2x
3 

= 8 

11 xz + 3x
3 

= 9 

2) ?.x 2 + 2x
3 

::: 13/ '.) 

36 -
LJ.x = l8 - 13/2 = 

3 
~ 

23 
x:3 = 

8 

13 23 
=-

2 
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~3 3 
x2 = 9 - 3 (-1 ·= -

8 
=-

8 '3 

La solución encontrada es factible, ya que: 

El valor de la función objetiva para esta soluci6n_es: 

* z = 5x 1 + 3x 2 + 2x
3 

* 
t¡. 3 ~3 20+9+1JQ 75 

z = 5 (- ) + 1 (-) ·~ 2(- }= = 
q ~ 8 8 8 

* 3/g z = 9 

Como se supuso el valor de la función objetiva nara la solución factl 

ble resultó menor que el correspondiente a la solución básica factibl óp­

tima ya que: 

9 3/5 > 9 3/8 * z > z 

4-6,- EL FENOMENO DE LAS SOLUCIONES DEGENERADAS •• 

A continuación se considera el problema que encierra la presencia del 

fenómeno de degeneración en el proceso hasta ahora desarrollado. Como ya 
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se comentó con anterioridad, la aparici6n de este fenómeno no nos garanti­

za que la inserción de un nuevo vector producirá un valor mejnrado de la -

función objetiva, esta puede permanecer inalterada y consecuentemente se -

podrá repetir una base. 

Lo dicho nos lleva a la conclusión de que las condiciones (i) y (i i) 

se puedan alcanzar en un número finito de pasos. 

Se puede presentar el fen6meno de que se forme un circuito cerrado, -

con lo cual se repetiría indefinidamente una secuencia de las mismas bases, 

sin que se alterara el valor de z. La presencia de la degGneraci6n no per 

mite consecuentemente, asegurar la existencia de una solución básica facti 

ble óptima para toda z1 -c1Z O, a6n mas, aunque existiera una solución óp­

tima, no podemos asegurar que una de las soluciones básicas será óptima. 

El anterior problema dejada de existir si se pudiern demostrar, como 

se hará posteriormente, de que una base no requiere ser repetida y enton-­

ces, como el número de bases sería fin~to, el problema se reduciría a uno 

de los dos casos ya mencionados, o sea: 

i) z1 - cj 2'. O para toda J; lo que implicaría que se ha encontrado -

una solución básica óptima. 

ii) Para toda z1 - cJ ~O, y
1
J f: O para toda i, lo que indicaría la 

presencia de una soluci6n no acotad~ 

A reserva de demostrar despues la condicidn anterior de que una base 

no se requiere repetir, consideraremos que aún cuando se presenta el fenó­

meno de la degeneración, una de las soluciones básicas factibles será 6ptl 

ma, y que una de las soluciones óptimas tendrá toda z.1 = cj 2: O. Además,­

cuando se presenta la degeneración, podrán existir soluciones básicas 6pti 

mas con una o más zJ - cj < O. 

Se demostrará en el inciso (~-8) de que una ae las soluciones básicas 

factibles es óptima, por otro método que es completamente independiente de 

cualquier argumento de degeneración. Esto se logrará al discutir en ese -



inciso la relación entre las soluciones básicas factibles y los puntos ex­

tremos ya qL.1e como se vi6 en el capítulo anterior, de e~istir una solución 

óptima, por lo menos uno de los puntos extremos del conjunto convexo de •• 

las soluciones factibles constituye una solución óptima. 

4.7 •• SOLUCIONES OPTIMAS MUL TIPLES.· 

En el capítulo 11, se indicó este tipo de soluciones y la figura 2-2 

indica claramente en que consiste este fenómeno. 

La función objetiva posee un único valor óptimo, sin embargo, este -­

valor de z lo pueden dar varios conjuntos ordenados de valores. 

El caso estudiado en el capítulo 11 estaba en E2 y en el la ecuación 

que representaba a la función objetiva ten fa la misma pendiente que una de 

las funciones restrictivas, por el lo dos puntos extremos y consiguientemen 

te cualquier combinación convexa de el los daban el mismo valor máximo de -

la función objetiva. 

Consideremos el caso general en que se tienen r diferentes solucio-­

nes básicas factibles, x1 , ... , xr que son óptimas. consideraremos que cada 

x 1 es un vector n- dimensional y consiguientemente incluye a fodas las va­

riables y no únicamente a las básicas. 

Si se considera una combinación convexa cualquie.ra de estos vectores: 

X = 
r > 
¿ 1-l¡• x,, /.l¡ o 
1=1 

(i = l, ... ,r) 

(lf-7-1) 

Toda x1 ~ O y µ. 1 ; O, consecuentemente x ;;- O. Adem~s A'x 1 = b y ~º!! 

secuentemente AX= b. Se sigue que X es una solución factible, aunque no 

necesariamente básica. 
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Si se designa a z
0

:: max z "9X¡ (i = l,. .. ,r} el valor correspondien 

te de la furici6n objetiva para x es: 

r 
- ,-ex - ,_. µ. 1cx

1 
¡ ·= 1 

y consiguentemente x es una solución óptima. 

(11-7-'l) 

Las expresiones (~-7-1) y <4--7-'Z} demuestran que si :< 1, ... ,xr son r 

soluciones básicas factibles óptimas diferentes de un problema de progra~­

mación lineal, entonces cualquier combinación convexa de ellas también es 

una solución óptima. 

Lo anterior indica que si existen dos o mas soluciones básicas facti­

bles óptimas diferentes, existirán una infinidad de soluciones óptimas auu 

que no todas las soluciones óptimas serán básicas. 

La posibilidad de que existan una infinidad de soluciones óptimas se 

puede presentar además de en el caso anterior en el caso ilustrado en la -

figura (3-6) o sea cuando la función objetiva en su posición óptima está -

sobre una arista del conjunto convexo de soluciones factibles que se ex+ 

tiende indefinidamente. En este caso el valor óptimo de z es finito, pero 

e;dstien soluciones óptimas con valores arbitrariamente grandes de las va­

riables. 

Para generalizar el caso anterior considérese que se tiene una solu~ 

ción básica óptima de un problema de programación lineal y que para algón 

vector ªJ en A. pero no en B zj - cJ =O y toda Y¡J :: O, i = l,. • .,m 

Se podrá entonces formar una nueva solución factible: 

m 

Z (X B ¡ - (} y¡ J) b ¡ t 8 aj = b, 8 > Q 
1=1 

( ii-7-3) 
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que puede tener m + variables distintas de cero. 

El valor de la funci6n objetiva para esta solución es el mismo que 

para la solución básica factible óptima, y consiguientemente la soluci6n -

(~-7-3) también es óptima. 

Esto se cumple para valores arbitrariamente grandes de e. Además, -

por lo menos una y 11 <o porque ªJ I O y consiguientemente existen solucig 

nes óptimas para las cuales por lo menos dos de las variables se pueden h~ 

cer arbitrariamente grandes (incluyendo a ias variables de exceso y de de­

fecto). 

Se demostró por consiguiente que si existe una solución óptima básica, 

factible de un problema de programación lineal y, para alguna a1 no inclul 
da en la base: 

para toda i entonces la solución (~-7-3) es también una solución 6ptima -

para cualquier e >O. 

4-8.· RELACION ENTRE LOS PUNTOS EXTREMOS DEL CONJUMTO 
CONVEXO DE SOLUCIONES FACTIBLES Y LAS SOLUCIOHES 
BASICAS.-

En esta sección se demostrará que toda solución básica factible es un 

punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles y de que tod~ -

punto extremo es una solución factible del conjunto de restricciones del -

problema de programación lineal. 

Supóngase que x es una solución básica factible del sistema AX= b. -

~¡ x es vector n- dimensional incluirá a m variables diferentes de cero y 

a n - m variables nulas, si arreglamos a x de tal manera que las primeras 

m variables sean las no nulas se tendrá: 

( lJ.-8-1) 
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Demostraremos prlmeramente que x es un punto extremo. Para el lo se 

demostrará que no existen soluclones factibles x1 , x2 diferentes de x ta­

les que: 

sUpor.dremos que tales soluclones existieran y entonces separaremos a x1 y 

x2 en.: 

en que k
1

, k
2 

son vectores de m componentes y l 1, l 2 son vectores de (n-m) 

componetes. 

Observando las expresiones ('+-8-1), ('+-8-2) y (ll-8-3), se deduce que 

la ·expresión (!J.-8-~) para las di timas n -m componentes queda: 

pero como A. > O, ( 1 - A. ) > O, 1 >o 
1 - y l 2 ~ o la expresi6n (~~8-!J.) uní-

camente se cumple si: 

l 1 = l 2 = o ( !J.~8-5) 

Esto lmplica que: 

AX
1 

= Bk 1 = b 

('+-8-6) 
AX 2 = Bk

2 
= b 
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pero como se l'ecordará, la expresión del vector ben términos de los vecto 

res base es única y consecuentemente X
8
=K

1
=K

2 (q-8-7). 

El desarrol io anterior demuestra que no existen soluciones factibles 

diferentes de x tales que se cumpla (~-8-2). Es decir que x es un punto 

extremo y consecuentemente cualquier solución básica factible es un punto 

extremo del conjunto convexo de soluciones factibles. 

Seguidamente se demostrará el caso inverso, es decir que cualquier -- -

punto extremo x = [x 1 , ••• , x0 ] del conjunto de soluciones factibles es a -

su vez una sol uc i 6n bás í ca. 

Esto se demostrará, demostrando que los vectores asociados con las -

componentes positivas de x son linealmente independientes. 

Considérese que g de las componentes de x son diferentes de cero y -

numérense las variables de tal forma que las primeras g sean las no nulas 

Entonces: 

X¡ > 0, = l,. .. ,g 

Si las columnas correspondientes a las componentes no nulas de x son 

linealmente dependientes, entonces, de acuerdo con lo ya tratado existen 

A¡ no todas nulas tales que: 

(~-8-9) 

Si ahora definimos a: 

X¡ 
w = min~ , A1 1 O 

1 \A 1 i 
= 1, ... ,g 
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W .es un ndmero p6sitivo. 

Seleccionemos una E >O, O < E < w, entonces: 

X¡ + E,\¡ > Q y 

= ,, 1 •• ' g ( ii-s-i 1) 

X¡ - E A¡ > o 

A continuaci6n definimos un vector columna de n componentes,\~ O que 

tenga a las i\ 1 en las primeras g pdisic!one:: y cero para las restantes n-g 

componetes: 

-x
2

=x-e,\ ( ll-oS-12) 

De acuerdo con (q-8-11) xi! O, x2 ? O 

y además. segdn (ti~8-9) 

Ai\;:O 

entonces: 

consecuentemente x
1 

, x
2 

son soluciones facti,bles diferentes de x, y: 

x =-xi +-x 
' ?. 2 2 

(tt-s-is) 
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Pero esto contradice al hecho de que x es un punto extremo. Consi-­

guientemente las columnas de A aso~iadas a las componentes no nulas de -­

cualquier punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles debe­

rá ser 1 inealmente independiente. 

Como no pueden existir mas de m columnas linealmente independientes -

de ~ un punto extremo no puede tener mas de m componentes positivas. De 

tener menos de m componentes positivas, esto se puede interpretar como una 

solución básica degenerada ya que se pueden imaginar m-g columnas de A que 

se agregan, a un nivel nulo y que originan una solución básica degenerada. 

Se demostró que toda solución básica factible a AX= b ,es un punto -

ext;emo del conjunto convexo de soluciones factibles, y de que a su vez 

todo punto extremo es una solución básica factible. 

De no existir degeneración se puede afirmar que existe una relación -

de uno a uno entre los puntos extremos y las soluciones básicas factibles, 

es decir que existe unicamente un punto extremo para cada solución básica 

factible, y unicamente una solución básica factible corresponde a un punto 

extremo. 

Cuando se presenta el problema de la degeneración, no es este e.l caso •• 

Si menos de m variables sin positivas, el vector o vectores de~ que se 

agregan a un nivel nulo para originar una solución básica degenerad~ no 

son indispensablemente únicos. Por ello un cierto número de soluciones b6 

sicas degeneradas pueden corresponder a un mismo punto extremo. 

En esta sección se demostró asimismo que el conjunto convexo de solu­

ciones factibles tiene un número finito de puntos extremos. El número de 

puntos extremos es igual al número de soluciones básicas factibles difereu 

tes. Hota: Las soluciones básicas factibles con iguales valores positi-­

vos de las variables no se cons.jderá,n diferentes. 

Es decir que el número de puntos extremos del conjunto convexq .de so­

luciones factibles no podrá ser mayor que: 
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n n! 
::: 

m n f n-m 

En conclusi6n se llegó al importante resultado de que la soluci6n óp­

tima de un problema de programación lineal nunca requiere que mas de m va­

riables sean diferentes de cero, en quemes el número de restricciones --­

del problema. 

Nota: Recuérdese que la condición de no negatividad oo se clasifica 

como restricción propiamente. 
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5.1 •• 1 N T R o D u e e 1 o N.• 

C A P 7 u l. o V 

Desarrollo Detallado y Característicos del 
Cókulo del Método Simplex. 

En los capítulos anteriores se demostró: 

a) De existir una solución factible de un problema de programación l.L 

neal existe una solución básica factible. 

b} De existí runa solución óptim~ esta será una de las soluciones bj 

sicas factibles. 

c) Si se tiene una solución básica factible que no es óptima, enton-~ 

ces ~uponiendo que no se presenta el problema de la degeneración, 

es posible, susti luyendo un vector de 1 a bas·e en cada operación, -

llegar a la solución óptima en un número finito de pasos, o bién -

demostrar que la función objetiva tiene una solución no acotada. 

Los postulados anteriores constituyen la esencia del procedimiento pa­

ra el cálculo de Jos problemas de programación lineal. 

Además de utilizar la notación X9 para las soluciones básicas facti-­

bles se utilizaron las notaciones yj y zj cj para los vectores no i[! 

cluidos en la base con el objeto de determinar las nuevas soluciones bási-­

cas fa:cti bles. 
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Recordando, en el proceso de encontrar nuevas soluciones básicas fac­

tibles, Primeramente se seleccionan los vectores para los cual es zj el 

<O. Sí cualquiera de estos vectores tienen todas las Y1 . .:S O, i !, ... , 
J 

m, existirá una solución no acotada. Si este no es el caso, se puede inser. 

tar cual quier vector a cuya zj el < O y así obtener una nueva sol!! 

ción básica factible que mejorará o por lo menos no empeorará el valor de 

la función objetiva. 

Con objeto de que 1 a nueva solución sea factible, el vector de 1 a ba-

se original que se deberé sustituir, se deberé escoger de acuerdo con 

X Br min >' Bi 
= ___¡ 

y 1 j o } = e ( 5- 1- 1) l 

y r j y 1 j 

Si el valor que se obtiene en (5-1-1) no es único, se presentará el -

problema de la degeneración. Si por el contrario este valor es único, se -

·puede afirmar que la nueva solución arrojará un valor de la función objetl 

va mejor que el anterior. 

Con objeto de determinar si la nueva solución básica factible es ópti-

ma, es necesario calcular las nuevas zJ cj que designaremos con ZJ -
CJ Si no es 6pt i ma, se repetí rá el proceso. Para ello es necesario cale!! 

1 ar nuevas y j y se des i gn ar án con yj . 
A continuación obtendremos Jas expresiones de-zj cl y Yj en térmi-

nos de los valores anteriores z. 
J 

Si suponemos que se insertó el vector ak y se sustituyó el vector br 

de 1 a base. 

En términos de la base original se tiene para a1 

m 
2: 

1 = 

sin embar~o al sustituir br por ak s~ tiene: 

(5-1-2) 
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m Y1k 
br 

---
ak 

¿ 
b¡ -

Y·r k = Yrk 
1 ¡é r 

Al sus ti tui r (lJ.-1-3) en (lJ.-1-2): 

m y y 
(y 1 J a. - ¿: - y . 1 k ) b¡ rj 

ak J íJ --
+ __ 

1 

= 

'1-

m 
¿: 

r 

donde b1 = b1 para i ;t r 

Además por comparación 

= 

y rk 

¡t r 

Falta unicamente encontrar las expresiones para Zj 
de los valores de la solución básica factible anterior. 

De su definición se tiene: 

- c. 
J 

Sin embargo: 

¡t r 

Yrk 

- c. 
J 

(5-1"3) 

(3~3;.7) 

(5-1-6) 

en funci 6n 
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Las expresiones anteriores son la esencia del método simplex. En este 

método iteractivo y los pasos a seguir son los siguien-tes: 

i) Examínense las zJ 

a). Todas 1 as z 
.1 

óptima. 

b). Una o más de las 

1 a cual zk ck 

cJ. Existen 3 casos: 

cj _:: O. En este caso la solución b<!s1ca es 

zj C¡ < O, y por lo menos u11a ak para 

< o todas 1 as y 1 k < o. En este caso ---
existe una sol uci 6n QO acotada. 

c). Una o más de las zJ cj < o, 'f cada una de el 1 as t.iene --

Y;i >O para por lo menos una i. Se deber2 insertar un vec--
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rj 

tor de estos cualquiera, digamos ak en la base. 

ii) Cuando ocurre el caso (ic) para determinar cual deberá ser el ve~ 

tor que se sustituya de la matriz base B se utilizará. 

= (5-1-10) 
Y¡k 

La columna r es eliminada y se ·sustituye por ak. 

iii) Ubli;:ando las fórmulas 

X BI = X BI - X Br 
y 1 j ¡. r (3-3-10) 

Y r j 

X Br 
( 3-3- 11) x-;r ---

Y r j 

X 

z = z + Br (c. z.) = z + e (e. z.) ( 3-3-17) 
J J J J 

y r J 

~ = 
Y¡ k 

'I (5-1-5) y 1 j - y r J r 

Yrk 

Yrj :: 
y r J 

(5-1-6) 

Y rk 

zj 
Yr j 

(zk ck) - cj zj - CJ - (5-1-9) 

Y rk 

con el subfndece k sustituyendo aj en (3-3-10), (3-3-11) Y (3-3-17), calc,!1 

1 ese x
8

, z, yj, zj - cj para toda j. 
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Una vez encontrados estos valores para 1 a nueva solución factible re-­

gresese al paso i. 

Este proceso iterativo constituye el método simplex para la sol,ción -

de problemas de programación 1 ineal. 

Der.o existir degeneración conduce a la solución básica factible ópti-

ma. 

5-2 SELECCIOH DEL VECTOR MAS CONVEHIENTE PARA FOR~AR LA ~~UEVA BASE. 

El paso (ic) no determina a nihg0n vector en particular para formar la 

nueva base, unicamente indica que cualquier vector cuya zJ 

puede tomar. El incremento en la función objetiva al insertar un vector ªJ 

val e: 

= (5-2-1) 

Resulta por ello lógico seleccionar a aquel vector a. que al formar la 
J 

nueva base proporcione el mayor incremento de la función objetiva, es decir 

que ak se escogerá según 

< o (5-2-2)' 

Para aplicar (5-2-2) es necesario calcular para cada caso x8 r/ Yrj Y 

< o. 

Otro procedimiento consiste en seleccionar aquel vector cuya cJ - ~J 
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sea máxima, es decir, despreciando el valor XBr / y r j Esto equivale a 
sel ecci on ar el vector para la nueva base de acuerdo con 

zk ck = min ( zj ci ), z.j C. 
J 

< o ( 5-2-3) 

Se selecciona el vector que tenga el menor valor algebraico (mayor va.; 

lo r abso Ju to} de z j cJ entre aquel los cuyas zj 

Tanto el criterio (5-2-2) y (5-2-3) se han aplicado a problemas reales· 

y se ha visto de que (5~2-3) conduce a la solución 6ptima en aproximadamen­

te el mismo namerc de pasos que (5-2 2). Por esta razón se prefiere general· 

mente a (5-2-3). En particular, casi todos los códigos para Ja solución de 

problemas de programación lineal en calculadoras digitales utilizan este -­

criterio. 

AJ utilizar el criterio (5-2-3) para determinar que vector se deberá -

insertar, puede resultar que dos o mas vectores tengan el mismo valor m(ni-

mo de z. 
J 

cJ. En este caso, el vector que se deberá, insertar en la base 

no está totalmente determinado,, 

Cuando los cálculos se verifican a mano se escogerá simplemente uno de 

los vectores en cuestión en forma arbitraria. Resulta evidente que se po~ -

dría calcular x8r/ Yrj para cada uno de los vectores en cuestión y aplicar 

el criterio (5~2-2), pero esto no necesariamente el iminarfa el problema. -­

Por el contrario como este criterio requiere de más operaciones no se utill 

za en general cuando los c¿lculos se llevan a cabo en una calculadora digi­

tal, el problema se soluciona haciendo que se seleccione a aquel vector que 

tenga por ejemplo el subíndice j más bajo. 

No se ha llegado a desarrollar ningún criterio que garantice que una -

vez que un vector se ha insertado en la base ya no será sustituido nunca. -

En el método simplex que utiliza los criterios (5-2~3} o (5-2-2) para deter 

minar cual vector deberá insertarse en Ja has~ un vector puede entrar a la 

base y volver a sal ir de ella posteriormente, y de hecho esto puede suceder 

varias veces. 



Si el problema de programaci 6n 1 ineal es un problema de minimizar, los 

criterios análogos al (5-2-2) y (5-2-3) que se deber6n uti 1 izar .son respeQ 

ti vamente: 

min 

( 5-3-IJ.) 

ma;; 
> o (5-2-5) 

Otra importante simplificación que se puede hacer al método simplex -­

consiste en no buscar desde un prfocipio si existe, una solución no acotada. 

Es decir que unicamente se examinará las y 11, para el vector ak que se inser. 

tará en la base, en lugar de anal izar para todos los vectore~ cuyas - - - -

zi cj <O si alguno de ellos tiene y1j .'.:O para todas las i. 

De existí runa solución no acotad~ finalmente nos daremos cuent~ pe­

ro el ahorro en tiempo y esfuerzo es en especial significativo si se consl 

dora que la presencia de soluciones no acotadas debidas a errores en la far 

mulación del problema es en promedio muy baja. 

Cuando se utilizan calculadoras digitales esta simplificación es muy -

ventajosa, ya que el anal izar a todas las componentes de un gran número de 

vectores requiere de bastante tiempo. 

Por lo que se refiere al problema de la degeneración se puede decir -­

que afortunadamente en la práctica esta no constituye realmente un pfoblema, 

aunque un gran número de las variables Jásicas se anulen. No se ha encontrª 

do un problema práctico que forme un circuito cerrado y consecuentemente la 

degeneración nunca ha impedido ·que se encuentre una solución óptima por me­

dio del método simplex presentado en la for~a anterior. 
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Cuando ocurre la degeneración, el mínimo en (5-!-10) no es único. Co~ 

mo se vi6 con anterior·idad cualquiera de los vectores que corresponden al 

valor mínimo se pueden sustituir y la nueva solución btsica será factlbl~ 

y degenerada. 

5.3,. DEaARROLLO FINAL DE !..AS FORMULAS DE 
TRANSFORMACIOH •• 

En la sección (2-16) se desarrolló la forrma de producto de la inversa, 

es decir una técnica para calcular la inversa de una matriz que difiere uni 

carnente en una col urnna de otra rnatri z cuya inversa se conoce. 

Como en e 1 método si mp 1 ex un i camen te se reernp laza un sol o vector de 1 a 

base a l a vez, re su l ta conveniente des a rro 11 ar 1 as fórmu l as de transforma-­

ci 6n utilizando esta técnicL 

Si se empieza originalmente con una solución básica factible cuya ma-­

triz base es: B = (b
1
, ... , bm), se sustituirá la columna r, es decir br por 

la columna ak. 

Si se conoce B entonces para la solución básica original X8 = B- 1 b, 

y i ::: B- 1 b, Y i ::: B- 1 aj, 

ton ces 

-x ::: i-1 b, y 
B J 

j = 1, ••• ,n. Si la nueva matriz base es B, en--

En la sección i2-16 se vi6 corno obtener B-1 de B-1 

E-1 = EB-1 ( 5-3- l) 

donde E es una matriz cuadrada de orden rn que unicamente difiere de lama-,.. 

triz unidad en la columna r, donde tiene al vector 71 dado por: 

7) ::: [- ·y r- i. k 
,- Yr+i.\ ..• -~] 

Yrk Yrk 

' ... , ... 
Y r, k 

, .. 
' 
' ' 



es decir que es válida Ja siguiente expresión: 

x u = rn- 1 b = EX 8 : v j = Ey. 
J 

(5-3-3) 

Resulta conveniente desarrollar a (5-3-3) de acuerdo con la siguiente 

tranformaci 6n: 

E = + F 

donde F es una matriz qu• difiere unicamente de Ja matriz nula en la col u! 

na r. La columna r de f es el vector cp = TJ - er , es decir 

donde 

F (o, .. .,o,cp,o, ... ,o) cp en columnar 

[- Yr-i.k 1 
·---1.-' ... ' -

y rk Y n k 

, ... ,--Ymk_ 1 
Y rk 

Utilizando esta notación (5-3-2) queda: 

pero como Fes nula excepto en la columnar r: 

FXe = Xsr cp 

entonces (5-3-8) en (5-3-7) da: 

(5-3-5) 

(5;..3-6) 

(5-3-7) 

(5-3-8) 
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analogamente: 

YJ = (S-3-10} 

Se deberá notar que las transformaciones de X9 y todas la Yi unica-

mente dependen de sus •Jalores orí ginal es y del vector e¡; que a su vez de-­

pende unicamente de Yk. Una vez que se ha calculado ip los valores de X0 y 

YJ resultan inmediatos a partir de (5-3-9) y (S-3-10) respectivameni:e. 

Otra importante simplificación se logra si se designa a: 

(i = l, ... ,m); 

( 5-3-11) 

es decir que la ecuación de transformación de z 

z = z + se podrá escribir como: 

{5-3-12) 

rk 

y la ecuaci 6n de transfomaci ón: 

= 
y r J 

Cj ---(Zk queda: 

Yrk 
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:: + (5-3-13) 

Si ahora definimos a Yj = [y 11 , ... , Yrn+i.j] , j =o , ... ,n, las -

expresiones para la transformaci6n de cualquier cantidad se pueden expre-­

sar en términos de la única f6rmula de transformaci6n: 

j 

donde 

:: j .:: o, .. ,, n; 

[~' 

Los términos '.,¡ , j, son vectores de (m+I) componentes. 

La ecuación vectorial (5-3-14) proporciona las relaciones de transfonll 

maci 6n de todas 1 as cantidades de interés. 

Con el objeto de dar mayor claridad se establecen nuevamente las defi-

niciones de Yj y !f en términos de las variables más conocidas. 

Se tiene: 

( 5~ 3-15) 

:: :: 

.j = 1, ••• , n ( 5-3-16) 
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Y r- 1, k , ... ,- __ _ ,·-
y 

rk 

,., .. ,-__ ·,--1, 
Yr+i.k 

(5-3-17) 

La fórmula de transformación (5-3-14) se utiliza tanto para cálculos 

manuales como para el uso de calculadoras digitales. 

Las definiciones anteriores también se.utilizan ventajosamente para -­

simpl ¡ficar 1 as fórmulas (4-3-10)., (i+-3-11 ), (4-3-17), (5- 1-·5), (5-1··&} y 

(5-1-9) de tal forma que todas estas fórmula$ se pueden expresar en Ja si~­

guiente forma compacta: 

y t J 
Yik--• j = o, ••. ,n { 5-3-18} 

y t·k 

= 1, ... , m+I, ~ r 

y r j 
=--·, = o, .... , n ( 5-3-19) 

Las ecuaciones {5-3-18} y {5-3-19) constituyen una expresión de (5-3-

14) reducida a sus componentes. 

Las ecuaciones generales de transformación se p:,eden expresar en for­

ma vectorial como en (5-~14) y reducida a sus componentes según (5-3-18)­

y (5-3-19). Estas expresiones co~stituyen todas las cantidades de interes 

del método simpl ex. 

5-4.· LA SOLUCIOH BASICA FACTIBLE INICIAL, LAS VARIABLES 
. ARTIFICIALES Y EL ARTIFICIO DE CHARNES •• 

A lo largo del desarrollo hasta ahora seguido siempre se supuso de -­

que se tenía una solución básica inicial del problema de programación li-­

neal. 
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En esta sección se desarrollará un procedimiento que nos ptoportiorie 

una sol4ción básica factible inicial o que en su defecto nos indique que -

el problema no fué correctamente formulado y que no existen soluciones fa~ 

ti bles. 

Con objeto de ilustrar más claramente el caso general, consideremos 

primeramente un caso particular, y las conclusiones a que lleguemos las trª­

taremos de hacer aplicables al caso general. 

Supóngase que en establ ecimi en to de J as restricciones del problema, eª 

da un a de es tas constituye un a des i guai ddd de 1 tipo ..:: , de tal suerte que -

es necesario añadir una variable de defecto a cada restricción, con objeto 

de convertirla en una ecuación. La matriz A del sistema tendrá entonces I~ 

forma: 

A = ( R, 1) (5-ll-1) 

en donde 1 es una matriz idéntidad de orden m ya que la columna que corres­

ponde a la variable de defecto xr+I es ei. 

Si descomponemos ax en x = xr , xd en donde xd constituye el con­

junto de las m variables de defecto y xr constituye el conjunto de las r V-ª. 

riables originales, entonces si para obtener una solución básica anulamos a 

estas, r, variables originales: xr = o, se tendrá: 

b (5-4-2} 

Esta constituye una solución básica que contiene unicamente a las va-­

riables de defecto, y es además factible ya que xd = b, y b ~o de acuerdo 

con la regla ya mencionada que conviene seguir al enunciar el problema. 

Esta solución básica es por demás ventajosa ya que 

B = [l- t = 

= 1, ••• , n ( 5-4-3) 
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y además Cs = O 

Ya que el coeficiente de la función objetiva o "precio" es nulo para 

las variables de exceso o de defecto. Por ello: 

z. 
J 

( 5-4-5) 

( 5-1.1-6) 

eomo resulta evidente de las expT'esioce; anteriores, no se requiere -

de ningún cálculo p<1ra obtener los valores de interés, es decir x8 , z , 

YJ , ZJ - cj , 

A partir de estos valores se puede iniciar sl proceso iterativo del­

método si mp 1 ex. 

Como resulta evidente el procedimiento anterior se puede utilizar si­

siempre que una matriz identidad de orden m se encuentre en A. Sin embargo 

si las columnas de la matriz identidad no corresponden a variables de de--

fecto, entonces (5-tt-ll) puede no cumplirse. Las zj 

so también fáciles de calcular yo que 

= 

e J son en este ca-

(~-ll-7) 

En la mayoría de los casos A no contendrá una matriz identidad, y bajo 

estas condiciones no existe ningún método expedito para encontrar una solu­

ción básica factible. 

Se ha visto la conveniencia de que A contenga una matriz identidad. Sg 

pongamos que siempre iniciamos el proceso con una matriz unitaria como ma-­

triz base. Supondremos para ello que en llfgar de 1 as restricciones origina­

les se tiene el siguiente conjunto de restricciones: 

AX t 1 Xª = (A, 1 ) [X ] 
)~ª 

b (5-ll-8) 
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Se ha aumentado el conjunto original de restricciones al añadírsele -

m variables adicionales Xa y cuyas columnas correspondientes son e 1 • 

Estas nuevas variables se llaman variables artificiales ya que no tienen -

ning6n significado en el sistema original de restricciones. Las columnas 

e 1, que eventualmente de;ignaremos con q1, correspondientes a las varia--­

bles artificiales xa 1 se llaman columnas artificiales. 

Con este artificio, hemos logrado tener una matriz identidad en -

(5-q-8), y consecuentemente se tiene de inmediato una solución básica, fag 

tibie de (5-q-B), es deci~ Xa = b, X= O. 

Se deberá notar sin embargo que esta solución NO constituye una so-­

lución factible del conjunto original de restricciones. 

Cualquier solución de (5-4--S) que sea también solución del sistema -

original de restricciones deberá tener Xa= O, es, decir que todas las va­

riables artificiales se deberán anular. 

En este caso, (5-4--8) se reduce al conjunto original de ecuaciones -

AX=b. Lo anterior indica que se deberá encontrar ·una manera para ir de -

(5-4--8) al sistema original. 

Para lograr esto uti !izaremos al propio método simplex para ir in--­

sertando a las columnas legitimas aJ de A en la matriz original y de -­

esta manera paso a paso, sustituir a los vectores artificiales de la base. 

y hacer de esta forma nulas a todas las 'variables artificiales. Al final 

se tendría una base que contiene únicamente vectores de A, es decir una -

solución_ básica factible del sistema original de ecuaciones. De aquí en 

adelante se prosigue aplicando el método simplex hasta llegar a la solu-­

ci6n óptima. 
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En el método sirnplex las zJ -CJ determinan qué vector se deberá in-­

sertar en la base y por ello deberemos asignar precios a las variables 

artificiales de tal manera desfavorables que la función, objetiva, se PUB 

da mejorar mientras cualquier variable artificial permanezca en la solu-­

ción básica factible en un nivel positivo. 

Para el caso de maximizar a la función objetiva, se deberá asignar -

un precio negativo muy grande a cada variable artificial. De esta manera 

se podrá esperar qué z &f puede mejorar mientras un v~ctor artificial qu1 

de en la base en un nivel positivo. 

Si Cal es el precio correspondiente a la variable artificial xa1, -­

entonces designaremos: 

Cal -M; M>O, si se desea maximizar az 

Cai - M; M>O, si se desea minimizar az 

Para cálculos manuales M no se especifica como un nómero particular. 

Entra a los cálculos corno M y se le considera lo suficientemente gran 

de como para que cualquier precio que correspmde a una variable legítima 

sea completamente desp rec i ab le respecto a M. Cuando usa una ca 1cu1 adora ·· 

digital se le da un valor a M aproximadamente 1000 veces mayor que el pre­

cio mayor, de cualquiera de las variables legítimas. 

Puede suceder que debido a la introducción de variables· de defecto ya 

exista parte de la matriz unitaria en A y en estos casos es ónicamente ne­

cesario añadir los vactores artificiales e 1 necesarios para acompletar a -

la matriz unitaria. 

Como las variables artificiales son inicialmente no negativas, y corno 

el método simplex no las convierte en negativas, xa
1 

>O siempre. Final-­

mente tendremos xa
1 

=O para todas las i para encontrar una solución factl 

ble del sistema origlnal de ecuaciones. 
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Una vez que un vector artificial ha abandonado la base, ha servido a 

su prop6sito, y nos podemos olvidar de él. Un vector artificial nunca se 

considera para volver a entrar en la base. 

El artificio de asignar un alto precio a una variable artificial fue· 

primeramente sugerido por Charnes. 

Ejemplo: 

Su¡>óngase que se tiene el siguiente problema de programación lineal: 

2x 1 + 3x 2 
I· 6x 

3 + 5·x 4 ;;;. 6 

X1 + 5x 2 + 2x 3 + tixu ~5 

2x 1 + X2 + lhJ + 2x 4 = 9 

Se deberán eliminar primeramente las desigualdades añadiendo para --­

el lo variables de exceso y de defecto, hecho lo cual, el sistema resulta: 

X1 

U1 [; 
3 6 5 -1 

·J 
X2 :: 

5 2 lj. o X3 

lj. 2 o X¡¡ 

X5 

x6 

En A ya está presente el vector e2 , por ello únicamente hace falta -

añadir q = e1 q2 = e 3 cuyas correspondientes variables serán xa 1 yax 2 • 

El precio de cada una de estas variables será -M. 
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La matriz aumentada resulta: 

X1 

I:] 
[: 

3 6 5 _, o 

1 
X2 = 

5 2 lj. o o XJ 

lJ. 2 o o o x,. 

X 5 

Xa. ! 

Xo l 
X fll 2 

Una solución básica factible inmediata del sistema aumentado es: 
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Entonces, para todas las J 

ciales en la base: 

YJ == ~J como existen variables artifi-

C,G = ( -M, O, ..;M) 

Calculemos a continuación las zj -CJ para ver cuál vector deberemos· 

introducir a la hueva base 

zj -Cj 

z1 • C1 =-4M - 2 

z2 - C2 =-4M - 3 

z3 - C3 =-IOM - 2 

z, - Cq =-7M - 4 

z5 - C5 = M 

Como M es.mucho mayor que cualquier otro precio únicamente cuentan -­

·]os términos en M. El vector que se deberá insertar en la base es aquel.-

con el menor Zj - Cj <o. En nuestro caso este es ªr 

El vector que se deberá sacar de la base es: 

{~¡ 
Yl

3
>0} 

6 5 9 
min min(- ~ 

1 y1 3 6 2 4 
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El mínimo se presenta para i = 1 esto implica que la columna 1 de B 

o sea q1 se deberá sustituir por a3• Se observa que en la primera ítera-­

ción se ha sustituido uno de los vectores artificiales por uno legítimo. 

No siempre sucede, sin embargo, que los vectores artificiales serán -

los primeros en ser sustituidos de la base, antes de que un vector legíti­

mo lo sea. 

Por ejemplo, si b2 hubiese sido 1 en lug~r de 5, el vector de la ba­

se que se debería eliminar lo hubiésemos determinado con 

min 
6 

(-
6 2 

9 
-) 
lj. 2 

Es decir que en este caso el mínimo se presentó para 1= 2 y conse-­

cuentemente a6 se debería haber sustituido poi a3• Los dos vectores 

artificiales hubieran permanecidc en la base en esta primera iteración. 

5,5,· DETECCION DE IMCONSISTENCIA Y REDUNDANCIA 

Cuando el sistema de restricciones posee una matriz identidad, resul­

ta evidente que existe una solución, básica factible. En este caso 

r (A) = r (Ab) = m. 

A continuación se indicará la forma de cómo el m6tcdo simplex permite 

determinar si el sistema original de restricciones es consistente, y si -­

alguna de las restricciones originales es redundante. Para ello es necesª 

rio empezar con un sistema aumentado, cuya solución básica factible ini"cial 

consista totalmente o en parte de variables artificiales. 
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Como en todo caso, a excepción de la presencia de una solución óptima 
no acotada, se satisface el criterio de optimización, es decir que toda zj'" -

cj ~ O es suficiente considerar para el análisis este caso. Se podrán 

presentar las siguientes variantes: 

a). No existen vectores artificiales en la base. 

b). Uno o már; de los vectores artificiales están en la base, pero a -

un nivel nulo. 

c). Uno o más de los vectores artificiales están en la base a un ni-­

ve! positivo. 

En el caso {a) obviamente se '"iene una solu,ción ór-tima del problema y 

consecuentemente el sistema original de restricciones es consistente y nin­

guna de las ecuaciones es redundante. 

Si se presenta el caso (b) como todas las variables artificiales son -

nulas, se tendrá una solución factible consecuentemente el sistema original 

de restricciones es consistente. 

Por Jo que se refiere a la redundancia analizaremos dos casos: 

O para toda aj y para 1 as i correspondientes a las colum 

nas de la base que contienen vectores artificiales a un nivel nu--

1 o. 

i i) Y¡j 1 O para una o mas aj y para una o mas i correspondiente a 

las columnas de B que contienen vectores artificiales. 

Si para alguna j, y 1j -1 O (i corresponde a una columna de B que con+ 

tiene un vector artificial) entonces el vector artificial se puede eliminar 

de 1 a base y sus ti tui r por aj , y se mantendrá una base, Además como 1 a va­

riable artificial estaba a un nivel nulo, a entrará a la base también a uri 

nivel nulo, y la nueva sol~ción básica será factible. El valor de Ja fun- -

ción objetiva no se alterará. Si se puede continuar este proceso hasta que 

todos los· vectores artificiales se han sustituido, se obtendfá una solución 

básica degenerada factible que también es óptima que contiene unicamente a 

las columnas de A. En consecuencia ninguna de las restricciones originales 

es redundante. 
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Si por el proceso anterior no es posible sustituir a todos los vecto·-

res artificiaies, finalmente llegaremos al punto en que y .. = O para t~ 
IJ 

da ªi y toda i correspondientes a las columnas de B que contienen vec---

tores artificiales a un nivel nulo. En estas ci·-cunstancias no se podrá .. ~ 

sustituir a ning6n vector artificial y aGn mantener una bas~ 

Supongamos que existen K vectores artificiales en la base a un nivel­

nulo. Se impl íca que cualquier columna de A se p i.ede expresar como una co~ 

binación 1 ineal de los m - k columnas independientes de A en la base. -

Por el lo r (A) = m - k, y k de i as restricciones originales eran red!!Jl 

dantes. 

En el caso (c) resulta evidente que no existe solución factible al -­

p-oblema original, ya que de existir esta, las variables artificiales se -

podr fan anular dando así un valor mejorado de z. Pero esto contradice al 

hecho de que el criterio óptimo se ha satisfecho. 

El hecho de que no existan soluciones factibles se puede presentar de­

bido a que las ecuaciones restrictivas son inconsistentes o porque existen 

soluciones, pero no soluciones factibles. 

El método simplex permite identificar si se trata de soluciones no faf 

tibl es o si el sistema de ecuaciones es inconsistente. 

Si sustituimos los vectores artificiales de la base para los cuales -­

Y¡j > O se llegará a uno de los tres casos siguientes: 

i) Se p~dieron eliminar todos los vectores artificiales y consiguien­

temente se obtJvo una solución básica aunque no factible. 

ii) y
1
j < O para todas las je i correspondientes a colµmnas de B -

que cont.ienen vectores arti fi ci al es. 

iiil y
1
i O para todas las je i correspondientes a columnas de B 

que contienen vectores artificiales. 

En el caso (i i) se poeden eliminar los vectores artificiales y como aj 

entra a un nivel negativo se obtendré finalmente una solución besica pero 
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no fact1 ble. 

En el caso (iii) sí r (A)= K entonce:; r (Ab):: 1<+ 1 y consiguiente-­

mente el sistema original de restricciones es inconsistente. 

5-6,. TABLA PARA LOS CALCULOS D!!!L 
METODO SIMPLEX •• 

La forma más adecuada para verificar ordenadamente los cálculos del -

'1\étodo simplex es la ilustrada en la figura (5-6-1). 

Se construirá una tabla nueva carl.;1 vez que se introduzca a la base un 

nuevo vector. 

En la primera columna se indican los "preciosrr CB correspondientes a 

los vectores en Ja base, La segunda columna indica cual es son los vectores 

en 1 a base. La tercera columna, bajo "b" da el valor de X
8

, junto con el Vi!. 

Jor de la función objetiva para la solución básica factible indicada en la 

tabla. 

Las demás columnas, proporcionan los valores de yi para todos los vec­

tores de A y cualquier vector artificial que se haya agregado. 
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Ce 

Ca1 

C02 

Cem 

Vec.Jores 
en lQ b 
bns;ie 

b, Xe1 ~Yio 

b::e. 'Ásr:= Yzo 

bm Xsm=Ym 

¡;-x 
m+~O 

TABLA SlMPLE)( 

C4 C2 o .. • .. Cn +M ,. • • 111 -¡M 

ªª ª' @! • CJ - an <}a . - .. .,. 
'=1-s 

Yu 'f ,z .. . . Yin Y1,n+I y,~ n+-s 

Yz1 Yiz. . . . . Yzn YatJm¡ '12 ~n+s 

Ym1 y "62. . . . . Ymn yvn_, 0+1 Ym> n.+-s 

1!1-C1-= íEz.-Cz:: .. . . rn-Cn . . . . . . . .. . 
'lm+-1:; 1 Ym,,1,,2 IYM._1,, n .. 
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Con Yn+I' indicaremos B-1 q;· La última anotación en cada una de estas 

columnas da zj ej. El primer renglón de la tabla da los precios asocia-

dos a los vectores. 

Se recordará que es necesario saber cual columna de A está en la col u!!!_ 

na de B, para poder determinar a la variable xi 1.;ue corresponde a x
01

• Se 

ve al renglón de 1 a columna 2 donde a:1drece x
81 

y se 1 ee a. que vector co .. -

rresponde esta variable. De igual forma se encuentra la c 01 que correspon­

de a un a cj. 

Los vectores art.lficiales se Co11siderai para vol ver a entrar en 1 a base, y consj_ 

guientemente no 5e consideran columnas para ello:;. Sin embargo si se desea 

tener a B- 1 disponible para cada base, entonces es necesario incluir colum­

nas para las variables artificiales como lo muestra la figura {5-6-1) y - -

transformarlas en cada iteración. 

5.7,. EJEMPLO DEL USO DE LA TABLA PARA LA SOLUCION 
DE PROBLEMAS DE PROGRAMACIOH LINEAL.· 

El mejor método para ilustrar el uso de la tabla anterior es mediante 

un ejemplo. 

Recordando sabemos que una solución óptima se tiene cuando zi cj > 

O para cualquier valor de j. 

Cuando z - e < O, se buscará el vector k que deberá entrar en la 

base medían te: 

(5-7-1) 

Una vez seleccionado este vector k se pueden presentar dos alternati--

vas: 

a) y1k < O para toda i; er este caso se tendrá una solución no a­

cotada. 
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b) y 1k >O para por lo menos una í; en este caso se podrá encontrar 

una nueva solución básica factible que proporcíohe un valor mejorado de la 
función objetiva. 

Para determinar cual de 1Qs vectores de 1 a base se deberá el im.inar y 

sustituir por el vector k se utiliza: 

= mín (5-7-2) 

El cálculo de cada uno de ios elementos al eliminar y sustituir uno de 

los vectores de 1 a base se puede verificar ya sea por 1 o 11. 

l. y r j 

toda j, = 1, ••• , m=fl, ilr (5-7-~) 

toda j 

lta = io z = Ym+1,o, ZJ cJ = Ym+ 1, J 

= 1, ••• , n 

11. yj = yj + y r j i {5..;7-:5) . 

yj = [ yj Ym+L~ toda j 
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f :: [- Y¡k Yr-1.~ Yr+t.k '""" 1 , ... ' -- 1, - - ... ,-
Yrk Yrk Yrk Yrk Y rk 

(5-7-6) 

En Ja sección (2-3) se tenía el siguiente problema de programación Ji 

neal: 

2 X + X" < 5 (5:..7-7) 1 G 

x1 + 3 x2 < 9 -

x1 ' x2 2: o 

Zmax 
:; 

x1 + x2 

Este sencillo prbblema se resolvió graficamente en la figura (a-f) y 

·los resultados obtenidos fueron: 

pl ex. 

6 

5 
= 

19 

5 

l. 2 

= 3. 8 

13 

5 
= 2.6 

A continuación se resuelve el mismo p'bblema utilizando el Método Si@ 

Se deberán añadir a las desigualdades (5-7-7) variables de defecto pa .. 

ra convertirlas en ecuaciones, se tendrá entonces: 
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a..;=-~ [o, 1] b = [s,9] 

Los variables de exceso y de defecto tienen precios nuloa. 

El valor de z. - c. estará dado por el 1Jl timo renglón. En este úl tl 
J J 

mo eenglón y en la columna b aparece el valor de z para esta iteración, 

T (s-i--1) 
-· 

l 
r- .. , 
'f ¡ ) ó o 

Vec-k>reS 1 

Ca b ' 1 

en !'11 h~.Slf.1 a, ~lb.! ªJi b1-4 
1 1 

o a.3 s 1. 
1 1 

1 o ' l 1 1 
,,-·- - - - - ,... 1- -1 -- - ---..... 
~- &4 _9 __ J J ~J. o 1 : ------- - -- - _.., 

~J - CJ' o -1 l 1 ' 1-
......... J 

t) ó 

(5-7-8) 

Como la base en esta primera iteración es una matriz unitaria debida a 

las variables de defecto cuyos precios son nulos 

paso. 

= ( 1Jl timo renglón) 

La solución es obviamente no 1 a ópti~a ya que aparecen dos Z.j - Cj < 0 

En este caso ya sea a
1 

6 a2 deberán entrar a la base en el siguiente 

Se recomienda encerrar a Ja columna que entrará a Ja base como está in 

di cado en este caso a 
2

• 
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. . 
A continuación se deberá determinar el vector que se deberá el iminár 

de la base. En nuestro caso tanto y
1

, como y
22

son positivas. ( j = 2 ). -

Se utiliza (5-7-2) 

5 
X9z 9 

= = 3 
Y22 3 

Consecuentemente el segundo vector ~e la base, ª« se deberá sustit~ir 

por a
2 

En este ejemplo le utilizará el método 1 para el cáltulo de los nuevos 

elementos. 

De acuerdo con (5··7-4) Yrj se obtiene al dividir las Yrj originales 

de cada j por Yrk' Conviene encerrar el renglón por sustítuit como se ha in_ 

di cado. 

Para nuestro caso Yrk = 3 = y 2 2 

entonces: 

9 
y 20 = 

3 
= 3 

-
y'll = = 0,333 

3 

3 
Yzz = = 

3 

= 0.333 
3 

Los dos renglones restantes se obtienen mediante (5-7-3) o sea 
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para toda j 

yn 

El término es constante para cada renglón. 

Para el primer rfenglón: 

0.333 

entonces: 

y i j = Y¡ j - o. 333 y 2j 

es decir: 

-y 10 = 5 - 0.333 X q = 5 - 3 = 2 

- 2 0.333 = '· 666 y 11 = - X 

-y 12 = 1 - 0.333 X 3 = o 

y 13 = l - o. 333 X o = 

-y 
1 
~ = 0 - 0, 33 3 X = - o. 333 

3 
- o. 333 ::: 

= 0 + 0.333 X 9 ·-0+3= + 3 

-y) 1. = ( + 0. 333 X = - 0.666 
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-
y :J2 = 1 + o. 333 X 3 - o 

-. 
Y33 = o 

- o o. 333 o. 333 y )1; = + X = 

La Tabla T (5-7-2) muestra esta iteración 

T (S-1-2) 
1 1 

! 
1 o o 

1 1 

iVed-ores en 
b 

1 1 

Ce (e:¡ bcHiP-. ( a,' ª"2. ct3 ~ 
1 

' - ·- - - lt - - -' ~ 
._ 

o ª3 2 !l.66! o ' -0."33 --· - - - - - - - '- - ,_ --· ... --- -- - ·- --, 

l ªª :3 p.'33 ! f o o.~3 

i!J -- Cj 3 ~o.G€; o ó 0.33 

La solución no es óptima aún, ya que z
1 - cj < O para j = '· Con. 

secuen temen te, en la siguiente iteración se insertará a a1• 

El vector por eliminar seré: 

X B 1 2 X ll 2 3 
= = l. 2 = .. 9 

y 11 '· 66 Y21 o. 33 

Como era de esperarse, se eliminará al vector artificial ª:i ( r = 1 ) 
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Dividiremos todos Jos elementos del renglón r 

= : f. 66 

2 
= l. 2 ::: o. 6 

! • 66 J. 66 

-0. 33 
.. --- = - 0.2 

l. 66 

y 12 = o 

La constante parar = z vale 

y
21 

0.33 
- = --- 0.2 

-y 
20 

= 3 - Q, 2 X 2 3 - 0.4 = 2.6 

y
21 

= Q,33 - .0.2 X J,66 = 0 

-
Y22 

= 1 - 0.2 X o = 

- o. 2 = o. 2 y 23 = o - X 

- 0.33 o. 2 (-O. 33) :: o. 33 + 0.066 y 2 /l = -

1 por Yrk 

0.3999 

y . = a 
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La constante para r = 3 vale: 

Y;n _ -0.66 
- - = - 0.4. 

y
11 

1.66 

-
y )O 

:: 3 + o. Lt X 2 :: 3 ·r O.B - 3, 8 

- 0.66 O. LJ. ( 1. 66) o Yn :: - + :: 

-
y 32 = o + o = o 

-
Y33 = o + O. LJ. ( 1) O. LJ. 

-y
3

ij O. 33 + 0.LJ. (-O. 33) = O. 33 - O. 1333 = O. 2000 

La tabla para esta i teraci 6n es: 

T (S--""t-"5 J 

a Q ca:.--:;;. ¡ i ~ 1 1 ... ·~¡ . ~ 1 . 4~ 

! ª• ! {. 7. , i : O ; O. 6 -O, 2 1 

1 a¿_ Z.G -0:1--To.21 o.~ 
i 

7! . ,,-. 
J - .... J 3.8 o 1 

o 0.4 o.'L 



Como todas la zj - cj > O se tiene la solución óptima. 

De T(5-7-3) se leen los resultados 

que como se ve concuerdan con los obtenidos con el método gráfico. 

5-8.- EL PROBLEMA DE HACER MINIMA A UHA 
FUNCION OBJETIVA.· 

Las técnicas hasta ahora i111stradas para la solµción lineal mediar.te 

el uso del método simplex se han limitado al caso en que se desea hacer má­

xima a la función objetiva. 

En esta sección se indicará la forma de atacar aquellas prnblemas en -

que por el contrario se desea hacer mínima a la función objetiva. 

Si se tiene una función den variables f (x
1

, x
2

, ... , xn), y f' es -

el valor m (ni mo de esta función para una región cerrada de En entonces, Pi! 

ra un punto X cu~quierade la región se cumple que: 

f* f < o (5-8-1) 

o sea que multiplir.ando ambos miembros por (-1) se tiene: 

(-f*) - (-f) >o 

Por definición de un máximo absoluto se tiene: 

(-f*) = max [ - t] 
es decir que -f toma su valor máximo en x*, 

Se concluye que 

mi n f = f* = (- f*) max (-f) ( 5-82) 

El mínimo de una función f para un conjunto de pµntos es igual ~ neg! 
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tivo del máximo de la función - f. 

Es decir que es sencillo convertir un problema por minimizar en un -­

problema por maximizar y aplicarle entonces los métodos vistos, 

Para ello es unicamente cambiari el signo a cada uno de los precios, 

min z = - max (-ex) = max (-c) x ( 5-8-3) 

La función por maximizar es z* - {-c) x, o sea min z - max z*. 

Seguidamente se demuestra que al hacer lo antes indicado, el criterio 

de optimización y el método para seleccionar el vector que deberá entrar a 

1 a base no se han alterado. 

sea 

Para los problemas de mínimos se tenía 

z. 
J 

= c. 
J 

< O para toda j 

Al convertirlo en un problema de máximo cj es sustituida por - cj o 

{-c.) < O para toda 
J 

ya que equivale a multiplicar la ecuación por -1. Esto corresponde al critg 

río de optimización para hacer máxima a una función. 

En fortna análoga en un prbblema de mínimo, el vector que deberá entrar 

a la base se encuentra de: 

Al sustituir cj por (-cj) se tiene 

= min 
..1 

< o 

[-

> o 

z -



que corresponde al criterio utilizado en los problemas de maximizaci6n para 

determinar el vector que deber4 entrar en la base. 

En conclusi6n, como un problema por minimizar se puede convertir en -­

una por maximizar cambiando ónicamente de signo a los precios, se podrá a -

continuación estudiar sin pérdida de generalización, únicamente problemas -

de maximización. 

A continuación se ilustra la resolución de un problema de programación 

1 ineal que presenta las sigui31ntes características: 

a) Se desea hacer mínima a la función objetiva. 

b) Se utilizar4 el método II para su solución. 

e) Requiere la introducción de variables artificiales. 

X¡ + Xz ~ lj. 

X¡ + 3x 2 
) 6 

X¡ + 4-xz ~ 16 

zrnln = x1 + 2 x2 

Para hacer de las desigualdades ecuaciones: 

+ 

+ = 6 

Además para tener una matriz base unitaria se deberán agregar dos co-

1 umnas q
1 

= e
1

, q
2 

= e
2 

correspondeantes a las variables artificiales­

xa1 y xa 2 entonces: 

X¡ + x2 - x.3 + xai = lj. 

x1 + 3x 2 - X& +X~= 6 

X¡ + iix 2 + X5 = 16 
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Para convertirlo en un problema de maximizaci6n: 

T- (S-i-t) 
-1 11'- Z,I o o o -1'1 -M 

Cs VtJc. !oi-~ en 
!.:a i..a .s e b .$1, ia~ éi3 ~ as 

'*' 'iz. 
-M 1 ,¡ 4 1 ' 1'-: o o I o 
-M a g d 11.,! 1 o _, 

() o • +-
o as- 16 -

-
1 "1 o o • o o 

-r.·-cí .... 109' L~j [A~ M M () o o 

z = CBb 

z .::: -10 ltl 

Para j ::: 1 ~zJ CJ - 2M + 1 

Para j ::: 2 zj cJ ::: - tiM + 2 

Para j = 3 zi cJ = + M 

zk - ck - - ll-M + 2 k, ::: 2 

X9¡ X5¡ l1- xa2 6 xB3 16 
·- ::: ::: ._ 

y 1 k y 12 Y22 3 Y32 q 

Consecuentemente qz ser4 eliminada de la base. 

Yrk 
::: 3 entonces 

t -~; 1i ll-M - 2 1 i = -- 1, -
3 3 3 3 



[ '" O. 333 , - O. 666 , - 1. 3'.{3 , l, 333 M - O. 666 ] 

Y
0 

- [u,, 6, 16, - IOM] + 6 [-0.333, - 0.666,-l,333,J.333M-0.666] 

Y
0 

[u, - 2, 6 - ti, 16-53, - 10 M + 8 M - u, J 

-
Y

0 
= [u, - 2, ñ - ll, 16 - 8, - 10 M + 8 M - ¡¡.] 

Y 
0 

= [ 2 , 2 , 8 • •• 2M - u, ] 

Y1 - [ 1, l, \¡ 2M+l] + l [ -0.333, - 0.666, - 1.333, 1.333 M:..0.666] 

Y 1 = [ +O, 666, + O. 333, - O. 333, - O. 666 M + O. 333 ] 

Y2 = [O, l, O, O] 

Y3 = [ -1, O, O, M] + O </; 

Y 
3 

l, O, O, M ] 

Y 1¡ = [ - O, - l, O, M ] [ - 0.33, - 0.66, - 1,333¡ 1.333M-0.666] 

Y, = 1 0.333, 0.333 + l.333, - 0.333 M + 0.666] 

y 5 o, o, 1, o l 

v 
6 

1, o, o, o r 

77 = o, 1, o, o,]+ 1 I - 0.1~3, - 0.666, - 1,333, 1,333 M-0.666] 

7
7 

= [ - 0.333, 0.333,,- 1.333, 1.333 M - 0.666 r 



T (s-9'-:z). 
~-· -1 -1 

1 
-2 ó -M -W1 1 1 o " iVeclf>nsS 6 

11 a, az i!h tl"! as Ce hnse 1 1 e;:¡., C;tí:z. 
1 

-M _% _ 2. 
-11 - . ~ _-L_ -- - - -G.-S-:i.:i ¡t),,,,_1¡.. t) o .. '533 _ _g ' -- - - - - - _. - -

-2 az 2. !0,333 1 1 o -0.1j3;5 o ó 0,"353 

o as '8 '-0.~l 
1 1 

o o l.""533 1 o -1,~ 

~j-Cj -ZM-~ '-0,"'1-f o M -0.333M o o 1.-mM 
\;.O, °5331 ~''' 

.... n e.c..r... 

(~ - CJl mínima= - 0.666 M + 0.333 o sea k = 1 

2 2 
= = 3 = = 6 

0.666 0.333 

se deberá eliminar ql 

y rk = y 11 = o. 666 

1 o. 333 0 •. 333 0.666 M - 0.333 

i= [-- - 1 ' - ' + ---- J 
0.666 0.666 0.666 0,666 

f = [ o. 5 ' - o. 5, 0.5 ' M - 0.5 l 

Y
0 

= ( 2, 2, B, - 2M - 4-] + 2 [ 0.5?, -o.5, 0.5, M-ci.5] 

v º = [ 3 , 1, 9, - 5 r 
Y

1 
= [ 0.666, 0.333, - 0,333, - 0.666 M + 0,333 T + 

+ O. 666 [ O. 5, - O. 5, o. 5, M-0. 5 ) 
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y 1 [ l, o, o, o. J 

y~ = [ O, l., O, o T 

Y 3 = [ - l, O, O., M ] [ O. 5, - O~ 5, O. 5, M - O. 5 ] 

Y3 ::: [ - l.5, o. 5, - o. 5, o. s r 

Y4 ::: [ 0.333, - o. 333, l,333, - 0.313M + 0.666 l 

+ 0.313 [ o. 5, - 0.5, o .. 5, M - O. 5 ] 

Y4 ::: r o.s 
' 

.. o. 5 l. 5 ' o. s r 
' 

Y5 ::: [ o, O, l, o r 

y6 ::: l, O, o, o. J + ( 0.5, -o. 5, o. 5, M-0.5 ] 

yó ::: l. 5, - 0.5, o.5, M-0.5 ] 

Y
7 

= [ - 0.8'33, 0.333, - l.:133, l,333 M - 0.666 ) 

- o. '3'33 ( o. 5, - o. 5, o. 5, M - o. 5 T 

Y 
7 

::: 1 - O. 5, O. 5, - l. 5, M - O. 5 T 

T (S"- ~-"3) 

Ce . 1 -1 -2. O O O 1-M I ... -;l 
1-------4----------T---- -L-------------t---1------ ------~--------· : -Cs ~~-~~ ---b- -¡----a~-----;·:-1-;:;1 fi:.- -;i~ <Í¡j··.-;¡;1 

-1 ¡ ª• ¡ 3 ¡ 1 1 o -1.S' [' o.s 1 o : l. s 1 -0.5' ---·-- --- ., ... ____ ----- --- T-. ------------ i- ------- --- -------------- --------,.------· ... ----r-----· --
-.z i a .. 1 1 ¡o ! 1 ! o.s -o.s: o ¡-o.S"!o.s f- ----- - -¡ -- -- -- -------!--- -- -- ----- - -!----- - +- --- -- -+-----·-- -
o 1 ª5' ! q 1 o : o -0.5' i l. s i \ i o. s -t.5 

r-------------¡-- ------- - ----·-----¡------ ----·--1----------·-¡-----· ----¡------- --
~j-CJ' ! -s o i o o.s' o.si o M-o.sM-0.S' 
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Como todas las z - c > O se tiene la solucilÍn IÍptima del problema 
J J 

Esta soluci0n es: 

X l 3 1 x, :: 1, X 

( - 5 ) 5. 

5-9 .. SOLUCION DEL l"'ROBLEMA DE PRODUCCION PLANTEADO 
EN LA SECCIOH (3-1). 

En la sección (3-l) se planteo un problema de programación lineal que 

tenía por objeto determinar la producción de motores econornicarnente mas --

mas conveniente. 

Se obt ube i e ron 1 as siguientes restricciones: 

3x
1 + 2.5 x, + 5 X, + 2 Xu + ti X5 < 2200 , 

2X 1 + 9x 2 + 2. 5 x.3 + 7 X~ + 6x 5 ::: 7500 

3.2 X ... 6 Xz + 8 X3 + 2.5 x,, + ll X5 < 1i500 -

2.5 Xl + 3 X2 + 2 x3 + 1 X¡¡ + l. 5 X5 ~ 3000 

La funcidn objetiva era la utilidad neta y consecuentemente se desea­

hacer rn~xirna. 

Es necesario introducir cuatro varianles de defecto x6 , x7 , x8 , x9 -

para convertir a las desigualdades en ecuacio1ies. 

Unicarnente a cada iteración se presentarán las tablas correspondientes 

a cada iteracilÍn. 
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soo TOO r-----'I 
11 "ºº 1 

400 45'0 o o o o 
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• --- 1 o ~a 45'00 '3.Z (E, 
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o> o j () 

o <:}4 '?>Oóó 2.. 5 ' 3 1 z 
Ir 

1 
B 3 LS' () o o l 

rJ-CJ o -51)0 
11 1 

-~() r_90<>J -400 G-~so o o ó o 
T ( S-9-2..v 

soo (:¡.-,10'1 900 &160 4só o o o o 
vec.+a~ b 

1 

ªª' K:a a, 1 Cl:s a4 as C;J. l c.,. z. 'i-s ~"f ha· se 1 

~ºº ª3 o .. 6 
1 

1 C),8' 0.2. o 440 1o.s1 0.1 o o 
o S}z. 6400 º· S' 

1 1 

1 'T.T~ () ' 4 -o .. s l o o 
..-- - ~e;¡~ -- - ~- 1 -o ~ - ;_ '2..'2( -_r,- - -, 
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o ~'1 J ,3 
1 
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1 
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1 
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1 
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T (5-q- 5) --
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R E S U L T A D O S.-

La: m~xima utilidad neta que se puede obtener dadas las condiciones -­

anteriores es de ~ 559 3ijQ,00 a Ja semana. 

Para ello es necesario producir q¡ motores tipo a, 616.S motores tipo b, y 

b, yí!l18motorestipod. 

Segur-amente 1 a demanda del mercado por los moto:·es no corresponde a -

Ja producción m4s conveniente calculada arriba; es sinembargo de gran inte 

rés para una p~anta conocer cual es la producci6n mas económica. Conocida­

es+.a, se tratad de que las futuras campañas publicitarias, y adem4s prom.Q 

ciones de ventas busquen que las ventas se asemejen lo mas posible a Ja -­

producci6n m4s econ6micL 

El an4lisis anterior permite adem~s detectar cual es el departan~nto­

que mas desperdicio de horas- m4quina disponibles presentaría B1 se tu--­

viese la produccidn óptima. En el problema anterior se trató del departi 

mento O. 

En conclusi6n se puede decir que si la planta observa una demanda cr~ 

ciente por sus mottores tal que se pudiera llegar cerca de la produt:cirín -Sp­

tima, en el caso de la planta estudiada dados los resultados obtenidos con 

vendría hacer un an41 isis de ruta crítica. 

Este permitiría determinar en casode expansión, cuales departamentos 

deberfan, ser agrandados y en que proporción. Hecho esto se volvería a -

hacer un c4lculo igual al anterior pero para las nuevas restricciones y se 

determinaria si con los cambios propuesto aumentó la utilidad neta y en 

que proporción respecto a la inversión requerida para la expansión, 
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e A P T U L O va 
Lo Programación lineal y sus Aplicado­

• 1 d .. nes en uü 1r1 usma. 

6·1) UTILIZACION OPTIMA DE LA CAPACIDAD DE l.A MAQUINRIA. 

Dentro de los problemas de capacidad maquinaria que frecuentemente se 

encuentran en la industria se tiene el siguiente ejemplo: una fábrica manu 

factura un cierto ndmero de productos que requieren ser procesados en las­

mismas máquinas cuyas capacidades 1 imitan la producción por período. El -­

problema consiste en determinar la cantidad de cada producto que se deberá 

manufacturar cuando se desea maximizar la ganancia. 

El problema (3-1) es un ejemplo de esta aplicación de la programación 

1 ineal en la industria. Este problema se solucionó en la sección (5-9). 

Un ejemplo hipotético de este tipo de problemas es el siguiente: una 

fábrica de lavado ras de ropa produce dos modelos, el de 3 y el de 5 Kg. La 

planta con~ta de q departamentos y cada uno de ellos ~iene una capacidad -

limitada. 

El primer departamento es el del estampado y doblado de las láminas,­

Su capacidad se puede expresar como 300 lavadoras de 3 Kg. o 200 lavadoras 

de 5 Kg. al mes. Fs decir que una lavadora de 3 Kg. ocdpa 1/300 de la capa 

cidad mensual y la otra 1/200 de esta capacidad. 

Esta limitación se expresa, en forma de una desigualdad lineal de la si- -

gu i ente forma: 
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en donde X" X2 son el ntímero de lavadoras de 3 y 5 Kg. producidas al mes­

respectivamente 

El segundo departamento es el de ensamble del motor cuya capacidad es 

de 166 lavadoras de 3 Kg. ó 320 l avadaras de 5 Kg. al mes. El tercer depar 

tamento es el de ensamble final de las lavadoras de 5 Kg. y su capacidad -

es de 230 lavadoras al mes. El cuarto departamento es ~l de ensamble final 

de las lavadoras de 3 Kg. y su capacidad es de 150 lavadoras a! mes. 

El eroblema de programación lineal e~: 

l 
X ~-- X2 ~ 1 

l f)fi 1 320 

La utilidad neta derivada de la venta de estas lavadoras es de & 750-

y ~ 900 respectivamente. La función objetiva es consiguientemente: 

Z Máx = 750 X1 + 900 X2 

6-2) PROBLEMAS DE BALANCEO DE MEZCLAS. 

La apl icaci6n de la programación 1 ineal para balanceo de mezclas se -

ha convertido en un análisis muy empleado en refinerías de petróleo.y en -

fábricas de alimentos balanceados para animales 

Un ejemplo de este tipo de problemas es el siguiente: 

Una fábrica de pinturas manufactura una gran cantidad de productos pa 

ra pinturas. Uno de sus departamentos se dedica un i camente a la prepara- -
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ción de las bases para las pinturas. Esta base semezcladespues con los -

pigmentos para formar la pintura propiamente dicha .. 

Las bases para la pintura se obtienen mezclando diferentes cantidades 

de los siguientes ingredientes: aceite, secador y solvente (thinner~ 

Supóngase que se requieren preparar dos bases A y B. Se requieren 400 

galones d~ la base A y 600 de la base B. 

Las composiciones de estas bases son las siguientes: 

Aceite Secador Solvente 

Base A 803 10% 103 

Base B 15% 30% 

Para la elaboración de estas bases se dispone de los siguientes logre· 

dientes: 

Ingrediente 

Aceite 

Secador 

Solvente 

Disponibilidad 

500 galones. 

200 galones, 

200 galones. 

Costo por Galón 

$ 38.00 

:t. 26.00 

~ 12.00 

Además de los ingredientes puros arriba mencionados, se dispone en el 

almacén de dos mezclas comerciales ya preparadas cuya disposición es la si 

guiente: 

Mezcla Aceite Secador Solvente 

10% 

2 

20% 

60% 

Disponibilidad 

200 galones. 

J 50 ga 1 onesl ' 

Costo por­
ga 1 ón 

$ 32.00 

~ 22.00 

El costo de preapraci6n de las ordenes es constante, independientemen 

te de como se hayan hecho las mezclas y por consiguiente se puede despre-­

ci ar. 

El problema consiste por lo tanto en como se deberán preparar las ba-
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ses requeridas A y B a partir de las substancias disponibles para que el -

costo sea mínimo. 

Para ello consiclera1·emos de que la composición de las mezclas es li-­

neal, es decir que JO galones de ingredientes forman 10 galones de mezcl~ 

exactamente. 

Las varialles en este problema son las cantidades de los diferentes -

ingredientes necesarias para cada mezcla. 

Consideremos para mayor claridad la siguiente nomenclatura: 

X11 = H de galones de la mezcla utilizada para fabricar la base A. 

X12= #de galones de la mezcla utilizada para fabricar la ba:;e B. 

X21 = #de galones de la mezcla 2 utilizada para fabricar la base A. 

X22= #de galones de la mezcla 2 utilizada para fabricar la base B. 

a 1 =#de galones de aceite puro utilizados para fabricar la base A. 

a2 if de. galones de aceite puro utilizados Para fabricar la base B. 

S1 #de galones de secador puro utilizados para fabricar la base A. 

S2 # de galones de secador puro utilizados para fabricar la base B. 

t 1 = ff de galones de solvente (thinner) puro uti !izados para fabricar 

1 a base A. 

t 2 # de galones de solvente (thinner) puro uti 1 izados para fabricar 

la base B. 

El sistema de relaciones que describe al problema se puede desarro- -

11 ar sobre estas var i ab 1 es. 

Se pueden establecer tres relaciones que describan el contenido de a-· 

ceite, secador y solvente para la base A. 

Base A 

Acefte 0.7 X" +O.~ X21 i· a, :: (0.8) ~ºº = 320 

Secador o. 1 X" + s 1 = (o. 1) 400 = 40 

Sol vente O. 2 X 1 1 + 0.6 X21 + t¡ = (O. 1) llOO = llQ 
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Corno X11 representa la cantidad total de la mezcla 1, entonces0.7X 11 

representa a la cantidad de aceite en la mezcla 1, etc. 

Un sistema de relaciones similar se puede establecer para las ingre-­

dientes de la base B: 

Base B 

Aceite 0.7 X12 + O. l\ X22 + ª2 = O. E·5 (600) ::: 330 

Secador O. l X1 2 +. s 2 = o. 15 ( 600) = 90 

Solvente o. 2 x, 2 + 0.6 X
22 

+ t 2 = O. 30 ( 600) = 180 

Es además necesario incluir las limitaciones de los componentes dispo 

ni bles. Estas son: 

Aceite Puro : a 1 + a
2 

S 500 

Secador Puro: si + Sz s 200 

Solvente pu ro: t 1 + t 2 S 200 

Mezcla 

Mezcla 2 

En resumen el sistema de restricciones del problema es: 

o. 7 x, 1 + O. l\ X21 + ª1 = 320 ( l ) 

Base A O. l X11 + s 1 = 4-0 ( 2) 

o. 2 x11 + 0.6 X21 + ti = 40 ( 3) 

0.7X 12 + O.l\ X22 + ªz = 330 { l\) 

Base B O. l X12 + Sz = 90 (5) 

0.2 X12 +0.6X 22 + t2 = 180 ( 6) 

ª1 + a2 s 500 (7) 

Lirn i tac iones s, + s 2 s 200 (8) 
en la dispo-
ni b.i 1 idad. t, + t2 s 200 (9) 

x, 1 + X 1 2S 200 ( 1 O) 

Xz 1 + X22S 150 ( l l ) 
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La función objetiva consiste en hacer mínimas los costos, es decir: 

32 X' i + X' z + 22 

+ 26 s + s 
1 2 

12 t t' + t = Z mín 

o sea ya para resolver el problema se hansformarfa la función objeti 

va a: 

Z máx ::: - 32 X 1 1 + é 1 2 

-26 ( X 
1 

+ S 
2 - 12 ( i. 1 +t 2 } 

6-3 PLANEACION DE INVENTARIOS. 

tn los ejémplos anteriores se ha considerado despreciable el problema 

de inventario, se consideró que, lo que se producía era Jo que se vendía -

inmediatamente, Obviamente no corresponde esto siempre a la realidad, so-­

bre todo cuando existen ma reacias f1 uctuac iones en 1 a demanda de 1 producto­

ª lo largo del año. fl llevar un inventario permite que el ritmo de pro- -

ducción y el de venta difieran, ya que el inventario puede absorber estas­

d i fe rene i as. 

Por ello, cuando se conocen las ventas para cada época, el problema -

de planeación de la producción optima se convierte implicitamente en un -­

problema de planeación de inventarios. 

rJ incremento neto de inventario está dado por la diferencia entre el 

ritmo de producción y el de ventas y por ello el nivel de inventario en un 

momento dado estará dado por el inventario inicial mas la producción acumu 

lada·menos las ventas acumuladas. 

Las variaciones de inventario serán de especial interés en el caso de 

marcadas variaciones en las ventas esperadas durante el afio. 

Cuarido el costo de producir una unidad crece al crecer la capacidad -

producida, como por ejemplo cuando hay que pagar sueldos mayore's por tiem­

pos extra de trabajo o por turnos nocturnos etc., se t.iusca tener un ritmo.., 

179 



uniforme en la producción durante el período considerado, ya que, esto pro 

porciona el mínimo costo de producción posible durante el período. Pero por 

otro lado hay que considerar los costos de inventario a que esto daría lu­

gar. Desde el punto de vista de hacer mínimos !os costos de inventario se­

deberfa planear la producción de tal forma que fuese lo mas semejante posi 

ble a las ventas. 

La producción que junto con la demanda de ventas arroje el costo to-­

tal mínimo do producción y de inventario será obviamente una solución in-­

tennedia entre los dos extremos ant_es mencionados. 

El siguiente ejemplo ilustra la fo1ma de plantear el problema de pla­

neación de inventario por medio de la programación lineal. 

Despues de hacer un análisis de mercados, una fábrica de cartuchos dg 

portivos ha compuesto un programa de ventas para un calibre parti'cular,que 

cubre un período de un aRo. Las ventas estimadas, 

para cada uno de los trimestres es la siguiente: 

Trimestre 

2 

3 

~ 

Ven tas es ~e radas 
en mi les 

680 

!:80 

E·35 

1?50 

en miles de cartuchos) 

Ventas acumuladas 
en mi les. 

680 

1260 

1795 

30~5 

Para el período anual completo la fábrica planeó una producció total­

igual a las ventas totales, suponiendo nulos los inventarios iniciales y -

finales. 

El problema consiste en determinar la producción en cada uno de los · 

trimestres tal que haga mínimo el costo total de producción y de almacena­

miento. 

La fábrica opera en dos turnos cuya capacidad máxima es de 560. l y --

4.q7, 2 respectivamente, (rn mi les de cartuchos por trimestre). El costo de­

producción de 1000 cartuchos es de t 250.- en el turno l y ~ 322.00 en el-
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segundo turno. Fl costo de almacenamiento de 1000 cartuchos durante un t~i 

mestre es de ~ 4.03. 

Consideremos que X,J sea la producción en mi les de cartuchos en el -­

tu roo i y , en e 1 trimestre j ( i = 1, 2 ; j = 1 , 2, 3, 4 ) 

Las restricciones de 1 problema ser fo entonces las siguientes: 

( 1 ) X 1 1 + X21 ?.'. 680 

(2) x, 1 + x,2 + Xz 1 + X22 
;;: 1260 

(3) Xi 1 + X 1 2 + X 13 + X21 + X22 ; X2s 2: 1795 

( lj) x, 1 + x,2 + X 1 3 + X 1 t. + Xz 1 + x22 + X23 +X24 = 30% 

(5) x, 1 :-; 560. l 

(6) x,2 ;; 560. l 

(7) x,3 :-; 560. l 

(8) X1u :!: 560. J 

(9) Xz 1 s 447.2 

(lo) X22 s l\47. 2 

( 11) 
x23 s l\47. 2 

( 12) Xz4 S 447. 2 

Las primeras cuatro restricciones implican que el inventario sea posi 

tivo al término de cada trimestre, o sea que la producción sea mayor o - -

igual a las ventas, y que el inventario sea nulo al final del año. 

Las siguientes ocho restricciones son debidas a iimitaciones de capa­

cidad. 

El costo total de producción al año será: 

en pesos a 1 año. 

Es decir que la aparente no-linearidad de la función del costo se ha­

supera~o mediante el artificio de introducir variables separadas y 1 imita-­

ciones separadas para los dos turnos. 
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Los costos de almacenamiento para cada t(imestre es de ~.03 veces el­

promedio de·unidades (en miles de cartuchos) en inventario durante el tri­

mestre, o sea aproximadamente el promedio del inventari.o inicial y el fi--­

nal .l 

Es decir que para el primer trimestre se tendrá: 

~. 03 
O + (X 11 + X 2 1 - 680) 

2 

Para el segundo trimestre: 

~.03 

2 

Para el tercer trimestre: 

Para el cuarto trimestre: 

Sumando las 3 primeras se tiene: 

2 

C2 = ~·~ 3 
[3X 11 + 3X 21 + 2X 12 + 2X22 + Xu + Xz, - 3(680 )-2(580) - 535] 

C2 = 2.015[3X 11 + 3X 21 + 2X 12 + 2Xz2 + ~ + Xz
3 

- 3735] 

El costo total de producción y de almacenamiento es por lo tanto: 
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La solución óptima se calcula por medio del método simplex recordabdo 

cambiar el signo a los precios de la función objetiva. 

6-4 PROBLEMAS DF. TRANSPORT ACION 

Cuando las actividades de alguna empresa industrial requiere de en- -

víos de mercancías entre puntos geográficamente separados, como puede ser­

entre plantas y almacenes situadas en diferentes partes del país, entonces 

resulta un problema importante el programar los envíos de tal manera que -

los costos de transportación sean mínimas. 

Este tipo de problemas se puede atacar con gr2n frecuencia por modio-·· 

de la programación lineal. 

A continuación se plantea un problema de transportación por medio de­

programación lineal. 

Una compañía manufacturera de productos derivados del coco posee dos­

fábricas, una en la costa del Golfo y otra en la costa del Pacífico. Los -

productos son distribuidos a todo el país desde cuatro grandes almacenes.­

La producción total semanaria es de 500 toneladas. La producción de la - -

planta del Golfo es de 200 toneladas y la del Pacífico de 300 toneladas. -

Cada uno de los almacenes requiere de 50, 150 y 100, 200 toneladas a la se 

mana respectivamente. 

El problema estriba en calcular el patrón de embarques óptimo es de-­

ci r, determinar las cant.ictades que se deberán enviar de cada planta a cada alma­

cen a la semana cuando se desea que el costo total de transportación sea -

lo mas bajo posible. 

Las incógnitas del problema están indicadas en el siguiente arreglo, 

donde X1 j es la cantidad (en toneladas a la semana), que se envía de la -­

planta i al almacén j. 

= 1, 2 :: 1, 2, 3, q. 
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Gol fo xu 
Planta 

Pacífico X21 ----
·e uerido Total 1 q 50 

Almacén 
2 v 

x12 x13 

Xz2 X23 

150 100 

1 

X 111 1 

~ 2 

Producción 
t t 1 .. o a ' 
200 

300 

500 

Existen 8 incógnitas como lo indica el esquema 6-4--1 

Pltítnto¡ 
Golfo 

Plan-i-q 
-Pací f 1·-~~~~--r 

e 

. . -~: '." .· 

6-4-1 

A cada variab1~ corresponde un coeficiente C11 , que es el precio o -­

costo del envío de una tonelada de la planta i al almacén j, 

La siguiente tabla da el valor de estos coeficientes: 

c1 J 

en !!: por Almacén 
tonelada 

Planta 2 3 4-

Gol fo 4-0 26 13 60 

Pacífico 26 53 90 18 

El problema consiste en hacer mínima el costo total de transportación 

e = ;: ;;: c1 J x1 J 
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i = l 1 2 j = l 1 2, 3, 14 

sujeto a las restricciones de que el embarque total de las dos fábri­

cas sea de 200 y 300 tomdadas respectivamente, Los envíos totales a cada­

almacén deberán ser 50, 150, 100 y 200 tone 1 ad as respectivamente. 

Como los precios son funciones lineales de las Xii' el problema se -­

puede enunciar de la siguiente manera: 

( 1 ) X 11 + X 12 + xu + X lij = 200 

(2) + x21 + Xzz + x23 + X z ;¡ = 300 

( 3) x11 + X21 = 50 

( l~) x12 + Xzz = 150 

( 5) xu + Xz3 = 100 

(6) x1ij + Xz ij = 200 

es decir: 

Se puede ver que las 6 ecuaciones anteriores unicamente 5 son indepen 

dientes, ya que se podrían sumar las ec.uaciones (1) y (2) y se obtendría -

el mismo resultado que si se sumaran las ecuaciones (3), (14), (5) y (6), 

es decir q.!Je la suma de todas las variables es igual a 500. 

Esta simplificación se presenta en todos los problemas de este tipo,­

es decir que en caso general de m orígenes y n destinos, una de las m+n e­

cuaciones, cualquiera de ellas, se puede eliminar. De esta manera se ex­

presa que se requieren un i camente m+n-1 variables para formar una base. 

Esto implica que un problema de transportación, para ser óptimo unica 

mente utilizará cuando mas m+n-1 de las m x n rutas posibles. 

Resulta difícil imaginarse como atacar este problema sin la ayuda de­

un modelo de programación 1 ineal. F.s además conocido lo difícil que es re-
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solver los problemas de transportación por "sentido comdn". No resulta ~ -

cierto suponer que cada almacén se deba abastecer de la fábrica mas cerca­

na, ya que esta suposición será rara vez compatible con las resticciones. 

En el problema de transportación es donde quizá se haya aplicado con­

mayor éxitu la programación inicial. Se ha publicado que por ejemplo la -­

Compafiía H. J.Heinz que fabrica salsa de tomate en media docena de fábri-­

cas distribuidas en la Unión Americana y abastece a 70 almacenes, ha aho-­

rrado varios mi les de dólares .:;::::~c:;tru1mente en costos de transporte, apl i 

cando la programación 1 ineal para determinar el sistema de envíos óptimo.­

Además, la gran simplicidad del ~étodo ha permitido a la compafiía revisar­

e! programa óptimo de transporteción a intervalos mas breves, obteniendo -

de esta manera un mejor ajuste de los cambios de datos en el problema. 

Se ha elaborado un problema generalizado de transportación para el ca 

so en que las cantidades pe- embarcar de cada fábrica no están especifica­

das claramente si no unicamente están limitadas a la capacidad de la fábri 

ca. Es decir, que las restricciones debidas a las fábricas se convierten -

en desigualdades y entonces el problema consiste en determinar las cantid~ 

des que se deberán producir y embarcar de tal manera que el costo total de 

producción y transportación sea mínimo. El mismo modelo se podri aplicar a 

aquellos casos donde el problema consiste en hacer mínimo el costo total -

de la compra de materia prima de un n6mero de proveedores geograficamente­

separados y mandarla a un n6mero de fábricas, tambien separadas que posee-

1 a compañ fa. 

Una mayor generalización se obtiene con un modelo en donde todas las­

restricciones son desigualdades, ya que la producción tota 1 y las ventas -

totales no han sido fijadas previamente, como tampoco las entregas a los -

almacenes ni los embarques de las fábricas. 

En este caso el problema no consiste en hacer mínimo al costo sino en 

hacer máximo el rédito de las ventas menos los costos variables de p~oduc­

ción y transportación, es decir en hacer máxima la utilidad neta. 
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6·5 LAPROGRAMACIO~ LINEAL EM LA DECISION DE INVERSIONES. 

La programación 1 ineal es particularmente eficiente en la solución de 

problemas a corto plazo, es decir en problemas que no involucren decisión­

de inversiones. La planeación de la producción bajo ciertas 1 imitaciones -

de la capacidad conocidas es un ejemplo típico. El período para el cual se 

planean las operaciones es relativamente corto, de tal manera que el equi­

po no sufre cambios durante él. Además, las restricciones tecnológicas y -

económicas permanecen iguales durante el período y consiguientemente el -­

programa de la producción respetará estas limitaciones. Sin embargo, cuan­

do se trata de ~na p!aneaci6n a largo plazo, las alternativas en la planea 

ción ya no están en general sujetas a un equipo fijo, por el contrario la­

compañfa está ahora en condiciones de ajustar el equiw al programa de pro 

ducción deseado de tal forma que se eviten los embotellamientos y los des­

perdicios de la capacidad, en es~cial cuando se está proyectando una nue­

va planta. 

Como se podrá ver, la programación lineal no es muy aplicable en es-­

tos casos. Sin embargo, siempre es posible utilizar a la programación li-­

neal aón cuando se trate de decisión de inversiones. Esto se debe a que -­

cuando una empresa tiene la libertad de escoger entre varias alternativas­

de inversión, la decisión estará basada en estimaciones sobre la utilidad­

que las alternativas hipotéticas pueden lograr; es decir que la programa 

ción 1 ineal se puede utilizar como un arm~ para estimar estas utilidades -

futuras. Además, cuando el programa de operaciones de una planta existente 

se determinó por medio de programación lineal, la tabla simplex proporcio­

nará una buena guía para una pol ftica óptima de inversiones. La solución -

obtenida por medio de la programación 1 ineal indicará la posición exacta -

de los embotellamiento que limitan la utilidad; es decir indicará que par­

tes de la planta se deberán agrandar. 

Otra ventaja de los cálculos del método simplex estriba en que propor 

clona como resultado secundario aquellos précios que se pueden utilizar pa 

ra evaluar la contribución marginal a la utilidad de cada uno de los factQ 
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res involucrados; o sea la cantidad en que la utilidad neta se incrementa­

ría si una máquina adicional se utilizara. Se deberá tener cuidado, sin em 

bargo de no caer en la creencia de que una nueva inversión se deberá siem­

pre dirigir a 1 a mayor apo rtac i 6n, ya que se deberán considerar otros facto 

res como el costo de las nuevas máquinas, su vida estimada, intereses, et~ 

6-6) LOS PROBLEMAS DE SECUENCIAS. 

Otra seria limitación a la aplicabilidad de la programaci6n lineal es 

que si bien nos indica el tipo de operaciones que se deben efectuar, en 

que máquinas, etc., no nos indica la secuencia en que las operaciones se -

deben efectuar. Es decir, que una vez que se ha obtenido la solución a un­

problema de este tjpo por medio de la programación 1 ineal, se deberá segui 

damente hacer un análisis detallado para determinar la secuencia de las -­

operaciones en cada máquina tal que arroje el mínimo tiempo de desperdicio 

en la planta. Para el lo se han ideado varios métodos gráficos y numéricos­

como los diagramas de barras, y el análisis de ruta crítica principalmen­

te. Sin embrargo, cuando cada producto se tiene que procesar en las dife-­

rentes máquinas en una cierta secuencia tecnológica, puede resultar imposi 

ble llevar a cabo el programa que en otras condiciones hubiese sido óptimo 

sin violar las limitaciones en la capacidad. El tiempo desperdiciado entre 

operaciones no se puede evitar ya que ciertas operaciones se tienen que re 

tardar hasta que se hayan verificado otras, es decir que el programa req.ue 

rirá de más horas-máquina, ya sea de trabajo o de desperdicio de las que -

en realidad hay disponibles para el período ,para el cual se planeó la pro­

duce i ón. 

En estas cir(.:unstancias, el programa úptimo, tal como se le considera· 

en la programación lineal, se de"berá obtener por medio de tanteos u otros­

métodos de sentido común. 
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6 .7) CONCLUSIONES SOBRE LA APLICABILIDAD DE LA. PROGRAMAMACION llt~EAL • 
EM l.A INDUSTRIA. 

Como se ha indicndo, la programación lineal, no constituye un método­

universal para resolver todos los diferentes tipos de problemas que pueden 

afectar a una industria. Se ha visto que la programación 1 ineal no es apli 

cable a problemas que involucren una determinada secuencia, como tampoco -

se deberan basar las decisiones de inversi6n por entero a los resultados -

obtenidos de ella. 

Por otro lado no resulta difícil encontrar ejemplos de problemas que­

aunque son de naturalez lineal, se pu1den resolver por lo menos con la mis 

ma sencillez por medio de inspección y sentido camón sin tener que arlicar 

las técnicas de la programación lineal. 

Resulta evidente de que muchos problemas sencillos a los cuales se -­

les aplica la programación lineal son tan obvios que se pueden solucionar­

por medio de los métodos tradicionales basados en el sentido común. Algu-­

nos de los ejemplos antes formulados se podrían haber resuelto de esta ma­

nera. Sin embrargo, Jos problemas concretos con que nos podemos encontrar­

en la realidad pueden ser mucho mas complicados que estos ejemplos. 

La verdadera prueba de la utilidad de la programación lineal es su -­

gran habilidad para solucionar problemas complicados que involucran una -­

gran número de variables y de restricciones pero sobre todo el hecho de ha 

ber dado soluciones mejores que aquellas dadas por los métodos tradiciona­

les. Que la técnica de la programación lineal ha superado esta prueba no -

hay duda; la vasta 1 iteratura sobre este tema es prueba de que los métodos 

de la programación 1 ineal han conducido a considerables aumentos, en las­

util idades o en la reducción de costos. 

Resulta muy frecuente encontraí problemas cuya estructura corresponde 

a la del modelo lineal y resulta evidente que las soluciones aproximadas -

encontradas por los métodos de sentido común serán tanto menos confiables, 

cuanto mas complicados sean los problemas. 
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Mucho se ha dicho contra la apl icaci6n de la programaci6n lineal, y -

en general contra la de cualquier método teórico. Se dice que­

no hay razón en calcular una solución exacta, con métodos t~n elaborados -

ya que les datos estadísticos, los coeficientes del modelo son tan in'segu­

ros de que en los resultados no se puede uno basar de todos modos. 

Sin embrago las decisiones se toman de todas maneras basándose en es­

tos datos ya que no existen otros mejores. Porque entonces no utilizar 

aquella técnica que para los datos disponibles nos da la solución mejor. 

Otra frecuente objeción que se hace a la aplicación de la programa- -

ci5n lineAl es de q~e el modelo es una simpl ificaci6n matemática que des-­

precia a muchos de los factores que complican al problema real. 

Si bien es cierta que la programación lineal no puede resolver problL 

mas cuya estructura es b2sicamente no lineal, tarnbien es cierto que es pe-

1 igroso y absurdo creer que los métodos de sentido común pueden absorver -

mas factores que los que absrobe un métod e formal, Es mas, un modelo mate­

mático, que aunque está algo simplificado, puede en general esperarse que­

proporciones una mejor aproximación a la solución correcta que cualquier -

otro m6todo préctic~ que toma mas factores en consideración a costo de -­

una pérdida de exactitud. 
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