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Introduccion

Se puede decir que uno de los mas grandes avances en el desarrollo de las mateméaticas se
dio a partir de las ideas de Evariste Galois acerca del estudio de la condiciones de solubilidad de
ecuaciones polinomiales. Con las aportaciones de Galois se pudieron condiciones de solubilidad
por radicales de ecuaciones polinomiales de cualquier grado positivo (estableciendo de paso una
mayor generalidad en cuanto a las formulas que ya se tenfan para polinomios de grados 2, 3 y
4), pero estos aportes fueron mucho mas prolificos. Las aportaciones de Galois para resolver el
problema anterior son consideradas el punto de arranque de la Teoria de Grupos y el estudio
de anillos y campos. Ademés, del estudio iniciado por Galois surge otro resultado importante
para el estudio de tales estructuras algebraicas, conocido como el Teorema Fundamental de la
Teoria de Galois, el cual consiste en establecer las condiciones para el analisis de campos en
términos de grupos y viceversa. Lo anterior se efectiia por medio de asignaciones especiales,
mutuamente inversas, que nos permiten relacionar los subcampos de una extensiéon de cierto
campo dada con los subgrupos de cierto grupo de automorfismos.*

Esa correspondencia especial entre estructuras algebraicas es uno de los rasgos que ha co-
brado mayor importancia en el estudio de la Teorfa de (Galois. Segtin la teoria, que se satisfagan
ciertas condiciones para establecer una correspondencia biunivoca entre campos y grupos pro-
porciona una ventaja considerable cuando se trata de estudiar alguna de las estructuras en
términos de la otra. Una pregunta natural que surge es si esas situaciones se pueden presentar
en otras estructuras ademas de campos y grupos. Los resultados sobre esta cuestién no han
resultado infructuosos, pues se ha logrado estudiar con éxito este tipo de correspondencias en
otras ramas de las matematicas aparte del Algebra, tales como la Topologia y la Geometria.

En este trabajo estamos interesados en el estudio de este tipo de correspondencias especiales
entre estructuras algebraicas en el caso particular de la Teoria de Modulos. Sabemos que, dado

un anillo R, podemos obtener colecciones de varios objetos que resultan de interés para estudiar

!Existe una bibliografia extensa dedicada al estudio detallado de la Teoria de Galois. En Howie (2006) y
Zaldivar (1996) se hallan exposiciones detalladas para un buen estudio de la materia. Mas adelante en este
trabajo se pondra mayor detalle en explicar nociones como extensiones de campos, grupos de automorfismos y
esas asignaciones que los relacionan.



diversas propiedades que el anillo les induce y viceversa, como los R-mo6dulos, R-morfismos y
otras estructuras especiales como los R-prerradicales y las teorias de torsion. El objetivo de
este trabajo es presentar diversos conceptos, definiciones y resultados que nos encaminen a
obtener las llamadas Conexiones de Galois que pueden establecerse entre diversas coleccio-
nes de objetos propios de la Teoria de Mddulos. Tales conexiones de (Galois, inspiradas en la
correspondencia biunivoca que hay entre campos y grupos dentro de la Teoria de Galois, son
obtenidas cuando se tiene una serie de condiciones que cumplen los R-médulos, R-morfismos,
R-prerradicales, etc. Después de esto, se presenta una lista de algunos requerimientos minimos
que permiten la existencia de determinadas conexiones de Galois entre ciertas estructuras de

objetos dentro de la Teoria de Modulos.
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Capitulo 1

Nociones y definiciones preliminares

Requerimos establecer los conceptos e ideas elementales sobre los que estaremos operando
a lo largo de este trabajo. La mayoria de tales conceptos suelen ser expuestos en cursos de
licenciatura sobre algebra moderna, pero notemos que algunos de ellos son de uso tan amplio
que no es dificil comenzar a percibir el empleo de las ideas detras de esos conceptos desde fases
tempranas en cursos de geometria y calculo. Comenzaré por proporcionar las definiciones de
los objetos, estructuras y nociones que se tomaran en cuenta a lo largo de todo este trabajo.
La dindamica que se seguird desde ahora consiste en que, una vez que se hayan presentado los
elementos basicos sobre los que desarrollaremos estos estudios, en los capitulos siguientes se
presenten el resto de elementos relevantes que daran continuaciéon a los contenidos en turno.?

Empezaremos con los conceptos basicos sobre anillos y moédulos. En la primera definicion
servira para recordar lo que son las estructuras algebraicas de grupo, anillo y campo entendidas
comunmente en la basta variedad de textos bésicos, y sobre ellas se estardn reconociendo las
nociones que se desprenden de dichas estructuras, como los subgrupos, subanillos y subcampos,
las asignaciones llamadas morfismos entre dichas estructuras, etc.® Reservamos la definicion de

modulo aparte, puesto que requiere la consideracion de las anteriores estructuras:

Definiciéon 1. Un grupo (G, =, e) consiste en un conjunto G no vacio, una operacion + : G — G,
y un elemento distinguido e de G, tales que:
(i) Ya,b,c € G se satisface a = (b+c) = (a*b) = c.

(ii) Ya € G se satisface a e = a = e » a. El elemento e se llama neutro para la operacion ».

2Cabe sefialar que, junto con la presentaciéon de todos estos elementos, se indicar, si es preciso, cuél es la
notacion que se usaréd para denotarlos.

3Como ya se ha mencionado, hay una gran variedad de textos donde se presentan detalladamente estas
nociones que surgen de las estructuras algebraicas basicas que consideraremos. Se ofrece una presentacion
concisa de ellas en Zaldivar (1996).
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(iii) Ya € G 3b € G tales que a+b=e =b+a. Se denota a ! = b.*

Un anillo es una quinteta (R, +,0,-,1) donde (R, +,0) es un grupo conmutalivo (es decir, que
cualesquiera a,b € R satisfacen a + b =b+ a), (R,-, 1) es un monoide (esto significa que 1 es
el elemento neutro de la operacidn -), y se cumplen las leyes distributivas:

(i) Ya,b,c € R se satisface a - (b+c¢)=(a-b+a-c).

(ii) Ya,b,c € R se satisface (b+c)-a= (b-a+c-a).

El anillo se llama anillo con elemento unitario si posee un elemento 1 que es neutro para su
seqgunda operacion.

El anillo es un anillo con division si (R\{0},-,1) es un grupo.

El anillo se llama campo si es un anillo con diwision conmutativo.

Desde ahora estaremos trabajando con anillos que tienen elemento unitario a menos que se
indique lo contrario. También haremos explicito cudndo se estaran empleando anillos conmu-

tativos.

Definiciéon 2. Sean R un anillo y M un grupo abeliano. Decimos que R actia en M si existe
un morfismo de anillos

ANiR—-{f:M— M| f—morf.degrupos} = End(M)

Tomando la accion R x M — M como (r,m) — r-m = \(r)(m) con A : R — End(M) un
morfismo de anillos (pues End(M) es un anillo), se verifican las siguientes condiciones:
(i)1-m=mV¥me M

(i) (r+s)-m=Xr+s)(m)=Ar)m)+AXs)(m)=r-m+s-m

(ii) (r - s) -m = A(rs)(m) = A(r) o A(s)(m) = AMr)(A(s)(m)) = r- (s -m)

4) rm+n) =Ar)m)+AX(r)n)=r-m+tr-n

Estas condiciones definen un mddulo izquierdo denotado rM. De ahora en adelante, denotamos

por R — Mod a la coleccion de mddulos izquierdos sobre un anillo R

En este trabajo no podemos ofrecer una exposicion pormenorizada de todos los resultados
que se desprenden de los estudios sobre anillos y médulos. A partir de ahora supondremos
dados varios resultados conocidos de la Teorfa de Anillos (anillos con division, campos, anillos

cocientes, etc., morfismos y teoremas de estos, etc.) y de Teoria de Modulos (clases de modulos

4Hay una observaciéon en esto. Dependiendo de si el anillo tiene una definicién y comportamiento que le
doten un caracter aditivo o multiplicativo, los elementos en la definicién pueden cambiar su denotacién. En este
caso, pensamos al grupo en nuestra definicién teniendo caracter multiplicativo.

®Haciendo el cambio obvio a accién por la derecha A, tenemos un R-moédulo derecho. Similarmente, Mod — R
denotaréa la coleccion de modulos derechos sobre el anillo R.
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especificas como los cocientes, simples, semisimples, etc., propiedades y resultados de morfismos
de modulos, etc.).

Asimismo, estaremos manejando otro concepto muy importante: Conexiéon de Galois. La

idea detras de tales conexiones permea varias areas de las matemaéticas, pues basicamente
exhibe la relaciéon que existe entre dos estructuras que se hallan cada una en un campo bien
delimitado de estudio aparentemente ajeno del otro. Estas conexiones fueron inspiradas por el
trabajo de Evaristé Galois acerca de su investigacion sobre las condiciones de solubilidad por
radicales de ecuaciones polinomiales de grados 5 o superiores.” Aqui esbozaremos brevemente
coOmo es que trabaja la propuesta de Galois para establecer cudndo una ecuacién polinomial de
grado 5 o mayor es soluble por radicales.

Mediante la nocién moderna de grupo (G, -, e), la idea consiste en considerar las raices de
una ecuacion polinomial y relacionarlas con un grupo especial. Dado un campo K, considera-
mos L/K la extension del campo K por L y los isomorfismos o : L — L tales que o |x= id,
los cuales son llamados K-automorfismos de L y conforman la coleccion de objetos Aut(L/K).
Consideramos el grupo (Aut(L/K),o, Id). Ahora consideramos los campos intermedios de L/K
y los subgrupos de Aut(L/K):

Cr/x = {camposintermedios de L/ K},
Gk = {sugrupos de Aut(L/K)}.

Definimos las siguientes asignaciones: S : Cp/x — Gk dada como M — S(M) = Aut(L/M)
donde K € M < L (i.e. M es un campo intermedio entre K y L), F': G /x — Cpr/x dada como
Hw— FH)=L" ={ae L|o(a) =aVoe H} donde L¥ es conocido como el campo fijo de H
(el cual se entiende asi debido a que considera los automorfismos que dejan fijos a los elementos
del campo L).®

El papel de las asignaciones S y F' es muy importante para establecer cuando una ecuacion
polinomial de grado n arbitrario admite soluciones por radicales, y para que esas asignaciones
nos den esa informaciéon requerimos que las extensiones de campos tengan ciertas propiedades

especiales. En primer lugar, se requiere que la extension en cuestion sea finita. En segundo lugar

6 Al respecto, resulta ttil revisar Kasch (1982) y Stenstrém (1975) para la parte de modulos; los dos primeros
capitulos de Zaldivar (1996) ofrecen un buen panorama sobre los anillos.

"Una buena parte de la vida y obra de Galois es conocida gracias a diversos testimonios. Aunque todavia
no hay un consenso aceptado sobre algunos aspectos particulares de su vida. Se puede encontrar una buena
recopilacion bibliografica de Galois en Stewart (3era ed. 2003).

8La notacién aqui usada es la misma que se encuentra en Saldivar (1996). La notaciéon sobre los campos
intermedios y subgrupos de Aut(L/K), asi como la de las asignaciones S y F, suele ser diferente al manejarse
por otros autores como Howie en su (2006).
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se piden un par de caracteristicas adicionales. Por una parte, que la extension L/K satisfaga
que todo polinomio irreducible f(z) € K [z] tal que tenga una raiz en L, las tenga todas en L.
Esto significa que L/K cumple la propiedad de normalidad. Por otra parte, la siguiente pro-
piedad requiere un requisito preliminar: Un polinomio f(x) € K [z] se dice separable si todos
sus factores irreducibles son separables sobre K, y estos irreducibles son separables si no tienen
raices miltiples en su campo de descomposicion (el campo donde viven todas sus raices). Con
lo anterior, L/K es separable si todo « € L es separable sobre K, donde la separabilidad de «
significa que su polinomio minimo irreducible asociado irr(«, K) € K [x] es separable.

Una extension L/K finita, normal y separable es lo que se conoce como extension de Galois.

En tal caso, denotamos al grupo de K-automorfismos como Aut(L/K) = Gal(L/K) y lo lla-

mamos Grupo de Galois.

Las extensiones de Galois son la clave para establecer el criterio de solubilidad de cualquier
ecuacion polinomial de grado n. Ahora estamos en posicion de presentar el resultado central
de la Teoria de Galois aplicada al problema de establecer tal criterio mediante las siguientes

condiciones:”

Teorema Fundamental de la Teoria de Galois. Sea L/K una extension de Galois y sea G =

Gal(K/L) el grupo (finito) de Galois de la extension. Entonces:
(1) | Gal(L/K) |=[L : K].
(2) Las asignaciones F y S son inversas una de la otra.
(3) Si M es un campo intermedio, L 2 M 2 K, entonces:
() | S(M) | =] Gal(L/M) | [L : M].
(i) [M:K]=|G|/|SM)|=[|G:S(M)] = indice de S(M) en G.
(4) Si M es campo intermedio, L 2 M 2 K = M/K es normal sii Gal(L/M) < Gal(L/K) es
un subgrupo normal.

(5) Si para un campo intermedio M, M/K es normal, entonces el grupo de Galois

Gal(L/K)/Gal(L/M) = Gal(M/K).

La idea central del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois es la condicion (2) so-
bre las asignaciones inversas F' y S una de la otra. Que la extensién sea de Galois es lo que

garantiza que ambas asignaciones sean inversas entre ellas, lo cual ayuda en el anélisis del grupo

9La forma en que lo presento aqui sigue las ideas expuestas en Zaldivar (1996). He elegido esta presentacién
para que sea mas claro el rol de las nociones de normalidad y separabilidad relacionadas con los grupos de
Galois antes descritos. Otras versiones de presentacion dadas en otros lugares son méas breves en comparacion
a la aqui ofrecida.
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de Galois en cuestion.

., Coémo se relaciona esa correspondencia entre extensiones de campos y grupos de automor-
fismos con la solubilidad de ecuaciones polinomiales de grado n? Una ecuacién polinomial f
de grado n, con coeficientes en un campo K, que es soluble por radicales es tal que sus raices
inducen el grupo (S, o, 1,,» donde cada permutacion acttia de cierto modo sobre las raices del
polinomio. Con el Teorema Fundamental y las asignaciones F' y S, sabemos que el polinomio en
cuestion es soluble por radicales si y s6lo si el campo de descomposicion de f es una extension
de K y de Galois si y solo si (S,,0,1,) es un grupo soluble. La idea de que un grupo G sea
soluble es la siguiente:'’ Existe una cadena finita de subgrupos 1 = Go < G, € ... € G, =G
tal que: (1) Cada subgrupo es normal en el siguiente, es decir, G; <G, con 0 <i<n—1,y
(2) los cocientes G;.1/G; son abelianos para 0 < i <n — 1.

El modo anterior constituye el criterio general para saber si una ecuaciéon polinomial de
grado n es o no soluble por radicales. Sin embargo, éste es s6lo un aspecto particular que llegd
a ser resuelto por la Teoria de Galois. Veremos mas adelante que la esencia del Teorema Fun-
damental de la Teorfa de Galois puede rastrearse mas alla de los dominios de los grupos y los
campos.

Ahora que hemos dado el esbozo de estos aspectos de la Teoria de Galois, a continuaciéon
veremos otros conceptos y definiciones més cercanos a la Teoria de Modulos.

Recordemos que de la Teoria de Categorias tenemos la nociéon de funtor. Un funtor es una
asignacion que relaciona los objetos y morfismos de un par de categorias (no necesariamente
distintas entre si). Tomando a R-Mod con estructura de categoria, tenemos la siguiente defini-

cion:

Definiciéon 3. Un prerradical v en R-Mod es un subfuntor del funtor identidad, esto es, a cada
M € R—Mod, rle asigna un submddulo r(M) de tal modo que si ¢ : M — N es un R-morfismo
@ la restriccion ¢ |2 r(M) — r(N) es tal que el siguiente diagrama es conmutativo (v es la

inclusion,):

0Vease Zaldivar (1996), p. 167
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Como ejemplos, damos un par de prerradicales de amplia consideracién y que seran de par-
ticular interés en este trabajo. Son los denominados como traza y rechazo. Ambos se definen
como sigue: Para una subclase 4 de R-mod,

(i) La traza try : R —mod — R — mod se define como
tro(M) =>{Im(f)|f:U— M, Ue¥€}.

(ii) El rechazo reg : R —mod — R — mod se define como
reg(M) =({Ker(g)|g: M - U, Ue €}

Denotaremos como R — pr a la clase de los prerradicales en R — Mod. Ademés, dotaremos a
R —pr con un orden dado de la siguiente manera: parar,s € R—pr, r < ssi VM € R— Mod se
tiene que r(M) < s(M). Adicionalmente, notemos que la relacion de submoédulos < hace que
< sea un orden parcial.

La siguiente importante nocién a considerar es la de reticula, las cuales sera importante de-
finir lo suficientemente general para que consideremos tales estructuras sobre conjuntos, clases
y conglomerados. Serd importante senalar que, por una parte, aunque es aceptado que la dis-
tincion entre conjuntos, clases y conglomerados sea importante por diversas razones, nosotros
no dependeremos en este trabajo de tal distincion para llevar a efecto los objetivos tenidos. Por
otra parte, si permitiremos el libre uso de operaciones conjuntistas usuales, como las de union,
interseccion, potencia, etc., entre clases o conglomerados cuando sea necesario hacerlo, y esto
no representard ningan problema de naturaleza distinta de la que tienen los problemas que nos
conciernen en este trabajo.!'!

Introducimos las reticulas mediante la siguiente definicion:

Definicidon 4. Una reticula o latiz es una cuarteta ordenada (P, <, A, v) donde (P, <) es una
coleccion parcialmente ordenada y no vacia, y para cualesquiera a,b € P existen el supremo y
el infimo de {a,b} respectivamente. Lo anterior significa que:

(1) a nbe P, el infimo de a y b, cumple

(i) anb<byanb<a,lo que hace a a A b cota inferior de {a,b}.

(11) Si hay t € P tal quet < a yt <b, entoncest < a Ab, es decir que a A b es la mdzima cota
wnferior.

(2) avbe P, el supremo de a y b, cumple

11Gi bien suele ser una convencién establecida que las clases son colecciones de objetos "demasiado gran-
des"para ser conjuntos (y de ahi que tenga maés sentido hablar de cosas como el universo de todos los conjuntos),
no se halla muy facil en la literatura un tratamiento profundo de qué cosas sean los conglomerados de objetos
salvo la idea bésica de tratarse como colecciones de objetos "demasiado grandes"para ser clases. Nosotros asu-
miremos lo mismo en este trabajo sobre los conglomerados, pues para algunos resultados y usos de herramientas
formales en este trabajo serd conveniente considerar conglomerados de objetos.
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(i)a<avbyb<avb,loque hace a a v b cota superior de {a,b}.
(ii) Si hay t € P tal que a <t y b <t, entonces a v b <t, es decir que a v b es la minima cota

SUPETLoT.

Se pueden dar diversos ejemplos de reticulas empleando tipos de operaciones que permitan
tener supremos e infimos dentro de conjuntos. Un ejemplo de una reticula es el que podemos
tener dado un conjunto cualquiera A y empleando operaciones conjuntistas elementales, por lo
que (P(A), €, N, v) es una reticula. Ademas, la estructura reticular que tienen varias de esas
colecciones se puede modificar, resultando en estructuras que poseen so6lo algunas de las pro-
piedades mencionadas en la Definicion 4. Asi, por ejemplo, si en una colecciéon de objetos solo
se tienen infimos para el caso en que se consideran exclusivamente pares de objetos, entonces
es una A - semirreticula; pasa lo propio al respecto de la existencia de s6lo supremos para los
pares de objetos, y aqui es una v - semirreticula. Notese que, en estos términos, tenemos una
reticula cuando la coleccion de objetos cumple con ser A - semirreticula y v - semirreticula.

Por otra parte, al fortalecer las condiciones del infimo y supremo para que se cumplan en
conjuntos de tamano |X| para un conjunto X cualquiera, obtenemos una estructura de A -
semirreticula completa y v - semirreticula completa. En forma anéloga, la reticula es completa
cuando es ambas semireticulas anteriores.

~

Antes de dar la siguiente definicion, concederemos que (R —pr, <, A, Vv, 0, 1) es una re-
ticula. A continuacién damos un par de asignaciones nuevas, dada {r,}, una familia de

prerradicales subindexada por un conjunto X:

Definicion 5. 1) \/ {ra} cx : R— Mod — R — Mod dada como M — Z ra(M).
aeX
2) N {ratoex : R— Mod — R — Mod dada como M — ﬂ To(M).

aeX

M L N

2 7a(M) 2 7a(N)

M L N

N 7a(M) 7a(N)
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Por como se definen los prerradicales, se cumple que: (3,74 (M)) =D p(ro(M)) € D ro(M),
algo similar ocurre con la definicion con (r,(M) y el morfismo .

Llamamos a \/ {ra},cx €l supremo de {r,} ., mientras que A {ro} .y es el infimo de la
misma familia de prerradicales.

Al considerar la coleccion R — pr de prerradicales, mas adelante se definiran las clases
T, ={MeR—Mod|r(M)=M}yF,={NeR—Mod|r(N)=0} En este trabajo seran
de suma importancia para nuestro estudio y estableceremos una serie de propiedades y resul-
tados de ellas.

Trabajaremos con otro concepto importante que es el de asignaciéon u homomorfismo entre
reticulas. La definiciéon, como es de esperar, postula la compatibilidad de estas asignaciones con

las operaciones de supremo e infimo que haya en las reticulas involucradas:

Definicion 6. Sean (A, <, v, Ay y (B,<, v, Ay dos reticulas. Una asignacion f: A — B es:
1. Homomorfismo de reticulas si:
Va,be A(f(avd) = f(a) v f(b)y flanb)=f(a)r f])).

2. Anti-homomorfismo de reticulas si:

Va,be A(f(a v b) = fla) A f(b)y flanb)=fla) v f(b)).

Estaremos trabajando con homomorfismos de reticulas con propiedades adicionales mas es-
pecificas, los cuales serviran para obtener otros resultados que usaremos en nuestro estudio.

Nos falta un dltimo concepto, el de teoria de torsion, para tener todos los preliminares
necesarios en nuestro estudio. Para hablar de teorias de torsion, requerimos de algunas defi-

niciones previas sobre propiedades que debe cumplir una cierta coleccién de objetos relevante.'?

Definicion 7. Sea la clase € < p(R — Mod). Decimos que € es cerrada bajo:

1. Monomorfismos: Si dados M € €, N € R— Mod y un monomorfismo f: N — M, entonces
se tiene que N € €.

2. Epimorfismos: Si dados M € €, L € R — Mod y un epimorfismo g : M — L, entonces se
tiene que L € € .

3. Sumas directas: Si dada {My}aen S €, se tiene que @ M, e €.

aeN
4. Productos directos: Si dada {M,}aen S €, se tiene que n M,e¥.

a€EN

12Estas nociones pueden tener mas de una manera de presentarse. Las definiciones que siguen a continuacion
son tomadas de Dauns y Yigiang (2006). Aunque ellos dan las definiciones en términos categorias, aqui hemos
decidido darlas desde el contexto de la colecciéon R-Mod para tener una mejor aproximacién desde este trabajo.
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5. Eztensiones: Si dada una sucesion exacta 0 — N — M —> L —> 0 con N, L € €, se
tiene que M € €.
6. Cdapsulas inyectivas: Si M € €, entonces E(M) € €.

Definiciéon 8. Una clase € € p(R — Mod) es:

1. Clase de pretorsion si es cerrada bajo epimorfismos y sumas directas.

2. Clase libre de pretorsion si es cerrada bajo monomorfismos y productos directos.

3. Clase de torsion si es clase de pretorsion y es cerrada bajo extensiones.

4. Clase libre de torsion si es clase libre de pretorsion y es cerrada bajo extensiones.

5. Clase de pretorsion hereditaria si es cerrada bajo epimorfismos, monomorfismos y sumas
directas.

6. Clase de torsion hereditaria si es cerrada bajo epimorfismos, monomorfismos, sumas directas
y extensiones.

7. Clase libre de torsion hereditaria st es cerrada bajo cdpsulas inyectivas, epimorfismos, pro-

ductos directos y extensiones.

Un ejemplo de algunas clases senaladas en la definicion anterior lo constituyen las coleccio-
nes T, y IF,., que son clases de pretorsion y libre de pretorsion, respectivamente, para r € R—pr.
Es conveniente establecer la siguiente notaciéon para hablar de algunas de las clases recién men-
cionadas: T-tors para las clases de torsion, L-tors para las clases libres de torsion, T-torsh para

las clases de torsion hereditaria y L-torsh para las clases libres de torsion hereditaria.

Definicién 9. Una Teoria de torsion en R-Mod es una pareja ordenada (T,F) de clases de

R-mddulos que satisface lo siguiente:'3
1. TnTF = {0}.

2. T es cerrada bajo epimorfismos.

3. F es cerrada bajo monomorfismos.

4. Para cada M € R — Mod existe una sucesion exacta 0 — T —> M — L — 0 con T €T

y Lel.

Otra manera de hablar de las teorias de torsion es con la siguiente lista de propiedades:
1. Hom(T,F)=0VT e T VF e F.
2.8 MeR—Mod es tal que Hom(M,F) =0 VF € IF, entonces M € T.
3.5t NeR— Mod es tal que Hom(T,N) =0 VT € T, entonces N € IF.

13Esta definicion, con su respectiva restriccion a R-Mod, se halla en Dickson (1964).
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Con estas nociones y conceptos, ya contamos con los recursos necesarios para comenzar
nuestro analisis de ciertas teorias de torsion relacionadas con algunos tipos especiales de pre-
rradicales y modulos. Para esto utilizaremos una generalizacion de algunos de los conceptos
mencionados en el estudio de la Teoria de Galois, los cuales permiten establecer, bajo deter-
minadas condiciones, cuando existe una relacion entre tales teorias de torsion, prerradicales y
modulos. En el siguiente capitulo nos enfocaremos en la introducciéon de los elementos para

profundizar esta idea, ademés de ofrecer algunos resultados ttiles para el estudio que haremos.



Capitulo 2

Conexiones de Galois: Algunas propiedades y resultados

Ahora veremos la nocion clave para estudiar las relaciones entre ciertas teorias de torsion y
ciertas clases de modulos y prerradicales. Nuestro objetivo aqui sera llegar a uno de los resul-
tados centrales que permite exponer la conexiéon entre teorias con clases de torsion y libres de
torsion, y como eso se relaciona con ciertos prerradicales y modulos entre ellos.'*

Empezaremos por recordar que una asignacion entre conjuntos f : A — B es preservadora
de orden si, dados unos ordenes (A, <)y (B, <), se cumple que si p,p’ € A son tales que p < p/,

entonces f(p) < f(p') en B. En estos términos, procedemos a dar la siguiente definicion:

Definicion 10. Una conezxion de Galois entre dos conjuntos parcialmente ordenados (A, <)

y (B, <) es el par {f, ft) de asignaciones fy : A— By ft: B — A tales que

a< ftfi(a), Vae Ayb< f,f*(b), Vbe B.

Equivalentemente: a < f(b) sii fi(a) < bVYa € AVYbe B. A f, se le conoce como parte
residuada y a f* como parte residual. Un aspecto importante de la Definicién 10 es que
se expone de modo que la funciéon f* preserva el orden en que las imagenes bajo esta funcion
se comparan con los elementos de A. Esta caracteristica define a la conexion de Galois como

isotona.'® Dados dos COPOS A y B, denotaremos por Gal(A, B) a la coleccion de conexiones de

1La mayoria de las definiciones y resultados que consideraremos sobre las conexiones de Galois obedecen a
la exposicion dada en Fernandez (2011) y Cerda (2016).

5En contraste, hay las conexiones de Galois antitonas, las cuales difieren de las expuestas en la definicion
solo por lo siguiente: b < f fT(b), Vb € B. En otras palabras, las asignaciones antitonas invierten el orden
en que aparecen los elementos evaluados del dominio. Es importante que consideremos esta distincion entre
conexiones, pues mas adelante veremos que el tomar uno u otro tipo nos permite estudiar algunas propiedades
de las conexiones exclusivamente para el determinado tipo considerado, por ejemplo al hablar de sistemas de
cerrados (propios de las conexiones antitonas) y de sistemas de abiertos (considerados dentro de las conexiones
is6tonas). En algunos de los resultados a presentar en este capitulo, consideraremos el uso de conexiones de un
tipo sobre el otro, y en el respectivo resultado sélo bastara dualizar el caso contemplado a su correspondiente.

11
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Galois antitonas entre A y B, mientras que Gal;(A, B) denotara a la coleccion de las respectivas
conexiones isdétonas.
Antes de dar los primeros resultados sobre algunas propiedades de las conexiones de Galois,

requerimos lo siguiente:'6

Definiciéon 11. Un operador cerradura (interior) h : P — P, con (P, <) un conjunto parcial-

mente ordenado, cumple las siguientes condiciones:

1. h es un morfismo de orden.

2. h es inflatoria: Vp € P, p < h(p) (y en el caso del operador interior: h(p) < p).
3. h es idempotente: hoh = h.

Definicion 12. Sea (P, <) un COPO. Un sistema de cerrados(abiertos) de P es un QQ < P

tal que ¥p € P el conjunto {q € Qlp < q} ({q € Qlqg < p}) tiene elemento menor (mayor),

usualmente denotado p (p°). Los elementos de Q se llaman cerrados (abiertos).

De la Definicién 11, podemos deducir inmediatamente que f* f, es un operador cerradura
y f+fT es un operador interior (o cerradura en el caso de que la conexion de Galois sea anti-
tona). Esto es que, si h = f*f, entonces se cumplen las tres condiciones de la Definicién 11:
(1) si p,p’ € A son tales que p < p’ entonces h(p) < h(p') porque f* preserva el orden; (2)
h es inflatoria por la Definicion 10; (3) por un lado, h(z) < h(h(z)) por ser h inflatoria, por
otro lado (f, f7)f+(x) < fi(z) por la Definicién 10, y operando f* en ambos lados de esta
relacion tenemos que h(h(z)) < h(z), por lo que tenemos que h o h = h.'" Con la siguiente
proposicion se exhibiran ciertos sistemas de cerrados (o abiertos) que estén asociados siempre

con los operadores cerradura (o interior):

Proposicién 1. Sea (P, <) un COPO.

1. Si h es un operador cerradura (interior) sobre P, h(P) es un sistema de cerrados (abiertos)
de P.

2. 81 Q es un sistema de cerrados (abiertos) de P, entonces la funcion h : P — P definida

como h(p) =p (h(p) = p°) es un operador cerradura (interior) sobre P.

Demostracion. Debido a la dualidad de las nociones de cerradura e interior, bastara un caso

para cada inciso:

16Ver definiciones 2.4 y 2.5 de Fernéndez en su (2011).
17Se hacen desarrollos similares para demostrar que f, f* es un operador interior.
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1) Sea h un operador interior sobre (P, <). Sabemos que h(P) = {y € P|3x € P(h(z) = y)}. Ha-
cemos A, = {h(z) € P | h(z) < p}, y como h es operador interior, tenemos que h(h(x)) < h(p),
y por la idempotencia de h tenemos que h(h(x)) < h(z) < h(p), ademas h es inflatoria, por lo
que h(p) < p. Por tanto, tenemos que Yp € P, A, tiene a h(p) su mayor elemento, asi que h(P)
es un sistema de abiertos.
2) Sea Q un sistema de cerrados y la funcion h : P — P dada como h(p) = pVp € P. Veamos
que h es un operador cerradura:
(i) Sea p < p'. Como h(p) =min{ge Q < P|p < q} <min{ge Q < P|p' < q} = h(p'), pues
pe{qge @< Plp < q}, entonces h(p) < h(p').

< h(p) =P
p<4q}) =min{ge Q < P|p < q} = h(P).

(ii) Como Vp € P, p <P, se tiene que p

(iii) h(h(p)) = M(P) = h(min{ge Q < P|
Q.E.D.

Otra propiedad que podemos deducir de las definiciones de sistemas de cerrados (abier-
tos) y de los operadores cerradura (interior) para el caso del operador f*f, (y el fif7) es
que im(f,) y im(f*) son isomorfos (anti-isomorfos). La justificacion de esto es que podemos
establecer una nueva asignacion h : im(f,) — im(f") tal que h(a) = a°, de modo que cada
sistema de cerrados del conjunto A corresponda con un sistema de cerrados (o abiertos, en el
caso de la conexién is6tona) del conjunto B.

Con el siguiente resultado veremos que las conexiones de Galois son muy bien comportadas
cuando transitamos de la parte residuada a residual y viceversa. Esto quiere decir que no hay
riesgo de que se vaya a escapar algin elemento particular de los COPOS involucrados en las

conexiones de Galois dadas:

Proposicion 2. Si (f,, f*) es una conexion de Galois entre los COPOS (A, <) y (B,<),
entonces:

1) fef e =T+

9) Ffft = f*

Demostracion. Haciendo el desarrollo de una igualdad, la otra se desarrolla de manera ana-
loga:
1) De la definicion de conexion de Galois, tenemos que para todo a € A se cumple que

a < fTfi(a), y como f, es un morfismo de orden, f,(a) < f,f*f.(a). Pero como f,(a) € B,

se cumple que (fyf*)fy(a) < fi(a). Luego fy f*fi(a) = fi(a).
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Q.E.D.

Algo més que podemos deducir del hecho de que im(fy) y im(f™) son isomorfos, y de
que fTf. (y fofT) es operador cerradura (interior), es lo siguiente. Como los puntos fijos
de f*f. son justo los miembros de im(f*) debido a la Proposicion 2, entonces se tiene que
im(f*fy) = im(fT). En modo andlogo, concluimos que im(f. f*) = im(f,). De modo que
tenemos un isomorfismo entre im(f* f.) y im(f.fT). Otra propiedad importante de las cone-
xiones de Galois es que tienen la capacidad de construirse cuando se tiene que determinadas
asignaciones cumplen ciertas propiedades. Por ejemplo, si se tienen A y B un par de grandes
reticulas completas, y f : A — B es una asignacion tal que f(\/ S) = A f(S), VS € A, enton-
ces al definir una nueva asignacion g : B — A como ¢(b) = \/{a € A| f(a) = b}, g se vuelve
la parte residual de una conexion de Galois (f = f,, fT = g) entre Ay B donde f es la parte
residuada.'® El mismo proceso se puede desempenar al tener primero la asignacién g : B — A
y definir la asignaciéon f como antes.

Requerimos que las conexiones de Galois nos permitan un manejo de los COPOS involu-
crados en términos de reticulas. Para esto, recordando la Definicién 6 del capitulo anterior,

tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3. Sean A y B dos grandes reticulas completas. Entonces {f,, fT) € Gal(A, B)
siy solo si f+(\/S) = /\f+ para todo SC Ay fF(\/T) = /\f+ para todo T < B.

seS teT

Demostracion. (=) Al tomar una conexion (f,,fT)y S € A, para un s € S se cum-
ple que s < \/ S implica que f.(\/S) < fi(s) por ser f, antitona. Luego se cumple que

f+(VS) < A f+(s). Ahora, como toda s’ € S cumple que /\f+(s) < fi(s), tenemos que
seS

/\ fi(s) < fu \/ S) por ser A una reticula completa. Luego f.(\/S5) /\ f+(s). Un razo-

sesS seS
namiento similar se da para f.

(<) Sabemos, por lo anterior dicho que cumplen las conexiones de Galois, que existe g : B — A
tal que (f,, gy € Gal(A, B). Terminamos al mostrar que g = f™:

Paraun be B, sea A’ ={ae€ A|la < fT(b)}. Como se cumple que:

a<\ A = fi(b)siysolosib< frfH(b)=fr(VA)< fr(a)

entonces \/ A" = f,(b). Sélo definimos g : B — A como g(b) = \/{a € A| f(a) > b} para que
se tenga que g = fT.

18Verificar esto es una labor de mera aplicacién de las definiciones de conexiones de Galois.
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Q.E.D.

Lo anterior resulta ventajoso en términos del estudio de las reticulas involucradas. No obs-
tante, si denotamos como 04, 14 a el mas pequeno” y “el més grande” de los elementos de cual-
quier reticula A (involucrado el orden), entonces tenemos que f,(04) = 1py fT(0p) = 14 sin
el supuesto de que la reticula sea completa. La razon de esto es que, si tomamos f € Gal(A, B),
entonces por lo deducido de la Proposicion 1 sabemos que im(f,) y im(f*) son anti-isomorfos,
y como f,fT y ftf, son los operadores interior que satisfacen la Definicion 11, entonces te-
nemos el resultado. Ademés, para el caso en que las reticulas de la conexion de Galois sean
completas, se cumple que f(14) = A f+(A)y fT(1) = A fT(B). Lo anterior para el caso en
que f={fy, f") € Gal(A, B)."

Para f € Gal(A, B), vamos a establecer que f-cerr = im(f*) y cerr-f = im(f;). Con esto,
notemos que f—cerr € Ay cerr— f € B son ambos sistemas de cerrados, donde f*f, : A— A
y f+ft: B — B son los operadores cerradura correspondientes que relacionan esos sistemas.

Ahora, requerimos de la siguiente definicion para establecer un cierto orden entre las cone-

xiones de Galois que podamos dar entre un par de COPOS:

Definicién 13. Para Gal(A, B) se define un orden "<", conocido como orden puntual, dado
como sigue:

Para cualesquiera f,g € Gal(A,B), f < g si y sdlo si fi(a) < gi(a) y f7(b) < g*(b) para
todos ac A, be B.%

Como A y B tienen 6rdenes parciales, el orden de la anterior definiciéon resulta ser un orden
parcial. La definicién 13 nos permite pensar en un buen candidato que seria el infimo de un par
de conexiones de Galois. Para el par de reticulas A, B, el infimo de f, g € Gal(A, B) es dado como
frg={fsngs, [T Ang"), donde (f+ Ang.)(a) = fr(a)ngi(a) y (fT AgT)(b) = T (b) Agt (D).
Con esto, podemos deducir que, dados f, g € Gal(A, B), f A g € Gal(A, B).

Con lo anterior, nos damos cuenta de lo siguiente. Para cada {f;}iex S Gal(A, B), el in-

fimo de esa familia de conexiones se define de manera similar al caso de tener dos de ellas:

AV VAV DRVAN )

ieX ieX eX
Con el orden puntual definido y la nociéon de infimo para familias de conexiones de Galois

de tamano arbitrario, tenemos que {(Gal(A, B), <, A) es una A-semirreticula completa, por lo

19Para el caso en que f € Gal;(4, B), se tiene que fT(15) = \/ f7(B). Recordemos que la conexién isétona
preserva el orden de las reticulas.
20En Gal;(A, B) este orden puntual cambia la condicion necesaria por: g, (a) < fy (a) de las partes residuadas.
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que se vuelve una reticula completa. La justificacion de esto altimo se debe a que, para cada
familia {a;};ex de elementos de A, podemos construirle su supremo tomando el infimo de la

familia {be A|a; < b, Vi e X}.

Proposicion 4. Sean A y B COPOS y < como en la Definicion 135.

1. Si A y B son grandes reticulas completas, entonces (Gal(A, B),<) es una gran reticula
completa.

2.51 A y B son grandes reticulas distributivas, entonces (Gal(A, B),<) es una gran reticula
distributiva.

3. 8t A y B son grandes reticulas booleanas, entonces (Gal(A, B),<) es una gran reticula
booleana.

4. Si A y B son grandes marcos, entonces {Gal(A, B),<) es un gran marco.

Demostracion.

1) Sean A y B grandes reticulas completas. Entonces si tomamos la familia { f; };ex S Gal(A, B),

se tiene que /\fi = <(/\ fi)+s (/\ fi)) tal que /\fi(a) Va € A es el infimo de {f;}iex apli-
cadas en ese lgl)émento. zI‘iﬁego <Glcezf(A, B),<) es u;fe)x( A-semirreticula completa, lo que la hace
una gran reticula completa por el método de construcciéon de supremos visto antes de esta
proposicion.

2) Sean A y B grandes reticulas distributivas y f, g, h € Gal(A, B). Calculando para un a € A:
(fAlgvh)a) = (fr A g+ Vv i), (f A gt v RD))a) = ((f+ A gs) v (f+ ARy )(a), (FF A
gV (fTAht)(a)) = (f Ag) v (fAh)(a) donde la segunda igualdad sale por la distributividad
de B. El desarrollo al aplicar la conexion a b € B y usando que A es distributiva nos arroja en
modo anélogo el resultado. Por lo tanto, (Gal(A, B), <) es una gran reticula distributiva.

3) Sean A y B grandes reticulas booleanas y f € Gal(A, B). Como B es booleana, Va € A tal
que f(a) € B, g € Gal(A, B), 3b € B tales que (f v ¢)(b) = 1{(a) =ay (f A g)(b) = 0(a) = 0.
El desarrollo es analogo al tomar b € B y usando que A es booleana.

4) Sean A y B grandes marcos, f € Gal(A, B) y {gi}iex S Gal(A, B). Usando que B es marco,
tenemos que \/{f A git(a) = f A (\/ gi)(a). Analogamente con b € B y usando que A es
marco. Por tazrft)i), (Gal(A, B),<) es gfe);n Marco.

Q.E.D.

Notemos que hay una estrecha relacion entre las conexiones de Galois, los operadores cerra-

dura (interior) y los sistemas de cerrados (abiertos). En el siguiente resultado se expone la idea
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de como obtener conexiones de Galois al contar con ciertos sistemas de cerrados (abiertos) y

anti-isomorfismos (isomorfismos):

Proposicion 5. Sean A y B COPOS, y ® € A y & < B sistemas de cerrados. Si ® y & son
anti-isomorfos como grandes copos, entonces para cada par de anti-isomorfismos g : & — @' y
h:® — & existe una unica f € Gal(A, B) tal que f —cerr = ®, cerr — f =¥, filoe =g y
frlar =

Demostracion. Tomando las hipétesis y lo que sabemos de los sistemas de cerrados, sabemos
que para cada uno de esos sistemas existe un operador cerradura. Sean ¢ : A > Ay ¢': B— B
dos operadores cerradura tales que p(A) = @y ¢'(B) = ®'. Tomamos g : ® > &' y h: P — O
los anti-isomorfismos.

Definiendo las asignaciones f, : A - By ft: B — Acomo f,(a) = g(¢(a))y f1(b) = h(¢' (b))
tenemos lo buscado:

f+y fT ya invierten el orden por como se definen. Resta mostrar que sus composiciones son
inflatorias. Como para cada a € A se cumple que a < ¢(a), entonces f,(a) = fi(¢(a)) y
pla) = fH(f+(a)) < fH(f+(p(a)) porque f*(f+(a)) = h¢'(g(p(a))) = hg(p(a)) = ¢(a), don-
de la tercera igualdad se obtiene porque ¢’ en @' es la igualdad. Asi que f*f, es creciente
(analogamente para f, fT).

Tenemos que f = {(f, f*)e Gal(A,B) con f—cerr = ®y cerr — f = ®. Ademas f. lo=9gy
£+ ta=h.

(Unicidad) Si hay k € Gal(A, B) tal que k —cerr = ®y cerr —k=®' ky lo=gy k™ o= h,
para cada a € A se cumple que a < kTk,(a) < ktk (p(a)) = p(a). Asi kTk,(a) = p(a) ¥y
ki(a) = ki k Tk (a) = ko (p(a)), por lo que ki (a) = ki (p(a)) = g(p(a)) = f+(a) (similarmente
kT (b) = f*(b)). Por tanto k = f.

Q.ED.

Hasta aqui, recordemos que nuestro objetivo es preparar los resultados adecuados para
poder estudiar las conexiones de Galois entre ciertos conglomerados de objetos. Para esto, re-
querimos exponer las condiciones que ciertos conglomerados de objetos cumplen para tener
acceso al estudio de determinadas conexiones de Galois que nos interesaran después. En este

punto, se requiere de una nueva nociéon que presentaremos ahora:

Definicion 14. Sean A y B dos clases. Una polaridad es una conexion de Galois entre los
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conglomerados {p(A), =) y {p(B),<).*!

Debido a como hemos definido las conexiones de Galois aqui, estamos listos para exponer
un resultado muy importante para llevar a cabo nuestro estudio. La generalidad de este resul-
tado tiene como ventaja adicional que nos permite explorar minuciosamente el conglomerado

©(A x B) para las clases A y B:

Teorema 6. (Teorema de polaridades) Sean A y B conglomerados parcialmente ordenados,

entonces existe un isomorfismo de orden entre los conglomerados

(9(Ax B),<) y (Gal(p(A), p(B)), <).

Demostracion. La idea de fondo es definir las siguientes asignaciones:
A Gal(p(A), p(B)) = (A x B) donde A(f) = {(a,b) € A x B[be fi({a})}**
p: (A x B) — Gal(p(A), p(B)) dada como u(R) = {fr, f) donde:
fr(U) ={be B|(a,b) € RYa € U} para toda U € p(A)
fi(V)={ae A|(a,b) € RYbe V} para toda V € p(B)
Se verifica por las definiciones de f, v ft que (f., f7) € Gal(p(A), p(B)). Veamos el resto de
propiedades:
(X preserva orden) Sean f,g € Gal(p(A), p(B)) tales que f < g. Entonces f,(U) < ¢ (U),
y para todo (a,b) € A(f) se cumple que b € f,({a}) € g.+({a}) v asi (a,b) € A(g). Luego
A(f) = Mg)-
(u preserva orden) Para R, S € p(A x B) tales que R< Sy U € p(A), si be fr(U) entonces
(a,b) e RS S, por tanto b € fs(U). Entonces fr < fs (analogo: ff < f5). Luego u(R) < u(9).
(1 y A son inversas entre si) Para f € Gal(p(A), p(B)) se cumple que pu(A(f)) = p({(a,b) €
A x Blb e f,({a})}). Para R = {(a,b) € A x B|b e f.({a})} vy U € p(A) se tiene que
fr(U) ={be B|(a,b) e RYae U} ={be B|be f,({a}),Ya € U} = f.(U) (similarmente:
(V) = fH(V) para V € p(B)). Por tanto u(A(f)) = f. Desarrollos similares arrojan que
Au(R)) = M(fr. f) = R.
Q.E.D.

La idea central detras de la demostracion del Teorema de polaridades esta en definir de manera

2lyeéase la definicion 1.26 en Ibid. Cabe notar que para el caso de considerar Gal;(A, B), debemos considerar
el conglomerado {p(B)°?, <). Lo anterior para considerar una conexion de Galois entre las potencias de dos
clases cualesquiera ordenadas por la contencién, pues esa es la forma mas general de extraer una conexién de
ese estilo. Véase la def. 4.1 de Fernandez (2011), p. 29.

22Podriamos igualmente haber definido esto con a € f7({b}).
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adecuada un par de asignaciones convenientes para establecer el isomorfismo buscado. Noso-
tros presentamos las asignaciones aqui del siguiente modo. Se define A : Gal(A, B) — p(A x B)
como A\(f) = {(a,b) € A x B|be f,({a})}, lo cual esta igualmente bien definido si hacemos
AMf) = {(a,b) € Ax Bla € ft({b})}. Por otra parte, sea u(R) : p(A x B) — Gal(A, B)
dada como u(R) = (f)r = {fr, ff) donde fr(U) = {b € B|(a,b) € RVa € U} para cualquier
Uep(A),y f{(V) = {a € A|(a,b) € RVb e V} para cualquier V € p(B). La definiciéon de
p en cualquier relacion R hace que las asignaciones fr y ff sean antitonas y que sus respec-
tivas composiciones entre ellas sean operadores cerradura. Después, es rutina el verificar que
las asignaciones \ y i son inversas entre ellas, quedando demostrado el Teorema.? Ademas, el

Teorema de polaridades nos permite tener un aspecto adicional sobre familias de relaciones de

A x B. Si {R;}iex € p(A x B), a la relacion ﬂ R; = R le toca la polaridad (f)r = /\(f)R

ieX

que es el infimo de las polaridades {(f)g, }iex éXGal(p(A), o(B)).

En este punto, debe ser claro que las conexiones de Galois particulares estan fuertemente
ligadas a los 6rdenes que los conjuntos (clases o conglomerados) poseen. Esto es mas notorio
al fijarnos que, en el Teorema de polaridades, se dijo que las imégenes de las partes residuadas
y residuales se ven como los elementos que se comportan como cierta relacion R indica. Las
propiedades de los operadores cerradura y la composiciéon entre partes residuadas y residuales
nos informan cémo las conexiones de Galois respetan el orden de los objetos de los conjuntos.
La siguiente proposiciéon hara uso del siguiente modo conveniente en que se pueden ver a todos
los miembros de Gal(A, B) como generados por un cierto tipo de conexion. Para cada a € Ay

b e B se define p,; : A — B como

lstx=0

Pa,b(iﬂ) =4bsi0<z<a (1)

Osix<£a

Proposicion 7. Sean A y B grandes reticulas. Entonces para cada a € A y b e B tenemos que
Paps Pbay € Gal(A, B). Ademds, para toda f € Gal(A, B), existen {a;}iex € A y {a;}jev S B

tales que f es el supremo de {{pa, ;Db a;) }iex jev S Gal(A, B).

Demostraciéon. El objetivo es mostrar que

Z3Como parte de los resultados de este teorema, para R € p(A x B) se denota u(R) como (f)r = {fr, f1).
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f =\ {@saspasya = fr(@),b= fi(2)}

Parax:evAe Atal que a = fTf (x),b= f(x), pap(x) = fr(x) = bporque z < f*f,(x) = a. Pero
para todo y € A tal que y # x,0 se cumple que p,(y) < pap(x) porquesiy Lz < fFf(x)=a
entonces pp(y) = 0, y siy < x con frf.(z) = a entonces pap(y) = b = pap(x). Siy < @
entonces poy(z) < puy(y), donde @' = f*1.(y) y ¥ = f1(y) poraue b < f,(y) = V. ASL, pas(y)

toma su valor maximo en a = f*f, (z),b = f,(z).

Para y € A se tiene que \/{pa,b(y) la=f"fi(x),b=fi.(x)} = fe(y).

TeA
Algo similar puede decirse para py,: Si z € B entonces p,(z) toma su valor maximo en

b=fif*(2)y F*(2) = a. Asi se cumple que \/{pra(2) [a = f* f(x),b = fo(2)} = £7(2).
Por lo tanto se tiene que el

£ =\ o pos) la = 71 ()b = Fo ()}
QED.

Con esta ultima proposicion y el Teorema de polaridades, hemos alcanzado los puntos im-
portantes en el inicio del estudio de las relaciones entre colecciones de R-Mod, prerradicales
entre los miembros de R-Mod y clases de (pre)torsion y libres de (pre)torsion que forman teo-
rias de torsion. Recordemos que nuestro estudio gira alrededor de la cuestion de como entender
las colecciones de R-Mod cuando el anillo que subyace a los modulos es de determinada forma,
o cuando se tiene mas informacion de los R-prerradicales entre dichos modulos. Y ahora con-
tamos con una manera precisa en términos de asignaciones especiales de estudiar lo que ocurre
en estas colecciones de R-moédulos y R-prerradicales que exponen las relaciones especiales entre
ellos. Veremos después que algunos de los conceptos y resultados que tenemos ahora (como la
nocion de polaridad) se pueden generalizar para obtener informacion precisa en una etapa més
global que incluye el estudio de lo que considerariamos como p(R — Mod) y o(R — pr), pero
antes convendra que nos fijemos en coémo trabajar con los prerradicales mas profundamente.

En esto ultimo nos concentraremos a continuacion.



Capitulo 3

Sobre Prerradicales y R-mo6dulos

Anteriormente dimos en los preliminares las definiciones de R-mdédulo y R-prerradical para
algin anillo R. Ahora, para poder comenzar nuestro estudio sobre conexiones de (alois entre
esos dos tipos de objetos, requerimos de mas teoria y resultados que nos seran ttiles.?!

Nos enfocaremos en examinar algunas propiedades y resultados adicionales sobre prerra-
dicales que debemos tener en cuenta. Empezaremos por recordar que, para un ¢ € R — pr,
o(R) siempre es un ideal bilateral del anillo R (deberemos recordarlo para algunos aspectos

que surgiran después). Ademas, tenemos la siguiente asignacion dado un prerradical cualquiera:

Definicién 15. Sea 0 € R — pr. El coprerradical de o es la asignacion o* : R — Mod —
R — Mod definida como o*(M) = M/o(M), y a cada morfismo f : M — N le asigna el
morfismo o*(f): M/o(M) — N/o(N). Asi, o induce el funtor o*.

Ahora veremos que, en general, los prerradicales se comportan bien respecto a las sumas
directas de R-modulos. Pero no tanto respecto a los productos directos. No obstante, esta ven-
taja puede llevarse al caso mas general en donde se pueden considerar otras categorias ademas

de R-Mod:

Proposicion 8. Sean 0 € R — pr y {M,}aen, entonces se tiene que:

1. J(@ M,) = @U(Ma).

a€EA aelA
2. O’(H M,) < HU(Ma)-
aeN ael

24Muchos resultados concernientes al estudio de prerradicales en Teoria de Médulos que estaremos conside-
rando aqui se hallan expuestos en Kash (1982) y, principalmente, Stenstrém (1975). Para la exposicién de los
resultados pertinentes a este trabajo, me baso en la presentacién que se hace en Cerda (2016) (salvo algunas
excepciones donde, por ejemplo, cambio la notacién a una més comun a la usada en los cursos superiores de
algebra moderna).

21
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Demostracion. Sean {My}aen € R— Mod y 0 € R — pr. Veamos que se cumplen las propie-
dades dichas:
(1) Para cada 5 € A tenemos las asignaciones canénicas de inclusion y proyeccion como sigue:

tg: Mg — @Ma Y ps @Ma — Mgz. De modo que se cumple lo siguiente

aeA aeA

(1) 15((My)) < o(ED M)
aeA
(o(EP M,)) < o(Msg)

e

(Caso <) Tomamos ¢ € o(EP M,). Por (I1I), todo $ cumple que ps(p) € o(Mg). Asi que
aeA
¢ € P o(M,)y se deduce que o(P M,) < P o(M,).
aeA e aeA
(Caso =) Tomemos ¢ € o((P M,) < P M,. Como sop(p) < oo se escribe ¢ = Z Loy, (Pay, (©))
a€EA a€eA k=1

donde sop(p) = {ai,...,an}. Tenemos que pg = pg(p) € o(Mp), y por (I) se tiene que

15, (08,) € o(P M,). Entonces ¢ = Z Loy (paur,). Por lo que o(P) M,) = P o(M,).

aeN k=1 aeN aeN
(2) Consideramos las proyecciones canonicas pg : HMa — Mj. Tomamos ¢ € 0(1_[ M,)
aeA aeA
entonces se cumple que pg(o nM Mp), v se deduce @3 = ps(p) € o(Ms), luego
aEA
@ E n o . Por tanto o H M,) 1_[ o(M,).
aEA aeN aeA

Q.E.D.

Ademas, por la manera en que hemos definido a los prerradicales en la Definicion 3 de este

trabajo, tenemos el siguiente orden parcial < para la colecciéon R-pr: ¢ < 7 si y s6lo si para

todo M € R — Mod, 0(M) < 7(M). La Definicion 4 nos ha dado la forma en que podemos
hablar de supremos e infimos, pues un rapido anélisis de aquella definicién nos indica que
(cAT)M)=0M)nT(M)y (cv71)(M)=0c(M)+ 7(M). Las Definiciones 4 y 13 nos dan
que (R — pr, <, A, V) es una A-gran semirreticula completa, y por la forma de construir el
supremo que se mostré en el parrafo posterior a la Definicion 13 de este trabajo, tenemos que
(R —pr, <, A, v)es una gran reticula completa.? A continuacion, veremos el modo usual
en que se suele hablar de los prerradicales que estan en medio de algtin par especifico de estos.
Con la idea de orden parcial que senalamos para R-pr, de hecho podemos hablar de la nocién
de intervalo de prerradicales del siguiente modo: para cada o, 7 € R — pr se tiene el intervalo
o, 7]={neR—prloc<n=<r1}

Ahora introduciremos un par especial de prerradicales que son muy importantes debido a

su papel en varios resultados. Ademas, tales prerradicales constituyen una parte esencial en el

%5Esta es de hecho la proposicién 1.41 en Cerda (2016), la cual no estd demostrada ahi, pero nétese que lo
que hemos dicho en las ultimas lineas antes de esta afirmacion constituye la idea central de la demostracion.
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entendimiento de R-pr cuando se estudia més a fondo como estructura reticular. Todo esto se

empezara a ver con més detalle empezando con la siguiente definicion:

Definicién 16. Sean M € R—Mod y N < M. Para cada K € R— Mod se tienen los siguientes
prerradicales:

1 oy(K) = X{f(N) | f: M — K}

2wy (K) =g '(N)|g: K — M},

Hacer notar que las asignaciones de esta definicién son prerradicales no es muy complicado.
Aqui haremos el caso de «, siendo el caso de w muy parecido:
(i) Si K € R — Mod, es inmediato notar que o (K) < K.
(ii) Veamos que si f : K — L es un morfismo, entonces f(ad(K)) < o (L): Sabemos
que f(aX(K)) = F(Sg(N)]g : M — K}) = S{fo(N)|g : M — K}, pero ad(L) =
S{h(N)|h: M — L} y se cuample que fg: M — L es un morfismo Yg € Hompg(M, K). Luego
Flad(K)) € (D).

Existe una gran variedad de ejemplos de uso de estos prerradicales, pues dependen fuerte-
mente de qué mddulos estén siendo considerados en los indices de su definicion.?® Requerimos

ademas de la siguiente nocion:

Definicion 17. Sean M € R—Mod y N < M. Se dice que N es un submddulo totalmente invariante

de M si y sdlo si para todo f: M — M se cumple que f(N) < N. En adelante denotaremos

esta relacion como <;;.

La invariancia total de los modulos se relaciona con la existencia de algtn prerradical de
modo que la aplicacion de éste en un moédulo que contenga al médulo totalmente invariante

dé como imagen el submodulo totalmente invariante. Esta es la idea de la siguiente proposiciéon:

Proposicion 9. Sea M € R — Mod. Entonces N es un submddulo totalmente invariante de M
sty solo si existe 0 € R — pr tal que o(M) = N.

Mads atin, se tiene que N <;; M si y sélo si aX (M) = N = Wi (M).

26Pero podemos dar unos ejemplos que resultan méas conocidos con ayuda de otras asignaciones que fijan uno

de los indices. Estos son la traza Trps() = o} y el rechazo Reps() = wi.
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Demostracion. Comenzaremos demostrando la primera parte de esta proposicion:
(=) Si N <;;. M entonces aXf (M) =Y{f(N)|f: M — M} < N. Ademas notemos que como
Idy : M — M es un morfismo, entonces N < Y{f(N)|f: M — M} = o (M). Por lo que se

sigue 0 = o es el buscado.

(=)Seace R—pr,o(M)=Ny f:M— M. Entonces se cumple que f(N) = f(o(M)) <
o(M)=Nyasi N <;; M.

Ahora, para la segunda parte, el razonamiento anterior nos arroja que para la primera igual-
dad ya tenemos la demostracion para los prerradicales adf. Por lo que resta mostrar que la
segunda igualdad en el lado derecho del bicondicional se sostiene: Si N <;; M, entonces
WM(M) =({f Y N)|f: M — M} <N.Y como Idy(N) = N, entonces N < {f H(N)|f:
M — M} = w¥(M).

Q.E.D.

Notemos que, debido a la dualidad de la Definicion 16, podemos tener un resultado analo-
go al descrito por la primera parte de la proposicidon anterior para los prerradicales w.

Ahora daremos un resultado que ayuda a comprender la relacion que hay entre la invariancia
total de modulos con los prerradicales de la Definicion 16.%7 Para demostrarlo sélo requerimos

de unos pocos conceptos y resultados que ya hemos visto antes en este trabajo:

Proposicién 10. Sean M € R — Mod y N <;;, M. Entonces o(M) = N si y sdlo si ol <

Jﬁw%.

Demostracion. (=) Sabemos de la Definicion 16 para a y del diagrama:

M—1 K
1
N =0(M)—0o(K)

que f(o(M)) = f(N) < o(K). Entonces o¥ (K) < o(K), esto VK € R — Mod, y se tiene que

a¥ < 0. Y de manera analoga tenemos que:

2"De hecho, la importancia de este resultado es latente en vista de que permite obtener una buena cantidad
de resultados en el estudio de reticulas atémicas y coatémicas.
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cumpliéndose que g(o(K)) < N, es decir que o(K) < g (), también VK € R — Mod. Luego
[ w%.

(<) Supongamos que o < o < wl. Como N <;; M, se cumple que aX (M) = N = w¥ (M)
por la Proposicion 9. Entonces N = ol (M) < o(M) < w¥ (M) = N y se cumple que
o(M) = N.

Q.E.D.

La Proposicion 10 es de importancia considerable en la teoria de prerradicales, pues nos indica
una importante relaciéon que se cumple para la propiedad de invariancia total en términos de
comparacion entre prerradicales o con los a,w. Dependiendo de qué R-modulos M estemos
considerando, se tiene que todo prerradical o es el supremo de una familia de a’s e infimo de

una familia de w’s. Esta idea es recuperada en la siguiente proposicion:

Proposicion 11. Sea 0 € R—pr. Entonces o puede escribirse como o = \/ oz%M) = /\w(%M).
rM rM

Demostracién. Veamos la primera igualdad: Por un lado, tenemos que
aM (K) = o(M : M — K}, yalser 0 € R—pr, sabemos que para todo f: M — K
o (M)
se cumple que f(o(M)) < o(K). Entonces af,,(K) < o(K) y asi \/ai\_{M) < 0. Llamemos a
M

esto (1).
Por otro lado, se cumple que af(K) (K) = 0(K) de la Definicion 16. Entonces o(K) = af(K) (K) <

\/a%M)(K). Llamemos a esto (2). De (1) y (2) tenemos la primera igualdad.
M
La segunda igualdad sale de manera similar a la anterior, haciendo los cambios necesarios para

contemplar el uso de los prerradicales wév([ M-

Q.E.D.

Estaremos considerando un par extra de operaciones entre prerradicales de ahora en adelan-
te, ademas del infimo y supremo de estos. Ambas operaciones son binarias, asi que tomaremos
o, T € R — pr para definirlas:

(1) El producto de o y 7 es (o1)(M) = o(7(M)) para todo g M;
(2) El coproducto de oy 7 es (o : 7)(M) y es el submodulo de g M tal que (o : 7)(M)/o(M) =
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T(M/o(M)).

Veamos la justificacion de que ambas operaciones son cerradas, es decir que el producto y co-
producto de prerradicales asi definidos son de hecho prerradicales.

(Caso o7) Se cumplen las propiedades de ser prerradical:

(i) Como o y 7 son prerradicales, para cualquier pM se cumple que (o7)(M) = o(7(M)) <
T(M) < M.

(ii) Vf € Homg(M, N) se cumple que f(o1)(M) = f(o(r(M))) € o(7(M)).

(Caso (0 : 7)) Se cumplen las propiedades de ser prerradical:

(i) La misma definicion del coproducto nos dice que (o : 7)(M) es un submddulo de g M.

(ii) Tomamos un morfismo f : M — N y definimos e M/o(M) — N/o(N) como f(m +
o(M)) = f(m) + o(N). f es un morfismo puesto que f lo es v f(o(M)) < o(N). Entonces,
como 7 es un prerradical, podemos considerar f : 7(M/o(M)) — 7(N/o(N)) y la definicion
del coproducto nos da que 7(M/o(M)) = (o : 7)(M)/o(M) y 7(N/o(N)) = (o : 7)(N)/o(N).
De esas igualdades tenemos que f | ((o : 7)(M)/o(M)) < (o : 7)(N)/N, pero f | ((o

) (M)/o(M)) = (f(( : T)(M)) + o(N)))/o(N). Luego f((0 : 7)(M)) + o(N) € (7 : T)(N),
pero como f(o:7)(M)) < f((o:7)(M)) + o(N), entonces f((c:7)(M)) < (o : 7)(M).

Como veremos después, el producto y coproducto de prerradicales nos serviran para darle
més estructura a la coleccion R-pr equipada con tales operaciones y las de infimo y supremo, lo
cual permitird exponer importantes relaciones con las teorfas de R-torsion.?® Ahora, podemos
apreciar como estas operaciones se relacionan con sus componentes prerradicales gracias al or-
den parcial que se define en R-pr. Siendo 0,7 € R — pr, podemos notar que o7 < 0,7 < (0 : 7),
y de hecho veremos en la siguiente observacion una propiedad importante acerca de la relacion
de orden dada entre prerradicales y las operaciones de producto y coproducto con los infimos
Y Supremos:

() oT<oAT=<ovTZ(0:T).
Estas relaciones se demuestran de la siguiente manera:
(caso o7 < o A 7) Tomemos un g M. Primero notemos que o(7(M)) < 7(M). Ahora conside-

ramos el siguiente diagrama conmutativo

28Fs importante sefialar que ahora mismo se pueden presentar propiedades interesantes al respecto del pro-
ducto y coproducto. En el caso de éste tultimo, por ejemplo, cumple con la propiedad universal del "pullback” o
producto fibrado. En Stenstrom (1975), cap. 6 se puede consultar esto con més detalle.
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y se tiene que o(7(M)) < o(M). Por lo que tenemos que o(7(M)) < o(M) A 7(M).

(caso 0 A T < o v 7) Es inmediato que para todo rM se cumple que o(M) n 7(M) <
o(M) + 7(M), por lo que se tiene la relaciéon buscada.

(caso o v T < (0 : 7)) Veamos que para todo rM se cumple o(M) +7(M) < (0 : 7)(M):

Siendo p la proyeccion natural, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M —"L5 M/o(M)

(M) —L (M /(M)

y no olvidemos que 7(M/o(M)) = (o : 7)(M)/o(M). Tenemos que p | (7(M)) = (7(M) +
o(M))/o(M) < (o:71)(M)/o(M). Por lo que (M) + 7(M) < (o : 7)(M).
Los siguientes prerradicales que veremos serdn muy importantes para estudiar algunas for-

mas que tienen ciertas teorias de torsion:

Definicién 18. Sea 0 € R — pr. o es un:

1. Radical si para cada rM, se tiene que o(M/o(M)) = 0.

2. Idempotente si para cada rM, se tiene que o(o(M)) = o(M).

3. Fxacto izquierdo si para cada sucesion exacta 0 — M — N — L — 0, se liene que 0 —
o(M) — o(N) — o(L) es exacta.

4. t-radical si para cada RM, se cumple que o(M) = o(R)M.

Contaremos con las siguientes colecciones de prerradicales sobre el anillo R en nuestro es-
tudio:
1. R-idem es el conglomerado de prerradicales idempotentes.
2. R-rad es el conglomerado de radicales.
3. R-radidem es el conglomerado de radicales idempotentes.
4. R-prei es el conglomerado de prerradicales exactos izquierdos.
5. R-rei es el conglomerado de radicales exactos izquierdos.
Con la Definicion 18 y los conglomerados recién senialados, ya podemos presentar algunos resul-

tados relacionados con tipos de prerradicales y propiedades de los R-modulos. Podemos empezar
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dando las siguientes observaciones *:

(i) Para un anillo R, un ideal I < R, se cumple que of(R) =>{f(I)|f: R— R} = 1.

(ii) En la misma situacion y con un modulo gM, off(M) = IM = of(R)M.

(iii) Todo t-radical es un radical.

Demostracion.(i) Esto lo tenemos al notar que se cumple la siguiente afirmacion: I <;; R sii [
es un ideal bilateral.

(=) Como I es t.i., habremos terminado al mostrar que I = IR: Tomamos el endomorfismo
(,7): R— R como (,7)(x) =azr. Como [ es t.i., (,R)([) <[y asi, paracadare Ry ael
se tiene que ar = (,r)(a) € I.

(<) Sea I un ideal bilateral de R. Tomemos el siguiente prerradical: (I- ) : R—Mod — R— Mod
como (I- )(M) = IM. Para cada f € Hom(R, R) se tiene que en f [: I = IR = (I- )(R) —
(I)(R), f(D < 1.

Como el ideal I es bilateral, es totalmente invariante y la Definicion 17 nos da of(R) = I.

(ii) La invariancia total de I nos da, por lo visto en (i), que af(M) = IM = of(R)M.

Las observaciones (i) y (ii) nos dan que los prerradicales o son t-radicales.

(iii) Si o es un ¢-radical entonces para todo grM se tiene, por la definicion de t-radical, que
o(M/o(M)) =I1(M/IM) = 0. Por lo que ¢ es un radical.

Antes de dar el siguiente resultado, conviene notar lo siguiente. La afirmacion que expresa
la equivalencia de I <;; R con que I es un ideal bilateral de R, y que fue usada para demostrar
la observacion (ii) anterior, nos permite deducir: Para cualquier ¢ € R — pr, como el anillo
R es él mismo un R-moédulo, tenemos que o(R) es un submoédulo de R, pero también para
cualquier morfismo f : R — R el prerradical o nos da que f(o(R)) < o(R), y esto satisface la
Definicion 17 de invariancia total, por lo que o(R) <;; R, y por la afirmacion de equivalencia
se tiene que o(R) es un ideal bilateral de R. Esto tltimo nos servira en lo sucesivo durante las

demostraciones de diversos resultados.

Proposicion 12. o0 € R — prei si y solo si para todo RM y RN < gM se tiene que o(N) =

o(M)nN.

Demostracion. ( = ) Nos fijamos en el siguiente diagrama conmutativo: con la proyeccion

p v por la hipdtesis de o prerradical exacto izquierdo, el segundo renglon es exacto:
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0 N——-sM—LsM/N——0

o

uf

0 —— o(N) = (M) —LL o(M/N)

Entonces se cumple que o(N) = Ker(p |) = Ker(p) no(M) = N no(M).

( < ) Debemos mostrar que 0 — o(M) — o(N) — o(L) es exacta para cualquier sucesion
exacta 0 - M — N — L — 0. Pero sabemos de la teoria de médulos que cualquier suce-
sion exacta 0 - M — N — L — 0 puede verse como 0 - N — M — M/N — 0 para
N < M. Por esto, para mostrar que o € R — pret, nos basta mostrar que si N < M entonces
0— o(N)— o(M)— o(M/N), con las restricciones a la inclusion ¢ | y a la proyeccion p | res-
pectivamente, es exacta. Pero como ker(p ) = ker(p)no(M) = Nno(M), y como por hipotesis
o(N) = N no(M), entonces ker(p 1) = o(N) y la sucesion 0 — o(N) < o(M) — o(M/N) es
exacta. Por lo que 0 € R — pret.

Q.E.D.

Corolario 13. St 0 € R — prei, entonces 0 € R — idem.

Demostracion. Para gk M, se hace o(o(M)) = o(M) no(M) = o(M). Luego o € R — idem.
Q.E.D.

Con las siguientes proposiciones, tendremos una propiedad 1util para manejar supremos e infi-
mos de productos y coproductos de prerradicales, ademas de contar con una manera equivalente
de manejar ¢-radicales con epimorfismos y prerradicales a. En lo sucesivo, también tendran im-
portantes usos cuando estudiemos las conexiones de Galois sobre R-radidem y ciertas teorias

de torsion:

Proposicion 14. Sean 7€ R — pr y {04}aec S R — pr. Entonces:

1. (\/ Oo)T = \/(Uoﬂ').

aeC aeC

2. (1 /\O’a) = /\(7’ L 0g)-

aeC aeC

Demostracion. (1) Para g M:

(\V 0a)7(M) = (D 0a)7(M) = ) (0u(7(M))) = } (0a7(M)) = \/ (0a7(M)).

aeC aeC aeC aeC aeC
(2) Para g M, sabemos que (7 : /\ 0a)(M) es el submodulo de M tal que (7 : /\ o) (M)/T(M) =

aeC aeC
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I\ oaM/m(M)) = (Vou(M/r(M)) = [)(7 : 0)(M)/7(M) = \(7 : 00)(M)/7(M). Por lo

tanto se cumple (2).

Q.E.D.

Proposicion 15. Dado 0 € R — pr, son equivalentes:
1. o preserva epimorfismos.
2. o es un t-radical.

3. 0 =al con I <R un ideal bilateral.

Demostracion. (3) = (2)
Sea 0 = aff. Sabemos de las propiedades de los t-radicales af que o(M) = off(M) = IM =

af(R)M. Luego o es un t-radical.
(2) = (1)

Tomando a ¢ un t-radical y f : M — N un epimorfismo se cumple que:

M f N

L L

o(R)M = (M) o(N)

y f(M)=N, f(c(M)) = f(c(R)M) < o(N). Usando que f es un epimorfismo y o(R) < R, se
tiene que f(o(R)M) = o(R)f(M) = o(R)N y al ser o un t-radical, c(R)N = o(N). Por tanto
f | es un epimorfismo.

(1) = (3)

Supongamos que o preserva epimorfismos. Habremos terminado si mostramos que af(R) = o,
es decir que I = o(R) es el indicado:

(<) Se tiene que o es prerradical, ya que f(o(R)) € o(M) y esto Vf : R — M debido a que
o € R — pr. Por lo que tenemos la primera relacion.

(>) Sabemos que todo gkM es imagen homomorfica de un modulo libre, es decir que existe
un epimorfismo ¢ : R — M para un conjunto X. Por la Proposicion 8, se cumple que

o(R™)) = ¢(R)™, y tenemos para cada z € X un diagrama conmutativo:

R—= RX_ % .M
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y ¢ | es epimorfismo por (1). Ahora, sea r € o(M). Se tiene que existen {zi,...,z,} € X y

{Teys oy T2, } € 0(R) tales que r = Z(cp I oLy, )(rz,). Entonces los morfismos (pou,,) : R — M

acen aue r € (¢ 0 1) @R}y < SO |11 R — Mol (1), asi que (M) <
af(R)(M)'
Q.E.D.

Nos encaminamos a presentar ciertas nociones y resultados que serdn muy convenientes
para la relacion entre ciertas teorfas de torsion y algunos conglomerados de prerradicales obte-
nidos de un modo especial. Antes de proceder a presentar las definiciones necesarias, recordemos
un par de hechos relevantes acerca del producto y coproducto de prerradicales especificos, a
saber: (i) Dados 0,7 € R — idem se cumple que (0 : 7) € R — idem; (ii) Dados 0,7 € R — rad
se cumple que o7 € R — rad.?® A continuaciéon presentaremos algunos resultados preliminares

acerca de productos y coproductos de prerradicales.

Lema 16. Sit,r € R — pr son tales quet <r conte R —idem, entonces tr = rt =t.

Demostracion. Para ver la segunda igualdad, por la definiciéon de prerradical, para todo g M

se cumple que este diagrama conmuta:

por lo que r(t(M)) < t(M) y asi rt < t.

Por otra parte, aplicando t por la derecha a ¢t < r, tenemos t = tt < rt. Asi t < rt. Por lo que
rt = 1.

Para ver la primera igualdad, nuevamente por la definicion de prerradical, el siguiente diagrama

es conmutativo:

tr(M)) L t(M)

29 Ambos resultados se hallan presentados en Stenstrém (1975), cap. 6.
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lo cual nos da que ¢ | (t(r(M))) = t(r(M)) < t(M) y asi tr < t.

Por otra parte, aplicando ¢ por la izquierda a t < r, tenemos t = tt < tr. Asi t < tr. Por tanto
tr =t.

Las dos igualdades anteriores nos dan que tr = rt = t.

Q.E.D.

Lema 17. re€ R —rad si y sélo si YN < r(M), r(M/N) =r(M)/N.

Demostracion. (=)
Vamos a mostrar la igualdad por doble contencion.

(caso 2) Tomemos el epimorfismo p : M — M /N y notemos que el siguiente diagrama conmuta:

M—L2~ M/N

(M) —2L (M /N)

entonces p | (r(M)) € r(M/N), pero p | (r(M)) = (r(M)) + N)/N = r(M)/N donde la
segunda igualdad sale por N < r(M). Por lo que r(M)/N < r(M/N).

(caso <€) Por la hipotesis, N < r(M) < M y asi r(M)/N < M/N. Entonces por el tercer teo-
rema de isomorfismo, fop: M/N — (M/N)/(r(M)/N) — M /r(M) con el morfismo inyectivo

f. Sea g = f op y tenemos el diagrama conmutativo:

M/N —2—~ M/r(M)

r(M/N) =25 (M /r(M))

y por ser r € R — rad entonces r(M /r(M)) = 0. Entonces g(r(M/N)) < 0 y esto nos arroja
r(M/N) < ker(g) = ker(f op) = p~*(ker(f)) = p~*(0) = ker(p). Por lo que r(M/N) <
ker(p) = r(M)/N.

(<)

Si suponemos que r(M/N) = r(M)/N para todo N < r(M), en particular r(M/r(M)) =
r(M)/r(M) = 0. Por lo que r € R — rad.

Q.E.D.



SOBRE PRERRADICALES Y R-MODULOS 33

Lema 18. Sir,t € R — pr son tales quer <t yte R —rad, entoncesr :t =1t:r =t.

Demostracion. Veamos primero que r : t = t:
Como sabemos que para todo gM se cumple que r(M) < t(M), aplicamos la definicion de
coproducto para tener que (r : t)(M)/r(M) =t(M/r(M)) = t(M)/r(M) y la segunda igualdad
sale por el Lema 17. Entonces (r : t)(M)/r(M) = t(M)/r(M), de lo que se sigue que r : t = t.
Veamos ahora que t : r = t:
De la definicion de coproducto y la hipotesis r < ¢ tenemos para todo g M que (¢ : r)(M)/t(M) =
r(M/t(M)) < t(M/t(M)) = 0 donde la ultima igualdad sale porque ¢t € R — rad. Entonces
(t:r)(M)=1t(M)y sesigue que t : 1 =t.
Q.E.D.

Ahora estamos listos para considerar un par de prerradicales que seran de utilidad en lo
sucesivo, particularmente para trabajar con clases de pretorsion y libres de pretorsion. Comen-

zaremos dando la siguiente definicion:

Definicion 19. (i) Para € € R — pretors las clases de pretorsion, se define el prerradical:
r¢ : R— Mod — R — Mod como re(M) =Z{N< M| N e %}.
(ii) Para € € R — lpretors las clases libres de pretorsion, se define el prerradical:

r¢: R— Mod — R— Mod comOT%(M)zﬂ{N<M|M/NECK}.

La verificacion de que ambos r¢, 7% € R — pr se tiene por las definiciones de ambos y por
las propiedades que € cumple para cada uno de ellos. Hacemos sub(M) la coleccion de todos
los submoédulos de un R-médulo M. Veamos:

% es un prerradical:

(i) Veamos primero que r
Primero, la definicion de submodulo N de M nos permite notar que r* (M) < M.

Segundo, si tenemos un morfismo f : A — By si L < B entonces se puede definir un monomor-
fismo g : A/f~Y(L) — B/L como g(a + f~'(L)) = f(a) + L. Y como antes ya hemos visto que
r%(N) < N, entonces hay un monomorfismo M/f~*(r(N)) — N/r*(N) con N/r*(N) € €,
y ast M/f~L(r®(N)) € €. Por la definicion de r% (M), tenemos que 74 (M) < f~1(r?(N)), es
decir, f(r*(M)) < r(N).

(ii) Para ver que ry es un prerradical:
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Primero, por la definiciéon de submoédulo y suma de submoédulos, tenemos que para todos los
submodulos N de M pasa que X, N < M. Por lo que rg(M) < M.
Segundo, si tomamos un morfismo f : M — N, como % es cerrada bajo cocientes y por duali-
dad con (i), tenemos que f(r4(M)) S r4(N).

Tenemos, ademas, la siguiente observacion:
(i) Como tomamos ¢ € R — Ipretors, si hacemos A = {N}nesup(r) la coleccion de todos los
submodulos de M tales que M/N estan en €, entonces como % es cerrada bajo productos

directos tenemos que H M/N € €, ademés tenemos un morfismo «a : M — n M/N da-

NeA NeA
do como m — (m + N)nea ¥ cuyo ntcleo es ﬂ N, por lo que tenemos un monomorfismo
NeA
a:M/()N—[[M/N.Porloque M/ (| Ne¢.
NeA NeA NeA

(ii) Como tomamos ¢ € R — pretors, si hacemos B = {N}nesunr) 1 coleccién de todos los
submoédulos de M que estan en %, entonces como % es cerrada bajo sumas directas tenemos

que (—B N € €, ademés que existe un epimorfismo (—D N — Z N que a cada juego de coor-
NeB NeB NeB

denadas (n) — Z n. Por lo que Z Ne®.

neN NeB
Veremos que los prerradicales de la Definicion 19 arrojaran varios resultados importantes.

Comenzaremos por presentar las siguientes propiedades para ambos prerradicales:

Proposicion 19. (1) ry € R —idem y ro(M) es el mayor submddulo de M en €.
(2) v € R—rad y r*(M) es el menor submddulo de M tal que el cociente de M con este

submddulo estd en €.

Demostracion. (1) La parte (i) de la Definicion 19 nos permite notar que rg(re(M)) =

r¢(M) de inmediato. Ahora, si tenemos un N < M tal que N € % entonces se cumple que
N < Z L de todos los L < M tales que L € €. Por lo que r4(M) es el mayor submodulo de
M en 7.
(2) Calculamos r% (M /r%(M)) = ﬂ{N/r(@”(M) < M/ré(M)| M/N € €}. Por la parte (ii) de
la Definicion 19, nos damos cuenta que r% (M /r¢(M)) = r*(M)/r (M) = 0 y tenemos que
r¢(M/r?(M)) = 0. Ahora, si tenemos un K < M tal que M /K € €, por como se define r (M),
tenemos que ﬂN < K para todos los N < M tales que M/N € €. Por lo que % (M) es el
menor submoédulo de M tal que el cociente de M con tal submodulo esté en .

Q.E.D.

Usando la Definiciéon 19, daremos un par de nuevos prerradicales que se pueden construir a
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partir de miembros particulares » € R — pr. Para definirlos, nos apoyaremos en las clases de
R-moédulos T, y F, y que después veremos que son clases de pretorsiéon y libres de pretorsion,

respectivamente.

Definicién 20. Sea r€ R — pr:
(i) 7: R—Mod — R — Mod es dado como (M) = >{N < M |r(N) = N}. Es decir, 7 = rr,.
(ii)) T : R— Mod — R — Mod es dado como T(M) = (\{N < M |r(M/N) = 0}. Es decir,

7=k,

Definicién 21. Para 0 € R — pr, se tienen las siguientes clases de R-mddulos:
1. T, ={gM |oc(M) = M}.
2. F, = {rN|c(N) = 0}.

Nuestro objetivo ahora es mostrar que, dado cualquier » € R — pr, siempre le podemos
encontrar el mayor prerradical idempotente por debajo y el menor radical por encima. A con-

tinuacion se presentan las siguientes proposiciones:

Teorema 20. Dado r € R — pr, resulta:
1.7r<r.
2. 7€ R—idem.

3. T es el mayor idempotente por debajo de r.

Demostracion. (1) El inciso (i) de la Definicion 20 nos permite notar de inmediato que, para
cualquier g M, como (M) = Y {N < M |r(N) = N}, entonces I < .
(2) Como 7 = rg,, por (1) de la Proposicion 19 tenemos que 7 € R — idem.
(3) Si tomamos un s € R — idem tal que s < r, como vale el Lema 16, entonces 7 < s =1y

tenemos el resultado.

Q.E.D.

Teorema 21. Dado r € R — pr, resulta:
1.r<7.
2.7e R—rad.

3. T es el menor radical encima de r.

Demostracion. (1) Como 0 < M es el menor de los submodulos de M y sabemos que

M = M0, la parte (ii) de la Definicién 20 nos permite notar de inmediato que (M) < 7(M),
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por lo que r < T.

(2) Como 7 = 7T, por la parte (2) de la Proposicion 19 tenemos que 7 € R — rad.

(3) Supongamos que hay un s € R — rad tal que r < s. Como tenemos el Lema 18, se cumple
quer =s<T.

Q.E.D.

Con la siguiente proposicion, podemos decir mas acerca de las potencias y copotencias cuando

el prerradical en cuestion cumple ciertas propiedades:

Teorema 22. Sea r € R — pr. Resulta:
1. S r es idempotente, T también lo es.

2. Sir es radical, T también lo es.

Demostracion. (1) Si r € R —idem, por las partes (1) y (3) del Teorema 20 se tiene que
r = 7. De la parte (1) del Teorema 21 se tiene que r = 7 < 7. El resultado ahora se sigue por
el Lema 16.
(2) Si r € R — rad, por las partes (1) y (3) del Teorema 21 se tiene que r = 7. Por la parte (1)
del Teorema 20 se tiene que 7 < 7 = r. El resultado ahora se sigue por el Lema 18.

Q.E.D.

Llegados a este punto, conviene que notemos que hay una manera equivalente de trabajar

con los prerradicales de la Definiciéon 20. Esas maneras son:

(i) Potencias: r* = r, r* = rr,..., "' = rr" para todo n € N. Para el caso de ordinales
sucesores A + 1 se define r"™' = rr*, y en el caso de \ un ordinal limite se define r = /\rﬁ.
B<A
Tenemos asi 7 = /\ .,
AeOR
(ii) Copotencias: vy =1, 12y = (r : 7),..., "(n) = (' : 7(n_1)) para todo n € N. Para el caso

de ordinales sucesores A + 1 se define r(x11) = (1 :7(n), y en el caso de X\ un ordinal limite se

define 1) = \/r(ﬁ).

B<A
Tenemos asi 7 = \/ T())-
AeOR . . . .
Veremos que las propiedades anteriores de un prerradical, asi como sus potencias y copo-
tencias, son importantes no solo para extraer informaciéon acerca de dicho prerradical, sino para

obtener isomorfismos entre los conglomerados R-radidem y T-tors, y R-radidem y L-tors. Esto

brindara apoyo al estudio de las conexiones de Galois entre T-tors y L-tors en términos de
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prerradicales con determinadas propiedades.

Prerradicales, T-tors y L-tors

Las nociones y resultados que presentamos a continuaciéon nos encaminarén a la obtencion
de las correspondencias biunivocas que esperamos obtener entre los radicales idempotentes con
las clases de torsion y libres de torsion de moédulos. Antes de dar la siguiente proposicion, nos
enfocaremos en dar algunos resultados preliminares que seran ttiles para la demostracion de la
misma.

Empecemos por recordar qué significa que un modulo g M sea generado o cogenerado por
una familia de modulos. Si € € R — Mod y se tiene un rp M entonces:*

(i) € genera a pM si existe un epimorfismo @, U; — M para una {U;}; < €;
(i) € cogenera a pM si existe un monomorfismo M — [ [, U; para una {U;}; < €.
Asi, tenemos las clases de R-médulos Gen(%) y Cog(€') de los R-médulos generados por €y

los R-médulos cogenerados por %, respectivamente. Ahora daremos los siguientes resultados:

Lema 23. Sea € < R — Mod:
1. Gen(%) es cerrada bajo epimorfismos y sumas directas.

2. Cog(€) es cerrada bajo monomorfismos y productos directos.

Demostracion. Por las definiciones de Gen(€) y Cog(%), haremos el caso de (1) y (2) re-
sultara dual:
Veamos que Gen(%) es cerrado bajo epimorfismos. Sea M € Gen(%’) y tomemos un epimorfis-
mo f: M — N. Por definicion de Gen(%), hay un epimorfismo g : @; U; — M, por lo que se
tiene el epimorfismo fg: @, U; - N y se tiene que N € Gen(%).
Veamos que Gen(%) es cerrada bajo coproductos. Sea {M,}y < Gen(%). Entonces existen
epimorfismos f, : EI—)IQ U; - M, — 0 para unos subconjuntos {U;};, de € y cada a € Y. Por la
propiedad universal del coproducto, existe un tnico morfismo @ fo : @y (D, Ui) = By Ma
con Im(@ fo) = By Im(fa) = By M,. Por lo que P, U; - Py My, — 0 con {U;} €€y
@y M, € Gen(F).

30Desde ahora, convenimos en que la flecha para denotar un monomorfismo es ~—, mientras que la flecha para
denotar un epimorfismo es — cada vez que aparezcan tales flechas.
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Como hemos mencionado, para (2) basta tomar dualmente lo hecho en (1), usando el monomor-
fismo 0 — M — N para la cerradura bajo monomorfismos, y el uso de la propiedad universal
del producto para la cerradura bajo productos directos.

Q.E.D.

Lema 24. Sea ¥ € R — Mod. Para rM se tiene que:
1. tre (M) es el mayor submddulo de M tal que es generado por € .
2. reg(M) es el menor submddulo de M tal que M /req(M) es cogenerado por €.

Demostracion. (1) Buscamos demostrar que trg (M) € Gen(%).
SeaUe %y f:U — M un morfismo. Notemos que f': U — Im(f) es un epimorfismo con
U € €, asi que Im(f) € €. Por lo que tenemos que {Im(f)|f:U — M, U € €} < Gen(¥),
y como por el Lema 23, Gen(%) es cerrada bajo sumas directas, @{Im(f)|f: U - M, U €
¢’} € Gen(%). Definimos ¢ : @ Im(f) — >, Im(f) como ¢((z;)) = Z x; y esta asignacion es

z; 70
un epimorfismo por construccion. Pero por el Lema 23, Gen(%) es cerrada bajo epimorfismos,

se tiene que Y, Im(f) € Gen(¥).

Ahora demostramos que si N < M y N € Gen(%) entonces N < try(M).

Como N € Gen(%), se cumple que existe un epimorfismo f : @U; - N — 0 para un
{U;}; < %. Utilizando las inclusiones canonicas 7, con j € I, tenemos que n; : U; — @, U;,
N — M donde g; = o f on;. Entonces se obtiene la familia {g; : U; — M} e; de morfismos, y
por la propiedad universal del coproducto, existe un ¢ : @; U; — M tal que Vj € I el siguiente

diagrama conmuta:

UjL)M

4

(‘DI Ui

Se tiene que Im(p) = Zlm(gj). Notamos que Im(p) = Zlm(gj) = ZL(Im(f on;) =
T

T

DiIm(fomy) =) fIm(n;) = FO Im(n;)) = f(@U;) = N. Por lo que N = ¥, Im(g;), pero
T

como >, Im(g;) < D {Im(f)|f:U— M, Ue €}, se tiene que N S try(M).

(2) Buscamos demostrar que M /req(M) € Cog(F).

Sea U € € y un morfismo f : M — U. Del primer teorema de isomorfismo sabemos que
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f: M/ker(f) = U es un monomorfismo con U € €. Entonces M /Ker(f) € Cog(€) pues por
el Lema 23 Cog(%) es cerrada bajo monomorfismos. Asi que tenemos {M /ker(f)|f : M —
U, Ue &} < Cog(€), pero por el Lema 23 sabemos que Cog(%) es cerrada bajo productos
directos. Por lo que [[{M/ker(f)|f : M — U, U € €} € Cog(%¥). Aplicamos lo anterior
a la familia {U;}; € € definiendo un ¢ : | [{M/ker(f)|f : M — U, U e €} — |]|U; tal
que para cada z := (..x + ker(f;)...), o(z) = (...fi(x;)...) donde para cada entrada de la i-
ada el respectivo f; es el i-ésimo monomorfismo del respectivo f; : M — U;, y como cada
entrada de la i-ada es un monomorfismo entonces ¢ es un monomorfismo. Por lo que, como
M/req(M) < [[{M/ker(f)|f: M — U, U € €} y para la inclusion canénica se tiene que pot
es un monomorfismo, entonces M /req(M) € Cog(F).

Ahora demostramos que si N < M es tal que M /N € Cog(%) entonces regx (M) < N.
Supongamos que hay N < M tal que M /N € Cog(%). De lo anterior, existe un monomorfismo
f:M/N — []U,; paraun {U;}; € €. Observemos que si j € I entonces se tienen los epimorfis-
mos: p: M — M/N, 7; : [[U; — U,. Hacemos g; = ;o f o p, obteniendo con ello la familia de
morfismos {g; : M — U;};. Por la propiedad universal del producto, existe un ¢ : M — [ [ U;

tal que el siguiente diagrama conmuta:

9j
M—>Uj

N

[ U

Ademas que ker(p ﬂ ker(g;). Ahora, tenemos que: ker(y ﬂ ker(g;) ﬂker(ﬂj ofo
I I
ﬂp (ker(mjo f)) = ﬂker (mj o f)) < N pues p,m; son las proyecciones canoni-

cas y f es monomorfismo sii ker(f ) {0} sii Vo € ker(f) se cumple que z € N. Por lo que
ﬂ/{;er(gj) S N, pero reg(M) < ﬂker(gj) C N. Asi que reg(M) = N.

T I

Q.E.D.

Corolario 25. Sea ¢ < R — Mod. Entonces:
1. M € Gen(¥) siy solo si tre(M) = M.
2. M € Cog(€) siy sdlo sireq(M) =0.

Demostracion. (1) (caso =) Como try € R — pr, ya se tiene que trg (M) < M. Ahora, sea

M € Gen(%). Por el Lema 24, se tiene que try (M) es el mayor submodulo de M tal que esta
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en Gen(%€), entonces M < tre(M). Ast que trg (M) = M.

(caso <) Tenemos que try (M) = M, y por el Lema 24 try (M) € Gen(€). Luego M € Gen(%).
(2) (caso =) Supongamos que M € Cog(%€). Sabemos que M = M /0 € Cog(%€), pero del Le-
ma 24 se tiene que rex (M) es el menor submodulo de M tal que M /req (M) € Cog(%). Como

0 < M y es el menor, entonces reg(M) = 0.

(caso <) Suponemos que reg(M) = 0. Como por el Lema 24 tenemos que M /req (M) €
Cog(€), entonces M /req(M) = M/0 = M € Cog(%).
Q.E.D.

Corolario 26. Sea € < R — Mod. Entonces:
1. tr¢y € R —idem.

2. regw € R—rad.

Demostracion. (1) Como por el Lema 24 try (M) € Gen(%€), del Corolario 25 se tiene que
tre (tre(M)) = tre(M). Por lo tanto para cualquier g M se tiene que try (try(M)) = tro(M).
(2) Como por el Lema 24 M /req(M) € Cog(€), del Corolario 25 se tiene que req (M /req(M)) =
0, pero sabemos que rey(M/req(M)) = (reg : reg)(M)/req(M). Por lo tanto (rey : reg) =
reg.

Q.E.D.

Lema 27. 1. Si {r,}; € R — idem, entonces \/ra € R —idem.

I
2. 8i{ro}1 € R — rad, entonces /\ra € R —rad.

Demostracion. (1) Tomemos {r,}; € R—idem. Queremos que \/ o) \/ra \/Ta. Si
I
r

rK entonces \/ra(K) = \/ra-ra(K) = \/TQ(TQ(K)) < \/Ta( o(K)) = \/(ra(\/ra))(K) =

1 1 1 1 I 1 1

(\V ra) - (V1) (E) = \/ 70D 7a(K)) < Y ra(K) = \/ ra(K) donde la iltima designaldad
I I I I i I
sale porque \/; 7, € R — pr y todo prerradical r cumple que (M) < M. Por lo que se tiene

que \/ ra(K) < (\/7a) - (\/ 1) (K) < \/ 7a(K).
I I I I
(2) Suponemos que tenemos un modulo pK v {r,}; € R — rad. Nos interesa mostrar que

(/\ To /\ra) = /\Ta. Pero por el inciso (2) de la Proposicion 14, basta mostrar que
I

/\(/\ra (Tq) = /\ra.

1 1 1

Si a € I entonces r, < (/\Ta : Try), entonces 1, < /\(/\Ta : ra). Por tanto /\ra <
I I T
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/\(/\ra CTa)-

I I

Por otro lado, como /\ra < Tas (/\ To:8) < (rq:8) Vs € R—pr, en particular (/\ To i Ta) <
I I I

(ro : ro). Entonces (/\ To:Ta) < Toy asi /\(/\ To i To) < 7o por definicién de infimo, luego

se tiene que /\(/\ri CTe) < /\Ta o
I

I I
Q.E.D.

Lema 28. Sea r € R — pr. Entonces:
(1) r € R—idem siir = \/{a}f | M € T,}.
(2)re R—rad siir = N{w)! | M € F,}.

Demostracion. (1) Veamos la ida: Notemos que si M € T, entonces r(M) = M. Asi
que, usando la Proposicién 10 tenemos alf < r y esto es para todo M € T,. Por lo que
Vi | MeT,} <r.

Para obtener la otra desigualdad, notemos que como r es idempotente, para cualquier g K se
tiene que r(r(K)) = r(K), por lo que r(K) € T,. Como r(K) = « Eg(r(K)) < a:gg(K) <
\V{adt| M e T,}, entonces r(K) < \/{a}f | M € T,}(K). Por lo tanto r < \/{a} | M € T,}.
Para el regreso: sabemos que o}t = trivy y la traza es idempotente por (1) del Corolario 26,
asi que o}l € R — idem. Por lo que {a}t | M € T,} € R — idem y del Lema 27 se cumple que
Vi{adi | MeT,} e R—idem.

(2) Veamos la ida: sea r € R —rad. Si M € T, entonces r(M) = 0, asi que r < w)’. Por lo que
para todo rM se tiene que r < w}?, y asi r < A{wl! | M € F,}.

Para obtener la otra desigualdad, para cualquier gpK se cumple que (K /r(K)) = 0 porque
r es radical, entonces K/r(K) € F,. Nuestra afirmacion es que wé(/T(K) < r(K). Conside-
ramos el epimorfismo natural p : K — K/r(K) y sabemos por la definicion de prerradi-

K/T(K)(K) s K/T (K/r( )) es homomorfismo y

cal aplicada a w que la restriccion p |:
wi MK Jr(K)) = 0. Por lo que p(wi /™™ (K)) = 0, es decir que wi " FU(K) < ker(p) = r(K).

Luego, Afw | M e F,}(K) < wi" " (K) < r(K).

Para el regreso: sabemos que w)! = regyy y el rechazo es radical por (2) del Corolario 26, asf

que {w) | M e F,.} € R—rad y del Lema 27 se tiene que Af{w)’ | M € F,} € R — rad.

Q.E.D.

Anteriormente hemos considerado las clases de torsion (o libres de torsién) asociadas a un

prerradical, T, y IF,. Con la definiciéon de esas clases, dado el prerradical arbitrario o, consi-
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deremos las clases T, y F, mediante el par de asignaciones naturales o — T, y 0 — F,. Se
puede verificar sin complicaciones que la asignacion para T, preserva el orden, mientras que la
asignacion para IF, lo invierte. Por lo que si ¢ < 7 entonces T, € T, v F, 2 .. Ademas, por
la Definicion 21 y las propiedades de los prerradicales, se deduce que T, es clase de pretorsion

y que IF, es clase libre pretorsion:

Proposicion 29. Dado r € R — pr, se cumple que:
1. T, es una clase de pretorsion.

2. I, es una clase libre de pretorsion.

Demostracion. (1) Tomamos el ¢ : M — N epimorfismo y M € T,.:

como (M) =Ny o(r(M)) = (M) <r(N), se deduce que N < r(N). Por lo que N € T,
y T, es cerrada bajo epimorfismos.

Ahora, para ver que se cumple la cerradura bajo sumas directas, la Proposicion 8 nos da direc-
tamente esta propiedad.

(2) Tomamos el ¢ : N — M monomorfismo con M € I,

N 4 ]\f
r(N)—2L (M) =0

se tiene que r(N) = 0 pues ¢(r(N)) < 0. Por lo que ker(¢ ) =r(N) y F, es cerrada bajo
monomorfismos.
Ahora, para ver la cerradura bajos productos directos, nuevamente la Proposicion 8 nos da

directamente esta propiedad.

Q.E.D.

Es importante notar que estas clases de R-modulos son clases de pretorsiéon y libres de

pretorsién, respectivamente, por la importancia que este hecho desempena en el estudio acerca
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de estos objetos relacionados con la Teoria de Modulos. Pero también por la importancia que
esto desempenara posteriormente en este trabajo y la relacion que guarda con los prerradicales.
Antes de ofrecer algunos de los importantes resultados acerca de las correspondencias entre
ciertos conglomerados de prerradicales y clases de modulos, daremos este resultado preliminar

que nos sera de ayuda:

Lema 30. 5% 0 € R — radidem entonces:
(1) T, es clase de torsion.

(2) B, es clase libre de torsion.

Demostracion. (1) Por la parte (1) de la Proposicion 29, tenemos que T, ya es clase de pretor-
sion. Solo resta mostrar que es cerrada bajo extensiones: Tomamos la sucesion exacta 0 — N —
M —L—0con N,LeT,y M un R-mo6dulo. Como ¢ es radical idempotente, se cumple que
M /o(M) es libre de torsion y tenemos la siguiente sucesion exacta 0 — Hom(L, M /o (M)) —
Hom(M,M/o(M)) — Hom(N,M/o(M)) donde 0 = Hom(L, M /o(M)) = Hom(N, M /o(M))
y se tiene que Hom(M, M /o(M)) = 0. Por lo que M = (M) y M € T,. Esto nos da que T,
es cerrada bajo extensiones y por tanto es clase de torsion.

(2) Aplicando un razonamiento analogo al anterior, tenemos que I, es cerrada bajo extensio-

nes.

Q.E.D.

A continuaciéon daremos los resultados en que se presentan las asignaciones entre los radi-

cales idempotentes y las clases T-tors y L-tors que nos dan los isomorfismos buscados:

Proposicién 31. Ezxiste un isomorfismo de orden entre R-radidem y T-tors.

Demostracion. Consideraremos el par de asignaciones ® : R —radidem — T—tors dada por
®(oc) =T,,y ¥ : T—tors > R —radidem dada por ¥(T) = \/ adr. La definicion de estas
asignaciones implica que ambas preservan el orden. Analizaremé\gelg asignacion @ para ver que
tiene las propiedades deseadas. Empezamos por notar que por el Lema 30, T, y IF, son clases
de torsion y libre de torsion, respectivamente. Ahora mostraremos que ® es biyectiva.

Veamos que @ es inyectiva: Supongamos que ®(0) = T, = T, = ®(7). Veamos que o = 7.
(x) Sea rK. El Lema 30 nos arroja que T, es clase de torsion. Por el inciso (1) del Le-

ma 27 tenemos que o = \/ ol € R —idem. Por el inciso (1) del Teorema 22 se tiene que
MeT,
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\/ ol € R —radidem, y como aqui se tiene que o = &, entonces o(K) < \/ ot (K), pero

MEeT, MEeT,
como T, = T,, entonces o(K) < \/ i (K) = \/ ahf(K), y de la Proposiciéon 10 y que 7
MeT, MeT,
es radical idempotente se cumple que \/ i (K) < 7(K). Por lo que o(K) < 7(K).
MeT
(>) Sea gpK. Nuevamente, por el inciso (1) del Lema 27 tenemos que 7 = \/ ol € R—idem.
MeT,

Por el inciso (1) del Teorema 22 se tiene que \/ o] € R—radidem, y como aqui se tiene que
MeT,

7 =T, entonces 7(K) < \/ o (K), pero T, = T, y asi 7(K) < \/ i (K) = \/ o (K).
MeT- MeT, MeT,

Usando la Proposicién 10 que o es radical idempotente, tenemos que \/ A (K) < o(K). Por

MeT,
lo tanto, 7(K) < o(K).

De lo anterior, concluimos que ¢ es inyectiva.

Resta mostrar la suprayectividad de ®. Por la Proposicion 29 y el Lema 30, sabemos que
en una teoria de torsion (T, ), T es cerrada bajo epimorfismos, sumas directas y extensio-
nes, y asi cada gM tiene un mayor elemento en T. Consideremos la siguiente asignacion:
t: R— Mod - R— Mod dado como M — t(M) el mayor submodulo de M que estd en T.
Tal asignacion es prerradical por la definicién que se le estd dando, y podemos darnos cuenta
de que para todo g M se tiene que t(t(M)) = t(M) debido a que ese prerradical evaluado en
el mayor submoédulo de M nos devuelve el mayor submodulo de M. Segin la Definicion 21,
podemos considerar T, y F; y buscamos que, para la teoria de torsion (T, ), se cumpla que
T, =Ty, =F. Veamos que tenemos esas contenciones:

(Caso T, = T) Para mostrar la <, como t(M) = M es el mayor submo6dulo de M que esta en
T, ya se cumple lo que buscamos.

Para mostrar la 2, de la definicion de teorfas de torsion sabemos que un M € T'sii Hom(M, F) =
0 para cualquier F' € IF. Notemos que M € T sii ¢(M) = M. Por lo que al mostrar esta equiva-
lencia tendremos la contencién buscada:

(caso =) Como M € T, el mayor submédulo suyo en T es el mismo, entonces t(M) = M.
(caso <) Suponemos t(M) = M. Pero esto significa que M es el mayor submddulo de M en T.
Luego se tiene que M € T.

(Caso I, = ) Para mostrar <, como t(M) = 0, todo morfismo que sale de gk N € T es tal que
debe ser el morfismo cero. Entonces M € F.

Para mostrar la 2, de la definicion de teorfas de torsion sabemos que un N € F sii Hom(T, N) =
0 para cualquier 7' € T. Notemos que N € F sii ¢(IN) = 0. Mostremos esta equivalencia para

obtener la contencién buscada:
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(caso =) Si N € F, como t es un prerradical tenemos que ¢(N) € T y también t(N) < N.
Entonces t(N) = 0.

(caso <) Sea que t(N) =0y 7 € T con un morfismo f : T'— N. Entonces f(T') < N, pero
como T € T, también f(T) € T. Luego f(T) < t(N) =0, asi que f =0y N € F.

A continuacién, veamos que también ¢ € R—rad. Si tomamos L/t(M)e Ty L/t(M) < M/t(M)
tenemos en la sucesion exacta 0 — (M) - L — L/t(M) — 0 que L € T, pero por la definicion
de t, se tiene que t(M) = L. Por lo que t(M/t(M)) = 0 lo cual equivale a que t € R — rad.
Con lo anterior, queda demostrado que para cualquier T, tenemos que existe ®(¢) =T, =T y
® es suprayectiva.

Q.E.D.

Haciendo los cambios duales a la demostracion anterior, obtenemos la demostracién para la

siguiente proposicion:

Proposicién 32. Eriste un anti-isomorfismo de orden entre R-radidem y L-tors.

Pues proponiendo las asignaciones ®' : R — radidem — L — tors como ®'(1) = F,, y

V' : L —tors —» R — radidem como V'(IF) = /\ wy', hacemos las verificaciones en el mismo

NeFF
sentido de la Proposicion 31 para hacer notar que ®' es el isomorfismo buscado con ¥/ = &'~1,

Notemos que de las dos proposiciones anteriores tenemos el siguiente caso especial util acer-

ca de las teorias de torsion y los radicales idempotentes:

Proposicion 33. Sea (T,F) una teoria de torsion, entonces \/ adf = /\wév es un radical

) MeT NelF
rdempotente.

Demostracion. Sabemos de las proposiciones 31y 32 que ¥(T) = \/ oty U(F) = /\ wy,

MeT NelF
respectivamente. Al ser isomorfismo y anti-isomorfismo, respectivamente, se cample que W(T') =
V().

Q.E.D.

Este resultado nos permite obtener en modo sencillo una de las correspondencias buscadas

para nuestro estudio de la clasificacion de teorfas de torsion con prerradicales:
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Teorema 34. Eriste una correspondencia biunivoca entre R-radidem y el conglomerado de las

teorias de torsion.

Demostracion. Como la Proposicion 33 nos arroja que toda teoria de torsion esta asociada
a un radical idempotente, usamos el hecho de que tenemos el radical idempotente para ofrecer
la siguiente asignacion. La asignacion A : 0 € R — radidem — (T,,F,) es la buscada, pues
cada uno de los componentes cumple con ser clase de torsién y libre de torsion, respectiva-
mente. De la Proposicion 29, tenemos que T, es cerrada bajo epimorfismos y sumas directas,
y F, es cerrada bajo monomorfismos y productos directos. De la definicion de ambas clases
se tiene que {0} = T, n F,. Nos resta mostrar que se cumple el tltimo axioma para que
(T,,F,) sea una teoria de torsion, en efecto: Tomando un grM, se tiene la sucesion exacta
0—>o0(M)—>M— M/o(M) — 0,y como 0 € R — radidem entonces o(c(M)) = o(M) y asi
o(M) e T,; como o € R — radidem entonces o(M/o(M)) =0y asi M/o(M) € F,. Entonces
(T,,F,) cumple el ultimo axioma y es teoria de torsion.
Usando el razonamiento dado en la Proposiciéon 31 con t : R — Mod — R — Mod definida como
t(M) el mayor submoédulo de rM que esta en T, y como vimos que toda teoria de torsion
(T,F) = (T, ), la asignacion I' : (T,F) — ¢t € R — radidem, donde I" cumple con ser la
inversa de la asignacion A.

Por lo que la asignacion A : o € R — radidem — (T,,F,) es el isomorfismo buscado.

Q.E.D.

El siguiente resultado a presentar serd tutil para poder cambiar el tratamiento dado pa-
ra clases de torsion (y dualmente, clases libres de torsion) en términos de ciertos supremos de

prerradicales que son radicales idempotentes, y viceversa.

Proposicion 35. Sea € € p(R — Mod). Entonces:

M ; M _ M g

1. \/ oy es tdempotente y \/ oy = \/ oy donde T es la menor clase de torsion que

Me% Me% MeT
contiene a €, es decir, si € es clase de torsion entonces \/ a% es radical idempotente.

Me®
e ——

2. /\ wy' es radical y /\ w) = /\ wy donde T es la menor clase libre de torsion que contiene

Ne© Ne¥ NelF
a €, es decir, si € es clase libre de torsion entonces /\ wév es radical idempotente.

Ne&

Demostracion. (1) Sabemos que para pK se tiene que \/ AN K) = Z (Z{f(M) | f -
Me% Me%

M — K}. Tambien \/ a3i(\/ aji(K)) = >, QO {g(M)|g: M — > QO {f(M)|f: M —

Me% MEe% Me% Me%
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K})}). Por lo que buscamos la igualdad Z (Z{f(M) |f: M —> K} = Z (Z{g(M) lg: M —

2 QAFM) | f 2 M — KDY,

Me%
Veamos que para cada zpM se tiene que a}} es idempotente: Sabemos de la Definicion 16 que

ol = triy. Del inciso (1) del Corolario 26, sabemos que triyy = aif € R — idem. Del inciso

(1) del lema 28 tenemos, para € € p(R — Mod), que \/ ot € R — idem.
Me®

Ahora, tomemos T la menor clase de torsién que contiene a €. Para ver que \/ a% = \/ a%

Me® MeT
lo haremos por doble desigualdad:

(caso <) Como \/ o}l es idempotente por el desarrollo anterior, por inciso (1) del Teore-
Me¥

ma 22 tenemos que \/ 04% es idempotente, y por inciso (3) del Teorema 21 tenemos que

Me%
\/ alf < \/ adf. Como ¢ < T, tenemos que \/ A (K) = Z (Z{f(M)|f M — K} <
Me% Me® Me® Me®
\ et D, QM) f: M — K} = \/ aji(K). Por lo tanto, \/ aqf < \/ ajf.
Me? MeT MEeT Me% MeT

(caso >) Recordemos algunos datos importantes ahora. El inciso (1) del Lema 28 nos dice
que un 0 € R —idem si y solo si 0 = \/ 04%. Ahora bien, para ¥ = {M} se cumple que

NeT M
‘M

Ty = Gen(M), esto porque al tomar un N = A (N) =Y{f(M) | f: M — N} y esta tltima
igualdad sale por el inciso (1) del corolario 25 con try (N) = N visto antes. Ahora notemos que

para cualquier familia {f; : M — N};e; tenemos el siguiente diagrama:

M @ fi N

2

M;

donde Yi € I, M; = M. Y en nuestro caso, como N € Gen(M), tenemos que:

ME )PPl N

L

M,

por lo que para cada N € Gen({M}) se cumple la situacion anterior. Ampliando esto a € tene-

mos que \/ oy = \/ o donde Ty,,.. on = Gen(%). La copotencia \/ o cumple
.
Me? N Me%

T y
MVarew ohf
con ser radical idempotente por lo visto en el desarrollo anterior, y de la correspondencia entre

R — radidem y T — tors dada en la Proposicion 31 tenemos que ’JPVME% oM €S una clase de
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torsion que se corresponde con %. Y como por hipotesis T es la menor clase de torsion que

contiene a ¢, tenemos que \/ aM \/ aM
MeT Me%
(2) Para tener esta parte, notemos que todo el desarrollo de la parte 1 utilizo las primeras partes

de los lemas y corolarios mencionados ahi. Por lo que las correspondientes segundas partes nos

arrojan en modo analogo que /\ wp es radical. Ademas, /\ w) = /\ wy con F con T la

Ne© Ne& NelF
menor clase libre de torsion que contiene a % se obtiene andlogamente por la Proposicion 32

que da la correspondencia entre R — radidem y I — tors.

Q.E.D.

A partir de las correspondencias dadas en los resultados recientes, podemos empezar a explo-
rar algunas otras correspondencias que se dan entre ciertas clases de prerradicales con ciertos
componentes de cierta clase de teorias de torsion. La siguiente proposicion nos servird para rela-

cionar la exactitud por un lado de un prerradical con la parte de torsion asociada a alguna teoria:

Proposiciéon 36. Dado 0 € R — pr, son equivalentes:
1. 0 € R — prez.
2. Para todo gM y todo N < M se tiene que o(N) = N no(M).

3. o es idempotente y T, es cerrada bajo submddulos (monomorfismos).

Demostracion. De la Proposicion 12 tenemos la equivalencia de (1) y (2). Resta ver que se
cumple la equivalencia con (3):
(caso (2) = (3)) Sea un gM. Como o(M) < M y vale (2), entonces o(c(M)) = o(M)no(M) =
o(M) y o es idempotente.
Ademas, notemos que para A < By o(B) = B, tenemos que 0(A) =Ano(B)=AnB=A,
lo cual muestra que T, es cerrada bajo submoddulos.
(caso (3) = (2)) Notese por un lado que, para A € B, 0(A) € o(B). Ademas o(A) € Ay asi
o(A) € Anao(B).
Por otro lado, como o es idempotente, para todo p M, se tiene que o(o(M)) = o(M) y se tiene

o(N) = N YN < o(M).

o(B)nA) = o(B)nA.

que o(M) € T,, pero T, es cerrada bajo submodulos y tenemos que o
Entonces, considerando o(B)nA € A con A € T, se tiene que o(A) 2 o
Por lo que 0(A) = Ano(B) y 0 € R— prei por la Proposicion 12.

Q.E.D.

La propiedad (3) de T, en la Proposicion 36 que habla acerca de la cerradura bajo submoédulos
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es lo que entendemos como una clase de pretorsion hereditaria. Haciendo uso de razonamientos
usados en los recientes resultados y con lo que sabemos de los prerradicales exactos izquierdos,

obtenemos el siguiente resultado:

Proposicion 37. FExiste una correspondencia biunivoca entre R-prei y el conglomerado de todas
las clases de pretorsion hereditarias. Dicha correspondencia se puede acotar a una entre R-rei

y las clases de torsion hereditarias.

Demostracion. Sabemos del Corolario 13 que todo prerradical exacto izquierdo es idempo-
tente. Si denotamos por R-TORS al conglomerado de las teorias de torsion y por R-tors al
conglomerado de las teorias de torsion hereditarias, por el Teorema 34 tenemos el siguiente

diagrama:

R—-—TORS — R — radidem — R — TORS

| o

R —tors R — prei R —tors

Y sustituyendo la clase R-prei por la R-rei en el diagrama anterior, obtenemos la correspon-
diente biyeccion con las clases de torsion hereditarias. Esto nos da la correspondencia biunivoca

buscada.

Q.E.D.

Con la proposicion anterior, ahora tenemos una parte de la clasificacion de teorias de torsiéon en
términos de prerradicales con ciertas propiedades. Veremos después que, al considerar anillos de
ciertas caracteristicas, la relacion que hay entre las teorias de torsion y los R-prerradicales refle-
ja los cambios provocados por determinado anillo. Pero antes, veremos mas a detalle la relacion
guardada entre las teorias de torsion y prerradicales con las conexiones de Galois por medio
de otro resultado importante que serd nuestro siguiente objetivo. Para ello, comenzaremos por

presentar a detalle los conceptos y nociones preliminares para esto.
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Hacia una generalizacion de la relacion entre R-Mod, R-pr
y las conexiones de Galois Gal. El Teorema de Domenach-
Leclerc

Cuando se presentd el Teorema de polaridades, se hizo énfasis en que su utilidad radica
en la conexion de Galois entre la clase de un producto de colecciones de objetos, A y B, con
el producto entre las clases de tales colecciones, p(A) y p(B). Nuestro objetivo es llevar la
construccion de ese tipo de conexiones de Galois més lejos por medio de las siguientes nociones
que generalizan las colecciones de objetos y las asignaciones entre ellos para formar més tipos
de conexiones de Galois.

Comenzamos con la presentacion de los siguientes conceptos:

Definicion 22. Para A un conjunto, ¢ : p(A) — ©(A) un operador cerradura y ® < Im(yp),
st @ cumple:

1. Ae @,

2. ® < & implica que (P € D,

entonces © es una familia de Moore y (A, ) es un espacio cerradura.

Definicién 23. Sean (A, ) y (B,¢) dos espacios cerradura con familias de Moore ® y &',
respectivamente. Decimos que una relacion R € p(A x B) es bicerrada con respecto a ® y D s
satisface:

1. Para todo a € A, aRe @', donde aR = {be B|(a,b) € R}.

2. Para todo be B, Rbe ®, donde Rb = {a € A|(a,b) € R}.

El conjunto de las relaciones bicerradas se denota como R ;.

Nuevamente, los conceptos de familia de Moore y relacién bicerrada son aplicables a conjun-
tos, clases y conglomerados. Ademas, estos nuevos conceptos recuperan varias de las propiedades
que se tienen para el caso de los conjuntos y las relaciones dadas por los productos cartesianos
tratados por las polaridades. Podemos comenzar a apreciar esto con lo siguiente. Si tomamos
un par de espacios cerradura (A, ) y (B, ¢ ) con sus correspondientes familias de Moore ® y
@', entonces: i) de Ae ® y Be @ se sigue que a(A x B) = {be B|(a,b)e Ax B} =Bed
para cada a € A,y (A x B)b = {a € A|(a,b) e Ax B} = A€ ® para cada b € B, y asi
AxBeR,,;ii) si {Ra}aer S R, entonces para cada a € Ay a € A tenemos que alRR, € P’

de lo cual se sigue que ﬂ aR, € ® y se cumple también ﬂ aR, = a(ﬂ R,), y andlogamente:

ael aeN ael
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ﬂ R.,b e ® y también ﬂ R.b = (ﬂ R, )b para cada b € B, por lo que ﬂ Rye R,
aEA a€eA a€EA a€EA

Asi como en el Teorema de Polaridades, exhibimos las asignaciones que permitiran esta-
blecer la correspondencia biunivoca entre familias de Moore y relaciones bicerradas. Tomando

(A, @) v (B,¢) dos espacios cerradura con familias de Moore ® y ®', respectivamente, las

asignaciones son las siguientes:

p: p(Ax B) — & x ®* dada como u(R) = {p1(R), u2(R)) y estas componentes son dadas

como:

p1(R) : ® — @ definida como yuy(R)(U) = @’(ﬂ aR), U € ®.
aeU

pa(R) : @ — @ definida como pz(R)(V) = ([ | Rb), V e @'.
beV

También se definen las asignaciones:
v 1 ®'® - (A x B) definida como vy (f)

(a,0) e Ax Blbe f(e({a}))}-
vyt ®® ©(A x B) definida como v»(g) a,b

={
= {(a,b) e Ax Blae g(¢'({b))}-

La siguiente proposicion expone algunas propiedades que las asignaciones anteriores cumplen:

Proposicion 38. Sean (A, ) y (B, ¢') dos espacios cerradura con ® y O sus familias de Moore
correspondientes. Entonces:

1) Para cada R € p(A x B) se cumple que p1(R) y po(R) son antitonas.

2) 11y po son isétonas.

3) v y vy son isdtonas.

4) St R e Ry entonces u(R) € Gal(®, P').

5) Si f e Gal(®, ") entonces v1(f+) = a(fT) y11(fs) € Rpy-

Demostracion. (1) Para R € p(A x B) y U, U’ € p(A) tales que U < U’, se cumple que
ﬂ aR 2 ﬂ aR. Entonces u1(R)(U) = gp’(ﬂ aR) 2 ¢'( ﬂ aR) = p(R)(U"). Luego ui(R) es

aeU aelU’ aelU agU’
antitona (del mismo modo pa(R)).

(2) Sean R, S € p(Ax B) con R< S. Para todo a € A, aR < aS, entonces ﬂ aR < ﬂ aS con
aelU aelU
U € p(A). Entonces p1(R)(U) = go’(ﬂ aR) < go'(ﬂ aS) = p11(S)(U). De modo que 4 (similar
acU aclU
con fio) es is6tona.

(3) Tomamos fi, fo € ®'® tales que f; < fo. De la preservacion de orden de ¢ se cumple que:
{(a,b) e AxBlbe fi(p({a}))} € {(a,b) e Ax B|be fa(p({a}))}. Por las asignaciones v dadas,

se sigue que v1(f1) € v1(f2) v v1 preserva el orden (del mismo modo, v, preserva el orden).
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(4) Sea R € Ryy. De (1) sabemos que 1 (R) : @ — @'y puo(R) : &' — @ son antitonas. Veamos

que las composiciones entre ellas son operadores cerradura: Sea U € @, u1(R)(U) = gp’(ﬂ aR)
aclU

y pa(R) (i (R)(U)) = o( ﬂ Rb) = U. Por tanto, us(R) o u1(R) es operador cerradura
bepr (R)(U)
(del mismo modo p1(R) o pua(R) lo es). Asi, por la definicion de conexion de Galois p(R) =

(i (R), p2(R)) € Gal(®, ¥').

(5) Sea f € Gal(®,d’). Analogo al Teorema de Polaridades, se tiene que: v1(f+) = {(a,b) €
Ax Blbe f.(p({aD)} = {(a.b) € A x Blae FH(a(Bh)} = m(f*). Ast s = vy

Para a € A se tiene que avy(fy) = {be B|be f.(p({a}))} € ®' (Similarmente v1(f,)b € P).
Luego v1(f+) € Ryy.

Q.E.D.

Las propiedades dadas en la Proposicién 38 se requieren para dar el resultado que generaliza
la situacion del Teorema de Polaridades. La generalizacion a obtenerse nos permitird analizar
en términos de conexiones de Galois diferentes colecciones de relaciones bicerradas, lo cual sera
muy util en vista de que hay diversas formas de tener espacios cerradura con sus respectivas
familias de Moore aparte de la particular en términos de la identidad que se da en el Teorema

de Polaridades.

Teorema 39. (Teorema de Domenach-Leclerc). Sean A y B dos conjuntos. Sean (A, p) y
(B, ¢) dos espacios cerradura con ® y @' sus respectivas familias de Moore. Entonces existe un

isomorfismo de orden entre (R,y, <) y {(Gal(®,d’), <).

Demostracion. Sean R € R, y f € Gal(®,®’). De la Proposicion 38 sabemos que p(R) €
Gal(®,?") y v(fy) = va(ft) € Ryp. Definimos v : Gal(®,?') — p(A x B) como v(f) =
1(fy) = va(f1). Usamos la Proposicion 38 para mostrar que vu y pv son las respectivas iden-
tidades:

(Caso vu(R) = R)
Para la : Sea (a, b) € vu(R) y tomemos p(R) = (f)r. Entonces vu(R) = v((f)r) = {(a,b) |be
fr(¢({a}))}. Luego b € fr(v({a})) = ﬂ xR < aR, lo que implica que (a,b) € R, pues

zep({a})

a€ p({a}). Asi vu(R) € R.
Para la 2: Para b € aR se tiene que (a,b) € R, entonces {a} S Rby asi p({a}) & Rb. Para
x € p({a}) se sigue que z € Rb, (z,b) e Ry be xR.

Entonces aR < ﬂ TR = ¢'( ﬂ zR) = fr(¢({a})). Luego b € fr(p({a})) v asi (a,b) €
sep({al) vep(la))
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vi(R) y R < vi(R).
Por tanto vu(R) = R

(Caso uv(f) = f)

Para f € Gal(®,®') se cumple, para todo U € ®, que U = U v({a}) = gp(U ¢©({a})). Entonces
aelU aeU

FoU) = [ fe(ea}) = [av(f) = fup(U). Entonces f. = fu(s) los v analogamente:

aelU aelU
[t = "9 14 4. De la Proposicion 38 se tiene que uv(f) = (f)us) loo= [

Por tanto: (Ry,, <) = (Gal(®, '), <).
Q.E.D.

., Como es que el Teorema de Domenach-Leclerc constituye una generalizacion del de polari-
dades? Tomamos ¢ : p(A) = p(A) y ¢’ : p(B) — ©(B) como la identidad (que es un operador
cerradura), ® = p(A) y &' = p(B). Asi Ry = p(Ax B) y paracada R€ R, y f € Gal(®, D)
se tiene que fr({a}) = aRy f({b}) = Rb. La demostracion del Teorema de Domenach-Leclerc
nos da como resultado el Teorema de polaridades.

A partir de ahora, nos dedicaremos a llevar estas nociones al terreno de los modulos sobre un
anillo R para explorar el tipo de conexiones de Galois que pueden darse cuando consideremos

ciertas relaciones bicerradas y la informacion que se extrae de ello.



Capitulo 4

Preliminares en Teoria de Categorias

El Teorema de Domenach-Leclerc serd un recurso importante para establecer el esquema
general en que se da una conexién de Galois entre ciertos espacios cerradura conformados por
R-moédulos y otros espacios de R-prerradicales. Antes de proceder con esto, requerimos dar las
siguientes propiedades que se tienen con ciertas relaciones bicerradas, inducidas por los morfis-
mos entre R-moédulos.

No se podré avanzar mucho mas en lo anterior sin antes introducir un terreno de estudio
dado por la Teoria de Categorias, pues con ello contemplaremos las relaciones bicerradas que
nos interesa analizar por medio de familias de Moore y espacios cerradura.®!

Convenimos en usar la definicién usual de categoria: Dos colecciones una de las cuales es la
de objetos y la otra la de morfismos (flechas) entre tales objetos que cumplen con los axiomas
basicos de la composicion entre morfismos y la identidad. Consideraremos categorias de los

tipos siguientes:

Definicion 24. La categoria A cumple con ser:
I) Completa si todos los diagramas pequenos de A tienen limite en A.
II) Cocompleta si todos los diagramas pequerios de A tienen colimite en A.

III) Bicompleta si A es completa y cocompleta.

Definicion 25. La categoria A es preaditiva si:
I) La operacion Hom (B, C) x Hom (A, B) — Hom (A, C) es bilineal.
II) Para cualesquiera objetos A, B € A, Hom4(A, B) es un grupo abeliano.

31 Esta seccién es meramente introductoria y puede ser omitida por aquellos lectores que tengan el conocimiento
acerca de lo que es una categoria, categorias bicompletas y propiedades de funtores. Es importante destacar que,
aunque las definiciones y resultados que se presentan en esta seccién encuentran su generalidad en el marco de la
Teoria de Categorias, para los fines de este trabajo y evitar salirnos del contexto de la Teoria de Médulos, a partir
de ahora estaremos pensando los resultados y sus demostraciones presentados para los médulos, prerradicales,
teorias de torsion, etc.

54
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La categoria se vuelve aditiva si cada par de objetos tiene producto y coproducto.

Definicion 26. Una categoria A es abeliana si es preaditiva y cumple:
I) A tiene objeto cero.

II) Cada par de objetos en A tiene producto y coproducto.

III) Todo morfismo de A tiene kernel y cokernel.

IV) Cada monomorfismo es kernel de algin morfismo.

V) Cada epimorfismo es cokernel de algin morfismo.

La Definicion 26 nos da como resultado que en las categorias abelianas se cumple que to-
do morfismo h : A — B se factoriza como h = fg donde f es un monomorfismo y ¢ es un
epimorfismo. Lo anterior nos permite definir ciertas categorias, en las que se cumple esa facto-
rizacion para cada morfismo entre objetos, como categorias exactas. Las categorias abelianas
son exactas por definicion. Ademas, los conceptos de sucesion exacta y funtor exacto tienen su
fundamento en la exactitud vista desde las categorias.

Tomamos nuestro entendimiento béasico de lo que es ser un funtor entre categorias F': A — B
(esto es, una asignacion que relaciona los objetos y morfismos de A con los de B, respectiva-
mente) y notemos que los funtores y los morfismos respetan los productos y coproductos entre

categorias. Para la familia {f; : M; — N;},ex de morfismos, se tiene que:

Im([ Tiex fi)
]m(@ieX fl)

lle

HieX [m(fl) y KeT(HiGX fl) = Hz’eX Ker(fl)
Dicx Im(fi) vy Ker(Dicx fi) = Djex Ker(f:)

lle

Estas propiedades nos permiten mostrar de inmediato que los productos y coproductos pre-

servan la exactitud de las sucesiones de objetos en categorias bicompletas.

Proposicion 40. Sean A una categoria abeliana bicompleta y {0 — N; LN M, % L — O}iex
una familia de sucesiones exactas en A. Entonces las sucesiones:

10— @iex Ni =5 @yex M; = @y Li = 0

1) 0= [Tiex Ni it [ Tiex Mi 1, [Tiex Li >0

son exactas.

Demostracion. Las propiedades de los productos y coproductos nos dan que Ker(@, .y ¢i) =

Picx Ker(g:) = Piex Im(fi) = Im(P,ex fi), v para cada i € X, los f; son monomorfismos y

los g; son epimorfismos, y esto implica que @,y fi es monomorfismo y @, y ¢; es epimorfismo.
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Entonces la sucesion en (I) es exacta (en modo analogo se tiene que (II) es exacta).

Q.E.D.

Otra nocion que serda de utilidad en el estudio que haremos en este trabajo es la de par
adjunto. Antes, recordemos que un funtor F es covariante si preserva todos los objetos y mor-
fismos entre categorias, siendo que si en A se tiene el morfismo f : A — B entonces F cumple
que F(f) : F(A) — F(B); dualmente un funtor G es contravariante si preserva todos los
objetos pero invierte los morfismos entre categorias, siendo que si en A se tiene el morfismo
f A — B entonces G cumple que G(f) : G(B) — G(A). Ademés, un funtor covariante
F : A — B es exacto izquierdo (dualmente, exacto derecho) si para cada sucesion exacta
0> N—>M—> L — 0en A se cumple que 0 —» F(N) —» F(M) — F(L) es exacta en
B (dualmente, F(N) — F(M) — F(L) — 0 es exacta en B). Esta definicion nos arroja de
inmediato la propiedad general de que los funtores exactos izquierdos (o derechos) que cumplen
con esa propiedad de exactitud por un lado es equivalente a que para toda sucesion exacta
0—>N—>M— Len A (dualmente, N - M — L — 0 en la misma categoria) se cumple que
0 — F(N) - F(M) — F(L) es exacta en B (dualmente, F(N) - F(M) — F(L) > 0 en la

misma categoria).

Proposicion 41. Para A y B categorias abelianas bicompletas y {F; : A — Bliex una familia

de funtores covariantes, | [.cx i y @,ex Fi son funtores covariantes.

Demostracion. Se define [[,. F; : A — B como (] [,ex Fi)(M) = [[,cx Fi(M) para todo
M € A, y a cada morfismo f : M — N le asigna el morfismo (] [,. F3)(f) : ([ Licx Fi)(M) —
(TTiex FIN) dado como: (TTiex FANM) = ([Tiex (FUONM) = TLex (F(H)M). Se
cumple que (] [,ex Fi)(1ar) = 111,_, F(u) ¥ para los morfismos f : N — My g: M — L se tiene
(I Lex Fi)(go f) = (I Liex Fi(9)) o (I Liex Fi(f)). Por lo que | [,. F; es un funtor covariante (y
en modo similar @, F}).

Q.E.D.

Proposicion 42. Sea {F; : A — B}licx una familia de funtores.
I. Si F; es exacto izquierdo para todo i € X, entonces | |..x Fi y @,y Fi son exactos izquierdos.
II. Si F; es exacto derecho para todo i € X, entonces | [.ex Fi y @jex Fi son ezactos derechos.

., f g .,
Demostraciéon. Sea 0 - N -5 M 5 L — 0 una sucesion exacta en A. Para mostrar

[l [l

I), tomamos la sucesion [, Fi(N Miex 1) 1. F,(M Miex Fi9) rp F,(L). Para ca-
ieX ieX ieX
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da i € X, en las sucesiones exactas 0 — F;(N) LLUN F;(M) Filo), F;(L) — 0, como ca-
da F; es exacto izquierdo, tenemos que cada F;(f) es un monomorfismo. Entonces se tiene
que Ker(TTiex Fi(f)) = Tliex Ker(Fi(f)) = 0y ast Im([Tiex Fi(f)) = Tliex Im(Fi(f)) =
[ Liex Ker(Fi(g)) = Ker([ [,ex Fi(g)). Por lo que [ [.ox Fi es exacto izquierdo (anadlogamente,
@y Fi es exacto izquierdo).

La demostracion para (II) se tiene haciendo los cambios relevantes a lo dicho en (I).

Q.E.D.

Recordemos que en las categorias tenemos objetos que se definen como limites (dualmente,
colimites) si cumplen con ser los objetos terminales (dualmente, iniciales) en un cono (dual-
mente, cocono) de la categoria. Un funtor ' : A — B preserva un limite £ = {J LN D;} de
D :J — Asiempre que F(L) = {F(J) ), F(D;)} sea un limite de F'oD : J — B (dualmente,
sabemos que al voltear las flechas, F' preservaréa colimites). Requerimos esto para hablar de lo

siguiente:

Definiciéon 27. Sean A y B categorias completas. Un funtor F' : A — B es continuo(cocontinuo)

st preserva todos los limites (colimites) pequenos.

La propiedad de exactitud por un lado nos permite tener el siguiente resultado respecto a

la asignacion Hom que sabemos es un tipo de funtor que serd muy recurrente en este trabajo:

Proposicion 43. Sean A < R — Mod una categoria abeliana y E : 0 — N’ LN 4 N una
sucesion en A que no es necesariamente exacta. Si para cada M € A se cumple que la sucesion
0 — Homy(M,N") Ix, Hom(M,N) L5 Hom (M, N") es ezacta, entonces la sucesion E es

exacta.

Demostracion. Supongamos que E no fuera exacta, entonces se tiene que Im(f) < Ker(g)
(pues E es sucesion y por lo menos se tiene la contencion entre esos modulos). Sea gf # 0,
pero por la exactitud de la sucesion con Hom, se tiene que g* f* = 0, y se tiene que Ker(g*) =
Im(f*), luego se cumple que hay un morfismo k : M — N’ para todo M € A tal que g* f*(k) =0
y en particular kgf = 0, y por hipotesis de gf # 0 sélo puede ser porque k = 0 para todo
M € A, en particular para M = N’, lo que contradice que 1y, € Hom4(N', N'). Por lo que
gf =0y E es exacta.

Q.E.D.
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Esta propiedad®? nos servird para estudiar cémo el funtor Hom puede ser entendido como
una relacion bicerrada, con lo que se hace posible usar lo que sabemos acerca de familias de
Moore y conexiones de Galois para estudiar ese funtor. Requeriremos del siguiente concepto

acerca de pares de funtores:

Definiciéon 28. Sean A y B categorias. Una adjuncion de A a B es una terna {F,G, ) : A —
B donde F y G son funtores A 2 B con F de ida y G de regreso y ¢ es una funcion que asigna
a cada par de objetos A€ A y B € B una biyeccion pap: Homp(F(A), B) = Hom4(A, G(B))
que es una transformacidn-isomorfismo natural entre F y G. {(F,G) se llama par adjunto con

F el adjunto izquierdo y G el adjunto derecho.

La informaciéon que sabemos de la Proposicion 43 acerca del funtor Hom nos ayudaréi a

demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 44. Sean A y B categorias abelianas. Si (F,G) : A — B es un par adjunto,

entonces F es exacto derecho y G es exacto izquierdo.

Demostracion. Haremos el caso para la exactitud derecha de F, siendo el caso de la exactitud
izquierda de G anélogo. Sea A’ - A — A” — 0 una sucesion exacta en A. Aplicando el funtor
Hom 4( ,G(B)) tenemos que la sucesion:

0 — Homy (A", G(B)) - Homa(A,G(B)) —» Homy(A',G(B))

es exacta en A. Por la adjuncion (F, G) y los isomorfismos naturales:

0——= Homy(A",G(B)) —= Hom (A, G(B)) — Hom (A", G(B))

] | |

0—— Homu(F(A"), B) — Hom(F(A), B) —= Hom(F(A'), B)

12
12

se tiene que para toda B € B la sucesion 0 — Homg(F(A”"),B) — Homg(F(A), B) —
Hompg(F(A"), B) es exacta. La Proposicion 43 nos da que F(A") — F(A) —» F(A") — 0 es
exacta y asi F es exacto derecho.

Q.E.D.

32Vale la pena notar que la propiedad se sigue cumpliendo con el funtor Hom4( , N) que fija por el lado
derecho al médulo N.
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Otras propiedades se deducen de la definicién de par adjunto que hemos presentado.®
Requerimos la covariancia y contravariancia de funtores para hacer notar lo siguiente. Para
una familia de objetos {M,} en la categoria A, los morfismos proyeccion pg : [[ My — Mjg,
e inclusion vz : Mz — @ M, para productos y coproductos tienen la siguiente propiedad:
Si FF': A — B es un funtor covariante, entonces los homomorfismos F(pg) : F([[ M.) —
F(Mp) inducen el homomorfismo [[F(p.) : F([[M.) — [[F(Mp), vy los homomorfismos
F(ig) : F(Ms) — F(@® M,) inducen el homomorfismo @ F(i,) : @ F(M,) — F(P M,);
si F/ : A — B es un funtor contravariante, entonces los homomorfismos F’(pg) : F'(Ms) —
F'(] M) inducen el homomorfismo & F'(p,) : @ F'(M,) — F'(] [ M), y los homomorfismos
F'(15) : F'(@ M,) — F'(Mp) inducen el homomorfismo [ F'(ty) : F'(P M) — [ F'(M,).

Ahora procedemos a dar las siguientes definiciones:

Definiciéon 29. Sean F : A — B un funtor covariante y G : A — B un funtor contravariante.
1. F es un funtor covariante cast continuo si:

(i) F es exacto izquierdo.

(ii) Para cada familia inderxada con un conjunto {M,} de objetos en A, el homomorfismo
inducido | [ F(pa) : (]| Ma) — [ F(M,) es monomorfismo.

2. F es un funtor covariante cast cocontinuo si:

(i) F es exacto derecho.

(ii) Para cada familia indezada con un conjunto {M,} de objetos en A, el homomorfismo
inducido @ F(io) : @ F(M,) — F(P M,,) es epimorfismo.

3. G es un funtor contravariante casi continuo si:

(i) G es exacto izquierdo.

(ii) Para cada familia indezada con un conjunto {M,} de objetos en A, el homomorfismo
inducido [ [ G(ta) : G(@ M,) — [[ G(M,) es monomorfismo.

4. G es un funtor contravariante cast cocontinuo si:

(i) G es exacto derecho.

(ii) Para cada familia indezada con un conjunto {M,} de objetos en A, el homomorfismos

inducido @ G(pa) : @ G(M,) — G(] [ M,) es epimorfismo.

La definicion anterior es lo suficientemente general para asegurar que la casi continuidad

33Por ejemplo, de la definicién de par adjunto y de la proposicién 44 se puede deducir que, el par adjunto
(F,G) en categorias abelianas bicompletas A y B es tal que F preserva los limites pequenos y G preserva los
colimites pequenos.
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(dualmente, la casi cocontinuidad) es una propiedad funtorial que puede estar presente en ambos
tipos de funtores (covariantes y contravariantes). No es dificil notar que todo funtor continuo
(cocontinuo) (covariante o contravariante) es un funtor casi continuo (casi cocontinuo).?* Vere-

mos ahora que la continuidad y cocontinuidad son preservadas bajo productos y coproductos.

Proposicion 45. Sean {F; : A — Blicx y {G; : A > Blicx familias de funtores indezadas por
un conjunto.

1. Si F; es covariante (contravariante) casi cocontinuo para todo i € X, entonces @ F; es co-
variante (contravariante) casi cocontinuo.

2. Si G; es covariante (contravariante) casi continuo para todo i € X, entonces | | G; es cova-

riante (contravariante) casi continuo.

Demostracion. Notemos que al demostrar cualquiera de (1) o (2), se hacen los cambios re-
levantes para que el otro quede demostrado, asi que demostraremos (1).
Por la Proposicion 42, ya tenemos que @ F; es exacto derecho. Ahora, sea la familia de objetos
{M4y}aen de A que esta indexada por un conjunto. Por hipotesis, para cada i € X el homomor-

fismo inducido @E(La) : @E(Ma) — E(@ M,) es un epimorfismo. Llamamos v; a cada
ael aeN ael

uno de esos epimorfismos y obtenemos que ¢ : (PP F;(M,) — P F;(EP M.,) es epimorfismo.
i€X a€A ieX aeA

Como sabemos que (PP F;(M,) = PP F;(M,), tenemos que el homomorfismo inducido
i€X a€A ael ieX

P(E@ F))(ta) es un epimorfismo. Luego @ F; es un funtor covariante casi cocontinuo (para la

ael €eX

contravariancia es similar).

Q.E.D.

Proposicion 46. Tomamos F': A — B y G : B — C funtores.

1. 51 F y G son covariantes casi continuos, entonces GF es covariante casi continuo.

2. 8i F'y G son covariantes casi cocontinuos, entonces GF es covariante casi cocontinuo.

3. Si F' es covariante casi continuo y G es contravariante casi cocontinuo, entonces GF es con-
travariante casi cocontinuo.

4. 81 F es covariante casi cocontinuo y G es contravariante casi continuo, entonces GF contra-
variante casi continuo.

5. 81 F es contravariante cast continuo y G es contravariante casi cocontinuo, entonces GF es

34Esto es asi por que la continuidad de funtores covariantes (contravariantes) es equivalente a que sean exactos
izquierdos y preserven todos los productos (lleven todos los coproductos a productos). La respectiva propiedad
dual de cocontinuidad también respeta las respectivas nociones duales dichas para la continuidad.
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covariante cast cocontinuo.

6. Si F es contravariante casi cocontinuo y G es contravariante casi continuo, entonces GF es
covariante casi continuo.

7. 81 F' es contravariante casi continuo y G es covariante casi continuo, entonces GF es con-
travariante casi continuo.

8. Si F es contravariante casi cocontinuo y G es covariante cast cocontinuo, entonces GF es

contravariante cast cocontinuo.

Demostracion. Todos los incisos respetan la propiedad de que la composicion de funtores es

funtor, y por la Proposicion 42 se cumple que GF sea exacto izquierdo o derecho segin sea el
caso en cada inciso.
En cada inciso se recurre a la propiedad universal del producto y coproducto para tener
la propiedad restante de GF. Por ejemplo, en el caso de (1), para cualquier familia inde-
xada de objetos {M,} de A y las proyecciones ps : [[ M, — Msz, el homomorfismo in-
ducido []F(pa) : F([[M.) — [[F(M,) es monomorfismo por hipotesis. Como G es ca-
si continuo, G([[ F(pa)) : GF(] [ M.) — G(][ F(M,)) es monomorfismo, y para la familia
{F(M,)} vy las proyecciones ¢z : [[ F(M,) — F(Mz), el homomorfismo inducido [ [ G(qa) :
G([1F(M,)) — [I1GF(Mgs) también es monomorfismo. Asi, [[G(ga) © G(I| F(pa)) €s mo-
nomorfismo, pero por la propiedad universal del producto, éste es el homomorfismo inducido
[[(GF)(pa) : (GF)(J]M.) — ] GF(M,), por lo que GF es caso continuo. Los demds incisos
salen similar con ese desarrollo.

Q.E.D.

Terminamos esta secciéon con la nocién de bifuntor, la cual simplemente es una asignaciéon
especial que funciona como los funtores estadndar pero que toma en su dominio un producto de
categorias, esto es: F': A x B — C. Después daremos un par de resultados tutiles al respecto de

los bifuntores. Primero especificamos como entender un bifuntor casi continuo.

Definicion 30. Un bifuntor K : A’ x B — C es un bifuntor cast continuo o bifuntor CA
S84:
1. Para cada objeto M € A, K(M, ) es un funtor covariante casi continuo.

2. Para cada objeto N € B, K(,N) es un funtor contravariante casi continuo.

Ahora veamos que se cumplen las siguientes propiedades para los bifuntores casi continuos.
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Proposicion 47. Si G : B' — B es un funtor covariante casi continuo y K(, ): A? xB —C

es un bifuntor CA, entonces K(,G()) : A x B — C es un bifuntor CA.

Demostracion. Veamos que K(,G( )) cumple las condiciones de la Definicion 30:
(1) Para M € A, K(M,G()) = K(, J)oG : B — {M} x B — C es un funtor covariante
casi continuo porque G y K (M, ) son covariantes casi continuos, luego por el inciso (1) de la
Proposicion 46 se obtiene el resultado.
(2) Para N € B, K(,G(N)) : A x {N} — C es un funtor contravariante casi continuo porque
K(, ) loes.
Por tanto, se cumple que K(,G()) es un bifuntor CA.
Q.E.D.

Proposicién 48. Si F : A" — A es un funtor covariante casi cocontinuo y K(, ) : A?xB —C

es un bifuntor CA, entonces K(F( ), ): (A x B — C es un bifuntor CA.

Demostraciéon. Se hace andlogo a la demostracion de la Proposicion 47, salvo que para
demostrar que se cumple la condicion (2) de la Definicion 30, se usa el inciso (4) de la Propo-
sicion 46. Por tanto K(F( ), ) es bifuntor CA.

Q.ED.

El bifuntor Hom y teorias de torsién inducidas

Ahora que tenemos el Teorema de Domenach-Leclerc, nos concentraremos en el siguiente
funtor que serd estudiado como relaciéon bicerrada y las conexiones de Galois que se pueden
dar entre conglomerados de modulos y otros objetos. Las relaciones bicerradas a estudiar son
aquellas que se pueden obtener con el funtor Hom que informa sobre los morfismos entre objetos
de una categoria especifica (modulos, en nuestro caso), y tales relaciones seran llamadas H y h.
Esas relaciones serviran para hablar acerca de teorias de torsion y teorias de torsion heredita-
rias inducidas, respectivamente, por el funtor Hom. Recordemos que Hom nos da los morfismos
entre un par de objetos, asi que definimos la relacion H := {(M, N) € A% | Hom4(M, N) = 0}.
JPor qué requerimos la relacion H para nuestro estudio? Su importancia radica en que nos
permitird tener la conexion (f)y € Gal(p(A), p(A)) con las familias de Moore (f)y — cerry
cerr — (f)x. A continuacion, daremos algunas propiedades acerca de (f)y y las familias de

Moore mencionadas.
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El funtor Hom tomado en su forma mas general, para categorias abelianas A, se entiende
simplemente como la relaciéon H definida anteriormente. Sabemos que la conexion de Galois
inducida por la relacion H es (f)n =< f7, f» >. Para C € p(A), comenzamos por notar que:
fu(C) ={Ne A|Homyu(M,N) =0, YM € C}
fRfu(C)={Me A|Homy(M,N) =0, VN € f»(C)}.

Las siguientes propiedades nos serdn de utilidad en lo sucesivo:

Proposicion 49. Sean A una categoria abeliana bicompleta y (f)y € Gal(p(A), p(A)). Para
cada coleccion C € p(A):
1. f*(C) es una clase de torsion.

2. fu(C) es una clase libre de torsion.

Demostracion. Se mostrara (1) y eso dara herramientas para tener (2) debido a la dualidad
de propiedades involucradas:
(Cerradura bajo epimorfismos) Tomamos g : M — L un epimorfismo con M € f*(C) y
L e A. Para N € C se sigue que Homa(L,N) — Homyu(M,N) es un monomorfismo con
Homa(M,N) =0, por lo que Hom4(L,N) =0y Le f*C).
(Cerradura bajo coproductos) Tomando {M,}aer = f*(C) y N € C, para cada a € A se cumple
que Hom(M,, N) = 0, por lo que HomA(@ M,,N) = HHomA(Ma,N) = 0. Por lo que

e e
P M, € fH(C).

e
(Cerradura bajo extensiones) Tomamos una sucesion exacta 0 — M” — M — M’ — 0 con

M' M" e f*(C)y M € A. Para N € C tenemos que la sucesion 0 — Homy(M', N) —
Homy(M,N) — Hom(M", N) es exacta con

Hom(M",N) = Hom4(M',N) = 0, por lo que Hom4(M,N) =0y M e f*(C).

Se tiene asf que f*(C) es una clase de torsion (y en modo similar se muestra que f3(C) es clase
libre de torsion).

Q.E.D.

Proposiciéon 50. Sea A < R — Mod. Para (f)y € Gal(p(A), p(A)) se cumple que
(F (), f1(C)) v (f(C), frfM(C)) son teorias de torsion.

Demostracion. Nuevamente, haremos el primer caso y el otro caso se hace similarmente.
Verificamos que la pareja (f* f(C), fx(C)) cumple con la definicion de ser teoria de torsion:

i) De M € " f3,(C) n fu(C), se sigue que Hom (M, M) = 0, lo que implica que M = 0.



64 INDICE GENERAL

ii) De la Proposicion 49 se sigue que f7(f#(C)) es clase de torsion y cerrada bajo epimorfismos.
iii) De la Proposicion 49 se sigue que f#(C) es clase libre de torsion y cerrada bajo monomor-
fismos.

iv) Sean Ae Ay 1t = /\ wév que por la Proposiciéon 35 es un radical idempotente. Sea

Nefn(C)
0—7(A) > A— A/7(A) — 0 una sucesion exacta. De la Definicion 21 y Proposicion 32 se

tiene que A/7(A) € fx(C) porque T(A/T(A)) = 0. S6lo resta mostrar que 7(A) € f7 f(C): Para
Ne f4(C)y fe Homu(r(A),N), se tiene que f(7(7(A))) = f(7(A)) <7(N)=0.Asi f =0y
Hom(7(A), N) = 0 para cualquier N € f3(C). Por lo tanto 7(A) € f* f4(C).

Se tiene asf que (f*f4(C), fx(C)) es teoria de torsion (dualmente (f7(C), fxf™(C)) es teoria
de torsion).

Q.E.D.

El par anterior de proposiciones nos dan informacion para trabajar con conexiones de Galois
que son inducidas por f* y fx. El modo en que inducimos una teoria de torsién en general

viene con ayuda de (f)y.

Definicion 31. Una teoria de torsion para una categoria abeliana bicompleta A es una pareja

(T,F) de clases de objetos de A tales que fy(T) =T y f*(F)=T.

Con esta definicion y lo que sabemos de las familias de Moore, se tiene el siguiente resultado

acerca de (f)y que usaremos desde ahora:

Proposicion 51. Sea (f)y € Gal(p(A), p(A)). Entonces:
i) (f)y — cerr =T — tors.
i) cerr — (f)y = L — tors.

Demostracion. Ambos puntos salen de modo inmediato por la proposicién 49 y la Defini-
cién 31. Procedemos:
(i) La Proposicion 49 da que (f)y — cerr € T — tors. Ahora, para T € T — tors se tiene que
T = {M e A|Homp(M,N) = 0, YN € F} = f*(F) con (T,F) una teoria de torsi6n. Asf
T € (f)n — cerr con lo que se tiene (f)y — cerr 2T — tors.
(ii) La Proposicion 49 da que cerr — (f)y S L — tors. Ahora, para I € L — tors se tiene que

F ={Ne Al Homr(M,N) =0, YM € T} = fu(T) con (T,F) una teoria de torsion. Asi
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I € cerr — (f)3 con lo que se tiene cerr — (f)y 2 L — tors.

Q.E.D.

Ahora daremos una propiedad que tiene una cierta familiaridad con una que se cumple
entre las asignaciones entre extensiones de campos y grupos de automorfismos dados en la
Teoria de Galois estandar. Esta propiedad se enuncia en su forma mas general para el caso de

categorias en donde se tenga la conexion inducida (f)z que hemos estado analizando.

Proposicion 52. Sea C € p(A). Entonces:
i) f*f2(C) es la menor clase de torsion que contiene a C.

i) f2f™(C) es la menor clase libre de torsion que contiene a C.

Demostracion. Aplicando lo que sabemos de operadores cerradura y teorias de torsion, ob-
tenemos ambos incisos. Haremos el (i), siendo el (ii) similar:
(i) Sabemos que C = f* f3(C) por ser f* f3 un operador cerradura. Para T tal que T 2 C, se
cumple que C < f*f(C) € f" fy(T) = T de la Definicion 22, lo cual implica que f7 fy,(C) es
la menor clase de torsion que contiene a C.
(ii) La demostracion de (i) nos da los elementos para tener que f3 f*(C) es la menor clase libre
de torsion que contiene a C.

Q.E.D.

La relacion Ih también posee varias de las propiedades que hemos visto que se cumplen
para H. La relacion h servird para hablar mas adelante de un tipo especial de teoria de
torsion, pero antes recordemos algunos datos que seran de utilidad después. Comenzamos
con recordar que E(N) es la capsula inyectiva de un R-modulo N.*> Ahora tomamos h =
{(M,N) € (R— Mod)? | Homg(M, E(N)) = 0}. Esta relacion asi introducida nos permitira
hablar de la conexion de Galois adecuada para expresar teorias de torsion hereditarias. De la
definicion de cépsula inyectiva debemos recordar que, para familias {Ny}laen S R — Mod,

se cumple E(H N,) = nE(Na), y esto nos permite tener que Hompg(M, E(H Ny)) =

aeN aelA aeA
Homp(M, | | E(No)) = [ | Homg(M, E(N,)).%
a€EN a€eN

35E] modo usual para introducir capsulas inyectivas es por medio de otras nociones preliminares. Sin embargo,
en Eckman-Schopf (1956) se halla un resultado que sirve para tener 3 formas equivalentes de entender una cépsula
inyectiva: Sean rQ y M < Q. Equivalen: (a) rQ es extension esencial maxima de M; (b) rQ es inyectivo y
M . Q; (c) rQ es una extensiéon minima inyectiva de M. Se suele denotar a dicho Q = E(M).

36La segunda relacion de isomorfismo es dada por el lema 4.3.3 de Kash (1978).
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Proposicion 53. Sea (f)n € Gal(p(A), p(A)). Para cada C € p(R — Mod):
i) (f)2(C) es una clase de torsion hereditaria.

i) (f)n(C) es una clase libre de torsion hereditaria

Demostracion. Usando el hecho de que Hompg(M, E(N)) = 0 implica que Homg(M,N) =0
para modulos kM y grN, la demostracion resulta como en la Proposicion 49, quedando pen-
dientes los siguientes dos puntos:

((f)2(C) es cerrada bajo monomorfismos) Sean f : L — M un monomorfismo, con M € (f)B(C),
L#0y NeC.Sige Homgr(L,E(N)), entonces g(L) n N = 0 porque Homg(M, E(N)) =0

y f monomorfismo implican que g = 0. Asi L € (f)®(C) y se concluye que (f)®(C) es una clase
de torsion hereditaria.

((f)n(C) es cerrada bajo capsulas inyectivas) Sean N € (f)n(C) y M € C. Sea g € Homg(M, E(N)).
Como ¢g(M) < E(N)y Homgr(M,N) = 0, entonces g(M) n N = 0. Asi g(M) = 0. Luego
E(N) e (f)n(C) y (f)n(C) es clase libre de torsion hereditaria.

Q.E.D.

Ahora procedemos a ofrecer la definiciéon de teoria de torsién que involucra la relacion h.
Eso nos permitird obtener ventajas cuando atendamos el problema de conexiones de Galois

inducidas por teorias de torsién en que haya capsulas inyectivas como componentes.

Definicién 32. Una teoria de torsion hereditaria para una categoria abeliana bicompleta

A es una pareja (T, F) de clases de objetos de A tales que fi,(T) =T y fB(F) = T.

Nuevamente, tenemos que la siguiente propiedad se cumple para las familias de cerrados
inducidas por las componentes residual y residuada de la conexiéon de Galois inducida por la

relacion .

Proposicion 54. Sea (f), € Gal(p(A), p(A)). Entonces:
i) (f)n — cerr =T — torsh.
ii) cerr — (f)n = L — torsh.

Demostracion. Basta con sustituir la relacion h por la H en la demostraciéon de la Proposi-
cion 51 para tener los resultados.

Q.E.D.

No es dificil apreciar que las clases de torsion hereditarias son clases de torsion y las clases
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libres de torsion hereditarias son clases libres de torsién. Veremos ahora una relacion entre (f)p

y (f)H

Proposicion 55. La relacion hh es bicerrada con respecto a I’ — tors y L — tors.

Demostracion. La Proposicion 53 nos da que, para todo g M, f®({M}) = hM es una clase
de torsion hereditaria y fi,({M}) = Mh es una clase libre de torsion hereditaria. Sabemos asi
que fB({M}) e T —torsy fn({M}) e L—tors, por lo que I es bicerrada con respecto a T —tors
y L —tors.

Q.E.D.

Notemos que lo anterior nos permite deducir que h € H y también: (f)n — cerr < (f)y — cerr
y cerr — (f)n € cerr — (f)y. Veamos ahora bajo qué condiciones se pueden generalizar algunas
de estas propiedades para tener teorias de torsion inducidas por relaciones bicerradas a su vez
inducidas por otras relaciones.

El propdsito es obtener informacion al respecto de una relacion R € p(A x B) que induce
familias de Moore ® = (f)r — cerr y ® = cerr — (f)r v los operadores cerradura serian de la
forma ¢ = fffr vy ¢’ = frff. Anteriormente, se mencioné a las conexiones (f)x y (f)n tales
que esta ultima es una forma particular de inducir teorfas de torsién con una propiedad extra
(siendo H la relacion general que induce teorias de torsion), lo cual ejemplificaba el Teorema
de Domenach-Leclerc por medio de las propiedades que se han venido estudiando con los re-
sultados expuestos en esta seccion. Ahora, estudiaremos las condiciones en que esto se puede
generalizar ain mas.

El analisis que haremos es necesario en el sentido de que la relacién h < H no implica las
contenciones entre las familias de cerrados para cualesquiera dos relaciones que se tengan. De
hecho un rapido anélisis nos dara la justificacion de que en general, para toda R € p(A x B),
se tiene que (f)axp — cerr S (f)r — cerr y cerr — (f)axp < cerr — (f)r: Sea R € p(A x B),
si tomamos U € p(A) entonces faxp(U) = {b € B|(a,b) € A x B, Ya € U} = By asi
cerr — (f)axp = {B}; por otro lado, fz(B) = {b€ B|(a,b) € R, Ya € @} = By se tiene que
B € cerr — (f)g. Por lo que cerr — (f)axp < cerr — (f)r (v en modo similar se cumple que
(f)axs — cerr < (f)r — cerr cambiando los elementos en U por los de V € p(B)). Asi, ahora
requerimos una relacion en las conexiones de Galois que nos permita rescatar el comportamien-

to que tienen H y lh en otras relaciones de interés.
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Definiciéon 33. Para A y B grandes COPOS, se define la relacion < en Gal(A, B) como f < g
sty solo si f —cerr S g — cerr y cerr — f  cerr — g. La relacion < induce una relacion de

equivalencia ~ en Gal(A, B) y se tiene un orden inducido en Gal(A, B)/ ~.

Podemos empezar a extraer algunas propiedades acerca de relaciones bicerradas con ayuda
de la definicion del orden en Gal(A, B). Si tenemos que R € p(Ax B) con (f)g € Gal(p(A), p(B))
la polaridad correspondiente, con ® = (f)r — cerr y ® = cerr — (f)g las familias de Moore
que corresponden a los operadores cerradura ¢ = fffr: A > Ay ¢ = fpfff : B — B. De
esto podemos deducir lo siguiente:
(Propiedad (*)) S € Ry sii (f)s < (f)r.*
El preorden dado en la Definicién 33 nos servird para establecer cudndo tenemos una relacion
bicerrada respecto a otra relacion dada. Ademas, el Teorema de Polaridades nos dard que el

preorden de la Definicion 33 induce un preorden en p(A x B).

Definiciéon 34. Sean A y B dos clases y R, S € p(A x B). Se define la relacion < en p(A x B)
como: S < R sii (f)s < (f)r. Este preorden induce una relacion de equivalencia ~ en p(A x B)
dada como: S ~ R sii (f)s ~ (f)r-

1. Diremos que S es bicerrada con respecto a R sii S < R.

2. Diremos que g € Gal(p(A), p(B)) es bicerrada con respecto a (f)r sii g < (f)r-

Definiciéon 35. Sean A y B dos grandes COPOS y f, g € Gal(A, B). Se dice que g es bicerrada

con respecto a f sit g < f.

No es complicado notar la similitud de la definicién de relacién bicerrada entre conexiones
de Galois con la definiciéon de relaciéon bicerrada cuando tenemos que las familias de Moore son
O = (f)r—cerry @ = cerr — (f)r y los operadores cerradura son los dados por la relacion R.
Ahora tendremos a consideracion los siguientes conglomerados:

[fl< :=={9€ Gal(A,B)|g < f} (conexiones bicerradas con respecto a f).
S~ i={9e Gal(A,B)|g ~ [}

|<:={Sep(AxB)|S <R}

. [R]~ :={Sep(Ax B)|S ~ R}

De la propiedad (*) tenemos el siguiente resultado. Como podemos ver que [R|< = R,y para

cada R € p(A x B), donde los operadores cerradura son ¢ = fifry ¢’ = fpff y las familias de

3"Notar esto no es muy complicado en vista de que se aplica la definicién de las relaciones bicerradas.
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Moore se ven como ® = (f)r—cerr y ® = cerr —(f)g, se cumplen las condiciones del Teorema
de Domenach-Leclerc con el preorden < dado: (Gal((f)r — cerr,cerr — (f)r), <) = {|R]<, S).
Utilizando lo que sabemos de anteriores proposiciones, se cumple que para toda R € [H]<,
(f)r —cerr € T —tors 'y cerr — (f)r © L — tors. O sea que para cada C € p(R — mod) se
cumple que ff(C) es clase de torsion y fr(C) es clase libre de torsion. Empezamos a investi-
gar la estructura de la coleccion Gal(®, ') explorando las condiciones que deben satisfacerse
para que las familias de Moore ® y &' sean anti-isomorfas entre ellas. Como el Teorema de
Domenach-Leclerc no dice cudndo esto debe cumplirse, partiremos de algunos resultados que

daran la informaciéon acerca de este punto.

Definicién 36. Sean A y B COPOS. Para f = {f., f") € Gal(A, B), decimos que f es un

anti-isomorfismo cuando f, y f son anti-isomorfismos.

Con la Proposiciéon 7 y la asignacion p,p, : A — B notemos la siguiente observacion. Pa-
ra cada a € Ay b e B, {Pap,Pra) € Gal(A, B) se cumple que {(pup, ppa) — cerr = {0,a,1} y
cerr — (Paps Pbay = {0,0,1}. Ahora daremos el siguiente resultado acerca de condiciones equi-

valentes para el anti-isomorfismo de interés.

Proposicion 56. Para A y B COPOS y f € Gal(A, B), son equivalentes:
1. f es anti-isomorfismo.

2. [ es un elemento mayor de (Gal(A, B), <).

3. f—cerr=Aycerr— f=B0B.

Demostraciéon. Los resultados saldran por medio de las definiciones y propiedades que ya
han sido demostradas antes en este trabajo:
((1) = (2)) Tomando f € Gal(A, B) un anti-isomorfismo, se tiene que f*(B) = Ay f.(A) = B
y asi para toda g € Gal(A, B), se tiene que g — cerr € A= f*(B) y cerr —g < B = f.(A), es
decir g < f. Entonces f es un elemento mayor de (Gal(A4, B), <).
((2) = (3)) Si f es un elemento mayor de (Gal(A, B), <) y suponiendo que f —cerr & A, tene-
mos que toda g € Gal(A, B) cumple que g < f, particularmente (p, s, pr.o) < f para cualquier
a€ Aybe Bpor laProposicion 7. Anteriormente especificamos que {pq p, pp.o)—cerr = {0,a, 1}
y cerr — (Pap, Pbay = {0,b,1}. Si hay un a € A\f — cerr, entonces para cualquier b € B tene-
mos que {Pap, Pbay € Gal(A, B) que por la observacion anterior a esta proposicién cumple que

Daps Poay—cerr & f—cerr por a ¢ f—cerr, asi Pap, Poay £ [ lo cual dice que f no es elemento
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mayor en (Gal(A, B), <), contradiciendo la hipotesis. Luego f — cerr = A (un razonamiento
similar con la hipotesis de b € B\cerr — f muestra que cerr — f = B).
((3) = (1)) La definicion de cerrados de f nos da que f es un anti-isomorfismo.

Q.E.D.

Proposicion 57. Sea f. : A — B un anti-isomorfismo de grandes reticulas, entonces fi es
la parte residuada de una conexion de Galois f € Gal(A, B). En este caso, f ={fy, [T es un

elemento mayor de {Gal(A, B), <) y el conjunto de elementos mayores es [ f]~.

Demostracion. Nuestro objetivo es usar el procedimiento visto en la Proposicion 3 de este
trabajo para justificar que f, es parte de una conexion de Galois. Primero, sean f. : A —» B
y S < A, entonces para todo s € S se cumple que s < \/ S y asi fi(VS) < fi(s), luego
AV S) < AS(S).

La biyectividad de f arroja la existencia de un unico z € A tal que f(z) = A f.(S) € B. Luego
Vs € S se cumple que (fi(z) < fi(s)) siy so6lo si x = s, haciendo que x = \/ 5, lo que implica
que A f1(5) = fi(2) < f(V9).

Asi f1(VS) = A f+(S) y f+ es la parte residuada de f = (f,,g = fT) con g : B — A dada
como g(b) = \V/{a € A| fi(a) = b}. Ademas, como A y B son reticulas completas, se cumple
que ftf, =1Iday fift = Idg. La Proposicion 56 nos da que f = {f,, f*) es un elemento
mayor de (Gal(A, B), <).

Si g es un elemento mayor de (Gal(A, B), <), entonces f —cerr = A< g —cerr y cerr — f =
B < cerr — g y se tiene que f < gy g < f, es decir que f ~ g por ser f un elemento mayor.
Luego g € [f]~.

Q.E.D.

Ahora podemos ver el resultado que nos arroja las condiciones para que las familias ® y &’
sean anti-isomorfas entre ellas. En palabras que aterrizan lo visto hasta ahora, tener el anti-
isomorfismo es equivalente a que Gal(A, B) tenga elemento mayor segtin la Proposicion 56, y

ahora daremos las condiciones para que exista ese elemento en las conexiones de Galois.

Proposiciéon 58. Sean A y B clases. Sean (A, @) y (B,¢') espacios cerradura con familias
de Moore correspondientes ® y ®'. Entonces (Gal(A, B), <) tiene elemento mayor si y sdlo si

existe una f € Gal(p(A), p(B)) tal que f —cerr = & y cerr — f = ¥’.
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Demostracion. (=) Suponemos que (Gal(A, B), <) tiene elemento mayor. La proposicion 56
nos da que ® y ¢’ son anti-isomorfos. La Proposicion 5 nos da que hay f € Gal(p(A), p(B))
tal que f —cerr = ® y cerr — f = ',

(<) Sea [ € Gal(p(A), p(B)) tal que f — cerr = ® y cerr — f = ®'. Es consecuencia de la
Proposicion 2 que ® y @ son anti-isomorfas como grandes COPOS. Nuevamente, la Proposi-
cion 56 nos da que (Gal(A, B), <) tiene elemento mayor.

Q.E.D.

Las Proposiciones 56 y 58, asi como el Teorema de Polaridades y el Teorema de Domenach-
Leclerc nos permitiran sumarizar los siguientes resultados de modo conveniente, obteniendo asi

una primera parte de la clasificaciéon que buscamos.

Proposicion 59. Sean A y B clases. Sean R € (A x B) y (f)r € Gal(p(A), p(B)). Consi-
deramos los espacios cerradura (A, p) y (B, ¢') con familias de Moore correspondientes ® y @
dadas por ¢ = fEfr y o = frff. Entonces:

y los anti-isomorfismos entre ® y ¢,

y [R]~.

1. Existe una correspondencia biunivoca entre [(f)r]~
2. Eriste una correspondencia biunivoca entre [(f)r]~

3. Existe un isomorfismo de orden entre [(f)r]< y |R]<-

Demostracion. (1) De la propiedad (*), la Definicion 34 y el Teorema de polaridades sabe-
mos que para toda g ~ (f)r. B ~ Mg) = {(a.8) b € gy ({a} ¥ que [(f)nle = (Rypr,©) =
(Gal(P,d"), <). Se sigue que para cada g ~ (f)g se tiene que g, : & - &' y g* : &' — P los
cuales son anti-isomorfismos. Por la Proposicion 5 se cumple que [(f)r]~ = Gal(®, D).

(2) La propiedad (*) y la Definicion 34 dan este resultado.

(3) Como ¢ = fEfpy ¢ = frff se tiene que f € Gal(®,d') cumple con que & = f — cerr y
¢’ = cerr — f. La Proposicion 58 nos da que (Gal(®, d’), <) tiene mayor elemento, digamos h.
La Proposicion 56 nos da que h es anti-isomorfismo y h — cerr = ® y cer — h = &', se cumple
para toda f € Gal(p(A), p(B)) que (Gal(®, "), <) = {[R]c, S). Luego [f]< = [R]<.
Q.E.D.

Ahora nos encaminaremos a obtener una generalizacion del Teorema de Domenach-Leclerc
en la que no sea necesario tomar potencias de colecciones especificas (conjuntos, clases o con-
glomerados). Esta generalizacion sera hecha partiendo de ciertos supuestos, entre ellos el contar

por lo menos con ciertos sistemas de cerrados.
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Definicién 37. Tomamos (A, ®) y (B, ®") con A y B reticulas completas, ® < Ay ' < B
son sistemas de cerrados con ¢ y ¢ los operadores cerradura correspondientes. Entonces:
[@, D]« :={g € Gal(A,B)|g — cerr < ®, cerr — g < ®'}.

Los elementos de [P, ')« son las conexiones de Galois bicerradas con respecto a © y P'.

Anteriormente hemos hablado de relaciones bicerradas con respecto a otras relaciones, por
lo que dar la generalizacion del Teorema de Domenach-Leclerc seguird una estrategia similar
en este caso de conexiones de Galois bicerradas con respecto a otras.

Veamos el siguiente resultado que nos permite saber cémo restringir conexiones de Galois entre
copos a subcopos de ellos. Antes de esto, convenimos en que, para f € Gal(A,B) y A’ € A,

B’ € B, se denota la restriccién-correstriccién de f a A’ y B’ como f 4 p.

Proposicion 60. Sean A y B copos y f € Gal(A,B). Sean A’ € A y B' < B tales que
f+(A) < B y fH(B') < A'. Entonces f induce una iunica fe Gal(A', B') tal que f la p=Ff

Demostracion. Tomamos f € Gal(A,B) con A’ € Ay B' < B tales que f,(A") € B’y
fH(B") < A'. Entonces b < f,(a) siy solo si a < f(b) para cualesquiera a € Ay b € B, en
particular para los a’ € A" y I/ € B'. Luego hacemos f |4 p=fy tenemos el resultado.

Q.E.D.

Podemos robustecer mas la definicion de espacio cerradura del modo siguiente. Un espacio
cerradura es una terna (A, ®,p) donde ¢ : A — A es un operador cerradura y ® = I'm(y)
es su sistema de cerrados. Notemos que, en realidad, no estamos cambiando la definicién de
espacio cerradura que teniamos desde antes, sino que estamos considerando explicitamente los
sistemas de cerrados cuando consideramos dichos espacios. Con esto, ahora podemos pasar al

resultado que buscamos.

Teorema 61. (Teorema de Domenach-Leclerc generalizado). Sean (A, @, p) y (B, P, ¢") espa-
cios cerradura. Entonces existe un isomorfismo de orden entre

(@, d]<, <) y (Gal(P, D), <).

Demostracion. Para los espacios cerradura dados, consideremos las siguientes asignaciones:
a: [P, P« — Gal(P,P’) dada por a(g) = g con g la restriccion-correstriccion segin la propo-

sicién inmediata anterior;



EL BIFUNTOR HOM Y TEORIAS DE TORSION INDUCIDAS 73

B : Gal(®,®') — [®,¥']< dada por B(h) = h = ¢h,;h") con h, : A — B dada como
h,(a) = h,(p(a)), h" : B — A dada como h*(b) = h™(,'(b)). Esta forma de h es tnica por la
Proposicion 38.

Las Proposiciones 60 y 38 nos dan que « y [ estdn bien definidas. Resta mostrar que son
inversas una de la otra.

Sea h € Gal(®, ®"). Haciendo a(f(h)) = a(h) = h, pues h es sblo la restriccion-correstriccion y
h = h. Luego aff = Id

Sea g € [P, ®'|<. Haciendo B(a(g)) = S(g) = g, donde g es la restriccion-correstriccion de g, y
as{ esta extension es unica. Por lo tanto, fa = Id.

El desarrollo del Teorema de Domenach-Leclerc muestra que « y 3 preservan el orden.

Asi, se tiene que ([P, ?']<, <) = (Gal(P, D), <).

Q.E.D.

Como un caso particular del Teorema de Domenach-Leclerc generalizado, tenemos el siguiente

resultado acerca de los espacios cerradura (A, ¢, f —cerr) y (B, ¢',cerr — f) con ¢ = f*f, y

o = fof"

Proposicién 62. Sean A y B reticulas completas y f € Gal(A, B). Entonces existe un isomor-

fismo de orden entre {[f]<, <) y {(Gal(f — cerr,cerr — f),<).

Demostracion. Haciendo ® = f—cerry ® = cerr—f, como (A, ¢, f—cerr)y (B, ¢, cerr—f)
son espacios cerradura, y de la Definicion 37 sabemos que [®, '« := {g € Gal(A, B) | g—cerr <
O, cerr — g € 9'}, por el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado, para toda restriccion-
correstriccion g € [f]< existe un isomorfismo de orden

{fl<, <) =L{Gal(f — cerr,cerr — ), <).
Q.E.D.

Para el caso de que las reticulas sean A = p(A") y B = p(B') v f € Gal(A, B), por las
Definiciones 34 y 35, el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado y la Proposicion 62, tene-

mos los siguientes isomorfismos:

(s © = ([0, 8], ) = (Gal(f — cerr,cerr — ), <) = (R ).

Los Teoremas de Polaridades, de Domenach-Leclerc y su generalizacion, nos han permitido

expandir la correspondencia de Galois dada entre grupos y extensiones de campos, a escenarios
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donde se analiza la correspondencia entre familias de cerrados dadas por espacios cerradura y
las conexiones de Galois entre ellos. ; Como es que esto arroja informaciéon acerca de otras fami-
lias de objetos relevantes, como los R-prerradicales segiin una determinada relaciéon bicerrada?
La labor ahora serd investigar y responder a esa pregunta con una clasificaciéon de teorias de

torsion y prerradicales dados por un anillo R, y las conexiones de (Galois entre ellos.



Capitulo 5

Conexiones de Galois en R-teorias de torsion

La situaciéon del Teorema de Domenach-Leclerc generalizado es el requisito para comenzar
la presentacion de la clasificacion de teorias de torsion dadas por una relaciéon R que sea bi-
cerrada con respecto a H. Primero extenderemos el concepto de teoria de torsion dado en la
Definiciéon 31 para pensar en teorias de torsion dadas por relaciones bicerradas por H.

Segtin lo que sabemos de las teorfas de torsion, éstas se componen de parejas (T, ) de clases
de objetos tales que fy(T) =TF y f*(F) = T. Dado lo que hemos visto en el capitulo anterior
acerca de relaciones bicerradas inducidas por otras relaciones, ahora tendremos la siguiente

definicion:

Definicion 38. Sea R € [H]<. Una R-teoria de torsion es una pareja (T,T) de clases de
R-mddulos tales que fr(T) =T y fB(F)="T.

Sabemos que las teorias de torsion (T, ) se llaman hereditarias si T es cerrada bajo mono-
morfismos y IF es cerrada bajo capsulas inyectivas. Con esto, resulta claro que las H-teorias de
torsion son las teorias de torsion, y las h-teorias de torsiéon son las teorias de torsion heredita-
rias. Usando varias proposiciones anteriores de este trabajo, obtenemos el siguiente resultado

ciertamente ya familiar.

Proposicion 63. Para cada € € p(R — Mod) se cumple que:

1.\/@%2 \/ alf = /\ Wy

Me% MefH f,,(%) Nef3 (%)
N M
Ne¥? Nefy FH(E) MefH(%)

Demostracion. (1) Por la parte (1) de la Proposicion 35, se cumple que \/ adt = \/ aAr
Me¢ MeT
donde ¢ < T la menor clase de torsién que contiene a €. De la Proposicion 50, (f7 f2/(C), fx(C))

75
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es teorfa de torsion, y de la Proposicion 52, f* f;,(C) es la menor clase de torsion que contiene

a €. Se sigue que \/ a% = \/ aM y de la Proposiciéon 33 se sigue que \/ a =
MeT MefH fy (?0) MeT

/\wévz /\ wy'. Por lo que \/04 \/ /\ wy.

NeF Nef3(€) Me% J‘/fefoH((f) Nefn (%)

(2) Aplicando la parte (2) de la Proposicion 35 y la Proposicion 50, se cumple que (f*(C), faf*(C))
es teoria de torsion, y de la Proposicion 52 f3 f7(C) es la menor clase libre de torsién que con-

tiene a %. Al usar la Proposicién 33 se obtiene que /\ wly = /\ \/ ot
Ne¥ NefoH(%) MefH(%)

Q.E.D.

Segtin lo que se dice en la Proposicion 52, para la relacion H se cumple que ff,(€) es
la menor clase de torsion que contiene a € € p(R — Mod). Sin embargo, al cambiar la relacion
bicerrada R, puede suceder que f®fr(%) no sea la menor clase de torsion que contiene a €.
Particularmente, las colecciones R-mod constituyen un ejemplo de este punto:

Si R = (R — Mod)?, entonces para toda ¢ € p(R — Mod)

R(€)={NeR—Mod|(M,N)e (R— Mod)*, VM € ¢} =R — Mod,

fRR(€)={M e R— Mod|(M,N)e (R— Mod)? VN € fr(¢)} = R — Mod.

Asi que fRfr(€) = R— Mod es el menor miembro de los (f)r — cerr que contiene a &, pero
puede no ser la menor clase de torsion con esa propiedad. Considerando ¥ = {0}, se cumple
que {0} < fRfR({0}) = R — Mod, pero cualquier otra clase de torsion T & R — mod también
contiene a %.%® Vemos pues que H recupera exitosamente la propiedad dicha en la Proposi-
cion 52, lo que le permite algunas ventajas importantes.

Recordemos que, por la relacion de orden dada en los prerradicales, para todo rM se cumple
que o < o También f({M}) = Foy =Fory fH{M}) = T = T;OM. Con esto, ahora

damos el siguiente resultado.

Proposicion 64. Para pM, se cumple que:
1. T es la menor clase de torsion que contiene a {M}.
X

2. I =; es la menor clase libre de torsion que contiene a {M}.
0

Demostracion. (1) De la parte (1) de la Proposicion 52, sabemos que f* f({M}) es la me-
nor clase de torsion que contiene a {M}, es decir, fH(FaM). Se sigue, por la definicion de f*,

que fH(IFa%) = T, y por la parte (1) de la Proposicion 63 se cumple que T, po= Ty =

Xpr

38La propiedad de dualidad en (f)gr nos permite notar de inmediato que fgrf®(%) puede no ser la menor
clase libre de torsion que contiene a % .
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S (M),

(2) Usando que fyf*({M?}) es la menor clase libre de torsion que contiene a {M}, y por las
partes (2) de las Proposiciones 52 y 63 se sigue que Foun = IF;OM = fuft({M}).

Q.E.D.

Como para toda R € [H]< se cumple que fR(R — Mod) es clase de torsion y fr(R — Mod) es
clase libre de torsion, usamos esto para definir los siguientes prerradicales asociados a ambas
clases de R-moédulos. Més atin, con esta definicion tendremos que dichos prerradicales son radi-
cales idempotentes. Se tiene que los siguientes son prerradicales por la nota inmediata posterior

a la Definicion 16.

Definicion 39. Sea R € [H]<, entonces:

1. OR = TTfR(R—MOd) = \/ OZ%.
MefE(R—Mod)
2. TR = Rejp(R—Mod) = /\ g -

Mefg(R—Mod)

Como para toda R € [H]<«, se cumple que or, ™ € R — radidem por la Proposicion 35, y
como f® y fg son antitonas, se cumple que:
(i) Top = fR(R— Mod) = (((f)r — cerr).
(ii) Fry = fR(R— Mod) = ((cerr — (f)r)-

Se tiene que cada T, € (f)r — cerr cumple que T,, < T, y asi or < ¢ por la Proposiciéon 31;
del mismo modo, F; € cerr — (f)r cumple que F,, < F, y asi 7 < 7g por la Proposicién 32.
Lo anterior permite definir dos conglomerados de radicales idempotentes, para (f)r — cerr y
cerr — (f)Rr, que seran utiles después: Para R € [H]<, se tienen

(i) [lor,1]] = {o € R — radidem | T, € (f)r — cerr}.

(ii) [[0,R]] = {7 € R — radidem | ¥, € cerr — (f)r}.

Tenemos las inclusiones [[or, 1]] € [[or, 1]]nR—radidem y [[0, ]] € [[0, Tr]] " R —radidem.
La siguiente situacion muestra un caso donde la igualdad no siempre se da:

Al tomar 0,7 € R — radidem, tales que o # 7, de la Proposicion 7 se cumple que T,, I,
dan {pr,F,,pr, 1,) € Gal(T —tors, L — tors), y asi tenemos que la relacion Ry, o e 50y €8
bicerrada con respecto a H porque se cumple que {pr, ., pr, 1,) — cerr = {{0}, T,, R — mod}
y cerr —{pr, ¥, Pr,1,) = {{0}, F+, R — Mod}. Se cumple asi que:

[lom11] = {0.0:1} ¥ [[0.7]] = {0, 7.1}, con B = Ry 4 50 0 =0y 70 = 1.

Lo anterior nos da que {0,7,1} = [[0,1]] < [0,1] n R — radidem = R — radidem porque
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o € R — radidem, pero o ¢ {0,7, 7R}, pues 0 # 7. Del mismo modo, {0,0,1} = [[0,1]] &
R — radidem porque 7 ¢ {0,0,0r}. Por lo que:

L. [[or, 1]] = [[0,1]] # [[owr. 1]] N R — radidem = R — radidem.

2. [[0,7R]] # R — radidem.

Definicion 40. Sea R € [H]<. Se tiene que:
1. El intervalo [[og, 1]] se llena si se cumple [[ogr, 1]] = [[or, 1]] » R — radidem.

2. El intervalo [|0, Tr]] se llena si se cumple [|0,r]] = [|0, Tr]] N R — radidem.

Notemos que tenemos lo siguiente: Para cada o € [[or,1]] se cumple que fr(T,) = F,

donde 7 = /\ wy, y similarmente para 7 € [[0,7r]] se cumple que fR(F,) = T, donde
NEfR(TG)
o= \/ o, Esto y la Proposicién 33 nos ayudaran a tener el siguiente resultado acerca
MefR(F)

de isomorfismos de orden entre radicales idempotentes inducidos por R.

Proposiciéon 65. Sea R € [H]<. Entonces existe un isomorfismo de orden entre [|0,Tr]] v

[[og, 1].

Demostracion. En forma similar a lo hecho en resultados anteriores, definimos un par de

asignaciones convenientemente como sigue'

v ¢ [[or. 1] = [[0,7r]] como Ar(0) = /\ s
Nefr(Ts)

pr ([0, 7r]] = [[om, 1] como pr(r) = \/ o
MefR(F,)

Se cumple que Ag y pur estdn bien definidas, ademés que de las definiciones de supremo e
infimo de prerradicales que conocemos, y de las propiedades de familias T y I, se tiene que

ambas asignaciones preservan el orden. Ademas, la Proposicion 33 y las definiciones de [[or, 1]]

y [[0, T ]] nos dan que \/ arre[lor, 1]y /\ wy' € [0, R]]-

MefR(F,) Nefr(Ts)
Veamos que ambas asignaciones son inversas una de la otra:
Sea o € [[oR, 1]], luego ur(A\r)(c) = \/ ot = o porque T, = fRfr(T,) = TRE p(o)-

MefR(IF/\R(o'))
En forma analoga, tenemos que para cada 7 € [[0, Tr]] se cumple que A\g (ur)(7) = 7. Por tanto

IR Y AR son isomorfismos.

Q.E.D.



CONEXIONES DE GALOIS EN R-TEORIAS DE TORSION 79

Las asignaciones dadas en la proposicion anterior nos serdn de utilidad para dar una co-
rrespondencia entre clases de R-moédulos y radicales idempotentes en un sentido similar al de
las Proposiciones 31 y 32. Tal correspondencia serd como una conexiéon de Galois is6tona sobre

R-radidem, la cual se vera que es una extension tunica construida sobre A\r v ur.

Proposiciéon 66. Sea R € [H]<. Sean A\g,ugr : R — radidem — R — radidem dadas como

Ar(0) = /\ wo y ur(t) = \/ o, Entonces (g, ugry € Galy(R — radidem, R —
Nefr(To) MefR(E,)
radidem), y se tiene que Im(ur) = [[or, 1]] vy Im(Ag) = [[0, Tr]].

Demostraciéon. La Proposicién 65 nos permite deducir que Ag y pr preservan el orden.
Ahora veamos que urAgr es un operador cerradura y Agugr es un operador interior:

(caso urARr) Sea o € R — radidem. Se cumple que T, = f® fr(T,) y asi tenemos

o= \/ ol < \/ ol = \/ ol = urAR(0).

MeTo MefR fr(Ts) MefR(F (o))
Se sigue que pur\R es creciente. También f® fg es un operador cerradura y preserva el orden.

Por tanto, para o, € R — radidem tales que o < 1 se cumple que fRfgr(T,) < fRfr(T,) y se

cumple que

HRAR(0) = \/ agr < \/ ajr = HrAR(7)
MefR fr(To) MefR fr(Ty)
es decir, que urAr preserva el orden. Ademas

HRAR (URAR(0)) = \ ari=\/ o =urir(o)
MefR fr(fR fr(To)) MefR fr(To)
lo cual dice que purAr(c) es un operador idempotente. Por lo que ugrAr (o) es un operador

cerradura.

(caso ARpur) Sea 7 € R — radidem. Se cumple que T, € fr fR(T,) y tenemos que

ARUR(T) = /\ wh < /\ wl < /\wéva

Nefr(T () Nefr fR(E-) Nel,
por lo que Arpugr es decreciente. Ademéas, como frf® es un operador cerradura, para todo

o,m € R —radidem tales que o < n se cumple que frfR(F,) 2 frfR(IF,) y se cumple que
Awpr(0) =\ @) <= A\ @) = Arer()

NefrfR(F-) NefrfR(Fy)
vy ArRiR preserva el orden. Ademaés
ARUR(ARUR(T)) = AN W=/ @) = Irpr(7)
NefrfR(frfR(Fr)) NefrfR(F-)

v Arur €s idempotente. Por lo que es un operador interior.

Se cumple que (Ar, ur) € Gal;(R — radidem, R — raadidem). La Proposicion 65 nos da que
Im(pr) = [lor, 1] y Im(Ar) = [[0, ]|

Q.E.D.
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La proposiciéon anterior nos permite deducir lo siguiente.

Proposicion 67. Sea R € [H]<. Entonces:
1. [[or, 1]] es cerrado bajo infimos arbitrarios.

2. [0, Tr]] es cerrado bajo supremos arbitrarios.

Por lo que [[or, 1]] ¥ [[0, Tr]] son grandes reticulas completas.
Demostracion. (1) Tomamos {0;}iex S [[or, 1]]. La demostracion de la Proposicion 66 nos da
que purAR : R — radidem — R — radidem es un operador cerradura, la misma Proposicion 66
nos da que Im(urAr) = Im(uR) = |[or, 1]] es una gran reticula completa. Particularmente,

URAR( /\ /\ o; € [lor, 1]] ¥ [lor, 1]], por lo que es cerrado bajo infimos arbitrarios.

1€X 1€X
(2) Como Arur es un operador interior por la Proposicion 66, el razonamiento hecho en (1) se

aplica para obtener que [[0, T ]| es gran reticula completa y cerrado bajo supremos arbitrarios.

Q.E.D.

Podemos aplicar el Teorema de Domenach-Leclerc a las familias de Moore (f)y — cerr =
T —tors y cerr — (f)y = L — tors con los operadores cerradura f7 i v fy f7 para tener que
{H]<, <) = {Gal(T —tors, L—tors),<). La Proposicion 66 es ttil en la obtencion del siguiente

resultado.

Proposicion 68. Eziste un isomorfismo de orden entre (Gal(T —tors, L—tors), <) y{Gal;( R—
radidem, R — radidem), <).

Demostracion. Podemos proceder como en la Proposicion 66 y definir W : Gal( —tors, L —

tors) — Gal;(R — radidem, R — radidem) como V(f) = (s, ug) donde A¢(o /\ wy' y
Nefi(To)
p(r) = \/ a7, Sustituyendo (f)gr por fen la demostracion de la Proposicién 66, tenemos
Mef+(F.)

que Ay y py preservan el orden, Ay es operador interior y gy es un operador cerradura. Por
lo que ¥ estd bien definida.

Resta mostrar que ¥ preserva el orden. Pero si tomamos f,g € Gal(T — tors, L — tors) ta-
les que f < g, U(f) = Op,upy v ¥(g) = Ny, p1g), como se cumple que fi(T,) € g+(Ty) v
fH(F,) < g™ (F,;) y las propiedades de supremos e infimos, entonces tenemos que Af(o) > A\j(0)
y pp(T) < pg(7). Asi que ¥(f) < ¥(g) y ¥ preserva el orden.

Ahora, sea © : Gal;(R — radidem, R — radidem) — Gal(T — tors,L — tors) dada como
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( ) <f+af+> donde f+( ) g+(0) y f ( ) = Tg*(T)-
Las propiedades de T y IF nos dan que f, y f* invierten el orden.

(f* f+ es un operador cerradura) Sea T, € T' — tors, como g es conexion de Galois, se cumple
que 0 < g*g,(0) pues g*g. es un operador cerradura, entonces f*f (T,) = f*(Fgr(r)) =

T > T,. Por lo que f*f. es un operador cerradura.

97 9+(0)
(f+fT es un operador interior) Sea IF, € L —tors, como g es conexion de Galois, se cumple que
g+g* (1) < 7 por ser g,g* un operador interior, entonces fi f*(I;) = f(Ty+(r) = Fy, gt () 2
IF.. Por lo que f, f* es un operador interior.

(O preserva el orden) Para f,g € Gal;(R — radidem, R — radidem) tales que f < g, f, (o) >
g+(o)y fT(r) < g* (7). Por lo que: Ty+(r) S Tyr(ry vy Fr, (o) € Fy, (o). Porlo que O(f) < O(g)
y O preserva el orden.

(¥ y © son inversas una de la otra)

Sea f € Gal(T — tors, L — tors). Tomemos g = O(V(f)) = O((As, ps)). Para T, € T — tors se
tiene que g, (T,) = Fy (o) = f+(T,) vy g7 (F;) = Tyy,r) = fH(F;). Por lo que ©(¥(f)) = fy
OV = Id.

Ahora, para (\, uy € Gal;(R — radidem, R — radidem), sea g = V(O ({\, uy)), donde

= A w= A w=Axo)

Nefi(Ts) NEeF (o)
gty = \/ ani=\/ ai=n)
Mef+(Fr) MET ()

Ast W(O(KA, W) = A, iy y YO = Id.
Se concluye que ¥ y © son isomorfismos de orden.

Q.E.D.

De inmediato podemos deducir el siguiente resultado que vendrd a ser util posteriormente
en la clasificacion de conexiones de Galois inducidas entre colecciones cuando el anillo tiene

ciertas caracteristicas (como ser artiniano semisimple).

Proposicién 69. Hay un isomorfismo de orden entre las grandes reticulas {({H|<, <) y{Gal;(R

radidem, R — radidem), <).

Demostraciéon. Como una consecuencia del Teorema de Domenach-Leclerc tenemos que hay
un isomorfismo de orden entre [H]< v Gal(T — tors, L — tors), la Proposicién 68 nos da un
isomorfismo de orden entre Gal(T — tors, L — tors) y Gal;(R — radidem, R — radidem) lo cual
nos da el resultado buscado.

Q.E.D.
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La Proposicion 66 nos permite definir una asignacion ¢ : [H]< — (R — radidem)?* como si-
gue:

((R) = {(urAr(0), Ar(0)) |0 € R —radidem} = {(ur(7), \rpr (7)) |7 € R — radidem} =
{(0,Ar(0)) [0 € [[om, 1]]} = {(ur(7),7) |7 € [[0, T]]};

donde (AR, ur) € Gal;(R — radidem, R — radidem), con ((R) siendo las parejas de prerradi-
cales que corresponden a las R-teorfas de torsion, es decir, (To, Fiap0) ¥ (Tyur), Tr) son

R-teorias de torsion con o € [[or,1]] vy 7 € [[0,mr]]. Notemos que ¢ es inyectiva y que
H=|J (T, xF,).
o€R—radidem
Veamos ahora un par de ejemplos de relaciones bicerradas con respecto a H en términos de los
resultados que hemos visto recientemente:
1. h,H € [H]<. En estos casos
[lon, 1]] = R — radidem = [[0, 74]]| v [|lon, 1]] = R — rad n R — prei = [[0, m]].
2. (R — Mod)?* € [H]«, pues para toda C € p(R — Mod)
fr=m10a2(C) = {N € R — Mod|(M,N) € (R— Mod)> YM € R— Mod} = R— Mod = Fy y
también f(B-Mod*(C) = R — Mod = T,. Asi:
(f)(r—moay> — cerr S (f)y — cerr'y cerr — (f)(r—moay2 S cerr — (f)n.
Se tiene que o(r—nroay> = 1Y T(r—moay2 = 0. Se sigue que [[o(r_nroa)2, 1]] = {1} ¥ [[0, T(r—1r10a)2]] =

(0},

Relaciones bicerradas, bifuntores casi continuos, teorias de

torsiéon y prerradicales

Hasta ahora hemos desarrollado diversas nociones alrededor de varias reticulas (de conjun-
tos, clases o conglomerados) de interés para la Teoria de Modulos con el objetivo de mostrar
como se presentan diversas conexiones de Galois entre tales colecciones. Lo anterior fue hecho
en parte por la ventaja que esas conexiones de Galois ofrecen para obtener informacion de
determinada reticula en términos de otra que sea mejor conocida. Extender los Teoremas de
Polaridades y de Domenach-Leclerc en general ha servido para obtener las conexiones de Ga-
lois cuando se cumplen determinadas condiciones para ciertos objetos. Ahora vamos a analizar
los casos mas generales de relaciones de bicerradas y bifuntores (casi continuos) que arrojan

informacion relevante de estudio acerca de determinadas reticulas, perfilando el estudio al caso
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de la relacion H y el bifuntor Hompg con R un anillo especifico.

Ahora estamos en posicion de ofrecer los elementos que nos serviran para dar la clasificacion
de los conglomerados de objetos con estructura reticular de interés en términos de conexiones
de Galois. Como ya hemos comenzado a hacer en secciones anteriores, centraremos la atencion
en la categoria R-Mod y en como emplearemos lo que hemos revisado acerca de bifuntores CA
con lo tenido hasta la generalizaciéon del Teorema de Domenach-Leclerc.

La serie de resultados que siguen permitiran apreciar las propiedades que se tienen al re-
lacionar bifuntores con la categoria R-Mod. Para esto, partiremos de lo que sabemos acerca
de teoria de categorias® junto con varios resultados y nociones que hemos alcanzado. Para
empezar, consideraremos bifuntores sobre R-Mod y como asociar una relacion R € (R — Mod)?
a esos bifuntores: Para cualquier bifuntor K( , ) : (R — Mod)® x R — Mod — R — mod, se

define la relacion Rx = {(gM,g N) | K(M, N) = 0}. Veamos que se cumple lo siguiente.

Proposicién 70. Si K(, ) : (R—Mod)” x R—Mod — R—Mod es un bifuntor CA, entonces
Ry € [H]ﬁ

Demostraciéon. Sabemos que una consecuencia del Teorema de Domenach-Leclerc es que
[H]< vy Gal(T — tors, L — tors) son isomorfos. Asi, tendremos el resultado al mostrar que cada
miembro de (f)r, — cerr es clase de torsion, y cada miembro de cerr — (f)r, es clase libre de
torsion. Tomamos C € p(R — Mod).

1. (fBx(C) es cerrada bajo epimorfismos) Sea M € (f)®%(C), un moédulo kM" y g : M — M"
un epimorfismo. Si N € C entonces K(M,N) = 0. Como K( ,N) es funtor contravariante
exacto izquierdo, K(g,N) : K(M",N) — K(M,N) es monomorfismo y asi, K(M",N) = 0.
Por lo que M" € (f)Bx(C).

2. (fB%(C) es cerrada bajo coproductos) Sea {My}oen S fB%(C) y N € C. Se cumple que
K(M,,N) = 0 para todo aw € A. Como K( ,N) es funtor contravariante casi continuo, el ho-
momorfismo inducido [ [ K (ia, N) : K(@® M, N) — [[ K(M,, N) es monomorfismo. Asi que,
como [[ K(M,, N) = 0, entonces K(P M,, N) =0y se tiene que (P M, € fRx(C).

3. (fB%(C) es cerrada bajo extensiones) Sea 0 — M’ L M % M” — 0 una sucesion exacta
en R-mod tal que M', M" € fRx(C) y N € C. Como K( ,N) es funtor contravariante exacto
izquierdo, la sucesion:

0 — KM, N) X, ko, Ny ZE90, g, N

es exacta. Como K(M",N) = K(M'N) = 0, se tiene que K (M, N) = 0. Asi M e fRx(C).

39L0 cual fue presentado en la primera seccién del capitulo anterior.
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Por lo tanto, fRx(C) es clase de torsion.

4. (frx(C) es cerrada bajo monomorfismos) Sea N € (f)r,(C),un M e Cy g: N — N
un monomorfismo. Luego K (M, N) = 0. Como K (M, ) es funtor covariante exacto izquierdo,
K(M,g): K(M,N') - K(M,N) es monomorfismo y K(M,N') = 0. Entonces N’ € fr,.(C).
5. (fri(C) es cerrada bajo productos) Sea {Nuojaern S [ri(C) vy M € C. Se cumple que
K(M,N,) = 0 para todo a € A. Como K(M, ) es funtor covariante casi continuo, el homo-
morfismo inducido [[ K(M,p,) : K(M,[[Ns) — [] K(M, N,) es monomorfismo. Asi, como
[[K(M,N,) =0, entonces K(M,] ] N,) = 0. Se sigue que [ [ N, € fr,(C).

6. (fr,(C) es cerrada bajo extensiones) Sea 0 — N’ L N % N” - 0 una sucesion exacta en
R-mod tal que N',N" € fgr,(C), M € C y un gkN. Como K (M, ) es funtor covariante exacto
izquierdo, la sucesion:

0 — K (M, Ny 22D, geovr, Ny Z29, e (v, N7

es exacta. Como K (M, N') = K(M,N") = 0, entonces K(M,N) = 0. Asi que N € fgr,(C).
Por lo tanto, fr, (C) es clase libre de torsion.

Aplicando el teorema de Domenach-Leclerc, tenemos que Ry € [H]<.

Q.E.D.

Ahora, pretendemos analizar el bifuntor CA Hompg( , ) dentro de los resultados que estare-
mos contemplando. Sabemos de la Proposicion 70 que tenemos un modo de estudiar relaciones
bicerradas con respecto a H, y la misma definiciéon de bifuntor CA nos dice lo que tiene que
ocurrir para que al fijar las entradas de Hompg( , ) bajo funtores nos resulte en funtores casi
continuos (véase la Definicion 29). Tenemos lo siguiente: (i) para cualquier funtor covariante
casi cocontinuo F : R — Mod — R — Mod, denotamos por R a la relacion bicerrada in-
ducida por el bifuntor AC Hompg(F( ), ); (ii) para cualquier funtor covariante casi continuo
G : R— Mod — R — Mod, denotamos por R a la relacion bicerrada Hompg( ,G( )). Asi
tenemos:

R" = {(M,N) e (R— Mod)*| Homg(F(M),N) = 0}

Rg = {(M,N)e (R— Mod)?| Homr(M,G(N)) = 0}

y estas relaciones cumplen con varias propiedades importantes.*’ El siguiente resultado nos
dice que esas relaciones bicerradas se comportan bien respecto de productos y coproductos de

funtores.

4OEmpezamos por notar que R” = R" cuando F ~ F' vy Rg = Rgr cuando G = G'.
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Proposicidon 71. Sean {F;}liex y {G,}jey familias indezadas de funtores casi cocontinuos y
cast continuos, respectivamente. Entonces:

1. R®F = O RF.

2 Ryje, = N Re,.

Demostracion. Por la Proposicion 45, tenemos que @ F; y [[ G; son funtores covariantes
casi cocontinuo y casi continuo, respectivamente, por lo que RO vy R[1q, son relaciones bi-
cerradas. Sabemos de la definicion del bifuntor Hom que las intersecciones de iméagenes de los
funtores F'y G de R-modulos se comportan bien con respecto a la intersecciéon de R-moédulos,
por lo que se sigue el resultado.

Q.E.D.

Del mismo modo, se cumple lo dicho en el resultado anterior cuando se toman productos y

coproductos de un funtor consigo mismo.

Corolario 72. Sean F : R — Mod — R — Mod un funtor covariante casi cocontinuo y G :
R — Mod — R — Mod un funtor covariante casi continuo. Entonces:

1. R"" = RF

2. Rgx = Rg.

Demostracion. Volvemos a aplicar la Proposicion 45 y tenemos el resultado por la propiedad
del bifuntor Hom de comportarse bien con intersecciones de R-modulos.

Q.E.D.

Desde ahora, y a menos que se indique diferente, seguiremos considerando a F un funtor co-
variante casi cocontinuo y G un funtor covariante casi continuo. Empezaremos por describir
las conexiones de Galois correspondientes a las relaciones RY y R¢. Estableceremos la siguien-
te notacién para hablar sobre imagenes directa e inversa de funtores: para cualquier funtor
H:R—-Mod - R— Mod y cualquier C € R — Maod, ﬁ(C) denota a la clase de todos los
modulos de la forma H(M) para un M € C, y H(C) denota a la clase de todos los modulos
rM tales que H(M) € C. En modo natural, H define dos asignaciones que preservan el orden

H.H: o(R — Mod) — (R — Mod). Ahora veremos el siguiente resultado.

Proposicion 73. Sea C € R — Mod. Entonces:
L fpr(C) = fu(F(C))-
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2. fR(C) = F(f*(C)).
3. fro(C) = G(fu(C)).
}. fBe(C) = fH(C(C)).

F
a

Demostracion. (1) Para cualquier kN, Hompg(F (M), N) = 0 para cualquier M € C si y solo
si Homp(M, N) = 0 para cualquier M € F(C) siy solo si N € fn(F(C)).
(2) Para cualquier rM se tiene que Hompg(F (M), N) = 0 para cualquier N € C si y solo si
F(M) e f*(C).
(3) Para cualquier gN se tiene que Hompg(M,G(N)) = 0 para cualquier M € C si y s6lo si
G(N) € fu(C).
(4) Para cualquier kM, Homg(M,G(N)) = 0 para cualquier N € C siy solo si Homg(M, N) =
0 para cualquier N € G(C) si y sélo si M € f*(G(C)).
Q.E.D.

La situacion de la Proposiciéon 73 se ve diagramaticamente como sigue:

o(R — Mod) " (R — Mod)

p(R — Mod) —>pR Mod)

o

p(R — Mod)

Podemos aplicar los resultados de la Proposicion 73 para tener las siguientes propiedades acerca

de sistemas de cerrados de conexiones de Galois inducidas por relaciones bicerradas a su vez
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inducidas por bifuntores CA del siguiente modo.

Proposicion 74. Sean (f)gr y (f)r, coneviones de Galois de las relaciones bicerradas RY y

G

R, respectivamente. Entonces:

1. (f)gr — cerr = {F(T)| T € T — tors}.

2. cerr — (f)gr = {fu(C)|C < F(R — Mod)}.
3. (f)re — cerr = {f*(C)|C < G(R — Mod)},
4. cerr — (f)mr, = {(E(IF) |IF e F — tors}.

Demostracion. (1) Sabemos del Teorema de Domenach-Leclerc generalizado 61 y la Propo-
sicion 62 que (f)gr — cerr = T — tors para las R -teorias de torsion. Como (f)gr — cerr =
Im(fR"), de la parte (2) de la Proposicion 73 se sigue que VA € (f)gr —cerr, A = F((f)R"(B))
para una B € T — tors. Luego (f)gr — cerr = {(F(T) |T e T — tors}.

(2) Nuevamente, por el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado 61 y la Proposicion 62, se
cumple que cerr — (f)gr = Im(fgr) = F — tors para R"-teorfas de torsion. Por la parte (1)
de la Proposicion 73 se sigue que YC € cerr — (f)gr, C = frr(D) = fx(€) con £ € R — Mod.
Por tanto cerr — (f)gr = {fu(C)|C < 7(]% — Mod)}.

(3) v (4) salen por dualidad aplicando las partes (4) y (3) de la Proposicion 73 al funtor G.
Q.E.D.

Proposicién 75. 1. El conglomerado de las R" -teorias de torsion es:

(T, fu(F(D) | T € (f)gr — cerr} = {(F(T,),F,) |7 € [[0, g ]]}.

2. El conglomerado de las Rg-teorias de torsion es:

{fU(C(F))|F e cerr — (f)re} = {(T,, G(T,) | 0 € [[org, 1]}

Demostracion. (1) Teniendo en cuenta que [[0, Tgr|] = {7 € R—radidem |F, € cerr—(f)gr},
y como (f)gr es conexion de Galois, I, = fH(ﬁ(T) con T € (f)grr — cerr. Por las partes (1)
y (2) de la Proposicion 74 se cumple la igualdad descrita.
(2) Dualmente, considerando la igualdad [[or., 1]] = {0 € R — radidem|T, € (f)r, — cerr},
de las partes (3) y (4) de la Proposicion 74 tenemos la igualdad buscada.
Q.E.D.

3 L) < N
Proposicién 76. 1. F' preserva clases de torsion.

< . A
2. G preserva clases libres de torsion.
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Demostracion. (1) Tomamos T < R— Mod tal que T € T —tors. Como (f)3 es conexiéon de
Galois, tomando ((f)*)~! de modo natural, y por la parte (2) de la Proposicion 73, se cumple
que (F(T) = fRY((fY(T)) e T — tors.

(2) Lo tenemos por dualidad tomando G = fre((f3-1)) v por la la parte (3) de la Proposi-
cién 73.

Q.E.D.

Proposicién 77. 1. T, . es la menor clase de torsion tal que 7(]% — Mod) = T,_,..

F
2. Si ?)(R — Mod) es una clase de torsion, entonces [[0,Tgr]] = [[0, Tgr]] N R — radidem y
cerr — (f)gr = {F € L —tors |, . < T}
3. Fop . es la menor clase libre de torsion tal que G(R— Mod) < Fop -

G F
4. Si 6(1%— Mod) es una clase libre de torsion, entonces [[org, 1]] = [[oRre, 1]] N R —radidem

Yy (f)rg —cerr ={T eT —tors| TURG < T}.

Demostracion. (1) f* fx(F (R — Mod)) = f*(fgr(R — Mod)) = f*(F, ) =T,_,.
(2) Si TT)(R — Mod) es una clase de torsion, entonces l_V)(R — Mod) = T, , por (1). Si
T € R —radidem tal que 7 < 7gr, entonces T, € T, . = ?(R — Mod) y por la Proposi-
cion 74, F, = fy(T,) € cerr — (f)gr y asi 7 € [[0, Tgr]]. Por lo que cualquier clase libre de
torsion I, 2 I, esté en cerr — (f)gr.

(3) v (4) salen aplicando las nociones duales y la proposicion 74 como en el caso anterior.

Q.E.D.

Veamos en el siguiente ejemplo cémo se aplican algunos de los resultados que hemos alcan-
zado. En la descripciéon de los elementos relevantes dados por las conexiones de Galois es en
donde se aprecia su uso para estudiar las estructuras algebraicas dadas por cierto funtor.

Sea R = Z, y sea G = t el radical torsion: Para cualquier grupo abeliano M, t(M) es su
subgrupo de torsion, es decir es el subgrupo de los elementos del grupo que tienen orden finito.
La razoén por la que ¢ es un radical es:

tM/t(M)) = {gt(M) € M/t(M)]|(gt(M))* =0, k € N}, pero gFt(M) = 0 si y solo si existe
| € N tal que (¢"t(M))! = gMt(M) = 0, por lo que g* € t(M). Por tanto, t(M/t(M)) =
t(M)/t(M) =0y teZ—rad.

La razon por la que t es idempotente es directo de la definicion de t.

El funtor ¢ cumple que t(N) = N nt(M) para N < M, por lo que es exacto izquierdo por

la Proposicion 12, y la Definicion 29 nos da que t y es covariante casi continuo. Pero no es



PARES ADJUNTOS, R-BIMOD Y ANILLOS COCIENTES. CONEXIONES DE GALOIS INDUCIDAS P

continuo por no preservar productos arbitrarios. Entonces el funtor G se puede trabajar con las
proposiciones dadas en esta seccién y tener la relacion bicerrada Rg, que a su vez nos define
los intervalos que aparecen a continuacion. Primero, los conglomerados de clases cerradas de
mobdulos asociados a R son:

1. (f)mry — cerr son las clases de torsion {M € Z — Mod | Homz(M,C) =0, YC € C}, donde C
es una subclase de la clases de grupos abelianos de torsion.

2. cerr — (f)r, son las clases libres de torsion {M € Z — Mod |t(M) € I}, donde I € L — tors.
La coleccion son las clases libres de torsion I, donde o € Z — radidem.

El conglomerado de todas las Rg-teorias de torsion son los pares

({MeZ — Mod|Homz(M,t(N)) =0, YN € F}, ), con F € cerr — (f)r,-
En modo equivalente, los pares son de la forma (T,,F,:) con o € [[or,, 1]]-

Con estos resultados tenemos lo necesario para estudiar los conglomerados reticulares de
interés en términos de relaciones bicerradas inducidas y morfismos entre objetos. A continua-
cion veremos como emplear estas herramientas en situaciones mas especificas dentro de R-Mod,

siempre cuidando de establecer los elementos minimos para poder empezar a hablar de bifun-

tores CA y sistemas de cerrados.

Pares adjuntos, R-bimod y anillos cocientes. Conexiones de
Galois inducidas por relaciones bicerradas inducidas

A continuacion veremos los resultados anteriores al respecto de relaciones bicerradas induci-
das por pares adjuntos y R-bimoédulos. Si tenemos que {(F,G): R— Mod — R — Mod es un par
adjunto, entonces F es covariante cocontinuo y G es covariante continuo. Las Proposiciones 47
y 48 nos dicen que Homg(F( ), ) y Hompg(,G()) son bifuntores CA. Un resultado general de
la Teoria de Modulos*' nos dice que existe L € R — bimod e isomorfismos naturales F' =~ LQp
y G = Hompg(L, ). Por lo que el par adjunto {F,G) es representado en modo tunico salvo
isomorfismo por el bimodulo rLg. Més atin, como Homg(F (M), N) = Homgr(M,G(N)) para
todos los M, N € R — mod, entonces las relaciones bicerradas inducidas por los bifuntores CA
son las mismas, esto es R = R¢. Gracias al bimodulo L, podemos denotar las dos relaciones

con R[L].

41Conocido como Teorema de Watts-Eilenberg, este resultado suele verse en varia partes. En este trabajo
hemos presentado algunas de esas partes en la seccién preliminar sobre teoria de categorias. Una presentacién
adecuada puede hallarse en el apéndice B de Cerda (2016) asi como en los trabajos de Eilenberg (1960) y Watts
(1960).
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Algunas de las propiedades que hemos visto se cumplen para estas relaciones bicerradas indu-

cidas por R-bimo6dulos.

Proposicién 78. 1. Para cualquier familia {L;}iex S R — bimod, Rigyr,) =) Rr,.
2. Para cualquier L € R — bimod y cualquier conjunto X, R0 < Ryp.

3. Sean L, K € R —bimod. Si L genera a K entonces Rj;) S Rx.

Demostracion. (1) Como para cada i € X, F; = L;Qg, entonces P F; = P L,Qg. Se aplica
la parte (1) de la Proposicion 71 para obtener el resultado.
(2) La parte (1) del Corolario 72 nos permite obtener el resultado.
(3) Si L genera a K, existe un epimorfismo LX) — K. Por lo que para cada g M se cumple que
LX) ®@r M — K ®g M es un epimorfismo y Homgz(K ®g M, N) — Hompr(L™) @z M, N) es
un monomorfismo con N € R — mod. Tenemos asi que Ry = R0 € Ry

Q.E.D.

La generacion de un bimodulo a partir de otro induce un preorden en R-bimod. Tal preor-
den induce una relacion de equivalencia L ~ K la cual se entiende como que L y K se generan
mutuamente. Esto afecta a los prerradicales o que vimos antes del siguiente modo: a¥ = o/ff.
La relacion de equivalencia nos permite dar una particion de R-bimod en el siguiente sentido:
Para rLg, [L]. es la clase equivalencia de L, y R — bimod/ ~ es el conglomerado de todas esas
clases de equivalencia, y tal conglomerado puede ordenarse parcialmente de manera natural con
el preorden dado en términos de la generacion de bimodulos, esto es, [L]. < [K]. si L genera
a K. La parte (3) de la Proposicion 78 permite definir una asignacion que preserva el orden
U : R — bimod/ ~— [H]< dada por ¥([L].) = Ryy.

Los tltimos resultados acerca de las relaciones bicerradas R" y R nos permiten examinar las

conexiones de Galois que surgen cuando se tiene una relacion bicerrada Ryz; inducida por un bi-

modulo zLg. El siguiente resultado es el analogo correspondiente al dado en la proposicion 73.%2

Proposicion 79. Sea (F,G) : R — Mod — R — Mod un par adjunto representado por el
bimddulo rLgr. Para cada C € R — Mod:

1. fryy (€) = fu(F(C)) = G(fu(C)).

2. ffn(C) = (G (C) = F(F(C)).

“2Incluso se sigue cumpliendo la conmutatividad de los diagramas que se presentaron después de esa propo-
sicién, so6lo cambiando las apariciones de R” y Re por R
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Demostracion. El razonamiento hecho en la Proposicion 73 funciona aqui cambiando las
apariciones de RY y R¢ por Ry
Q.E.D.

Proposiciéon 80. Sea (F,G) : R — Mod — R — Mod un par adjunto representado por el
bimddulo rLgr. Entonces:

1. fry, —cerr = {F(T)|TeT —tors} = {f*(C)|C = G (R — Mod)}.

2. cerr — fr,, = {G(F)|F € L —tors} = {fu(C)|C < F (R — Mod)}.

Demostracion. El razonamiento dado en la Proposicion 74 funciona aqui al cambiar las apa-
riciones de R vy Rg por Ry
Q.E.D.

Proposicion 81. Sea (F,G) : R — Mod — R — Mod un par adjunto representado por el

bimddulo rLg. El conglomerado de todas las Rp)-teorias de torsion es:

{(To, G(F,) |0 € [[ory, 1]} = {(F(T,),E,), |7 € [[0, mry,]]}-

Demostracion. El razonamiento aplicado en la Proposicion 75 nos da el resultado al cambiar
las apariciones de R y R¢ por Ry
Q.E.D.

Sabemos de la relacion mostrada entre las clases de torsion y libres de torsion con los radi-
cales idempotentes, la Definicion 40 y los resultados relacionados vistos, que podemos tomar la
descripcion de conexiones de Galois isotonas (Ary,;, ir;;;) sobre R-radidem segtin la relacion

R[z), donde las partes residuada y residual se definen como sigue:

AR, (0) = /\ wy' para cualquier o € R — radidem;
<
NeG (F,)
R, (T) = \/ oF para cualquier 7 € R — radidem.
ME(F(TT)

Esta descripcion para las conexiones de Galois nos servira para estudiar algunos ejemplos
cuando se toman anillos y funtores de cierto tipo, pues los resultados alcanzados hasta aqui ser-
virdn para arrojar informacion tanto de teorias de torsiéon como de prerradicales via conexiones
de Galois. Comenzamos por explorar las propiedades extraidas por las conexiones de Galois

dadas por relaciones bicerradas cuando consideramos anillos cocientes. Dado un ideal I < R,



92 INDICE GENERAL

consideremos el par adjunto (R/IQr , Homg(R/I, )).** Veremos que el par adjunto puede ver-
se en términos de prerradicales convenientes a continuacion. Dado o € R — pr, recordemos que
tenemos el coprerradical o* : R—mod — R—mod definido como o*(M) = M /o (M). Segtn la
observacion hecha después de la Definicion 18, se cumple que (af)*(M) = M /a®(M) = M/IM.
Ahora, una nocién que conviene recordar es la de totalizador de un prerradical o, el cual es
el menor prerradical 7 tal que (o : 7) = 1. Para los siguientes resultados, requeriremos de lo

siguiente: para pM, t(af)(M) = {zx € M | Iz = 0}.*. Procedemos de la siguiente manera:

Proposicién 82. Para o € R — pr, se tiene que t(o) = \/{aA} |o(R)(M) = 0}.

Demostracion. Procederemos por partes, primero mostrando que t(o) € R — idem. Para
esto, consideremos lo siguiente:
Para rM, tenemos que, como por definicion (o : t(o)) = 1, se cumple t(o)(M/o(M)) =
(o0 : t(o))(M)/o(M) = M/o(M). Entonces, por la definicion de coproducto, se tiene que
(o : tlo)t(o))(M)/o(M) = tlo)t(o)(M/a(M)) = tlo)(M/o(M)) = M/o(M)). Entonces
(o : t(o)t(o)) (M) = M, es decir que (o : t(o)t(o)) = 1, y la definicion del totalizador y la
t(o)t(o) < t(o). Por tanto, t(o) € R — idem.

Por la parte (1) del Lema 28, se tiene que t(o) = \/{a}]|t(c)(M) = M}. Ahora tenemos los

)t
Observacion & nos permiten deducir que t(o) <

siguientes desarrollos:

(<) Sabemos que R/I — Mod = {M € R— Mod|IM = 0}.* Por lo que si tomamos un médulo
N tal que o(R)N = 0, entonces N € R/I — Mod. Similar a como hicimos en la implicacion
de (1) a (3) en la Proposicion 15, tenemos que N es imagen homomorfica de algin modulo
libre, es decir que existen un conjunto X y un epimorfismo p : (R/o(R))*) — N. Ahora, p
es un R/o(R)-morfismo y requerimos que también sea un R-morfismo, por lo que recordamos
que tenemos el epimorfismo canénico R — R/I dado como r — r + I para todo ideal I, y
verificamos que se cumplen las propiedades de ser un R-morfismo para p:

(i) Sean f,g € (R/o(R))X), entonces p(f + g) = p(f) + p(g), pues sabemos que p abre sumas

por ser un R/o(R)-morfismo.

(ii) Sean r € Ry f € (R)™), entonces p(a-f) = > (a-f)(z)z= > ((a+o(R))-f)(x)x =
vesop(f) vesop(f)
(a+o( Z f(z -p(f), v las igualdades tercera y quinta salen por el epimorfismo

zesop(f)
canonico, y la cuarta igualdad porque p es un R/o(R)-morfismo.

43 Aqui recordemos que el producto tensorial de médulos usual es un funtor.
“4Donde el conjunto de la derecha es el anulador de I en M
45Este es un resultado general que puede encontrarse como el Corolario 2.12 en Anderson, Fuller (1992).
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Por tanto, vemos que p es un R-morfismo. Ahora, sabemos que

t(o)(R/o(R)) = (0 : t(0))(R)/o(R) = R/o(R). Haciendo t(o)(N) = t(o)(p((R/a(R))M)),
como p es un epimorfismo, entonces para todo n € N tenemos que n = Z (a, + o(R))x

zeson(f)
donde f € (R/o(R))X), pero como por el resultado del p epimorfismo, sabemos que X € N

es un conjunto de generadores de N y asi n = Z (ay + o(R))x = Z (azx + o(R)) =
zesop(f) zesop(f)
( Z a,r) + o(R) donde la dltima igualdad sale por la hipotesis de que o(R)N = 0, en-

z€sop(f)

tonces ¢(0)(N) = t(a)(p((R/a(R))M)) = t(a)(p(R)/a(R)) = (0 : t(0))(p(RD)/o(R) =
p(RE)[o(R) = (p(R/o(R))™) = N. Por lo tanto, \/{eq | o(R)(M) = 0} < t(0).

(>) Para cualquier g K, recordemos de la demostracion de (1) del Lema 28 que &%U(Q(K/a( ) =
K/o(K). Entonces (0 : a/ote) (K)/o(K) = a2 (K jo(K)) = K/o(K). Por lo que

(0 a%ZEKg)(K) = K. Pero como estamos suponiendo que o(R)(K/o(K)) = 0, tenemos que
K = (0 : a0 (K) < (V{0 : a4 [a(R)(M)) = 0)(K) = (0 : \V{odf [o(R)(M) = 0})(K)
y la dltima igualdad sale porque el supremo de prerradicales se comporta bien con el coproducto
segun la parte (2) de la Proposicion 14. Pero por la definicion de totalizador y de coproducto
como submodulo de K, lo anterior nos da que (o : \/{ald}|o(R)(M) = 0}) = 1 y esto nos
permite deducir que t(c) < \/{a¥ |o(R)(M) = 0}.

Con estas desigualdades, concluimos el resultado de la proposicion.

Q.E.D.

Corolario 83. t(af)(M) = {x e M |Ix = 0}.

Demostracion. Por la Proposicion 82, tenemos que t(af) = \/{ad} | a®(R)(M) = 0}. Y por
la parte (ii) de la Observacion %, tenemos que \/{aj] |af (M) = 0} = {a}] | IM = 0}. De esto
se sigue que t(af)(M) = {x e M |Iz = 0}.

Q.E.D.

De lo anterior, podemos notar que t(a¥) € R — rad puesto que, para todo zpM, se cumple
que t(a®)(M/t(af)(M)) = 0. Lo anterior es necesario porque daremos un resultado que nos
permitira relacionar los resultados de conexiones de Galois dadas por relaciones bicerradas con

el par adjunto que dimos antes, (R/I®g , Homg(R/I, )). Comenzaremos por lo siguiente.

Proposicion 84. Sea I < R un ideal. Entonces t(alt) = ozgﬁ
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Demostracion. Para un N y n € t(af)(N), se tiene que In = 0. Definimos d,, : R/ — N
como d,(r + I) = rn. Este es un R-morfismo bien definido: Sir + 1 = s+ I, entonces r —s € I,
pero (r—s)n = rn—sn = 0, entonces d,,(r+1) = rn = sn = d,(s+1). Ahora: d,,(1+1) =nl =n
y se cumple que n € aRfl(N) Y como d, € {f : R/I — N}, entonces tenemos que n € aRﬁ(N)
por lo que t(af) < agﬁ
Ahora, sin € ozgﬁ(]\f) entonces n = fi(r1+1)+ fo(ro+I)+...+ fr(rp+1) paraunos f; : R/I — N,
con ¢ = 1,..., k. Entonces, si tomamos a € I y hacemos an = afi(r1 + 1)+ afo(ro + 1) + ... +
afe(re+1) = filari+1)+ falara+1)+...+ fe(ary+1) porque los f; son morfismos de anillos para

cada ¢ =1, ..., k, pero como [ es un ideal de R, entonces ar; € I para cada 2 = 1, ..., k, entonces

filar; + 1) = fi(0+I) y tenemos que fi(ary +I)+ falars + 1)+ ... + fr(arg + I) = 0, entonces

an =0y como a € I fue arbitrario, entonces se tiene que In = 0. Por lo que t(af) > agﬁ
Por tanto t(aft) = agﬁ

Q.E.D.

Proposicion 85. Sea I < R un ideal. Entonces t(af) = Homg(R/I, ).

Demostracion. Por la hipotesis, R/I es un R-bimoédulo y se tiene que Hompg(R/I, M) €
R — mod para todo gk M. Sea un zN y usamos el homomorfismo d,, de la Proposicion 84 para
definir las siguientes asignaciones:
¢ : Homp(R/I,N) — t(a®)(N) como o(f) = f(1+I),
Y t(ad)(N) — Hompg(R/I,N) como 9 (z) = d,.
Para f € Homp(B/I,N), 6((f)) = 6(f(1+ 1)) = drro) = /.
Para z € t(af)(N), ¢(¢(2)) = o(d;) = d,(1 + 1) = 1z = =.
Se cumple que 1 y o1 dan la identidad y t(af) = Homg(R/I, ).
Q.E.D.

Proposicion 86. Sea I < R un ideal derecho. Entonces:

1. Para cada pM existe un isomorfismo py : R/IQpM — M /IM tal que para cadar+1 € R/I
yme M se tiene que oy ((r+ 1) ®@m) =rm+ IM.

2. Para cada morfismo f : N — M, exziste un morfismo f*: N/IN — M/IM tal que el si-

gquiente diagrama conmuta:
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R/IQS

R/I@x N RiT@p M
lSON @Ml
NJIN — v/t

Demostracion. (1) Basta mostrar que @), dada es biyectiva:
(inyectiva) Sean r + I € R/I y m € M tales que pp((r + I) @ m) = 0. Como Ker(py) = {z €
R/I ®r M | pn(z) € IM}, entonces pp((r + 1) @m) = rm + IM = 0+ IM, lo cual implica
que rme IM y asi Ker(gym) = IM.
(suprayectiva) Sea m + IM € M/IM, haciendo ¢y ((1 + 1) ®m) = m + IM y se tiene que
Im(pn) = M/IM.
(2) Definiendo f*(n + IN) = op((r + I) ® f(n)), se cumple que:
em(R/IIQ fY((r+1)®n) =pu((r+1)® f(n)) =rf(n) + IM por lo hecho en (1);
fHon((r+ D) @n) = fi(rn+ IN) = oy ((r+ 1) ® f(n)) = rf(n) + IM.
Por tanto, oy 0 (R/I® f) = f*o pn.
Q.E.D.

+1)®
+1)®

Con ayuda de estos tltimos resultados, podemos deducir inmediatamente lo que buscamos:

Proposicion 87. Para cada ideal I < R, existen los isomorfismos naturales:
1. (o) =~ R/I®p .
2. t(alt) = Homp(R/I, ).

Demostracion. (1) Se cumple que (af)*(M) = M/af(M) = M/IM = R/I ®z M, donde el
isomorfismo es dado por la Proposicion 86.
(2) Esto se tiene ya por la Proposicion 85.

Q.E.D.

Gracias a la Proposicion 87, las asignaciones (af)* y t(aff) nos ayudan a estudiar la relacion
bicerrada Rg/; en términos del par adjunto {(of')*, t(af)) v los resultados generales acerca de
las conexiones de Galois entre intervalos de prerradicales y teorias de torsion. Ahora podemos

deducir las siguientes propiedades de conexiones de Galois para dicha relacion bicerrada.

Proposicion 88. 1. Para cualquier o € R —radidem, fr, ,(To) = Foyqny.

2. Para cualquier T € R — radidem, fRm(F,) = Tor.r-
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Demostracion. (1) Para cualquier g N, tenemos que N € Z@(FU) siy solosit(af)(N) e T,
si y solo si ot(aff)(N) = 0. Las Proposiciones 79 y 87 nos permiten tener: fr, ,(Ts) =
Z‘(&—%(]Fa) = Foan)-

(2) Para cada rM tenemos que M € W(TT) si y solo si (af)*(M) € T, si y solo si
(M /aB(M)) = M /af(M). Por las Proposiciones 79 y 87: fRizn(TF,) = ((oz[T)*(TT) =T,
Q.E.D.

aﬁ:T)'

Proposicion 89. 1. (f)r
2. cerr — (f)

iy — cerr = {Tr.y |7 € R —radidem}.

Rign = {th(aﬁ) |o € R — radidem}.

Demostracion. La definicién de los sistemas de cerrados y la Proposicion 88 nos dan este
resultado.

Q.E.D.

Debido a la construccién de los sistemas de cerrados, se tiene que el menor miembro de

R — cerr es T r y el menor miembro de cerr — es I, ry. Segtin las cons-
(R/1] o t(ar)

Rir/1

trucciones de [[or,y > 1] ¥ [[0, TRy ;1] dadas inmediatamente después de la Definicion 39, se

o~

; _ AR _ AR
tiene que oRr, ,; = o' ¥ TRy, =t

Proposicién 90. El conglomerado de todas las Rgr/p-teorias de torsion es:
{(Tm Fat(af)) | oc [[OR[R/Ip 1]]} = {(T(afzrw FT) | TE [[07 TR[R/]]]]}'

Demostracion. Aplicando la Proposicion 81, tenemos el resultado.

Q.E.D.

Por la Definicion 39, la construccion de los sistemas de cerrados y lo recién comentado, te-
nemos que para cada o € R — radidem, se tiene que Arg, (o) es el unico radical idempotente
tal que ]F’\R[R/z] () = [Rypyn (To) = Foyany, y para cada 7 € R — radidem se tiene que pgy,,, (7)
es el anico radical idempotente tal que T“R[R/q (r) = R (F,) = T(a?:ﬂ. Sabiendo esto, tene-

mos el siguiente resultado.

Proposicion 91. La conezion de Galois isdtona (g ) sobre R-radidem se describe:

r/1 MR(R) 1

ARy (0) = ot(af), Yo € R — radidem;

HRip/n (T) = (Oé? : 7'), V1 € R — radidem.
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Demostracion. El razonamiento en ambos casos es similar, por lo que haremos el caso de A:

Segin la Definicion 39, tenemos que Ar, ,(0) = Rejry,,(To) = ﬂ wy'. Ahora, por
NefR[R/I](TO')
las Proposiciones 88 y 89 se tiene que fr,,(To) = Foyany = F/\R[R/z] (o) tal que Fy r) es el

menor miembro de cerr — . Por la Proposicién 90, sabemos que F _,, gy es el supremo
R[R/I] p 9 q at(aI )

de las F, con o € |oR,,,,,1| y por las igualdades dadas por la Definicion 39, tenemos que:
[R/1] g

Ut(aﬁ) = \/ Ut(@?)k = OTRp) = ﬂ W(J)V = AR[R/I] ().

AeORD Nefrip,;(To)
Q.E.D.

Nuevamente, tenemos los siguientes resultados como consecuencia de las propiedades de los

intervalos de radicales y los sistemas de cerrados.

Proposicion 92. 57 I < R es idempotente, entonces:
1. [[ory > 1] = [af, 1] n R — radidem.

2. [[0, TRy, 1] = [0, t(af] N R — radidem.

8. ()R — cerr ={T €T —tors|T,r = T}.

4. cerr = (f)Rypyy = {F € L —tors|Fy r) = T}

Demostracion. Todos los resultados se obtienen directamente de la Proposicion 77.

Q.E.D.

Recordemos que, como o t(alt) € R — radidem, se cumple que para todo 7 € R — radidem,
(a®: 1) e R—radidem y para todo o € R — radidem, ot(af) € R — radidem. Antes de dar las
siguientes propiedades, requerimos un par de resultados propios de la teoria de modulos. Estos

son dados a continuacion:

Lema 93. r € R — pridem si y sélo sir =r-(r:s) Vse R—pr.

Demostracion. (<) Esta direccién ya se tiene puesto que al tomar s = 0 tenemos que
(r:0)=

(=) Suponemos que r € R— pridem. Veamos que se cumple la igualdad por doble desigualdad:
(>) Para cualquier s € R — pr, se cumple que 7 - (1 : s) <7 A (r:s) <r por la Observacion é.
(x) Por la Observacion & se cumple que r < (r : s) para cualquier s € R — pr, entonces

r=r-r<r-(r:s).
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Por lo tanto, tenemos que r =17-(r:s) Vse€ R — pr.

Q.E.D.

Lema 94. 1) Sir,t € R —rad entonces rt € R — rad.

2) Sir te R— pridem entonces (r : t) € R — pridem.

Demostracion. (1) Sean r,t € R — rad y tomemos un par de R-modulos g N, pM tales
que N < rt(M). Sabemos que para cualquier rA, rt(A) < r(A),t(A), entonces: rt(M/N) =
r(t(M/N)) = r(t(M)/N) = rt(M)/N donde la ultima igualdad es por el Lema 17. Por tanto,
rt € R —rad.

(2) Sean r,t € R — pridem. Veremos que (r : t) = (r : t)(r : t) desarrollando la definicion:

Para cualquier g M, (r : t)(r : t)(M) es el submodulo de (r : ¢)(M) que contiene a r((r : t)(M))
tal que

(r:t)(r:t)(M)/r((r:t)(M)) =t((r:t)(M)/r((r:t)(M))). Ahora, (r : t)(M) es el submodulo
de M que contiene a r(M) tal que (r : t)(M)/r(M) = t(M/r(M)), pero (r: t)(M)/r(M) = (r:
ty(M)/r(r : t)(M) por ser r € R—pridem y el Lema 93. Entonces t(M /r(M)) = (r : t)(M)/r(r :
t)(M) y al aplicar t a ambos lados de esa igualdad y por el Lema 93: (r : t)(M)/r(M) =
tM /r(M)) = (M /r(M)) = t((r : )(M)/r(r: )(M)) = (r: t)(r - )(M)/r((r : )(M)). Por lo
que (r:t)=(r:t)(r:t)y (r:t) e R— pridem.

Q.E.D.

Proposicion 95. Sean 0,7 € R — pr.
1. Si o es un t-radical y T es un radical, entonces (o : 1) € R — rad.

2. 8ioe R—pridem y e R— prei, entonces o7 € R — pret.

Demostracion. (1) Para cualquier g M, se tiene que o(M) < (o : 7)(M) y se puede dar un
epimorfismo M /o(M) — M /(o : 7)(M). Como o es t-radical, por la Proposicién 15, preserva
epimorfismos y asi o(M/o(M)) = 0, de lo que se sigue que o(M /(o : 7)(M)) = 0. Como
7€ R—rad, tenemos que: (0:7):(c:7)=(0:7):0):7=(0:7):7=0:(7:7)=(0:7T).
Luego (c:7):0=(0:7)y (0:7)€ R—rad.

(2) Como 7 € R—prei, para gM se cumple: 7(o7(M)) = or(M)n7(1(M)) = or(M)n7(M) =
oT(M).

Tenemos que 707 = o1. Como o es idempotente, tenemos que o707 = 00T = 07T y asi
oT € R — pridem.

Q.E.D.
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Tenemos lo siguiente como consecuencia.

Proposicion 96. Si I < R es idempotente, entonces:
1. Para cada 7 € R — radidem, (off : 7) € R — radidem.

2. Para cada 0 € R — radidem, ot(af) € R — radidem.

Demostracion. (1) Por la Proposicion 15, af es un t-radical y de la Proposicion 95 se tiene

que (aff: 7) € R — rad. Ahora, como I es idempotente, se tiene que aff es idempotente y de la

parte (2) del Lema 94 tenemos que (af : 7) € R — radidem.
(2) Como t(af) = Hom(R/I, ) es funtor covariante casi continuo, es exacto izquierdo y por la
Proposicion 95 se tiene que ot(alt) € R — prid. La idempotencia de Ty la parte (1) del Lema 94

dan que ot(alt) € R — radidem.

Q.E.D.

Notemos pues que la idempotencia del ideal es importante para que en este caso de la relaciéon
bicerrada Rig/; tengamos los siguientes resultados, todos ellos deducibles de las Proposicio-

nes 91, 92 y 90, respectivamente.

Proposicion 97. Si [ < R es idempotente, la conexion de Galois isdtona <)\R[R/I]7MR[R/I]> sobre
R-radidem se describe:
ARy (0) = ot(af), Yo € R — radidem;

HRip/n (T) = (Oé? : 7'), V1 € R — radidem.

Proposicion 98. 5@ I < R es idempotente, entonces hay un isomorfismos de orden:

[af 1] n R — radidem = [0,t(af] n R — radidem.

Proposicién 99. §i I < R es idempotente, el conglomerado de todas las Rip/n-teorias de
torsion es:

{(To, Forary) | 0 € [[0R 5, LIINnR—radidem} = {(T oz, Fr) | 7 € [[0, TRy, ]| R—radidem}.

Elementos para una clasificaciéon de conexiones de Galois
inducidas por relaciones bicerradas y prerradicales

. Qué tienen en comin la mayoria de los resultados que hemos dado acerca de los elementos

de las conexiones de Galois para relaciones bicerradas inducidas, por una parte por ciertos pares
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adjuntos y bimédulos, y por otra parte por anillos cocientes R/I7? Podemos rastrear ciertas ca-
racteristicas importantes desde el momento que se presentan bifuntores, y clases de R-torsion,
por una parte, y morfismos entre conglomerados de prerradicales con ciertas caracteristicas
sobre determinados anillos, por otra. Esto no es accidental, pues notemos que hemos requerido
de elementos minimos para establecer los resultados posteriores a los mencionados debido a
que las conexiones de Galois inducidas siguen instanciando las propiedades que se han venido
presentando desde la Proposicion 70 en adelante. Por lo que podemos concluir que el estudio
acerca de sistemas de cerrados y operadores cerradura que constituyen las conexiones de Galois
pertinentes entre ciertas colecciones de objetos con una estructura relevante (es decir, una es-
tructura reticular) puede ser desempenado al fijar la atencion en la informacion que se obtiene
por medio de los resultados generales que hemos expuesto. Es especialmente notorio que, en el
caso de R-Mod, es muy util el uso de los funtores de producto tensorial, ®, y Hompg, para tener
al alcance las herramientas necesarias que nos permitan acceder a las conexiones de Galois que
clasifican las relaciones bicerradas y los prerradicales que nos permiten la comparaciéon entre los
sistemas de cerrados dados por esos conglomerados. Listamos ahora los elementos requeridos
para ofrecer una clasificacion de teorias de torsion y prerradicales en términos de conexiones de
Galois:

1. Dado un bifuntor CA, K, se tiene que Rx € [H]< (Proposicion 70).

2. Los funtores F y G fijados en las entradas de Homp dan relaciones RY y R bicerradas con
respecto a H.

3. Las partes residuada y residual de (f)gr v (f)r, siempre son en términos de f* y fy apli-
cadas a los funtores F y G (Proposicion 73).

4. Las familias de cerrados de (f)gr v (f)r, siempre son en términos de f*y fy, y las iméagenes
directas e inversas de los funtores F' y G lo son en términos de colecciones H de R-Mod y clases
de torsion y libres de torsion (Proposicion 74).

5. Las RY-teorias de torsion y las Rg-teorias de torsion son dadas en términos de prerradicales
en [[0,7g7]] v [[ore, 1]] (Proposicién 75).

6. Las imagenes inversas de funtores I que fijan Hompg(F( ), ) preservan clases de torsion;
las iméagenes inversas de funtores G que fijan Hompg( ,G( )) preservan clases libres de torsion
(Proposicion 76).

7. Las clases de torsion inducidas por R" determinan los prerradicales en [[0, 7+ ]] ¥ las clases
libres de torsion; las clases libres de torsiéon inducidas por Ry determinan los prerradicales en

[[ore, 1]] ¥ las clases de torsion (Proposicion 77).



ELEMENTOS PARA UNA CLASIFICACION DE CONEXIONES DE GALOIS INDUCIDAS POR RELA

Ahora, daremos un ejemplo de los resultados que se pueden obtener con los elementos
de las conexiones de Galois para un anillo especifico. El anillo que nos interesa analizar es un
anillo R artiniano semisimple (el ser semisimple ya implica la propiedad ser artiniano), que se-
gtn varias definiciones equivalentes, puede decirse que posee las propiedades: (i) El R-médulo
rR es artiniano si todo conjunto no vacio de submddulos de gR tiene elemento minimo ("se
estaciona"); (ii) El R-modulo R es semisimple si puede verse como suma de médulos simples.*®
Los siguientes enunciados son equivalentes y servirdn para nuestro estudio:

1. R es un anillo semisimple y se tiene que |R — simp| = n.
2. R-pr es una reticula booleana de 2" elementos.
3. Paracadace R—pr, o= \/ozg paraun S € R — simp.
SeS
Por la parte (1) de la Proposicion 35, tenemos que, en este caso, todo o € R — pr es un radical
idempotente.

A continuacion daremos algunos resultados acerca de lo que cumplen los conglomerados
de teorias de torsion y prerradicales cuando se procede sobre un anillo semisimple. Para esto,
haremos uso de los hechos recién expuestos asi como de varios de los resultados anteriormente
alcanzados.

Comenzamos con el siguiente resultado acerca del tamano de [H]< cuando el anillo es semisim-

ple.

Proposiciéon 100. Si R es un anillo semisimple con |R — simp| = n, entonces [H]< es una

- ~ 2
reticula booleana de tamano 2™ .

Demostracion. Como tenemos que R es un anillo semisimple con |R — simp| = n. Por la
parte (1) de la Proposicion 35, sabemos que R — pr = R — radidem, y también es una re-
ticula booleana de 2" elementos. Por las Proposiciones 31 y 32, tenemos que T-tors y L-tors
son reticulas booleanas isomorfas a p(X,) donde X,, = {1,...,n}. Usando las asignaciones del
Teorema 6 de Polaridades y la Proposicion 68 tenemos los siguientes isomorfismos:

[H]< = Gal(T — tors, L — tors) = Gal(p(X,), p(X,)) = o(X, x X,)
donde el tamaiio de p(X, x X,,) es 2.
Q.ED.

Para anillos semisimples, todos sus ideales son idempotentes. FEsto quedard mostrado con el

46Qtra caracterizacién de los anillos semisimples R es que Rad(R) = 0. De esto se tiene como resultado que
un anillo es artiniano y su radical es cero si y s6lo si es semisimple.
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siguiente resultado:

Lema 101. Sea R un anillo semisimple, entonces todo ideal I < R es idempotente.
n

Demostracion. Como R es semisimple, entonces R = @Ai con rA; <r R simples Vi =
0,...,n. Y por otra propiedad de los anillos semisimples, egsote un conjunto {ey,...,e,} de ele-
mentos de R que son idempotentes ortogonales tales que A; = Re; Vi = 0,...,n. Entonces
debemos mostrar que todos los ideales A; son de la forma A; = Re; = Re;Re; = A A;.
Como hemos tomado los ideales como bilaterales, entonces todo I < R satisface que IR = I. En-
tonces Re bilateral cumple que (Re)R = Re. Con esto procedemos a mostrar que Re; = Re;Re;
por doble contencion:
(S) Sea z € Re;, entonces existe x € R tal que z = we;, pero como z = xe; = xeje; = (ver)e; =
re;xe; = zz, esto por la idempotencia de e; y por la igualdad (Re)R = Re, entonces z € Re; Re;.
(2) Sea z € Re;Re;, entonces existen z,y € R tales que z = we;ye;, pero por Re; = (Re;)R,
existe w € R tal que ze;ye; = we;e;. Se cumple que z = xe;ye; = we;e; = we;, donde la dltima
igualdad es por la idempotencia de e;, y asi tenemos que z € Re;.
Por lo tanto, Re; = Re;Re; y A; es idempotente Vi = 0, ..., n.
Q.E.D.

Con ayuda de este resultado, ahora podemos deducir los siguientes resultados de inmedia-

to.

Proposicion 102. Si R es anillo semisimple e I < R es un ideal. Entonces:

1. [[UR[R/I]7 1]] = [Oz?, 1] Y [[O’TR[R/I]]] = [Ovt(a?)]'

2. La conezion de Galois isdtona (AR, LRz ) Sobre R-radidem = R-pr se describe:
ARy (0) = ot(af) = o A t(af), Yo € R — radidem;

(af R

MR[R/]] (T) = oy T) =Qo7 VT, V17 e R — radidem.

3. FEsta conexion de Galois induce los isomorfismos de reticulas:

[af', 1] = [0, ¢(a})] y [0, 7] = [t(a). 1].

Demostracion. Como el anillo es semisimple, podemos aplicar el Lema 101 para tener que
todos sus ideales I < R son idempotentes. Por lo que las partes (1) y (2) son resultado de
aplicar la Proposicion 92; la parte (3) es consecuencia de aplicar la Proposicion 97.

Q.E.D.
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El ultimo isomorfismo se tiene porque, al ser R un anillo semisimple, si I < R es un
ideal, entonces existe un ideal J tal que R = [ @ J, y de la Proposiciéon 82 tenemos que
t(af) = off y off = t(aff). Cualquier R-médulo M cumplira que M = IM & JM y tam-
bién que M/IM = JM. Asi (ak)* = off. La Proposicion 87 nos da, para cualquier ideal
J, un isomorfismo natural entre los funtores J®r y aff. Segin el concepto de relaciones
bicerradas inducidas por un bimoédulo, en este caso para J que es bilateral, tenemos que
Ry ={(M,N) e (R— Mod)* | Homg(JM,N) = 0}.

Recordemos la asignacion W : R — bimod/ ~— [H]< definida como W([L].) = Ry la cual

preserva el orden. Tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 103. Si R es un anillo semisimple, entonces U : R — bimod/ ~— [H]< es

myectiva.

Demostraciéon. Si tenemos el bimodulo gkLr v un gN , de las propiedades del producto
tensorial tenemos que Hompg(L, N) = 0 si y s6lo si Homgr(L ®r R, N) = 0. Por lo que esta-
mos en la situacién de la Proposicién 79 y se tiene que F,r = fr;({R}). De modo que, si
L, K € R—bimod tales que Rr) = Ry, entonces For = fry,,({R}) = fry ({1}) = Fax. Pero
como R es semisimple, por la equivalencia de (1) con (3) de los anillos semisimples mencionada
antes, y por la parte (1) de la Proposicion 35, tenemos que of, o € R—radidem y la conexion
de Galois entre familias de R-radidem nos da que af = o, es decir, [L]. = [K]..

Q.E.D.

Para los anillos R semisimples se tiene que todos los médulos en R-bimod son sumas directas
de ideales de R, mas atn los ideales son minimos.*” Tomemos I, ..., I,, tales ideales minimos,

n

con |R — simp| = n y siendo R de forma R = HM,L(DZ) donde cada M,,(D;) es una ma-
i=1

triz con entradas en un respectivo D; anillo con division.*® Sea también Z(R) la reticula de

ideales de R. Como R es semisimple, Z(R) es reticula booleana de 2™ elementos y cada ideal

I < R puede escribirse como [ = (—B I; para A € {1, ...,n}. Sera 1til tener el siguiente resultado.
€A

4"Este resultado se puede obtener con un desarrollo teérico sobre los médulos en un anillo semisimple con
ayuda de varios resultados presentados en Bourbaki (1958). Es especialmente recomendable la revision de la
seccién 7 en que se presentan resultados relevantes sobre anillos semisimples, y la secciéon 8 en donde se manejan
R-modulos sobre tales anillos. En esta tdltima seccién es particularmente notorio el Teorema 1 de Wedderburn
en p. 131, y los comentarios acerca de ideales bilaterales minimos y maximos en p. 137

48Este es un resultado conocido como Teorema de Molein-Wedderburn-Artin.



104 INDICE GENERAL

Proposicion 104. Si R es un anillo semisimple, entonces hay un anti-isomorfismo de orden:

¢ :Z(R) —» R — bimod/ ~ definido como ®(I) = [I]-.

Demostracion. Primero veamos que ® invierte el orden: Si I,J < R son tales que J < [

entonces, como R es semisimple, la inclusion J < [ se escinde, asi que I genera a J y se tiene
que [I]. < [J]~. Por lo que ® invierte el orden en este caso.
Veamos que ¢ es inyectiva: Si I y J son tales que ®(/) = ®(J) entonces [I]. = [J]. y esto
es que I y J se generan mutuamente por la definicion de la relacion ~. Ahora, tomando que
I genera a J, entonces hay un epimorfismo 1) — J. Sean I = (‘B]i yJ = @Ij' Para cada
J € B se cumple que hay un epimorfismo g; : 1 ) 1 ;Y para cad:? € A hay u]rfB;nonomorﬁsmo
l; - I, — I, Para cada j € B se cumple que hay un iy € A tal que gj o liy # 0. Por ser el
anillo semisimple, todo R-moédulo es inyectivo, por lo que hay un morfismo f : R — R tal
que f = hjogjol, donde h; : I; — R es un inclusion, e [;, e I; son ideales minimos. Asi,
I, = f(I,) = I;. Por lo que B < Ay asi J < I. Haciendo el caso analogo cuando J genera a
I, tenemos que ¢ es inyectiva.

Veamos que ® es suprayectiva: Esto se tiene ya, pues si [L]. € R — bimod/ ~, entonces

L~ (—B[i(xi) con Ac {1,...,n}. Asi [L]. = [6—2 I;]~ y esto nos da el resultado.
i€A i€

Q.E.D.

Un par de datos importantes sobre las dos asignaciones son los siguientes. (¥ o ®)(I) = Ryp
y la imagen de ¥ puede ser descrita como la imagen de W o ®. La Proposicién 78 nos permite

tener que para cada I € Z(R) con [ = (P I;, (Vo ®)(]) = ﬂ Ry
€A €A

Proposicion 105. Si R es un anillo semisimple, entonces:

1. R —bimod/ ~ es una reticula booleana de 2™ elementos.

2. Im(V) = {ﬂ Ry | Ac {1,...,n}} es una reticula booleana de 2" elementos.
€A

Demostracion. (1) Como R es semisimple, cada ideal T suyo se ve como I = @IZ- para un
€A
A< {l,...,n}, siendo I; un ideal minimo Vi. Por lo que al tomar Z(R) la reticula de ideales de

R, todo rMp se ve como M = (P I; y Z(R) es booleana y |Z(R)| = 2". Por el anti-isomorfismo
€A
® de la Proposicion 104, se tiene que R — bimod/ ~ es reticula booleana y |R — bimod| = 2".

(2) Por el anti-isomorfismo @, se tiene que Im(¥) = Im(¥ o ®). Ademas para todo I € Z(R),
I= (—B I;, se cumple que (¥ o ®)([) = ﬂ R/;,. Por la Proposiciéon 104, tenemos que la corres-

i€A €A
triccion ¥ MmW): &(Z(R)) — Im(¥) cumple que Im(¥) es reticula booleana y [Im(¥)| = 2".
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Q.E.D.

Notemos que, por la definicion de ¥, el mayor elemento de Im(¥) es (Po®)(0) = (R—mod)?
y el menor elemento de Im(¥) es (Po®)(R) = H. Veremos que Im (V) abarca todo un intervalo

de [H]<. Para eso requerimos el siguiente resultado.

Lema 106. Sea R € [H]<. Si {M;}ica yv {N;}jen son colecciones de R-mddulos tales que
(M;, N;) € R para todos los indices i,j, entonces (6—) M;, @Nj) €R.

€A JEB
Demostracién. Para todoi € Ay j € B se cumple que M; € fR({N;)}, que es clase de torsion

puesto que R € [H]<. Luego P M, fR(N;) y se cumple que ((P) M;, N;) € R. Pero esto implica

€A 1€A
que N; € fr({EP M;}) que es clase libre de torsion por R € [H]<. Luego P N; € fr({P M;})
€A jeB €A
y asi (P M;, P N;) e R.
€A jEB
Q.E.D.

Proposicion 107. Si R es un anillo semisimple, entonces:

Im(V) = {Re[H]-|H < R}.

Demostracion. Sea R — simp = {S1,...,S.} v I1,..., I, los ideales minimos de R y sea
X, ={1,...,n}. Sea R € [H]< tal que H < R. Consideremos C' = {i € X,, | (S;,5;) ¢ R} y sea
I = @]Z—. Notemos que para cada S € R — simp, hay un monomorfismo S — [ si y sélo si
(S, SZ)E; R. Se afirma que R = R = ﬂ R, y lo veremos por doble contencion.

(S) Suponemos, para una COHtradiCCingl, que (M,;N) e Ry S € R— simp es tal que hay
monomorfismos S — IM y S — N, esto por la definicién de la relacion bicerrada H. Como
(M, N) € R, tenemos que M € fR({N}), que es clase de torsién por R € [H]<. Como R es semi-
simple, el monomorfismo S »— M se escinde y hay un epimorfismo M —» S. Luego S € fR({N})
y (S, N) € R. También se tiene que N € fr({S}). Por lo que (5,5) € R lo que contradice que
haya un monomorfismo S ~— I. Por lo que si S,T € R— simp son tales que hay monomorfismos
S»—IMy T — N, entonces S # T. Luego Hom(IM,N) =0y (M,N) € Ry.

(2) Si (M, N) € Ryjj con R semisimple, entonces M = @ SZ-(Xi) y N =~ @SJ(.Yj), con A,Bc X,
y X;,Y; # @ para todos losie€ Ay je B. Si tomamozse?ndices 1y g tglzs que 7 = j, entonces

Hom(IM,N) = 0y asi hay monomorfismos S; — M y S; — N, por lo que no hay un mono-
morfismo S; — I, es decir (5;,5;) € R. Por otra parte, si i # j, entonces Hom(S;,S;) =0y
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como H < R tenemos que (5;,5;) € R.
Asi que se cumple la afirmacion, y por el Lema 106 tenemos que (M, N) € R.

Q.E.D.

Con esto terminamos de notar como las propiedades de las conexiones de Galois (relaciones
bicerradas, sistemas de cerrados y prerradicales) nos han permitido tener toda esta informacion
solo suponiendo que el anillo R es semisimple. Para otros tipos de anillos podemos estudiar qué
condiciones minimas se requieren para tener el analisis en términos de conexiones de Galois.

Asi, concluimos este trabajo resaltando la importancia de los elementos a considerar en las
Proposiciones 70 a 77. Tal como hemos estudiado en esta seccion, las caracteristicas del anillo
R sobre el que se consideran los R-Mdédulos determinara en buena medida cuéles propiedades
se presentan en las conexiones de Galois entre las R-teorfas de torsion, los R-prerradicales y las
relaciones bicerradas inducidas por el bifuntor Hom. Pero ahora que tenemos los elementos lis-
tados por los resultados mencionados, efectuar los estudios de los conglomerados de R-teorias
de torsion, los R-prerradicales y las relaciones bicerradas inducidas por el bifuntor Hom en
términos de conexiones de GGalois arroja informacion acerca de las propiedades de tales con-
glomerados que puede resultar muy 1til en investigaciones subsecuentes acerca de anillos R y

R-modulos especificos.
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