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Introducción

Se puede decir que uno de los más grandes avances en el desarrollo de las matemáticas se

dio a partir de las ideas de Évariste Galois acerca del estudio de la condiciones de solubilidad de

ecuaciones polinomiales. Con las aportaciones de Galois se pudieron condiciones de solubilidad

por radicales de ecuaciones polinomiales de cualquier grado positivo (estableciendo de paso una

mayor generalidad en cuanto a las fórmulas que ya se tenían para polinomios de grados 2, 3 y

4), pero estos aportes fueron mucho más prolí�cos. Las aportaciones de Galois para resolver el

problema anterior son consideradas el punto de arranque de la Teoría de Grupos y el estudio

de anillos y campos. Además, del estudio iniciado por Galois surge otro resultado importante

para el estudio de tales estructuras algebraicas, conocido como el Teorema Fundamental de la

Teoría de Galois, el cual consiste en establecer las condiciones para el análisis de campos en

términos de grupos y viceversa. Lo anterior se efectúa por medio de asignaciones especiales,

mutuamente inversas, que nos permiten relacionar los subcampos de una extensión de cierto

campo dada con los subgrupos de cierto grupo de automor�smos.1

Esa correspondencia especial entre estructuras algebraicas es uno de los rasgos que ha co-

brado mayor importancia en el estudio de la Teoría de Galois. Según la teoría, que se satisfagan

ciertas condiciones para establecer una correspondencia biunívoca entre campos y grupos pro-

porciona una ventaja considerable cuando se trata de estudiar alguna de las estructuras en

términos de la otra. Una pregunta natural que surge es si esas situaciones se pueden presentar

en otras estructuras además de campos y grupos. Los resultados sobre esta cuestión no han

resultado infructuosos, pues se ha logrado estudiar con éxito este tipo de correspondencias en

otras ramas de las matemáticas aparte del Álgebra, tales como la Topología y la Geometría.

En este trabajo estamos interesados en el estudio de este tipo de correspondencias especiales

entre estructuras algebraicas en el caso particular de la Teoría de Módulos. Sabemos que, dado

un anillo R, podemos obtener colecciones de varios objetos que resultan de interés para estudiar

1Existe una bibliografía extensa dedicada al estudio detallado de la Teoría de Galois. En Howie (2006) y
Zaldivar (1996) se hallan exposiciones detalladas para un buen estudio de la materia. Más adelante en este
trabajo se pondrá mayor detalle en explicar nociones como extensiones de campos, grupos de automor�smos y
esas asignaciones que los relacionan.



diversas propiedades que el anillo les induce y viceversa, como los R-módulos, R-mor�smos y

otras estructuras especiales como los R-prerradicales y las teorías de torsión. El objetivo de

este trabajo es presentar diversos conceptos, de�niciones y resultados que nos encaminen a

obtener las llamadas Conexiones de Galois que pueden establecerse entre diversas coleccio-

nes de objetos propios de la Teoría de Módulos. Tales conexiones de Galois, inspiradas en la

correspondencia biunívoca que hay entre campos y grupos dentro de la Teoría de Galois, son

obtenidas cuando se tiene una serie de condiciones que cumplen los R-módulos, R-mor�smos,

R-prerradicales, etc. Después de esto, se presenta una lista de algunos requerimientos mínimos

que permiten la existencia de determinadas conexiones de Galois entre ciertas estructuras de

objetos dentro de la Teoría de Módulos.
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Capítulo 1

Nociones y de�niciones preliminares

Requerimos establecer los conceptos e ideas elementales sobre los que estaremos operando

a lo largo de este trabajo. La mayoría de tales conceptos suelen ser expuestos en cursos de

licenciatura sobre álgebra moderna, pero notemos que algunos de ellos son de uso tan amplio

que no es difícil comenzar a percibir el empleo de las ideas detrás de esos conceptos desde fases

tempranas en cursos de geometría y cálculo. Comenzaré por proporcionar las de�niciones de

los objetos, estructuras y nociones que se tomarán en cuenta a lo largo de todo este trabajo.

La dinámica que se seguirá desde ahora consiste en que, una vez que se hayan presentado los

elementos básicos sobre los que desarrollaremos estos estudios, en los capítulos siguientes se

presenten el resto de elementos relevantes que darán continuación a los contenidos en turno.2

Empezaremos con los conceptos básicos sobre anillos y módulos. En la primera de�nición

servirá para recordar lo que son las estructuras algebraicas de grupo, anillo y campo entendidas

comúnmente en la basta variedad de textos básicos, y sobre ellas se estarán reconociendo las

nociones que se desprenden de dichas estructuras, como los subgrupos, subanillos y subcampos,

las asignaciones llamadas mor�smos entre dichas estructuras, etc.3 Reservamos la de�nición de

módulo aparte, puesto que requiere la consideración de las anteriores estructuras:

De�nición 1. Un grupo pG, �, eq consiste en un conjunto G no vacío, una operación � : GÑ G,

y un elemento distinguido e de G, tales que:

(i) @a, b, c P G se satisface a � pb � cq � pa � bq � c.

(ii) @a P G se satisface a � e � a � e � a. El elemento e se llama neutro para la operación �.

2Cabe señalar que, junto con la presentación de todos estos elementos, se indicará, si es preciso, cuál es la
notación que se usará para denotarlos.

3Como ya se ha mencionado, hay una gran variedad de textos donde se presentan detalladamente estas
nociones que surgen de las estructuras algebraicas básicas que consideraremos. Se ofrece una presentación
concisa de ellas en Zaldivar (1996).

1
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(iii) @a P G Db P G tales que a � b � e � b � a. Se denota a�1 � b.4

Un anillo es una quinteta pR,�, 0, �, 1q donde pR,�, 0q es un grupo conmutativo (es decir, que

cualesquiera a, b P R satisfacen a � b � b � a), pR, �, 1q es un monoide (esto signi�ca que 1 es

el elemento neutro de la operación �), y se cumplen las leyes distributivas:

(i) @a, b, c P R se satisface a � pb� cq � pa � b� a � cq.

(ii) @a, b, c P R se satisface pb� cq � a � pb � a� c � aq.

El anillo se llama anillo con elemento unitario si posee un elemento 1 que es neutro para su

segunda operación.

El anillo es un anillo con división si pRzt0u, �, 1q es un grupo.

El anillo se llama campo si es un anillo con división conmutativo.

Desde ahora estaremos trabajando con anillos que tienen elemento unitario a menos que se

indique lo contrario. También haremos explícito cuándo se estarán empleando anillos conmu-

tativos.

De�nición 2. Sean R un anillo y M un grupo abeliano. Decimos que R actúa en M si existe

un mor�smo de anillos

λ : RÑ tf :M ÑM | f �morf. de gruposu
.
� EndpMq

Tomando la acción R �M Ñ M como pr,mq ÞÑ r � m
.
� λprqpmq con λ : R Ñ EndpMq un

mor�smo de anillos (pues End(M) es un anillo), se veri�can las siguientes condiciones:

(i) 1 �m � m @m PM

(ii) pr � sq �m � λpr � sqpmq � λprqpmq� λpsqpmq � r �m� s �m

(iii) pr � sq �m � λprsqpmq � λprq � λpsqpmq � λprqpλpsqpmqq � r � ps �mq

4) rpm� nq � λprqpmq� λprqpnq � r �m� r � n

Estas condiciones de�nen un módulo izquierdo denotado RM . De ahora en adelante, denotamos

por R �Mod a la colección de módulos izquierdos sobre un anillo R5

En este trabajo no podemos ofrecer una exposición pormenorizada de todos los resultados

que se desprenden de los estudios sobre anillos y módulos. A partir de ahora supondremos

dados varios resultados conocidos de la Teoría de Anillos (anillos con división, campos, anillos

cocientes, etc., mor�smos y teoremas de estos, etc.) y de Teoría de Módulos (clases de módulos

4Hay una observación en esto. Dependiendo de si el anillo tiene una de�nición y comportamiento que le
doten un carácter aditivo o multiplicativo, los elementos en la de�nición pueden cambiar su denotación. En este
caso, pensamos al grupo en nuestra de�nición teniendo carácter multiplicativo.

5Haciendo el cambio obvio a acción por la derecha λ, tenemos un R-módulo derecho. Similarmente, Mod�R
denotará la colección de módulos derechos sobre el anillo R.
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especí�cas como los cocientes, simples, semisimples, etc., propiedades y resultados de mor�smos

de módulos, etc.).6

Asimismo, estaremos manejando otro concepto muy importante: Conexión de Galois. La

idea detrás de tales conexiones permea varias áreas de las matemáticas, pues básicamente

exhibe la relación que existe entre dos estructuras que se hallan cada una en un campo bien

delimitado de estudio aparentemente ajeno del otro. Estas conexiones fueron inspiradas por el

trabajo de Evaristé Galois acerca de su investigación sobre las condiciones de solubilidad por

radicales de ecuaciones polinomiales de grados 5 o superiores.7 Aquí esbozaremos brevemente

cómo es que trabaja la propuesta de Galois para establecer cuándo una ecuación polinomial de

grado 5 o mayor es soluble por radicales.

Mediante la noción moderna de grupo xG, �, ey, la idea consiste en considerar las raíces de

una ecuación polinomial y relacionarlas con un grupo especial. Dado un campo K, considera-

mos L{K la extensión del campo K por L y los isomor�smos σ : L Ñ L tales que σ |K� id,

los cuales son llamados K-automor�smos de L y conforman la colección de objetos AutpL{Kq.

Consideramos el grupo xAutpL{Kq, �, Idy. Ahora consideramos los campos intermedios de L{K

y los subgrupos de AutpL{Kq:

CL{K � tcampos intermedios deL{Ku,

GL{K � tsugrupos deAutpL{Kqu.

De�nimos las siguientes asignaciones: S : CL{K Ñ GL{K dada como M ÞÑ SpMq � AutpL{Mq

donde K �M � L (i.e. M es un campo intermedio entre K y L), F : GL{K Ñ CL{K dada como

H ÞÑ F pHq � LH � ta P L | σpaq � a @σ P Hu donde LH es conocido como el campo �jo de H

(el cual se entiende así debido a que considera los automor�smos que dejan �jos a los elementos

del campo L).8

El papel de las asignaciones S y F es muy importante para establecer cuándo una ecuación

polinomial de grado n arbitrario admite soluciones por radicales, y para que esas asignaciones

nos den esa información requerimos que las extensiones de campos tengan ciertas propiedades

especiales. En primer lugar, se requiere que la extensión en cuestión sea �nita. En segundo lugar

6Al respecto, resulta útil revisar Kasch (1982) y Stenström (1975) para la parte de módulos; los dos primeros
capítulos de Zaldivar (1996) ofrecen un buen panorama sobre los anillos.

7Una buena parte de la vida y obra de Galois es conocida gracias a diversos testimonios. Aunque todavía
no hay un consenso aceptado sobre algunos aspectos particulares de su vida. Se puede encontrar una buena
recopilación bibliográ�ca de Galois en Stewart (3era ed. 2003).

8La notación aquí usada es la misma que se encuentra en Saldivar (1996). La notación sobre los campos
intermedios y subgrupos de Aut(L/K), así como la de las asignaciones S y F, suele ser diferente al manejarse
por otros autores como Howie en su (2006).
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se piden un par de características adicionales. Por una parte, que la extensión L/K satisfaga

que todo polinomio irreducible fpxq P K rxs tal que tenga una raíz en L, las tenga todas en L.

Esto signi�ca que L{K cumple la propiedad de normalidad. Por otra parte, la siguiente pro-

piedad requiere un requisito preliminar: Un polinomio fpxq P K rxs se dice separable si todos

sus factores irreducibles son separables sobre K, y estos irreducibles son separables si no tienen

raíces múltiples en su campo de descomposición (el campo donde viven todas sus raíces). Con

lo anterior, L{K es separable si todo α P L es separable sobre K, donde la separabilidad de α

signi�ca que su polinomio mínimo irreducible asociado irrpα,Kq P K rxs es separable.

Una extensión L/K �nita, normal y separable es lo que se conoce como extensión de Galois.

En tal caso, denotamos al grupo de K -automor�smos como AutpL{Kq � GalpL{Kq y lo lla-

mamos Grupo de Galois.

Las extensiones de Galois son la clave para establecer el criterio de solubilidad de cualquier

ecuación polinomial de grado n. Ahora estamos en posición de presentar el resultado central

de la Teoría de Galois aplicada al problema de establecer tal criterio mediante las siguientes

condiciones:9

Teorema Fundamental de la Teoría de Galois. Sea L/K una extensión de Galois y sea G �

GalpK{Lq el grupo (�nito) de Galois de la extensión. Entonces:

(1) | GalpL{Kq |� rL : Ks.

(2) Las asignaciones F y S son inversas una de la otra.

(3) Si M es un campo intermedio, L �M � K, entonces:

(i) | SpMq |�| GalpL{Mq |� rL :M s.

(ii) rM : Ks �| G | { | SpMq |� rG : SpMqs � índice de S(M) en G.

(4) Si M es campo intermedio, L � M � K ñ M/K es normal sii GalpL{Mq � GalpL{Kq es

un subgrupo normal.

(5) Si para un campo intermedio M, M/K es normal, entonces el grupo de Galois

GalpL{Kq{GalpL{Mq � GalpM{Kq.

La idea central del Teorema Fundamental de la Teoría de Galois es la condición (2) so-

bre las asignaciones inversas F y S una de la otra. Que la extensión sea de Galois es lo que

garantiza que ambas asignaciones sean inversas entre ellas, lo cual ayuda en el análisis del grupo

9La forma en que lo presento aquí sigue las ideas expuestas en Zaldivar (1996). He elegido esta presentación
para que sea más claro el rol de las nociones de normalidad y separabilidad relacionadas con los grupos de
Galois antes descritos. Otras versiones de presentación dadas en otros lugares son más breves en comparación
a la aquí ofrecida.
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de Galois en cuestión.

¾Cómo se relaciona esa correspondencia entre extensiones de campos y grupos de automor-

�smos con la solubilidad de ecuaciones polinomiales de grado n? Una ecuación polinomial f

de grado n, con coe�cientes en un campo K, que es soluble por radicales es tal que sus raíces

inducen el grupo xSn, �, 1ny donde cada permutación actúa de cierto modo sobre las raíces del

polinomio. Con el Teorema Fundamental y las asignaciones F y S, sabemos que el polinomio en

cuestión es soluble por radicales si y sólo si el campo de descomposición de f es una extensión

de K y de Galois si y sólo si xSn, �, 1ny es un grupo soluble. La idea de que un grupo G sea

soluble es la siguiente:10 Existe una cadena �nita de subgrupos 1 � G0 � G1 � ... � Gn � G

tal que: (1) Cada subgrupo es normal en el siguiente, es decir, Gi �Gi�1 con 0 ¤ i ¤ n� 1, y

(2) los cocientes Gi�1{Gi son abelianos para 0 ¤ i ¤ n� 1.

El modo anterior constituye el criterio general para saber si una ecuación polinomial de

grado n es o no soluble por radicales. Sin embargo, éste es sólo un aspecto particular que llegó

a ser resuelto por la Teoría de Galois. Veremos más adelante que la esencia del Teorema Fun-

damental de la Teoría de Galois puede rastrearse más allá de los dominios de los grupos y los

campos.

Ahora que hemos dado el esbozo de estos aspectos de la Teoría de Galois, a continuación

veremos otros conceptos y de�niciones más cercanos a la Teoría de Módulos.

Recordemos que de la Teoría de Categorías tenemos la noción de funtor. Un funtor es una

asignación que relaciona los objetos y mor�smos de un par de categorías (no necesariamente

distintas entre sí). Tomando a R-Mod con estructura de categoría, tenemos la siguiente de�ni-

ción:

De�nición 3. Un prerradical r en R-Mod es un subfuntor del funtor identidad, esto es, a cada

M P R�Mod, r le asigna un submódulo rpMq de tal modo que si φ :M Ñ N es un R-mor�smo

φ la restricción φ æ: rpMq Ñ rpNq es tal que el siguiente diagrama es conmutativo (ι es la

inclusión):

M
φ // N

rpMq

ι

OO

φæ // rpNq

ι

OO

10Véase Zaldivar (1996), p. 167
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Como ejemplos, damos un par de prerradicales de amplia consideración y que serán de par-

ticular interés en este trabajo. Son los denominados como traza y rechazo. Ambos se de�nen

como sigue: Para una subclase C de R-mod,

(i) La traza trC : R �modÑ R �mod se de�ne como

trC pMq �
°
tImpfq | f : U ÑM, U P C u.

(ii) El rechazo reC : R �modÑ R �mod se de�ne como

reC pMq �
�
tKerpgq | g :M Ñ U, U P C u.

Denotaremos como R� pr a la clase de los prerradicales en R�Mod. Además, dotaremos a

R�pr con un orden dado de la siguiente manera: para r, s P R�pr, r ¨ s si @M P R�Mod se

tiene que rpMq ¤ spMq. Adicionalmente, notemos que la relación de submódulos ¤ hace que

¨ sea un orden parcial.

La siguiente importante noción a considerar es la de retícula, las cuales será importante de-

�nir lo su�cientemente general para que consideremos tales estructuras sobre conjuntos, clases

y conglomerados. Será importante señalar que, por una parte, aunque es aceptado que la dis-

tinción entre conjuntos, clases y conglomerados sea importante por diversas razones, nosotros

no dependeremos en este trabajo de tal distinción para llevar a efecto los objetivos tenidos. Por

otra parte, sí permitiremos el libre uso de operaciones conjuntistas usuales, como las de unión,

intersección, potencia, etc., entre clases o conglomerados cuando sea necesario hacerlo, y esto

no representará ningún problema de naturaleza distinta de la que tienen los problemas que nos

conciernen en este trabajo.11

Introducimos las retículas mediante la siguiente de�nición:

De�nición 4. Una retícula o latíz es una cuarteta ordenada pP, ¤, ^, _q donde pP, ¤q es una

colección parcialmente ordenada y no vacía, y para cualesquiera a, b P P existen el supremo y

el ín�mo de ta, bu respectivamente. Lo anterior signi�ca que:

(1) a^ b P P , el ín�mo de a y b, cumple

(i) a^ b ¤ b y a^ b ¤ a, lo que hace a a^ b cota inferior de ta, bu.

(ii) Si hay t P P tal que t ¤ a y t ¤ b, entonces t ¤ a^ b, es decir que a^ b es la máxima cota

inferior.

(2) a_ b P P , el supremo de a y b, cumple

11Si bien suele ser una convención establecida que las clases son colecciones de objetos "demasiado gran-
des"para ser conjuntos (y de ahí que tenga más sentido hablar de cosas como el universo de todos los conjuntos),
no se halla muy fácil en la literatura un tratamiento profundo de qué cosas sean los conglomerados de objetos
salvo la idea básica de tratarse como colecciones de objetos "demasiado grandes"para ser clases. Nosotros asu-
miremos lo mismo en este trabajo sobre los conglomerados, pues para algunos resultados y usos de herramientas
formales en este trabajo será conveniente considerar conglomerados de objetos.
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(i) a ¤ a_ b y b ¤ a_ b, lo que hace a a_ b cota superior de ta, bu.

(ii) Si hay t P P tal que a ¤ t y b ¤ t, entonces a_ b ¤ t, es decir que a_ b es la mínima cota

superior.

Se pueden dar diversos ejemplos de retículas empleando tipos de operaciones que permitan

tener supremos e ín�mos dentro de conjuntos. Un ejemplo de una retícula es el que podemos

tener dado un conjunto cualquiera A y empleando operaciones conjuntistas elementales, por lo

que pP pAq, �, X, Yq es una retícula. Además, la estructura reticular que tienen varias de esas

colecciones se puede modi�car, resultando en estructuras que poseen sólo algunas de las pro-

piedades mencionadas en la De�nición 4. Así, por ejemplo, si en una colección de objetos sólo

se tienen ín�mos para el caso en que se consideran exclusivamente pares de objetos, entonces

es una ^ - semirretícula; pasa lo propio al respecto de la existencia de sólo supremos para los

pares de objetos, y aquí es una _ - semirretícula. Nótese que, en estos términos, tenemos una

retícula cuando la colección de objetos cumple con ser ^ - semirretícula y _ - semirretícula.

Por otra parte, al fortalecer las condiciones del ín�mo y supremo para que se cumplan en

conjuntos de tamaño |X| para un conjunto X cualquiera, obtenemos una estructura de ^ -

semirretícula completa y _ - semirretícula completa. En forma análoga, la retícula es completa

cuando es ambas semiretículas anteriores.

Antes de dar la siguiente de�nición, concederemos que
�
R � pr,¨,^,_,p0,p1	 es una re-

tícula. A continuación damos un par de asignaciones nuevas, dada trαuαPX una familia de

prerradicales subindexada por un conjunto X :

De�nición 5. 1)
�
trαuαPX : R �Mod ÝÑ R �Mod dada como M ÞÑ

¸
αPX

rαpMq.

2)
�
trαuαPX : R �Mod ÝÑ R �Mod dada como M ÞÑ

£
αPX

rαpMq.

M
φ // N

°
rαpMq

ι

OO

°
rαpNq

ι

OO

M
φ // N

�
rαpMq

ι

OO

�
rαpNq

ι

OO
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Por cómo se de�nen los prerradicales, se cumple que: φp
°
rαpMqq �

°
φprαpMqq �

°
rαpMq,

algo similar ocurre con la de�nición con
�
rαpMq y el mor�smo φ.

Llamamos a
�
trαuαPX el supremo de trαuαPX , mientras que

�
trαuαPX es el ín�mo de la

misma familia de prerradicales.

Al considerar la colección R � pr de prerradicales, más adelante se de�nirán las clases

Tr � tM P R �Mod | rpMq �Mu y Fr � tN P R �Mod | rpNq � 0u. En este trabajo serán

de suma importancia para nuestro estudio y estableceremos una serie de propiedades y resul-

tados de ellas.

Trabajaremos con otro concepto importante que es el de asignación u homomor�smo entre

retículas. La de�nición, como es de esperar, postula la compatibilidad de estas asignaciones con

las operaciones de supremo e ín�mo que haya en las retículas involucradas:

De�nición 6. Sean xA,¤,_,^y y xB,¨,_,^y dos retículas. Una asignación f : AÑ B es:

1. Homomor�smo de retículas si:

@a, b P A pfpa_ bq � fpaq _ fpbq y fpa^ bq � fpaq ^ fpbqq.

2. Anti-homomor�smo de retículas si:

@a, b P A pfpa_ bq � fpaq ^ fpbq y fpa^ bq � fpaq _ fpbqq.

Estaremos trabajando con homomor�smos de retículas con propiedades adicionales más es-

pecí�cas, los cuales servirán para obtener otros resultados que usaremos en nuestro estudio.

Nos falta un último concepto, el de teoría de torsión, para tener todos los preliminares

necesarios en nuestro estudio. Para hablar de teorías de torsión, requerimos de algunas de�-

niciones previas sobre propiedades que debe cumplir una cierta colección de objetos relevante.12

De�nición 7. Sea la clase C � ℘pR �Modq. Decimos que C es cerrada bajo:

1. Monomor�smos: Si dados M P C , N P R�Mod y un monomor�smo f : N ÑM , entonces

se tiene que N P C .

2. Epimor�smos: Si dados M P C , L P R �Mod y un epimor�smo g : M Ñ L, entonces se

tiene que L P C .

3. Sumas directas: Si dada tMαuαPΛ � C , se tiene que
à
αPΛ

Mα P C .

4. Productos directos: Si dada tMαuαPΛ � C , se tiene que
¹
αPΛ

Mα P C .

12Estas nociones pueden tener más de una manera de presentarse. Las de�niciones que siguen a continuación
son tomadas de Dauns y Yiqiang (2006). Aunque ellos dan las de�niciones en términos categorías, aquí hemos
decidido darlas desde el contexto de la colección R-Mod para tener una mejor aproximación desde este trabajo.
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5. Extensiones: Si dada una sucesión exacta 0 ÝÑ N ÝÑ M ÝÑ L ÝÑ 0 con N, L P C , se

tiene que M P C .

6. Cápsulas inyectivas: Si M P C , entonces EpMq P C .

De�nición 8. Una clase C P ℘pR �Modq es:

1. Clase de pretorsión si es cerrada bajo epimor�smos y sumas directas.

2. Clase libre de pretorsión si es cerrada bajo monomor�smos y productos directos.

3. Clase de torsión si es clase de pretorsión y es cerrada bajo extensiones.

4. Clase libre de torsión si es clase libre de pretorsión y es cerrada bajo extensiones.

5. Clase de pretorsión hereditaria si es cerrada bajo epimor�smos, monomor�smos y sumas

directas.

6. Clase de torsión hereditaria si es cerrada bajo epimor�smos, monomor�smos, sumas directas

y extensiones.

7. Clase libre de torsión hereditaria si es cerrada bajo cápsulas inyectivas, epimor�smos, pro-

ductos directos y extensiones.

Un ejemplo de algunas clases señaladas en la de�nición anterior lo constituyen las coleccio-

nes Tr y Fr, que son clases de pretorsión y libre de pretorsión, respectivamente, para r P R�pr.

Es conveniente establecer la siguiente notación para hablar de algunas de las clases recién men-

cionadas: T-tors para las clases de torsión, L-tors para las clases libres de torsión, T-torsh para

las clases de torsión hereditaria y L-torsh para las clases libres de torsión hereditaria.

De�nición 9. Una Teoría de torsión en R-Mod es una pareja ordenada pT,Fq de clases de

R-módulos que satisface lo siguiente:13

1. TX F � t0u.

2. T es cerrada bajo epimor�smos.

3. F es cerrada bajo monomor�smos.

4. Para cada M P R�Mod existe una sucesión exacta 0 ÝÑ T ÝÑM ÝÑ L ÝÑ 0 con T P T

y L P F.

Otra manera de hablar de las teorías de torsión es con la siguiente lista de propiedades:

1. HompT, F q � 0 @T P T @F P F.

2. Si M P R �Mod es tal que HompM,F q � 0 @F P F, entonces M P T.

3. Si N P R �Mod es tal que HompT,Nq � 0 @T P T, entonces N P F.

13Esta de�nición, con su respectiva restricción a R-Mod, se halla en Dickson (1964).
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Con estas nociones y conceptos, ya contamos con los recursos necesarios para comenzar

nuestro análisis de ciertas teorías de torsión relacionadas con algunos tipos especiales de pre-

rradicales y módulos. Para esto utilizaremos una generalización de algunos de los conceptos

mencionados en el estudio de la Teoría de Galois, los cuales permiten establecer, bajo deter-

minadas condiciones, cuándo existe una relación entre tales teorías de torsión, prerradicales y

módulos. En el siguiente capítulo nos enfocaremos en la introducción de los elementos para

profundizar esta idea, además de ofrecer algunos resultados útiles para el estudio que haremos.



Capítulo 2

Conexiones de Galois: Algunas propiedades y resultados

Ahora veremos la noción clave para estudiar las relaciones entre ciertas teorías de torsión y

ciertas clases de módulos y prerradicales. Nuestro objetivo aquí será llegar a uno de los resul-

tados centrales que permite exponer la conexión entre teorías con clases de torsión y libres de

torsión, y cómo eso se relaciona con ciertos prerradicales y módulos entre ellos.14

Empezaremos por recordar que una asignación entre conjuntos f : A Ñ B es preservadora

de orden si, dados unos órdenes pA, ¤q y pB, ¨q, se cumple que si p, p1 P A son tales que p ¤ p1,

entonces fppq ¨ fpp1q en B. En estos términos, procedemos a dar la siguiente de�nición:

De�nición 10. Una conexión de Galois entre dos conjuntos parcialmente ordenados pA,¤q

y pB,¨q es el par xf�, f
�y de asignaciones f� : AÑ B y f� : B Ñ A tales que

a ¤ f�f�paq, @a P A y b ¨ f�f
�pbq, @b P B.

Equivalentemente: a ¤ f�pbq sii f�paq ¨ b @a P A @b P B. A f� se le conoce como parte

residuada y a f� como parte residual. Un aspecto importante de la De�nición 10 es que

se expone de modo que la función f� preserva el orden en que las imágenes bajo esta función

se comparan con los elementos de A. Esta característica de�ne a la conexión de Galois como

isótona.15 Dados dos COPOS A y B, denotaremos por GalpA,Bq a la colección de conexiones de

14La mayoría de las de�niciones y resultados que consideraremos sobre las conexiones de Galois obedecen a
la exposición dada en Fernández (2011) y Cerda (2016).

15En contraste, hay las conexiones de Galois antítonas, las cuales di�eren de las expuestas en la de�nición
sólo por lo siguiente: b ¤ f�f

�pbq, @b P B. En otras palabras, las asignaciones antítonas invierten el orden
en que aparecen los elementos evaluados del dominio. Es importante que consideremos esta distinción entre
conexiones, pues más adelante veremos que el tomar uno u otro tipo nos permite estudiar algunas propiedades
de las conexiones exclusivamente para el determinado tipo considerado, por ejemplo al hablar de sistemas de
cerrados (propios de las conexiones antítonas) y de sistemas de abiertos (considerados dentro de las conexiones
isótonas). En algunos de los resultados a presentar en este capítulo, consideraremos el uso de conexiones de un
tipo sobre el otro, y en el respectivo resultado sólo bastará dualizar el caso contemplado a su correspondiente.

11
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Galois antítonas entre A y B, mientras que GalipA,Bq denotará a la colección de las respectivas

conexiones isótonas.

Antes de dar los primeros resultados sobre algunas propiedades de las conexiones de Galois,

requerimos lo siguiente:16

De�nición 11. Un operador cerradura (interior) h : P Ñ P , con pP,¤q un conjunto parcial-

mente ordenado, cumple las siguientes condiciones:

1. h es un mor�smo de orden.

2. h es in�atoria: @p P P, p ¤ hppq (y en el caso del operador interior: hppq ¤ p).

3. h es idempotente: h � h � h.

De�nición 12. Sea xP, ¤y un COPO. Un sistema de cerrados(abiertos) de P es un Q � P

tal que @p P P el conjunto tq P Q|p ¤ qu (tq P Q|q ¤ pu) tiene elemento menor (mayor),

usualmente denotado p (p�). Los elementos de Q se llaman cerrados (abiertos).

De la De�nición 11, podemos deducir inmediatamente que f�f� es un operador cerradura

y f�f� es un operador interior (o cerradura en el caso de que la conexión de Galois sea antí-

tona). Esto es que, si h � f�f� entonces se cumplen las tres condiciones de la De�nición 11:

(1) si p, p1 P A son tales que p ¤ p1 entonces hppq ¨ hpp1q porque f� preserva el orden; (2)

h es in�atoria por la De�nición 10; (3) por un lado, hpxq ¨ hphpxqq por ser h in�atoria, por

otro lado pf�f�qf�pxq ¨ f�pxq por la De�nición 10, y operando f� en ambos lados de esta

relación tenemos que hphpxqq ¨ hpxq, por lo que tenemos que h � h � h.17 Con la siguiente

proposición se exhibirán ciertos sistemas de cerrados (o abiertos) que están asociados siempre

con los operadores cerradura (o interior):

Proposición 1. Sea xP, ¤y un COPO.

1. Si h es un operador cerradura (interior) sobre P, h(P) es un sistema de cerrados (abiertos)

de P.

2. Si Q es un sistema de cerrados (abiertos) de P, entonces la función h : P Ñ P de�nida

como hppq � p (hppq � p�) es un operador cerradura (interior) sobre P.

Demostración. Debido a la dualidad de las nociones de cerradura e interior, bastará un caso

para cada inciso:

16Ver de�niciones 2.4 y 2.5 de Fernández en su (2011).
17Se hacen desarrollos similares para demostrar que f�f

� es un operador interior.
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1) Sea h un operador interior sobre xP, ¤y. Sabemos que hpP q � ty P P | Dx P P phpxq � yqu. Ha-

cemos Ap � thpxq P P | hpxq ¤ pu, y como h es operador interior, tenemos que hphpxqq ¤ hppq,

y por la idempotencia de h tenemos que hphpxqq ¤ hpxq ¤ hppq, además h es in�atoria, por lo

que hppq ¤ p. Por tanto, tenemos que @p P P , Ap tiene a hppq su mayor elemento, así que hpP q

es un sistema de abiertos.

2) Sea Q un sistema de cerrados y la función h : P Ñ P dada como hppq � p @p P P . Veamos

que h es un operador cerradura:

(i) Sea p ¤ p1. Como hppq � mintq P Q � P | p ¤ qu ¤ mintq P Q � P | p1 ¤ qu � hpp1q, pues

p1 P tq P Q � P | p ¤ qu, entonces hppq ¤ hpp1q.

(ii) Como @p P P, p ¤ p, se tiene que p ¤ hppq � p.

(iii) hphppqq � hpP q � hpmintq P Q � P | p ¤ quq � mintq P Q � P | p ¤ qu � hpP q.

Q.E.D.

Otra propiedad que podemos deducir de las de�niciones de sistemas de cerrados (abier-

tos) y de los operadores cerradura (interior) para el caso del operador f�f� (y el f�f�) es

que impf�q y impf�q son isomorfos (anti-isomorfos). La justi�cación de esto es que podemos

establecer una nueva asignación h : impf�q Ñ impf�q tal que hpaq � a�, de modo que cada

sistema de cerrados del conjunto A corresponda con un sistema de cerrados (o abiertos, en el

caso de la conexión isótona) del conjunto B.

Con el siguiente resultado veremos que las conexiones de Galois son muy bien comportadas

cuando transitamos de la parte residuada a residual y viceversa. Esto quiere decir que no hay

riesgo de que se vaya a escapar algún elemento particular de los COPOS involucrados en las

conexiones de Galois dadas:

Proposición 2. Si xf�, f
�y es una conexión de Galois entre los COPOS pA,¤q y pB,¨q,

entonces:

1) f�f
�f� � f�

2) f�f�f
� � f�

Demostración. Haciendo el desarrollo de una igualdad, la otra se desarrolla de manera aná-

loga:

1) De la de�nición de conexión de Galois, tenemos que para todo a P A se cumple que

a ¤ f�f�paq, y como f� es un mor�smo de orden, f�paq ¤ f�f
�f�paq. Pero como f�paq P B,

se cumple que pf�f�qf�paq ¤ f�paq. Luego f�f�f�paq � f�paq.
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Q.E.D.

Algo más que podemos deducir del hecho de que impf�q y impf�q son isomorfos, y de

que f�f� (y f�f
�) es operador cerradura (interior), es lo siguiente. Como los puntos �jos

de f�f� son justo los miembros de impf�q debido a la Proposición 2, entonces se tiene que

impf�f�q � impf�q. En modo análogo, concluimos que impf�f�q � impf�q. De modo que

tenemos un isomor�smo entre impf�f�q y impf�f�q. Otra propiedad importante de las cone-

xiones de Galois es que tienen la capacidad de construirse cuando se tiene que determinadas

asignaciones cumplen ciertas propiedades. Por ejemplo, si se tienen A y B un par de grandes

retículas completas, y f : AÑ B es una asignación tal que fp
�
Sq �

�
fpSq, @S � A, enton-

ces al de�nir una nueva asignación g : B Ñ A como gpbq �
�
ta P A | fpaq ¥ bu, g se vuelve

la parte residual de una conexión de Galois xf � f�, f
� � gy entre A y B donde f es la parte

residuada.18 El mismo proceso se puede desempeñar al tener primero la asignación g : B Ñ A

y de�nir la asignación f como antes.

Requerimos que las conexiones de Galois nos permitan un manejo de los COPOS involu-

crados en términos de retículas. Para esto, recordando la De�nición 6 del capítulo anterior,

tenemos el siguiente resultado:

Proposición 3. Sean A y B dos grandes retículas completas. Entonces xf�, f
�y P GalpA,Bq

si y sólo si f�p
�
Sq �

©
sPS

f�psq para todo S � A y f�p
�
T q �

©
tPT

f�ptq para todo T � B.

Demostración. (ñ) Al tomar una conexión xf�, f
�y y S � A, para un s P S se cum-

ple que s ¤
�
S implica que f�p

�
Sq ¤ f�psq por ser f� antítona. Luego se cumple que

f�p
�
Sq ¤

�
f�psq. Ahora, como toda s1 P S cumple que

©
sPS

f�psq ¤ f�ps
1q, tenemos que

©
sPS

f�psq ¤ f�p
ª

Sq por ser A una retícula completa. Luego f�p
�
Sq �

©
sPS

f�psq. Un razo-

namiento similar se da para f�.

(ð) Sabemos, por lo anterior dicho que cumplen las conexiones de Galois, que existe g : B Ñ A

tal que xf�, gy P GalpA,Bq. Terminamos al mostrar que g � f�:

Para un b P B, sea A1 � ta P A | a ¤ f�pbqu. Como se cumple que:

a ¤
�
A1 � f�pbq si y sólo si b ¤ f�f

�pbq � f�p
�
A1q ¤ f�paq

entonces
�
A1 � f�pbq. Sólo de�nimos g : B Ñ A como gpbq �

�
ta P A | fpaq ¥ bu para que

se tenga que g � f�.
18Veri�car esto es una labor de mera aplicación de las de�niciones de conexiones de Galois.
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Q.E.D.

Lo anterior resulta ventajoso en términos del estudio de las retículas involucradas. No obs-

tante, si denotamos como 0A, 1A a �el más pequeño� y �el más grande� de los elementos de cual-

quier retícula A (involucrado el orden), entonces tenemos que f�p0Aq � 1B y f�p0Bq � 1A sin

el supuesto de que la retícula sea completa. La razón de esto es que, si tomamos f P GalpA,Bq,

entonces por lo deducido de la Proposición 1 sabemos que impf�q y impf�q son anti-isomorfos,

y como f�f� y f�f� son los operadores interior que satisfacen la De�nición 11, entonces te-

nemos el resultado. Además, para el caso en que las retículas de la conexión de Galois sean

completas, se cumple que f�p1Aq �
�
f�pAq y f�p1Bq �

�
f�pBq. Lo anterior para el caso en

que f � xf�, f
�y P GalpA,Bq.19

Para f P GalpA,Bq, vamos a establecer que f-cerr � impf�q y cerr-f � impf�q. Con esto,

notemos que f�cerr � A y cerr�f � B son ambos sistemas de cerrados, donde f�f� : AÑ A

y f�f� : B Ñ B son los operadores cerradura correspondientes que relacionan esos sistemas.

Ahora, requerimos de la siguiente de�nición para establecer un cierto orden entre las cone-

xiones de Galois que podamos dar entre un par de COPOS:

De�nición 13. Para GalpA,Bq se de�ne un orden "¤", conocido como orden puntual, dado

como sigue:

Para cualesquiera f, g P GalpA,Bq, f ¤ g si y sólo si f�paq ¤ g�paq y f
�pbq ¤ g�pbq para

todos a P A, b P B.20

Como A y B tienen órdenes parciales, el orden de la anterior de�nición resulta ser un orden

parcial. La de�nición 13 nos permite pensar en un buen candidato que sería el ín�mo de un par

de conexiones de Galois. Para el par de retículas A, B, el ín�mo de f, g P GalpA,Bq es dado como

f ^g � xf�^g�, f
�^g�y, donde pf�^g�qpaq � f�paq^g�paq y pf�^g�qpbq � f�pbq^g�pbq.

Con esto, podemos deducir que, dados f, g P GalpA,Bq, f ^ g P GalpA,Bq.

Con lo anterior, nos damos cuenta de lo siguiente. Para cada tfiuiPX � GalpA,Bq, el ín-

�mo de esa familia de conexiones se de�ne de manera similar al caso de tener dos de ellas:©
iPX

fi � xp
©
iPX

fi�q, p
©
iPX

f�i qy.

Con el orden puntual de�nido y la noción de ín�mo para familias de conexiones de Galois

de tamaño arbitrario, tenemos que xGalpA,Bq,¤,^y es una ^-semirretícula completa, por lo

19Para el caso en que f P GalipA,Bq, se tiene que f�p1Bq �
�

f�pBq. Recordemos que la conexión isótona
preserva el orden de las retículas.

20En GalipA,Bq este orden puntual cambia la condición necesaria por: g�paq ¤ f�paq de las partes residuadas.
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que se vuelve una retícula completa. La justi�cación de esto último se debe a que, para cada

familia taiuiPX de elementos de A, podemos construirle su supremo tomando el ín�mo de la

familia tb P A | ai ¤ b, @i P Xu.

Proposición 4. Sean A y B COPOS y ¤ como en la De�nición 13.

1. Si A y B son grandes retículas completas, entonces xGalpA,Bq,¤y es una gran retícula

completa.

2.Si A y B son grandes retículas distributivas, entonces xGalpA,Bq,¤y es una gran retícula

distributiva.

3. Si A y B son grandes retículas booleanas, entonces xGalpA,Bq,¤y es una gran retícula

booleana.

4. Si A y B son grandes marcos, entonces xGalpA,Bq,¤y es un gran marco.

Demostración.

1) Sean A y B grandes retículas completas. Entonces si tomamos la familia tfiuiPX � GalpA,Bq,

se tiene que
©
iPX

fi � xp
©
iPX

fiq�, p
©
iPX

fiq
�y tal que

©
iPX

fipaq @a P A es el ín�mo de tfiuiPX apli-

cadas en ese elemento. Luego xGalpA,Bq,¤y es una ^-semirretícula completa, lo que la hace

una gran retícula completa por el método de construcción de supremos visto antes de esta

proposición.

2) Sean A y B grandes retículas distributivas y f, g, h P GalpA,Bq. Calculando para un a P A:

pf ^ pg _ hqqpaq � pf� ^ pg� _ h�q, pf
� ^ pg� _ h�qqpaq � ppf� ^ g�q _ pf� ^ h�qpaq, pf

� ^

g�q_pf�^h�qpaqq � pf^gq_pf^hqpaq donde la segunda igualdad sale por la distributividad

de B. El desarrollo al aplicar la conexión a b P B y usando que A es distributiva nos arroja en

modo análogo el resultado. Por lo tanto, xGalpA,Bq,¤y es una gran retícula distributiva.

3) Sean A y B grandes retículas booleanas y f P GalpA,Bq. Como B es booleana, @a P A tal

que fpaq P B, Dg P GalpA,Bq, Db P B tales que pf _ gqpbq � 1paq � a y pf ^ gqpbq � 0paq � 0.

El desarrollo es análogo al tomar b P B y usando que A es booleana.

4) Sean A y B grandes marcos, f P GalpA,Bq y tgiuiPX � GalpA,Bq. Usando que B es marco,

tenemos que
ª
iPX

tf ^ giupaq � f ^ p
ª
iPX

giqpaq. Análogamente con b P B y usando que A es

marco. Por tanto, xGalpA,Bq,¤y es gran marco.

Q.E.D.

Notemos que hay una estrecha relación entre las conexiones de Galois, los operadores cerra-

dura (interior) y los sistemas de cerrados (abiertos). En el siguiente resultado se expone la idea
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de cómo obtener conexiones de Galois al contar con ciertos sistemas de cerrados (abiertos) y

anti-isomor�smos (isomor�smos):

Proposición 5. Sean A y B COPOS, y Φ � A y Φ1 � B sistemas de cerrados. Si Φ y Φ1 son

anti-isomorfos como grandes copos, entonces para cada par de anti-isomor�smos g : Φ Ñ Φ1 y

h : Φ1 Ñ Φ existe una única f P GalpA,Bq tal que f � cerr � Φ, cerr � f � Φ1, f�|Φ � g y

f�|Φ1 � h.

Demostración. Tomando las hipótesis y lo que sabemos de los sistemas de cerrados, sabemos

que para cada uno de esos sistemas existe un operador cerradura. Sean φ : AÑ A y φ1 : B Ñ B

dos operadores cerradura tales que φpAq � Φ y φ1pBq � Φ1. Tomamos g : ΦÑ Φ1 y h : Φ1 Ñ Φ

los anti-isomor�smos.

De�niendo las asignaciones f� : AÑ B y f� : B Ñ A como f�paq � gpφpaqq y f�pbq � hpφ1pbqq

tenemos lo buscado:

f� y f� ya invierten el orden por cómo se de�nen. Resta mostrar que sus composiciones son

in�atorias. Como para cada a P A se cumple que a ¤ φpaq, entonces f�paq ¥ f�pφpaqq y

φpaq � f�pf�paqq ¤ f�pf�pφpaqqq porque f�pf�paqq � hφ1pgpφpaqqq � hgpφpaqq � φpaq, don-

de la tercera igualdad se obtiene porque φ1 en Φ1 es la igualdad. Así que f�f� es creciente

(análogamente para f�f�).

Tenemos que f � xf�, f
�y P GalpA,Bq con f � cerr � Φ y cerr� f � Φ1. Además f� æΦ� g y

f� æΦ1� h.

(Unicidad) Si hay k P GalpA,Bq tal que k � cerr � Φ y cerr � k � Φ1, k� æΦ� g y k� æΦ1� h,

para cada a P A se cumple que a ¤ k�k�paq ¤ k�k�pφpaqq � φpaq. Así k�k�paq � φpaq y

k�paq � k�k
�k�paq � k�pφpaqq, por lo que k�paq � k�pφpaqq � gpφpaqq � f�paq (similarmente

k�pbq � f�pbq). Por tanto k � f .

Q.E.D.

Hasta aquí, recordemos que nuestro objetivo es preparar los resultados adecuados para

poder estudiar las conexiones de Galois entre ciertos conglomerados de objetos. Para esto, re-

querimos exponer las condiciones que ciertos conglomerados de objetos cumplen para tener

acceso al estudio de determinadas conexiones de Galois que nos interesarán después. En este

punto, se requiere de una nueva noción que presentaremos ahora:

De�nición 14. Sean A y B dos clases. Una polaridad es una conexión de Galois entre los
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conglomerados x℘pAq,�y y x℘pBq,�y.21

Debido a cómo hemos de�nido las conexiones de Galois aquí, estamos listos para exponer

un resultado muy importante para llevar a cabo nuestro estudio. La generalidad de este resul-

tado tiene como ventaja adicional que nos permite explorar minuciosamente el conglomerado

℘pA�Bq para las clases A y B :

Teorema 6. (Teorema de polaridades) Sean A y B conglomerados parcialmente ordenados,

entonces existe un isomor�smo de orden entre los conglomerados

x℘pA�Bq,�y y xGalp℘pAq, ℘pBqq,�y.

Demostración. La idea de fondo es de�nir las siguientes asignaciones:

λ : Galp℘pAq, ℘pBqq Ñ ℘pA�Bq donde λpfq � tpa, bq P A�B | b P f�ptauqu
22

µ : ℘pA�Bq Ñ Galp℘pAq, ℘pBqq dada como µpRq � xfR, f
Ry donde:

fRpUq � tb P B | pa, bq P R @a P Uu para toda U P ℘pAq

fRpV q � ta P A | pa, bq P R @b P V u para toda V P ℘pBq

Se veri�ca por las de�niciones de f� y f� que xf�, f�y P Galp℘pAq, ℘pBqq. Veamos el resto de

propiedades:

(λ preserva orden) Sean f, g P Galp℘pAq, ℘pBqq tales que f ¤ g. Entonces f�pUq � g�pUq,

y para todo pa, bq P λpfq se cumple que b P f�ptauq � g�ptauq y así pa, bq P λpgq. Luego

λpfq � λpgq.

(µ preserva orden) Para R, S P ℘pA � Bq tales que R � S y U P ℘pAq, si b P fRpUq entonces

pa, bq P R � S, por tanto b P fSpUq. Entonces fR ¤ fS (análogo: fR ¤ fS). Luego µpRq ¤ µpSq.

(µ y λ son inversas entre sí) Para f P Galp℘pAq, ℘pBqq se cumple que µpλpfqq � µptpa, bq P

A � B | b P f�ptauquq. Para R � tpa, bq P A � B | b P f�ptauqu y U P ℘pAq se tiene que

fRpUq � tb P B | pa, bq P R @a P Uu � tb P B | b P f�ptauq, @a P Uu � f�pUq (similarmente:

fRpV q � f�pV q para V P ℘pBq). Por tanto µpλpfqq � f . Desarrollos similares arrojan que

λpµpRqq � λpxfR, f
Ryq � R.

Q.E.D.

La idea central detrás de la demostración del Teorema de polaridades está en de�nir de manera

21Véase la de�nición 1.26 en Ibíd. Cabe notar que para el caso de considerar GalipA,Bq, debemos considerar
el conglomerado x℘pBqop,�y. Lo anterior para considerar una conexión de Galois entre las potencias de dos
clases cualesquiera ordenadas por la contención, pues esa es la forma más general de extraer una conexión de
ese estilo. Véase la def. 4.1 de Fernández (2011), p. 29.

22Podríamos igualmente haber de�nido esto con a P f�ptbuq.
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adecuada un par de asignaciones convenientes para establecer el isomor�smo buscado. Noso-

tros presentamos las asignaciones aquí del siguiente modo. Se de�ne λ : GalpA,Bq Ñ ℘pA�Bq

como λpfq � tpa, bq P A � B | b P f�ptauqu, lo cual está igualmente bien de�nido si hacemos

λpfq � tpa, bq P A � B | a P f�ptbuqu. Por otra parte, sea µpRq : ℘pA � Bq Ñ GalpA,Bq

dada como µpRq � pfqR � xfR, f
Ry donde fRpUq � tb P B | pa, bq P R @a P Uu para cualquier

U P ℘pAq, y fRpV q � ta P A | pa, bq P R @b P V u para cualquier V P ℘pBq. La de�nición de

µ en cualquier relación R hace que las asignaciones fR y fR sean antítonas y que sus respec-

tivas composiciones entre ellas sean operadores cerradura. Después, es rutina el veri�car que

las asignaciones λ y µ son inversas entre ellas, quedando demostrado el Teorema.23 Además, el

Teorema de polaridades nos permite tener un aspecto adicional sobre familias de relaciones de

A � B. Si tRiuiPX � ℘pA � Bq, a la relación
£
iPX

Ri � R le toca la polaridad pfqR �
©
iPX

pfqRi

que es el ín�mo de las polaridades tpfqRi
uiPX � Galp℘pAq, ℘pBqq.

En este punto, debe ser claro que las conexiones de Galois particulares están fuertemente

ligadas a los órdenes que los conjuntos (clases o conglomerados) poseen. Esto es más notorio

al �jarnos que, en el Teorema de polaridades, se dijo que las imágenes de las partes residuadas

y residuales se ven como los elementos que se comportan como cierta relación R indica. Las

propiedades de los operadores cerradura y la composición entre partes residuadas y residuales

nos informan cómo las conexiones de Galois respetan el orden de los objetos de los conjuntos.

La siguiente proposición hará uso del siguiente modo conveniente en que se pueden ver a todos

los miembros de GalpA,Bq como generados por un cierto tipo de conexión. Para cada a P A y

b P B se de�ne pa,b : AÑ B como

pa,bpxq �

$'''''&
'''''%

1 si x � 0

b si 0   x ¤ a

0 si x ¦ a

(1)

Proposición 7. Sean A y B grandes retículas. Entonces para cada a P A y b P B tenemos que

xpa,b, pb,ay P GalpA,Bq. Además, para toda f P GalpA,Bq, existen taiuiPX � A y tajujPY � B

tales que f es el supremo de txpai,bj , pbj ,aiyuiPX jPY � GalpA,Bq.

Demostración. El objetivo es mostrar que

23Como parte de los resultados de este teorema, para R P ℘pA�Bq se denota µpRq como pfqR � xfR, f
Ry.
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f �
ª
xPA

txpb,a, pa,by | a � f�f�pxq, b � f�pxqu.

Para x P A tal que a � f�f�pxq, b � f�pxq, pa,bpxq � f�pxq � b porque x ¤ f�f�pxq � a. Pero

para todo y P A tal que y � x, 0 se cumple que pa,bpyq ¤ pa,bpxq porque si y ¦ x ¤ f�f�pxq � a

entonces pa,bpyq � 0, y si y   x con f�f�pxq � a entonces pa,bpyq � b � pa,bpxq. Si y ¤ x

entonces pa,bpxq ¤ pa1,b1pyq, donde a1 � f�f�pyq y b1 � f�pyq porque b ¤ f�pyq � b1. Así, pa,bpyq

toma su valor máximo en a � f�f�pxq, b � f�pxq.

Para y P A se tiene que
ª
xPA

tpa,bpyq | a � f�f�pxq, b � f�pxqu � f�pyq.

Algo similar puede decirse para pb,a: Si z P B entonces pb,apzq toma su valor máximo en

b � f�f
�pzq y f�pzq � a. Así se cumple que

ª
xPA

tpb,apzq | a � f�f�pxq, b � f�pxqu � f�pzq.

Por lo tanto se tiene que

f �
ª
xPA

txpb,a, pa,by | a � f�f�pxq, b � f�pxqu.

Q.E.D.

Con esta última proposición y el Teorema de polaridades, hemos alcanzado los puntos im-

portantes en el inicio del estudio de las relaciones entre colecciones de R-Mod, prerradicales

entre los miembros de R-Mod y clases de (pre)torsión y libres de (pre)torsión que forman teo-

rías de torsión. Recordemos que nuestro estudio gira alrededor de la cuestión de cómo entender

las colecciones de R-Mod cuando el anillo que subyace a los módulos es de determinada forma,

o cuando se tiene más información de los R-prerradicales entre dichos módulos. Y ahora con-

tamos con una manera precisa en términos de asignaciones especiales de estudiar lo que ocurre

en estas colecciones de R-módulos y R-prerradicales que exponen las relaciones especiales entre

ellos. Veremos después que algunos de los conceptos y resultados que tenemos ahora (como la

noción de polaridad) se pueden generalizar para obtener información precisa en una etapa más

global que incluye el estudio de lo que consideraríamos como ℘pR �Modq y ℘pR � prq, pero

antes convendrá que nos �jemos en cómo trabajar con los prerradicales más profundamente.

En esto último nos concentraremos a continuación.



Capítulo 3

Sobre Prerradicales y R-módulos

Anteriormente dimos en los preliminares las de�niciones de R-módulo y R-prerradical para

algún anillo R. Ahora, para poder comenzar nuestro estudio sobre conexiones de Galois entre

esos dos tipos de objetos, requerimos de más teoría y resultados que nos serán útiles.24

Nos enfocaremos en examinar algunas propiedades y resultados adicionales sobre prerra-

dicales que debemos tener en cuenta. Empezaremos por recordar que, para un σ P R � pr,

σpRq siempre es un ideal bilateral del anillo R (deberemos recordarlo para algunos aspectos

que surgirán después). Además, tenemos la siguiente asignación dado un prerradical cualquiera:

De�nición 15. Sea σ P R � pr. El coprerradical de σ es la asignación σ� : R �Mod Ñ

R � Mod de�nida como σ�pMq � M{σpMq, y a cada mor�smo f : M Ñ N le asigna el

mor�smo σ�pfq :M{σpMq Ñ N{σpNq. Así, σ induce el funtor σ�.

Ahora veremos que, en general, los prerradicales se comportan bien respecto a las sumas

directas de R-módulos. Pero no tanto respecto a los productos directos. No obstante, esta ven-

taja puede llevarse al caso más general en donde se pueden considerar otras categorías además

de R-Mod:

Proposición 8. Sean σ P R � pr y tMαuαPΛ, entonces se tiene que:

1. σp
à
αPΛ

Mαq �
à
αPΛ

σpMαq.

2. σp
¹
αPΛ

Mαq ¤
¹
αPΛ

σpMαq.

24Muchos resultados concernientes al estudio de prerradicales en Teoría de Módulos que estaremos conside-
rando aquí se hallan expuestos en Kash (1982) y, principalmente, Stenström (1975). Para la exposición de los
resultados pertinentes a este trabajo, me baso en la presentación que se hace en Cerda (2016) (salvo algunas
excepciones donde, por ejemplo, cambio la notación a una más común a la usada en los cursos superiores de
álgebra moderna).

21
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Demostración. Sean tMαuαPΛ � R�Mod y σ P R� pr. Veamos que se cumplen las propie-

dades dichas:

(1) Para cada β P Λ tenemos las asignaciones canónicas de inclusión y proyección como sigue:

ιβ :Mβ Ñ
à
αPΛ

Mα y ρβ :
à
αPΛ

Mα ÑMβ. De modo que se cumple lo siguiente

(I) ιβpσpMβqq ¤ σp
à
αPΛ

Mαq

(II) ρβpσp
à
αPΛ

Mαqq ¤ σpMβq

(Caso ¤) Tomamos φ P σp
à
αPΛ

Mαq. Por (II), todo β cumple que ρβpφq P σpMβq. Así que

φ P
à
αPΛ

σpMαq y se deduce que σp
à
αPΛ

Mαq ¤
à
αPΛ

σpMαq.

(Caso ¥) Tomemos φ P σp
à
αPΛ

Mαq ¤
à
αPΛ

Mα. Como soppφq   8 se escribe φ �
ņ

k�1

ιαk
pραk

pφqq

donde soppφq � tα1, ..., αnu. Tenemos que φβ � ρβpφq P σpMβq, y por (I) se tiene que

ιβk
pφβk

q P σp
à
αPΛ

Mαq. Entonces φ �
ņ

k�1

ιαk
pφαkq. Por lo que σp

à
αPΛ

Mαq ¥
à
αPΛ

σpMαq.

(2) Consideramos las proyecciones canónicas ρβ :
¹
αPΛ

Mα Ñ Mβ. Tomamos φ P σp
¹
αPΛ

Mαq,

entonces se cumple que ρβpσp
¹
αPΛ

Mαqq ¤ σpMβq, y se deduce φβ � ρβpφq P σpMβq, luego

φ P
¹
αPΛ

σpMαq. Por tanto σp
¹
αPΛ

Mαqq ¤
¹
αPΛ

σpMαq.

Q.E.D.

Además, por la manera en que hemos de�nido a los prerradicales en la De�nición 3 de este

trabajo, tenemos el siguiente orden parcial ¨ para la colección R-pr: σ ¨ τ si y sólo si para

todo M P R �Mod, σpMq ¤ τpMq. La De�nición 4 nos ha dado la forma en que podemos

hablar de supremos e ín�mos, pues un rápido análisis de aquella de�nición nos indica que

pσ ^ τqpMq � σpMq X τpMq y pσ _ τqpMq � σpMq � τpMq. Las De�niciones 4 y 13 nos dan

que xR � pr, ¨, ^, _y es una ^-gran semirretícula completa, y por la forma de construir el

supremo que se mostró en el párrafo posterior a la De�nición 13 de este trabajo, tenemos que

xR� pr, ¨, ^, _y es una gran retícula completa.25 A continuación, veremos el modo usual

en que se suele hablar de los prerradicales que están en medio de algún par especí�co de estos.

Con la idea de orden parcial que señalamos para R-pr, de hecho podemos hablar de la noción

de intervalo de prerradicales del siguiente modo: para cada σ, τ P R � pr se tiene el intervalo

rσ, τ s � tη P R � pr |σ ¨ η ¨ τu.

Ahora introduciremos un par especial de prerradicales que son muy importantes debido a

su papel en varios resultados. Además, tales prerradicales constituyen una parte esencial en el

25Ésta es de hecho la proposición 1.41 en Cerda (2016), la cual no está demostrada ahí, pero nótese que lo
que hemos dicho en las últimas líneas antes de esta a�rmación constituye la idea central de la demostración.
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entendimiento de R-pr cuando se estudia más a fondo como estructura reticular. Todo esto se

empezará a ver con más detalle empezando con la siguiente de�nición:

De�nición 16. Sean M P R�Mod y N ¤M . Para cada K P R�Mod se tienen los siguientes

prerradicales:

1. αM
N pKq �

°
tfpNq | f :M Ñ Ku.

2. ωM
N pKq �

�
tg�1pNq | g : K ÑMu.

Hacer notar que las asignaciones de esta de�nición son prerradicales no es muy complicado.

Aquí haremos el caso de α, siendo el caso de ω muy parecido:

(i) Si K P R �Mod, es inmediato notar que αM
N pKq ¤ K.

(ii) Veamos que si f : K Ñ L es un mor�smo, entonces fpαM
N pKqq � αM

N pLq: Sabemos

que fpαM
N pKqq � fp

°
tgpNq | g : M Ñ Kuq �

°
tfgpNq | g : M Ñ Ku, pero αM

N pLq �°
thpNq |h :M Ñ Lu y se cumple que fg :M Ñ L es un mor�smo @g P HomRpM,Kq. Luego

fpαM
N pKqq � αM

N pLq.

Existe una gran variedad de ejemplos de uso de estos prerradicales, pues dependen fuerte-

mente de qué módulos estén siendo considerados en los índices de su de�nición.26 Requerimos

además de la siguiente noción:

De�nición 17. SeanM P R�Mod y N ¤M . Se dice que N es un submódulo totalmente invariante

de M si y sólo si para todo f : M Ñ M se cumple que fpNq ¤ N . En adelante denotaremos

esta relación como ¤t.i..

La invariancia total de los módulos se relaciona con la existencia de algún prerradical de

modo que la aplicación de éste en un módulo que contenga al módulo totalmente invariante

dé como imagen el submódulo totalmente invariante. Esta es la idea de la siguiente proposición:

Proposición 9. Sea M P R �Mod. Entonces N es un submódulo totalmente invariante de M

si y sólo si existe σ P R � pr tal que σpMq � N .

Más aún, se tiene que N ¤t.i. M si y sólo si αM
N pMq � N � ωM

N pMq.

26Pero podemos dar unos ejemplos que resultan más conocidos con ayuda de otras asignaciones que �jan uno
de los índices. Estos son la traza TrM pq � αM

M y el rechazo ReM pq � ωM
0 .
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Demostración. Comenzaremos demostrando la primera parte de esta proposición:

pñq Si N ¤t.i. M entonces αM
N pMq �

°
tfpNq | f :M ÑMu ¤ N . Además notemos que como

IdM :M ÑM es un mor�smo, entonces N ¤
°
tfpNq | f :M ÑMu � αM

N pMq. Por lo que se

sigue σ � αM
N es el buscado.

pðq Sea σ P R � pr, σpMq � N y f : M Ñ M . Entonces se cumple que fpNq � fpσpMqq ¤

σpMq � N y así N ¤t.i. M..

Ahora, para la segunda parte, el razonamiento anterior nos arroja que para la primera igual-

dad ya tenemos la demostración para los prerradicales αM
N . Por lo que resta mostrar que la

segunda igualdad en el lado derecho del bicondicional se sostiene: Si N ¤t.i. M , entonces

ωM
N pMq �

�
tf�1pNq | f :M ÑMu ¤ N . Y como IdMpNq � N , entonces N ¤

�
tf�1pNq | f :

M ÑMu � ωM
N pMq.

Q.E.D.

Notemos que, debido a la dualidad de la De�nición 16, podemos tener un resultado análo-

go al descrito por la primera parte de la proposición anterior para los prerradicales ω.

Ahora daremos un resultado que ayuda a comprender la relación que hay entre la invariancia

total de módulos con los prerradicales de la De�nición 16.27 Para demostrarlo sólo requerimos

de unos pocos conceptos y resultados que ya hemos visto antes en este trabajo:

Proposición 10. Sean M P R �Mod y N ¤t.i. M . Entonces σpMq � N si y sólo si αM
N ¨

σ ¨ ωM
N .

Demostración. pñq Sabemos de la De�nición 16 para α y del diagrama:

M
f // K

N � σpMq

ι

OO

fæ // σpKq

ι

OO

que fpσpMqq � fpNq ¤ σpKq. Entonces αM
N pKq ¤ σpKq, esto @K P R �Mod, y se tiene que

αM
N ¨ σ. Y de manera análoga tenemos que:

27De hecho, la importancia de este resultado es latente en vista de que permite obtener una buena cantidad
de resultados en el estudio de retículas atómicas y coatómicas.
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K
g //M

σpKq

ι

OO

gæ // σpMq � N

ι

OO

cumpliéndose que gpσpKqq ¤ N , es decir que σpKq ¤ g�1pNq, también @K P R �Mod. Luego

σ ¨ ωM
N .

pðq Supongamos que αM
N ¨ σ ¨ ωM

N . Como N ¤t.i. M , se cumple que αM
N pMq � N � ωM

N pMq

por la Proposición 9. Entonces N � αM
N pMq ¤ σpMq ¤ ωM

N pMq � N y se cumple que

σpMq � N .

Q.E.D.

La Proposición 10 es de importancia considerable en la teoría de prerradicales, pues nos indica

una importante relación que se cumple para la propiedad de invariancia total en términos de

comparación entre prerradicales σ con los α, ω. Dependiendo de qué R-módulos M estemos

considerando, se tiene que todo prerradical σ es el supremo de una familia de α's e ín�mo de

una familia de ω's. Esta idea es recuperada en la siguiente proposición:

Proposición 11. Sea σ P R�pr. Entonces σ puede escribirse como σ �
ª
RM

αM
σpMq �

©
RM

ωM
σpMq.

Demostración. Veamos la primera igualdad: Por un lado, tenemos que

αM
σpMqpKq �

°
tfpσpMqq | f :M Ñ Ku, y al ser σ P R� pr, sabemos que para todo f :M Ñ K

se cumple que fpσpMqq ¤ σpKq. Entonces αM
σpMqpKq ¤ σpKq y así

ª
RM

αM
σpMq ¤ σ. Llamemos a

esto (1).

Por otro lado, se cumple que αK
σpKqpKq � σpKq de la De�nición 16. Entonces σpKq � αK

σpKqpKq ¤ª
RM

αM
σpMqpKq. Llamemos a esto (2). De (1) y (2) tenemos la primera igualdad.

La segunda igualdad sale de manera similar a la anterior, haciendo los cambios necesarios para

contemplar el uso de los prerradicales ωM
σpMq.

Q.E.D.

Estaremos considerando un par extra de operaciones entre prerradicales de ahora en adelan-

te, además del ín�mo y supremo de estos. Ambas operaciones son binarias, así que tomaremos

σ, τ P R � pr para de�nirlas:

(1) El producto de σ y τ es pστqpMq � σpτpMqq para todo RM ;

(2) El coproducto de σ y τ es pσ : τqpMq y es el submódulo de RM tal que pσ : τqpMq{σpMq �
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τpM{σpMqq.

Veamos la justi�cación de que ambas operaciones son cerradas, es decir que el producto y co-

producto de prerradicales así de�nidos son de hecho prerradicales.

(Caso στ) Se cumplen las propiedades de ser prerradical:

(i) Como σ y τ son prerradicales, para cualquier RM se cumple que pστqpMq � σpτpMqq ¤

τpMq ¤M .

(ii) @f P HomRpM,Nq se cumple que fpστqpMq � fpσpτpMqqq � σpτpMqq.

(Caso pσ : τq) Se cumplen las propiedades de ser prerradical:

(i) La misma de�nición del coproducto nos dice que pσ : τqpMq es un submódulo de RM .

(ii) Tomamos un mor�smo f : M Ñ N y de�nimos pf : M{σpMq Ñ N{σpNq como pfpm �

σpMqq � fpmq � σpNq. pf es un mor�smo puesto que f lo es y fpσpMqq � σpNq. Entonces,

como τ es un prerradical, podemos considerar pf æ: τpM{σpMqq Ñ τpN{σpNqq y la de�nición

del coproducto nos da que τpM{σpMqq � pσ : τqpMq{σpMq y τpN{σpNqq � pσ : τqpNq{σpNq.

De esas igualdades tenemos que pf æ ppσ : τqpMq{σpMqq � pσ : τqpNq{N , pero pf æ ppσ :

τqpMq{σpMqq � pfppσ : τqpMqq � σpNqqq{σpNq. Luego fppσ : τqpMqq � σpNq � pσ : τqpNq,

pero como fpσ : τqpMqq � fppσ : τqpMqq � σpNq, entonces fppσ : τqpMqq � pσ : τqpMq.

Como veremos después, el producto y coproducto de prerradicales nos servirán para darle

más estructura a la colección R-pr equipada con tales operaciones y las de ín�mo y supremo, lo

cual permitirá exponer importantes relaciones con las teorías de R-torsión.28 Ahora, podemos

apreciar cómo estas operaciones se relacionan con sus componentes prerradicales gracias al or-

den parcial que se de�ne en R-pr. Siendo σ, τ P R� pr, podemos notar que στ ¨ σ, τ ¨ pσ : τq,

y de hecho veremos en la siguiente observación una propiedad importante acerca de la relación

de orden dada entre prerradicales y las operaciones de producto y coproducto con los ín�mos

y supremos:

(♣) στ ¨ σ ^ τ ¨ σ _ τ ¨ pσ : τq.

Estas relaciones se demuestran de la siguiente manera:

(caso στ ¨ σ ^ τ) Tomemos un RM . Primero notemos que σpτpMqq ¤ τpMq. Ahora conside-

ramos el siguiente diagrama conmutativo

28Es importante señalar que ahora mismo se pueden presentar propiedades interesantes al respecto del pro-
ducto y coproducto. En el caso de éste último, por ejemplo, cumple con la propiedad universal del �pullback� o
producto �brado. En Stenström (1975), cap. 6 se puede consultar esto con más detalle.
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τpMq ι //M

σpτpMqq

ι

OO

ιæ // σpMq

ι

OO

y se tiene que σpτpMqq � σpMq. Por lo que tenemos que σpτpMqq ¤ σpMq ^ τpMq.

(caso σ ^ τ ¨ σ _ τ) Es inmediato que para todo RM se cumple que σpMq X τpMq �

σpMq � τpMq, por lo que se tiene la relación buscada.

(caso σ _ τ ¨ pσ : τq) Veamos que para todo RM se cumple σpMq � τpMq � pσ : τqpMq:

Siendo ρ la proyección natural, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M
ρ //M{σpMq

τpMq

ι

OO

ρæ// τpM{σpMqq

ι

OO

y no olvidemos que τpM{σpMqq � pσ : τqpMq{σpMq. Tenemos que ρ æ pτpMqq � pτpMq �

σpMqq{σpMq � pσ : τqpMq{σpMq. Por lo que σpMq � τpMq � pσ : τqpMq.

Los siguientes prerradicales que veremos serán muy importantes para estudiar algunas for-

mas que tienen ciertas teorías de torsión:

De�nición 18. Sea σ P R � pr. σ es un:

1. Radical si para cada RM , se tiene que σpM{σpMqq � 0.

2. Idempotente si para cada RM , se tiene que σpσpMqq � σpMq.

3. Exacto izquierdo si para cada sucesión exacta 0 Ñ M Ñ N Ñ L Ñ 0, se tiene que 0 Ñ

σpMq Ñ σpNq Ñ σpLq es exacta.

4. t-radical si para cada RM , se cumple que σpMq � σpRqM .

Contaremos con las siguientes colecciones de prerradicales sobre el anillo R en nuestro es-

tudio:

1. R-idem es el conglomerado de prerradicales idempotentes.

2. R-rad es el conglomerado de radicales.

3. R-radidem es el conglomerado de radicales idempotentes.

4. R-prei es el conglomerado de prerradicales exactos izquierdos.

5. R-rei es el conglomerado de radicales exactos izquierdos.

Con la De�nición 18 y los conglomerados recién señalados, ya podemos presentar algunos resul-

tados relacionados con tipos de prerradicales y propiedades de los R-módulos. Podemos empezar
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dando las siguientes observaciones �:

(i) Para un anillo R, un ideal I ¤ R, se cumple que αR
I pRq �

°
tfpIq | f : RÑ Ru � I.

(ii) En la misma situación y con un módulo RM , αR
I pMq � IM � αR

I pRqM .

(iii) Todo t-radical es un radical.

Demostración.(i) Esto lo tenemos al notar que se cumple la siguiente a�rmación: I ¤t.i. R sii I

es un ideal bilateral.

(ñ) Como I es t.i., habremos terminado al mostrar que I � IR: Tomamos el endomor�smo

p , rq : R Ñ R como p , rqpxq � xr. Como I es t.i., p , RqpIq ¤ I y así, para cada r P R y a P I

se tiene que ar � p , rqpaq P I.

(ð) Sea I un ideal bilateral de R. Tomemos el siguiente prerradical: pI� q : R�ModÑ R�Mod

como pI� qpMq � IM . Para cada f P HompR,Rq se tiene que en f æ: I � IR � pI� qpRq Ñ

pI� qpRq, fpIq � I.

Como el ideal I es bilateral, es totalmente invariante y la De�nición 17 nos da αR
I pRq � I.

(ii) La invariancia total de I nos da, por lo visto en (i), que αR
I pMq � IM � αR

I pRqM .

Las observaciones (i) y (ii) nos dan que los prerradicales αR
I son t-radicales.

(iii) Si σ es un t-radical entonces para todo RM se tiene, por la de�nición de t-radical, que

σpM{σpMqq � IpM{IMq � 0. Por lo que σ es un radical.

Antes de dar el siguiente resultado, conviene notar lo siguiente. La a�rmación que expresa

la equivalencia de I ¤t.i. R con que I es un ideal bilateral de R, y que fue usada para demostrar

la observación (ii) anterior, nos permite deducir: Para cualquier σ P R � pr, como el anillo

R es él mismo un R-módulo, tenemos que σpRq es un submódulo de R, pero también para

cualquier mor�smo f : R Ñ R el prerradical σ nos da que fpσpRqq ¤ σpRq, y esto satisface la

De�nición 17 de invariancia total, por lo que σpRq ¤t.i. R, y por la a�rmación de equivalencia

se tiene que σpRq es un ideal bilateral de R. Esto último nos servirá en lo sucesivo durante las

demostraciones de diversos resultados.

Proposición 12. σ P R � prei si y sólo si para todo RM y RN ¤ RM se tiene que σpNq �

σpMq XN .

Demostración. ( ñ ) Nos �jamos en el siguiente diagrama conmutativo: con la proyección

ρ y por la hipótesis de σ prerradical exacto izquierdo, el segundo renglón es exacto:
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0 // N ι //M
ρ //M{N // 0

0 // σpNq

ι

OO

ιæ // σpMq

ι

OO

ρæ // σpM{Nq

ι

OO

Entonces se cumple que σpNq � Kerpρ æq � Kerpρq X σpMq � N X σpMq.

( ð ) Debemos mostrar que 0 Ñ σpMq Ñ σpNq Ñ σpLq es exacta para cualquier sucesión

exacta 0 Ñ M Ñ N Ñ L Ñ 0. Pero sabemos de la teoría de módulos que cualquier suce-

sión exacta 0 Ñ M Ñ N Ñ L Ñ 0 puede verse como 0 Ñ N ãÑ M ↠ M{N Ñ 0 para

N ¤ M . Por esto, para mostrar que σ P R � prei, nos basta mostrar que si N ¤ M entonces

0Ñ σpNq ãÑ σpMq↠ σpM{Nq, con las restricciones a la inclusión ι æ y a la proyección ρ æ res-

pectivamente, es exacta. Pero como kerpρ æq � kerpρqXσpMq � NXσpMq, y como por hipótesis

σpNq � N X σpMq, entonces kerpρ æq � σpNq y la sucesión 0Ñ σpNq ãÑ σpMq↠ σpM{Nq es

exacta. Por lo que σ P R � prei.

Q.E.D.

Corolario 13. Si σ P R � prei, entonces σ P R � idem.

Demostración. Para RM , se hace σpσpMqq � σpMq X σpMq � σpMq. Luego σ P R � idem.

Q.E.D.

Con las siguientes proposiciones, tendremos una propiedad útil para manejar supremos e ín�-

mos de productos y coproductos de prerradicales, además de contar con una manera equivalente

de manejar t-radicales con epimor�smos y prerradicales α. En lo sucesivo, también tendrán im-

portantes usos cuando estudiemos las conexiones de Galois sobre R-radidem y ciertas teorías

de torsión:

Proposición 14. Sean τ P R � pr y tσαuαPC � R � pr. Entonces:

1. p
ª
αPC

σαqτ �
ª
αPC

pσατq.

2. pτ :
©
αPC

σαq �
©
αPC

pτ : σαq.

Demostración. (1) Para RM :

p
ª
αPC

σαqτpMq � p
¸
αPC

σαqτpMq �
¸
αPC
pσαpτpMqqq �

¸
αPC
pσατpMqq �

ª
αPC

pσατpMqq.

(2) Para RM , sabemos que pτ :
©
αPC

σαqpMq es el submódulo deM tal que pτ :
©
αPC

σαqpMq{τpMq �
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©
αPC

σαpM{τpMqq �
£
αPC

σαpM{τpMqq �
£
αPC
pτ : σαqpMq{τpMq �

©
αPC

pτ : σαqpMq{τpMq. Por lo

tanto se cumple (2).

Q.E.D.

Proposición 15. Dado σ P R � pr, son equivalentes:

1. σ preserva epimor�smos.

2. σ es un t-radical.

3. σ � αR
I con I ¤ R un ideal bilateral.

Demostración. p3q ñ p2q

Sea σ � αR
I . Sabemos de las propiedades de los t-radicales αR

I que σpMq � αR
I pMq � IM �

αR
I pRqM . Luego σ es un t-radical.

p2q ñ p1q

Tomando a σ un t-radical y f :M ↠ N un epimor�smo se cumple que:

M
f // N

σpRqM � σpMq

ι

OO

fæ // σpNq

ι

OO

y fpMq � N , fpσpMqq � fpσpRqMq ¤ σpNq. Usando que f es un epimor�smo y σpRq ¤ R, se

tiene que fpσpRqMq � σpRqfpMq � σpRqN y al ser σ un t-radical, σpRqN � σpNq. Por tanto

f æ es un epimor�smo.

p1q ñ p3q

Supongamos que σ preserva epimor�smos. Habremos terminado si mostramos que αR
σpRq � σ,

es decir que I � σpRq es el indicado:

p¨q Se tiene que σ es prerradical, ya que fpσpRqq � σpMq y esto @f : R Ñ M debido a que

σ P R � pr. Por lo que tenemos la primera relación.

p©q Sabemos que todo RM es imagen homomór�ca de un módulo libre, es decir que existe

un epimor�smo φ : RpXq ↠ M para un conjunto X. Por la Proposición 8, se cumple que

σpRpXqq � σpRqpXq, y tenemos para cada x P X un diagrama conmutativo:

R
ιx // RpXq φ //M

σpRq

ι

OO

ιxæ // σpRqpXq

ι

OO

φæ // σpMq

ι

OO
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y φ æ es epimor�smo por (1). Ahora, sea r P σpMq. Se tiene que existen tx1, ..., xnu � X y

trx1 , ..., rxnu � σpRq tales que r �
ņ

i�1

pφ æ �ιx1 æqprxi
q. Entonces los mor�smos pφ�ιxi

q : RÑM

hacen que r P
°
tpφ � ιxi

qpσpRqquni�1 ¤
°
tfpσpRqq | f : R Ñ MuαR

σpRqpMq, así que σpMq ¤

αR
σpRqpMq.

Q.E.D.

Nos encaminamos a presentar ciertas nociones y resultados que serán muy convenientes

para la relación entre ciertas teorías de torsión y algunos conglomerados de prerradicales obte-

nidos de un modo especial. Antes de proceder a presentar las de�niciones necesarias, recordemos

un par de hechos relevantes acerca del producto y coproducto de prerradicales especí�cos, a

saber: (i) Dados σ, τ P R � idem se cumple que pσ : τq P R � idem; (ii) Dados σ, τ P R � rad

se cumple que στ P R � rad.29 A continuación presentaremos algunos resultados preliminares

acerca de productos y coproductos de prerradicales.

Lema 16. Si t, r P R � pr son tales que t ¨ r con t P R � idem, entonces tr � rt � t.

Demostración. Para ver la segunda igualdad, por la de�nición de prerradical, para todo RM

se cumple que este diagrama conmuta:

tpMq ι //M

rptpMqq

ι

OO

ιæ // tpMq

ι

OO

por lo que rptpMqq ¤ tpMq y así rt ¨ t.

Por otra parte, aplicando t por la derecha a t ¨ r, tenemos t � tt ¨ rt. Así t ¨ rt. Por lo que

rt � t.

Para ver la primera igualdad, nuevamente por la de�nición de prerradical, el siguiente diagrama

es conmutativo:

rpMq ι //M

tprpMqq

ι

OO

ιæ // tpMq

ι

OO

29Ambos resultados se hallan presentados en Stenström (1975), cap. 6.
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lo cual nos da que ι æ ptprpMqqq � tprpMqq ¤ tpMq y así tr ¨ t.

Por otra parte, aplicando t por la izquierda a t ¨ r, tenemos t � tt ¨ tr. Así t ¨ tr. Por tanto

tr � t.

Las dos igualdades anteriores nos dan que tr � rt � t.

Q.E.D.

Lema 17. r P R � rad si y sólo si @N ¤ rpMq, rpM{Nq � rpMq{N .

Demostración. (ñ)

Vamos a mostrar la igualdad por doble contención.

(caso �) Tomemos el epimor�smo p :M ÑM{N y notemos que el siguiente diagrama conmuta:

M
p //M{N

rpMq

ι

OO

pæ // rpM{Nq

ι

OO

entonces p æ prpMqq � rpM{Nq, pero p æ prpMqq � prpMqq � Nq{N � rpMq{N donde la

segunda igualdad sale por N ¤ rpMq. Por lo que rpMq{N � rpM{Nq.

(caso �) Por la hipótesis, N ¤ rpMq ¤ M y así rpMq{N ¤ M{N . Entonces por el tercer teo-

rema de isomor�smo, f � p :M{N Ñ pM{Nq{prpMq{Nq ÑM{rpMq con el mor�smo inyectivo

f. Sea g � f � p y tenemos el diagrama conmutativo:

M{N
g //M{rpMq

rpM{Nq

ι

OO

gæ // rpM{rpMqq

ι

OO

y por ser r P R � rad entonces rpM{rpMqq � 0. Entonces gprpM{Nqq � 0 y esto nos arroja

rpM{Nq � kerpgq � kerpf � pq � p�1pkerpfqq � p�1p0q � kerppq. Por lo que rpM{Nq �

kerppq � rpMq{N .

(ð)

Si suponemos que rpM{Nq � rpMq{N para todo N ¤ rpMq, en particular rpM{rpMqq �

rpMq{rpMq � 0. Por lo que r P R � rad.

Q.E.D.
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Lema 18. Si r, t P R � pr son tales que r ¨ t y t P R � rad, entonces r : t � t : r � t.

Demostración. Veamos primero que r : t � t:

Como sabemos que para todo RM se cumple que rpMq ¤ tpMq, aplicamos la de�nición de

coproducto para tener que pr : tqpMq{rpMq � tpM{rpMqq � tpMq{rpMq y la segunda igualdad

sale por el Lema 17. Entonces pr : tqpMq{rpMq � tpMq{rpMq, de lo que se sigue que r : t � t.

Veamos ahora que t : r � t:

De la de�nición de coproducto y la hipótesis r ¨ t tenemos para todo RM que pt : rqpMq{tpMq �

rpM{tpMqq ¤ tpM{tpMqq � 0 donde la última igualdad sale porque t P R � rad. Entonces

pt : rqpMq � tpMq y se sigue que t : r � t.

Q.E.D.

Ahora estamos listos para considerar un par de prerradicales que serán de utilidad en lo

sucesivo, particularmente para trabajar con clases de pretorsión y libres de pretorsión. Comen-

zaremos dando la siguiente de�nición:

De�nición 19. (i) Para C P R � pretors las clases de pretorsión, se de�ne el prerradical:

rC : R �ModÑ R �Mod como rC pMq �
¸
tN ¤M |N P C u.

(ii) Para C P R � lpretors las clases libres de pretorsión, se de�ne el prerradical:

rC : R �ModÑ R �Mod como rC pMq �
£
tN ¤M |M{N P C u.

La veri�cación de que ambos rC , r
C P R � pr se tiene por las de�niciones de ambos y por

las propiedades que C cumple para cada uno de ellos. Hacemos subpMq la colección de todos

los submódulos de un R-módulo M. Veamos:

(i) Veamos primero que rC es un prerradical:

Primero, la de�nición de submódulo N de M nos permite notar que rC pMq ¤M .

Segundo, si tenemos un mor�smo f : AÑ B y si L ¤ B entonces se puede de�nir un monomor-

�smo g : A{f�1pLq Ñ B{L como gpa� f�1pLqq � fpaq � L. Y como antes ya hemos visto que

rC pNq ¤ N , entonces hay un monomor�smo M{f�1prC pNqq Ñ N{rC pNq con N{rC pNq P C ,

y así M{f�1prC pNqq P C . Por la de�nición de rC pMq, tenemos que rC pMq � f�1prC pNqq, es

decir, fprC pMqq � rC pNq.

(ii) Para ver que rC es un prerradical:
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Primero, por la de�nición de submódulo y suma de submódulos, tenemos que para todos los

submódulos N de M pasa que
°
N ¤M . Por lo que rC pMq ¤M .

Segundo, si tomamos un mor�smo f :M Ñ N , como C es cerrada bajo cocientes y por duali-

dad con (i), tenemos que fprC pMqq � rC pNq.

Tenemos, además, la siguiente observación:

(i) Como tomamos C P R � lpretors, si hacemos A � tNuNPsubpMq la colección de todos los

submódulos de M tales que M{N están en C , entonces como C es cerrada bajo productos

directos tenemos que
¹
NPA

M{N P C , además tenemos un mor�smo α : M Ñ
¹
NPA

M{N da-

do como m ÞÝÑ pm � NqNPA y cuyo núcleo es
£
NPA

N , por lo que tenemos un monomor�smo

α :M{
£
NPA

N Ñ
¹
NPA

M{N . Por lo que M{
£
NPA

N P C .

(ii) Como tomamos C P R � pretors, si hacemos B � tNuNPsubpMq la colección de todos los

submódulos de M que están en C , entonces como C es cerrada bajo sumas directas tenemos

que
à
NPB

N P C , además que existe un epimor�smo
à
NPB

N Ñ
¸
NPB

N que a cada juego de coor-

denadas pnq ÞÝÑ
¸
nPN

n. Por lo que
¸
NPB

N P C .

Veremos que los prerradicales de la De�nición 19 arrojarán varios resultados importantes.

Comenzaremos por presentar las siguientes propiedades para ambos prerradicales:

Proposición 19. (1) rC P R � idem y rC pMq es el mayor submódulo de M en C .

(2) rC P R � rad y rC pMq es el menor submódulo de M tal que el cociente de M con este

submódulo está en C .

Demostración. (1) La parte (i) de la De�nición 19 nos permite notar que rC prC pMqq �

rC pMq de inmediato. Ahora, si tenemos un N ¤ M tal que N P C entonces se cumple que

N ¤
¸

L de todos los L ¤ M tales que L P C . Por lo que rC pMq es el mayor submódulo de

M en C .

(2) Calculamos rC pM{rC pMqq �
£
tN{rC pMq ¤ M{rC pMq |M{N P C u. Por la parte (ii) de

la De�nición 19, nos damos cuenta que rC pM{rC pMqq � rC pMq{rC pMq � 0 y tenemos que

rC pM{rC pMqq � 0. Ahora, si tenemos un K ¤M tal queM{K P C , por cómo se de�ne rC pMq,

tenemos que
£

N ¤ K para todos los N ¤ M tales que M{N P C . Por lo que rC pMq es el

menor submódulo de M tal que el cociente de M con tal submódulo está en C .

Q.E.D.

Usando la De�nición 19, daremos un par de nuevos prerradicales que se pueden construir a
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partir de miembros particulares r P R � pr. Para de�nirlos, nos apoyaremos en las clases de

R-módulos Tr y Fr y que después veremos que son clases de pretorsión y libres de pretorsión,

respectivamente.

De�nición 20. Sea r P R � pr:

(i) pr : R�ModÑ R�Mod es dado como prpMq �
°
tN ¤M | rpNq � Nu. Es decir, pr � rTr .

(ii) r : R �Mod Ñ R �Mod es dado como rpMq �
�
tN ¤ M | rpM{Nq � 0u. Es decir,

r � rFr .

De�nición 21. Para σ P R � pr, se tienen las siguientes clases de R-módulos:

1. Tσ � tRM |σpMq �Mu.

2. Fσ � tRN |σpNq � 0u.

Nuestro objetivo ahora es mostrar que, dado cualquier r P R � pr, siempre le podemos

encontrar el mayor prerradical idempotente por debajo y el menor radical por encima. A con-

tinuación se presentan las siguientes proposiciones:

Teorema 20. Dado r P R � pr, resulta:

1. pr ¨ r.

2. pr P R � idem.

3. pr es el mayor idempotente por debajo de r.

Demostración. (1) El inciso (i) de la De�nición 20 nos permite notar de inmediato que, para

cualquier RM , como prpMq �
°
tN ¤M | rpNq � Nu, entonces pr ¨ r.

(2) Como pr � rTr , por (1) de la Proposición 19 tenemos que pr P R � idem.

(3) Si tomamos un s P R � idem tal que s ¨ r, como vale el Lema 16, entonces pr ¨ s � r y

tenemos el resultado.

Q.E.D.

Teorema 21. Dado r P R � pr, resulta:

1. r ¨ r.

2. r P R � rad.

3. r es el menor radical encima de r.

Demostración. (1) Como 0 ¤ M es el menor de los submódulos de M y sabemos que

M �M{0, la parte (ii) de la De�nición 20 nos permite notar de inmediato que rpMq ¤ rpMq,
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por lo que r ¨ r.

(2) Como r � rTr , por la parte (2) de la Proposición 19 tenemos que r P R � rad.

(3) Supongamos que hay un s P R � rad tal que r ¨ s. Como tenemos el Lema 18, se cumple

que r � s ¨ r.

Q.E.D.

Con la siguiente proposición, podemos decir más acerca de las potencias y copotencias cuando

el prerradical en cuestión cumple ciertas propiedades:

Teorema 22. Sea r P R � pr. Resulta:

1. Si r es idempotente, r también lo es.

2. Si r es radical, pr también lo es.

Demostración. (1) Si r P R � idem, por las partes (1) y (3) del Teorema 20 se tiene que

r � pr. De la parte (1) del Teorema 21 se tiene que r � pr ¨ r. El resultado ahora se sigue por

el Lema 16.

(2) Si r P R � rad, por las partes (1) y (3) del Teorema 21 se tiene que r � r. Por la parte (1)

del Teorema 20 se tiene que pr ¨ r � r. El resultado ahora se sigue por el Lema 18.

Q.E.D.

Llegados a este punto, conviene que notemos que hay una manera equivalente de trabajar

con los prerradicales de la De�nición 20. Esas maneras son:

(i) Potencias: r1 � r, r2 � rr, ..., rn�1 � rrn para todo n P N. Para el caso de ordinales

sucesores λ� 1 se de�ne rr�1 � rrλ, y en el caso de λ un ordinal límite se de�ne rλ �
©
β λ

rβ.

Tenemos así pr � ©
λPOR

rλ.

(ii) Copotencias: rp1q � r, rp2q � pr : rq, ..., rpnq � pr : rpn�1qq para todo n P N. Para el caso

de ordinales sucesores λ� 1 se de�ne rpλ�1q � pr : rpλqq, y en el caso de λ un ordinal límite se

de�ne rpλq �
ª
β λ

rpβq.

Tenemos así r �
ª
λPOR

rpλq.

Veremos que las propiedades anteriores de un prerradical, así como sus potencias y copo-

tencias, son importantes no sólo para extraer información acerca de dicho prerradical, sino para

obtener isomor�smos entre los conglomerados R-radidem y T -tors, y R-radidem y L-tors. Esto

brindará apoyo al estudio de las conexiones de Galois entre T -tors y L-tors en términos de
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prerradicales con determinadas propiedades.

Prerradicales, T -tors y L-tors

Las nociones y resultados que presentamos a continuación nos encaminarán a la obtención

de las correspondencias biunívocas que esperamos obtener entre los radicales idempotentes con

las clases de torsión y libres de torsión de módulos. Antes de dar la siguiente proposición, nos

enfocaremos en dar algunos resultados preliminares que serán útiles para la demostración de la

misma.

Empecemos por recordar qué signi�ca que un módulo RM sea generado o cogenerado por

una familia de módulos. Si C � R �Mod y se tiene un RM entonces:30

(i) C genera a RM si existe un epimor�smo
À

I Ui ↠M para una tUiuI � C ;

(ii) C cogenera a RM si existe un monomor�smo M ↣
±

I Ui para una tUiuI � C .

Así, tenemos las clases de R-módulos GenpC q y CogpC q de los R-módulos generados por C y

los R-módulos cogenerados por C , respectivamente. Ahora daremos los siguientes resultados:

Lema 23. Sea C � R �Mod:

1. GenpC q es cerrada bajo epimor�smos y sumas directas.

2. CogpC q es cerrada bajo monomor�smos y productos directos.

Demostración. Por las de�niciones de GenpC q y CogpC q, haremos el caso de (1) y (2) re-

sultará dual:

Veamos que GenpC q es cerrado bajo epimor�smos. Sea M P GenpC q y tomemos un epimor�s-

mo f : M ↠ N . Por de�nición de GenpC q, hay un epimor�smo g :
À

I Ui ↠ M , por lo que se

tiene el epimor�smo fg :
À

I Ui ↠ N y se tiene que N P GenpC q.

Veamos que GenpC q es cerrada bajo coproductos. Sea tMαuY � GenpC q. Entonces existen

epimor�smos fα :
À

Iα
Ui ↠Mα Ñ 0 para unos subconjuntos tUiuIα de C y cada α P Y . Por la

propiedad universal del coproducto, existe un único mor�smo
À

fα :
À

Y p
À

Iα
Uiq Ñ

À
Y Mα

con Imp
À

fαq �
À

Y Impfαq �
À

Y Mα. Por lo que
À

Y Ui ↠
À

Y Mα Ñ 0 con tUiu � C yÀ
Y Mα P GenpC q.

30Desde ahora, convenimos en que la �echa para denotar un monomor�smo es ↣, mientras que la �echa para
denotar un epimor�smo es ↠ cada vez que aparezcan tales �echas.



38 ÍNDICE GENERAL

Como hemos mencionado, para (2) basta tomar dualmente lo hecho en (1), usando el monomor-

�smo 0 Ñ M ↣ N para la cerradura bajo monomor�smos, y el uso de la propiedad universal

del producto para la cerradura bajo productos directos.

Q.E.D.

Lema 24. Sea C � R �Mod. Para RM se tiene que:

1. trC pMq es el mayor submódulo de M tal que es generado por C .

2. reC pMq es el menor submódulo de M tal que M{reC pMq es cogenerado por C .

Demostración. (1) Buscamos demostrar que trC pMq P GenpC q.

Sea U P C y f : U Ñ M un mor�smo. Notemos que f 1 : U ↠ Impfq es un epimor�smo con

U P C , así que Impfq P C . Por lo que tenemos que tImpfq | f : U Ñ M, U P C u � GenpC q,

y como por el Lema 23, GenpC q es cerrada bajo sumas directas,
À
tImpfq | f : U Ñ M, U P

C u P GenpC q. De�nimos φ :
À

Impfq Ñ
°
Impfq como φppxiqq �

¸
xi�0

xi y esta asignación es

un epimor�smo por construcción. Pero por el Lema 23, GenpC q es cerrada bajo epimor�smos,

se tiene que
°
Impfq P GenpC q.

Ahora demostramos que si N ¤M y N P GenpC q entonces N � trC pMq.

Como N P GenpC q, se cumple que existe un epimor�smo f :
À

Ui ↠ N Ñ 0 para un

tUiuI � C . Utilizando las inclusiones canónicas ηj con j P I, tenemos que ηj : Uj ↣
À

I Ui,

N ãÑM donde gj � ι � f � ηj. Entonces se obtiene la familia tgj : Uj ÑMujPI de mor�smos, y

por la propiedad universal del coproducto, existe un φ :
À

I Ui ÑM tal que @j P I el siguiente

diagrama conmuta:

Uj

ηj

��

gj //M

À
I Ui

φ

<<

Se tiene que Impφq �
¸
I

Impgjq. Notamos que Impφq �
¸
I

Impgjq �
¸

ιpImpf � ηjq �¸
Impf � ηjq �

¸
fpImpηjq � fp

¸
Impηjqq � fp

à
I

Uiq � N . Por lo que N �
°
Impgjq, pero

como
°
Impgjq �

°
tImpfq | f : U ÑM, U P C u, se tiene que N � trC pMq.

(2) Buscamos demostrar que M{reC pMq P CogpC q.

Sea U P C y un mor�smo f : M Ñ U . Del primer teorema de isomor�smo sabemos que
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f : M{kerpfq ↣ U es un monomor�smo con U P C . Entonces M{Kerpfq P CogpC q pues por

el Lema 23 CogpC q es cerrada bajo monomor�smos. Así que tenemos tM{kerpfq | f : M Ñ

U, U P C u � CogpC q, pero por el Lema 23 sabemos que CogpC q es cerrada bajo productos

directos. Por lo que
±
tM{kerpfq | f : M Ñ U, U P C u P CogpC q. Aplicamos lo anterior

a la familia tUiuI � C de�niendo un φ :
±
tM{kerpfq | f : M Ñ U, U P C u Ñ

±
Ui tal

que para cada x :� p...x � kerpfiq...q, φpxq � p...fipxiq...q donde para cada entrada de la i-

ada el respectivo fi es el i-ésimo monomor�smo del respectivo fi : M Ñ Ui, y como cada

entrada de la i-ada es un monomor�smo entonces φ es un monomor�smo. Por lo que, como

M{reC pMq ¤
±
tM{kerpfq | f :M Ñ U, U P C u y para la inclusión canónica se tiene que φ� ι

es un monomor�smo, entonces M{reC pMq P CogpC q.

Ahora demostramos que si N ¤M es tal que M{N P CogpC q entonces reC pMq ¤ N .

Supongamos que hay N ¤M tal que M{N P CogpC q. De lo anterior, existe un monomor�smo

f :M{N ↣
±
Ui para un tUiuI � C . Observemos que si j P I entonces se tienen los epimor�s-

mos: ρ :M ↠M{N , πj :
±
Ui ↠ Uj. Hacemos gj � πj � f � ρ, obteniendo con ello la familia de

mor�smos tgj : M Ñ UjuI . Por la propiedad universal del producto, existe un φ : M Ñ
±
Ui

tal que el siguiente diagrama conmuta:

M
φ

""

gj // Uj

±
I Ui

πj

OO

Además que kerpφq �
£
I

kerpgjq. Ahora, tenemos que: kerpφq �
£
I

kerpgjq �
£
I

kerpπj � f �

ρq �
£
I

ρ�1pkerpπj � fqq � ρ�1p
£
I

kerpπj � fqq ¤ N pues ρ, πj son las proyecciones canóni-

cas y f es monomor�smo sii kerpfq � t0u sii @x P kerpfq se cumple que x P N . Por lo que£
I

kerpgjq � N , pero reC pMq �
£
I

kerpgjq � N . Así que reC pMq � N .

Q.E.D.

Corolario 25. Sea C � R �Mod. Entonces:

1. M P GenpC q si y sólo si trC pMq �M .

2. M P CogpC q si y sólo si reC pMq � 0.

Demostración. (1) (caso ñ) Como trC P R � pr, ya se tiene que trC pMq � M . Ahora, sea

M P GenpC q. Por el Lema 24, se tiene que trC pMq es el mayor submódulo de M tal que está
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en GenpC q, entonces M � trC pMq. Así que trC pMq �M .

(casoð) Tenemos que trC pMq �M , y por el Lema 24 trC pMq P GenpC q. LuegoM P GenpC q.

(2) (caso ñ) Supongamos que M P CogpC q. Sabemos que M � M{0 P CogpC q, pero del Le-

ma 24 se tiene que reC pMq es el menor submódulo de M tal que M{reC pMq P CogpC q. Como

0 ¤M y es el menor, entonces reC pMq � 0.

(caso ð) Suponemos que reC pMq � 0. Como por el Lema 24 tenemos que M{reC pMq P

CogpC q, entonces M{reC pMq �M{0 �M P CogpC q.

Q.E.D.

Corolario 26. Sea C � R �Mod. Entonces:

1. trC P R � idem.

2. reC P R � rad.

Demostración. (1) Como por el Lema 24 trC pMq P GenpC q, del Corolario 25 se tiene que

trC ptrC pMqq � trC pMq. Por lo tanto para cualquier RM se tiene que trC ptrC pMqq � trC pMq.

(2) Como por el Lema 24M{reC pMq P CogpC q, del Corolario 25 se tiene que reC pM{reC pMqq �

0, pero sabemos que reC pM{reC pMqq � preC : reC qpMq{reC pMq. Por lo tanto preC : reC q �

reC .

Q.E.D.

Lema 27. 1. Si trαuI � R � idem, entonces
ª
I

rα P R � idem.

2. Si trαuI � R � rad, entonces
©
I

rα P R � rad.

Demostración. (1) Tomemos trαuI � R� idem. Queremos que p
ª
I

rαq � p
ª
I

rαq �
ª
I

rα. Si

RK entonces
ª
I

rαpKq �
ª
I

rα�rαpKq �
ª
I

rαprαpKqq ¤
ª
I

rαp
¸
I

rαpKqq �
ª
I

prαp
ª
I

rαqqpKq �

p
ª
I

rαq � p
ª
I

rαqpKq �
ª
I

rαp
¸
I

rαpKqq ¤
¸
I

rαpKq �
ª
I

rαpKq donde la última desigualdad

sale porque
�

I rα P R � pr y todo prerradical r cumple que rpMq ¤ M . Por lo que se tiene

que
ª
I

rαpKq ¤ p
ª
I

rαq � p
ª
I

rαqpKq ¤
ª
I

rαpKq.

(2) Suponemos que tenemos un módulo RK y trαuI � R � rad. Nos interesa mostrar que

p
©
I

rα :
©
I

rαq �
©
I

rα. Pero por el inciso (2) de la Proposición 14, basta mostrar que
©
I

p
©
I

rα : rαq �
©
I

rα.

Si α P I entonces rα ¨ p
©
I

rα : rαq, entonces rα ¨
©
I

p
©
I

rα : rαq. Por tanto
©
I

rα ¨
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©
I

p
©
I

rα : rαq.

Por otro lado, como
©
I

rα ¨ rα, p
©
I

rα : sq ¨ prα : sq @s P R�pr, en particular p
©
I

rα : rαq ¨

prα : rαq. Entonces p
©
I

rα : rαq ¨ rα y así
©
I

p
©
I

rα : rαq ¨ rα por de�nición de ín�mo, luego

se tiene que
©
I

p
©
I

rα : rαq ¨
©
I

rα.

Q.E.D.

Lema 28. Sea r P R � pr. Entonces:

(1) r P R � idem sii r �
�
tαM

M |M P Tru.

(2) r P R � rad sii r �
�
tωM

0 |M P Fru.

Demostración. (1) Veamos la ida: Notemos que si M P Tr entonces rpMq � M . Así

que, usando la Proposición 10 tenemos αM
M ¨ r y esto es para todo M P Tr. Por lo que�

tαM
M |M P Tru ¨ r.

Para obtener la otra desigualdad, notemos que como r es idempotente, para cualquier RK se

tiene que rprpKqq � rpKq, por lo que rpKq P Tr. Como rpKq � α
rpKq
rpKqprpKqq ¤ α

rpKq
rpKqpKq ¤�

tαM
M |M P Tru, entonces rpKq ¤

�
tαM

M |M P TrupKq. Por lo tanto r ¨
�
tαM

M |M P Tru.

Para el regreso: sabemos que αM
M � trtMu y la traza es idempotente por (1) del Corolario 26,

así que αM
M P R � idem. Por lo que tαM

M |M P Tru � R � idem y del Lema 27 se cumple que�
tαM

M |M P Tru P R � idem.

(2) Veamos la ida: sea r P R � rad. Si M P Fr entonces rpMq � 0, así que r ¨ ωM
0 . Por lo que

para todo RM se tiene que r ¨ ωM
0 , y así r ¨

�
tωM

0 |M P Fru.

Para obtener la otra desigualdad, para cualquier RK se cumple que rpK{rpKqq � 0 porque

r es radical, entonces K{rpKq P Fr. Nuestra a�rmación es que ωK{rpKq
0 ¨ rpKq. Conside-

ramos el epimor�smo natural ρ : K ↠ K{rpKq y sabemos por la de�nición de prerradi-

cal aplicada a ω que la restricción ρ æ: ω
K{rpKq
0 pKq ↠ ω

K{rpKq
0 pK{rpKqq es homomor�smo y

ω
K{rpKq
0 pK{rpKqq � 0. Por lo que ρpωK{rpKq

0 pKqq � 0, es decir que ωK{rpKq
0 pKq � kerpρq � rpKq.

Luego,
�
tωM

0 |M P FrupKq ¤ ω
K{rpKq
0 pKq ¤ rpKq.

Para el regreso: sabemos que ωM
0 � retMu y el rechazo es radical por (2) del Corolario 26, así

que tωM
0 |M P Fru � R � rad y del Lema 27 se tiene que

�
tωM

0 |M P Fru P R � rad.

Q.E.D.

Anteriormente hemos considerado las clases de torsión (o libres de torsión) asociadas a un

prerradical, Tσ y Fσ. Con la de�nición de esas clases, dado el prerradical arbitrario σ, consi-
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deremos las clases Tσ y Fσ mediante el par de asignaciones naturales σ ÞÑ Tσ y σ ÞÑ Fσ. Se

puede veri�car sin complicaciones que la asignación para Tσ preserva el orden, mientras que la

asignación para Fσ lo invierte. Por lo que si σ ¨ τ entonces Tσ � Tτ y Fσ � Fτ . Además, por

la De�nición 21 y las propiedades de los prerradicales, se deduce que Tσ es clase de pretorsión

y que Fσ es clase libre pretorsión:

Proposición 29. Dado r P R � pr, se cumple que:

1. Tr es una clase de pretorsión.

2. Fr es una clase libre de pretorsión.

Demostración. (1) Tomamos el φ :M ↠ N epimor�smo y M P Tr:

M
φ // N

M � rpMq

ι

OO

φæ // rpNq

ι

OO

como φpMq � N y φprpMqq � φpMq ¤ rpNq, se deduce que N � rpNq. Por lo que N P Tr

y Tr es cerrada bajo epimor�smos.

Ahora, para ver que se cumple la cerradura bajo sumas directas, la Proposición 8 nos da direc-

tamente esta propiedad.

(2) Tomamos el φ : N ↣M monomor�smo con M P Fr:

N
φ //M

rpNq

ι

OO

φæ // rpMq � 0

ι

OO

se tiene que rpNq � 0 pues φprpNqq � 0. Por lo que kerpφ æq � rpNq y Fr es cerrada bajo

monomor�smos.

Ahora, para ver la cerradura bajos productos directos, nuevamente la Proposición 8 nos da

directamente esta propiedad.

Q.E.D.

Es importante notar que estas clases de R-módulos son clases de pretorsión y libres de

pretorsión, respectivamente, por la importancia que este hecho desempeña en el estudio acerca
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de estos objetos relacionados con la Teoría de Módulos. Pero también por la importancia que

esto desempeñará posteriormente en este trabajo y la relación que guarda con los prerradicales.

Antes de ofrecer algunos de los importantes resultados acerca de las correspondencias entre

ciertos conglomerados de prerradicales y clases de módulos, daremos este resultado preliminar

que nos será de ayuda:

Lema 30. Si σ P R � radidem entonces:

(1) Tσ es clase de torsión.

(2) Fσ es clase libre de torsión.

Demostración. (1) Por la parte (1) de la Proposición 29, tenemos que Tσ ya es clase de pretor-

sión. Sólo resta mostrar que es cerrada bajo extensiones: Tomamos la sucesión exacta 0Ñ N Ñ

M Ñ LÑ 0 con N,L P Tσ y M un R-módulo. Como σ es radical idempotente, se cumple que

M{σpMq es libre de torsión y tenemos la siguiente sucesión exacta 0 Ñ HompL,M{σpMqq Ñ

HompM,M{σpMqq Ñ HompN,M{σpMqq donde 0 � HompL,M{σpMqq � HompN,M{σpMqq

y se tiene que HompM,M{σpMqq � 0. Por lo que M � σpMq y M P Tσ. Esto nos da que Tσ

es cerrada bajo extensiones y por tanto es clase de torsión.

(2) Aplicando un razonamiento análogo al anterior, tenemos que Fσ es cerrada bajo extensio-

nes.

Q.E.D.

A continuación daremos los resultados en que se presentan las asignaciones entre los radi-

cales idempotentes y las clases T -tors y L-tors que nos dan los isomor�smos buscados:

Proposición 31. Existe un isomor�smo de orden entre R-radidem y T-tors.

Demostración. Consideraremos el par de asignaciones Φ : R�radidemÑ T� tors dada por

Φpσq � Tσ, y Ψ : T � tors Ñ R � radidem dada por ΨpTq �
ª
MPT

αM
M . La de�nición de estas

asignaciones implica que ambas preservan el orden. Analizaremos la asignación Φ para ver que

tiene las propiedades deseadas. Empezamos por notar que por el Lema 30, Tσ y Fσ son clases

de torsión y libre de torsión, respectivamente. Ahora mostraremos que Φ es biyectiva.

Veamos que Φ es inyectiva: Supongamos que Φpσq � Tσ � Tτ � Φpτq. Veamos que σ � τ .

(¨) Sea RK. El Lema 30 nos arroja que Tσ es clase de torsión. Por el inciso (1) del Le-

ma 27 tenemos que σ �
ª

MPTσ

αM
M P R � idem. Por el inciso (1) del Teorema 22 se tiene que
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ª
MPTσ

αM
M P R � radidem, y como aquí se tiene que σ � σ, entonces σpKq ¤

ª
MPTσ

αM
M pKq, pero

como Tσ � Tτ , entonces σpKq ¤
ª

MPTσ

αM
M pKq �

ª
MPTτ

αM
M pKq, y de la Proposición 10 y que τ

es radical idempotente se cumple que
ª

MPTτ

αM
M pKq ¤ τpKq. Por lo que σpKq ¤ τpKq.

(©) Sea RK. Nuevamente, por el inciso (1) del Lema 27 tenemos que τ �
ª

MPTτ

αM
M P R� idem.

Por el inciso (1) del Teorema 22 se tiene que
ª

MPTτ

αM
M P R� radidem, y como aquí se tiene que

τ � τ , entonces τpKq ¤
ª

MPTτ

αM
M pKq, pero Tτ � Tσ y así τpKq ¤

ª
MPTτ

αM
M pKq �

ª
MPTσ

αM
M pKq.

Usando la Proposición 10 que σ es radical idempotente, tenemos que
ª

MPTσ

αM
M pKq ¤ σpKq. Por

lo tanto, τpKq ¤ σpKq.

De lo anterior, concluimos que Φ es inyectiva.

Resta mostrar la suprayectividad de Φ. Por la Proposición 29 y el Lema 30, sabemos que

en una teoría de torsión pT,Fq, T es cerrada bajo epimor�smos, sumas directas y extensio-

nes, y así cada RM tiene un mayor elemento en T. Consideremos la siguiente asignación:

t : R �Mod Ñ R �Mod dado como M ÞÑ tpMq el mayor submódulo de M que está en T.

Tal asignación es prerradical por la de�nición que se le está dando, y podemos darnos cuenta

de que para todo RM se tiene que tptpMqq � tpMq debido a que ese prerradical evaluado en

el mayor submódulo de M nos devuelve el mayor submódulo de M. Según la De�nición 21,

podemos considerar Tt y Ft y buscamos que, para la teoría de torsión pT,Fq, se cumpla que

Tt � T y Ft � F. Veamos que tenemos esas contenciones:

(Caso Tt � T) Para mostrar la �, como tpMq � M es el mayor submódulo de M que está en

T, ya se cumple lo que buscamos.

Para mostrar la�, de la de�nición de teorías de torsión sabemos que unM P T siiHompM,F q �

0 para cualquier F P F. Notemos que M P T sii tpMq �M . Por lo que al mostrar esta equiva-

lencia tendremos la contención buscada:

(caso ñ) Como M P T, el mayor submódulo suyo en T es el mismo, entonces tpMq �M .

(caso ð) Suponemos tpMq �M . Pero esto signi�ca que M es el mayor submódulo de M en T.

Luego se tiene que M P T.

(Caso Ft � F) Para mostrar �, como tpMq � 0, todo mor�smo que sale de RN P T es tal que

debe ser el mor�smo cero. Entonces M P F.

Para mostrar la �, de la de�nición de teorías de torsión sabemos que un N P F sii HompT,Nq �

0 para cualquier T P T. Notemos que N P F sii tpNq � 0. Mostremos esta equivalencia para

obtener la contención buscada:
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(caso ñ) Si N P F, como t es un prerradical tenemos que tpNq P T y también tpNq ¤ N .

Entonces tpNq � 0.

(caso ð) Sea que tpNq � 0 y T P T con un mor�smo f : T Ñ N . Entonces fpT q ¤ N , pero

como T P T, también fpT q P T. Luego fpT q ¤ tpNq � 0, así que f � p0 y N P F.

A continuación, veamos que también t P R�rad. Si tomamos L{tpMq P T y L{tpMq ¤M{tpMq

tenemos en la sucesión exacta 0Ñ tpMq Ñ LÑ L{tpMq Ñ 0 que L P T, pero por la de�nición

de t, se tiene que tpMq � L. Por lo que tpM{tpMqq � 0 lo cual equivale a que t P R � rad.

Con lo anterior, queda demostrado que para cualquier T, tenemos que existe Φptq � Tt � T y

Φ es suprayectiva.

Q.E.D.

Haciendo los cambios duales a la demostración anterior, obtenemos la demostración para la

siguiente proposición:

Proposición 32. Existe un anti-isomor�smo de orden entre R-radidem y L-tors.

Pues proponiendo las asignaciones Φ1 : R � radidem Ñ L � tors como Φ1pτq � Fτ , y

Ψ1 : L � tors Ñ R � radidem como Ψ1pFq �
©
NPF

ωN
0 , hacemos las veri�caciones en el mismo

sentido de la Proposición 31 para hacer notar que Φ1 es el isomor�smo buscado con Ψ1 � Φ1�1.

Notemos que de las dos proposiciones anteriores tenemos el siguiente caso especial útil acer-

ca de las teorías de torsión y los radicales idempotentes:

Proposición 33. Sea pT,Fq una teoría de torsión, entonces
ª
MPT

αM
M �

©
NPF

ωN
0 es un radical

idempotente.

Demostración. Sabemos de las proposiciones 31 y 32 que ΨpTq �
ª
MPT

αM
M y Ψ1pFq �

©
NPF

ωN
0 ,

respectivamente. Al ser isomor�smo y anti-isomor�smo, respectivamente, se cumple que ΨpTq �

Ψ1pFq.

Q.E.D.

Este resultado nos permite obtener en modo sencillo una de las correspondencias buscadas

para nuestro estudio de la clasi�cación de teorías de torsión con prerradicales:
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Teorema 34. Existe una correspondencia biunívoca entre R-radidem y el conglomerado de las

teorías de torsión.

Demostración. Como la Proposición 33 nos arroja que toda teoría de torsión está asociada

a un radical idempotente, usamos el hecho de que tenemos el radical idempotente para ofrecer

la siguiente asignación. La asignación ∆ : σ P R � radidem ÞÑ pTσ,Fσq es la buscada, pues

cada uno de los componentes cumple con ser clase de torsión y libre de torsión, respectiva-

mente. De la Proposición 29, tenemos que Tσ es cerrada bajo epimor�smos y sumas directas,

y Fσ es cerrada bajo monomor�smos y productos directos. De la de�nición de ambas clases

se tiene que t0u � Tσ X Fσ. Nos resta mostrar que se cumple el último axioma para que

pTσ,Fσq sea una teoría de torsión, en efecto: Tomando un RM , se tiene la sucesión exacta

0 Ñ σpMq Ñ M Ñ M{σpMq Ñ 0, y como σ P R � radidem entonces σpσpMqq � σpMq y así

σpMq P Tσ; como σ P R � radidem entonces σpM{σpMqq � 0 y así M{σpMq P Fσ. Entonces

pTσ,Fσq cumple el último axioma y es teoría de torsión.

Usando el razonamiento dado en la Proposición 31 con t : R�ModÑ R�Mod de�nida como

tpMq el mayor submódulo de RM que está en T, y como vimos que toda teoría de torsión

pT,Fq � pTt,Ftq, la asignación Γ : pT,Fq ÞÑ t P R � radidem, donde Γ cumple con ser la

inversa de la asignación ∆.

Por lo que la asignación ∆ : σ P R � radidem ÞÑ pTσ,Fσq es el isomor�smo buscado.

Q.E.D.

El siguiente resultado a presentar será útil para poder cambiar el tratamiento dado pa-

ra clases de torsión (y dualmente, clases libres de torsión) en términos de ciertos supremos de

prerradicales que son radicales idempotentes, y viceversa.

Proposición 35. Sea C P ℘pR �Modq. Entonces:

1.
ª
MPC

αM
M es idempotente y

ª
MPC

αM
M �

ª
MPT

αM
M donde T es la menor clase de torsión que

contiene a C , es decir, si C es clase de torsión entonces
ª
MPC

αM
M es radical idempotente.

2.
©
NPC

ωN
0 es radical y

{©
NPC

ωN
0 �
©
NPF

ωN
0 donde F es la menor clase libre de torsión que contiene

a C , es decir, si C es clase libre de torsión entonces
©
NPC

ωN
0 es radical idempotente.

Demostración. (1) Sabemos que para RK se tiene que
ª
MPC

αM
M pKq �

¸
MPC

p
¸
tfpMq | f :

M Ñ Ku. También
ª
MPC

αM
M p
ª
MPC

αM
M pKqq �

¸
MPC

p
¸
tgpMq | g : M Ñ

¸
MPC

p
¸
tfpMq | f : M Ñ
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Kuquq. Por lo que buscamos la igualdad
¸
MPC

p
¸
tfpMq | f :M Ñ Ku �

¸
MPC

p
¸
tgpMq | g :M Ñ

¸
MPC

p
¸
tfpMq | f :M Ñ Kuquq.

Veamos que para cada RM se tiene que αM
M es idempotente: Sabemos de la De�nición 16 que

αM
M � trtMu. Del inciso (1) del Corolario 26, sabemos que trtMu � αM

M P R � idem. Del inciso

(1) del lema 28 tenemos, para C P ℘pR �Modq, que
ª
MPC

αM
M P R � idem.

Ahora, tomemos T la menor clase de torsión que contiene a C . Para ver que
ª
MPC

αM
M �

ª
MPT

αM
M

lo haremos por doble desigualdad:

(caso ¨) Como
ª
MPC

αM
M es idempotente por el desarrollo anterior, por inciso (1) del Teore-

ma 22 tenemos que
ª
MPC

αM
M es idempotente, y por inciso (3) del Teorema 21 tenemos que

ª
MPC

αM
M ¨

ª
MPC

αM
M . Como C � T, tenemos que

ª
MPC

αM
M pKq �

¸
MPC

p
¸
tfpMq | f : M Ñ Ku �

ª
MPC

αM
M �

¸
MPT

p
¸
tfpMq | f :M Ñ Ku �

ª
MPT

αM
M pKq. Por lo tanto,

ª
MPC

αM
M ¨

ª
MPT

αM
M .

(caso ©) Recordemos algunos datos importantes ahora. El inciso (1) del Lema 28 nos dice

que un σ P R � idem si y sólo si σ �
ª

NPT
αM
M

αN
N . Ahora bien, para C � tMu se cumple que

TαM
M
� GenpMq, esto porque al tomar un N � αM

M pNq �
°
tfpMq | f :M Ñ Nu y esta última

igualdad sale por el inciso (1) del corolario 25 con trMpNq � N visto antes. Ahora notemos que

para cualquier familia tfi :M Ñ NuiPI tenemos el siguiente diagrama:

M I
À

fi // N

Mi

ι

OO
fi

>>

donde @i P I,Mi �M . Y en nuestro caso, como N P GenpMq, tenemos que:

M pXqφ�epi // N

Mx

ι

OO

φæMx

<<

por lo que para cada N P GenptMuq se cumple la situación anterior. Ampliando esto a C tene-

mos que
ª
MPC

αM
M �

ª
NPT�

MPC αM
M

αN
N donde T�

MPC αM
M
� GenpC q. La copotencia

ª
MPC

αM
M cumple

con ser radical idempotente por lo visto en el desarrollo anterior, y de la correspondencia entre

R � radidem y T � tors dada en la Proposición 31 tenemos que T�
MPC αM

M
es una clase de
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torsión que se corresponde con C . Y como por hipótesis T es la menor clase de torsión que

contiene a C , tenemos que
ª
MPT

αM
M ¨

ª
MPC

αM
M .

(2) Para tener esta parte, notemos que todo el desarrollo de la parte 1 utilizó las primeras partes

de los lemas y corolarios mencionados ahí. Por lo que las correspondientes segundas partes nos

arrojan en modo análogo que
©
NPC

ωN
0 es radical. Además,

{©
NPC

ωN
0 �

©
NPF

ωN
0 con F con F la

menor clase libre de torsión que contiene a C se obtiene análogamente por la Proposición 32

que da la correspondencia entre R � radidem y L� tors.

Q.E.D.

A partir de las correspondencias dadas en los resultados recientes, podemos empezar a explo-

rar algunas otras correspondencias que se dan entre ciertas clases de prerradicales con ciertos

componentes de cierta clase de teorías de torsión. La siguiente proposición nos servirá para rela-

cionar la exactitud por un lado de un prerradical con la parte de torsión asociada a alguna teoría:

Proposición 36. Dado σ P R � pr, son equivalentes:

1. σ P R � prei.

2. Para todo RM y todo N ¤M se tiene que σpNq � N X σpMq.

3. σ es idempotente y Tσ es cerrada bajo submódulos (monomor�smos).

Demostración. De la Proposición 12 tenemos la equivalencia de (1) y (2). Resta ver que se

cumple la equivalencia con (3):

(caso p2q ñ p3q) Sea un RM . Como σpMq ¤M y vale (2), entonces σpσpMqq � σpMqXσpMq �

σpMq y σ es idempotente.

Además, notemos que para A ¤ B y σpBq � B, tenemos que σpAq � AX σpBq � AXB � A,

lo cual muestra que Tσ es cerrada bajo submódulos.

(caso p3q ñ p2q) Nótese por un lado que, para A � B, σpAq � σpBq. Además σpAq � A y así

σpAq � AX σpBq.

Por otro lado, como σ es idempotente, para todo RM , se tiene que σpσpMqq � σpMq y se tiene

que σpMq P Tσ, pero Tσ es cerrada bajo submódulos y tenemos que σpNq � N @N ¤ σpMq.

Entonces, considerando σpBqXA � A con A P Tσ, se tiene que σpAq � σpσpBqXAq � σpBqXA.

Por lo que σpAq � AX σpBq y σ P R � prei por la Proposición 12.

Q.E.D.

La propiedad (3) de Tσ en la Proposición 36 que habla acerca de la cerradura bajo submódulos
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es lo que entendemos como una clase de pretorsión hereditaria. Haciendo uso de razonamientos

usados en los recientes resultados y con lo que sabemos de los prerradicales exactos izquierdos,

obtenemos el siguiente resultado:

Proposición 37. Existe una correspondencia biunívoca entre R-prei y el conglomerado de todas

las clases de pretorsión hereditarias. Dicha correspondencia se puede acotar a una entre R-rei

y las clases de torsión hereditarias.

Demostración. Sabemos del Corolario 13 que todo prerradical exacto izquierdo es idempo-

tente. Si denotamos por R-TORS al conglomerado de las teorías de torsión y por R-tors al

conglomerado de las teorías de torsión hereditarias, por el Teorema 34 tenemos el siguiente

diagrama:

R � TORS // R � radidem // R � TORS

R � tors

ι

OO

æ // R � prei

ι

OO

æ // R � tors

ι

OO

Y sustituyendo la clase R-prei por la R-rei en el diagrama anterior, obtenemos la correspon-

diente biyección con las clases de torsión hereditarias. Esto nos da la correspondencia biunívoca

buscada.

Q.E.D.

Con la proposición anterior, ahora tenemos una parte de la clasi�cación de teorías de torsión en

términos de prerradicales con ciertas propiedades. Veremos después que, al considerar anillos de

ciertas características, la relación que hay entre las teorías de torsión y los R-prerradicales re�e-

ja los cambios provocados por determinado anillo. Pero antes, veremos más a detalle la relación

guardada entre las teorías de torsión y prerradicales con las conexiones de Galois por medio

de otro resultado importante que será nuestro siguiente objetivo. Para ello, comenzaremos por

presentar a detalle los conceptos y nociones preliminares para esto.
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Hacia una generalización de la relación entre R-Mod, R-pr

y las conexiones de Galois Gal. El Teorema de Domenach-

Leclerc

Cuando se presentó el Teorema de polaridades, se hizo énfasis en que su utilidad radica

en la conexión de Galois entre la clase de un producto de colecciones de objetos, A y B, con

el producto entre las clases de tales colecciones, ℘pAq y ℘pBq. Nuestro objetivo es llevar la

construcción de ese tipo de conexiones de Galois más lejos por medio de las siguientes nociones

que generalizan las colecciones de objetos y las asignaciones entre ellos para formar más tipos

de conexiones de Galois.

Comenzamos con la presentación de los siguientes conceptos:

De�nición 22. Para A un conjunto, φ : ℘pAq Ñ ℘pAq un operador cerradura y Φ � Impφq,

si Φ cumple:

1. A P Φ,

2. Φ
1
� Φ implica que

�
Φ

1
P Φ,

entonces Φ es una familia de Moore y pA,φq es un espacio cerradura.

De�nición 23. Sean pA,φq y pB,φ
1
q dos espacios cerradura con familias de Moore Φ y Φ

1
,

respectivamente. Decimos que una relación R P ℘pA�Bq es bicerrada con respecto a Φ y Φ
1
si

satisface:

1. Para todo a P A, aR P Φ
1
, donde aR � tb P B | pa, bq P Ru.

2. Para todo b P B, Rb P Φ, donde Rb � ta P A | pa, bq P Ru.

El conjunto de las relaciones bicerradas se denota como Rφφ1 .

Nuevamente, los conceptos de familia de Moore y relación bicerrada son aplicables a conjun-

tos, clases y conglomerados. Además, estos nuevos conceptos recuperan varias de las propiedades

que se tienen para el caso de los conjuntos y las relaciones dadas por los productos cartesianos

tratados por las polaridades. Podemos comenzar a apreciar esto con lo siguiente. Si tomamos

un par de espacios cerradura pA,φq y pB,φ
1
q con sus correspondientes familias de Moore Φ y

Φ
1
, entonces: i) de A P Φ y B P Φ

1
se sigue que apA � Bq � tb P B | pa, bq P A � Bu � B P Φ

1

para cada a P A, y pA � Bqb � ta P A | pa, bq P A � Bu � A P Φ para cada b P B, y así

A�B P Rφφ1 ; ii) si tRαuαPΛ � Rφφ1 , entonces para cada a P A y α P Λ tenemos que aRα P Φ
1
,

de lo cual se sigue que
£
αPΛ

aRα P Φ
1

y se cumple también
£
αPΛ

aRα � ap
£
αPΛ

Rαq, y análogamente:
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£
αPΛ

Rαb P Φ y también
£
αPΛ

Rαb � p
£
αPΛ

Rαqb para cada b P B, por lo que
£
αPΛ

Rα P Rφφ1 .

Así como en el Teorema de Polaridades, exhibimos las asignaciones que permitirán esta-

blecer la correspondencia biunívoca entre familias de Moore y relaciones bicerradas. Tomando

pA,φq y pB,φ
1
q dos espacios cerradura con familias de Moore Φ y Φ

1
, respectivamente, las

asignaciones son las siguientes:

µ : ℘pA � Bq Ñ Φ
1Φ � ΦΦ

1

dada como µpRq � xµ1pRq, µ2pRqy y estas componentes son dadas

como:

µ1pRq : ΦÑ Φ
1
de�nida como µ1pRqpUq � φ

1
p
£
aPU

aRq, U P Φ.

µ2pRq : Φ
1
Ñ Φ de�nida como µ2pRqpV q � φp

£
bPV

Rbq, V P Φ
1
.

También se de�nen las asignaciones:

ν1 : Φ
1Φ Ñ ℘pA�Bq de�nida como ν1pfq � tpa, bq P A�B | b P fpφptauqqu.

ν2 : Φ
Φ
1

Ñ ℘pA�Bq de�nida como ν2pgq � tpa, bq P A�B | a P gpφ
1
ptbuqqu.

La siguiente proposición expone algunas propiedades que las asignaciones anteriores cumplen:

Proposición 38. Sean pA,φq y pB,φ1q dos espacios cerradura con Φ y Φ1 sus familias de Moore

correspondientes. Entonces:

1) Para cada R P ℘pA�Bq se cumple que µ1pRq y µ2pRq son antítonas.

2) µ1 y µ2 son isótonas.

3) ν1 y ν2 son isótonas.

4) Si R P Rφφ1 entonces µpRq P GalpΦ,Φ1q.

5) Si f P GalpΦ,Φ1q entonces ν1pf�q � ν2pf
�q y ν1pf�q P Rφφ1.

Demostración. (1) Para R P ℘pA � Bq y U,U 1 P ℘pAq tales que U � U 1, se cumple que£
aPU

aR �
£
aPU 1

aR. Entonces µ1pRqpUq � φ1p
£
aPU

aRq � φ1p
£
aPU 1

aRq � µ1pRqpU
1q. Luego µ1pRq es

antítona (del mismo modo µ2pRq).

(2) Sean R, S P ℘pA�Bq con R � S. Para todo a P A, aR � aS, entonces
£
aPU

aR �
£
aPU

aS con

U P ℘pAq. Entonces µ1pRqpUq � φ1p
£
aPU

aRq � φ1p
£
aPU

aSq � µ1pSqpUq. De modo que µ1 (similar

con µ2q es isótona.

(3) Tomamos f1, f2 P Φ1Φ tales que f1 ¤ f2. De la preservación de orden de φ se cumple que:

tpa, bq P A�B | b P f1pφptauqqu � tpa, bq P A�B | b P f2pφptauqqu. Por las asignaciones ν dadas,

se sigue que ν1pf1q � ν1pf2q y ν1 preserva el orden (del mismo modo, ν2 preserva el orden).
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(4) Sea R P Rφφ1 . De (1) sabemos que µ1pRq : ΦÑ Φ1 y µ2pRq : Φ
1 Ñ Φ son antítonas. Veamos

que las composiciones entre ellas son operadores cerradura: Sea U P Φ, µ1pRqpUq � φ1p
£
aPU

aRq

y µ2pRqpµ1pRqpUqq � φp
£

bPµ1pRqpUq

Rbq � U . Por tanto, µ2pRq � µ1pRq es operador cerradura

(del mismo modo µ1pRq � µ2pRq lo es). Así, por la de�nición de conexión de Galois µpRq �

xµ1pRq, µ2pRqy P GalpΦ,Φ
1q.

(5) Sea f P GalpΦ,Φ1q. Análogo al Teorema de Polaridades, se tiene que: ν1pf�q � tpa, bq P

A�B | b P f�pφptauqqu � tpa, bq P A�B | a P f�pφptbuqqu � ν2pf
�q. Así ν1 � ν2

Para a P A se tiene que aν1pf�q � tb P B | b P f�pφptauqqu P Φ1 (Similarmente ν1pf�qb P Φ).

Luego ν1pf�q P Rφφ1 .

Q.E.D.

Las propiedades dadas en la Proposición 38 se requieren para dar el resultado que generaliza

la situación del Teorema de Polaridades. La generalización a obtenerse nos permitirá analizar

en términos de conexiones de Galois diferentes colecciones de relaciones bicerradas, lo cual será

muy útil en vista de que hay diversas formas de tener espacios cerradura con sus respectivas

familias de Moore aparte de la particular en términos de la identidad que se da en el Teorema

de Polaridades.

Teorema 39. (Teorema de Domenach-Leclerc). Sean A y B dos conjuntos. Sean pA,φq y

pB,φ1q dos espacios cerradura con Φ y Φ1 sus respectivas familias de Moore. Entonces existe un

isomor�smo de orden entre xRφφ1 ,�y y xGalpΦ,Φ1q,¤y.

Demostración. Sean R P Rφφ1 y f P GalpΦ,Φ1q. De la Proposición 38 sabemos que µpRq P

GalpΦ,Φ1q y ν1pf�q � ν2pf
�q P Rφφ1 . De�nimos ν : GalpΦ,Φ1q Ñ ℘pA � Bq como νpfq �

ν1pf�q � ν2pf
�q. Usamos la Proposición 38 para mostrar que νµ y µν son las respectivas iden-

tidades:

(Caso νµpRq � R)

Para la �: Sea pa, bq P νµpRq y tomemos µpRq � pfqR. Entonces νµpRq � νppfqRq � tpa, bq | b P

fRpφptauqqu. Luego b P fRpφptauqq �
£

xPφptauq

xR � aR, lo que implica que pa, bq P R, pues

a P φptauq. Así νµpRq � R.

Para la �: Para b P aR se tiene que pa, bq P R, entonces tau � Rb y así φptauq � Rb. Para

x P φptauq se sigue que x P Rb, px, bq P R y b P xR.

Entonces aR �
£

xPφptauq

xR � φ1p
£

xPφptauq

xRq � fRpφptauqq. Luego b P fRpφptauqq y así pa, bq P
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νµpRq y R � νµpRq.

Por tanto νµpRq � R

(Caso µνpfq � f)

Para f P GalpΦ,Φ1q se cumple, para todo U P Φ, que U �
¤
aPU

φptauq � φp
¤
aPU

φptauqq. Entonces

f�pUq �
£
aPU

f�pφptauqq �
£
aPU

aνpfq � fνpfqpUq. Entonces f� � fνpfq æΦ,Φ1 y análogamente:

f� � f νpfq æΦ,Φ1 . De la Proposición 38 se tiene que µνpfq � pfqνpfq æΦ,Φ1� f .

Por tanto: xRφφ1 ,�y � xGalpΦ,Φ1q,¤y.

Q.E.D.

¾Cómo es que el Teorema de Domenach-Leclerc constituye una generalización del de polari-

dades? Tomamos φ : ℘pAq Ñ ℘pAq y φ1 : ℘pBq Ñ ℘pBq como la identidad (que es un operador

cerradura), Φ � ℘pAq y Φ1 � ℘pBq. Así Rφφ1 � ℘pA�Bq y para cada R P Rφφ1 y f P GalpΦ,Φ1q

se tiene que fRptauq � aR y fRptbuq � Rb. La demostración del Teorema de Domenach-Leclerc

nos da como resultado el Teorema de polaridades.

A partir de ahora, nos dedicaremos a llevar estas nociones al terreno de los módulos sobre un

anillo R para explorar el tipo de conexiones de Galois que pueden darse cuando consideremos

ciertas relaciones bicerradas y la información que se extrae de ello.



Capítulo 4

Preliminares en Teoría de Categorías

El Teorema de Domenach-Leclerc será un recurso importante para establecer el esquema

general en que se da una conexión de Galois entre ciertos espacios cerradura conformados por

R-módulos y otros espacios de R-prerradicales. Antes de proceder con esto, requerimos dar las

siguientes propiedades que se tienen con ciertas relaciones bicerradas, inducidas por los mor�s-

mos entre R-módulos.

No se podrá avanzar mucho más en lo anterior sin antes introducir un terreno de estudio

dado por la Teoría de Categorías, pues con ello contemplaremos las relaciones bicerradas que

nos interesa analizar por medio de familias de Moore y espacios cerradura.31

Convenimos en usar la de�nición usual de categoría: Dos colecciones una de las cuales es la

de objetos y la otra la de mor�smos (�echas) entre tales objetos que cumplen con los axiomas

básicos de la composición entre mor�smos y la identidad. Consideraremos categorías de los

tipos siguientes:

De�nición 24. La categoría A cumple con ser:

I) Completa si todos los diagramas pequeños de A tienen límite en A.

II) Cocompleta si todos los diagramas pequeños de A tienen colímite en A.

III) Bicompleta si A es completa y cocompleta.

De�nición 25. La categoría A es preaditiva si:

I) La operación HomApB,Cq �HomApA,Bq Ñ HomApA,Cq es bilineal.

II) Para cualesquiera objetos A,B P A, HomApA,Bq es un grupo abeliano.

31Esta sección es meramente introductoria y puede ser omitida por aquellos lectores que tengan el conocimiento
acerca de lo que es una categoría, categorías bicompletas y propiedades de funtores. Es importante destacar que,
aunque las de�niciones y resultados que se presentan en esta sección encuentran su generalidad en el marco de la
Teoría de Categorías, para los �nes de este trabajo y evitar salirnos del contexto de la Teoría de Módulos, a partir
de ahora estaremos pensando los resultados y sus demostraciones presentados para los módulos, prerradicales,
teorías de torsión, etc.

54
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La categoría se vuelve aditiva si cada par de objetos tiene producto y coproducto.

De�nición 26. Una categoría A es abeliana si es preaditiva y cumple:

I) A tiene objeto cero.

II) Cada par de objetos en A tiene producto y coproducto.

III) Todo mor�smo de A tiene kernel y cokernel.

IV) Cada monomor�smo es kernel de algún mor�smo.

V) Cada epimor�smo es cokernel de algún mor�smo.

La De�nición 26 nos da como resultado que en las categorías abelianas se cumple que to-

do mor�smo h : A Ñ B se factoriza como h � fg donde f es un monomor�smo y g es un

epimor�smo. Lo anterior nos permite de�nir ciertas categorías, en las que se cumple esa facto-

rización para cada mor�smo entre objetos, como categorías exactas. Las categorías abelianas

son exactas por de�nición. Además, los conceptos de sucesión exacta y funtor exacto tienen su

fundamento en la exactitud vista desde las categorías.

Tomamos nuestro entendimiento básico de lo que es ser un funtor entre categorías F : AÑ B

(esto es, una asignación que relaciona los objetos y mor�smos de A con los de B, respectiva-

mente) y notemos que los funtores y los mor�smos respetan los productos y coproductos entre

categorías. Para la familia tfi :Mi Ñ NiuiPX de mor�smos, se tiene que:

Imp
±

iPX fiq �
±

iPX Impfiq y Kerp
±

iPX fiq �
±

iPX Kerpfiq

Imp
À

iPX fiq �
À

iPX Impfiq y Kerp
À

iPX fiq �
À

iPX Kerpfiq

Estas propiedades nos permiten mostrar de inmediato que los productos y coproductos pre-

servan la exactitud de las sucesiones de objetos en categorías bicompletas.

Proposición 40. Sean A una categoría abeliana bicompleta y t0 Ñ Ni
fiÝÑ Mi

giÝÑ Li Ñ 0uiPX

una familia de sucesiones exactas en A. Entonces las sucesiones:

I) 0Ñ
À

iPX Ni

À
fi

ÝÝÑ
À

iPX Mi

À
gi

ÝÝÑ
À

iPX Li Ñ 0

II) 0Ñ
±

iPX Ni

±
fi

ÝÝÑ
±

iPX Mi

±
gi

ÝÝÑ
±

iPX Li Ñ 0

son exactas.

Demostración. Las propiedades de los productos y coproductos nos dan queKerp
À

iPX giq �À
iPX Kerpgiq �

À
iPX Impfiq � Imp

À
iPX fiq, y para cada i P X, los fi son monomor�smos y

los gi son epimor�smos, y esto implica que
À

iPX fi es monomor�smo y
À

iPX gi es epimor�smo.
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Entonces la sucesión en (I) es exacta (en modo análogo se tiene que (II) es exacta).

Q.E.D.

Otra noción que será de utilidad en el estudio que haremos en este trabajo es la de par

adjunto. Antes, recordemos que un funtor F es covariante si preserva todos los objetos y mor-

�smos entre categorías, siendo que si en A se tiene el mor�smo f : A Ñ B entonces F cumple

que F pfq : F pAq Ñ F pBq; dualmente un funtor G es contravariante si preserva todos los

objetos pero invierte los mor�smos entre categorías, siendo que si en A se tiene el mor�smo

f : A Ñ B entonces G cumple que Gpfq : GpBq Ñ GpAq. Además, un funtor covariante

F : A Ñ B es exacto izquierdo (dualmente, exacto derecho) si para cada sucesión exacta

0 Ñ N Ñ M Ñ L Ñ 0 en A, se cumple que 0 Ñ F pNq Ñ F pMq Ñ F pLq es exacta en

B (dualmente, F pNq Ñ F pMq Ñ F pLq Ñ 0 es exacta en B). Esta de�nición nos arroja de

inmediato la propiedad general de que los funtores exactos izquierdos (o derechos) que cumplen

con esa propiedad de exactitud por un lado es equivalente a que para toda sucesión exacta

0 Ñ N Ñ M Ñ L en A (dualmente, N Ñ M Ñ L Ñ 0 en la misma categoría) se cumple que

0 Ñ F pNq Ñ F pMq Ñ F pLq es exacta en B (dualmente, F pNq Ñ F pMq Ñ F pLq Ñ 0 en la

misma categoría).

Proposición 41. Para A y B categorías abelianas bicompletas y tFi : AÑ BuiPX una familia

de funtores covariantes,
±

iPX Fi y
À

iPX Fi son funtores covariantes.

Demostración. Se de�ne
±

iPX Fi : A Ñ B como p
±

iPX FiqpMq �
±

iPX FipMq para todo

M P A, y a cada mor�smo f : M Ñ N le asigna el mor�smo p
±

iPX Fiqpfq : p
±

iPX FiqpMq Ñ

p
±

iPX FiqpNq dado como: pp
±

iPX FiqpfqqpMq � p
±

iPXpFipfqqqpMq �
±

iPXpFipfqqpMq. Se

cumple que p
±

iPX Fiqp1Mq � 1±
iPX FipMq y para los mor�smos f : N ÑM y g :M Ñ L se tiene

p
±

iPX Fiqpg � fq � p
±

iPX Fipgqq � p
±

iPX Fipfqq. Por lo que
±

iPX Fi es un funtor covariante (y

en modo similar
À

iPX Fi).

Q.E.D.

Proposición 42. Sea tFi : AÑ BuiPX una familia de funtores.

I. Si Fi es exacto izquierdo para todo i P X, entonces
±

iPX Fi y
À

iPX Fi son exactos izquierdos.

II. Si Fi es exacto derecho para todo i P X, entonces
±

iPX Fi y
À

iPX Fi son exactos derechos.

Demostración. Sea 0 Ñ N
f
ÝÑ M

g
ÝÑ L Ñ 0 una sucesión exacta en A. Para mostrar

(I), tomamos la sucesión
±

iPX FipNq
±

iPX Fi pf q
ÝÝÝÝÝÝÑ

±
iPX FipMq

±
iPX Fi pgq

ÝÝÝÝÝÝÑ
±

iPX FipLq. Para ca-
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da i P X, en las sucesiones exactas 0 Ñ FipNq
Fi pf q
ÝÝÝÑ FipMq

Fi pgq
ÝÝÝÑ FipLq Ñ 0, como ca-

da Fi es exacto izquierdo, tenemos que cada Fipfq es un monomor�smo. Entonces se tiene

que Kerp
±

iPX Fipfqq �
±

iPX KerpFipfqq � 0 y así Imp
±

iPX Fipfqq �
±

iPX ImpFipfqq �±
iPX KerpFipgqq � Kerp

±
iPX Fipgqq. Por lo que

±
iPX Fi es exacto izquierdo (análogamente,À

iPX Fi es exacto izquierdo).

La demostración para (II) se tiene haciendo los cambios relevantes a lo dicho en (I).

Q.E.D.

Recordemos que en las categorías tenemos objetos que se de�nen como límites (dualmente,

colímites) si cumplen con ser los objetos terminales (dualmente, iniciales) en un cono (dual-

mente, cocono) de la categoría. Un funtor F : A Ñ B preserva un límite L � tJ
liÝÑ Diu de

D : J Ñ A siempre que F pLq � tF pJq
F pli q
ÝÝÝÑ F pDiqu sea un límite de F �D : J Ñ B (dualmente,

sabemos que al voltear las �echas, F preservará colímites). Requerimos esto para hablar de lo

siguiente:

De�nición 27. Sean A y B categorías completas. Un funtor F : AÑ B es continuo(cocontinuo)

si preserva todos los límites (colímites) pequeños.

La propiedad de exactitud por un lado nos permite tener el siguiente resultado respecto a

la asignación Hom que sabemos es un tipo de funtor que será muy recurrente en este trabajo:

Proposición 43. Sean A � R �Mod una categoría abeliana y E : 0 Ñ N 1 f
ÝÑ N

g
ÝÑ N2 una

sucesión en A que no es necesariamente exacta. Si para cada M P A se cumple que la sucesión

0 Ñ HomApM,N 1q
f �
ÝÑ HomApM,Nq

g�
ÝÑ HomApM,N2q es exacta, entonces la sucesión E es

exacta.

Demostración. Supongamos que E no fuera exacta, entonces se tiene que Impfq � Kerpgq

(pues E es sucesión y por lo menos se tiene la contención entre esos módulos). Sea gf � 0,

pero por la exactitud de la sucesión con Hom, se tiene que g�f� � 0, y se tiene que Kerpg�q �

Impf�q, luego se cumple que hay un mor�smo k :M Ñ N 1 para todoM P A tal que g�f�pkq � 0

y en particular kgf � 0, y por hipótesis de gf � 0 sólo puede ser porque k � 0 para todo

M P A, en particular para M = N', lo que contradice que 1N 1 P HomApN
1, N 1q. Por lo que

gf � 0 y E es exacta.

Q.E.D.
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Esta propiedad32 nos servirá para estudiar cómo el funtor Hom puede ser entendido como

una relación bicerrada, con lo que se hace posible usar lo que sabemos acerca de familias de

Moore y conexiones de Galois para estudiar ese funtor. Requeriremos del siguiente concepto

acerca de pares de funtores:

De�nición 28. Sean A y B categorías. Una adjunción de A a B es una terna xF,G, φy : AÑ

B donde F y G son funtores AÕ B con F de ida y G de regreso y φ es una función que asigna

a cada par de objetos A P A y B P B una biyección φA,B : HomBpF pAq, Bq � HomApA,GpBqq

que es una transformación-isomor�smo natural entre F y G. xF,Gy se llama par adjunto con

F el adjunto izquierdo y G el adjunto derecho.

La información que sabemos de la Proposición 43 acerca del funtor Hom nos ayudará a

demostrar la siguiente proposición.

Proposición 44. Sean A y B categorías abelianas. Si xF,Gy : A Ñ B es un par adjunto,

entonces F es exacto derecho y G es exacto izquierdo.

Demostración. Haremos el caso para la exactitud derecha de F, siendo el caso de la exactitud

izquierda de G análogo. Sea A1 Ñ AÑ A2 Ñ 0 una sucesión exacta en A. Aplicando el funtor

HomAp , GpBqq tenemos que la sucesión:

0Ñ HomApA
2, GpBqq Ñ HomApA,GpBqq Ñ HomApA

1, GpBqq

es exacta en A. Por la adjunción xF,Gy y los isomor�smos naturales:

0 // HomApA
2, GpBqq // HomApA,GpBqq // HomApA

1, GpBqq

0 // HomApF pA
2q, Bq

�

OO

// HomApF pAq, Bq

�

OO

// HomApF pA
1q, Bq

�

OO

se tiene que para toda B P B la sucesión 0 Ñ HomBpF pA
2q, Bq Ñ HomBpF pAq, Bq Ñ

HomBpF pA
1q, Bq es exacta. La Proposición 43 nos da que F pA1q Ñ F pAq Ñ F pA2q Ñ 0 es

exacta y así F es exacto derecho.

Q.E.D.

32Vale la pena notar que la propiedad se sigue cumpliendo con el funtor HomAp , Nq que �ja por el lado
derecho al módulo N.
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Otras propiedades se deducen de la de�nición de par adjunto que hemos presentado.33

Requerimos la covariancia y contravariancia de funtores para hacer notar lo siguiente. Para

una familia de objetos tMαu en la categoría A, los mor�smos proyección ρβ :
±
Mα Ñ Mβ,

e inclusión ιβ : Mβ Ñ
À

Mα para productos y coproductos tienen la siguiente propiedad:

Si F : A Ñ B es un funtor covariante, entonces los homomor�smos F pρβq : F p
±
Mαq Ñ

F pMβq inducen el homomor�smo
±
F pραq : F p

±
Mαq Ñ

±
F pMβq, y los homomor�smos

F pιβq : F pMβq Ñ F p
À

Mαq inducen el homomor�smo
À

F pιαq :
À

F pMαq Ñ F p
À

Mαq;

si F 1 : A Ñ B es un funtor contravariante, entonces los homomor�smos F 1pρβq : F
1pMβq Ñ

F 1p
±
Mαq inducen el homomor�smo

À
F 1pραq :

À
F 1pMαq Ñ F 1p

±
Mαq, y los homomor�smos

F 1pιβq : F
1p
À

Mαq Ñ F 1pMβq inducen el homomor�smo
±
F 1pιαq : F

1p
À

Mαq Ñ
±
F 1pMαq.

Ahora procedemos a dar las siguientes de�niciones:

De�nición 29. Sean F : AÑ B un funtor covariante y G : AÑ B un funtor contravariante.

1. F es un funtor covariante casi continuo si:

(i) F es exacto izquierdo.

(ii) Para cada familia indexada con un conjunto tMαu de objetos en A, el homomor�smo

inducido
±
F pραq : F p

±
Mαq Ñ

±
F pMαq es monomor�smo.

2. F es un funtor covariante casi cocontinuo si:

(i) F es exacto derecho.

(ii) Para cada familia indexada con un conjunto tMαu de objetos en A, el homomor�smo

inducido
À

F pιαq :
À

F pMαq Ñ F p
À

Mαq es epimor�smo.

3. G es un funtor contravariante casi continuo si:

(i) G es exacto izquierdo.

(ii) Para cada familia indexada con un conjunto tMαu de objetos en A, el homomor�smo

inducido
±
Gpιαq : Gp

À
Mαq Ñ

±
GpMαq es monomor�smo.

4. G es un funtor contravariante casi cocontinuo si:

(i) G es exacto derecho.

(ii) Para cada familia indexada con un conjunto tMαu de objetos en A, el homomor�smos

inducido
À

Gpραq :
À

GpMαq Ñ Gp
±
Mαq es epimor�smo.

La de�nición anterior es lo su�cientemente general para asegurar que la casi continuidad

33Por ejemplo, de la de�nición de par adjunto y de la proposición 44 se puede deducir que, el par adjunto
xF,Gy en categorías abelianas bicompletas A y B es tal que F preserva los límites pequeños y G preserva los
colímites pequeños.
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(dualmente, la casi cocontinuidad) es una propiedad funtorial que puede estar presente en ambos

tipos de funtores (covariantes y contravariantes). No es difícil notar que todo funtor continuo

(cocontinuo) (covariante o contravariante) es un funtor casi continuo (casi cocontinuo).34 Vere-

mos ahora que la continuidad y cocontinuidad son preservadas bajo productos y coproductos.

Proposición 45. Sean tFi : AÑ BuiPX y tGi : AÑ BuiPX familias de funtores indexadas por

un conjunto.

1. Si Fi es covariante (contravariante) casi cocontinuo para todo i P X, entonces
À

Fi es co-

variante (contravariante) casi cocontinuo.

2. Si Gi es covariante (contravariante) casi continuo para todo i P X, entonces
±
Gi es cova-

riante (contravariante) casi continuo.

Demostración. Notemos que al demostrar cualquiera de (1) o (2), se hacen los cambios re-

levantes para que el otro quede demostrado, así que demostraremos (1).

Por la Proposición 42, ya tenemos que
À

Fi es exacto derecho. Ahora, sea la familia de objetos

tMαuαPΛ de A que está indexada por un conjunto. Por hipótesis, para cada i P X el homomor-

�smo inducido
à
αPΛ

Fipιαq :
à
αPΛ

FipMαq Ñ Fip
à
αPΛ

Mαq es un epimor�smo. Llamamos ψi a cada

uno de esos epimor�smos y obtenemos que ψ :
à
iPX

à
αPΛ

FipMαq Ñ
à
iPX

Fip
à
αPΛ

Mαq es epimor�smo.

Como sabemos que
à
iPX

à
αPΛ

FipMαq �
à
αPΛ

à
iPX

FipMαq, tenemos que el homomor�smo inducidoà
αPΛ

p
à
iPX

Fiqpιαq es un epimor�smo. Luego
À

Fi es un funtor covariante casi cocontinuo (para la

contravariancia es similar).

Q.E.D.

Proposición 46. Tomamos F : AÑ B y G : B Ñ C funtores.

1. Si F y G son covariantes casi continuos, entonces GF es covariante casi continuo.

2. Si F y G son covariantes casi cocontinuos, entonces GF es covariante casi cocontinuo.

3. Si F es covariante casi continuo y G es contravariante casi cocontinuo, entonces GF es con-

travariante casi cocontinuo.

4. Si F es covariante casi cocontinuo y G es contravariante casi continuo, entonces GF contra-

variante casi continuo.

5. Si F es contravariante casi continuo y G es contravariante casi cocontinuo, entonces GF es

34Esto es así por que la continuidad de funtores covariantes (contravariantes) es equivalente a que sean exactos
izquierdos y preserven todos los productos (lleven todos los coproductos a productos). La respectiva propiedad
dual de cocontinuidad también respeta las respectivas nociones duales dichas para la continuidad.
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covariante casi cocontinuo.

6. Si F es contravariante casi cocontinuo y G es contravariante casi continuo, entonces GF es

covariante casi continuo.

7. Si F es contravariante casi continuo y G es covariante casi continuo, entonces GF es con-

travariante casi continuo.

8. Si F es contravariante casi cocontinuo y G es covariante casi cocontinuo, entonces GF es

contravariante casi cocontinuo.

Demostración. Todos los incisos respetan la propiedad de que la composición de funtores es

funtor, y por la Proposición 42 se cumple que GF sea exacto izquierdo o derecho según sea el

caso en cada inciso.

En cada inciso se recurre a la propiedad universal del producto y coproducto para tener

la propiedad restante de GF. Por ejemplo, en el caso de (1), para cualquier familia inde-

xada de objetos tMαu de A y las proyecciones ρβ :
±
Mα Ñ Mβ, el homomor�smo in-

ducido
±
F pραq : F p

±
Mαq Ñ

±
F pMαq es monomor�smo por hipótesis. Como G es ca-

si continuo, Gp
±
F pραqq : GF p

±
Mαq Ñ Gp

±
F pMαqq es monomor�smo, y para la familia

tF pMαqu y las proyecciones qβ :
±
F pMαq Ñ F pMβq, el homomor�smo inducido

±
Gpqαq :

Gp
±
F pMαqq Ñ

±
GF pMβq también es monomor�smo. Así,

±
Gpqαq � Gp

±
F pραqq es mo-

nomor�smo, pero por la propiedad universal del producto, éste es el homomor�smo inducido±
pGF qpραq : pGF qp

±
Mαq Ñ

±
GF pMαq, por lo que GF es caso continuo. Los demás incisos

salen similar con ese desarrollo.

Q.E.D.

Terminamos esta sección con la noción de bifuntor, la cual simplemente es una asignación

especial que funciona como los funtores estándar pero que toma en su dominio un producto de

categorías, esto es: F : A�B Ñ C. Después daremos un par de resultados útiles al respecto de

los bifuntores. Primero especi�camos cómo entender un bifuntor casi continuo.

De�nición 30. Un bifuntor K : Aop � B Ñ C es un bifuntor casi continuo o bifuntor CA

si:

1. Para cada objeto M P A, KpM, q es un funtor covariante casi continuo.

2. Para cada objeto N P B, Kp , Nq es un funtor contravariante casi continuo.

Ahora veamos que se cumplen las siguientes propiedades para los bifuntores casi continuos.
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Proposición 47. Si G : B1 Ñ B es un funtor covariante casi continuo y Kp , q : Aop � B Ñ C

es un bifuntor CA, entonces Kp , Gp qq : A� B1 Ñ C es un bifuntor CA.

Demostración. Veamos que Kp , Gp qq cumple las condiciones de la De�nición 30:

(1) Para M P A, KpM,Gp qq � Kp , q � G : B1 Ñ tMu � B Ñ C es un funtor covariante

casi continuo porque G y KpM, q son covariantes casi continuos, luego por el inciso (1) de la

Proposición 46 se obtiene el resultado.

(2) Para N P B, Kp , GpNqq : Aop � tNu Ñ C es un funtor contravariante casi continuo porque

Kp , q lo es.

Por tanto, se cumple que Kp , Gp qq es un bifuntor CA.

Q.E.D.

Proposición 48. Si F : A1 Ñ A es un funtor covariante casi cocontinuo y Kp , q : Aop�B Ñ C

es un bifuntor CA, entonces KpF p q, q : pA1qop � B Ñ C es un bifuntor CA.

Demostración. Se hace análogo a la demostración de la Proposición 47, salvo que para

demostrar que se cumple la condición (2) de la De�nición 30, se usa el inciso (4) de la Propo-

sición 46. Por tanto KpF p q, q es bifuntor CA.

Q.E.D.

El bifuntor Hom y teorías de torsión inducidas

Ahora que tenemos el Teorema de Domenach-Leclerc, nos concentraremos en el siguiente

funtor que será estudiado como relación bicerrada y las conexiones de Galois que se pueden

dar entre conglomerados de módulos y otros objetos. Las relaciones bicerradas a estudiar son

aquellas que se pueden obtener con el funtor Hom que informa sobre los mor�smos entre objetos

de una categoría especí�ca (módulos, en nuestro caso), y tales relaciones serán llamadas H y h.

Esas relaciones servirán para hablar acerca de teorías de torsión y teorías de torsión heredita-

rias inducidas, respectivamente, por el funtor Hom. Recordemos que Hom nos da los mor�smos

entre un par de objetos, así que de�nimos la relación H :� tpM,Nq P A2 |HomApM,Nq � 0u.

¾Por qué requerimos la relación H para nuestro estudio? Su importancia radica en que nos

permitirá tener la conexión pfqH P Galp℘pAq, ℘pAqq con las familias de Moore pfqH � cerr y

cerr � pfqH. A continuación, daremos algunas propiedades acerca de pfqH y las familias de

Moore mencionadas.
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El funtor Hom tomado en su forma más general, para categorías abelianas A, se entiende

simplemente como la relación H de�nida anteriormente. Sabemos que la conexión de Galois

inducida por la relación H es pfqH �  fH, fH ¡. Para C P ℘pAq, comenzamos por notar que:

fHpCq � tN P A |HomApM,Nq � 0, @M P Cu

fHfHpCq � tM P A |HomApM,Nq � 0, @N P fHpCqu.

Las siguientes propiedades nos serán de utilidad en lo sucesivo:

Proposición 49. Sean A una categoría abeliana bicompleta y pfqH P Galp℘pAq, ℘pAqq. Para

cada colección C P ℘pAq:

1. fHpCq es una clase de torsión.

2. fHpCq es una clase libre de torsión.

Demostración. Se mostrará (1) y eso dará herramientas para tener (2) debido a la dualidad

de propiedades involucradas:

(Cerradura bajo epimor�smos) Tomamos g : M Ñ L un epimor�smo con M P fHpCq y

L P A. Para N P C se sigue que HomApL,Nq Ñ HomApM,Nq es un monomor�smo con

HomApM,Nq � 0, por lo que HomApL,Nq � 0 y L P fHpCq.

(Cerradura bajo coproductos) Tomando tMαuαPΛ � fHpCq y N P C, para cada α P Λ se cumple

que HomApMα, Nq � 0, por lo que HomAp
à
αPΛ

Mα, Nq �
¹
αPΛ

HomApMα, Nq � 0. Por lo que
à
αPΛ

Mα P f
HpCq.

(Cerradura bajo extensiones) Tomamos una sucesión exacta 0 Ñ M2 Ñ M Ñ M 1 Ñ 0 con

M 1,M2 P fHpCq y M P A. Para N P C tenemos que la sucesión 0 Ñ HomApM
1, Nq Ñ

HomApM,Nq Ñ HomApM
2, Nq es exacta con

HomApM
2, Nq � HomApM

1, Nq � 0, por lo que HomApM,Nq � 0 y M P fHpCq.

Se tiene así que fHpCq es una clase de torsión (y en modo similar se muestra que fHpCq es clase

libre de torsión).

Q.E.D.

Proposición 50. Sea A � R �Mod. Para pfqH P Galp℘pAq, ℘pAqq se cumple que

pfHfHpCq, fHpCqq y pfHpCq, fHfHpCqq son teorías de torsión.

Demostración. Nuevamente, haremos el primer caso y el otro caso se hace similarmente.

Veri�camos que la pareja pfHfHpCq, fHpCqq cumple con la de�nición de ser teoría de torsión:

i) De M P fHfHpCq X fHpCq, se sigue que HomApM,Mq � 0, lo que implica que M � 0.
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ii) De la Proposición 49 se sigue que fHpfHpCqq es clase de torsión y cerrada bajo epimor�smos.

iii) De la Proposición 49 se sigue que fHpCq es clase libre de torsión y cerrada bajo monomor-

�smos.

iv) Sean A P A y τ �
©

NPfHpCq

ωN
0 que por la Proposición 35 es un radical idempotente. Sea

0 Ñ τpAq Ñ A Ñ A{τpAq Ñ 0 una sucesión exacta. De la De�nición 21 y Proposición 32 se

tiene que A{τpAq P fHpCq porque τpA{τpAqq � 0. Sólo resta mostrar que τpAq P fHfHpCq: Para

N P fHpCq y f P HomApτpAq, Nq, se tiene que fpτpτpAqqq � fpτpAqq ¤ τpNq � 0. Así f � 0 y

HomApτpAq, Nq � 0 para cualquier N P fHpCq. Por lo tanto τpAq P fHfHpCq.

Se tiene así que pfHfHpCq, fHpCqq es teoría de torsión (dualmente pfHpCq, fHfHpCqq es teoría

de torsión).

Q.E.D.

El par anterior de proposiciones nos dan información para trabajar con conexiones de Galois

que son inducidas por fH y fH. El modo en que inducimos una teoría de torsión en general

viene con ayuda de pfqH.

De�nición 31. Una teoría de torsión para una categoría abeliana bicompleta A es una pareja

pT,Fq de clases de objetos de A tales que fHpTq � F y fHpFq � T.

Con esta de�nición y lo que sabemos de las familias de Moore, se tiene el siguiente resultado

acerca de pfqH que usaremos desde ahora:

Proposición 51. Sea pfqH P Galp℘pAq, ℘pAqq. Entonces:

i) pfqH � cerr � T � tors.

ii) cerr � pfqH � L� tors.

Demostración. Ambos puntos salen de modo inmediato por la proposición 49 y la De�ni-

ción 31. Procedemos:

(i) La Proposición 49 da que pfqH � cerr � T � tors. Ahora, para T P T � tors se tiene que

T � tM P A |HomRpM,Nq � 0, @N P Fu � fHpFq con pT,Fq una teoría de torsión. Así

T P pfqH � cerr con lo que se tiene pfqH � cerr � T � tors.

(ii) La Proposición 49 da que cerr � pfqH � L � tors. Ahora, para F P L � tors se tiene que

F � tN P A |HomRpM,Nq � 0, @M P Tu � fHpTq con pT,Fq una teoría de torsión. Así
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F P cerr � pfqH con lo que se tiene cerr � pfqH � L� tors.

Q.E.D.

Ahora daremos una propiedad que tiene una cierta familiaridad con una que se cumple

entre las asignaciones entre extensiones de campos y grupos de automor�smos dados en la

Teoría de Galois estándar. Esta propiedad se enuncia en su forma más general para el caso de

categorías en donde se tenga la conexión inducida pfqH que hemos estado analizando.

Proposición 52. Sea C P ℘pAq. Entonces:

i) fHfHpCq es la menor clase de torsión que contiene a C.

ii) fHf
HpCq es la menor clase libre de torsión que contiene a C.

Demostración. Aplicando lo que sabemos de operadores cerradura y teorías de torsión, ob-

tenemos ambos incisos. Haremos el (i), siendo el (ii) similar:

(i) Sabemos que C � fHfHpCq por ser fHfH un operador cerradura. Para T tal que T � C, se

cumple que C � fHfHpCq � fHfHpTq � T de la De�nición 22, lo cual implica que fHfHpCq es

la menor clase de torsión que contiene a C.

(ii) La demostración de (i) nos da los elementos para tener que fHfHpCq es la menor clase libre

de torsión que contiene a C.

Q.E.D.

La relación h también posee varias de las propiedades que hemos visto que se cumplen

para H. La relación h servirá para hablar más adelante de un tipo especial de teoría de

torsión, pero antes recordemos algunos datos que serán de utilidad después. Comenzamos

con recordar que EpNq es la cápsula inyectiva de un R-módulo N.35 Ahora tomamos h �

tpM,Nq P pR � Modq2 |HomRpM,EpNqq � 0u. Esta relación así introducida nos permitirá

hablar de la conexión de Galois adecuada para expresar teorías de torsión hereditarias. De la

de�nición de cápsula inyectiva debemos recordar que, para familias tNαuαPΛ � R � Mod,

se cumple Ep
¹
αPΛ

Nαq �
¹
αPΛ

EpNαq, y esto nos permite tener que HomRpM,Ep
¹
αPΛ

Nαqq �

HomRpM,
¹
αPΛ

EpNαqq �
¹
αPΛ

HomRpM,EpNαqq.36

35El modo usual para introducir cápsulas inyectivas es por medio de otras nociones preliminares. Sin embargo,
en Eckman-Schöpf (1956) se halla un resultado que sirve para tener 3 formas equivalentes de entender una cápsula
inyectiva: Sean RQ y M ¤ Q. Equivalen: (a) RQ es extensión esencial máxima de M; (b) RQ es inyectivo y
M �e Q; (c) RQ es una extensión mínima inyectiva de M. Se suele denotar a dicho Q � EpMq.

36La segunda relación de isomor�smo es dada por el lema 4.3.3 de Kash (1978).
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Proposición 53. Sea pfqh P Galp℘pAq, ℘pAqq. Para cada C P ℘pR �Modq:

i) pfqhpCq es una clase de torsión hereditaria.

ii) pfqhpCq es una clase libre de torsión hereditaria

Demostración. Usando el hecho de que HomRpM,EpNqq � 0 implica que HomRpM,Nq � 0

para módulos RM y RN , la demostración resulta como en la Proposición 49, quedando pen-

dientes los siguientes dos puntos:

(pfqhpCq es cerrada bajo monomor�smos) Sean f : LÑM un monomor�smo, conM P pfqhpCq,

L � 0 y N P C. Si g P HomRpL,EpNqq, entonces gpLq X N � 0 porque HomRpM,EpNqq � 0

y f monomor�smo implican que g � 0. Así L P pfqhpCq y se concluye que pfqhpCq es una clase

de torsión hereditaria.

(pfqhpCq es cerrada bajo cápsulas inyectivas) SeanN P pfqhpCq yM P C. Sea g P HomRpM,EpNqq.

Como gpMq ¤ EpNq y HomRpM,Nq � 0, entonces gpMq X N � 0. Así gpMq � 0. Luego

EpNq P pfqhpCq y pfqhpCq es clase libre de torsión hereditaria.

Q.E.D.

Ahora procedemos a ofrecer la de�nición de teoría de torsión que involucra la relación h.

Eso nos permitirá obtener ventajas cuando atendamos el problema de conexiones de Galois

inducidas por teorías de torsión en que haya cápsulas inyectivas como componentes.

De�nición 32. Una teoría de torsión hereditaria para una categoría abeliana bicompleta

A es una pareja pT,Fq de clases de objetos de A tales que fhpTq � F y fhpFq � T.

Nuevamente, tenemos que la siguiente propiedad se cumple para las familias de cerrados

inducidas por las componentes residual y residuada de la conexión de Galois inducida por la

relación h.

Proposición 54. Sea pfqh P Galp℘pAq, ℘pAqq. Entonces:

i) pfqh � cerr � T � torsh.

ii) cerr � pfqh � L� torsh.

Demostración. Basta con sustituir la relación h por la H en la demostración de la Proposi-

ción 51 para tener los resultados.

Q.E.D.

No es difícil apreciar que las clases de torsión hereditarias son clases de torsión y las clases
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libres de torsión hereditarias son clases libres de torsión. Veremos ahora una relación entre pfqh

y pfqH.

Proposición 55. La relación h es bicerrada con respecto a T � tors y L� tors.

Demostración. La Proposición 53 nos da que, para todo RM , fhptMuq � hM es una clase

de torsión hereditaria y fhptMuq � Mh es una clase libre de torsión hereditaria. Sabemos así

que fhptMuq P T � tors y fhptMuq P L� tors, por lo que h es bicerrada con respecto a T � tors

y L� tors.

Q.E.D.

Notemos que lo anterior nos permite deducir que h � H y también: pfqh � cerr � pfqH � cerr

y cerr�pfqh � cerr�pfqH. Veamos ahora bajo qué condiciones se pueden generalizar algunas

de estas propiedades para tener teorías de torsión inducidas por relaciones bicerradas a su vez

inducidas por otras relaciones.

El propósito es obtener información al respecto de una relación R P ℘pA � Bq que induce

familias de Moore Φ � pfqR � cerr y Φ1 � cerr � pfqR y los operadores cerradura serían de la

forma φ � fRfR y φ1 � fRf
R. Anteriormente, se mencionó a las conexiones pfqH y pfqh tales

que esta última es una forma particular de inducir teorías de torsión con una propiedad extra

(siendo H la relación general que induce teorías de torsión), lo cual ejempli�caba el Teorema

de Domenach-Leclerc por medio de las propiedades que se han venido estudiando con los re-

sultados expuestos en esta sección. Ahora, estudiaremos las condiciones en que esto se puede

generalizar aún más.

El análisis que haremos es necesario en el sentido de que la relación h � H no implica las

contenciones entre las familias de cerrados para cualesquiera dos relaciones que se tengan. De

hecho un rápido análisis nos dará la justi�cación de que en general, para toda R P ℘pA � Bq,

se tiene que pfqA�B � cerr � pfqR � cerr y cerr � pfqA�B � cerr � pfqR: Sea R P ℘pA � Bq,

si tomamos U P ℘pAq entonces fA�BpUq � tb P B | pa, bq P A � B, @a P Uu � B y así

cerr � pfqA�B � tBu; por otro lado, f∅pBq � tb P B | pa, bq P R, @a P ∅u � B y se tiene que

B P cerr � pfqR. Por lo que cerr � pfqA�B � cerr � pfqR (y en modo similar se cumple que

pfqA�B � cerr � pfqR � cerr cambiando los elementos en U por los de V P ℘pBq). Así, ahora

requerimos una relación en las conexiones de Galois que nos permita rescatar el comportamien-

to que tienen H y h en otras relaciones de interés.



68 ÍNDICE GENERAL

De�nición 33. Para A y B grandes COPOS, se de�ne la relación ¨ en GalpA,Bq como f ¨ g

si y sólo si f � cerr � g � cerr y cerr � f � cerr � g. La relación ¨ induce una relación de

equivalencia � en GalpA,Bq y se tiene un orden inducido en GalpA,Bq{ �.

Podemos empezar a extraer algunas propiedades acerca de relaciones bicerradas con ayuda

de la de�nición del orden enGalpA,Bq. Si tenemos queR P ℘pA�Bq con pfqR P Galp℘pAq, ℘pBqq

la polaridad correspondiente, con Φ � pfqR � cerr y Φ1 � cerr � pfqR las familias de Moore

que corresponden a los operadores cerradura φ � fRfR : A Ñ A y φ1 � fRf
R : B Ñ B. De

esto podemos deducir lo siguiente:

(Propiedad (*)) S P Rφφ1 sii pfqS ¨ pfqR.37

El preorden dado en la De�nición 33 nos servirá para establecer cuándo tenemos una relación

bicerrada respecto a otra relación dada. Además, el Teorema de Polaridades nos dará que el

preorden de la De�nición 33 induce un preorden en ℘pA�Bq.

De�nición 34. Sean A y B dos clases y R, S P ℘pA�Bq. Se de�ne la relación ¨ en ℘pA�Bq

como: S ¨ R sii pfqS ¨ pfqR. Este preorden induce una relación de equivalencia � en ℘pA�Bq

dada como: S � R sii pfqS � pfqR.

1. Diremos que S es bicerrada con respecto a R sii S ¨ R.

2. Diremos que g P Galp℘pAq, ℘pBqq es bicerrada con respecto a pfqR sii g ¨ pfqR.

De�nición 35. Sean A y B dos grandes COPOS y f, g P GalpA,Bq. Se dice que g es bicerrada

con respecto a f sii g ¨ f .

No es complicado notar la similitud de la de�nición de relación bicerrada entre conexiones

de Galois con la de�nición de relación bicerrada cuando tenemos que las familias de Moore son

Φ � pfqR� cerr y Φ1 � cerr� pfqR y los operadores cerradura son los dados por la relación R.

Ahora tendremos a consideración los siguientes conglomerados:

1. rf s¨ :� tg P GalpA,Bq | g ¨ fu (conexiones bicerradas con respecto a f).

2. rf s� :� tg P GalpA,Bq | g � fu.

3. rRs¨ :� tS P ℘pA�Bq |S ¨ Ru.

4. rRs� :� tS P ℘pA�Bq |S � Ru.

De la propiedad (*) tenemos el siguiente resultado. Como podemos ver que rRs¨ � Rφφ1 para

cada R P ℘pA�Bq, donde los operadores cerradura son φ � fRfR y φ1 � fRf
R y las familias de

37Notar esto no es muy complicado en vista de que se aplica la de�nición de las relaciones bicerradas.
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Moore se ven como Φ � pfqR�cerr y Φ1 � cerr�pfqR, se cumplen las condiciones del Teorema

de Domenach-Leclerc con el preorden ¨ dado: xGalppfqR � cerr, cerr � pfqRq,¤y � xrRs¨,�y.

Utilizando lo que sabemos de anteriores proposiciones, se cumple que para toda R P rHs¨,

pfqR � cerr � T � tors y cerr � pfqR � L � tors. O sea que para cada C � ℘pR � modq se

cumple que fRpCq es clase de torsión y fRpCq es clase libre de torsión. Empezamos a investi-

gar la estructura de la colección GalpΦ,Φ1q explorando las condiciones que deben satisfacerse

para que las familias de Moore Φ y Φ1 sean anti-isomorfas entre ellas. Como el Teorema de

Domenach-Leclerc no dice cuándo esto debe cumplirse, partiremos de algunos resultados que

darán la información acerca de este punto.

De�nición 36. Sean A y B COPOS. Para f � xf�, f
�y P GalpA,Bq, decimos que f es un

anti-isomor�smo cuando f� y f� son anti-isomor�smos.

Con la Proposición 7 y la asignación pa,b : A Ñ B notemos la siguiente observación. Pa-

ra cada a P A y b P B, xpa,b, pb,ay P GalpA,Bq se cumple que xpa,b, pb,ay � cerr � t0, a, 1u y

cerr � xpa,b, pb,ay � t0, b, 1u. Ahora daremos el siguiente resultado acerca de condiciones equi-

valentes para el anti-isomor�smo de interés.

Proposición 56. Para A y B COPOS y f P GalpA,Bq, son equivalentes:

1. f es anti-isomor�smo.

2. f es un elemento mayor de xGalpA,Bq,¨y.

3. f � cerr � A y cerr � f � B.

Demostración. Los resultados saldrán por medio de las de�niciones y propiedades que ya

han sido demostradas antes en este trabajo:

(p1q ñ p2q) Tomando f P GalpA,Bq un anti-isomor�smo, se tiene que f�pBq � A y f�pAq � B

y así para toda g P GalpA,Bq, se tiene que g � cerr � A � f�pBq y cerr � g � B � f�pAq, es

decir g ¨ f . Entonces f es un elemento mayor de xGalpA,Bq,¨y.

(p2q ñ p3q) Si f es un elemento mayor de xGalpA,Bq,¨y y suponiendo que f � cerr � A, tene-

mos que toda g P GalpA,Bq cumple que g ¨ f , particularmente xpa,b, pb,ay ¨ f para cualquier

a P A y b P B por la Proposición 7. Anteriormente especi�camos que xpa,b, pb,ay�cerr � t0, a, 1u

y cerr � xpa,b, pb,ay � t0, b, 1u. Si hay un a P Azf � cerr, entonces para cualquier b P B tene-

mos que xpa,b, pb,ay P GalpA,Bq que por la observación anterior a esta proposición cumple que

xpa,b, pb,ay�cerr � f�cerr por a R f�cerr, así xpa,b, pb,ay ª f lo cual dice que f no es elemento
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mayor en xGalpA,Bq,¨y, contradiciendo la hipótesis. Luego f � cerr � A (un razonamiento

similar con la hipótesis de b P Bzcerr � f muestra que cerr � f � B).

(p3q ñ p1q) La de�nición de cerrados de f nos da que f es un anti-isomor�smo.

Q.E.D.

Proposición 57. Sea f� : A Ñ B un anti-isomor�smo de grandes retículas, entonces f� es

la parte residuada de una conexión de Galois f P GalpA,Bq. En este caso, f � xf�, f
�y es un

elemento mayor de xGalpA,Bq,¨y y el conjunto de elementos mayores es rf s�.

Demostración. Nuestro objetivo es usar el procedimiento visto en la Proposición 3 de este

trabajo para justi�car que f� es parte de una conexión de Galois. Primero, sean f� : A Ñ B

y S � A, entonces para todo s P S se cumple que s ¤
�
S y así f�p

�
Sq ¤ f�psq, luego

f�p
�
Sq ¤

�
f�pSq.

La biyectividad de f arroja la existencia de un único x P A tal que f�pxq �
�
f�pSq P B. Luego

@s P S se cumple que pf�pxq ¤ f�psqq si y sólo si x ¥ s, haciendo que x ¥
�
S, lo que implica

que
�
f�pSq � f�pxq ¤ f�p

�
Sq.

Así f�p
�
Sq �

�
f�pSq y f� es la parte residuada de f � xf�, g � f�y con g : B Ñ A dada

como gpbq �
�
ta P A | f�paq ¥ bu. Además, como A y B son retículas completas, se cumple

que f�f� � IdA y f�f� � IdB. La Proposición 56 nos da que f � xf�, f
�y es un elemento

mayor de xGalpA,Bq,¨y.

Si g es un elemento mayor de xGalpA,Bq,¨y, entonces f � cerr � A � g � cerr y cerr � f �

B � cerr � g y se tiene que f ¨ g y g ¨ f , es decir que f � g por ser f un elemento mayor.

Luego g P rf s�.

Q.E.D.

Ahora podemos ver el resultado que nos arroja las condiciones para que las familias Φ y Φ1

sean anti-isomorfas entre ellas. En palabras que aterrizan lo visto hasta ahora, tener el anti-

isomor�smo es equivalente a que GalpA,Bq tenga elemento mayor según la Proposición 56, y

ahora daremos las condiciones para que exista ese elemento en las conexiones de Galois.

Proposición 58. Sean A y B clases. Sean pA,φq y pB,φ1q espacios cerradura con familias

de Moore correspondientes Φ y Φ1. Entonces xGalpA,Bq,¨y tiene elemento mayor si y sólo si

existe una f P Galp℘pAq, ℘pBqq tal que f � cerr � Φ y cerr � f � Φ1.
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Demostración. (ñ) Suponemos que xGalpA,Bq,¨y tiene elemento mayor. La proposición 56

nos da que Φ y Φ1 son anti-isomorfos. La Proposición 5 nos da que hay f P Galp℘pAq, ℘pBqq

tal que f � cerr � Φ y cerr � f � Φ1.

(ð) Sea f P Galp℘pAq, ℘pBqq tal que f � cerr � Φ y cerr � f � Φ1. Es consecuencia de la

Proposición 2 que Φ y Φ1 son anti-isomorfas como grandes COPOS. Nuevamente, la Proposi-

ción 56 nos da que xGalpA,Bq,¨y tiene elemento mayor.

Q.E.D.

Las Proposiciones 56 y 58, así como el Teorema de Polaridades y el Teorema de Domenach-

Leclerc nos permitirán sumarizar los siguientes resultados de modo conveniente, obteniendo así

una primera parte de la clasi�cación que buscamos.

Proposición 59. Sean A y B clases. Sean R P ℘pA � Bq y pfqR P Galp℘pAq, ℘pBqq. Consi-

deramos los espacios cerradura pA,φq y pB,φ1q con familias de Moore correspondientes Φ y Φ1

dadas por φ � fRfR y φ1 � fRf
R. Entonces:

1. Existe una correspondencia biunívoca entre rpfqRs� y los anti-isomor�smos entre Φ y Φ1.

2. Existe una correspondencia biunívoca entre rpfqRs� y rRs�.

3. Existe un isomor�smo de orden entre rpfqRs¨ y rRs¨.

Demostración. (1) De la propiedad (*), la De�nición 34 y el Teorema de polaridades sabe-

mos que para toda g � pfqR, R � λpgq � tpa, bq | b P g�ptauqu y que rpfqRs� � xRφφ1 ,�y �

xGalpΦ,Φ1q,¨y. Se sigue que para cada g � pfqR se tiene que g� : Φ Ñ Φ1 y g� : Φ1 Ñ Φ los

cuales son anti-isomor�smos. Por la Proposición 5 se cumple que rpfqRs� � GalpΦ,Φ1q.

(2) La propiedad (*) y la De�nición 34 dan este resultado.

(3) Como φ � fRfR y φ1 � fRf
R, se tiene que f P GalpΦ,Φ1q cumple con que Φ � f � cerr y

Φ1 � cerr� f . La Proposición 58 nos da que xGalpΦ,Φ1q,¤y tiene mayor elemento, digamos h.

La Proposición 56 nos da que h es anti-isomor�smo y h� cerr � Φ y cer � h � Φ1, se cumple

para toda f P Galp℘pAq, ℘pBqq que xGalpΦ,Φ1q,¤y � xrRs�,�y. Luego rf s¨ � rRs¨.

Q.E.D.

Ahora nos encaminaremos a obtener una generalización del Teorema de Domenach-Leclerc

en la que no sea necesario tomar potencias de colecciones especí�cas (conjuntos, clases o con-

glomerados). Esta generalización será hecha partiendo de ciertos supuestos, entre ellos el contar

por lo menos con ciertos sistemas de cerrados.
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De�nición 37. Tomamos xA,Φy y xB,Φ1y con A y B retículas completas, Φ � A y Φ1 � B

son sistemas de cerrados con φ y φ1 los operadores cerradura correspondientes. Entonces:

rΦ,Φ1s¨ :� tg P GalpA,Bq | g � cerr � Φ, cerr � g � Φ1u.

Los elementos de rΦ,Φ1s¨ son las conexiones de Galois bicerradas con respecto a Φ y Φ1.

Anteriormente hemos hablado de relaciones bicerradas con respecto a otras relaciones, por

lo que dar la generalización del Teorema de Domenach-Leclerc seguirá una estrategia similar

en este caso de conexiones de Galois bicerradas con respecto a otras.

Veamos el siguiente resultado que nos permite saber cómo restringir conexiones de Galois entre

copos a subcopos de ellos. Antes de esto, convenimos en que, para f P GalpA,Bq y A1 � A,

B1 � B, se denota la restricción-correstricción de f a A' y B' como f æA1,B1 .

Proposición 60. Sean A y B copos y f P GalpA,Bq. Sean A1 � A y B1 � B tales que

f�pA
1q � B1 y f�pB1q � A1. Entonces f induce una única f P GalpA1, B1q tal que f æA1,B1� f.

Demostración. Tomamos f P GalpA,Bq con A1 � A y B1 � B tales que f�pA1q � B1 y

f�pB1q � A1. Entonces b ¤ f�paq si y sólo si a ¤ f�pbq para cualesquiera a P A y b P B, en

particular para los a1 P A1 y b1 P B1. Luego hacemos f æA1,B1� f y tenemos el resultado.

Q.E.D.

Podemos robustecer más la de�nición de espacio cerradura del modo siguiente. Un espacio

cerradura es una terna xA,Φ, φy donde φ : A Ñ A es un operador cerradura y Φ � Impφq

es su sistema de cerrados. Notemos que, en realidad, no estamos cambiando la de�nición de

espacio cerradura que teníamos desde antes, sino que estamos considerando explícitamente los

sistemas de cerrados cuando consideramos dichos espacios. Con esto, ahora podemos pasar al

resultado que buscamos.

Teorema 61. (Teorema de Domenach-Leclerc generalizado). Sean xA,Φ, φy y xB,Φ1, φ1y espa-

cios cerradura. Entonces existe un isomor�smo de orden entre

xrΦ,Φ1s¨,¤y y xGalpΦ,Φ
1q,¤y.

Demostración. Para los espacios cerradura dados, consideremos las siguientes asignaciones:

α : rΦ,Φ1s¨ Ñ GalpΦ,Φ1q dada por αpgq � g con g la restricción-correstricción según la propo-

sición inmediata anterior;
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β : GalpΦ,Φ1q Ñ rΦ,Φ1s¨ dada por βphq � h � xh�,h
�y con h� : A Ñ B dada como

h�paq � h�pφpaqq, h
� : B Ñ A dada como h�pbq � h�pφ1pbqq. Esta forma de h es única por la

Proposición 38.

Las Proposiciones 60 y 38 nos dan que α y β están bien de�nidas. Resta mostrar que son

inversas una de la otra.

Sea h P GalpΦ,Φ1q. Haciendo αpβphqq � αphq � h, pues h es sólo la restricción-correstricción y

h � h. Luego αβ � Id

Sea g P rΦ,Φ1s¨. Haciendo βpαpgqq � βpgq � g, donde g es la restricción-correstricción de g, y

así esta extensión es única. Por lo tanto, βα � Id.

El desarrollo del Teorema de Domenach-Leclerc muestra que α y β preservan el orden.

Así, se tiene que xrΦ,Φ1s¨,¤y � xGalpΦ,Φ1q,¤y.

Q.E.D.

Como un caso particular del Teorema de Domenach-Leclerc generalizado, tenemos el siguiente

resultado acerca de los espacios cerradura xA,φ, f � cerry y xB,φ1, cerr � fy con φ � f�f� y

φ1 � f�f
�.

Proposición 62. Sean A y B retículas completas y f P GalpA,Bq. Entonces existe un isomor-

�smo de orden entre xrf s¨,¤y y xGalpf � cerr, cerr � fq,¤y.

Demostración. Haciendo Φ � f�cerr y Φ1 � cerr�f , como xA,φ, f�cerry y xB,φ1, cerr�fy

son espacios cerradura, y de la De�nición 37 sabemos que rΦ,Φ1s¨ :� tg P GalpA,Bq | g�cerr �

Φ, cerr � g � Φ1u, por el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado, para toda restricción-

correstricción g P rf s¨ existe un isomor�smo de orden

xrf s¨,¤y � xGalpf � cerr, cerr � fq,¤y.

Q.E.D.

Para el caso de que las retículas sean A � ℘pA1q y B � ℘pB1q y f P GalpA,Bq, por las

De�niciones 34 y 35, el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado y la Proposición 62, tene-

mos los siguientes isomor�smos:

xrf s¨,¤y � xrΦ,Φ1s¨,¤y � xGalpf � cerr, cerr � fq,¤y � xRφφ1 ,�y.

Los Teoremas de Polaridades, de Domenach-Leclerc y su generalización, nos han permitido

expandir la correspondencia de Galois dada entre grupos y extensiones de campos, a escenarios
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donde se analiza la correspondencia entre familias de cerrados dadas por espacios cerradura y

las conexiones de Galois entre ellos. ¾Cómo es que esto arroja información acerca de otras fami-

lias de objetos relevantes, como los R-prerradicales según una determinada relación bicerrada?

La labor ahora será investigar y responder a esa pregunta con una clasi�cación de teorías de

torsión y prerradicales dados por un anillo R, y las conexiones de Galois entre ellos.



Capítulo 5

Conexiones de Galois en R-teorías de torsión

La situación del Teorema de Domenach-Leclerc generalizado es el requisito para comenzar

la presentación de la clasi�cación de teorías de torsión dadas por una relación R que sea bi-

cerrada con respecto a H. Primero extenderemos el concepto de teoría de torsión dado en la

De�nición 31 para pensar en teorías de torsión dadas por relaciones bicerradas por H.

Según lo que sabemos de las teorías de torsión, éstas se componen de parejas pT,Fq de clases

de objetos tales que fHpTq � F y fHpFq � T. Dado lo que hemos visto en el capítulo anterior

acerca de relaciones bicerradas inducidas por otras relaciones, ahora tendremos la siguiente

de�nición:

De�nición 38. Sea R P rHs¨. Una R-teoría de torsión es una pareja pT,Fq de clases de

R-módulos tales que fRpTq � F y fRpFq � T.

Sabemos que las teorías de torsión pT,Fq se llaman hereditarias si T es cerrada bajo mono-

mor�smos y F es cerrada bajo cápsulas inyectivas. Con esto, resulta claro que las H-teorías de

torsión son las teorías de torsión, y las h-teorías de torsión son las teorías de torsión heredita-

rias. Usando varias proposiciones anteriores de este trabajo, obtenemos el siguiente resultado

ciertamente ya familiar.

Proposición 63. Para cada C P ℘pR �Modq se cumple que:

1.
ª
MPC

αM
M �

ª
MPfHfHpC q

αM
M �

©
NPfHpC q

ωN
0 .

2.
{©

NPC

ωN
0 �

©
NPfHfHpC q

ωN
0 �

ª
MPfHpC q

αM
M .

Demostración. (1) Por la parte (1) de la Proposición 35, se cumple que
ª
MPC

αM
M �

ª
MPT

αM
M ,

donde C � T la menor clase de torsión que contiene a C . De la Proposición 50, pfHfHpCq, fHpCqq

75
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es teoría de torsión, y de la Proposición 52, fHfHpCq es la menor clase de torsión que contiene

a C . Se sigue que
ª
MPT

αM
M �

ª
MPfHfHpC q

αM
M y de la Proposición 33 se sigue que

ª
MPT

αM
M �

©
NPF

ωN
0 �

©
NPfHpC q

ωN
0 . Por lo que

ª
MPC

αM
M �

ª
MPfHfHpC q

αM
M �

©
NPfHpC q

ωN
0 .

(2) Aplicando la parte (2) de la Proposición 35 y la Proposición 50, se cumple que pfHpCq, fHfHpCqq

es teoría de torsión, y de la Proposición 52 fHfHpCq es la menor clase libre de torsión que con-

tiene a C . Al usar la Proposición 33 se obtiene que
{©

NPC

ωN
0 �

©
NPfHfHpC q

ωN
0 �

ª
MPfHpC q

αM
M .

Q.E.D.

Según lo que se dice en la Proposición 52, para la relación H se cumple que fHfHpC q es

la menor clase de torsión que contiene a C P ℘pR�Modq. Sin embargo, al cambiar la relación

bicerrada R, puede suceder que fRfRpC q no sea la menor clase de torsión que contiene a C .

Particularmente, las colecciones R-mod constituyen un ejemplo de este punto:

Si R � pR �Modq2, entonces para toda C P ℘pR �Modq

fRpC q � tN P R �Mod | pM,Nq P pR �Modq2, @M P C u � R �Mod;

fRfRpC q � tM P R �Mod | pM,Nq P pR �Modq2, @N P fRpC qu � R �Mod.

Así que fRfRpC q � R �Mod es el menor miembro de los pfqR � cerr que contiene a C , pero

puede no ser la menor clase de torsión con esa propiedad. Considerando C � t0u, se cumple

que t0u � fRfRpt0uq � R �Mod, pero cualquier otra clase de torsión T � R �mod también

contiene a C .38 Vemos pues que H recupera exitosamente la propiedad dicha en la Proposi-

ción 52, lo que le permite algunas ventajas importantes.

Recordemos que, por la relación de orden dada en los prerradicales, para todo RM se cumple

que αM
M ¨ αM

M . También fHptMuq � FαM
M
� F

αM
M

y fHptMuq � TωM
0
� TyωM

0

. Con esto, ahora

damos el siguiente resultado.

Proposición 64. Para RM , se cumple que:

1. T
αM
M

es la menor clase de torsión que contiene a tMu.

2. FyωM
0

es la menor clase libre de torsión que contiene a tMu.

Demostración. (1) De la parte (1) de la Proposición 52, sabemos que fHfHptMuq es la me-

nor clase de torsión que contiene a tMu, es decir, fHpFαM
M
q. Se sigue, por la de�nición de fH,

que fHpFαM
M
q � TωM

0
, y por la parte (1) de la Proposición 63 se cumple que TωM

0
� T

αM
M
�

38La propiedad de dualidad en pfqR nos permite notar de inmediato que fRf
RpC q puede no ser la menor

clase libre de torsión que contiene a C .
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fHfHptMuq.

(2) Usando que fHfHptMuq es la menor clase libre de torsión que contiene a tMu, y por las

partes (2) de las Proposiciones 52 y 63 se sigue que FαM
M
� FyωM

0

� fHf
HptMuq.

Q.E.D.

Como para toda R P rHs¨ se cumple que fRpR �Modq es clase de torsión y fRpR �Modq es

clase libre de torsión, usamos esto para de�nir los siguientes prerradicales asociados a ambas

clases de R-módulos. Más aún, con esta de�nición tendremos que dichos prerradicales son radi-

cales idempotentes. Se tiene que los siguientes son prerradicales por la nota inmediata posterior

a la De�nición 16.

De�nición 39. Sea R P rHs¨, entonces:

1. σR � TrfRpR�Modq �
ª

MPfRpR�Modq

αM
M .

2. τR � RejfRpR�Modq �
©

MPfRpR�Modq

ωN
0 .

Como para toda R P rHs¨, se cumple que σR, τR P R � radidem por la Proposición 35, y

como fR y fR son antítonas, se cumple que:

(i) TσR � fRpR �Modq �
�
ppfqR � cerrq.

(ii) FτR � fRpR �Modq �
�
pcerr � pfqRq.

Se tiene que cada Tσ P pfqR � cerr cumple que TσR � Tσ y así σR ¨ σ por la Proposición 31;

del mismo modo, Fτ P cerr � pfqR cumple que FτR � Fτ y así τ ¨ τR por la Proposición 32.

Lo anterior permite de�nir dos conglomerados de radicales idempotentes, para pfqR � cerr y

cerr � pfqR, que serán útiles después: Para R P rHs¨, se tienen

(i) rrσR, 1ss � tσ P R � radidem |Tσ P pfqR � cerru.

(ii) rr0, τRss � tτ P R � radidem |Fτ P cerr � pfqRu.

Tenemos las inclusiones rrσR, 1ss � rrσR, 1ssXR�radidem y rr0, τRss � rr0, τRssXR�radidem.

La siguiente situación muestra un caso donde la igualdad no siempre se da:

Al tomar σ, τ P R � radidem, tales que σ � τ , de la Proposición 7 se cumple que Tσ, Fτ

dan xpTσ ,Fτ , pFτ ,Tσy P GalpT � tors, L � torsq, y así tenemos que la relación RxpTσ,Fτ ,pFτ ,Tσ y
es

bicerrada con respecto a H porque se cumple que xpTσ ,Fτ , pFτ ,Tσy � cerr � tt0u,Tσ, R�modu

y cerr � xpTσ ,Fτ , pFτ ,Tσy � tt0u,Fτ , R �Modu. Se cumple así que:

rrσR, 1ss � t0, σ, 1u y rr0, τRss � t0, τ, 1u, con R � RxpTσ,Fτ ,pFτ ,Tσ y
, σR � 0 y τR � 1.

Lo anterior nos da que t0, τ, 1u � rr0, 1ss � r0, 1s X R � radidem � R � radidem porque
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σ P R � radidem, pero σ R t0, τ, τRu, pues σ � τ . Del mismo modo, t0, σ, 1u � rr0, 1ss �

R � radidem porque τ R t0, σ, σRu. Por lo que:

1. rrσR, 1ss � rr0, 1ss � rrσR, 1ss XR � radidem � R � radidem.

2. rr0, τRss � R � radidem.

De�nición 40. Sea R P rHs¨. Se tiene que:

1. El intervalo rrσR, 1ss se llena si se cumple rrσR, 1ss � rrσR, 1ss XR � radidem.

2. El intervalo rr0, τRss se llena si se cumple rr0, τRss � rr0, τRss XR � radidem.

Notemos que tenemos lo siguiente: Para cada σ P rrσR, 1ss se cumple que fRpTσq � Fτ

donde τ �
©

NPfRpTσq

ωN
0 , y similarmente para τ P rr0, τRss se cumple que fRpFτ q � Tσ donde

σ �
ª

MPfRpFτ q

αM
M . Esto y la Proposición 33 nos ayudarán a tener el siguiente resultado acerca

de isomor�smos de orden entre radicales idempotentes inducidos por R.

Proposición 65. Sea R P rHs¨. Entonces existe un isomor�smo de orden entre rr0, τRss y

rrσR, 1ss.

Demostración. En forma similar a lo hecho en resultados anteriores, de�nimos un par de

asignaciones convenientemente como sigue:

λR : rrσR, 1ss Ñ rr0, τRss como λRpσq �
©

NPfRpTσq

ωN
0 ;

µR : rr0, τRss Ñ rrσR, 1ss como µRpτq �
ª

MPfRpFτ q

αM
M .

Se cumple que λR y µR están bien de�nidas, además que de las de�niciones de supremo e

ín�mo de prerradicales que conocemos, y de las propiedades de familias T y F, se tiene que

ambas asignaciones preservan el orden. Además, la Proposición 33 y las de�niciones de rrσR, 1ss

y rr0, τRss nos dan que
ª

MPfRpFτ q

αM
M P rrσR, 1ss y

©
NPfRpTσq

ωN
0 P rr0, τRss.

Veamos que ambas asignaciones son inversas una de la otra:

Sea σ P rrσR, 1ss, luego µRpλRqpσq �
ª

MPfRpFλRpσqq

αM
M � σ porqueTσ � fRfRpTσq � fRpFλRpσqq.

En forma análoga, tenemos que para cada τ P rr0, τRss se cumple que λRpµRqpτq � τ . Por tanto

µR y λR son isomor�smos.

Q.E.D.
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Las asignaciones dadas en la proposición anterior nos serán de utilidad para dar una co-

rrespondencia entre clases de R-módulos y radicales idempotentes en un sentido similar al de

las Proposiciones 31 y 32. Tal correspondencia será como una conexión de Galois isótona sobre

R-radidem, la cual se verá que es una extensión única construida sobre λR y µR.

Proposición 66. Sea R P rHs¨. Sean λR, µR : R � radidem Ñ R � radidem dadas como

λRpσq �
©

NPfRpTσq

ωN
0 y µRpτq �

ª
MPfRpFτ q

αM
M . Entonces xλR, µRy P GalipR � radidem,R �

radidemq, y se tiene que ImpµRq � rrσR, 1ss y ImpλRq � rr0, τRss.

Demostración. La Proposición 65 nos permite deducir que λR y µR preservan el orden.

Ahora veamos que µRλR es un operador cerradura y λRµR es un operador interior:

(caso µRλR) Sea σ P R � radidem. Se cumple que Tσ � fRfRpTσq y así tenemos

σ �
ª

MPTσ

αM
M ¨

ª
MPfRfRpTσq

αM
M �

ª
MPfRpFλpσqq

αM
M � µRλRpσq.

Se sigue que µRλR es creciente. También fRfR es un operador cerradura y preserva el orden.

Por tanto, para σ, η P R� radidem tales que σ ¨ η se cumple que fRfRpTσq � fRfRpTηq y se

cumple que

µRλRpσq �
ª

MPfRfRpTσq

αM
M ¨

ª
MPfRfRpTηq

αM
M � µRλRpηq

es decir, que µRλR preserva el orden. Además

µRλRpµRλRpσqq �
ª

MPfRfRpfRfRpTσqq

αM
M �

ª
MPfRfRpTσq

αM
M � µRλRpσq

lo cual dice que µRλRpσq es un operador idempotente. Por lo que µRλRpσq es un operador

cerradura.

(caso λRµR) Sea τ P R � radidem. Se cumple que Tτ � fRf
RpTτ q y tenemos que

λRµRpτq �
©

NPfRpTµpτqq

ωN
0 ¨

©
NPfRfRpFτ q

ωN
0 ¨

©
NPFτ

ωN
0 � τ

por lo que λRµR es decreciente. Además, como fRf
R es un operador cerradura, para todo

σ, η P R � radidem tales que σ ¨ η se cumple que fRfRpFσq � fRf
RpFτ q y se cumple que

λRµRpσq �
©

NPfRfRpFτ q

ωN
0 ¨

©
NPfRfRpFηq

ωN
0 � λRµRpηq

y λRµR preserva el orden. Además

λRµRpλRµRpτqq �
©

NPfRfRpfRfRpFτ qq

ωN
0 �

©
NPfRfRpFτ q

ωN
0 � λRµRpτq

y λRµR es idempotente. Por lo que es un operador interior.

Se cumple que xλR, µRy P GalipR � radidem,R � raadidemq. La Proposición 65 nos da que

ImpµRq � rrσR, 1ss y ImpλRq � rr0, τRss.

Q.E.D.
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La proposición anterior nos permite deducir lo siguiente.

Proposición 67. Sea R P rHs¨. Entonces:

1. rrσR, 1ss es cerrado bajo ín�mos arbitrarios.

2. rr0, τRss es cerrado bajo supremos arbitrarios.

Por lo que rrσR, 1ss y rr0, τRss son grandes retículas completas.

Demostración. (1) Tomamos tσiuiPX � rrσR, 1ss. La demostración de la Proposición 66 nos da

que µRλR : R� radidemÑ R� radidem es un operador cerradura, la misma Proposición 66

nos da que ImpµRλRq � ImpµRq � rrσR, 1ss es una gran retícula completa. Particularmente,

µRλRp
©
iPX

σiq �
©
iPX

σi P rrσR, 1ss y rrσR, 1ss, por lo que es cerrado bajo ín�mos arbitrarios.

(2) Como λRµR es un operador interior por la Proposición 66, el razonamiento hecho en (1) se

aplica para obtener que rr0, τRss es gran retícula completa y cerrado bajo supremos arbitrarios.

Q.E.D.

Podemos aplicar el Teorema de Domenach-Leclerc a las familias de Moore pfqH � cerr �

T � tors y cerr � pfqH � L� tors con los operadores cerradura fHfH y fHfH para tener que

xrHs¨,�y � xGalpT � tors, L� torsq,¤y. La Proposición 66 es útil en la obtención del siguiente

resultado.

Proposición 68. Existe un isomor�smo de orden entre xGalpT�tors, L�torsq,¤y y xGalipR�

radidem,R � radidemq,¤y.

Demostración. Podemos proceder como en la Proposición 66 y de�nir Ψ : GalpT � tors, L�

torsq Ñ GalipR � radidem,R � radidemq como Ψpfq � xλf , µfy donde λf pσq �
©

NPf�pTσq

ωN
0 y

µf pτq �
ª

MPf�pFτ q

αM
M . Sustituyendo pfqR por f en la demostración de la Proposición 66, tenemos

que λf y µf preservan el orden, λfµf es operador interior y µfλf es un operador cerradura. Por

lo que Ψ está bien de�nida.

Resta mostrar que Ψ preserva el orden. Pero si tomamos f, g P GalpT � tors, L � torsq ta-

les que f ¤ g, Ψpfq � xλf , µfy y Ψpgq � xλg, µgy, como se cumple que f�pTσq � g�pTσq y

f�pFτ q � g�pFτ q y las propiedades de supremos e ín�mos, entonces tenemos que λf pσq © λgpσq

y µf pτq ¨ µgpτq. Así que Ψpfq ¤ Ψpgq y Ψ preserva el orden.

Ahora, sea Θ : GalipR � radidem,R � radidemq Ñ GalpT � tors, L � torsq dada como
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Θpgq � xf�, f
�y donde f�pTσq � Fg�pσq y f

�pFτ q � Tg�pτq.

Las propiedades de T y F nos dan que f� y f� invierten el orden.

(f�f� es un operador cerradura) Sea Tσ P T � tors, como g es conexión de Galois, se cumple

que σ ¨ g�g�pσq pues g�g� es un operador cerradura, entonces f�f�pTσq � f�pFg�pσqq �

Tg�g�pσq � Tσ. Por lo que f�f� es un operador cerradura.

(f�f� es un operador interior) Sea Fτ P L� tors, como g es conexión de Galois, se cumple que

g�g
�pτq ¨ τ por ser g�g� un operador interior, entonces f�f�pFτ q � f�pTg�pτqq � Fg�g�pτq �

Fτ . Por lo que f�f� es un operador interior.

(Θ preserva el orden) Para f, g P GalipR � radidem,R � radidemq tales que f ¤ g, f�pσq ©

g�pσq y f�pτq ¨ g�pτq. Por lo que: Tf�pτq � Tg�pτq y Ff�pσq � Fg�pσq. Por lo que Θpfq ¤ Θpgq

y Θ preserva el orden.

(Ψ y Θ son inversas una de la otra)

Sea f P GalpT � tors, L� torsq. Tomemos g � ΘpΨpfqq � Θpxλf , µfyq. Para Tσ P T � tors se

tiene que g�pTσq � Fλf pσq � f�pTσq y g�pFτ q � Tµf pτq � f�pFτ q. Por lo que ΘpΨpfqq � f y

ΘΨ � Id.

Ahora, para xλ, µy P GalipR � radidem,R � radidemq, sea g � ΨpΘpxλ, µyqq, donde

g�pσq �
©

NPf�pTσq

ωN
0 �

©
NPFλpσq

ωN
0 � λpσq

g�pτq �
ª

MPf�pFτ q

αM
M �

ª
MPTµpτq

αM
M � µpτq

Así ΨpΘpxλ, µyqq � xλ, µy y ΨΘ � Id.

Se concluye que Ψ y Θ son isomor�smos de orden.

Q.E.D.

De inmediato podemos deducir el siguiente resultado que vendrá a ser útil posteriormente

en la clasi�cación de conexiones de Galois inducidas entre colecciones cuando el anillo tiene

ciertas características (como ser artiniano semisimple).

Proposición 69. Hay un isomor�smo de orden entre las grandes retículas xrHs¨,�y y xGalipR�

radidem,R � radidemq,¤y.

Demostración. Como una consecuencia del Teorema de Domenach-Leclerc tenemos que hay

un isomor�smo de orden entre rHs¨ y GalpT � tors, L � torsq, la Proposición 68 nos da un

isomor�smo de orden entre GalpT � tors, L� torsq y GalipR� radidem,R� radidemq lo cual

nos da el resultado buscado.

Q.E.D.
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La Proposición 66 nos permite de�nir una asignación ζ : rHs¨ Ñ pR � radidemq2 como si-

gue:

ζpRq � tpµRλRpσq, λRpσqq |σ P R � radidemu � tpµRpτq, λRµRpτqq | τ P R � radidemu �

tpσ, λRpσqq |σ P rrσR, 1ssu � tpµRpτq, τq | τ P rr0, τRssu;

donde xλR, µRy P GalipR � radidem,R � radidemq, con ζpRq siendo las parejas de prerradi-

cales que corresponden a las R-teorías de torsión, es decir, pTσ,FλRpσqq y pTµRpτq,Tτ q son

R-teorías de torsión con σ P rrσR, 1ss y τ P rr0, τRss. Notemos que ζ es inyectiva y que

H �
¤

σPR�radidem

pTσ � Fσq.

Veamos ahora un par de ejemplos de relaciones bicerradas con respecto a H en términos de los

resultados que hemos visto recientemente:

1. h,H P rHs¨. En estos casos

rrσH, 1ss � R � radidem � rr0, τHss y rrσh, 1ss � R � radXR � prei � rr0, τhss.

2. pR �Modq2 P rHs¨, pues para toda C P ℘pR �Modq

fpR�Modq2pCq � tN P R �Mod | pM,Nq P pR �Modq2 @M P R �Modu � R �Mod � F0 y

también f pR�Modq2pCq � R �Mod � T1. Así:

pfqpR�Modq2 � cerr � pfqH � cerr y cerr � pfqpR�Modq2 � cerr � pfqH.

Se tiene que σpR�Modq2 � 1 y τpR�Modq2 � 0. Se sigue que rrσpR�Modq2 , 1ss � t1u y rr0, τpR�Modq2ss �

t0u.

Relaciones bicerradas, bifuntores casi continuos, teorías de

torsión y prerradicales

Hasta ahora hemos desarrollado diversas nociones alrededor de varias retículas (de conjun-

tos, clases o conglomerados) de interés para la Teoría de Módulos con el objetivo de mostrar

cómo se presentan diversas conexiones de Galois entre tales colecciones. Lo anterior fue hecho

en parte por la ventaja que esas conexiones de Galois ofrecen para obtener información de

determinada retícula en términos de otra que sea mejor conocida. Extender los Teoremas de

Polaridades y de Domenach-Leclerc en general ha servido para obtener las conexiones de Ga-

lois cuando se cumplen determinadas condiciones para ciertos objetos. Ahora vamos a analizar

los casos más generales de relaciones de bicerradas y bifuntores (casi continuos) que arrojan

información relevante de estudio acerca de determinadas retículas, per�lando el estudio al caso
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de la relación H y el bifuntor HomR con R un anillo especí�co.

Ahora estamos en posición de ofrecer los elementos que nos servirán para dar la clasi�cación

de los conglomerados de objetos con estructura reticular de interés en términos de conexiones

de Galois. Como ya hemos comenzado a hacer en secciones anteriores, centraremos la atención

en la categoría R-Mod y en cómo emplearemos lo que hemos revisado acerca de bifuntores CA

con lo tenido hasta la generalización del Teorema de Domenach-Leclerc.

La serie de resultados que siguen permitirán apreciar las propiedades que se tienen al re-

lacionar bifuntores con la categoría R-Mod. Para esto, partiremos de lo que sabemos acerca

de teoría de categorías39 junto con varios resultados y nociones que hemos alcanzado. Para

empezar, consideraremos bifuntores sobre R-Mod y cómo asociar una relación R P pR�Modq2

a esos bifuntores: Para cualquier bifuntor Kp , q : pR �Modqop � R �Mod ÝÑ R �mod, se

de�ne la relación RK � tpRM,RNq |KpM,Nq � 0u. Veamos que se cumple lo siguiente.

Proposición 70. Si Kp , q : pR�Modqop�R�Mod ÝÑ R�Mod es un bifuntor CA, entonces

RK P rHs¨.

Demostración. Sabemos que una consecuencia del Teorema de Domenach-Leclerc es que

rHs¨ y GalpT � tors, L� torsq son isomorfos. Así, tendremos el resultado al mostrar que cada

miembro de pfqRK
� cerr es clase de torsión, y cada miembro de cerr� pfqRK

es clase libre de

torsión. Tomamos C P ℘pR �Modq.

1. (fRK pCq es cerrada bajo epimor�smos) Sea M P pfqRK pCq, un módulo RM
2 y g : M Ñ M2

un epimor�smo. Si N P C entonces KpM,Nq � 0. Como Kp , Nq es funtor contravariante

exacto izquierdo, Kpg,Nq : KpM2, Nq Ñ KpM,Nq es monomor�smo y así, KpM2, Nq � 0.

Por lo que M2 P pfqRK pCq.

2. (fRK pCq es cerrada bajo coproductos) Sea tMαuαPΛ � fRK pCq y N P C. Se cumple que

KpMα, Nq � 0 para todo α P Λ. Como Kp , Nq es funtor contravariante casi continuo, el ho-

momor�smo inducido
±
Kpiα, Nq : Kp

À
Mα, Nq Ñ

±
KpMα, Nq es monomor�smo. Así que,

como
±
KpMα, Nq � 0, entonces Kp

À
Mα, Nq � 0 y se tiene que

À
Mα P f

RK pCq.

3. (fRK pCq es cerrada bajo extensiones) Sea 0 Ñ M 1 f
ÝÑ M

g
ÝÑ M2 Ñ 0 una sucesión exacta

en R-mod tal que M 1,M2 P fRK pCq y N P C. Como Kp , Nq es funtor contravariante exacto

izquierdo, la sucesión:

0Ñ KpM2, Nq
K pg,N q
ÝÝÝÝÑ KpM,Nq

K pf ,N q
ÝÝÝÝÑ KpM 1, Nq

es exacta. Como KpM2, Nq � KpM 1Nq � 0, se tiene que KpM,Nq � 0. Así M P fRK pCq.
39Lo cual fue presentado en la primera sección del capítulo anterior.
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Por lo tanto, fRK pCq es clase de torsión.

4. (fRK
pCq es cerrada bajo monomor�smos) Sea N P pfqRK

pCq, un M P C y g : N 1 Ñ N

un monomor�smo. Luego KpM,Nq � 0. Como KpM, q es funtor covariante exacto izquierdo,

KpM, gq : KpM,N 1q Ñ KpM,Nq es monomor�smo y KpM,N 1q � 0. Entonces N 1 P fRK
pCq.

5. (fRK
pCq es cerrada bajo productos) Sea tNαuαPΛ � fRK

pCq y M P C. Se cumple que

KpM,Nαq � 0 para todo α P Λ. Como KpM, q es funtor covariante casi continuo, el homo-

mor�smo inducido
±
KpM, pαq : KpM,

±
Nαq Ñ

±
KpM,Nαq es monomor�smo. Así, como±

KpM,Nαq � 0, entonces KpM,
±
Nαq � 0. Se sigue que

±
Nα P fRK

pCq.

6. (fRK
pCq es cerrada bajo extensiones) Sea 0 Ñ N 1 f

ÝÑ N
g
ÝÑ N2 Ñ 0 una sucesión exacta en

R-mod tal que N 1, N2 P fRK
pCq, M P C y un RN . Como KpM, q es funtor covariante exacto

izquierdo, la sucesión:

0Ñ KpM,N 1q
K pM ,f q
ÝÝÝÝÑ KpM,Nq

K pM ,gq
ÝÝÝÝÑ KpM,N2q

es exacta. Como KpM,N 1q � KpM,N2q � 0, entonces KpM,Nq � 0. Así que N P fRK
pCq.

Por lo tanto, fRK
pCq es clase libre de torsión.

Aplicando el teorema de Domenach-Leclerc, tenemos que RK P rHs¨.

Q.E.D.

Ahora, pretendemos analizar el bifuntor CA HomRp , q dentro de los resultados que estare-

mos contemplando. Sabemos de la Proposición 70 que tenemos un modo de estudiar relaciones

bicerradas con respecto a H, y la misma de�nición de bifuntor CA nos dice lo que tiene que

ocurrir para que al �jar las entradas de HomRp , q bajo funtores nos resulte en funtores casi

continuos (véase la De�nición 29). Tenemos lo siguiente: (i) para cualquier funtor covariante

casi cocontinuo F : R � Mod Ñ R � Mod, denotamos por RF a la relación bicerrada in-

ducida por el bifuntor AC HomRpF p q, q; (ii) para cualquier funtor covariante casi continuo

G : R � Mod Ñ R � Mod, denotamos por RG a la relación bicerrada HomRp , Gp qq. Así

tenemos:

RF � tpM,Nq P pR �Modq2 |HomRpF pMq, Nq � 0u

RG � tpM,Nq P pR �Modq2 |HomRpM,GpNqq � 0u

y estas relaciones cumplen con varias propiedades importantes.40 El siguiente resultado nos

dice que esas relaciones bicerradas se comportan bien respecto de productos y coproductos de

funtores.

40Empezamos por notar que RF � RF 1

cuando F � F 1, y RG � RG1 cuando G � G1.
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Proposición 71. Sean tFiuiPX y tGjujPY familias indexadas de funtores casi cocontinuos y

casi continuos, respectivamente. Entonces:

1. R
À

Fi �
�
RFi.

2. R±Gj
�
�
RGj

.

Demostración. Por la Proposición 45, tenemos que
À

Fi y
±
Gj son funtores covariantes

casi cocontinuo y casi continuo, respectivamente, por lo que R
À

Fi y R±Gj
son relaciones bi-

cerradas. Sabemos de la de�nición del bifuntor Hom que las intersecciones de imágenes de los

funtores F y G de R-módulos se comportan bien con respecto a la intersección de R-módulos,

por lo que se sigue el resultado.

Q.E.D.

Del mismo modo, se cumple lo dicho en el resultado anterior cuando se toman productos y

coproductos de un funtor consigo mismo.

Corolario 72. Sean F : R �Mod Ñ R �Mod un funtor covariante casi cocontinuo y G :

R �ModÑ R �Mod un funtor covariante casi continuo. Entonces:

1. RFX

� RF .

2. RGX � RG.

Demostración. Volvemos a aplicar la Proposición 45 y tenemos el resultado por la propiedad

del bifuntor Hom de comportarse bien con intersecciones de R-módulos.

Q.E.D.

Desde ahora, y a menos que se indique diferente, seguiremos considerando a F un funtor co-

variante casi cocontinuo y G un funtor covariante casi continuo. Empezaremos por describir

las conexiones de Galois correspondientes a las relaciones RF y RG. Estableceremos la siguien-

te notación para hablar sobre imágenes directa e inversa de funtores: para cualquier funtor

H : R �Mod Ñ R �Mod y cualquier C � R �Mod,
ÝÑ
H pCq denota a la clase de todos los

módulos de la forma HpMq para un M P C, y ÐÝH pCq denota a la clase de todos los módulos

RM tales que HpMq P C. En modo natural, H de�ne dos asignaciones que preservan el orden
ÝÑ
H,

ÐÝ
H : ℘pR �Modq ÝÑ ℘pR �Modq. Ahora veremos el siguiente resultado.

Proposición 73. Sea C � R �Mod. Entonces:

1. f
R

F pCq � fHp
ÝÑ
F pCqq.
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2. fR
F
pCq � ÐÝ

F pfHpCqq.

3. fRG
pCq � ÐÝ

GpfHpCqq.

4. fRGpCq � fHp
ÝÑ
GpCqq.

Demostración. (1) Para cualquier RN , HomRpF pMq, Nq � 0 para cualquier M P C si y sólo

si HomRpM,Nq � 0 para cualquier M P
ÝÑ
F pCq si y sólo si N P fHp

ÝÑ
F pCqq.

(2) Para cualquier RM se tiene que HomRpF pMq, Nq � 0 para cualquier N P C si y sólo si

F pMq P fHpCq.

(3) Para cualquier RN se tiene que HomRpM,GpNqq � 0 para cualquier M P C si y sólo si

GpNq P fHpCq.

(4) Para cualquier RM , HomRpM,GpNqq � 0 para cualquier N P C si y sólo si HomRpM,Nq �

0 para cualquier N P
ÝÑ
GpCq si y sólo si M P fHp

ÝÑ
GpCqq.

Q.E.D.

La situación de la Proposición 73 se ve diagramáticamente como sigue:

℘pR �Modq

ÝÑ
F
��

f
RF // ℘pR �Modq

℘pR �Modq

fH
66

℘pR �Modq

ÐÝ
F
��

℘pR �Modq

fH
66

fR
F

// ℘pR �Modq

℘pR �Modq

ÐÝ
G
��

℘pR �Modq

fH
66

f
RG // ℘pR �Modq

℘pR �Modq

ÝÑ
G
��

fRG // ℘pR �Modq

℘pR �Modq

fH
66

Podemos aplicar los resultados de la Proposición 73 para tener las siguientes propiedades acerca

de sistemas de cerrados de conexiones de Galois inducidas por relaciones bicerradas a su vez
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inducidas por bifuntores CA del siguiente modo.

Proposición 74. Sean pfq
R

F y pfqRG
conexiones de Galois de las relaciones bicerradas RF y

RG, respectivamente. Entonces:

1. pfq
R

F � cerr � t
ÐÝ
F pTq |T P T � torsu.

2. cerr � pfq
R

F � tfHpCq | C �
ÝÑ
F pR �Modqu.

3. pfqRG
� cerr � tfHpCq | C � ÝÑ

GpR �Modqu,

4. cerr � pfqRG
� t

ÐÝ
GpFq |F P F � torsu.

Demostración. (1) Sabemos del Teorema de Domenach-Leclerc generalizado 61 y la Propo-

sición 62 que pfq
R

F � cerr � T � tors para las RF -teorías de torsión. Como pfq
R

F � cerr �

ImpfR
F
q, de la parte (2) de la Proposición 73 se sigue que @A P pfq

R
F�cerr, A �

ÐÝ
F ppfqR

F
pBqq

para una B P T � tors. Luego pfq
R

F � cerr � t
ÐÝ
F pTq |T P T � torsu.

(2) Nuevamente, por el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado 61 y la Proposición 62, se

cumple que cerr � pfq
R

F � Impf
R

F q � F � tors para RF -teorías de torsión. Por la parte (1)

de la Proposición 73 se sigue que @C P cerr � pfq
R

F , C � f
R

F pDq � fHpEq con E � R �Mod.

Por tanto cerr � pfq
R

F � tfHpCq | C �
ÝÑ
F pR �Modqu.

(3) y (4) salen por dualidad aplicando las partes (4) y (3) de la Proposición 73 al funtor G.

Q.E.D.

Proposición 75. 1. El conglomerado de las RF -teorías de torsión es:

tpT, fHp
ÝÑ
F pTqq |T P pfq

R
F � cerru � tp

ÐÝ
F pTτ q,Fτ q | τ P rr0, τRF ssu.

2. El conglomerado de las RG-teorías de torsión es:

tfHp
ÝÑ
GpFqq |F P cerr � pfqRG

u � tpTσ,
ÐÝ
GpTσq |σ P rrσRG

, 1ssu.

Demostración. (1) Teniendo en cuenta que rr0, τ
R

F ss � tτ P R�radidem |Fτ P cerr�pfqRF u,

y como pfq
R

F es conexión de Galois, Fτ � fHp
ÝÑ
F pTq con T P pfq

R
F � cerr. Por las partes (1)

y (2) de la Proposición 74 se cumple la igualdad descrita.

(2) Dualmente, considerando la igualdad rrσRG
, 1ss � tσ P R � radidem |Tσ P pfqRG

� cerru,

de las partes (3) y (4) de la Proposición 74 tenemos la igualdad buscada.

Q.E.D.

Proposición 76. 1.
ÐÝ
F preserva clases de torsión.

2.
ÐÝ
G preserva clases libres de torsión.
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Demostración. (1) Tomamos T � R�Mod tal que T P T � tors. Como pfqH es conexión de

Galois, tomando ppfqHq�1 de modo natural, y por la parte (2) de la Proposición 73, se cumple

que
ÐÝ
F pTq � fR

F
ppfHq�1pTqq P T � tors.

(2) Lo tenemos por dualidad tomando
ÐÝ
G � fRG

ppfH�1qq y por la la parte (3) de la Proposi-

ción 73.

Q.E.D.

Proposición 77. 1. Tτ
RF

es la menor clase de torsión tal que
ÝÑ
F pR �Modq � Tτ

RF
.

2. Si
ÝÑ
F pR �Modq es una clase de torsión, entonces rr0, τ

R
F ss � rr0, τ

R
F ss X R � radidem y

cerr � pfq
R

F � tF P L� tors |Fτ
RF

� Fu.

3. FσRG
es la menor clase libre de torsión tal que

ÝÑ
GpR �Modq � FσRF

.

4. Si
ÝÑ
GpR�Modq es una clase libre de torsión, entonces rrσRG

, 1ss � rrσRG
, 1ssXR� radidem

y pfqRG
� cerr � tT P T � tors |TσRG

� Tu.

Demostración. (1) fHfHp
ÝÑ
F pR �Modqq � fHpf

R
F pR �Modqq � fHpFτ

RF
q � Tτ

RF
.

(2) Si
ÝÑ
F pR � Modq es una clase de torsión, entonces

ÝÑ
F pR � Modq � Tτ

RF
por (1). Si

τ P R � radidem tal que τ ¨ τ
R

F , entonces Tτ � Tτ
RF

�
ÝÑ
F pR �Modq y por la Proposi-

ción 74, Fτ � fHpTτ q P cerr � pfq
R

F y así τ P rr0, τ
R

F ss. Por lo que cualquier clase libre de

torsión Fτ � Fτ
RF

está en cerr � pfq
R

F .

(3) y (4) salen aplicando las nociones duales y la proposición 74 como en el caso anterior.

Q.E.D.

Veamos en el siguiente ejemplo cómo se aplican algunos de los resultados que hemos alcan-

zado. En la descripción de los elementos relevantes dados por las conexiones de Galois es en

donde se aprecia su uso para estudiar las estructuras algebraicas dadas por cierto funtor.

Sea R � Z, y sea G � t el radical torsión: Para cualquier grupo abeliano M , tpMq es su

subgrupo de torsión, es decir es el subgrupo de los elementos del grupo que tienen orden �nito.

La razón por la que t es un radical es:

tpM{tpMqq � tgtpMq P M{tpMq | pgtpMqqk � 0, k P Nu, pero gktpMq � 0 si y sólo si existe

l P N tal que pgktpMqql � gkltpMq � 0, por lo que gkl P tpMq. Por tanto, tpM{tpMqq �

tpMq{tpMq � 0 y t P Z� rad.

La razón por la que t es idempotente es directo de la de�nición de t.

El funtor t cumple que tpNq � N X tpMq para N ¤ M , por lo que es exacto izquierdo por

la Proposición 12, y la De�nición 29 nos da que t y es covariante casi continuo. Pero no es
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continuo por no preservar productos arbitrarios. Entonces el funtor G se puede trabajar con las

proposiciones dadas en esta sección y tener la relación bicerrada RG, que a su vez nos de�ne

los intervalos que aparecen a continuación. Primero, los conglomerados de clases cerradas de

módulos asociados a RG son:

1. pfqRG
� cerr son las clases de torsión tM P Z�Mod |HomZpM,Cq � 0, @C P Cu, donde C

es una subclase de la clases de grupos abelianos de torsión.

2. cerr� pfqRG
son las clases libres de torsión tM P Z�Mod | tpMq P Fu, donde F P L� tors.

La colección son las clases libres de torsión Fσt donde σ P Z� radidem.

El conglomerado de todas las RG-teorías de torsión son los pares

ptM P Z�Mod |HomZpM, tpNqq � 0, @N P Fu,Fq, con F P cerr � pfqRG
.

En modo equivalente, los pares son de la forma pTσ,Fσtq con σ P rrσRG
, 1ss.

Con estos resultados tenemos lo necesario para estudiar los conglomerados reticulares de

interés en términos de relaciones bicerradas inducidas y mor�smos entre objetos. A continua-

ción veremos cómo emplear estas herramientas en situaciones más especí�cas dentro de R-Mod,

siempre cuidando de establecer los elementos mínimos para poder empezar a hablar de bifun-

tores CA y sistemas de cerrados.

Pares adjuntos, R-bimod y anillos cocientes. Conexiones de

Galois inducidas por relaciones bicerradas inducidas

A continuación veremos los resultados anteriores al respecto de relaciones bicerradas induci-

das por pares adjuntos y R-bimódulos. Si tenemos que xF,Gy : R�ModÑ R�Mod es un par

adjunto, entonces F es covariante cocontinuo y G es covariante continuo. Las Proposiciones 47

y 48 nos dicen que HomRpF p q, q y HomRp , Gp qq son bifuntores CA. Un resultado general de

la Teoría de Módulos41 nos dice que existe L P R � bimod e isomor�smos naturales F � LbR

y G � HomRpL, q. Por lo que el par adjunto xF,Gy es representado en modo único salvo

isomor�smo por el bimódulo RLR. Más aún, como HomRpF pMq, Nq � HomRpM,GpNqq para

todos los M,N P R �mod, entonces las relaciones bicerradas inducidas por los bifuntores CA

son las mismas, esto es RF � RG. Gracias al bimódulo L, podemos denotar las dos relaciones

con RrLs.

41Conocido como Teorema de Watts-Eilenberg, este resultado suele verse en varia partes. En este trabajo
hemos presentado algunas de esas partes en la sección preliminar sobre teoría de categorías. Una presentación
adecuada puede hallarse en el apéndice B de Cerda (2016) así como en los trabajos de Eilenberg (1960) y Watts
(1960).
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Algunas de las propiedades que hemos visto se cumplen para estas relaciones bicerradas indu-

cidas por R-bimódulos.

Proposición 78. 1. Para cualquier familia tLiuiPX � R � bimod, Rr
À

Lis �
�
RLi

.

2. Para cualquier L P R � bimod y cualquier conjunto X, RrLpXqs � RrLs.

3. Sean L,K P R � bimod. Si L genera a K entonces RrLs � RrKs.

Demostración. (1) Como para cada i P X, Fi � LibR, entonces
À

Fi �
À

LibR. Se aplica

la parte (1) de la Proposición 71 para obtener el resultado.

(2) La parte (1) del Corolario 72 nos permite obtener el resultado.

(3) Si L genera a K, existe un epimor�smo LpXq ↠ K. Por lo que para cada RM se cumple que

LpXq bR M ↠ K bR M es un epimor�smo y HomRpK bR M,Nq ↣ HomRpL
pXq bR M,Nq es

un monomor�smo con N P R �mod. Tenemos así que RrLs � RrLpXqs � RrLs.

Q.E.D.

La generación de un bimódulo a partir de otro induce un preorden en R-bimod. Tal preor-

den induce una relación de equivalencia L � K la cual se entiende como que L y K se generan

mutuamente. Esto afecta a los prerradicales α que vimos antes del siguiente modo: αL
L � αK

K .

La relación de equivalencia nos permite dar una partición de R-bimod en el siguiente sentido:

Para RLR, rLs� es la clase equivalencia de L, y R� bimod{ � es el conglomerado de todas esas

clases de equivalencia, y tal conglomerado puede ordenarse parcialmente de manera natural con

el preorden dado en términos de la generación de bimódulos, esto es, rLs� ¨ rKs� si L genera

a K. La parte (3) de la Proposición 78 permite de�nir una asignación que preserva el orden

Ψ : R � bimod{ �ÝÑ rHs¨ dada por ΨprLs�q � RrLs.

Los últimos resultados acerca de las relaciones bicerradas RF y RG nos permiten examinar las

conexiones de Galois que surgen cuando se tiene una relación bicerrada RrLs inducida por un bi-

módulo RLR. El siguiente resultado es el análogo correspondiente al dado en la proposición 73.42

Proposición 79. Sea xF,Gy : R � Mod Ñ R � Mod un par adjunto representado por el

bimódulo RLR. Para cada C � R �Mod:

1. fRrLs
pCq � fHp

ÝÑ
F pCqq � ÐÝ

GpfHpCqq.

2. fRrLspCq � fHp
ÝÑ
GpCqq � ÐÝ

F pfHpCqq.
42Incluso se sigue cumpliendo la conmutatividad de los diagramas que se presentaron después de esa propo-

sición, sólo cambiando las apariciones de RF y RG por RrLs.
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Demostración. El razonamiento hecho en la Proposición 73 funciona aquí cambiando las

apariciones de RF y RG por RrLs.

Q.E.D.

Proposición 80. Sea xF,Gy : R � Mod Ñ R � Mod un par adjunto representado por el

bimódulo RLR. Entonces:

1. fRrLs
� cerr � t

ÐÝ
F pTq |T P T � torsu � tfHpCq | C � ÝÑ

GpR �Modqu.

2. cerr � fRrLs
� t

ÐÝ
GpFq |F P L� torsu � tfHpCq | C �

ÝÑ
F pR �Modqu.

Demostración. El razonamiento dado en la Proposición 74 funciona aquí al cambiar las apa-

riciones de RF y RG por RrLs.

Q.E.D.

Proposición 81. Sea xF,Gy : R � Mod Ñ R � Mod un par adjunto representado por el

bimódulo RLR. El conglomerado de todas las RrLs-teorías de torsión es:

tpTσ,
ÐÝ
GpFσqq |σ P rrσRrLs

, 1ssu � tp
ÐÝ
F pTτ q,Fτ q, | τ P rr0, τRrLs

ssu.

Demostración. El razonamiento aplicado en la Proposición 75 nos da el resultado al cambiar

las apariciones de RF y RG por RrLs.

Q.E.D.

Sabemos de la relación mostrada entre las clases de torsión y libres de torsión con los radi-

cales idempotentes, la De�nición 40 y los resultados relacionados vistos, que podemos tomar la

descripción de conexiones de Galois isótonas xλRrLs
, µRrLs

y sobre R-radidem según la relación

RrLs, donde las partes residuada y residual se de�nen como sigue:

λRrLs
pσq �

©
NP
ÐÝ
G pFσq

ωN
0 para cualquier σ P R � radidem;

µRrLs
pτq �

ª
MP
ÐÝ
F pTτ q

αM
M para cualquier τ P R � radidem.

Esta descripción para las conexiones de Galois nos servirá para estudiar algunos ejemplos

cuando se toman anillos y funtores de cierto tipo, pues los resultados alcanzados hasta aquí ser-

virán para arrojar información tanto de teorías de torsión como de prerradicales vía conexiones

de Galois. Comenzamos por explorar las propiedades extraídas por las conexiones de Galois

dadas por relaciones bicerradas cuando consideramos anillos cocientes. Dado un ideal I ¤ R,
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consideremos el par adjunto xR{IbR , HomRpR{I, qy.43 Veremos que el par adjunto puede ver-

se en términos de prerradicales convenientes a continuación. Dado σ P R� pr, recordemos que

tenemos el coprerradical σ� : R�mod ÝÑ R�mod de�nido como σ�pMq �M{σpMq. Según la

observación hecha después de la De�nición 18, se cumple que pαR
I q

�pMq �M{αR
I pMq �M{IM .

Ahora, una noción que conviene recordar es la de totalizador de un prerradical σ, el cual es

el menor prerradical τ tal que pσ : τq � 1. Para los siguientes resultados, requeriremos de lo

siguiente: para RM , tpαR
I qpMq � tx PM | Ix � 0u.44. Procedemos de la siguiente manera:

Proposición 82. Para σ P R � pr, se tiene que tpσq �
�
tαM

M |σpRqpMq � 0u.

Demostración. Procederemos por partes, primero mostrando que tpσq P R � idem. Para

esto, consideremos lo siguiente:

Para RM , tenemos que, como por de�nición pσ : tpσqq � 1, se cumple tpσqpM{σpMqq �

pσ : tpσqqpMq{σpMq � M{σpMq. Entonces, por la de�nición de coproducto, se tiene que

pσ : tpσqtpσqqpMq{σpMq � tpσqtpσqpM{σpMqq � tpσqpM{σpMqq � M{σpMqq. Entonces

pσ : tpσqtpσqqpMq � M , es decir que pσ : tpσqtpσqq � 1, y la de�nición del totalizador y la

Observación ♣ nos permiten deducir que tpσq ¨ tpσqtpσq ¨ tpσq. Por tanto, tpσq P R � idem.

Por la parte (1) del Lema 28, se tiene que tpσq �
�
tαM

M | tpσqpMq � Mu. Ahora tenemos los

siguientes desarrollos:

p¨q Sabemos que R{I �Mod � tM P R�Mod | IM � 0u.45 Por lo que si tomamos un módulo

N tal que σpRqN � 0, entonces N P R{I �Mod. Similar a como hicimos en la implicación

de (1) a (3) en la Proposición 15, tenemos que N es imagen homomór�ca de algún módulo

libre, es decir que existen un conjunto X y un epimor�smo ρ : pR{σpRqqpXq Ñ N . Ahora, ρ

es un R{σpRq-mor�smo y requerimos que también sea un R-mor�smo, por lo que recordamos

que tenemos el epimor�smo canónico R ↠ R{I dado como r ÞÑ r � I para todo ideal I, y

veri�camos que se cumplen las propiedades de ser un R-mor�smo para ρ:

(i) Sean f, g P pR{σpRqqpXq, entonces ρpf � gq � ρpfq � ρpgq, pues sabemos que ρ abre sumas

por ser un R{σpRq-mor�smo.

(ii) Sean r P R y f P pRqpXq, entonces ρpa�fq �
¸

xPsoppfq

pa�fqpxq�x �
¸

xPsoppfq

ppa�σpRqq�fqpxq�x �

pa�σpRqq �
¸

xPsoppfq

fpxq �x � a � ρpfq, y las igualdades tercera y quinta salen por el epimor�smo

canónico, y la cuarta igualdad porque ρ es un R{σpRq-mor�smo.

43Aquí recordemos que el producto tensorial de módulos usual es un funtor.
44Donde el conjunto de la derecha es el anulador de I en M
45Este es un resultado general que puede encontrarse como el Corolario 2.12 en Anderson, Fuller (1992).
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Por tanto, vemos que ρ es un R-mor�smo. Ahora, sabemos que

tpσqpR{σpRqq � pσ : tpσqqpRq{σpRq � R{σpRq. Haciendo tpσqpNq � tpσqpρppR{σpRqqpXqqq,

como ρ es un epimor�smo, entonces para todo n P N tenemos que n �
¸

xPsoppfq

pax � σpRqqx

donde f P pR{σpRqqpXq, pero como por el resultado del ρ epimor�smo, sabemos que X � N

es un conjunto de generadores de N y así n �
¸

xPsoppfq

pax � σpRqqx �
¸

xPsoppfq

paxx � σpRqq �

p
¸

xPsoppfq

axxq � σpRq donde la última igualdad sale por la hipótesis de que σpRqN � 0, en-

tonces tpσqpNq � tpσqpρppR{σpRqqpXqqq � tpσqpρpRpXqq{σpRqq � pσ : tpσqqpρpRpXqq{σpRq �

ρpRpXqq{σpRq � pρpR{σpRqqpXq � N . Por lo tanto,
�
tαM

M |σpRqpMq � 0u ¨ tpσq.

p©q Para cualquier RK, recordemos de la demostración de (1) del Lema 28 que αK{σpKq
K{σpKqpK{σpKqq �

K{σpKq. Entonces pσ : α
K{σpKq
K{σpKqqpKq{σpKq � α

K{σpKq
K{σpKqpK{σpKqq � K{σpKq. Por lo que

pσ : α
K{σpKq
K{σpKqqpKq � K. Pero como estamos suponiendo que σpRqpK{σpKqq � 0, tenemos que

K � pσ : α
K{σpKq
K{σpKqqpKq ¤ p

�
tpσ : αM

M q |σpRqpMqq � 0uqpKq � pσ :
�
tαM

M |σpRqpMq � 0uqpKq

y la última igualdad sale porque el supremo de prerradicales se comporta bien con el coproducto

según la parte (2) de la Proposición 14. Pero por la de�nición de totalizador y de coproducto

como submódulo de K, lo anterior nos da que pσ :
�
tαM

M |σpRqpMq � 0uq � 1 y esto nos

permite deducir que tpσq ¨
�
tαM

M |σpRqpMq � 0u.

Con estas desigualdades, concluimos el resultado de la proposición.

Q.E.D.

Corolario 83. tpαR
I qpMq � tx PM | Ix � 0u.

Demostración. Por la Proposición 82, tenemos que tpαR
I q �

�
tαM

M |αR
I pRqpMq � 0u. Y por

la parte (ii) de la Observación �, tenemos que
�
tαM

M |αR
I pMq � 0u � tαM

M | IM � 0u. De esto

se sigue que tpαR
I qpMq � tx PM | Ix � 0u.

Q.E.D.

De lo anterior, podemos notar que tpαR
I q P R � rad puesto que, para todo RM , se cumple

que tpαR
I qpM{tpαR

I qpMqq � 0. Lo anterior es necesario porque daremos un resultado que nos

permitirá relacionar los resultados de conexiones de Galois dadas por relaciones bicerradas con

el par adjunto que dimos antes, xR{IbR , HomRpR{I, qy. Comenzaremos por lo siguiente.

Proposición 84. Sea I ¤ R un ideal. Entonces tpαR
I q � α

R{I
R{I .
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Demostración. Para un RN y n P tpαR
I qpNq, se tiene que In � 0. De�nimos dn : R{I Ñ N

como dnpr� Iq � rn. Este es un R-mor�smo bien de�nido: Si r� I � s� I, entonces r� s P I,

pero pr�sqn � rn�sn � 0, entonces dnpr�Iq � rn � sn � dnps�Iq. Ahora: dnp1�Iq � n1 � n

y se cumple que n P αR{I
R{IpNq. Y como dn P tf : R{I Ñ Nu, entonces tenemos que n P αR{I

R{IpNq,

por lo que tpαR
I q ¤ α

R{I
R{I .

Ahora, si n P αR{I
R{IpNq entonces n � f1pr1�Iq�f2pr2�Iq�...�fkprk�Iq para unos fi : R{I Ñ N ,

con i � 1, ..., k. Entonces, si tomamos a P I y hacemos an � af1pr1 � Iq � af2pr2 � Iq � ... �

afkprk�Iq � f1par1�Iq�f2par2�Iq�...�fkpark�Iq porque los fi son mor�smos de anillos para

cada i � 1, ..., k, pero como I es un ideal de R, entonces ari P I para cada i � 1, ..., k, entonces

fipari� Iq � fip0� Iq y tenemos que f1par1� Iq � f2par2� Iq � ...� fkpark � Iq � 0, entonces

an � 0 y como a P I fue arbitrario, entonces se tiene que In � 0. Por lo que tpαR
I q ¥ α

R{I
R{I .

Por tanto tpαR
I q � α

R{I
R{I .

Q.E.D.

Proposición 85. Sea I ¤ R un ideal. Entonces tpαR
I q � HomRpR{I, q.

Demostración. Por la hipótesis, R/I es un R-bimódulo y se tiene que HomRpR{I,Mq P

R �mod para todo RM . Sea un RN y usamos el homomor�smo dn de la Proposición 84 para

de�nir las siguientes asignaciones:

φ : HomRpR{I,Nq Ñ tpαR
I qpNq como φpfq � fp1� Iq,

ψ : tpαR
I qpNq Ñ HomRpR{I,Nq como ψpxq � dx.

Para f P HomRpR{I,Nq, ψpφpfqq � ψpfp1� Iqq � dfp1�Iq � f .

Para x P tpαR
I qpNq, φpψpxqq � φpdxq � dxp1� Iq � 1x � x.

Se cumple que ψφ y φψ dan la identidad y tpαR
I q � HomRpR{I, q.

Q.E.D.

Proposición 86. Sea I ¤ R un ideal derecho. Entonces:

1. Para cada RM existe un isomor�smo φM : R{IbRM ÑM{IM tal que para cada r�I P R{I

y m PM se tiene que φMppr � Iq bmq � rm� IM .

2. Para cada mor�smo f : N Ñ M , existe un mor�smo f 7 : N{IN Ñ M{IM tal que el si-

guiente diagrama conmuta:
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R{I bR N

φN

��

R{Ibf// R{I bR M

φM

��
N{IN

f 7 //M{IM

Demostración. (1) Basta mostrar que φM dada es biyectiva:

(inyectiva) Sean r � I P R{I y m PM tales que φMppr � Iq bmq � 0. Como KerpφMq � tx P

R{I bR M |φMpxq P IMu, entonces φMppr � Iq bmq � rm � IM � 0 � IM , lo cual implica

que rm P IM y así KerpφMq � IM .

(suprayectiva) Sea m � IM P M{IM , haciendo φMpp1 � Iq b mq � m � IM y se tiene que

ImpφMq �M{IM .

(2) De�niendo f 7pn� INq � φMppr � Iq b fpnqq, se cumple que:

φMpR{I b fqppr � Iq b nq � φMppr � Iq b fpnqq � rfpnq � IM por lo hecho en (1);

f 7pφNppr � Iq b nq � f 7prn� INq � φMppr � Iq b fpnqq � rfpnq � IM .

Por tanto, φM � pR{I b fq � f 7 � φN .

Q.E.D.

Con ayuda de estos últimos resultados, podemos deducir inmediatamente lo que buscamos:

Proposición 87. Para cada ideal I ¤ R, existen los isomor�smos naturales:

1. pαR
I q

� � R{IbR .

2. tpαR
I q � HomRpR{I, q.

Demostración. (1) Se cumple que pαR
I q

�pMq �M{αR
I pMq �M{IM � R{I bR M , donde el

isomor�smo es dado por la Proposición 86.

(2) Esto se tiene ya por la Proposición 85.

Q.E.D.

Gracias a la Proposición 87, las asignaciones pαR
I q

� y tpαR
I q nos ayudan a estudiar la relación

bicerrada RR{I en términos del par adjunto xpαR
I q

�, tpαR
I qy y los resultados generales acerca de

las conexiones de Galois entre intervalos de prerradicales y teorías de torsión. Ahora podemos

deducir las siguientes propiedades de conexiones de Galois para dicha relación bicerrada.

Proposición 88. 1. Para cualquier σ P R � radidem, fRrR{Is
pTσq � FσtpαR

I q
.

2. Para cualquier τ P R � radidem, fRrR{IspFτ q � TpαR
I :τq.



96 ÍNDICE GENERAL

Demostración. (1) Para cualquier RN , tenemos que N P
ÐÝÝÝ
tpαR

I qpFσq si y sólo si tpαR
I qpNq P Fσ

si y sólo si σtpαR
I qpNq � 0. Las Proposiciones 79 y 87 nos permiten tener: fRrR{Is

pTσq �
ÐÝÝÝ
tpαR

I qpFσq � FσtpαR
I q
.

(2) Para cada RM tenemos que M P
ÐÝÝÝ
pαR

I q
�pTτ q si y sólo si pαR

I q
�pMq P Tτ si y sólo si

τpM{αR
I pMqq �M{αR

I pMq. Por las Proposiciones 79 y 87: fRrR{IspFτ q �
ÐÝÝÝ
pαR

I q
�pTτ q � TpαR

I :τq.

Q.E.D.

Proposición 89. 1. pfqRrR{Is
� cerr � tTpαR

I :τq | τ P R � radidemu.

2. cerr � pfqRrR{Is
� tFσtpαR

I q
|σ P R � radidemu.

Demostración. La de�nición de los sistemas de cerrados y la Proposición 88 nos dan este

resultado.

Q.E.D.

Debido a la construcción de los sistemas de cerrados, se tiene que el menor miembro de

pfqRrR{Is
� cerr es TαR

I
y el menor miembro de cerr � pfqRrR{Is

es FtpαR
I q
. Según las cons-

trucciones de rrσRrR{Is
, 1ss y rr0, τRrR{Is

ss dadas inmediatamente después de la De�nición 39, se

tiene que σRrR{Is
� xαR

I y τRrR{Is
� tpαR

I .

Proposición 90. El conglomerado de todas las RrR{Is-teorías de torsión es:

tpTσ,FσtpαR
I q
q |σ P rrσRrR{Is

, 1ssu � tpTpαR
I :τq,Fτ q | τ P rr0, τRrR{Is

ssu.

Demostración. Aplicando la Proposición 81, tenemos el resultado.

Q.E.D.

Por la De�nición 39, la construcción de los sistemas de cerrados y lo recién comentado, te-

nemos que para cada σ P R � radidem, se tiene que λRrR{Is
pσq es el único radical idempotente

tal que FλRrR{Is
pσq � fRrR{Is

pTσq � FσtpαR
I q
, y para cada τ P R� radidem se tiene que µRrR{Is

pτq

es el único radical idempotente tal que TµRrR{Is
pτq � fRrR{IspFτ q � TpαR

I :τq. Sabiendo esto, tene-

mos el siguiente resultado.

Proposición 91. La conexión de Galois isótona xλRrR{Is
, µRrR{Is

y sobre R-radidem se describe:

λRrR{Is
pσq � σtpαR

I q, @σ P R � radidem;

µRrR{Is
pτq � {pαR

I : τq, @τ P R � radidem.
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Demostración. El razonamiento en ambos casos es similar, por lo que haremos el caso de λ:

Según la De�nición 39, tenemos que λRrR{Is
pσq � RejRrR{Is

pTσq �
£

NPfRrR{Is
pTσq

ωN
0 . Ahora, por

las Proposiciones 88 y 89 se tiene que fRrR{Is
pTσq � FσtpαR

I q
� FλRrR{Is

pσq tal que FtpαR
I q

es el

menor miembro de cerr � pfqRrR{Is
. Por la Proposición 90, sabemos que FσtpαR

I q
es el supremo

de las Fσ con σ P rσRrR{Is
, 1s y por las igualdades dadas por la De�nición 39, tenemos que:

σtpαR
I q �

ª
λPORD

σtpαR
I qλ � στRrR{Is

�
£

NPfRrR{Is
pTσq

ωN
0 � λRrR{Is

pσq.

Q.E.D.

Nuevamente, tenemos los siguientes resultados como consecuencia de las propiedades de los

intervalos de radicales y los sistemas de cerrados.

Proposición 92. Si I ¤ R es idempotente, entonces:

1. rrσRrR{Is
, 1ss � rαR

I , 1s XR � radidem.

2. rr0, τRrR{Is
ss � r0, tpαR

I s XR � radidem.

3. pfqRrR{Is
� cerr � tT P T � tors |TαR

I
� Tu.

4. cerr � pfqRrR{Is
� tF P L� tors |FtpαR

I q
� Tu.

Demostración. Todos los resultados se obtienen directamente de la Proposición 77.

Q.E.D.

Recordemos que, como αR
I , tpα

R
I q P R � radidem, se cumple que para todo τ P R � radidem,

pαR
I : τq P R� radidem y para todo σ P R� radidem, σtpαR

I q P R� radidem. Antes de dar las

siguientes propiedades, requerimos un par de resultados propios de la teoría de módulos. Éstos

son dados a continuación:

Lema 93. r P R � pridem si y sólo si r � r � pr : sq @s P R � pr.

Demostración. pðq Esta dirección ya se tiene puesto que al tomar s � 0 tenemos que

pr : 0q � r.

pñq Suponemos que r P R�pridem. Veamos que se cumple la igualdad por doble desigualdad:

p©q Para cualquier s P R� pr, se cumple que r � pr : sq ¨ r^ pr : sq ¨ r por la Observación ♣.

p¨q Por la Observación ♣ se cumple que r ¨ pr : sq para cualquier s P R � pr, entonces

r � r � r ¨ r � pr : sq.
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Por lo tanto, tenemos que r � r � pr : sq @s P R � pr.

Q.E.D.

Lema 94. 1) Si r, t P R � rad entonces rt P R � rad.

2) Si r, t P R � pridem entonces pr : tq P R � pridem.

Demostración. (1) Sean r, t P R � rad y tomemos un par de R-módulos RN , RM tales

que N ¤ rtpMq. Sabemos que para cualquier RA, rtpAq ¤ rpAq, tpAq, entonces: rtpM{Nq �

rptpM{Nqq � rptpMq{Nq � rtpMq{N donde la última igualdad es por el Lema 17. Por tanto,

rt P R � rad.

(2) Sean r, t P R � pridem. Veremos que pr : tq � pr : tqpr : tq desarrollando la de�nición:

Para cualquier RM , pr : tqpr : tqpMq es el submódulo de pr : tqpMq que contiene a rppr : tqpMqq

tal que

pr : tqpr : tqpMq{rppr : tqpMqq � tppr : tqpMq{rppr : tqpMqqq. Ahora, pr : tqpMq es el submódulo

de M que contiene a rpMq tal que pr : tqpMq{rpMq � tpM{rpMqq, pero pr : tqpMq{rpMq � pr :

tqpMq{rpr : tqpMq por ser r P R�pridem y el Lema 93. Entonces tpM{rpMqq � pr : tqpMq{rpr :

tqpMq y al aplicar t a ambos lados de esa igualdad y por el Lema 93: pr : tqpMq{rpMq �

tpM{rpMqq � ttpM{rpMqq � tppr : tqpMq{rpr : tqpMqq � pr : tqpr : tqpMq{rppr : tqpMqq. Por lo

que pr : tq � pr : tqpr : tq y pr : tq P R � pridem.

Q.E.D.

Proposición 95. Sean σ, τ P R � pr.

1. Si σ es un t-radical y τ es un radical, entonces pσ : τq P R � rad.

2. Si σ P R � pridem y τ P R � prei, entonces στ P R � prei.

Demostración. (1) Para cualquier RM , se tiene que σpMq ¤ pσ : τqpMq y se puede dar un

epimor�smo M{σpMq ↠ M{pσ : τqpMq. Como σ es t-radical, por la Proposición 15, preserva

epimor�smos y así σpM{σpMqq � 0, de lo que se sigue que σpM{pσ : τqpMqq � 0. Como

τ P R� rad, tenemos que: pσ : τq : pσ : τq � ppσ : τq : σq : τ � pσ : τq : τ � σ : pτ : τq � pσ : τq.

Luego pσ : τq : σ � pσ : τq y pσ : τq P R � rad.

(2) Como τ P R�prei, para RM se cumple: τpστpMqq � στpMqXτpτpMqq � στpMqXτpMq �

στpMq.

Tenemos que τστ � στ . Como σ es idempotente, tenemos que στστ � σστ � στ y así

στ P R � pridem.

Q.E.D.



ELEMENTOS PARAUNA CLASIFICACIÓN DE CONEXIONES DE GALOIS INDUCIDAS POR RELACIONES BICERRADAS Y PRERRADICALES99

Tenemos lo siguiente como consecuencia.

Proposición 96. Si I ¤ R es idempotente, entonces:

1. Para cada τ P R � radidem, pαR
I : τq P R � radidem.

2. Para cada σ P R � radidem, σtpαR
I q P R � radidem.

Demostración. (1) Por la Proposición 15, αR
I es un t-radical y de la Proposición 95 se tiene

que pαR
I : τq P R � rad. Ahora, como I es idempotente, se tiene que αR

I es idempotente y de la

parte (2) del Lema 94 tenemos que pαR
I : τq P R � radidem.

(2) Como tpαR
I q � HompR{I, q es funtor covariante casi continuo, es exacto izquierdo y por la

Proposición 95 se tiene que σtpαR
I q P R�prid. La idempotencia de I y la parte (1) del Lema 94

dan que σtpαR
I q P R � radidem.

Q.E.D.

Notemos pues que la idempotencia del ideal es importante para que en este caso de la relación

bicerrada RrR{Is tengamos los siguientes resultados, todos ellos deducibles de las Proposicio-

nes 91, 92 y 90, respectivamente.

Proposición 97. Si I ¤ R es idempotente, la conexión de Galois isótona xλRrR{Is
, µRrR{Is

y sobre

R-radidem se describe:

λRrR{Is
pσq � σtpαR

I q, @σ P R � radidem;

µRrR{Is
pτq � pαR

I : τq, @τ P R � radidem.

Proposición 98. Si I ¤ R es idempotente, entonces hay un isomor�smos de orden:

rαR
I , 1s XR � radidem � r0, tpαR

I s XR � radidem.

Proposición 99. Si I ¤ R es idempotente, el conglomerado de todas las RrR{Is-teorías de

torsión es:

tpTσ,FσtpαR
I q
q |σ P rrσRrR{Is

, 1ssXR�radidemu � tpTpαR
I :τq,Fτ q | τ P rr0, τRrR{Is

ssXR�radidemu.

Elementos para una clasi�cación de conexiones de Galois

inducidas por relaciones bicerradas y prerradicales

¾Qué tienen en común la mayoría de los resultados que hemos dado acerca de los elementos

de las conexiones de Galois para relaciones bicerradas inducidas, por una parte por ciertos pares
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adjuntos y bimódulos, y por otra parte por anillos cocientes R{I? Podemos rastrear ciertas ca-

racterísticas importantes desde el momento que se presentan bifuntores, y clases de R-torsión,

por una parte, y mor�smos entre conglomerados de prerradicales con ciertas características

sobre determinados anillos, por otra. Esto no es accidental, pues notemos que hemos requerido

de elementos mínimos para establecer los resultados posteriores a los mencionados debido a

que las conexiones de Galois inducidas siguen instanciando las propiedades que se han venido

presentando desde la Proposición 70 en adelante. Por lo que podemos concluir que el estudio

acerca de sistemas de cerrados y operadores cerradura que constituyen las conexiones de Galois

pertinentes entre ciertas colecciones de objetos con una estructura relevante (es decir, una es-

tructura reticular) puede ser desempeñado al �jar la atención en la información que se obtiene

por medio de los resultados generales que hemos expuesto. Es especialmente notorio que, en el

caso de R-Mod, es muy útil el uso de los funtores de producto tensorial, b, y HomR, para tener

al alcance las herramientas necesarias que nos permitan acceder a las conexiones de Galois que

clasi�can las relaciones bicerradas y los prerradicales que nos permiten la comparación entre los

sistemas de cerrados dados por esos conglomerados. Listamos ahora los elementos requeridos

para ofrecer una clasi�cación de teorías de torsión y prerradicales en términos de conexiones de

Galois:

1. Dado un bifuntor CA, K, se tiene que RK P rHs¨ (Proposición 70).

2. Los funtores F y G �jados en las entradas de HomR dan relaciones RF y RG bicerradas con

respecto a H.

3. Las partes residuada y residual de pfq
R

F y pfqRG
siempre son en términos de fH y fH apli-

cadas a los funtores F y G (Proposición 73).

4. Las familias de cerrados de pfq
R

F y pfqRG
siempre son en términos de fH y fH, y las imágenes

directas e inversas de los funtores F y G lo son en términos de colecciones H de R-Mod y clases

de torsión y libres de torsión (Proposición 74).

5. Las RF -teorías de torsión y las RG-teorías de torsión son dadas en términos de prerradicales

en rr0, τ
R

F ss y rrσRG
, 1ss (Proposición 75).

6. Las imágenes inversas de funtores F que �jan HomRpF p q, q preservan clases de torsión;

las imágenes inversas de funtores G que �jan HomRp , Gp qq preservan clases libres de torsión

(Proposición 76).

7. Las clases de torsión inducidas por RF determinan los prerradicales en rr0, τ
R

F ss y las clases

libres de torsión; las clases libres de torsión inducidas por RG determinan los prerradicales en

rrσRG
, 1ss y las clases de torsión (Proposición 77).



ELEMENTOS PARAUNA CLASIFICACIÓN DE CONEXIONES DE GALOIS INDUCIDAS POR RELACIONES BICERRADAS Y PRERRADICALES101

Ahora, daremos un ejemplo de los resultados que se pueden obtener con los elementos

de las conexiones de Galois para un anillo especí�co. El anillo que nos interesa analizar es un

anillo R artiniano semisimple (el ser semisimple ya implica la propiedad ser artiniano), que se-

gún varias de�niciones equivalentes, puede decirse que posee las propiedades: (i) El R-módulo

RR es artiniano si todo conjunto no vacío de submódulos de RR tiene elemento mínimo ("se

estaciona"); (ii) El R-módulo RR es semisimple si puede verse como suma de módulos simples.46

Los siguientes enunciados son equivalentes y servirán para nuestro estudio:

1. R es un anillo semisimple y se tiene que |R � simp| � n.

2. R-pr es una retícula booleana de 2n elementos.

3. Para cada σ P R � pr, σ �
ª
SPS

αS
S para un S � R � simp.

Por la parte (1) de la Proposición 35, tenemos que, en este caso, todo σ P R� pr es un radical

idempotente.

A continuación daremos algunos resultados acerca de lo que cumplen los conglomerados

de teorías de torsión y prerradicales cuando se procede sobre un anillo semisimple. Para esto,

haremos uso de los hechos recién expuestos así como de varios de los resultados anteriormente

alcanzados.

Comenzamos con el siguiente resultado acerca del tamaño de rHs¨ cuando el anillo es semisim-

ple.

Proposición 100. Si R es un anillo semisimple con |R � simp| � n, entonces rHs¨ es una

retícula booleana de tamaño 2n
2
.

Demostración. Como tenemos que R es un anillo semisimple con |R � simp| � n. Por la

parte (1) de la Proposición 35, sabemos que R � pr � R � radidem, y también es una re-

tícula booleana de 2n elementos. Por las Proposiciones 31 y 32, tenemos que T-tors y L-tors

son retículas booleanas isomorfas a ℘pXnq donde Xn � t1, ..., nu. Usando las asignaciones del

Teorema 6 de Polaridades y la Proposición 68 tenemos los siguientes isomor�smos:

rHs¨ � GalpT � tors, L� torsq � Galp℘pXnq, ℘pXnqq � ℘pXn �Xnq

donde el tamaño de ℘pXn �Xnq es 2n
2
.

Q.E.D.

Para anillos semisimples, todos sus ideales son idempotentes. Esto quedará mostrado con el

46Otra caracterización de los anillos semisimples R es que RadpRq � 0. De esto se tiene como resultado que
un anillo es artiniano y su radical es cero si y sólo si es semisimple.
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siguiente resultado:

Lema 101. Sea R un anillo semisimple, entonces todo ideal I ¤ R es idempotente.

Demostración. Como R es semisimple, entonces R �
nà

i�0

Ai con RAi ¤R R simples @i �

0, ..., n. Y por otra propiedad de los anillos semisimples, existe un conjunto te0, ..., enu de ele-

mentos de R que son idempotentes ortogonales tales que Ai � Rei @i � 0, ..., n. Entonces

debemos mostrar que todos los ideales Ai son de la forma Ai � Rei � ReiRei � AiAi.

Como hemos tomado los ideales como bilaterales, entonces todo I ¤ R satisface que IR � I. En-

tonces Re bilateral cumple que pReqR � Re. Con esto procedemos a mostrar que Rei � ReiRei

por doble contención:

(�) Sea z P Rei, entonces existe x P R tal que z � xei, pero como z � xei � xeiei � pxeixqei �

xeixei � zz, esto por la idempotencia de ei y por la igualdad pReqR � Re, entonces z P ReiRei.

(�) Sea z P ReiRei, entonces existen x, y P R tales que z � xeiyei, pero por Rei � pReiqR,

existe w P R tal que xeiyei � weiei. Se cumple que z � xeiyei � weiei � wei, donde la última

igualdad es por la idempotencia de ei, y así tenemos que z P Rei.

Por lo tanto, Rei � ReiRei y Ai es idempotente @i � 0, ..., n.

Q.E.D.

Con ayuda de este resultado, ahora podemos deducir los siguientes resultados de inmedia-

to.

Proposición 102. Si R es anillo semisimple e I ¤ R es un ideal. Entonces:

1. rrσRrR{Is
, 1ss � rαR

I , 1s y rr0, τRrR{Is
ss � r0, tpαR

I qs.

2. La conexión de Galois isótona xλRrR{Is
, µRrR{Is

y sobre R-radidem = R-pr se describe:

λRrR{Is
pσq � σtpαR

I q � σ ^ tpαR
I q, @σ P R � radidem;

µRrR{Is
pτq � pαR

I : τq � αR
I _ τ , @τ P R � radidem.

3. Esta conexión de Galois induce los isomor�smos de retículas:

rαR
I , 1s � r0, tpαR

I qs y r0, α
R
I s � rtpαR

I q, 1s.

Demostración. Como el anillo es semisimple, podemos aplicar el Lema 101 para tener que

todos sus ideales I ¤ R son idempotentes. Por lo que las partes (1) y (2) son resultado de

aplicar la Proposición 92; la parte (3) es consecuencia de aplicar la Proposición 97.

Q.E.D.
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El último isomor�smo se tiene porque, al ser R un anillo semisimple, si I ¤ R es un

ideal, entonces existe un ideal J tal que R � I ` J , y de la Proposición 82 tenemos que

tpαR
I q � αR

J y αR
I � tpαR

J q. Cualquier R-módulo M cumplirá que M � IM ` JM y tam-

bién que M{IM � JM . Así pαI
Rq

� � αR
J . La Proposición 87 nos da, para cualquier ideal

J, un isomor�smo natural entre los funtores JbR y αR
J . Según el concepto de relaciones

bicerradas inducidas por un bimódulo, en este caso para J que es bilateral, tenemos que

RrJs � tpM,Nq P pR �Modq2 |HomRpJM,Nq � 0u.

Recordemos la asignación Ψ : R � bimod{ �ÝÑ rHs¨ de�nida como ΨprLs�q � RrLs la cual

preserva el orden. Tenemos el siguiente resultado.

Proposición 103. Si R es un anillo semisimple, entonces Ψ : R � bimod{ �ÝÑ rHs¨ es

inyectiva.

Demostración. Si tenemos el bimódulo RLR y un RN , de las propiedades del producto

tensorial tenemos que HomRpL,Nq � 0 si y sólo si HomRpL bR R,Nq � 0. Por lo que esta-

mos en la situación de la Proposición 79 y se tiene que FαL
L
� fRrLs

ptRuq. De modo que, si

L,K P R� bimod tales que RrLs � RrKs, entonces FαL
L
� fRrLs

ptRuq � fRrKs
ptRuq � FαK

K
. Pero

como R es semisimple, por la equivalencia de (1) con (3) de los anillos semisimples mencionada

antes, y por la parte (1) de la Proposición 35, tenemos que αL
L, α

K
K P R� radidem y la conexión

de Galois entre familias de R-radidem nos da que αL
L � αK

K , es decir, rLs� � rKs�.

Q.E.D.

Para los anillos R semisimples se tiene que todos los módulos en R-bimod son sumas directas

de ideales de R, más aún los ideales son mínimos.47 Tomemos I1, ..., In tales ideales mínimos,

con |R � simp| � n y siendo R de forma R �
n¹

i�1

Mni
pDiq donde cada Mni

pDiq es una ma-

triz con entradas en un respectivo Di anillo con división.48 Sea también IpRq la retícula de

ideales de R. Como R es semisimple, IpRq es retícula booleana de 2n elementos y cada ideal

I ¤ R puede escribirse como I �
à
iPA

Ii para A � t1, ..., nu. Será útil tener el siguiente resultado.

47Este resultado se puede obtener con un desarrollo teórico sobre los módulos en un anillo semisimple con
ayuda de varios resultados presentados en Bourbaki (1958). Es especialmente recomendable la revisión de la
sección 7 en que se presentan resultados relevantes sobre anillos semisimples, y la sección 8 en donde se manejan
R-módulos sobre tales anillos. En esta última sección es particularmente notorio el Teorema 1 de Wedderburn
en p. 131, y los comentarios acerca de ideales bilaterales mínimos y máximos en p. 137

48Este es un resultado conocido como Teorema de Molein-Wedderburn-Artin.
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Proposición 104. Si R es un anillo semisimple, entonces hay un anti-isomor�smo de orden:

Φ : IpRq Ñ R � bimod{ � de�nido como ΦpIq � rIs�.

Demostración. Primero veamos que Φ invierte el orden: Si I, J ¤ R son tales que J � I

entonces, como R es semisimple, la inclusión J ãÑ I se escinde, así que I genera a J y se tiene

que rIs� ¨ rJs�. Por lo que Φ invierte el orden en este caso.

Veamos que Φ es inyectiva: Si I y J son tales que ΦpIq � ΦpJq entonces rIs� � rJs� y esto

es que I y J se generan mutuamente por la de�nición de la relación �. Ahora, tomando que

I genera a J, entonces hay un epimor�smo IpXq ↠ J . Sean I �
à
iPA

Ii y J �
à
jPB

Ij. Para cada

j P B se cumple que hay un epimor�smo gj : IpXq ↠ Ij y para cada i P A hay un monomor�smo

li : Ii ↣ IpXq. Para cada j P B se cumple que hay un i0 P A tal que gj � li0 � 0. Por ser el

anillo semisimple, todo R-módulo es inyectivo, por lo que hay un mor�smo f : R Ñ R tal

que f � hj � gj � li0 donde hj : Ij ãÑ R es un inclusión, e Ii0 e Ij son ideales mínimos. Así,

Ii0 � fpIi0q � Ij. Por lo que B � A y así J � I. Haciendo el caso análogo cuando J genera a

I, tenemos que Φ es inyectiva.

Veamos que Φ es suprayectiva: Esto se tiene ya, pues si rLs� P R � bimod{ �, entonces

L �
à
iPA

I
pXiq
i con A � t1, ..., nu. Así rLs� � r

à
iPA

Iis� y esto nos da el resultado.

Q.E.D.

Un par de datos importantes sobre las dos asignaciones son los siguientes. pΨ�ΦqpIq � RrIs

y la imagen de Ψ puede ser descrita como la imagen de Ψ � Φ. La Proposición 78 nos permite

tener que para cada I P IpRq con I �
à
iPA

Ii, pΨ � ΦqpIq �
£
iPA

RrIis.

Proposición 105. Si R es un anillo semisimple, entonces:

1. R � bimod{ � es una retícula booleana de 2n elementos.

2. ImpΨq � t
£
iPA

RrIis |A � t1, ..., nuu es una retícula booleana de 2n elementos.

Demostración. (1) Como R es semisimple, cada ideal I suyo se ve como I �
à
iPA

Ii para un

A � t1, ..., nu, siendo Ii un ideal mínimo @i. Por lo que al tomar IpRq la retícula de ideales de

R, todo RMR se ve como M �
à
iPA

Ii y IpRq es booleana y |IpRq| � 2n. Por el anti-isomor�smo

Φ de la Proposición 104, se tiene que R � bimod{ � es retícula booleana y |R � bimod| � 2n.

(2) Por el anti-isomor�smo Φ, se tiene que ImpΨq � ImpΨ � Φq. Además para todo I P IpRq,

I �
à
iPA

Ii, se cumple que pΨ �ΦqpIq �
£
iPA

RrIis. Por la Proposición 104, tenemos que la corres-

tricción Ψ æImpΨq: ΦpIpRqq ÝÑ ImpΨq cumple que ImpΨq es retícula booleana y |ImpΨq| � 2n.
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Q.E.D.

Notemos que, por la de�nición de Ψ, el mayor elemento de ImpΨq es pΨ�Φqp0q � pR�modq2

y el menor elemento de ImpΨq es pΨ�ΦqpRq � H. Veremos que ImpΨq abarca todo un intervalo

de rHs¨. Para eso requerimos el siguiente resultado.

Lema 106. Sea R P rHs¨. Si tMiuiPA y tNjujPB son colecciones de R-módulos tales que

pMi, Njq P R para todos los índices i,j, entonces p
à
iPA

Mi,
à
jPB

Njq P R.

Demostración. Para todo i P A y j P B se cumple queMi P f
RptNjqu, que es clase de torsión

puesto que R P rHs¨. Luego
à
iPA

Mif
RpNjq y se cumple que p

à
iPA

Mi, Njq P R. Pero esto implica

que Nj P fRpt
à
iPA

Miuq que es clase libre de torsión por R P rHs¨. Luego
à
jPB

Nj P fRpt
à
iPA

Miuq

y así p
à
iPA

Mi,
à
jPB

Njq P R.

Q.E.D.

Proposición 107. Si R es un anillo semisimple, entonces:

ImpΨq � tR P rHs¨ |H � Ru.

Demostración. Sea R � simp � tS1, ..., Snu y I1, ..., In los ideales mínimos de R y sea

Xn � t1, ..., nu. Sea R P rHs¨ tal que H � R. Consideremos C � ti P Xn | pSi, Siq R Ru y sea

I �
à
iPC

Ii. Notemos que para cada S P R � simp, hay un monomor�smo S ↣ I si y sólo si

pS, Sq R R. Se a�rma que R � RrIs �
£
iPC

RIi y lo veremos por doble contención.

(�) Suponemos, para una contradicción, que pM,Nq P R y S P R � simp es tal que hay

monomor�smos S ↣ IM y S ↣ N , esto por la de�nición de la relación bicerrada H. Como

pM,Nq P R, tenemos queM P fRptNuq, que es clase de torsión por R P rHs¨. Como R es semi-

simple, el monomor�smo S ↣M se escinde y hay un epimor�smoM ↠ S. Luego S P fRptNuq

y pS,Nq P R. También se tiene que N P fRptSuq. Por lo que pS, Sq P R lo que contradice que

haya un monomor�smo S ↣ I. Por lo que si S, T P R�simp son tales que hay monomor�smos

S ↣ IM y T ↣ N , entonces S � T . Luego HompIM,Nq � 0 y pM,Nq P RrIs.

(�) Si pM,Nq P RrIs con R semisimple, entoncesM �
à
iPA

S
pXiq
i y N �

à
jPB

S
pYjq
j , con A,B � Xn

y Xi, Yj � ∅ para todos los i P A y j P B. Si tomamos índices i y j tales que i � j, entonces

HompIM,Nq � 0 y así hay monomor�smos Si ↣ M y Si ↣ N , por lo que no hay un mono-

mor�smo Si ↣ I, es decir pSi, Siq P R. Por otra parte, si i � j, entonces HompSi, Sjq � 0 y
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como H � R tenemos que pSi, Sjq P R.

Así que se cumple la a�rmación, y por el Lema 106 tenemos que pM,Nq P R.

Q.E.D.

Con esto terminamos de notar cómo las propiedades de las conexiones de Galois (relaciones

bicerradas, sistemas de cerrados y prerradicales) nos han permitido tener toda esta información

sólo suponiendo que el anillo R es semisimple. Para otros tipos de anillos podemos estudiar qué

condiciones mínimas se requieren para tener el análisis en términos de conexiones de Galois.

Así, concluimos este trabajo resaltando la importancia de los elementos a considerar en las

Proposiciones 70 a 77. Tal como hemos estudiado en esta sección, las características del anillo

R sobre el que se consideran los R-Módulos determinará en buena medida cuáles propiedades

se presentan en las conexiones de Galois entre las R-teorías de torsión, los R-prerradicales y las

relaciones bicerradas inducidas por el bifuntor Hom. Pero ahora que tenemos los elementos lis-

tados por los resultados mencionados, efectuar los estudios de los conglomerados de R-teorías

de torsión, los R-prerradicales y las relaciones bicerradas inducidas por el bifuntor Hom en

términos de conexiones de Galois arroja información acerca de las propiedades de tales con-

glomerados que puede resultar muy útil en investigaciones subsecuentes acerca de anillos R y

R-módulos especí�cos.
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