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Resumen

El objetivo de este trabajo teórico, titulado Transporte Electrónico en Nanoestructuras
de Bismuto es caracterizar las propiedades electrónicas de transporte, por lo que es
necesario un modelo adecuado para describir estas propiedades. En este trabajo se
utiliza un modelo de amarre fuerte que permitió realizar cálculos de transporte en nano-
estructuras de bismuto. Para comenzar el estudio, se utilizó un modelo de amarre fuerte
que reproduce los estados topológicos en el material y se comparó con un modelo de
amarre fuerte propuesto previamente que recupera la naturaleza semimetálica del bulto
de bismuto. Con ambos modelos se calculó la estructura de bandas para el bulto y para
una estructura hexagonal periódica. Además, se calculó la densidad de probabilidad de
los estados en cada sitio, lo que permitió confirmar la aparición de los estados topoló-
gicos de los aristas del cristal usando el modelo correspondiente. Finalmente, con el
modelo anteriormente mencionado, se abordó el problema del transporte electrónico en
los estados topológicos a través de la elaboración de un dispositivo de dos y otro de tres
contactos. En el primero, se observaron los seis canales de conducción esperados, uno
para cada arista de la estructura hexagonal. Sin embargo, en el caso de la adición de
los tres contactos, se indujo decoherencia en los estados y se eliminó uno de los seis
canales de conducción de borde. Esta observación abre la posibilidad de explorar nuevos
dispositivos añadiendo nuevos contactos a la estructura o modificando geométricamente
los ya contemplados.
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1
Bismuto como un HOTI

El bismuto es uno de los elementos químicos más pesados y con un mayor tiempo
de vida media (2 ⇥ 10

19 años aproximadamente) [1, 2]. Por ende, posee un enorme
acoplamiento espín-orbita (SOC, por sus siglas en inglés) y sus electrones presentan
efectos relativistas [3, 4]. El cristal de bismuto es un semimetal en el que se han observado
diversas propiedades y fenómenos cuánticos de interés, siendo uno de ellos la topología
de su estructura electrónica [5], tema que se abordará a continuación.

1.1. Aislantes topológicos basados en bismuto

Formalmente, los aislantes topológicos son materiales aislantes en su interior (de di-
mensión D) que permiten estados conductores en su frontera (de dimensión D � 1).
Estos estados de conducción son inusuales ya que se mantienen a pesar de la presen-
cia de impurezas. En 2017 se identificó una nueva clase de aislantes topológicos en
dimensiones D > 1 [6]. Esta nueva clase se denominó aislantes topológicos de orden
superior (HOTI, higher order toplogical insulators), los cuales también presentan estados
robustos ante el desorden, es decir, no se ven afectados por el desorden pues están
protegidos por simetrías inherentes al sistema.

Estos estados viven en subsistemas de dimensión D � n, donde n > 1. Por ejemplo,
en un sistema tridimensional, los aislantes topológicos de orden dos presentan estados
que conducen en una dimensión, mientras que los aislantes de orden tres presentan
estados confinados en puntos de la superficie del material. Esta información se encuentra
esquematizada en la Fig. 1.1

Un fuerte acoplamiento espín-órbita puede inducir propiedades topológicas en la
estructura electrónica. El primer ejemplo teorizado y observado experimentalmente son
los pozos cuánticos de HgTe, los cuales se ejemplifican en la Fig.1.2, donde se observó
el efecto Hall cuántico de espín [7, 8].

Considerando el fuerte SOC en el bismuto, es entendible el por qué ha jugado un
rol esencial en la composición química de varios de los primeros aislantes topológicos
idéntificados: Bi1�xSbx, Bi2Se3 y Na3Bi [9]. En estos compuestos, la combinación del aco-
plamiento espín-órbita con varias simetrías produce estados protegidos topológicamente
con un rompimiento de la degeneración de espín. Las aleaciones de bismuto-antimonio
(Bi1�xSbx) fueron las primeras realizaciones de un aislante topológico tridimensional.

2



1.2. Detección experimental de los estados de arista 3

Figura 1.1: Diferencia entre la aparición de los estados estados de borde en un crsital tridimensional. a)
Aislante topológico de primer orden, donde los estados topológicos aparecen en la superficie del cristal
(son bidimensionales). b) Aislante topológico de orden dos, donde los estados topológicos aparecen en
los aristas del material (son unidimensionales). c) Aislante topológico de tercer orden, el cual presenta

estados topológicos en sus vértices (tienen dimensión cero)

Figura 1.2: Representación del pozo cuántico de HgTe de anchura d, confinado entre dos capas de
HgxCd1�xTe. A través de la diferencia de potencial �V se puede modificar la energía de Fermi de los

electrones.

Además, la familia de los compuestos Bi2X3 (X = Br, I) [10] se considera prototipo de
los aislantes topológicos, pues los compuestos con esta composición presentan un cono
de Dirac en la estructura electrónica de su superficie. Otro compuesto relevante es el
Na3Bi, el cual se ha clasificado como un semimetal de Dirac tridimensional [5].

1.2. Detección experimental de los estados de arista

La estructura electrónica de Bi prístino ha sido considerada por un largo tiempo como
topológicamente trivial, lo cual implica que ésta es la misma tanto para el bulto como
para la superficie del material. Sin embargo, a través de varios experimentos empleando
la espectroscopía de fotoemisión con resolución angular (ARPES, por sus siglas en
inglés), se encontró que las bandas de la superficie poseen una topología no trivial
[12, 13], como se observa en la Fig. 1.3. No obstante, para determinar con certeza el
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Figura 1.3: Estados topológicos de superficie identificados con ARPES para a) Bi1�xSbx y b)Bi2Se3
dopado con calcio [11].

carácter topológico de la estructura electrónica del bismuto es necesario analizar tanto
la estructura electrónica de la superficie como la del bulto [5].

En el año 2018, se realizó un esfuerzo excepcional en este ámbito, donde fue
identificada la naturaleza topológica de orden superior de la estructura electrónica de
bismuto [14]. En dicho trabajo se identificaron estados de arista, o hinge states, los
cuales están protegidos globalmente por la simetría de reversión temporal (TRS), y
discretamente por la simetría rotacional de tercer orden (Ĉ3) y la simetría de inversión del
cristal de bismuto (Î). Además, se realizó la conexión con varios fenómenos identificados
recientemente en este elemento, los cuales pueden ser explicados por la topología de
orden superior en el material. Algunos de ellos son:

Estados topológicos unidimensionales localizados a lo largo de los bordes escalo-
nados de la superficie de bismuto [15].
Presencia de canales conductores en las aristas en nanohilos de bismuto [16, 17].
Estados metálicos cuasi-unidimensionales en la superficie de bismuto [18].
Efecto Hall cuántico de espín en bicapas de bismuto bidimensionales [19, 20] y
bismuteno en SiC [21].

Figura 1.4: Detección experimental de los estados de arista. a) Experimento STM donde se observan
estados alternados y fuertemente localizados en el borde de Bi (111). b) Junta de Josephson S/Bi/S

donde se detecta corriente fluye a través de canales extremadamente estrechos (unidimensionales) [14].
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1.3. Dispositivos electrónicos a base de aislantes topo-
lógicos

La clasificación del bismuto como aislante topológico de orden superior provee una
oportunidad única de trabajar con nanodispositivos inovadores basados en este material.

En sistemas tridimensionales convencionales, el transporte electrónico satisface
la ley de Ohm. Si pensamos en un cuboide de longitud L, anchura W y grosor d, la
resistencia en este sistema es proporcional a la longitud L e inversamente proporcional
al área perpendicular al paso de corriente A = Wd [22].

Sin embargo, los estados topológicos pueden conducir la corriente sin depender de
las dimensiones del dispositivo [23]. Además, por la escala de tamaño en la que se
conciben los nanodispositivos (en el intervalo de 1 nm a 1 µm ) el transporte puede
ser balístico y sensible a las condiciones de frontera, ya que estas dimensiones son
menores que las longitudes características de la dispersión [24] y a que la topología
provee protección ante el desorden [25].

La consideración y aprovechamiento de los materiales topológicos es esencial en la
miniaturización de los componentes electrónicos, pues podemos incrementar la funcio-
nalidad de estos sin aumentar su tamaño [22].

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera: en la Parte I se describirán y
compararán dos modelos de amarre fuerte a bajas energías reportados en la literatura.
Estos se utilizarán para explorar la estructura electrónica de bismuto con el cálculo de la
estructura de bandas para el bulto y para un prisma hexagonal periódico en z y el cálculo
de la densidad de probabilidad de los estados en los sitios de la estructura hexagonal.
Posteriormente, en la parte II, se introducirán los elementos teóricos relevantes para
el transporte electrónico en nanoestructuras. Luego, se presentarán los resultados de
conductancia de los dos dispositivos propuestos. Al final, se presentarán las conclusiones
y perspectivas de este trabajo.



2
Objetivos

El objetivo general del proyecto es modelar las propiedades electrónicas de transporte
en nanoestructuras de bismuto y controlar los estados de borde que se propagan en
las aristas de un prisma hexagonal de este material, lo cual es relevante debido a la
reciente clasificación del bismuto como aislante topológico de orden superior. Lo anterior
se realizará mediante el armado de dispositivos con dos y tres contactos.

Dentro de los objetivos particulares, está contemplado:

1. Caracterizar el espectro electrónico del bulto de bismuto mediante un Hamiltoniano
de amarre fuerte que reproduce los estados conductores de borde que se presentan
en el material y comparar con uno de los modelos teóricos previamente propuestos.

2. Caracterizar el espectro electrónico de un prisma hexagonal de bismuto periódico
en z mediante ambos modelos.

3. Modelar un dispositivo electrónico de dos contactos donde el canal de conducción
sea un prisma hexagonal de bismuto.

4. Modelar el dispositivo previo añadiendo un tercer contacto lateralmente.

6



Parte I
Estructura electrónica de Bi
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3
Geometría de bismuto

3.1. Estructura cristalina de bismuto

3.1.1. Espacio Real

El bismuto (Bi) es un elemento químico que, junto con arsénico (As) y antimonio (Sb),
conforman los semimetales del grupo V en la tabla periódica. Típicamente, estos ele-
mentos presentan el mismo arreglo cristalino, el cual consiste de una celda unitaria
romboédrica que contiene dos átomos [26], cada uno de ellos con tres primeros vecinos
y tres segundos vecinos [27], como se señala en la Fig. 3.1 a).

Figura 3.1: a) Celda romboédrica de bismuto en el espacio real, con los vectores de red arn (n = 1, 2, 3).
b) Primera zona de Brillouin de la estructura romboédrica del Bi, con los vectores br

n y los puntos de alta
simetría (naranja).

La estructura romboédrica de bismuto se esquematiza en la Fig. 3.1 (a), donde los
vectores de la red en el espacio real son:
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3.1. Estructura cristalina de bismuto 9

siendo a = 4.5332 Å, c = 11.7967 Å y ↵ = 57
�
19

0 [28].

El grupo espacial de la estructura cristalina es R3̄m y su grupo puntual es el D3d. Por
lo tanto, las operaciones de simetría espacial que caracterizan este arreglo cristalino
son [29]:

la identidad (Ê),
la inversión (Î),
las rotaciones de 120� (Ĉ3) respecto el eje z y 180� (Ĉ2) respecto el eje y y
los planos de reflexión Ma, Mb y Mc, perpendiculares al eje de rotación Ĉ2.

La estructura romboédrica se asemeja a una estructura cúbica centrada en el cuerpo
deformada a través de un estiramiento a lo largo de una de las diagonales del sistema
con un desplazamiento relativo de los átomos [30], como se esquematiza en la Fig. 3.2.

Figura 3.2: Estructura romboédrica obtenida a través del estiramiento de una estructura cúbica.

Es importante considerar que hay una estrecha relación entre las estructuras romboé-
dricas (que son sistemas trigonales) y los sistemas hexagonales, pues por su simetría
espacial un sistema descrito por una celda romboédrica puede representarse como una
celda hexagonal [31], como se observa en la Fig. 3.3 a).

3.1.2. Espacio Recíproco

La primera zona de Brillouin (1ZB) para la celda romboédrica tiene la forma de una
octaedro truncado, el cual se esquematiza en la Fig. 3.1 b). Los vectores de la red
recíproca son:

br
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g br
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!
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donde b = a/c y g = 1.3861 Å�1. Las coordenadas relativas de algunos puntos de alta
simetría en esta 1ZB son:
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donde h = 0.2303 en el caso de bismuto [26].

3.1.3. Bi (111)

Otra manera de visualizar la disposición espacial de los átomos en el bulto de bismuto es
considerando la red como un apilamiento de bicapas que crece en la dirección (111). En
cada una de estas bicapas, los átomos de bismuto forman 3 enlaces � con sus vecinos
más cercanos en una geometría de pirámide trigonal. Al proyectar en el plano (111), las
bicapas forman una red hexagonal con dos átomos por celda unitaria. Por lo tanto, los 3
parámetros relevantes para definir la red son [32] (ver Fig.3.3):

La constante de red a (misma utilizada en la ec. (3.1)).
La altura de las bicapas d1 = 3.0624 Å (relacionada al ángulo intra-bicapa ↵ en la
celda romboédrica).
La distancia de separación entre 2 bicapas d2 = 3.5120 Å.

La superficie de Bi (111) no se reconstruye [27, 33]. Por lo tanto, los átomos en esta
zona mantienen la misma disposición en el espacio que aquellos en el bulto.

Figura 3.3: a) Celda romboédrica y hexagonal para bismuto, indicando primeros (naranja) y segundos
(morado) vecinos del átomo central. b) Vista desde arriba de la celda hexagonal. c) Vista lateral de la

celda hexagonal, donde se identifican los parámetros de las bicapas d1(verde) y d2(amarillo).

La 1ZB de la estructura romboédrica está contenida en la 1ZB de la celda hexagonal
debido a la relación estrecha antes mencionada. Esto puede visualizarse esquematica-
ment el la Fig. 3.4.
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Figura 3.4: La 1ZB de la estructura romboédrica está contenida en la 1ZB de la celda hexagonal debido a
que la primera puede generalizarse en la segunda.

3.2. Estructura cristalina para el modelo topológico

En el modelo topológico de bismuto [14] que reproduce los estados conductores de borde
en una nanoestructura (el cual se presentará en el siguiente capítulo), se considera una
estructura como la que se esquematiza en la Fig. 3.5.

Figura 3.5: a) Estructura de la celda unitaria para el Hamiltoniano topológico de bismuto en el espacio
real y b) recíproco. Los vectores de la red real están etiquetados por ahn y los de la red recíproca por bh

n

(n = 1, 2, 3).

Este sistema consiste de una red hexagonal simple que preserva las simetrías
espaciales de la red de bismuto, por lo que a partir de esta se puede construir un
Hamiltoniano de amarre fuerte que presenta la misma topología que un Hamiltoniano
construido para el bulto de bismuto [14]. Los vectores de esta red hexagonal en el
espacio real son:
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Ya que esta estructura cristalina consiste de una celda hexagonal en el espacio real,
la 1ZB en el espacio recíproco también consiste de una celda hexagonal. Además, las
coordenadas relativas de algunos de los puntos de alta simetría en ella son:

� = (0, 0, 0) M =
�
1
2 , 0, 0

�
K =

�
1
3 ,

1
3 , 0
�

A =
�
0, 0,

1
2

�
L =

�
1
2 , 0,

1
2

�
H =

�
1
3 ,

1
3 ,

1
2

�
.



4
Hamiltoniano de amarre fuerte para

bismuto

Siendo el objetivo de este trabajo la exploración las propiedades electrónicas y de
transporte de los estados topológicos, partir de un modelo que reproduzca únicamente
los estados de arista en el Bi brinda la posibilidad de lidiar únicamente con los estados de
interés y no con todos los estados del bulto, simplificando así el cálculo de propiedades
en dichos estados. Recientemente, se propuso un Hamiltoniano de amarre fuerte [14] que
provee la posibilidad de realizar este análisis. En esta sección se realiza una comparación
de este modelo con un Hamiltoniano de amarre fuerte propuesto previamente [28], el
cual reproduce el carácter semimetálico del bismuto.

4.1. Modelo previo: bismuto como semimetal

4.1.1. Características

En el año de 1995, Y. Liu y R. E. Allen desarrollaron un modelo de amarre fuerte [28]
para la celda romboédrica de bismuto. En este modelo los parámetros están ajustados
para que las bandas coincidan con las obtenidas experimentalmente alrededor del nivel
de Fermi.

Este Hamiltoniano incluye interacciones a primeros, segundos y terceros vecinos.
La interacción a segundos vecinos es importante pues satisface los requerimentos de
simetría de la estructura romboédrica y, además, d1 y d2 tienen valores muy cercanos. En
el caso de los terceros vecinos, su consideración facilita reproducir la brecha de banda
negativa e indirecta característica del bismuto. Asimismo, este Hamiltoniano considera
el acoplamiento espín-orbita modulado a través el parámetro �.

Recordando que la configuración electrónica del bismuto es:

Bi : [Xe]4f
14
5d

10
6s

2
6p

3 (4.1)

para describir fenómenos a bajas energías, el modelo de Liu yAllen considera únicamente
los orbitales de valencia 6s y 6p para cada uno de los 2 sitios de la celda primitiva, pues

13



4.2. Modelo topológico: superficie de bismuto con simetrías representativas 14

estos presentan una fuerte hibridación. Además, no considera los electrones en los
orbitales 5d, pues esta capa está llena. Por lo tanto, la base de este Hamiltoniano es
|sii, |pxii, |pyii y |pzii, cada uno con 2 estados de espín, donde i = 1, 2 es el índice del
sitio, resultando en un modelo de 16 bandas.

4.1.2. Expresión analítica

La expresión matricial de este Hamiltoniano es:

H
Liu
TB (k) =

 
H11(k) H12(k)

H21(k) H22(k)

!
(4.2)

donde H11 = H22 y H12 = H
†
21, siendo cada una de estas una matriz de 8x8. Se exhorta

al lector a dirigirse al Apéndice A donde se hace una revisión detallada de los elementos
de esta matriz.

4.2. Modelo topológico: superficie de bismuto con si-
metrías representativas

4.2.1. Características

El bismuto es un semimetal en el bulto debido a que la banda de valencia y la banda
de conducción se tocan en el punto L (ver Fig. 5.1). Recientemente, en el año 2018,
Schindler y colaboradores calcularon la estructura electrónica a primeros principios
del bulto de bismuto y obtuvieron una brecha energética directa entre la banda de
conducción y la de valencia en cada punto del espacio k. Debido a la presencia de
esta brecha, pudieron analizar la estructura electrónica del bismuto en el esquema de la
Química Cuántica Topológica [34] (la cual se basa en el paradigma de la Representación
de Bandas [35]), y confirmaron el carácter de aislante topológico de orden superior
(HOTI) de este material. Finalmente, propusieron un Hamiltoniano de amarre fuerte
topológicamente equivalente al modelo realista de bismuto propuesto por Liu y Allen.
Este nuevo modelo facilita la identificación de los estados de borde pues no contienen los
estados del bulto semimetálico. Además, al únicamente considerar 8 orbitales por celda
unitaria, las simulaciones de sistemas tridimensionales grandes son computacionalmente
realizables.

Este modelo de amarre está en términos de los orbitales p y d para el único sitio
en la celda. La base de este Hamiltoniano es |pxi, |pyi, |dxyi y |dx2�y2i, cada uno con 2
estados de espín. Éste es un modelo de 8 bandas en el que se preservan las simetrías:
TRS, Ĉ3 e Î. Es importante recalcar que solo los estados de arista (topológicos) en este
material están protegidos por estas simetrías.
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4.2.2. Expresión analítica

La expresión matricial de este Hamiltoniano es:

H
Schin
TB (k) =

 
HTB,I(k) + ✏I �MTB(k)

�MTB(k)† HTB,II(k)� ✏I

!
(4.3)

donde las matrices HTB,I(k), HTB,II(k) y MTB(k) son matrices de 4x4. Sus respectivas
expresiones pueden encontrarse desarrolladas en el Apéndice B.



5
Metodología y Resultados

En los cálculos de estructura electrónica, se utilizó la biblioteca PythTB [36]. Utilizando las
expresiones analíticas reportadas de los dos Hamiltonianos de amarre fuerte a explorar
(HLiu

TB (k) y H
Schin
TB (k)) se ingresaron las respectivas expresiones en el código. Con ello,

se calculó la estructura de bandas para el bulto a lo largo de 100 puntos en el espacio
recíproco siguiendo las trayectorias K� �� T�W � L� ⇤ con el Hamiltoniano de Liu
(ver Fig. 5.1) y ��M�K���A�L�H�A para el Hamiltoniano de Schindler (ver Fig.
5.2), siendo estas trayectorias diferentes debido a que no se parte de la misma celda
unitaria en cada modelo.

Posteriormente, se exportó la información de las integrales de salto en el bulto para su
lectura con la librería KWANT [37], la cual facilitará los posteriores cálculos de transporte
eléctronico. En KWANT, se construyó un sistema hexagonal con 18 sitios a lo largo de
cada lado y periódico en kz, como se esquematiza en la Fig. 5.3. Con ello, se calculó la
estructura de bandas y la densidad de probabilidad de los estados electrónicos por cada
sitio a una energía a una energía E = 0.025 eV, por encima de la energía de Fermi.

5.1. Estructura de bandas para sistema infinito (bulto)

Primero, se comparan las estructuras de bandas para el bulto obtenidas con el HLiu
TB (k)

y con el HSchin
TB (k): la primer diferencia notable es que en el caso del HLiu

TB (k) se tiene un
semimetal y en el segundo (HSchin

TB (k)) un aislante. La estructura de bandas obtenida
con H

Liu
TB (k) presenta una brecha de banda negativa e indirecta entre los puntos T y L,

los cuales se observan en la Figura 5.1. Además, también se observa la aparición de un
cono alrededor de L.

En el caso de la estructura de bandas obtenida mediante H
Schin
TB (k), se identifica una

brecha de bandas en toda la trayectoria seguida en el espacio recíproco. Cabe recalcar
que, en la trayectoria de �� A, la cual ocurre sobre el eje kz, se puede observar una
dipersión que da la impresión de la futura aparición de un cono en esa dirección.

Es importante recordar que el HLiu
TB (k) esta construido a manera de reproducir el

carácter semimetálico del bulto de bismuto, mientras que el HSchin
TB (k) solo reproduce los

estados de arista. Por lo tanto, los resultados obtenidos corresponden con los esperados
para cada modelo, recalcando así que es más conveniente utilizar el HSchin

TB (k) para
hacer únicamente la exploración de propiedades electrónicas en los estados de arista.

16



5.2. Estructura de bandas para sistema hexagonal infinito (periódico en kz) 17

Figura 5.1: a) 1ZB con trayectoria en el espacio recíproco. b) Estructura de bandas para el bulto de
H

Liu
TB (k)

Figura 5.2: a) 1ZB con trayectoria en el espacio recíproco. b) Estructura de bandas para el bulto de
H

Schin
TB (k)

5.2. Estructura de bandas para sistema hexagonal infi-
nito (periódico en kz)

Para ver los estados de borde en un aislante topológico, es necesario delimitar el
material. A continuación, se procede a revisar la estructura de bandas para una estructura
hexagonal periódica únicamente en z.

En el caso del HLiu
TB (k) no es posible distinguir la aparición de estados de borde pues

hay un gran número de bandas, las cuales representan los estados conductores del
bulto. Sin embargo, utilizando el HSchin

TB (k), se observa el cierre de la brecha energética
del sistema, pues aparecen las bandas correspondientes a los estados de arista de la
estructura hexagonal. Para identificar los estados de borde en la estructura de bandas
obtenidas con H

Liu
TB (k), se sobreponen las bandas como se realiza en la Fig. 5.4. Aquí,

se identifica una tendencia debido información de los estados de borde en el HLiu
TB (k).
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Figura 5.3: Geometría construida en paquetería KWANT, la cuál considera 18 sitios a lo largo de un lado
del hexágono y estructura de bandas para la geometría 5.3, usando el HLiu

TB (k) y H
Schin
TB (k).

Es necesario ajustar las bandas para que coincidan, lo que se justifica tomando en
cuenta que ambas estructuras son periódicas en kz pero hay diferencias en la escala de
energías en la construcción del modelo de H

Schin
TB (k).

Figura 5.4: Estructura de bandas para prisma hexagonal periódico utilizando el a) HLiu
TB (k) y b)

H
Schin
TB (k). En a) se sobreponen las bandas correspondientes a los estados topológicos estiradas
(magenta), lo que permite observar que coinciden con la forma de las bandas del HLiu

TB (k).

Esta diferencia en las bandas se puede visualizar en la densidad de estados (DOS) de
la Fig. 5.5. Las energías del HSchin

TB (k) están en términos del parámetro t, pero haciendo
coincidir la altura del cono obtenida con cada modelo (Fig. 5.4), se propone el parámetro
de conversión:

0.4E[t] + 0.0112 = E[eV] (5.1)

que permite hacer la conexión entre los modelos.



Figura 5.5: a) Estructura de bandas para el bulto obtenida con H
Liu
TB (k). b) Estructura de bandas del bulto

obtenida con H
Schin
TB (k). c) DOS obtenida con H

Liu
TB (k) (azul) y DOS obtenid con H

Schin
TB (k)

Figura 5.6: Vista desde arriba y lateral de la densidad de probabilidad en los sitios para las estructuras
hexagonales calculada con el a) HLiu

TB (k) y con el b) HSchin
TB (k) en E = 0.025 eV.

El cálculo de densidad de probabilidad con ambos modelos nos permite compararlos
y afirmar que con el HSchin

TB (k) observamos una mayor localización de estados en los
sitios que conforman los aristas de la estructura hexagonal, lo cual es esencial pues son
estos los estados de interés para este trabajo. En cambio, con el HLiu

TB (k) no hay una
localización significativa de la densidad de probabilidad en los sitios de los aristas. Con
lo anterior se garantiza que el HSchin

TB (k) representa una opción viable para estudiar de
forma exclusiva los estados de borde presentes en bismuto. Además, los cálculos para
H

Schin
TB (k) son computacionalmente menos demandantes que los cálculos realizados

con H
Liu
TB (k), reforzando la idea principal de que el uso del HSchin

TB (k) es una alternativa
adecuada para estudiar exclusivamente los estados de borde en nanoestructuras de
bismuto.
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6
Transporte electrónico cuántico

En sistemas macroscópicos, el problema de transporte electrónico puede estudiarse
haciendo uso de la Ley de Ohm, cuya expresión para un prisma con una sección
transversal constante es:

V = IR (6.1)

donde I, que es la corriente que atraviesa la muestra, y V , el voltaje, son proporcionales,
siendo la constante de proporcionalidad la resistencia eléctrica R = ⇢

L
A , siendo ⇢ la

resistividad, L la longitud y A el área perpendicular al paso de corriente. Su inversa,
G = R

�1, se denomina conductancia eléctrica [22]. En estos sistemas la conductancia
depende del tamaño del área perpendicular al paso del corriente y la longitud del sistema
[38].

Al abordar el estudio de este problema en sistemas del orden de nanómetros, la com-
plejidad aumenta pues el transporte electrónico corresponde a un problema estadístico
de partículas fuera del equilibrio [39].

6.1. Formalismo de Landauer-Büttiker

Una forma de abordar el problema del transporte electrónico cuántico es a través del
formalismo de Landauer-Büttiker. Para ello, se plantea un nanodispositivo como el que
se representa en la Fig. 6.1 a).

En este sistema, se considera que el canal está conectado a 2 contactos (source
y drain), los cuales no presentan dispersión y se encuentran unidos a reservorios de
electrones.

Los reservorios se describen en términos de la función de Fermi:

f(E) =
1

e
E�µ
kT + 1

. (6.2)

donde E es la energía, µ el potencial químico, k es la constante de Boltzmann y T es la
temperatura.

21



6.1. Formalismo de Landauer-Büttiker 22

Figura 6.1: a) Nanodispositivo que consiste de 2 reservorios con diferentes potenciales químicos (verde)
conectados por 2 contactos (amarillo) y un canal (morado). b) Nanoalambre cuántico (amarillo) con una

región central que produce dipersión de los electrones, reflejando una parte y transmitiendo otra.

Ya que los reservorios tienen diferentes potenciales químicos µ debido a la diferencia
de voltaje aplicada, los electrones se moverán de un reservorio a otro [39].

Conforme los electrones viajan a través del nanoalambre, la región dispersora permite
que se transmitan de un lado a otro con una probabilidad T [40]. En otras palabras, la
transmisión es la tasa a la cual los electrones atraviesan la región dispersora. En el caso
de diferencias pequeñas de voltaje (algunos meV), la transmisión se relaciona con la
conductancia a través de:

G =
e
2

h

NX

n=1

Tn (6.3)

Esto implica que, para calcular la conductancia de un sistema, es necesario resolver
la ecuación de Schrödinger, encontrar los eigenestados de los electrones que fluyen,
calcular cómo se transmiten a través de la región dispersora y sumar sus contribuciones.
En este caso, Tn son transmisiones individuales y cada una contribuye e2

h ⇡ 12.9 k⌦
�1.

Además, para el caso cuántico, la conductancia G no depende la longitud del sistema
[41]. Asimismo, bajo este formalismo la corriente eléctrica I se calcula a través de la
expresión:

I =
e

h

Z
dE T (E) [f(E � µS)� f(E � µD)] (6.4)

donde S corresponde al source y D al drain.

Esta aproximación fue extendida a configuraciones con más de 2 contactos por
Büttiker, donde la expresión de la corriente eléctrica entre el contacto a y el contacto b

es [42]:
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Iab =
e

h

X

a 6=b

Tab(fp � fq). (6.5)

Las funciones de distribución fa,b de los contactos adicionales están determinadas
por la condición de que la corriente total en estos reservorios es nula (son contactos de
prueba). Aplicando la ecuación (6.5) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

X

j

Tab(fa � fD) = Ta,S(fS � fD) (6.6)

donde

Tab ⌘ R
�1
ab ⌘

(
�Tab, a 6= b
P

k 6=a Tak, a = b
. (6.7)

y la corriente a través del nanosistema es:

ID(E) =
e

h
TDS +

X
TDaRabTbD(fS � fD) (6.8)

Es importante considerar que en la nanoescala, la adición de contactos de prueba
genera un efecto de decoherencia de los electrones. Este efecto está relacionado a
la pérdida de información, específicamente de la fase electrónica y sucede ya que el
electrón, al ser absorbido y después reinyectado por el contacto virtual, adquiere una
nueva fase electrónica.

6.2. Método de la matriz de dipersión

Para calcular el valor de la transmisión en el problema descrito en la sección anterior, se
puede utilizar el método de la matriz de dispersión. En especial, este método es relevante
para este trabajo pues es usado en la paquetería KWANT, con la cual se llevaron a cabo
los cálculos de transporte electrónico.

A continuación, se presenta la resolución del problema de transporte electrónico
unidimensional, esquematizado en la Fig. 6.1 b).

Conforme los electrones van de un reservorio a otro, pasan por una región de
dispersión. En esta zona, una parte se refleja y otra se transmite por tunelaje. Este efecto
puede abordarse como un problema de potenciales finitos, donde la región de dipersión
representa una barrera de potencial arbitrario, como se esquematiza en la Fig. 6.2.

El potencial está dado por la expresión:
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Figura 6.2: Representación de zonas de potencial en el sistema.

V (x) =

8
><

>:

0, x < 0,

Vn, 0  x  L,

0, x > L

. (6.9)

siendo Vn un potencial arbitrario.

Ya que la ecuación de Schrödinger estacionaria para una partícula en 1D es:

Ĥ (x) = E (6.10)

�

~2
2m

d
2

dx2
+ V (x)

�
 = E (6.11)

Podemos plantear su forma en cada una de las regiones del problema:

Zona I (V (x) = 0):

�

~2
2m

d
2

dx2

�
 I(x) = E I(x) (6.12)

Zona II (V (x) = Vn)

�

~2
2m

d
2

dx2
+ Vn

�
 II(x) = E II(x) (6.13)

Zona III (V (x) = 0)

�

~2
2m

d
2

dx2

�
 III(x) = E III(x) (6.14)
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con las soluciones  I(x),  II(x) y  III(x) que satisfacen las ecucaciones diferenciales.
La forma de las funciones de onda para las regiones I y II corresponden a la solución
de onda plana definida para la partícula libre:

 I(x) = a1e
ik1x + b1e

�ik1x (6.15)
 II(x) = a3e

ik3x + b3e
�ik3x (6.16)

donde k1 = k3 =

q
2mE
~ . Se manipulan estas expresiones considerando el término a1 = 1,

pues la onda incidente llega a la región dispersora con esa amplitud, y b3e�ik3x = 0 debido
a que la onda incidente atraviesa el potencial desde el lado izquierdo hacia el derecho.

En el caso de la Zona II, al ser el potencial arbitrario, es posible resolver el problema
a través de una discretización de la función de onda  II(x) [43] en esa región con el
método de diferencias finitas.

6.2.1. Método de diferencias finitas

En este método, la función de onda  II(x) se considera un vector y se introduce una
malla discreta de puntos en los que se evalúa:

Figura 6.3: Discretización de la función de onda  II(x).

 II = { II(0), II(�x), II(2�x)..., II(N�x)} (6.17)
= { 

0
II , 

1
II , 

2
II , ..., 

N
II} (6.18)

donde N es el tamaño de la malla. Si realizamos una expansión de Taylor de la función
de onda obtenemos:

 II(x+�x) =  II(x)±�x 
0
II(x) +

1

2
�x

2
 

2
II(x) + ... (6.19)

(6.20)
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despejando la primera derivada de la función de onda,  0
II(x), esta tiene la forma:

 
0
II(x) =

 II(x+�x)�  II(x��x)

2�x
+ ... (6.21)

(6.22)

Con la expresión anterior, se calcula la segunda derivada  00
II(x)

 
00
II(x) =

 II(x+�x)� 2 II(x) +  II(x��x)

�x2
+ ... (6.23)

La expresión de  00
II(x) se sustituye en la ecuación (6.10), y en consecuencia, el

problema se discretiza, transformando el operador diferencial Ĥ en la matriz H. Además,
la resolución de la ecuación de Schrödinger pasa a ser problema de ecuaciones lineales,
como se muestra a continuación:


�

~2
2m

d
2

dx2
+ Vn

�
 II(x) = E II(x) (6.24)

�
~2
2m

 
00
II(x) + Vn II(x) = E II(x) (6.25)

�
~2
2m


 II(x+�x)� 2 II(x) +  II(x��x)

�x2

�
+ Vn II(x) = E II(x) (6.26)

�
~2

2m�x2
[ II(x+�x)� 2 II(x) +  II(x��x)] + Vn II(x) = E II(x) (6.27)

(6.28)

Considerando  n
II =  II(x+ n�x) con n = 0, 1, 2, ..., N :

�
~2

2m�x2

⇥
 

n+1
II � 2 

n
II +  

n�1
II

⇤
+ Vn 

n
II = En 

n
II (6.29)

H 
n
II = E 

n
II (6.30)

Se simplifica ~2
2m�x2 = t, siendo t el parámetro de salto que posteriormente se consi-

dera t = 1 pues se usa como la unidad de energía. Por las condiciones de frontera, se
igualan a las soluciones de la Zona I a la Zona II y de la Zona II a la Zona III, donde
las soluciones tienen la forma:

Frontera Zona I - Zona II:

 I(0) =  
0
II

 
0
II = e

ik1 + b1e
�ik1 (6.31)

Frontera Zona II - Zona III:

 
N
II =  III(N)

 
N
II = a3e

ik3L (6.32)
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Mientras que, en cualquier punto p dentro de la región dispersora (0 < p < N ), la
expresión (6.29) toma la forma:

� 
p+1
II + 2 

p
II �  

p�1
II � Vn 

p
II = E 

p
II

� 
p+1
II + (2� Vn � E) 

p
II �  

p�1
II = 0

� 
p+1
II + (E � V

0
n) 

p
II �  

p�1
II = 0 (6.33)

Las ecuaciones a resolver en cada punto de la región dispersora tienen la forma:

n = 0 b1e
�ik1 �  

1
II = e

ik1 (6.34)
n = 1 b1 + (E � V

0
1) 

1
II +  

2
II = �1 (6.35)

.

.

.

n = N  
N�1
II + (E � V

0
N) 

N
II + a3e

ik3(N+1)
= 0 (6.36)

n = N + 1  
N
II � a3e

ik3N = 0 (6.37)

Este sistema de ecuaciones tiene la forma matricial:

0

BBBBBBBB@

e
ik1 �1 0 ... ... ...

1 E � V
0
1 1 0 ... ...

0 1 E � V
0
2 1 0 ...

... ... ... ... ... ...

... ... 0 1 E � V
0
N e

ik3(N+1)

... ... ... 0 1 �e
ik3N

1

CCCCCCCCA

0

BBBBBBBB@

b1

 
1
II

 
2
II

...

 
N
II

a3

1

CCCCCCCCA

=

0

BBBBBBBB@

�e
ik

�1

0

...

0

0

1

CCCCCCCCA

(6.38)

Las amplitudes b1 y a3 se renombran como Rf para hacer referencia a la amplitud
de la onda reflejada y Tr para la amplitud de la onda transmitida. Además, este análisis
puede repetirse para electrones ingresando desde el lado derecho (los cuales se reflejan
con una amplitud Rf

0 y se transmiten con una amplitud Tr
0). Con ello, se obtiene la matriz

de dispersión S completa:

S =

 
Rf Tr

Tr
0

Rf
0

!
(6.39)

6.2.2. Cálculo de la corriente I a través de la matriz S

La densidad de corriente de una partícula asociada a una función de onda tiene la forma:
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I(x) = i
~
2m


 

⇤
(x)

@

@x
 (x)� (x)

@

@x
 

⇤
(x)

�
(6.40)

O, en su forma discreta,

In = i
1

~
⇥
 

⇤
n n+1 � 

⇤
n+1 n

⇤
(6.41)

Para una onda plana  n = e
ikn, se obtiene

In = i
1

~
⇥
e
ik
� e

�ik
⇤
=

1

~vk (6.42)

donde vk ⌘
@
@kE(k). Mientras que, para un estado dispersado  n = e

ikn
+ Rfe

�ikn:

In = vk[1� |Rf |
2
] (6.43)

La conservación de corriente implica que 1� |Rf |
2
= |Tr|

2
= |Tr

0
|
2
= 1� |Rf

0
|
2, o sea,

que la matriz de dispersión S debe ser unitaria: S = S
†.

Para obtener la corriente se debe hacer un llenado de los estados hasta el nivel de
Fermi:

I =
e

~

Z
dk

2⇡

⇥
vk[1� |Rf |

2
]fcontacto

⇤
(6.44)

que para el source y drain tiene la forma

fS(E) =
1

e(E�µS)/kTS + 1
(6.45)

fD(E) =
1

e(E�µD)/kTD + 1
(6.46)

En el ejemplo unidimensional, la velocidad dE
dk es la inversa de la densidad de estados

dk
dE , por lo que la corriente es:

I =
e

h

Z
dE|T

2
r | [fS[E(k)]� fD[E(k)]] (6.47)

además, a T = 0 y V ! 0 se cumple: µL = EF + eV/2, µR = EF � eV/2, por lo que
la expresión se simplifica a la ecuación de Landauer mencionada anteriormente en la
expresión (6.4):

I =
e
2

h
|Tr(EF )|

2
V (6.48)
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Metodología y Resultados

Los cálculos de transporte electrónico en bismuto a bajas energías se realizaron
utilizando el HSchin

TB (k). Con los parámetros de salto de este Hamiltoniano se construyó
la geometría mostrada en la Figura 7.1 en la paquetería KWANT [37], la cual consiste
de una base hexagonal con 18 sitios a lo largo de un lado. Se evaluó el transporte
electrónico con los 2 contactos conectados a la nanoestructura de bismuto, utilizando
el formalismo de Landauer-Büttiker revisado en el capítulo 6. En dicho formalismo, la
cantidad clave a calcular es la probabilidad de transmisión, la cual se evaluó utilizando
el método de la matriz de dispersión implementado en esta librería.

Posteriormente, se añadió un contacto lateral a una estructura hexagonal con 18
sitios a lo largo de un lado, como se esquematiza en la Fig. 7.1, para identificar cuál era
el efecto de éste en los estados de arista responsables del transporte electrónico.

Figura 7.1: a) Dispositivo de bismuto con dos contactos y b) dispositivo de bismuto con tres contacto
construidos en KWANT.

7.1. Dispositivo de Bi con dos contactos

En este dispositivo se calcula la conductancia desde el contacto 0 al contacto 1 y se
contruyó el gráfico presentado en la Fig. 7.2. A bajas energías, se observan únicamente
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Figura 7.2: a) Estructura de bandas de contaco hexagonal, etiquetado por 0 y 1. En esta estructura, se
identifica una brecha formada por las bandas que no están degeneradas. b) Cálculo de la conductancia

del contacto 0 al contacto 1 utilizando la paquetería KWANT.

2 canales de conducción a pesar de que se esperaban 6 canales, uno por cada arista de
la estructura hexagonal construida. A energías donde la degeneración de las 6 bandas
se cumple, se obtienen los 6 canales de conductancia esperados para esta estructura.

Estudiando la dependencia de la brecha energética identificada en algunos de los
estados topológicos, se encontró que esta se reduce conforme aumenta el número
de sitios a lo largo de un lado (ver Fig. 7.3). Es decir, el ancho del dispositivo debe
aumentar para tener las 6 bandas degeneradas, con los cálculos de conductancia
pueden observarse solo 2 bandas formando el cono (cerrando el Gap 1), mientras que
las otras 4 mantienen una brecha energética (el cual se denomina Gap 2).

Figura 7.3: Comportamiento del tamaño de la brecha para las bandas centrales que delimitan en Gap 1
(azul) y las bandas externas entre las cuales está el Gap 2 (verde).



Figura 7.4: a) Estructura de bandas para contacto hexagonal, etiquetado por 0 y 1. b) Resultados de
transmisiones obtenidos con KWANT entre el contacto 0 y 1 (rojo), el contacto 0 y 2 (verde), el contacto (1
y 2) (azul) y la conductancia total calculada con la expresión (6.8). c) Estructura de bandas para contacto

rectangular, etiquetado por 2.

7.2. Dispositivo de Bi con tres contactos

Nuevamente, en este dispositivo se calcula la conductancia desde el contacto 0 al
contacto 1, con la diferencia de que se agrega un contacto 2 en una de las caras
laterales del dispositivo. Por lo tanto, también se calcula la estructura de bandas de este
contacto rectangular (ver Fig.7.4) para el análisis del transporte en este dispositivo.

Por debajo del cono, comenzando el análisis en el límite inferior de energía, se tienen
5 canales correspondientes al material, lo cual es diferente al caso del dispositivo anterior.
Esto puede deberse a la geometría del dispositivo, específicamente a la dirección en la
que el tercer contacto esta adicionado, pues al crecer en la dirección de bh

2 se pierde
uno de los artistas en la geometría hexagonal, y, en consecuencia, uno de los canales.

De estos 5 canales, cuatro de ellos van del contacto 0 directamente al contacto 1,
mientras que el quinto canal va del contacto 0 al contacto 2, para luego reinyectarse y
llegar al contacto 1. En este proceso se induce decoherencia en los electrones por el
tercer contacto ya que éste solo está descrito por la función de Fermi y no almacena
información de la fase del electrón.

A bajas energías, alrededor del cono se recuperan los dos canales observados en el
primer dispositivo.

Por encima del cono, en el intervalo de energías 0.028t < E < 0.047t, el tercer
contacto presenta una brecha energética en su estructura de bandas, pues los estados
de borde que están preservados por la simetría Ĉ3 no aparecen debido a la forma
rectangular del contacto, y en consecuencia la conductancia sucede de forma directa
del contacto 0 al contacto 2 y se anula el efecto de decoherencia por ese contacto.

Finalmente, a energías E > 0.047t se recuperan los 5 canales de conductancia.
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8
Conclusiones

En la Parte I de este trabajo semodelaron demanera exitosa las propiedades electrónicas
de transporte en nanoestructuras de bismuto pues se logró caracterizar la estructura
electrónica del bismuto empleando dos modelos: uno para la naturaleza semimetálica
del bulto y otro para los estados de borde topológicos localizados en los aristas de un
prisma hexagonal de este material, actividades correspondientes a los primeros dos
objetivos de este trabajo. El modelo que reproduce únicamente los estados topológicos,
H

Schin
TB (k), representa una alternativa para el estudio de propiedades electrónicas en

esos estados, debido a la diferencia en el tamaño de las expresiones analíticas de ambos
modelos y, en consecuencia, el tiempo de cómputo para realizar los cálculos.

En la Parte II se estudiaron las propiedades electrónicas de transporte en una nano-
estructura del mismo, pues se modelaron dos dispositivos electrónicos, uno con dos y
otro con tres contactos, como se planteó en los objetivos 3 y 4 al inicio de este trabajo.
Con la adición de dos contactos a una nanoestructura se confirmaron los 6 canales de
conducción esperados en este material. A través de la adición de un tercer contacto, se
logró remover uno de los canales de conducción y sintonizar la decoherencia electrónica
de los estados de borde para un intervalo de ⇡ 20 t (0.028t < E < 0.047t).

El bismuto es un sistema cuya complejidad se refleja en las expresiones de los
modelos que lo describen. Por ende, es necesario un gran esfuerzo a la hora de trasladar
estos modelos al código y su realización marca un precedente para el cálculo de nuevas
propiedades electrónicas de transporte. Algunas alternativas para la futura exploración
son la modificación de la geometría del tercer contacto o la construcción de dispositivos
con más contactos.
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A
Apéndice A: Desarrollo de expresiones del

Hamiltoniano propuesto por Liu y Allen

El modelo del Hamiltoniano de 16 bandas de amarre fuerte del bismuto propuesto por
Liu y Allen [28] es:

H
Liu
TB (k) =

 
H11 H12

H21 H22

!
(A.1)

donde H11 = H22 y H12 = H
†
21.

Para implementar estas expresiones en el código de PythTB, los elementos de este
Hamiltoniano de 16 bandas se etiquetaron de la forma:

H11 =

0

BBBBBBBBBBBBB@

HTB[0, 0] HTB[0, 1] HTB[0, 2] HTB[0, 3] HTB[0, 4] HTB[0, 5] HTB[0, 6] HTB[0, 7]

HTB[1, 0] HTB[1, 1] HTB[1, 2] HTB[1, 3] HTB[1, 4] HTB[1, 5] HTB[1, 6] HTB[1, 7]

HTB[2, 0] HTB[2, 1] HTB[2, 2] HTB[2, 3] HTB[2, 4] HTB[2, 5] HTB[2, 6] HTB[2, 7]

HTB[3, 0] HTB[3, 1] HTB[3, 2] HTB[3, 3] HTB[3, 4] HTB[3, 5] HTB[3, 6] HTB[3, 7]

HTB[4, 0] HTB[4, 1] HTB[4, 2] HTB[4, 3] HTB[4, 4] HTB[4, 5] HTB[4, 6] HTB[4, 7]

HTB[5, 0] HTB[5, 1] HTB[5, 2] HTB[5, 3] HTB[5, 4] HTB[5, 5] HTB[5, 6] HTB[5, 7]

HTB[6, 0] HTB[6, 1] HTB[6, 2] HTB[6, 3] HTB[6, 4] HTB[6, 5] HTB[6, 6] HTB[6, 7]

HTB[7, 0] HTB[7, 1] HTB[7, 2] HTB[7, 3] HTB[7, 4] HTB[7, 5] HTB[7, 6] HTB[7, 7]

1

CCCCCCCCCCCCCA

(A.2)
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H12 =

0

BBBBBBBBBBBBB@

HTB[0, 8] HTB[0, 9] HTB[0, 10] HTB[0, 11] HTB[0, 12] HTB[0, 13] HTB[0, 14] HTB[0, 15]

HTB[1, 8] HTB[1, 9] HTB[1, 10] HTB[1, 11] HTB[1, 12] HTB[1, 13] HTB[1, 14] HTB[1, 15]

HTB[2, 8] HTB[2, 9] HTB[2, 10] HTB[2, 11] HTB[2, 12] HTB[2, 13] HTB[2, 14] HTB[2, 15]

HTB[3, 8] HTB[3, 9] HTB[3, 10] HTB[3, 11] HTB[3, 12] HTB[3, 13] HTB[3, 14] HTB[3, 15]

HTB[4, 8] HTB[4, 9] HTB[4, 10] HTB[4, 11] HTB[4, 12] HTB[4, 13] HTB[4, 14] HTB[4, 15]

HTB[5, 8] HTB[5, 9] HTB[5, 10] HTB[5, 11] HTB[5, 12] HTB[5, 13] HTB[5, 14] HTB[5, 15]

HTB[6, 8] HTB[6, 9] HTB[6, 10] HTB[6, 11] HTB[6, 12] HTB[6, 13] HTB[6, 14] HTB[6, 15]

HTB[7, 8] HTB[7, 9] HTB[7, 10] HTB[7, 11] HTB[7, 12] HTB[7, 13] HTB[7, 14] HTB[7, 15]

1

CCCCCCCCCCCCCA

(A.3)

donde los términos de H11 corresponden a:

HTB[0, 0] = Es + g26V
00
ss� (A.4)

HTB[0, 1] = 0 (A.5)

HTB[0, 2] = g27V
00
sp� (A.6)

HTB[0, 3] = g28V
00
sp� (A.7)

HTB[0, 4] = 0 (A.8)

HTB[0, 5] = 0 (A.9)

HTB[0, 6] = 0 (A.10)

HTB[0, 7] = 0 (A.11)
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HTB[1, 1] = Es + g26V
00
ss� (A.12)

HTB[1, 2] = 0 (A.13)

HTB[1, 3] = 0 (A.14)

HTB[1, 4] = 0 (A.15)

HTB[1, 5] = g27V
00
sp� (A.16)

HTB[1, 6] = g28V
00
sp� (A.17)

HTB[1, 7] = 0 (A.18)

HTB[2, 2] = Ep + g29V
00
pp� + g30Vpp⇡ (A.19)

HTB[2, 3] = �
i�

3
(A.20)

HTB[2, 4] = 0 (A.21)

HTB[2, 5] = 0 (A.22)

HTB[2, 6] = 0 (A.23)
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HTB[2, 7] = �
�

3
(A.24)

HTB[3, 3] = Ep + g30V
00
pp� + g29Vpp⇡ (A.25)

HTB[3, 4] = 0 (A.26)

HTB[3, 5] = 0 (A.27)

HTB[3, 6] = 0 (A.28)

HTB[3, 7] = �
i�

3
(A.29)

HTB[4, 4] = Ep + g26V
00
pp⇡ (A.30)

HTB[4, 5] = �
�

3
(A.31)

HTB[4, 6] = �
i�

3
(A.32)

HTB[4, 7] = 0 (A.33)

HTB[5, 5] = Ep + g29V
00
pp� + g30V

00
pp⇡ (A.34)

HTB[5, 6] = �
i�

3
+ g31(V

00
pp� � V

00
pp⇡) (A.35)
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HTB[5, 7] = 0 (A.36)

HTB[6, 6] = Ep + g30V
00
pp� + g29V

00
pp⇡ (A.37)

HTB[6, 7] = 0 (A.38)

HTB[7, 7] = Ep + g26V
00
pp⇡ (A.39)

y los términos de H12:

HTB[0, 8] = g0Vss� + g13V
0
ss� (A.40)

HTB[0, 9] = 0 (A.41)

HTB[0, 10] = g1Vsp� + g14V
0
sp� (A.42)

HTB[0, 11] = g2Vsp� + g15V
0
sp� (A.43)

HTB[0, 12] = g3Vsp� + g16V
0
s� (A.44)

HTB[0, 13] = 0 (A.45)

HTB[0, 14] = 0 (A.46)

HTB[0, 15] = 0 (A.47)
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HTB[1, 8] = 0 (A.48)

HTB[1, 9] = g0Vss� + g13V
0
ss� (A.49)

HTB[1, 10] = 0 (A.50)

HTB[1, 11] = 0 (A.51)

HTB[1, 12] = 0 (A.52)

HTB[1, 13] = g1Vsp� + g14V
0
sp� (A.53)

HTB[1, 14] = g2Vsp� + g15V
0
sp� (A.54)

HTB[1, 15] = g3Vsp� + g16V
0
sp� (A.55)

HTB[2, 8] = �g1Vsp� � g14V
0
sp� (A.56)

HTB[2, 9] = 0 (A.57)

HTB[2, 10] = g4Vpp� + g5Vpp⇡ + g17V
0
pp� + g18V

0
pp⇡ (A.58)

HTB[2, 11] = g12(Vpp� � Vpp⇡) + g25(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.59)
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HTB[2, 12] = g6(Vpp� � Vpp⇡) + g19(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.60)

HTB[2, 13] = 0 (A.61)

HTB[2, 14] = 0 (A.62)

HTB[2, 15] = 0 (A.63)

HTB[3, 8] = �g2Vsp� � g15V
0
sp� (A.64)

HTB[3, 9] = 0 (A.65)

HTB[3, 10] = g12(Vpp� � Vpp⇡) + g25(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.66)

HTB[3, 11] = g7Vpp� + g8Vpp⇡ + g20V
0
pp� + g21V

0
pp⇡ (A.67)

HTB[3, 12] = g11(Vpp� � Vpp⇡) + g24(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.68)

HTB[3, 13] = 0 (A.69)

HTB[3, 14] = 0 (A.70)

HTB[3, 15] = 0 (A.71)
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HTB[4, 8] = �g3Vsp� � g16V
0
sp� (A.72)

HTB[4, 9] = 0 (A.73)

HTB[4, 10] = g6(Vpp� � Vpp⇡) + g19(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.74)

HTB[4, 11] = g11(Vpp� � Vpp⇡) + g24(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.75)

HTB[4, 12] = g9Vpp� + g10Vpp⇡ + g22V
0
pp� + g23V

0
pp⇡ (A.76)

HTB[4, 13] = 0 (A.77)

HTB[4, 14] = 0 (A.78)

HTB[4, 15] = 0 (A.79)

HTB[5, 8] = 0 (A.80)

HTB[5, 9] = �g1Vsp� � g14V
0
sp� (A.81)

HTB[5, 10] = 0 (A.82)

HTB[5, 11] = 0 (A.83)
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HTB[5, 12] = 0 (A.84)

HTB[5, 13] = g4Vpp� + g5Vpp⇡ + g17V
0
pp� + g18V

0
pp⇡ (A.85)

HTB[5, 14] = g12(Vpp� � Vpp⇡) + g25(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.86)

HTB[5, 15] = g6(Vpp� � Vpp⇡) + g19(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.87)

HTB[6, 8] = 0 (A.88)

HTB[6, 9] = �g2Vsp� � g15V
0
sp� (A.89)

HTB[6, 10] = 0 (A.90)

HTB[6, 12] = 0 (A.91)

HTB[6, 13] = g12(Vpp� � Vpp⇡) + g25(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.92)

HTB[6, 14] = g7Vpp� + g8Vpp⇡ + g20V
0
pp� + g21V

0
pp⇡ (A.93)

HTB[6, 15] = g11(Vpp� � Vpp⇡) + g24(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.94)

HTB[7, 8] = 0 (A.95)
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HTB[7, 9] = �g3Vsp� � g16V
0
sp� (A.96)

HTB[7, 10] = 0 (A.97)

HTB[7, 11] = 0 (A.98)

HTB[7, 12] = 0 (A.99)

HTB[7, 13] = g6(Vpp� � Vpp⇡) + g19(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.100)

HTB[7, 14] = g11(Vpp� � Vpp⇡) + g24(V
0
pp� � V

0
pp⇡) (A.101)

HTB[7, 15] = g9Vpp� + g10Vpp⇡ + g22V
0
pp� + g23V

0
pp⇡ (A.102)

Los parámetros ajustables en este Hamiltoniano son:

Parámetro [eV] d1 [Å] d2 [Å] Es Ep Vss� Vsp� Vpp� Vpp⇡

Valor 3.062 3.512 -10.906 -0.486 -0.608 1.320 1.854 -0.600

Parámetro [eV] V
0
ss� V

0
sp� V

0
pp� V

0
pp⇡ V

00
ss� V

00
sp� V

00
pp� V

00
pp⇡

Valor -0.384 0.433 1.396 -0.344 0 0 0.156 0

Y las funciones gi (i = 0, 1, ..., 31) son funciones del vector k = k1br
1 + k2br

2 + k3br
3

siendo br
n (n = 1, 2, 3) los vectores de la red recíproca definidos en 3. Las funciones

g0�g12 corresponden a interacciones con primeros vecinos, g13�g25 a segundos vecinos
y g26 � g31 a terceros vecinos.

Sus expresiones son:
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Figura A.1: Esquematización de los ángulos para el cálculo de los cosenos directores de los vectores
ar
2 � d y ar

1 + ar
3 � d

g0 =e
ik·(ar

1�d)
+ e

ik·(ar
2�d)

+ e
ik·(ar

3�d) (A.103)
g1 =

�
e
ik·(ar

2�d)
� e

ik·(ar
1�d)�

cos↵ (A.104)
g2 =

�
e
ik·(ar

1�d)
� e

ik·(ar
2�d)

� 2e
ik·(ar

3�d)�
cos � (A.105)

g3 =g0 cos � (A.106)
g4 =

�
e
ik·(ar

1�d)
+ e

ik·(ar
2�d)�

cos
2
↵ (A.107)

g5 =g0 � g4 (A.108)
g6 =g1 cos � (A.109)
g7 =

�
e
ik·(ar

1�d)
+ e

ik·(ar
2�d)

+ 4e
ik·(ar

3�d)�
cos

2
� (A.110)

g8 =g0 � g7 (A.111)
g9 =g0 cos

2
� (A.112)

g10 =g0 sin
2
� (A.113)

g11 =g2 cos � (A.114)
g12 =g1 cos � (A.115)

con ar
n (n = 1, 2, 3) definidos anteriormente (ver 3) y d = (0, 0, 2µ) ⇤ c siendo µ = 0.2341

un parámetro de despalzamiento interno. Los valores de cos↵, cos � y cos � corresponden
a los cosenos directores del vector ar

2 � d, como se puede visualizar en la Fig. A.1. Las
funciones g13 a g25 pueden obtenerse reemplazando los términos ar

1, ar
2, ar

3, cos↵, cos �
y cos � por ar

2 + ar
3, a1 + ar

3, ar
2 + ar

1, cos↵0, cos �0 y cos �
0 respectivamente. Los valores

de cos↵
0, cos �0 y cos �

0 corresponden a los cosenos directores del vector ar
1 + ar

3 � d
(ver Fig. A.1).
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Apéndice B: Desarrollo de expresiones del
Hamiltoniano propuesto por Schindler y

colaboradores

Este apéndice contiene el desarrollo de los términos del Hamiltoniano topológico de Bi,
en las cuales se partió de las expresiones con funciones trigonométricas a su expresión
como funciones exponenciales, facilitando su implementación en el código de PythTB.
El modelo del Hamiltoniano de 8 bandas de amarre fuerte del bismuto propuesto por
Schindler y colaboradores [14] es:

H
Schin
TB (k) =

 
HTB,I(k) + ✏I �MTB(k)

�MTB(k)† HTB,II(k)� ✏I

!
(B.1)

donde los términos de HTB,I(k), HTB,II(k) y MTB(k) tienen la forma:

HTB,I(k) = �1{mI(1 + cosk · ah
3)� tI [cosk · ah

1 + cosk · ah
2 + cosk · (ah

1 + ah
2)]}

+ �I [�2 sink · ah
1 + �

I,I
2,1 sink · ah

2 + �
I,I
2,2 sink · (ah

1 + ah
2) + �3 sink · ah

3 ] (B.2)

HTB,II(k) = �1{mII(1 + cosk · ah
3)� tII [cosk · ah

1 + cosk · ah
2 + cosk · (ah

1 + ah
2)]}

+ �II [�2 sink · ah
1 + �

II,II
2,1 sink · ah

2 + �
II,II
2,2 sink · (ah

1 + ah
2) + �3 sink · ah

3 ]

(B.3)

MTB(k) = �2[sink · ah
1 + sink · (2ah

1 + ah
2)] + �

I,II
2,1 [sink · ah

2 + sink · (ah
2 � ah

1)]

� �
I,II
2,2 [sink · (ah

1 + ah
2) + sink · (ah

1 + 2ah
2)]� i�5[cosk · ah

1 + cosk · (2ah
1 + ah

2)]

� i�
I,II
5,1 [cosk · ah

2 + cosk · (ah
2 � ah

1)]� i�
I,II
5,2 [cosk · (ah

1 + ah
2) + cosk · (ah

1 + 2ah
2)]

(B.4)
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siendo �i (i = 1, 2, .., 5) las matrices de Dirac y �i,j
µ,⌫ =

�
C

z
3,i�µC

z
3,j

��⌫ , donde C
z
3,I =

�0 ⌦ e
i⇡3 �3 y C

z
3,II = ��0 ⌦ �0.

Para la implementación de estas expresiones en el código de PythTB, las funciones
trigonométricas se expresan en términos de la función exponencial, por los que los
elementos del Hamiltoniano tienen la forma:

H
Schin
TB (k) =

0

BBBBBBBBBBBBB@

HTB[0, 0] HTB[0, 1] HTB[0, 2] HTB[0, 3] HTB[0, 4] HTB[0, 5] HTB[0, 6] HTB[0, 7]

HTB[1, 0] HTB[1, 1] HTB[1, 2] HTB[1, 3] HTB[1, 4] HTB[1, 5] HTB[1, 6] HTB[1, 7]

HTB[2, 0] HTB[2, 1] HTB[2, 2] HTB[2, 3] HTB[2, 4] HTB[2, 5] HTB[2, 6] HTB[2, 7]

HTB[3, 0] HTB[3, 1] HTB[3, 2] HTB[3, 3] HTB[3, 4] HTB[3, 5] HTB[3, 6] HTB[3, 7]

HTB[4, 0] HTB[4, 1] HTB[4, 2] HTB[4, 3] HTB[4, 4] HTB[4, 5] HTB[4, 6] HTB[4, 7]

HTB[5, 0] HTB[5, 1] HTB[5, 2] HTB[5, 3] HTB[5, 4] HTB[5, 5] HTB[5, 6] HTB[5, 7]

HTB[6, 0] HTB[6, 1] HTB[6, 2] HTB[6, 3] HTB[6, 4] HTB[6, 5] HTB[6, 6] HTB[6, 7]

HTB[7, 0] HTB[7, 1] HTB[7, 2] HTB[7, 3] HTB[7, 4] HTB[7, 5] HTB[7, 6] HTB[7, 7]

1

CCCCCCCCCCCCCA

(B.5)

HTB[0, 0] =✏+mI

�
tI

2
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ik·ah

1 + e
�ik·ah

1 + e
ik·ah

2 + e
�ik·ah

2 + e
ik·(ah

1+ah
2 ) + e

�ik·(ah
1+ah

2 )

�

+
mI

2


e
ik·ah

3 + e
�ik·ah

3

�
(B.6)

HTB[0, 1] = 0 (B.7)

HTB[0, 2] = �
�I

2


e
ik·ah

3 � e
�ik·ah

3

�
(B.8)

HTB[0, 3] =
�I

2i


e
ik·ah

1 � e
�ik·ah

1 + e
i2⇡/3

✓
e
ik·ah

2 � e
�ik·ah

2

◆
+ e

i⇡/3

✓
e
ik·(ah

1+ah
2 ) � e

�ik·(ah
1+ah

2 )

◆�

(B.9)

HTB[0, 4] = 0 (B.10)
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HTB[0, 5] =
i�

2

⇢
e
i⇡/3


e
ik·ah

2 + e
�ik·ah

2 + e
ik·(�ah

1+ah
2 ) + e

�ik·(�ah
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�

�
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ik·ah
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2 ) + e

�ik·(2ah
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2 )

�

� e
i2⇡/3


e
ik·(ah
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2 ) + e

�ik·(ah
1+ah

2 ) + e
ik·(ah

1+2ah
2 ) + e

�ik·(ah
1+2ah

2 )

��
(B.11)

HTB[0, 6] = 0 (B.12)

HTB[0, 7] =
�

2i

⇢
e
ik·ah

1 � e
�ik·ah

1 � e
i⇡/3


e
ik·ah

2 � e
�ik·ah

2 + e
ik·(�ah

1+ah
2 ) � e

�ik·(�ah
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2 )

�

+ e
ik·(2ah

1+ah
2 ) � e

�ik·(2ah
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2 )

� e
i2⇡/3


e
ik·(ah

1+ah
2 ) � e

�ik·(ah
1+ah

2 ) + e
ik·(ah

1+2ah
2 ) � e

�ik·(ah
1+2ah

2 )

��
(B.13)

HTB[1, 1] =✏+mI

�
tI
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HTB[1, 2] =
�I
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(B.15)

HTB[1, 3] = �
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⇥
e
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�ik·ah
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(B.16)

HTB[1, 4] =
�i
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HTB[1, 5] = 0 (B.18)

HTB[1, 6] =
�
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(B.20)

HTB[1, 7] = 0 (B.21)

HTB[2, 2] =✏�mI
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HTB[2, 3] =0 (B.23)

HTB[2, 4] = 0 (B.24)
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(B.25)

HTB[2, 6] = 0 (B.26)
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HTB[3, 5] = 0 (B.30)
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HTB[3, 7] = 0 (B.32)
(B.33)
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HTB[4, 5] =0 (B.35)
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HTB[6, 7] = 0 (B.42)
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