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Notacion

En este manuscrito se utilizan las siguientes abreviaturas::

RLT o f Integral fraccionaria de Riemann-Liouville por izquierda
RLTo f Integral fraccionaria de Riemann-Liouville por derecha
RL Do Y Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por izquierda
RLpDe f Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por izquierda
“pe f Derivada fraccionaria de Caputo por izquierda

“Dg f Derivada fraccionaria de Caputo por derecha

WV f(z) Integral fraccionaria de Weyl
WY f(x) Derivada fraccionaria de Weyl

0 Densidad del fluido |kg/m?]

0 Contenido volumétrico de agua

q Caudal de fluido por unidad de area del medio poroso [m/s]
t Tiempo [s]

T Término de fuente o sumidero

k Permeabilidad del medio poroso [m?|

1 Viscosidad dindmica del fluido [Pa - s]

P Presion del medio poroso [Pal

g Aceleracion gravitacional [m/s?]

D Profundidad como funciéon de las coordenadas espaciales |m)|
0 Porosidad del medio [m?/m?]

c Compresibilidad del medio poroso [Pa™!|

r Distancia al pozo [m)|
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NOTACION v

P, Presion inicial constante |Pal

Tw Radio del pozo [m]

h Espesor del yacimiento [m?]

Qo Caudal del fluido extraido [m? - s7!|

By Factor de formacion del fluido RB/STB
PD Presion adimensional

tp Tiempo adimensional

D Distancia adimensional

ap Caudal de fluido adimensional

PDw Presion adimensional en la frontera del pozo
m Subindice asociado a la matriz

Subindice asociado a fracturas

~

v Subindice asociado a vagulos

b, Porosidad del sistema poroso j para j = m, f,v [m?/m3|

q; Caudal de fluido por unidad de érea del sistema poroso j para j = m, f,v [m/s]

D; Presion del medio poroso j para j = m, f,v [Pal

k; Permeabilidad del medio poroso j para j = m, f,v [m?]

¢ Compresibilidad del medio poroso j para j = m, f,v [Pa™!]

oy Coeficientes de transferencia en cada interfaz ij para ij = mf,mv,vf [Pa™'- s
DPpDj Presion adimensional del medio poroso j para j = m, f,v

PDw Presion adimensional en la frontera del pozo

w; Coeficiente de almacenamiento del medio poroso j para j =m, f,v

Kj Permeabilidad adimensional del medio poroso j para j = m, f,v

Aij Coeficiente de flujo interporoso adimensional en la interfaz ij para ij = mf, mov,vf
S Término de skin del medio poroso j para j =m, f,v

Ch Coeficiente de almacenamiento adimensional en el pozo

a; Oren de la derivada temporal fraccionaria del medio poroso j para j = m, f,v

T Parametro incluido para mantener el balance dimensional en el sistema fraccionario [s]
™ Parametro resultado de adimensionalizar 7

Toees “Dylpp;
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NOTACION

Oren de la derivada temporal fraccionaria del medio poroso

Oren de la derivada espacial fraccionaria del medio poroso

Ley de Darcy fraccionaria espacial

Parametro incluido para mantener el equilibrio dimensional al incluir
gradiente fraccionario espacial [m]

Parametro resultado de adimensionalizar ¢§

Dimension de masa fractal
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CAprITULO 1

INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

Para crear un plan eficiente para explotar un yacimiento, disenar adecuadamente las
instalaciones en el fondo de un pozo y en la superficie y obtener una visién més realista
de las condiciones del pozo y del yacimiento que ayuden a tomar mejores decisiones para
preservar la inyectividad y posterior recuperacion secundaria del fluido, es necesario co-
rregir el modelado del yacimiento que permita cubrir la heterogeneidad del fluido. Por lo
tanto, las pruebas de presiéon son una de las principales herramientas para determinar las
caracteristicas del yacimiento y al mismo tiempo determinar los principales factores que
influyen en la produccion de hidrocarburos.

Como es bien sabido, Warren y Root [10] fueron de los pioneros en el trabajo con
yacimientos naturalmente fracturados comenzando a modelar yacimientos no homogéneos,
propusieron un modelo de doble porosidad al idealizar al yacimiento como un conjunto
de paralelepipedos rectangulares (lo que representa la matriz), mientras que la porosidad
secundaria, las fracturas, forman un sistema ortogonal continuo uniformemente espaciado
por los paralelepipedos; consideraron que el fluido en la matriz se encontraba en un estado
de flujo cuasi-estable, mientras que el fluido en las fracturas es inestable.

Adams et al. [11] analizaron las pruebas de presién en la fase de acumulacion y desta-
caron dos pendientes principales en ella, la primera relacionada con la permeabilidad de
la matriz y la segunda relacionada con la permeabilidad del sistema fractura-matriz.

Kazemi [12], por otro lado, generalizo el trabajo de Warren y Root asumiendo que
el fluido en todo el yacimiento es inestable; ademés, Kazemi considerd en su modelo que
todas las fracturas son horizontales y uniformemente distribuidas.

Moench [13] estudi6 los trabajos de Warren y Kazemi y desarrollé una teoria que incor-
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pora el término de skin presente en la interfase matriz-fractura, lo que permite generalizar
los supuestos de flujo pseudoestable de Warren y Root y completamente transitorio de
Kazemi. Ademas, se define el skin para caracterizar la condicion del pozo y el grado de
conectividad entre el pozo y el yacimiento, resultando que, para un skin positivo, s > 0,
se considera dano en el pozo donde cuanto mayor es el dano, mayor es el valor del término
de skin; mientras que un término de skin negativo, s < 0, representa un pozo estimulado
[14]. Otro concepto importante es el efecto de almacenamiento del pozo, Cp, que ocurre
cuando el fluido se comprime en un pozo completamente lleno; caracterizado por provocar
un comportamiento lineal con pendiente 1 en los tiempos inmediatamente posteriores al
inicio de la produccion [15].

Varias observaciones en pruebas de pozos a presion mostraron que los modelos de doble
porosidad eran insuficientes para explicar y reproducir estos comportamientos; entonces
Abdassah y Ershaghi [16] desarrollaron un modelo de triple porosidad formado por dos ti-
pos de matriz separados por capas horizontales de fracturas y demostraron que los sistemas
de triple porosidad se caracterizan por varios cambios de pendiente anémalos generados
por la contribucién respectiva de cada bloque de matriz.

Debido a Bourdet [17], quien desarroll6 un nuevo método basado en el analisis de la
tasa de cambio de presion en el tiempo, se simplifico el diagnostico del comportamiento
transitorio de la presion para identificar regimenes caracteristicos que producen lineas
rectas, como enfatizo Ehlig [18].

Al analizar los comportamientos en yacimientos carbonatados naturalmente fracturados
vugulares, Camacho-Velazquez et al. [19] y Fuentes-Cruz et al. [20] propusieron un modelo
de triple porosidad y doble permeabilidad para pozos de penetracion total y parcial. Con-
sideraron el medio poroso como un continuo constituido por fracturas, matriz y vigulos
(donde no se distingue entre canales, cavernas y cavidades); notaron que la presencia de
vigulos afecta el comportamiento de las curvas de presion. En su modelo, permitieron
una interaccion entre cada uno de los medios porosos utilizando la aproximacion de flujo
pseudoestable.

Siguiendo este enfoque, donde el medio poroso esta constituido por fracturas, matriz y

vigulos, Wu et al. |21] propusieron un modelo donde el flujo es radial y solo las fracturas
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alimentan el pozo productor.

Asi, se realizaron diferentes intentos de capturar la heterogeneidad en yacimientos frac-
turados, variando las consideraciones de flujo, geometria o idealizacion de tipos de medios
porosos que componen el yacimiento. Al-Ahmadi et al. [22] propusieron un modelo de triple
porosidad considerando la roca matriz y dos tipos diferentes de fracturas (microfracturas
poco permeables y macrofracturas mas permeables) para periodos de flujo transitorio y
pseudoestable para flujos lineales y geometrias radiales.

Nie et al. [23] abordaron el modelo de triple porosidad considerando la forma de las
cavidades como esféricas y, por lo tanto, el flujo interporoso entre la fractura y las cavidades
es inestable, pero se ignor6 el flujo interporoso entre la matriz y las cavidades.

Algunas variantes para hacer mas robustos los modelos existentes se han realizado, co-
mo Camacho-Velazquez et al. [24], quienes retomaron su modelo propuesto para pozos total
y parcialmente penetrados e incorporaron informaciéon de pruebas de presion, imagelogs,
nucleos, registros de pozos, entre otros. En este trabajo, concluyeron que la comunica-
cion vertical entre vagulos puede ser mas importante que su comunicaciéon horizontal en
pozos parcialmente penetrados. O a través de métodos de optimizacion, como Gomez et
al. [25], quienes implementaron el método de tunelado para encontrar los pardmetros en
el modelo de doble permeabilidad con triple porosidad y, dado el problema de multiples
minimos, sugirieron el uso de informacion adicional para especificar la solucion fisicamente
consistente.

Considerando la complejidad del medio poroso, Chang y Yortsos [26] son pioneros
al considerar al medio poroso como un sistema fractal, lo que les permitié describir a
los yacimientos con desorden espacial y, por lo tanto, una trayectoria de flujo de fluido
compleja.

En los ultimos anos, el calculo fraccionario se ha convertido en una herramienta ttil que,
aplicada a problemas de tipo difusion, explica el comportamiento del flujo anémalo (donde
el movimiento del fluido no tiene un comportamiento de tipo browniano) demostrando que
el fluido tiene memoria [5].

El estudio de Metzler et al. [27] se ha convertido en una referencia importante para

estudiar el fenémeno de difusiéon anémala en un medio poroso cuya sistema poroso tiene
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un comportamiento tipo fractal, permitiendo a un sinfin de investigadores explorar las
implicaciones considerando diferentes enfoques 28, 29, 30, 31].

Con estos modelos se ha alcanzado una comprension més precisa del fenémeno en ya-
cimientos no homogéneos haciendo, en algunos casos, que la tarea de comprender este
complejo fendémeno también incluya modificaciones a la ley de Darcy. Cuando se conside-
ran flujos que no son de Darcy (procesos subdifusivos), se usa el enfoque de la derivada
fraccionaria para incluir el efecto de memoria.

En este sentido, Moshrefi-Torbati y Hammond [32] concluyeron que los operadores frac-
cionarios se pueden agrupar como filtros con memoria parcial que varia entre los extremos
de memoria completa y no memoria, segin el orden de la derivada fraccionaria.

Caputo [33], al estudiar la variacion en el tamano de los poros a través de los cuales
se mueve el fluido, modificé la ley de Darcy al introducir el efecto memoria mediante la
inclusion de la derivada fraccionaria temporal; sin embargo, para mantener un equilibrio
dimensional, modifico la definicién de permeabilidad introduciendo el término de pseudo-
permeabilidad.

Raghavan [34] muestra que usando las propiedades de la derivada fraccionaria, uno
puede traducir la derivada fraccionaria del tiempo a la ecuacién de continuidad.

Se han aplicado diversas variantes de la derivada fraccionaria temporal a la ley de
Darcy. Chang et al. [35] reemplaza la derivada espacial en la ley de Darcy con la derivada
fraccionaria de Riemann—Liouville para cuantificar la dependencia de la trayectoria espacial
de un flujo de fluido. El-Amin [36] construye la ecuacion de masa fraccionaria y la combina
con variantes de la ley de Darcy que incluyen agregar la derivada fraccionaria del tiempo
y reemplazar la derivada espacial con la derivada fraccionaria de Caputo. Chang y Sun
[37] reemplazan la derivada de tiempo con la derivada temporal fraccionaria de Caputo
para describir el decaimiento de cola pesada en tiempos largos y la derivada espacial con
la derivada fraccionaria espacial de Riemann-Liouville para describir la dependencia del
cambio de concentracion no local en una amplia gama de areas espaciales.

Asimismo, Caputo y Plastino [38], considerando medios infinitos, anaden a la clésica ley
de Darcy un término proporcional a la derivada fraccionaria espacial de tipo Caputo, que

representa el efecto de la memoria espacial, es decir, el gradiente de presiéon que considera
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el camino del fluido desde el punto de partida hasta el sitio de medicién.

Obembe et al. [39], en su trabajo de revision, muestra diversas variantes de la ley de
Darcy; en particular, donde la derivada fraccionaria temporal se aplica a una combinacién
convexa de derivadas fraccionarias espaciales de izquierda y derecha que refleja la presen-
cia de obstaculos de flujo, mientras que las derivadas fraccionarias espaciales consideran
amortiguadores de flujo.

Finalmente, para considerar la geometria intrinseca del medio poroso, Cloot y Botha
[40] reemplazan la derivada espacial en la ley de Darcy con la derivada fraccionaria de
Weyl; ellos consideran que el flujo de fluido en un punto dado esta gobernado no solo por
las propiedades del campo de presion en una posicion especifica sino que también depende

de la distribucion espacial global de ese campo.

1.2. Justificacion

La modelacién de yacimientos considerando un flujo anémalo ha sido un problema ya
trabajado en la literatura como se ha mostrado; sin embargo, los modelos hasta ahora
desarrollados recuerdan a los inicios de la modelacién de antano donde se consideraba al
yacimiento como un medio poroso homogéneo o compuesto por un medio de doble porosi-
dad dejando de lado los avances realizados donde se consideraba que el yacimiento poroso
estaba compuesto por hasta tres medios porosos con sus respectivas permeabilidades.

Por otro lado, los modelos de doble porosidad que incluyen el fenémeno de memoria
a través de la derivada temporal fraccionaria asumen que el flujo anémalo en cada medio
poroso es idéntico; es decir, que el orden de la derivada fraccionaria es igual en cada medio
poroso lo cual es una suposicion forzada que limita la captacion del efecto de memoria de
cada medio poroso.

Mas atn, el fenémeno de difusién aplicado a yacimientos trabaja en dominios consi-
derablemente grandes, lo cual hace que agregar informacion sobre la geometria del medio
poroso sea un problema relevante. Si bien, considerar al medio poroso como un fractal ha
permitido generalizar los modelos clasicos dando como resultado una mejora en la cap-

tacion de la heterogeneidad del medio poroso; también genera la cuestion de si esta sera
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la tinica herramienta que permita captar la geometria del medio poroso a la cual, la ge-
neralizacion de la ley de Darcy al incluir la derivada fraccionaria de Weyl parece ser una

propuesta razonable.

1.3. Descripcién del problema

Se propone construir un esquema numérico robusto para aproximar la solucién para
la ecuacion de flujo en un medio con triple porosidad y triple permeabilidad que ademas
acople la derivada fraccionaria espacial y la derivada fraccionaria temporal, donde la de-
rivada fraccionaria espacial sea en el sentido de Weyl y la derivada fraccionaria temporal

sea en el sentido de Caputo.

1.4. Hipobtesis

La solucion de la ecuacion de flujo con triple porosidad y triple permeabilidad con de-
rivada fraccionaria temporal y derivada fraccionaria espacial existe y es esta bien definida,
donde la derivada fraccionaria temporal es en el sentido de Caputo con 6rdenes subdifusi-

vos y la derivada fraccionaria espacial es en el sentido de Weyl con 6rdenes en el intervalo

(0,2).

1.5. Objetivos

Objetivo general

Construir un método numérico robusto para solucionar la ecuacion de flujo con triple
permeabilidad y triple porosidad con derivada temporal y espacial fraccionaria, donde
la derivada fraccionaria temporal es en el sentido de Caputo y la derivada fraccionaria

espacial en el sentido de Weyl.
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Objetivos especificos

= Solucionar la ecuacion de flujo con triple porosidad y triple permeabilidad con deri-

vada temporal fraccionaria en el sentido de Caputo.

= Solucionar la ecuacion de flujo con triple porosidad y triple permeabilidad con deri-

vada espacial fraccionaria en el sentido de Weyl.

= Solucionar la ecuacién de flujo con triple porosidad y triple permeabilidad con deriva-
da temporal fraccionaria en el sentido de Caputo y con derivada espacial fraccionaria

en el sentido de Weyl.

1.6. Estructura de la tesis

El presente trabajo esté constituido por los siguientes capitulos: el Capitulo 2 describe
las herramientas del calculo fraccionario a utilizar a lo largo del presente documento,
desde las definiciones de derivadas fraccionarias junto con algunas de sus propiedades mas
importantes y ejemplos destacados, seguido de las aproximaciones numéricas utilizadas en
la literatura.

El Capitulo 3 muestra, con la finalidad de que el presente trabajo sea lo mas auto
consistente posible, la ecuacion de flujo clasica llamado modelo con porosidad simple previo
a deducir la ecuacion de flujo para un medio con triple porosidad y triple permeabilidad
donde se analiza a detalle el efecto de cada uno de sus parametros y posteriormente se
generaliza este modelo con el uso de la derivada temporal fraccionaria para incluir el efecto
de flujo andmalo, esto ultimo publicado en revista internacional, véase [5].

El Capitulo 4 propone generalizar la ley de Darcy al reemplazar el gradiente por la
derivada fraccionaria espacial de Weyl, se desarrolla esta propuesta y se aplica esta nueva
ley al modelo con porosidad simple, donde se analiza su efecto y se compara con el modelo
donde se considera un yacimiento fractal, esto fue publicado en revista internacional véase
[1]; finalmente, se aplica la ley de Darcy fraccionaria espacial a la ecuacion de flujo para
un medio con triple porosidad y triple permeabilidad.

El Capitulo 5 muestra el resultado de combinar dos diferentes definiciones de derivada
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fraccionaria al incluir, por un lado, la ley de Darcy fraccionaria espacial en el modelo de
triple porosidad y triple permeabilidad a través de la derivada fraccionaria de Weyl y, por
otro lado, el efecto de flujos anémalos a través de la derivada temporal fraccionaria con la
definicion de la derivada de tipo Caputo.

En el Capitulo 6 se resumen las conclusiones alcanzadas en este trabajo y se muestran
los trabajos futuros a desarrollar.

Los anexos muestran la primera pagina de los articulos de investigacion publicados en

revistas internacionales.



CAPITULO 2

CALCULO FRACCIONARIO

Con la finalidad de que este trabajo sea lo més auto consistente posible, se mostraran
las herramientas del calculo fraccionario utilizados a lo largo de la presente tesis. En
particular, se mostraran las definiciones de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville,
Caputo y Weyl, sus propiedades més comunes y los métodos numéricos empleados para
aproximar las definiciones mencionadas.

Para mas detalles sobre la teoria relacionada a las definiciones y propiedades del calculo
fraccionario véase |41, 42, 43|. Las siguientes definiciones, teoremas y proposiciones, salvo

que se especifique lo contrario, son obtenidos de las referencias ya mencionadas.

2.1. Integral Fraccionaria

Como cabria esperar, antes de mostrar la herramienta fundamental de este trabajo (la

derivada fraccionaria) se mostrara la definicion de integral fraccionaria de la cual proviene.

Definiciéon 2.1.1 Sea Q = [a,b], con —00 < a < b < 0o, un intervalo finito en el eje real

R. Se definen las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville "112, f y BEI f

de orden o € R por

(12 ) (1) = ﬁ/ (t=m)"" f(r)dr  t>a (21)
Y 1 b
(RrIp f) (1) = ) /t (r—t)* " flr)dr  t<b, (2:2)

respectivamente, donde T'(-) es la funcion Gamma de Euler. Dichas expresiones son lla-

madas integral fraccionaria por izquierda y por derecha respectivamente.
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De la aplicacion directa de la definicién, se puede encontrar la expresion analitica de

la integral fraccionaria de funciones polinémicas; a saber, si « > 0,8 > 0

RL 1 _ F(ﬁ + 1) +a
( Ia+(t_a)ﬁ) (l’) - F(,B+Oé+1)<x_a)ﬁ )

L 7o _ 1—‘(5 + 1) +a
(FEL (0= 1)7) (x) = m(b —x)7re

Como una de las propiedades més importantes de la integral fraccionaria de Riemann-

Liouville, se encuentra la propiedad de semigrupo; esta es:

(1871 1) () = (L) (@),
(g ) @) = () (@),

ya que sin esta, muchas de las aplicaciones y resultados en el calculo fraccionario no serian

posibles.

2.2. Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

La integral de Riemann-Liouville es fundamental para poder definir diversas derivadas

fraccionarias; en esta seccion se definira la derivada fraccionaria del mismo nombre.

Definiciéon 2.2.1 Sea Q = [a,b], con —00 < a < b < 00, un intervalo finito en el eje real
R. Se definen las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville "D f y BLDg f

de orden o € R por

(DL ) = e () )= s [

(2.3)

(D 1) () = (1 () ) = oot [ =0 <,

(2.4)
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respectivamente, donde n = [«|. Dichas expresiones son llamadas derivada fraccionaria

de Riemann-Liouville por izquierda y por derecha respectivamente.

De la aplicacién directa de la definicion, se puede encontrar la expresion analitica de

la derivada fraccionaria de funciones polindémicas; a saber, si a > 0,5 > 0

(*FDg, (t —a)?) (t) = %(t —a), (2.5)

rB+1)

(RLD?, (b — t)ﬁ) (t) = m

(b—t)", (2.6)
de donde se deduce que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante es
una funcion polinémica diferente del 0.

Proposicion 2.2.1 Algunas propiedades de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

SONn:

Si =0 entonces (*FD2, f) (t) = (FFDy f) (t) = f(2).

Sia=n €N entonces (FFD", f) (t) = f™(t) y (FEDp_f) (t) = (=1)"f™)(2).

Sia+8>1,n=[al, m=[F] ya+ P <n entonces

<RLD3+RLD5+ ) (t) = (RLDS-‘:-,B ) i (RLDﬁ i ) a+)15€1—_a;_j_:) 2.7)

Jj=1

Si f(t) € Ly(a,b) con 1 <p < oo, la derivada fraccionaria RL aplicada a la integral

fraccionaria tiene la siguiente expresion
("DZae 1) 0 = "I g, (DLES) ) = RO, (28)

= Por otro lado, de aplicar la integral fraccionaria a la derivada fraccionaria RL, se

tiene que

RL RL . Jn (n ])( ) j
¢ Da (t —a)*™ 2.9
( a+ a+ 1"( ] 1 a) ) ( )

Jj=1
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RL ja RL pa £ = at) — b_toé—j, 2.10
(D) () = 0(t) = Y Sy —j+1>< ) (2.10)
donde fn—a(t) = RLI;Z;CY (t); gn—a(t) = RL]gL:ag(t)'
s La regla de Leibniz generalizada toma la siguiente forma:
["ED2, (f => ("D f) (1D g)(1). (2.11)
7=0

» La derivada fraccionaria RL aplicada a la composicion de dos funciones es:

(t—a)

[*“Dg, (f(g)] (t) = mf(g(t))—k
= ( ) ]+1—]o(j ;Df t)ZI:[la%!((D%m) L (@12)

donde 3 _ra, =5y S_ a, =i.

» Para o > 0 yn = [a]. La transformada de Laplace de la derivada fraccionaria RL

€es

n—1
(LD f) (8) = s (Lf) (s) = > s"77'DF (FI f) (a+) (2.13)
§=0
donde D* = ; es la derivada cldsica.

La proposiciéon 2.2.1 muestra que la derivada fraccionaria RL, en efecto, se simplifica al
caso clasico cuando @ = n € N; sin embargo, muchas propiedades de la derivada entera no
se comportan de la misma manera con este tipo de derivada fraccionaria tal como la regla

de Leibniz y mas aun la regla de la cadena, ecuaciones (2.11) y (2.12) respectivamente.

2.3. Derivada Fraccionaria de Caputo

En la actualidad, una de las més populares definiciones de derivada fraccionaria es

la propuesta por Caputo en 1967 [44]; si bien, este tipo de derivada fraccionaria esta
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estrechamente relacionada con la derivada fraccionaria de RL, sus diferencias han permitido

que sea aplicado para modelar fenémenos fisicos.

Definicion 2.3.1 Sea Q = [a,b], con —co < a < b < oo. Se definen las derivadas

fraccionarias de Caputo, D¢, f y “Dy f, de orden a € R por

1 t
C NnHa — (RL pn—ann — _ \n—a—1 p(n)
(“D2.1) () = (DLD) (1) = s / (t—7 e O (dr (214)
Yy
C na n (RL myn—a yn (_1)71 ’ n—a—1 p(n)
(CDpf) () = (~1)" (DD f) (§) = L [z =ty O yar, (2.15)
I'(n—a) J,
donde n = [a], D" = i—r;. Dichas expresiones son llamadas derivada fraccionaria de

Caputo por izquierda y por derecha respectivamente.

De la aplicacion directa de la definicion, y de manera semejante a la derivada fraccio-

naria RL, se tiene que si & > 0, n = [a| y > n — 1 entonces

(“De (t—a)’) (t) = %(t —a)’, (2.16)
(D= 07) () = 57 b1 (217)

mientas que si £k =0,1,...,n — 1 entonces
(“De (t—a)*) (t) = (“Dy_(b—t)*) (t) = 0. (2.18)

Notese que, de la ecuacion (2.18), la derivada fraccionaria de Caputo de una constante

€s cero.
Proposicion 2.3.1 Algunas propiedades de la derivada fraccionaria de Caputo son:
= Si oo =0 entonces (°Dg, f) (t) = (“Dgf) (¢) = f(t).

» Sia=n €N entonces (D2, f) (t) = fM(t) y (°Dg_f) (t) = (=1)"f(¢).
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» La relacion entre la derivada fraccionaria de Caputo y la deriwada fraccionaria RL

esta dada por:

n—1 (k) a
(“Dg f) (1) = (RLD3+ [f(:c) - / kf )(a: - a)k]> (t), (2.19)

k=0 ’

n—1 (k:)
(“Dyf) (t) = (RLDg_ [f(:c) — / k!<b> (b — x)’“]) (t). (2.20)

k=0

» Si f(t) € Cla,b], la derivada fraccionaria de Caputo aplicada a la integral fracciona-

ria tiene la siguiente expresion
(“De I ) () = (), (CDRRLf) (8) = () (2.21)

s Por otro lado, de aplicar la integral fraccionaria a la derivada fraccionaria de Caputo,

se tiene que

n—1 (k) a
(18,°05.) () = 0 - 3 L - o), (2.22)
k=0 ’
n—1 _1\k £(k)
(1 oDg ) (1) = 1) - 3 S0 gy (2.23)

k=0

» Para a > 0 yn = [a]. La transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de

Caputo es
n—1
(LODg, ) (t) = s* (Lf) (s) = Y s" 97 (DVf) (a+) (2.24)
j=0
donde DF = ;t—z es la derivada cldsica.

De la proposicion 2.3.1 se puede ver que, de manera similar a la derivada fraccionaria
RL, la derivada fraccionaria de Caputo generaliza la derivada clésica para ordenes no ente-

ros; més adn, funciona como operador inverso por la izquierda de la integral fraccionaria.
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2.4. Calculo Fraccionario de Weyl

En las secciones previas, dos de las definiciones de derivada fraccionaria més conocidas y
aplicadas han sido expuestas; sin embargo, sobra decir que en la actualidad existe una gran
cantidad de definiciones de derivadas fraccionarias [45, 46|; en particular, las definiciones
previas son caracterizadas por tener integrales sobre dominios finitos.

A continuacién, se abordaré el calculo fraccionario de Weyl donde dicha caracteristica
es desafiada al considerar dominios semi-infinitos, se describirdn algunas consecuencias de
esta modificacion incluyendo el tipo de funciones donde el calculo fraccionario de Weyl

esta definido.

2.4.1. Integral Fraccionaria de Weyl

Definiciéon 2.4.1 Se define la integral fraccionaria de Weyl, ,W_"f(x), de orden

v eR conv >0 por

WL () = ﬁ / T Ede a0, (2.25)

En la ecuacion (2.25) se puede simplificar la notaciéon de la integral fraccionaria de
Weyl haciendo ,W_" f(x) = W~ f(x), ya que el limite superior en la integral no cambiara
y el argumento de la integral es el mismo que la funcién f.

De la aplicacion directa de la definicién, se puede encontrar la expresion analitica de

la integral fraccionaria de Weyl de algunas funciones; a saber

» Si f(z) =e * con a € R" entonces

W le ™) =a Ve ™ (2.26)

» Si f(x) =cosax cona € RT y 0 < v < 1 entonces

1
W™ [cosax] = a™" cos (ax + §7r1/> (2.27)
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» Si f(x) =sinaxr con a € RT y 0 < v < 1 entonces

1
W™ [sinax] = a™"sin (am + Ewy) (2.28)

» Si f(x) =2" con Ov < p entonces

T —
W—Vg—h — Mm”*“ (2.29)

2.4.2. Buenas Funciones

Pese a que se ha demostrado que existen funciones a las cuales se les puede aplicar la
integral fraccionaria de Weyl, aiin queda abierta la pregunta sobre la caracterizacion de

condiciones necesarias y/o suficientes para que la integral fraccionaria de Weyl exista.

Definicion 2.4.2 Supdn que f(x) es integrable sobre cualquier subintervalo finito de J =
[0,00) y si f(x) se comporta como x* para z suficientemente grande, entonces la integral

fraccionaria de Weyl de f de orden v existe si
0<v<pu. (2.30)

Lo anterior nos da una condicién necesaria y suficiente para asegurar la existencia de la
integral fraccionaria de Weyl; sin embargo, si se desea que la integral fraccionaria de Weyl,

W= f(x), exista para todo v > 0 entonces una condiciéon maés estricta debe cumplirse.

Definicion 2.4.3 Se define la clase de buenas funciones, S, a las funciones f que son
infinitamente diferenciables y tal que la funcion f y sus derivadas son de orden t— para

todo N € N.

La definicion 2.4.3 da una condiciéon suficiente para la existencia de la integral fraccio-
naria de Weyl; esto es, si f € S entonces la integral fraccionaria de Weyl de orden v existe

para cualquier v > 0 y mas aun W="f € S.

Proposicion 2.4.1 Algunas propiedades de la integral fraccionaria de Weyl son:
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1. Sea v, ju > 0 entonces W=V [WHf(z)] = W~+1 f(z).
2. Se define W° = I, el operador identidad, entonces WOW ~Ff(z) = W Ff(x).
3. Sea E" = (—1)"L y f €S conv >0 entonces E" [W~" f(z)] = W [E" f(z)].

Es necesario destacar la propiedad 3 de la proposicion 2.4.1 la cual sobresale sobre las
propiedades de los otros operadores fraccionarios mostrados hasta el momento; esto es, la

derivada entera puede entrar y salir del operador integral fraccionaria de Weyl.

2.4.3. Derivada Fraccionaria de Weyl

Definicién 2.4.4 Sea v >0, n = [v] yv=n—v. Sea f una funcion para la cual W=" f

existe y tiene n deriwadas continuas, entonces se define la derivada fraccionaria de

Weyl, W" f(x), de orden v como
W f(z)=E" [W™]. (2.31)

Notese que en la definicién anterior, no se impone ninguna condicién sobre f por lo

que no necesariamente debe perteneces a la clase S; sin embargo, si f € S entonces

Wy f(x)eS.

Proposicion 2.4.2 Algunas propiedades de la derivada fraccionaria de Weyl son:
» Siv=peN entonces WPf(z) = EPf(x).
» Para cualquier v, W=YW" f(x) = f(x) = WYW =" f(x).
» Sif €S yu,v>0 entonces WY [W"f(z)] = W f(x).

= WOV f(2)] = W f(z)

2.5. Esquemas numéricos fraccionarios

La ecuacion de flujo es una ecuacion diferencial que resulta de la combinacion de la

ecuacion de continuidad general,
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d (pb

260 45 (pq) = . (2.32)
donde p es la densidad, € es el contenido de humedad volumétrico con 0 < 8 < ¢, ¢ es la
porosidad, 7" es un término de fuente y sumidero, t es el tiempo y q es la ley de Darcy, a

saber,

q= —%H(p) (Vp—pgVD), (2.33)

donde g es la viscosidad dindmica del fluido, s es la permeabilidad, p es la presion, g es
la aceleracion gravitacional y D es la profundidad del pozo en funcién de las coordenadas
espaciales.

En general, las ecuaciones (2.32)-(2.33) no tienen solucion analitica salvo condiciones
muy particulares; debido a esto, es necesario utilizar métodos numéricos para aproximar
las soluciones de los diversos modelos que se presentaran.

Si bien, la ecuacién (2.32) es una ecuacion diferencial parcial, si se considera el caso
g = 0 entonces la ecuacion deviene a una ecuaciéon diferencial ordinaria. Por tanto, una
revision sobre los métodos numéricos méas utilizados tanto para ecuaciones diferenciales
ordinarias fraccionarias (EDOF) y el método de diferencias finitas fraccionario (MDFF)

se mostrara en esta seccion.

2.5.1. Aproximacién numérica de los operadores fraccionarios

Supoéngase que se tiene una particion uniforme del intervalo [0,b] como sigue:
A:0=ty<ty <...<t, =0 (2.34)

Conti:ihyh:%parai:(),...,m.

Previo a continuar, el lector habré notado que en las definiciones de integral fraccionaria
y las diversas derivadas fraccionarias no se dio ninguna condicién sobre el tipo de funcién
a la cual se le puede aplicar dicho operador fraccionario. Sin embargo, al abordar la parte

numérica algunas condiciones deben imponerse a la funcién para poder aplicar alguna
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aproximacion y asi obtener el orden del error.

Aproximaciéon numérica de la integral fraccionaria

A continuacién, se mostraran las aproximaciones numéricas para la integral fraccionaria
por izquierda, ecuacion (2.1); las aproximaciones numeéricas para la integral fraccionaria

por derecha se deducen de manera semejante.

Proposicion 2.5.1 La aproximacion numérica para la integral fraccionaria de la funcion

y(t) se expresa como sigue:

= Siy(t) € C?[0,b] entonces

RL o h 2
(" I5y) (1) = Ta+2) 2 Wiay(ti) + O(h7). (2.35)
» Siy(t) € CH0,b] entonces
RL o h Y G 4
( I y) (t) = m ; Waay(t:) + m ; Wa,y' () + O(h").  (2.36)

» Siy(t) € C?[0,b] entonces

ha hoc—i—l

(RL[(C)YQ) (t) = m ; Wi y(t:) + m ; i sima + O(hY). (2.37)

En la proposicion anterior, los términos Wi ;, Wy, Wa,;, Ws,;, W3, vy my; son definidos

en [47].

Aproximaciéon numeérica de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Los esquemas numéricos para aproximar la derivada fraccionaria RL por izquierda que
se presentan aqui hacen uso de la relacion entre la derivada fraccionaria RL con la derivada

fraccionaria de Caputo, ecuacion (2.19).

Proposicion 2.5.2 La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se puede aproximar

numéricamente de las siguientes formas [48, 49]:
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s Si0<a<ly ftt_j“(tkﬂ — 8)"y/(s)ds es aprorimada por ftt_j“ w(tlﬁtl —
J J

s)~“ds. El esquema L1 establece

bikly(tivr) — y(te)] + O(R*~®)

(2.38)

—

y(to)(terr — o)™

h
Mi-a)  T@-a)

"D y(te) =

donde bjy = (k—j+ 1) —(k— )" paraj=0,...,k

(th—j—1)—2y(tk—)+y(tet1—j
h2

» Sil<a<2yy(teyr —s) es aprozimado por ¥ ). Bl esquema

L2 establece

y(to)(tres — o)™ | y/(to) (tkrs — t0)'™°

BEDR y(tgr) = T —a) + I'2-a) +
% j;o bily(th—j—1) = 2y(te—s) + y(ter—;)] + O(R*™%) (2.39)

donde bj = (j + 1)~ — 527,

_i1)— i k+2—7 s
Y(te—j—1)—y(tx ]);]3;2( +2—5)+y(trt1 J). El

w Sil<a<2yy(tker — ) es aproximado por

esquema L2C establece

LD y(tygr) = y(to)lgt(kfl_;;o)_a+y’(t0)§t(k2+1_;?>50> _a+2r(};_j ) ; bily(ti—j—1)

= y(te—g) + y(k +2 = 5) + y(trs1-5)] + O(h*~)  (2.40)
donde bj = (j + 1) — 2.

Aproximacién numérica de la derivada fraccionaria de Caputo

De manera similar, se mostraran las aproximaciones numeéricas méas utilizadas para la

derivada fraccionaria de Caputo por izquierda.

Proposicion 2.5.3 La derivada fraccionaria de Caputo se puede aprorimar numérica-

mente de las siguientes formas [48, 49]:
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s SI0<a<ly ftt_j“(tkﬂ — 8)"*y/(s)ds es aprozimada por ftt_j“ w(tlﬁtl —
J J

s)~“ds. El esquema L1 establece

O

“Dyy(trsr) = F2—a) Z bily(tes1—g) — y(te—y)] + O(h*~%) (2.41)

J=0

donde b; = (j+ 1) — (j)'* para j =0,..., k

Y(te—j—1)—2y(Cr—j)+y(trt1—;
h2

n Sil<a<2yy(tyy —s) es aprozimado por ) El esquema

L2 establece

Dlp(tn) = ey 2 blblthes) = 20(ti5) + ot )]+ O() (242

7=0
donde bj = (j + 1)** — j27°.

i) —y(te )ty (kt2—j _
Y(te—j—1)—y(tx ]);]1112( +2—j)+y(tr+1 J)' El

n Sil<a<2yy(tke1 — ) es aprozimado por

esquema L2C establece

k
(07 h_a
DR y(tr) = TE—a) > bily(te-j1)
=0

—y(th—g) +yk +2 = 5) + y(trs1;)] + O(h*%) (2.43)
donde b; = (j +1)>7* — j2 .

Aproximaciéon numeérica de la derivada fraccionaria de Weyl

Derivado de la definicion de derivada fraccionaria de Weyl, ecuacion (2.4.4), la proble-
mética de aproximarla numéricamente deviene del limite en la integral. Si bien es posible
aproximar numéricamente integrales en intervalos infinitos [50, 51|, de las propiedades pa-
ra que la derivada fraccionaria de Weyl exista permiten hacer uso de una propiedad mas
elegante.

Antes de mostrar la forma en que se trato este problema, se introduciréd un principio

utilizado en la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y Caputo, [43].
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Definiciéon 2.5.1 Sea t > a. El principio de memoria corta, [43], toma en consideracion
el comportamiento de la funcion f(t) en el "pasado reciente”, esto es, en lugar de conside-
rar el intervalo [a,t] se considera el intervalo [t — L,t] donde L es la longitud de memoria;

por tanto

D f(t) ~Dg 1y, (). (2.44)

Notese que aunque la ecuacion (2.44) es expresada para la derivada fraccionaria de
Caputo, la expresion para la derivada fraccionaria RL es analoga.

El principio de memoria corta es aplicable a los operadores fraccionarios por izquierda.
En este trabajo se propone un principio semejante aplicado a los operadores fraccionarios

por derecha, este nuevo principio sera llamado principio de memoria recortada.

Definicion 2.5.2 Sea t < b y b > 0. El principio de memoria recortada descarta el
comportamiento de la funcion f(t) en el "futuro distante”; esto es, en lugar de considerar
el intervalo [t,b], se considera el intervalo [t,t + L| donde L es la longitud de memoria;

por tanto

“Dp_f(t) = “Diyyp) f(1). (2.45)

El principio de memoria recortada, aunque es expresada en términos de la derivada
fraccionaria de Caputo, también aplica para la derivada fraccionaria RL. Més atn, si se
hace b — oo entonces el principio de memoria recortada es aplicable directamente a la

derivada fraccionaria de Weyl y queda como sigue
W) = WL, (2.46)

2.5.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias numéricas

Considérese la siguiente ecuacion diferencial ordinaria fraccionaria no necesariamente

lineal

“DEy(t) = f(t,y(t)), t >0, yD(a) = y(()i) parai=20,1,...,n—1 (2.47)
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donde n = [«].

En la actualidad existen diversos trabajos que prueban la existencia y unicidad de
la ecuacion (2.47); en particular, la referencia clasica es dada por Diethelm y Ford [52].
Sin embargo, numéricamente existen principalmente dos diferentes formas de resolver este

modelo.

Integral de tipo Volterra

Aplicando la integral fraccionaria al modelo (2.47) y la propiedad mostrada en la ecua-

cion (2.19) se obtiene la ecuacion de tipo Volterra

=3 f}%é b [ =9 e (2.48)

donde para aproximar numéricamente la integral mostrada en la ecuacién previa, se pueden

utilizar diversas reglas de cuadratura [53, 49, 54].

Métodos multipaso fraccionarios

Por otro lado, los métodos Adams—Bashforth han sido generalizados para resolver ecua-

ciones diferenciales fraccionarias [55, 56, 57]; esto es, considerando el método numérico

D agyltng) = 0D F (b y(tns)); (2.49)

donde p(¢), o(¢) definen, respectivamente, los primer y segundo polinomios caracteristicos

como

pmzz%ﬂ a@=2wﬁ (2.50)

Diversos trabajos han sido dedicados para encontrar condiciones para determinar la
consistencia y estabilidad del método (2.49) y por tanto, su convergencia; para mas detalles,

véase las referencias mencionadas al inicio de esta subseccion.
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2.5.3. Meétodo de diferencias finitas fraccionario

Como en el caso de los esquemas numéricos para ecuaciones diferenciales parciales, la
teoria de von Neumann es utilizada para probar la estabilidad y consistencia del método de

diferencias finitas aplicado a ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias, [58, 59, 60, 61].

Definiciones clasicas

En este apartado se enunciaran algunas definiciones clésicas tomadas de [62].

Definicion 2.5.3 Dada una ecuacion diferencial parcial Pu = f, y un esquema en di-
ferencias finitas, P,pv = f, decimos que el esquema es consistente con la ecuacion

diferencial parcial si para cualquier funcion suave ¢(x,t)
Pop— Pypop— 0 cuando  k,h — 0. (2.51)

Definicién 2.5.4 Un esquema en diferencias finitas Py, v, = 0 es estable en una region
A siexiste J € Z7F tal que para cualquier tiempo positivo T existe una constante Cp tal

que

J
lo"lln < Cr Y 107l (2.52)
j=0

donde ||w||, = (R o |wm\2)1/2 es la norma I* y para 0 < nk <T y (k,h) € A.

m=—0oQ

Finalmente

Teorema 2.5.1 (Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer) Un esquema en di-
ferencias finitas de una ecuacion diferencial parcial consistente, para el cual el problema

de valor 1nicial estd bien planteado, es convergente si y solo si es estable.

Aplicaciéon al caso fraccionario

En este apartado se resolvera la ecuaciéon de difusion con derivada temporal fraccionaria
para ejemplificar la aplicacion de la teoria de von Neumann a las ecuaciones diferenciales

fraccionarias.
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Considérese la ecuacion diferencial con derivada temporal fraccionaria

O%u(x,t)  Ou(x,t)
ot Ox2

O<z<l1l, t>0 (2.53)

con 0 < a < 1. Condicion inicial u(z,0) = f(z) para 0 <z < 1y condicion de frontera de
tipo Dirichlet, u(0,t) = u(1,t) = 0 para t > 0.

Sean X, M € Z* y considérese un mallado uniforme definido por h = 1/X y k = 1/M.
La particion del intervalo [0, 1] esta dada por z; = ih para i = 0,..., X; mientras que la
particion del intervalo [0, T esta dada por ¢, = nk paran =0,...,TM. Se denotaran los
valores de las funciones v y f en la malla como ] = u(z;, t,) v fi = f(z;)

Aplicando el esquema L1 para aplicar la derivada temporal fraccionaria y el esquema

central para la derivada espacial; el modelo (2.53) deviene

1 » . 1
e D0 T ) £ O(h) = ol — 20 ) £ O (254)
j=1

1
I'l—a)

parai=1,..., X —1, 044 = k'™ = yw =j'"*—(j—1)'*. Sin mayor esfuerzo

se puede observar que el esquema mostrado es consistente.

El esquema implicito es definido como

” i - 1
ot Y WU —UM) = 5 (UL — 207 + ULLy). (2.55)

Jj=1

Reescribiendo el esquema, se tiene que para n = 1:

— UL+ (0ar + 27U} — UL, = 00U (2.56)

cony=1/h*yi=1,...,X — 1. Mientras que, para n > 2:

=AU+ (Oak + 20U = ULy = 00U = 00p Y (UM = UMY (257)

Jj=2
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coni=1,...,X — 1, condiciones de frontera U} = U% = 0 y condici6n inicial U = f;.
Para probar la estabilidad, se busca la soluciéon de la forma U}' = £,e" Por tanto,

la ecuacién anterior deviene

_Vgneiw(j_l)h + <0a,k + 27)§neiwjh - 7§n€iw(j+1)h - Uoz,kgn—leiwjh -

n
«a iwjh iwjh
O,k g W (5n—j+16 I — fn—je J )
j=2
Simplificando la expresién anterior, se tiene que

En(Tan +2v(1 — cos(wh))) = Oakbn-1— Oak Z w;‘x (gn—j+1 - gn—j) (2.58)
=2

o bien .
En1= 2 ja Wi (Cn—ji1 — &n—y)
1+ %(1 — cos(wh))

£ = (2.59)

Notese que 1+ 22-(1 — cos(wh)) > 1 para todo a,n,w, h, k lo que implica que
Oa,k

& €o (2.60)

b < Gtk Y WGy~ Ggrr), 22 (2.61)
j=2

IN

Asi, para n = 2, se tiene que
§o <&+ wy (6o — &) (2.62)
y por la positividad de los coeficientes
&H <& (2.63)

Repitiendo el proceso, se tiene que §; < &;_; para j = 1,...,n. Puesto que §, =

UP| < & = |U7| = |f;l, se tiene que ||[U"]|;z < [|f]l;2 con lo cual se tiene la estabilidad
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del esquema numeérico; més aun, puesto que es para cualquier h, k entonces el esquema es

incondicionalmente estable.



CAprITULO 3

ECUACION DE FLUJO CON DERIVADA

TEMPORAL FRACCIONARIA

En este capitulo se mostraran los primeros resultados originales de este trabajo doctoral,
esto es, la ecuacion de triple porosidad y triple permeabilidad con derivadas enteras y la
ecuacion de triple porosidad y triple permeabilidad con derivadas temporales fraccionarias

llamado modelo triple-triple.

3.1. Modelos clasicos

Con la finalidad de mantener un orden previo a mostrar los resultados mencionados,

se mostrara la ecuacion de flujo para un medio poroso.

3.1.1. Ecuaciéon de flujo para un medio poroso

Considérese la ecuacion de continuidad genérica

2(+4)

. = pT 3.1
5 TV (ea)=p (3.1)
y la ley de Darcy genérica
k(p
q= —% (Vp — pgVD) (3.2)

donde 6 es el contenido volumétrico de fluido; ¢ = (¢x, ¢y, ¢») es el caudal de fluido por
unidad de area de medio poroso, o flujo de Darcy, con sus componentes en las direcciones
del espacio (z, vy, 2); t es el tiempo; p es la densidad del fluido; i es la viscosidad dinamica del

fluido; g la aceleracion gravitacional; 7" es un término de fuente y representa un volumen

28
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aportado de fluido por unidad de volumen de medio porosos en la unidad de tiempo;
p es la presion; D es la profundidad como una funciéon de las coordenadas espaciales,
generalmente asimilada a la coordenada vertical z; k es el tensor de permeabilidad del
medio poroso parcialmente saturado y depende de la presion. Las relaciones é(p) y k(p)
son las caracteristicas fluido-dinamicas del medio.

La ecuacion general de transferencia de fluido resulta de la combinacién de las ecua-

ciones anteriores; a saber

0(ef) v. (%@ (Vp — pgvp)) . (3.3)

Notese que, cuando el medio poroso esta totalmente saturado de fluido el contenido
volumeétrico total de fluido 6 deviene a ¢, la porosidad del medio.

Cuando el fluido es considerado de densidad, viscosidad y permeabilidad constantes,
con D = z y se supone que en el medio poroso no hay ganancia ni pérdida de fluido, T = 0,
entonces la ecuacion anterior se simplifica a

k 199

dp

donde c es la compresibilidad del medio poroso.
En el caso en que la base del pozo coincida con la frontera inferior del manto, la ecuacion
de transferencia de fluido puede ser simplificada expresandola en coordenadas polares; esto

€S

Op kO ([ Op

donde r es la distancia radial.

Para completar el modelo, considérese la condicién inicial

p(r,t =0) = P; (3.6)

donde P; es la presion inicial, constante en todo el yacimiento; la condicién de frontera

exterior
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lim p(r,t) =0 (3.7)
r—00
y la condicién de frontera interior
ko
lfm 2rhr— 2L = Qy B, (3.8)
r=ryY [ or

donde r,, es el radio del pozo, h es el espesor del yacimiento, )y es el caudal del fluido
extraido, By es el factor de formaciéon del fluido.

El modelo compuesto por las ecuaciones (3.5)—(3.8) contiene diversos parametros que
dependen de cada yacimiento; por tanto, con la finalidad de presentar resultados generales,
se creara el modelo adimensional.

Considérense las siguientes variables adimensionales:

r 2mhk 2mhr
_ — —_= R — ; = —w ; t — .
TD=1-i Pp QoBoM( p) a0 = 554 D= Gty (3.9)
entonces el modelo (3.5)—(3.8) deviene

Ipp 0 Ipp
= 3.10
875,3 87’[) (TDﬁrD) ( )
pD(TDatD == 0) == 0; (311)
lim pp(rp,tp) = 0; (3.12)

TpD—00

(3.13)

lim TDqD<TD>tD) =—1.
rp—1

La solucion a este modelo ha sido ampliamente estudiado en la literatura y su soluciéon
analitica puede encontrarse facilmente aplicando la transformada de Laplace encontrando
asi su soluciéon en términos de funciones de Bessel modificadas de primera y segunda
especia; para la soluciéon en el espacio real, se utiliza el algoritmo numérico de Stephest
[63].

La Figura 3.1 muestra la solucién del modelo (3.10)—(3.13) para la presion adimensional

en la frontera del pozo, pp.(tp) = pp(rp = 1,tp) en linea continua, ademas de su derivada
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de Bourdet, p/,,,(tp), en linea discontinua [17].

101: T T T T

pr’ plDw

il vl vl

10»2 Ll Lol Ll L | L L L
102 101 10° 10 102 10° 104 10° 10°

B

Figura 3.1: Solucién analitica, en el espacio de Laplace, del modelo adimensional de flujo
para un medio poroso.

Si bien el modelo anterior permite calcular el flujo para yacimientos convencionales.
En los yacimientos no convencionales existe una gran variedad de tipos clasificados por su
porosidad y permeabilidad. La Figura 3.2 muestra un elemento de volumen que muestra los
diferentes tipos de porosidades a considerar desde diferentes perspectivas; la Figura 3.2a
muestra el elemento de volumen como se puede extraer del yacimiento, donde se pueden
observar los sistemas fracturado, vugular y la matriz asi como su interaccion, [64]; mientras
que, la Figura 3.2b muestra la idealizacion de un elemento de volumen representativo del

yacimiento.
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‘ well x

vugs — | ]

/ ‘ matrix
fracture —

(b)

Figura 3.2: (a) Elemento de volumen representativo que muestra los diversos tipos de
porosidad. (b) Modelo idealizado de un yacimiento con triple porosidad.

En particular, los yacimientos naturalmente fracturados son yacimientos heterogéneos
compuestos por bloques de matriz separados entre si por fracturas; donde los bloques de
matriz estan hechos de la roca original que estaba presente antes de que ocurriera la frac-
tura y se caracteriza por su baja permeabilidad y baja porosidad, mientras que el sistema
fracturado es caracterizado por su alto flujo pero baja capacidad de almacenamiento. Si
ademas consideramos los vigulos, que son cavidades, espacios vacios o grandes poros; en-
tonces se concluye que en un yacimiento naturalmente fracturado puede tener hasta tres

tipos de porosidades diferentes con sus respectivas permeabilidades asociadas.

3.1.2. Ecuacioén triple porosidad y triple permeabilidad

En esta subseccion, se propone un nuevo modelo para capturar la alta heterogeneidad
del flujo monofasico en yacimientos naturalmente fracturados vugulares donde se conside-

ran los tres tipos de porosidades; a saber, fracturas, vagulos y matriz.

Deducciéon del modelo de triple porosidad y triple permeabilidad

Suponga que el yacimiento esté formado por tres medios porosos: medios fracturados,
medios vugulares y matriz. Sea ¢ la porosidad de todo el yacimiento, ¢; la porosidad del
sistema fracturado, ¢, la porosidad del sistema vugular y ¢,, la porosidad de la matriz;

entonces
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¢ = bm + &r + ¢u. (3.14)

Sea q el flujo Darcy de todo el yacimiento, gy el flujo Darcy del sistema fracturado, g,

el flujo Darcy del sistema vugular y q,, el flujo de Darcy de la matriz, entonces

q=qn+as+q. (3.15)

Considerando la ecuacion de continuidad genérica y la ley de Darcy, ecuaciones (3.1)—
(3.2), y suponiendo que el yacimiento esta saturado con fluido, la ecuacién general de

transferencia de flujo para cada medio poroso es

O pbm {

(gﬁ )4V (pan) = o g = = hin(p) (Vo = pgV D); (3.16)
0 1

(gfﬂ +V-(pgy) =pYy, a5 = _;kf(pf) (Vps — pgVD); (3.17)
d(pdy ]

(gf Liv. () = pTo: @v == ho(p) (Vo = pgV D). (3.18)

Para obtener la ecuacion de transferencia de flujo para todo el yacimiento, ecuaciéon

(3.3), a partir de las ecuaciones (3.16)—(3.18), se debe cumplir que

r="n+7y+7.. (3.19)

Suponiendo que en el yacimiento no hay ganancia o pérdida de fluido, entonces 7" = 0

y consecuentemente

Ty = Lo — Loy (3.22)
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Finalmente, suponiendo un flujo interporoso pseudoestable

Yong = amg (Pf = Pm) ; (3.23)
va = Qmy (pv - pm) ) (324)
Yoy = avs (po — py) - (3.25)

Por lo tanto, con D = z, el modelo de triple permeabilidad y triple porosidad es

1 O¢m

Er,
gbmcmﬁ =V (Tme> + A f (pf - pm) + Ay (pv - pm) y Cm = ¢m @pm (3 26)
Opy (k‘f > 1 0¢; |
c =V |—=V — — Dm) + Qyr (Po — , c 3.27
T VP 1 (pf = Pm) + avy (po — py) 1= o Opy (3.27)
aZj’l) <kU ) 1 a¢’l}
vcv =V _va — Qmo \Pv — Pm) — Quf \Pv — Pf), Cy = | . (3.28
o . ( ) — avy ( 1) o Op, (3.28)

Considerando el modelo (3.26)—(3.28) y suponiendo ademéas que: el pozo penetra com-
pletamente en el yacimiento, el medio poroso es monofésico saturado de petréleo, el flujo
interporoso entre cada medio poroso es pseudoestable, la densidad y la viscosidad son
constantes, la permeabilidad en cada medio poroso es constante, la presiéon inicial P; es
constante en todo el yacimiento y asumiendo simetria radial; el modelo adimensional se

convierte en:

OPDm 1 0 OPDm
= hm )\m - m )\mv v m) s 329
oty - (TD ar, ) T Ams g = Pom) + Amy (v = Pom) - (3.29)
Oppy 10 Oppy
- Kp—— .. — DDm Ay v — , 3.30
“I ot atD - D 8rD D aTD f <pr Pp ) + f (pD pr) ( )

apDv 1 a ( apDv)
Wy—(7— = r —

arp 87"[)

v v mu v m) /\U v 3.31
ot K . (PDv — PDm) s (ppw —ppy) )

donde wy,, =1 —ws —w, ¥ Km = 1 — Ky — K,. Las variables adimensionales estan dadas por
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27Th(km + k’f + kv)(B — p]) ¢jcj r
Ppj = ? Wj = ; D = —;

QOBO,U ¢mcm + ¢fcf + ¢vcv Tw
k,’j B CLZ‘jILL’I“gj . t(k’m + kf + k’v)

- R Nj=— I w =
T o ey + Ky T o + ky + Ky D 2 (G + G7Cr + BuCo)

(3.32)

(3.33)

donde j = m, f,vy ij = mf,mv,vf. En el modelo de triple permeabilidad y triple

porosidad, se consideran condiciones de contorno de flujo constante, es decir:

OPDm Oppy Oppy
If . , ST 3.34
r;r—I}er (KI 8rD * s 8rD T 8rD ( )
ppw(tp) = pom(rp,tp)l,,—1 = Pos(rp:tp)l, -1 = Ppu(rD:tD)], =13 (3.35)
lim pp, = lim ppy= lim pp, =0. (3.36)
TpD—00 TpD—>00 TpD—00

La ecuacion (3.36) representa la condicion de frontera exterior cuando se considera
un yacimiento infinito. Finalmente, al adimensionalizar el modelo se obtienen condiciones

iniciales triviales; es decir

poi(rptp =0) =0,  para j=m, f,v. (3.37)

Solucién del modelo de triple porosidad y triple permeabilidad

A continuacioén, la triple permeabilidad y la triple porosidad el modelo se resolvera,
ecuaciones (3.29)—(3.31), con las condiciones de contorno (3.34)—(3.36).

La transformada de Laplace aplicada a las ecuaciones (3.29)—(3.31) deviene

1 0 IPpm _
m_ - m )\m >\mv m
K o (TD o ) (W 4+ A + Apw] Pom +
meDm(O) + )\mfﬁDf + )\mvav = 07 (338>
1 0 8y3Df _
_—— — Amr + Ao
e <7“D oy ) L1 Ams + Augl oy +
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wsppf(0) + AnyPom + AvyPpe = 0, (3.39)
1 a aﬁDv _
v - v )\mv )\v v
: rp Orp <TD 37“[)) fuw, + + As] e +

vaDv(O) + )\mvﬁDm + )\vfﬁDf = O; (34())

donde u es la variable de Laplace y pp; con j = m, f,v es la transformada de Laplace
aplicada a ppm, Ppf ¥ Ppw respectivamente.

La solucion a cada una de las ecuaciones del modelo general (3.38)—(3.40) se expresa
como un combinaciéon de funciones de Bessel modificadas de primer y segundo tipo [65];

sin embargo, al ser un yacimiento semi-infinito, su solucién se expresa como

Pom(u,rp) = AKy (a(u)rp), (3.41)
ﬁDf(’U,, T’D) = BKO (oz(u)'r’D) N (342)
Ppu(u,rp) = CKo (a(u)rp). (3.43)

De la sustitucion de las ecuaciones anteriores, en el modelo (3.38)-(3.40), el sistema

matricial es obtenido

Kma? — my ma my A WP om(0)
Mo Kra? —my ms B| =— | wspps(0) (3.44)
ms ms Ky —mgl| |C wWuP Do (0)
donde
ml(u) = UWm + )\mf + >\mv> mo = )\mfy mg = >\mva

ma(u) = uws + Ams + Aof, ms = A\yf, me(u) = uwy + Ay + Ay

Para obtener soluciones no triviales, se debe satisfacer que
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Kk o0’ — [ (Kpmeg + Kymy) + kprymy] ot +
+ [lim (m4m6 — mg) + (Kpmeg + Kymy) My — Kyms — fffmg} o?

—mymyme + mimz + mame + 2mamsms + mamy = 0. (3.45)

Con condiciones iniciales triviales, la Ecuacion (3.45) debe ser cumplida; para el caso
con condiciones iniciales no triviales, la Ecuacion (3.44) siempre tiene una solucion trivial
si la Ecuacion (3.45) no se cumple.

Estas consideraciones muestran el gran desafio que se presenta al abordar un modelo
de triple permeabilidad y triple porosidad por la generalizacion realizada al considerar que
la permeabilidad de la matriz es significativa.

En lo sucesivo, se supondra que pp; = 0 para j = m, f,v.

La ecuacion (3.45) es equivalente a una ecuacion de tercer grado, @ = a?. En general, la
solucion de la ecuacion de tercer grado depende del valor del discriminante D = (q/2)% +
(p/3)3; en particular, para los pardmetros de un yacimiento carbonatado naturalmente
fracturado vugular con triple porosidad y triple permeabilidad, se tiene que D < 0, lo
que significa que las raices de (3.45) son todos nimeros reales. Por tanto, aplicando las

formulas de Tartaglia-Cardano [66], la solucion es

042kt a —q/2
al =2 _P cos ——— — —, cosl) = ———, 3.46
AT =037 40

o a? _ 2a3—9ab+27c
conp=b— %4, q="—Fy

Y (1 = Ky — Ky) (Kpme + Kyma) + gt (3.47)
(1 — Ky — Ky) Kiky

(1 — Ky — Ko) (mame — m3) + (kyme + Kyma) my — Kem3 — Kym3 (3.48)

b —
(1 — Kp — Ky) Kpky

—mimame + mlmg + m%mG + 2momsms + m§m4

(3.49)

CcC =
(1 — Kp — Ky) Kpky

Por lo tanto, la solucion para la presion proviene de reemplazar (3.46) en las Ecuaciones
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(3.41)—(3.43); en consecuencia, la solucion en cada medio poroso pp; para j = m, f,v se

reescribe como una combinacion lineal de funcién de Bessel en cada solucion ay, a saber

Pom(u,mp) = A1 Ko(aq(u)rp) + AsKo(az(uw)rp) + AsKo(as(u)rp), (3.50)
ﬁDf(u, T’D) = BlK()(Oél(U)TD) + BQK()(OQ(U,)TD) —+ BgKD(Oég(U)TD), (351)
pDU(U, T‘D) == ClKQ(O./l(U)T‘D) + CQK()(O[Q(U)TD) + 03K0<Oé3(U>TD). (352)

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en el Sistema (3.38)—(3.40), obtenemos un sis-
tema matricial con infinitas soluciones, similar al Sistema (3.44) para [A;, B;, Ci]" por

1 =1,2,3. Haciendo C; = (', = C5 = 1 en ese sistema matricial, por lo que alcanza

ms (KpaZ — my) — mams

A; = , 3.53
78— (L= g — o) @7 — 1ma] [0 — 7] (353)
i — A [(1— iy — k) 02 —
mo

para i = 1,2,3. Asi, el Sistema (3.41)—(3.43) se expresa de la siguiente manera
po(U, T‘D) = AlDlKo(OqTD) + AQDQK()(OZQTD) + A3D3K0(O(3TD), (355)
ﬁDf(u, TD) = BlDlKo(OélTD) + BQDQK()(OQTD) + B3D3K0(043TD), (356)
Dpw(u,mp) = D1 Ko(airp) + DaKo(aarp) + D3Ko(asrp); (3.57)

donde Dy, Dy, D3 son constantes determinadas por las condiciones de contorno y «; es
la raiz positiva de o? para i = 1,2, 3.

Para obtener las constantes asociadas Dy, Do, D3, nétese que, al sustituir las soluciones
obtenidas, las Ecuaciones (3.55)—(3.57) en las condiciones de contorno, Ecuaciones (3.34)

y (3.35), la se alcanza el siguiente sistema matricial
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OélElKl(O./l) OzQEQKl(OéQ) O./3E3K1(Oz3) D1 1/U
(A1 = D Ko(a1) (A2 —1)Ko(aa) (A3 —1)Ko(az)| |D2| = | 0 | (3.58)
(B) — ) Ko(a1) (B — 1)Ko(aw) (Bs — 1)Kolas)| | Ds 0
donde
E;=[(1 =Ky — k) Ai + B + K], coni=1,23. (3.59)

Por tanto, la soluciéon analitica en el espacio de Laplace, para la presion en la fronte-
ra del pozo, rp = 1, con variables adimensionales para un medio monofasico con triple

permeabilidad y triple porosidad es:

Ppw(u) = D1 Ko(ar) + Do Ko(az2) + D3 Ko(as)
= A1D1 Ko(on) + As Dy Ko(ag) + A3 D3 Ko(as) (3.60)

= BlDlKo(Oél) + BQDQK()(OQ) + BngKo(Oé3).

Para calcular la presion en el espacio real, se utilizo el algoritmo Stehfest [63].
La presiéon adimensional considerando término de skin en el medio fracturado, medio

vugular y roca matriz, se calcula mediante

OPpm.Df.Dy

e (3.61)

Pow(tp) = po,Df,Dv|rD:1 — Sm,fv T'D
rp=1

Al usar esta condicién en lugar de (3.35), se determinan las constantes Dy, Dy y D3y

se llega al siguiente sistema matricial
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OflElKl(Ozl) O./QEQKl (Ozg) a3E3K1 (043)
(A — DEo(a)+ (A — DEplan)+ (A3 — DEolas)+ | | Dy 1/u
a1 Ki(aq)(smAr — sy)  aoKi(a2)(smAs — s,) asKi(as)(smAs —sy)| |Daf = | 0

(B = DEola)+  (B— DKo+ (By— DEolag)+ | |Ds| | 0
_Olel(al)(szl Sp)  oli(aw)(spBy —s,) asKi(as)(spBs — sv)

(3.62)

dando la solucién para el déficit de presion

ﬁDw‘CD:O == DlKo(Oél) + DQK()(OQ) + D3K0(063)+

Sv(DlOélKl (Oél) —+ DQOCQKl (062) + DgOégKl (063)). (363)

Para incluir el efecto del almacenamiento en el pozo, se utiliza la siguiente ecuacion:

1
U/ch —|— 1/ ﬁleCD:O '

PDw = (364)

Debe notarse que, es posible encontrar algunas aproximaciones analiticas para el com-
portamiento en tiempos cortos del déficit de presion. Recordando que lim,, o, K1 (z)/Ko(z) =

1 entonces el comportamiento asintotico en el espacio de Laplace es

A 1 1
uhj{)lopr = m [\/wmlim + \/Wflif + \/wvliv} . (365)

Esta expresion puede ser facilmente llevada al espacio real, donde se obtiene el com-

portamiento asintético en tiempos cortos para el déficit de presion, a saber

t}:)l/I_I}Opr = \/%D [(V@OmBm + @Orks + Vwuky) /2]_1 . (3.66)

Analisis del modelo de triple porosidad y triple permeabilidad

A continuacion se aplicaran las ecuaciones (3.60), (3.63) y (3.64) para mostrar la solu-

cion del modelo (3.29)—(3.31) con condiciones de contorno (3.34)—(3.36); en particular, se
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analizara el efecto de cada parametro en el déficit de presion en la frontera del pozo.

Considerando el flujo de fluidos en yacimientos con triple porosidad, el déficit de pre-
sion pp,, puede separarse en tres fases principales: fase de tiempo corto, donde el efecto
de almacenamiento del pozo, C'p, se muestra a través del comportamiento de linea recta
con pendiente 1, seguido del efecto del término de skin, s,,, sf, s,, y finalizando con la lla-
mada fase dominada por fracturas, comportamiento que se exhibe en tiempos cortos si los
efectos anteriores fueran nulos. La fase de transicion, donde cada medio poroso domina el
déficit de presion en el pozo, comenzando con la fase dominada por el sistema de fracturas,
hasta que pierde su dominio y lo cede al sistema vugular y finaliza con la fase dominada
por el sistema matricial; en particular, el efecto de los coeficientes de flujo interporoso,
Aij con ij = mf,mv,vf, indican el momento en que cada medio poroso termina su do-
minio, reflejdindose en un comportamiento en forma de "V", formando, en su conjunto,
lo que se denomina comportamiento en forma de "W"cuando dichos comportamientos no
se combinan. Finalmente, la fase de estabilidad, cuando se alcanza la fase de estabilidad
del sistema matriz y el déficit de presion crece a un ritmo constante, reflejandose en su
derivada a través de una linea horizontal.

La Figura 3.3 muestra los resultados del déficit de presion, pp;(rp,tp), para cada
medio poroso: medios fracturados, medios vugulares y medios matriz, es decir 7 = f, v, m,
en diferentes valores de tiempo adimensional, ¢p. Para tiempos cortos, el valor de presion
para el sistema fracturado es similar a la presién para el sistema vugular, siendo mayor la
presion en el sistema vugular como consecuencia de la mayor capacidad de almacenamiento

del sistema vugular en comparacion con el sistema fracturado.
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Figura 3.3: Solucion al modelo de triple porosidad y triple permeabilidad de cada medio
poroso, pp; para j = m, f,v, en el espacio rp y diferentes valores de tiempo ¢p.

En tiempos transitorios se observa que el valor de presiéon para el sistema matriz au-
menta hasta parecerse al valor de presiéon del sistema fracturado lo que indica el inicio de
la fase de transicién para pasar de la fase dominada por el sistema fracturado a la fase
dominada por el sistema vugular. En tiempos largos, el valor del déficit de presiéon para
los tres medios porosos coincide en todo el espacio, lo que indica que se ha alcanzado el
periodo de estabilidad.

La Figura 3.4 muestra la soluciéon del modelo de triple porosidad y triple permeabilidad
en la frontera del pozo pp.,(tp) para diferentes valores de los parametros. La Figura 3.4a
muestra el déficit de presion en escala semilogaritmica donde se observa el efecto esperado
por la triple porosidad donde el déficit de presion esboza tres lineas rectas que delimitan
su comportamiento.

La Figura 3.4b muestra en escala log-log los mismos resultados donde se incluye en
lineas discontinuas la derivada de Bourdet del déficit de presion; los resultados muestran
el clasico comportamiento en forma de "W"en la derivada de Bourdet que puede observarse
en tiempos cortos, para algunos casos, o en tiempos largos para otros casos, justo antes
de que la presion alcance la fase de estabilidad; en algunos casos, este efecto se sobrecarga
mostrando un comportamiento en forma de "V". Finalmente, la Figura 3.4c muestra el

conjunto de parametros utilizado para generar las Figuras 3.4a y 3.4b.



CAPITULO 3. ECUACION DE FLUJO CON DERIVADA TEMPORAL FRACCIONARIA43

10! T T T T

,
107 g . .
1072 10" 10* 10! 10° 10°

(a) (b)

=1x103, A =1x10", A =1x1073, £,=0.024, x =0.957, x_=0.019
mv vf f v m

— =045, w =0.096, \ .
—w=0.052, 0 =0.052, A_=1x107", A =1x10"%, A =1x10"3, =0.135, r; =0.861, _=0.004
v 'mf mv vf f v m

070,052, 0 70.052, A_=1x10>, A =1x10, A =1x10"%, £,=0.135, 1 =0.861, ,_=0.004
v 'mf mv vf f v m

=1x10°, A =1x10% X\ =1x105, k=08, x_=0.18, x_=0.02
mv vf f v m

= =0.001, w_=0.001, A
f v mf

——w=0.001, © =0.001, A =1x10°%, A =1x10%, A =1x10°, =07, 5, =028, x_=0.02
v 'mf mv vf f v m

w0001, 0 =0.001, A_=1x10%, A =1x10%, A =1x10°, £,=086, 5 =0.38, x_=0.02
v mf mv vi f v m

=1x10%, 2 =1x103 A =1x105, k=06, r_=0.38, _=0.02
mv vf f v m

()

Figura 3.4: (a) Comportamiento del déficit de presion en la frontera del pozo, pp,,, del
modelo de triple porosidad y triple permeabilidad con diferentes parametros. (b) Compor-
tamiento del déficit de presion y su derivada de Bourdet del modelo de triple porosidad y
triple permeabilidad con diferentes parametros. (c) Parametros utilizados en las Figuras

3.4ay 3.4b.

—w,=0.001, w_=0.001, A
f v mf

Cabe recalcar que, en lo sucesivo y a menos que se haga explicito lo contrario, las lineas
continuas en las Figuras denotarin el déficit de presion en la frontera del pozo mientras
que las lineas discontinuas denotaran su derivada de Bourdet.

A manera de validacion del modelo propuesto, la Figura 3.5 muestra el comportamiento
del déficit de presion y su derivada de Bourdet haciendo k., — 0. Se observa que a medida

que k,, decrece, ambos, el déficit de presion y su derivada de Bourdet tienden al modelo

de triple porosidad y triple permeabilidad, [19].
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Figura 3.5: Convergencia del modelo de triple porosidad y triple permeabilidad al modelo
de triple porosidad y triple permeabilidad.

La Figura 3.6 muestra el comportamiento del déficit de presion pp,, al variar el coefi-
ciente de almacenamiento w; para j = m, f, v. Se observa que el valor de w, es determinante
para el déficit de presion en tiempos cortos donde a mayor valor de este parametro mayor
seré el déficit de presion seguido por el valor de w,,, = 1 —w; —w, donde, de forma anéloga,
a mayor valor de este parametro mayor sera el déficit de presion. Durante la fase de tran-
sicion se observa el comportamiento con forma de "W" en la derivada de Bourdet, donde

los tiempos de inicio y final asi como la transiciéon entre crestas se mantiene constante.
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Figura 3.6: Comportamiento del déficit de presiéon y su derivada de Bourdet variando w;
para j =m, f,v.

Dicho esto, los parametros w; determinan la profundidad de cada cresta donde la
profundidad de la primera cresta es determinada por w,, y wy demostrando el efecto de
pasar por la fase dominada por fracturas a la fase dominada por vagulos; mientras que
la profundidad de la segunda cresta es determinada por w, donde a mayor valor de este
parametro mayor profundidad de la cresta demostrando el efecto de la fase dominada por
vigulos antes de alcanzar la fase de estabilidad.

Los coeficientes de flujo interporoso A;; con ij = mf, mf,vf determinan la forma en la
que cada medio poroso alimenta a los demés mostrandose en la derivada de Bourdet con el
comportamiento con forma de "W" donde el efecto de cada coeficiente de flujo determina
el momento en que cada cresta aparece y la duracion de esta misma y por tanto, el tiempo
que tarda en alcanzarse el periodo de estabilidad.

La Figura 3.7 muestra el comportamiento del déficit de presién pp,, al variar el co-
eficiente de flujo interporoso \,,,. Para valores altos de este parametro se observa con
claridad el comportamiento con forma de "W" donde la primera cresta se muestra con
mayor prontitud cuanto mayor sea el valor de \,,,, retrasando su apariciéon cuanto menor
es el valor del parametro; la segunda cresta no es afectada por el valor de este parametro
salvo para valores menores a 1 x 107*, donde se observa que la primer cresta comienza a

combinarse con esta cresta mostrandose con un comportamiento mas pronunciado donde
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el comportamiento con forma de "W" desaparece para finalmente culminar en una tnica

cresta que puede retrasar la fase de estabilidad.
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Figura 3.7: Comportamiento del déficit de presion y su derivada de Bourdet variando A,,,.

La Figura 3.8 muestra el comportamiento del déficit de presion pp,, al variar el coefi-
ciente de flujo interporoso A,,;. Para valores extremos de este parametro se observa con
claridad el comportamiento con forma de "W" donde, de manera similar a lo observado
al variar \,,,, la primer cresta se muestra con mayor prontitud cuanto mayor sea el valor
de \,,, v retrasando su aparicion cuanto menor es el valor del parametro llegando a mos-
trarse incluso posterior a la segunda cresta cuando \,,, — 0; se observa que la segunda
cresta no es afectada por el efecto de este pardmetro salvo en los valores de A, s donde la
primer cresta se combina con esta cresta mostrando un comportamiento més pronunciado
haciendo que el comportamiento con forma de "W" desaparezca para mostrar una tnica
cresta. Finalmente, se observa que cuando \,,, — 0, ocasionando que la cresta aparezca
en segundo lugar, el efecto de esta cresta puede ocasionar que la fase de estabilidad llegue

a ser afectada en gran medida retrasando su aparicion.
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Figura 3.8: Comportamiento del déficit de presion y su derivada de Bourdet variando A, ;.

La Figura 3.9 muestra el comportamiento del déficit de presion pp,, al variar el coefi-
ciente de flujo interporoso A,s. A diferencia de los efectos causados por A5 ¥ Ap, donde
el aporte de fluido por parte de la matriz hacia el medio fracturado y vugular se ve afec-
tado respectivamente, el efecto de \,; representa el aporte de fluido por parte del sistema
vugular al sistema fracturado. Para valores muy pequenos de este parametro se observa
el comportamiento con forma de "W" donde la primer cresta se encuentra alrededor de
tp ~ 10° y la segunda cresta se encuentra alrededor de tp ~ 10%; se observa que cuan-
to mayor sea el valor de este parametro con mayor prontitud se presentard la segunda
cresta hasta comenzar a combinarse con la primer cresta mostrando un comportamiento
mas pronunciado donde el comportamiento con forma de "W" desaparece para finalmente
mostrar una tnica cresta lo que ocasiona que la fase de estabilidad se presente con mayor

prontitud.



CAPITULO 3. ECUACION DE FLUJO CON DERIVADA TEMPORAL FRACCIONARIA48

1 ——————— A a———

— =1
=1x10""

—_—

A =1x102]

=1x107|

—

=1x10*

—\

s s S S S5

A =1x10"°

wE1x 1073, w0 =1x10%, A =1x10%, A =1x10", 5,=0.6, 5 =028, k_=0.12
v mf mv f v m

— =1x107
vf

T e T B
- 1

10!

L Lol L Lol L Lol L Lol L L
102 10° 10? 10* 109 10%

)

Figura 3.9: Comportamiento del déficit de presién y su derivada de Bourdet variando A.y.

La Figura 3.10 muestra el comportamiento del déficit de presion pp,, al variar las
razones de permeabilidad k; para j = f,v,m para evidenciar el efecto de la razén de

permeabilidad de la matriz x,,.
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Figura 3.10: Comportamiento del déficit de presion y su derivada de Bourdet variando ¢,
Ky ¥ Km-

Se puede observar que el valor de k,, es determinante en tiempos cortos, donde a mayor
valor de k,, menor el valor del déficit de presion siendo; més aiin, en tiempos cortos el
efecto de k,, es tal que, para los diversos valores en los pardmetros, el déficit de presion se
agrupa de acuerdo a los valores de k,,: 0.02, 0.12, 0.32 y 0.22 ignorando por completo los
valores de los otros parametros hasta que se comienza la fase de transicion. La Figura 3.10a

muestra el comportamiento con forma de "W" de manera clara y con suficiente espacio
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de la fase de tiempos cortos para permitir observar el efecto de k,, en esta fase; mientras
que la Figura 3.10b muestra el comportamiento con forma de "W" con mayor claridad
donde cada cresta no es influida por la otra. En la fase de transicion, se observa que al
fijar k¢ en la fase dominada por fracturas, el aumento de k,, muestra un aumento en el
déficit de presion reflejandose en la derivada de Bourdet como una transiciéon mas suave
mientras que al fijar x, el aumento de k,, muestra una disminuciéon del déficit de presion
reflejdindose en unas crestas mas marcadas por parte del comportamiento en forma de
"W'": posteriormente, en la fase dominada por vugulos, el efecto de k,,, es menos marcado
debido a la baja capacidad de flujo del sistema matricial.

El término de skin, o término de dano, representan el dano o estimulo que pudiera
existir en el medio poroso en la frontera del pozo. La Figura 3.11 muestra muestra el
comportamiento del déficit de presion pp,, al variar los valores de los términos de skin s,,,
sfy Sy. La Figura 3.11a muestra el comportamiento del déficit de presién suponiendo un
término de skin igual para cada medio poroso, s, = sy = s,; se observa que el mayor
efecto se da en tiempos cortos donde el déficit de presion tiene un gran aumento hasta la
fase de transicion, a partir de la cual la razén de cambié de presion es semejante.

Por otro lado, la Figura 3.11b muestra el efecto, de manera independiente, de cada
término de skin en el déficit de presion. En comparaciéon con el caso clasico, con términos
de skin nulos, el efecto de sy ocasiona un ligero aumento en el déficit de presion llegando a
alargar la fase de tiempos cortos impactando asi a la fase de transicion llegando a acortar
su duracion y finalmente alcanzando la fase de estabilidad en un menor tiempo. Por otro
lado, el efecto de s, es similar al afecto de sy en el déficit de presion en la fase de tiempos
cortos, aunque su efecto en la fase de transicion es considerablemente mayor ya que llega a
retrasar las fases dominadas por fracturas y por vigulos y por tanto, retrasando la fase de
estabilidad. El efecto de s, es el mayor y mas notorio al aumentar considerablemente el
déficit de presion en la fase de tiempos cortos, no obstante, este efecto hace que la fase de
transicion se presente con antelaciéon pronunciando las crestas correspondientes a las fases
dominadas por fracturas y por viagulos aunque termina alcanzando los mismos valores de
déficit de presion e incluso llegando a la fase de estabilidad en tiempos semejantes al caso

clasico.
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Figura 3.11: Comportamiento del déficit de presion y su derivada de Bourdet variando sy, s,
Y Sm. (a) Comportamiento considerando sy = s, = Sy,. (b) Comportamiento considerando

Sf # Sy 7 Sm-

La Figura 3.12 muestra el comportamiento del déficit de presion pp,, al variar el coefi-

ciente del efecto de almacenamiento en el pozo Cp.
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Figura 3.12: Comportamiento del déficit de presion y su derivada de Bourdet variando C'p.

Se observa que cuanto mayor sea el valor de este parametro mayor sera el efecto al
decrementar el déficit de presion alargando asi la fase de tiempos cortos, aunque este
efecto desaparece durante la fase de transicion, donde llega a los mismos valores de déficit

de presion que en el caso clasico, con Cp = 0, y continuando asi a partir de ese momento.
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3.2. Modelos fraccionarios temporales

La seccion anterior, present6 los modelos de flujo para un medio poroso y el modelo
de triple porosidad y triple permeabilidad clasicos, es decir, con derivada temporal entera.
En esta seccion se generalizara el modelo de triple porosidad y triple permeabilidad para
incluir la derivada temporal fraccionaria en el sentido de Caputo.

Al considerar dichos argumentos, se incluye el fen6meno de memoria en el flujo del
fluido, considerando asi entonces que el flujo del fluido en el yacimiento es andémalo, se
incluye la derivada temporal en la ecuaciéon de flujo de cada medio poroso, ecuaciones

(3.29)—(3.31), obteniendo el siguiente sistema adimensional en coordenadas radiales:

_,0%'pp I Ipp
[ 1 m m
mTp"  ~Aram — Km T )‘m - m )‘mv v m) 3.67
WmTp 8t%m . 87”[) (TD 87"D + f (pr PbD )+ (pD PbD ) ( )
af_180‘prf 1 8 apr )\ )\
a = — A - A\m - m v v , 3.68
T s = o P t (Ppg — Ppm) + Aoy (PDo — Ppy) (3.68)
_ aavav 1 0 apDU
ay—1
vTp' A - )\mv v m) )\v v 3.69
™D sy K - (7“ D o (PDv — PDm) r (Ppw — Ppy) ( )

donde 0 < «a; < 2 para j = m, f,v y las variables adimensionales utilizadas para este

sistema son iguales a las mostradas en las ecuaciones (3.32) y (3.33) incluyendo

- T(/{Zm + kf + kv)
/qu%;((bmcm + ¢fcf + ¢vcv>

(3.70)

D

donde 7 es un coeficiente incluido para mantener el equilibrio dimensional en el sistema

0%ipp;
oty

fraccionario y = CDgiij es la derivada temporal fraccionaria en el sentido de
Caputo de orden o para j =m, f,v.

En general, cuando el orden de la derivada fraccionaria es < 1, se dice que el flujo
andémalo es subdifusivo, mientras que si el orden de la derivada fraccionaria es > 1, se
dice que el flujo anomalo es superdifusivo. Las ecuaciones (3.67)—(3.69) con condiciones
iniciales y de contorno (3.34)—(3.36) se denominara modelo de triple porosidad y triple
permeabilidad fraccionario.

La Proposicién 2.3.1 brinda la forma para aplicar la transformada de Laplace a la
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derivada fraccionaria de Caputo, lo cual implica que es posible resolver analiticamente el
modelo de triple porosidad y triple permeabilidad fraccionaria en el espacio de Laplace.
Aplicando la transformada de Laplace al modelo de triple porosidad y triple permea-

bilidad fraccionario, se tiene que

1 a apo 1 _ 3 B
m—— — [u®mw,,rom Am Ao m + Am MoPpe = 0(3.71
" rp Orp (TD orp > [u WnTp™ —F Amf ¥ }pD + AmPps + PD ( )
o L 2 (. Opoy
fT’D orp b orp

) — [uafwﬂgf_l + Amf + )\Uf:| DPDf + AmfPom + AvfPpy = 0(3.72)

1 0 ODpy _
Ky—7— ("D Pp - [uavva[a)U ! + >\mv + )\vf:| ﬁDv + )\mvﬁDm + )\vfﬁDf = 0(373>
D (%D 87”1)

Notese que el modelo fraccionario en el espacio de Laplace es muy semejante al modelo
clasico en el mismo espacio; mas aun, las soluciones de las ecuaciones anteriores también
son expresables como combinaciéon de funciones de Bessel modificadas de primer y segundo

tipo, donde al considerarse un yacimiento semi-infinito se obtiene que

Pom(u,7p) = AKo (a(u)rp), (3.74)
ppy(u,mp) = BKo (a(u)rp), (3.75)
Ppo(u,rp) = CKo (a(u)rp); (3.76)

al sustituir estas ecuaciones en el modelo (3.71)—(3.73) se obtiene un sistema matricial
congruente con el mostrado en la ecuacion (3.44), donde la tnica variacion se encuentra

en los términos my, my y mg; a saber

ml(u) = uangm_lwm + )‘mf + /\mm
ma(u) = ur T wp 4 g + Ao,

me(u) = uo‘”Tg”*lwv + Ao + Aof
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Por consiguiente, para encontrar la solucién del modelo de triple porosidad y triple
permeabilidad fraccionario se siguen las técnicas algebraicas mostradas en la seccion ante-
rior concluyendo que la soluciéon para este modelo se expresa como en la ecuacion (3.60),
si ademas se agrega el término de skin entonces la soluciéon se expresa como en la ecuacion
(3.63) y finalmente, la ecuacion (3.64) expresa la solucién del modelo fraccionario si se
incluye el efecto del almacenamiento en el pozo.

Sin embargo, las aproximaciones asintOticas para el comportamiento en tiempos cor-
tos del déficit de presion al incluir la derivada temporal fraccionaria varian, dando como

resultado la siguiente ecuacion en el espacio de Laplace

1
1 _
JLI{}OﬁDw = {\/wmﬁmu‘lmﬁ%m_l + \/wfﬁfuo‘ngf 'y \/wmvuavrgv_l} ) (3.77)

A continuacion se analizard la solucion del modelo (3.67)—(3.69) con condiciones de
contorno (3.34)-(3.36); en particular, se analizara el efecto de ay, a, y «, considerando
una permeabilidad en el sistema matricial minima y una permeabilidad considerable en el

mismo sistema.

3.2.1. Caso de estudio 1

La Figura 3.13 considera que el fluido tiene un comportamiento andémalo solo en el
sistema fracturado; es decir, en las Ecuaciones (3.67)—(3.69), el orden de la derivada frac-
cionaria para el sistema vugular y la matriz es a, = «,,, = 1. La Figura muestra como el
efecto del flujo anémalo influye en el fenémeno a partir de tiempos cortos, fase dominada
por fracturas, aqui para flujos superdifusivos, se muestra con mayor fuerza, en comparacion
con el caso de flujos subdifusivos, donde el efecto de la derivada fraccionaria del tiempo
apenas se distingue.

La fase transitoria es particularmente insensible al flujo anémalo del sistema fracturado;
sin embargo, se puede observar un fenémeno adicional entre la fase transitoria y la fase de
estabilidad para flujos subdifusivos. Este fenémeno se caracteriza por una caida en la tasa

de aumento de presion que afecta la segunda cresta del caracteristico comportamiento en
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forma de "W" cuando oy — 0 afectando la fase de estabilidad, tanto en su apariciéon como
en la tasa de crecimiento.

A lo largo de la evolucién del fenémeno, la derivada temporal fraccionaria impacta en el
efecto de flujos interporosos; en particular, para el flujo anémalo en el sistema fracturado,
el coeficiente de flujo interporoso entre la matriz y la fractura, A, s, se ve afectado. Por lo
tanto, para flujos subdifusivos, la alimentacion al sistema fracturado es més lenta, lo que

explica la caida de presion en lugar de alcanzar la estabilidad.

wE1x10%, 0 2131073, A =1x10% A =1x10°%, A =1x10%, 5205, =028, & _=0.22 ‘ =
v mf mv vf f v m ]
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Figura 3.13: Efectos de considerar el flujo anémalo solo en el sistema fracturado, o, = 1,
o, = 1.

La Figura 3.14 considera que el fluido tiene un comportamiento anémalo solo a tra-
vés del sistema vugular, es decir, en las Ecuaciones (3.29)—(3.31), el orden de la derivada
fraccionaria para el sistema de fracturas y la matriz es ay = a,, = 1. La Figura muestra
el efecto del flujo anémalo vugular a partir de la fase dominada por fracturas cuyo com-
portamiento es analogo al caso del flujo anémalo en el sistema fracturado; sin embargo, su
efecto es mas duradero, afectando la fase transitoria.

Durante la fase transitoria, el flujo anémalo influye en el comportamiento caracteristico
en forma de "W"; en particular, en el efecto del coeficiente de flujo interporoso entre la
matriz y el sistema vugular,),,,, aumentando su efecto para flujos superdifusivos e inhi-
biéndolo para casos subdifusivos, como se muestra en la primera cresta del comportamiento

en forma de "W".
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La parte final de la fase transitoria es inmune al flujo anémalo del sistema vugular;
sin embargo, y analogamente al caso de flujo anémalo en el sistema fracturado, se observa
una caida en la derivada de Bourdet del déficit de presion que afecta a la segunda cresta
del comportamiento caracteristico en forma de "W" en el caso de flujos subdifusivos que

afectan la fase de estabilidad .
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Figura 3.14: Efectos de considerar el flujo anémalo solo en el sistema vugular, ay = 1,
a,, = 1.

La Figura 3.15 muestra el caso de un flujo anémalo en la matriz, haciendo que el orden
de la derivada fraccionaria del tiempo para el sistema fracturado y el sistema vugular sea
ay = o, = 1. El efecto que tiene el flujo anémalo de la matriz sobre los coeficientes de
flujo interporoso, Ams y Ame, altera considerablemente el comportamiento caracteristico
en forma de "W", alterando por completo la fase transitoria; esto afecta la forma de las
crestas del comportamiento en forma de "W", asi como el tiempo en el que ocurren.

En particular, para flujos superdifusivos, la fase de estabilidad se retrasa debido a la
sobreexcitacion que reciben los medios porosos provenientes de la matriz; mientras que
para flujos subdifusivos se observa el mismo fenémeno de caida en la tasa de aumento de

presion visto en los casos anteriores.
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Figura 3.15: Efectos de considerar el flujo anémalo solo en el sistema vugular, ay = 1,
o, = 1.

La Figura 3.16 muestra los resultados de considerar un flujo anémalo idéntico en cada
medio poroso; a saber, en los sistemas fracturado, vugular y matricial; es decir, a =
af = @, = ay,y. Al igual que en el caso de flujo anémalo en cada medio poroso, afecta la
fase dominada por las fracturas; al considerar el flujo anémalo en todo el medio poroso,
mostrara, con mayor impacto, su efecto en tiempos cortos.

Como era de esperar, del efecto causado por el flujo anémalo vugular y aumentado por
los flujos anémalos de los otros medios porosos, la fase dominada por fracturas culmina
con un mayor impacto que repercute en el inicio de la fase de transicion.

La fase de transiciéon tiene un impacto combinado por el flujo anémalo de cada me-
dio poroso, resultante del impacto a los coeficientes de flujo interporoso A;; con ij =
mf,mv,vf.

Finalmente, la fase de estabilidad se alcanza rapidamente para los casos superdifusivos
debido al efecto combinado de flujos anémalos que genera un aumento en la derivada de
Bourdet en contraste con el efecto de flujos andémalos independientes donde la tasa de
aumento de presion tiende a ser la misma que en el caso no anémalo; mientras que para
los casos subdifusivos la fase de estabilidad se retrasa, mostrando un comportamiento como

en los casos ya descritos.
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Figura 3.16: Efectos de considerar un flujo anémalo idéntico en cada medio poroso, a =
afp = Qy = Q.

3.2.2. Caso de estudio 2

Los casos anteriores mostraron el efecto de un flujo anémalo aislado a cada medio
poroso y un flujo anémalo en todo el medio poroso, combinado con una permeabilidad
notablemente significativa en la matriz. A continuacion, se describira el mismo fenémeno,
destacando el efecto de la permeabilidad en la matriz, contrastando los resultados an-
teriores con los resultados de una permeabilidad casi despreciable en la matriz, es decir
Km =~ 0.

La Figura 3.17 muestra el efecto combinado de una permeabilidad casi insignificante
con el efecto del flujo anémalo en el sistema fracturado. En particular, tener una matriz
casi impermeable aumenta el efecto generado por los coeficientes de flujo interporoso, a
saber, Ay 5 ¥ Ay, donde el comportamiento caracteristico en forma de "W" es méas notable.

Al tener un comportamiento en forma de "W" més marcado, el efecto que tiene el flujo
anémalo del sistema fracturado sobre los efectos generados por los coeficientes de flujo
interporoso es aun mayor mostrando, para flujos subdifusivos, el fenémeno descrito en el
caso de estudio 1; mientras que, para flujos superdifusivos, se muestra una mitigacion tipica

del efecto de flujo interporoso A, s cuando oy — 2, precipitando la fase de estabilidad.
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Figura 3.17: Efectos de considerar el flujo anémalo solo en el sistema fracturado, o, = 1,
a,, = 1.

La Figura 3.18 muestra el efecto creado por un flujo anémalo en el sistema fracturado;
donde la fase dominada por fracturas, al ser mas marcada, prolonga su duraciéon aumen-
tando la primera cresta que conforma el comportamiento en forma de "W" caracteristico
de la fase de transiciéon, que impacta directamente en la cresta siguiente; sin embargo, el
flujo anémalo no afecta todo el comportamiento en forma de "W", por lo que el final de

la fase transitoria y la fase de estabilidad son como en el caso anterior.
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Figura 3.18: Efectos de considerar el flujo anémalo solo en el sistema vugular, ay = 1,
a,, = 1.
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Como en la Figura 3.15, la Figura 3.19 muestra el efecto del flujo anémalo en la matriz.
En particular, cuando se comparan los efectos de la permeabilidad en la matriz en casos
no anémalos; se observa que al disminuir el valor de permeabilidad en la matriz, ademas
de impactar la fase dominada por fracturas, aumenta el efecto sobre los flujos interporosos,
pronuncidndose el caracteristico comportamiento en forma de "W" en la fase de transicion;
en consecuencia, se retrasa el tiempo en que se alcanza la fase de estabilidad.

Asi, el flujo anémalo en la matriz potencia los efectos generados por la permeabilidad
de la matriz al alterar la forma en que el sistema fracturado y el sistema vugular son
alimentados por la matriz. En particular, los flujos superdifusivos aceleran el momento en
que aparecen las crestas y valles del caracteristico comportamiento en forma de "W" al
sobre estimular dichas crestas y valles; mientras que para comportamientos subdifusivos,

el flujo sigue el mismo comportamiento descrito en el caso anterior.
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Figura 3.19: Efectos de considerar el flujo anémalo solo en el sistema matricial, ay = 1,
a, = 1.

La Figura 3.20 muestra el efecto de flujo anémalo idéntico en cada medio poroso, donde,
como se discutié en el caso anterior, se genera un efecto combinado al considerar un flujo
andémalo en cada medio poroso; ademaés, considerando una permeabilidad casi despreciable
en la matriz, muestra un efecto que suaviza la fase dominada por las fracturas, impactando,
como consecuencia, el tiempo en que comienza la fase de transicion.

De la misma forma que se ha comentado anteriormente, la variaciéon de la permeabilidad
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influye en el efecto que provocan los coeficientes de flujo interporoso, por lo que, al sumar
el fenémeno de flujo anémalo, se sobre estimulan las crestas y valles que conforman el
comportamiento caracteristico.

Finalmente, la fase de estabilidad es invariable al efecto sobre la variacion de la per-
meabilidad en la matriz, por lo que el efecto del flujo anémalo es analogo al comentado en

el caso anterior.
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Figura 3.20: Efectos de considerar un flujo anémalo idéntico en cada medio poroso, a =
ap = 0y = Q.

La Figura 3.21 muestra los resultados de asumir un flujo anémalo idéntico en cada
medio poroso, considerando ademés un coeficiente adimensional no trivial 7p # 1. Como
se puede comprobar en la ecuacion (3.77), el coeficiente adimensional 7p impacta fuerte-
mente en la fase dominada por las fracturas y consecuentemente en las fases posteriores,

presentandose principalmente como un retraso.
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Figura 3.21: Efectos de considerar un flujo anémalo idéntico en cada medio poroso, a =
Qaf = Qu, = Quy, con constante auxiliar no trivial, i.e., 7p # 1.

Como se observa comparando los casos de estudio anteriores, al eliminar el supuesto
de permeabilidad de matriz despreciable y considerarlo significativo, x,, # 0, se agrega
un grado de libertad con respecto a los modelos existentes en la literatura, permitiendo
modelar un conjunto més amplio de yacimientos heterogéneos que los que se pueden ob-
tener con modelos de triple porosidad y doble permeabilidad, haciendo k,, = 0; modelos
de triple porosidad y permeabilidad simple, haciendo x; = 0 para flujo primario en el
sistema fracturado y x5 = 1 para flujo primario en el sistema vugular; y modelos de doble
porosidad. Por otro lado, cada estudio de caso explora flujos anémalos que no se limitan a
flujos subdifusivos como en la literatura existente; adicionalmente, se permite que el orden
de la derivada fraccionaria sea diferente en cada medio poroso, mostrando resultados par-
ticulares de cada medio poroso, explotando la idea de que, al considerar un medio poroso
con flujo anémalo, cada medio poroso puede tener flujos anémalos particulares y diferentes

de los de los medios porosos circundantes.



CAPITULO 4

ECUACION DE FLUJO CON GRADIENTE

FRACCIONARIO

Ahora que la ecuacién de flujo en un medio con triple porosidad y triple permeabilidad
ha sido presentado y examinado el efecto de la derivada temporal fraccionaria en es sentido
de Caputo, capitulo 3; se continuara a presentar el efecto del gradiente fraccionario el cual
generaliza la ley de Darcy al sustituir el gradiente espacial por la derivada espacial de

Weyl.

4.1. Ley de Darcy fraccionaria espacial

Considerando un pozo completamente penetrado en un yacimiento infinito con un solo
sistema de porosidad, es decir, un sistema fracturado Tipo I de Nelson [67], presion inicial,
permeabilidad, densidad y viscosidad constantes. Ademas, consideramos que el flujo de
fluido en un punto dado esta gobernado no solo por las propiedades del campo de presion
en esa posicion especifica, sino que también depende de la distribucion espacial global de
ese campo y, por ultimo, consideramos que la simetria radial es valida.

El modelo en variables adimensionales con derivada fraccionaria en el tiempo para
la ecuacion de transferencia de fluidos, resultante de la combinacién de la ecuaciéon de
continuidad y la ley de Darcy, en coordenadas radiales y considerando un medio poroso
euclidiano, esta dado por

10%D 1 0 % .

a— —_ = — 4.1
) at% D arD (TDqD) 5 dp aT’D’ ( )

En la ecuacion (4.1), la derivada fraccionaria temporal es la derivada fraccionaria de

9%pp
ot

Caputo, = CD3+pD, con 0 < a < 1; donde se consideran las siguientes condiciones

62
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iniciales y de contorno.

= Condicién inicial

pD<7”D,tD = O) = O (42)
s Condicién de frontera interior
lim TDqD(TD,tD) = —1. (43)
rp—1
» Condicién de frontera exterior
HII] pD(T’D, tD) = 0 (44)
TpD—00

Las variables adimensionales se expresan como sigue:

r 2mhk ( ) 2whr,
D= —; PD= i —P); d4db = 5 F5 4q;

Tw QoBop QoBy
L
gz’ P Garzp”

tp =

donde 7 es una constante introducida con el fin de mantener el equilibrio dimensional.
Sin embargo; al considerar que el flujo no esta directamente relacionado con el gradiente
de presion instantaneo en el sitio de medicién, sino con el gradiente de presion que considera
el camino del fluido desde el punto de partida hasta el sitio de medicion, [38], el cual sera
conocido como memoria espacial, tiene sentido entonces reemplazar el gradiente de presion

por la derivada espacial fraccionaria, Figura 4.1.
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sitio de medicién

camino del fluido

yacimiento

Figura 4.1: Idealizaciéon de la memoria espacial para incluir derivada espacial fraccionaria
en el gradiente de presion.

Por ello, se propone modificar la ley de Darcy sustituyendo la derivada fraccionaria
de Weyl por la derivada espacial donde se obtiene la siguiente ley de Darcy fraccionaria

espacial; a saber

gs,p = —55,Da—5PD, con —=pp = —-W°pp vy dgp=rPs (4.5)
r

donde 0 < 8 < 2y d es un término constante incluido para mantener el equilibrio dimen-
sional en la ecuacion de flujo. Notese que al hacer 5 =1, %pD = %pD y, por lo tanto ,
se recupera la ley de Darcy clésica.

A continuacion, se mostrara el efecto de la ley de Darcy fraccionaria espacial, ecuacion
(4.5), en la ecuacion de flujo considerando un medio poroso; ademas, también se mostrara
el efecto de esta nueva ley en la ecuacion de flujo en un medio con triple porosidad y triple

permeabilidad.

4.2. Modelo con porosidad simple

Como se mostro en el capitulo 2, no es posible aplicar la derivada fraccionaria de Weyl

a toda funcién por lo que es necesario demostrar si es posible aplicar este operador al
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déficit de presion adimensional pp. La Figura 4.2 muestra la soluciéon de las ecuaciones
(4.1) y condiciones iniciales y de contorno (4.2)—(4.4), es decir, el comportamiento de la
caida de presion, pp, a lo largo espacio para diferentes tiempos y valores del orden de la

derivada temporal fraccionaria, «.
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Figura 4.2: Comportamiento de la presion en el espacio en diferentes tiempos y ordenes de
la derivada temporal fraccionaria.

La Figura 4.2 muestra el comportamiento decreciente de la caida de presion en el

espacio y, por lo tanto, muestra que es valido aplicar la derivada fraccionaria de Weyl a

Pb-

4.2.1. Ecuacién de flujo simple con gradiente fraccionario

Dada la ecuacion de continuidad, la primera ecuacion en (4.1), la ley de Darcy tradi-
cional, gp, se reemplaza por la ley de Darcy fraccionaria espacial, Ecuacion (4.5), donde

se obtiene el modelo de difusion fraccionada espacial, a saber

o 1 0 P
Tg*1 Pp e (rDéﬁ’D_a 5pD> . (46)
r

8taD D 87“,3 D

Como consecuencia de la ley de Darcy fraccionaria espacial, la condiciéon de contorno

interior también se modifica, a saber
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TEI_EII TDqB,D(’I“D,tD) = —1. (47)

Por tanto, el modelo espacial de difusion fraccionaria a resolver es el constituido por
las Ecuaciones (4.2), (4.4), (4.6) y (4.7).

Con estas modificaciones se pretende que el flujo de fluido en un punto dado del medio
poroso esté gobernado por la distribuciéon espacial global del campo de presion y no sélo
por el comportamiento en la vecindad directa de la presion alrededor de ese punto.

El modelo de difusion fraccionaria espacial se resolvié mediante el método de diferencias
finitas, considerando un esquema implicito en el tiempo y Crank—Nicholson en el espacio.

La Figura 4.3 muestra la solucién numérica para resolver el modelo de difusion frac-
cionada espacial considerando la derivada temporal clésica, o = 1, y variando el orden en
la ley fraccionaria de Darcy, /3. Se muestran la soluciéon en el pozo, p,p = pp(rp = 1,1p),

y su derivada semilogaritmica de Bourdet, p! ,, [17].
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Figura 4.3: Efecto de la ley de Darcy fraccionaria espacial con la derivada fraccionaria de
Weyl, considerando la derivada temporal clasica o = 1 con dgp = 1.

En la Figura 4.3, se pueden describir dos caracteristicas importantes al modificar 5 en
la ley de Darcy fraccionaria espacial.
En tiempos cortos, la caida de presién es menor que la caida de presién del caso

clasico, f = 1, que corresponde a un orden superior en la ley fraccionaria espacial de
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Darcy; mientras que si 3 es menor que uno (es decir, caso clasico), se obtendra una mayor
caida de presion. Sin embargo, en la derivada de Bourdet, 3 en la ley de Darcy fraccionaria
espacial no parece tener un impacto notable, excepto manteniendo un comportamiento de
ley de potencia con una pendiente de 0.5.

En tiempos largos, cuando 3 < 1, la caida de presiéon es menor que en el caso clasico y
su respectiva derivada de Bourdet muestra una disminucion siguiendo un comportamiento
de ley de potencia, mostrando una mayor conectividad de poros que proporcionan caminos
de flujo preferenciales; mientras que para § > 1, la caida de presion es mayor que en el caso
clasico siguiendo un comportamiento de ley de potencia, y lo mismo sucede con la derivada
de presiéon. Ambos comportamientos de ley de potencia son paralelos, lo que evidencia la
creacion de amortiguadores de flujo en el medio poroso.

La Figura 4.4 muestra el efecto combinado de la derivada temporal fraccionaria y la
ley de Darcy fraccionaria espacial, es decir, para diferentes valores de  en la ley de Darcy
fraccionaria espacial, sobre la caida de presion y su derivada de Bourdet para diferentes

valores del orden de la derivada fraccionaria del tiempo, .
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Figura 4.4: Efecto sobre el déficit de presion y su derivada de Bourdet del efecto combinado
de la derivada temporal fraccionaria y la ley de Darcy fraccionaria espacial. (a) Para § < 1,
el comportamiento al variar el orden de la derivada fraccionaria de tiempo. (b) Para 5 > 1,
el comportamiento al variar el orden de la derivada fraccionaria de tiempo. En ambos casos,
55’ D = 1.

Es necesario resaltar que los resultados mostrados en la Figura 4.4 demuestran la
compatibilidad de dos definiciones diferentes de derivada fraccionaria; es decir, la derivada

fraccionaria de Caputo para la derivada temporal y la derivada fraccionaria de Weyl para la
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derivada espacial en la ley de Darcy, lo que permite modelar mejor un fenémeno complejo
al hacer que cada derivada fraccionaria capture diferentes caracteristicas de este fenémeno.

La Figura 4.4a muestra para J < 1 el efecto de variar el orden de la derivada temporal
fraccionaria, a.. En el caso de la derivada temporal entera, a = 1, el efecto de la ley de
Darcy fraccionaria espacial crea una mayor caida de presion a corto plazo que rapidamente
pierde su efecto, haciendo que la caida de presion a largo plazo sea menor cuanto menor
sea « es; esto es consecuencia de una mayor conectividad de los poros que proporcionan
rutas de flujo preferenciales. En el caso de § = 0.5, Figura 4.4a, podemos observar que
la influencia de a no es tan grande como la observada en la derivada de presion, donde
observamos comportamientos de ley de potencia en tiempos tardios, lo que podria ser una
indicacion de restricciones de flujo.

La Figura 4.4b muestra para 8 > 1 el efecto de variar el orden de la derivada fraccionaria
del tiempo, «, sobre el déficit de presion y su derivada de Bourdet. Para el caso de una
derivada temporal entera, o = 1; en tiempos cortos, la ley de Darcy fraccionaria espacial
hace que la velocidad del flujo del fluido tenga un comportamiento similar al caso con ley
de Darcy clasica, es decir, un comportamiento de flujo lineal; sin embargo, la caida de
presion es menor. Posteriormente, para tiempos largos, la caida de presiéon es menor que
en el caso clésico, cuanto menor es «; esto es causado por el desplazamiento de los poros
muertos que crean caminos de flujo preferenciales, lo que se refleja en el aumento de la
velocidad del flujo y, por lo tanto, en la disminuciéon de la caida de presion. Al incorporar
el efecto memoria del flujo de fluido, se observa la dependencia de la presion anterior con
las presiones posteriores; es decir, el flujo del fluido recibe un aumento en el fenémeno que
se refleja en la disminucion de la caida de presion y su derivada de Bourdet.

Es importante senalar que en todos los casos con f = 1.5 y a menor o igual a uno,
Figura 4.4bb, en tiempos largos, existe un comportamiento de ley de potencia paralela
tanto para la caida de presiéon como para su derivada de Bourdet. Este comportamiento
es similar al comportamiento fractal, y ambos casos son expresiones de difusién andémala;
en este caso hay superdifusion por efecto memoria, y en el caso fractal hay subdifusion.

La Figura 4.5 muestra el efecto de d3 p, la variable adimensional introducida en la ley

de Darcy fraccionaria espacial para mantener el equilibrio dimensional en la ecuaciéon de
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flujo fraccionaria, para los casos <1y > 1 con a = 1.
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Figura 4.5: Efecto de dgp en la caida de presion y derivada de Bourdet del modelo de
difusion fraccionaria espacial con a = 1.0.

El efecto de dg p es notable a lo largo de todo el fenémeno. Para 8 < 1 y en tiempos
cortos, se observa que a mayor valor de dgp, mayor valor de p,p, afectando también
la fase de transicién, presentandose en diferentes momentos para cada valor de dgp y
finalmente alcanzando el mismo valor de p,p en la fase de estabilidad. La derivada de
Bourdet muestra que aunque en tiempos cortos, cuanto mayor sea el valor de dg p mayor
serd pl,, v mas rapido serd el decremento en p/ , a tal grado que al llegar a la fase de
estabilidad, se demostrara que a mayor valor de dg p, menor valor de p! ,, mostrando
también un comportamiento paralelo para todos los valores de dg p.

Por otro lado, para # > 1 en tiempos cortos, se observa que al igual que en el caso
anterior, a mayor dg p, mayor es el valor de p,p, cambiando la tasa de crecimiento en la
fase de transicion y posteriormente teniendo una tasa de crecimiento constante para cada
valor de d5 p. Este comportamiento se mantiene en la derivada de Bourdet, donde, en
tiempos cortos, a mayor valor de p, ,,, mayor éz p, seguido de un crecimiento paralelo de
la diferentes valores de dg p, cambiando la tasa de crecimiento durante la fase transitoria

hasta alcanzar un crecimiento constante y paralelo para los diferentes valores de dg p.
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4.2.2. Comparaciéon de modelo de flujo con gradiente fraccionario

y modelo en un medio poroso fractal

Considerando las mismas hipétesis del modelo anterior: un pozo completamente pe-
netrado en un yacimiento infinito con un solo sistema de porosidad, es decir, un sistema
fracturado Tipo I de Nelson, presion inicial, permeabilidad, densidad y viscosidad cons-
tantes; si en cambio, se considera un medio poroso fractal, es decir, un yacimiento fractal,
el modelo es

8O‘p D 1 0

= — ,,,,’Y —

_9pp
87"D’

(4.8)

donde v = d,,,y — 6 — 1. Adicionalmente se define v = é% [68].

La Figura 4.6 muestra, por un lado, el modelo de Razminia et al. 28|, que conside-

ra un yacimiento fractal, Ecuaciones (4.8)—(4.4); y por otro lado, el modelo de difusion

fraccionada espacial, Ecuaciones (4.2), (4.4), (4.6) y (4.7).
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Figura 4.6: Comparacion del efecto de variables espaciales fractales y la ley de Darcy
fraccionaria espacial con dg p = 1.

El propoésito es comparar, a través de los resultados mostrados, los enfoques conside-
rados por ambos modelos. El modelo de difusion fraccionada espacial muestra una gran

concordancia con los datos del modelo que considera un yacimiento fractal, tanto para la



CAPITULO 4. ECUACION DE FLUJO CON GRADIENTE FRACCIONARIO 71

caida de presiéon como para su derivada de Bourdet; por lo tanto, se puede considerar que
al incluir la ley de Darcy fraccionaria espacial, se recupera la heterogeneidad del medio
poroso mediante el uso del enfoque fraccionario.

Ademas, lo anterior tiene sentido considerando que la ley de Darcy fraccionaria espacial
tiene en cuenta la geometria del medio poroso de dos maneras; por un lado, la geometria
del medio poroso esté implicitamente incluida a través del parametro en la derivada frac-
cionaria de Weyl, ; mientras que, por otro lado, se incluye explicitamente a través del
parametro 9, que también ayuda con el equilibrio dimensional.

Con lo anterior, se demuestra que la ley de Darcy fraccionaria espacial, al incluir la
dependencia de la trayectoria del flujo del fluido, es decir, la memoria espacial, también

tiene en cuenta la geometria intrinseca del medio poroso.

4.3. Modelo con triple porosidad

En esta seccion se generalizara el fenémeno de difusion que incluye la ley de Darcy
fraccionaria espacial en un yacimiento con triple porosidad y triple permeabilidad.

Considérese un yacimiento semi-infinito compuesto por los tres medios porosos: fractu-
ras, vagulos y matriz. Supongase ademas que el flujo de fluido en un punto en cada medio
poroso esta gobernado no solo por las propiedades del campo de presion en esa posicion
especifica, sino que también depende de la distribucion espacial global de ese campo, es
decir, cada medio poroso tiene memoria espacial. Por lo tanto, la ecuaciéon para el sistema
fracturado, para el sistema vugular y para la matriz del medio es semejante a la mostrada
en la ecuacion (4.6) dando como resultado el siguiente sistema de ecuaciones para un medio
poroso con triple porosidad y triple permeabilidad con ley de Darcy fraccionaria espacial

en variables adimensionales y coordenadas polares:

—_— Hm_
825,3 D 87“,3

0 1 0 o]
o (TD(SBJ«DWPDJ”) = Ams (Ppf = PDm) + Aoy (PD0 = Ppy) (4.10)
D

m

IPDm 1 0 9Pm
PD = (TDéﬁm,Dampo> + )\mf (pr - po) + >\m'u (pDv - po) ) (49)
D

Wr———— =K
fatD T’DaTD
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v = Ry
8tD rpﬁrD

OPpw 1 0 9P
Py _ (TD(S,BU,DWPM) — Aow (PDw — PDm) — Aof (Dow — Poy)(4.11)
D

donde ;T—Bﬂjjij = —Wﬁjppj para j = m, f,v, Wy =1 —wp —wy, ¥ K = 1 — Kf — Ky.

En la]_; ecuaciones (4.9)—(4.11) la derivada temporal es en el sentido clasico con la
finalidad de analizar primeramente el efecto de la ley de Darcy fraccionaria espacial en
un yacimiento con triple porosidad y triple permeabilidad. Por otro lado, nétese que cada
ecuacion tiene asociada un orden en la derivada fraccionaria y un parametro auxiliar
diferente, 3; y dp, p para j = m, f,v; esto debido a que cada medio es independiente y
por tanto con geometrias y caracteristicas asociadas propias particulares a dicho medio
POroso.

De manera similar al modelo anterior, la condiciéon de flujo interior es modificada al

incluir la ley de Darcy fraccionaria espacial; a saber,

lim 55 o2 S o + Kb o =1 (4.12)
1 D | KmOsB,,,D PDm Kf08s,D PDy Ky08,,D PDv —1; .
o oy’ "oy arsy

las condiciones de contorno y la condiciéon inicial se mantienen:

Pow(tp) == ppm(rp = 1,tp) = pps(rp =1,tp) = ppu(rp = 1,tp), (4.13)
lim ppm(rp,tp) = lim,, e ppf(rp,tp) = lm pp,(rp,tp) =0,(4.14)

TpD—00 TpD—>00
Pom(rD,tp =0) = pps(rp,tp =0) = ppu(rp,tp =0) =0. (4.15)

Como se observo en la Figura 3.3, el déficit de presion en cada medio poroso a lo largo
del espacio y del tiempo tiene un comportamiento decreciente; méas atin, pertenece a la
clase de buenas funciones, por lo que tiene sentido aplicar la derivada fraccionaria de Weyl
al déficit de presion de cada medio poroso.

A continuacion se analizaran los resultados del modelo de triple porosidad y triple per-
meabilidad con ley de Darcy fraccionaria espacial, ecuaciones (4.9)—(4.11) con condiciones
iniciales y de frontera mostrados en las ecuaciones (4.12)—(4.15); este modelo se resolvid

mediante el método de diferencias finitas, considerando un esquema implicito en el tiempo
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y Crank-Nicholson en el espacio.
La Figura 4.7 muestra el efecto de aplicar la ley de Darcy fraccionaria espacial suponien-

do una memoria espacial equivalente a los tres sistemas porosos, es decir, 8 = 85 = B, = B,

con (€ (0,2).
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Figura 4.7: Efecto de la ley de Darcy fraccionaria espacial equivalente en cada sistema en
el modelo de triple porosidad y triple permeabilidad.

El caso con § = 1 representa el caso clasico con ley de Darcy clasica, la cual muestra el
comportamiento descrito en la secciéon 3.1.2 con forma de "W" en la derivada de Bourdet la
cual es el resultado de los procesos que ocurren en tiempos cortos como la fase dominada por
fracturas, el efecto de skin, el efecto del coeficiente de almacenamiento, etc.; los procesos en
tiempos transitorios como lo son la transicion entre el dominio de fases que se observa en la
derivada de Bourdet como un valle con comportamiento con forma de "V" cuya duraciéon y
pronunciamiento es funciéon de los diversos parametros tales como la permeabilidad de cada
medio poroso k; para j = m, f,v, la capacidad de almacenamiento w; para j = m, f, v,
los términos de transferencia \;; para ij = mf, fv,mv y los procesos en tiempos largos
como la fase de estabilidad cuando el déficit de presiéon alcanza una tasa de crecimiento
constante.

Para cada caso mostrado en la Figura 4.7, se observa que los procesos que constituyen
el fenémeno de difusion en el modelo de triple porosidad y triple permeabilidad suceden

en los mismos tiempos, tp, y tienen la misma duraciéon; esto es, para cada valor de [ es
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congruente la duraciéon de la fase de tiempos cortos, la duraciéon de cada transicion de fase
que genera el comportamiento con forma de "V" y lo que podria considerarse como fase de
estabilidad. Se observa como el valor de la memoria espacial, 3, estéa ligada estrechamente
a la trayectoria del fluido ya que, para los casos donde S > 1 se observa que a mayor valor
de [ mayor es el déficit de presion creciendo esta diferencia con el tiempo; este efecto se
observa durante las diferentes fases del fenémeno y en particular se observa que, cuando
se alcanza la fase de estabilidad en el caso clasico (§ = 1), la derivada de Bourdet para los
otros casos muestra un crecimiento constante o crecimiento estable indicando que el flujo
ha encontrado una trayectoria fija con la que el flujo continuaré su comportamiento lo cual
es explicado por la creacion de amortiguadores de flujo en el medio poroso. Para los casos
donde 8 < 1, se observa un déficit de presion menor en comparacion al caso clésico, f = 1,
obteniendo una presiéon atun menor cuando menor es el valor de 3; como se menciono, los
tiempos de transicién entre fases y su duraciéon son congruentes con los del caso clasico; sin
embargo, para la fase de estabilidad, se muestra como la derivada de Bourdet comienza a
tener un decremento a razén constante.

Las Figuras 4.8-4.10 muestran el efecto de la ley de Darcy fraccionaria aplicada a un
solo medio poroso, a saber, el medio fracturado, el medio vugular y la matriz del medio

respectivamente.
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Figura 4.8: Efecto de la ley de Darcy fraccionaria espacial en el sistema fracturado en el
modelo de triple porosidad y triple permeabilidad, £, = 3,, = 1.
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La Figura 4.8 muestra el efecto del gradiente fraccionario en el medio fracturado dejando
a los otros medios porosos con un gradiente clasico. Se observa su efecto a lo largo de todo
el fenémeno debido a que el medio fracturado es el medio poroso con mayor flujo aunque
con baja capacidad de almacenamiento. Para tiempos cortos se observa que cuanto mayor
sea el valor de 8y menor sera el déficit de presion hasta el comienzo de la fase de transicion
donde el efecto de la fase dominada por fracturas y la fase dominada por vigulos se ven
fuertemente afectadas por el gradiente fraccionario salvo en el tiempo en el que se presentan
y la duracion de las fases; esto es, pronunciando o decrementando el comportamiento en
forma de "V" dependiendo del valor de 3 el cual también es resultado de otros parametros.
Finalmente, para la fase de estabilidad, cuando 3¢ > 1 se observa en la derivada de Bourdet
un comportamiento paralelo al caso clasico pero con un valor mayor lo que se traduce a
un aumento en la razén de crecimiento en el déficit de presion; mientras que para 85 < 1
se observa un decremento tanto en el déficit de presiéon como en la razén de cambio en
la derivada de Bourdet resultado de una mayor conectividad de poros que proporcionan

caminos de flujo preferenciales.

pr’ I:)'Dw

Figura 4.9: Efecto de la ley de Darcy fraccionaria espacial en el sistema vugular en el
modelo de triple porosidad y triple permeabilidad, 8y = 3,, = 1.

La Figura 4.9 muestra el efecto del gradiente fraccionario aplicado al medio vugular
dejando al medio fracturado y a la matriz del medio con un gradiente clasico. Se muestra

que cuando mayor sea la conectividad de poros que genera flujos preferenciales; es decir,
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cuanto menor sea el valor de [3,, mayor serd el déficit de presion en tiempos cortos y
en parte de la fase de transicion; mas ain durante la fase de transicién se observa en la
derivada de Bourdet como el efecto del flujo preferencial en el medio vugular impacta en la
fase dominada por fracturas haciendo que la derivada de la presion p',, sea menor cuanto
mayor sea 3, e invirtiendo este comportamiento al pasar a la fase dominada por vigulos.
En el caso mostrado, el flujo preferencial mantiene un mayor déficit de presiéon durante
la fase de transicion hasta el inicio de la fase de estabilidad donde el comportamiento

se invierte; esto es, a mayor valor de 3, mayor serd el déficit de presion en la fase de

estabilidad.
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Figura 4.10: Efecto de la ley de Darcy fraccionaria espacial en el sistema matricial en el
modelo de triple porosidad y triple permeabilidad, gy = 8, = 1.

La Figura 4.10 muestra el efecto del gradiente fraccionario aplicado a la matriz del
medio dejando al medio fracturado y al medio vugular con un gradiente clésico. Se observa
que cuanto mayor sea el valor de (3,, mayor sera el déficit de presion donde para el caso
Bm = 1.5 se alcanza un mayor incremento. En la derivada de Bourdet se observa que, para
Bm < 1 el incremento en la conectividad de poros hace que el valor de p’,,, decremente en
comparacion al caso clasico en mayor medida cuanto mayor pase el tiempo tp afectando
todas las fases del fenomeno; mientras que, para (5,, > 1 se observa que el efecto del
gradiente fraccionario impacta fuertemente en la fase de tiempos cortos retrasando el inicio

de la fase de transiciéon donde para el caso de 3,, = 1.5 la fase de tiempos cortos ha sido
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ampliado superponiéndose a la fase de transicion mientras que la fase de estabilidad se ha
mantenido para estos casos.

En esta seccion se mostro, a través de ejemplos sintéticos, el efecto de la ley de Darcy
fraccionaria espacial aplicado a cada medio poroso de manera individual mostrando su
impacto en las diferentes fases del fenomeno de difusion; desde la fase en tiempos cortos
hasta la fase de transiciéon impactando de diferente manera la fase dominada por fracturas
y la fase dominada por vigulos; mas atun, cuando la ley de Darcy fraccionaria espacial
es aplicado a todo el medio poroso como un todo, su efecto repercute hasta la fase de

estabilidad.



CAPITULO 5

ECUACION DE FLUJO CON GRADIENTE

FRACCIONARIO Y DERIVADA TEMPORAL

FRACCIONARIA

En este capitulo se generalizaré el fenomeno de difusion al combinar el efecto del
gradiente fraccionario espacial con la derivada temporal fraccionaria.

Considérese un yacimiento semi-infinito compuesto por los tres medios porosos: fractu-
ras, vigulos y matriz. Supéngase ademas que el flujo de fluido en un punto en cada medio
poroso esta gobernado no solo por las propiedades del campo de presiéon en esa posicion
especifica, sino que también depende de la distribucion espacial global de ese campo, es
decir, cada medio poroso tiene memoria espacial. Mas atn, al considerar un flujo de fluido
anémalo a través del efecto de memoria temporal. Por lo tanto, la ecuacion para el sistema
fracturado, para el sistema vugular y para la matriz del medio es semejante a la mostrada
en la ecuacion (4.6) dando como resultado el siguiente sistema de ecuaciones para un medio
poroso con triple porosidad y triple permeabilidad con ley de Darcy fraccionaria espacial

y derivada temporal fraccionaria en variables adimensionales y coordenadas polares:

09 1pp 1 0 9Pm
am—1 m
T " wm— - m- o r 6 5 m +)\m - m +Amv v m 75‘1
D o B \ 008D 8r§mpD t (pDy = PDm) (PDv — PDm) {5-1)
aj—1 0% ppy 1 0 0
T w r— = - Do D3, D — Am p _pm+)\v PpDv — P (5.2
D o e W 7 (Ppy = Ppm) + Aoy (Do = Ppy) {5:2)
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8 . . .
donde %pm = —Whi pp; es con la derivada fraccionaria de Weyl de orden 0 < 8; < 2y
aaft_%_m = CDgiij es la derivada temporal fraccionaria en el sentido de Caputo de orden

O<a;<lparaj=m,f,v,wn=1—wWr—wWyy by =1—Ks— Ky.

Notese que cada ecuacion tiene asociada un orden en la derivada fraccionaria y un
pardmetro auxiliar diferente, 3; dg, p, a; y Tgrl para j =m, f,v.

A continuacion se analizaran los resultados del modelo de triple porosidad y triple per-
meabilidad con ley de Darcy fraccionaria espacial, ecuaciones (5.1)-—(5.3) con condiciones
iniciales y de frontera mostrados en las ecuaciones (4.12)—(4.15); este modelo se resolvio
mediante el método de diferencias finitas, considerando un esquema implicito en el tiempo
y Crank—Nicholson en el espacio.

La Figura 5.1 muestra el efecto de aplicar la ley de Darcy fraccionaria espacial en
combinacién con un flujo anémalo subdifusivo, ambos efectos aplicados a todo el medio
poroso como un todo; esto es, suponiendo una memoria espacial equivalente a los tres
sistemas porosos con = f,, = 85 = [,, y un efecto de memoria temporal equivalente en
los tres sistemas porosos con a = a,,, = « F= Q.

Cabe destacar que los resultados mostrados son consecuencia de utilizar dos diferentes
definiciones de derivada fraccionaria; cada definiciéon es propuesta por la naturaleza del

fenémeno de difusién en yacimientos naturalmente fracturados vugulares.

wE 0%, w = 1105, A =110, A =110, A =110, 5,206, 1,20.38, K =0.02, =15

10° wE1 %103, w0 =1x10%, A =110, A =110, A =1x10%, 5206, x,=0.38, x =002, 3=075 | |

1 L L ! L L L L L
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Figura 5.1: Efecto de considerar un flujo anémalo subdifusivo en el yacimiento como un
todo, & = a,;, = ay = ay, en la ley de Darcy fraccionaria espacial equivalente en cada
medio poroso con f = f,, = By = B, < 1. (a) Caso para flujos preferenciales, 5 < 1. (b)
Caso para amortiguadores de flujo, # > 1.

La Figura 5.1a muestra el efecto de flujo anémalo subdifusivo al considerar el caso con
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amortiguadores de flujo en cada medio poroso, S > 1. Se observa como el efecto del flujo
preferencial, § = 1.5, genera un incremento en el déficit de presion a lo largo de todo el
fenémeno en comparaciéon con el caso clasico f = 1.0 manteniendo el comportamiento de
la fase en tiempos cortos, de la fase de transicion y el comportamiento en la llamada fase
de estabilidad; donde en particular para la fase de transicién, mantiene el comportamiento
en forma de "W" tanto en el momento de aparicién como en su duraciéon. Anadido a
este efecto, el flujo subdifusivo incrementa el déficit de presiéon cuanto menor sea el valor
de « en la fase de tiempos cortos; sin embargo, después de esta fase, el fendémeno tiene
una memoria cada vez mas corta haciendo que el fendémeno sea suavizado o ralentizado
disminuyendo el déficit de presion cuando menor sea el valor de o mientras que en la
derivada de Bourdet se observa como se va alargando y retrasando cada cresta generada
por el comportamiento en forma de "W" .

La Figura 5.1b muestra el efecto de flujo anémalo subdifusivo al considerar un flujo
preferencial en cada medio poroso, § < 1. Se observa como el efecto del flujo preferencial,
B = 0.75, genera un decremento en tanto en el déficit de presion como en su derivada de
Bourdet a lo largo de todo el fenémeno en comparacion con el caso clasico g = 1.0. Anadido
a este efecto y de forma analoga al caso con § > 1, el flujo subdifusivo incrementa el déficit
de presion cuanto menor sea el valor de « en la fase de tiempos cortos; sin embargo, después
de esta fase, el fenémeno tiene una memoria cada vez més corta haciendo que el fenémeno
sea suavizado o ralentizado disminuyendo el déficit de presion cuando menor sea el valor
de o mientras que en la derivada de Bourdet se observa como se va alargando y retrasando

cada cresta generada por el comportamiento en forma de "W" .



CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

El presente trabajo es resultado de una labor multidisciplinaria donde se combinan
conocimientos de matematicas e ingenieria petrolera al proponer un nuevo modelo para
capturar la alta heterogeneidad en yacimientos naturalmente fracturados vugulares, mo-
delo de triple porosidad y triple permeabilidad incorporando los efectos de flujo anémalo
y memoria espacial.

Desde el enfoque matematico el modelo de triple porosidad ha sido, por un lado, mo-
dificado para incluir el efecto de flujo anémalo a través de la derivada fraccionaria de
Caputo obteniendo su solucién de manera analitica en el espacio de Laplace para ambos
casos: flujos subdifusivos y flujos superdifusivos. Por otro lado, se propone modificar la
definicion de gradiente incorporando la derivada fraccionaria de Weyl; mas atn, dado que
la derivada fraccionaria de Weyl se expresa como una integral impropia, se ha creado un
principio, analogo al principio de memoria corta, denominado principio de memoria recor-
tada el cual permite realizar las aproximaciones numéricas. Con la derivada fraccionaria
de Weyl se ha obtenido la ley de Darcy fraccionaria espacial y ha sido aplicada tanto al
modelo de difusion como al modelo de triple porosidad y triple permeabilidad. Finalmen-
te, se han combinado ambas definiciones de derivadas fraccionarias (derivada fraccionaria
por la izquierda de Caputo y derivada fraccionaria de Weyl) proponiendo la ecuacion de
flujo con gradiente fraccionario y derivada temporal fraccionaria mostrando su solucion y
comportamiento ante diversos datos sintéticos.

Desde el punto de vista de la ingenieria petrolera; se ha considerado un yacimiento na-
turalmente fracturado de Tipo I de Nelson embebido un medio poroso infinito compuesto
a su vez por tres medios porosos, el sistema fracturado, el sistema vugular y la matriz
del medio; se considera un fluido ligeramente compresible y propiedades petrofisicas in-

dependientes de esfuerzos. Se analiza su comportamiento en variables adimensionales y

81
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el impacto de cada parametro en el déficit de presion a través de la derivada de Bour-
det; en particular, se estudia el efecto de una permeabilidad de la matriz no despreciable
obteniendo asi el modelo de triple porosidad y triple permeabilidad.

Se mostro el efecto que cada medio poroso, por separado y en su conjunto, proporciona
al déficit de presion al considerar flujo andémalo; en particular, se mostré el fenémeno
de decaimiento en la velocidad del flujo generado por flujos subdifusivos destacando la
marcada diferencia en la llamada fase de estabilidad. Para flujos superdifusivos, la fase
de estabilidad es similar al caso clasico cuando el flujo anémalo es restringido a un medio
poroso; mientras que, al considerar que el flujo es anémalo en todo el yacimiento, la fase de
estabilidad es alterada mostrando una mayor velocidad en el déficit de presion. El modelo
propuesto considera la incorporaciéon de un término, 7, con el que se logra mantener el
balance dimensional y por tanto su interpretacion fisica.

Se mostré que al considerar que el flujo de fluido en un punto dado se rige no solo
por las propiedades del campo de presiéon en esa posicion especifica, sino que también
depende de la distribucion espacial global de ese campo; se modifico la ley de Darcy
reemplazando la derivada espacial por la derivada fraccionaria de Weyl obteniendo la ley
de Darcy fraccionaria espacial. Se analizo el efecto de esta nueva ley en la ecuacion de
flujo y se mostré como, por un lado, puede reflejar las trayectorias de flujo preferenciales
y, por otro lado, crea amortiguadores de flujo durante el fenémeno; para este caso, se
mostro que el modelo propuesto no solo se asemeja a los resultados obtenidos en modelos
que incorporan geometria fractal, sino que también incorpora la geometria intrinseca del
medio poroso y, por tanto, permite recuperar la heterogeneidad del medio poroso con lo
cual se muestra que tanto el enfoque fractal como el fraccionario representan dos formas
posibles para capturar la difusiéon anémala. El modelo propuesto considera la incorporacion
de un término, dz p, con el que se logra mantener el balance dimensional y por tanto su
interpretacion fisica.

Finalmente, en el modelo de triple porosidad y triple permeabilidad se incorporé el
efecto de flujo anémalo a través de la derivada fraccionaria de Caputo y la ley de Darcy
fraccionaria a través de la derivada fraccionaria de Weyl en cada medio poroso. Se mostrd

como ambas definiciones de derivadas fraccionarias son compatibles y que cada efecto
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impacta de forma aditiva en el déficit de presion.

Como trabajo futuro, se observa que en la ecuaciéon de continuidad se ha estudiado el
efecto de la derivada fraccionaria en la derivada temporal y en el gradiente por lo que resta
la pregunta de jcudl seria el impacto de aplicar la derivada fraccionaria en la divergencia?,
.qué tipo de derivada fraccionaria seria la adecuada? y ;es posible deducir una ecuaciéon de
continuidad completamente fraccionaria? Estas preguntas estéan relacionadas con el trabajo
descrito en la presente tesis por lo son una continuaciéon natural que pueden ser abordados

utilizando las herramientas desarrolladas y plasmadas en este escrito.
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Abstract: The present work proposes a new model to capture high heterogeneity of single phase
flow in naturally fractured vuggy reservoirs. The model considers a three porous media reservoir;
namely, fractured system, vugular system and matrix; the case of an infinite reservoir is considered
in a full-penetrating wellbore. Furthermore, the model relaxes classic hypotheses considering that
matrix permeability has a significant impact on the pressure deficit from the wellbore, reaching the
triple permeability and triple porosity model wich allows the wellbore to be fed by all the porous
media and not exclusively by the fractured system; where it is considered a pseudostable interporous
flow. In addition, it is considered the anomalous flow phenomenon from the pressure of each
independent porous medium and as a whole, through the temporal fractional derivative of Caputo
type; the resulting phenomenon is studied for orders in the fractional derivatives in (0, 2), known as
superdiffusive and subdiffusive phenomena. Synthetic results highlight the effect of anomalous
flows throughout the entire transient behavior considering a significant permeability in the matrix
and it is contrasted with the effect of an almost negligible matrix permeability. The model is solved
analytically in the Laplace space, incorporating the Tartaglia—Cardano equations.

Keywords: porous media; Darcy law; well test analysis; triple porosity; Tartaglia-Cardano equations;
Caputo time derivative

1. Introduction

In order to create an efficient plan to exploit a reservoir, proper design facilities at the bottom of
a well and in the surface and get a more realistic overview of the conditions of wellbore and of the
reservoir that help one to make better decisions to preserve the injectivity and later secondary recovery
of the fluid, it is necessary to correct reservoir modeling that allows the cover of the heterogeneity of
the fluid. Therefore, pressure tests are one of the main tools to determine reservoir characteristics and
at the same time determine the main factors that influence hydrocarbon production.

As is well known, Warren and Root [1] were among the pioneers in work with naturally fractured
reservoirs and started modeling non-homogeneous reservoirs, proposed a double porosity model and
thought of the reservoir as a set of rectangular parallelopipeds (which represents the matrix rock),
while the secondary porosity, the fractures, form a continuous orthogonal system uniformly spaced by
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Abstract: The infiltration phenomena has been studied by several authors for decades, and numerical
and approximate results have been shown through the asymptotic solution in short and long times.
In particular, it is worth highlighting the works of Philip and Parlange, who used time and volumetric
content as independent variables and space as a dependent variable, and found the solution as a
power series in 172 that is valid for short times. However, several studies show that these models
are not applicable to anomalous flows, in which case the application of fractional calculus is needed.
In this work, a fractional time derivative of a Caputo type is applied to model anomalous infiltration
phenomena. Fractional horizontal infiltration phenomena are studied, and the fractional Boltzmann
transform is defined. To study fractional vertical infiltration phenomena, the asymptotic behavior is
described for short and long times considering an arbitrary diffusivity and hydraulic conductivity.
Finally, considering a constant flux-dependent relation and a relation between diffusivity and hy-
draulic conductivity, a fractional cumulative infiltration model applicable to various types of soil is
built; its solution is expressed as a power series in /2 where v € (0,2) is the order of the fractional
derivative. The results show the effect of superdiffusive and subdiffusive flows in different types of
soil.

Keywords: asymptotic solution; parlange equations; Darcy’s law; fractional Caputo derivative

1. Introduction

More than a century ago, Green and Ampt [1] laid the bases for describing the infiltra-
tion process; to this day, there are still open problems in the area, where existing models
in the literature cannot explain laboratory results [2]. As one of the pioneers in the area,
Philip [3] describes the infiltration phenomenon as a Fokker—-Planck type equation. In a
semi-infinite domain, homogeneous, its form is

a0 dK 96
=V 0OV -2,

= 1
5 M
where 0 is the volumetric water content, D(6) is the hydraulic diffusivity, K(6) is the
hydraulic conductivity, 6y is the initial volumetric water content, §; is the volumetric water
content at saturation, ¢ is the time, and z is the spatial variable taken positive downward.
In particular, when considering horizontal infiltration:

a0 d 20
w2 (D(e)g), %)
with initial conditions
t=0, x>0, 0= 90/
t>0, x=0, 6=0;, ®)
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Abstract: Growth models have been widely used to describe behavior in different areas of knowledge;
among them the Logistics and Gompertz models, classified as models with a fixed inflection point,
have been widely studied and applied. In the present work, a model is proposed that contains these
growth models as extreme cases; this model is generalized by including the Caputo-type fractional
derivative of order 0 < B < 1, resulting in a Fractional Growth Model which could be classified as
a growth model with non-fixed inflection point. Moreover, the proposed model is generalized to
include multiple sigmoidal behaviors and thereby multiple inflection points. The models developed
are applied to describe cumulative confirmed cases of COVID-19 in Mexico, US and Russia, obtaining
an excellent adjustment corroborated by a coefficient of determination R? > 0.999.

Keywords: fractional Caputo derivative; sigmoidal function; Gompertz model; logistic model

1. Introduction

Understanding population growth phenomena has been a task that over the time has
provided various challenges to mathematicians, physicists, biologists, medics, economists
and many others. From economic areas, where applying growth models to poultry allows
making imperative predictions for the profitability of operations [1], to biological and
medical areas, where growth models have been applied to the growth of animals, plants,
yeast cells, tumors and recently to adjust and model COVID-19 pandemic data [2-5].

Several authors classify population growth models as bounded and unbounded,
where bounded growth models are characterized by having a sigmoidal behavior with a
fixed inflection point or a sigmoidal behavior with a non-fixed inflection point [1,2].

Among the various existing growth models, Logistics (Verhulst) and Gompertz models
have been widely studied and solved by a large number of methods; some of which are:
successive approximation method, singular perturbation method, Adomian decomposition
method, shifted Legendre polynomials, homotopy method, see [5-15] and the references
therein; where even fractal dimensions are considered for the case of the Logistics equation.

In order to model phenomena with greater precision, fractional calculus has been
implemented in growth models; particularly, in the models previously described. For the
Logistic model, it has been implemented in the discrete model showing chaotic fractional
behavior and fractional bifurcation diagrams [12]; in the continuous model, the fractional
predictor-corrector scheme is implemented [13]; reaching analytical solutions considering
power law coefficients [14]; and even conformable derivatives [15], all of these considering
the fractional derivative of the Caputo type.

For the Gompertz model, the Caputo-type fractional derivative is implemented in the
Gompertz linearized differential equation and solved by means of the Laplace transform [5];
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Abstract: There are a great many epidemiological models that have been implemented to describe
COVID-19 data; however, few attempted to reproduce the entire phenomenon due to the complexity
of modeling recurrent outbreaks. In this work a fractional growth model with delay is developed
that implements the Caputo fractional derivative with 0 < B < 1. Furthermore, in order to preserve
the nature of the phenomenon and ensure continuity in the derivatives of the function, a method
is proposed to construct an initial condition function to implement in the model with delay. This
model is analyzed and generalized to model recurrent outbreaks. The model is applied to fit data of
cumulative confirmed cases from Mexico, the United States, and Russia, obtaining excellent fitting
corroborated by the coefficient of determination, where R? > 0.9995 in all cases. Lastly, as a result of
the implementation of the delay effect, the global phenomenon was decomposed into its local parts,
allowing for directly comparing each outbreak and its different characteristics.

Keywords: multiple outbreaks; time delay; Caputo fractional derivative; Gompertz model; logistic model

MSC: 26A33; 90C32; 92-10

1. Introduction

Models for growth phenomena characterize dynamics in which the elements they
model grow; these elements can be animals, plants, cells, tumors, goods, services, and more
recently, individuals infected with COVID-19. These models belong to areas of science such
as biology, medicine, economics, physics, and mathematics. These phenomena continue to
be a challenge that allows for the creation of increasingly complex models [1-5].

One of the best growth models is the Malthus model [6], where the population growth
rate is proportional to the same population, and this model has unbounded growth. Consid-
ering the case of growth models with bounded growth, some of the best known models are
the Verhulst or logistic model [7] and the Gompertz model [8]; for more models, see [1,2].
These models have sigmoidal behavior and thereby an inflection point, which can be fixed,
as in the logistic and Gompertz models, or nonfixed, which is determined from additional
parameters of the model.

Previous models were solved by several methods [4,5,9-17] and the references therein;
these have also been subject to variations such as the incorporation of delay in order to
more accurately reflect reality in the phenomena [18,19].

Fractional calculus, although it is as old as the calculus itself, has recently been applied
in all areas of knowledge; in particular, for growth models, the order of the fractional
derivative is an indicator of how the phenomenon is behaving in relation to classical
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Abstract: Due to the complexity imposed by all the attributes of the fracture network of many
naturally fractured reservoirs, it has been observed that fluid flow does not necessarily represent a
normal diffusion, i.e., Darcy’s law. Thus, to capture the sub-diffusion process, various tools have been
implemented, from fractal geometry to characterize the structure of the porous medium to fractional
calculus to include the memory effect in the fluid flow. Considering infinite naturally fractured
reservoirs (Type I system of Nelson), a spatial fractional Darcy’s law is proposed, where the spatial
derivative is replaced by the Weyl fractional derivative, and the resulting flow model also considers
Caputo’s fractional derivative in time. The proposed model maintains its dimensional balance and
is solved numerically. The results of analyzing the effect of the spatial fractional Darcy’s law on
the pressure drop and its Bourdet derivative are shown, proving that two definitions of fractional
derivatives are compatible. Finally, the results of the proposed model are compared with models
that consider fractal geometry showing a good agreement. It is shown that modified Darcy’s law,
which considers the dependency of the fluid flow path, includes the intrinsic geometry of the porous
medium, thus recovering the heterogeneity at the phenomenological level.

Keywords: Weyl fractional derivative; Caputo fractional derivative; fractal porous media; naturally
fractured reservoir

1. Introduction

The modeling of physical phenomena is always a complex task in which hypotheses
and idealizations are used in order to implement already studied laws or similar models.
In particular, modeling the transient pressure behavior in naturally fractured reservoirs is a
task that has been studied and worked on by various researchers over decades, where the
heterogeneity of the porous medium and anomalous fluid flow has been a challenge for
which more complex models have been generated and implemented, obtaining results that
constantly improve the understanding of the phenomenon.

Considering the complexity of the porous medium, Chang and Yortsos [1] are the
pioneers that considered the porous medium as a fractal system, allowing them to describe
reservoirs with spatial disorder and, therefore, a complex fluid flow path.

In recent years, fractional calculus has become a useful tool that, applied to diffusion-
type problems, explains the behavior of anomalous flow (where the movement of the fluid
does not have a Brownian-type behavior) by demonstrating that the fluid has memory [2].
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