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H2 — Espacio de Hilbert para una part́ıculas de dos niveles.
H⊗N

2 — Espacio de Hilbert para N part́ıculas de dos niveles.
|ψ⟩ — Ket ψ o estado vector ψ.
⟨ψ| — Bra ψ o dual de |ψ⟩.
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Para mi mamá y papá, Amalia e Ignacio,
con todo mi amor

Y Dios dijo: “Que haya luz”. Y hubo luz.
Génesis 1: 3

The theory of quantum electrodynamics describes Nature
as absurd from the point of view of common sense. And

it agrees fully with experiment. So I hope you accept
Nature as She is — absurd

“QED. The Strange Theory of Light and Matter‘”,
Richard Feynman
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cuyo inicio está marcado por mi entrada a la universidad, y que abarca poco más de una década en la
que he podido desarrollarme no sólo como f́ısico y como profesional, sino sobre todo como ser humano.
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lo inicié en soledad, aśı que agradezco a mi gran amigo Erik, a quién conoćı desde el bachillerato y
con quién compart́ı un camino paralelo, como estudiantes chiapanecos de f́ısica. Le agradezco el apoyo
y el tiempo que no me ha escatimado. También agradezco a los amigos que he conocido en está gran
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quién he podido desarrollar las herramientas para hacerme responsable de mi vida. Al grupo de danza
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3.1.2. Interacción átomos-campo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.1.3. Sistemas abiertos y ecuaciones maestras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.1.4. Efectos colectivos: superradianza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Caṕıtulo 1

Introducción

Motivación
El desarrollo de las tecnoloǵıas cuánticas tiene como una componente esencial la interconexión de

sistemas cuánticos a gran escala, lo que posibilita el procesamiento y la distribución de la información
cuántica [1–3]. Para átomos en el espacio libre el acoplamiento entre las part́ıculas del sistema tiene
una magnitud relevante cuando la distancia interatómica es menor a la longitud de onda asociada a
la transición atómica λ0 [4–7]. Pero si queremos acoplamientos considerables a largas distancias, una
plataforma de la que podemos hacer uso son los emisores cuánticos atrapados a lo largo de una gúıa de
onda. De esta forma los emisores pueden interactuar e intercambiar estados cuánticos entre śı a través
de fotones ópticos que se propagan en la gúıa de onda a velocidades cercanas de la luz [8–12]. Aśı se ha
propuesto que la información cuántica pueda transmitirse empleando la infraestructura cada vez más
creciente de las fibras ópticas en telecomunicaciones [13] usando los modos del campo electromagnético
en la región de frecuencias ópticas, infrarrojas e incluso microondas [9, 14–18].

Las fibras ópticas han sido usadas para el desarrollo de tecnoloǵıas cuánticas a través del empleo de
nanofibras, fibras t́ıpicamente fabricadas con dióxido de silicio (SiO2) cuyos diámetros suelen estar en el
rango de cientos de nanómetros [15,19]. En el contexto de la óptica cuántica y la f́ısica atómica, podemos
citar dos aplicaciones fundamentales de la nanofibra. La primera, es la captura y la manipulación de
átomos, moléculas o iones. Esto a través de la refrigeración por láser y la creación de trampas ópticas
localizadas en la superficie de la gúıa de onda, todo ello creado a través de haces de luz aplicados
a través de la fibra [10, 20, 21]. La segunda, es que la plataforma nos permite realizar interacciones
eficientes1 entre los fotones guiados a través de la fibra y los átomos o iones capturados en la superficie
[9, 22, 23]. Estas dos propiedades son fundamentales en la Electrodinámica Cuántica de Cavidades
(QED), en la que las interacciones entre átomos individuales y fotones permiten el desarrollo de fuentes
monofotónicas [24], memorias cuánticas [25, 26] y otros dispositivos, aśı como el acoplamientos entre
distintos emisores cuánticos.

El acoplamiento de varios sistemas f́ısicos trae consigo fenómenos que no pueden explicarse conside-
rando individualmente las componentes del sistema total, sino que son efectos que surgen al considerar
las interacciones entre todos los subsistemas que la conforman. Ejemplo de ello, al estudiar emisores
cuánticos acoplados entre śı a través de un campo electromagnético común es posible observar dos efec-
tos que no aparecen en sistema con emisores sin interacción: uno son las interacciones dipolo-dipolo
entre los emisores, las cuales pueden explicarse por el intercambio de fotones virtuales, propiciando
el cambio de las fases cuánticas de los emisores. La otra es una emisión colectiva de fotones, donde
se incrementa o se disminuye la tasa de pérdida de las excitaciones atómicas. Esto comparado a las
tasas que se presenta en un emisor individual en interacción solo con los modos infinitos del campo

1En la sección 3.2.1 precisamos que son las “interacciones eficientes”.
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10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

electromagnético en el vaćıo [27].
Ejemplos del último fenómeno pueden observarse a través de un incremento o decremento de las

tasas de decaimiento del sistema en comparación al caso de emisores independientes [28–30]. Para
ilustrar esto, consideremos átomos de dos niveles en el espacio libre. Un átomo inicialmente excitado
decaerá exponencialmente con una tasa de decaimiento Γ. Ahora consideremos varios átomos cuya
separación entre ellos es mucho mayor a λ0. Independientemente de la condición inicial, un átomo
excitado seguirá decayendo con una tasa Γ. Pero si la separación es comparable o menor a λ0, el
decaimiento de N átomos excitados dependerá fuertemente de la condición inicial [4–7]. Por ejemplo:
si inicialmente tenemos una excitación compartida por todos los átomos a través de una superposición,
la tasa de decaimiento puede ser mayor o menor que Γ, dependiendo de las fases con las que esté
descrita la superposición. Cuando los átomos interactuantes emiten fotones más rápido que los átomos
independientes decimos que el sistema es superradiante. Si el decaimiento es más lento entonces decimos
que el sistema es subradiante.

En general, para modificar la tasa de decaimiento es necesario que existan coherencia entre los áto-
mos interactuantes [29]. Ciertamente, estos fenómenos tienen un śımil en el electromagnetismo clásico
pues un conjunto de dipolos oscilantes radian con mayor intensidad cuando presentan coherencias ini-
ciales, o cuando alguna fuerza externa crea coherencia entre los dipolos [31]. De manera similar, en
el caso cuántico podemos observar la superradianza cuando hay coherencias iniciales en el sistema o
se generan externamente, ya sea al exponer al sistema a un haz láser proveyendo aśı a los emisores
de correlaciones. Pero, a diferencia del caso clásico, la superradianza también puede presentarse sin la
introducción de factores externos o previos, debido a la aparición espontánea de coherencias duran-
te la evolución del sistema por las interacciones entre emisores [6]. Tal es el caso de varios emisores
cuánticos acoplados y totalmente excitados al tiempo inicial. Estos formaran coherencias entre ellos
debido al proceso de emisión de fotones, y aparecerán los fenómenos de sub- o super- radianza2. Todos
estos fenómenos deben de considerarse al plantearse el estudio y el desarrollo de sistemas de emisores
cuánticos acoplados.

Para resolver la dinámica de estos sistemas interconectados debemos de considerar los grados de
libertad atómicos cuyo número crece exponencialmente con el número de part́ıculas N . Sumado a
esto tenemos los infinitos modos del campo electromagnético. Es aśı que, un obstáculo para obtener
soluciones anaĺıticas para la dinámica de emisores cuánticos acoplados a través de modos del campo
es el enorme número de grados de libertad. Una forma de simplificar el problema es considerar se-
paraciones interatómicas del orden de, o menores a, λ0. Cuando esto sucede, podemos hacer uso de
las aproximaciones de Born-Markov [33, 34] y obtener una ecuación de movimiento solo para la parte
atómica, lo que nos evita lidiar con los infinitos modos del campo. Cuando es posible usar estás apro-
ximaciones diremos que tenemos una dinámica Markoviana, descripción que ha posibilitado el estudio
de la super- y sub- radianza en la emisión de fotones por parte de átomos [9, 29]. Pero aún bajo estás
aproximaciones debemos de trabajar en un espacio de estados que escala exponencialmente con N , el
número de part́ıculas.

Es posible reducir el espacio de estados accesibles para la parte atómica, cuando la ecuación de
movimiento para los emisores y las condiciones iniciales de nuestro problema son simétricas ante
cualquier permutación de part́ıculas. Cuando lo anterior se satisface, podemos describir la evolución en
un subespacio cuya dimensión es un polinomio de N , en lugar de usar al espacio total, cuya dimensión
es exponencial de N. Ejemplo de esto es la emisión colectiva de N qubits descrito por la ecuación
maestra superradiante3, donde la dinámica toma lugar en un subespacio de dimensión N + 1 en lugar
del espacio total de tamaño 2N [35]. Para casos más generales donde consideramos también procesos de
desfases y/o procesos de emisión independiente de cada qubit, este subespacio de dimensión N + 1 es

2Cabe aclarar que Bonifacio y Lugiato denominaron como superradianza al cambio de las tasas de decaimiento ante
la presencia de coherencias iniciales o externas, mientras que llaman superflourescencia al fenómeno provocado solo
por la creación espontánea de coherencia [32]. Pero a lo largo de este trabajo llamaremos a ambos fenómenos como
superradianza.

3Ecuación (3.37), de la sección 3.1.4.
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insuficiente para describir toda la dinámica, pero es posible considerar otro subespacio cuya dimensión
es igual a (N + 1)(N + 2)(N + 3)/6 [36–38].

Sin embargo, todo lo anterior tiene que ser revisado cuando los emisores cuánticos acoplados a gúıas
de onda tienen separaciones mayores a λ0. Debido a que la velocidad vg de propagación de los modos del
campo dentro de una gúıa de onda es finita, siempre habrá un retardo entre el tiempo en que un fotón
sea emitido por un átomo e interactué con otro. Conforme la distancia entre átomos crezca, en principio
podŕıamos observar como el fotón pasa al ambiente que rodea a los átomos y luego es reabsorbido por
el sistema atómico para excitar a otra part́ıcula. Esta retroalimentación nos inhabilita a considerar la
aproximación de Born, y aśı el sistema entra en una dinámica llamada no-Markoviana [39–44]. Por
tanto debemos de incorporar también a nuestra descripción los grados de libertad de los modos del
campo electromagnético [45]. Está dinámica introduce nuevos efectos colectivos no presentes en la
dinámica Markoviana. Ejemplo de ellos son tasas de decaimiento colectivos que exceden a las tasas
que podemos encontrar con el caso Markoviano o la formación de estados estacionarios de excitaciones
atómicas y fotónicas [45–50].

Finalmente, es importante señalar algunas ventajas que nos brindan las nanofibras, y en general
las gúıas de onda, en el estudio y desarrollo de las tecnoloǵıas cuánticas. La primera es su relativa
facilidad de producción, ya que en el proceso de deformación del que se obtienen, no se crean daños
significativos en la estructura ni en los altos ı́ndices de transmisión de los que se parte [51,52]. Segundo,
en el contexto del desarrollo de sistemas cuánticos h́ıbridos, los fotones ópticos y las fibras ópticas
proporcionan una excelente plataforma para acoplar y transmitir información cuántica con una gran
transmisión [13,53,54], incluso a distancias kilométricas. Y tercero, es que los sistemas acoplados a gúıas
de onda abren nuevos paradigmas f́ısicos, como la Óptica Cuántica Quiral, en donde los acoplamientos
de los átomos y las emisiones de fotones dependen de la dirección de propagación y polarización de los
modos [55–57].

Estructura de la tesis
Este trabajo está dividido en cuatro caṕıtulos. En el caṕıtulo 2 se da una breve introducción al

formalismo de la Mecánica Cuántica. Principalmente introducimos los conceptos de vector y operador
de estado, y las ecuaciones de movimiento usando uno u otro objeto. Asociados a estos conceptos
definimos el espacio de vectores H y el espacio de operadores L, y describimos las ventajas que pode-
mos obtener al trabajar en uno u otro espacio. De vital importancia es la noción de sistema cuántico
compuesto, lo que nos ayuda a introducir los conceptos de: sistemas de muchas part́ıculas, sistemas
cuánticos abiertos, los subespacios simétricos y las ecuaciones de movimiento en el esquema de inter-
acción, todos ellos muy utilizados a lo largo de este trabajo. Finalmente, al tener un proyecto donde
se estudia la interacción entre emisores, un concepto clave que se expondrá es el enredamiento entre
subsistemas cuánticos que surge por la interacción de componentes dentro de un sistema compuesto.
Introduciremos también las funciones que usamos en este proyecto para cuantificar el enredamiento
entre nuestros sistemas f́ısicos de estudio.

El caṕıtulo 3 empieza resumiendo la teoŕıa de la electrodinámica cuántica, esencialmente descri-
biendo la cuantización de un campo electromagnético en el vaćıo. Después mostramos como se modela
la interacción entre átomos y campo cuantizado a través de la interacción dipolar. Dada la interacción,
describimos como usando las aproximaciones de Born-Markov, podemos obtener una ecuación de movi-
miento solo para el operador de estado reducido atómico. Con esta ecuación, introducimos el concepto
de los fenómenos colectivos en el proceso de emisión de varios átomos, especialmente la sub- y super-
radianza. Luego, aterrizamos expĺıcitamente todos estos conceptos para el campo electromagnético que
se encuentra alrededor de una fibra óptica ciĺındrica con corte transversal circular. Esto nos permite
clasificar los modos que utilizaremos en este trabajo: los modos guiados y radiados, y hablamos de
la interacción de estos modos del campo cuantizado con los átomos en un arreglo unidimensional.
Finalmente, usando los parámetros del sistema f́ısico átomos-nanofibras describimos cuando es posible



12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

usar las aproximaciones de Born-Markov (dinámica Markoviana) o no (dinámica no-Markoviana) para
resolver la evolución del sistema.

El caṕıtulo 4 contiene la primer serie de contribuciones originales de este proyecto. En ella trabaja-
mos en el régimen Markoviano, que puede considerarse cuando la distancia entre átomos es del orden
de λ0, la longitud de onda de la transición atómica. En este caso ya existe una ecuación maestra en la
forma de Lindblad que describe la evolución del operador de estado atómico cercano a una nanofibra [8].
Aśı, describimos un método para resolver la dinámica Markoviana de manera anaĺıtica, considerando
un número general N de átomos acomodados en un arreglo simétrico unidimensional, pero limitando
el número de excitaciones iniciales M que puede haber en el sistema atómico. Todo esto considerando
que la ecuación de movimiento es invariante ante el intercambio de cualquiera dos part́ıculas, lo que
nos permite trabajar en un subespacio de estados simétricos. Es para estos subespacios vectoriales que
calculamos una base usando los eigenvectores de la ecuación. Encontrado todo lo anterior, aplicamos
el método al caso de la interacción entre los átomos y los modos guiados y radiados de la gúıa de
onda para estudiar cómo se modifica el proceso de emisión de fotones. Estudiamos las modificaciones
calculando la población de excitaciones atómicas en el sistema y las funciones de correlación del campo.
Parte de los resultados arriba descritos han sido publicados en Journal of Physics A: Mathematical and
Theoretical bajo el t́ıtulo “The atomic damping basis and the collective decay of interacting two-level
atoms” [58] .

En el caṕıtulo 5 estudiamos la evolución del sistema átomos-gúıas de onda considerando separa-
ciones mucho mayores a λ0. Esto implica que no podamos seguir considerar la aproximación de Born
para la dinámica, por lo que tomamos los grados de libertad atómicos y fotónicos del sistema. Como
lidiamos con infinitos y continuos modos del campo nos restringimos a estudiar el caso de N = 2
átomos. Principalmente nos enfocamos en el caso de un estado inicial de átomos totalmente excitados.
De esta forma, en el caṕıtulo presentamos el Hamiltoniano del sistema y el sistema de ecuaciones
diferenciales con retardo que se obtienen de la ecuación de Schrödinger. Luego presentamos la solu-
ción al sistema de ecuaciones a través del uso de la transformada de Laplace. Dadas las soluciones,
describimos el proceso de emisión espontánea considerando la probabilidad de tener una excitación aśı
como definiendo tasas de decaimiento efectivas. Esto nos permite discutir las condiciones del sistema
que propician la generación espontánea de un estado estacionario de átomos-modos del campo que
no emite fotones. Tal estado se crea debido al relajamiento del sistema atómico durante el proceso
de emisión de fotones, hasta llegar a un régimen de enredamiento entre el campo y los átomos que
no decae, proceso que bautizamos como subflourescencia inducida por retardo. Adicional a lo anterior,
demostramos que la consideración del retardo permite obtener tasas de decaimiento instantáneo que
rebasan las tasas superradiantes de la dinámica Markoviana, efecto llamado superduperradianza. Parte
de estos resultados conforman otro art́ıculo titulado “Delay-induced spontaneous dark state generation
from two distant excited atoms” [59].



Caṕıtulo 2

Conceptos de Mecánica Cuántica

2.1. Formalismo en el espacio de Hilbert
En el formalismo de la Mecánica Cuántica toda la información de un sistema f́ısico está dado por

un vector de estado o ket |ψ⟩, perteneciente a un espacio de Hilbert que denotaremos como H. Otra
caracteŕıstica del espacio H es que está dotado de un producto interno. Este producto nos permite
asociar al espacio original, un espacio dual que identificaremos como H∗. A los elementos de este espacio
dual llamados vectores duales o bras, los representaremos como ⟨ψ|. Existe una correspondencia uno-
a-uno entre los elementos de ambos espacios |ψ⟩ ↔ ⟨ψ|. Con estos elementos, el traslape entre dos
vectores |α⟩, |β⟩ ∈ H, que es igual al producto interno, lo representaremos como ⟨α|β⟩, el cual es un
número complejo. Diremos que los vectores |α⟩, |β⟩ son ortogonales entre śı cuando ⟨α|β⟩ = 0. En
general el producto interno para un vector consigo mismo es real y mayor o igual que cero, por tanto
diremos que un vector es unitario cuando ⟨α|α⟩ = 1.

El espacio de Hilbert H, al ser un espacio vectorial admite conjuntos de vectores {|i⟩} (llamados
base de vectores o base de estados) que podemos elegir que sean unitarios y ortogonales entre śı1, de
forma que ⟨i|j⟩ = δi,j . Estos conjuntos permiten representar a cualquier vector perteneciente al espacio
como una combinación lineal de elementos del conjunto. Especialmente, podemos representar un vector
estado |ψ⟩ ∈ H como

|ψ⟩ =
∑
i

ci|i⟩ . (2.1)

Este hecho es llamado Principio de Superposición y es uno de los conceptos fundamentales en la teoŕıa
cuántica, ya que establece como un sistema cuántico puede existir en múltiples estados simultáneamente
y describe como pueden combinarse estos estados. En nuestro formalismo los coeficientes complejos ci,
llamados amplitudes de probabilidad, nos dan la probabilidad |ci|2 de que el sistema se encuentre en el
estado |i⟩. Mediante el producto interno podemos encontrar estos coeficientes de la forma ci = ⟨i|ψ⟩.
Finalmente, para los estados cuánticos solo necesitamos especificar la dirección del vector |ψ⟩, por
tanto tomaremos vectores normalizados lo que implica que

⟨ψ|ψ⟩ = 1 =⇒
∑
i

|ci|2 = 1.

Toda información que podemos extraer de un sistema f́ısico la llamaremos observable y está repre-
sentada por un operador lineal hermı́tico, también llamado operador lineal autoadjunto, Â que actúa
sobre los elementos de H. Un operador lineal actúa a la izquierda de un ket Â|α⟩ dando como resultado

1Además de que forman un conjunto completo, lo cual se definirá más adelante.

13
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otro ket, y a la derecha de un bra ⟨α|Â dando otro bra. En general no podemos hacer la corresponden-
cia dual entre ambos elementos, por lo que introducimos el concepto de operador adjunto o conjugado
hermı́tico de Â, denotado como Â†, cuando es posible hacer la correspondencia Â|α⟩ ↔ ⟨α|Â† para
cualquier vector en |α⟩ ∈ H. Diremos que un operador es autoadjunto o hermı́tico cuando Â = Â†.
Dado el operador hermı́tico Â, podemos encontrar una base del espacio H considerando todos los
vectores que satisfacen la siguiente relación (llamada ecuación de eigenvalores)

Â|ai⟩ = ai|ai⟩ . (2.2)

Los coeficientes ai los llamaremos eigenvalores, que en general serán números complejos pero que, en el
caso de que Â sea autoadjunto, serán contantes reales. Los vectores |ai⟩ los nombraremos eigenvectores,
y el conjunto de todos ellos forma una base ortonormal para el espacio H. Finalmente, usando las bases
{|i⟩} de H y el asociado {⟨i|} de H∗, podemos formar operadores de la forma |i⟩⟨j| ∈ H ⊗ H∗. Estos
objetos son operadores que actúan sobre los elementos de H y los nombramos productos externos.
Podemos usar estos elementos para formar una base del espacio vectorial de los operadores que actúan
sobre H2. Aśı, cualquier operador Â puede representarse de la forma3

Â =
∑
i,j

⟨i|Â|j⟩|i⟩⟨j| , (2.3)

donde los coeficientes ⟨i|Â|j⟩ forman la representación matricial de Â4.
Accedemos al valor que toma un estado |ψ⟩ bajo una observable Â a través de una medición. Para

ello describimos al estado mediante la base de eigenvectores {|ai⟩} de Â como

|ψ⟩ =
∑
i

pi|ai⟩ . (2.5)

Los eigenvalores ai son los posibles resultados que podemos obtener al realizar una medición. Tales
resultados tiene una probabilidad |pi|2 de ocurrir. Cuando realizamos una sola medición y obtenemos
como resultado an para alguna n, entonces forzamos al sistema a proyectarse al eigenvector correspon-
diente

|ψ⟩ −→ |an⟩ , (2.6)

proceso conocido como colapso de onda. Como ya mencionamos, este resultado no está determinado
sino que tiene una probabilidad pn de ocurrir. Si tuviéramos varias copias del mismo estado cuántico
|ψ⟩ y realizamos la misma medición cada una será diferente, pero podemos obtener un promedio de
los resultados. Este promedio lo llamaremos valor de expectación de la observable Â y es igual a

⟨A⟩ = ⟨ψ|Â|ψ⟩ =
∑
i

|pi|2ai . (2.7)

2Espacio vectorial llamado espacio de Liouville que trataremos en la siguiente sección.
3Cabe hacer notar que, a lo largo de este trabajo denotaremos una doble suma como∑

i,j

=
∑

i

∑
j

.

Usaremos notaciones similares para abreviar la representación de múltiples sumas.
4Una propiedad espećıfica de una base de vectores es que el operador identidad debe de representarse de la forma

I =
∑

i

|i⟩⟨i| (2.4)

propiedad llamada relación de completez
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Finalmente es necesario puntualizar que debido al colapso de onda, si realizamos dos mediciones Â y
B̂ consecutivas, la medición de una observable influenciará a la subsiguiente. Podemos cuantificar la
“influencia” de medir una y luego la otra a través de la relación de conmutación de los operadores[

Â, B̂
]

= ÂB̂ − B̂Â . (2.8)

Cuando el conmutador es cero, entonces no importará el orden en que medimos las observables.
Hasta aqúı, pareciera que hemos tratado al estado cuántico |ψ⟩ como una entidad estática, pero

esto no es aśı pues el sistema f́ısico vaŕıa a través del tiempo. Esto implica que el estado sea un vector
que vaŕıa temporalmente, |ψ(t)⟩. En nuestro formalismo cuántico se postula que la dinámica del vector
de estado está dado por la ecuación de Schrödinger igual a

d

dt
|ψ(t)⟩ = − i

ℏ
Ĥ(t)|ψ(t)⟩, (2.9)

donde Ĥ(t) es una observable del sistema y es llamado operador Hamiltoniano. Cuando tal operador
no tiene una dependencia expĺıcita en el tiempo, la solución de la ecuación de Schrödinger es igual a

|ψ(t)⟩ = Û(t, t0)|ψ(t0)⟩, Û(t, t0) = e− i(t−t0)
ℏ Ĥ . (2.10)

siendo Û(t, t0) el operador de evolución, el cual es un operador unitario. Diremos que un operador
Â es unitario si ÂÂ† = Â†Â = I, siendo I el operador identidad. Ya que Ĥ es una observable, de
manera particular podemos expandir al espacio de Hilbert H con los eigenvectores del Hamiltoniano.
Denotaremos a este conjunto como {|Ei⟩}, el cual tiene como eigenvalores los coeficientes Ei. Esta
base nos permite escribir la solución de la ecuación de Schrödinger como

|ψ(t)⟩ = e− i(t−t0)
ℏ Ĥ

∑
n

cn|En⟩ =
∑
n

cne
− iEn

ℏ (t−t0)|En⟩ , (2.11)

donde cn = ⟨En|ψ(t0)⟩.
Este formalismo, en donde consideramos que las observables son constantes en el tiempo mientras

que los vectores de estado son dependientes es llamado esquema de Schrödinger (S). Esta formulación
no es la única en nuestro formalismo cuántico. Podemos considerar el caso contrario, donde asumiremos
que las observables son los que evolucionan a través del tiempo mientras que el vector de estado es
constante. Bajo este esquema llamado de Heisenberg (H), la ecuación de movimiento la satisfacen los
operadores y es igual a

d

dt
ÂH(t) = i

ℏ

[
Ĥ, ÂH(t)

]
+
(
∂

∂t
ÂS

)
H

, (2.12)

relación conocida como ecuación de Heisenberg. Ambas formulaciones son equivalentes, y podemos
trasformar las soluciones de una forma a otra como

|ψ(t)⟩S = Û(t, t0)|ψ⟩H , ÂH(t) = Û†(t, t0)ÂSÛ(t, t0) .

Cabe recalcar que los valores de expectación no dependen del esquema estemos usando para describir
la evolución.

2.2. Formalismo en el espacio de Liouville
Los operadores lineales que actúan sobre los elementos del espacio H también forman un espacio de

Hilbert (en el sentido matemático). A tal espacio lo llamaremos espacio de Liouville y será denotado
por L. De manera precisa, la definición de este espacio es la siguiente (definición tomada ı́ntegramente
de [60])
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Definición 2.2.1. Un espacio de Liouville L es un conjunto de operadores lineales, los cuales satisfacen
las siguientes propiedades

1 L es un espacio vectorial.

2 Si Â, B̂ ∈ L, el producto escalar entre estos elementos está definido como ⟨Â, B̂⟩ = tr
(
Â†B̂

)
.

3 L es un espacio normado y completo, cuya norma para Â ∈ L es ∥Â∥ =
√

⟨Â, Â⟩.

Matemáticamente los espacios H y L comparten caracteŕısticas similares, esto nos motivan a adop-
tar una notación similar a lo introducido en la sección anterior, y que usaremos en partes del trabajo
que aqúı se presenta. Aśı, denotaremos que Â ∈ L a través de un ket redondeado |A), elemento que
llamaremos superket. También, a semejanza de H, nuestro espacio L tiene asociado a él un espacio dual
que denotamos por L∗. Siguiendo la lógica de nuestra notación, un elemento perteneciente al espacio
dual será representado como (B|, elemento que llamaremos superbra. Esto nos ayuda a representar el
producto interno entre dos operados |A) , |B) ∈ L como (B|A) = tr

(
B̂†Â

)
.

Siendo L un espacio vectorial, admite también un conjunto de operadores que sean ortonormales
entre śı y que satisfagan una relación de completez, de forma que el conjunto forme una base de
operadores para el espacio. Un conjunto de tales operadores ya ha sido introducido en la sección
anterior y es el conjunto de los productos externos {|i, j) = |i⟩⟨j|} que podemos formar dado una
base vectorial {|i⟩} del espacio de Hilbert H. La identificación de esta base nos permite decir que
el espacio de Liouville L es equivalente al producto tensorial del espacio de Hilbert H con su dual
(igual a H ⊗ H∗). Por tanto, la dimensión del espacio L es el cuadrado de la dimensión del espacio H,
dim(L) = dim(H)2.

Finalmente, en el espacio de Liouville podemos considerar mapeos lineales que operen sobre un
elemento del espacio y dar como resultado otro. Estos mapeos serán denotados como T̆ : L → L y los
llamaremos superoperadores. Cabe mencionar, que los mismos mapeos que actúan sobre H también
pueden operar sobre los elementos de L, ya que el producto de operadores lineales nos da otro operador
lineal. Además, dada una base de operadores {|α)} de L es posible dar una representación matricial
para T̆ , el cual será igual a

T̆ =
∑
α,β

Tα,β |α) (β| ,

donde los elementos Tα,β := (α| T̆ |β) son llamados elementos de supermatriz.

2.2.1. El operador de densidad
El uso del espacio de Liouville en el formalismo de la Mecánica Cuántica está ligado a una des-

cripción más general que podemos obtener haciendo uso del operador de estado ρ̂, llamado también
operador de densidad, comparado a la descripción de un sistema cuántico mediante los vectores de
estado |ψ⟩. En la sección anterior, la descripción probabiĺıstica que dábamos en nuestro formalismo
era inherente al mundo f́ısico. De manera que las incertidumbres asociadas a la descripción no pueden
eliminarse aunque tengamos una completa información sobre el sistema, es decir, las incertidumbres
de la sección anterior no lo son en el sentido clásico. Pero hay situaciones en las que tenemos que
lidiar también con las incertidumbres clásicas. Por ejemplo, debido a nuestra ignorancia no tenemos la
seguridad del estado |ψ⟩ en que se encuentra nuestro sistema, pero sabemos que se encuentra dentro de
un conjunto de posibles estados |ψi⟩ (no necesariamente ortogonales entre si), con una distribución de
probabilidad clásica Pi. Tal estado es conocido como estado mixto {Pi, |ψi⟩}, el cual queremos describir
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con un operador ρ̂ que nos describa la probabilidad clásica de tener un estado |ψi⟩. No es dif́ıcil de ver
que tal operador tiene que ser de la forma

ρ̂ =
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi| , (2.13)

objeto conocido como operador de estado.
Como ya mencionamos, introducimos al operador de estado como una generalización al vector de

estado. Por tanto, es posible describir todo el formalismo en el espacio de vectores H al espacio de
operadores L. De esta forma, dado un estado |ψ⟩ ∈ H (sin incertidumbres clásicas) tenemos que el
operador de estado asociado es simplemente el proyector del vector,

ρ̂ = |ψ⟩⟨ψ| . (2.14)

En este caso decimos que el estado es un estado puro, mientras aquellos estados que pueden expresarse
como (2.13) los etiquetaremos como estados mixtos. Aśı, en general el operador de estado representa
un sistema f́ısico que tiene dentro de si un carácter estad́ıstico clásico, lo que nos hace pedir que estos
operadores satisfagan ciertas propiedades matemáticas, como son

1. ρ̂ es un operador hermı́tico, lo que implica que ρ̂ = ρ̂†.

2. Ya que consideramos que los estados cuánticos están normalizados pediremos que tr(ρ̂) = 1.

3. Para todo |ϕ⟩ ∈ H se satisface que ⟨ϕ|ρ̂|ϕ⟩ ≥ 0. Esto nos permite decir que ρ̂ es operador definido
no-negativo.

4. Finalmente se satisface que tr(ρ̂2) ≤ 1. La igualdad se da si y sólo si el operador representa un
estado puro.

El formalismo cuántico descrito para un vector de estado puede extenderse al operador de estado.
Por ejemplo, el valor de expectación de una observable Â está dado por

⟨Â⟩ = tr(ρ̂Â). (2.15)

De vital importancia es conocer la expresión de la evolución temporal para los operadores de densidad.
Si el fenómeno f́ısico está descrito por un Hamiltoniano Ĥ(t), la dinámica del operador de densidad
puede derivarse a partir de la ecuación de Schrödinger, lo cual nos permite llegar a la ecuación de
Liouville-Von Neumann, igual a

d

dt
ρ̂(t) = − i

ℏ

[
Ĥ(t), ρ̂(t)

]
. (2.16)

Si no tenemos una dependencia temporal expĺıcita en el Hamiltoniano, entonces la evolución es una
transformación unitaria de la forma

ρ̂(t) = Û(t, t0)ρ̂(t0)Û†(t, t0) ,

a semejanza de la expresión (2.10). No hay que confundir la ecuación (2.16) con la expresión (2.12).
De hecho, resolver la ecuación de Liouville-Von Neumman equivale a resolver la dinámica del sistema
f́ısico en el esquema de Schrödinger (S). Bajo el esquema de Heisenberg (H) tratamos al operador
de estado como una constante en el tiempo, y mientras que todos los operadores de observables des
sistema obedecerán la ecuación de Heisenberg (2.12).
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2.2.2. La base de decaimiento
El espacio de Liouville no solo nos permite considerar sistemas f́ısicos que contengan incertidumbres

clásicas además de las inherentes incertidumbres cuánticas. También nos permite considerar una mayor
variedad de evoluciones f́ısicas que no pueden ser descritos por un Hamiltoniano, el cual hemos descrito
como un operador hermitiano. Aśı, hay casos en los que se hace necesario considerar que el mapeo
que nos da la evolución es no-hermitiano. Ejemplo de estos casos puede ser la no conservación de la
distribuciones de probabilidad dentro de nuestro sistema f́ısico, debido a la presencia de un flujo de
enerǵıa, part́ıculas, etc. de nuestro espacio H a otro espacio de estados del que no tenemos acceso o
del cual no poseemos información alguna.

Por tanto, dentro de nuestro espacio L podemos explorar soluciones a sistemas de ecuaciones de la
forma

d

dt
|ρ(t)) = Λ̆(t) |ρ(t)) (2.17)

siendo Λ̆ un superoperador el cuál puede ser hermitiano o no. Si consideramos que tal superoperador
no tiene una dependencia expĺıcita con el tiempo, entonces la solución a la ecuación anterior es

|ρ(t)) = e(t−t0)Λ̆ |ρ(t0)) . (2.18)

Notemos que la solución anterior es similar a nuestra expresión (2.10). Por tanto, cuando el superope-
rador Λ̆ es hermitiano, podemos asegurar que el conjunto de eigenvectores de Λ̆ forma una base de
operadores de nuestro espacio L. Esto nos permite resolver la evolución de (2.18) a semejanza de la
ecuación (2.11). Un ejemplo de esto es el superoperador5

Λ̆ |ρ) = − i

ℏ

(
Ĥ |ρ) − |ρ) Ĥ

)
. (2.19)

Si usamos la base de eigenvectores {|Ei, Ej)} siendo |Ei⟩ los eigenvectores del Hamiltoniano, podremos
derivar que la solución a la ecuación (2.17) es igual a [61]

|ρ(t)) =
∑
n

(En, En|ρ(t0)) |En, En) +
∑
m ̸=n

e− i
ℏ [Em−En](t−t0)(Em, En|ρ(t0)) |Em, En) . (2.20)

Pero en general, al asegurarnos que nuestro mapeo Λ̆ sea hermitiano, no podremos garantizar que
el conjunto de eigenvectores del superoperador formen una base del espacio L, y es aqúı que entra el
método conocido como solución mediante la base de decaimiento [62]. Este método consiste en calcular
los eigenvectores derechos de Λ̆, que satisfacen

Λ̆ |α) = λα |α) ,

siendo λα un número complejo. Cuando Λ̆ es un mapeo no-hermitiano, no hay garant́ıa de que el con-
junto de eigenvectores forme una base del espacio. Por tanto, tenemos que demostrar que la dimensión
del conjunto de eigenvectores derechos es igual a la dim(L), solo aśı habremos encontrado una base, la
cual llamaremos base de decaimiento.

Pero además, hay otro inconveniente a superar antes de dar por completado el método. Y es que,
cuando Λ̆ es no-hermitiano, los elementos duales de los eigenvectores derechos no necesariamente son
los operadores |α)†. Sin embargo, estos operadores duales pueden ser encontrados también con una
ecuación de eigenvectores. Para ello consideraremos la acción del superoperador del lado derecho y
plantearemos una ecuación de eigenvalores de la forma

(α′| Λ̆ = λα′ (α′| .
5El cuál no es propiamente un superoperador hermitiano, sino anti-hermitiano pues satisface que Λ̆† = −Λ̆. Aún aśı

sus eigenvectores forman automáticamente una base de operadores para el espacio.
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A este conjunto de operadores los denominaremos eigenvectores izquierdos de Λ̆. De está forma podemos
asegurar que (α′| ∈ L∗ y además se satisface la relación de dualidad

(α′|α) = δα′, α .

Una vez que hayamos encontrado los eigenvectores derechos |α) e izquierdos (α|, y hayamos demostrado
que efectivamente forman una base del espacio podemos expandir la solución (2.18) en esta base como

|ρ(t)) =
∑
α

eλα(t−t0)cα |α) ,

donde los coeficientes de la combinación lineal están dados por cα = (α|ρ(t0)).

2.3. Sistemas compuestos
Para nuestros propósitos un sistema compuesto es aquél que está conformado por dos o más sub-

sistemas, donde en cada una de las partes podemos identificar su propio espacio de estados cuánticos.
A lo largo de este trabajo vamos a trabajar con dos formas de sistemas compuesto. La primera es
un sistema formado de varias part́ıculas idénticas, por ejemplo, un sistema atómico formado por N
átomos de la misma especie. En el formalismo clásico aunque tengamos part́ıculas idénticas podemos
diferenciar a cada subsistema. En contraparte, en el formalismo cuántico se postula que las part́ıculas
idénticas serán fundamentalmente indistinguibles. Matemáticamente este hecho repercute en como el
número de grados de libertad crece conforme el número de part́ıculas N en el sistema compuesto. Aśı,
en el formalismo clásico si el estado de un subsistema se espećıfica por n variables, entonces para un
sistema de N part́ıculas se necesita dar n · N parámetros para conocer el estado del sistema total.
Por otra lado, suponiendo que un subsistema cuántico tiene un espacio estados de dimensión n (que
denotaremos por Hn) entonces el espacio de estados total (igual a H⊗N

n ) tendrá dimensión nN .
El segundo tipo de sistema compuesto que vamos a considerar es aquél sistema que podemos

separar en dos subsistemas. Una de ellas es un subsistema de interés que denotaremos como S, del cuál
podemos medir todas sus observables, como por ejemplo un sistema atómico. Este subsistema S está
en interacción con otro subsistema A del cual podemos medir sus observables o no, pues los grados
de libertad de este subsistema puede ser enorme, o podemos no tenemos acceso a ellas. Ejemplo de
esto son todos los modos de un campo electromagnético6. Una herramienta útil cuando lidiamos con
este caso es el formalismo del operador de estado. Un estado de este sistema total lo describimos con
el operador ρ̂SA, el cual pertenece al espacio de Liouville LS ⊗ LA. En caso de que solo quisiéramos
medir la observable ÔS de nuestro sistema de interés S, entonces debemos de calcular el operador de
densidad reducido. Este operador se calcula tomando la traza parcial de ρ̂SA respecto al subsistema A.
Si para HA tenemos la base {|Ai⟩}, entonces el operador de estado reducido en el subsistema S es

ρ̂S = trA (ρ̂SA) =
∑
i

⟨Ai|ρ̂SA|Ai⟩ , (2.21)

operador que pertenece solo a LS . Aśı, el valor de expectación de nuestra observable ÔS es calculado
con nuestro operador reducido

⟨ÔS⟩ = trS

(
ρ̂SÔS

)
. (2.22)

6Que describiremos con mayor detalle en el siguiente caṕıtulo.
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2.3.1. Subespacio simétrico
Para un sistema de part́ıculas idénticas, el hecho de que el espacio del sistema total crezca exponen-

cialmente con el número de part́ıculas N , llega a ser un obstáculo para obtener soluciones anaĺıticas a
la dinámica conforme el número de part́ıculas crece, debido al crecimiento de los grados de libertad.
Pero, existen situaciones que nos permiten reducir el número de estados accesibles en la evolución, lo
que nos lleva a considerar un subconjunto del espacio total para describir la dinámica. Ejemplo de ello
es el subespacio simétrico.

Para definir tal subespacio, consideremos primero la base del espacio de Hilbert H⊗N
n . Si {|ϕα⟩} es

la base de Hn, entonces para el sistema compuesto total de N subsistemas podemos proponer como
base al conjunto {|ϕα1 , . . . , ϕαN

⟩}. Para los elementos de esta base podemos definir el operador de
intercambio entre dos part́ıculas i, j, tal que

P̂ij |ϕα1 , . . . , ϕαi , . . . , ϕαj , . . . , ϕαN
⟩ = |ϕα1 , . . . , ϕαj , . . . , ϕαi , . . . , ϕαN

⟩. (2.23)

Usando este operador podemos precisar cuando tenemos subsistemas “idénticos”. Esto sucede si cual-
quier observable Â del sistema conmuta con P̂ij para i, j arbitrarias. Además, haciendo uso de los ope-
radores de intercambio es posible identificar dos tipos de estados. Definiremos como estados simétricos
aquellos que satisfacen P̂ij |Ψ⟩ = |Ψ⟩, para cualquier i, j. Por otro lado están los estados antisimétri-
cos, aquellos que cumplan P̂ij |Ψ⟩ = −|Ψ⟩. La importancia de estos dos tipos de estados radica en el
Postulado de simetrización, que nos dice que cualquier estado cuántico puro de un sistema compuesto
por part́ıculas idénticas es un estado simétrico o antisimétrico. Y en base a ello, podemos formar dos
subespacios del espacio total: el subespacio simétrico y el antisimétrico.

Una de las razones para considerar al subespacio simétrico, el cual denotaremos como S(H⊗N
n ), es

que si estudiamos subsistemas f́ısicos de n niveles, el estado base total del sistema (|01, . . . , 0N ⟩) y el
estado de máxima excitación (|(n − 1)1, . . . , (n − 1)N ⟩) pertenecen al subespacio simétrico. Debido a
que todas las observables del sistema conmutan con los operadores P̂ij , de manera especial lo harán
el Hamiltoniano Ĥ y consecuentemente el operador de evolución Û(t, t0). Por tanto, si tomamos como
estado inicial uno simétrico, |ψ(t0)⟩, se cumple que

P̂ijÛ(t, t0)|ψ(t0)⟩ = Û(t, t0)P̂ij |ψ(t0)⟩ = Û(t, t0)|ψ(t0)⟩ , (2.24)

es decir, el estado después de la evolución también será simétrico. Haciendo uso de este hecho, podemos
considerar para la dinámica un espacio de estados más pequeño que el espacio total. Prueba de que el
subespacio tiene una dimensión más pequeña que el espacio total, es que dada la base {|ϕα1 , . . . , ϕαN

⟩},
para el espacio total podemos tomar una base de vectores simétricos, que tiene la forma

|ΨS
α1,...,αN

⟩ = 1
N !
∑
i,j

P̂ij |ϕα1 , . . . , ϕαN
⟩, (2.25)

donde la doble suma sobre i, j indica el tomar en cuenta todas las permutaciones de dos part́ıculas
posibles. Cabe mencionar, que tal estado construido sólo estará normalizado si los vectores |ϕαi

⟩ tienen
distintos números cuánticos αi.

Uno de los ejemplos populares sobre el uso del subespacio simétrico para la resolución de problemas,
es el de los estados de Dicke. Consideremos un subsistema de dos niveles que tiene como espacio de
estado H2. Una base para el espacio es {|0⟩, |1⟩}, que representan al estado base y excitado respec-
tivamente. Cualquier observable de este espacio puede representarse con los productos externos de la
base, pero es usual usar los operadores [63]

σ̂0 = I2 = |1⟩⟨1| + |0⟩⟨0|, σ̂+ = |1⟩⟨0|, σ̂− = |0⟩⟨1|, σ̂3 = |1⟩⟨1| − |0⟩⟨0|, (2.26)

llamados operadores atómicos. Si queremos resolver la dinámica de un sistema de N part́ıculas, el
sistema total evolucionará en el espacio H⊗N

2 , el cual tiene dimensión 2N . Pero si el Hamiltoniano que
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describe la evolución del sistema es simétrico (es decir, conmuta con los operadores P̂ij), podemos usar
el subespacio simétrico7 el cual tiene como base los vectores

|N, k⟩ =
√
k!(N − k)!

N !
∑
i,j

P̂ij

(
|1⟩⊗k ⊗ |0⟩⊗(N−k)

)
, (2.27)

donde hacemos la suma sobre todas las conmutaciones posibles sobre el estado |1 . . . 10 . . . 0⟩ de k
átomos en el estado excitado y N − k en el estado base. Aśı, el subespacio simétrico S(H⊗N

2 ), tiene
dimensión N + 1 el cual crece linealmente con el número de part́ıculas. Finalmente, al trabajar en el
subespacio S(H⊗N

2 ) es útil describir las observables en términos de los operadores colectivos atómicos
definidos como

Ĵ± =
∑
r

σ̂
(r)
± , Ĵ3 = 1

2
∑
r

σ̂
(r)
3 , (2.28)

los cuales operan sobres los estado de Dicke de la forma

Ĵ+|N, k⟩ =
√

(k + 1)(N − k)|N, k + 1⟩,
Ĵ−|N, k⟩ =

√
k(N − k + 1)|N, k − 1⟩,

Ĵ3|N, k⟩ =
(
k − N

2

)
|N, k⟩ .

El tratamiento anterior puede extenderse al espacio de Liouville. Recordemos que si el espacio
de vectores Hn tiene dimensión n, el espacio de Liouville asociado Ln2 tendrá dimensión n2. Aśı,
si consideramos un sistema compuesto por N estados mixtos, el operador de estado pertenecerá al
espacio L⊗N

n2 de dimensión n2N . Este crecimiento exponencial del número de grados de libertad puede
ser reducido si consideramos la simetŕıa de intercambio de etiqueta de part́ıculas. Para esto, nuevamente
pediremos que toda observable Â del sistema conmute con los operadores de permutación P̂ij . Pero
como requerimiento adicional, al considerar una evolución descrita por la ecuación (2.17), solicitamos
que el superoperador de evolución Λ̆ conmute con el superoperador de intercambio entre dos part́ıculas
i, j que denotaremos por P̆ij . Si esto ocurre, podemos considerar el subespacio simétrico del espacio
de Liouville que denotaremos como S(L⊗N

n2 ), el cual está formado por todos los operadores invariantes
ante cualquier P̆ij .

Un ejemplo del uso del subespacio simétrico S(L⊗N
n2 ) se da en el estudio de sistemas compuestos por

qubits. Para un qubit tenemos el espacio L4, el cual tiene como base el conjunto {|00) , |01) , |10) , |11)}.
Para el espacio deN qubits, se ha demostrado que S(L⊗N

4 ) tiene dimensión (N+1)(N+2)(N+3)/6 [36].
Aśı, si tenemos una evolución dada por un superoperador Λ̆ que sea simétrico ante cualquier permu-
tación de part́ıculas, entonces el operador de estado del sistema compuesto mantiene una evolución
cerrada dentro del subespacio simétrico.

Para trabajar sobre el subespacio S
(
L⊗N

4
)

se ha introducido la base de operadores simétricos, cuyos
elementos son [64,65]

Q̂
n00 n01
n10 n11 = n00!n01!n10!n11!

N !
∑
i,j

P̆ij

(
|00)⊗n00 |01)⊗n01 ⊗ |10)⊗n10 |11)⊗n11

)
, (2.29)

En los productos tensoriales se han introducido los exponentes nnm = 0, 1, 2, · · · , N los cuales satisfa-
cen la constricción N = n00 + n01 + n10 + n11. Como ejemplo del uso de la base de estados simétricos,
el estado simétrico mixto que describe a un estado en donde tenemos dos átomos en el estado base y

7También recibe los nombres de subespacio de Dicke o subespacio superradiante para este caso [37].
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uno en el estado excitado pero no sabemos cuál y cada átomo tiene la misma probabilidad de ser el
excitado, es

Q̂
2 0
0 1 = 1

3

(
|00) |00) |11) + |00) |11) |00) + |11) |00) |00)

)
.

Los elementos de la base de operadores simétricos son ortogonales entre śı, y satisfacen

Tr

(
Q̂†

n′
00 n

′
01

n′
10 n

′
11 Q̂

n00 n01
n10 n11

)
= n00!n01!n10!n11!

N ! δn′
00,n00δn′

01,n01δn′
10,n10δn′

11,n11 .

Cabe mencionar que no todos los operadores simétricos representan estados f́ısicos, pero cualquier
operador de estado que pertenezca al subespacio S(L⊗N

4 ) puede ser representado como combinación
lineal de estos.

Para facilitar el uso de la base de operadores simétricos se han introducido los superoperadores
colectivos, a semejanza de los operadores colectivos que encontramos en el subespacio S(H⊗N

2 ). Opera-

cionalmente, estos superoperadores actúan de la siguiente forma. El superoperador Ă
ij
kl
+ actuando sobre

un elemento de la base de operadores simétricos (2.29) del lado izquierdo, decrece en una unidad la
etiqueta nkl, e incrementan nij por uno, y el operador resultante se multiplica por nkl. Como ejemplo
de la acción tenemos

Ă
11
10
+ Q̂

n00 n01
n10 n11 = n10Q̂

n00 n01
n10−1 n11+1 . (2.30)

La acción de Ă
ij
kl
+ sobre el lado derecho de Q̂†

n00 n01
n10 n11 = Q̂

n00 n10
n01 n11 se obtiene con la regla explicada más

arriba intercambiando nkl ↔ nij . Como ejemplo tenemos

Q̂†
n00 n01
n10 n11 Ă

11
10
+ = n11Q̂†

n00 n01
n10+1 n11−1

. (2.31)

La importancia de estos superoperadores, es que nos funcionan como una base para los superopera-
dores que actúan sobre S(L⊗N

4 ). Para mayores detalles consultar Apéndice A. Finalmente, el uso del
subespacio de Dicke es suficiente cuando consideramos la evolución de un sistema simétrico cerrado de
qubits, o al considerar sistema abiertos solo con emisiones superradiantes. Pero, tal espacio es insufi-
ciente y debemos de usar el subespacio simétrico de Liouville cuando consideremos sistemas abiertos
con desfases y/o decaimientos individuales (todos ellos simétricos) [37,65,66].

2.3.2. El esquema de interacción
Otra herramienta útil que tenemos al trabajar con sistemas compuestos es el esquema de interacción

(I). Anteriormente ya hab́ıamos introducido el esquema de Schrödinger (S) y el de Heisenberg (H). En
el esquema de interacción consideramos que tanto el estado como las observables vaŕıan en el tiempo.
Nuestro interés radica en que nos permite considerar un Hamiltoniano que pueda separarse como

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint , (2.32)

donde Ĥ0 describe una evolución libre de cada uno de los subsistemas mientras que el término Ĥint
describe la interacción entre los subsistemas, ambos los consideraremos independiente del tiempo. En
el esquema de interacción, podemos separar nuestra evolución de la forma

d

dt
|ψ(t)⟩I = − i

ℏ
ĤI(t)|ψ(t)⟩I ,

d

dt
ÂI(t) = i

ℏ

[
Ĥ0, ÂI(t)

]
+
(
∂

∂t
ÂS

)
I

, (2.33)
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en donde

ĤI(t) = Û†
0 (t, t0)ĤintÛ0(t, t0), Û0(t, t0) = e− i

ℏ Ĥ0(t−t0) . (2.34)

Podemos pasar de este esquema al de Schrödinger por las transformaciones

|ψ(t)⟩I = Û0(t, t0)|ψ(t)⟩S , ÂI(t) = Û†
0 (t, t0)ÂSÛ0(t, t0) . (2.35)

En el formalismo del operador de estado también podemos usar el esquema de interacción. Consi-
deremos que en el esquema de Schrödinger se satisface

d

dt
|ρ(t))S = − i

ℏ
[H0, |ρ(t))S ] + Λ̆ |ρ(t))S (2.36)

donde H0 describe una evolución libre de los subsistemas, mientras que el superoperador Λ̆ puede
describir la parte de interacción, además que puede tener un carácter no-hermitiano. Nuevamente
nuestras observables se transformaran acorde a la expresión (2.35), pero ahora nuestro estado cambia
a

|ρ(t))I = Û†
0 (t, t0) |ρ(t))S Û0(t, t0) . (2.37)

Este estado transformado evoluciona de la forma
d

dt
|ρ(t))I = Û†

0 (t, t0)Λ̆Û0(t, t0) |ρ(t))I . (2.38)

Adicionalmente si pedimos que [Ĥ0, Λ̆] = 0 nuestra ecuación será igual a (2.17). Es necesario mencionar
que los valores importantes como eigenvalores y valores de expectación no dependen del esquema de
evolución que estemos usando.

2.4. Enredamiento
Como ya mencionamos, uno de los conceptos clave en Mecánica Cuántica es el “Principio de Super-

posición”, donde un sistema puede describirse como una superposición lineal de los diferentes estados
posibles que podemos observar al realizar una medición al sistema. Aśı, en el mundo microscópico una
part́ıcula puede estar en dos posiciones al mismo tiempo, o una flecha puede apuntar simultáneamente
hacia dos direcciones diferentes, cosa que no ocurre de manera macroscópica. Solo cuando se realiza la
medición de una observable, el sistema se proyectará a uno de los estados de la superposición lineal,
fenómeno que llamamos “colapso de la función de onda”.

Cuando este principio es aplicado a un sistema compuestos de varios subsistemas (como pueden
ser vaŕıas part́ıculas), obtendremos el concepto de “enredamiento ”. Aśı, tras la interacción de dos
(o más) subsistemas microscópicos, el estado del sistema total puede evolucionar a un estado que
no es posible de escribir como un producto de estados independientes de cada subsistema. Sino que
será la superposición lineal de productos del estado de un subsistema y del otro. De forma que las
mediciones que hagamos sobre alguna de las componentes determinará el estado en que se proyecte
la otra componente. Cuando los sistemas microscópicos se encuentran entrelazados de esta forma las
part́ıculas estarán correlacionadas entre ellas a pesar de las bases que usemos para hacer las mediciones
aśı como la separación espacial entre los subsistemas. Eso último, introduce un aspecto no-local a la
Mecánica Cuántica.

Inicialmente, el concepto de enredamiento fue introducido en el contexto de debates filosóficos sobre
los fundamentos de la Mecánica Cuántica. El hecho de que las part́ıculas puedan estar correlacionadas
sin importar cuan separadas estén unas de otras parece una violación a la teoŕıa especial de la relati-
vidad, en donde no es posible transmitir información entre dos puntos de manera más rápida que la
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velocidad de la luz en el vaćıo. Tal caracteŕıstica llamó la atención de Einstein quién junto a Podolsky
y Rosen (EPR) publicaron un art́ıculo en 1935 [67], con el propósito de mostrar el escepticismo de
los autores sobre algunas predicciones de la Mecánica Cuántica, concluyendo que la descripción de la
realidad f́ısica a través del formalismo cuántico es incompleta. En tal publicación aparece descrito el
fenómeno del enredamiento aunque no es mencionado como tal. En 1935 y 1936 Schrödinger publica
dos art́ıculos secuenciales [68, 69] donde trata el asunto de los interacción de sistemas microscópicos
distantes en referencia al art́ıculo de EPR. Es en el de 1935 en donde introduce propiamente el nombre
de “Verschränkung”(enredamiento).

Las conclusiones del art́ıculo EPR sobre la completitud de la Mecánica Cuántica fueron retomadas
por John S. Bell en un art́ıculo de 1964 [70]. En el art́ıculo, Bell formalizada las hipótesis de EPR sobre
una realidad f́ısica determinista en términos de un modelo de variables locales ocultas (en inglés LHVM,
Local Hidden-Variable Model) y demuestra matemáticamente que tal modelo es incompatible con las
predicciones de la Mecánica Cuántica. Para ello calcula una desigualdad, llamada “desigualdad de
Bell”, que debe de satisfacer las correlaciones estad́ısticas de un sistema bipartito bajo las suposiciones
de LHVM. Luego, él demuestra que el valor obtenido con las mediciones hechas a un sistema bipartito
enredado viola tal desigualdad. Es a partir de estos resultados cuando el enredamiento empieza a
ser considerado como una de las caracteŕısticas que identifican a los sistemas cuánticos. Las ideas
propuestas por Bell sobre los sistemas enredados y las contradicciones que muestran bajo predicciones
de LHVM, fueron luego aplicadas a sistemas tripartitos por Greenberger, Horne y Zeilinger en 1989 [71],
aśı como algunas otras generalizaciones [72, 73]. El desarrollo de las desigualdades de Bell, permitió
que el enredamiento cuántico pudiera ser probado de manera experimental a través del cálculo de la
desigualdad. Aśı, los primeros experimentos se realizaron a mediados de 1960 [74,75], pero es el trabajo
realizado por Alan Aspect y compañ́ıa [76,77] quién solidifica de manera experimental el fenómeno del
enredamiento.

Más allá de ser un concepto teórico y de interés en los debates filosóficos sobre los fundamentos
de la f́ısica, el enredamiento cuántico ha ganado atracción debido al desarrollo de las ciencias de la
información y la computación cuántica, contexto en el cual el enredamiento es visto como un recurso
primordial para el procesamiento y la transmisión de información usando los fenómenos cuánticos
[78–80]. En el contexto de la información cuántica su uso se ha propuesto para la distribución cuántica
de claves (QKD) [81], la codificación superdensa [82], teleportación de un estado cuántico de una
posición del espacio a otro [83]. Y en general, en la creación de una red cuántica que permita la
transmisión de información [1–3], etc. Además, el uso del enredamiento en la metroloǵıa cuántica tiene
el potencial de incrementar la precisión en las mediciones a través del uso de estados enredados en
interferómetros [84].

2.4.1. Medidas de enredamiento
Hecha la descripción cualitativa del enredamiento, en esta sección definiremos de manera formal

cuando un sistema cuántico está enredado, además de describir las variables que nos permiten medir
que “tan enredado” está un sistema. Cabe aclarar que la descripción la haremos para un sistema
bipartito, que es el único caso que abordaremos a través de este trabajo.

El enredamiento es una propiedad que se presenta en un sistema cuántico compuesto de dos o más
subsistemas interactuantes entre ellas. Si consideramos solo dos subsistemas tendremos para cada una
un espacio de Hilbert HA y HB , respectivamente. Además, a cada espacio podemos asociarle una base
ortonormal {|iA,B⟩}. Cuando trabajamos con un sistema total que abarque ambos subsistemas estamos
inmersos en un espacio del Hilbert igual a HAB = HA ⊗ HB , en la que podemos asociar como base
ortonormal el conjunto {|iA⟩⊗|iB⟩}. Por el principio de superposición un estado puro del sistema total
|Ψ⟩ ∈ HAB tendrá de manera general la siguiente forma

|Ψ⟩ =
∑
i, j

ci, j |iA⟩ ⊗ |jB⟩ . (2.39)
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Diremos que un estado de HAB está enredado si no es posible escribirlo de la forma

|Ψ⟩ = |ψA⟩ ⊗ |ψB⟩ , (2.40)

con |ψA,B⟩ ∈ HA,B . A los estados que pueden ser escritos de la forma (2.40) los llamaremos estados
separables.

Es posible generalizar lo anterior a estado mixtos. Para ello tomamos el espacio de Liouville de
cada subsistema LA y LB . Cada uno de estos espacios puedes expandirse usando la base de operadores
ortonormales {|i⟩⟨j|A,B}, los cuales es importante recordar que no necesariamente representan estados
f́ısicos, y por tanto no son operadores de estado. Aśı, un estado en el sistema total LAB = LA ⊗ LB
en general puede escribirse como

ρ̂ =
∑
ij

∑
kl

uijvkl|i⟩⟨j|A ⊗ |k⟩⟨l|B . (2.41)

donde uij y vkl son constantes de una superposición lineal de operadores. En especial, una fracción de
los estados de LAB tienen la forma

ρ̂ =
∑
i

wiρ̂
i
A ⊗ ρ̂iB (2.42)

donde wi representa los valores de una distribución de probabilidad, y cada uno de los operadores
ρ̂iA,B ∈ LA,B representan estados mixtos. Los estados (2.42) son nombrados estados separables, de
forma que los demás estados que no sigan tal forma son los estados enredados.

Entroṕıa de enredamiento

Las representaciones (2.40) y (2.42) dependen de la base en la que expandamos al espacio. Por
tanto, dado un estado enredado del espacio total necesitamos tener la certeza de que no existe base
alguna que nos permita escribir al estado como uno separable.

El primer caso que podemos considerar es cuando tenemos un estado bipartito puro de la forma
(2.39). Dadas cualesquiera dos bases ortonormales {|i⟩A,B}, podemos encontrar otras bases ortonor-
males {|Ai⟩} y {|Bj⟩} tal que

|Ψ⟩ =
∑
i

λi|Ai⟩ ⊗ |Bi⟩ (2.43)

es la expansión con menor número de sumandos posible, y donde las constantes λi sean reales no-
negativas. Tales constantes son únicas salvo el orden en que pueden aparecer, y todo esto podemos
garantizarlo para un sistema bipartito por el método de descomposición de Schmidt [85]. Una primera
variable que podemos considerar para decidir si nuestro estado es separable, es el número de λi distintos
de cero que tenemos en la descomposición. A tal cantidad se le como como número de Schmidt R.
De forma que si R = 1 obtenemos un estado de la forma |Ψ⟩ = |A⟩ ⊗ |B⟩, el cual es separable. Y si
R > 1 podemos decir que nuestro estado es enredado. Una propiedad importante que satisfacen las
constantes λi es que no vaŕıan ante transformaciones unitarias que se hagan de manera local sobre cada
subespacio HA,B . Ejemplo de ello es el operador Û = ÛA ⊗ ÛB actuando sobre el sistema total. Ante
está transformación tendremos que la descomposición de Schmidt de nuestro estado transformado es
Û |Ψ⟩ =

∑
i λi(ÛA|Ai⟩) ⊗ (ÛA|Ai⟩), siendo el número de Schmidt el mismo. Una propiedad que nos

asegura que el enredamiento no se modifica por transformaciones locales en cada subespacio, sino que
estas son debido a interacciones entre subespacios.

Otras de las caracteŕısticas de la descomposición de Schmidt es que diagonaliza a los operadores
de estados reducidos. Es más, los operadores reducidos tienen el mismo espectro, pues

ρ̂A = trB (|Ψ⟩⟨Ψ|) =
∑
i

λ2
i |Ai⟩⟨Ai| , ρ̂B = trA (|Ψ⟩⟨Ψ|) =

∑
i

λ2
i |Bi⟩⟨Bi| . (2.44)
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Notemos que, si el estado |Ψ⟩ es enredado (el número de Schmidt R > 1) los operadores de estados
reducido serán mixtos. Lo cuál nos puede llevar a otro criterio de enredamiento que es: el estado |Ψ⟩ es
enredado solo si el operador de estado reducido ρ̂A,B describe un estado mixto. De otro modo diremos
que |Ψ⟩ es separable.

Como hemos visto tenemos dos criterios para decidir si un estado puro bipartito es enredado o
no. Aún aśı, falta cuantificar está cantidad lo cual deseamos que sea a través de una función E. Algo
deseable, es que tal cantidad se comporte de forma que8:

1. E sea invariante ante operaciones unitarias locales.

2. E sea continua.

3. E sea aditiva, de forma que E(|ψAB⟩ ⊗ |ϕAB⟩) = E(|ψAB⟩) + E(|ϕAB⟩)

El punto (1) se cumple si consideramos que la función E sea una función con los coeficientes λi de la
descomposición de Schmidt. El punto (3) puede satisfacerse considerando la entroṕıa de Von-Neumann
definido para operadores de estado ρ de la forma

S(ρ̂) = −tr (ρ̂ log(ρ̂)) ,

función que satisface la condición de subaditividad [87]

S(ρ̂12) ≤ S(ρ̂1) + S(ρ̂2)

igualdad que se da solo cuando ρ̂12 = ρ̂1 ⊗ ρ̂2. Esto nos lleva a definir como medida de enredamiento
a la entroṕıa de Von-Neumman de los operadores de estados reducidos el cual llamaremos entroṕıa de
enredamiento y es igual a

E(|Ψ⟩) = S(ρ̂A) = S(ρ̂B) = −
∑
i

λ2
i log(λ2

i ) , (2.45)

recordando que las λ2
i son los eigenvalores de los operadores de estado reducido. Esta variable ha

demostrado ser una buena medida para la cuantificación del enredamiento, en el sentido que satisfacen
los tres requerimientos arriba mostrados, junto con con otros más [79,88,89].

Enredamiento de formación y Concurrencia

Cabe recalcar que la entroṕıa de enredamiento es una medida que ha sido definida para estados
bipartitos puros. Pero este no es el caso general, pues no hemos considerado que el estado sea mixto
como el de la expresión (2.41) o (2.13). Para un sistema bipartito cualquier estado mixto es por
definición una combinación de estados puros de la forma

ρ̂ =
∑
i

Pi|ψiAB⟩⟨ψiAB | . (2.46)

Aśı, uno estaŕıa tentado a definir una medida de enredamiento para tal estado como un promedio de
la entroṕıa de enredamiento de cada estado puro de la forma

∑
i PiE(|ψiAB⟩). Pero a diferencia de

los estados puros donde podemos considera una descomposición cuasi-única, en el caso de los estados
mixtos existe una infinidad de formas en las que podemos escribir al estado de la forma (2.46). Aún aśı,
una solución natural será la de minimizar la función sobre todas las realizaciones posibles, de forma
que, para el caso mixto llegamos definir el enredamiento de formación como [90]

EF (ρ̂) = mı́n
{Pi,|ψi

AB
⟩}

∑
i

PiE(|ψiAB⟩) . (2.47)

8Requerimientos tomados textualmente de [86]
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Aunque la definición (2.47) en la mayoŕıa de los casos sea dif́ıcil de calcular, se ha podido obtener
una expresión anaĺıtica cuando el sistema está compuesto por dos qubits, descrito por un operador de
estado con no más de dos eigenvalores distintos de cero. En este caso se obtiene [91]

EF (ρ̂) = H

(
1
2 + 1

2
√

1 − C2(ρ̂)
)

donde de manera auxiliar se introduce la función de entroṕıa binaria

H(x) = −x log2(x) − (1 − x) log2(1 − x) , para 0 ≤ x ≤ 1 , (2.48)

y se define la concurrencia C(ρ̂), que está dada por

C(ρ̂) = max(0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4) (2.49)

donde los valores λi representan los eigenvalores de la matriz no-hermitiana ρ̂(σ̂y ⊗ σ̂y)ρ̂∗(σ̂y ⊗ σ̂y),
listados de forma decreciente. Además, ρ̂∗ es el valor conjugado del operador de densidad y tenemos
la matriz de Pauli

σ̂y =
(

0 −i
i 0

)
.

Aunque EF es la función de enredamiento propiamente, podemos considerar también a C(ρ̂) como una
medida de enredamiento pues EF es una función monótona de la concurrencia que tiene su dominio
en el [0, 1] [92]. Aśı, tener C(ρ̂) = 0 significaŕıa que ρ̂ es un estado separable, mientras que C(ρ̂) = 1
implica que es un estado con la máxima medida de enredamiento.
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Caṕıtulo 3

Electrodinámica Cuántica en
nanofibras

3.1. Elementos de Electrodinámica Cuántica
3.1.1. Cuantización del campo Electromagnético en el vaćıo

Para ejemplificar el método y los conceptos que utilizaremos para la descripción del campo electro-
magnético dentro de un medio (la gúıa de onda), primeramente comenzaremos resumiendo las ideas
que encontramos al cuantizar al campo en el vaćıo. En el espacio vaćıo los campos eléctrico E(r, t) y
magnético B(r, t) clásicos satisfacen las ecuaciones de Maxwell dadas por

∇ · E = 0 ∇ × E = − ∂

∂t
B , ∇ · B = 0 , ∇ × B = ε0µ0

∂

∂t
E (3.1)

donde ε0, µ0 son la permitividad y permeabilidad del espacio vaćıo. Si introducimos el vector potencial
A(r, t), el cual se relaciona con el campo electromagnético como E = −Ȧ y B = ∇ × A, entonces de
las ecuaciones de Maxwell obtenemos la relación

∇ × ∇ × A = −ε0µ0
∂2

∂2t
A . (3.2)

Para la igualdad anterior haremos uso de la identidad vectorial ∇ × ∇ × A = ∇(∇ · A) − ∇2A. Debido
a la forma de las ecuaciones de Maxwell podemos escoger el vector potencial de forma que satisfaga
∇ · A(r, t) = 0, elección conocida como norma de Coulomb. Usando esto llegamos a(

∇2 − 1
c2

∂2

∂2t

)
A(r, t) = 0 , (3.3)

donde la velocidad de la luz en el vaćıo está dado por c = 1/√ε0µ0.
El método más usado para resolver la ecuación (3.3) es expandir cualquier solución a través de las

funciones propias del operador diferencial ∇2 − c−2∂2
t [31], funciones que llamaremos los modos del

campo. Podemos descomponer una solución propia en una parte espacial que es vectorial y en una parte
temporal escalar, de la forma Qk(r)Ak(t). Usando el método de separación de variables tendremos que(

∂2

∂2t
+ ω2

λ

)
Aλ(t) = 0 (3.4)(

∇2 + ω2
λ

c2

)
Qλ(r) = 0 , (3.5)

29
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siendo ωλ los eigenvalores de la parte temporal del problema. Vemos que la ecuación (3.5) representa la
ecuación de un oscilador armónico el cual tiene soluciones Aλ(t) = aλe

−iωλt. Por otro lado la ecuación
(3.5) representa una ecuación de Helmholtz que nos dará el perfil espacial de los modos Qλ, y cuya
solución dependerá de la geometŕıa del problema aśı como las condiciones de frontera que tengamos.
Cabe mencionar que λ puede etiquetar más de una variable pues los eigenvalores están diferenciados
tanto por caracteŕısticas espaciales como temporales.

Encontradas estas funciones podemos expandir cualquier solución de la forma

A(r, t) =
∑
λ

(
cλaλQλ(r)e−iωλt + c.c.

)
, (3.6)

donde al considerar el complejo conjugado aseguramos que nuestro vector potencial sea real. Además
los cλ, que son coeficientes de la combinación lineal, podemos escogerlos de forma que las Qλ sean
ortonormales entre śı para distintos modos, de la forma

|cλ|2
∫
d3rQ∗

λ(r) · Qλ′(r) = δλ,λ′ . (3.7)

Es aśı que, dado (3.6) tenemos ya definidos nuestros campos. Especialmente nuestro campo eléctrico
tomará la forma

E(r, t) = i
∑
λ

ωλ
(
cλaλQλ(r)e−iωλt − c.c.

)
. (3.8)

El método de cuantización canónico para pasar de campos clásico a los campos cuánticos, es a
través del Hamiltoniano. De forma clásica, tal función toma la forma

H = 1
2

∫
d3r

(
ε0E · E∗ + 1

µ0
B · B∗

)
. (3.9)

Para el caso en que expandamos nuestros campos como ondas planas, el Hamiltoniano se reduce a

H = ε0

∫
d3rE · E∗ ,

que al hacer uso del campo eléctrico con la forma (3.8) y la relación (3.7) nos da

H = 2ε0
∑
λ

ω2
λa

∗
λaλ . (3.10)

Pasando al lado cuántico, podemos relacionar lo anterior con el Hamiltoniano de varios osciladores
cuánticos, igual a

Ĥ =
∑
λ

ℏωλ
(
â†
λâλ + 1

2

)
. (3.11)

Lo anterior nos permite hacer la identificación

âλ →
√

2ε0ωk
ℏ

aλ . (3.12)

Aśı los operadores de creación/aniquilación están relacionados con nuestras amplitudes aλ obtenidas de
una ecuación de onda. De está forma identificamos al operador para el campo eléctrico, en el esquema
de interacción de Heisenberg, como

Ê(r, t) = i
∑
λ

√
ℏωλ
2ε0

(
qλ(r)âλe−iωλt − H.c.

)
, (3.13)

en donde hemos introducido qλ indicando funciones espaciales normalizadas.
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3.1.2. Interacción átomos-campo
Nuestro objetivo es el estudio de la dinámica de un sistema atómico de vaŕıas part́ıculas con un

campo electromagnético cuantizado. El Hamiltoniano que describe tal dinámica tiene la forma

Ĥ = Ĥa + Ĥc + Ĥint . (3.14)

El primer término representa la enerǵıa libre del sistema atómico, que consideraremos un sistema de N
emisores de dos niveles1. Para el r-ésimo emisor tendremos un espacio cuya base es {|g⟩r, |e⟩r}2, que
representan los estados base y excitado respectivamente. Aśı, para la enerǵıa libre atómica tenemos

Ĥa =
N∑
r=1

(
E(r)
e |e⟩⟨e|r + E(r)

g |g⟩⟨g|r
)
.

Si definimos como ω(r)
0 a la frecuencia de transición entre los niveles atómicos del r-ésimo emisor, donde

podemos tomar como convención E
(r)
e = ℏω(r)

0 /2 y E
(r)
g = −ℏω(r)

0 /2, podemos reescribir al operador
como

Ĥa =
N∑
r=1

ℏω(r)
0
2 (|e⟩⟨e|r − |g⟩⟨g|r) =

N∑
r=1

ℏω(r)
0
2 σ̂

(r)
3 , (3.15)

donde hemos usado el operador atómico σ̂(r)
3 introducido en (2.26).

Como segundo término tenemos el Hamiltoniano de la enerǵıa libre del campo, el cual toma la forma
(3.11) independientemente de la expansión del perfil espacial en ondas planas o en otras geometŕıas [93].
Omitiendo la enerǵıa del punto cero3 el operador es igual a

Ĥc =
∑
α

ℏωαâ†
αâα , (3.16)

donde usamos α para etiquetar a los modos del campo electromagnético.
Finalmente tenemos el término de interacción entre el campo y el sistema atómico. Una buena

aproximación para modelar el Hamiltoniano en nuestro caso, es considerar la interacción dipolar4.
Suponiendo que cada átomo está localizado en la posición rr, este operador tiene la forma

Ĥint = −
∑
r

p̂(r) · Ê(rr) , (3.19)

1En la sección (3.8.2) justificaremos está elección.
2A lo largo de este trabajo, usaremos indistintamente |g⟩ = |0⟩ y |e⟩ = |1⟩ para denotar los niveles de un qubit.
3Que al ser una constante podemos definirla como el origen de la enerǵıa para nuestro sistema.
4Una forma de modelar la interacción átomo-campo es través del Hamiltoniano de acoplamiento multipolar [93]. Los

primeros términos del operador son (para un átomo localizado en r0)

Ĥ = −p̂ · Ê(r0) − m̂ · B̂(r0) − ∇Ê(r0) : Q̂ , (3.17)

donde tenemos los momentos dipolar eléctrico y magnético, p̂ y m̂. Y el momento cuadrupolar eléctrico del átomo Q̂.
Finalmente tenemos el producto diádico ∇Ê(r0) : Q̂ =

∑
ij

∂iÊj(r0)Qij .
Una forma de comparar la contribución es calculando la tasa de transición de un estado atómico |i⟩ a otro |f⟩, separados

por una frecuencia ω0, dado por la regla de oro de Fermi. Estos valores están dados por [94]

γED =
ω3

0 |p|2

3πℏε0c3 , γMD =
ω3

0 |m|2

3πℏε0c5 , γEQ =
ω5

0
∑

ij
|Qij |2

10πℏε0c5 .

Una estimación rápida que es válida para los sistemas atómicos que consideraremos es [94] tomar px = ea0, con a0 el
radio de Bohr, mz = µB el magnetón de Bohr y Qxy = Qyx = ea2

0, lo que nos da

γED ∼ 107 Hz , γMD ∼ 103 Hz , γEQ ∼ 10 Hz . (3.18)
Por lo que concluimos que en la transición domina la interacción dipolar eléctrica, aśı que podemos despreciar las demás
contribuciones.
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donde Ê(rr) es el operador de campo eléctrico, dado en (3.13), en el esquema de Schrödinger y evaluado
en la posición del r-ésimo emisor. Por otro lado, p̂(r) = er̂ es el operador de momento dipolar, descrito
por la carga e de un electrón y el operador de posición r̂. Siendo este, un operador que actúa en el
espacio atómico, podemos expandir al operador de momento dipolar como

p̂(r) = d∗(r)
eg σ̂

(r)
− + d(r)

eg σ̂
(r)
+ , (3.20)

donde hacemos uso de los operadores atómicos de (2.26) y podemos considerar los elementos de matriz
d(r)
eg = r⟨e|r̂|g⟩r como reales (siendo los términos diagonales cero). De esta forma

Ĥint = −i
∑
r

∑
α

√
ℏωα
2ε0

d(r)
eg

(
σ̂

(r)
− + σ̂

(r)
+

)
·
(

qα(rr)âα − q∗
α(rr)â†

α

)
(3.21)

= iℏ
∑
r

∑
α

[
G∗
αrâ

†
α

(
σ̂

(r)
− + σ̂

(r)
+

)
−Gαrâα

(
σ̂

(r)
− + σ̂

(r)
+

)]
, (3.22)

donde se define Gαr, la constante de acoplamiento entre el átomo y el campo, como

Gαr =
√

ωα
2ℏε0

d(r)
eg · qα(rr) , (3.23)

Como se expuso en la sección (2.3.2), ya que el Hamiltoniano está divido en una evolución libre
(Ĥ0 = Ĥa + Ĥc) y un acoplamiento entre subsistemas (Ĥint) podemos usar el esquema de interacción.
En tal esquema, la dinámica está dada por el Hamiltoniano de interacción transformado de la siguiente
forma (tomando t0 = 0)

Ĥint(t) = Û†
0 (t)ĤintÛ0(t) ; Û0(t) = e− i

ℏ Ĥ0t

= −iℏ
∑

r

∑
α

[
Gαrâα

(
σ̂

(r)
+ e−i(ωα−ω0)t + σ̂

(r)
− e−i(ωα+ω0)t

)
−G∗

αrâ
†
α

(
σ̂

(r)
− ei(ωα−ω0)t + σ̂

(r)
+ ei(ωα+ω0)t

)]

De los cuatro términos, tenemos âασ̂(r)
− y â†

ασ̂
(r)
+ llamados términos contra-rotantes, cuya contribución

podemos despreciar de la siguiente forma. Asumiremos que los términos que más contribuirán a nuestra
dinámica son los cuasi-resonantes ωα ∼ ω0. Además, estamos interesados en una dinámica para tiempos
mucho mayores a |ωα − ω0|−1. Cuando esto sucede, los términos e±i(ωα+ω0) oscilan mucho más rápido
que los demás términos, por tanto podemos suponer que estos promedian a cero en los tiempos largos
considerados. De esta forma podemos quedarnos solo con los términos e±i(ωα−ω0). Esta hipótesis es
llamada aproximación de onda-rotante (RWA), y asumiéndolo nos queda el Hamiltoniano

Ĥint(t) = −iℏ
∑
r

∑
α

(
Gαrâασ̂

(r)
+ e−i∆αt −G∗

αrâ
†
ασ̂

(r)
− ei∆αt

)
, (3.24)

donde hemos introducido la desintońıa ∆α = ωα − ω0.

3.1.3. Sistemas abiertos y ecuaciones maestras
Como ya mencionamos en el caṕıtulo 2.3 un modelo de sistema compuesto que analizaremos en

este trabajo es el de un subsistema HS que nos interesa estudiar, o podemos controlar, en interacción
con otro HA que no conocemos completamente. Este segundo subsistema t́ıpicamente tiene un enorme
número de grados de libertad, lo que nos impide controlarla o medirla de manera completa. A este
subsistema lo denominaremos ambiente. En estos casos decimos que HS es un sistema abierto. En
general, este modelo suele ser la descripción más realista para un sistema cuántico experimental,
puesto que en general es dif́ıcil de aislar a un sistema cuántico de interés de otros subsistemas alrededor.
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Ejemplo de ello es un sistema atómico compuesto de N part́ıculas en interacción con los modos del
campo electromagnético. En varias situaciones, el número de modos a considerar no solo es infinito
sino que también continuo, por tanto deseamos tener un formalismo que nos permita estudiar solo las
variables de nuestro interés.

Dado un sistema HS ⊗HA, a través del formalismo del operador de estado reducido de la expresión
(2.21), somos capaces de calcular los valores esperados de las observables de nuestro subsistema HS .
Pero, como solo conocemos la evolución del estado cuántico del sistema total (ya sea con la ecuación de
Schrödinger (2.9) para estados puros, o con la ecuación de Liouville-Von Neumann (2.16) para estados
mixtos) necesitamos tomar en cuenta los estados de HA para conocer como evolucionan los valores
esperados. Por tanto, nos gustaŕıa tener una ecuación que solo nos permita conocer la evolución del
operador de estado reducido ρ̂S(t).

Para ello, consideremos un sistema cuántico S acoplado débilmente a un ambiente A. Supongamos
que el Hamiltoniano del sistema total está dado por Ĥ = ĤS + ĤA + gĤint, siendo ĤS y ĤA los
Hamiltonianos libres y Ĥint el que describe la interacción entre subsistemas, donde g es la constante
de acoplamiento entre S y A. En el esquema de interacción la ecuación de Liouville Von Neumann del
sistema total es

d

dt
ρ̂(t) = − ig

ℏ

[
Ĥint(t), ρ̂(t)

]
. (3.25)

Ahora consideremos la siguiente operación. La ecuación anterior la integramos de t0 a t, y el resultado
lo sustituimos en (3.25), para volver a integrar nuevamente. Finalmente trazamos los grados de libertad
del ambiente. Haciendo esto llegamos a

ρ̂S(t) − ρ̂S(t0) = − ig

ℏ

∫ t

t0

dτ trA

([
Ĥint(τ), ρ̂(t0)

])
+ i2g2

ℏ2

∫ t

t0

dτ

∫ τ

t0

dτ ′ trA

([
Ĥint(τ),

[
Ĥint(τ ′), ρ̂(τ ′)

]])
.

Nuestro propósito es obtener una ecuación de movimiento que solo considere los grados de libertad
de HS , pero en la expresión anterior aún tenemos variables pertenecientes a HA. Hasta el momento
seguimos teniendo una ecuación exacta, pero ahora asumiremos dos hipótesis. La primera es que la
condición inicial sea un estado separable, de forma que

ρ̂(t0) = ρ̂S(t0) ⊗ ρ̂A. (3.26)

Lo segundo es suponer que trA
(
Ĥint(t)ρ̂(t0)

)
= 0, lo cual se cumple si inicialmente el ambiente se

encuentra en equilibrio térmico [95]. Considerando esto y haciendo el cambio de variables t′ = τ y
t′′ = τ − τ ′ encontramos

ρ̂S(t) = ρ̂S(t0) − g2

ℏ2

∫ t

t0

dt′
∫ t′−t0

0
dt′′ trA

([
Ĥint(t′),

[
Ĥint(t′ − t′′), ρ̂(t′ − t′′)

]])
,

que al derivar respecto de t nos da

d

dt
ρ̂S(t) = −g2

ℏ2

∫ t−t0

0
dt′ trA

([
Ĥint(t),

[
Ĥint(t− t′), ρ̂(t− t′)

]])
. (3.27)

Ya hemos conseguido una ecuación de movimiento para el operador de densidad reducido. Pero
todav́ıa hay una dependencia explicita con el ambiente. Para lograr nuestro objetivo, adicionalmente
vamos a asumir que el operador de estado total a todo tiempo puede ser escrito como

ρ̂(t) = ρ̂S(t) ⊗ ρ̂A(t) + χ̂SA(t) ,
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donde χ̂SA(t) describe un estado enredado entre el sistema S y el ambiente al tiempo t. Dado lo anterior
supondremos que el acoplamiento entre subsistemas es muy débil de forma que χ̂SA ∼ O(g). Al pedir
esto logramos dos cosas: la primera es que la expresión (3.27) sea suficiente para poder describir
la ecuación de movimiento y no necesitemos más términos en la serie. La segunda es que podemos
aproximar nuestro estado total a todo tiempo como

ρ̂(t) ≈ ρ̂S(t) ⊗ ρ̂A . (3.28)

De otra forma, asumimos que el enredamiento entre los subsistemas S y A es despreciable debido a una
interacción débil entre ellos. A esta aproximación se le llama aproximación de Born [34]. Asumiendo
todo lo anterior llegamos a

d

dt
ρ̂S(t) = −g2

ℏ2

∫ t−t0

0
dt′ trA

([
Ĥint(t),

[
Ĥint(t− t′), ρ̂S(t− t′) ⊗ ρ̂A

]])
. (3.29)

En la expresión anterior ya podemos tomar la traza parcial sobre el ambiente. Para poder ver esto,
consideremos Ĥint en el esquema de interacción de la forma

Ĥint(t) = ℏ
∑
i

ŝi(t)Âi(t) (3.30)

siendo ŝi operadores que actúan en HS y Âi operadores en el espacio de HA. Sustituyendo (3.30) en
(3.29) y usando la propiedades ćıclicas de la traza veremos que

d

dt
ρ̂S(t) = −g2

∑
i,j

∫ t−t0

0
dt′
{
Fij(t− t′)

[
ŝi(t)ŝj(t− t′)ρ̂S(t− t′) − ŝj(t− t′)ρ̂S(t− t′)ŝi(t)

]
+F ∗

ij(t− t′)
[
ρ̂S(t− t′)ŝj(t− t′)ŝi(t) − ŝi(t)ρ̂S(t− t′)ŝj(t− t′)

]}
, (3.31)

donde hemos definido las funciones de correlación temporal

Fij(t− t′) = trA

(
ρ̂AÂi(t)Âj(t− t′)

)
.

La relación anterior da lugar a una ecuación diferencial manejable cuando la funciones de correlación
pueden considerarse funciones delta de Dirac, es decir, Fij(t − t′) ∼ δ(t′). Es posible aproximar las
funciones de correlación de está forma cuando consideramos que el intervalo de tiempo τS en que
podemos apreciar, como observadores, un cambio en el estado ρ̂S(t) es mucho mayor al tiempo τc
en que las funciones Fij decaen [33, 34]. A está hipótesis se le conoce como Aproximación de Markov
y su uso tiene dos consecuencias sobre la expresión (3.29). Una de ellas, conocida como primera
aproximación de Markov, es que podemos hacer el intercambio ρ̂S(t− t′) = ρ̂S(t). De esto obtenemos

d

dt
ρ̂S(t) = −

∫ t−t0

0
dt′ trA

([
Ĥint(t),

[
Ĥint(t− t′), ρ̂S(t) ⊗ ρ̂A

]]}
, (3.32)

relación conocida como ecuación de Redfield. La otra, conocida como segunda aproximación de Markov
implica extender el ĺımite superior de la integral a ∞. Aśı,

d

dt
ρ̂S(t) = −

∫ ∞

0
dt′ trA

([
Ĥint(t),

[
Ĥint(t− t′), ρ̂S(t) ⊗ ρ̂A

]]}
. (3.33)

Es importante mencionar que la escala de tiempo τc ≪ τS está relacionada a la condición de aco-
plamiento débil g ≪ 1. De hecho, cuando g → 0 tendremos que τS → ∞, por lo que las aproximaciones
de Markov son más fáciles de satisfacer [95]. Por tanto, el asumir τc ≪ τS nos da la aproximación
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de Born-Markov que es cuando podemos asumir la aproximación de Born y las aproximaciones de
Markov, los cuales pueden ocurrir aunque el acoplamiento g no sea pequeño. Cuando la dinámica que
estudiamos puede asumir tales aproximaciones la llamaremos Markoviana. Finalmente, aplicando la
aproximación de Born-Markov a la expresión (3.31) nos da la ecuación maestra de Lindblad5.

Todo lo anterior lo podemos aplicar a nuestro sistema de N qubits interactuando con los modos
α del campo electromagnético en el vaćıo. Si queremos describir una dinámica Markoviana para la
evolución del subsistema atómico, entonces debemos resolver la ecuación de Lindblad para el operador
de estado reducido de los átomos. Usando la expresión (3.31) junto con nuestro Hamiltoniano (3.24)
además de las aproximaciones de Born-Markov, llegamos a la ecuación maestra

d

dt
ρ̂a(t) = −i

∑
r,s

Ωrs

[
σ̂

(r)
+ σ̂

(s)
− , ρ̂a(t)

]
+
∑
r,s

γrs

(
σ̂

(s)
− ρ̂a(t)σ̂(r)

+ − 1
2 σ̂

(r)
+ σ̂

(s)
− ρ̂a(t) − 1

2 ρ̂a(t)σ̂(r)
+ σ̂

(s)
−

)
. (3.34)

El primer término de la ecuación anterior describe una interacción unitaria entre los átomos, que
puede considerarse una interacción tipo dipolo-dipolo [29]. El acoplamiento dipolar de esta interacción
está dado por

Ωrs = −PV
∑
α

(
GαrG

∗
αs

ωα − ω0
− (−1)rsG

∗
αrGαs

ωα + ω0

)
, (3.35)

donde hemos usado las contantes Gαr de (3.23), y PV hace referencia al valor principal de Cauchy.
Los términos diagonales Ωrr describen un corrimiento de frecuencias de Lamb y pueden considerarse
una contribución que podemos absorber en (3.15). Por otro lado, los términos no-diagonales Ωrs para
r ̸= s representan la fuerza electrostática de Van der Waals [29]. Finalmente la segunda contribución
que encontramos en (3.34) son elementos que corresponden a una evolución no-Hermitiana. Estos
términos codifican un proceso disipativo en donde los átomos emiten fotones en los distintos modos
electromagnéticos α a costa de que pierdan su excitación atómica. Tal proceso es llamado emisión
espontánea y su contribución está cuantificada por la tasas de decaimiento iguales a

γrs = 2π
∑
α

GαrG
∗
αsδ(ωα − ω0) . (3.36)

3.1.4. Efectos colectivos: superradianza
Los efectos colectivos surgen en los sistemas compuestos y son aquéllos que aparecen debido a la

interacción entre varias part́ıculas. Para el caso de los N qubits acoplados a un campo electromagnético
en común podemos observar dos principales tipos de efectos [27]. Uno debido a la evolución Hermitiana
(también llamado coherente) del sistema y son las interacciones tipo dipolo-dipolo entre los átomos
que surgen del intercambio virtual de fotones entre los átomos [96]. El otro producto de un proceso
no-Hermitiano (o incoherente) y es la emisión colectiva de fotones, donde las tasas de decaimiento del
sistema colectivo aumenta (superradianza) o disminuye (subradianza) en comparación con las tasas de
decaimiento de un emisor aislado.

Para ilustrar la superradianza consideremos un sistema de N átomos idénticos de dos niveles.
Como ya mencionamos, para el objetivo de este trabajo podemos omitir el proceso coherente en el
sistema compuesto. Enfocándonos solo en la parte incoherente un primer caso ideal es tomar a todos
los emisores con la misma tasa de decaimiento γ = γrs. Aśı la ecuación (3.34) toma la forma de la
ecuación maestra superradiante [29, 97–99] dada por

d

dt
ρ̂a(t) = γ

[
Ĵ−ρ̂a(t)Ĵ+ − 1

2 Ĵ+Ĵ−ρ̂a(t) − 1
2 ρ̂a(t)Ĵ+Ĵ−

]
, (3.37)

donde hemos usado los operadores colectivos atómicos (2.28). Como vemos, esta ecuación es invariante
ante las permutaciones de part́ıculas lo que implica que es posible usar el subespacio S(L⊗N

4 ) para
5Para que sea considerada ecuación maestra además se pide que se use la aproximación de onda rotante.
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resolver la dinámica. Pero en lugar de usar la base de operadores simétricos (2.29), en este caso es más
conveniente usar una base con los estados de Dicke. Para mayor claridad, notaremos los estados de
Dicke como [63]

|j,m⟩ =

√
(j +m)!
N !(j −m)!

(
N∑
r=1

σ
(r)
−

)j−m
|1, 1, 1, . . . , 1, 1⟩ (3.38)

donde j = N/2 y −j ≤ m ≤ j toma valores semi enteros. En tal notación representamos a un estado
con j + m átomos excitados y j − m átomos en el estado base. En está notación la acción de los
operadores atómicos es

Ĵ±|j,m⟩ =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)|j,m± 1⟩ .

Aśı, para resolver (3.37) podemos tomar la base {|j,m⟩⟨j′,m′|}.
Al resolver la ecuación, uno de los resultados que podemos obtener es que d⟨Ĵ3⟩/dt = −γ⟨Ĵ+Ĵ−⟩

lo que implica que la tasa con que el sistema atómico pierde excitaciones es igual a ⟨Ĵ+Ĵ−⟩, que es la
intensidad de emisión [27]. Mientras que para una part́ıcula la intensidad de la emisión es proporcional
a ⟨σ̂(r)

+ σ̂
(r)
− ⟩. [29]. Como resolvemos la dinámica usando los estados |j,m⟩, algo que podemos observar

inmediatamente es que

⟨j,m|Ĵ+Ĵ−|j,m⟩ = (j +m)(j −m+ 1) (3.39)

Del resultado anterior vemos que la intensidad de emisión incrementa de un valor 2j = N para m = j
(todos los átomos excitados) a un valor j(j+ 1) = 1

2N( 1
2N + 1) para m = 0 (la mitad del sistema des-

excitado). Aśı la tasa de emisión de fotones va aumentando a medida que el sistema va desexcitandose
hasta llegar a un máximo de emisión proporcional a N2 para M = 0. Eventualmente este sistema
termina con m = −j donde la intensidad se hace cero, y el proceso de emisión termina.

La intensidad de emisión que escala hasta un valor N2 está directamente relacionado con la creación
de correlaciones entre los distintos dipolos individuales. Debido a que en el estado simétrico, el valor
de expectación del producto σ̂

(r)
+ σ̂

(s)
− para r ̸= s no debe de depender de las etiquetas r, s entonces

podemos escribir [29]

⟨Ĵ+Ĵ−⟩ =
〈∑

k

σ̂
(k)
+
∑
l

σ̂
(l)
−

〉
= N⟨σ̂(k)

+ σ̂
(k)
− ⟩ +N(N − 1)⟨σ̂(k)

+ σ̂
(l)
− ⟩ .

Aśı, el término N2 está directamente relacionado con las correlaciones entre distintos átomos, y la
superradianza se manifestará cuando tales correlaciones sean distintas de cero. Para nuestros estados
de Dicke (3.38) obtenemos que la correlación entre átomos es igual a

⟨j,m|σ̂(r)
+ σ̂

(s)
− |j,m⟩ = j2 −m2

N(N − 1) . (3.40)

Se observa que las correlaciones incrementan de 0 a 1/4 en el intervalo de m = N/2 a m = 0, y vuelven
a disminuir para valores menores a m = 0 hasta ser cero nuevamente en el caso m = −N/2.

El estudio de la superradianza comienza con Dicke en 1954, cuando investiga la emisión de un
sistema de muchos átomos [28]. Dicke considero N átomos de dos niveles, todos ellos inicialmente en
el estado excitado. En el proceso de desexcitación del sistema para alcanzar el estado base, se tendrán
N fotones emitidos al espacio libre. Dicke explicó que si el sistema atómico se encuentra confinado en
un volumen mucho menor a λ3

0 (un sistema denso) entonces los emisores son indistinguibles. En este
caso, el campo emitido tendrá un proceso de interferencia constructiva, de forma que la intensidad de
la emisión será proporcional a N2. Esto contrasta con el decaimiento de un sistema mucho más diluido,
donde la emisión de los átomos puede considerarse como independiente uno de otro, y la luz emitida
es incoherentemente con una intensidad proporcional a N .
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3.2. ¿Por qué considerar átomos acoplados a nanofibras?
3.2.1. Eficacia de la plataforma

Todo lo anterior lo queremos aplicar a un sistema en espećıfico y es el de átomos acoplados a
los modos del campo electromagnético de una nanofibra óptica. Por tanto cabe preguntar, ¿por qué
queremos considerar la fibra nanométrica para estudiar electrodinámica cuántica? La primera razón que
podemos dar para el estudio y desarrollo de sistemas atómicos en nanofibras es la ‘eficiente’ interacción
entre luz (el campo electromagnético para ser más precisos) y materia que ofrece la plataforma [19].
Pero, ¿qué queremos expresar con eficiente? Para describir la interacción luz-materia, consideremos
un solo átomo de dos niveles en el que incide un haz láser cuya frecuencia resuena con la transición
atómica ω0 (el cual tiene asociado una longitud de onda λ0). La probabilidad de que un fotón del haz
sea absorbido y re-emitido por el átomo en alguna otra dirección la podemos definir como [23]

pint = Aatomo
Amodo

,

donde Amodo es el área en el que se enfoca el haz sobre el átomo. Por otro lado Aatomo expresa el ‘área
transversal’ del átomo, que podemos modelarla como la sección transversal de dispersión σ0 = 3λ2

0/2π
[15]. Aśı, nuestra noción de eficiencia estará relacionada con poder obtener altas probabilidades de
interacción luz-materia. Por lo que un objetivo es incrementar el valor de pint, que puede hacerse de
dos formas: disminuyendo Amodo lo que implica confinar cada vez más a los modos del campo , o
aumentando el espacio ocupado por la materia Aatomo.

Una propuesta para disminuir el valor Amodo es enfocar el haz láser de tal manera que se logre
una región (llamada cintura del haz), en la que el radio del láser sea el menor posible y confinar en
esta región al sistema atómico. Propuestas para reducir el área de los modos del campo a través del
enfoque son: usando lentes con una gran apertura numérica [100, 101], o a través del uso de espejos
parabólicos [102, 103]. Tales propuestas han llegado a reportar valores similares a pint ∼ 0.05 para la
interacción atómica. Por tanto, vemos que el valor de pint no es tan alto, y esto es debido a que la
difracción de la luz evita que los haces sean enfocados en una radio menor a las escalas de la longitud
de onda [104]. Aśı que en general se tendrán valores Amodo ≫ λ2

0 lo que implica que pint ≪ 1 [23].
La propuesta más efectiva al problema de la interacción ha sido el uso de cavidades ópticas, en el

cual se colocan átomos individuales entre dos espejos que permiten que la luz realice muchos viajes
de ida dentro de la cavidad. De esta forma, la luz puede atravesar varias veces la sección del átomo,
lo que permite incrementar la probabilidad de interacción [105]. Para las cavidades, la ‘eficacia’ está
caracteriza por la cooperatividad definida por C1 ∝ NviaAatomo/Amodo, donde Nvia/2 indica el número
de vueltas que da la luz. A diferencia de pint, la cooperatividad ya no tiene el carácter de probabilidad
pues es posible C1 > 1 [15]. Aún aśı es un buen parámetro que nos interesará maximizar para cuantificar
una mayor interacción entre el campo y los átomos. Para cavidades Fabry-Perot ha sido posible obtener
valores C1 ∼ 10 − 100, lo cual se ha conseguido debido a la calidad de los espejos que permiten
Nvia > 105 [105]. Si en nuestra descripción introducimos la longitud L y la tasa de decaimiento κ de la
cavidad, tendremos que Nvia = c/κL y de esta forma C1 ∝ Qλ3

0/Veff, donde Veff es el volumen del modo
y Q = ωc/κ es el factor de calidad [23] (donde ωc denota la frecuencia del modo de la cavidad, que en
general es ωc ≈ ω0). Esta redefinición de C1 permite ilustrar nuevamente que uno de los ingredientes
esenciales para mejorar la interacción en el sistema es disminuir el confinamiento espacial de la luz,
esta vez descrito por Veff. La reducción del volumen del modo se ha conseguido en cavidades de galeŕıa
susurrantes (whispering gallery en inglés) en donde se ha logrado reducir Veff en un orden de magnitud
comparado con los conseguidos en cavidades Fabry-Perot [106,107].

El segundo ingrediente para aumentar los valores de pint es el incrementar el espacio que ocupa la
materia. En este aspecto, la tecnoloǵıa de la superconductividad ha posibilitado la creación de circuitos
cuánticos que se comportan como ‘átomos artificiales’ [108]. En tales sistemas, pueden fabricarse emi-
sores cuánticos de tamaños efectivos ∼ 10−6 m que son significativamente mayores a los tamaños de los
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modo empleados en la interacción, en contraposición a los átomos en donde tenemos ∼ 10−10 m [54].
Otra estrategia que podemos abordar es incrementar el área considerando un ensamble atómico con
una gran número de emisores cuánticos N en lugar de átomos individuales. Para estos ensambles, un
parámetro clave que nos permite caracterizar la interacción es la profundidad óptica (optical depth en
inglés) [109], definido como

OD = N
Aatomo
Amodo

.

Vemos que para un sólo átomo el parámetro OD equivale a lo defińıamos previamente como pint. Una
primera lectura del parámetro OD es ser el exponente con el que disminuye la intensidad transmitida
(T ) de un haz incidente sobre el ensamble de N átomos, es decir, T = exp(−OD) [23].

En resumen, para conseguir interacciones luz-átomos eficientes podemos fijarnos en dos ingredientes:
confinar cada vez más los modos de luz, y/o aumentar el número de átomos. Como se mencionó
previamente, para un solo átomo y haces enfocados de luz se han obtenido valores OD ∼ 0.05. Pero
una limitante para aumentar este valor con un gran número de átomos es la rápida divergencia de
la cintura del haz enfocado. La longitud en la que podemos considerar que el haz está enfocado, en
sistemas atómicos usuales, es ∼ 1µm [19]. Es aqúı donde el uso de fibras ópticas, con radios menores
a las longitudes de onda del campo (de orden de nanómetros), toma relevancia. Primeramente porque
permiten un estrecho confinamiento de los haces de luz. Como se describirá en subsecuentes secciones,
una fracción significativa de la enerǵıa de los modos que se propagan a lo largo de la fibra viaja
en los alrededores de la gúıa de onda (a lo que llamaremos campo evanescente). Aśı, para un sólo
átomo acoplado a una nanofibra se ha obtenido un valor de hasta OD ∼ 0.3 [22]. Por otro lado,
este confinamiento es posible de realizar en longitudes del orden de cent́ımetros, que es el largo en
el que se produce una nanofibra hasta el momento [15]. Esta longitud hace más cómodo atrapar un
mayor número de emisores, haciendo posible atrapar hasta un número N ∼ 103 átomos en arreglos
unidimensionales alrededor de la gúıa de onda [10]. Otro experimento con un número de emisores
N ≈ 800 ha reportado un valor de OD ∼ 66 [20]. Estos altos valores para OD motivan la viabilidad
de los sistemas átomos-nanofibras como una plataforma eficiente para el estudio de la interacción
luz-materia [15].

3.2.2. Posibilidades de la plataforma
No solo la eficiencia nos motiva a considerar las nanofibras, pues vemos que hay otros sistemas

que hasta el momento son más eficientes, como las cavidades ópticas. Además de la eficiencia que nos
ofrecen los sistemas atómicos acoplados a nanofibras, una de las mayores motivaciones para considerar
esta plataforma es la existencia de modos del campo electromagnético que se propagan a lo largo de una
solo dimensión (y que llamaremos modos guiados). Estos modos al acoplarse a las part́ıculas permiten
que las emisiones atómicas sean en una dirección controlada, que incluso puede ser favorecida sobre
las emisiones no deseadas al espacio libre [15]. Más aún, tales modos guiados, permiten interacciones
atómicas de largo alcance que posibilitan las aparición de fenómenos colectivos en el sistema [8, 110].
Ejemplo de ello es la observación de superradianza. Si la tasa de emisión de un átomo a los modos
de la fibra γ, al considerar sistemas compuestos de varias part́ıculas podemos aumentar tal tasa de
emisión a Nγ. Podemos lograr esto mientras que la tasa de emisión a los modos del espacio libre se
mantiene como el de una part́ıculas, igual a Γ − γ [23]. Esto permite describir a los arreglos atómicos
unidimensionales cercanos a una nanofibra como espejos perfectos, pues la condición Nγ ≪ Γ − γ
implica una mayor probabilidad de que los modos guiados sean reflejados por los átomos en vez de
ser dispersados a distintas direcciones [11]. Idealmente la fracción de luz que podemos reflejar es
∼ 2(Γ − γ)/Nγ [111], resultado teórico que ha podido ser observado para un sistema de N ≈ 2000
átomos, donde la reflectancia es alrededor de 75 % [112]. Aunque tales modos guiados también están
presentes en otros sistemas como en cavidades Fabry-Perot, las condiciones de frontera de una fibra
circular ofrecen caracteŕısticas ventajosas. Ejemplo de ello es un número continuo de frecuencias para
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los modos guiados [113], o modos con distintas configuraciones geométricas (como se describirá en
la siguiente sección) lo que permite el desarrollo de trampas ópticas con distintas configuraciones
transversales [114,115] o longitudinales [116] a lo largo de la nanofibra.

Por otro lado, el confinamiento estrecho del campo que permite una nanofibra posibilita la observa-
ción de efectos no-lineales como la Transparencia Electromagnéticamente Inducida (EIT en inglés) [15].
En este efecto, un campo de prueba con frecuencia cercana al de una transición atómica |0⟩ y |1⟩, incide
sobre un ensamble de átomos. Un segundo campo más intenso que el primero llamado campo de control
acopla uno de los dos estados a otro tercero |s⟩. Esto provoca que el medio se vuelva transparente a las
frecuencias cercanas a la transición atómica. Aśı, el campo de prueba se propaga a través del medio
atómico, pero en forma de excitaciones acopladas de luz y átomos. Si adiabáticamente apagamos el
campo de control, se reduce la velocidad de grupo del campo de prueba a cero. De esta forma ma-
peamos los modos cuánticos del campo de prueba a excitaciones puramente atómicas. Encendiendo
nuevamente el campo de control podemos revertir el proceso, convirtiendo las excitaciones atómicas
en excitaciones ópticas que puede seguir propagándose fuera del ensamble [117]. Esto puede explotarse
para el desarrollo de dispositivos llamados memorias cuánticas, los cuales pueden almacenar infor-
mación a nivel cuántico, permitiendo que la información pueda ser recuperada posteriormente [118].
La EIT ha sido tratada teóricamente para arreglos unidimensionales de átomos de tres niveles en la
vecindad de una nanofibra donde los campos de prueba y de control se propagan a través de la gúıa de
onda [119]. Tal fenómeno también ha podido ser observado experimentalmente, usando átomos de cesio
en configuración Λ, se ha podido reducir la velocidad de grupo de pulsos de luz a 50m/s y almacenar
fotones por 2µs [120].

Finalmente resalta el hecho de que en sistemas nanofotónicos es posible usar la polarización del
campo confinado en la gúıa para conseguir una dirección de propagación preferencial. Aśı los átomos
pueden tener una mayor probabilidad de emisión hacia una de las direcciones de la fibra, fenómeno que
abre el campo de la Óptica Cuántica Quiral [56]. Tal fenómeno ha podido ser observado al excitar los
niveles de Zeeman de átomos de cesio, mediante un bombeo óptico con polarización circular definida
y propagándose en una dirección transversal al eje de la fibra. Haciendo esto se reportó la diferencia
entre las intensidades del campo que se propaga en dirección +z y −z de la fibra igual a D = (|E+|2 −
|E−|2)/(|E+|2 + |E−|2), llegándose a medir hasta un valor |D| ≈ 0.85 [121]. Este fenómeno abre las
puertas al desarrollo de diodos ópticos que puedan operar en escalas de intensidades muy pequeñas
llegando al nivel de fotones individuales [122], lo cual es importantes para el desarrollo de redes de
información cuántica [1]. Tal control de la luz a niveles cuánticos posibilita también la realización
de los llamados sistemas abiertos en cascada, donde los fotones emitidos por un subsistema pueda
ser coherentemente reabsorbido por otro subsistema, todo esto de manera recursiva para múltiples
sistemas cuánticos acoplados a un mismo ambiente unidireccional [123]. Entender y poder realizar
estos procesos permiten el desarrollo de la transmisión de información cuántica entre distintos nodos
a través de un canal de comunicación [124].

3.3. Campo electromagnético en fibras ópticas
Ya en secciones anteriores hemos descrito como podemos cuantizar al campo electromagnético6 en

el vaćıo. Toda esa discusión es aplicable en su totalidad al campo alrededor de una nanofibra. Pero en
está sección vamos a detallar las particularidades que tenemos al considerar una nanofibra y los campos
que se propagan dentro de ella. Aśı, primeramente resumiremos la descripción clásica de los modos
EM clásicos que se propagan alrededor y dentro de una fibra óptica, todo esto basado en [125–127].

De manera simple, una fibra óptica consiste en dos cilindros coaxiales dieléctricos que podemos
considerar sin absorción para longitudes de onda ópticas e infrarrojas. Tal estructura es creada para
transportar enerǵıa a través de ondas EM, en general para longitudes de ondas que se encuentran en
la parte visible e infrarrojo del espectro de frecuencias. Al dieléctrico central lo denominaremos núcleo,

6En lo sucesivo, a veces usaremos EM para abreviar electromagnético/a
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de radio a e ı́ndice de refracción n1(r, ω). De manera general el ı́ndice es una función de la posición y
de la frecuencia de la onda que se propaga en la fibra, pero a lo largo de este trabajo vamos a hacer
una “descripción básica” de los fenómenos que aparecen aśı que asumiremos que n1 es una constante
real. Es importante hacer énfasis de que el valor que tomamos es real puesto que esto implica que
estamos despreciando los efectos de absorción del material. Por otro lado, el dieléctrico que rodea
al núcleo lo denominaremos revestimiento con ı́ndice de refracción n2 real y constante. Se debe de
cumplir que n1 > n2 para que existan ondas EM que puedan propagarse a través de la fibra óptica.
Este sistema de dos dieléctricos (representado en la Fig. 3.1) suele aislarse y protegerse mediante un
tercer material denominado cubierta. Pero no la tomaremos en cuenta ya que en los experimentos con
sistemas cuánticos la cubierta no está presente, de tal forma que el revestimiento lo consideraremos
con extensión infinita.

Como ya describimos, podemos expandir los campos EM sin fuentes mediante funciones propias del
operador diferencial ∇2 −c−2∂2

t , los cuales denominamos modos del campo. Estos están etiquetados por
variables temporales (como la frecuencia) y por variables espaciales. Las fibras ópticas pueden guiar un
número finito de modos espaciales del campo, es decir, un número finitos de perfiles espaciales. Basados
en esta propiedad, clasificaremos a las fibras ópticas en dos tipos. Diremos que la fibra es unimodal
cuando puede guiar un solo modo espacial del campo (y sus dos polarizaciones ortogonales). Por otro
lado, suele llamarse gúıa multimodal a aquellos que soportan cientos o miles de modos espaciales. Para
cuantificar está clasificación se utiliza el parámetro V definido como

V = 2πa
λ

√
n2

1 − n2
2

n2
1

, (3.41)

siendo λ la longitud de onda que se propaga en la fibra. Si una fibra circular tiene un parámetro V de
valor menor o igual a V0 = 2.405 entonces la fibra será unimodal [125]. De la ecuación (3.41) podemos
concluir que este comportamiento unimodal depende de la longitud de onda, por tanto habrá una
longitud de corte

λc = 2πa
V0

√
n2

1 − n2
2

n2
1

, (3.42)

tal que si λ > λc solo se propagará un modo espacial a lo largo de la fibra. Cabe aclarar que supondremos
que λ0 ≫ λc [8], por tanto la transición atómica se encuentra en la región de operación unimodal de
la fibra.

3.3.1. Propagación del campo en fibras ciĺındricas
Ahora calculemos que tipos de modos se propagan alrededor y dentro de una fibra óptica circular.

Como ya comentamos, consideremos los medios dieléctricos que conforman a la fibra como lineales
e isotrópicos, cuya permitividad eléctrica se relaciona con el ı́ndice de refracción de la forma ε(r) =
n2(r)ε0. Considerando coordenadas ciĺındricas tenemos

n(r) =
{
n1, para r < a
n2, para r ≥ a

. (3.43)

Vale la pena mencionar que en general la permitividad es una función de la frecuencia pero al dar
un modelo básico de la interacción, aproximaremos la función como constante y real, lo que omite los
efectos de absorción en el material. Además consideraremos los medios como no-magnéticos de forma
que las permeabilidades pueden considerarse como las del vaćıo, µ = µ0.

Bajos estas condiciones los campos D(r, t) = ε(r)E(r, t) y H(r, t) = µ−1
0 B(r, t) satisfacen las

ecuaciones de Maxwell sin fuentes

∇ · D = 0 , ∇ × E = − ∂

∂t
B , ∇ · B = 0 , ∇ × H = − ∂

∂t
D . (3.44)
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(a) Fibra

r

n(r)

a

n1

n2

Condición de propagación n1 > n2

(b) Índices de refracción

Figura 3.1: Representación esquemática de una fibra óptica. (a) Tenemos dos dieléctricos coaxiales. El dieléctrico del
interior tiene radio a y lo denominamos núcleo. Este está rodeado por otro material llamado revestimiento. (b) Perfiles
radiales del ı́ndice de refracción para los dieléctricos de la fibra. Consideraremos a ambos ı́ndices como constantes y reales.
Para que se dé la condición de gúıa en la fibra se necesita que el ı́ndice del núcleo n1 sea mayor al del revestimiento n2.

Podemos desacoplar estás ecuaciones y encontrar que el campo eléctrico satisface

∇ × ∇ × E = −n2(r)
c2

∂2

∂2t
E .

Debido a la forma de n(r) se satisface que ∇ · E = 0, aśı nuestra ecuación toma una forma similar a
(3.3), pero difiere en que la velocidad de la onda es una función del espacio. De está forma podemos
proponer una separación de variables de forma que la parte temporal satisface que E(t) ∼ e−iωt. Aśı,
para la parte espacial se satisface que(

∇2 − k2n2(r)
)

E(r) = 0, (3.45)

siendo k = 2π/λ = ω/c el número de onda.
Al trabajar con una fibra ciĺındrica con corte transversal circular consideraremos las coordenadas

ciĺındricas r = (r, ϕ, z), donde el eje z es paralelo al tendido de la fibra óptica. Proponemos que
sobre este eje se propagan las ondas a lo largo de la fibra, por tanto podemos proponer el perfil
espacial de nuestro campo como E(r) = E(r, ϕ)e−iβz, siendo β una constante de propagación sobre z.
Considerando esto, la ecuación de Helmholtz de nuestro problema toma la forma(

∂2

∂2r
+ 1
r

∂

∂r
+ 1
r2

∂2

∂2ϕ
− (β2 − n2(r)k2)

)
E(r, ϕ) = 0 .

Viendo la ecuación anterior concluimos que nuevamente podemos hacer una separación de variables.
Esta separación se puede hacer de forma que proponemos E(ϕ) ∼ e−imϕ. Como se debe de cumplir que
E(0) = E(2π) obtenemos m = 0,±, 1,±2 . . . , es decir, m es un entero. Por tanto llegamos finalmente
a una ecuación para la parte radial dada por(

∂2

∂2r
+ 1
r

∂

∂r
− m2

r2 − (β2 − n2(r)k2)
)

E(r) = 0 , (3.46)

el cual es una ecuación diferencial de Bessel.
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Encontrada la solución para la parte radial, podemos escribir el perfil espacial de los modos del
campo eléctrico dados por la siguiente forma. Tendremos para el campo eléctrico en el núcleo, r < a,
los modos [125]

Emr,±(r, ϕ, z) = − iβ

h2

[
AhJ ′

m(hr) ± iµ0ωm

βr
BJm(hr)

]
ei(ωt−βz±mϕ) ,

Emϕ,±(r, ϕ, z) = − iβ

h2

[
−µ0ωh

β
BJ ′

m(hr) ± im

r
AJm(hr)

]
ei(ωt−βz±mϕ) ,

Emz,±(r, ϕ, z) = AJm(hr)ei(ωt−βz±mϕ) .

donde recordemos que β es la constante de propagación del modo a lo largo del eje z. El parámetro
m es un entero positivo que identifica el orden del modo y su momento angular. En las soluciones
encontramos que hay una elección de signo ±, que hace referencia a las dos polarizaciones del campo.
Las parte radial nos da las funciones de Bessel de orden m, Jm, y su derivada, J ′

m. Para simplificar
la expresión, se ha introducido la constante de propagación modificada h =

√
n2

1k
2 − β2. Finalmente

introducimos A, B constantes que podemos encontrar imponiendo las condiciones de frontera.
Por otro lado, el campo en el revestimiento, r ≥ a, los modos espaciales del campo eléctrico tiene

como solución [125]

Emr,±(r, ϕ, z) = iβ

q2

[
Chf ′

m(qr) ± iµ0ωm

βr
Dfm(qr)

]
ei(ωt−βz±mϕ) ,

Emϕ,±(r, ϕ, z) = iβ

q2

[
−µ0ωq

β
Df ′

m(qr) ± im

r
Cfm(qr)

]
ei(ωt−βz±mϕ) ,

Emz,±(r, ϕ, z) = Cfm(qr)ei(ωt−βz±mϕ) .

Otra constante de propagación modificada que introducimos es q =
√
β2 − n2

2k
2, y C, D son otras

dos constantes que encontramos por las condiciones de frontera. Para la parte radial introducimos fm
para denotar dos tipos de funciones que son solución. Si la función fm(qr) es igual a,

1. Km(qr), funciones modificadas de Bessel de segundo tipo de orden m:
estamos considerando soluciones que únicamente se propagan a lo largo de la gúıa de onda.
Para observar esto notemos que si qr ≫ 1, en el perfil radial podemos aproximar Km(qr) ∼√
π/(2qr)e−qr para cualquier orden m [128], lo que significa que estos modos están ligados a la

fibra. A estás soluciones las llamaremos modos guiados o modos ligados pues únicamente pueden
propagarse cerca de la fibra óptica.

2. Hm(qr), funciones de Hankel de primer tipo de orden m:
tenemos soluciones que también se propagan en la coordenada r, pues para qr ≫ 1 podemos hacer
la aproximaciónHm(qr) ∼

√
2/(πqr)e−i(qr−mπ/2−π/4) [128]. A estás soluciones que pueden seguir

propagándose lejos de la gúıa de onda les llamaremos modos radiados.
Como mencionamos, la fibra óptica nos provee de condiciones de frontera que debemos satisfacer.

En la interfaz entre el núcleo y el revestimiento los campos deben de cumplir
n̂× (E|r≥a − E|r<a) |r=a = 0, n̂ · (H|r≥a − H|r<a) |r=a = 0 ,

donde n̂ = r̂, ϕ̂. Aqúı solo hemos mostrado expĺıcitamente las soluciones del campo eléctrico, pues es el
único que nos interesa para escribir la interacción dipolar entre átomos y los modos, pero las formas del
campo magnético pueden consultarse en [15,125]. Las condiciones de frontera nos impondrán los valores
de las contantes B/A, C/A y D/A. Por tanto, el campo eléctrico estará completamente especificado si
encontramos los valores de A y las constantes de propagación β. Para los campos clásicos, la constante
A se determinar usando la conservación de la enerǵıa. Para ello se normaliza el promedio temporal del
vector de Pointing en la dirección z respecto a la potencia de entrada [15]. Tal enerǵıa de entrada es
la de un campo eléctrico, como el de un láser, llamado campo de sondeo.
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3.3.2. Constante de propagación β

Como ya comentamos, la fibra óptica solo puede transportar un número finito de modos espaciales.
Para ser más precisos, solo habrá un número finito de modos guiados propagándose a lo largo del eje z,
pues lo modos radiados tienen la capacidad de propagarse radialmente. La condición que nos permitirá
conocer que modos guiados pueden propagarse a lo largo de la fibra está dado por la constante de
propagación β.

Teniendo las constantes A,B,C y D solo nos falta encontrar la constante de propagación en la
dirección z. Para los modos guiados estas constantes satisfacen [15]

B

A
= ±

[(
1
ha

)2
+
(

1
qa

)2
] [

J ′
m(ha)

haJm(ha) + K ′
m(qa)

qaKm(qa)

]−1

C

A
= Jm(ha)

Km(qa)

D

A
= B

A

Jm(ha)
Km(qa) − m2β2

k2

[(
1
ha

)2
+
(

1
qa

)2
]2

. (3.47)

Volviendo a colocar las componentes Er, Eϕ, Ez en la ecuación (3.45) obtenemos las condiciones para
β, el cual satisface la ecuación

Jm−1(ha)
haJm(ha) = n2

1 + n2
2

4n2
1

K ′
m(qa)

qaKm(qa) + 1
h2a2 ±R , (3.48)

donde

R =

√√√√(n2
1 − n2

2
4n2

1

)2 [
K ′
m(qa)

qaKm(qa)

]2
+ m2β2

n2
1k

2

[(
1
ha

)2
+
(

1
qa

)2
]2

.

La elección del signo ± corresponde a modos EH y HE7, respectivamente. Aśı, dado un valor para
el parámetro V y un orden m la ecuación (3.48) tendrá l soluciones posibles de β. Por tanto, los
modos espaciales los etiquetaremos mediante dos variables que son m, l. Dado un modo del campo
Em,l recordemos que la expresión (3.42) nos da una condición de corte para el cual, a partir de cierta
λc, la fibra se comporta de forma unimodal y los distintos modos ya no pueden propagarse, excepto
HE11 llamado modo fundamental de la fibra. En este trabajo consideramos fibras unimodales, cuyas
V < 2.405, por lo que solo se propagará a través de la gúıa el modo fundamental con m = 1, l = 1, y
sus dos polarizaciones [8]. Esto considerando longitudes de onda alrededor de λ0 ≫ λc.

Es de utilidad puntualizar que la constante de propagación está limitada por la desigualdad n1k >
β > n2k. [127]. Por tanto, dada la única solución del modo fundamental podemos definir un ı́ndice de
refracción efectivo nef tal que

|β| = nefk = nef
ω

c
= ω

vg
; n1 > nef > n2 . (3.49)

Aśı, para el modo fundamental definimos la velocidad de onda vg = c/nef, el cual coincide con la
velocidad de grupo de un pulso dentro de la fibra. Finalmente para los modos radiados no tenemos
condiciones que limiten su propagación en la dirección z, y esencialmente son soluciones cuyas dis-
tribuciones de intensidad llenan la región del revestimiento. Por lo que únicamente se requerirá que
−n2k < β < n2k, lo que implica que los valores de β forman un continuo [125]. De esta forma, al
tener descrito los modos clásicos del problema, podemos proceder a la cuantización de los campos
electromagnéticos.

7Esta notación hace referencia a la polarización de los modos. Tenemos modos TE (Ez = 0), modos TM (Hz = 0) y
modos h́ıbridos (Ez ̸= 0, Hz ̸= 0). Dentro de los modos h́ıbridos tenemos HE y EH que denotan si el campo eléctrico o
magnético tiene mayor contribución sobre el eje de propagación z.
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Figura 3.2: Representación esquemática de los modos en una nanofibra donde consideramos al vaćıo como el revesti-
miento. Los modos guiados son aquellos que se encuentran ligados a la fibra y que solo se propagan a través de ella. Los
modos guiados pueden propagarse fuera de la fibra y alejarse de ella.

3.4. Cuantización del campo eléctrico alrededor de una nano-
fibra

En la sección 3.1.1 mostramos el método canónico para cuantizar los campos EM en el vaćıo.
Ahora mostraremos la cuantización para un medio dieléctrico lineal y sin absorción como lo es nuestro
modelo de una nanofibra circular. Cabe recalcar que el método general para hacer la cuantización en
un material dieléctrico lineal ha sido descrito por Glauber y Lewenstein [129], pero la descripción que
se hará a continuación fue derivada por Le Kien et al y publicada en [8]. Recordemos que estamos
considerando una fibra cuyo núcleo tiene radio a e ı́ndice de refracción n1 real debido a qué podemos
despreciar los efectos de absorción en la nanofibra8. El revestimiento de la fibra lo supondremos el vaćıo,
por lo que el ı́ndice de refracción es n2 = 19. Como vimos en la sección anterior, el campo eléctrico
se descompone en modos guiados y modos radiados, aśı la parte del campo eléctrico con frecuencias
positivas E(+) (ilustrados en la Fig. 3.2) podemos escribirla como

E(+) = E(+)
rad + E(+)

guiado . (3.52)

Describimos este vector usando las coordenadas ciĺındricas (r, ϕ, z), siendo la coordenada z un eje
paralelo al eje de la fibra. Finalmente consideramos a la nanofibra como unimodal de forma que solo
se propaga el modo fundamental para longitudes de onda alrededor de λ0.

La parte del campo para los modos guiados estará etiquetado por los ı́ndice µ = (ω, f, p). Siendo
8Esta aproximación puede cuantificarse considerando las tasas de decaimiento de los modos evanescentes de la fibra

[130]. En el caso de materiales con permitividad eléctrica compleja ε(r) ∈ C, la constante de propagación β será en
general compleja. En este caso podemos agregar una clasificación más a los modos guiados, que es

Modos propagantes para ℑ(β) = 0 (parte imaginaria).

Modos evanescentes para ℜ(β) = 0 (parte real).
Cuando consideramos los modos evanescentes las excitaciones atómicas pueden disiparse no solo como emisión de fotones
sino además como enerǵıa térmica en la fibra, proceso cuantificado por la tasa de decaimiento térmica γth. Se satisface
que

γth
Γ

= ℑ
(

ε − 1
ε + 1

) 3
32k3(r − a)3 , (3.50)

donde Γ es la tasa de emisión total (modos radiados más modos propagantes) y r la posición indica la posición radial
de los átomos. Aśı, la tasa térmica domina sobre las de emisión cuando

r − a

λ
<

1
2π

3

√
3
32

ℑ(ε)
ℜ(ε)2 ∼ 10−5 (3.51)

donde hemos considerado que para el silicio ℜ(ε) ∼ 1.5 y ℑ(ε) ∼ 10−9. Esto implica que γth solo tiene relevancia cuando
r − a < 1Å. Esta discusión puede consultarse en [131]. Finalmente cabe aclarar que cuando nos referiremos a los modos
propagantes como modos guiados.

9Cabe aclarar que durante el escrito en ocasiones se hará expĺıcito la etiqueta n2, y en ciertas ocasiones solo se usará
su valor
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ω la frecuencia del modo y f = ±1 denota la dirección de propagación del modo sobre el eje z10.
Finalmente tenemos p = ±1, que denota el sentido de rotación de la polarización (anti-horario u
horario). Aśı, para los modos guiados el operador del campo es

Ê(+)
guiado(r, t) = i

∑
f, p

∫ ∞

0
dω

√
ℏωβ′

4πε0
âµe(µ)(r)e−i(ωt−fβz−pϕ) . (3.53)

Hemos introducido β′ = dβ/dω = 1/vg, y la función de perfil transversal e(µ) = e(µ)(r), que como
ya hemos visto está descrito en términos de funciones de Bessel. En el Apéndice B se muestra la
forma expĺıcita de las funciones de perfil para la nanofibra. Estas funciones satisfacen la condición de
normalización dada por ∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

0
dr n2(r)

∣∣∣e(µ)
∣∣∣2 r = 1 , (3.54)

donde el ı́ndice de refracción es igual a (3.43). Finalmente tenemos el operador de aniquilación de
fotones âµ el cual obedece la regla de conmutación[

aµ, a
†
µ′

]
= δ(ω − ω′)δf, f ′δp, p′ . (3.55)

Para los modos radiados usaremos la etiqueta ν = (ω, β, m). En este caso, β ya no es una constante
como ocurre con los modos guiados, sino que su valor vaŕıa continuamente de −kn2 a kn2 con k = ω/c
[132]. Adicionalmente agregamos el valor m correspondiente al orden del modo el cual toma valores
enteros. Aśı, el campo eléctrico del modo de radiación tiene la forma

Ê(+)
rad (r, ϕ, z, t) = i

∑
m

∫ ∞

0
dω

∫ kn2

−kn2

dβ

√
ℏω

4πε0
âνe(ν)(r)e−i(ωt−βz−mϕ) . (3.56)

Las funciones de perfil (dadas expĺıcitamente en B) siguen la regla de normalización∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

0
dr n2(r)

∣∣∣e(ν)
∣∣∣2 r = 1 , (3.57)

y para los operadores de aniquilación y creación tendremos[
aν , a

†
ν′

]
= δ(ω − ω′)δ(β − β′)δm,m′ . (3.58)

3.5. Interacción de N átomos con el campo de una nanofibra
Una vez identificado el operador del campo eléctrico de nuestro problema podemos observar que

es posible aplicar todo lo expuesto en la sección 3.1.2 para modelar la interacción átomos-campo.
Para ello, consideremos N átomos idénticos, donde el r-ésimo emisor está localizado en (rr, ϕr, zr).
Recordemos que nuestra interacción entre átomos y modos lo modelamos bajo la interacción dipolar
de la ecuación (3.19), pero ahora usaremos los campos cuantizados (3.53) y (3.56). Bajo el esquema
de interacción el Hamiltoniano es

Ĥint = −iℏ
∑
α

N∑
r=1

Gαrσ̂
(r)
+ âαe

−i∆αt + H.c. . (3.59)

10Como convención diremos que los modos son propagantes cuando f = +1 y contra-propagantes en el otro caso
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Seguimos usando la etiqueta α englobando con ello a los modos guiados y radiados, de forma que α =
µ, ν. Y para la nanofibra ya podemos identificar que la suma de modos es igual a

∑
α =

∑
µ +

∑
ν =∑

fp

∫∞
0 dω +

∑
m

∫∞
0 dω

∫ kn2
−kn2

dβ. Los coeficientes Gµr y Gνr son el acoplamiento del r-ésimo átomo
con el modo guiado y con el modo radiado respectivamente, y expĺıcitamente tienen la forma

Gµr =
√

ωµ
4πε0ℏvg

[
d(r)
eg · e(µ)(rr)

]
ei(fβzr+pϕr) ,

Gνr =
√

ων
4πε0ℏ

[
d(r)
eg · e(ν)(rr)

]
ei(βzr+mϕr) . (3.60)

Si queremos describir una dinámica Markoviana podemos usar la ecuación maestra de Lindblad
(3.34). Para las tasas de decaimiento y los coeficientes de acoplamiento dipolar entre átomos podemos
hacer la división entre las contribuciones de los modos guiados y los modos radiados, iguales a

γrs = γ(g)
rs + γ(rad)

rs , Ωrs = Ω(g)
rs + Ω(rad)

rs .

Definiendo la etiqueta ν0 = (ω0, β,m), podemos escribir las contribuciones de los modos radiados como

γ(rad)
rs = 2π

∑
m

∫ kn2

−kn2

dβ Gν0rG
∗
ν0s ,

Ω(rad)
rs = −PV

[∫ ∞

0
dω
∑
m

∫ ωn2/c

−ωn2/c

dβ

(
GνrG

∗
νs

ω − ω0
− (−1)r+sG

∗
νrGνs
ω + ω0

)]
.

Por otro lado, la contribución de los modos guiados está dado por

γ(g)
rs = 2π

∑
fp

Gµ0rG
∗
µ0s ,

Ω(g)
rs = −PV

∫ ∞

0
dω
∑
fp

(
GµrG

∗
µs

ω − ω0
− (−1)r+sG

∗
µrGµs

ω + ω0

) ,
con µ0 = (ω0, f, p). Siendo más espećıficos, si consideremos que el vector de momento dipolar de todos
los átomos apunta sobre el eje z y tiene una magnitud dr encontraremos que [9]

γ(g)
rs = 2ω0

ε0ℏvg
drdse

(µ0)
z (rr)e∗(µ0)

z (rs) cos(ϕr − ϕs) cos
[
ω0
vg

(zr − zs)
]
, (3.61)

γ(rad)
rs = 2ω0

ε0ℏ
drds

∑
m

∫ ω0c

0
dβ e(ν)

z (rr)e∗(ν)
z (rs) cos[m(ϕr − ϕs)] cos [β(zr − zs)] , (3.62)

Ω(g)
rs ≈ ω0

ε0ℏvg
drdse

(µ0)
z (rr)e∗(µ0)

z (rs) cos(ϕr − ϕs) sin
[
ω0
vg

(zr − zs)
]
. (3.63)

No mostramos la expresión de Ω(rad)
rs porque es una cantidad dificil de evaluar incluso de manera

numérica. Pero una aproximación a su valor seŕıa considerar la solución del acoplamiento dipolar en
el vaćıo (sin la presencia de la fibra), lo que nos ayuda a justificar que Ω(rad)

ij suele decaer rápidamente
a medida que |zr − zs| va aumentando, de forma que podemos despreciar su contribución cuando la
separación entre átomos es similar a λ0 [133] o mayor. Lo mismo se ha reportado para el término
no-diagonal de γ(rad), que decae con la separación interatómica de forma que a distancias similares a
λ0 podemos considerar solo el término diagonal [132]. Aśı para el caso Markoviano podemos hacer la
aproximación Ωrs ≈ Ω(g)

rs , el cual no decae con la separación entre átomos. Sino que decrecerá conforme
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los átomos se vayan alejando de la superficie de la fibra, comportamiento que también comparten
las tasas de decaimiento dadas por los modos guiados. Como en este trabajo vamos a explorar el
comportamiento de la emisión de fotones, vamos a omitir la contribución del acoplamiento dipolar.
Esto es posible debido a la expresión (3.63), en donde podemos considerar átomos en un arreglo
dimensional y elegir separaciones iguales a ω0 (zr − zs) /vg = nπ siendo n un entero, lo que resulta en
Ωrs = 0. Agregando esta hipótesis nuestra ecuación maestra de (3.34) se reduce a

d

dt
ρ̂a(t) =

∑
r,s

γrs

(
σ̂

(s)
− ρ̂a(t)σ̂(r)

+ − 1
2 σ̂

(r)
+ σ̂

(s)
− ρ̂a(t) − 1

2 ρ̂a(t)σ̂(r)
+ σ̂

(s)
−

)
. (3.64)

Para átomos idénticos también podemos tomar tasas de decaimiento iguales, de forma que definimos
γ10 = γ

(rad)
rr y γ = γ

(g)
rs . En base a esto, para un sólo átomo podemos definir la tasa de decaimiento total

Γ = γ10 + γ. Esta ecuación maestra de Lindblad y bajo los parámetros definidos es la que usaremos
en la primera parte de este proyecto.

3.6. Superradianza en nanofibras
En la sección 3.1.4 dimos una primera descripción a la superradianza y su conexión con el subespacio

simétrico. Pero para la ecuación maestra superradiante (3.37) no consideramos el término hermitiano,
−ℏ
∑
rs Ωrs

[
σ̂

(r)
+ σ̂

(s)
− , ρ̂a(t)

]
. El efecto de este término hermitiano ha sido estudiado en detalle, y se ha

observado que tal interacción lleva una perdida de las correlaciones dipolo-dipolo [134]. Si como en el
caso de Dicke [28] consideramos un sistema atómico denso (por ejemplo con separaciones interatómicas
mucho menores a λ0) ya hemos visto que no podemos omitir ninguna contribución de Ωrs. Aśı se
introduce un problema en nuestro sistema, y es que Ω(rad)

rs rompe la simetŕıa ante el intercambio de
part́ıculas, pues el término depende de las configuraciones entre vecinos [29]. Por tanto, la ecuación
superradiante se considera como un caso ideal del problema. Pero la introducción de sistemas atómicos
alrededor de nanofibras nos permite una interacción dipolo-dipolo de largo alcance, que en ciertas
configuraciones atómicas es simétrica ante cualquier permutación [8, 110], incluso podemos prescindir
de ella como vimos en la sección pasada. Es aśı que el estudio del decaimiento colectivo ha sido
posibilitado por la nanofibras [9].

Aún aśı, una deficiencia de usar la ecuación maestra superradiante es que solo considera el de-
caimiento colectivo de los átomos, sin considerar términos de decaimiento individual de cada emisor
(dados por los modos guiados en el caso de la nanofibra). En este aspecto, Clemens y Carmichael [135]
comentan que al inicio de un proceso de emisión se tiene una competencia entre los decaimientos colecti-
vos y no-colectivos, y los términos no-colectivos (decaimiento independiente) se vuelven más relevantes
en sistemas con pocos átomos, pues no hay suficiente tiempo para que el efecto colectivo se desarrolle
antes de que todas las excitaciones sean emitidas. Pero la inclusión de las emisiones independientes en
la ecuación superradiante (3.37) abona una enorme cantidad de grados de libertad lo que dificulta el
estudio de las emisiones colectivas e independientes. Por lo que en la literatura se han hecho estudios
anaĺıticos para un número menor a 6 átomos [6, 136–140], y para ensambles con un número mayor de
part́ıculas se han usando métodos numéricos como el método de trayectorias cuánticas [6, 135, 141].
Para una solución más general de N átomos previamente ha habido resultados anaĺıticos para una
excitación [7,8]. Bajo este contexto, uno de los resultados de esta tesis doctoral es mostrar la solución
de la dinámica de la emisión de N átomos en general, pero considerando que el sistema atómico tiene
a lo más cuatro excitaciones iniciales [58], lo cual se describirá en el siguiente caṕıtulo.

La introducción de la nanofibra para la interacción entre sistemas atómicos permite, entre otras
cosas, que las ecuaciones que describen la disipación individual y/o el término de interacción dipolo-
dipolo también puedan ser simétricas ante permutaciones de átomos [8, 64], como podemos observar
mediante los coeficientes (3.61)-(3.63), donde vemos una estructura periódica en las expresiones. Pero si
consideramos la disipación independiente en la descripción, el uso de los estados de Dicke |N, k⟩⟨N ′, k′|
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resultan inconvenientes e incompletos para tratar tal término [6,135]. Aún más, si consideramos siste-
mas con separaciones interatómicas mucho mayores a lo permitido en el modelo de Dicke (posible en
átomos-nanofibras), los estados de Dicke (3.38) empiezan a ser incompletos pues el sistema atómico
ya no es indistinguible. Aún en estas condiciones, es posible seguir considerando simetŕıas si conside-
ramos átomos idénticos e idénticamente preparados. En este caso las simetŕıas ante permutaciones se
darán en el subespacio de operadores S(L⊗N

4 ), donde podemos hacer uso base de operadores simétricos
(2.29) [64,65].

3.6.1. Observación experimental de superradianza
El modelo de Dicke (un sistema atómico denso y simétrico) ya comentado es dif́ıcil de realizar de

forma experimental pues implica preparar un gran número de átomos, cuyas configuraciones vecinales
sean iguales para todos los emisores, y esto todo en un volumen más pequeño que las longitudes de
onda emitidas [29]. La configuración atómica regular idéntica para todas las part́ıculas, necesaria para
considerar la simetŕıa en la interacción dipolo-dipolo es la más complicada de realizar. Por lo que es
común proponer directamente eliminar tal término considerando un confinamiento más grande. Una
forma de lograr esto es poniendo al sistema atómico en una cavidad óptica lo que permite lograr
la emisión colectiva aún para sistemas atómicos diluidos [142], donde ha sido posible observar los
fenómenos de superradianza para átomos colocados en arreglos cuya separación es ∼ λ0/2 [143–145].

Además de los sistema atómicos en cavidades, de manera más reciente se han considerado sistemas
atómicos acoplados a gúıas de onda. Estos nos ofrecen interacciones de largo alcance que no se limitan al
tamaño de una cavidad ( ∼ 100µm para el caso de una cavidad Fabry-Perot [105]), lo que nos permite
llegar a acoplar emisores cuánticos separados en el orden de metros, incluso kilómetros, necesarios
en la implementación de redes cuánticas a gran escala [146]. Sumado a esto, las nanofibras permiten
acoplar a los átomos con un número continuo de modos del campo (en el rango de 600 − 1200nm
para una gran transmitancia [147]), contrario a las cavidades donde el acoplamiento se da a un número
discreto de modos. Esto relaja las restricciones que aparecen al trabajar con espectros de frecuencias tan
estrechos (∆ωFWHM ∼ 10MHz → ∆λ ∼ 10−4 nm para las cavidades [146]), como el afinar y mantener
el modo de la cavidad en resonancia con la frecuencia de transición atómica [113]. Finalmente, las
interacciones dipolo-dipolo dado por Ωij pueden ser simétricas para arreglos de átomos [8], eliminando
los inconvenientes dados por la parte unitaria de la evolución. Aśı, los sistemas átomos-nanofibras
también han posibilitado la observación de la super-radianza en el régimen óptico [14], aún para
átomos con separaciones del orden de decenas y centenas de veces la longitud de onda emitida λ0 [9].

3.7. Más allá de la dinámica Markoviana
La interacción N átomos con los modos del campo electromagnético presentan como obstáculo

para su estudio el enorme número de grados de libertad que presenta. Primeramente por un espacio
atómico H⊗N

2 de dimensión 2N (o 4N si queremos también introducir un estudio a los estados mixtos),
sino que aparte la descripción de infinitos modos del campo electromagnético que hay cercanos a una
nanofibra, que incluso son etiquetados por variables continuas como la frecuencia. Para sortear al
menos los grados de libertad del campo podemos usar la descripción Markoviana del sistema, los cuál
nos da la evolución del sistema atómico reducido a través de la ecuación maestra (3.34), aśı que cabe
preguntarnos: ¿hasta dónde podemos fiarnos de está descripción y tratar de prescindir las variables
del campo?

Una de las primeras interpretaciones que se da a una dinámica Markoviana en el contexto del
formalismo cuántico, es aquella en la que el subsistema ambiente A no guarda información que pueda
modificar la evolución del subsistema de interés S en tiempos subsecuentes, de forma que la emisión
de información cuántica del subsistema al ambiente sea irreversible [148]. Estos efectos de memoria no
siempre pueden ser despreciados, de forma que durante la evolución de un subsistema S hay perdida y
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recuperación de propiedades cuánticas como la coherencia cuántica, las correlaciones, el enredamiento
cuántico, etc. Cuando esto suceda estaremos hablando de que el sistema sigue una evolución no-
Markoviana. En la literatura existen varias propuestas para tratar de definir y medir de manera clara
y exacta cuando un sistema es Markoviano o no-Markoviano, o para medir el grado de memoria de
un sistema [149–154]. Aśı, nuestra definición para el presente estudio será considerarla como los casos
en los que no podemos asumir en su totalidad a la aproximación de Born y/o a las aproximaciones de
Markov descritas en la sección 3.1.3. Existen varias fuentes para el comportamiento no-Markoviano en
los sistemas cuánticos abiertos, como por ejemplo densidades espectrales ambientales estructuradas,
correlaciones no-locales entre grados de libertad del ambiente, un fuerte acoplamiento entre sistema-
ambiente, bajas temperaturas, correlaciones iniciales entre sistema-ambiente, entre otros [95, 148,155,
156]. El estudio de sistemas no-Markovianos se han llevado a cabo en estados atómicos colectivos
acoplados a ambientes estructurados [157,158] y para el régimen de acoplamiento fuerte [159].

Entonces, ¿en que situaciones de interés para el presente trabajo no se puede asumir la dinámica
Markoviana? Los modos electromagnéticos presentes en una nanofibra permiten que los átomos inter-
actúen mediante un ambiente en común unidimensional, lo que hace posible la interacción incluso a
largas distancias [15, 53, 55]. Este aspecto es esencial para el env́ıo de información cuántica a largas
distancias, lo que posibilita la construcción de una red a gran escala que permita la interacción y
evolución de sistemas cuánticos [1,2]. Si la distancia entre los emisores es menor, o incluso centenas de
veces, la longitud de onda emitida, se puede estudiar al sistema en un régimen en el que se desprecien
los efectos de retroalimentación en el sistema dado por la existencia de tiempos de retardo. Es decir, si
consideramos que el tiempo que le toma viajar a un fotón emitido de un átomo a otro es much́ısimo
menor a los tiempos en que observamos el decaimiento de excitaciones (igual 1/Γ) podemos usar la des-
cripción Markoviana [160]. Pero consideremos lo siguiente, a medida que aumenta la distancia entre los
emisores el tiempo que le toma viajar un fotón va ser cada vez más relevante. Durante este tiempo, una
excitación atómica pasa al ambiente y un tiempo después podŕıamos observar que excita a otro átomo
en el sistema. Este fenómeno que es debido a la existencia de un tiempo de retardo ya no puede ser
ignorado, y debe de tomarse en cuenta en sistema cuánticos separados por un retardo que ya no puede
ser ignorado, incluso llegando a distancias macroscópicas hasta de cientos de kilómetros [161–163].

Es en el interés de tener sistemas de información cuántica a largas distancias lo que nos lleva a
estudiar fenómenos no-Markovianos. Cuándo los átomos están separados a distancias comparables a
c/Γ, el sistema entra en una dinámica llamada retroalimentación coherente retardada en el tiempo, en
el que las aproximaciones de Born-Markov ya no son completamente válidas [45, 164], especialmente
porque no es posible despreciar el enredamiento entre el subsistema atómico y el ambiente como se
demostrará en el caṕıtulo 5. Ejemplo de ello ha sido el estudiado de dos átomos distantes con una
excitación, en donde se ha observado nuevos efectos colectivos como tasas de emisión colectiva que
superan las de la superradianza de Dicke (fenómeno llamado superduperradianza) y la formación de
estados ligados átomo-fotón altamente deslocalizados [45,47,165–167].

3.8. Parámetros f́ısicos y experimentales para átomos-nanofibra

Para dar un mejor contexto sobre el modelo f́ısico en el que se desarrolla el proyecto, se darán a
continuación algunos datos obtenidos de grupos experimentales en átomos-nanofibras localizados en
Maryland11, Okinawa12 y Berĺın13, haciéndose mayor énfasis en el primer grupo debido a las obser-
vaciones que han realizado de sub- y super- radianza para separaciones interatómicas mayores a las
longitudes de luz emitidas [9].

11https://groups.jqi.umd.edu/rolston/research/atoms-squids
12https://groups.oist.jp/light
13https://www.physics.hu-berlin.de/en/gop-en/research_en/nanofiber-based-atom-trap

https://groups.jqi.umd.edu/rolston/research/atoms-squids
https://groups.oist.jp/light
https://www.physics.hu-berlin.de/en/gop-en/research_en/nanofiber-based-atom-trap


50 CAPÍTULO 3. ELECTRODINÁMICA CUÁNTICA EN NANOFIBRAS

3.8.1. La fibra
La fabricación de nanofibras usualmente consiste en calentar y alargar una fibra óptica comercial sin

romperla. Las fibras comerciales usadas tienen un revestimiento cuyo diámetro exterior es ∼ 125µm, y
un núcleo de diámetro ∼ 5µm [51]. La gúıa de onda es modificada hasta obtener una zona nanométrica
denominada cintura, que es una región donde el núcleo original ha sido forzado a desaparecer y el
revestimiento inicial pasa a tomar el rol de núcleo. El núcleo conseguido (donde se llevarán a cabo
las interacciones con los átomos) tiene un diámetro de alrededor de ∼ 500nm, puede alcanzar una
longitud del rango de decenas de miĺımetros, y tiene un ı́ndice de refracción n1 ∼ 1.45 [51,52,168]. En
la Fig. 3.3 se muestra un esquema de la fibra después del proceso de modificación.

Para un modo fundamental con una longitud de onda igual a 780nm se ha observado una trasmi-
sión del 99.95 % [52], lo que justifica la omisión de los efectos de absorción o difracción en el modelo.
Aśı, considerando una nanofibra de radio 250nm con n1 = 1.5 y modos de longitud de onda 780nm
encontraremos un parámetro V ≈ 2.25, lo que nos asegura que podamos trabajar con una fibra uni-
modal. Valores de V ∼ 2 ya son estándares en experimentos con nanofibras, pero V puede reducirse
aún más al considerar núcleos de menor radio, donde se han podido reportar hasta a ∼ 150nm [15].

Fibra sin modificar
Núcleo ∅ ∼ 5µm

Revestimiento ∅ ∼ 125µm

Cintura L ∼ 10mm
Núcleo cintura ∅ ∼ 500nm

Fibra modificada

Figura 3.3: Esquema de la fibra usada en interacciones átomos-nanofibra. Se modifica una fibra comercial para lograr
una región (cintura) en donde se tiene un dieléctrico con núcleo nanométrico. L denota el largo de la región, y ∅ el
diámetro.

3.8.2. El sistema atómico
En la cintura de la fibra se coloca una nube atómica, usualmente de átomos de 87Rb atrapados por

una MOT [15,19], donde la nube atómica esta compuesta de alrededor de ∼ 108 part́ıculas [169]. Como
el estado base tomamos |0⟩ = |52S1/2⟩, y para el estado excitado |1⟩ = |52S3/2⟩. Esto nos otorga una
transición atómica cuya longitud de onda es λ0 = 780nm [9, 169]. Cabe mencionar, que otra opción
usada es la transición 62S1/2 → 62P3/2 de átomos de 133Cs de 852nm [19, 112, 168]. Retomando los
átomos de 87Rb tendremos una tasa de emisión Γ−1 = 26.24ns [9].

De la nube atómica es posible extraer un arreglo unidimensional de átomos [15, 19]. Para ello
se env́ıan a través de la nanofibra dos haces láser en el primer modo fundamental del modo guiado
(m = 1, l = 1). Un láser haćıa el rojo (∼ 1060nm) y fuera de resonancia con λ0, crea un potencial
atractivo, mientras que un láser haćıa el azul (∼ 750nm) crea un potencial repulsivo, resultando de
ambas un mı́nimo de potencial donde los átomos pueden mantenerse a distancia r constante de la
nanofibra, atrapados a una temperatura de decenas [15] o centenas de µK [112] dependiendo de la
distancia. El confinamiento longitudinal de los átomos puede lograrse enviando otros dos haces láser
fuera de resonancia y haćıa el rojo, contra-propagantes de forma que se crea una onda estacionaria.
De esta forma se puede crear un arreglo unidimensional sobre el eje z [9,10,15,19,112]. Finalmente el
confinamiento azimutal es posible usando haces con polarización cuasi-lineal [20,168].

De esta forma se han reportado arreglos con 2000 átomos [112], aśı como otros con decenas de
átomos [9,20]. Para experimentos de sub- y super- radianza, los átomos están separados una distancia
de ∼ 30nm de la superficie de la fibra para lo cual se ha reportado que la tasa de decaimiento γ ∼ 0.13 Γ.
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En otros experimentos con separaciones mayores a 200nm han reportado γ ∼ 0.01 Γ [112, 168]. Y
para la separación interatómica normalmente se tienen distancias de λ0/2 [19], pero se han logrado
separaciones de ∼ 200−300µm, el cual se encuentra en el orden de centenas de longitudes de onda de la
luz emitida [9]. Finalmente recordemos que para que consideremos efectos no-Markovianos pedimos que
la distancia interatómica sea del orden de |zr − zs| ∼ c/Γ. Considerando los datos arriba mostrados
podemos estimar que la distancia interatómica debe de ser del orden de 1m para poder observar
los efectos de retardo. Esta estimación es la que tendremos en mente al hablar de los efectos no-
Markovianos.
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Caṕıtulo 4

Sistema Markoviano

En este caṕıtulo resolvemos la dinámica de la emisión de fotones por parte de un sistema de N
átomos de dos niveles cercanos a una nanofibra, de forma que los modos radiados y guiados descritos
en el caṕıtulo anterior, dan paso a procesos de emisión independientes y colectivos. Asumiremos que los
átomos se encuentran en un arreglo unidimensional, cuya separación entre vecinos es del orden de λ0
(la longitud de onda que emiten los átomos) de forma que podemos suponer que las condiciones para
considerar una dinámica Markoviana se cumplen (ver sección 3.1.3). Aśı, una de las aproximaciones que
aceptamos es la de Born, la que nos permite despreocuparnos de los grados de libertad del ambiente.
Por tanto, nos podemos enfocar en la parte atómica, para poder dar soluciones a un sistema general de
N de átomos. Parte de los resultados que presentamos en este caṕıtulo forman parte del art́ıculo [58].

La ecuación maestra completa que gobierna está dinámica es
d

dt
|ρ̃(t)) = − i

ℏ

[
Ĥ0 + Ĥint, |ρ̃(t))

]
+ L̆ |ρ̃(t)) . (4.1)

En la parte unitaria de la evolución tenemos el Hamiltoniano libre de los átomos encontrado en (3.15)
dado por

Ĥ0 = ℏω0
2

N∑
r=1

σ̂
(r)
3 , (4.2)

donde al tener part́ıculas idénticas consideramos que la frecuencia de emisión es la misma para todos
los átomos, ω(r)

0 = ω0. Por otra parte tenemos la interacción dipolar-dipolar entre átomos mediados
por el campo que hemos encontrado en (3.34)

Ĥint = ℏ
∑
r, s

Ωr, sσ̂(r)
+ σ̂

(s)
− . (4.3)

Para el acoplamiento dipolar tenemos dos términos, esto debido a los modos de una nanofibra,
Ωrs = Ω(g)

rs + Ω(rad)
rs . La contribución de los modos radiados Ω(rad)

rs puede despreciarse a separacio-
nes interatómicas del orden de λ0. Y la parte de los modos guiados Ω(g)

rs podemos omitirlos cuando
|zr − zs| = nπvg/ω0, siendo vg la velocidad del modo fundamental en la nanofibra (ver sección 3.5).
Asumiendo estas suposiciones podremos prescindir de (4.3) en la ecuación maestra.

La parte no-Hermitiana de la evolución está descrita por el Lindbladiano L̆ = L̆′
i + L̆′

c. El primer
término corresponde al decaimiento independiente de los átomos y está dado por los términos diagonales
de la tasa de decaimiento γrr. Este termino está modelado por

L̆′
i• = (γ10 + γ)

N∑
r=1

(
σ̂

(r)
− • σ̂(r)

+ − 1
2 σ̂

(r)
+ σ̂

(r)
− • −1

2 • σ̂(r)
+ σ̂

(r)
−

)
, (4.4)
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donde γ10 = γ
(rad)
rr y γ = γ

(g)
rr , que serán iguales para todos los átomos. Por otro lado, el segundo

Lindbladiano corresponde a la emisión colectiva que en el sistema átomos-nanofibra está dado por los
modos guiados [170], y que está cuantificado por los términos no-diagonales de la tasa de decaimiento
γrs con r ̸= s

L̆′
c• = γ

N∑
r ̸=s=1

(
σ̂

(s)
− • σ̂(r)

+ − 1
2 σ̂

(r)
+ σ̂

(s)
− • −1

2 • σ̂(r)
+ σ̂

(s)
−

)
. (4.5)

Recordemos que para lo anterior hemos supuesto que podemos despreciar γ(rad)
rs y definimos γ = γ

(g)
rs =

γ
(g)
rr .

Una variable que es de utilidad es la tasa de decaimiento total de un emisor igual a Γ = γ10 + γ.
Notemos que podemos considerar que los átomos no interactúan entre ellos cuando γ = 0 y Γ = γ10.
Con el uso de Γ podemos redefinir nuestros el Lindbladiano total de la forma L̆ = L̆i + L̆c, donde

L̆i• = (Γ − γ)
N∑
µ=1

(
σ̂

(µ)
− • σ̂(µ)

+ − 1
2 σ̂

(µ)
+ σ̂

(µ)
− • −1

2 • σ̂(µ)
+ σ̂

(µ)
−

)
, (4.6)

L̆c• = γ

[
Ĵ− • Ĵ+ − 1

2 Ĵ+Ĵ− • −1
2 • Ĵ+Ĵ−

]
. (4.7)

Notemos que (4.7) es el término que aparece en la ecuación maestra superradiante (3.37). Pero en
nuestro modelo agregamos un término de emisión independiente L̆i. Aún aśı todos los términos en
nuestra ecuación son simétricos ante cualquier intercambio de etiquetas por lo que podemos restringir la
evolución del sistema dentro del subespacio simétrico S(L⊗N

4 ). Esto, cuando consideremos condiciones
iniciales dentro de tal subespacio. Cabe aclarar que el uso del subespacio simétrico en el contexto de
sistemas cuánticos abiertos no implica que el sistema atómico sea indistinguible. Aún más, ya que
permitimos que los fotones emitidos interactúen con el ambiente, los átomos son distinguibles en el
sentido de que podemos describir de donde proviene cada fotón emitido. Hacemos uso del subespacio
simétrico ya que la ecuación (4.1) es totalmente simétrica. Esto se debe a que consideramos átomos con
las mismas condiciones, i.e., mismas frecuencias de transición, mismos acoplamientos con el campo,
etc. Ejemplos donde aparecen los términos de disipación independientes y colectivos que se consideran
en este proyecto son: átomos cercanos a nanogúıas de onda [132] (que es el caso de estudio de este
trabajo, y el cual ilustramos en la Fig. 4.1) o átomos dentro de cavidades imperfectas [6]. Sistemas que
ya han sido tratados anteriormente, pero para pocos átomos o considerando simulaciones numéricas
[6, 36–38,62,64,66,135–137]

Simplificaremos aún más la ecuación maestra (4.1) trabajando la evolución en el esquema de
interacción definido en 2.3.2. Para ello consideramos

|ρ(t)) = Û†(t, t0) |ρ̃(t)) Û(t, t0)

con Û(t, t0) = exp
(

−iĤ0(t− t0)/ℏ
)

. Por simplicidad usaremos el tiempo inicial t0 = 0. Para la

transformación del Lindbladiano total usamos que Û†(t)σ̂(r)
± Û(t) = e±iω0tσ̂

(r)
± por lo que L̆ queda

invariante ante la transformación. Aśı la ecuación maestra que queda es

d

dt
|ρ(t)) = L̆ |ρ(t)) , (4.8)

el cual modela dos procesos de emisión espontánea: el primero es la disipación independiente donde los
átomos emiten fotones hacia los modos de radiación; y segundo tenemos la disipación colectiva debido
al acoplamiento entre átomos producto de los modos guiados.
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|g⟩

|e⟩
ω0

z

γ

γ10

γ10

Figura 4.1: Representación de los dos canales de disipación en un sistema abierto de N átomos de
dos niveles cercanos a una nanofibra. Se muestran los modos de radiación, representados por L̆i, en el
cual los átomos emiten al espacio libre con una tasa de decaimiento γ10 y a cualquier dirección. Por
otra parte tenemos los modos guiados, L̆c, en donde los átomos emiten a lo largo de la nanofibra con
tasa γ. Los modos guiados son los que permiten que los átomos interactúen aunque estén separados a
largas distancias.

4.1. Base de decaimiento para la emisión independiente
Notemos que nuestra ecuación de movimiento es de la forma (2.17) para un superoperador no-

Hermitiano, por tanto haremos uso del método de la base de decaimiento descrito en la sección (2.2.2).
Ya que podemos trabajar en el subespacio simétrico S(L⊗N

4 ), haremos uso de la base de operadores
simétricos (2.29) para expandir al operador de estado |ρ(t)). Mientras que, cualquier observable o
superoperador podemos expresarlo con los superoperadores colectivos (2.30).

El primer método que aplicamos es obtener la base de decaimiento para el decaimiento independien-
te dado por el Lindbladiano L̆i. Para ello, lo primero que podemos hacer es reescribir al superoperador

L̆i en términos de los superoperadores colectivos Ă
ij
kl
+ , como resultado obtenemos que

L̆i |ρ) = γ10

[
Ă

00
11
+ − Ă

11
11
+ − 1

2

(
Ă

10
10
+ + Ă

01
01
+

)]
|ρ) , (4.9)

donde por usamos la variable γ10 = Γ − γ. Para reescribir este mapeo podemos usar el diccionario
entre superoperadores mostrado en el Apéndice A. Dado lo anterior podemos proponer las ecuaciones
de eigenvalores. Para ello, proponemos que cualquier operador eigenvector puede escribirse como la
siguiente combinación lineal

|ρsym) =
∑
nij

c
n00 n01
n10 n11 Q̂

n00 n01
n10 n11 , (4.10)

donde las c son constantes de la expansión, y que queremos determinar. Usando la acción de los
superoperadores colectivos vemos que la acción de L̆i sobre la base de operadores simétricos es igual a

L̆iQ̂
n00 n01
n10 n11 = γ10

[
n11Q̂

n00+1 n01
n10 n11−1 − n11Q̂

n00 n01
n10 n11 − n10 + n01

2 Q̂
n00 n01
n10 n11

]
.
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Usando esta igualdad llegamos a la relación de recurrencia que necesitamos resolver para obtener los
eigenvectores. Tal ecuación nos da que los coeficientes siguen la regla

c
n00−1 n01
n10 n11+1 = 1

n11 + 1

(
N

2 + n11 − n00
2 + λ

γ10

)
c
n00 n01
n10 n11 . (4.11)

Al resolver tal relación de recurrencia encontramos que los eigenvalores son

λα,δ = −γ10

[
N − α

2 + δ

]
, (4.12)

donde α = n00 + n11 y 0 ≤ δ ≤ α es un entero. Por lo tanto los eigenvectores derechos del problema
del decaimiento independiente son los siguientes

|α, δ)n = (−1)δ
(
N

α

)(
N − α

n

)(
α

δ

) δ∑
n11=0

(−1)n11

(
δ

n11

)
Q̂
α−n11 N−α−n
n n11 , (4.13)

donde por simplicidad denotamos n = n10, etiqueta que nos permite diferenciar a los distintos eigen-
vectores degenerados. Cabe mencionar que el eigenvector con α = N y δ = 0 representa al estado
base del sistema atómico, que es elemento del subespacio simétrico y puede representarse por Q̂

0 0
0 0 . Es

importante recalcar que este eigenvector es el único que representa un operador de estado por śı mismo,
ya que los otros eigenvectores obtenidos no representan estados f́ısicos debido a que su traza es igual
cero. Aún aśı, cualquier estado f́ısico que pertenezca al subespacio S(L⊗N

4 ) puede ser representado por
combinaciones lineales de estos operadores |α, δ)n.

Los eigenvectores derechos (4.13) son degenerados debido a que la etiqueta n puede tomar distintos
valores, espećıficamente 0 ≤ n ≤ N − α. Pero al hacer un conteo de todos los eigenvectores distintos
que podemos formar dado N , encontraremos que el número de eigenvectores |α, δ)n que se tiene es

N∑
α=0

α∑
δ=0

(N − α+ 1) = (N + 1)(N + 2)(N + 3)
6 ,

el cual corresponde a la dimensión del subespacio simétrico S(L⊗N
4 ). Ya que por construcción los (4.13)

son linealmente independientes y el número de eigenvectores es igual a la dimensión del subespacio
podemos concluir que el conjunto de |α, δ)n es efectivamente una base del subespacio.

Una vez demostrado que los eigenvectores derechos de L̆i forman una base, entonces necesitamos
encontrar los operadores duales de los eigenvectores. Estos serán los eigenvectores izquierdos del su-
peroperador. Es importante encontrarlos para poder calcular los coeficientes necesarios para expandir
cualquier operador en esta base. Para esto, resolveremos la ecuación de eigenvalores izquierdos

(ρsym| L̆i = λ (ρsym| . (4.14)

cuya solución es igual a caso de los eigenvalores derechos. Como resultado encontramos que los eigen-
valores son los mismos y tienen asociados los eigenvectores izquierdos

n (α, δ| =
α∑

n11=δ

(
α− δ

α− n11

)
Q̂
α−n11 N−α−n
n n11 . (4.15)

Aśı, entre estos operadores y los eigenvectores derechos efectivamente se satisface la relación de dualidad

n′(α′, δ′|α, δ)n = δα′,αδδ′,δδn′,n .
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Con la base de eigenvectores derechos e izquierdos, podemos reescribir cualquier operador como
combinación lineal de estos. Especialmente podemos re-expresar los operadores (2.29), de la forma

Q̂
α−n11 N−α−n
n n11 =

n11∑
k=0

ck |α, k)n , (4.16)

donde encontramos que

ck =
[(

α

n11

)(
N − α

n

)(
N

α

)]−1(
α− k

α− n11

)
. (4.17)

Consecuencia directa de estos resultados es que podemos solucionar la evolución de la disipación
independiente d |ρ(t)) /dt = L̆i |ρ(t)), tomando como condición inicial |ρ(0)) = Q̂

α−δ N−α−n
n δ . Aśı la

solución a tal problema es

|ρ(t)) = exp
(

− N − α

2 γ10t

)
n!(N − α− n)!

N !

δ∑
i=0

di(t)Q̂
α−i N−α−n
n i , (4.18)

donde tenemos los coeficientes

di(t) =
δ∑
j=i

(−1)icj
(
j

i

)
i! (α− i)!e−jγ10t. (4.19)

4.1.1. Método perturbativo para la emisión colectiva
Como primer resultado hemos encontrado una base de decaimiento y con ella resuelto la dinámica

del decaimiento independiente. Pero, nuestro objetivo es dar una descripción al proceso de emisión
independiente y colectiva del sistema atómico. Aśı que, para encontrar soluciones a la ecuación maes-
tra (2.17) con γ ̸= 0 introduciremos una teoŕıa de perturbaciones en el espacio de Liouville, con
el objetivo de encontrar los eigenvectores del Lindbladiano L̆ como perturbación de la base |α, δ)n.
Usando esta base perturbada podemos dar soluciones anaĺıticas a la evolución de la emisión colectiva.

Teoŕıa de perturbación en el espacio de Liouville

Aunque se han descrito varios métodos perturbativos en el espacio de operadores de Liouville
[171–173], consultando la literatura no encontré un método que tome en cuenta el caso de una base
de operadores degenerado. Aún aśı, pude obtener un método para el caso degenerado extrapolando los
métodos expuestos en [173,174]. Aśı que como un resultado de este proyecto, a continuación se resume
el método encontrado y en la siguiente sección describimos un uso expĺıcito al método.

Supongamos que hemos solucionado el problema de eigenvalores para el Lindbladiano L̆0. Deno-
tamos por |κ) y (κ| a los eigenvectores derechos e izquierdos de L̆0 respectivamente, mientras que
los eigenvalores del sistema los denotaremos mediante λ(0)

κ . Si introducimos el mapeo L̆pert como una
perturbación al sistema, de entrada nos gustaŕıa poder resolver la ecuación de eigenvalores(

L̆0 + γ̄L̆pert

)
|ϕκ) = λκ |ϕκ) , (4.20)

siendo γ̄ la magnitud de la perturbación, el cual podemos suponer como γ̄ ≪ 1.
Como queremos estudiar el caso de eigenvalores degenerados, centrémonos en un eigenvalor λ(0)

κ , el
cual es degenerado y el cual crea el subespacio {|κ)}. En este subespacio podemos formar los proyectores

Qκ =
∑
κ

|κ) (κ| , Pκ = I − Qκ,
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los cuales son idempotentes, conmutan entre śı y conmutan con L̆0. Si usamos estos proyectores en la
ecuación de eigenvalores (4.20) obtenemos

L̆0 (Qκ + Pκ) |ϕκ) + γ̄L̆pert (Qκ + Pκ) |ϕκ) = λκ (Qκ + Pκ) |ϕκ) . (4.21)

De la ecuación anterior queremos obtener solo una expresión que contenga a Qκ |ϕκ) pero que no
contenga el término Pκ |ϕκ). Para lograr esto, multiplicamos la ecuación (4.21) por Pκ y despejamos
Pκ |ϕκ). Luego a la expresión (4.21) lo multiplicamos por Qκ y sustituimos la expresión obtenida para
Pκ |ϕκ) en el paso previo. Esto nos lleva al resultado(

λκ − L̆0 − γ̄QκL̆pertQκ
)
Qκ |ϕκ) = γ̄2QκL̆pert

(
λκ − L̆0 − γ̄PκL̆pertPκ

)−1
PκL̆pertQκ |ϕκ) ,

que al aproximar a primer orden en γ̄ se reduce a(
λκ − λ(0)

κ − γ̄QκL̆pertQκ
)
Qκ |ϕκ) = 0 . (4.22)

Para esta expresión, sea |a) ≡ Qκ |ϕκ) el cual satisface QκL̆pertQκ |a) = a |a), con a un escalar. En-
tonces |a) es un eigenvector de la ecuación (4.22) con eigenvalor λκ = λ

(0)
κ + γa. Aśı, para encontrar

los eigenvalores y el conjunto de eigenvectores derechos |a) tenemos que diagonalizar QκL̆pertQκ al
superoperador, el cual puede mapearse a una matriz. Para encontrar los eigenvectores izquierdos (a|
construimos la matriz A que tiene como columnas los eigenvectores derechos. Los eigenvectores iz-
quierdos serán los vectores fila de la matriz A−1 [175,176].

4.1.2. Aplicación del método perturbativo
Usamos lo anterior para el caso en que consideramos a la emisión colectiva una perturbación a la

emisión independiente. Esto lo podemos cuantificar pidiendo que 1 ≫ γ/Γ = γ̄. Con este requerimiento
estamos considerando sistemas en donde la mayor parte de los fotones son emitidos al espacio libre, y
solo una pequeña fracción viaja a lo largo de la fibra como modos guiados. Para introducir el término
colectivo, primeramente reescribimos L̆c en términos de los superoperadores colectivos. Esto podemos
hacerlo con la ayuda del Apéndice A, y tendremos como resultado

L̆ |ρ̂) = γ

[
Ă

00
10
+ Ă

10
11
+ + Ă

00
10
+ Ă

00
01
+ + Ă

01
11
+ Ă

10
11
+ + Ă

01
11
+ Ă

00
01
+ − 1

2

(
Ă

10
00
+ Ă

00
10
+ + Ă

10
00
+ Ă

01
11
+ + Ă

11
01
+ Ă

00
10
+

+Ă
11
10
+ Ă

11
01
+ + Ă

01
11
+ Ă

10
11
+ + Ă

11
10
+ Ă

00
01
+ + Ă

01
00
+ Ă

10
11
+ + Ă

01
00
+ Ă

00
01
+

)]
|ρ) . (4.23)

Cabe hacer una anotación al superoperador anterior. Si proponemos una ecuación de eigenvalores como
los operadores de la forma (4.10) aśı como hicimos con L̆i, obtenemos una ecuación de recurrencia para
los coeficientes c

n00 n01
n10 n11 que es cuadrática, y por tanto más dif́ıcil de resolver anaĺıticamente. Por tanto,

como se exploró usar un método perturbativo para incluir los efectos de L̆c.
Para aplicar el método expuesto debemos de identificar cada subespacio degenerado. Para esto,

recordemos que dados los eigenvectores |α, δ)n tendremos N − α + 1 eigenvectores degenerados que
etiquetamos por la variable n. En adición a esta degeneración, debemos considerar que diferentes
etiquetas α, δ que pueden dar el mismo eigenvalor. Espećıficamente se satisface que λα,δ = λα−2m,δ−m
siendo m un entero que debe de satisfacer que 0 ≤ α − 2m ≤ N y 0 ≤ δ − m ≤ α − 2m. Por tanto,
denotaremos al conjunto {α, δ} como aquellos valores de etiquetas α, δ que satisfacen esta condición.

Una vez identificado cada subespacio degenerado para los eigenvalores λα,δ podremos construir el
proyector de este subespacio que es igual a Qα,δ =

∑
{α,δ},n |α, δ)n n (α, δ|). Por tanto para encontrar
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los eigenvalores y eigenvectores perturbados debemos de diagonalizar al superoperador

Qα,δL̆cQα,δ = −γ
∑

{α,δ}

N−α∑
n=0

[
(δ + 1)(α− δ + 1) |α+ 2, δ + 1)n−1 n (α, δ| +

{
(N − α)(α+ 1)

2

+δ

}
|α, δ)n n (α, δ| + (n+ 1)(N − α− n+ 1) |α− 2, δ − 1)n+1 n (α, δ|

]
. (4.24)

Como resultado solo necesitamos identificar cada subespacio generado por los eigenvalores, y evaluar
la ecuación (4.24). Cada recalcar que este método es válido para sistemas de átomos acoplados a
nanofibras que satisfagan γ̄ ≪ 1, como por ejemplo Vetsch y colaboradores han reportado sistemas
con γ̄ ∼ 0.05 [10].

Ejemplo: N átomos con a lo más 4 excitaciones

Usaremos la perturbación independiente del tiempo para calcular la evolución de N átomos bajo
la ecuación maestra (4.8), cuando tenemos inicialmente a los más M = 4 átomos excitados. Esto es
posible debido a que en la ecuación maestra no estamos considerando fuentes de excitación externa,
por lo que la evolución del sistema no puede exceder las M excitaciones. Como conjetura adicional a
todo lo planteado, consideraremos como cero a todos aquellos eigenvectores que contengan términos
con menos de N − 4 átomos en el estado base (es decir, se satisface que n00 > N − 4). Bajo estas
aproximaciones el sistema evoluciona en un subespacio de dimensión igual a (M+1)(M+2)(M+3)/6.

De manera expĺıcita escribimos a continuación los eigenvalores y eigenvectores de L̆i para el caso
de M = 3 excitaciones, lo anterior por practicidad pero cabe recalcar que durante este proyecto se
logró estudiar hasta el caso M = 4:

λN−3,0 = −3γ10

2 : |N − 3, 0)0 = N(N − 1)(N − 2)
6 Q̂

N−3 3
0 0 , |N − 3, 0)1 = N(N − 1)(N − 2)

2 Q̂
N−3 2

1 0 ,

|N − 3, 0)2 = N(N − 1)(N − 2)
2 Q̂

N−3 1
2 0 , |N − 3, 0)3 = N(N − 1)(N − 2)

6 Q̂
N−3 0

3 0

λN−2,0 = −γ10 : |N − 2, 0)0 = N(N − 1)
3 Q̂

N−2 2
0 0 , |N − 2, 0)1 = N(N − 1)Q̂

N−2 1
1 0 ,

|N − 2, 0)2 = N(N − 1)
2 Q̂

N−2 0
2 0

λN−2,1 = −2γ10 : |N − 2, 1)0 = −N(N − 1)(N − 2)
2

(
Q̂

N−2 2
0 0 − Q̂

N−3 2
0 1

)
,

|N − 2, 1)1 = −N(N − 1)(N − 2)
(
Q̂

N−2 1
1 0 − Q̂

N−3 1
1 1

)
,

|N − 2, 1)2 = −N(N − 1)(N − 2)
2

(
Q̂

N−2 0
2 0 − Q̂

N−3 0
2 1

)
λN−1,0 = −γ10

2 : |N − 1, 0)0 = NQ̂
N−1 1

0 0 , |N − 1, 0)1 = NQ̂
N−1 0

1 0

λN−1,1 = −3γ10

2 : |N − 1, 1)0 = −N(N − 1)
(
Q̂

N−1 1
0 0 − Q̂

N−2 1
0 1

)
,

|N − 1, 1)1 = −N(N − 1)
(
Q̂

N−1 0
1 0 − Q̂

N−2 0
1 1

)
λN−1,2 = −5γ10

2 : |N − 1, 2)0 = N(N − 1)(N − 2)
2

(
Q̂

N−1 1
0 0 − 2Q̂

N−2 1
0 1 + Q̂

N−3 1
0 2

)
,

|N − 1, 2)1 = N(N − 1)(N − 2)
2

(
Q̂

N−1 0
1 0 − 2Q̂

N−2 0
1 1 + Q̂

N−3 0
1 2

)
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λN,0 = 0 : |N, 0)0 = Q̂
N 0
0 0

λN,1 = −γ10 : |N, 1)0 = −N
(
Q̂

N 0
0 0 − Q̂

N−1 0
0 1

)
λN,2 = −2γ10 : |N, 2)0 = N(N − 1)

2

(
Q̂

N 0
0 0 − 2Q̂

N−1 0
0 1 + Q̂

N−2 0
0 2

)
λN,3 = −3γ10 : |N, 3)0 = −N(N − 1)(N − 2)

6

(
Q̂

N 0
0 0 − 3Q̂

N−1 0
0 1 + 3Q̂

N−2 0
0 2 − Q̂

N−3 0
0 3

)
Una vez que tenemos lo anterior podemos aplicar nuestro método de perturbaciones para eigenva-

lores degenerados en el espacio de Liouville. Aśı, para el ejemplo anterior, la base perturbada es

Λ0,1 = 0 : |ϕ0,1) = |N, 0)0
Λ1,1 = − 1

2γ10
(
1 +Nγ

)
: |ϕ1,1) = |N − 1, 0)0

Λ1,2 = − 1
2γ10

(
1 +Nγ

)
: |ϕ1,2) = |N − 1, 0)1

Λ2,1 = −γ10
[
1 + (N − 1)γ

]
: |ϕ2,1) = |N − 2, 0)0

Λ2,2 = −γ10
[
1 + (N − 1)γ

]
: |ϕ2,2) = |N − 2, 0)2

Λ2,3 = −γ10 (1 +Nγ) : |ϕ2,3) = |N − 2, 0)1 + |N, 1)0
Λ2,4 = −γ10 : |ϕ2,4) = − 1

N−1 |N − 2, 0)1 + |N, 1)0
Λ3,1 = − 3

2γ10
[
1 + (N − 2)γ

]
: |ϕ3,1) = |N − 3, 0)0

Λ3,2 = − 3
2γ10

[
1 + (N − 2)γ

]
: |ϕ3,2) = |N − 3, 0)3

Λ3,3 = − 3
2γ10

(
1 + 3N−2

3 γ
)

: |ϕ3,3) = |N − 3, 0)1 + |N − 1, 1)0
Λ3,4 = − 3

2γ10
(
1 + N−2

3 γ
)

: |ϕ3,4) = − 2
N−2 |N − 3, 0)1 + |N − 1, 1)0

Λ3,5 = − 3
2γ10

(
1 + 3N−2

3 γ
)

: |ϕ3,5) = |N − 3, 0)2 + |N − 1, 1)1
Λ3,6 = − 3

2γ10
(
1 + N−2

3 γ
)

: |ϕ3,6) = − 2
N−2 |N − 3, 0)2 + |N − 1, 1)1

Λ4,1 = −2γ10
(
1 + N

2 γ
)

: |ϕ4,1) = |N − 2, 1)0
Λ4,2 = −2γ10

(
1 + N

2 γ
)

: |ϕ4,2) = |N − 2, 1)2
Λ4,3 = −2γ10

(
1 + N+2+ν

4 γ
)

: |ϕ4,3) = N−2+ν
4N−8 |N − 2, 1)1 + |N, 2)0

Λ4,4 = −2γ10
(
1 + N+2−ν

2 γ
)

: |ϕ4,4) = N−2−ν
4N−8 |N − 2, 1)1 + |N, 2)0

Λ5,1 = − 5
2γ10

(
1 + N+4

5 γ
)

: |ϕ5,1) = |N − 1, 2)0
Λ5,2 = − 5

2γ10
(
1 + N+4

5 γ
)

: |ϕ5,2) = |N − 1, 2)1
Λ6,1 = −3γ10

(
1 + γ

)
: |ϕ6,1) = |N, 3)0

.

donde en este caso definimos ν =
√

(N + 6)(N − 2).
Con la base perturbada de eigenvectores ya podemos resolver la evolución de un sistema de N

átomos. En este proyecto estamos interesados en la evolución de dos estados iniciales muy usados
en la literatura: los estados simétricos mixtos y los estados simétricos de Dicke. El primer estado
ejemplifica un estado inicial en el que no existen correlaciones entre las part́ıculas, mientras que en el
segundo estado propuesto existen correlaciones iniciales, incluso los átomos se encuentran en un estado
enredado. De esta forma, planteamos estudiar el proceso de creación y modificación de correlaciones
durante el proceso de decaimiento, usando estados mixtos y de Dicke respectivamente.

El estado simétrico mixto está dado por∣∣∣ρ(M)
mixed

)
= Q̂

N−M 0
0 M . (4.25)

Este estado consiste de M átomos excitados de un total de N , pero de los que no sabemos cuales
están excitados o no. Usando la expresión ec. (4.16) podemos reescribir

∣∣∣ρ(M)
mixed

)
en términos de la base

de decaimiento |α, δ)n. Para luego reescribir al estado en términos de la base perturbada que hemos
mostrado arriba. Haciendo esto para el caso M = 3 encontramos que el operador de estado al tiempo
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t es

∣∣ρ(3)(t)
)

= |ϕ0,1) + 3k1 e
−(γ10+Nγc)t

N2 |ϕ2,3) + 3k2 e
−γ10t

N2 |ϕ2,4) + 3k3 e
−2
(

γ10+ N+2+
√

(N+6)(N−2)
4 γc

)
t

N(N − 1) |ϕ4,3)

+3k4 e
−2
(

γ10+ N+2−
√

(N+6)(N−2)
4 γc

)
t

N(N − 1) |ϕ4,4) + 6e−3(γ10+γc)t

N(N − 1)(N − 2) |ϕ6,1) , (4.26)

donde los coeficientes son

k1 = 1, k2 = N − 1, k3
4

= N + 6 ∓
√

(N + 6)(N − 2)
N + 6 . (4.27)

Cabe recalcar que el operador
∣∣ρ(3)(t)

)
es solución a la ecuación (4.8) para el caso Γ ≫ γ, y que es

válido para cualquier número de átomos N .
Ya que tenemos el estado podemos calcular las observables del sistema, recordando que todo cálculo

de valores esperados debe de hacerse en el esquema de interacción y que cualquier observable de S(L⊗N
4 )

puede ser reescrito en términos de los superoperadores colectivos. Como ejemplo de una observable
para el sistema tenemos el número promedio de excitaciones P que es igual a

P (t) =
〈∑

r

σ̂
(r)
+ (t)σ̂(r)

− (t)
〉

= tr

[(
Ă

10
10
+ + Ă

11
11
+

)
|ρ(t))

]
, (4.28)

donde se ha usado que en el esquema de interacción σ̂
(r)
± (t) = e±iω0tσ̂

(r)
± . Para el estado simétrico

mixto de M = 1, 2, 3, 4 podemos resumir los resultados mediante la expresión

P
(M)
mixto(t) = M

[
N − 1
N

e−(Γ−γ)t + 1
N
e−[Γ+(N−1)γ]t

]
. (4.29)

De este resultado ya podemos tener una discusión sobre los aspectos f́ısicos que ocurren en el sistema.
Cuando los átomos no interactúan entre ellos (γ = 0), el promedio de excitaciones decae como Me−Γt lo
cual coincide con casos particulares ya estudiados [29]. Pero cuando los átomos interactúan, el promedio
de excitaciones está compuesto de una parte subradiante, que decae con una tasa Γ−γ (que es menor a
Γ la tasa de decaimiento de átomos sin interacción), y una parte superradiante cuya tasa de decaimiento
es Γ + (N + 1)γ (que es mayor a Γ), el cual va decayendo más rápido conforme N incrementa. Vemos
que las tasas de decaimiento solo tienen dependencia con el número de átomos y no con el número
de excitaciones atómicas iniciales. Notemos que inicialmente el estado no contiene coherencia alguna
entre los distintos átomos, pero conforme el sistema evoluciona la propia interacción entre los átomos
mediado a través de los modos guiados empieza a crear la coherencia, lo que explica la aparición
del comportamiento sub- y super- radiantes. Este efecto también ha sido reportado en átomos que
espacialmente se encuentran con separaciones menores a λ0 en el espacio libre, pero la solución usada
ha sido a través de métodos numéricos y para un número finito de átomos [6]. Cuando N ≫ 1, la parte
subradiante de la contribución P

(M)
mixed domina la evolución (ya que el peso del término es (N − 1)/N)

respecto a la aportación de la parte superradiante (que contribuye con 1/N en la evolución). Una
señal de que la parte subradiante domina la evolución del sistema es que P (M)

mixed(t) ≥ M e−Γt para
todo tiempo t. Además, notemos que la contribución de la parte subradiante con respecto a la parte
superradiante tampoco depende de M sino solo de N . Si N > 1 siempre tendremos estás contribuciones
sub- y super- radiantes lo que puede explicarse por el hecho de el estado inicial puede escribirse como
superposición de estados sub- y super- radiantes.

Al observar la ecuación (4.29) nos damos cuenta que tiene una forma simple. Esto lo podemos
explicar a través del formalismo de trayectorias cuánticas [33]. Bajo este formalismo, el decaimiento
atómico es modelado como la trayectoria del estado cuántico dado por una serie de saltos cuánticos
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aleatorios, y una evolución Hermitiana entre saltos. El valor de expectación de una observable se obtiene
sumando con distintos pesos el valor de expectación de cada trayectoria. Como ejemplo, asumamos
como condición inicial al estado |1⟩1|1⟩2. Consideremos la trayectoria en donde el primer átomo decae
a través del canal independiente de disipación, por lo que el estado colapsa a |0⟩1|1⟩2, el cual puede
escribirse como

|0⟩1|1⟩2 = 1
2

(
|1⟩1|0⟩2 + |0⟩1|1⟩2

)
− 1

2

(
|1⟩1|0⟩2 − |0⟩1|1⟩2

)
. (4.30)

El primer término en la suma es una estado simétrico de Dicke con una excitación, el cuál es un estado
superradiante que decae como e−(Γ+γ)t; el segundo término es un estado subradiante que decae como
e−(Γ−γ)t. Se obtiene un análisis similar si consideremos el decaimiento del segundo átomo. Podemos
hacer un análisis similar para un estado inicial de tres excitaciones |1⟩1|1⟩2|1⟩3. El primer átomo al
decaer independientemente hará que el estado colapse a

|0⟩1|1⟩2|1⟩3 = 1
3

(
|0⟩1|1⟩2|1⟩3 + |1⟩1|0⟩2|1⟩3 + |1⟩1|1⟩2|0⟩3

)
+

1
3

(
|0⟩1|1⟩2|1⟩3 − |1⟩1|0⟩2|1⟩3

)
+ 1

3

(
|0⟩1|1⟩2|1⟩3 − |1⟩1|1⟩2|0⟩3

)
. (4.31)

El primer término es un estado simétrico de Dicke de dos excitaciones, el cuál es un estado superradiante
que decae como e−(Γ+2γ)t; el segundo y tercer términos son subradiantes, ambos decaen como e−(Γ−γ)t.
Resultados similares se obtienen con el decaimiento independiente de los demás átomos. La forma
simple de la ecuación (4.29) es una consecuencia de la trayectoria cuántica creada por el proceso de
decaimiento independiente, el domina cuando tenemos la condición Γ ≫ γ, el cual puede escribirse
como una superposición de estados con dos distintas tasas de decaimiento: un decaimiento subradiante
y uno superradiante.

La otra condición inicial de interés es el estado simétrico de Dicke con M excitaciones. Este está
dado por ∣∣∣ρ(M)

dicke

)
=

∑
0=i+j≤M

M !
i!j!(M − i− j)! Q̂

N−M i
j M−i−j ,

(4.32)

y representa a un estado puro de M excitaciones en N átomos, esto descrito mediante una superposición
de estados. Usando la ecuación (4.16) podemos reescribir

∣∣∣ρ(M)
dicke

)
usando la base de decaimiento y la

base perturbada para calcular la evolución. Nuevamente usamos como un ejemplo el caso M = 3,
donde la evolución tomará también la forma (4.26), pero en este caso los coeficientes son

k1 = N − 2, k2 = 2, k3
4

= ±
3N − 10 ±

√
(N + 6)(N − 2)√

(N + 6)(N − 2)
. (4.33)

También para los estados simétricos de Dicke calculamos el promedio de excitaciones en el sistema
para M = 1, 2, 3, 4 excitaciones. El resultado puede resumirse como

P
(M)
dicke(t) = M

[
N −M + 1

N
e−[Γ+(N−1)γ]t + M − 1

N
e−(Γ−γ)t

]
. (4.34)

Similar al caso de los estados mixtos, ahora también tenderemos contribuciones sub- y super- radiantes
al decaimiento. Pero a diferencia del caso previo, ahora M determina el peso de las contribuciones pero
sigue sin tener efecto en las tasas de decaimiento. Notemos que cuando M = 1 no tenemos contribución
subradiante: el estado inicial es un estado superradiante, y una vez que decae el átomo el sistema se
encuentra en su estado base. De manera general podemos apreciar que para los estados simétricos
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de Dicke se tiene P
(M)
dicke(t) ≤ M eΓt para tiempos cortos. Y el decaimiento superradiante domina

inicialmente en la evolución, pero a tiempos largos P (M)
dicke(t) ≥ M eΓt y la parte subradiante empieza a

dominar la evolución. Y a diferencia de los estados mixtos, vemos que cuanto mayor número de átomos
consideramos, el estado superradiante dominará. De forma inversa, conforme consideramos un mayor
número de excitaciones iniciales vemos que es la contribución subradiante la que va ganando peso.

4.2. Base de decaimiento para la emisión total
El cálculo de la base de decaimiento para L̆i y la introducción de L̆c como una perturbación fue la

primera propuesta de este proyecto para resolver el problema. Pero, otro de los resultados del proyecto
ha sido el obtener bases de decaimiento para el Lindbladiano total L̆i + L̆c, pero el precio a pagar es
que nos restringimos a un subespacio de S(L⊗N

4 ) mucho más pequeño. Aún aśı, tal subespacio contiene
los estados (4.25) y (4.32). Por lo que podemos obtener soluciones exactas a la ecuación maestra (4.8)
para estos estados sin asumir ninguna constricción a los valores de Γ y γ. Lograr esto permite que
las soluciones obtenidas sean aplicadas a un mayor número de sistemas f́ısicos, como por ejemplo
átomos acoplados a cristales fotónicos (γ/Γ ∼ 1) [14], y puntos cuánticos acoplados a gúıas de onda
(γ/[Γ − γ] ≫ 1) [177].

La idea general para resolver la ecuación maestra sin constricciones es escribir a L̆ como una
matriz en un subespacio de S(L⊗N

4 ), y encontrar los eigenvectores y eigenvalores. El subespacio que
usaremos es aquel que contiene la evolución de los estados simétricos mixtos y de Dicke de a los más
M excitaciones. Para el caso M = 3, los estados mixtos y de Dicke pueden describirse considerando
solamente el subespacio generado por el conjunto

{Q̂
N 0
0 0 , Q̂

N−1 0
0 1 , Q̂

N−2 1
1 0 , Q̂

N−2 0
0 2 , Q̂

N−3 1
1 1 , Q̂

N−4 2
2 0 , Q̂

N−3 0
0 3 , Q̂

N−4 1
1 2 , Q̂

N−5 2
2 1 , Q̂

N−6 3
3 0 } (4.35)

En tal subespacio la matriz del Lindbladiano total L̆i + L̆c para el caso M = 3 toma la forma

−



0 −Γ −γ 0 0 0 0 0 0 0
0 Γ γ −2Γ −γ 0 0 0 0 0
0 (N − 1)γ Γ + (N − 2)γ −2γ −Γ − 2γ −4γ 0 0 0 0
0 0 0 2Γ γ 0 −3Γ −γ 0 0
0 0 0 2(N − 2)γ 2Γ + (N − 2)γ 4γ −6γ −2(Γ + 2γ) −4γ 0
0 0 0 0 (N − 3)γ 2[Γ + (N − 4)γ] 0 −2γ −Γ − 4γ −9γ
0 0 0 0 0 0 3Γ γ 0 0
0 0 0 0 0 0 3(N − 3)γ 3Γ + (N − 2)γ 4γ 0
0 0 0 0 0 0 0 2(N − 4)γ 3Γ + 2(N − 4)γ 9γ
0 0 0 0 0 0 0 0 (N − 5)γ 3[Γ + (N − 6)γ]


Los eigenvalores y eigenvectores de la matriz anterior nos permiten obtener la solución de los estados simétricos
mixto y de Dicke sin perturbación.

Un operador de estado perteneciente al subespacio (4.35) tiene la forma

|ρ(t)) = α1(t)Q̂
N 0
0 0 + α2(t)Q̂

N−1 0
0 1 + α3(t)Q̂

N−2 1
1 0 + α4(t)Q̂

N−2 0
0 2 + α5(t)Q̂

N−3 1
1 1 + α6(t)Q̂

N−4 2
2 0

+α7(t)Q̂
N−3 0

0 3 + α8(t)Q̂
N−4 1

1 2 + α9(t)Q̂
N−5 2

2 1 + α10(t)Q̂
N−6 3

3 0 . (4.36)

Por tanto, en este subespacio el promedio de excitaciones es igual a P (M)(t) = α2(t) + 2α4(t) + 3α7(t).
En el apéndice C mostramos las soluciones anaĺıticas de P (M) para los estados simétricos y de Dicke con
M = 1, 2, 3. Para M = 1, las ecs. (C.1) and (C.2) coinciden con las ecs. (4.29) and (4.34), obtenidas con
el método perturbativo. Cuando M = 2, 3 la evolución es igual a una suma de decaimientos exponenciales.
Cuando γ ≪ Γ solo dos decaimientos exponenciales son relevantes: e−(Γ−γ)t y e−[Γ+(N−1)γ]t y recobramos los
resultados obtenidos con la teoŕıa de perturbaciones. Cuando la teoŕıa de perturbaciones ya no es válida, para
un estado inicial simétrico de Dicke de M = 2 excitaciones, el decaimiento del promedio de excitaciones es una
suma de tres exponenciales. Vemos que tenemos los dos términos que aparecen en la teoŕıa de perturbación
más e−2[Γ+(N−2)γ]t. En el caso de un estado inicial simétrico mixto de M = 2 excitaciones, el decaimiento del
número de excitaciones es la suma de cuatros términos exponenciales. Se encuentran los tres que aparecen en
la evolución del estado simétrico de Dicke más el término e−[2Γ+(N−4)γ]t.
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En la figura 4.2 se gráfica el promedio del número de átomos excitados considerando como condiciones
iniciales los estados de Dicke y mixto con M = 3, N = 10 and γ = 0.5 Γ. En la evolución de las curvas
puede identificarse dos pendientes, una pendiente identificada a tiempos cortos y otra pendiente para tiempos
largos. Para ambas condiciones iniciales, se observa que el comportamiento subradiante domina para tiempos
largos. Para los tiempos cortos la evolución del estado simétrico de Dicke es superradiante. En la figura 4.3a se
comparó, para un estado mixto con M = 2 como condición inicial, el número de átomos excitados usando la
teoŕıa de perturbaciones Ec. (4.29) y sin usar la teoŕıa de perturbaciones Ec. (C.4). Esto tomando el valor de
γ = 0.8 Γ. Cabe aclarar que bajo estas condiciones el uso de la teoŕıa de perturbaciones ya no está justificada,
sin embargo las curvas muestran que cuando N ≫ 2 no hay diferencia discernible entre las curvas calculadas
por métodos distintos (la teoŕıa de perturbaciones y los resultados exactos). Cuando M = N = 2 y M = 2,
N = 8 los dos métodos muestran que el decaimiento es el mismo al principio y al final de la evolución, y la
diferencia entre ambos resultados coincide con el intervalo en el que la parte subradiante empieza a dominar.
En la figura 4.3b se repite la comparación pero para el estado simétrico de Dicke de M = 2, la diferencia entre
ambos resultados nuevamente se da en el intervalo en el que la parte subradiante empieza a dominar.
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Figura 4.2: Promedio del número de átomos excitados, en escala logaŕıtmica, como función del tiempo, y para el
estado simétrico de Dicke (ĺınea sólida) y el estado simétrico mixto (ĺınea punteada) para M = 3, N = 10, γc = 0.5 Γ.
Como referencia se muestra el comportamiento considerando solo decaimiento independiente en los átomos γc = 0 (curva
punteada-rayada). Para tiempos largos el decaimiento sub-radiante domina en ambos casos (estados simétricos de Dicke
y mixto). Para tiempos cortos, el estado simétrico de Dicke muestra un comportamiento super-radiante; mientras que
para el estado simétrico mixto la parte sub-radiante domina (ver recuadro).
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Figura 4.3: Promedio del número de átomos excitados, en escala logaŕıtmica, como función del tiempo y calculada
usando teoŕıa de perturbaciones (ĺınea rayada) y calculada sin aproximaciones (ĺınea sólida). Se usó γc = 0.8 Γ y M = 2.
Las soluciones están graficadas para N = 2 (ĺınea gris clara), N = 8 (ĺınea gris oscura) y N = 20 (ĺınea negra). En
(a) comparamos las soluciones (4.29) y (C.4). En (b) graficamos las expresiones (4.34) y (C.3). Aunque las soluciones
perturbadas fueron obtenidas para γc ≪ Γ, los resultados parecen seguir siendo válidos para N ≫ 1.

Para todos los casos (M = 1, 2, 3, estados iniciales simétricos mixto y de Dicke) solo hay un término
subradiante que es igual a la exponencial e−(Γ−γ)t. Este término siempre domina la evolución cuando t ≫
1/(Nγ). Notemos que este término aparece para todas las condiciones iniciales si Γ ̸= γ y M > 1.

Dadas las soluciones encontramos algunos casos de interés. El primer caso es cuándo la interacción entre
los átomos es máxima, es decir Γ = γ. Esto implica que la ecuación maestra (4.8) solo describe la emisión
colectiva de los átomos, y es igual a la ecuación maestra superradiante [97]. Como ya se mencionó, la ecuación
(3.37) puede resolverse en el subespacio simétrico considerando los estados simétricos de Dicke como base [135].
Pero nuestro tratamiento en el espacio de Liouville usando la base de operadores simétricos (2.29) y/o la base
de decaimiento (4.13) nos permite obtener resultados no considerados anteriormente. Por ejemplo, cuando el
estado inicial es M = N = 2 obtenemos que el número de átomos excitados es

P (2)(t) = 2e−2Γt(Γt+ 1) , (4.37)

que es un resultado que coincide con lo reportado en estudios anteriores [136], y lo cual nos da pauta para
validar los resultados obtenidos. Pero, considerar M = N = 3 nos da como resultado el valor

P (3)(t) = e−3Γt(12Γt− 3) + 6e−4Γt , (4.38)

el cual ya no se encuentra en la literatura.
Pero, un resultado f́ısico interesante es cuando la condición inicial es un estado simétrico mixto (4.25). Tal

estado ya no puede calcularse en el espacio de Hilbert como los resultados anteriormente mostrados y forma
parte de los resultados f́ısicos novedosos de este proyecto. Para la condición inicial

∣∣∣ρ(2)
mixed

)
con N > 2 (ver

ec. (4.25)) se obtiene

P
(2)
mixed(t) = 2 + 2

N
− 4
N − 1 − 4e−2(N−1)Γt

N(N − 1)(N − 2) + 2e−(N−2)Γt

N
+ 4e−NΓt

(N − 2)N . (4.39)

De esta ecuación se desprende que para t → ∞, el promedio de átomos excitados ya no tiende a cero sino
que va a 2 + 2/N − 4/(N − 1), es decir llegamos a un estado con excitaciones atómicas y que ya no emite
fotones. Aśı que hay una componente la cual es estacionaria (que no decae), cosa que no existe si tomamos
como condición inicial el estado puro con M = N = 2, 3 ni para los estados de Dicke considerados. También
para M = 3 podemos observar que el estado tiende a un estado estacionario que no radia, ya que el promedio
de átomos excitados satisface

ĺım
t→∞

P
(3)
mixed(t) = 3 + 12

N − 1 − 3
N

− 12
N − 2 . (4.40)
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Cabe resaltar que a N ≫ 1 la parte subradiante es la dominante, y en este ĺımite no hay decaimiento.
Por completez, cuando la condición inicial es el estado simétrico de Dicke

∣∣∣ρ(2)
dicke

)
con N > 2 (ec. (4.32))

el número de átomos excitados es

P
(2)
dicke(t) = 2(N − 1)e−ΓNt

N − 2 − 2e−2Γ(N−1)t

N − 2 , (4.41)

esta solución al igual que las Ecs. (4.37) y (4.38) decae a cero cuando t → ∞. Un caso a aclarar es el de γ = Γ/3
donde tenemos dos términos en la Ec. (C.4) en las que el denominador parece hacerse cero (es decir, parece
haber singularidad por parte de las soluciones). Pero si tomamos el ĺımite γ → Γ/3 nos daremos cuenta que el
ĺımite está definido y es igual a

P
(2)
mixed(t) = 2e− 1

3 Γ(N+2)t[Γt(2N − 4) + 3N + 6]
3N2 +

2
(
N3 −N2 − 2N + 2

)
e− 2Γt

3

N3 − 4e− 2
3 Γ(N+1)t

N3 ,

(4.42)

lo cual asegura que las soluciones mostradas en está sección pueden asegurar un buen comportamiento ma-
temático en un todos los casos de Γ, γ. Nuevamente en el caso anterior, vemos que el resultado puede escribirse
como la suma de un decaimiento sub- y super- radiante, más un término que es una exponencial multiplica-
da por el tiempo. Cuando t ≫ 1/(NΓ) el término subradiante, con razón de decaimiento (2/3)Γ, domina la
evolución.

Como conclusión, el subespacio de operadores considerado en esta sección es útil para obtener la evolución
de los estados simétricos de Dicke (4.25) y mixtos (4.32) para cualquier valor de tasas de decaimiento. En
contraparte, no nos permite tener la evolución de cualquier otro estado simétrico con a los más M = 3
excitaciones, como si lo permite el método perturbativo mostrado en la sección anterior. Ejemplo de ello es la
superposición de estados simétricos de Dicke con distintas excitaciones. La ventaja del método perturbativo
desarrollado en la sección 4.1.2, es que dado el número máximo de excitaciones en el sistema el subespacio es
más fácil de obtener pues solo necesitamos de evaluar el mapeo (4.24) en lugar de (4.23).

4.3. Propiedades del campo emitido
4.3.1. Fracción de enerǵıa emitida en los modos guiados

Del promedio de excitaciones P (t) dado en (4.28) podemos obtener el promedio de las intensidades de
fotones emitidos en los modos radiados y los modos guiados. La relación de P (t) con las distintas intensidades
de emisión son respectivamente [132]

Irad(t) = (Γ − γ)P (t) , Ig(t) = −(Γ − γ)P (t) − dP (t)
dt

.

Si consideramos operadores de la forma (4.36) obtenemos que el valor esperado de la observable es Irad(t) =
(Γ − γ)[α2(t) + 2α4(t) + 3α6(t)]. Una relación útil para la intensidad en los modos guiados es [135,178]

Ig(t) = γ
〈
Ĵ+(t)Ĵ−(t)

〉
= γ tr

{(
Ă
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00
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+ + Ă

11
01
+ Ă

00
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+ + Ă

11
01
+ Ă

01
11
+

)
|ρ(t))

}
,

el cual nos permite obtener Ig(t) = γ [α2(t) + 2α4(t) + 3α7(t) + α3(t) + α5(t) + α8(t)]. Asociado a los prome-
dios de intensidad tenemos la fracción de la enerǵıa que es emitida en los modos guiados. Esta fracción está
dada por [132]

f = Ug

Urad + Ug
, (4.43)

donde Ug = ℏω0
∫∞

0 Ig(t)dt y Urad = ℏω0
∫∞

0 Irad(t)dt son la enerǵıa emitida en los modos guiados y radiados,
respectivamente. Cabe recalcar que debido a la naturaleza indivisible de los fotones, aunque se hable de la
fracción de enerǵıa emitida al canal guiado, este valor hace referencia a la probabilidad de que la enerǵıa total
emitida por los átomos se propague a lo largo de la nanofibra y no hacia el espacio libre [8].
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Primero consideramos las soluciones obtenidas mediante el método perturbativo, para el cual tenemos el
promedio de excitaciones estados simétricos mixto y Dicke. Los promedios de excitaciones de estos estados
están dados por las ecuaciones (4.29) y (4.34). Usando estos resultados encontramos

f
(M)
mixed = γ̃

1 + [N − 1]γ̃ , (4.44)

f
(M)
dicke = N −M + 1

1 + [N − 1]γ̃ γ̃, (4.45)

donde por simplicidad hemos definido γ̃ = γ/(Γ − γ).
Para estados mixtos encontramos que la fracción de enerǵıa que es emitida a la nanofibra no depende del

número de excitaciones M . Además, conforme aumenta el número de átomos N la probabilidad de que los
fotones sean emitidos haćıa los modos guiados va disminuyendo, y como caso ĺımite el sistema no emite haćıa
la nanofibra cuando N → ∞. En los estados simétricos de Dicke observamos que śı hay una dependencia con el
número de excitaciones M . Si las excitaciones iniciales aumentan encontramos que la fracción de enerǵıa que
es emitida en la gúıa de onda disminuye. Pero, el sistema será cada vez más eficiente en la emisión haćıa la
nanofibra conforme aumenta el número de átomos N , siendo que todos los fotones serán emitidos en el modo
guiado para N → ∞.

Lo siguiente a realizar es calcular la fracción (4.43) para las soluciones obtenidas sin el método perturbativo.
Para ello se usaron los promedios de excitaciones calculados para estados simétricos de Dicke y mixtos hasta
para 4 excitaciones. Tales cantidades se muestran en el Apéndice C, donde por practicidad se ha omitido el
caso M = 4. Tales expresiones nos permiten extraer la fracción emitida en la nanofibra de manera anaĺıtica.
Por ejemplo, para el caso de Dicke de 3 excitaciones tenemos

f
(3)
dicke = (N − 2)γ̃ 3(N − 2)(N − 1)Nγ̃3 + (3N(4N − 7) + 8)γ̃2 + 3(5N − 4)γ̃ + 6

3[1 + (N − 2)γ̃][2 + (N − 2)γ̃][1 + (N − 1)γ̃][1 +Nγ̃] .

Vemos que la expresión es más complicada, pero para el caso N ≫ 1 podemos hacer la aproximación

f
(3)
dicke ≈ (N − 2)γ̃

1 + (N − 1)γ̃

[
1 + 1

N
+O

( 1
N2

)]
.

Si solo consideramos el primer término obtenemos el mismo resultado encontrado con el método perturbativo
γ̃ ≪ 1, dado por (4.45). En la expresión anterior tenemos que el segundo término correctivo no depende del
valor de γ̃, solo depende del valor de N . En todo caso, el comportamiento de la fracción descrito con el método
perturbativo predice con mucha precisión el comportamiento general si consideramos una N muy grande, es
decir para sistema de muchos de átomos. Finalmente, es posible afirmar que el valor de la fracción aumenta
conforme γ lo hace, lo cual se explica por el hecho de que el sistema cada vez está más acoplado a los modos
guiados.

Se procedió a graficar las fracciones obtenidas como función del número de átomos N . Esto para M =
1, 2, 3, 4 excitaciones y un valor γ̃ = 1. Las curvas obtenidas son mostradas en la Fig. 4.4, y muestran que
la fracción sigue los mismos patrones observados con las soluciones del método perturbativo. Pero, ahora las
soluciones exactas nos muestran que la fracción emitida en la nanofibra por los estados simétricos mixtos
depende de las excitaciones en el sistema M (comparar con la expresión (4.44) obtenido mediante el método
perturbativo, donde la expresión no depende de M). Pero, caso contrario a lo que pasa con los estados de
Dicke, la fracción será mayor conforme aumenta M .

4.3.2. Funciones de correlación para el campo
Una forma de acceder y caracterizar al campo electromagnético emitido por los átomos es a través de

fotodetectores que hacen uso del efecto fotoeléctrico, los cuales podemos modelarlos de la siguiente forma.
Supongamos que queremos detectar la intensidad del campo en un punto del espacio r y a un tiempo t. Para
ello podemos pensar en colocar un átomo en cierto estado inicial |i⟩ en tal posición. Detectaremos la radiación
del campo al medir la corriente de electrones producido por la fotoionización del átomo por parte de los fotones
del campo. Entonces, la probabilidad de detectar la radiación del campo en la posición r entre los tiempos t y
t+ dt es proporcional a G(1)(r, t; r, t′) dt [179], donde introducimos la función de coherencia de primer orden

G(1)(r, t; r′, t′) =
〈
Ê(−)(r, t)Ê(+)(r′, t′)

〉
,
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Figura 4.4: Gráficas de la fracción de enerǵıa emitida a lo largo del modo guiado como función del número de átomos
N en el sistema. Todas las curvas corresponden a un valor γ̃ = 1. (a) Estados de Dicke con a los más M = 4 excitaciones
como condición inicial. Se observa que la fracción es menor para estados con mayor número de excitaciones iniciales. (b)
Estados mixtos como condición inicial. Cuando el número de excitaciones en el sistema M crece, también el valor de la
fracción incrementa en los estados mixtos. Los resultado muestran que en general los estados de Dicke son más efectivos
para guiar la emisión de los fotones por el canal guiado que los estados mixtos. A manera que el número de átomos crece,
es más probable que el sistema de los estados de Dicke emita toda la enerǵıa a través de la nanofibra. Caso contrario
ocurre con los estados mixtos en dónde el sistema tiende a dejar de emitir los fotones por los modos radiados.

el cual puede calcularse incluso si el estado inicial es un operador de estado. El mismo razonamiento es válido
para la probabilidad conjunta para n detectores, cada detección hecha en ri entre el tiempo ti y ti + dti. Esta
probabilidad será proporcional a G(n)(r1, t1; . . . ; rn, tn; r1, t1; . . . ; rn, tn) dt1 . . . dtn donde se define la función
de coherencia de orden n como [180]

G(n)(r1, t1; . . . ; rn, tn; r′
1, t

′
1; . . . ; r′

n, t
′
n) =

〈
Ê(−)(r1, t1) . . . Ê(−)(rn, tn)Ê(+)(r′

1, t
′
1) . . . Ê(+)(r′

n, t
′
n)
〉
. (4.46)

Para describir el campo emitido se suele considerar una función normalizada igual a

g(n)(r1, t1; . . . ; rn, tn; r′
1, t

′
1; . . . ; r′

n, t
′
n) = G(n)(r1, t1; . . . ; rn, tn; r′

1, t
′
1; . . . ; r′

n, t
′
n)√∏n

i=1 G
(1)(ri, ti; ri, ti)G(1)(r′

i, t
′
i; r′

i, t
′
i)
, (4.47)

objeto que llamaremos función de correlación de orden n.
A continuación presentamos el cálculo de algunas de estás funciones para el campo emitido a la nanofibra,

es decir usando solo los modos guiados. Para ello consideramos nuestras soluciones exactas de la sección 4.2.
Para el cálculo será útil escribir el campo eléctrico en función de operadores colectivos. Para ello podemos usar
que en la dinámica Markoviana [9]

âα ≈ 2π
∑

r

G∗
αrσ̂

(r)
− δ(ωα − ω0).

Esto considerando que el campo se encuentra inicialmente en el vació. Si usamos lo anterior en (3.53), y
consideramos las condiciones de nuestro modelo, podremos escribir al campo como

Ê(±)
guiado(r, t) = κ(r)e−iω0tĴ∓ , (4.48)

siendo κ un vector, y donde hemos usado los operadores colectivos (2.28)
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Función de correlación de segundo orden
La función g(2)(t, τ) = g(2)(r, t; r, t + τ)1 nos describe la correlación de las intensidades aśı como la pro-

babilidad de detectar un fotón al tiempo t + τ dado que previamente fue detectado uno en el tiempo t, en
una misma posición r [180]. Para los modos guiados el campo puede ser aproximado como (4.48), que al ser
sustituido en (4.47) nos da

g(2)(t, τ) = ⟨Ĵ+(t)Ĵ+(t+ τ)Ĵ−(t+ τ)Ĵ−(t)⟩
⟨Ĵ+(t)Ĵ−(t)⟩⟨Ĵ+(t+ τ)Ĵ−(t+ τ)⟩

.

Cabe aclarar que la normalización usada en la expresión anterior, aśı como en (4.47), es útil cuando la intensidad
de emisión de fotones es distinto de cero en toda la evolución, ya que de lo contrario la función de correlación
diverge. Como en nuestro caso la intensidad de fotones emitidos va decayendo a cero, es conveniente usar otra
normalización, y en el caso presentado en este trabajo es funcional usar la siguiente

g(2)(t, τ) = ⟨Ĵ+(t)Ĵ+(t+ τ)Ĵ−(t+ τ)Ĵ−(t)⟩
⟨Ĵ+(0)Ĵ−(0)⟩2

. (4.49)

Si a g(2) lo evaluamos a τ = 0 tendremos un punto de referencia para caracterizar las fuentes de fotones
individuales. Por ejemplo, una fuente clásica de luz coherente produce fotones con estad́ıstica Poissoniana y
satisface que g(2)(0) = 1. Mientras que una fuente que produce un solo fotón en el tiempo se caracteriza por
g(2)(0) = 0. Podemos identificar una fuente pura de solo dos fotones por g(2)(0) = 1/2, que es el resultado
que nos da un estado de Fock de dos excitaciones con una misma frecuencia [181]. En general, si observamos
la distribución del arribo de dos fotones, g(2)(0) nos describe que tan estrecha es la distribución del arribo de
las dos excitaciones. Para g(2)(0) = 1 la distribución de las detecciones seŕıa Poissoniana, donde la varianza
es igual a la media. Por tanto g(2)(0) > 1 o g(2)(0) < 1 son llamadas super-Poissoniana y sub-Poissoniana
respectivamente pues implicaŕıan que la varianza es más grande o más pequeña que la mediana. Cabe mencionar
que, aunque está cantidad nos ayude a caracterizar las fuentes de fotones es un reto el hacer mediciones precisas
de estas cantidades, por lo que para la caracterización se suelen contrastar más de una función de correlación.

Para el caso que estamos estudiando podemos usar el teorema de la regresión cuántica para calcular los
valores esperados de la forma [33]

⟨Ô1(t)Ô2(t+ τ)Ô3(t)⟩ = tr

{
Ô2(0)eL̆τ

[
Ô3(0) |ρ(t)) Ô1(0)

]}
.

Para nuestro caso tenemos Ô1 = Ĵ+ = Ô†
3 y Ô2 = Ĵ+Ĵ−. Aśı se satisface
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]}
= tr

{(
Ă
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, (4.50)

donde también hemos escrito a la observable con los superoperadores colectivos. Para el estado general simétrico
de M = 3 excitaciones dado por (4.36) calculamos la función de correlación de (4.49), y llegamos a la expresión

g(2)(t, τ) = − 4e−2[Γ+(N−2)γ]τ

N [Γ − 3γ][Γ + (N − 3)γ(n− 3)][α0,2 + 2α0,4 + 3α0,7 + α0,3 + α0,5 + α0,8]2
{

18γ(Γ − 3γ)
(
1 − eNγτ

) [
α7 + α8 + α9 + α10

]
− 6Nγ2eNγτ

[
6α7 + 5α8 + 4α9 + 3α10

]
+

2NγeNγτ (Γ +Nγ)
[
3α7 + 2α8 + α9

]
+Ne[Γ+(N−3)γ]τ

(
− (Γ − 3γ) [Γ + (N − 3)γ][α4 + α5] −

Γ(Γ +Nγ)[α6 + 3α7 + 2α8 + α9] +Nγ2[3α6 + 3α7 + 2α8 + α9] + γΓ[6α6 + 12α7 + 8α8 + 4α9]

+3γ2[−3α6 + 3α7 + 4α8 + 5α9 + 6α10]
)}

, (4.51)

1Debido a la forma de nuestro campo (4.48) la expresión anterior no depende del detector dentro de la fibra óptica.
Aśı que omitiremos la etiqueta r
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donde α0,i = αi(t = 0). Además, cabe mencionar que la dependencia temporal está en los coeficientes αi =
αi(t), ya que estas codifican la evolución en el operador de estado |ρ(t)).

El resultado anterior es general para el subespacio (4.35), y lo podemos aplicar a las soluciones exactas
obtenidas mediante el método de la sección 4.2. El primer caso que podemos evaluar es el estado simétrico de
Dicke con M=2 excitaciones como condición inicial. En este caso obtenemos

g
(2)
2, dicke(t, τ) = N

2(N − 1)e
−2[Γ+(N−2)γ]t−[Γ+(N−1)γ]τ . (4.52)

Nótese que g(2)
2, dicke(0, 0) = N/[2(N − 1)] < 1 para todos los valores del dominio de N > 2. Y para N → ∞ lo

anterior se acerca a 1/2. Mientras que al tomar el estado simétrico mixto como estado inicial, el resultado al
que llegamos es

g
(2)
2, mixto(t, τ) = e−2[Γ+(N−2)γ]t−[Γ+(N−1)γ]τ . (4.53)

Ahora tenemos g(2)
2, mixto(0, 0) = 1, lo que implica que la emisión a lo largo del canal guiado es la de una fuente

con estad́ıstica Poissoniana, independientemente del número de átomos N . Este caso M = 2 nos permite darle
una clara lectura a la función de correlación. Notemos que entre (4.52) y (4.53) sólo hay una diferencia en la
amplitud. Esta amplitud afecta la probabilidad de detección del primer fotón emitido por el sistema atómico.
Pero después de que el primer fotón es detectado, el sistema asume un estado superradiante, independientemente
de la existencia de correlaciones previas (estado Dicke) o no (estado mixto).

El siguiente cálculo que se realizó es la de sistemas con M = 3 excitaciones iniciales como condición inicial.
Para el estado simétrico de Dicke de tres excitaciones obtenemos

g
(2)
3, dicke(t, τ) = 2(N − 1)

3(N − 2)

{
e−3[Γ+(N−3)γ]t−2[Γ+(N−2)γ]τ + [Γ + (N − 1)γ]e−[3Γ+(3N−4)γ]t−[2Γ+(2N−1)γ]τ

[Γ + (N − 5)γ][Γ + (N − 3)γ] ×(
[Γ + (N − 3)γ]e[Γ+Nγ](t+τ) − e5γt

[
2e[Γ+Nγ]τ + [Γ + (N − 5)γ]e3γτ

])}
, (4.54)

y de manera más puntual se cumple que

g
(2)
3, dicke(0, 0) = 2(N − 1)

3(N − 2) (4.55)

el cual es igual a 1 para N = 3, por tanto el sistema totalmente excitado emite fotones con una estad́ıstica
Poissoniano, pero el valor de la correlación es menor a 1 para N > 3. Finalmente, también es posible obtener
expresiones anaĺıticas para el estado simétrico mixto de tres excitaciones, cuyo resultado es igual a

g
(2)
3, mixto(t, τ) = 4e−3[Γ+(N−3)γ]t

3N

{
− 2(N − 3)γ(Γ − γ)

Γ2 − 8γΓ + 15γ2 e
Nγt−[Γ+(N−1)γ]τ − 2(N − 3)γ

Γ − 3γ eNγt−[2Γ+(N−4)γ]τ

+N [Γ2 + (N − 6)γΓ − (N + 7)γ2]
[γ − 5γ][Γ + (N − 5)γ] − 6γ[Γ + (N − 1)γ]

[Γ + (N − 3)γ][Γ + (N − 5)γ]e
−[Γ+(N−1)γ]τ −

6γ
Γ + (N − 3)γ e

−2[Γ+(N−2)γ]τ
}
, (4.56)

que se reduce a

g
(2)
3, mixto(0, 0) = 4

3 , (4.57)

lo cual nos da una fuente con estad́ıstica super-Poisonniana independientemente del valor de N .

Función de correlación de tercer orden
El cálculo de la g(2) nos ayuda a caracterizar nuestra fuente de fotones. Pero debido a que su medición

puede no ser precisa para varios sistemas, el cálculo de la g(3) también puede ser útil en la caracterización
de la fuente. La función g(3)(t, τ1, τ2) = g(3)(r, t; r, t + τ1; r, t + τ1 + τ2) nos da la probabilidad de realizar, en
una misma posición, una fotodetección al tiempo t + τ1 + τ2, dado que se midió un primer fotón al tiempo
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t y otro segundo al tiempo t + τ1. A parte de lo anterior, otra descripción que podemos hacer usando está
función es para una fuente de luz donde dominan componentes de dos fotones se satisface que g(2)(0) > 1 y
g(3)(0, 0) < 1 [181].

Para los modos guiados la función de correlación a tercer orden (considerando la normalización antes
mencionada) está dada por

g(3)(t, τ1, τ2) = ⟨Ĵ+(t)Ĵ+(t+ τ1)Ĵ+(t+ τ1 + τ2)Ĵ−(t+ τ1 + τ2)Ĵ−(t+ τ1)Ĵ−(t)⟩
⟨Ĵ+(0)Ĵ−(0)⟩3

, (4.58)

considerando mediciones en una misma posición. Aqúı no podemos hacer lo hecho con g(2). Por tanto, nos
limitaremos a calcular g(3)(t, 0, 0). Nuevamente, usamos un estado de la forma (4.36). Recordemos que la
dependencia temporal de la evolución se encuentra codificado en los coeficientes αi. Aśı, de manera general
obtenemos

g(3)(t, 0, 0) = 36[α7(t) + α8(t) + α9(t) + α10(t)]
[α0,2 + 2α0,4 + 3α0,7 + α0,3 + α0,5 + α0,8]3 (4.59)

Lo anterior lo evaluamos en nuestros dos casos de interés. Recordemos que al ser una función ligada a la
fotodetección de tres fotones, solo podemos aplicarlo a estados de M = 3 excitaciones iniciales. Primeramente,
para el estado de Dicke de tres excitaciones obtenemos

g
(3)
3, dicke(t, 0, 0) = 2N(N − 1)

9(N − 2)2 e
−3[Γ+(N−3)γ]t (4.60)

que para t = 0, el valor es menor a 1 para N > 3. Para el estado mixto de tres excitaciones la expresión es
igual a

g
(3)
3, mixto(t, 0, 0) = 4

3e
−3[Γ+(N−3)γ]t , (4.61)

que a t = 0, no hay valor de N que haga que g(3)
3, mixto < 1.

4.4. Caso particular: N=2
Finalizamos esté caṕıtulo resolviendo un caso ya estudiado que es un sistema atómico de dos átomos [4,29].

Aún aśı, poner aqúı las soluciones al problema con los métodos ya introducidos será muy útil para contrastar
los resultados de la dinámica Markoviana con las que mostraremos en el siguiente caṕıtulo. Para mayor claridad
en los resultados, trabajaremos con la base de los operadores colectivos (2.29). Ya que podemos tener a lo más
dos excitaciones trabajaremos en el subespacio

{Q̂
2 0
0 0 , Q̂

1 0
0 1 , Q̂

0 1
1 0 , Q̂

0 0
0 2 } , (4.62)

en donde el Lindbladiano toma la forma

L̆i + L̆c ≡

0 Γ γ 0
0 −Γ −γ 2Γ
0 −γ −Γ 2γ
0 0 0 −2Γ

 . (4.63)

Está base, al menos para N = 2, nos permite una fácil lectura de los resultados. Supongamos que tenemos un
operador de estado escrito de la siguiente forma

|ρ(t)) = P (0)(t)Q̂
2 0
0 0 + P (1)(t)Q̂

1 0
0 1 + 2P (eg)(t)Q̂

0 1
1 0 + P (2)(t)Q̂

0 0
0 2 . (4.64)

Entonces el coeficiente P (M) es la probabilidad de que el sistema atómico tenga M excitaciones. Si M = 0
tenemos que ambos átomos están en el estado base. Y P (eg)(t) = ⟨σ̂(1)

+ σ̂
(2)
− ⟩ es la correlación entre ambos

átomos, cuya valor distinto de cero nos permite saber si hay fenómenos de sub- o super- radianza, como los
discutimos en la sección 3.1.4.
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4.4.1. Una excitación atómica
Para una excitación atómica podemos distinguir entre estados mixtos simétricos y estados de Dicke como

condiciones iniciales. Respectivamente estos estados están dados por∣∣∣ρ(1)
mixed(0)

)
= Q̂

1 0
0 1 ,

∣∣∣ρ(1)
dicke(0)

)
= Q̂

1 0
0 1 + Q̂

0 1
1 0 .

Aśı, la solución del problema con las distintas condiciones iniciales es∣∣∣ρ(1)
mixed(t)

)
=

[
1 − e−Γt cosh(γt)

]
Q̂

2 0
0 0 + e−Γt cosh(γt)Q̂

1 0
0 1 − e−Γt sinh(γt)Q̂

0 1
1 0 (4.65)∣∣∣ρ(1)

dicke(t)
)

=
[
1 − e−(Γ+γ)t

]
Q̂

2 0
0 0 + e−(Γ+γ)tQ̂

1 0
0 1 + e−(Γ+γ)tQ̂

0 1
1 0 (4.66)

Notemos que en el caso γ = 0, que es cuando no hay presencia de la nanofibra la probabilidad de tener una
excitación atómica decae de la misma forma en ambos estados, aunque el estado de Dicke tenga correlación
iniciales y el estado mixto no. Cosa que cambia al tener γ ̸= 0. Si observamos la correlación entre átomos
veŕıamos que para el estado de Dicke siempre será positiva, mientras que el estado mixto tendrá una correlación
siempre negativa. Es más, la correlación del estado mixto tenderá a un valor estacionario a t → ∞ cuando
γ = Γ. Esto repercute al comparar las probabilidades de tener una excitación atómica con el de un sistema
independiente (γ = 0). Veŕıamos que la presencia de la fibra permite un decaimiento superradiante para el
estado de Dicke. Mientras que en el estado mixto siempre será subradiante. Y llega a un valor estacionario
cuando se tiene el acoplamiento perfecto con la fibra. Esto último podemos explicarlo a través de la ecuación
(4.30). El estado mixto de dos átomos y una excitación está compuesto de una mezcla estad́ıstica clásica de
estados que pueden escribirse como estados de Bell |Ψ(±)⟩ = (|e1g2⟩ ± |g1e2⟩)/

√
2. El estado |Ψ(+)⟩ es lo que

denominamos un estado de Dicke. Y como vemos este decae a cero en la fibra. Pero el estado |Ψ(−)⟩ decae
debido a los modos radiados. Y cuando no los consideramos este estado es estacionario. Por tanto vemos que
para el caso del estado mixto, la nanofibra actúa como un filtro que a tiempos largos solo nos da la evolución de
|Ψ(−)⟩. Esta explicación puede generalizarse de forma que justificamos de manera similar nuestras soluciones
(4.39) y (4.40).

4.4.2. Dos excitaciones atómicas
Cuando tenemos a los dos átomos inicialmente excitados solo tendremos como condición inicial∣∣ρ(2)(0)

)
= Q̂

0 0
0 2 ,

cuya evolución en el proceso de emisión total está dado como∣∣ρ(2)(t)
)

= 2e−Γt (Γ2 + γ2)[cosh(Γt) − cosh(γt)] + 2γ[Γ sinh(γt) − γ sinh(Γt)]
Γ2 − γ2 Q̂

2 0
0 0 + e−2ΓtQ̂

0 0
0 2

+2e−Γt (Γ2 + γ2) cosh(γt) − 2Γγ sinh(γt) − (Γ2 + γ2)e−Γt

Γ2 − γ2 Q̂
1 0
0 1

− (Γ − γ)2e−(Γ−γ)t − (Γ + γ)2e−(Γ+γ)t + 4Γγe−2Γt

Γ2 − γ2 Q̂
0 1
1 0 . (4.67)

La solución anterior parece estar indefinida para el caso Γ = γ, pero en el ĺımite se tiene

ĺım
Γ−→γ

∣∣ρ(2)(t)
)

=
[
1 − e−2γt(1 + 2γt)

]
Q̂

2 0
0 0 + 2γte−2γt

(
Q̂

1 0
0 1 + Q̂

0 1
1 0
)

+ e−2ΓtQ̂
0 0
0 2 . (4.68)

Lo primero a resaltar del resultado, es que la probabilidad de tener dos átomos excitados no depende del
acoplamiento de los átomos a la fibra. En todos los casos tendremos P (2)

2 (t) = e−2Γt, lo cual no pasa con
P

(1)
2 (t) que śı depende de Γ, γ. La lectura que podemos dar a esto es que, la aparición de cambios en las

tasa de decaimiento surgen después de que un primer fotón haya sido emitido. Esto para un estado inicial
totalmente excitado, tal como se explica en la sección 3.1.4. Esta dependencia podemos relacionarla con la
correlación entre los átomos ⟨σ̂(1)

+ σ̂
(2)
− ⟩2. A γ = 0 la correlación entre los átomos es cero para todo tiempo. En

la Fig. 4.5 vemos que conforme γ empieza a aumentar, la correlación empieza tomando valores positivos para
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luego tomar valores negativos. De las expresiones podemos asegurar que siempre las correlaciones tenderán a
cero a tiempos largos. Finalmente a γ = Γ la correlación es siempre positiva, por lo que podemos concluir que
el sistema presenta efectos de superradianza en este caso.
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Figura 4.5: Gráfica de las correlaciones creadas en la evolución de dos átomos totalmente excitados,
con γ̄ = γ/Γ ∈ [0, 1]. Para átomos desacoplados nunca hay correlación. Conforme γ̄ aumenta, la
correlación empieza a tomar valores positivos cada vez más grandes y conforme pasa el tiempo la
correlación tomará valores negativos cada vez más pequeños. A tiempos largos la correlación tiende a
cero. Para γ̄ = 1 la correlación siempre es positiva.

Como comentamos, esperamos ver los efectos de la correlación en la evolución de P (1)
2 (t), ya que la proba-

bilidad de dos excitaciones no vaŕıa. En la Fig. 4.6a podemos ver que la máxima amplitud de esta probabilidad
es para γ = 0 que es cuando la correlación entre átomos es cero. Y conforme γ → ∞, la amplitud va disminu-
yendo. Por tanto, para observar los efectos colectivos nos fijaremos en la pendiente de la probabilidad de tener
una excitación, P (1)(t). Este valor lo podemos considerar como una tasa de decaimiento, lo que nos motiva a
introducir una tasa de decaimiento efectiva definida como

γeff(t) = − d

dt
P (1)(t) (4.69)

En la Fig. 4.6b graficamos la tasa de decaimiento efectiva para el caso de dos excitaciones. Vemos que en el
caso γ = Γ la tasa tienen un valor máximo instantáneo que rebasa el máxima del caso γ = 0. Este hecho lo
tomaremos como un signo de superradianza, pues es el acoplamiento de los átomos lo que permite que haya
un decaimiento más rápido. Conforme γ empieza a variar desde cero, vemos que el máximo de la tasa efectiva
nunca supera el del caso independiente. A este hecho lo consideramos como un signo de subradianza. Pero hay
un punto en que esto se revierte, pues conforme γ → Γ el sistema empieza a ser superradiante. Aún aśı para
ningún valor de γ el máximo de las tasas efectivas exceden al del acoplamiento perfecto γ = Γ.
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Figura 4.6: Gráficas obtenidas a partir de la probabilidad de tener solo una excitación atómica en el
sistema, para distintos valores de γ̄ = γ/Γ ∈ [0, 1]. (a) Probabilidad de una excitación atómica. Vemos
que la máxima amplitud se da cuando los átomos están desacoplados, y el menor valor es cuando
tenemos átomos con acoplamiento perfecto. Para saber si las emisiones son más rápidas o lentas
debemos de conocer la pendiente de esta curva. (b) Tasa de decaimiento efectivo, que es igual a menos
la derivada de P (1)

2 (t). Un mayor (menor) valor de esta variable implica una emisión más rápida (lenta)
del sistema atómico. Observamos que se alcanza una tasa efectiva máxima cuando γ = Γ comparado
con la emisión independiente γ = 0. Lo que consideramos como una marca de superradianza. Pero para
algunos valores γ̄ el máximo no supera nunca la máxima tasa efectiva del decaimiento independiente.
Esto implica la presencia de subradianza.

4.4.3. Enredamiento entre átomos
Cuando hablamos de correlaciones entre átomos es imposible en no pensar en enredamiento cuántico, el

cual surge debido a la interacción entre los subsistemas. Ya que tenemos emisores cuánticos interactuando a
través de un campo electromagnético común es natural en pensar que los subsistemas deben de enredarse. Aún
aśı introducimos hasta este caso el enredamiento, ya que el cuantificarlo es muy complicado y no existe una
medida o variable que sea estándar para medirlo. Excepto para un sistema bipartito puro, o un sistema bipartito
mixto de qubits. Debido a que una de nuestras hipótesis para la dinámica Markoviana es que despreciamos el
enredamiento entre el sistema átomos-campo, lo único que nos queda es cuantificar el enredamiento entre los
dos emisores.

Ya que el estado de nuestro sistema atómico está descrito por operadores, usaremos la concurrencia
definida en la sección 2.4.1 para nuestro propósito. Dado un estado de la forma (4.64), si usamos la base
{|0102⟩, |0112⟩, |1102⟩, |1112⟩} podemos escribir al operador de estado con la forma matricial

|ρ(t)) ≡

P
(0)(t) 0 0 0
0 P (1)(t)/2 P ∗(eg)(t) 0
0 P (eg)(t) P (1)(t)/2 0
0 0 0 P (2)(t)

 . (4.70)

Cabe aclarar que está matriz es un poco general, pues suponemos que la correlación entre átomos es una
función compleja. Pero lo escribimos de este modo ya que los resultados que obtengamos en está sección lo
retomaremos en el siguiente caṕıtulo. Dada la matriz, tenemos que calcular los eigenvalores de

|ρ)
(
σ̂(1)

y ⊗ σ̂(2)
y

)
|ρ)∗ (σ̂(1)

y ⊗ σ̂(2)
y

)
≡


P (0)P (2) 0 0 0

0 P (1)2/4 +
∣∣P (eg)

∣∣2 P (1)P ∗(eg)/2 0
0 P (1)P (eg)/2 P (1)2/4 +

∣∣P (eg)
∣∣2 0

0 0 0 P (0)P (2)

 .
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Para lo anterior tenemos los eigenvalores

λ1 =
(
P (1)

2 +
∣∣P (eg)∣∣)2

, λ2 =
(
P (1)

2 −
∣∣P (eg)∣∣ )2

, λ3, 4 = P (0)P (2) .

Debido a la definición de la concurrencia (2.49), la única forma de que lo anterior sea distinto de cero es tomar
λ1 ≥ λ3, 4. Aśı tendremos que

C = máx
(

0, P
(1)

2 +
∣∣P (eg)∣∣−

∣∣∣∣P (1)

2 −
∣∣P (eg)∣∣ ∣∣∣∣− 2

√
P (0)P (2)

)
(4.71)

Empezando con el caso de M = 1 excitación inicial, vemos que podemos asegurarnos que P (1) ≥ 2P (eg)

para todo tiempo. Y ya que P (2)(t) = 0, entonces la concurrencia es igual a C(t) = 2|P (eg)(t)|. Entonces,
para el estado de Dicke tenemos C1,dicke(t) = e−(Γ+γ)t. Este resultado concuerda con la condición inicial
cuando tenemos un estado de máximo enredamiento, lo que implica C = 1. Pero de manera curiosa, cuando el
acoplamiento entre átomos y nanofibra es cada vez más fuerte entonces el enredamiento entre átomos decae a
cero cada vez más rápido. Otro resultado aún más sorprendente es el caso el estado mixto con C1,mixed(t) =
e−Γt sinh(γt). A t = 0 la concurrencia es igual a cero, lo que concuerda con la condición inicial. Pero notemos
que conforme γ → Γ, el enredamiento comienza a ser mayor, y comienza a decaer cada vez más lento. Hasta
el acoplamiento perfecto, cuando la concurrencia es C = 1/2 y es estacionario. Es decir, este sistema en la
dinámica Markoviana genera un enredamiento estacionario.

Para dos excitaciones podemos empezar evaluando el caso de acoplamiento perfecto. Cuando γ = Γ tenemos

C2(t) = máx
(

0, 2γte−2γt − 2e−γt
√

1 − e−2γt(1 + 2γt)
)
. (4.72)

Lo anterior es distinto de cero si γt+ 1 > eγt, lo cual nunca ocurre. Por tanto la concurrencia en este caso es
cero. Notemos que esto es sorprendente pues como observamos en la Fig. 4.5 la correlación alcanza su máximo
en este valor. Otro caso que podemos calcular directamente es el de átomos desacoplados, γ = 0. Para este
caso el estado (4.67) tendrá coeficientes iguales a

P
(0)
2 (t) = (1 − e−Γt)2 , P

(1)
2 (t) = 2e−Γt(1 − e−Γt) , P

(eg)
2 (t) = 0 , P

(2)
2 (t) = e−2Γt ,

el cual nos llevará a qué la concurrencia es cero, como cabŕıa esperar. Finalmente, para casos más generales
podemos evaluar la expresión concurrencia como se muestra en la Fig. 4.7 en donde vemos condiciones en las
que el enredamiento entre átomos existe. Conforme γ va aumentando a partir de cero, los átomos empiezan a
enredarse pero en un tiempo que decae rápidamente. La magnitud del enredamiento comienza a incrementar
aśı como el tiempo que dura, hasta un valor máximo. A partir de cierto valor de γ el enredamiento empieza
a decrecer tanto en amplitud aśı como en tiempo, hasta ser nuevamente cero para el caso de acoplamiento
perfecto.
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Figura 4.7: Gráfica de la Concurrencia entre los dos átomos, para el decaimiento de ambos inicialmente
excitados, para distintos valores de γ̄ = γ/Γ ∈ [0, 1]. Para γ̄ = 0, el enredamiento es cero. Vemos que
conforme γ̄ crece, el enredamiento aparece, y su amplitud como tiempo en que decae crece también.
Esto sucede hasta cierto valor de γ̄, a partir del cual el enredamiento empieza a decrecer, hasta ser
cero para el caso de acoplamiento perfecto γ̄ = 1.



Caṕıtulo 5

Sistema no-Markoviano

Para el desarrollo de las redes cuánticas, necesarias para las tecnoloǵıas cuánticas, se requiere que pueda
haber un acoplamiento entre sistemas cuánticos a distancias cada vez más largas. Una plataforma que puede
habilitar esto es el uso de la nanofibra, y en general las gúıas de onda [15,23]. Pero los resultados y los métodos
mostrados en el caṕıtulo anterior mediante una dinámica Markoviana dejan de ser válidos cuando la separación
entre los emisores es ∼ c/Γ, que implica ordenes de magnitud macroscópicas (cent́ımetros o mayores). A estas
distancias y debido a una velocidad de propagación finita del campo electromagnético dentro de las gúıas de
onda, los efectos de retardo empiezan a ser relevantes en la dinámica. Como mostraremos en este caṕıtulo,
ya no podemos suponer que el enredamiento entre los emisores y los modos del campo puede ser despreciado,
por tanto la aproximación de Born ya no es posible de asumir. Es aśı que la ecuación maestra en la forma de
Lindblad ya no describirá adecuadamente la dinámica (como en el caṕıtulo anterior), por lo que consideraremos
el espacio de Hilbert completo del sistema átomos-modos del campo. Esto implica lidiar con los infinitos grados
de libertad para el campo. Todo esto nos restringe a estudiar un sistema de pocos átomos, como seŕıa N = 2
part́ıculas. Este es el único sistema atómico con retardo que puede tener estados totalmente simétricos, ya
que el Hamiltoniano será totalmente simétrico ante cualquier permutación de part́ıculas si y sólo si todos los
átomos tiene la misma separación entre śı, cosa que solo sucede ante el caso mencionado.

Aśı, consideremos un sistema de dos emisores cuánticos de dos niveles. Para dar un tratamiento más general
al problema, diremos que estos están acoplados a una gúıa de onda1. Ambas part́ıculas tiene una frecuencia de
transición ω0 entre el estado base |g⟩ y el estado excitado |e⟩. Alrededor de la gúıa de onda podemos describir
al campo electromagnético mediante dos conjuntos de soluciones para la ecuación de Helmholtz: los modos
guiados y los modos radiados [132]. Los modos guiados permiten que los emisores cuánticos interactúen entre
ellos independientemente de la distancia que los separe. Aśı que estos modos nos permitirán estudiar los efectos
que se producen en la evolución por el retardado que sufre un fotón al viajar de un átomo a otro. Por tanto
vamos a usar el Hamiltoniano (3.24), en donde supondremos que Gαr = gα(rr, ϕr)e−kαzr siendo zr la posición
del r-ésimo emisor con operador atómico σ̂(r)

+ = |e⟩r⟨g|. Además denotaremos a la constante propagación sobre
el eje z como kα

2 . Las suposiciones hechas funcionan para la plataforma de nanofibras donde el acoplamiento
está dado por (3.60), pero al mismo tiempo nos da pauta a hacer una tratamiento más general. Para que
el Hamiltoniano sea totalmente simétrico, consideraremos que gα(r1, ϕ1) = gα(r2, ϕ2) = gα, lo que implica
que ambos átomos tengan las misma distancia radial r y el mismo ángulo azimutal ϕ. Bajo estás condiciones
obtenemos

Ĥint = −iℏ
2∑

r=1

∑
α

gασ̂
(r)
+ âαe

−i∆αteikαzr + H.c. . (5.1)

Recordemos que en la ecuación (3.24) usamos α para identificar a los modos guiados si α = µ y a los modos
radiados cuando α = ν. En este caṕıtulo solo consideramos los modos guiados de forma que γ = Γ. Para

1Ejemplo de estas gúıas de onda son nanoalambres plasmónicos [182, 183], cristales fotónicos [22, 184], nanofibras
ópticas [169,185] y circuitos superconductores [186].

2Está variable es la misma que β de la sección 3.3.2. Y motivados por la expresión (3.49) podemos hacer la relación
kα = ±ωα/vg .
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simplificar las operaciones vamos a considerar, sin perdida de generalidad, que z1 = −z2 = d/2, siendo d la
separación entre los átomos. Finalmente, al igual que en la sección 4.4 cuando tenemos N = 2 podemos obtener
soluciones para M = 1, 2 excitaciones.

|g⟩

|e⟩
ω0

|g⟩

|e⟩
ω0

z

γγ

z1 = d/2z2 = −d/2

ηα = +1ηα = −1

τc

Figura 5.1: Dos átomos tienen la misma dirección de momento dipolar y frecuencia de transición
ω0. Ambos están acoplados a una gúıa de onda en las posiciones z1, 2 = ±d/2. Los emisores pueden
interactuar entre ellos a través de los modos guiados del campo electromagnético.

5.1. Sistema atómico simétrico con una excitación
A continuación se mostrará el problema y la solución para un estado simétrico de dos átomos con una

excitación. Está solución ha sido desarrollada por Kanupriya Sinha y colaboradores en el art́ıculo [45]. Ocu-
pamos este caso para introducir los métodos usados en este caṕıtulo ya que el problema de una excitación
contiene un menor número de grados de libertad. Como condición inicial simétrica vamos a considerar el
producto de un estado de Dicke de una excitación y el campo en el vaćıo. Este estado es representado por
|ψ1(0)⟩ = (|e1g2⟩ + |g1e2⟩) ⊗ |{0}⟩/

√
2 donde |{0}⟩ representa el vaćıo del campo electromagnético cuantizado.

Debido al uso de la aproximación de onda rotante (RWA), uno de los valores conservados del sistema cuántico
es el total excitaciones atómicas más las excitaciones del campo. Este hecho nos ayuda a proponer para todo
tiempo la siguiente forma del estado

|ψ1(t)⟩ =

{
2∑

s=1

b(s)(t)σ̂(s)
+ +

∑
α

cα(t)â†
α

}
|∅⟩ , (5.2)

en donde b(s)(t) es la amplitud de probabilidad de que el s-ésimo átomo este excitado, y cα(t) es la amplitud de
tener una excitación del modo α. Acorde a nuestra condición inicial tenemos a t = 0 que se satisface b(s)(0) =
1/

√
2 y cα(0) = 0 para todo α. Además denotamos el estado base del sistema total como |∅⟩ = |g1g2⟩ ⊗ |{0}⟩.
La dinámica del sistema cuántico está dado por la ecuación de Schrödinger en el esquema de interacción

(2.33), el cual nos dará un sistema de ecuaciones diferenciales para encontrar las amplitudes de probabilidad
del estado (5.2). Por tanto, lo primero a calcular es la acción del Hamiltoniano (5.1) al estado propuesto (5.2),
lo que nos da

Ĥint

−iℏ |ψ1(t)⟩ =
∑

r

∑
α

[
−
∑

s

b(s)(t)g∗
αe

−ikαzrei∆αtσ̂
(r)
− σ̂

(s)
+ â†

α +
∑

β

cβ(t)gαe
ikαzre−∆αtσ̂

(r)
+ âαâ

†
β

]
|∅⟩

=
∑

r

∑
α

[
−b(r)(t)g∗

αe
−ikαzrei∆αtâ†

α + cα(t)gαe
ikαzre−∆αtσ̂

(r)
+

]
|∅⟩ ,
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en donde hemos usado que σ̂(r)
− σ̂

(s)
+ |∅⟩ = δrs|∅⟩ y âαâ

†
β |∅⟩ = (â†

β âα + δαβ)|∅⟩ = δαβ |∅⟩. Al tener en cuenta lo
anterior en la ecuación de Schrödinger y al agrupar en término de los estados vectores, obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales

ḃ(r)(t) = −
∑

α

gαe
ikαzre−i∆αtcα(t) , (5.3)

ċα(t) = gαe
i∆αt

∑
r

e−ikαzrb(r)(t) . (5.4)

Cabe resaltar que, en principio el sistema de ecuaciones tiene un infinito número de ecuaciones acopladas. Esto
porque en la ecuación (5.3), la amplitud de probabilidad b(r) está acoplada con todos los modos α que es una
variable continua.

Pero es posible desacoplar el número infinito de ecuaciones de la siguiente forma. Primeramente integrare-
mos la ecuación (5.4) lo que nos da

cα(t) =
∫ t

0
dt′ g∗

αe
i∆αt′ ∑

r

e−ikαzrb(r)(t′) =
∑

r

g∗
αe

−ikαzr

∫ t

0
b(r)(t− T )ei∆α(t−T )dT , (5.5)

en donde hemos hecho el cambio de variable t′ = t − T y hemos usado la condición inicial cα(0) = 0. Luego,
sustituimos la ecuación (5.5) en (5.3) para obtener

ḃ(r)(t) = −
∑

s

∫ t

0
dT b(s)(t− T )eiω0T

∑
α

|gα|2e−iωαT eikα(zr−zs) . (5.6)

En está parte es importante enfatizar que hemos pasado de un sistema acoplado de infinitas ecuaciones dife-
renciales, a un sistema de dos ecuaciones integro-diferenciales para b(1)(t) y b(2)(t). Lo que nos falta calcular
en la expresión anterior es todo el término dentro de la suma de modos α, cuyo resultado se puede consultar
en el Apéndice D. Si introducimos γ, la tasa de decaimiento a los modos guiados que es el mismo que se usó
en la dinámica Markoviana, y τ = |zr − zs|/vg es el tiempo que le toma a un fotón de ir de la posición zr a zs,
viajando dentro de la gúıa de onda con velocidad de grupo vg, la ecuación (5.6) es igual a

ḃ(r)(t) = −γ

2 b
(r)(t) − γ

2 e
iϕb(s)(t− τ)Θ(t− τ); s ̸= r . (5.7)

Donde además introducimos ϕ = ω0τ , que es una fase que acumula el campo a consecuencia de la distancia
entre átomos, y Θ(t− τ) la función escalón de Heaviside nos asegura que la retroalimentación del campo a los
átomos solo es posible a tiempo mayores que el retardo. Por tanto, tenemos una ecuación en donde el r-ésimo
emisor experimenta una retroalimentación del átomo b(s) en un tiempo retardado t− τ .

La ecuación (5.7) describe un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo entre b(1)(t) y b(2)(t). Uno de
los métodos para resolver tales sistemas de ecuaciones es usar la transformada de Laplace, lo que nos permite
convertir el sistema anterior a uno algebraico [187–189]. Para una función f(t) denotaremos tal transformación
como L(f(t)) = f̃(s). Bajo la transformada de Laplace, se tienen las siguientes identidades

L
(
ḟ(t)

)
= sf̃(s) − f(0), L (f(t− a)Θ(t− a)) = e−saf̃(s) .

Aplicando las reglas anteriores a la ecuación (5.7) y considerando las condiciones iniciales b(r)(0) = 1/
√

2
llegamos a

sb̃(r)(s) − 1√
2

= −γ

2
[
b̃(r)(s) + eiϕe−sτ b̃(u)(s)

]
, r ̸= u .

Lo anterior al ser un sistema algebraico es más fácil de resolver que el sistema diferencial, y tiene como resultado

b̃(r)(s) = 1√
2

1
s+ γ

2 + γ
2 e

iϕe−sτ
. (5.8)

Ya que queremos una solución en el dominio temporal y no en el espacio transformado, realizamos la
transformación inversa de Laplace a nuestra solución anterior. Bajo la forma (5.8), la opción seŕıa hacer la
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transformada inversa de manera numérica. Para poder obtener una expresión de la transformada inversa, pri-
meramente escribiremos la fracción en (5.8) como una expansión en fracciones de polinomios. Esto lo logramos
usando la siguiente formula [190]

1
h(z) =

∑
k

1
h′(αk)

1
z − αk

(5.9)

donde h′ es la derivada de la función h(z) y αi representa los polos de la fracción. En nuestro caso, los polos
son encontrados resolviendo la ecuación caracteŕıstica

s+ γ

2 + γ

2 e
iϕe−sτ = 0 =⇒ sk = −γ

2 + Wk(−r)
τ

≡ −γk

2 , (5.10)

en donde Wk denota la k-ésima rama de la función W de Lambert. Estas ramas están definidas para todos
los números enteros, de forma que al hacer la expansión la etiqueta k ∈ Z [191]. Además por simplicidad
definimos r = γτeγτ/2+iϕ/2, y por convención introducimos la variable γk = −2sk considerando que los polos
encontrados ‘actuarán como tasas de decaimiento’. Aśı, se satisface que

1
s+ γ

2 + γ
2 e

iϕe−sτ
=

∞∑
k=−∞

Ak

s+ γk
2

; Ak = 1
1 +Wk(−r) . (5.11)

La forma anterior nos permite usar la siguiente identidad para la transformada inversa de Laplace (denotada
como L−1)

L−1
( 1
s− a

)
= eat , (5.12)

con a una constante. De esto se desprende que

b(r)(t) = L−1 (b̃(r)(s)
)

=
∞∑

k=−∞

Ak√
2

L−1
(

1
s+ γk

2

)
= 1√

2

∞∑
k=−∞

Ake
−γkt/2 . (5.13)

Finalmente para dar una solución completa debemos dar la amplitud cα(t). Para esto, aplicamos la trans-
forma de Laplace a la ecuación (5.4) para obtener

c̃α(s) = g∗
α

s

∑
r

e−ikαzr b̃(r)(s+ i∆α) ,

en donde hemos usado que L(eatf(t)) = f̃(s− a). En la ecuación anterior necesitamos evaluar la transformada
de b(r), cosa que ya tenemos y está dado por (5.8). Por tanto

c̃α(s) = g∗
α√
2s

∑
r

e−ikαzr

s+ i∆α + γ
2 + γ

2 e
iϕe−(s+i∆α)τ

= g∗
α√
2s

∞∑
k=−∞

Ak

s+ i∆α + γk
2

∑
r

e−ikαzr

Aplicando la transformada inversa de Laplace, y teniendo en cuenta que z1 = −z2 obtendremos

cα(t) =
√

2g∗
α cos(kαzr)

∞∑
k=−∞

Ak L−1
(

1
s(s+ i∆α + γk

2 )

)

= −i
√

2g∗
α cos(kαzr)

∞∑
k=−∞

Ak
1 − e−(γk/2+i∆α)t

∆α − i γk
2

. (5.14)
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5.2. Sistema atómico con dos excitaciones
Mostrado lo anterior, lo siguiente a resolver es el caso de dos átomos inicialmente excitados. Para este caso

el estado cuántico inicial es |ψ2(0)⟩ = |e1e2, 0⟩. Si seguimos considerando la validez de la aproximación de onda
rotante (RWA), nuevamente el total de excitaciones atómicas más las excitaciones del campo se conservan, aśı
proponemos que el estado a todo tiempo tiene la forma

|ψ(t)⟩ =
{
a(t)σ̂(1)

+ σ̂
(2)
+ +

2∑
s=1

∑
α

b(s)
α (t)σ̂(s)

+ â†
α +

∑∑
α̸=β

cαβ(t)
2 â†

αâ
†
β +

∑
α

cα(t)√
2
â†

αâ
†
α

}
|∅⟩ . (5.15)

En lo anterior tenemos cuatro términos. El primer término a(t) describe la amplitud probabilidad de que
ambos átomos estén excitados. El segundo término b(r)

α (t) nos da la probabilidad de una excitación del modo
α en la gúıa de onda y que el r-ésimo átomo esté excitado. Los últimos dos términos implican la amplitud de
probabilidad de tener dos modos excitados, en el cual diferenciamos dos casos: cα(t) es cuando ambos modos
son iguales y cαβ(t) cuando haya dos modos distintos α y β.

5.2.1. Derivación de las ecuaciones de movimiento
La dinámica del sistema está dada por la ecuación de Schrödinger en el esquema de interacción. Al usar

el Hamiltoniano (5.1) y el estado propuesto (5.15) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
para las amplitudes de probabilidad

ȧ(t) = −
∑

α

2∑
s=1

gae
−i∆αtb(s)

α (t)e−ikαzs , (5.16)

ḃ(r)
α (t) = g∗

αe
i∆αta(t)eikαzr −

∑
β

gβe
−i∆βtcαβ(t)eikβzr −

√
2gαe

−i∆αtcα(t)eikαzr , (5.17)

ċαβ(t) = 2g∗
αe

i∆αt

2∑
s=1

b
(s)
β (t)e−ikαzs + 2g∗

βe
i∆βt

2∑
s=1

b(s)
α (t)e−ikβzs , (5.18)

ċα(t) =
√

2g∗
αe

i∆αt

2∑
s=1

b(s)
α (t)e−ikαzs , (5.19)

donde hemos usado que las posiciones atómicas satisfacen z1 = −z2.
El primer paso para la resolución del sistema de ecuaciones es integrar la ecuación (5.18) usando la condición

inicial cαβ(0) = 0, y sustituir el resultado en la expresión (5.17). Haciendo esto obtenemos

ḃ(r)
α (t) = g∗

αe
i∆αta(t)eikαzr −

√
2gαe

−i∆αtcα(t)eikαzr

−2g∗
α

2∑
s=1

∫ t

0
dTei∆α(t−T )e−ikαzs

∑
β

gβe
−i∆βtb

(s)
β (t− T )eikβzr

−2
2∑

s=1

∫ t

0
dT b(s)

α (t− T )
∑

β

|gβ |2e−i∆βT eikβ(zr−zs) .

El tercer término en el lado derecho de la igualdad puede ser aproximado a cero. Para esto asumiremos que
gβ = gβ(ωβ) es constante y puede ser evaluada en la frecuencia de resonancia ωβ ≈ ω0. Para que este se satisfaga
asumiremos que las funciones b(s)

β (t) evolucionan lo suficientemente lento. Estas hipótesis son consistentes si
consideramos la aproximación de Wigner-Weisskopf, y la cual asumimos que se cumple en este problema (ver
Apéndice D). Finalmente, para el cuarto término usamos la identidad (D.2), la que nos da funciones evaluadas
a tiempos retardados. Por simplicidad definimos B(r)

α = b
(r)
α (t)e−i∆αt y Cα = cα(t)e−2i∆αt, aśı la ecuación de
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Schrödinger nos da el siguiente sistema de ecuaciones con retardo

ȧ(t) = −
∑

α

2∑
s=1

gaB
(s)
α (t)e−ikαzs , (5.20)

Ḃ(r)
α (t) = −i∆αB

(r)
α (t) + g∗

αa(t)eikαzr −
√

2gαCα(t)eikαzr − γ

2B
(r)
α (t)

−γ

2 e
iϕe−i∆αtB(s)

α (t− τ)Θ(t− τ) ; r ̸= s, (5.21)

Ċα(t) = −2i∆αCα(t) +
√

2g∗
α

2∑
s=1

B(s)
α (t)e−ikαzs , (5.22)

siendo γ la tasa de decaimiento en los modos radiados y τ = d/vg es el retardo en la interacción entre los
átomos debido a que el campo se propaga a una velocidad finita vg dentro de la gúıa de onda.

5.2.2. Solución al sistema de ecuaciones retardadas
El sistema de ecuaciones con retardo (5.20)-(5.22) puede ser resuelto usando la transformada de Laplace

con las condiciones iniciales a(0) = 1 y Bα(0) = 0 = Cα(0). Una vez hecha la transformada, por comodidad
introducimos las variables

B̃(±)
α (s) = B̃(1)

α (s)e−ikαz1 ± B̃(2)
α (s)e−ikαz2 . (5.23)

Aśı nuestro sistema diferencial (5.20)-(5.22) es equivalente al sistema algebraico

sã(s) − 1 = −
∑

α

gαB̃
(+)
α (s) (5.24)[

s + i∆α +
γ

2
+

4|gα|2

s + 2i∆α

]
B̃

(+)
α (s) = 2g∗

αã(s) −
γ

2
eiϕe−i∆ατ−sτ

{
cos(kαd)B̃(+)

α (s) + i sin(kαd)B̃(−)
α (s)

}
(5.25)[

s + i∆α +
γ

2

]
B̃

(+)
α (s) =

γ

2
eiϕe−i∆ατ−sτ

{
cos(kαd)B̃(−)

α (s) + i sin(kαd)B̃(+)
α (s)

}
, (5.26)

donde hemos reemplazado previamente la función

C̃α(s) =
√

2g∗
α
B̃

(+)
α (s)

s+ 2i∆α
, (5.27)

El sistema de ecuaciones (5.24)-(5.26) es un sistema algebraico fácil de resolver, cuya solución es

B̃
(+)
α (s) =

−2g∗
αã(s)

[
s + i∆α + γ

2 − γ
2 eiϕe−(s+i∆α)τ cos(kαd)

][
γ
2 eiϕe−(s+i∆α)τ sin(kαd)

]2
+
[

s + i∆α + γ
2 − γ

2 eiϕe−(s+i∆α)τ cos(kαd)
][

s + i∆α + γ
2 + γ

2 eiϕe−(s+i∆α)τ cos(kαd) + 4|gα|2
s+2i∆α

] ,

(5.28)

B̃
(−)
α (s) =

−2g∗
αã(s)i

γ
2 eiϕe−(s+i∆α)τ sin(kαd)[

γ
2 eiϕe−(s+i∆α)τ sin(kαd)

]2
+
[

s + i∆α + γ
2 − γ

2 eiϕe−(s+i∆α)τ cos(kαd)
][

s + i∆α + γ
2 + γ

2 eiϕe−(s+i∆α)τ cos(kαd) + 4|gα|2
s+2i∆α

] ,

(5.29)

y

ã(s) =
{

s − 2
∑

α

|gα|2×

s + i∆α + γ
2 − γ

2 eiϕe−sτ e−i∆ατ cos(kαd)[
γ
2 eiϕe−sτ e−i∆ατ sin(kαd)

]2
+
[

s + i∆α + γ
2 − γ

2 eiϕe−sτ e−i∆ατ cos(kαd)
][

s + i∆α + γ
2 + γ

2 eiϕe−sτ e−i∆ατ cos(kαd) + 4|gα|2
s+2i∆α

]}−1
.

(5.30)

Recordemos que queremos soluciones en el dominio temporal. Para ello, realizamos la transformada inversa
de Laplace en nuestras ecuaciones (5.28), (5.29) y (5.30). Tal cual están las expresiones, es dif́ıcil obtener
alguna expresión para la transformada inversa, aśı que la transformada se realizaŕıa de manera numérica. Para
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conseguir una expresión en el dominio temporal consideraremos la siguiente aproximación. En el denominador
de las expresiones vamos a despreciar el término 4|gα|2/(s+ i∆α). Esto es posible ya que |gα|2/Γ ≲ 10−4 para
los modos EM alrededor de una gúıa de onda en el rango visible [192]. F́ısicamente, hacer esta aproximación
significaŕıa que desestimamos la contribución de la probabilidad de tener dos modos excitados iguales α en
comparación a tener dos modos excitados distintos α, β.

Solución para la amplitud a(t)

Tomando en cuenta la aproximación comentada en el párrafo anterior, la amplitud de probabilidad de tener
dos emisores excitados a satisface

ã(s) ≈

{
s−
∑

α

|gα|2
[
s+ i∆α + γ

2 − γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ cos(kαd)
][

γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ + s+ i∆α + γ
2

] [
γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ − s− i∆α − γ
2

]}−1

. (5.31)

Recordemos que nos enfocamos en el caso de un acoplamiento perfecto entre los emisores y la gúıa de onda.
Motivados por lo expuesto en la sección (3.5) la suma sobre los modos α podemos transformarlo en una
integral de la forma

∑
α

→
∑

ηα=±1

∫∞
0 dωα ρ(ωα). Para nuestros intereses solo consideramos la integral sobre

las frecuencias ωα y la suma en la dirección de propagación ηα
3. Todo lo demás lo podemos considerar parte

de la densidad de modos ρ(ωα). Esto lo hacemos para considerar una mayor gama de gúıas de onda y no solo
las nanofibras. Cabe mencionar que usando la aproximación de Weisskopf-Wigner evaluaremos las funciones
ρ(ωα) ≈ ρ(ω0) y gα(ωα) ≈ gα(ω0) = g0. Tales aproximaciones permiten que nuestra solución solo contenga
efectos f́ısicos debido al retardo y no a la estructura de las gúıas (ver Apéndice D).

Con las consideraciones anteriores calculamos la suma sobre los modos α y obtenemos que ã(s) = 1/(s+γ).
Este resultado es válido para todo valor de γ y τ (ver Apéndice E). Es fácil realizar la transformada inversamente
de Laplace de esta expresión, lo que nos da a(t) = e−γt que es la amplitud de probabilidad dependiente del
tiempo de tener los dos emisores excitados. Cabe recalcar que este resultado no depende del retardo de tiempo
que hay entre los átomos τ , lo que implica que la probabilidad es la misma ya sea que los emisores sean
coincidentes (τ = 0, dinámica Markoviana4) o que los átomos sean independientes (τ → ∞5).

Solución para las amplitudes b(1, 2)
α

Luego de obtener a(t) podemos calcular la amplitud de que tener solo a uno de los átomos excitados, y que
haya en la fibra algún modo α del campo. Teniendo (5.28) y (5.29), pasamos a las variables B̃(1,2)(s), usando
la inversa en la ecuación (5.23) igual a

B̃
(1

2)
α (s) = B̃

(+)
α (s) ± B̃

(−)
α (s)

2 e±ikαd/2 , (5.32)

donde hemos sustituido que z1 = d/2 = −z2. Recordando que despreciamos el término 4|gα|2/(s+ i∆α) en el
denominador de las ecuaciones (5.28) y (5.29), y que ã(s) = (s+ γ)−1, llegamos a la igualdad

B̃
(1

2)
α (s) ≈ −g∗

α
e±ikαd/2

s+ γ

s+ i∆α + γ
2 − γ

2 e
iϕe−sτe−i∆ατe∓ikαd[

γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ + s+ i∆α + γ
2

] [
γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ − s− i∆α − γ
2

] . (5.33)

Tomando la transformada inversa y usando la definición b
(1,2)
α (t) = B

(1,2)
α (t)ei∆αt llegamos a la siguiente

solución para las amplitudes (ver Apéndice F para mayores detalles)

3ηα = +1 implica que el modo es propagante mientras que ηα = −1 que es contra-propagante. Usando la variable ηα

podemos escribir a la constante de propagación en z como kα = ηαωα/vg
4Cuando decimos dinámica Markoviana en este caṕıtulo solo nos referimos a los resultados de la sección 4.67 para el

caso de acoplamiento perfecto Γ = γ. También nos referiremos a este resultado como el de átomos coincidentes τ = 0
5Recordemos que en la dinámica Markoviana estudiada en el caṕıtulo anterior consideramos que los átomos son

independientes cuando γ = 0 lo que implicaba que Γ = γ10. En el presente caṕıtulo tenemos γ ̸= 0, pero aún podemos
considerar el caso de átomos independientes cuando la separación interatómica es infinita. Esto implica τ → ∞. Aśı que
en ambos casos las soluciones deben de coincidir.
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b
(1

2)
α (t) = − ig∗

ατ

2 ei∆αte±iηα(∆ατ+ϕ)/2
∑

σ=±1

∞∑
k=−∞

Aσ
k

Wk(σr)
e−γt

∆α + i (γ − γσ
k /2)

[
γ

2 − i∆α + (5.34)

Wk(σr)
τ

e[γ−γσ
k

/2−i∆α]t + γ

2 e
i(1−ηα)ϕ−i(1+ηα)∆ατ+γτ Θ(t− τ)

{
1 − e[γ−γσ

k
/2−i∆α](t−τ)

}]
,

donde aparecen las variables

Aσ
k = 1

1 +Wk(σr) , γσ
k = γ − 2Wk(σr)

τ
, (5.35)

siendo Θ la función escalón de Heaviside, Wk denota la k-ésima rama de la función W de Lambert y nuevamente
usamos r = γτ

2 e
γτ/2+iϕ. Cabe recalcar que tenemos en los modos α la etiqueta ηα = ±1 que indica que el fotón

viaja a la derecha o a la izquierda del eje de la gúıa de onda, respectivamente. Mientras que la etiqueta σ = ±1
es una variable auxiliar que nos ayuda a acortar la expresión.

Solución para las amplitudes cα,β

Recordemos que despreciamos el proceso de tener dos modos iguales α en la gúıa de onda, aśı que no
ponemos la solución de la amplitud cα(t) en esta sección, pero puede consultarse en el Apéndice G. Por otro
lado, la contribución del proceso de tener dos modos distintos en la gúıa está dado por cαβ(t). Este valor lo
obtendremos reescribiendo la ecuación (5.18) con la variable Cαβ(t) = cαβ(t)e−i(∆α+∆β)t, lo que nos da

Ċαβ(t) + i(∆α + ∆β)Cαβ(t) = 2g∗
α

2∑
s=1

B
(s)
β (t)e−ikαzs + 2g∗

β

2∑
s=1

B(s)
α (t)e−ikβzs

Después podemos transformar la expresión anterior mediante la transformada de Laplace y usar la expresión
(5.33) para obtener

C̃αβ(s) = 2g∗
α

2∑
r=1

B̃
(r)
β (s)e−ikαzr

s+ i(∆α + ∆β) + 2g∗
β

2∑
r=1

B̃
(r)
α (s)e−ikβzr

s+ i(∆α + ∆β) , (5.36)

en el cual podemos sustituir las soluciones (5.33). Pero ya que necesitamos una función en el dominio temporal,
a parte de sustituir B(1,2)

α (s) vamos a usar los polos (F.1). Lo anterior nos ayuda a realizar la transformada
inversa de Laplace y obtener la expresión

cα,β(t) = 2τg∗
αg

∗
β

∑
σ=±1

∞∑
k=−∞

Aσ
ke

i(∆α+∆β)t

Wk(σr)

[
cos [(kα − kβ)d/2]

{
M

(k,σ)
α,β (t) +M

(k,σ)
β,α (t)

}
−γ

2 e
iϕ cos [(kα + kβ)d/2]

{
N

(k,σ)
α,β (t)e−i∆ατ +N

(k,σ)
β,α (t)e−i∆βτ

}]
, (5.37)
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donde hemos introducido las siguientes funciones

M
(k,σ)
α,β (t) = L−1

(
s+ i∆α + γ

2

[s+ i(∆α + ∆β ] [s+ γ]
[
s− sσ

k,α

])

= γ − 2i∆α

[∆α + i (γ − γσ
k /2)] [∆α + ∆β + iγ]

e−γt

2 − γ − 2i∆β

[∆β + iγσ
k /2] [∆α + ∆β + iγ]

e−i(∆α+∆β)t

2

+Wk(σr)
τ

e−γσ
k

t/2−i∆αt

[∆α + i (γ − γσ
k /2)] [∆β + iγσ

k /2] , (5.38)

N
(k,σ)
α,β (t) = L−1

(
e−sτ

[s+ i(∆α + ∆β ] [s+ γ]
[
s− sσ

k,α

])

= −

(
e−γ(t−τ)

[∆α + i (γ − γσ
k /2)] [∆α + ∆β + iγ] + e−i(∆α+∆β)(t−τ)

[∆β + iγσ
k /2] [∆α + ∆β + iγ]

− e−γσ
k

(t−τ)/2−i∆α(t−τ)

[∆α + i (γ − γσ
k /2)] [∆β + iγσ

k /2]

)
Θ(t− τ) . (5.39)

Notemos que estas funciones no son simétricas ante el intercambio de las etiquetas α, β.

5.3. Discusión de resultados
5.3.1. Estado BIC6 y superduperradianza

Resuelta la dinámica del sistema cuántico a través de la ecuación de Schrödinger, vamos a discutir el
comportamiento de la emisión colectiva en base a las soluciones encontradas. Al igual que en la sección
4.4 usaremos tres variables atómicas para hacer esto. La primera variable es la correlación entre los átomos
P (eg)(t) = ⟨σ̂(1)

+ σ̂
(2)
− ⟩(t). Luego tenemos la probabilidad de una excitación P (1)(t) y finalmente consideraremos

la tasa de decaimiento efectiva γeff(t) (4.69). Cabe mencionar que la discusión será en base a los resultados
originales obtenidos en este proyecto, que es el caso de M = 2 excitaciones. Introducimos el caso de M = 1
excitación pues consideramos que este es un buen ejemplo para detallar los métodos utilizados en la resolución
del problema [45,46].

Resueltas todas la amplitudes del estado (5.15) podemos calcular el operador de estado reducido ρ̂a, el cual
nos permitirá calcular las observables atómicas. Para nuestros resultados este operador es igual a

ρ̂a(t) = trc {|ψ(t)⟩⟨ψ(t)|}

=
(
1 − P (1)(t) − P (2)(t)

)
Q̂

2 0
0 0 + P (1)(t)Q̂

1 0
0 1 + P (2)(t)Q̂

0 0
0 2 +

P (eg)(t)|e1g2⟩⟨g1e2| + P (eg)(t)∗|g1e2⟩⟨e1g2| . (5.40)

Lo primero que podemos notar es que el operador de estado reducido pertenece al subespacio simétrico en todo
tiempo de la evolución. Lo que se explica debido a que el Hamiltoniano (5.1) es invariante ante el intercambio
de part́ıculas. Esto es directo de ver de la expresión (5.40), excepto para el término de coherencia. Pero, ya que
la coherencia entre átomos es igual a

P (eg)(t) = tr
[
ρ̂a(t)σ̂(1)

+ σ̂
(2)
−

]
=
∑

α

b(1)
α (t)b(2)

α (t)∗ , (5.41)

podemos observar que la función ante el intercambio de etiquetas 1 ↔ 2 se produce el intercambio P (eg) ↔
P (eg)∗.

Dentro de la expresión para nuestro operador tenemos la probabilidad de tener dos excitaciones

P (2)(t) = |a(t)|2 = e−2γt . (5.42)
6Abreviatura para bound state in the continuum, estado ligado en el continuo.
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Y finalmente la probabilidad de tener una excitación

P (1)(t) =
2∑

r=1

∑
α

∣∣b(r)
α (t)

∣∣2 .
Al igual que en el caso Markoviano tenemos el mismo resultado de P (2)(t). Ahora bajo la descripción no-
Markoviana podemos agregar que esta probabilidad no depende tampoco del retardo entre átomos. Pasando
a la probabilidad de tener una excitación lo primero que podemos hacer es calcular los ĺımites τ = 0 (átomos
coincidentes) y τ → ∞ (átomos independientes) de la función P (1)(t), lo que nos da

P (1)(t) =
{

2γt e−2γt for τ = 0
2e−γt(1 − e−γt) for τ → ∞

. (5.43)

Resultados que concuerdan con las soluciones de la sección 4.4.2. El comportamiento de la probabilidad para
algunos valores de τ y ϕ se muestran en la Fig. 5.2 (a). Cabe mencionar que para el cálculo de las funciones
W de Lambert se usó la función Lambertw de SciPy [193], donde en la suma de las ramas usamos el conjunto
k ∈ [−100, 100]. Y las integrales se calcularon usando el paquete integrate.quad también de SciPy. Lo primero
que podemos apreciar es que a tiempos t < τ , la evolución de los átomos es igual al de un sistema independiente.
Al tiempo t = τ un modo del campo que haya sido emitido a t = 0 ha alcanzado ya al otro emisor, y es cuando
empezamos a ver diferencias entre las dinámicas de τ ̸= 0 y τ → ∞. Tal dinámica tiene una dependencia con
ϕ, siendo lo más notable que cuando ϕ = mπ, la probabilidad llega a un valor estacionario, y la amplitud de
este valor estacionario tiene dependencia con el retardo τ .

Podemos obtener este valor estacionario aproximando nuestras probabilidades en el ĺımite de tiempo largos.
En el apéndice H mostramos como aproximar el resultado (5.34) cuando γt ≫ 1. Aśı, la expresión (H.2) nos
muestra como las amplitudes b(1,2)

α también llegan a un estado estacionario, lo que supone un efecto f́ısico
interesante. Si consideramos el comportamiento del estado total (5.15) tendremos a tiempos largos que

|ψ(t → ∞)⟩ ≈ |ψBIC⟩ + |g1g2⟩
∑
α,β

cα,β(t → ∞)|1α1β⟩ , (5.44)

donde definimos el estado

|ψBIC⟩ = |e1g2⟩
∑

α

b(1)
α,ss|1α⟩ + |g1e2⟩

∑
α

b(2)
α,ss|1α⟩ . (5.45)

El estado |ψBIC⟩ representa un estado en donde una excitación es compartida entre los átomos (como una exci-
tación atómica) y los modos (como un fotón propagándose entre los emisores). Este estado que es estacionario
es llamado estado ligado en el continuo (Bound state in the continuum, abreviado BIC en inglés). El cual se ha
reportado en sistemas con retardo y se ha etiquetado como un efecto no-Markoviano [45, 48, 165]. Este estado
ligado solo aparece cuando ϕ = mπ y la probabilidad de observar este estado es igual a

|⟨ψBIC|ψ(t → ∞)⟩|2 = 2P (1)
ss ; P (1)

ss =
sinh

(
γτ
2

)
(1 + γτ

2 )2e
γτ
2
, (5.46)

donde P (1)
ss es el valor estacionario que se observa en la Fig. 5.2 (a), y el cual tiene un máximo global para

γτ ≈ 0.895, lo que nos que la máxima probabilidad de terminar en un estado BIC es 0.282, es decir, de cada 10
experimentos que realicemos aproximadamente en 3 de ellos observaremos el estado ligado. Cabe mencionar que
el estado BIC es un estado no-separable de átomos y campo, cuya probabilidad de que el sistema evolucione a
este estado no es despreciable en nuestra dinámica. Esto confirma que la aproximación de Born ya no es posible
de asumir. Finalmente, cabe recalcar que los estados BIC ya han sido reportados previamente en gúıas de onda.
Pero, los trabajos previos hacen uso de estados inicialmente enredados [45,49,194] o grados de libertad externos
como dispersión de múltiples fotones o emisión quiral enfrente de espejos [40, 48, 50, 165]. En contraposición,
nuestro trabajo reporta la generación espontánea de un estado BIC.

Todo lo anterior puede explicarse mediante la correlación entre átomos, al menos para ϕ = mπ. La corre-
lación se muestra en la Fig. 5.2 (b), donde se observa que los átomos no tienen correlación hasta el tiempo
t = τ , y la correlación llega también a un valor estacionario. Como demostramos en el Apéndice H, el valor
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estacionario de la correlación es P (1)
ss /2, todo esto para ϕ = mπ. Por otro lado, vemos que la correlación llega

a ser igual a cero para todo tiempo cuando consideramos ϕ = (m+ 1/2)π. Aún aśı es apreciable un cambio en
la dinámica de P (1)(t) en este caso, como podemos observar en la Fig. 5.2 (a). Por tanto, el proceso colectivo
para este caso no puede describirse mediante las correlaciones entre átomos.
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Figura 5.2: (a) Probabilidad de tener una excitación atómica, P (1)(t). Mostramos la dinámica para
retrasos iguales a γτ = 0.375, 0.895, comparándolos con los resultados de átomos coincidentes (γτ =
0) y átomos independientes (γτ → ∞). Cuando la fase es ϕ = nπ se crea un estado estacionario
donde una excitación se comparte como excitación atómica y un fotón atrapado entre átomos, que
puede describirse por el estado (5.45). La formación de este estado ligado explica la existencia de
valores estacionarios para P (1)(t) en tiempos largos. Para ϕ = (m+ 1/2)π, aunque no existan valores
estacionarios, vemos que la dinámica de la probabilidad cambia también en t = τ , haciendo que el
decaimiento de la probabilidad sea más lenta que los casos ĺımite. (b) Correlación entre átomos P (eg)(t).
Para ϕ = mπ los átomos decaen independientemente mientras t < τ . A t = τ , observamos la creación
de las correlaciones entre átomos, de forma que a tiempos largos se llega a un estado estacionario
cuya amplitud depende de γτ . Cuando ϕ = (m + 1/2)π la correlación será cero para todo tiempo, e
independientemente del valor de γτ . Por tanto, el cambio de la dinámica por fenómenos no-Markovianos
no puede ser explicado en términos de la correlación entre átomos, al menos en este caso.

Lo siguiente a responder es que tan rápido se da el proceso de emisión en el sistema no-Markoviano. Para
ello nos fijaremos en la tasa de decaimiento efectiva (4.69). En la Fig. 5.3 (a) mostramos la evolución para
algunos valores de γτ y ϕ, donde normalizamos la tasa efectiva con el valor

γeff
0 = máx

τ→∞
γeff(t) .

En la figura, podemos ver que en el caso ϕ = mπ, la máxima tasa que hay en el decaimiento excede a lo
que se puede obtener con la dinámica Markoviana. Recordemos que en la Fig. 4.6b, el caso de acoplamiento
perfecto γ = Γ nos daba la máxima tasa instantánea de decaimiento Markoviano. Pues bien, la dinámica
no-Markoviana puede exceder estas tasas superradiantes, fenómeno que llamamos superduperradianza, término
que ha sido introducido en [45] en el estudio de M = 1 excitación inicial. Pero tal trabajo previo aśı como
otros [46–50] parten de un sistema con correlaciones iniciales que ha sido preparado externamente. Aśı, es
importante resaltar que los fenómenos aqúı presentados, como es la aparición de superduperradianza, se da
en un contexto en donde las correlaciones se crean de manera espontánea, y por tanto los fenómenos aqúı
descritos también se presentan por un proceso espontáneo. Por otro lado, cuando ϕ = (m+ 1/2)π vemos que el
máximo de las tasas de decaimiento en ambos valores de γτ , no superan el máximo del decaimiento de átomos
independientes τ → ∞ lo que es una marca de subradianza. En la Fig. 5.3 (b) graficamos solo el máximo que
alcanza la tasa efectiva en todo el decaimiento dados γτ y ϕ, esto lo denotamos como γeff

max(τ, ϕ). Nuevamente



88 CAPÍTULO 5. SISTEMA NO-MARKOVIANO

normalizamos el valor con γeff
0 . Aśı, la franja blanca nos indica el máximo valor de superradianza que se alcanza

en el caso Markoviano. Por tanto las áreas azules indican los casos en que se observa la superduperradianza.
Vemos que el caso ϕ = mπ siempre será super- o superduper- radiante. Por el otro lado ϕ = (m + 1/2)π es
siempre subradiante. Además podemos apreciar que el caso γτ ≈ 0.895 no corresponde al máximo de γeff

max,
sino que este se encuentra en el valor γτ = 0.375.
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Figura 5.3: Tasa de decaimiento efectivo γeff(t) normalizado por γeff
0 . (a) Gráficas para γτ igual a

0.375 y 0.895, comparadas con los casos de átomos coincidentes e independientes. Cuando ϕ = mπ
observamos superduperradianza, que es el incremento de las tasas instantáneas de decaimiento que
exceden a lo que se puede obtener con la superradianza en el caso Markoviano (τ = 0). Cuando
ϕ = (m+1/2)π el sistema es subradiante. (b) Máximo valor de las tasas efectivas γeff

max(τ, ϕ). La región
blanca corresponde a un decaimiento superradiante que es semejante al caso de átomos coincidentes
τ = 0. El área roja oscura implica que el decaimiento es subradiante, es decir, la tasa máxima efectiva
es menor que el caso τ → ∞. Finalmente la región azul implica un decaimiento superduperradiante,
donde las tasas máximas superan a las que se obtienen en la dinámica Markoviana. En general, la
máxima tasa superduperradiante se observa para ϕ = mπ y γτ ≈ 0.375.

5.3.2. Enredamiento átomo-átomo y subflourescencia
Ya que hemos observado que en la dinámica no-Markoviana se crea y se modifican las correlaciones P (eg)

debido a la presencia del retardo, también cabe preguntarse espećıficamente qué sucede con el enredamiento
entre los átomos. Este fenómeno lo vamos a cuantificar usando la concurrencia C(t) [91] de la matriz reduci-
da ρ̂a(t) mostrada en (5.40). Este operador admite la forma matricial (4.70) y cuya concurrencia ya hemos
calculado, dando como resultado (4.71). Si calculamos primero los casos ĺımite, podemos asegurar que para
τ → ∞ efectivamente la concurrencia es cero en toda la evolución, lo cual era de esperarse ya que tenemos
átomos sin correlación inicial que evolucionan independientemente uno de otro. También podemos demostrar
que en el caso τ = 0, la concurrencia es también cero en toda la evolución y, como mostramos en la figura 4.7,
esto ocurre para el acoplamiento perfecto γ = Γ. Aún aśı, el resultado sorprende pues este caso muestra un
comportamiento superradiante, lo que ejemplifica que el enredamiento no es necesario para la superradianza.

Para otros valores de τ , estudiamos la dinámica de la concurrencia evaluando numéricamente nuestra
expresión y es lo mostrado en la figura Fig. 5.4 (a). En la gráfica contrastamos dos valores que son: γτ ≈ 0.895
(correspondiente al máximo valor estacionario P

(1)
ss aśı como la máxima probabilidad de formar un estado

BIC) y γτ ≈ 0.375 (que tiene el máximo valor de la tasa γeff
max, es decir, es cuando se observa la mayor

superduperradianza). En la gráfica podemos observar que inicialmente la concurrencia es cero, lo que concuerda
con que nuestro estado inicial |ψ(0)⟩ sea un estado separable. Este valor nulo de la concurrencia se mantiene
desde t = 0 a un cierto tiempo que denotamos tSBE, que es donde hay un nacimiento súbito del enredamiento
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Figura 5.4: Concurrencia entre los átomos C. (a) Concurrencia como una función del tiempo. Ya que el
estado inicial es un estado separable tenemos C(0) = 0, y después de un tiempo tSBE podemos observar
un nacimiento súbito de enredamiento. Para ϕ = (m + 1/2)π tenemos C(t) = 0 para todo tiempo. Si
ϕ = mπ la concurrencia alcanza un valor estacionario Css = P

(1)
ss , dado por la expresión (5.46) . (b)

Máximo valor que toma la concurrencia, Cmax(τ, ϕ). Para ϕ = (m + 1/2)π la concurrencia es cero sin
importar el valor de γτ . Desde este valor la concurrencia alcance valores máximos cada vez más altos
conforme se acerca a ϕ = mπ, que es donde se da el máximo valor que puede alcanzar la concurrencia
dado γτ . Aśı, el máximo de concurrencia que puede alcanzar el sistema está dado por ϕ = mπ y
γτ ≈ 0.895, que es donde tenemos la mayor probabilidad de formar un estado BIC.

(Sudden Birth of Entanglement, abreviado SBE) [195–201]. Para ϕ = mπ la concurrencia va creciendo hasta
alcanzar un valor estacionario, mientras que para ϕ = (m+ 1/2)π su valor siempre es cero. De manera general,
para otros valores de ϕ, una vez que la concurrencia es distinta de cero empieza a crecer hasta llegar a un
máximo valor, después del cuál empieza a decaer a cero, excepto para el caso ϕ = mπ donde el máximo valor
es el estado estacionario. Estos valores máximos para la concurrencia, que denotamos Cmax, se muestran en la
Fig. (5.4) (b) como una función del retardo γτ y la fase ϕ. En general γτ ≈ 0.895 nos da el máximo valor de
la concurrencia que podemos tener en el sistema y que también es un valor estacionario. Aún más, usando los
valores estacionarios mostrados en el Apéndice H podemos demostrar que la concurrencia estacionaria es igual
a Css = P

(1)
ss .

Podemos explicar la creación de un enredamiento estacionario para ϕ = mπ, calculando el ĺımite para
tiempo largos del operador de estado reducido (5.40). Este ĺımite es igual a

ρ̂a(t → ∞) =
(
1 − P (1)

ss
)
Q̂

2 0
0 0 + P (1)

ss Q̂
1 0
0 1 + 2P (eg)

ss Q̂
0 1
1 0

=
(
1 − P (1)

ss
)
Q̂

2 0
0 0 + P (1)

ss

{
|Ψ(+)⟩⟨Ψ(+)| para ϕ = (2m+ 1)π
|Ψ(−)⟩⟨Ψ(−)| para ϕ = 2mπ

,

donde recordemos que tenemos los estados de Bell |Ψ(±)⟩ = (|e1g2⟩ ± |g1e2⟩)/
√

2, los cuales son estados de
máxima concurrencia. Por tanto la interacción retardada entre emisores acopla al estado inicial totalmente ex-
citado a estados de Bell. Aśı, un estado atómico totalmente excitado evolucionará espontáneamente a un estado
enredado oscuro (es decir que no radia o emite fotones) en presencia del retardo. A este efecto lo bautizamos
como subflourescencia inducida por retardo, considerándolo como una contrapartida al efecto superflourescente
que es cuando un estado totalmente excitado se convierte en superradiante. Es aśı que el sistema estudiado es
un buen ejemplo de como el ambiente puede ayudar en la generación de enredamiento espontáneo.
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5.3.3. Enredamiento átomos-campo
A diferencia del caso Markoviano en donde una de las hipótesis principales es suponer que el enredamiento

entre los átomos y el campo es despreciable, hemos obtenido en (5.44) que a tiempos largos no es posible hacer
esto, ya que los átomos y el campo forman un estado estacionario que no es separable. Esto al menos para el
caso ϕ = mπ que es cuando obtenemos el estado BIC. En general, es dif́ıcil decir si nuestro estado total (5.15)
puede ser separable o no en cualquier valor de tiempo t. Pero ya que tenemos un estado puro para un sistema
bipartito (átomos-campo) podemos cuantificar el enredamiento entre subsistemas a través de la entroṕıa de
enredamiento (2.45). El cálculo de está función se hace usando uno de los operadores de estado reducido, es
aśı que usaremos ρ̂a(t) de (5.40).

El cálculo de la entroṕıa de Von-Neumann para el operador reducido lo haremos para el caso en que la
correlación entre átomos P (eg)(t) es real. Si esto sucede podemos escribir la ecuación (5.40) como

ρ̂a(t) = P (0)(t)|g1g2⟩⟨g1g2| + P (1)(t) + 2P (eg)(t)
2 |Ψ(+)⟩⟨Ψ(+)| +

P (1)(t) − 2P (eg)(t)
2 |Ψ(−)⟩⟨Ψ(−)| + P (2)(t)|e1e2⟩⟨e1e2| , (5.47)

recordando que P (0)(t) = 1 − P (1)(t) − P (2)(t). Ya que en esta base el operador es diagonal podemos calcular
la entroṕıa evaluando en los eigenvalores de la matriz tal como en la Ec. (2.45). Aśı que el enredamiento de
formación es igual a

E (|ψ(t)⟩) = −P (0)(t) logP (0)(t) − P (1)(t) + 2P (eg)(t)
2 log P

(1)(t) + 2P (eg)(t)
2

−P (1)(t) − 2P (eg)(t)
2 log P

(1)(t) − 2P (eg)(t)
2 − P (2)(t) logP (2)(t) . (5.48)

En la Fig 5.5 graficamos la entroṕıa de enredamiento para nuestros dos valores de γτ = 0.375, 0.895 y
ϕ = mπ, (m + 1/2)π. Cabe aclarar que antes de realizar el cálculo de enredamiento, nos aseguramos que
la correlación P (eg)(t) sea real en los casos evaluados. Comenzando desde E(|ψ(0)⟩) = 0 donde |ψ(0)⟩ es
separable, podemos observar como las correlaciones entre átomos y el campo comienza a darse desde los
primeros momentos de la evolución. En general, la entroṕıa comienza a crecer hasta alcanzar un máximo, y de
alĺı empieza a disminuir. Vemos que para el caso ϕ = mπ el enredamiento disminuye hasta un valor estacionario.
Resultado que concuerda con la formación del estado BIC (5.44). Para ϕ = (m+ 1/2)π lo primero a destacar
es que el valor de entroṕıa es distinto de cero, caso contrario a las correlaciones átomo-átomo estudiadas en
la sección anterior. Este hecho nos permite relacionar la modificación de P (1) y la subradianza de γeff con el
enredamiento átomos-campo, al menos en una dinámica no-Markoviana. Además, sorprende observar como el
valor de la entroṕıa no puede ser despreciado, incluso en los primeros momentos de la evolución. Más aún,
para ϕ = mπ hay siempre un enredamiento átomos-campo, que imposibilita la suposición de la aproximación
de Born en el sistema.



5.3. DISCUSIÓN DE RESULTADOS 91

1 2 3 4 5 6 7 8 9
γt

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

E
( |ψ

(t
)〉)

γt = 0.895

γt = 0.375

γτ =0.375, φ = mπ

γτ =0.375, φ = (m+ 1/2)π

γτ =0.895, φ = mπ

γτ =0.895, φ = (m+ 1/2)π

Figura 5.5: Entroṕıa de enredamiento como función del tiempo, el cual cuantifica el enredamiento
entre el sistema atómico y los modos del campo electromagnético. Podemos ver que desde los primeros
tiempo de evolución se forma un enredamiento en los átomos y el campo. Este enredamiento decae
a cero, excepto para ϕ = mπ, que es cuando tenemos el estado BIC, y el enredamiento toma un
valor estacionario. A diferencia del enredamiento entre átomos, vemos que las correlaciones cuánticas
entre átomos-campo es distinto de cero para ϕ = (m + 1/2)π. Por tanto, podemos suponer que las
modificaciones de las tasas de decaimiento subradiantes observadas en la Fig. 5.3 (a), se relacionan
con el enredamiento átomo-campo en lugar del enredamiento átomo-átomo.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este proyecto se ha presentado el estudio de los sistemas atómicos ubicados en un arreglo unidimensional
y acoplados a nanofibras. El estudio fue dividido en dos casos dependiendo de las separación interatómica entre
átomos vecinos |zr − zs|. En el primer caso consideramos que la separación entre átomos es del orden de λ0, la
longitud de onda de la transición atómica. En este caso, usamos la aproximación de Born-Markov para resolver
una ecuación de movimiento solo para el operador de estado reducido atómico. Adicionalmente, hacemos uso
del subespacio simétrico para disminuir los grados de libertad del sistema. En el segundo caso, consideramos
separaciones atómicas del orden de c/Γ, siendo Γ la tasa de decaimiento de los átomos. En estás separaciones
no podemos despreciar los efectos de retardo en el proceso de emisión. De forma que las suposiciones hechas en
el primer caso no se satisfacen. Por lo que mostramos soluciones a la ecuación de Schrödinger para la evolución
del estado total átomos-modos del campo.

La primera contribución original de este proyecto se muestra en el caṕıtulo 4, en el cual tratamos el primer
caso, llamado dinámica Markoviana. Esta dinámica nos permite considerar solo los grados de libertad del
subsistema atómico, por lo que nuestro obstáculo es lidiar con un espacio de Hilbert que crece exponencialmente
con el número de part́ıculas N . Considerando una ecuación de movimiento que es simétrica ante cualquier
permutación de part́ıculas pudimos restringir la evolución a un espacio cuya dimensión escala como N3. Hay
que aclarar que, aunque la discusión f́ısica ya ha sido tratada anteriormente con soluciones para pocos átomos
o simulaciones numéricas [6, 36–38, 62, 64, 66, 135–137], la contribución aqúı presentada describe un método
que nos brinda soluciones anaĺıticas para casos generales de N átomos, lo que permite estudiar la f́ısica del
problema de forma unificada y clara. Aún más, como resultado de este proyecto, describimos como pasar de
espacios que dependen del número de átomos, a espacios que escalan con el número de excitaciones atómicas
iniciales M en el sistema. Para estos subespacios vectoriales pudimos describir una base de vectores a través
del método de la base de decaimiento. De está forma describimos un método que nos permite estudiar sistemas
atómicos simétricos con M = 1, 2, 3, 4 excitaciones iniciales de un total de N átomos.

Después, aplicamos nuestro método para estudiar el proceso de emisión para dos tipos de estados iniciales.
Primeramente consideramos los estados de Dicke, los cuales tienen correlaciones entre átomos, mientras que
como segunda opción tomamos los estados mixtos que no contienen correlación inicial. Al estudiar la emisión
vimos como aparecen en la evolución términos superradiantes y subradiantes en ambos casos. Para la evolución
de los estados mixtos las componentes subradiantes dominan en la evolución conforme el número de átomos
incrementa. Para los estados de Dicke, el término superradiante es el que incrementa con el número de átomos.
Pero la componente subradiante empieza a contribuir más conforme M empieza a aumentar. Además, calcu-
lando la fracción de enerǵıa emitida sabemos que aunque haya modos radiados y los fotones puedan emitirse
al espacio libre, la probabilidad de que el fotón solo se emita a los modos guiados es cada vez mayor conforme
el número de átomos crece pero disminuye con las excitaciones iniciales M . Esto para un estado de Dicke.
Mientras que en el estado mixto, la probabilidad de emitir a la nanofibra empeora conforme N aumenta, pero
incrementa con M .

Uno de los efectos que aparecen en este trabajo es que el estado mixto decae a un estado estacionario cuando
el acoplamiento átomos-nanofibra es perfecto. El caso N = 2 nos permite observar como el acoplamiento de
los átomos con la gúıa de onda funciona como un filtro pues el estado inicial mixto puede escribirse como
combinación de estados sub- y super- radiantes. De forma que a tiempos largos, todas las componentes decaen
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a cero excepto por un estado subradiante que no decae, y que evoluciona a un estado enredado estacionario. Este
resultado nos motiva a trabajar en un futuro analizando como es afectado el enredamiento entre los distintos
átomos durante el proceso de decaimiento para casos más generales de N y M , para el caso Markoviano.

La segunda contribución original del proyecto es presentado en el caṕıtulo 5. En este caso, estudiamos al
sistema f́ısico considerando los grados de libertad atómicos más lo grados de libertad del campo electromagnéti-
co. Como ya describimos, los primeros escalan exponencialmente con el número de part́ıculas, mientras que los
segundos tienen grados de libertad infinitos y continuos. Aśı que en este caso, nos restringimos a considerar
N = 2 átomos para lidiar con los infinitos modos del campo electromagnético. Espećıficamente, analizamos
el proceso de emisión de dos átomos totalmente excitados y acoplados perfectamente a una gúıa de onda, de
forma que podemos considerar interacciones de largo alcance entre emisores mediados a través de los modos del
campo electromagnético. Esta descripción total del sistema nos permite considerar distancias que no se limitan
a decenas de veces λ0, sino que podemos tomar separaciones arbitrarias entre los átomos, lo que permite incluir
el estudio de la modificación en los procesos de emisión debido a los efectos de retardo que experimenta un
fotón que viaja de un emisor a otro.

Una de las hipótesis fundamentales para resolver la ecuación de Schrödinger del sistema total es considerar
la validez del aproximación de onda-rotante, de forma que el número de excitaciones atómicas más fotónicas
se conservan en el sistema. Esto nos permitió proponer la forma del estado total a todo tiempo, y usando la
ecuación de movimiento obtuvimos un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo para las amplitudes del
estado. Transformamos las ecuaciones diferenciales a un sistema algebraico usando la transformada de Laplace,
lo que nos permitió resolver fácilmente el sistema de ecuaciones. Pero, un obstáculo para dar expresiones en
el dominio temporal fue la de realizar la transformada inversa. En este punto, una de las aproximaciones que
usamos fue despreciar la probabilidad de tener dos modos iguales excitados. Al hacer esto, logramos expandir
las soluciones para las amplitudes en términos de las k-ésimas ramas de la función de Lambert. Finalmente
usamos el ĺımite de átomos coincidentes (cuando el retardo es cero) y átomos independientes (cuando el retardo
es infinito) para validar el correcto comportamiento de las soluciones. Cabe mencionar que la solución en estos
ĺımites se obtuvieron en el caṕıtulo 4, lo que facilitó la comparación de los resultados.

Dadas las soluciones, pudimos hacer una discusión del comportamiento del sistema f́ısico. En primer lugar
observamos que la probabilidad de tener dos excitaciones atómicas en el sistema no se modifica con la separa-
ción interatómica. Tampoco con el valor de las tasas de decaimiento en los modos guiados y radiados, como
demostramos en el caṕıtulo 4 con las soluciones Markovianas. Este hecho puede explicarse considerando que
un sistema totalmente excitado las correlaciones átomo-átomo empiezan a modificarse una vez se halla emitido
un primer fotón, tal como discutimos en el caṕıtulo 3 donde introducimos los conceptos de electrodinámica
cuántica. Una vez que el sistema atómico haya emitido un fotón, y solo quede una excitación atómica, vemos
que las modificaciones en el proceso de decaimiento empiezan a aparecer cuando el fotón emitido haya arribado
a la posición del otro átomo.

Uno de los resultados importantes es que bajo ciertos parámetros, el sistema puede decaer a un estado
BIC, el cual es un estado estacionario donde se comparte una excitación entre los átomos y modos localizados
del campo. De forma que, a tiempos largos habrá una probabilidad distinta de cero de tener siempre una
excitación dentro del sistema atómico. Este fenómeno trae consigo la creación de correlaciones entre átomo-
átomo y átomos-campo que también llegan a ser estacionarias. Para el caso del enredamiento entre átomos
observamos que este, partiendo de un estado separable que implica concurrencia cero, después de un tiempo
que es mayor al retardo observamos que el enredamiento nace de manera súbita. En general después de que
la concurrencia tomé un valor máximo esta empieza a decaer hasta llegar nuevamente a cero, excepto para el
estado BIC en el cual la correlación cuántica crece a un valor estacionario. A todo este proceso mencionado
lo bautizamos como subflourescencia inducido por retardo, que es causado por los efectos no-Markovianos que
trae consigo la retroalimentación retardada del campo a los emisores.

Otra de las marcas no-Markovianas en la dinámica se observa al considerar las tasas instantáneas de
decaimiento de los átomos. Es aśı que, en ciertos instantes durante la evolución, las tasas de decaimiento
colectivo en presencia de retardo puede exceder cualquier tasa que podamos obtener en el caso Markoviano. A
este fenómeno se le conoce como superduperradianza. Por otro lado, para ciertos valores del retardo es posible
ver subradianza en el proceso de decaimiento. Pero este comportamiento no puede ser explicado mediante las
correlaciones átomo-átomo, pues hay casos en los que se presenta subradianza pero el enredamiento atómico es
cero. Es aśı que el estudio del sistema no-Markoviano nos brinda la oportunidad de explicar este fenómeno a
través del enredamiento átomos-campo, el cual es distinto de cero en los casos subradiantes, hecho que demarca
la importancia del estudio no-Markoviano más allá de verlo como una falla a la aproximación de Born.
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Los resultados anteriores tienen un gran potencial en el desarrollo de las tecnoloǵıas cuánticas, donde uno de
los principales recursos son las correlaciones entre los distintos subsistemas como por ejemplo el enredamiento
entre átomos. Aśı, la generación espontánea de un estado estacionario enredado inducido por el retardo es
un fenómeno que puede ayudar en el crecimiento de aplicaciones de la electrodinámica cuántica en gúıas de
onda, como en la construcción de circuitos cuánticos [3,202–204] y de redes de información cuántica [205–208].
Aplicaciones que pueden beneficiarse de la creación de estados enredados sin la necesidad de campos externos
[39,209–211], enredamiento inicial [45], o espejos [42,212]. Pero no solo de la generación sino que la estabilización
de estados enredados puede ayudar a una mayor eficiencia de los dispositivos cuánticos [213]. Es aśı que el uso de
modos infinitos, que pueden considerarse como un baño térmico, ayudan a generar enredamiento estacionario al
considerar los efectos no-Markovianos, lo cual contrasta con la idea de que la interacción de un sistema cuántico
cerrado en interacción con su ambiente genera decoherencia y con ello puede degradar el enredamiento en el
sistema [214]. Aśı, el ambiente puede ser propuesto para generar [215, 216] y estabilizar enredamiento [217],
ejemplo de ello es el estudio con retardo aqúı mostrado.

El estudio aqúı presentado para el sistema con retardo abre camino a nuevos temas de investigación. Por
una parte, queda pendiente ir considerando un mayor número de átomos para la dinámica no-Markoviana.
Sin embargo, esta propuesta implica el uso de grados de libertad cuyo número crece exponencialmente. Y
el método descrito en este trabajo basado en ecuaciones de movimiento para el operador atómico reducido
no puede seguir considerándose válida pues la aproximación de Born-Markov ya no puede asumirse. Además,
sistemas con un número de átomos N > 2 ya no son totalmente simétricos e implican introducir una descripción
de enredamiento para sistemas multipartitos, que por si mismos son un campo de estudio. Por otra parte, es
requerible considerar estructuras más complejas para las gúıas de onda, codificadas en el ı́ndice de refracción
que puede ser complejo aśı como tener una dependencia con la frecuencia de los modos guiados, en cuyo caso la
cuantización del campo electromagnético ya no es trivial, y debe de considerase otros métodos y más detalles
técnicos para el proceso [110, 218–220]. Este hecho puede ser relevante para la transmisión de información
cuántica a largas distancias. Finalmente, para el carácter experimental puede ser necesario considerarse los
efectos de desfase dados por interacción dipolo-dipolo entre átomos (y que en este estudio hemos considerado
posiciones atómicas donde este factor es cero), aśı como los procesos de emisión independiente causados por
los modos radiados que modifican los tiempos en los decaimientos aśı como causar la decoherencia del BIC.
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Apéndice A

Mapeos lineales a superoperadores
de ascenso

Para describir el comportamiento de los superoperadores colectivos Ă
ij
kl
+ , podemos definir sobre espacio de

Liouville de cada part́ıcula L4 los superoperadores bosónicos b̆(r)
mn, b̆

†(r)
mn con m, n = 0, 1. El superoperador b̆(r)

mn

aniquila al producto exterior |mn)r, mientras que b̆(r)†
mn lo crea. Para dar una mejor idea del actuar de estos

superoperadores, para la base de L4 usemos la notación

|00) =
∣∣(00)1(01)0(10)0(11)0) ,

|01) =
∣∣(00)0(01)1(10)0(11)0) ,

|10) =
∣∣(00)0(01)0(10)1(11)0) ,

|11) =
∣∣(00)1(01)0(10)0(11)1) .

Sea en este subespacio los superoperadores b̆10, b̆†
10. Para la base anterior tendremos que

b̆†
10 |(00)α00 (01)α01 (10)α10 (11)α11 ) =

∣∣(00)α00 (01)α01 (10)α10+1(11)α11
)
,

b̆10 |(00)α00 (01)α01 (10)α10 (11)α11 ) = α10
∣∣(00)α00 (01)α01 (10)α10−1(11)α11

)
.

donde los coeficientes α00, α01, α10, α11 ∈ {0, 1}. Aśı, usando estos superoperadores bosónicos definimos los
superoperadores colectivos como [64]

Ă
ij
kl
+ =

N∑
r=1

b̆
(r)†
ij b̆

(r)
kl . (A.1)

Cabe mencionar que los superoperadores bosónicos satisfacen las reglas usuales de conmutación
[
b̆

(r)
ij , b̆

(r)†
kl

]
=

δij, kl y
[
b̆

(r)
ij , b̆

(r)
kl

]
=
[
b̆

(r)†
ij , b̆

(r)†
kl

]
= 0. Cabe aclarar que estos superoperadores bosónicos solo se introducen

como un apoyo para definir los superoperadores colectivos.
A continuación se muestra la equivalencia de algunos mapeos lineales de L⊗N

4 reescritos con superoperadores
colectivos. ∑

r

σ̂
(r)
− |ρ) σ̂(r)

+ = Ă
00
11
+ |ρ)

∑
r

σ̂
(r)
+ |ρ) σ̂(r)

− = Ă
11
00
+ |ρ̂)
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98 APÉNDICE A. MAPEOS LINEALES A SUPEROPERADORES DE ASCENSO

Ĵ+ |ρ) =
(
Ă

10
00
+ + Ă

11
01
+

)
|ρ)

|ρ) Ĵ+ =
(
Ă

10
11
+ + Ă

00
01
+

)
|ρ)

Ĵ− |ρ) =
(
Ă

00
10
+ + Ă

01
11
+

)
|ρ)

|ρ) Ĵ− =
(
Ă

11
10
+ + Ă

01
00
+

)
|ρ)

∑
r

σ̂
(r)
+ σ̂

(r)
− |ρ) I(r) =

(
Ă

10
10
+ + Ă

11
11
+

)
|ρ)

∑
r

I(r) |ρ) σ̂(r)
+ σ̂

(r)
− =

(
Ă

01
01
+ + Ă

11
11
+

)
|ρ)

∑
r

σ̂
(r)
− σ̂

(r)
+ |ρ) I(r) =

(
Ă

01
01
+ + Ă

00
00
+

)
|ρ)

∑
r

I(r) |ρ) σ̂(r)
− σ̂

(r)
+ =

(
Ă

10
10
+ + Ă

00
00
+

)
|ρ)

Para calcular estos mapeos, consideramos la base de productos externos de L4 y vemos como actúan los
superoperadores del espacio completo. El resultado lo podemos escribir con los superoperadores bosónicos del
párrafo anterior, lo que nos da directamente el mapeo a superoperadores colectivos.



Apéndice B

Calculo de la constante de
propagación

A continuación mostramos expĺıcitamente las identidades que tenemos para el modo fundamental, de forma
que podamos hacer la cuantización en la sección 3.4 todo esto obtenido en [132]. Primeramente, para encontrar
los valores de la constante de propagación β del único modo espacial debemos de resolver

J0(ha)
haJ1(ha) = n2

1 + n2
2

4n2
1

K′
1(qa)

qaK1(qa) + 1
h2a2 ±[(

n2
1 − n2

2
4n2

1

K′
1(qa)

qaK1(qa)

)2

+ β2

n2
1k

2

(
1

q2a2 + 1
h2a2

)2 ]1/2

, (B.1)

donde por simplicidad se han introducido las contantes de propagación modificadas h =
√
n2

1k
2 − β2 y q =√

β2 − n2
2k

2. Cabe mencionar que se denota como Jn a las funciones de Bessel de primer tipo y como Kn a
las funciones modificadas de Bessel de segundo tipo.

B.1. Funciones de perfil para los modos guiados

Las funciones de perfil para el campo eléctrico de los modos guiados está dado por

e(µ)
r (r) =

{
iA q

h
K1(qa)
J1(ha) [(1 − s)J0(hr) − (1 + s)J2(hr)] para r < a ,

iA [(1 − s)K0(qr) + (1 + s)K2(qr)] para r > a .
(B.2)

e
(µ)
ϕ (r) =

{
−pA q

h
K1(qa)
J1(ha) [(1 − s)J0(hr) + (1 + s)J2(hr)] para r < a ,

−pA [(1 − s)K0(qr) − (1 + s)K2(qr)] para r > a .
(B.3)

e(µ)
z (r) =

{
fA 2q

β
K1(qa)
J1(ha) J1(hr) para r < a ,

fA 2q
β
K1(qr) para r > a .

(B.4)

donde A es una constante de normalización de forma que se satisfaga (3.54), identidad que nos da

1 = 2π|A|2a2(P1n
2
1 + P2n

2
2) (B.5)
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donde

P1 =
[
q

h

K1(qa)
J1(ha)

]2 {
(1 − s)2 [J2

0 (ha) + J2
1 (ha)

]
+ (1 + s)2 [J2

2 (ha) − J1(ha)J3(ha)
]

+

+2h
2

β2

[
J2

1 (ha) − J0(ha)J2(ha)
]}

P2 = (1 − s)2 [K2
1 (qa) −K2

0 (qa)
]

+ (1 + s)2 [K1(qa)K3(qa) −K2
2 (qa)

]
+2 q

2

β2

[
K0(qa)K2(qa) −K2

1 (qa)
]
.

En todo lo anterior se tiene definido

s =
(

1
q2a2 + 1

h2a2

)[
J ′

1(ha)
haJ1(ha) + K′

1(qa)
qaK1(qa)

]−1

.

B.2. Funciones de perfil para los modos radiados
Para los modos radiados las constantes de propagación modificadas h =

√
n2

1k
2 − β2 y q =

√
n2

2k
2 − β2.

Aśı, las funciones de perfil del campo eléctrico son

e(ν)
r =

{
i

h2

(
βhAJ ′

m(hr) + imωµ0
r
BJm(hr)

)
para r < a ,

i
q2

∑
j=1, 2

(
βqCjH

(j)′
m (qr) + imωµ0

r
DjH

(j)
m (hr)

)
para r > a .

(B.6)

e
(ν)
ϕ =

{
i

h2

(
imβ

r
AJm(hr) − hωµ0BJ

′
m(hr)

)
para r < a ,

i
q2

∑
j=1, 2

(
imβ

r
CjH

(j)
m (qr) − qωµ0DjH

(j)′
m (qr)

)
para r > a .

(B.7)

e(ν)
z =

{
AJm(hr) para r < a ,∑

j=1, 2 CjH
(j)
m (qr) para r > a .

(B.8)

Donde B, Cj y Dj se relaciona a A de la forma

B = ±iε0c

√
n2|Vj |2 + |Lj |2
|Vj |2 + n2

2|Mj |2A ; para sgn(m) = ±

Cj = (−1)j iπq
2a

4n2
2

(ALj + iµ0cBVj) ,

Dj = (−1)j−1 iπq
2a

4 (iε0cAVj −BMj) .

y para simplificar las expresiones se definen

Vj = mkβ

ah2q2 (n2
2 − n2

1)Jm(ha)H(j)∗
m (qa) ,

Mj = 1
h
J ′

m(ha)H(j)∗
m (qa) − 1

q
Jm(ha)H(j)∗′

m (qa) ,

Lj = n2
1
h
J ′

m(ha)H(j)∗
m (qa) − n2

2
q
Jm(ha)H(j)∗′

m (qa) .

Finalmente de la identidad de normalización (3.58) se tiene

1 = 8πω
q2

(
n2

2|Cj |2 + µ0

ε0
|Dj |2

)
.



Apéndice C

Población de átomos excitados

El promedio de átomos excitados P (M) como función del tiempo es presentado abajo para M = 1, 2, 3
excitaciones, y considerando como condición inicial los estados simétricos mixtos (4.25) y los estados simétricos
de Dicke (4.32). Esto, usando el método exacto presentado en la sección 4.2. Recordemos que se tiene γ10 = Γ−γ
y por comodidad se usará una u otra forma, aśı

P
(1)
dicke(t) = e−[Γ+(N−1)γ]t , (C.1)

P
(1)
mixed(t) = N − 1

N
e−(Γ−γ)t + 1

N
e−[Γ+(N−1)γ]t , (C.2)

P
(2)
dicke(t) =

2
N [γ10 + (N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 1)γ]

[{
(N − 2)γ10γ + γ2

10
}

e−(Γ−γ)t +
{

γ10γ
(

3N2 − 5N + 2
)

+(N − 1)γ2
10 + 2N(N − 1)2γ2

}
e−[Γ+(N−1)γ]t − 2N(N − 1)γ2e−2[Γ+(N−2)γ]t

]
, (C.3)

P
(2)
mixed(t) = 2

[(
N − 1

N
−

2γ [γ10 + 2(N − 2)γ]
N [γ10 + (N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 1)γ]

)
e−(Γ−γ)t +

( 1
N

+
2γ [γ10 + (N − 4)γ]

N [γ10 − 2γ] [γ10 + (N − 2)γ]

)
×

e−[Γ+(N−1)γ]t −
4γ2e−2[Γ+(N−2)γ]t

N [γ10 + (N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 1)γ]
−

2(N − 2)γ2e−[2Γ+(N−4)γ]t

N [γ10 − 2γ] [γ10 + (N − 2)γ]

]
, (C.4)

P
(3)
dicke(t) = 3

[
4(N − 2)γ3 [γ10 + 3(N − 2)γ] e−[3Γ+(3N−7)γ]

[γ10 + (N − 4)γ] [γ10 + (N − 3)γ] [γ10 + 2(N − 2)γ] [2γ10 + 3(N − 2)γ]
−

4γ10(N − 2)γ2e−[2Γ+(N−4)γ]t

N [γ10 − 2γ] [γ10 + (N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 2)γ]

−
4(N − 2)(N − 1) (γ10 + Nγ) γ2e−2[Γ+(N−2)γ]t

N [γ10 + (N − 4)γ] [γ10 + (N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 1)γ]
+

2γ10
(

2γ2
10 + (5N − 6)γ10γ + (N − 2)(3N − 4)γ2

)
e−(Γ−γ)t

N [γ10 + (N − 2)γ] [2γ10 + 3(N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 1)γ]
+

(N − 2)
(
γ3

10 + (2N − 3)γ2
10γ + (N − 4)(N − 1)γ10γ

2 − 2N(N − 1)γ3
)
e−[Γ+(N−1)γ]t

N [γ10 − 2γ] [γ10 + (N − 3)γ] [γ10 + (N − 2)γ]

]
, (C.5)
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P
(3)
mixed(t) = 3

[
4(N − 4)(N − 3)γ3e−[3Γ+(N−7)γ]t

(N − 2)(N − 1) [γ10 − 2γ]2 [2γ10 + (N − 4)γ]
+

16(N − 3) [γ10 + (N − 6)γ] γ3e−[3Γ+(2N−9)γ]t

N(N − 2) [γ10 − 4γ] [2γ10 + (N − 6)γ] [γ10 + (N − 4)γ] [γ10 + (N − 3)γ]

+
24 [γ10 + 3(N − 2)γc] γ3e−3[Γ+(N−3)γ]t

N(N − 1) [γ10 + (N − 4)γ] [γ10 + (N − 3)γ] [γ10 + 2(N − 2)γ] [2γ10 + 3(N − 2)γ]
−

8
[
γ2

10 + (N − 4)γγ10 − 12γ2
]
γ2e−2[Γ+(N−2)γ]t

N [γ10 − 4γ] [γ10 + (N − 4)γ] [γ10 + (N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 1)γ]
−

4
[

(N − 2)γ3
10 + [12 + N(3N − 14)]γγ2

10 + 2{N [14 + N(N − 8)] + 4}γ2γ10 − 8(N − 3)(N − 2)γ3
]
γ2e−[2Γ+(N−4)γ]t

N [γ10 − 2γ]2 [γ10 + (N − 4)γ] [γ10 + (N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 2)γ]
+[

2γ5
10 + (5N − 16)γγ4

10 + [26 + N(4N − 27)]γ2γ3
10 + {N [12 + N(N − 11)] + 44}γ3γ2

10 − 8[3 + N(N − 7)]γ4γ10 + 24(N − 6)γ5
]

N [γ10 − 2γ]2 [2γ10 + (N − 6)γ] [γ10 + (N − 3)γ] [γ10 + (N − 2)γ]

×e−[Γ+(N−1)γ]t +
e−(Γ−γ)t

N [2γ10 + (N − 4)γ] [γ10 + (N − 3)γ] [γ10 + (N − 2)γ] [2γ10 + 3(N − 2)γ] [γ10 + 2(N − 1)γ]

(
4(N − 1)γ5

10

+8[3N(N − 3) + 4]γγ4
10 + {N [5N(11N − 57) + 378] − 52}γ2

γ
3
10 + 6(N − 4)(N − 3)(N − 2)

(
N

3 − 4N2 + N − 2
)
γ

5 +

(N{3N [N(20N − 151) + 357] − 730} − 88)γ3
γ

2
10 + (N − 3)(N{N [N(31N − 221) + 446] − 192} − 16)γ4

γ10

)]
. (C.6)



Apéndice D

Suma con las constantes de
acoplamiento gα

Una de las identidades que aparece al resolver las ecuaciones en el caṕıtulo 5 es la suma sobre los modos
guiados

∑
α

|gα|2e−iωαT eikα(zr−zs). Para transformar la suma sobre los modos a integrales sobre la frecuencia
ωα debemos de tener la relación de dispersión kα = kα(ωα). Para los modos guiados tal relación es kα = ηα

ωα
vg

donde vg es la velocidad de grupo del modo fundamental dentro de la gúıa de onda. Introducimos la etiqueta
ηα = ±1 para indicar la dirección en la que viaja del campo (propagante o contra-propagante) a lo largo del eje
de la gúıa de onda. Aśı, usando la frecuencia del modo y la dirección de propagación transformamos la suma de
los modos guiados como

∑
α

→
∑

ηα=±1

∫∞
0 dωα ρ(ωα) en donde ρ(ωα) es la densidad de modos [221]. En este

trabajo consideramos que las gúıas de onda son homogéneas de forma que no hay una dirección de propagación
preferente, por lo que la densidad solo depende de la frecuencia. Haciendo uso de lo expuesto arriba, podemos
escribir nuestra expresión como∑

α

|gα|2e−iωαT eikα(zr−zs) =
∫ ∞

0
dωα ρ(ωα)|gα(ω)|2

{
e−iωα(T −τrs) + e−iωα(T +τrs)

}
,

donde τrs = zr−zs
vg

.
Para estudiar solo los efectos no-Markovianos asociados al retardo y no por la estructura del reservatorio ni

de las gúıas de onda, asumiremos que la densidad de estados y la constante de acoplamiento es aproximadamente
el mismo en todo el espectro de frecuencias. A está hipótesis se le llama Aproximación de Weisskopf-Wigner.
Esto nos permite evaluar ωα ≈ ω0 en las funciones ρ(ωα) y gα. Bajo esto tenemos∑

α

|gα|2e−iωαT eikα(zr−zs) ≈ ρ(ω0)|g0|2
∫ ∞

0
dωα

{
e−iωα(T −τrs) + e−iωα(T +τrs)

}
.

Para continuar, haremos uso de la formula de Sokhotski-Plemelj∫ ∞

0
dωα e

−iωαa = −iPV
(1
a

)
+ πδ(a) , (D.1)

donde PV hace referencia al valor principal de Cauchy, y su contribución la podemos absorber en la frecuencia
de transición atómica ya que solo es un corrimiento de frecuencia de Lamb [29]. Aśı llegamos a∑

α

|gα|2e−i∆αT eikα(zr−zs) = γeiω0T

2
δ(T − τrs) + δ(T + τrs)

2 . (D.2)

donde hemos definido que las tasas de decaimiento en los modos guiado son γ ≡ 4πρ(ω0)|g0|2. Cabe aclarar
que este valor es el mismo que obtenemos para la dinámica Markoviana (3.36), lo que nos permite comparar
los procesos de emisión en una dinámica u otra.
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104 APÉNDICE D. SUMA CON LAS CONSTANTES DE ACOPLAMIENTO gα



Apéndice E

Resolución de la integral sobre
frecuencias de ã

La expresión (5.30) puede escribirse como una integral sobre frecuencias en lugar de una suma sobre modos.
Esto es igual a

ã(s) ≃

{
s− γ

π
ã(s)

∫ ∞

−ω0

s+ i∆α + γ
2 − γ

2 e
iϕe−sτe−i∆ατ cos(∆ατ + ϕ)[

γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ + s+ i∆α + γ
2

] [
γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ − s− i∆α − γ
2

]d∆α

}−1

=
{
s− γ

π
ã(s)I(s, γ, τ, ϕ)

}−1
, (E.1)

donde ∆α = ωα −ω0, y ya que estamos trabajando con frecuencias ópticas podemos extender el ĺımite inferior
de la integral a −∞.

Para calcular I(s, γ, τ, ϕ) primeramente vamos a reescribir el denominador dentro de la integral usando los
polos de la expresión para la variable ∆α. Los polos están dados por la ecuación caracteŕıstica

γ

2 e
iϕe−sτe−i∆ατ − σ

(
s+ i∆α + γ

2

)
= 0 =⇒ ∆σ

k = i
{
s+ γ

2 − 1
τ
Wk(σr)

}
, (E.2)

donde usamos las ramas k-ésimas de la función W de Lambert Wk [191] y σ = ±1. Además introducimos la
variable r = γτ

2 e
γτ/2+iϕ. Aśı usamos la Descomposición en Fracciones Parciales obtenemos que

1[
γ
2 eiϕe−sτ e−i∆ατ + s + i∆α + γ

2

] [
γ
2 eiϕe−sτ e−i∆ατ − s − i∆α − γ

2

] =
τ

2

∞∑
k=−∞

∑
σ=±1

Aσ
k

Wk(σr)
i

∆α − ∆σ
k

, (E.3)

donde Aσ
k = (1 +Wk(σr))−1. Usado la fórmula integral de Cauchy obtenemos las identidades∫ ∞

−∞

s+ i∆α + γ
2

∆α − ∆σ
k

d∆α = 2πiWk(σr)
τ

, (E.4)∫ ∞

−∞

e−i∆ατ cos(∆ατ + ϕ)
∆α − ∆σ

k

d∆α = 2πieiϕ . (E.5)

Para la segunda integral hemos usado que ℑ(∆σ
α) > 0 ya que la parte real de s puede tomarse tan grande como

se necesite. Aśı llegamos a

I(s, γ, τ, ϕ) = −π
∞∑

k=−∞

∑
σ=±1

1
1 +Wk(σr)

(
1 + τeiϕ

2Wk(σr)

)
, (E.6)
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Finalmente usamos las siguientes identidades para las funciones de Lambert [222]
∞∑

k=−∞

1
1 +Wk(z) = 1

2 , (E.7)

∞∑
k=−∞

1
Wk(z) +W 2

k (z) = 1
z
, (E.8)

y llegamos a que I(s, γ, τ, ϕ) = −π. Por tanto (E.1) nos da que ã(s) = (s+ γ)−1.



Apéndice F

Transformada inversa de Laplace de
B̃

(1,2)
α

Para obtener B(1,2)
α (t) debemos aplicar la transformada inversa de Laplace a la expresión (5.33). Para ello,

similar a lo hecho en el Apéndice E escribimos la fracción dentro de la suma usando los polos del denominador.
Pero en este caso los polos los calculamos para la variables s, de forma que encontramos

sσ
k,α = −γ

2 − i∆α + 1
τ
Wk(σr) = −γσ

k

2 − i∆α . (F.1)

Recordando que ã(s) = (s+ γ)−1 obtenemos

B
(1

2)
α (t) = −g∗

ατe
±ikαd/2

2

∞∑
k=∞

∑
σ=±1

Aσ
k

Wk(σr)

[
L−1

(
s+ i∆α + γ

2
(s+ γ)(s− sσ

k,α)

)
− γ

2 e
iϕ∓kαdL−1

(
e−sτ

(s+ γ)(s− sσ
k,α)

)]
donde L−1 denota la transformada inversa de Laplace. Usando las siguientes identidades

L−1
(

s+ i∆α + γ
2

(s+ γ)(s− sσ
k,α)

)
=

γ
2 − i∆α

sσ
k,α + γ

e−γt +
γ
2 + i∆α + sσ

k,α

sσ
k,α + γ

esσ
k,α

t (F.2)

L−1
(

e−sτ

(s+ γ)(s− sσ
k,α)

)
=

[
esσ

k,α
(t−τ) − e−γ(t−τ)

]Θ(t− τ)
sσ

k,α + γ
(F.3)

y tomando b(r)
α = B

(r)
α (t)ei∆αt obtenemos la expresión (5.34), donde hemos usado expĺıcitamente que para los

modos guiados se satisface que kαd = ηα(∆ατ + ϕ).
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Apéndice G

Solución de las amplitudes cα

Para dar una solución completa a continuación presentamos la solución de la amplitud de probabilidad de
tener dos modos iguales excitados cα(t). Aunque como hemos descrito, en lo subsecuente podemos despreciar
la probabilidad de este proceso. Para calcular la función recordemos que cα(t) = Cα(t)e2i∆αt, y acordé a las
ecuaciones (5.27) y (5.28) podemos deducir que se satisface que

C̃α(s) = − 2
√

2g∗2
α

(s+ γ)(s+ 2i∆α)
s+ i∆α + γ

2 − γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ cos[kα(z1 − z2)][
γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ + s+ i∆α + γ
2

] [
γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ − s− i∆α − γ
2

] , (G.1)

en donde hemos aproximado 4|gα|2/(s+ i∆α) ≈ 0. Usando los polos (F.1) tendremos

1[
γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ + s+ i∆α + γ
2

] [
γ
2 e

iϕe−sτe−i∆ατ − s− i∆α − γ
2

] = −τ

2

∞∑
k=−∞

∑
σ=±1

Aσ
k

Wk(σr)
1

s− sσ
k,α

,

Al pasar al dominio temporal obtendremos

cα(t) =
√

2g∗2
α τ

∞∑
k=∞

∑
σ=±1

Aσ
ke

2i∆αt

Wk(σr)

[
L−1

(
s+ i∆α + γ

2
(s+ γ)(s+ 2i∆α)(s− sσ

k,α)

)
−γ

2 e
iϕ−i∆ατ cos(kαd)L−1

(
e−sτ

(s+ γ)(s+ 2i∆α)(s− sσ
k,α)

)]
= g∗2

α τ√
2

∞∑
k=−∞

∑
σ=±1

Aσ
k

Wk(σr)

[
i

∆α + iγσ
k /2

− ie−γt+2i∆αt

∆α + i (γ − γσ
k ) + 2Wk(σr)

τ

e−γσ
k

t/2+i∆αt

[∆α + iγσ
k /2] [∆α + i (γ − γσ

k /2)]

+γ

2 e
iϕ cos(kαd)Θ(t− τ)

{
ei∆ατ

[∆α + iγ/2] [∆α + iγσ
k /2] + e−γ(t−τ)+i∆α(2t−τ)

[∆α + iγ/2] [∆α + i (γ − γσ
k /2)]

− 2e−γσ
k

(t−τ)/2+i∆αt

[∆α + iγσ
k /2] [∆α + i (γ − γσ

k /2)]

}]
. (G.2)
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Apéndice H

Valores estacionarios

En el ĺımite de tiempo largos tal que γt > ∞ la expresión (5.34) puede aproximarse como

b
(1

2)
α (t → ∞) = − ig∗

ατ

2
∑

σ=±1

∞∑
k=−∞

Aσ
ke

−γσ
k

t/2

Wk(σr)
e±iηα(∆ατ+ϕ)/2

∆α + i
(
γ − γσ

k
2

)[Wk(σr)
τ

− γ

2 e
i(1−ηα)ϕ−iηα∆ατeγσ

k
τ/2
]
,

Lo anterior no decae a cero si la parte real de γσ
k es cero. Esto implica que

ℜ
[

1
2 − 1

γτ
Wk

(
σ
γτ

2 eγτ/2eiϕ
)]

= 0 . (H.1)

Aśı el único término en la expansión de ramas de Lambert que no será cero en el ĺımite de tiempo largo es
k = 0, y {σ = +1, ϕ = 2πn} o {σ = −1, ϕ = (2n+ 1)π}, con n ∈ N0. Esta única rama satisface

W0

(
γτ

2 eγτ/2
)

= γτ

2 .

Tomando en cuenta lo anterior nos damos cuenta que la función bα toma un valor estacionario dado por

b
(1

2)
α, ss = −g∗

α

2
e±iηα(∆ατ+nπ)/2

1 + γτ
2

1 − e∓iηα∆ατ

γ − i∆α
. (H.2)

Tal valor estacionario implica que la probabilidad de tener una excitación también tome un valor estacio-
nario. Este valor lo podemos calcular por

P (1)(t → ∞) = ρ(ω0)|g0|2

2(1 + γτ
2 )2

∑
ηα=±1

∫ ∞

−∞
d∆α

∣∣∣∣1 − e−iηα∆ατ

γ − i∆α

∣∣∣∣2 ,
lo cual nos da la expresión P

(1)
ss de (5.46). De igual forma, la correlación entre los átomos toma el valor

estacionario

P (eg)
ss = ρ(ω0)|g0|2 cos(nπ)

4(1 + γτ
2 )2

∑
ηα=±1

∫ ∞

−∞
d∆α

(
1 − e−iηα∆ατ

)2

|γ − i∆α|2

= −cos(nπ)
2

sinh
(

γτ
2

)
(1 + γτ

2 )2e
γτ
2
. (H.3)

Lo que implica que P (eg)
ss = P

(1)
ss /2.
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[46] Kanupriya Sinha, Alejandro González-Tudela, Yong Lu, and Pablo Solano. Collective radiation from
distant emitters. Phys. Rev. A, 102:043718, Oct 2020.
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[108] Yuriy Makhlin, Gerd Schön, and Alexander Shnirman. Quantum-state engineering with josephson-
junction devices. Rev. Mod. Phys., 73:357–400, May 2001.

[109] Klemens Hammerer, Anders S. Sørensen, and Eugene S. Polzik. Quantum interface between light and
atomic ensembles. Rev. Mod. Phys., 82:1041–1093, Apr 2010.

[110] A. Asenjo-Garcia, J. D. Hood, D. E. Chang, and H. J. Kimble. Atom-light interactions in quasi-one-
dimensional nanostructures: A green’s-function perspective. Phys. Rev. A, 95:033818, Mar 2017.

[111] A. Asenjo-Garcia, M. Moreno-Cardoner, A. Albrecht, H. J. Kimble, and D. E. Chang. Exponential
improvement in photon storage fidelities using subradiance and “selective radiance” in atomic arrays.
Phys. Rev. X, 7:031024, Aug 2017.

[112] Neil V. Corzo, Baptiste Gouraud, Aveek Chandra, Akihisa Goban, Alexandra S. Sheremet, Dmitriy V.
Kupriyanov, and Julien Laurat. Large bragg reflection from one-dimensional chains of trapped atoms
near a nanoscale waveguide. Phys. Rev. Lett., 117:133603, Sep 2016.

[113] Dibyendu Roy, C. M. Wilson, and Ofer Firstenberg. Colloquium: Strongly interacting photons in one-
dimensional continuum. Rev. Mod. Phys., 89:021001, May 2017.

[114] Daniel Reitz and Arno Rauschenbeutel. Nanofiber-based double-helix dipole trap for cold neutral atoms.
Optics Communications, 285(23):4705 – 4708, 2012. Special Issue: Optical micro/nanofibers: Challenges
and Opportunities.

[115] C.F. Phelan, T. Hennessy, and Th. Busch. Shaping the evanescent field of optical nanofibers for cold
atom trapping. Opt. Express, 21(22):27093–27101, Nov 2013.
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nolato, E. H. Lee, J. D. Song, S. Stobbe, and P. Lodahl. Single-photon non-linear optics with a quantum
dot in a waveguide. Nature Communications, 6(1):8655, Oct 2015.

[204] Zhaohua Tian, Pu Zhang, and Xue-Wen Chen. Static hybrid quantum nodes: Toward perfect state
transfer on a photonic chip. Phys. Rev. Appl., 15:054043, May 2021.

[205] Wei-Bin Yan, Bao Liu, Ling Zhou, and Heng Fan. All-optical router at single-photon level by interference.
Europhysics Letters, 111(6):64005, oct 2015.

[206] R. J. Coles, D. M. Price, J. E. Dixon, B. Royall, E. Clarke, P. Kok, M. S. Skolnick, A. M. Fox, and M. N.
Makhonin. Chirality of nanophotonic waveguide with embedded quantum emitter for unidirectional spin
transfer. Nature Communications, 7(1):11183, Mar 2016.

[207] H.-S. Chang, Y. P. Zhong, A. Bienfait, M.-H. Chou, C. R. Conner, É. Dumur, J. Grebel, G. A. Peairs,
R. G. Povey, K. J. Satzinger, and A. N. Cleland. Remote entanglement via adiabatic passage using a
tunably dissipative quantum communication system. Phys. Rev. Lett., 124:240502, Jun 2020.

[208] Youpeng Zhong, Hung-Shen Chang, Audrey Bienfait, Étienne Dumur, Ming-Han Chou, Christopher R.
Conner, Joel Grebel, Rhys G. Povey, Haoxiong Yan, David I. Schuster, and Andrew N. Cleland. Deter-
ministic multi-qubit entanglement in a quantum network. Nature, 590(7847):571–575, Feb 2021.

[209] V Paulisch, H J Kimble, and A González-Tudela. Universal quantum computation in waveguide qed
using decoherence free subspaces. New Journal of Physics, 18(4):043041, apr 2016.

[210] Maximilian Zanner, Tuure Orell, Christian M. F. Schneider, Romain Albert, Stefan Oleschko, Mathieu L.
Juan, Matti Silveri, and Gerhard Kirchmair. Coherent control of a multi-qubit dark state in waveguide
quantum electrodynamics. Nature Physics, 18(5):538–543, May 2022.

[211] A. Gonzalez-Tudela, D. Martin-Cano, E. Moreno, L. Martin-Moreno, C. Tejedor, and F. J. Garcia-
Vidal. Entanglement of two qubits mediated by one-dimensional plasmonic waveguides. Phys. Rev.
Lett., 106:020501, Jan 2011.
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