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Y Dios dijo: “Que haya luz”. 'Y hubo luz.
Génesis 1: 3

Para mi mamd y papd, Amalia e Ignacio,
con todo mi amor

The theory of quantum electrodynamics describes Nature
as absurd from the point of view of common sense. And
it agrees fully with experiment. So I hope you accept
Nature as She is — absurd

“QED. The Strange Theory of Light and Matter ",
Richard Feynman

I11






Agradecimientos

El trabajo aqui expuesto representa para mi la culminaciéon de toda una etapa de mi vida. Etapa
cuyo inicio estd marcado por mi entrada a la universidad, y que abarca poco méas de una década en la
que he podido desarrollarme no sélo como fisico y como profesional, sino sobre todo como ser humano.
Por tanto, primeramente me gustaria reconocer que el fruto aqui plasmado es un testimonial de que
he podido concretar y materializar metas y proyectos. Que a lo largo del camino he sido capaz de
desarrollar las herramientas para enfrentar los obstaculos y los retos, y que al final las varias pruebas
y los varios errores se han transformado en valiosas experiencias y aprendizajes.

Parafraseando al buen libro, separados poco (o nada) podemos hacer. Es asi, que lo que soy y
lo que voy logrando es producto de una superposicion de las varios colectivos que me han acogido.
Con toda mi gratitud y carino, agradezco a las comunidades que me han permitido compartir esta vida:

Este sueno ha sido posible por el apoyo incondicional de mi mamé y papé, Amalia e Ignacio, quiénes
me han dado todo el soporte desde el primer momento en que la idea de estudiar fisica en la UNAM
formé parte de mi vocacién. Pero més alla, agradezco que compartan el don de su vida conmigo. Agra-
dezco sus experiencias, sus consejos, sus luchas y sus suetios. Los consejos que me han dado son para mi
tesoros, que me han ayudado tanto al enfrentarme a los retos de la vida como para disfrutar los regalos
del presente. Agradezco a mis abuelas y abuelos: Antonia, Pedro, Angela y Erasto, quiénes me han
dado raices e identidad como indigena tseltal de Chiapas, y gracias a los valores, la lengua, la historia,
y la lucha de nuestras comunidades puedo tener una guia en la vida. Agradezco el amor que me han
brindado mi hermana y hermano, Karen y Edwin, por su apoyo y compaifiia. Agradezco a mi tia Benja-
mina, que me ha brindado su amor maternal. Y agradezco a Misha, la felicidad peluda de nuestra casa.

El poder emigrar a la Ciudad de México y estudiar en la UNAM, me ha permitido conocer a una
persona muy valiosa en mi vida, y por ello agradezco al azar o al destino. Asi, de manera muy especial,
agradezco con todo mi amor a Tayde, mi pareja, mejor amiga, companera de aventuras, roomie y
consejera. Ella me ha acompafiado en la mayor parte de este ciclo, y ha sido una referente en mi vida
por ser gran un ejemplo de calidad humana, genialidad y sabiduria. Gracias por tu lecciones de vida
y de valentia.

Esta etapa también ha sido para mi un éxodo, un salir de mi tierra natal y del seno familiar en
busqueda de oportunidades y en la construccién de mis suenos. Pero afortunadamente este camino no
lo inicié en soledad, asi que agradezco a mi gran amigo Erik, a quién conoci desde el bachillerato y
con quién comparti un camino paralelo, como estudiantes chiapanecos de fisica. Le agradezco el apoyo
y el tiempo que no me ha escatimado. También agradezco a los amigos que he conocido en estd gran
ciudad. A Alejandro, Diego, Eli, Adrian, Eva y a todos los amigos de la “Cochera de Paco”, que fue
la primera casa de estudiantes que me acogi6. De la misma forma agradezco a Isai, Raul, Octavio y a
todos los amigos que hice en “Casa Jakkal”.

Ademas de tener la fortuna de acceder a un lugar en el que mi yo material pudiera habitar, tuve

v



VI

también la fortuna de tener una casa que me ha acogido espiritualmente. Asi, agradezco de corazon a
mi padrino y amigo Fray Juan Efrain y a la Orden de Predicatores, por ser un hogar espiritual para
mi. De la misma forma agradezco a Magaly, Aldo, Sai, Miguel, Daniel, Carmen, Marcos, Abraham,
Ricardo, Liz, Tere, Karla, Alex, Oscar, Aaron, Brenda, Julio, Alicia y a todos los amigos del Centro
Cultural Universitario (CUC) y de la pastoral universitaria “Ego Sum”.

Como estudiante agradezco a las varias personas que me formaron y compartieron sus conocimien-
tos conmigo. De manera especial agradezco al Dr. Pablo Barberis, mi tutor, a quien admiro como
cientifico y como ser humano. Quién siempre tuvo las puertas abiertas de su cubiculo para cualquier
duda que tuviera, y quién siempre ha sido un apoyo para mi durante los varios obstaculos que enfrente
en el posgrado. Agradezco también a los miembros de mi Comité Tutor, quiénes han estado al tanto de
mi progreso en este proyecto, el Dr. Carlos Pineda y el Dr. Ramén Loépez. La calidad de este trabajo
ha sido posible por los sinodales que aceptaron y con su experiencia enriquecieron los resultados aqui
expuestos: Dra. Laura Rosales, Dr. Jorge Hirsch, Dr. Asaf Paris y al Dr. Roberto Leén. De manera
especial, quiero agradecer a los investigadores Dr. Pablo Solano y Dra. Kanupriya Sinha, con quiénes
tuve la oportunidad de colaborar en algunas partes de este proyecto. Agradezco a mis compafieros
del posgrado Marco, Pablo, Juan, Guillermo, Alain, Anahi y quiénes han compartido conmigo varios
conocimientos dentro y fuera de la fisica. Finalmente quiero agradecer a todos los profesores que me
han formado en el posgrado y en la Facultad de Ciencias.

En este recorrido también he recibido la ayuda para desarrollarme de manera fisica y mental. Agra-
dezco al grupo de “Krav Maga Experts”, especialmente a mis instructores Isaac y Erick quiénes me han
ensenado todo un estilo de vida. A la escuela de natacién “Pingiiinos de San Cristébal” por ensefiarme
que puedo vencer mis miedos y que nunca es tarde para aprender. A mi psicologa Araceli Vallejo, con
quién he podido desarrollar las herramientas para hacerme responsable de mi vida. Al grupo de danza
folklérica de la UNAM “Vini Cubi”, especialmente al director Antonio Ordofiez, que me han dado el
espacio para poder expresarme a través de la danza mexicana.

Por dltimo, me siento orgulloso de decir que todo mi desarrollo académico, desde el preescolar
hasta el doctorado, ha sido producto de la educacién publica y gratuita. Es asi, que agradezco a todas
aquellos colectivos que han hecho posible esto, pues las oportunidades que he tenido han sido gracias
a la conquista popular de este y otros derechos. Ademds, quiero agradecer especialmente a la UNAM,
que ya para mi significa un seno familiar pues me ha brindado el apoyo para mi desarrollo profesional
y personal. Finalmente, agradezco a la sociedad que ha hecho posible la realizacion de este proyecto,
esto a través de los apoyo econémicos, como la beca de Doctorado del CONACyT-México y a la beca
del proyecto PAPIIT 1G101421 “Mediciones en sistemas cuanticos de muchos cuerpos: nuevos métodos
y perspectivas” de la DGAPA-UNAM.

A Dios, el principio unificador del universo, gracias por todo. Por las vivencias, las experiencias, los
aprendizajes. Por los amigos, y sobre todo por los hermanos y hermanas que he encontrado el camino,
pues nunca me ha faltado la sonrisa, la amabilidad, el apoyo o el consejo en las otras y otros. Porque
siempre ha habido en mi camino un aire refrescante, un plato de comida, un vaso de agua o un rayo
calido de sol, y muchos otros dones que se me presentan en el dia a dia. A este Dios que se manifiesta
a través de nuestro compromiso con las y los demés, le reitero mi disposicién para seguir trabajando
con amor, fe y creatividad por una vida digna para todas y todos los que aqui y alld habitamos en este
universo (y quizd en otros).



indice general

I Taccidn

2. Conceptos de Mecanica Cuantical

B.1.

Formalismo en el espacio de Hilbert| . . . . . ... ... ... ... ... .........

p.2.

Formalismo en el espacio de Liouvillef. . . . . ... ... ... ... ... .. .......

2.2.1. El operador de densidad| . . . . . . . . . .. .. o
2.2.2. La base de decaimientol . . . . . . . . . . .. e e

p.3.

Sistemas compuestos| . . . . . . L L L e e e e e

[2.3.1. Subespacio SImEtrico| . . . . . . . ... e
2.3.2.  El esquema de interaccion| . . . . . . .. ..o Lo

8.1.1. Cuantizacion del campo Electromagnético en el vacio|. . . . . . .. .. ... ...
3.1.2. Interaccion atomos-campo| . . . . . . . . ..o
13.1.3.  Sistemas abiertos y ecuaciones maestras| . . . . . . . . ... ... ..
8.1.4. Efectos colectivos: superradianzal . . . . . . . . . . . ... Lo Lo

B2

; Por qué considerar atomos acoplados a nanofibras?| . . . . . ... ... ... ...,

13.2.1. Eficacia de la plataforma . . . . .. ... ... ... 0o oo
8.2.2. Posibilidades de la platatormal. . . . . . .. ... o 0oL

133.

Campo electromagnético en fibras opticas| . . . . . . . . .. ..o

13.3.1.  Propagacion del campo en fibras cilindricas| . . . . . . ... .. ... ... ....
3.3.2. Constante de propagacion Sf. . . . . . . . . . .. oo

BA.

Cuantizacion del campo eléctrico alrededor de una nanofibral] . . . . . .. ... ... ..

B5.

Interaccion de N atomos con el campo de una nanofibraf . . . . . . ... ... ... ...

B-6.

Superradianza en Nanofibras|. . . . . .« . . Lot e e e e e e e e

13.6.1. Observacion experimental de superradianzal . . . . . . . ... ... ... .....

3.7. Mas alla de la dinamica Markovianal . . . . ... ... ... ... ... .00
13.8. Parametros fisicos y experimentales para atomos-nanofibral . . . . . ... ... ... ..
BET Tafibral - . . . o o o oo e e
8.8.2. Kl sistema atomicol . . . . . . . ..
IS Markowi |
4.1. Base de decaimiento para la emision independiente| . . . . . . . .. ... L.
4.1.1. Meétodo perturbativo para la emision colectiva] . . . . . . ... ... ... ...
4.1.2. Aplicacion del metodo perturbativol . . . . . . . .. ..o oo
4.2. Base de decaimiento para la emision total| . . . . . . . ... ... 0oL

VII

13
13
15
16
18
19
20
22
23
24

29
29
29
31
32
35
37
37
38
39
40
43
44
45
47
48
48
49
50
50



VIII INDICE GENERAL

4.3. Propiedades del campo emitido|l . . . . . . . . ..o 66

[4.3.1. Fraccion de energia emitida en los modos guiados|. . . . . . ... ... ... 66
372, Funciones de correlacion para €l Campo| . . . . . . v oo e 67

4.4. Caso particular: N=2|. . . . . . . . . .. o 71

4.4.1. Una excitacion atomical . . . . . . . . . . . e 72

4.4.2, Dos excitaciones atomicasl . . . . . . . .. 72

4.4.3. Enredamiento entre atomos . . . . . . . . L e e 74

[5."Sistema no-Markovianal 77

2.1, Sistema atomico simetrico con una excitacionl . . . . . ... ..o 78

0.2, Sistema atomico con dos excitacionesl. . . . . . . . . L. L e 81

5.2.1. Derivacion de las ecuaciones de movimientol . . . . . . .. .. ... ... L. 81

5.2.2. Solucion al sistema de ecuaciones retardadasl . . . . ... ... .00 82

5.3. Discusion de resultadosl . . . . . . ... 85
85subsection.5.3.1

0.3.2.  Enredamiento atomo-atomo y subflourescencial . . . . . .. .. ... ... 88

b.3.3.  Enredamiento atomos-campo| . . . . . . ... Lo 90

6. Conclusiones| 93

|A. Mapeos lineales a superoperadores de ascenso| 97

IB. Calculo de la constante de propagacion| 99

IB.1. Funciones de perfil para los modos guiados| . . . . . . ... ... ... ... ... ... 99

IB.2. Funciones de perfil para los modos radiados| . . . . . . .. ... .. oo 100

[CPoblacion de & ttados 101

ID. Suma con las constantes de acoplamiento g,/ 103

|[E. Resolucion de la integral sobre frecuencias de a| 105

|F. Transformada inversa de Laplace de B&l’z)l 107

|G. Solucion de las amplitudes c,| 109

IH. Valores estacionarios| 111



Capitulo 1

Introduccion

Motivacion

El desarrollo de las tecnologias cudnticas tiene como una componente esencial la interconexiéon de
sistemas cuanticos a gran escala, lo que posibilita el procesamiento y la distribucién de la informacién
cudntica [113]. Para dtomos en el espacio libre el acoplamiento entre las particulas del sistema tiene
una magnitud relevante cuando la distancia interatémica es menor a la longitud de onda asociada a
la transicién atémica Ao [4H7]. Pero si queremos acoplamientos considerables a largas distancias, una
plataforma de la que podemos hacer uso son los emisores cudnticos atrapados a lo largo de una guia de
onda. De esta forma los emisores pueden interactuar e intercambiar estados cuanticos entre si a través
de fotones pticos que se propagan en la guia de onda a velocidades cercanas de la luz [8-12]. Asi se ha
propuesto que la informacién cuadntica pueda transmitirse empleando la infraestructura cada vez mas
creciente de las fibras 6pticas en telecomunicaciones [13] usando los modos del campo electromagnético
en la regién de frecuencias épticas, infrarrojas e incluso microondas [9,/14-18].

Las fibras épticas han sido usadas para el desarrollo de tecnologias cuanticas a través del empleo de
nanofibras, fibras tipicamente fabricadas con diéxido de silicio (SiO3) cuyos didmetros suelen estar en el
rango de cientos de nanémetros [15)19]. En el contexto de la éptica cudntica y la fisica atémica, podemos
citar dos aplicaciones fundamentales de la nanofibra. La primera, es la captura y la manipulacion de
atomos, moléculas o iones. Esto a través de la refrigeracién por laser y la creacion de trampas Opticas
localizadas en la superficie de la guia de onda, todo ello creado a través de haces de luz aplicados
a través de la fibra [104/20,[21]. La segunda, es que la plataforma nos permite realizar interacciones
eﬁcientesﬂ entre los fotones guiados a través de la fibra y los 4tomos o iones capturados en la superficie
[9,122,23]. Estas dos propiedades son fundamentales en la Electrodindmica Cuédntica de Cavidades
(QED), en la que las interacciones entre dtomos individuales y fotones permiten el desarrollo de fuentes
monofotdnicas [24], memorias cudnticas [25,26] y otros dispositivos, asi como el acoplamientos entre
distintos emisores cuanticos.

El acoplamiento de varios sistemas fisicos trae consigo fenémenos que no pueden explicarse conside-
rando individualmente las componentes del sistema total, sino que son efectos que surgen al considerar
las interacciones entre todos los subsistemas que la conforman. Ejemplo de ello, al estudiar emisores
cudnticos acoplados entre s a través de un campo electromagnético comun es posible observar dos efec-
tos que no aparecen en sistema con emisores sin interaccién: uno son las interacciones dipolo-dipolo
entre los emisores, las cuales pueden explicarse por el intercambio de fotones virtuales, propiciando
el cambio de las fases cuanticas de los emisores. La otra es una emisiéon colectiva de fotones, donde
se incrementa o se disminuye la tasa de pérdida de las excitaciones atomicas. Esto comparado a las
tasas que se presenta en un emisor individual en interaccién solo con los modos infinitos del campo

1En la seccién precisamos que son las “interacciones eficientes”.



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

electromagnético en el vacio |27].

Ejemplos del tltimo fenémeno pueden observarse a través de un incremento o decremento de las
tasas de decaimiento del sistema en comparacién al caso de emisores independientes [28-30]. Para
ilustrar esto, consideremos atomos de dos niveles en el espacio libre. Un atomo inicialmente excitado
decaerd exponencialmente con una tasa de decaimiento I'. Ahora consideremos varios dtomos cuya
separacién entre ellos es mucho mayor a Ag. Independientemente de la condicién inicial, un atomo
excitado seguird decayendo con una tasa I'. Pero si la separacién es comparable o menor a Ag, el
decaimiento de N dtomos excitados dependerd fuertemente de la condicién inicial [4-7]. Por ejemplo:
si inicialmente tenemos una excitaciéon compartida por todos los 4tomos a través de una superposicién,
la tasa de decaimiento puede ser mayor o menor que I', dependiendo de las fases con las que esté
descrita la superposiciéon. Cuando los 4tomos interactuantes emiten fotones mas rapido que los atomos
independientes decimos que el sistema es superradiante. Si el decaimiento es mas lento entonces decimos
que el sistema es subradiante.

En general, para modificar la tasa de decaimiento es necesario que existan coherencia entre los ato-
mos interactuantes [29]. Ciertamente, estos fenémenos tienen un simil en el electromagnetismo clésico
pues un conjunto de dipolos oscilantes radian con mayor intensidad cuando presentan coherencias ini-
ciales, o cuando alguna fuerza externa crea coherencia entre los dipolos [31]. De manera similar, en
el caso cudntico podemos observar la superradianza cuando hay coherencias iniciales en el sistema o
se generan externamente, ya sea al exponer al sistema a un haz laser proveyendo asi a los emisores
de correlaciones. Pero, a diferencia del caso clédsico, la superradianza también puede presentarse sin la
introduccién de factores externos o previos, debido a la apariciéon espontianea de coherencias duran-
te la evolucién del sistema por las interacciones entre emisores [6]. Tal es el caso de varios emisores
cudnticos acoplados y totalmente excitados al tiempo inicial. Estos formaran coherencias entre ellos
debido al proceso de emisién de fotones, y apareceran los fenémenos de sub- o super- radianzaﬂ Todos
estos fenémenos deben de considerarse al plantearse el estudio y el desarrollo de sistemas de emisores
cuanticos acoplados.

Para resolver la dindmica de estos sistemas interconectados debemos de considerar los grados de
libertad atémicos cuyo ntimero crece exponencialmente con el nimero de particulas N. Sumado a
esto tenemos los infinitos modos del campo electromagnético. Es asi que, un obsticulo para obtener
soluciones analiticas para la dindmica de emisores cuanticos acoplados a través de modos del campo
es el enorme nimero de grados de libertad. Una forma de simplificar el problema es considerar se-
paraciones interatémicas del orden de, o menores a, \g. Cuando esto sucede, podemos hacer uso de
las aproximaciones de Born-Markov [33,34] y obtener una ecuacién de movimiento solo para la parte
atomica, lo que nos evita lidiar con los infinitos modos del campo. Cuando es posible usar estas apro-
ximaciones diremos que tenemos una dindamica Markoviana, descripcién que ha posibilitado el estudio
de la super- y sub- radianza en la emisién de fotones por parte de atomos [9,29]. Pero ain bajo estds
aproximaciones debemos de trabajar en un espacio de estados que escala exponencialmente con N, el
namero de particulas.

Es posible reducir el espacio de estados accesibles para la parte atémica, cuando la ecuaciéon de
movimiento para los emisores y las condiciones iniciales de nuestro problema son simétricas ante
cualquier permutacién de particulas. Cuando lo anterior se satisface, podemos describir la evolucién en
un subespacio cuya dimensién es un polinomio de N, en lugar de usar al espacio total, cuya dimensién
es exponencial de N. Ejemplo de esto es la emisién colectiva de N qubits descrito por la ecuacién
maestra superradianteﬂ donde la dindmica toma lugar en un subespacio de dimensién N + 1 en lugar
del espacio total de tamafio 2V [35]. Para casos mas generales donde consideramos también procesos de
desfases y/o procesos de emisién independiente de cada qubit, este subespacio de dimensién N + 1 es

2Cabe aclarar que Bonifacio y Lugiato denominaron como superradianza al cambio de las tasas de decaimiento ante
la presencia de coherencias iniciales o externas, mientras que llaman superflourescencia al fenémeno provocado solo
por la creacién espontédnea de coherencia |32]. Pero a lo largo de este trabajo llamaremos a ambos fenémenos como
superradianza.

3Ecuacién (3.37), de la seccién
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insuficiente para describir toda la dindmica, pero es posible considerar otro subespacio cuya dimensién
es igual a (N + 1)(N + 2)(N + 3)/6 [36H38].

Sin embargo, todo lo anterior tiene que ser revisado cuando los emisores cuanticos acoplados a guias
de onda tienen separaciones mayores a Ag. Debido a que la velocidad v, de propagacién de los modos del
campo dentro de una guia de onda es finita, siempre habra un retardo entre el tiempo en que un fotén
sea emitido por un atomo e interactué con otro. Conforme la distancia entre &tomos crezca, en principio
podriamos observar como el fotén pasa al ambiente que rodea a los 4tomos y luego es reabsorbido por
el sistema atomico para excitar a otra particula. Esta retroalimentacién nos inhabilita a considerar la
aproximacién de Born, y asi el sistema entra en una dindmica llamada no-Markoviana [39-44]. Por
tanto debemos de incorporar también a nuestra descripciéon los grados de libertad de los modos del
campo electromagnético [45]. Estd dindmica introduce nuevos efectos colectivos no presentes en la
dindmica Markoviana. Ejemplo de ellos son tasas de decaimiento colectivos que exceden a las tasas
que podemos encontrar con el caso Markoviano o la formacién de estados estacionarios de excitaciones
atémicas y foténicas [45H50].

Finalmente, es importante sefialar algunas ventajas que nos brindan las nanofibras, y en general
las guias de onda, en el estudio y desarrollo de las tecnologias cuanticas. La primera es su relativa
facilidad de produccién, ya que en el proceso de deformacién del que se obtienen, no se crean danos
significativos en la estructura ni en los altos indices de transmision de los que se parte [51,/52]. Segundo,
en el contexto del desarrollo de sistemas cudnticos hibridos, los fotones Opticos y las fibras opticas
proporcionan una excelente plataforma para acoplar y transmitir informacién cuantica con una gran
transmision [13)53,54], incluso a distancias kilométricas. Y tercero, es que los sistemas acoplados a guias
de onda abren nuevos paradigmas fisicos, como la Optica Cudntica Quiral, en donde los acoplamientos
de los atomos y las emisiones de fotones dependen de la direccién de propagacion y polarizacién de los
modos [55457].

Estructura de la tesis

Este trabajo estd dividido en cuatro capitulos. En el capitulo [2] se da una breve introduccién al
formalismo de la Mecanica Cuéntica. Principalmente introducimos los conceptos de vector y operador
de estado, y las ecuaciones de movimiento usando uno u otro objeto. Asociados a estos conceptos
definimos el espacio de vectores H y el espacio de operadores £, y describimos las ventajas que pode-
mos obtener al trabajar en uno u otro espacio. De vital importancia es la nocién de sistema cuantico
compuesto, lo que nos ayuda a introducir los conceptos de: sistemas de muchas particulas, sistemas
cuanticos abiertos, los subespacios simétricos y las ecuaciones de movimiento en el esquema de inter-
accion, todos ellos muy utilizados a lo largo de este trabajo. Finalmente, al tener un proyecto donde
se estudia la interaccién entre emisores, un concepto clave que se expondra es el enredamiento entre
subsistemas cuanticos que surge por la interaccién de componentes dentro de un sistema compuesto.
Introduciremos también las funciones que usamos en este proyecto para cuantificar el enredamiento
entre nuestros sistemas fisicos de estudio.

El capitulo [3| empieza resumiendo la teoria de la electrodindmica cuantica, esencialmente descri-
biendo la cuantizacién de un campo electromagnético en el vacio. Después mostramos como se modela
la interaccién entre atomos y campo cuantizado a través de la interaccion dipolar. Dada la interaccién,
describimos como usando las aproximaciones de Born-Markov, podemos obtener una ecuacién de movi-
miento solo para el operador de estado reducido atémico. Con esta ecuacién, introducimos el concepto
de los fenémenos colectivos en el proceso de emision de varios atomos, especialmente la sub- y super-
radianza. Luego, aterrizamos explicitamente todos estos conceptos para el campo electromagnético que
se encuentra alrededor de una fibra 6ptica cilindrica con corte transversal circular. Esto nos permite
clasificar los modos que utilizaremos en este trabajo: los modos guiados y radiados, y hablamos de
la interaccién de estos modos del campo cuantizado con los dtomos en un arreglo unidimensional.
Finalmente, usando los parametros del sistema fisico &tomos-nanofibras describimos cuando es posible
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usar las aproximaciones de Born-Markov (dindmica Markoviana) o no (dindmica no-Markoviana) para
resolver la evolucién del sistema.

El capitulo [ contiene la primer serie de contribuciones originales de este proyecto. En ella trabaja-
mos en el régimen Markoviano, que puede considerarse cuando la distancia entre dtomos es del orden
de Ag, la longitud de onda de la transicién atéomica. En este caso ya existe una ecuacién maestra en la
forma de Lindblad que describe la evolucion del operador de estado atémico cercano a una nanofibra [§].
Asi, describimos un método para resolver la dindmica Markoviana de manera analitica, considerando
un ntmero general N de dtomos acomodados en un arreglo simétrico unidimensional, pero limitando
el nimero de excitaciones iniciales M que puede haber en el sistema atémico. Todo esto considerando
que la ecuacién de movimiento es invariante ante el intercambio de cualquiera dos particulas, lo que
nos permite trabajar en un subespacio de estados simétricos. Es para estos subespacios vectoriales que
calculamos una base usando los eigenvectores de la ecuacién. Encontrado todo lo anterior, aplicamos
el método al caso de la interaccién entre los atomos y los modos guiados y radiados de la guia de
onda para estudiar como se modifica el proceso de emision de fotones. Estudiamos las modificaciones
calculando la poblacién de excitaciones atémicas en el sistema y las funciones de correlacion del campo.
Parte de los resultados arriba descritos han sido publicados en Journal of Physics A: Mathematical and
Theoretical bajo el titulo “The atomic damping basis and the collective decay of interacting two-level
atoms” [58] .

En el capitulo [5| estudiamos la evolucién del sistema atomos-guias de onda considerando separa-
ciones mucho mayores a \g. Esto implica que no podamos seguir considerar la aproximacion de Born
para la dinamica, por lo que tomamos los grados de libertad atéomicos y foténicos del sistema. Como
lidiamos con infinitos y continuos modos del campo nos restringimos a estudiar el caso de N = 2
atomos. Principalmente nos enfocamos en el caso de un estado inicial de 4tomos totalmente excitados.
De esta forma, en el capitulo presentamos el Hamiltoniano del sistema y el sistema de ecuaciones
diferenciales con retardo que se obtienen de la ecuacion de Schrodinger. Luego presentamos la solu-
cién al sistema de ecuaciones a través del uso de la transformada de Laplace. Dadas las soluciones,
describimos el proceso de emisiéon espontanea considerando la probabilidad de tener una excitaciéon asi
como definiendo tasas de decaimiento efectivas. Esto nos permite discutir las condiciones del sistema
que propician la generaciéon espontanea de un estado estacionario de dtomos-modos del campo que
no emite fotones. Tal estado se crea debido al relajamiento del sistema atéomico durante el proceso
de emision de fotones, hasta llegar a un régimen de enredamiento entre el campo y los atomos que
no decae, proceso que bautizamos como subflourescencia inducida por retardo. Adicional a lo anterior,
demostramos que la consideraciéon del retardo permite obtener tasas de decaimiento instantaneo que
rebasan las tasas superradiantes de la dindmica Markoviana, efecto llamado superduperradianza. Parte
de estos resultados conforman otro articulo titulado “Delay-induced spontaneous dark state generation
from two distant excited atoms” [59].



Capitulo 2

Conceptos de Mecanica Cuantica

2.1. Formalismo en el espacio de Hilbert

En el formalismo de la Mecanica Cuéntica toda la informacién de un sistema fisico estd dado por
un vector de estado o ket |¢), perteneciente a un espacio de Hilbert que denotaremos como H. Otra
caracteristica del espacio H es que estd dotado de un producto interno. Este producto nos permite
asociar al espacio original, un espacio dual que identificaremos como H*. A los elementos de este espacio
dual llamados vectores duales o bras, los representaremos como (1|. Existe una correspondencia uno-
a-uno entre los elementos de ambos espacios |1) <> (|. Con estos elementos, el traslape entre dos
vectores |a), |B8) € H, que es igual al producto interno, lo representaremos como («|3), el cual es un
ntimero complejo. Diremos que los vectores |a), |3) son ortogonales entre si cuando («|8) = 0. En
general el producto interno para un vector consigo mismo es real y mayor o igual que cero, por tanto
diremos que un vector es unitario cuando {aja) = 1.

El espacio de Hilbert #, al ser un espacio vectorial admite conjuntos de vectores {|i)} (llamados
base de vectores o base de estados) que podemos elegir que sean unitarios y ortogonales entre sﬂ de
forma que (i|j) = J; ;. Estos conjuntos permiten representar a cualquier vector perteneciente al espacio
como una combinacién lineal de elementos del conjunto. Especialmente, podemos representar un vector
estado [¢) € H como

) = eli) . (2.1)

%

Este hecho es llamado Principio de Superposicion y es uno de los conceptos fundamentales en la teoria
cuantica, ya que establece como un sistema cuantico puede existir en multiples estados simultaneamente
y describe como pueden combinarse estos estados. En nuestro formalismo los coeficientes complejos ¢;,
llamados amplitudes de probabilidad, nos dan la probabilidad |c;|?> de que el sistema se encuentre en el
estado |7). Mediante el producto interno podemos encontrar estos coeficientes de la forma ¢; = (i[y)).
Finalmente, para los estados cudnticos solo necesitamos especificar la direccién del vector |¢), por
tanto tomaremos vectores normalizados lo que implica que

W)=1 = > Jaf =1

Toda informacién que podemos extraer de un sistema fisico la llamaremos observable y esta repre-
sentada por un operador lineal hermitico, también llamado operador lineal autoadjunto, A que actia
sobre los elementos de H. Un operador lineal actia a la izquierda de un ket A|a) dando como resultado

LAdemés de que forman un conjunto completo, lo cual se definird més adelante.

13
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otro ket, y a la derecha de un bra <a|fl dando otro bra. En general no podemos hacer la corresponden-
cia dual entre ambos elementos, por lo que introducimos el concepto de operador adjunto o conjugado
hermitico de A, denotado como Af, cuando es posible hacer la correspondencia A\a) > <a|fﬂ para
cualquier vector en |a) € H. Diremos que un operador es autoadjunto o hermitico cuando A = At
Dado el operador hermitico fl, podemos encontrar una base del espacio H considerando todos los
vectores que satisfacen la siguiente relaciéon (llamada ecuacion de eigenvalores)

/1|a,»> = ai|ai> . (22)

Los coeficientes a; los llamaremos eigenvalores, que en general seran niimeros complejos pero que, en el
caso de que A sea autoadjunto, serdn contantes reales. Los vectores |a;) los nombraremos eigenvectores,
y el conjunto de todos ellos forma una base ortonormal para el espacio H. Finalmente, usando las bases
{l#)} de H y el asociado {(i|} de H*, podemos formar operadores de la forma |7)(j| € H ® H*. Estos
objetos son operadores que actian sobre los elementos de H y los nombramos productos externos.
Podemos usar estos elementos para formar una base del espacio vectorial de los operadores que actiian
sobre Asi, cualquier operador A puede representarse de la form

A= S GlAil, (2.3)

.3

donde los coeficientes (i|A|j) forman la representacion matricial de
Accedemos al valor que toma un estado |¢)) bajo una observable A a través de una medicién. Para
ello describimos al estado mediante la base de eigenvectores {|a;)} de A como

) = Zpi|ai> . (2.5)

Los eigenvalores a; son los posibles resultados que podemos obtener al realizar una mediciéon. Tales
resultados tiene una probabilidad |p;|? de ocurrir. Cuando realizamos una sola medicién y obtenemos
como resultado a,, para alguna n, entonces forzamos al sistema a proyectarse al eigenvector correspon-
diente

[P) — |an), (2.6)

proceso conocido como colapso de onda. Como ya mencionamos, este resultado no estd determinado
sino que tiene una probabilidad p,, de ocurrir. Si tuviéramos varias copias del mismo estado cudntico
|1} y realizamos la misma medicién cada una serd diferente, pero podemos obtener un promedio de
los resultados. Este promedio lo llamaremos wvalor de expectacion de la observable A y es igual a

(A) = (W|Aly) = Z pil*a; . (2.7)

2Espacio vectorial llamado espacio de Liouville que trataremos en la siguiente seccién.
3Cabe hacer notar que, a lo largo de este trabajo denotaremos una doble suma como

TR

Usaremos notaciones similares para abreviar la representacién de multiples sumas.
4Una propiedad especifica de una base de vectores es que el operador identidad debe de representarse de la forma

I= Z|i><i| (2.4)

propiedad llamada relacion de completez



2.2. FORMALISMO EN EL ESPACIO DE LIOUVILLE 15

Finalmente es necesario puntualizar que debido al colapso de onda, si realizamos dos mediciones A y
B consecutivas, la medicion de una observable influenciard a la subsiguiente. Podemos cuantificar la
“influencia” de medir una y luego la otra a través de la relaciéon de conmutacion de los operadores

[4.B] = AB- BA. (2.8)

Cuando el conmutador es cero, entonces no importara el orden en que medimos las observables.

Hasta aqui, pareciera que hemos tratado al estado cuédntico |1)) como una entidad estdtica, pero
esto no es asi pues el sistema fisico varia a través del tiempo. Esto implica que el estado sea un vector
que varfa temporalmente, [(¢)). En nuestro formalismo cudntico se postula que la dindmica del vector
de estado esta dado por la ecuaciéon de Schrodinger igual a

d 1
L) = HO®), (29)

donde H (t) es una observable del sistema y es llamado operador Hamiltoniano. Cuando tal operador
no tiene una dependencia explicita en el tiempo, la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger es igual a

[6(6) = Ot to)[o(to)),  Otto) = 7. (2.10)
siendo U (t,to) el operador de evolucidn, el cual es un operador unitario. Diremos que un operador
A es unitario si AAT = ATA = I, siendo I el operador identidad. Ya que H es una observable, de
manera particular podemos expandir al espacio de Hilbert H con los eigenvectores del Hamiltoniano.
Denotaremos a este conjunto como {|E;)}, el cual tiene como eigenvalores los coeficientes E;. Esta
base nos permite escribir la solucién de la ecuacién de Schréodinger como

[(6) = e TEEN By = Y enem T TW|E,) (2.11)

donde ¢, = (E,|9¥(to)).

Este formalismo, en donde consideramos que las observables son constantes en el tiempo mientras
que los vectores de estado son dependientes es llamado esquema de Schridinger (S). Esta formulacién
no es la Unica en nuestro formalismo cuantico. Podemos considerar el caso contrario, donde asumiremos
que las observables son los que evolucionan a través del tiempo mientras que el vector de estado es
constante. Bajo este esquema llamado de Heisenberg (H), la ecuacién de movimiento la satisfacen los
operadores y es igual a

d . i [ o -
L) =1L [H,AH(t)} + (A5>H , (2.12)

relacién conocida como ecuacion de Heisenberg. Ambas formulaciones son equivalentes, y podemos
trasformar las soluciones de una forma a otra como

[p(t))s = Ult,to) ) » A (t) = Ut (t, t0)AsU(t, to) -

Cabe recalcar que los valores de expectacién no dependen del esquema estemos usando para describir
la evolucién.

2.2. Formalismo en el espacio de Liouville

Los operadores lineales que actian sobre los elementos del espacio H también forman un espacio de
Hilbert (en el sentido matemético). A tal espacio lo llamaremos espacio de Liouville y serd denotado
por L. De manera precisa, la definicién de este espacio es la siguiente (definicién tomada integramente
de [60])
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Definicién 2.2.1. Un espacio de Liouville L es un conjunto de operadores lineales, los cuales satisfacen
las siguientes propiedades

1 L es un espacio vectorial.

2 Si fl,é € L, el producto escalar entre estos elementos estd definido como (A,E} =tr (/AUE)

8 L es un espacio normado y completo, cuya norma para A € L es Hle =4/ (fl, A)

Matematicamente los espacios ‘H y £ comparten caracteristicas similares, esto nos motivan a adop-
tar una notacién similar a lo introducido en la seccién anterior, y que usaremos en partes del trabajo
que aqui se presenta. Asi, denotaremos que A € £ a través de un ket redondeado |A), elemento que
llamaremos superket. También, a semejanza de H, nuestro espacio L tiene asociado a él un espacio dual
que denotamos por L*. Siguiendo la l6gica de nuestra notaciéon, un elemento perteneciente al espacio
dual serd representado como (B, elemento que llamaremos superbra. Esto nos ayuda a representar el

producto interno entre dos operados |A),|B) € £ como (B|A) = tr (ETA)

Siendo £ un espacio vectorial, admite también un conjunto de operadores que sean ortonormales
entre si y que satisfagan una relaciéon de completez, de forma que el conjunto forme una base de
operadores para el espacio. Un conjunto de tales operadores ya ha sido introducido en la seccién
anterior y es el conjunto de los productos externos {|i,j) = |i){j|} que podemos formar dado una
base vectorial {|7)} del espacio de Hilbert H. La identificacién de esta base nos permite decir que
el espacio de Liouville £ es equivalente al producto tensorial del espacio de Hilbert H con su dual
(igual a H ® H*). Por tanto, la dimensién del espacio £ es el cuadrado de la dimensién del espacio H,
dim(£) = dim(H)?.

Finalmente, en el espacio de Liouville podemos considerar mapeos lineales que operen sobre un
elemento del espacio y dar como resultado otro. Estos mapeos seran denotados como T:L—L y los
llamaremos superoperadores. Cabe mencionar, que los mismos mapeos que actian sobre H también
pueden operar sobre los elementos de L, ya que el producto de operadores lineales nos da otro operador
lineal. Ademds, dada una base de operadores {|a)} de L es posible dar una representacién matricial
para T, el cual serd igual a

T=3 Togple) (8],
a,B
donde los elementos T, 5 := (| T'|3) son llamados elementos de supermatriz.

2.2.1. El operador de densidad

El uso del espacio de Liouville en el formalismo de la Mecanica Cuédntica estd ligado a una des-
cripciéon mas general que podemos obtener haciendo uso del operador de estado p, llamado también
operador de densidad, comparado a la descripcién de un sistema cudntico mediante los vectores de
estado [¢). En la seccién anterior, la descripcién probabilistica que ddbamos en nuestro formalismo
era inherente al mundo fisico. De manera que las incertidumbres asociadas a la descripciéon no pueden
eliminarse aunque tengamos una completa informacién sobre el sistema, es decir, las incertidumbres
de la seccion anterior no lo son en el sentido clasico. Pero hay situaciones en las que tenemos que
lidiar también con las incertidumbres clasicas. Por ejemplo, debido a nuestra ignorancia no tenemos la
seguridad del estado [¢) en que se encuentra nuestro sistema, pero sabemos que se encuentra dentro de
un conjunto de posibles estados |¢;) (no necesariamente ortogonales entre si), con una distribucién de
probabilidad cldsica P;. Tal estado es conocido como estado mizto {P;, |1);)}, el cual queremos describir
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con un operador p que nos describa la probabilidad clasica de tener un estado |¢;). No es dificil de ver
que tal operador tiene que ser de la forma

p= me»wm (2.13)

objeto conocido como operador de estado.

Como ya mencionamos, introducimos al operador de estado como una generalizacién al vector de
estado. Por tanto, es posible describir todo el formalismo en el espacio de vectores H al espacio de
operadores L. De esta forma, dado un estado |¢) € H (sin incertidumbres cldsicas) tenemos que el
operador de estado asociado es simplemente el proyector del vector,

p=[¥) (Yl (2.14)

En este caso decimos que el estado es un estado puro, mientras aquellos estados que pueden expresarse
como los etiquetaremos como estados mixtos. Asi, en general el operador de estado representa
un sistema fisico que tiene dentro de si un caracter estadistico cldsico, lo que nos hace pedir que estos
operadores satisfagan ciertas propiedades matematicas, como son

1. p es un operador hermitico, lo que implica que p = p'.
2. Ya que consideramos que los estados cudnticos estan normalizados pediremos que tr(p) = 1.

3. Para todo |¢) € H se satisface que (¢|p|¢) > 0. Esto nos permite decir que p es operador definido
no-negativo.

4. Finalmente se satisface que tr(p?) < 1. La igualdad se da si y sélo si el operador representa un
estado puro.

El formalismo cudntico descrito para un vector de estado puede extenderse al operador de estado.
Por ejemplo, el valor de expectacién de una observable A estd dado por

(A) = tr(pA). (2.15)

De vital importancia es conocer la expresion de la evoluciéon temporal para los operadores de densidad.
Si el fenémeno fisico esté descrito por un Hamiltoniano H (t), la dindmica del operador de densidad
puede derivarse a partir de la ecuaciéon de Schrodinger, lo cual nos permite llegar a la ecuacion de
Liowville-Von Neumann, igual a

Do =1 [A@.50)] . (2.16)

Si no tenemos una dependencia temporal explicita en el Hamiltoniano, entonces la evolucién es una
transformacién unitaria de la forma

p(t) = Ut t0)plto)UT (¢ o),

a semejanza de la expresion (2.10). No hay que confundir la ecuacién (2.16)) con la expresién (2.12]).
De hecho, resolver la ecuacién de Liouville-Von Neumman equivale a resolver la dinamica del sistema

fisico en el esquema de Schrédinger (S). Bajo el esquema de Heisenberg (H) tratamos al operador
de estado como una constante en el tiempo, y mientras que todos los operadores de observables des
sistema obedeceran la ecuaciéon de Heisenberg (2.12)).
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2.2.2. La base de decaimiento

El espacio de Liouville no solo nos permite considerar sistemas fisicos que contengan incertidumbres
clasicas ademas de las inherentes incertidumbres cuanticas. También nos permite considerar una mayor
variedad de evoluciones fisicas que no pueden ser descritos por un Hamiltoniano, el cual hemos descrito
como un operador hermitiano. Asi, hay casos en los que se hace necesario considerar que el mapeo
que nos da la evoluciéon es no-hermitiano. Ejemplo de estos casos puede ser la no conservaciéon de la
distribuciones de probabilidad dentro de nuestro sistema fisico, debido a la presencia de un flujo de
energia, particulas, etc. de nuestro espacio H a otro espacio de estados del que no tenemos acceso o
del cual no poseemos informacion alguna.

Por tanto, dentro de nuestro espacio £ podemos explorar soluciones a sistemas de ecuaciones de la
forma

L 10t) = K1) () (217)

siendo A un superoperador el cudl puede ser hermitiano o no. Si consideramos que tal superoperador
no tiene una dependencia explicita con el tiempo, entonces la solucién a la ecuacién anterior es

Ip(t)) = =8 () . (2.18)

Notemos que la solucién anterior es similar a nuestra expresion (2.10]). Por tanto, cuando el superope-
rador A es hermitiano, podemos asegurar que el conjunto de eigenvectores de A forma una base de
operadores de nuestro espacio £. Esto nos permite resolver la evolucién de (2.18) a semejanza de la
ecuacién (2.11)). Un ejemplo de esto es el superoperadorﬂ

o 7 A A

Koy =—1 (HIp -0 ). (2.19)
Si usamos la base de eigenvectores {|E;, E;)} siendo |E;) los eigenvectores del Hamiltoniano, podremos
derivar que la solucién a la ecuacién (2.17) es igual a [61]

P(6) = 3 _(Ens Bulp(to) B, Bn) + 37 e K E 2N (B Bl plto)) |, Bn) - (2:20)

n m#n

Pero en general, al asegurarnos que nuestro mapeo A sea hermitiano, no podremos garantizar que
el conjunto de eigenvectores del superoperador formen una base del espacio L, y es aqui que entra el
método conocido como solucién mediante la base de decaimiento [62]. Este método consiste en calcular
los eigenvectores derechos de Ju\, que satisfacen

Ala) = o la) |

siendo A\, un ntmero complejo. Cuando A esun mapeo no-hermitiano, no hay garantia de que el con-
junto de eigenvectores forme una base del espacio. Por tanto, tenemos que demostrar que la dimensién
del conjunto de eigenvectores derechos es igual a la dim(L£), solo asi habremos encontrado una base, la
cual llamaremos base de decaimiento.

Pero ademas, hay otro inconveniente a superar antes de dar por completado el método. Y es que,
cuando A es no-hermitiano, los elementos duales de los eigenvectores derechos no necesariamente son
los operadores \oz)T. Sin embargo, estos operadores duales pueden ser encontrados también con una
ecuaciéon de eigenvectores. Para ello consideraremos la acciéon del superoperador del lado derecho y
plantearemos una ecuacion de eigenvalores de la forma

(o/| A = Ao (/] .

5El cudl no es propiamente un superoperador hermitiano, sino anti-hermitiano pues satisface que AT = —A. Atn asi
sus eigenvectores forman autométicamente una base de operadores para el espacio.
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A este conjunto de operadores los denominaremos eigenvectores izquierdos de A. De esté forma podemos
asegurar que (o'| € L* y ademads se satisface la relacién de dualidad

(0‘/|O‘) = 0o/, 0

Una vez que hayamos encontrado los eigenvectores derechos |a) e izquierdos (|, y hayamos demostrado
que efectivamente forman una base del espacio podemos expandir la solucién ([2.18]) en esta base como

p(0) = 3t eala)

donde los coeficientes de la combinacién lineal estdn dados por ¢, = («|p(to)).

2.3. Sistemas compuestos

Para nuestros propésitos un sistema compuesto es aquél que estd conformado por dos o més sub-
sistemas, donde en cada una de las partes podemos identificar su propio espacio de estados cuanticos.
A lo largo de este trabajo vamos a trabajar con dos formas de sistemas compuesto. La primera es
un sistema formado de varias particulas idénticas, por ejemplo, un sistema atémico formado por N
atomos de la misma especie. En el formalismo cldsico aunque tengamos particulas idénticas podemos
diferenciar a cada subsistema. En contraparte, en el formalismo cuédntico se postula que las particulas
idénticas seran fundamentalmente indistinguibles. Mateméticamente este hecho repercute en como el
niumero de grados de libertad crece conforme el niimero de particulas N en el sistema compuesto. Asi,
en el formalismo clasico si el estado de un subsistema se especifica por n variables, entonces para un
sistema de N particulas se necesita dar n - N parametros para conocer el estado del sistema total.
Por otra lado, suponiendo que un subsistema cudntico tiene un espacio estados de dimensién n (que
denotaremos por H,,) entonces el espacio de estados total (igual a HEY) tendrd dimensién n?.

El segundo tipo de sistema compuesto que vamos a considerar es aquél sistema que podemos
separar en dos subsistemas. Una de ellas es un subsistema de interés que denotaremos como S, del cuél
podemos medir todas sus observables, como por ejemplo un sistema atémico. Este subsistema S esta
en interaccién con otro subsistema A del cual podemos medir sus observables o no, pues los grados
de libertad de este subsistema puede ser enorme, o podemos no tenemos acceso a ellas. Ejemplo de
esto son todos los modos de un campo electromagnéticdﬂ Una herramienta ttil cuando lidiamos con
este caso es el formalismo del operador de estado. Un estado de este sistema total lo describimos con
el operador pga, el cual pertenece al espacio de Liouville Lg ® L4. En caso de que solo quisiéramos
medir la observable Og de nuestro sistema de interés S, entonces debemos de calcular el operador de
densidad reducido. Este operador se calcula tomando la traza parcial de pga respecto al subsistema A.
Si para H 4 tenemos la base {|A;)}, entonces el operador de estado reducido en el subsistema S es

ps =tra(psa) =Y (AilpsalAs), (2.21)

K2

operador que pertenece solo a Lg. Asi, el valor de expectacién de nuestra observable Og es calculado
con nuestro operador reducido

(Os) = trs (,asés) . (2.22)

6Que describiremos con mayor detalle en el siguiente capitulo.
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2.3.1. Subespacio simétrico

Para un sistema de particulas idénticas, el hecho de que el espacio del sistema total crezca exponen-
cialmente con el nimero de particulas IV, llega a ser un obstaculo para obtener soluciones analiticas a
la dindmica conforme el nimero de particulas crece, debido al crecimiento de los grados de libertad.
Pero, existen situaciones que nos permiten reducir el niimero de estados accesibles en la evolucién, lo
que nos lleva a considerar un subconjunto del espacio total para describir la dindmica. Ejemplo de ello
es el subespacio simétrico.

Para definir tal subespacio, consideremos primero la base del espacio de Hilbert HEN. Si {|p,)} es
la base de H,,, entonces para el sistema compuesto total de N subsistemas podemos proponer como

base al conjunto {|¢q,,-..,day)}. Para los elementos de esta base podemos definir el operador de
intercambio entre dos particulas i, 7, tal que
Pij|¢a1,-- '7¢O¢i7"'7¢0&j""7¢0¢N> = |¢a17"'7¢aja-- '7¢ai7"'7¢0¢N>' (223)

Usando este operador podemos precisar cuando tenemos subsistemas “idénticos”. Esto sucede si cual-
quier observable A del sistema conmuta con Pij para i, j arbitrarias. Ademads, haciendo uso de los ope-
radores de intercambio es posible identificar dos tipos de estados. Definiremos como estados simétricos
aquellos que satisfacen ]5”\\Il> = |¥), para cualquier ¢, j. Por otro lado estan los estados antisimétri-
cos, aquellos que cumplan }5”|\I/) = —|¥). La importancia de estos dos tipos de estados radica en el
Postulado de simetrizacion, que nos dice que cualquier estado cuantico puro de un sistema compuesto
por particulas idénticas es un estado simétrico o antisimétrico. Y en base a ello, podemos formar dos
subespacios del espacio total: el subespacio simétrico y el antisimétrico.

Una de las razones para considerar al subespacio simétrico, el cual denotaremos como S(HZV), es
que si estudiamos subsistemas fisicos de n niveles, el estado base total del sistema (|01,...,0n)) y €l
estado de méxima excitacién (|(n — 1)1,...,(n — 1)N)) pertenecen al subespacio simétrico. Debido a
que todas las observables del sistema conmutan con los operadores ﬁij, de manera especial lo haran
el Hamiltoniano H y consecuentemente el operador de evolucién U (t,to). Por tanto, si tomamos como
estado inicial uno simétrico, |1(tp)), se cumple que

PyU(t o) Y (t0)) = U(t, to) Bijlv(to)) = Ul(t, to) ¥ (o)) , (2.24)

es decir, el estado después de la evolucion también serd simétrico. Haciendo uso de este hecho, podemos
considerar para la dindmica un espacio de estados méas pequeno que el espacio total. Prueba de que el
subespacio tiene una dimensién més pequedia que el espacio total, es que dada la base {|@ay, - - -, Pan )}
para el espacio total podemos tomar una base de vectores simétricos, que tiene la forma

1 A
|\I]§1,...,a1v> = ﬁzpij‘¢a1a-~-7¢a1v>a (2'25)

.3

donde la doble suma sobre 7, j indica el tomar en cuenta todas las permutaciones de dos particulas
posibles. Cabe mencionar, que tal estado construido s6lo estard normalizado si los vectores |¢,,) tienen
distintos niimeros cudnticos «;.

Uno de los ejemplos populares sobre el uso del subespacio simétrico para la resoluciéon de problemas,
es el de los estados de Dicke. Consideremos un subsistema de dos niveles que tiene como espacio de
estado Hy. Una base para el espacio es {|0),|1)}, que representan al estado base y excitado respec-
tivamente. Cualquier observable de este espacio puede representarse con los productos externos de la
base, pero es usual usar los operadores [63]

Go=To = DA+ 00,  &r =[O - =[0)A  Ez=[A—[0)0Ol  (226)

llamados operadores atémicos. Si queremos resolver la dindmica de un sistema de N particulas, el
sistema total evolucionard en el espacio 'H? N el cual tiene dimensién 2V . Pero si el Hamiltoniano que
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describe la evolucién del sistema es simétrico (es decir, conmuta con los operadores P;;), podemos usar
el subespacio simétricdﬂ el cual tiene como base los vectores

o) = OIS by (1t o o), (2.27)

donde hacemos la suma sobre todas las conmutaciones posibles sobre el estado |1...10...0) de k
dtomos en el estado excitado y N — k en el estado base. Asi, el subespacio simétrico S(HS™Y), tiene
dimensiéon N + 1 el cual crece linealmente con el niimero de particulas. Finalmente, al trabajar en el
subespacio & (’H?N ) es 1til describir las observables en términos de los operadores colectivos atémicos
definidos como

A (r A 1 ~(r
J:I::ZO'(i)v J3:§ZOZ(S)3 (228)

los cuales operan sobres los estado de Dicke de la forma

JL|N, k) (k+1)(N —E)|N, k+ 1),
J_INK) = VE(N—k+1)|N,k—1),

J5|N, k) = (k—f) IN,E).

El tratamiento anterior puede extenderse al espacio de Liouville. Recordemos que si el espacio
de vectores H,, tiene dimensién n, el espacio de Liouville asociado £, tendrd dimensién n?. Asi,
si consideramos un sistema compuesto por N estados mixtos, el operador de estado pertenecerd al
espacio L%N de dimensién n?". Este crecimiento exponencial del ntimero de grados de libertad puede
ser reducido si consideramos la simetria de intercambio de etiqueta de particulas. Para esto, nuevamente
pediremos que toda observable A del sistema conmute con los operadores de permutacién Pij. Pero
como requerimiento adicional, al considerar una evolucién descrita por la ecuacién , solicitamos
que el superoperador de evolucién A conmute con el superoperador de intercambio entre dos particulas
1,J que denotaremos por 15” Si esto ocurre, podemos considerar el subespacio simétrico del espacio
de Liouville que denotaremos como & (E;?QN ), el cual estd formado por todos los operadores invariantes
ante cualquier ]51]

Un ejemplo del uso del subespacio simétrico S (ﬁf’?N ) se da en el estudio de sistemas compuestos por
qubits. Para un qubit tenemos el espacio Ly, el cual tiene como base el conjunto {|00),|01),]10),|11)}.
Para el espacio de N qubits, se ha demostrado que S(LEY) tiene dimensién (N41)(N+2)(N+3)/6 [36].
Asi, si tenemos una evolucién dada por un superoperador A que sea simétrico ante cualquier permu-
tacién de particulas, entonces el operador de estado del sistema compuesto mantiene una evolucion
cerrada dentro del subespacio simétrico.

Para trabajar sobre el subespacio S (C?N ) se ha introducido la base de operadores simétricos, cuyos
elementos son (64,65

A 00 T noo!no1!nig!nii! v
Qb = Mool s, ( 100)2"° [01)E™ @ [10)2™10 |11)2™ ) (2.29)
’ 5,J
En los productos tensoriales se han introducido los exponentes n,,,, =0, 1, 2,--- , N los cuales satisfa-

cen la constriccion N = ngg + ng1 + n10 + n11. Como ejemplo del uso de la base de estados simétricos,
el estado simétrico mixto que describe a un estado en donde tenemos dos atomos en el estado base y

"También recibe los nombres de subespacio de Dicke o subespacio superradiante para este caso 137].
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uno en el estado excitado pero no sabemos cudl y cada atomo tiene la misma probabilidad de ser el
excitado, es

0ot = ;(|00) 00) |11) + |00) [11) [00) 4 |11) [00) 00)).

Los elementos de la base de operadores simétricos son ortogonales entre si, y satisfacen

O

’
10’“1067111,7111 .

A n(:m "g’l A 00 N01 noo'mo1!m1o!n!
Tr QT Mo M1 () nio N1 = — — ) .1

/
N! Tp>700 “Mpq 5101

Cabe mencionar que no todos los operadores simétricos representan estados fisicos, pero cualquier
operador de estado que pertenezca al subespacio S (E?N ) puede ser representado como combinacién
lineal de estos.

Para facilitar el uso de la base de operadores simétricos se han introducido los superoperadores
colectivos, a semejanza de los operadores colectivos que encontramos en el subespacio S (7—[? N ). Opera-

ij

cionalmente, estos superoperadores actiian de la siguiente forma. El superoperador A fl actuando sobre
un elemento de la base de operadores simétricos del lado izquierdo, decrece en una unidad la
etiqueta nyy, e incrementan n;; por uno, y el operador resultante se multiplica por ns;. Como ejemplo
de la accién tenemos

o %% A Moo Mo1 ~ Moo Mol
A+ ino ni1 — nlOQ nio—1 ni1+1 (230)

i 700 101 n
., b Sinign A 1000 710 . . ,
La accién de A¥! sobre el lado derecho de Q1™ ™' = @Qno1 m11 se obtiene con la regla explicada mas

arriba intercambiando ny; <+ n;;. Como ejemplo tenemos

n n
R mnoo Mo1 11 00 01

QT nip N1 Aio _ nllQT niot+l nii—1 . (231)

La importancia de estos superoperadores, es que nos funcionan como una base para los superopera-
dores que actian sobre S (E?E’N ). Para mayores detalles consultar Apéndice Finalmente, el uso del
subespacio de Dicke es suficiente cuando consideramos la evolucién de un sistema simétrico cerrado de
qubits, o al considerar sistema abiertos solo con emisiones superradiantes. Pero, tal espacio es insufi-
ciente y debemos de usar el subespacio simétrico de Liouville cuando consideremos sistemas abiertos
con desfases y/o decaimientos individuales (todos ellos simétricos) [37}/65}66].

2.3.2. El esquema de interaccion

Otra herramienta 1til que tenemos al trabajar con sistemas compuestos es el esquema de interaccion
(I). Anteriormente ya habiamos introducido el esquema de Schrodinger (S) y el de Heisenberg (H). En
el esquema de interaccion consideramos que tanto el estado como las observables varian en el tiempo.
Nuestro interés radica en que nos permite considerar un Hamiltoniano que pueda separarse como

H=Hy+ Hyy (2.32)

donde Hj describe una evolucién libre de cada uno de los subsistemas mientras que el término Hiy
describe la interaccién entre los subsistemas, ambos los consideraremos independiente del tiempo. En
el esquema de interaccion, podemos separar nuestra evolucion de la forma

1

%\W)), = f%ﬁl(tﬂzb(t))], %A,(t) =z [ﬁo,fx,(t)} + (;AS)I , (2.33)
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en donde

Hy(t) = U{ (t,to) Hint Uo (. t0), Up(t,tg) = e~ FHolt=to) (2.34)
Podemos pasar de este esquema al de Schréodinger por las transformaciones

W) = Uot to)l(®)s . Ar() = O (t,t0) AsUo(t. to) (2.35)

En el formalismo del operador de estado también podemos usar el esquema de interacciéon. Consi-
deremos que en el esquema de Schrodinger se satisface

1

L1005 =~ [Ho, |p(t))s] + Alo(0)s (236)

donde Hj describe una evolucién libre de los subsistemas, mientras que el superoperador A puede
describir la parte de interaccién, ademéas que puede tener un caracter no-hermitiano. Nuevamente
nuestras observables se transformaran acorde a la expresién (2.35)), pero ahora nuestro estado cambia
a

p(t)); = Ud (¢, 1) [p(t)) s Un(t, to) - (2.37)

Este estado transformado evoluciona de la forma
d N o A
S 10(0); = U3t ) Ao (1, o) (1)) (2.39)

icionalmente si imos qu = 0 nuestra ecuacién serd igu .17). Es ny rio mencionar
Adicionalmente si pedimos que [Hg, A] = 0 nuestra ecuacién serd igual a (2.17)). Es necesario menciona
que los valores importantes como eigenvalores y valores de expectacion no dependen del esquema de
evolucién que estemos usando.

2.4. Enredamiento

Como ya mencionamos, uno de los conceptos clave en Mecanica Cudntica es el “Principio de Super-
posicién”, donde un sistema puede describirse como una superposicién lineal de los diferentes estados
posibles que podemos observar al realizar una medicién al sistema. Asi, en el mundo microscoépico una
particula puede estar en dos posiciones al mismo tiempo, o una flecha puede apuntar simultdneamente
hacia dos direcciones diferentes, cosa que no ocurre de manera macroscopica. Solo cuando se realiza la
medicién de una observable, el sistema se proyectarda a uno de los estados de la superposicién lineal,
fenémeno que llamamos “colapso de la funciéon de onda”.

Cuando este principio es aplicado a un sistema compuestos de varios subsistemas (como pueden
ser varias particulas), obtendremos el concepto de “enredamiento ”. Asi, tras la interaccién de dos
(o mas) subsistemas microscépicos, el estado del sistema total puede evolucionar a un estado que
no es posible de escribir como un producto de estados independientes de cada subsistema. Sino que
serd la superposicién lineal de productos del estado de un subsistema y del otro. De forma que las
mediciones que hagamos sobre alguna de las componentes determinard el estado en que se proyecte
la otra componente. Cuando los sistemas microscopicos se encuentran entrelazados de esta forma las
particulas estaréan correlacionadas entre ellas a pesar de las bases que usemos para hacer las mediciones
asi como la separacion espacial entre los subsistemas. Eso tltimo, introduce un aspecto no-local a la
Mecéanica Cudntica.

Inicialmente, el concepto de enredamiento fue introducido en el contexto de debates filoséficos sobre
los fundamentos de la Mecanica Cuantica. El hecho de que las particulas puedan estar correlacionadas
sin importar cuan separadas estén unas de otras parece una violacion a la teoria especial de la relati-
vidad, en donde no es posible transmitir informacién entre dos puntos de manera mas rapida que la
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velocidad de la luz en el vacio. Tal caracteristica llamé la atencién de Einstein quién junto a Podolsky
y Rosen (EPR) publicaron un articulo en 1935 [67], con el propésito de mostrar el escepticismo de
los autores sobre algunas predicciones de la Mecanica Cudntica, concluyendo que la descripcion de la
realidad fisica a través del formalismo cuéntico es incompleta. En tal publicacién aparece descrito el
fenémeno del enredamiento aunque no es mencionado como tal. En 1935 y 1936 Schrodinger publica
dos articulos secuenciales [68,/69] donde trata el asunto de los interaccién de sistemas microscépicos
distantes en referencia al articulo de EPR. Es en el de 1935 en donde introduce propiamente el nombre
de “Verschriankung”(enredamiento).

Las conclusiones del articulo EPR sobre la completitud de la Mecanica Cuédntica fueron retomadas
por John S. Bell en un articulo de 1964 [70]. En el articulo, Bell formalizada las hip6tesis de EPR sobre
una realidad fisica determinista en términos de un modelo de variables locales ocultas (en inglés LHVM,
Local Hidden-Variable Model) y demuestra mateméticamente que tal modelo es incompatible con las
predicciones de la Mecanica Cuédntica. Para ello calcula una desigualdad, llamada “desigualdad de
Bell”, que debe de satisfacer las correlaciones estadisticas de un sistema bipartito bajo las suposiciones
de LHVM. Luego, él demuestra que el valor obtenido con las mediciones hechas a un sistema bipartito
enredado viola tal desigualdad. Es a partir de estos resultados cuando el enredamiento empieza a
ser considerado como una de las caracteristicas que identifican a los sistemas cudnticos. Las ideas
propuestas por Bell sobre los sistemas enredados y las contradicciones que muestran bajo predicciones
de LHVM, fueron luego aplicadas a sistemas tripartitos por Greenberger, Horne y Zeilinger en 1989 |71,
asi como algunas otras generalizaciones [72,|73|. El desarrollo de las desigualdades de Bell, permitié
que el enredamiento cudntico pudiera ser probado de manera experimental a través del cdlculo de la
desigualdad. Asi, los primeros experimentos se realizaron a mediados de 1960 [74175], pero es el trabajo
realizado por Alan Aspect y compaiiia [76}[77] quién solidifica de manera experimental el fenémeno del
enredamiento.

Mas alla de ser un concepto tedrico y de interés en los debates filoséficos sobre los fundamentos
de la fisica, el enredamiento cuantico ha ganado atracciéon debido al desarrollo de las ciencias de la
informacion y la computacién cuantica, contexto en el cual el enredamiento es visto como un recurso
primordial para el procesamiento y la transmision de informacién usando los fenémenos cuanticos
[78-80]. En el contexto de la informacién cudntica su uso se ha propuesto para la distribucién cudntica
de claves (QKD) [81], la codificacién superdensa [82], teleportacién de un estado cuéntico de una
posicién del espacio a otro [83]. Y en general, en la creacién de una red cudntica que permita la
transmisién de informacién [143], etc. Ademas, el uso del enredamiento en la metrologia cudntica tiene
el potencial de incrementar la precisiéon en las mediciones a través del uso de estados enredados en
interferémetros [84].

2.4.1. Medidas de enredamiento

Hecha la descripcion cualitativa del enredamiento, en esta seccién definiremos de manera formal
cuando un sistema cuantico estd enredado, ademas de describir las variables que nos permiten medir
que “tan enredado” estd un sistema. Cabe aclarar que la descripcién la haremos para un sistema
bipartito, que es el nico caso que abordaremos a través de este trabajo.

El enredamiento es una propiedad que se presenta en un sistema cudntico compuesto de dos o mas
subsistemas interactuantes entre ellas. Si consideramos solo dos subsistemas tendremos para cada una
un espacio de Hilbert H 4 y H p, respectivamente. Ademds, a cada espacio podemos asociarle una base
ortonormal {|ig g)}. Cuando trabajamos con un sistema total que abarque ambos subsistemas estamos
inmersos en un espacio del Hilbert igual a Hap = Ha ® Hp, en la que podemos asociar como base
ortonormal el conjunto {|is) ® |[ig)}. Por el principio de superposicién un estado puro del sistema total
|¥) € Hap tendrd de manera general la siguiente forma

|y = Zci,jm) ® |iB) - (2.39)
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Diremos que un estado de H 4p esta enredado si no es posible escribirlo de la forma

W) = [$a) ® |[¢B) (2.40)

con |4, g) € Ha, g A los estados que pueden ser escritos de la forma los llamaremos estados
separables.

Es posible generalizar lo anterior a estado mixtos. Para ello tomamos el espacio de Liouville de
cada subsistema L4 y L. Cada uno de estos espacios puedes expandirse usando la base de operadores
ortonormales {|7)(j|a, B}, los cuales es importante recordar que no necesariamente representan estados
fisicos, y por tanto no son operadores de estado. Asi, un estado en el sistema total Lap = LA ® Lp
en general puede escribirse como

p=2 D wigonli)ila ® k) {Il5 - (2.41)
kl

)

donde wu;; y viz son constantes de una superposicién lineal de operadores. En especial, una fraccién de
los estados de £ 4p tienen la forma

b= Y widty o .42

donde w; representa los valores de una distribucién de probabilidad, y cada uno de los operadores
Pa p € La, p representan estados mixtos. Los estados (2.42) son nombrados estados separables, de
forma que los demés estados que no sigan tal forma son los estados enredados.

Entropia de enredamiento

Las representaciones y dependen de la base en la que expandamos al espacio. Por
tanto, dado un estado enredado del espacio total necesitamos tener la certeza de que no existe base
alguna que nos permita escribir al estado como uno separable.

El primer caso que podemos considerar es cuando tenemos un estado bipartito puro de la forma
(2.39). Dadas cualesquiera dos bases ortonormales {|i) 4, g}, podemos encontrar otras bases ortonor-
males {|A4;)} vy {|B;)} tal que

= Z AilAi) @ |Bi) (2.43)

es la expansién con menor ntimero de sumandos posible, y donde las constantes \; sean reales no-
negativas. Tales constantes son tUnicas salvo el orden en que pueden aparecer, y todo esto podemos
garantizarlo para un sistema bipartito por el método de descomposicién de Schmidt [85]. Una primera
variable que podemos considerar para decidir si nuestro estado es separable, es el nimero de \; distintos
de cero que tenemos en la descomposicién. A tal cantidad se le como como nimero de Schmidt R.
De forma que si R = 1 obtenemos un estado de la forma |¥) = |A) ® |B), el cual es separable. Y si
R > 1 podemos decir que nuestro estado es enredado. Una propiedad importante que satisfacen las
constantes \; es que no varian ante transformaciones unitarias que se hagan de manera local sobre cada
subespacio H 4, . Ejemplo de ello es el operador U = U, @ Ug actuando sobre el sistema total. Ante
esta transforma(non tendremos que la descomposiciéon de Schmidt de nuestro estado transformado es
UlT) = 3. Mi(UalA)) @ (UalA;)), siendo el niimero de Schmidt el mismo. Una propiedad que nos
asegura que el enredamiento no se modifica por transformaciones locales en cada subespacio, sino que
estas son debido a interacciones entre subespacios.

Otras de las caracteristicas de la descomposiciéon de Schmidt es que diagonaliza a los operadores
de estados reducidos. Es mas, los operadores reducidos tienen el mismo espectro, pues

pa =trp (|T) () Z/\2|A (Ail,  pp=tra(|O)(T)) Z/\2|B (Bl . (2.44)
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Notemos que, si el estado |U) es enredado (el nimero de Schmidt R > 1) los operadores de estados
reducido serdn mixtos. Lo cudl nos puede llevar a otro criterio de enredamiento que es: el estado |¥) es
enredado solo si el operador de estado reducido pa, g describe un estado mixto. De otro modo diremos
que |T) es separable.

Como hemos visto tenemos dos criterios para decidir si un estado puro bipartito es enredado o
no. Aun asi, falta cuantificar esta cantidad lo cual deseamos que sea a través de una funcién FE. Algo
deseable, es que tal cantidad se comporte de forma queﬂ

1. E sea invariante ante operaciones unitarias locales.

2. FE sea continua.

3. F sea aditiva, de forma que E(|Yap) ® |¢pap)) = E(|Yap)) + E(|daB))

El punto (1) se cumple si consideramos que la funcién E sea una funcién con los coeficientes A; de la
descomposicién de Schmidt. El punto (3) puede satisfacerse considerando la entropia de Von-Neumann
definido para operadores de estado p de la forma

S(p) = —tr (plog(p)) ,

funcién que satisface la condicién de subaditividad [87]

S(p12) < S(p1) + S(p2)

igualdad que se da solo cuando p12 = p1 ® p2. Esto nos lleva a definir como medida de enredamiento
a la entropia de Von-Neumman de los operadores de estados reducidos el cual llamaremos entropia de
enredamiento y es igual a

E(19)) = $(pa) = S(pp) = = 3 W 1og(A]), (2.45)

recordando que las A? son los eigenvalores de los operadores de estado reducido. Esta variable ha
demostrado ser una buena medida para la cuantificacién del enredamiento, en el sentido que satisfacen
los tres requerimientos arriba mostrados, junto con con otros més [79488}/89].

Enredamiento de formacién y Concurrencia

Cabe recalcar que la entropia de enredamiento es una medida que ha sido definida para estados
bipartitos puros. Pero este no es el caso general, pues no hemos considerado que el estado sea mixto
como el de la expresiéon o . Para un sistema bipartito cualquier estado mixto es por
definicién una combinacién de estados puros de la forma

p=D_ Plvas)(Wasl- (2.46)

Asi, uno estaria tentado a definir una medida de enredamiento para tal estado como un promedio de
la entropfa de enredamiento de cada estado puro de la forma Y, P E(|1)% 5)). Pero a diferencia de
los estados puros donde podemos considera una descomposicién cuasi-iinica, en el caso de los estados
mixtos existe una infinidad de formas en las que podemos escribir al estado de la forma . Adn asi,
una soluciéon natural sera la de minimizar la funcién sobre todas las realizaciones posibles, de forma
que, para el caso mixto llegamos definir el enredamiento de formacidn como [90)

Er(p)= min P,E(|04 5)) . 2.47
r@)= min 3 PE(Vs) (2.47)

8Requerimientos tomados textualmente de [S6]
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Aunque la definicién (2.47) en la mayoria de los casos sea dificil de calcular, se ha podido obtener
una expresion analitica cuando el sistema estd compuesto por dos qubits, descrito por un operador de
estado con no més de dos eigenvalores distintos de cero. En este caso se obtiene [91]

Br(p) =11 (3 + 3VI=07))

donde de manera auxiliar se introduce la funcion de entropia binaria
H(z) = —zlogy(x) — (1 —z)logy(l — ), para 0 <z <1, (2.48)

y se define la concurrencia C(p), que estd dada por

C(p) = max(0, /A1 — V2 — VA — V) (2.49)

donde los valores \; representan los eigenvalores de la matriz no-hermitiana p(6, ® 6,)p* (6, ® &),
listados de forma decreciente. Ademas, p* es el valor conjugado del operador de densidad y tenemos
la matriz de Pauli

Aunque Ef es la funcién de enredamiento propiamente, podemos considerar también a C(p) como una
medida de enredamiento pues Er es una funcién monétona de la concurrencia que tiene su dominio
en el [0,1] [92]. Asi, tener C(p) = 0 significarfa que p es un estado separable, mientras que C(p) = 1
implica que es un estado con la maxima medida de enredamiento.
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CAPITULO 2. CONCEPTOS DE MECANICA CUANTICA



Capitulo 3

Electrodinamica Cuantica en
nanofibras

3.1. Elementos de Electrodinamica Cuantica

3.1.1. Cuantizacién del campo Electromagnético en el vacio

Para ejemplificar el método y los conceptos que utilizaremos para la descripciéon del campo electro-
magnético dentro de un medio (la gufa de onda), primeramente comenzaremos resumiendo las ideas
que encontramos al cuantizar al campo en el vacio. En el espacio vacio los campos eléctrico E(r,t) y
magnético B(r,t) cldsicos satisfacen las ecuaciones de Maxwell dadas por

0 0
V-E=0 VxE=-—B, V-B=0, V xB =¢yup=—E (3.1)

ot ot
donde €, 1o son la permitividad y permeabilidad del espacio vacio. Si introducimos el vector potencial
A(r,t), el cual se relaciona con el campo electromagnético como E = —A y B =V x A, entonces de

las ecuaciones de Maxwell obtenemos la relacién

2

VXxVxA= —EoMo (32)

—A.
0%t
Para la igualdad anterior haremos uso de la identidad vectorial V x V x A = V(V - A) — V2A. Debido
a la forma de las ecuaciones de Maxwell podemos escoger el vector potencial de forma que satisfaga
V- A(r,t) = 0, eleccién conocida como norma de Coulomb. Usando esto llegamos a

1 02
<v2 — CW%) A(r,t)=0, (3.3)

donde la velocidad de la luz en el vacio estd dado por ¢ = 1/,/Eofio.

El método mas usado para resolver la ecuacion es expandir cualquier solucién a través de las
funciones propias del operador diferencial V2 — ¢=29? [31], funciones que llamaremos los modos del
campo. Podemos descomponer una solucién propia en una parte espacial que es vectorial y en una parte
temporal escalar, de la forma Qj(r) A (t). Usando el método de separacién de variables tendremos que

(g;t + wi) Axt) = 0 (3.4)
<v2 + °§> Q.\(r) = 0, (3.5)

29
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siendo w) los eigenvalores de la parte temporal del problema. Vemos que la ecuacién representa la
ecuacion de un oscilador arménico el cual tiene soluciones Ay (t) = aye™ . Por otro lado la ecuacién
representa una ecuacion de Helmholtz que nos dara el perfil espacial de los modos Q), y cuya
solucién dependera de la geometria del problema asi como las condiciones de frontera que tengamos.
Cabe mencionar que \ puede etiquetar méas de una variable pues los eigenvalores estan diferenciados
tanto por caracteristicas espaciales como temporales.

Encontradas estas funciones podemos expandir cualquier solucién de la forma

A(r,t) = Z (cxaxQa(r)e ™ +c.c.) (3.6)

A

donde al considerar el complejo conjugado aseguramos que nuestro vector potencial sea real. Ademas
los ¢y, que son coeficientes de la combinacién lineal, podemos escogerlos de forma que las Q) sean
ortonormales entre si para distintos modos, de la forma

eal? / P Q3 (r) - Qu(r) = G - 3.7)

Es asi que, dado (3.6) tenemos ya definidos nuestros campos. Especialmente nuestro campo eléctrico
tomard la forma

E(r,t) = iZw,\ (cAa,\Q,\(r)e_iw*t — c.c.) ) (3.8)
A

El método de cuantizacién canénico para pasar de campos clasico a los campos cudnticos, es a
través del Hamiltoniano. De forma clasica, tal funciéon toma la forma

1 1
H= f/d?’r <50E-E* + B-B*) . (3.9)
2 Ho

Para el caso en que expandamos nuestros campos como ondas planas, el Hamiltoniano se reduce a
H:so/dSTE-E*,
que al hacer uso del campo eléctrico con la forma (3.8]) y la relacién (3.7) nos da

H =26 widjax. (3.10)
A

Pasando al lado cuantico, podemos relacionar lo anterior con el Hamiltoniano de varios osciladores
cuanticos, igual a

N R 1
H:XA:M@\ (a;a,\—i— 2) . (3.11)
Lo anterior nos permite hacer la identificacion

2
ax — \/%a,\. (3.12)

Asi los operadores de creacién/aniquilacion estén relacionados con nuestras amplitudes a) obtenidas de
una ecuacién de onda. De esta forma identificamos al operador para el campo eléctrico, en el esquema
de interaccion de Heisenberg, como

n . Tw A —dwit
E(r,t) =1 ; v/ ?;‘ (ar(r)are —Hec.), (3.13)

en donde hemos introducido q) indicando funciones espaciales normalizadas.
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3.1.2. Interaccién atomos-campo

Nuestro objetivo es el estudio de la dindamica de un sistema atémico de varias particulas con un
campo electromagnético cuantizado. El Hamiltoniano que describe tal dinamica tiene la forma

H=H,+H,+ Hyy, . (3.14)

El primer término representa la energia libre del sistema atémico, que consideraremos un sistema de N
emisores de dos nivelesﬂ Para el r-ésimo emisor tendremos un espacio cuya base es {|g), }EL que
representan los estados base y excitado respectivamente. Asi, para la energia libre atémica tenemos

i, = Z (EDle) el + B9} glr) -
()

Si definimos como wy, * a la frecuencia de transicién entre los niveles atémicos del r-ésimo emisor, donde

podemos tomar como convencién EL” = hw((f)/ 2y Eér) = —hw(()r) /2, podemos reescribir al operador
como
N . () N
hw A(r
=>_ 5 (le)elr — lg)gl) 65 (3.15)
r=1 r=1

donde hemos usado el operador atémico O'( ") introducido en (12.26)).

Como segundo término tenemos el Hamlltoniano de la energia libre del campo, el cual toma la forma
independientemente de la expansién del perfil espacial en ondas planas o en otras geometrias [93].
Omitiendo la energia del punto cer(ﬂ el operador es igual a

He = hwadl i , (3.16)
@

donde usamos a para etiquetar a los modos del campo electromagnético.

Finalmente tenemos el término de interaccién entre el campo y el sistema atémico. Una buena
aproximacién para modelar el Hamiltoniano en nuestro caso, es considerar la interaccion dipolmﬂ
Suponiendo que cada atomo estd localizado en la posicién r,., este operador tiene la forma

mt - ZP E rr)7 (319)

1En la seccién justificaremos esta eleccion.

2A lo largo de este trabajo, usaremos indistintamente |g) = |0) y |e) = |1) para denotar los niveles de un qubit.

3Que al ser una constante podemos definirla como el origen de la energia para nuestro sistema.

4Una forma de modelar la interaccién dtomo-campo es través del Hamiltoniano de acoplamiento multipolar [93]. Los
primeros términos del operador son (para un dtomo localizado en rg)

H=—p E(ro) — 1 B(rp) — VE(ro) : Q, (3.17)
donde tenemos los momentos dipolar eléctrico y magnético, p y m. Y el momento cuadrupolar eléctrico del dtomo (3
Finalmente tenemos el producto diddico VE(rg) : Q = Zij 61-Ej (ro)Qsj-

Una forma de comparar la contribucién es calculando la tasa de transicién de un estado atémico |i) a otro | f), separados
por una frecuencia wo, dado por la regla de oro de Fermi. Estos valores estdn dados por |94]

. 5 .12
tlpl* _ whlml? _ e 2y 10l
3mheocd’ TMD 3mwhegcd TEQ 107hegcd

Una estimacién répida que es vélida para los sistemas atémicos que consideraremos es [94] tomar p; = eag, con ag el
radio de Bohr, m., = up el magnetén de Bohr y Quzy = Qyz = ea%7 lo que nos da

YED =

veD ~ 107 Hz, ~vp ~ 10 Hz, ~EQ ~ 10 Hz. 3.18
Q

Por lo que concluimos que en la transicién domina la interacciéon dipolar eléctrica, asi que podemos despreciar las demas
contribuciones.
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donde E(rr) es el operador de campo eléctrico, dado en , en el esquema de Schrédinger y evaluado
en la posicién del r-ésimo emisor. Por otro lado, p\") = ef es el operador de momento dipolar, descrito
por la carga e de un electron y el operador de posicion t. Siendo este, un operador que actia en el
espacio atémico, podemos expandir al operador de momento dipolar como

p" =d:e" 1 al)s) (3.20)

donde hacemos uso de los operadores atémicos de ([2.26) y podemos considerar los elementos de matriz
dé’;) = ,(e|t|g), como reales (siendo los términos diagonales cero). De esta forma

Hy = —ZZZ\/: (r) 65:)) (qa(rr) Qo qa(rr)dg) (3.21)
zhzz{a* al, (57 + &T)_Gw.aa(&(j)w@)], (3.22)

donde se define G, la constante de acoplamiento entre el 4tomo y el campo, como

— (T)
Gar 2h€ d q(y(r1), (323)

Como se expuso en la seccion , yva que el Hamiltoniano estd divido en una evolucién libre
(ﬁo = H, + fIC) y un acoplamiento entre subsistemas (f[im) podemos usar el esquema de interaccién.
En tal esquema, la dindmica esta dada por el Hamiltoniano de interacciéon transformado de la siguiente
forma (tomando ¢ty = 0)

Hue(t) = UJO)Humlo(t);  Uolt) = e F M0t

_ _mzz [GM&Q <6$)e—i(ww—wo)t +a_8”)e—i(wa+w0)t> _ Gl (6f)ei(wa—wo)t +6_5:)6i(w(,+wo)t):|

De los cuatro términos, tenemos d, 6 ( ) y alé ( ) llamados términos contra- rotantes, cuya contribucion
podemos despreciar de la siguiente forma. Asumlremos que los términos que méas contribuiran a nuestra
dindmica son los cuasi-resonantes w, ~ wgy. Ademads, estamos interesados en una dindmica para tiempos
mucho mayores a |w, —wo|~*. Cuando esto sucede, los términos eFilwatwo) ogcilan mucho més répido
que los demdas términos, por tanto podemos suponer que estos promedian a cero en los tiempos largos
considerados. De esta forma podemos quedarnos solo con los términos e**(“«—«0) Esta hipStesis es
llamada aprozimacion de onda-rotante (RWA), y asumiéndolo nos queda el Hamiltoniano

Hue(t) = —ihZZ( arliq e 1Bt G;Taga—@emat)7 (3.24)
I (6%

donde hemos introducido la desintonia A, = wa — wo-

3.1.3. Sistemas abiertos y ecuaciones maestras

Como ya mencionamos en el capitulo 2:3] un modelo de sistema compuesto que analizaremos en
este trabajo es el de un subsistema H g que nos interesa estudiar, o podemos controlar, en interacciéon
con otro ‘H 4 que no conocemos completamente. Este segundo subsistema tipicamente tiene un enorme
numero de grados de libertad, lo que nos impide controlarla o medirla de manera completa. A este
subsistema lo denominaremos ambiente. En estos casos decimos que Hg es un sistema abierto. En
general, este modelo suele ser la descripcién més realista para un sistema cudntico experimental,
puesto que en general es dificil de aislar a un sistema cuéntico de interés de otros subsistemas alrededor.
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Ejemplo de ello es un sistema atémico compuesto de N particulas en interacciéon con los modos del
campo electromagnético. En varias situaciones, el niimero de modos a considerar no solo es infinito
sino que también continuo, por tanto deseamos tener un formalismo que nos permita estudiar solo las
variables de nuestro interés.

Dado un sistema Hg ® H 4, a través del formalismo del operador de estado reducido de la expresién
, somos capaces de calcular los valores esperados de las observables de nuestro subsistema Hg.
Pero, como solo conocemos la evolucién del estado cudntico del sistema total (ya sea con la ecuacion de
Schrédinger para estados puros, o con la ecuacién de Liouville-Von Neumann para estados
mixtos) necesitamos tomar en cuenta los estados de H4 para conocer como evolucionan los valores
esperados. Por tanto, nos gustaria tener una ecuacién que solo nos permita conocer la evoluciéon del
operador de estado reducido pg(t).

Para ello, consideremos un sistema cuantico S acoplado débilmente a un ambiente A. Supongamos
que el Hamiltoniano del sistema total estda dado por H = .F:Ts + fIA + gf[int, siendo fIs y fIA los
Hamiltonianos libres y f[int el que describe la interaccion entre subsistemas, donde g es la constante
de acoplamiento entre S y A. En el esquema de interaccion la ecuacion de Liouville Von Neumann del
sistema total es

9 p(1) = =2 [ (0),50)] (3.25)

Ahora consideremos la siguiente operacion. La ecuacion anterior la integramos de tg a t, y el resultado

lo sustituimos en ([3.25]), para volver a integrar nuevamente. Finalmente trazamos los grados de libertad
del ambiente. Haciendo esto llegamos a

ps(t) — ps(te) = —%g /tthtrA([ﬁmt(T),ﬁ(to)D

+i—g2 /t: dT/tOT dr'try ({I:Iint(r), [ﬁint(T’),ﬁ(T')”) .

Nuestro proposito es obtener una ecuacion de movimiento que solo considere los grados de libertad
de Hg, pero en la expresién anterior ain tenemos variables pertenecientes a H 4. Hasta el momento
seguimos teniendo una ecuacién exacta, pero ahora asumiremos dos hipdtesis. La primera es que la
condicion inicial sea un estado separable, de forma que

p(to) = ps(to) ® pa. (3.26)

Lo segundo es suponer que 14 (ﬁint(t),é(to)) = 0, lo cual se cumple si inicialmente el ambiente se

encuentra en equilibrio térmico [95]. Considerando esto y haciendo el cambio de variables ¢ = 7y
t” = 7 — 7’ encontramos

2t t'—to
ps(t)=pstto) = [ af [ ot ara ([0, [Bntt =0 =]]).
to
que al derivar respecto de t nos da

%ﬁs(t) = —%z Ot—to dt' tra ([ﬁint(t)v [ﬁint(t — "), p(t — t/)H) . (3.27)

Ya hemos conseguido una ecuacién de movimiento para el operador de densidad reducido. Pero
todavia hay una dependencia explicita con el ambiente. Para lograr nuestro objetivo, adicionalmente
vamos a asumir que el operador de estado total a todo tiempo puede ser escrito como

pt) = ps(t) @ pa(t) + xsalt),
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donde Xs4(t) describe un estado enredado entre el sistema S y el ambiente al tiempo ¢. Dado lo anterior
supondremos que el acoplamiento entre subsistemas es muy débil de forma que Xsa ~ O(g). Al pedir
esto logramos dos cosas: la primera es que la expresion sea suficiente para poder describir
la ecuacién de movimiento y no necesitemos mas términos en la serie. La segunda es que podemos
aproximar nuestro estado total a todo tiempo como

p(t) = ps(t) @ pa. (3.28)

De otra forma, asumimos que el enredamiento entre los subsistemas S y A es despreciable debido a una
interaccién débil entre ellos. A esta aproximacién se le llama aprozimacién de Born [34]. Asumiendo
todo lo anterior llegamos a

%ps(t) = _7972 OHO dt’ tra ([ﬁmt(t), [ﬁim(t —t),ps(t—t) ® pAAH) . (3.29)

En la expresién anterior ya podemos tomar la traza parcial sobre el ambiente. Para poder ver esto,
consideremos Hj, en el esquema de interaccién de la forma

Hiu () = h)_ &A1) (3.30)

siendo §; operadores que actian en Hg y A; operadores en el espacio de H 4. Sustituyendo (3.30) en
(13.29)) y usando la propiedades ciclicas de la traza veremos que

%ﬁs(t) S ; /OHO dt’ {ﬂj(t —t) [gi(t)gj(t —tpst—t") —8;(t —t")ps(t — t’)é,;(t)]

+F5(t—t') [ﬁs(t —t')5;(t —t')5:(t) — 8;(t)ps(t —t')3;(t — t’)} } : (3.31)
donde hemos definido las funciones de correlacion temporal
Fij(t—t) =tra (ﬁAfli(t)/lj (t— t’)) .

La relacién anterior da lugar a una ecuacion diferencial manejable cuando la funciones de correlacién
pueden considerarse funciones delta de Dirac, es decir, Fj;(t —t') ~ 6(t'). Es posible aproximar las
funciones de correlacion de estd forma cuando consideramos que el intervalo de tiempo 7g en que
podemos apreciar, como observadores, un cambio en el estado pg(t) es mucho mayor al tiempo 7.
en que las funciones F;; decaen [33[34]. A esta hipdtesis se le conoce como Aprozimacion de Markov
y su uso tiene dos consecuencias sobre la expresion (3.29). Una de ellas, conocida como primera
aprozimacion de Markov, es que podemos hacer el intercambio pg(t —t') = ps(t). De esto obtenemos

%ﬁg(t) __ /0 T ([ 0), [Aa(t = ), 550 © 4] | } (3.32)

relacién conocida como ecuacion de Redfield. La otra, conocida como sequnda aproximacion de Markov
implica extender el limite superior de la integral a co. Asi,

%ﬁg(t) S /0 Tt trs ([ﬁim(t), [ﬁim(t — ), ps(t) ® ﬁAH } . (3.33)

Es importante mencionar que la escala de tiempo 7, < 75 esta relacionada a la condicién de aco-
plamiento débil g <« 1. De hecho, cuando g — 0 tendremos que 7g — oo, por lo que las aproximaciones
de Markov son més féciles de satisfacer [95]. Por tanto, el asumir 7. < 7g nos da la aprozimacion
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de Born-Markov que es cuando podemos asumir la aproximacién de Born y las aproximaciones de
Markov, los cuales pueden ocurrir aunque el acoplamiento ¢ no sea pequeiio. Cuando la dindmica que
estudiamos puede asumir tales aproximaciones la llamaremos Markoviana. Finalmente, aplicando la
aproximacién de Born-Markov a la expresion nos da la ecuacion maestra de Lindblaaﬂ

Todo lo anterior lo podemos aplicar a nuestro sistema de N qubits interactuando con los modos
a del campo electromagnético en el vacio. Si queremos describir una dindmica Markoviana para la
evolucién del subsistema atémico, entonces debemos resolver la ecuacion de Lindblad para el operador
de estado reducido de los atomos. Usando la expresién junto con nuestro Hamiltoniano
ademaés de las aproximaciones de Born-Markov, llegamos a la ecuaciéon maestra

™ S A r 1/\ T)A(S) A 1/\ AlT) AlS
=iy Q. [ M6 } +Z%( 5 pat)o — Eai)ci)pa(t)—gpa(t)ag_)a(,)) . (3.34)

El primer término de la ecuacién anterior describe una interaccién unitaria entre los atomos, que
puede considerarse una interaccion tipo dipolo-dipolo [29]. El acoplamiento dipolar de esta interaccién
estd dado por

= PV Z (G“TG - (—1)?86%%) , (3.35)
Wa — Wo Wa + wo

donde hemos usado las contantes G, de , y PV hace referencia al valor principal de Cauchy.
Los términos diagonales 2., describen un corrimiento de frecuencias de Lamb y pueden considerarse
una contribucién que podemos absorber en . Por otro lado, los términos no-diagonales (2,.; para
r # s representan la fuerza electrostdtica de Van der Waals [29]. Finalmente la segunda contribucién
que encontramos en son elementos que corresponden a una evolucién no-Hermitiana. Estos
términos codifican un proceso disipativo en donde los 4tomos emiten fotones en los distintos modos
electromagnéticos a a costa de que pierdan su excitaciéon atémica. Tal proceso es llamado emision
espontdnea y su contribucién estd cuantificada por la tasas de decaimiento iguales a

e =21 GoarGhyb(wa —wo) . (3.36)

3.1.4. Efectos colectivos: superradianza

Los efectos colectivos surgen en los sistemas compuestos y son aquéllos que aparecen debido a la
interaccién entre varias particulas. Para el caso de los N qubits acoplados a un campo electromagnético
en comuin podemos observar dos principales tipos de efectos [27]. Uno debido a la evolucién Hermitiana
(también llamado coherente) del sistema y son las interacciones tipo dipolo-dipolo entre los dtomos
que surgen del intercambio virtual de fotones entre los dtomos |96]. El otro producto de un proceso
no-Hermitiano (o incoherente) y es la emisién colectiva de fotones, donde las tasas de decaimiento del
sistema colectivo aumenta (superradianza) o disminuye (subradianza) en comparacién con las tasas de
decaimiento de un emisor aislado.

Para ilustrar la superradianza consideremos un sistema de N atomos idénticos de dos niveles.
Como ya mencionamos, para el objetivo de este trabajo podemos omitir el proceso coherente en el
sistema compuesto. Enfocdndonos solo en la parte incoherente un primer caso ideal es tomar a todos
los emisores con la misma tasa de decaimiento v = ~,5. Asi la ecuacién toma la forma de la
ecuacion maestra superradiante [29497H99] dada por

d AP I 1. . .
%pa(t) =7 |J-pa(t) )+ — §J+J—pa(t) - ipa(t)']-i-‘]— ) (3.37)

donde hemos usado los operadores colectivos atémicos (2.28). Como vemos, esta ecuacién es invariante
ante las permutaciones de particulas lo que implica que es posible usar el subespacio & (£® ) para

5Para que sea considerada ecuacién maestra ademés se pide que se use la aproximacién de onda rotante.
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resolver la dindmica. Pero en lugar de usar la base de operadores simétricos (2.29)), en este caso es més
conveniente usar una base con los estados de Dicke. Para mayor claridad, notaremos los estados de
Dicke como [63]

. N j—m
1j,m) = M<Za”> 1,1,1,...,1,1) (3.38)

r=1

donde j = N/2 y —j < m < j toma valores semi enteros. En tal notacién representamos a un estado
con j + m atomos excitados y j — m atomos en el estado base. En estd notacién la accién de los
operadores atémicos es

Jeljym) = V(i Fm)(j£m+1)]jm+1).

Asi, para resolver podemos tomar la base {|j, m)(j’,m’|}.

Al resolver la ecuacién, uno de los resultados que podemos obtener es que d<j3> Jdt = —'y(j+j_>
lo que implica que la tasa con que el sistema atomico pierde excitaciones es igual a <j+j_>, que es la
intensidad de emision [27]. Mientras que para una particula la intensidad de la emisién es proporcional
a (65:)6(_”}. [29]. Como resolvemos la dindmica usando los estados |j, m), algo que podemos observar
inmediatamente es que

Gy ml e J_|j,m) = (j +m)(j —m+1) (3.39)

Del resultado anterior vemos que la intensidad de emisién incrementa de un valor 25 = N para m = j
(todos los dtomos excitados) a un valor j(j 4+ 1) = $N(3 N + 1) para m = 0 (la mitad del sistema des-
excitado). Asi la tasa de emisién de fotones va aumentando a medida que el sistema va desexcitandose
hasta llegar a un maximo de emisién proporcional a N? para M = 0. Eventualmente este sistema
termina con m = —j donde la intensidad se hace cero, y el proceso de emisién termina.

La intensidad de emisién que escala hasta un valor N2 estd directamente relacionado con la creacién
de correlaciones entre los distintos dipolos individuales. Debido a que en el estado simétrico, el valor
de expectacion del producto 65:)6(3)
podemos escribir [29)

(JoJ.) = <Z & Z&‘”> = N(EPe™y £ NV = 1) (6.
k l

para r # s no debe de depender de las etiquetas 7, s entonces

Asi, el término N? estd directamente relacionado con las correlaciones entre distintos atomos, y la
superradianza se manifestara cuando tales correlaciones sean distintas de cero. Para nuestros estados
de Dicke (3.38]) obtenemos que la correlacién entre dtomos es igual a

j2—m2

: A(r) ~(8)) _
<],m|a+ G 4,m) = N(Ni—l)

(3.40)
Se observa que las correlaciones incrementan de 0 a 1/4 en el intervalo de m = N/2 a m = 0, y vuelven
a disminuir para valores menores a m = 0 hasta ser cero nuevamente en el caso m = —N/2.

El estudio de la superradianza comienza con Dicke en 1954, cuando investiga la emisiéon de un
sistema de muchos dtomos |28]. Dicke considero N &tomos de dos niveles, todos ellos inicialmente en
el estado excitado. En el proceso de desexcitacion del sistema para alcanzar el estado base, se tendran
N fotones emitidos al espacio libre. Dicke explicé que si el sistema atémico se encuentra confinado en
un volumen mucho menor a A3 (un sistema denso) entonces los emisores son indistinguibles. En este
caso, el campo emitido tendra un proceso de interferencia constructiva, de forma que la intensidad de
la emisién serd proporcional a N2. Esto contrasta con el decaimiento de un sistema mucho més diluido,
donde la emisiéon de los atomos puede considerarse como independiente uno de otro, y la luz emitida
es incoherentemente con una intensidad proporcional a N.
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3.2. ;Por qué considerar atomos acoplados a nanofibras?

3.2.1. Eficacia de la plataforma

Todo lo anterior lo queremos aplicar a un sistema en especifico y es el de dtomos acoplados a
los modos del campo electromagnético de una nanofibra éptica. Por tanto cabe preguntar, ;por qué
queremos considerar la fibra nanométrica para estudiar electrodindmica cuantica? La primera razén que
podemos dar para el estudio y desarrollo de sistemas atémicos en nanofibras es la ‘eficiente’ interaccién
entre luz (el campo electromagnético para ser mds precisos) y materia que ofrece la plataforma [19].
Pero, jqué queremos expresar con eficiente? Para describir la interaccién luz-materia, consideremos
un solo 4tomo de dos niveles en el que incide un haz laser cuya frecuencia resuena con la transicién
atémica wp (el cual tiene asociado una longitud de onda Ag). La probabilidad de que un fotén del haz
sea absorbido y re-emitido por el 4tomo en alguna otra direccién la podemos definir como [23]

) _ Aatomo

Pint Amodo ]
donde Apodo €s €l drea en el que se enfoca el haz sobre el 4tomo. Por otro lado A,tomo €xpresa el ‘drea
transversal’ del 4&tomo, que podemos modelarla como la seccién transversal de dispersion o9 = 3\3 /27
[15]. Asi, nuestra nocién de eficiencia estard relacionada con poder obtener altas probabilidades de
interaccién luz-materia. Por lo que un objetivo es incrementar el valor de piy, que puede hacerse de
dos formas: disminuyendo Apcqo lo que implica confinar cada vez més a los modos del campo , o

aumentando el espacio ocupado por la materia Aatomo-

Una propuesta para disminuir el valor A,qo es enfocar el haz laser de tal manera que se logre
una regién (llamada cintura del haz), en la que el radio del ldser sea el menor posible y confinar en
esta region al sistema atéomico. Propuestas para reducir el area de los modos del campo a través del
enfoque son: usando lentes con una gran apertura numérica |1004/101], o a través del uso de espejos
parabdlicos [102,[103|. Tales propuestas han llegado a reportar valores similares a pipy ~ 0.05 para la
interacciéon atémica. Por tanto, vemos que el valor de piy; no es tan alto, y esto es debido a que la
difraccién de la luz evita que los haces sean enfocados en una radio menor a las escalas de la longitud
de onda [104]. Asi que en general se tendran valores Apodo 3> A3 lo que implica que pi, < 1 [23].

La propuesta mas efectiva al problema de la interacciéon ha sido el uso de cavidades épticas, en el
cual se colocan atomos individuales entre dos espejos que permiten que la luz realice muchos viajes
de ida dentro de la cavidad. De esta forma, la luz puede atravesar varias veces la seccién del atomo,
lo que permite incrementar la probabilidad de interaccién [105]. Para las cavidades, la ‘eficacia’ estd
caracteriza por la cooperatividad definida por C7 < Nyja Aatomo/Amodo, donde Ny;, /2 indica el ntimero
de vueltas que da la luz. A diferencia de piyt, la cooperatividad ya no tiene el cardcter de probabilidad
pues es posible C; > 1 |15]. An asi es un buen pardmetro que nos interesard maximizar para cuantificar
una mayor interacciéon entre el campo y los atomos. Para cavidades Fabry-Perot ha sido posible obtener
valores C7 ~ 10 — 100, lo cual se ha conseguido debido a la calidad de los espejos que permiten
Nyia > 10° [105]. Si en nuestra descripcién introducimos la longitud L y la tasa de decaimiento  de la
cavidad, tendremos que Nyi, = ¢/kL y de esta forma C; Q)\S / Ve, donde Vg es el volumen del modo
y Q = w./k es el factor de calidad [23] (donde w. denota la frecuencia del modo de la cavidad, que en
general es w. ~ wp). Esta redefinicién de C; permite ilustrar nuevamente que uno de los ingredientes
esenciales para mejorar la interaccion en el sistema es disminuir el confinamiento espacial de la luz,
esta vez descrito por Vig. La reduccién del volumen del modo se ha conseguido en cavidades de galeria
susurrantes (whispering gallery en inglés) en donde se ha logrado reducir Vog en un orden de magnitud
comparado con los conseguidos en cavidades Fabry-Perot [106,107].

El segundo ingrediente para aumentar los valores de pi,¢ es el incrementar el espacio que ocupa la
materia. En este aspecto, la tecnologia de la superconductividad ha posibilitado la creacién de circuitos
cudnticos que se comportan como ‘atomos artificiales’ [10§]. En tales sistemas, pueden fabricarse emi-
sores cuanticos de tamaiios efectivos ~ 1076 m que son significativamente mayores a los tamaiios de los
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modo empleados en la interaccion, en contraposicién a los 4tomos en donde tenemos ~ 10710 m [54].
Otra estrategia que podemos abordar es incrementar el drea considerando un ensamble atémico con
una gran numero de emisores cuanticos N en lugar de atomos individuales. Para estos ensambles, un
pardmetro clave que nos permite caracterizar la interaccién es la profundidad dptica (optical depth en
inglés) |109], definido como

OD — NAatomo )
modo
Vemos que para un sélo atomo el parametro OD equivale a lo definfamos previamente como pj,¢. Una
primera lectura del parametro OD es ser el exponente con el que disminuye la intensidad transmitida
(T') de un haz incidente sobre el ensamble de N dtomos, es decir, T' = exp(—OD) [23].

En resumen, para conseguir interacciones luz-atomos eficientes podemos fijarnos en dos ingredientes:
confinar cada vez méas los modos de luz, y/o aumentar el nimero de atomos. Como se menciond
previamente, para un solo dtomo y haces enfocados de luz se han obtenido valores OD ~ 0.05. Pero
una limitante para aumentar este valor con un gran nimero de atomos es la rapida divergencia de
la cintura del haz enfocado. La longitud en la que podemos considerar que el haz estd enfocado, en
sistemas atémicos usuales, es ~ 1 um [19]. Es aqui donde el uso de fibras épticas, con radios menores
a las longitudes de onda del campo (de orden de nanémetros), toma relevancia. Primeramente porque
permiten un estrecho confinamiento de los haces de luz. Como se describird en subsecuentes secciones,
una fraccion significativa de la energia de los modos que se propagan a lo largo de la fibra viaja
en los alrededores de la guia de onda (a lo que llamaremos campo evanescente). Asi, para un sélo
atomo acoplado a una nanofibra se ha obtenido un valor de hasta OD ~ 0.3 [22]|. Por otro lado,
este confinamiento es posible de realizar en longitudes del orden de centimetros, que es el largo en
el que se produce una nanofibra hasta el momento [15]. Esta longitud hace mas cémodo atrapar un
mayor ntimero de emisores, haciendo posible atrapar hasta un ntimero N ~ 10% d4tomos en arreglos
unidimensionales alrededor de la guia de onda [10]. Otro experimento con un numero de emisores
N = 800 ha reportado un valor de OD ~ 66 [20]. Estos altos valores para OD motivan la viabilidad
de los sistemas atomos-nanofibras como una plataforma eficiente para el estudio de la interaccién
luz-materia [15].

3.2.2. Posibilidades de la plataforma

No solo la eficiencia nos motiva a considerar las nanofibras, pues vemos que hay otros sistemas
que hasta el momento son mas eficientes, como las cavidades 6pticas. Ademads de la eficiencia que nos
ofrecen los sistemas atémicos acoplados a nanofibras, una de las mayores motivaciones para considerar
esta plataforma es la existencia de modos del campo electromagnético que se propagan a lo largo de una
solo dimensién (y que llamaremos modos guiados). Estos modos al acoplarse a las particulas permiten
que las emisiones atomicas sean en una direccién controlada, que incluso puede ser favorecida sobre
las emisiones no deseadas al espacio libre [15]. Mas atin, tales modos guiados, permiten interacciones
atémicas de largo alcance que posibilitan las aparicién de fenémenos colectivos en el sistema [8}110].
Ejemplo de ello es la observacién de superradianza. Si la tasa de emisién de un dtomo a los modos
de la fibra =y, al considerar sistemas compuestos de varias particulas podemos aumentar tal tasa de
emisién a N~. Podemos lograr esto mientras que la tasa de emision a los modos del espacio libre se
mantiene como el de una particulas, igual a T' — v [23|. Esto permite describir a los arreglos atémicos
unidimensionales cercanos a una nanofibra como espejos perfectos, pues la condicion Ny <« I' — ~
implica una mayor probabilidad de que los modos guiados sean reflejados por los atomos en vez de
ser dispersados a distintas direcciones [11]. Idealmente la fraccién de luz que podemos reflejar es
~ 2(T — 4)/N~ [111], resultado tedrico que ha podido ser observado para un sistema de N =~ 2000
atomos, donde la reflectancia es alrededor de 75 % [112]. Aunque tales modos guiados también estan
presentes en otros sistemas como en cavidades Fabry-Perot, las condiciones de frontera de una fibra
circular ofrecen caracteristicas ventajosas. Ejemplo de ello es un ntimero continuo de frecuencias para
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los modos guiados [113], o modos con distintas configuraciones geométricas (como se describird en
la siguiente seccién) lo que permite el desarrollo de trampas épticas con distintas configuraciones
transversales [114,/115] o longitudinales [116] a lo largo de la nanofibra.

Por otro lado, el confinamiento estrecho del campo que permite una nanofibra posibilita la observa-
cién de efectos no-lineales como la Transparencia Electromagnéticamente Inducida (EIT en inglés) [15].
En este efecto, un campo de prueba con frecuencia cercana al de una transicién atémica |0) y |1), incide
sobre un ensamble de 4tomos. Un segundo campo maés intenso que el primero llamado campo de control
acopla uno de los dos estados a otro tercero |s). Esto provoca que el medio se vuelva transparente a las
frecuencias cercanas a la transicion atémica. Asi, el campo de prueba se propaga a través del medio
atémico, pero en forma de excitaciones acopladas de luz y atomos. Si adiabaticamente apagamos el
campo de control, se reduce la velocidad de grupo del campo de prueba a cero. De esta forma ma-
peamos los modos cudnticos del campo de prueba a excitaciones puramente atéomicas. Encendiendo
nuevamente el campo de control podemos revertir el proceso, convirtiendo las excitaciones atémicas
en excitaciones épticas que puede seguir propagandose fuera del ensamble [117]. Esto puede explotarse
para el desarrollo de dispositivos llamados memorias cudnticas, los cuales pueden almacenar infor-
macién a nivel cudntico, permitiendo que la informacién pueda ser recuperada posteriormente [118§].
La EIT ha sido tratada teéricamente para arreglos unidimensionales de atomos de tres niveles en la
vecindad de una nanofibra donde los campos de prueba y de control se propagan a través de la guia de
onda [119]. Tal fenémeno también ha podido ser observado experimentalmente, usando dtomos de cesio
en configuracién A, se ha podido reducir la velocidad de grupo de pulsos de luz a 50m/s y almacenar
fotones por 2 ps [120].

Finalmente resalta el hecho de que en sistemas nanofoténicos es posible usar la polarizacion del
campo confinado en la guia para conseguir una direccién de propagacién preferencial. Asi los dtomos
pueden tener una mayor probabilidad de emisién hacia una de las direcciones de la fibra, fenémeno que
abre el campo de la Optz'ca Cudntica Quiral |56|. Tal fenémeno ha podido ser observado al excitar los
niveles de Zeeman de atomos de cesio, mediante un bombeo éptico con polarizacion circular definida
y propagandose en una direcciéon transversal al eje de la fibra. Haciendo esto se reportd la diferencia
entre las intensidades del campo que se propaga en direccién +z y —z de la fibra igual a D = (|E,|? —
|E_1?)/(|E+|? + |E—|?), llegdndose a medir hasta un valor |D| ~ 0.85 [121]. Este fenémeno abre las
puertas al desarrollo de diodos 6pticos que puedan operar en escalas de intensidades muy pequenas
llegando al nivel de fotones individuales [122], lo cual es importantes para el desarrollo de redes de
informacién cudntica [1]. Tal control de la luz a niveles cudnticos posibilita también la realizacién
de los llamados sistemas abiertos en cascada, donde los fotones emitidos por un subsistema pueda
ser coherentemente reabsorbido por otro subsistema, todo esto de manera recursiva para miiltiples
sistemas cudnticos acoplados a un mismo ambiente unidireccional [123]. Entender y poder realizar
estos procesos permiten el desarrollo de la transmisiéon de informaciéon cuéntica entre distintos nodos
a través de un canal de comunicacién [124].

3.3. Campo electromagnético en fibras 6pticas

Ya en secciones anteriores hemos descrito como podemos cuantizar al campo electromagnéticcEI en
el vacio. Toda esa discusién es aplicable en su totalidad al campo alrededor de una nanofibra. Pero en
estd seccion vamos a detallar las particularidades que tenemos al considerar una nanofibra y los campos
que se propagan dentro de ella. Asi, primeramente resumiremos la descripcién clasica de los modos
EM clasicos que se propagan alrededor y dentro de una fibra éptica, todo esto basado en [125H127].

De manera simple, una fibra 6ptica consiste en dos cilindros coaxiales dieléctricos que podemos
considerar sin absorcién para longitudes de onda Opticas e infrarrojas. Tal estructura es creada para
transportar energia a través de ondas EM, en general para longitudes de ondas que se encuentran en
la parte visible e infrarrojo del espectro de frecuencias. Al dieléctrico central lo denominaremos nicleo,

SEn lo sucesivo, a veces usaremos EM para abreviar electromagnético/a
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de radio a e indice de refraccién nq(r,w). De manera general el indice es una funcién de la posicién y
de la frecuencia de la onda que se propaga en la fibra, pero a lo largo de este trabajo vamos a hacer
una “descripcién béasica” de los fenémenos que aparecen asi que asumiremos que nj es una constante
real. Es importante hacer énfasis de que el valor que tomamos es real puesto que esto implica que
estamos despreciando los efectos de absorcion del material. Por otro lado, el dieléctrico que rodea
al nicleo lo denominaremos revestimiento con indice de refracciéon ny real y constante. Se debe de
cumplir que n; > ng para que existan ondas EM que puedan propagarse a través de la fibra éptica.
Este sistema de dos dieléctricos (representado en la Fig. suele aislarse y protegerse mediante un
tercer material denominado cubierta. Pero no la tomaremos en cuenta ya que en los experimentos con
sistemas cudnticos la cubierta no esta presente, de tal forma que el revestimiento lo consideraremos
con extensién infinita.

Como ya describimos, podemos expandir los campos EM sin fuentes mediante funciones propias del
operador diferencial V2 —c~29?, los cuales denominamos modos del campo. Estos estan etiquetados por
variables temporales (como la frecuencia) y por variables espaciales. Las fibras 6pticas pueden guiar un
numero finito de modos espaciales del campo, es decir, un ntimero finitos de perfiles espaciales. Basados
en esta propiedad, clasificaremos a las fibras opticas en dos tipos. Diremos que la fibra es unimodal
cuando puede guiar un solo modo espacial del campo (y sus dos polarizaciones ortogonales). Por otro
lado, suele llamarse guia multimodal a aquellos que soportan cientos o miles de modos espaciales. Para
cuantificar estd clasificacion se utiliza el pardmetro V definido como

27a |n? —n2
V=" 2 3.41
siendo A la longitud de onda que se propaga en la fibra. Si una fibra circular tiene un parametro V de
valor menor o igual a Vj = 2.405 entonces la fibra serd unimodal [125]. De la ecuacién (3.41)) podemos
concluir que este comportamiento unimodal depende de la longitud de onda, por tanto habra una
longitud de corte

2 _ 2
_ 2ma [ny—nj

Ae = —| ——= 3.42

¢ VO ’I’L% ’ ( )
tal que si A > A. solo se propagara un modo espacial a lo largo de la fibra. Cabe aclarar que supondremos
que Ao > A; [§], por tanto la transicién atémica se encuentra en la regién de operacién unimodal de
la fibra.

3.3.1. Propagaciéon del campo en fibras cilindricas

Ahora calculemos que tipos de modos se propagan alrededor y dentro de una fibra 6ptica circular.
Como ya comentamos, consideremos los medios dieléctricos que conforman a la fibra como lineales
e isotrépicos, cuya permitividad eléctrica se relaciona con el indice de refraccién de la forma e(r) =
n?(r)eo. Considerando coordenadas cilindricas tenemos

[ ni, parar<a
n(r) = { Ny parar>a (3.43)

Vale la pena mencionar que en general la permitividad es una funcién de la frecuencia pero al dar
un modelo bésico de la interaccién, aproximaremos la funcién como constante y real, lo que omite los
efectos de absorcién en el material. Ademas consideraremos los medios como no-magnéticos de forma
que las permeabilidades pueden considerarse como las del vacio, g = pg.

Bajos estas condiciones los campos D(r,t) = e(r)E(r,t) y H(r,t) = uy ' B(r,t) satisfacen las
ecuaciones de Maxwell sin fuentes

V.-D-0, VxE--2B, v.B-0, vxH--ZD. (3.44)
ot ot
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n(r)
Condicién de propagacién ny > na
ny i
Q== :
Nucleo :
r
Revestimiento a
(a) Fibra (b) Indices de refraccién

Figura 3.1: Representacién esquemética de una fibra éptica. (a) Tenemos dos dieléctricos coaxiales. El dieléctrico del
interior tiene radio a y lo denominamos nicleo. Este estd rodeado por otro material llamado revestimiento. (b) Perfiles
radiales del indice de refraccién para los dieléctricos de la fibra. Consideraremos a ambos indices como constantes y reales.
Para que se dé la condicién de guia en la fibra se necesita que el indice del nticleo nj sea mayor al del revestimiento na.

Podemos desacoplar estds ecuaciones y encontrar que el campo eléctrico satisface

n?(r) 02

E=- —
V x V x =

Debido a la forma de n(r) se satisface que V - E = 0, as{ nuestra ecuacién toma una forma similar a
(13.3), pero difiere en que la velocidad de la onda es una funcién del espacio. De esta forma podemos
proponer una separacién de variables de forma que la parte temporal satisface que E(t) ~ e~™*. Asi,
para la parte espacial se satisface que

(V? = k*n*(r)) E(r) = 0, (3.45)

siendo k = 2m/\ = w/c el ntimero de onda.

Al trabajar con una fibra cilindrica con corte transversal circular consideraremos las coordenadas
cilindricas r = (r,¢, z), donde el eje z es paralelo al tendido de la fibra éptica. Proponemos que
sobre este eje se propagan las ondas a lo largo de la fibra, por tanto podemos proponer el perfil
espacial de nuestro campo como E(r) = E(r, ¢)e~*#*, siendo 8 una constante de propagacién sobre z.
Considerando esto, la ecuaciéon de Helmholtz de nuestro problema toma la forma

2 1 1 2
((932?“ + ;% + ﬁ% - (ﬂz - HQ(T)k2)> E(’I"7 (,25) =0.

Viendo la ecuacién anterior concluimos que nuevamente podemos hacer una separaciéon de variables.
Esta separacion se puede hacer de forma que proponemos E(¢) ~ e~™™?. Como se debe de cumplir que
E(0) = E(27) obtenemos m = 0,=£,1,£2..., es decir, m es un entero. Por tanto llegamos finalmente
a una ecuacion para la parte radial dada por

(32 10 m?

o0%r  ror r2

(8- n2<r>k2>) E(r) = 0, (3.46)

el cual es una ecuacién diferencial de Bessel.
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Encontrada la solucién para la parte radial, podemos escribir el perfil espacial de los modos del
campo eléctrico dados por la siguiente forma. Tendremos para el campo eléctrico en el nicleo, r < a,
los modos [125]

Balnd2) = _;TB? [Ah%(hr)iw %L:mBJm(hr)} gilot—prms)
Blxnz) = _5762 {‘MO;J BJv/n(hT)iZ:lAJm(hr)] gilwt—zm)
T (ry$y2) = Adp(hr)el@tmBzEme)

donde recordemos que [ es la constante de propagacion del modo a lo largo del eje z. El parametro
m es un entero positivo que identifica el orden del modo y su momento angular. En las soluciones
encontramos que hay una eleccién de signo £, que hace referencia a las dos polarizaciones del campo.
Las parte radial nos da las funciones de Bessel de orden m, J,,,, y su derivada, J/ . Para simplificar
la expresion, se ha introducido la constante de propagacién modificada h = \/n3k? — 32. Finalmente
introducimos A, B constantes que podemos encontrar imponiendo las condiciones de frontera.

Por otro lado, el campo en el revestimiento, r > a, los modos espaciales del campo eléctrico tiene
como solucion [125]

i TUQWM ot Bt
162 = 5 Ong e £ B D, )| i,
i w m ot Bt
Eg?i(rad)7z) = £ |:_,uf05 qD.frln(qT) + chm(qr)} e%(wt BzE ¢)’
BT (r,¢,2) = Cfulqr)e’@=FzEmo),

Otra constante de propagacion modificada que introducimos es ¢ = /32 — n3k?, y C, D son otras
dos constantes que encontramos por las condiciones de frontera. Para la parte radial introducimos f,,
para denotar dos tipos de funciones que son solucién. Si la funcién f,,(¢r) es igual a,

1. Kun(qr), funciones modificadas de Bessel de segundo tipo de orden m:

estamos considerando soluciones que unicamente se propagan a lo largo de la guia de onda.
Para observar esto notemos que si gr > 1, en el perfil radial podemos aproximar K,,(qr) ~
\/7/(2¢gr)e” 9" para cualquier orden m [|128|, lo que significa que estos modos estdn ligados a la
fibra. A estas soluciones las llamaremos modos guiados o modos ligados pues inicamente pueden
propagarse cerca de la fibra éptica.

2. Hy,(qr), funciones de Hankel de primer tipo de orden m:

tenemos soluciones que también se propagan en la coordenada r, pues para qr > 1 podemos hacer
la aproximacién H,,(qr) ~ /2/(mqr)e="ar—mm/2=7/4) [128]. A est4s soluciones que pueden seguir
propagandose lejos de la guia de onda les llamaremos modos radiados.

Como mencionamos, la fibra éptica nos provee de condiciones de frontera que debemos satisfacer.
En la interfaz entre el nicleo y el revestimiento los campos deben de cumplir

A x (E|T2a - E|T<a) lr=a =0, - (H‘TZa - H‘r<a) ‘r:a =0,

donde 7 = 7, g?) Aqui solo hemos mostrado explicitamente las soluciones del campo eléctrico, pues es el
unico que nos interesa para escribir la interacciéon dipolar entre 4&tomos y los modos, pero las formas del
campo magnético pueden consultarse en [15/125]. Las condiciones de frontera nos impondran los valores
de las contantes B/A, C/A y D/A. Por tanto, el campo eléctrico estard completamente especificado si
encontramos los valores de A y las constantes de propagacién 3. Para los campos clasicos, la constante
A se determinar usando la conservacion de la energia. Para ello se normaliza el promedio temporal del
vector de Pointing en la direccién z respecto a la potencia de entrada [15]. Tal energia de entrada es
la de un campo eléctrico, como el de un laser, llamado campo de sondeo.
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3.3.2. Constante de propagacion [

Como ya comentamos, la fibra 6ptica solo puede transportar un nimero finito de modos espaciales.
Para ser mas precisos, solo habra un niimero finito de modos guiados propagandose a lo largo del eje z,
pues lo modos radiados tienen la capacidad de propagarse radialmente. La condicién que nos permitira
conocer que modos guiados pueden propagarse a lo largo de la fibra estd dado por la constante de
propagaciéon .

Teniendo las constantes A, B,C' y D solo nos falta encontrar la constante de propagacién en la
direccién z. Para los modos guiados estas constantes satisfacen |15]

ril (H*(«;)] [hJ?i?h)>+qu?£?q)>]

C _ Julha)

A Km(qa) )

A ORCIE

Volviendo a colocar las componentes E,, E4, E, en la ecuacién (3.45)) obtenemos las condiciones para
3, el cual satisface la ecuacién

Jm-1(ha)  n}+n3 K, (qa) 1
haJ,(ha)  4n? qaK,(qa)  h2a?

2 2 2 / 2 232 2 2]
ne () Tetn] + e () + ()
4n? qaK,,(qa) n?k? |\ ha qa
La eleccién del signo + corresponde a modos EH y HEﬂ respectivamente. Asi, dado un valor para
el parametro V y un orden m la ecuacién tendra [ soluciones posibles de 3. Por tanto, los
modos espaciales los etiquetaremos mediante dos variables que son m, [. Dado un modo del campo
E,,, recordemos que la expresién nos da una condicién de corte para el cual, a partir de cierta
A¢, la fibra se comporta de forma unimodal y los distintos modos ya no pueden propagarse, excepto
HFE4, llamado modo fundamental de la fibra. En este trabajo consideramos fibras unimodales, cuyas
V' < 2.405, por lo que solo se propagara a través de la guia el modo fundamental con m=1,1=1y
sus dos polarizaciones [8]. Esto considerando longitudes de onda alrededor de Ao >> A.
Es de utilidad puntualizar que la constante de propagacién estd limitada por la desigualdad nik >
B > nok. |127]. Por tanto, dada la tinica solucién del modo fundamental podemos definir un indice de
refraccién efectivo ner tal que

+R, (3.48)

donde

18] = netk = ncfE = i; N1 > Net > Na . (3.49)
c Vg

Asi, para el modo fundamental definimos la velocidad de onda vy = ¢/nef, €l cual coincide con la
velocidad de grupo de un pulso dentro de la fibra. Finalmente para los modos radiados no tenemos
condiciones que limiten su propagacién en la direccién z, y esencialmente son soluciones cuyas dis-
tribuciones de intensidad llenan la regién del revestimiento. Por lo que nicamente se requerird que
—ngk < B < mgk, lo que implica que los valores de 8 forman un continuo |125]. De esta forma, al
tener descrito los modos cldsicos del problema, podemos proceder a la cuantizacién de los campos
electromagnéticos.

"Esta notacién hace referencia a la polarizacién de los modos. Tenemos modos TE (E, = 0), modos TM (H, =0) y
modos hibridos (E. # 0, H, # 0). Dentro de los modos hibridos tenemos HE y EH que denotan si el campo eléctrico o
magnético tiene mayor contribucién sobre el eje de propagacioén z.
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Modo guiado

Figura 3.2: Representacién esquemética de los modos en una nanofibra donde consideramos al vacio como el revesti-
miento. Los modos guiados son aquellos que se encuentran ligados a la fibra y que solo se propagan a través de ella. Los
modos guiados pueden propagarse fuera de la fibra y alejarse de ella.

3.4. Cuantizacion del campo eléctrico alrededor de una nano-
fibra

En la seccién mostramos el método canénico para cuantizar los campos EM en el vacio.
Ahora mostraremos la cuantizacién para un medio dieléctrico lineal y sin absorcién como lo es nuestro
modelo de una nanofibra circular. Cabe recalcar que el método general para hacer la cuantizacién en
un material dieléctrico lineal ha sido descrito por Glauber y Lewenstein , pero la descripcién que
se hard a continuacién fue derivada por Le Kien et al y publicada en [8]. Recordemos que estamos
considerando una fibra cuyo nicleo tiene radio a e indice de refraccion ny real debido a qué podemos
despreciar los efectos de absorcién en la nanoﬁbraﬂ El revestimiento de la fibra lo supondremos el vacio,
por lo que el indice de refraccion es ny = lﬂ Como vimos en la seccién anterior, el campo eléctrico
se descompone en modos guiados y modos radiados, asi la parte del campo eléctrico con frecuencias
positivas E(t) (ilustrados en la Fig. podemos escribirla como

E® =B + B, (3.52)
Describimos este vector usando las coordenadas cilindricas (7, ¢, z), siendo la coordenada z un eje
paralelo al eje de la fibra. Finalmente consideramos a la nanofibra como unimodal de forma que solo
se propaga el modo fundamental para longitudes de onda alrededor de Ag.

La parte del campo para los modos guiados estard etiquetado por los indice p = (w, f, p). Siendo

8Esta aproximacién puede cuantificarse considerando las tasas de decaimiento de los modos evanescentes de la fibra
[130]. En el caso de materiales con permitividad eléctrica compleja e(r) € C, la constante de propagacién 5 serd en
general compleja. En este caso podemos agregar una clasificacién mas a los modos guiados, que es

= Modos propagantes para S(8) = 0 (parte imaginaria).
» Modos evanescentes para R(8) = 0 (parte real).

Cuando consideramos los modos evanescentes las excitaciones atémicas pueden disiparse no solo como emisién de fotones
sino ademds como energia térmica en la fibra, proceso cuantificado por la tasa de decaimiento térmica ~;y,. Se satisface
que

Yth a—l) 3 3
Jen _ , 50
T \y(a—i-l 3263 (r — a)3 (3.50)

donde I' es la tasa de emisién total (modos radiados més modos propagantes) y r la posicién indica la posicién radial
de los 4tomos. Asi, la tasa térmica domina sobre las de emisién cuando
r—a 1 ,/3 S(e)
A 27\ 32 R(e)?

1075 (3.51)

donde hemos considerado que para el silicio R(e) ~ 1.5 y S(e) ~ 10~9. Esto implica que ¢}, solo tiene relevancia cuando
r —a < 1A. Esta discusién puede consultarse en . Finalmente cabe aclarar que cuando nos referiremos a los modos
propagantes como modos guiados.

9Cabe aclarar que durante el escrito en ocasiones se hard explicito la etiqueta no, y en ciertas ocasiones solo se usaré,
su valor
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w la frecuencia del modo y f = +1 denota la direcciéon de propagacién del modo sobre el eje ZE.
Finalmente tenemos p = =£1, que denota el sentido de rotacién de la polarizacién (anti-horario u
horario). Asi, para los modos guiados el operador del campo es

) : T do [ T9B ) (o p—itwt—1Bz—pe)
Eguiado(r’ t) = 1 Z o dw Areg aue (T)e . (353)
fp

Hemos introducido ' = df/dw = 1/v,, vy la funcién de perfil transversal e = e (r), que como
ya hemos visto estd descrito en términos de funciones de Bessel. En el Apéndice [B] se muestra la
forma explicita de las funciones de perfil para la nanofibra. Estas funciones satisfacen la condicién de
normalizacién dada por

27 oo 2
/ dqb/ drn?(r) ‘e(“)‘ r=1, (3.54)
0 0

donde el indice de refraccién es igual a (3.43)). Finalmente tenemos el operador de aniquilaciéon de
fotones a,, el cual obedece la regla de conmutacién

|:a#, GL/:| = 5(&] - w’)5f7 f/6p7p/ . (355)

Para los modos radiados usaremos la etiqueta v = (w, 3, m). En este caso, § ya no es una constante
como ocurre con los modos guiados, sino que su valor varfa continuamente de —kngy a kng con k = w/c
[132]. Adicionalmente agregamos el valor m correspondiente al orden del modo el cual toma valores
enteros. Asi, el campo eléctrico del modo de radiacién tiene la forma

%) kno )
Ef:d)(r, @, 2, t) = 22/0 dw/ dpy/ 47::0 ay eV (r)e iwt=pz=me) (3.56)

7kn2

Las funciones de perfil (dadas explicitamente en siguen la regla de normalizacién

2m [e'S)
/ dd)/ drn?(r) ‘e(”)
0 0

y para los operadores de aniquilacién y creacion tendremos

2
r=1, (3.57)

[ay, ai,} = 5(w — w)O(B — B - (3.58)

3.5. Interaccion de N Atomos con el campo de una nanofibra

Una vez identificado el operador del campo eléctrico de nuestro problema podemos observar que
es posible aplicar todo lo expuesto en la seccién [3.1.2] para modelar la interaccién dtomos-campo.
Para ello, consideremos N &tomos idénticos, donde el r-ésimo emisor estd localizado en (7., ¢, z.).
Recordemos que nuestra interacciéon entre atomos y modos lo modelamos bajo la interaccién dipolar
de la ecuacién , pero ahora usaremos los campos cuantizados y . Bajo el esquema

de interaccién el Hamiltoniano es

N
Hig = —ih YY" Gor6Vane ! + He.. (3.59)

a r=1

10Como convencién diremos que los modos son propagantes cuando f = +1 y contra-propagantes en el otro caso
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Seguimos usando la etiqueta « englobando con ello a los modos guiados y radiados, de forma que a =
p, v. Y para la nanofibra ya podemos identificar que la suma de modos es igual a ), = Z# +>, =

e fo dw+Y,, fo dw fkn2 dp. Los coeficientes G, y G, son el acoplamiento del r-ésimo dtomo
con el modo guiado y con el modo radiado respectivamente, y explicitamente tienen la forma

T 1O WA (D) i(fBzr+pbr)
Gur = [ [45 -] ,
w .
G, = |- [dm ) } i(Bzrtmer) 3.60
" 47T€0h ¢ ( ) € ( )

Si queremos describir una dindmica Markoviana podemos usar la ecuacién maestra de Lindblad
(3.34). Para las tasas de decaimiento y los coeficientes de acoplamiento dipolar entre d&tomos podemos
hacer la divisién entre las contribuciones de los modos guiados y los modos radiados, iguales a

Yrs = WY+ ALY, Qe = QW+ Q.
Definiendo la etiqueta vy = (wo, 8, m), podemos escribir las contribuciones de los modos radiados como

k"ng

77(:(1(1) = 271'2/ dﬁ GVDT‘ vos?

kn2
wna/c a..G* G* G,
vr~vs r4+s
/ de/an/c (W—wo =1 W-HJO)

Por otro lado, la contribucién de los modos guiados esta dado por

Qlred)  —  _py

'77(5[5]) = 27TZG#0T Hos
o0 GG G Gy
97(};) = _PV / dwz ( © ns (71)7“4»8 J2) H )
0 p W —wo w + wo

con pg = (wo, f,p). Siendo més especificos, si consideremos que el vector de momento dipolar de todos
los 4tomos apunta sobre el eje z y tiene una magnitud d, encontraremos que [9)

(9 _ _2wo (10) () o (0) _ wWo .
W = el 1)) ) os(, — ) cos | 2z, = )] (3.61)
9
e = Zdd, 3 [ A8l e ) ot — o) eos B — ] (362
@~ (1o) *(10) _ |0,
09~ 60hvgdde“ (rp)esH o) (ry) cos(dr — ¢s) sin L}g(zr zs)} (3.63)
(rad)

No mostramos la expresiéon de Q5 " porque es una cantidad dificil de evaluar incluso de manera
numérica. Pero una aproximacion a su valor seria considerar la solucién del acoplamiento dipolar en
el vacio (sin la presencia de la fibra), lo que nos ayuda a justificar que Qxad) suele decaer rdpidamente
a medida que |z, — zs| va aumentando, de forma que podemos despreciar su contribucién cuando la
separacién entre atomos es similar a Ao [133] o mayor. Lo mismo se ha reportado para el término
no-diagonal de 4("*®  que decae con la separacién interatémica de forma que a distancias similares a
Ao podemos considerar solo el término diagonal [132]. As{ para el caso Markoviano podemos hacer la

aproximaciéon €, ~ Qrs , el cual no decae con la separacion entre d&tomos. Sino que decrecera conforme
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los atomos se vayan alejando de la superficie de la fibra, comportamiento que también comparten
las tasas de decaimiento dadas por los modos guiados. Como en este trabajo vamos a explorar el
comportamiento de la emisién de fotones, vamos a omitir la contribucién del acoplamiento dipolar.
Esto es posible debido a la expresién , en donde podemos considerar atomos en un arreglo
dimensional y elegir separaciones iguales a wg (2, — 25) /vy = nm siendo n un entero, lo que resulta en
Q,.s = 0. Agregando esta hipétesis nuestra ecuacién maestra de (3.34) se reduce a

A AT 1/\7‘ AlS) A 1 r S
Z%s (o— pa(t)e” —§ai)a£>pa(t) 5705 56 ()> . (3.64)

Para atomos idénticos también podemos tomar tasas de decaimiento iguales, de forma que definimos
Y10 = %(n;ad) yy= %(ag). En base a esto, para un sélo &tomo podemos definir la tasa de decaimiento total
I' = 710 + 7. Esta ecuacién maestra de Lindblad y bajo los parametros definidos es la que usaremos

en la primera parte de este proyecto.

3.6. Superradianza en nanofibras

En la seccién dimos una primera descripcién a la superradianza y su conexién con el subespacio
simétrico. Pero para la ecuacién maestra superradiante (3.37)) no consideramos el término hermitiano,

—RY, Qs {&ELT (_9), Dalt )} . El efecto de este término hermitiano ha sido estudiado en detalle, y se ha

observado que tal interaccién lleva una perdida de las correlaciones dipolo-dipolo [134]. Si como en el
caso de Dicke [28] consideramos un sistema atémico denso (por ejemplo con separaciones interatémicas
mucho menores a o) ya hemos visto que no podemos omitir ninguna contribucién de €,.s. Asi se

introduce un problema en nuestro sistema, y es que Q&Z"d) rompe la simetria ante el intercambio de
particulas, pues el término depende de las configuraciones entre vecinos [29]. Por tanto, la ecuacién
superradiante se considera como un caso ideal del problema. Pero la introduccién de sistemas atémicos
alrededor de nanofibras nos permite una interaccién dipolo-dipolo de largo alcance, que en ciertas
configuraciones atémicas es simétrica ante cualquier permutacién [8}|110], incluso podemos prescindir
de ella como vimos en la seccion pasada. Es asi que el estudio del decaimiento colectivo ha sido
posibilitado por la nanofibras [9).

Atun asi, una deficiencia de usar la ecuacién maestra superradiante es que solo considera el de-
caimiento colectivo de los d4tomos, sin considerar términos de decaimiento individual de cada emisor
(dados por los modos guiados en el caso de la nanofibra). En este aspecto, Clemens y Carmichael [135]
comentan que al inicio de un proceso de emision se tiene una competencia entre los decaimientos colecti-
vos y no-colectivos, y los términos no-colectivos (decaimiento independiente) se vuelven mds relevantes
en sistemas con pocos atomos, pues no hay suficiente tiempo para que el efecto colectivo se desarrolle
antes de que todas las excitaciones sean emitidas. Pero la inclusion de las emisiones independientes en
la ecuacién superradiante abona una enorme cantidad de grados de libertad lo que dificulta el
estudio de las emisiones colectivas e independientes. Por lo que en la literatura se han hecho estudios
analiticos para un niimero menor a 6 dtomos [6,136-140], y para ensambles con un nimero mayor de
particulas se han usando métodos numéricos como el método de trayectorias cudnticas [6}/135,141].
Para una soluciéon més general de N atomos previamente ha habido resultados analiticos para una
excitacién [7,8]. Bajo este contexto, uno de los resultados de esta tesis doctoral es mostrar la solucién
de la dindmica de la emisién de N atomos en general, pero considerando que el sistema atémico tiene
a lo méas cuatro excitaciones iniciales [58], lo cual se describird en el siguiente capitulo.

La introduccién de la nanofibra para la interaccién entre sistemas atémicos permite, entre otras
cosas, que las ecuaciones que describen la disipacién individual y/o el término de interaccién dipolo-
dipolo también puedan ser simétricas ante permutaciones de dtomos [8,/64], como podemos observar
mediante los coeficientes —, donde vemos una estructura periédica en las expresiones. Pero si
consideramos la disipacién independiente en la descripcion, el uso de los estados de Dicke | N, k) (N', k/|
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resultan inconvenientes e incompletos para tratar tal término [6,{135]. Atin més, si consideramos siste-
mas con separaciones interatémicas mucho mayores a lo permitido en el modelo de Dicke (posible en
dtomos-nanofibras), los estados de Dicke (3.38]) empiezan a ser incompletos pues el sistema atémico
va no es indistinguible. Aln en estas condiciones, es posible seguir considerando simetrias si conside-
ramos atomos idénticos e idénticamente preparados. En este caso las simetrias ante permutaciones se
daran en el subespacio de operadores S(E?N), donde podemos hacer uso base de operadores simétricos

[2:29) [64165).

3.6.1. Observacion experimental de superradianza

El modelo de Dicke (un sistema atémico denso y simétrico) ya comentado es dificil de realizar de
forma experimental pues implica preparar un gran nimero de 4tomos, cuyas configuraciones vecinales
sean iguales para todos los emisores, y esto todo en un volumen mas pequeno que las longitudes de
onda emitidas [29]. La configuracion atémica regular idéntica para todas las particulas, necesaria para
considerar la simetria en la interaccién dipolo-dipolo es la mas complicada de realizar. Por lo que es
comun proponer directamente eliminar tal término considerando un confinamiento més grande. Una
forma de lograr esto es poniendo al sistema atémico en una cavidad Optica lo que permite lograr
la emisién colectiva atin para sistemas atémicos diluidos [142], donde ha sido posible observar los
fenémenos de superradianza para dtomos colocados en arreglos cuya separacion es ~ Ag/2 [143H145].

Ademads de los sistema atémicos en cavidades, de manera maés reciente se han considerado sistemas
atémicos acoplados a guias de onda. Estos nos ofrecen interacciones de largo alcance que no se limitan al
tamafio de una cavidad ( ~ 100 um para el caso de una cavidad Fabry-Perot [105]), lo que nos permite
llegar a acoplar emisores cuanticos separados en el orden de metros, incluso kilémetros, necesarios
en la implementacién de redes cudnticas a gran escala |[146]. Sumado a esto, las nanofibras permiten
acoplar a los dtomos con un nimero continuo de modos del campo (en el rango de 600 — 1200 nm
para una gran transmitancia [147]), contrario a las cavidades donde el acoplamiento se da a un niimero
discreto de modos. Esto relaja las restricciones que aparecen al trabajar con espectros de frecuencias tan
estrechos (Awpwgar ~ 10 MHz — AX ~ 10~* nm para las cavidades [146]), como el afinar y mantener
el modo de la cavidad en resonancia con la frecuencia de transiciéon atémica [113]. Finalmente, las
interacciones dipolo-dipolo dado por €2;; pueden ser simétricas para arreglos de dtomos [8], eliminando
los inconvenientes dados por la parte unitaria de la evolucién. Asi, los sistemas dtomos-nanofibras
también han posibilitado la observacién de la super-radianza en el régimen Optico [14], atin para
atomos con separaciones del orden de decenas y centenas de veces la longitud de onda emitida Ao [9].

3.7. Mas alla de la dinamica Markoviana

La interaccion N atomos con los modos del campo electromagnético presentan como obstaculo
para su estudio el enorme ntimero de grados de libertad que presenta. Primeramente por un espacio
atémico HY N de dimensién 2V (0 4V si queremos también introducir un estudio a los estados mixtos),
sino que aparte la descripcién de infinitos modos del campo electromagnético que hay cercanos a una
nanofibra, que incluso son etiquetados por variables continuas como la frecuencia. Para sortear al
menos los grados de libertad del campo podemos usar la descripcién Markoviana del sistema, los cudl
nos da la evolucién del sistema atémico reducido a través de la ecuaciéon maestra , asi que cabe
preguntarnos: ;hasta déonde podemos fiarnos de esta descripcion y tratar de prescindir las variables
del campo?

Una de las primeras interpretaciones que se da a una dindmica Markoviana en el contexto del
formalismo cudntico, es aquella en la que el subsistema ambiente A no guarda informacién que pueda
modificar la evolucién del subsistema de interés S en tiempos subsecuentes, de forma que la emisién
de informacién cudntica del subsistema al ambiente sea irreversible [148]. Estos efectos de memoria no
siempre pueden ser despreciados, de forma que durante la evolucién de un subsistema S hay perdida y
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recuperacién de propiedades cuanticas como la coherencia cuantica, las correlaciones, el enredamiento
cuantico, etc. Cuando esto suceda estaremos hablando de que el sistema sigue una evolucién no-
Markoviana. En la literatura existen varias propuestas para tratar de definir y medir de manera clara
y exacta cuando un sistema es Markoviano o no-Markoviano, o para medir el grado de memoria de
un sistema [149-154]. Asi, nuestra definicién para el presente estudio serd considerarla como los casos
en los que no podemos asumir en su totalidad a la aproximacién de Born y/o a las aproximaciones de
Markov descritas en la seccién [3.1.3] Existen varias fuentes para el comportamiento no-Markoviano en
los sistemas cudnticos abiertos, como por ejemplo densidades espectrales ambientales estructuradas,
correlaciones no-locales entre grados de libertad del ambiente, un fuerte acoplamiento entre sistema-
ambiente, bajas temperaturas, correlaciones iniciales entre sistema-ambiente, entre otros [95,/148, /155,
156]. El estudio de sistemas no-Markovianos se han llevado a cabo en estados atémicos colectivos
acoplados a ambientes estructurados [157,/158] y para el régimen de acoplamiento fuerte [159].

Entonces, jen que situaciones de interés para el presente trabajo no se puede asumir la dindmica
Markoviana? Los modos electromagnéticos presentes en una nanofibra permiten que los atomos inter-
actiien mediante un ambiente en comin unidimensional, lo que hace posible la interaccién incluso a
largas distancias [15,[53}55]. Este aspecto es esencial para el envio de informacién cudntica a largas
distancias, lo que posibilita la construcciéon de una red a gran escala que permita la interaccién y
evolucién de sistemas cudnticos [1,2]. Si la distancia entre los emisores es menor, o incluso centenas de
veces, la longitud de onda emitida, se puede estudiar al sistema en un régimen en el que se desprecien
los efectos de retroalimentacion en el sistema dado por la existencia de tiempos de retardo. Es decir, si
consideramos que el tiempo que le toma viajar a un fotén emitido de un dtomo a otro es muchisimo
menor a los tiempos en que observamos el decaimiento de excitaciones (igual 1/I") podemos usar la des-
cripcién Markoviana [160]. Pero consideremos lo siguiente, a medida que aumenta la distancia entre los
emisores el tiempo que le toma viajar un fotén va ser cada vez mas relevante. Durante este tiempo, una
excitacion atomica pasa al ambiente y un tiempo después podriamos observar que excita a otro atomo
en el sistema. Este fendmeno que es debido a la existencia de un tiempo de retardo ya no puede ser
ignorado, y debe de tomarse en cuenta en sistema cuanticos separados por un retardo que ya no puede
ser ignorado, incluso llegando a distancias macroscépicas hasta de cientos de kilémetros [161H163].

Es en el interés de tener sistemas de informaciéon cuantica a largas distancias lo que nos lleva a
estudiar fenémenos no-Markovianos. Cuando los atomos estan separados a distancias comparables a
¢/T, el sistema entra en una dindmica llamada retroalimentacion coherente retardada en el tiempo, en
el que las aproximaciones de Born-Markov ya no son completamente validas [45,[164], especialmente
porque no es posible despreciar el enredamiento entre el subsistema atémico y el ambiente como se
demostrara en el capitulo o} Ejemplo de ello ha sido el estudiado de dos dtomos distantes con una
excitacion, en donde se ha observado nuevos efectos colectivos como tasas de emisién colectiva que
superan las de la superradianza de Dicke (fendémeno llamado superduperradianza) y la formacién de
estados ligados dtomo-fotén altamente deslocalizados [45,47,|165H167].

3.8. Parametros fisicos y experimentales para atomos-nanofibra

Para dar un mejor contexto sobre el modelo fisico en el que se desarrolla el proyecto, se darédn a
continuacion algunos datos obtenidos de grupos experimentales en atomos-nanofibras localizados en
Marylanﬂ OkinawaE y Berlirﬂ haciéndose mayor énfasis en el primer grupo debido a las obser-
vaciones que han realizado de sub- y super- radianza para separaciones interatomicas mayores a las
longitudes de luz emitidas [9).

Hhttps://groups.jqi.umd.edu/rolston/research/atoms-squids
12https://groups.oist.jp/light
13https://www.physics.hu-berlin.de/en/gop-en/research_en/nanofiber-based-atom-trap
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3.8.1. La fibra

La fabricacién de nanofibras usualmente consiste en calentar y alargar una fibra 6ptica comercial sin
romperla. Las fibras comerciales usadas tienen un revestimiento cuyo didmetro exterior es ~ 125 um, y
un nucleo de didmetro ~ 5 um [51]. La guia de onda es modificada hasta obtener una zona nanométrica
denominada cintura, que es una regiéon donde el nicleo original ha sido forzado a desaparecer y el
revestimiento inicial pasa a tomar el rol de nicleo. El nicleo conseguido (donde se llevardn a cabo
las interacciones con los dtomos) tiene un didmetro de alrededor de ~ 500nm, puede alcanzar una
longitud del rango de decenas de milimetros, y tiene un indice de refraccién ny ~ 1.45 [511[52//168]. En
la Fig. [3:3] se muestra un esquema de la fibra después del proceso de modificacion.

Para un modo fundamental con una longitud de onda igual a 780 nm se ha observado una trasmi-
sién del 99.95% [52], lo que justifica la omisién de los efectos de absorcién o difraccién en el modelo.
Asi, considerando una nanofibra de radio 250 nm con ny; = 1.5 y modos de longitud de onda 780 nm
encontraremos un parametro V & 2.25, lo que nos asegura que podamos trabajar con una fibra uni-
modal. Valores de V' ~ 2 ya son estdndares en experimentos con nanofibras, pero V puede reducirse
atin més al considerar nicleos de menor radio, donde se han podido reportar hasta a ~ 150 nm [15].

Nicleo @ ~ 5 um
Revestimiento @ ~ 125 um

Fibra modificada

( | o
\ Cintura L ~ 10mm

Nucleo cintura @ ~ 500 nm

Figura 3.3: Esquema de la fibra usada en interacciones dtomos-nanofibra. Se modifica una fibra comercial para lograr
una regién (cintura) en donde se tiene un dieléctrico con nicleo nanométrico. L denota el largo de la regién, y & el
didmetro.

3.8.2. El sistema atémico

En la cintura de la fibra se coloca una nube atémica, usualmente de dtomos de 8"Rb atrapados por
una MOT [15[19], donde la nube atémica esta compuesta de alrededor de ~ 108 particulas [169]. Como
el estado base tomamos |0) = [525/2), y para el estado excitado 1) = |52555). Esto nos otorga una
transicién atémica cuya longitud de onda es A\g = 780nm [9,[169]. Cabe mencionar, que otra opcién
usada es la transicion 6251/2 — 62P3/2 de dtomos de 133Cs de 852nm [19,[112,|168]. Retomando los
dtomos de 8"Rb tendremos una tasa de emision I'™! = 26.24ns |9).

De la nube atémica es posible extraer un arreglo unidimensional de atomos [15|19]. Para ello
se envian a través de la nanofibra dos haces laser en el primer modo fundamental del modo guiado
(m = 1,1 = 1). Un laser hacia el rojo (~ 1060nm) y fuera de resonancia con Ag, crea un potencial
atractivo, mientras que un laser hacia el azul (~ 750nm) crea un potencial repulsivo, resultando de
ambas un minimo de potencial donde los atomos pueden mantenerse a distancia r constante de la
nanofibra, atrapados a una temperatura de decenas [15] o centenas de pK [112] dependiendo de la
distancia. El confinamiento longitudinal de los atomos puede lograrse enviando otros dos haces laser
fuera de resonancia y hacia el rojo, contra-propagantes de forma que se crea una onda estacionaria.
De esta forma se puede crear un arreglo unidimensional sobre el eje z [9,/10,/15,/19,|112]. Finalmente el
confinamiento azimutal es posible usando haces con polarizacién cuasi-lineal [20}/168].

De esta forma se han reportado arreglos con 2000 &tomos [112], asi como otros con decenas de
atomos [9,/20]. Para experimentos de sub- y super- radianza, los d4tomos estan separados una distancia
de ~ 30 nm de la superficie de la fibra para lo cual se ha reportado que la tasa de decaimiento v ~ 0.13T.
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En otros experimentos con separaciones mayores a 200nm han reportado v ~ 0.01T [112,/168]. Y
para la separacién interatémica normalmente se tienen distancias de Ag/2 [19], pero se han logrado
separaciones de ~ 200—300 pum, el cual se encuentra en el orden de centenas de longitudes de onda de la
luz emitida [9]. Finalmente recordemos que para que consideremos efectos no-Markovianos pedimos que
la distancia interatémica sea del orden de |z, — z5| ~ ¢/I'. Considerando los datos arriba mostrados
podemos estimar que la distancia interatomica debe de ser del orden de 1m para poder observar
los efectos de retardo. Esta estimacién es la que tendremos en mente al hablar de los efectos no-
Markovianos.
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Capitulo 4

Sistema Markoviano

En este capitulo resolvemos la dinamica de la emisién de fotones por parte de un sistema de N
atomos de dos niveles cercanos a una nanofibra, de forma que los modos radiados y guiados descritos
en el capitulo anterior, dan paso a procesos de emisién independientes y colectivos. Asumiremos que los
atomos se encuentran en un arreglo unidimensional, cuya separacién entre vecinos es del orden de \g
(la longitud de onda que emiten los dtomos) de forma que podemos suponer que las condiciones para
considerar una dindmica Markoviana se cumplen (ver seccién. Asi, una de las aproximaciones que
aceptamos es la de Born, la que nos permite despreocuparnos de los grados de libertad del ambiente.
Por tanto, nos podemos enfocar en la parte atémica, para poder dar soluciones a un sistema general de
N de dtomos. Parte de los resultados que presentamos en este capitulo forman parte del articulo [58].

La ecuacién maestra completa que gobierna estd dindmica es

d . T [ A - - ¢

C19(0) = —1 [0 + B 60)] + £13(0) (41)
En la parte unitaria de la evoluciéon tenemos el Hamiltoniano libre de los 4&tomos encontrado en
dado por

N
S hw .
I (4.2)

donde al tener particulas idénticas consideramos que la frecuencia de emisién es la misma para todos
(r)

los 4tomos, wy ' = wy. Por otra parte tenemos la interaccién dipolar-dipolar entre 4tomos mediados
por el campo que hemos encontrado en ([3.34)
gint = hZQTQOA'S:)&(_&) . (43)
T, 8

Para el acoplamiento dipolar tenemos dos términos, esto debido a los modos de una nanofibra,
Qs = 09 L Qe 14 contribucién de los modos radiados Q%Y puede despreciarse a separacio-
nes interatomicas del orden de \y. Y la parte de los modos guiados Q,(»Z) podemos omitirlos cuando
|zr — 25| = nmvg/wo, siendo vy la velocidad del modo fundamental en la nanofibra (ver seccién [3.5).
Asumiendo estas suposiciones podremos prescindir de en la ecuacién maestra.

La parte no-Hermitiana de la evolucién esta descrita por el Lindbladiano L=1;+1I'.El primer
término corresponde al decaimiento independiente de los &tomos y esta dado por los términos diagonales

de la tasa de decaimiento v,,.. Este termino estd modelado por

N
r T T ]-Ar A7 1 A7) AT
L'ie = (y10+7) E (&(—)°&5—)_505-)0(—)°_§'JS—)U(—))7 (4.4)

r=1
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donde 19 = 'yﬁad) vy = 'yﬁg), que seran iguales para todos los atomos. Por otro lado, el segundo

Lindbladiano corresponde a la emisién colectiva que en el sistema atomos-nanofibra estda dado por los
modos guiados [170], y que estd cuantificado por los términos no-diagonales de la tasa de decaimiento

Yrs CON T # §

N
. 1 1
['ee = 7~ E . (&@ L e KASE R &@&(_S)) : (4.5)

Recordemos que para lo anterior hemos supuesto que podemos despreciar %S y definimos v = 7(9 ) =

.

Una variable que es de utilidad es la tasa de decaimiento total de un emisor igual a I' = v19 + 7.
Notemos que podemos considerar que los dtomos no interactian entre ellos cuando v = 0 y I' = 710.
Con el uso de I' podemos redefinir nuestros el Lindbladiano total de la forma L=1L;+ LC, donde

N

y 1 1

Le = -9 (&(_*” o5 - 5161 e e &i“)&(_“)) : (4.6)
p=1

o ~ ~ 1. 4 1 A a

Lo = 7{:]_ i - hidoe—sedid |, (4.7)

Notemos que (4.7) es el término que aparece en la ecuacién maestra superradiante . Pero en
nuestro modelo agregamos un término de emisién independiente L;. Atin asi todos los términos en
nuestra ecuacién son simétricos ante cualquier intercambio de etiquetas por lo que podemos restringir la
evolucién del sistema dentro del subespacio simétrico S (L:?fN ). Esto, cuando consideremos condiciones
iniciales dentro de tal subespacio. Cabe aclarar que el uso del subespacio simétrico en el contexto de
sistemas cuanticos abiertos no implica que el sistema atomico sea indistinguible. Aun maés, ya que
permitimos que los fotones emitidos interacttien con el ambiente, los dtomos son distinguibles en el
sentido de que podemos describir de donde proviene cada fotén emitido. Hacemos uso del subespacio
simétrico ya que la ecuacién es totalmente simétrica. Esto se debe a que consideramos dtomos con
las mismas condiciones, i.e., mismas frecuencias de transicién, mismos acoplamientos con el campo,
etc. Ejemplos donde aparecen los términos de disipaciéon independientes y colectivos que se consideran
en este proyecto son: dtomos cercanos a nanogufas de onda [132] (que es el caso de estudio de este
trabajo, y el cual ilustramos en la Fig. o d4tomos dentro de cavidades imperfectas [6]. Sistemas que
ya han sido tratados anteriormente, pero para pocos atomos o considerando simulaciones numéricas
[6L[36138.,62,/64L|66),135-H137]

Simplificaremos atn mas la ecuacién maestra trabajando la evolucién en el esquema de
interaccién definido en Para ello consideramos

(1)) = U1 (t, t0) |(t)) U(t, to)

con Ut tg) = exp (—zflo(t - to)/h>. Por simplicidad usaremos el tiempo inicial t; = 0. Para la

izwot ( )

transformacién del Lindbladiano total usamos que U T(t)&g R (t) =e por lo que L queda

invariante ante la transformacién. Asi la ecuaciéon maestra que queda es

L 1o0) = Lp(t) | ()

el cual modela dos procesos de emisiéon espontanea: el primero es la disipaciéon independiente donde los
atomos emiten fotones hacia los modos de radiacion; y segundo tenemos la disipaciéon colectiva debido
al acoplamiento entre atomos producto de los modos guiados.
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Figura 4.1: Representacion de los dos canales de disipacién en un sistema abierto de N dtomos de
dos niveles cercanos a una nanofibra. Se muestran los modos de radiacién, representados por Iii, en el
cual los atomos emiten al espacio libre con una tasa de decaimiento 19 y a cualquier direccién. Por
otra parte tenemos los modos guiados, IU@ en donde los atomos emiten a lo largo de la nanofibra con
tasa . Los modos guiados son los que permiten que los atomos interactien aunque estén separados a
largas distancias.

4.1. Base de decaimiento para la emision independiente

Notemos que nuestra ecuacién de movimiento es de la forma para un superoperador no-
Hermitiano, por tanto haremos uso del método de la base de decaimiento descrito en la seccién .
Ya que podemos trabajar en el subespacio simétrico S (LI?EN ), haremos uso de la base de operadores
simétricos para expandir al operador de estado |p(t)). Mientras que, cualquier observable o
superoperador podemos expresarlo con los superoperadores colectivos .

El primer método que aplicamos es obtener la base de decaimiento para el decaimiento independien-
te dado por el Lindbladiano L;. Para ello, lo primero que podemos hacer es reescribir al superoperador

ij
L; en términos de los superoperadores colectivos A _’ﬁl , como resultado obtenemos que

v

. L0011 1/ .10 01
Ll = falt -l - (a8l ) 1), (19)

donde por usamos la variable 719 = I' — 7. Para reescribir este mapeo podemos usar el diccionario
entre superoperadores mostrado en el Apéndice [A] Dado lo anterior podemos proponer las ecuaciones
de eigenvalores. Para ello, proponemos que cualquier operador eigenvector puede escribirse como la
siguiente combinacién lineal

700 01 A M00 M01

|Psym) = cmio P QMo nu (4.10)

Nigj
donde las ¢ son constantes de la expansion, y que queremos determinar. Usando la acciéon de los
superoperadores colectivos vemos que la accion de L; sobre la base de operadores simétricos es igual a

© A M00 NO1 ~ oo+l mno1 A 00 Mo1 n1o + No1 Qnoo no1

Liino ni o= [nHQ nip nii—1 — nllino niy — T nio N11
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Usando esta igualdad llegamos a la relacién de recurrencia que necesitamos resolver para obtener los
eigenvectores. Tal ecuacién nos da que los coeficientes siguen la regla

—1 —
Cnfr]‘f]() n?loi-l — ; E M + i ngg Z?i . (411)
nip+1\ 2 2 Y10

Al resolver tal relacién de recurrencia encontramos que los eigenvalores son

N —«

2

Aa,d = =710 [ + 5} , (4.12)

donde a = ngp +n11 y 0 < 6 < « es un entero. Por lo tanto los eigenvectores derechos del problema
del decaimiento independiente son los siguientes

i, = o (M) TN(E) S (D)o

n11=0

donde por simplicidad denotamos n = nig, etiqueta que nos permite diferenciar a los distintos eigen-
vectores degenerados. Cabe mencionar que el eigenvector con « = N y § = 0 representa al estado

base del sistema atémico, que es elemento del subespacio simétrico y puede representarse por Qg 0 . Es
importante recalcar que este eigenvector es el tinico que representa un operador de estado por si mismo,
ya que los otros eigenvectores obtenidos no representan estados fisicos debido a que su traza es igual
cero. Aun asi, cualquier estado fisico que pertenezca al subespacio S (ﬁff’N ) puede ser representado por
combinaciones lineales de estos operadores |, 0),,.

Los eigenvectores derechos son degenerados debido a que la etiqueta n puede tomar distintos
valores, especificamente 0 < n < N — a. Pero al hacer un conteo de todos los eigenvectores distintos
que podemos formar dado N, encontraremos que el niimero de eigenvectores |a, d),, que se tiene es

N «
ZZ(N_Q"'U _ (N+1)(N(—31—2)(N+3) ’
a=045=0
el cual corresponde a la dimensién del subespacio simétrico S(LEY). Ya que por construccién los
son linealmente independientes y el nimero de eigenvectores es igual a la dimensién del subespacio
podemos concluir que el conjunto de |a, ), es efectivamente una base del subespacio.

Una vez demostrado que los eigenvectores derechos de L; forman una base, entonces necesitamos
encontrar los operadores duales de los eigenvectores. Estos seran los eigenvectores izquierdos del su-
peroperador. Es importante encontrarlos para poder calcular los coeficientes necesarios para expandir
cualquier operador en esta base. Para esto, resolveremos la ecuacion de eigenvalores izquierdos

cuya solucién es igual a caso de los eigenvalores derechos. Como resultado encontramos que los eigen-
valores son los mismos y tienen asociados los eigenvectores izquierdos

@ o — 0 ~a—ni3 N—a—n
n (a, 5| = Z o — nll Q n ni1 . (415)
n11:5

Asi, entre estos operadores y los eigenvectores derechos efectivamente se satisface la relacién de dualidad

n’(a/u 5/|047 5)n = 50/,0455’,5577/,71 .
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Con la base de eigenvectores derechos e izquierdos, podemos reescribir cualquier operador como
combinacién lineal de estos. Especialmente podemos re-expresar los operadores (2.29)), de la forma

nii
~a—nij1 N—a—n

n ni o= ch la, k), (4.16)
k=0

=)L) )

Consecuencia directa de estos resultados es que podemos solucionar la evoluciéon de la disipacién

o ~a—d N—a—n
independiente d |p(t)) /dt = L;|p(t)), tomando como condicién inicial [p(0)) = @ = s . Asila
solucion a tal problema es

J i N—a—n
‘p(t)) _ exp(— N—ath> n!(N—a—n)! Zdl(t)QOLTT?N ¢ 7 (418)
=0

donde encontramos que

2 N!

donde tenemos los coeficientes
) .
d;(t) = Z(—l)icj (j>z' (o —d)le 0t (4.19)

4.1.1. Meétodo perturbativo para la emisién colectiva

Como primer resultado hemos encontrado una base de decaimiento y con ella resuelto la dindmica
del decaimiento independiente. Pero, nuestro objetivo es dar una descripcién al proceso de emisién
independiente y colectiva del sistema atémico. Asi que, para encontrar soluciones a la ecuacion maes-
tra con v # 0 introduciremos una teoria de perturbaciones en el espacio de Liouville, con
el objetivo de encontrar los eigenvectores del Lindbladiano L como perturbacién de la base |, 0),,-
Usando esta base perturbada podemos dar soluciones analiticas a la evolucién de la emisién colectiva.

Teoria de perturbacién en el espacio de Liouville

Aunque se han descrito varios métodos perturbativos en el espacio de operadores de Liouville
[171H173], consultando la literatura no encontré un método que tome en cuenta el caso de una base
de operadores degenerado. Atn asi, pude obtener un método para el caso degenerado extrapolando los
métodos expuestos en [173,/174]. Asi que como un resultado de este proyecto, a continuacién se resume
el método encontrado y en la siguiente secciéon describimos un uso explicito al método.

Supongamos que hemos solucionado el problema de eigenvalores para el Lindbladiano Lo. Deno-
tamos por |k) y (k| a los eigenvectores derechos e izquierdos de Lo respectivamente, mientras que
los eigenvalores del sistema los denotaremos mediante )\,({0). Si introducimos el mapeo ipert como una
perturbacion al sistema, de entrada nos gustaria poder resolver la ecuacion de eigenvalores

(IU/O + W_/ipert) |¢m) = )\5 |¢f€) ) (420)

siendo v la magnitud de la perturbacion, el cual podemos suponer como vy < 1.
Como queremos estudiar el caso de eigenvalores degenerados, centrémonos en un eigenvalor )\,(go), el

cual es degenerado y el cual crea el subespacio {|x)}. En este subespacio podemos formar los proyectores

QN:ZVJ)(KJ'» PH:H_QH7
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los cuales son idempotentes, conmutan entre si y conmutan con Lg. Si usamos estos proyectores en la
ecuacion de eigenvalores ((4.20) obtenemos

z’O (Qka + ]Pn) |¢I€) + ’?f/pert (Qn + IEDKL) |¢n) = )\ka (Qn + ]P)n) |¢n) . (421)

De la ecuacién anterior queremos obtener solo una expresién que contenga a Q, |¢,) pero que no
contenga el término Py |¢,). Para lograr esto, multiplicamos la ecuacién por P, vy despejamos
P, |¢,). Luego a la expresion lo multiplicamos por Q, y sustituimos la expresién obtenida para
P, |¢s) en el paso previo. Esto nos lleva al resultado

v v v o o 1 v
()\m - LO - ﬁQanertQN) Qli |¢K) = ﬁQQNLpert ()\Ii - LO - ﬁPﬁLpertPn) PNLpeI‘tQN |¢li> )

que al aproximar a primer orden en 7 se reduce a
(e = AQ = FQuLyeri @ ) Qi) = 0. (4.22)

Para esta expresion, sea |a) = Q, |¢,) el cual satisface Qy LpertQx |a) = aa), con a un escalar. En-

tonces |a) es un eigenvector de la ecuacién con eigenvalor A\, = /\,(QO) + va. Asi, para encontrar
los eigenvalores y el conjunto de eigenvectores derechos |a) tenemos que diagonalizar (@,.ilipeﬂﬁ@,.i al
superoperador, el cual puede mapearse a una matriz. Para encontrar los eigenvectores izquierdos (a|
construimos la matriz A que tiene como columnas los eigenvectores derechos. Los eigenvectores iz-
quierdos serdn los vectores fila de la matriz A~ [175}[176].

4.1.2. Aplicacién del método perturbativo

Usamos lo anterior para el caso en que consideramos a la emisién colectiva una perturbacién a la
emisién independiente. Esto lo podemos cuantificar pidiendo que 1 > v/T" = 4. Con este requerimiento
estamos considerando sistemas en donde la mayor parte de los fotones son emitidos al espacio libre, y
solo una pequefia fraccién viaja a lo largo de la fibra como modos guiados. Para introducir el término
colectivo, primeramente reescribimos L. en términos de los superoperadores colectivos. Esto podemos
hacerlo con la ayuda del Apéndice [A] y tendremos como resultado

; (10 410 | 410400, 401 417 ¢ 40 q00 L 400 410 4 go0 411 | 401 410
L|P) = 'YA+ A+ +A+ A+ +A+ A+ +A+ A+ *5 A+ A+ +A+ A+ +A+ A+
{10 {01 4 411 411 | {10 401 | {00 {17 , 400 401
FAPAN AT AT AP AV AP AT AP A p) . (4.23)

Cabe hacer una anotacién al superoperador anterior. Si proponemos una ecuacién de eigenvalores como

los operadores de la forma (4.10|) asf como hicimos con L;, obtenemos una ecuacién de recurrencia para
. nOO nOI Y 7 s . sy,
los coeficientes cni0 m11 que es cuadratica, y por tanto més dificil de resolver analiticamente. Por tanto,

como se explord usar un método perturbativo para incluir los efectos de L.

Para aplicar el método expuesto debemos de identificar cada subespacio degenerado. Para esto,
recordemos que dados los eigenvectores |a, d), tendremos N — o + 1 eigenvectores degenerados que
etiquetamos por la variable n. En adicién a esta degeneracién, debemos considerar que diferentes
etiquetas o, § que pueden dar el mismo eigenvalor. Especificamente se satisface que A\o.s = Aa—2m,6—m
siendo m un entero que debe de satisfacer que 0 < a —2m < N y 0 < § — m < a — 2m. Por tanto,
denotaremos al conjunto {«, d} como aquellos valores de etiquetas «, d que satisfacen esta condicién.

Una vez identificado cada subespacio degenerado para los eigenvalores A, s podremos construir el
proyector de este subespacio que es igual a Qq,5 = Z{aﬁ}’n |, 6),, n (e, d]). Por tanto para encontrar
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los eigenvalores y eigenvectores perturbados debemos de diagonalizar al superoperador

N—a

QusleQos = —1 D D [(6+1)(a—5+1) a4+ 2,64+ 1), n(c,0] + {(N—a;(o“fl)
{a,6} n=0
+5} |, 8),, n(a,d]|+(n+1)(N-—a—-n+1)|la—2,6-1), n(a,é] . (4.24)

Como resultado solo necesitamos identificar cada subespacio generado por los eigenvalores, y evaluar

la ecuacion . Cada recalcar que este método es valido para sistemas de dtomos acoplados a
nanofibras que satisfagan 4 < 1, como por ejemplo Vetsch y colaboradores han reportado sistemas
con v ~ 0.05 [10].

Ejemplo: N dtomos con a lo mas 4 excitaciones

Usaremos la perturbacion independiente del tiempo para calcular la evolucién de N atomos bajo
la ecuacién maestra , cuando tenemos inicialmente a los mas M = 4 atomos excitados. Esto es
posible debido a que en la ecuaciéon maestra no estamos considerando fuentes de excitacién externa,
por lo que la evolucion del sistema no puede exceder las M excitaciones. Como conjetura adicional a
todo lo planteado, consideraremos como cero a todos aquellos eigenvectores que contengan términos
con menos de N — 4 dtomos en el estado base (es decir, se satisface que ngg > N — 4). Bajo estas
aproximaciones el sistema evoluciona en un subespacio de dimensién igual a (M +1)(M +2)(M +3)/6.

De manera explicita escribimos a continuacion los eigenvalores y eigenvectores de L; para el caso

de M = 3 excitaciones, lo anterior por practicidad pero cabe recalcar que durante este proyecto se
logré6 estudiar hasta el caso M = 4:

3 N(N —1)(N —2) AN-33 N(N —1)(N —2) AN=-32
AN—3,0 = — ’élo: |N—3,0)0:%Q 0"0, |N=3,0),= ( 2)( )Q ’
_ —92) .N-31 - —2) AN-30
v -3,0), = YNZVNZ2 0505y g0, = MV Z DIV 225055
N(N —1) AN-22 AN-21
AN-2,0 = —710 : |N—270)0:%Q o 0, |[N-=20),=NN-1)Q 1t o,
—1) AN-20
|N—2,0)2:N(N2 l)Q 270
N(N —-1)(N -2 A N-22 AN-32
AN—2,1 = —2710: IN—-2,1), =— ( 2)( )( 000 —Q o 1)7
A N-21 ~N-31
|N72,1)1:7N(N71)N—2)< e RN 1),
INfz,l)szN(N‘;)(N‘Z)(ANEZSfQNE‘”’?)
Y10 AN-11 A N—-10
/\N—1,0:—7: |N—1,O)0:NQ 0 o0, ‘N_1’0)1:NQ 1 0
L N— A N—
AN—1,1:*3’>;OZ |N71,1)0:7N(N—1)(Q 00 -0 021)7
|N—1,1)17—N(N—1)(Q i o_QNf“f)
Mwvaa= 220 V- 1,9), = YEEDEED (N 00"t 10,

N(N —1)(N -2
2
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AN O
ANo=0: |N,O)O:QOO
ANO A N-10
AN1 = =710 : |N,1)0:—N<Q00—Q 0 1)
N(N -1 ANO AN-10 A N-20
AN2 = —2710: |N,2)O:% Qoo —2Q 0 14+Q 0 2
N(N —-1)(N -2 A ~N-10 A~ N-20 ~N-30
AN, = —3710 : |N,3)O:_$(Q58—SQ 0 143Q 0o 2 — 0 3)

Una vez que tenemos lo anterior podemos aplicar nuestro método de perturbaciones para eigenva-
lores degenerados en el espacio de Liouville. Asi, para el ejemplo anterior, la base perturbada es

No1=0: [$0,1) = |N,0),
Mg = —*710(1 + N7v) |p1,1) = |N —1,0),
Ao =—570(1+ NV) |$12) = [N —1,0),
A21 =710 F + (N —=1)v|: |$2,1) = [N —2,0),
Apo=—yio[L+ (N —1)7]: |p2,2) = [N —2,0),
Aoz = —710(1+ N7v): |$2,3) = [N —2,0); + [N, 1),
Aoy =-70: |¢2,4) = =51 IN = 2,0), + [N, 1),

Y \¢3,1) =|N - 370)0
‘¢3,2) = |N - 370)3
|¢3,3) = [N —3,0); + [N —1,1),
l¢3.4) = =5 IN = 3,0), + [N =1, 1)
|¢3,5) = ‘N - 370)2 + |N -1, 1)1
l¢36) = — 55 IN —3,0), + [N —1,1),
|¢a,1) = [N = 2,1),
|¢a2) = [N —2,1),

As1=—3710 F + (N —-2)
Az = —5710|1 + (N —2)
Asz=—3y10 (1 + A= 27
Asa=—370 (14
Ag5 = —%’)’10 (1+ 3N 27
Asg=—3y0(1+ 22
Agy=—2v10 (145 2’)’
Ago=—2m0 (1457

~—— Q
vvv\_/ \2
[ R

Az =—2y10 (1 + N+2+V7) : |pa,3) = 4&221/ |N — 2 1); +N,2),
Aga=—2v0 (14+2E2=29) 1 |oaa) = 522 |IN —2,1), +|N,2),
Asy = —2y10(14 XHy) |¢5,1) = [N — 172)0
Aso=—3v0(1+ N;4’7) |¢5,2) = [N —1,2),
Aoy ==3v0(1+7): [¢6,1) = |N,3),

donde en este caso definimos v = /(N + 6)(N — 2).

Con la base perturbada de eigenvectores ya podemos resolver la evoluciéon de un sistema de N
atomos. En este proyecto estamos interesados en la evolucién de dos estados iniciales muy usados
en la literatura: los estados simétricos mixtos y los estados simétricos de Dicke. El primer estado
ejemplifica un estado inicial en el que no existen correlaciones entre las particulas, mientras que en el
segundo estado propuesto existen correlaciones iniciales, incluso los 4&tomos se encuentran en un estado
enredado. De esta forma, planteamos estudiar el proceso de creacién y modificacién de correlaciones
durante el proceso de decaimiento, usando estados mixtos y de Dicke respectivamente.

El estado simétrico mixto estd dado por

~N—M 0
’pmlxed> = Q 0 M. (425)

Este estado consiste de M atomos excitados de un total de N, pero de los que no sabemos cuales

(M)

estan excitados o no. Usando la expresion ec. (4.16)) podemos reescribir pmixcd) en términos de la base

de decaimiento |a,§),,. Para luego reescribir al estado en términos de la base perturbada que hemos
mostrado arriba. Haciendo esto para el caso M = 3 encontramos que el operador de estado al tiempo
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tes
—2( y1o+ XV NFOI (N =2) (114'6)(1\7_2) wc)t
3k e~ (V10FN7e)E 3k, ¢~ 710t 3ka e (
|P<3>(t)) = |¢o1)+ IT 2,3) + 2T |G2.4) + = NN 1) |$a,3)
B Nt2— NTO(N=3)
3kse 2 (MOJF 4 %)t Ge—3(vio+ve)t
+ |pa,a) + |p6.,1) (4.26)

N(N —1) N(N —1)(N —2)

donde los coeficientes son

N+6F /(N +6)(N_2
Bi=1 k=N-1 k= FO0FVINFOW =2) (4.27)

N +6

Cabe recalcar que el operador |p(®)(t)) es solucién a la ecuacién para el caso I' > v, y que es
valido para cualquier nimero de atomos V.

Ya que tenemos el estado podemos calcular las observables del sistema, recordando que todo calculo
de valores esperados debe de hacerse en el esquema de interaccion y que cualquier observable de S (Cff’N )
puede ser reescrito en términos de los superoperadores colectivos. Como ejemplo de una observable
para el sistema tenemos el nimero promedio de excitaciones P que es igual a

S0 11
P(t) = <Z AR LAR (t)> =tr KA 1044 ¢1> |p(t))} , (4.28)
donde se ha usado que en el esquema de interaccién 65: ) (t) = ei"‘“’ot&(ir ). Para el estado simétrico
mixto de M =1, 2, 3, 4 podemos resumir los resultados mediante la expresion

mixto

(M) _ N-1 -y 1 —[r+(N—1Mt]
PN (1) — M[ e + e . (4.29)

De este resultado ya podemos tener una discusién sobre los aspectos fisicos que ocurren en el sistema.
Cuando los 4tomos no interactian entre ellos (y = 0), el promedio de excitaciones decae como Me~!"* lo
cual coincide con casos particulares ya estudiados [29]. Pero cuando los 4tomos interactian, el promedio
de excitaciones estd compuesto de una parte subradiante, que decae con una tasa I'—~ (que es menor a
I" la tasa de decaimiento de 4tomos sin interaccién), y una parte superradiante cuya tasa de decaimiento
es '+ (N + 1) (que es mayor a I'), el cual va decayendo mds répido conforme N incrementa. Vemos
que las tasas de decaimiento solo tienen dependencia con el niimero de 4&tomos y no con el niimero
de excitaciones atémicas iniciales. Notemos que inicialmente el estado no contiene coherencia alguna
entre los distintos atomos, pero conforme el sistema evoluciona la propia interaccién entre los atomos
mediado a través de los modos guiados empieza a crear la coherencia, lo que explica la aparicién
del comportamiento sub- y super- radiantes. Este efecto también ha sido reportado en atomos que
espacialmente se encuentran con separaciones menores a Ag en el espacio libre, pero la soluciéon usada
ha sido a través de métodos numéricos y para un nimero finito de 4tomos [6]. Cuando N > 1, la parte
subradiante de la contribucién Pgﬁld domina la evolucién (ya que el peso del término es (N —1)/N)
respecto a la aportacién de la parte superradiante (que contribuye con 1/N en la evolucién). Una
senial de que la parte subradiante domina la evolucién del sistema es que Pr(rﬁild(t) > Me Tt para
todo tiempo t. Ademaés, notemos que la contribucién de la parte subradiante con respecto a la parte
superradiante tampoco depende de M sino solo de N. Si N > 1 siempre tendremos estas contribuciones
sub- y super- radiantes lo que puede explicarse por el hecho de el estado inicial puede escribirse como
superposicion de estados sub- y super- radiantes.

Al observar la ecuacién (4.29) nos damos cuenta que tiene una forma simple. Esto lo podemos
explicar a través del formalismo de trayectorias cudnticas [33]. Bajo este formalismo, el decaimiento
atémico es modelado como la trayectoria del estado cuantico dado por una serie de saltos cuanticos
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aleatorios, y una evolucién Hermitiana entre saltos. El valor de expectacion de una observable se obtiene
sumando con distintos pesos el valor de expectacién de cada trayectoria. Como ejemplo, asumamos
como condicién inicial al estado |1)1|1)2. Consideremos la trayectoria en donde el primer 4tomo decae
a través del canal independiente de disipacién, por lo que el estado colapsa a |0)1|1)s, el cual puede
escribirse como

001112 = 5 (1021002 +10)1112) — 5 (11210)2 — 0}af1)2) (430)

El primer término en la suma es una estado simétrico de Dicke con una excitacién, el cuél es un estado
superradiante que decae como e~ ('t ¢l segundo término es un estado subradiante que decae como
e~ (M=t Se obtiene un anélisis similar si consideremos el decaimiento del segundo &tomo. Podemos
hacer un andlisis similar para un estado inicial de tres excitaciones |1)1|1)2]1)s. El primer dtomo al
decaer independientemente hara que el estado colapse a

0)1[1)2[1)s = %(\0>1|1>2|1>3 + [1)1]0)2|1)3 + |1>1\1>2\0>3) +

2 (10011211)5 = [11410)2115) + 2 (100112 15 — [D2/1)210)3) . (4.31)

El primer término es un estado simétrico de Dicke de dos excitaciones, el cudl es un estado superradiante
que decae como e~ (It27)¢: ¢] segundo y tercer términos son subradiantes, ambos decaen como e~ T =7t
Resultados similares se obtienen con el decaimiento independiente de los demdas atomos. La forma
simple de la ecuacién es una consecuencia de la trayectoria cuantica creada por el proceso de
decaimiento independiente, el domina cuando tenemos la condicién I' > ~, el cual puede escribirse
como una superposicién de estados con dos distintas tasas de decaimiento: un decaimiento subradiante
y uno superradiante.

La otra condicién inicial de interés es el estado simétrico de Dicke con M excitaciones. Este esta

dado por

N—-—M i

(M) = L A M—i—j
i) = % =i’ T
O=iti<M

(4.32)

y representa a un estado puro de M excitaciones en N dtomos, esto descrito mediante una superposiciéon
: . Us 4 s reescribir | o) \ \ s

de estados. Usando la ecuacién (4.16) podemos reescribir |pg;..., ) usando la base de decaimiento y la

base perturbada para calcular la evoluciéon. Nuevamente usamos como un ejemplo el caso M = 3,

donde la evolucién tomard también la forma (4.26)), pero en este caso los coeficientes son

3N —10+ /(N +6)(N —2)
(N +6)(N —2) '

hi=N-2 k=2 k== (4.33)

También para los estados simétricos de Dicke calculamos el promedio de excitaciones en el sistema
para M =1, 2, 3, 4 excitaciones. El resultado puede resumirse como

N-M+1 M1
PR = M|=— i R (4.34)

Similar al caso de los estados mixtos, ahora también tenderemos contribuciones sub- y super- radiantes
al decaimiento. Pero a diferencia del caso previo, ahora M determina el peso de las contribuciones pero
sigue sin tener efecto en las tasas de decaimiento. Notemos que cuando M = 1 no tenemos contribucién
subradiante: el estado inicial es un estado superradiante, y una vez que decae el atomo el sistema se
encuentra en su estado base. De manera general podemos apreciar que para los estados simétricos
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de Dicke se tiene chick)c(t) < M e para tiempos cortos. Y el decaimiento superradiante domina
inicialmente en la evolucién, pero a tiempos largos Péick)e(t) > M et y la parte subradiante empieza a
dominar la evolucién. Y a diferencia de los estados mixtos, vemos que cuanto mayor ntimero de atomos
consideramos, el estado superradiante dominard. De forma inversa, conforme consideramos un mayor

nimero de excitaciones iniciales vemos que es la contribuciéon subradiante la que va ganando peso.

4.2. Base de decaimiento para la emision total

El célculo de la base de decaimiento para L; y la introduccién de L. como una perturbacién fue la
primera propuesta de este proyecto para resolver el problema. Pero, otro de los resultados del proyecto
ha sido el obtener bases de decaimiento para el Lindbladiano total L + f/c, pero el precio a pagar es
que nos restringimos a un subespacio de & (E?N ) mucho més pequetio. Ain asi, tal subespacio contiene
los estados v (4.32). Por lo que podemos obtener soluciones exactas a la ecuacién maestra
para estos estados sin asumir ninguna constriccion a los valores de I' y . Lograr esto permite que
las soluciones obtenidas sean aplicadas a un mayor nimero de sistemas fisicos, como por ejemplo
dtomos acoplados a cristales foténicos (v/T" ~ 1) [14], y puntos cudnticos acoplados a gufas de onda
(7/IF —~] > 1) [I77). )

La idea general para resolver la ecuacion maestra sin constricciones es escribir a L como una
matriz en un subespacio de S (E?EN ), v encontrar los eigenvectores y eigenvalores. El subespacio que
usaremos es aquel que contiene la evolucién de los estados simétricos mixtos y de Dicke de a los més
M excitaciones. Para el caso M = 3, los estados mixtos y de Dicke pueden describirse considerando
solamente el subespacio generado por el conjunto

—21 A N—-20 AN-31 AN—-42 LN-30 4 52 A N-—
1 0
)

ANO AN—-10 AN N—41 ,N-— 63
{Qoo,Q o 1,Q 1 0, 0 2,Q 1 1,Q 2 0, 0 3,Q 1 2,Q 2 1,Q 3 0} (4.35)

En tal subespacio la matriz del Lindbladiano total L; + L. para el caso M = 3 toma la forma

0o -T — 0 0 0 0 0 0 0
0 r 5 —2r — 0 0 0 0 0
O(N—-1)yI'+ (N —-2)y —2v —I' — 2y —4y 0 0 0 0
0 0 0 2r ’y 0 -3r — 0 0
0 0 0 2(N —2)y2I' + (N — 2)v 4y —6y —2(T + 27) —4y 0
“ 1o 0 0 0 (N =3)y 2[4+ (N —4)9] 0 —2y —T — 4~ —9y
0 0 0 0 0 0 3r o4 0 0
0 0 0 0 0 0 3(N — 3)v 3T + (N — 2)y 4y 0
0 0 0 0 0 0 0 2(N —4)y 3T+ 2(N —4)y 9y
0 0 0 0 0 0 0 0 (N —5)y 3+ (N —6)7v]

Los eigenvalores y eigenvectores de la matriz anterior nos permiten obtener la solucién de los estados simétricos
mixto y de Dicke sin perturbacion.
Un operador de estado perteneciente al subespacio (4.35) tiene la forma

AN O AN-10 AN-21 AN-20 AN-31 A N—42
lp(t) = (@00 +ax()Q 0 1 +as(t)Q 1 0 +au(t)Q © 2 +o5(t)Q 1 1 +as(t)Q 2 0
AN=30 A N—41 A N—52 A N—63
+ar(t)Q 0 3 4+as(H)Q 1 24+ a0(t)Q 2 1+ aw(t)Q 3 0. (4.36)
Por tanto, en este subespacio el promedio de excitaciones es igual a P (t) = aq(t) 4+ 20u(t) + 3az(t).

En el apéndice |C| mostramos las soluciones analiticas de pAD para los estados simétricos y de Dicke con
M = 1,2,3. Para M = 1, las ecs. and coinciden con las ecs. and , obtenidas con
el método perturbativo. Cuando M = 2,3 la evolucién es igual a una suma de decaimientos exponenciales.
Cuando v < T solo dos decaimientos exponenciales son relevantes: e~ (=t y e~ THIN=1)]t y recobramos los
resultados obtenidos con la teoria de perturbaciones. Cuando la teoria de perturbaciones ya no es valida, para
un estado inicial simétrico de Dicke de M = 2 excitaciones, el decaimiento del promedio de excitaciones es una
suma de tres exponenciales. Vemos que tenemos los dos términos que aparecen en la teoria de perturbacion
més e 2T W=7t B el caso de un estado inicial simétrico mixto de M = 2 excitaciones, el decaimiento del
nimero de excitaciones es la suma de cuatros términos exponenciales. Se encuentran los tres que aparecen en
la evolucién del estado simétrico de Dicke més el término e BFHN =471t
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En la figura [f.2] se grafica el promedio del ntimero de dtomos excitados considerando como condiciones
iniciales los estados de Dicke y mixto con M = 3, N = 10 and v = 0.5T". En la evolucién de las curvas
puede identificarse dos pendientes, una pendiente identificada a tiempos cortos y otra pendiente para tiempos
largos. Para ambas condiciones iniciales, se observa que el comportamiento subradiante domina para tiempos
largos. Para los tiempos cortos la evolucién del estado simétrico de Dicke es superradiante. En la ﬁgura se
compard, para un estado mixto con M = 2 como condicién inicial, el niimero de dtomos excitados usando la
teoria de perturbaciones Ec. y sin usar la teoria de perturbaciones Ec. . Esto tomando el valor de
v = 0.8T". Cabe aclarar que bajo estas condiciones el uso de la teoria de perturbaciones ya no esta justificada,
sin embargo las curvas muestran que cuando N >> 2 no hay diferencia discernible entre las curvas calculadas
por métodos distintos (la teoria de perturbaciones y los resultados exactos). Cuando M = N =2y M = 2,
N = 8 los dos métodos muestran que el decaimiento es el mismo al principio y al final de la evolucién, y la
diferencia entre ambos resultados coincide con el intervalo en el que la parte subradiante empieza a dominar.
En la figura se repite la comparacién pero para el estado simétrico de Dicke de M = 2, la diferencia entre
ambos resultados nuevamente se da en el intervalo en el que la parte subradiante empieza a dominar.

]. esesoos
0 el T
_1 ~a \.\.\.\ ______________
g Llx< =
o \\\\ IS
Qﬂ _2 - < o =~
~ 1.04 \ﬁ§T§T§T~~ .\'\.\.\
5 T Tl
—31 0.00 0.05 0.10 0.15
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
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Figura 4.2: Promedio del ntimero de dtomos excitados, en escala logarftmica, como funcién del tiempo, y para el
estado simétrico de Dicke (linea sélida) y el estado simétrico mixto (linea punteada) para M = 3, N = 10, v. = 0.5T.
Como referencia se muestra el comportamiento considerando solo decaimiento independiente en los 4tomos . = 0 (curva
punteada-rayada). Para tiempos largos el decaimiento sub-radiante domina en ambos casos (estados simétricos de Dicke
y mixto). Para tiempos cortos, el estado simétrico de Dicke muestra un comportamiento super-radiante; mientras que
para el estado simétrico mixto la parte sub-radiante domina (ver recuadro).
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Figura 4.3: Promedio del niimero de dtomos excitados, en escala logaritmica, como funcién del tiempo y calculada
usando teoria de perturbaciones (linea rayada) y calculada sin aproximaciones (linea sélida). Se usé 7. = 0.8 y M = 2.
Las soluciones estan graficadas para N = 2 (linea gris clara), N = 8 (linea gris oscura) y N = 20 (linea negra). En

(a) comparamos las soluciones (4.29) y (C.4). En (b) graficamos las expresiones (4.34) y (C.3). Aunque las soluciones

perturbadas fueron obtenidas para 7. < I', los resultados parecen seguir siendo validos para N > 1.

Para todos los casos (M = 1,2,3, estados iniciales simétricos mixto y de Dicke) solo hay un término
subradiante que es igual a la exponencial e~ ("=t Este término siempre domina la evolucién cuando ¢ >
1/(N~). Notemos que este término aparece para todas las condiciones iniciales siI" # vy M > 1.

Dadas las soluciones encontramos algunos casos de interés. El primer caso es cudndo la interaccién entre
los atomos es méxima, es decir I' = ~. Esto implica que la ecuacién maestra solo describe la emisién
colectiva de los dtomos, y es igual a la ecuacién maestra superradiante [97]. Como ya se menciond, la ecuacién
(3-37) puede resolverse en el subespacio simétrico considerando los estados simétricos de Dicke como base [135].
Pero nuestro tratamiento en el espacio de Liouville usando la base de operadores simétricos y/o la base
de decaimiento nos permite obtener resultados no considerados anteriormente. Por ejemplo, cuando el
estado inicial es M = N = 2 obtenemos que el nimero de dtomos excitados es

PP (t) =27 (It + 1), (4.37)

que es un resultado que coincide con lo reportado en estudios anteriores [136], y lo cual nos da pauta para
validar los resultados obtenidos. Pero, considerar M = N = 3 nos da como resultado el valor

PO (1) = e (121t — 3) 4 641, (4.38)

el cual ya no se encuentra en la literatura.
Pero, un resultado fisico interesante es cuando la condicién inicial es un estado simétrico mixto (4.25]). Tal
estado ya no puede calcularse en el espacio de Hilbert como los resultados anteriormente mostrados y forma

parte de los resultados fisicos novedosos de este proyecto. Para la condicién inicial ’pgi)xed) con N > 2 (ver

ec. (4.25)) se obtiene

9 4 do—2(N-D)I't 9~ (N-2)I't 4o~ NIt

—+

Prieal®) = 2PN NI NN-D)WN-2) T W~ (N—2)N"

mixed

(4.39)

De esta ecuacién se desprende que para t — oo, el promedio de dtomos excitados ya no tiende a cero sino
que va a 2+ 2/N — 4/(N — 1), es decir llegamos a un estado con excitaciones atémicas y que ya no emite
fotones. Asi que hay una componente la cual es estacionaria (que no decae), cosa que no existe si tomamos
como condicién inicial el estado puro con M = N = 2, 3 ni para los estados de Dicke considerados. También
para M = 3 podemos observar que el estado tiende a un estado estacionario que no radia, ya que el promedio
de dtomos excitados satisface

lim P (t):3+£—i— 12
t—o0

. —_—. 4.4
mixed N -1 N N —2 ( 0)
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Cabe resaltar que a N > 1 la parte subradiante es la dominante, y en este limite no hay decaimiento.

Por completez, cuando la condicién inicial es el estado simétrico de Dicke p((hgke> con N > 2 (ec. (4.32))

el nimero de atomos excitados es

) 2(N —1)e TNt g2V
chic)ke(t) = - TTNZ3 (4.41)

esta solucidén al igual que las Ecs. ) v (4.38]) decae a cero cuando ¢ — co. Un caso a aclarar es el de v = I'/3
donde tenemos dos términos en la Ec (C.4) en las que el denominador parece hacerse cero (es decir, parece

haber singularidad por parte de las soluciones). Pero si tomamos el limite v — I'/3 nos daremos cuenta que el
limite estd definido y es igual a

_2rt

PO 2 STVHEDULYON —4) 4+ 3N +6] | 2(N° = N? —2N +2)e” 5 g 3T(V+DE
mixed( ) - 3N2 + N3 N3 )

(4.42)

lo cual asegura que las soluciones mostradas en estd seccién pueden asegurar un buen comportamiento ma-
tematico en un todos los casos de I', v. Nuevamente en el caso anterior, vemos que el resultado puede escribirse
como la suma de un decaimiento sub- y super- radiante, mas un término que es una exponencial multiplica-
da por el tiempo. Cuando ¢t > 1/(NT) el término subradiante, con razén de decaimiento (2/3)I', domina la
evolucion.

Como conclusion, el subespacio de operadores considerado en esta seccién es util para obtener la evolucién
de los estados simétricos de Dicke y mixtos para cualquier valor de tasas de decaimiento. En
contraparte, no nos permite tener la evolucién de cualquier otro estado simétrico con a los mas M = 3
excitaciones, como si lo permite el método perturbativo mostrado en la seccién anterior. Ejemplo de ello es la
superposicion de estados simétricos de Dicke con distintas excitaciones. La ventaja del método perturbativo
desarrollado en la seccién es que dado el nimero méaximo de excitaciones en el sistema el subespacio es
maés facil de obtener pues solo necesitamos de evaluar el mapeo en lugar de .

4.3. Propiedades del campo emitido

4.3.1. Fraccion de energia emitida en los modos guiados

Del promedio de excitaciones P(t) dado en (4.28) podemos obtener el promedio de las intensidades de
fotones emitidos en los modos radiados y los modos guiados. La relacién de P(t) con las distintas intensidades
de emisién son respectivamente [132]

Iraq(t) = (T —v)P(t), I,(t) = —(T — ) P(t) — dljiiit)

Si consideramos operadores de la forma (4.36) obtenemos que el valor esperado de la observable es I,.44(t) =
(T — 7)[e2(t) + 204(t) + 3as(t)]. Una relacién 1til para la intensidad en los modos guiados es [135}/178]

. . 1 00 _10 o1 11 00 11
I(t) = y{(J+(t)J-(t)) :fytr{<A00A10 + AP A + AQLALO +A01A“> |p(t))} ,

el cual nos permite obtener I,(t) = v[az2(t) + 204 (t) + 3ar(t) + as(t) + as(t) + as(t)]. Asociado a los prome-
dios de intensidad tenemos la fraccién de la energia que es emitida en los modos guiados. Esta fraccién estd
dada por [132]

Ug

_ , 4.43

f Urad + Ug ( )
donde Uy = hwo f Iy(t)dt y Uraa = fuwg f I,q4(t)dt son la energia emitida en los modos guiados y radiados,
respectivamente. Cabe recalcar que debido a la naturaleza indivisible de los fotones, aunque se hable de la
fraccién de energia emitida al canal guiado, este valor hace referencia a la probabilidad de que la energia total

emitida por los dtomos se propague a lo largo de la nanofibra y no hacia el espacio libre [8].
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Primero consideramos las soluciones obtenidas mediante el método perturbativo, para el cual tenemos el
promedio de excitaciones estados simétricos mixto y Dicke. Los promedios de excitaciones de estos estados
estdn dados por las ecuaciones (4.29) y (4.34]). Usando estos resultados encontramos

(M) y
. = — 4.44
fmlxed 1 [7\7 1};5/7 ( )
(M) N-—-M+1 _
X = — 4.4
dicke 14+ [7\7 _ 1};5/77 ( 5)

donde por simplicidad hemos definido 4 = ~v/(T" — ).

Para estados mixtos encontramos que la fraccién de energia que es emitida a la nanofibra no depende del
nimero de excitaciones M. Ademés, conforme aumenta el nimero de dtomos N la probabilidad de que los
fotones sean emitidos hacia los modos guiados va disminuyendo, y como caso limite el sistema no emite hacia
la nanofibra cuando N — co. En los estados simétricos de Dicke observamos que si hay una dependencia con el
numero de excitaciones M. Si las excitaciones iniciales aumentan encontramos que la fraccién de energia que
es emitida en la guia de onda disminuye. Pero, el sistema serd cada vez mds eficiente en la emisién hacia la
nanofibra conforme aumenta el nimero de dtomos N, siendo que todos los fotones seran emitidos en el modo
guiado para N — oo.

Lo siguiente a realizar es calcular la fraccién para las soluciones obtenidas sin el método perturbativo.
Para ello se usaron los promedios de excitaciones calculados para estados simétricos de Dicke y mixtos hasta
para 4 excitaciones. Tales cantidades se muestran en el Apéndice [C] donde por practicidad se ha omitido el
caso M = 4. Tales expresiones nos permiten extraer la fraccién emitida en la nanofibra de manera analitica.
Por ejemplo, para el caso de Dicke de 3 excitaciones tenemos

3(N —2)(N — 1)N7° 4+ (3N(4N — 7) + 8)7%2 + 3(5N — 4)7 + 6
3L+ (N =2)7]2+ (N = 2)7][1 + (N - 1)7][1 + N7

3 -
Vemos que la expresién es més complicada, pero para el caso N > 1 podemos hacer la aproximacién

PR SR E R

Si solo consideramos el primer término obtenemos el mismo resultado encontrado con el método perturbativo
¥ < 1, dado por . En la expresién anterior tenemos que el segundo término correctivo no depende del
valor de 7, solo depende del valor de N. En todo caso, el comportamiento de la fraccién descrito con el método
perturbativo predice con mucha precision el comportamiento general si consideramos una N muy grande, es
decir para sistema de muchos de atomos. Finalmente, es posible afirmar que el valor de la fraccién aumenta
conforme ~ lo hace, lo cual se explica por el hecho de que el sistema cada vez estd mas acoplado a los modos
guiados.

Se procedié a graficar las fracciones obtenidas como funcién del ntimero de atomos N. Esto para M =
1,2,3,4 excitaciones y un valor 4 = 1. Las curvas obtenidas son mostradas en la Fig. @, y muestran que
la fraccién sigue los mismos patrones observados con las soluciones del método perturbativo. Pero, ahora las
soluciones exactas nos muestran que la fraccion emitida en la nanofibra por los estados simétricos mixtos
depende de las excitaciones en el sistema M (comparar con la expresién obtenido mediante el método
perturbativo, donde la expresién no depende de M). Pero, caso contrario a lo que pasa con los estados de
Dicke, la fracciéon sera mayor conforme aumenta M.

4.3.2. Funciones de correlacion para el campo

Una forma de acceder y caracterizar al campo electromagnético emitido por los dtomos es a través de
fotodetectores que hacen uso del efecto fotoeléctrico, los cuales podemos modelarlos de la siguiente forma.
Supongamos que queremos detectar la intensidad del campo en un punto del espacio r y a un tiempo t. Para
ello podemos pensar en colocar un 4tomo en cierto estado inicial |i) en tal posicién. Detectaremos la radiacién
del campo al medir la corriente de electrones producido por la fotoionizacion del &tomo por parte de los fotones
del campo. Entonces, la probabilidad de detectar la radiacién del campo en la posicién r entre los tiempos t y
t + dt es proporcional a G (r, t;r,t') dt [179], donde introducimos la funcién de coherencia de primer orden

GV (r, ;') = (B (@, ) EP (¢, 1))
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Figura 4.4: Gréficas de la fraccién de energfa emitida a lo largo del modo guiado como funcién del nimero de dtomos
N en el sistema. Todas las curvas corresponden a un valor 4 = 1. (a) Estados de Dicke con a los mds M = 4 excitaciones
como condicién inicial. Se observa que la fraccién es menor para estados con mayor nimero de excitaciones iniciales. (b)
Estados mixtos como condicién inicial. Cuando el niimero de excitaciones en el sistema M crece, también el valor de la
fraccién incrementa en los estados mixtos. Los resultado muestran que en general los estados de Dicke son mds efectivos
para guiar la emisién de los fotones por el canal guiado que los estados mixtos. A manera que el nimero de 4tomos crece,
es mds probable que el sistema de los estados de Dicke emita toda la energia a través de la nanofibra. Caso contrario
ocurre con los estados mixtos en dénde el sistema tiende a dejar de emitir los fotones por los modos radiados.

el cual puede calcularse incluso si el estado inicial es un operador de estado. El mismo razonamiento es valido
para la probabilidad conjunta para n detectores, cada deteccién hecha en r; entre el tiempo t; y t; + dt;. Esta
probabilidad seré proporcional a G(™ (r1,t1;...;Cnytn; 1,815 .. Tny tn) db . . . dt, donde se define la funcion
de coherencia de orden n como

G (ry, trs . T b T, T ) = <EA(7>(r1,t1) B (e ) BT (1) E(+)(r;7t;)> . (4.46)
Para describir el campo emitido se suele considerar una funcién normalizada igual a

G (1, t15. . Ty b Y0, 1o T
g (r1 s T b T BT T) = (e b1 Ty T B3 Ty fn) (4.47)

VI, GO (v, tis v, 1) GO (v, ), 1))

objeto que llamaremos funcion de correlacion de orden n.

A continuacién presentamos el cdlculo de algunas de estds funciones para el campo emitido a la nanofibra,
es decir usando solo los modos guiados. Para ello consideramos nuestras soluciones exactas de la seccién [£.2]
Para el calculo serd 1til escribir el campo eléctrico en funcién de operadores colectivos. Para ello podemos usar
que en la dindmica Markoviana @

Go = QWZGZT&(_T)é(wa—wO).

Esto considerando que el campo se encuentra inicialmente en el vacié. Si usamos lo anterior en (3.53), y
consideramos las condiciones de nuestro modelo, podremos escribir al campo como

BE) (r,t) = k(r)e 0z, (4.48)

guiado

siendo k un vector, y donde hemos usado los operadores colectivos ([2.28))
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Funcién de correlacién de segundo orden

La funcion g(z)(t,T) = g(z)(r,t; r,t+ T nos describe la correlacién de las intensidades asi como la pro-
babilidad de detectar un fotén al tiempo t + 7 dado que previamente fue detectado uno en el tiempo ¢, en
una misma posicién r [180]. Para los modos guiados el campo puede ser aproximado como (4.48)), que al ser

sustituido en (4.47) nos da

0Pt r) = (A+(t):+(t+A7-)j,(t+j-)j,(t)) .
7 (S (@) - () (S (t+7)J-(t+ 7))

Cabe aclarar que la normalizacién usada en la expresién anterior, asi como en , es util cuando la intensidad
de emision de fotones es distinto de cero en toda la evolucién, ya que de lo contrario la funcién de correlacién
diverge. Como en nuestro caso la intensidad de fotones emitidos va decayendo a cero, es conveniente usar otra
normalizacién, y en el caso presentado en este trabajo es funcional usar la siguiente

e (O T4(t+ )+ 1) (0)
(- (0)J—(0))?

9@t ) = (4.49)

Sia g(z) lo evaluamos a 7 = 0 tendremos un punto de referencia para caracterizar las fuentes de fotones
individuales. Por ejemplo, una fuente cldsica de luz coherente produce fotones con estadistica Poissoniana y
satisface que 9(2)(0) = 1. Mientras que una fuente que produce un solo fotén en el tiempo se caracteriza por
g?(0) = 0. Podemos identificar una fuente pura de solo dos fotones por g (0) = 1/2, que es el resultado
que nos da un estado de Fock de dos excitaciones con una misma frecuencia [181]. En general, si observamos
la distribucién del arribo de dos fotones, 9(2)(0) nos describe que tan estrecha es la distribucién del arribo de
las dos excitaciones. Para ¢ (0) = 1 la distribucién de las detecciones serfa Poissoniana, donde la varianza
es igual a la media. Por tanto ¢‘®(0) > 1 o ¢™®(0) < 1 son llamadas super-Poissoniana y sub-Poissoniana
respectivamente pues implicarian que la varianza es mas grande o mas pequenia que la mediana. Cabe mencionar
que, aunque esta cantidad nos ayude a caracterizar las fuentes de fotones es un reto el hacer mediciones precisas
de estas cantidades, por lo que para la caracterizacion se suelen contrastar més de una funcién de correlacién.

Para el caso que estamos estudiando podemos usar el teorema de la regresién cudntica para calcular los
valores esperados de la forma [33]

(O1(1)Oa(t +7)05(1)) = t?‘{@(o)eLT [03(0) |p(1)) O1(0)] } :
Para nuestro caso tenemos O7 = j+ = Og y 0, = j+ J_. Asf se satisface
(Je @) Tt +7)J_(t+7)J_(t)) = tr{ Jpd et [J- [p(t) J1] }

006 a0 (4% At err (A% 4 A (418 4 A%
= trq | AP + A7 AP+ AL " A + AL AL+ A ) p(D)) ¢ (4.50)

donde también hemos escrito a la observable con los superoperadores colectivos. Para el estado general simétrico
de M = 3 excitaciones dado por (4.36) calculamos la funcién de correlacién de (4.49), y llegamos a la expresién

@ 4672[F+(N72)'y]7'
t, T = — {
g (t7) NI = 34][I' + (N = 3)v(n — 3)][co,2 + 20,4 + 30,7 + 0,3 + 0,5 + ao,8]?

18v(T — 37) (1 - eNW) [ow + as +ag + alo] — 6Ny2N T [6047 + 5ag + 4ag + 30410] +

2Nve™N7T (0 + Nvy) [3ar + 2as + ag| + Nel TV =307 ( — (L =39 [T+ (N = 3)y][os + as] —
(T 4+ Nv)as + 3ar + 2as + ag] + N72[3a6 + 3ar + 2as + ag] + Y'[6as + 12a7 + 8as + 4]
+37°[~3a6 + 3a7 + das + Hag + 60410]) } ) (4.51)

IDebido a la forma de nuestro campo (4.48)) la expresién anterior no depende del detector dentro de la fibra éptica.
Asi que omitiremos la etiqueta r
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donde ap; = a;(t = 0). Ademds, cabe mencionar que la dependencia temporal estd en los coeficientes o; =
a;(t), ya que estas codifican la evolucién en el operador de estado |p(t)).

El resultado anterior es general para el subespacio (4.35), y lo podemos aplicar a las soluciones exactas
obtenidas mediante el método de la seccién 2] El primer caso que podemos evaluar es el estado simétrico de
Dicke con M=2 excitaciones como condicién inicial. En este caso obtenemos

) — N —2[[+(N—=2)7]t—[T+(N—-1)y]7
g?,dicke(tzT)—me [+ )7IE= 0+ T (4.52)

Nétese que gfgmke(o, 0) = N/[2(N —1)] < 1 para todos los valores del dominio de N > 2. Y para N — oo lo
anterior se acerca a 1/2. Mientras que al tomar el estado simétrico mixto como estado inicial, el resultado al
que llegamos es

IS o (t,7) = NI (A (4.53)

Ahora tenemos gé?zmxm((), 0) =1, lo que implica que la emisién a lo largo del canal guiado es la de una fuente

con estadistica Poissoniana, independientemente del ntimero de atomos N. Este caso M = 2 nos permite darle
una clara lectura a la funcién de correlacién. Notemos que entre y sélo hay una diferencia en la
amplitud. Esta amplitud afecta la probabilidad de deteccion del primer fotén emitido por el sistema atémico.
Pero después de que el primer fotén es detectado, el sistema asume un estado superradiante, independientemente
de la existencia de correlaciones previas (estado Dicke) o no (estado mixto).

El siguiente calculo que se realizé es la de sistemas con M = 3 excitaciones iniciales como condicién inicial.
Para el estado simétrico de Dicke de tres excitaciones obtenemos

[1‘\ + (N _ 1),7]67[3F+(3N74)'y]t7[21"+(2N7l)'y]'r

2(N—-1) {6—3[F+(N—3)v]t—z[r+<N—2>w1r N

(2)
: t, T = X
T T+ (V5 + (V3]
(IP -+ (N = 3™V — 57 2643707 4 [0 ( — 557 ) } , (4.54)
y de manera mas puntual se cumple que
@) 2(N-1)
) =—2 4.
93, dlcke(07 0) 3(N _ 2) ( 55)

el cual es igual a 1 para N = 3, por tanto el sistema totalmente excitado emite fotones con una estadistica
Poissoniano, pero el valor de la correlaciéon es menor a 1 para N > 3. Finalmente, también es posible obtener
expresiones analiticas para el estado simétrico mixto de tres excitaciones, cuyo resultado es igual a

0@ ) = 4e BIMH(N=3)]t 2N =3[ -9 NYE—[P+H(N=1)7)7 _ 2(N — 3)7@N«,t7[2r+(w74)7]7
8, mixtod ™ 3N I'2 — 87T + 1572 -3y
+N[F2 (N =6 — (N+7)y°] 67"+ (N —1)9] e~ [T+(N=1)3]7 _
[y = 59][I" + (N = 5)] [+ (N =3+ (N = 5)9]
6y 2 (N=2)4]7
4.56
T+ (N—3n° ) (4.56)
que se reduce a
4
95 mixto(0.0) = 3 . (4.57)

lo cual nos da una fuente con estadistica super-Poisonniana independientemente del valor de N.

Funcion de correlacion de tercer orden

El céalculo de la g<2) nos ayuda a caracterizar nuestra fuente de fotones. Pero debido a que su medicién
puede no ser precisa para varios sistemas, el calculo de la ¢®® también puede ser 1til en la caracterizacién
de la fuente. La funcién g(3)(t, Ti,T2) = g(g)(r7 t;r,t + 7151, t + 71 + 72) nos da la probabilidad de realizar, en
una misma posicién, una fotodeteccién al tiempo t + 71 + 72, dado que se midi6 un primer fotén al tiempo
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t y otro segundo al tiempo ¢t + 7. A parte de lo anterior, otra descripcién que podemos hacer usando estd
funcién es para una fuente de luz donde dominan componentes de dos fotones se satisface que g(2)(0) >1y
g®(0,0) < 1 [181].

Para los modos guiados la funcién de correlacién a tercer orden (considerando la normalizacién antes
mencionada) estd dada por

A~

<J+(t)j+(t + 7'1)j+(t + 7 + Tg)jf(t + 71+ Tz)jf(t + T1)j7(t)>
(J+(0)J-(0))?

g

tv T1, TQ) =

, (4.58)

considerando mediciones en una misma posicién. Aqui no podemos hacer lo hecho con g(2). Por tanto, nos
limitaremos a calcular ¢®(t,0, 0). Nuevamente, usamos un estado de la forma (4.36). Recordemos que la
dependencia temporal de la evolucién se encuentra codificado en los coeficientes «;. Asi, de manera general
obtenemos

36[arr (1) + as(t) + ao(t) + cao(t)]

Gt 00 = 4.59
9760, 0) [@o,2 + 20,4 + 3,7 + 0,3 + 0,5 + o83 ( )

Lo anterior lo evaluamos en nuestros dos casos de interés. Recordemos que al ser una funcién ligada a la
fotodeteccion de tres fotones, solo podemos aplicarlo a estados de M = 3 excitaciones iniciales. Primeramente,
para el estado de Dicke de tres excitaciones obtenemos

2N(N —1) —sirs(v-s)ye

(3)
e, 0,0) = 4.60
gS,dlee( » Y ) 9(N 2)2 ( )
que para t = 0, el valor es menor a 1 para N > 3. Para el estado mixto de tres excitaciones la expresion es

igual a
4 _ _
gé?iniXto(u 0, 0) _ 36 3[4+ (N—-3)~]t 7 (461)

que a t = 0, no hay valor de N que haga que gé‘?’imxto <L

4.4. Caso particular: N=2

Finalizamos esté capitulo resolviendo un caso ya estudiado que es un sistema atémico de dos dtomos [41/29].
Atn asi, poner aqui las soluciones al problema con los métodos ya introducidos serd muy ttil para contrastar
los resultados de la dindmica Markoviana con las que mostraremos en el siguiente capitulo. Para mayor claridad
en los resultados, trabajaremos con la base de los operadores colectivos . Ya que podemos tener a lo mas
dos excitaciones trabajaremos en el subespacio

G35, got, ¢v0, g0y, (4.62)
en donde el Lindbladiano toma la forma,
0o T v 0
o - _ |0 -T" —y 2T
L;+L.= 0 —y -I' 2y (4.63)

0 0 0 -=2r

Esta base, al menos para N = 2, nos permite una facil lectura de los resultados. Supongamos que tenemos un
operador de estado escrito de la siguiente forma

A 00
02

p(1) = POO3 0 + PO®Q0 T +2P ) 1)1 0 + PP (1)0 (4.64)

Entonces el coeficiente P es la probabilidad de que el sistema atémico tenga M excitaciones. Si M = 0
tenemos que ambos &tomos estan en el estado base. Y P9 (t) = <&$)6£2)) es la correlacién entre ambos
atomos, cuya valor distinto de cero nos permite saber si hay fenémenos de sub- o super- radianza, como los
discutimos en la seccién B.1.41
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4.4.1. Una excitacion atomica

Para una excitacion atémica podemos distinguir entre estados mixtos simétricos y estados de Dicke como
condiciones iniciales. Respectivamente estos estados estan dados por

A10 A10  A01
@) = Q8T ) = @87 + Q1.
Asi, la solucién del problema con las distintas condiciones iniciales es
It ~20 _Tt ~10 _ ~01
[ea®) = [1—e T eosh(r] Q88 + e M eosh(11)@b Y — e sinh(0Qth  (4.65)
pﬁl.ike(t)) = 1= T Q00 e TENIQOT 4 e‘(”WQ? 0 (4.66)

Notemos que en el caso v = 0, que es cuando no hay presencia de la nanofibra la probabilidad de tener una
excitacién atomica decae de la misma forma en ambos estados, aunque el estado de Dicke tenga correlacién
iniciales y el estado mixto no. Cosa que cambia al tener v # 0. Si observamos la correlacién entre dtomos
verfamos que para el estado de Dicke siempre serd positiva, mientras que el estado mixto tendra una correlacién
siempre negativa. Es mas, la correlacion del estado mixto tenderd a un valor estacionario a ¢ — co cuando
v = I'. Esto repercute al comparar las probabilidades de tener una excitacién atémica con el de un sistema
independiente (v = 0). Verfamos que la presencia de la fibra permite un decaimiento superradiante para el
estado de Dicke. Mientras que en el estado mixto siempre serd subradiante. Y llega a un valor estacionario
cuando se tiene el acoplamiento perfecto con la fibra. Esto tltimo podemos explicarlo a través de la ecuacién
(4.30). El estado mixto de dos d4tomos y una excitacién estd compuesto de una mezcla estadistica clasica de
estados que pueden escribirse como estados de Bell [UH)) = (Je1ga) £ |gie2))/v/2. El estado [ ) es lo que
denominamos un estado de Dicke. Y como vemos este decae a cero en la fibra. Pero el estado |¥(7)) decae
debido a los modos radiados. Y cuando no los consideramos este estado es estacionario. Por tanto vemos que
para el caso del estado mixto, la nanofibra actiia como un filtro que a tiempos largos solo nos da la evolucién de
|\II(_)>. Esta explicacion puede generalizarse de forma que justificamos de manera similar nuestras soluciones

£ v {10,

4.4.2. Dos excitaciones atémicas

Cuando tenemos a los dos 4tomos inicialmente excitados solo tendremos como condicién inicial
A00
2
1p?(0)) =Qoz,

cuya evolucién en el proceso de emision total estd dado como

|p(2) (t)) _ 2671—% (F2 —+ 72)[(308}1(1_‘75) — COShi_"‘);t)] +22’Y[F smh(’yt) — ’ysmh(f‘t)] Q\g 8 + e,QFtQAg g
-
1 (T? + %) cosh(~t) — 2Dy sinh(vt) — (T2 +~+2)e Tt 110
oot (L7477 cosh(vt) 1“2172(w (C4)e” 589
r— 2 —(T—y)t _ T 2 —(T+~)t AT —2Tt
T =9)e T +7)e a0y 590 (4.67)

1“2_,-}/2

La solucién anterior parece estar indefinida para el caso I' = =, pero en el limite se tiene

lim |p(2) ) = [1 —e M1+ 2fyt)] Qo 60 + 2yte ™7 (Qé(l) + QA(l) é) + 672“(:28(2) . (4.68)

F—~

Lo primero a resaltar del resultado, es que la probabilidad de tener dos &tomos excitados no depende del
acoplamiento de los atomos a la fibra. En todos los casos tendremos P2(2)(t) = ¢ %' 1o cual no pasa con
Pél)(t) que si depende de T, 7. La lectura que podemos dar a esto es que, la aparicién de cambios en las
tasa de decaimiento surgen después de que un primer fotén haya sido emitido. Esto para un estado inicial
totalmente excitado, tal como se explica en la seccién [3.1.4 Esta dependencia podemos relacionarla con la
correlacmn entre los dtomos (af) £2>) A ~ =0 la correlacién entre los 4tomos es cero para todo tiempo. En
la Fig. |4.5| vemos que conforme v empieza a aumentar, la correlacién empieza tomando valores positivos para
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luego tomar valores negativos. De las expresiones podemos asegurar que siempre las correlaciones tenderan a
cero a tiempos largos. Finalmente a v = I" la correlacion es siempre positiva, por lo que podemos concluir que

el sistema presenta efectos de superradianza en este caso.

0,175_ ::f,:“ RN f_)/: 1

' ‘\ —w= 5 =095
0.150 7 \ — 5 =().45
0.1251 v T =0

0.100

.,
L]
....."'-F.ll-l-l.l.l.n-—-.—

..-
'l—--—---.-—--—--—
)

3 A 5

Figura 4.5: Grafica de las correlaciones creadas en la evoluciéon de dos atomos totalmente excitados,
con ¥ = v/T' € [0,1]. Para dtomos desacoplados nunca hay correlacién. Conforme % aumenta, la
correlacién empieza a tomar valores positivos cada vez més grandes y conforme pasa el tiempo la
correlacién tomard valores negativos cada vez méas pequenos. A tiempos largos la correlacién tiende a

cero. Para 7 = 1 la correlacion siempre es positiva.

Como comentamos, esperamos ver los efectos de la correlacién en la evolucién de PQ(I) (), ya que la proba-

bilidad de dos excitaciones no varfa. En la Fig. [f.6a] podemos ver que la maxima amplitud de esta probabilidad
es para v = 0 que es cuando la correlacién entre dtomos es cero. Y conforme v — oo, la amplitud va disminu-

yendo. Por tanto, para observar los efectos colectivos nos fijaremos en la pendiente de la probabilidad de tener
una excitacion, P(l)(t). Este valor lo podemos considerar como una tasa de decaimiento, lo que nos motiva a

introducir una tasa de decaimiento efectiva definida como
off d )
(1) =~ PO () (4.69)

En la Fig. graficamos la tasa de decaimiento efectiva para el caso de dos excitaciones. Vemos que en el
caso v = [ la tasa tienen un valor maximo instantdneo que rebasa el maxima del caso v = 0. Este hecho lo

tomaremos como un signo de superradianza, pues es el acoplamiento de los 4tomos lo que permite que haya
un decaimiento mas rapido. Conforme 7 empieza a variar desde cero, vemos que el méximo de la tasa efectiva
nunca supera el del caso independiente. A este hecho lo consideramos como un signo de subradianza. Pero hay
un punto en que esto se revierte, pues conforme v — I' el sistema empieza a ser superradiante. Atin asi para

ningin valor de v el maximo de las tasas efectivas exceden al del acoplamiento perfecto v =T
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Figura 4.6: Gréficas obtenidas a partir de la probabilidad de tener solo una excitacién atémica en el
sistema, para distintos valores de ¥ = /T" € [0, 1]. (a) Probabilidad de una excitacién atémica. Vemos
que la maxima amplitud se da cuando los atomos estdn desacoplados, y el menor valor es cuando
tenemos atomos con acoplamiento perfecto. Para saber si las emisiones son mas rapidas o lentas
debemos de conocer la pendiente de esta curva. (b) Tasa de decaimiento efectivo, que es igual a menos

la derivada de P2(1) (t). Un mayor (menor) valor de esta variable implica una emisién més rapida (lenta)
del sistema atémico. Observamos que se alcanza una tasa efectiva maxima cuando v = I' comparado
con la emisién independiente v = 0. Lo que consideramos como una marca de superradianza. Pero para
algunos valores v el maximo no supera nunca la maxima tasa efectiva del decaimiento independiente.

Esto implica la presencia de subradianza.

4.4.3. Enredamiento entre atomos

Cuando hablamos de correlaciones entre dtomos es imposible en no pensar en enredamiento cudntico, el
cual surge debido a la interaccién entre los subsistemas. Ya que tenemos emisores cudnticos interactuando a
través de un campo electromagnético comtn es natural en pensar que los subsistemas deben de enredarse. Atun
asi introducimos hasta este caso el enredamiento, ya que el cuantificarlo es muy complicado y no existe una
medida o variable que sea estandar para medirlo. Excepto para un sistema bipartito puro, o un sistema bipartito
mixto de qubits. Debido a que una de nuestras hipétesis para la dindmica Markoviana es que despreciamos el
enredamiento entre el sistema atomos-campo, lo inico que nos queda es cuantificar el enredamiento entre los
dos emisores.

Ya que el estado de nuestro sistema atémico estd descrito por operadores, usaremos la concurrencia
definida en la seccién para nuestro propésito. Dado un estado de la forma , si usamos la base
{]0102), [0112), |1102), |1112)} podemos escribir al operador de estado con la forma matricial

POY(t) 0 0 0
0 PY(ty2  prleo) 0

pn={ o ey powm o |- (470)
0 0 0 PP ()

Cabe aclarar que estd matriz es un poco general, pues suponemos que la correlacién entre dtomos es una
funcién compleja. Pero lo escribimos de este modo ya que los resultados que obtengamos en esta seccién lo
retomaremos en el siguiente capitulo. Dada la matriz, tenemos que calcular los eigenvalores de

PO PO 0 0 0
(1)2 (eg) |2 (1) pr(eg)
(1) o 5@ [y () o A2 — 0 PM2 /44 |pld)| PO P9 /2 0
p) (Uy ®ay ) p) (Uy QK Gy ) = 0 P(l)P(eg)/2 P(1)2/4+ ‘P<eg)|2 0
0 0 0 PO p@)
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Para lo anterior tenemos los eigenvalores
P 2 P 2
A\ = < + |P(89)| , o = _ ‘P(eg)| , As,4 = PO p@

Debido a la definicién de la concurrencia (2.49)), la tinica forma de que lo anterior sea distinto de cero es tomar
A1 > Az, 4. Asi tendremos que

P P
€ =méx (0, —— + |Po| - - P9 | — 2V PO PR (4.71)

Empezando con el caso de M = 1 excitacién inicial, vemos que podemos asegurarnos que P(*) > 2p(9)
para todo tiempo. Y ya que P®(t) = 0, entonces la concurrencia es igual a C(t) = 2|P9(t)|. Entonces,
para el estado de Dicke tenemos Ci dicke(t) = e~ T+t Fgte resultado concuerda con la condicién inicial
cuando tenemos un estado de maximo enredamiento, lo que implica C = 1. Pero de manera curiosa, cuando el
acoplamiento entre 4tomos y nanofibra es cada vez mas fuerte entonces el enredamiento entre 4tomos decae a
cero cada vez més rapido. Otro resultado atin més sorprendente es el caso el estado mixto con Ci mixed(t) =
e 1t sinh(vt). A t = 0 la concurrencia es igual a cero, lo que concuerda con la condicién inicial. Pero notemos
que conforme v — I'; el enredamiento comienza a ser mayor, y comienza a decaer cada vez mas lento. Hasta
el acoplamiento perfecto, cuando la concurrencia es C = 1/2 y es estacionario. Es decir, este sistema en la
dindmica Markoviana genera un enredamiento estacionario.

Para dos excitaciones podemos empezar evaluando el caso de acoplamiento perfecto. Cuando v = I" tenemos

Ca(t) = méx (0, 2yte™ 7 — 2e7 /1 — e~ 2t (1 4 271&)) . (4.72)

Lo anterior es distinto de cero si vt + 1 > €*, lo cual nunca ocurre. Por tanto la concurrencia en este caso es
cero. Notemos que esto es sorprendente pues como observamos en la Fig. la correlacién alcanza su maximo
en este valor. Otro caso que podemos calcular directamente es el de atomos desacoplados, v = 0. Para este
caso el estado tendra coeficientes iguales a

PO =1-e"?,  PPW=22"01-e"), PO =0, PP@)=e""",

el cual nos llevara a qué la concurrencia es cero, como cabria esperar. Finalmente, para casos mas generales
podemos evaluar la expresién concurrencia como se muestra en la Fig. [f.7] en donde vemos condiciones en las
que el enredamiento entre atomos existe. Conforme ~ va aumentando a partir de cero, los &tomos empiezan a
enredarse pero en un tiempo que decae rapidamente. La magnitud del enredamiento comienza a incrementar
asi como el tiempo que dura, hasta un valor méximo. A partir de cierto valor de = el enredamiento empieza
a decrecer tanto en amplitud asi como en tiempo, hasta ser nuevamente cero para el caso de acoplamiento
perfecto.
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Figura 4.7: Grafica de la Concurrencia entre los dos 4tomos, para el decaimiento de ambos inicialmente
excitados, para distintos valores de ¥ = «/I" € [0,1]. Para 4 = 0, el enredamiento es cero. Vemos que
conforme 7 crece, el enredamiento aparece, y su amplitud como tiempo en que decae crece también.
Esto sucede hasta cierto valor de 7, a partir del cual el enredamiento empieza a decrecer, hasta ser
cero para el caso de acoplamiento perfecto v = 1.



Capitulo 5

Sistema no-Markoviano

Para el desarrollo de las redes cudnticas, necesarias para las tecnologias cuédnticas, se requiere que pueda
haber un acoplamiento entre sistemas cuénticos a distancias cada vez mas largas. Una plataforma que puede
habilitar esto es el uso de la nanofibra, y en general las guias de onda |15}|23]. Pero los resultados y los métodos
mostrados en el capitulo anterior mediante una dindmica Markoviana dejan de ser validos cuando la separacién
entre los emisores es ~ ¢/T", que implica ordenes de magnitud macroscépicas (centimetros o mayores). A estas
distancias y debido a una velocidad de propagacién finita del campo electromagnético dentro de las guias de
onda, los efectos de retardo empiezan a ser relevantes en la dindmica. Como mostraremos en este capitulo,
ya no podemos suponer que el enredamiento entre los emisores y los modos del campo puede ser despreciado,
por tanto la aproximaciéon de Born ya no es posible de asumir. Es asi que la ecuacién maestra en la forma de
Lindblad ya no describird adecuadamente la dindmica (como en el capitulo anterior), por lo que consideraremos
el espacio de Hilbert completo del sistema atomos-modos del campo. Esto implica lidiar con los infinitos grados
de libertad para el campo. Todo esto nos restringe a estudiar un sistema de pocos dtomos, como seria N = 2
particulas. Este es el Unico sistema atdmico con retardo que puede tener estados totalmente simétricos, ya
que el Hamiltoniano serd totalmente simétrico ante cualquier permutaciéon de particulas si y sélo si todos los
atomos tiene la misma separacion entre si, cosa que solo sucede ante el caso mencionado.

Asi, consideremos un sistema de dos emisores cudnticos de dos niveles. Para dar un tratamiento mas general
al problema, diremos que estos estan acoplados a una guia de ondaﬂ Ambas particulas tiene una frecuencia de
transicién wo entre el estado base |g) y el estado excitado |e). Alrededor de la guia de onda podemos describir
al campo electromagnético mediante dos conjuntos de soluciones para la ecuacién de Helmholtz: los modos
guiados y los modos radiados [132]. Los modos guiados permiten que los emisores cudnticos interactien entre
ellos independientemente de la distancia que los separe. Asi que estos modos nos permitiran estudiar los efectos
que se producen en la evolucién por el retardado que sufre un fotén al viajar de un atomo a otro. Por tanto
vamos a usar el Hamiltoniano , en donde supondremos que Gor = go(7r, qﬁr)e*k‘lz”' siendo z, la posicién
del r-ésimo emisor con operador atémico &Y) = |e)r(g|. Ademds denotaremos a la constante propagacién sobre
el eje z como kaEI . Las suposiciones hechas funcionan para la plataforma de nanofibras donde el acoplamiento
estd dado por @, pero al mismo tiempo nos da pauta a hacer una tratamiento mas general. Para que
el Hamiltoniano sea totalmente simétrico, consideraremos que ga(r1, ¢1) = ga(r2, $2) = ga, lo que implica
que ambos atomos tengan las misma distancia radial 7 y el mismo angulo azimutal ¢. Bajo estds condiciones
obtenemos

2
Hwe = —ihz Z gaérf:)&ae_m"‘teika’zT +Hec.. (5.1)
r=1 «

Recordemos que en la ecuacién (3.24]) usamos « para identificar a los modos guiados si @ = p y a los modos
radiados cuando o = v. En este capitulo solo consideramos los modos guiados de forma que v = I'. Para

IEjemplo de estas gufas de onda son nanoalambres plasménicos [182}[183], cristales foténicos [22,|184], nanofibras
Opticas |169,/185| y circuitos superconductores [186].

2Esta variable es la misma que 8 de la seccién Y motivados por la expresién (3.49) podemos hacer la relacién
ko = fwa/vg.

7
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simplificar las operaciones vamos a considerar, sin perdida de generalidad, que z1 = —z2 = d/2, siendo d la
separacién entre los 4tomos. Finalmente, al igual que en la seccién@cuando tenemos N = 2 podemos obtener
soluciones para M = 1, 2 excitaciones.

Figura 5.1: Dos atomos tienen la misma direcciéon de momento dipolar y frecuencia de transicién
wo. Ambos estdn acoplados a una guia de onda en las posiciones 21,2 = £d/2. Los emisores pueden
interactuar entre ellos a través de los modos guiados del campo electromagnético.

5.1. Sistema atémico simétrico con una excitacion

A continuacién se mostrard el problema y la solucién para un estado simétrico de dos 4tomos con una
excitacién. Estd soluciéon ha sido desarrollada por Kanupriya Sinha y colaboradores en el articulo . Ocu-
pamos este caso para introducir los métodos usados en este capitulo ya que el problema de una excitacién
contiene un menor ntmero de grados de libertad. Como condicién inicial simétrica vamos a considerar el
producto de un estado de Dicke de una excitacién y el campo en el vacio. Este estado es representado por
[41(0)) = (lerge) + |g1e2)) ® |{0})/+/2 donde |{0}) representa el vacio del campo electromagnético cuantizado.
Debido al uso de la aproximacién de onda rotante (RWA), uno de los valores conservados del sistema cuantico
es el total excitaciones atémicas mas las excitaciones del campo. Este hecho nos ayuda a proponer para todo
tiempo la siguiente forma del estado

[ (1) {Zb“ 5 +an<t>a2} 2, (5:2)

en donde b (t) es la amplitud de probabilidad de que el s-ésimo dtomo este excitado, y ca(t) es la amplitud de
tener una excitacién del modo . Acorde a nuestra condicién inicial tenemos a t = 0 que se satisface b*)(0) =
1/v/2 y ca(0) = 0 para todo o. Ademds denotamos el estado base del sistema total como |@) = |g1g2) @ [{0}).

La dindmica del sistema cudntico estd dado por la ecuacién de Schréodinger en el esquema de interacciéon
, el cual nos dard un sistema de ecuaciones diferenciales para encontrar las amplitudes de probabilidad
del estado . Por tanto, lo primero a calcular es la acciéon del Hamiltoniano al estado propuesto ,
lo que nos da

Hint W t) = ZZ l_Zb(s)(t)g;e—ikazreiAata_Y)a,f)&L +Zcﬁ<t)gaeika2re—Aat (T)&a&};] |)

B

= ZZ[ b (t)gre” HereiBatal 4 e (t)g aeikame—Aat&g)} @),
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en donde hemos usado que 6@6@@) = 0rs|9) ¥ Galp|@) = (aBaa +0a3)|9) = dap|D). Al tener en cuenta lo
anterior en la ecuacién de Schrédinger y al agrupar en término de los estados vectores, obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales

b("")(t) = - Z gueik"“z’"e_m“tca(t) , (5.3)

Calt) = gae'®e'Y e hemp(p), (5.4)

T

Cabe resaltar que, en principio el sistema de ecuaciones tiene un infinito nimero de ecuaciones acopladas. Esto
porque en la ecuacién , la amplitud de probabilidad b(") estd acoplada con todos los modos a que es una
variable continua.

Pero es posible desacoplar el ntimero infinito de ecuaciones de la siguiente forma. Primeramente integrare-
mos la ecuacién lo que nos da

t
Ca(t)z/ dt,g:;eiAat Z —iko zr b(r) Zg* —zkam/ b(r>(t—T)6iAa(t7T)dT, (5‘5)
0

T

en donde hemos hecho el cambio de variable t' = ¢ — T' y hemos usado la condicién inicial ¢, (0) = 0. Luego,
sustituimos la ecuacién (5.5) en (5.3)) para obtener

b(r) - Z/ dT b(s _ zon Z |g |2 —iwq T 'Lkn, (zp—2s) ) (56)

En estd parte es importante enfatizar que hemos pasado de un sistema acoplado de infinitas ecuaciones dife-
renciales, a un sistema de dos ecuaciones integro-diferenciales para bV (t) y b (¢). Lo que nos falta calcular
en la expresién anterior es todo el término dentro de la suma de modos a, cuyo resultado se puede consultar
en el Apéndice Si introducimos 7, la tasa de decaimiento a los modos guiados que es el mismo que se usé
en la dindmica Markoviana, y 7 = |z» — zs|/vg es el tiempo que le toma a un fotén de ir de la posicién z, a zs,
viajando dentro de la guia de onda con velocidad de grupo vy, la ecuacién es igual a

W) = f%b(”(t) - %ei%@(t —1)O(t—1);  s#T. (5.7)
Donde ademés introducimos ¢ = woT, que es una fase que acumula el campo a consecuencia de la distancia
entre dtomos, y O(t — 7) la funcién escalén de Heaviside nos asegura que la retroalimentacién del campo a los
atomos solo es posible a tiempo mayores que el retardo. Por tanto, tenemos una ecuacién en donde el r-ésimo
emisor experimenta una retroalimentacién del 4tomo b®) en un tiempo retardado t — 7.

La ecuacién describe un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo entre b (¢) y b (). Uno de
los métodos para resolver tales sistemas de ecuaciones es usar la transformada de Laplace, lo que nos permite
convertir el sistema anterior a uno algebraico [187-189]. Para una funcién f(¢) denotaremos tal transformacién
como L(f(t)) = f(s). Bajo la transformada de Laplace, se tienen las siguientes identidades

L(f®) =sf(s) = f(0),  L(f(t—a)Ot—a))=e""f(s).

Aplicando las reglas anteriores a la ecuacién (5.7) y considerando las condiciones iniciales b (0) = 1//2
llegamos a
1

) = 75 = =3 B+ TEG)], r A

Lo anterior al ser un sistema algebraico es més ficil de resolver que el sistema diferencial, y tiene como resultado

1 1

7(m)
b () \/§8+ _,'_’Yewse st °

(5.8)

Ya que queremos una solucién en el dominio temporal y no en el espacio transformado, realizamos la
transformacién inversa de Laplace a nuestra solucién anterior. Bajo la forma (5.8)), la opcién seria hacer la
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transformada inversa de manera numérica. Para poder obtener una expresién de la transformada inversa, pri-
meramente escribiremos la fraccién en ([5.8) como una expansién en fracciones de polinomios. Esto lo logramos
usando la siguiente formula [190)

1 1 1
h(z) Z h(aw) z — ak (5.9)

k

donde h’ es la derivada de la funcién h(z) y a; representa los polos de la fraccién. En nuestro caso, los polos
son encontrados resolviendo la ecuacién caracteristica

Wi(=r) gl
ML —7’“ 7 (5.10)

s+%+%€i¢67”=0 - Sk = —

en donde Wy denota la k-ésima rama de la funcién W de Lambert. Estas ramas estdn definidas para todos
los ntimeros enteros, de forma que al hacer la expansién la etiqueta k € Z [191]. Ademds por simplicidad

definimos r = yTeW/ 2+i¢ /2, y por convencién introducimos la variable v, = —2sj, considerando que los polos
encontrados ‘actuardn como tasas de decaimiento’. Asi, se satisface que

1 Ay 1
T L A aid—er ; Ay = ———F—— . 5.11
s+ 2 4 JeitesT Z s+ L P T Wa(—r) (5.11)

2

La forma anterior nos permite usar la siguiente identidad para la transformada inversa de Laplace (denotada
como £71)

£‘1< ! ):e“t, (5.12)

con a una constante. De esto se desprende que

@) =7 () = %z—l (s:%) :% S A2, (5.13)

k=—o00

Finalmente para dar una solucién completa debemos dar la amplitud c. (). Para esto, aplicamos la trans-
forma de Laplace a la ecuacién (5.4) para obtener

Zals) = gf D e (s +iA),

en donde hemos usado que L(e®* f(t)) = f(s —a). En la ecuacién anterior necesitamos evaluar la transformada
de b(r), cosa que ya tenemos y estd dado por (5.8]). Por tanto

* —ika 2 * o
~ Ja € thazr Jda Ak —ika 2y
Cal(s) = . . : = § . S— § e
(s) V2s Z s+ilg + L + Leite—(stida)T /o . s+ iAq + L
7 =—00 7
Aplicando la transformada inversa de Laplace, y teniendo en cuenta que z1 = —z2 obtendremos

ca(t)

as 1

2g5 S\RaZr A N

V2 cos(kaz >k_Z KL (s(s+ma B é’“))
‘ ) oo 1 — o—(m/2+iAa)t

71\/§gacos(kazr) Z Akw

k=—o00

(5.14)
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5.2. Sistema atémico con dos excitaciones

Mostrado lo anterior, lo siguiente a resolver es el caso de dos atomos inicialmente excitados. Para este caso
el estado cudntico inicial es [12(0)) = |e1e2, 0). Si seguimos considerando la validez de la aproximacién de onda
rotante (RWA), nuevamente el total de excitaciones atémicas mas las excitaciones del campo se conservan, asi
proponemos que el estado a todo tiempo tiene la forma

) = {awae? + 33 weVal + YD LY cost Z alaljle).  (5.19)

a#pB

En lo anterior tenemos cuatro términos. El primer término a(t) describe la amplitud probabilidad de que
ambos atomos estén excitados. El segundo término bg'>(t) nos da la probabilidad de una excitacién del modo
a en la guia de onda y que el r-ésimo atomo esté excitado. Los dltimos dos términos implican la amplitud de
probabilidad de tener dos modos excitados, en el cual diferenciamos dos casos: cq(t) es cuando ambos modos
son iguales y cqg(t) cuando haya dos modos distintos « y 3.

5.2.1. Derivacién de las ecuaciones de movimiento

La dindmica del sistema estd dada por la ecuaciéon de Schrodinger en el esquema de interaccién. Al usar
el Hamiltoniano (5.1) y el estado propuesto ([5.15) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
para las amplitudes de probabilidad

alt) = —ZZQ e Rty ()T kazs (5.16)

l.)g)(t) = gf;em“ta(t)elka“ — Zgﬁefm‘f’ cag(t)e ihpzr V2¢a e hat Oé(t)eikc‘zﬂ (5.17)
2
Caﬂ(t) _ 29;61Aatzbg§)(t —ikazs +2g* iAgt Zb(e) —'Lszg (518)

alt) = V2goe'te tzb“ e ke (5.19)

donde hemos usado que las posiciones atémicas satisfacen z1 = —za.
El primer paso para la resolucién del sistema de ecuaciones es integrar la ecuacién (|5.18)) usando la condicién
inicial cag(0) = 0, y sustituir el resultado en la expresién ((5.17). Haciendo esto obtenemos

i)g)(t) _ g;eiAata() ikazr fga —iAgt a(t)eikazr

2
* iAq(t—T) —ikqzs —iA s ikgzy
—anZ/ dTe®e(t=T¢ Zgﬁe ﬁth?)(t—T)e A
s=170 B
2 t
—QZ/ dTb (= T) > |gs|*e Do etolermze),
s=170 8

El tercer término en el lado derecho de la igualdad puede ser aproximado a cero. Para esto asumiremos que
98 = gs(wg) es constante y puede ser evaluada en la frecuencia de resonancia wg & wg. Para que este se satisfaga
asumiremos que las funciones bgs)(t) evolucionan lo suficientemente lento. Estas hipétesis son consistentes si
consideramos la aproximacién de Wigner-Weisskopf, y la cual asumimos que se cumple en este problema (ver
Apéndice @ Finalmente, para el cuarto término usamos la identidad , la que nos da funciones evaluadas

—2iAyt

a tiempos retardados. Por simplicidad definimos Bc(f) = bg) (t)efm‘“t y Ca = ca(t)e , asi la ecuacién de
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Schrodinger nos da el siguiente sistema de ecuaciones con retardo

2

=D 9B (e (5.20)

alt)

a s=1
BOW = —idaBE (1) + gha()e* —VaguCalt)e* — 1Y (1)
—%eid’e*matB((f)(t —71)0(t—171); r#s, (5.21)
2
Calt) = —2iDaCal(t)+ V295> BY(t)e o™, (5.22)
s=1

siendo ~ la tasa de decaimiento en los modos radiados y 7 = d/vg es el retardo en la interaccién entre los
atomos debido a que el campo se propaga a una velocidad finita v, dentro de la guia de onda.

5.2.2. Solucion al sistema de ecuaciones retardadas

El sistema de ecuaciones con retardo (5.20))-(5.22) puede ser resuelto usando la transformada de Laplace
con las condiciones iniciales a(0) = 1 y Ba(0) = 0 = C4(0). Una vez hecha la transformada, por comodidad
introducimos las variables

BEF(s) = B (s)e ™ £ B (s)e™ 72 (5.23)

Asi nuestro sistema diferencial ([5.20))-(5.22) es equivalente al sistema algebraico

si(s) —1=— Zgaég+>(s) (5.24)
«
4|gal? _ , , . L
stifg 4 Ly Hgalt BEY (s) = 2g%a(s) — LeitemiAaT—sT {cos(kad)Bg”(s) + isin(kad) B )(5)} (5.25)
2 s+ 2iAq 2
[s +ilg + g] B (s) = %ewe—mw—“ {cos(kad)ég‘>(s) + ism(kad)ég”(s)} , (5.26)

donde hemos reemplazado previamente la funcién

. . BS(s
Cal(s) = V292 —15- = +2i(A) , (5.27)

El sistema de ecuaciones (5.24)-(j5.26)) es un sistema algebraico facil de resolver, cuya solucién es

—2g%a(s) [s +ila+ % - eibe(sHida)T cos(kad)]

T

5(+) _
BT () =
. . 2 . . . . 2
[%el¢67(5+7’A&>7 sin(kad)] + [s tifg + § — Feite(sHida)T cos(kad)] [s +ila + F + Feite” (5HiA)T cos(kad) + Sﬂg‘;A‘a
(5.28)
_(—) 72936(3)i%ei¢e_('§+1A04)T sin(kqd)
B ) (s) = S 5
[%J%*(S“Aa)f sin(kad,)] + [s +ild + F — Feite (sFila)T cos(k‘,ad)] [s +ida + F + Feite—(sHiAa)T cos(kad) + SﬂggA‘a
(5.29)
y
ae) = {s -2 E loal? x
«
s+ iAq + % — %eiqbe_STe_"’A@T cos(kqd) }71

; ; 2 ; : ) ) 2
[%euﬁe—”eﬂAaT sin(kad)] + [s +ila + 3 — FeitemsTe" AT cos(kad,):l [s +ila + 3 + FelPe 5Te"1AaT cos(kad) + s‘ig;’k‘a]

(5.30)

Recordemos que queremos soluciones en el dominio temporal. Para ello, realizamos la transformada inversa

de Laplace en nuestras ecuaciones (5.28), (5.29) y (5.30). Tal cual estdn las expresiones, es dificil obtener
alguna expresion para la transformada inversa, asi que la transformada se realizaria de manera numérica. Para

T
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conseguir una expresion en el dominio temporal consideraremos la siguiente aproximacién. En el denominador
de las expresiones vamos a despreciar el término 4|ga|?/(s 4+ iAs). Esto es posible ya que |go|?/T < 107* para
los modos EM alrededor de una guia de onda en el rango visible [192|. Fisicamente, hacer esta aproximacién
significaria que desestimamos la contribucién de la probabilidad de tener dos modos excitados iguales « en
comparacién a tener dos modos excitados distintos «, 3.

Solucién para la amplitud a(t)

Tomando en cuenta la aproximaciéon comentada en el parrafo anterior, la amplitud de probabilidad de tener
dos emisores excitados a satisface
, ) -1
is) ~ . Z |90 |2 [s +ila + % — ZePe e T cos(kad)]
[%ewe—“e—ma’ +s+iAq + %] [%ewe—”e—maf — s —1ilAy — %}

o

(5.31)

Recordemos que nos enfocamos en el caso de un acoplamiento perfecto entre los emisores y la guia de onda.
Motivados por lo expuesto en la seccién la suma sobre los modos a podemos transformarlo en una
integral de la forma Za — Z%F 11 f OOO dwa p(we). Para nuestros intereses solo consideramos la integral sobre
las frecuencias w, y la suma en la direccién de propagaciéon nalﬂ Todo lo demés lo podemos considerar parte
de la densidad de modos p(wa). Esto lo hacemos para considerar una mayor gama de gufas de onda y no solo
las nanofibras. Cabe mencionar que usando la aproximaciéon de Weisskopf-Wigner evaluaremos las funciones
plwa) = p(wo) ¥ ga(wa) & ga(wo) = go. Tales aproximaciones permiten que nuestra solucién solo contenga
efectos fisicos debido al retardo y no a la estructura de las guias (ver Apéndice @

Con las consideraciones anteriores calculamos la suma sobre los modos a y obtenemos que a(s) = 1/(s+).
Este resultado es vdlido para todo valor de v y 7 (ver Apéndice. Es facil realizar la transformada inversamente
de Laplace de esta expresién, lo que nos da a(t) = e~ ?* que es la amplitud de probabilidad dependiente del
tiempo de tener los dos emisores excitados. Cabe recalcar que este resultado no depende del retardo de tiempo
que hay entre los dtomos 7, lo que implica que la probabilidad es la misma ya sea que los emisores sean
coincidentes (7 = 0, dindmica MarkovianaEb o que los 4tomos sean independientes (7 — .

Solucién para las amplitudes b&l’Q)

Luego de obtener a(t) podemos calcular la amplitud de que tener solo a uno de los 4tomos excitados, y que
haya en la fibra algiin modo « del campo. Teniendo (5.28) y (5.29), pasamos a las variables B(1‘2>(s), usando
la inversa en la ecuacién (5.23)) igual a

(1 B(Jr) ié(*) .

BCEQ) (S) — a (S) 5 e (S) e:l:lkad/27 (532)
donde hemos sustituido que z1 = d/2 = —z2. Recordando que despreciamos el término 4|g.|?/(s + iA4) en el
denominador de las ecuaciones (5.28) y (5.29), y que a(s) = (s + )~ !, llegamos a la igualdad

(1 +ikad/2 5+ ’LAa + o 1ei¢675767iAaTeZFikad
B (5) ~ —g1 L (5.33)

s+ [%eme—we—mﬂ +s+iAg + %} [%ewe—we—maf — 5 — iy — %]

Tomando la transformada inversa y usando la definicién b(al’Q)(t) = B&l’m(t)em“t llegamos a la siguiente
solucién para las amplitudes (ver Apéndice [F| para mayores detalles)

3na = 41 implica que el modo es propagante mientras que 17, = —1 que es contra-propagante. Usando la variable 7,

podemos escribir a la constante de propagacién en z como ko = nawa/vg
4Cuando decimos dindmica Markoviana en este capitulo solo nos referimos a los resultados de la seccién para el
caso de acoplamiento perfecto I' = v. También nos referiremos a este resultado como el de dtomos coincidentes 7 =0
5Recordemos que en la dindmica Markoviana estudiada en el capitulo anterior consideramos que los 4tomos son
independientes cuando v = 0 lo que implicaba que I' = 71¢9. En el presente capitulo tenemos v # 0, pero ain podemos
considerar el caso de a&tomos independientes cuando la separacién interatémica es infinita. Esto implica 7 — oco. Asi que
en ambos casos las soluciones deben de coincidir.
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—~t

(2) _igaT iBat Fina(Bar+d)/2 A7 e 7 .
b’ (1) = o Ao+ 5.34
" 2 Zi,z Wlor) Ba ¥ il =20/ |2 (5.34)

Wi(07) [v=ng /2-isale | %ei(1—na)¢—i(1+7la)Aa7’+“/"’@(t _ T){l _ e[w—wgm—ma}(t—f)}] 7
=

donde aparecen las variables

o 1 o QWk(J’r)
A = = _——_— .
S T e — (5.35)

siendo © la funcién escalén de Heaviside, Wy, denota la k-ésima rama de la funcién W de Lambert y nuevamente
usamos r = %677—/2-‘-7‘.45. Cabe recalcar que tenemos en los modos « la etiqueta no, = 1 que indica que el fotén
viaja a la derecha o a la izquierda del eje de la guia de onda, respectivamente. Mientras que la etiqueta ¢ = +1
es una variable auxiliar que nos ayuda a acortar la expresion.

Solucién para las amplitudes c, g

Recordemos que despreciamos el proceso de tener dos modos iguales a en la guia de onda, asi que no
ponemos la solucién de la amplitud ca(t) en esta seccién, pero puede consultarse en el Apéndice Por otro
lado, la contribucién del proceso de tener dos modos distintos en la guia estd dado por cap(t). Este valor lo
obtendremos reescribiendo la ecuacién con la variable Cop(t) = cap(t)e " Pat28)t 1o que nos da

2
Cap(t) +i(Aa + Ap)Cap(t) = anZB(S) e~ 425 N " BY (t)e o

s=1

Después podemos transformar la expresion anterior mediante la transformada de Laplace y usar la expresion
(5.33]) para obtener

2 (r) —ikaz
~ . B ( ) aZr B(T>(S) —ikgzy
Casle) = 2gazs+Z(Aa+A)+2BZs+zA +AB)’ (5-:36)

r=1

en el cual podemos sustituir las soluciones (5.33)). Pero ya que necesitamos una funcién en el dominio temporal,
a parte de sustituir Bél’Q)(s) vamos a usar los polos (F.1). Lo anterior nos ayuda a realizar la transformada
inversa de Laplace y obtener la expresién

Ag i (Aatip)t (ko) (ko)
caplt) = 27gigh Z S | s ke = k)dy2) {Ma”ﬁ (t) + M (t)}

o=*%1k=—o00

’

,geid’ cos [(ka + kp)d/2] {Ng’“g”(t)e*mﬂ + N"jﬁ(t)e*mﬂf} ] , (5.37)
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donde hemos introducido las siguientes funciones

M&EI@w) = £ stibot )
b [s +i(Aa + Ap] [s + 9] [s — 57, ]
- v — 2iAq et v —2iAg e—i(BatAp)t
[Aa+i(v=77/2][Aa+Ds+iv] 2 [Ap+iv7/2][Aa + Ap +i7] 2
+Wk(0’1") e Rt/2-iBat (5.38)
T [Aa4i(y=77/2)][As +ivg /2]’ '
N = £ ¢
s () [s +i(Aa + Ap] [s +7] [s — 57 ]
e—fy(t—r) e_i(Aa"'A[i)(t_T)
= - . — + : .
[Aa +i(y=77/2)][Aa + Ap +iy]  [Ag +iv] /2] [Aa + Ap + 7]
o7 (t=7) /2= (t=7) o
- : : t—1). 5.39
B +it =g/ Bs gy | O (5.39)

Notemos que estas funciones no son simétricas ante el intercambio de las etiquetas «, 3.

5.3. Discusion de resultados

5.3.1. Estado BI(ﬂ y superduperradianza

Resuelta la dindmica del sistema cuantico a través de la ecuaciéon de Schrédinger, vamos a discutir el
comportamiento de la emisién colectiva en base a las soluciones encontradas. Al igual que en la seccién
@ usaremos tres variables atémicas para hacer esto. La primera variable es la correlacién entre los dtomos
P9 (4) = (6$)&£2)>(t). Luego tenemos la probabilidad de una excitacién P (¢) y finalmente consideraremos
la tasa de decaimiento efectiva v (t) (#.69). Cabe mencionar que la discusién serd en base a los resultados
originales obtenidos en este proyecto, que es el caso de M = 2 excitaciones. Introducimos el caso de M =1
excitacién pues consideramos que este es un buen ejemplo para detallar los métodos utilizados en la resolucién
del problema [45}/46].

Resueltas todas la amplitudes del estado podemos calcular el operador de estado reducido pa, el cual
nos permitird calcular las observables atémicas. Para nuestros resultados este operador es igual a

Pa(t) = tre{|()(L(@)[}
(1= PO (&) = PA®) Q00 + PO®)Q0 T + PP (1)Q02 +
P9 (t)|e1g2)(grea| + PO ()" |grez)(erga. (5.40)

Lo primero que podemos notar es que el operador de estado reducido pertenece al subespacio simétrico en todo
tiempo de la evolucion. Lo que se explica debido a que el Hamiltoniano es invariante ante el intercambio
de particulas. Esto es directo de ver de la expresién , excepto para el término de coherencia. Pero, ya que
la coherencia entre atomos es igual a

PED (1) = tr {ﬁa(t)a(;)a@} =S @ )", (5.41)

podemos observar que la funcién ante el intercambio de etiquetas 1 <+ 2 se produce el intercambio plea) o
pleg).

Dentro de la expresién para nuestro operador tenemos la probabilidad de tener dos excitaciones

PA(t) = |a(t)]* = e 2", (5.42)

6 Abreviatura para bound state in the continuum, estado ligado en el continuo.
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Y finalmente la probabilidad de tener una excitacién

PO -3 S0

Al igual que en el caso Markoviano tenemos el mismo resultado de P(?(t). Ahora bajo la descripcién no-
Markoviana podemos agregar que esta probabilidad no depende tampoco del retardo entre dtomos. Pasando
a la probabilidad de tener una excitacién lo primero que podemos hacer es calcular los limites 7 = 0 (4tomos
coincidentes) y 7 — oo (4tomos independientes) de la funcién P (t), lo que nos da

P(1>(t) N Al e 2 for =0 (5.43)
S| 2e (1 —e) for T — o0 ’

Resultados que concuerdan con las soluciones de la seccién [f:4:2] El comportamiento de la probabilidad para
algunos valores de 7 y ¢ se muestran en la Fig. (a). Cabe mencionar que para el célculo de las funciones
W de Lambert se usé la funcién Lambertw de SciPy [193], donde en la suma de las ramas usamos el conjunto
k € [—100,100]. Y las integrales se calcularon usando el paquete integrate.quad también de SciPy. Lo primero
que podemos apreciar es que a tiempos t < 7, la evolucién de los 4tomos es igual al de un sistema independiente.
Al tiempo ¢t = 7 un modo del campo que haya sido emitido a ¢ = 0 ha alcanzado ya al otro emisor, y es cuando
empezamos a ver diferencias entre las dindmicas de 7 # 0 y 7 — oo. Tal dindmica tiene una dependencia con
¢, siendo lo més notable que cuando ¢ = mm, la probabilidad llega a un valor estacionario, y la amplitud de
este valor estacionario tiene dependencia con el retardo 7.

Podemos obtener este valor estacionario aproximando nuestras probabilidades en el limite de tiempo largos.
En el apéndice [H| mostramos como aproximar el resultado cuando vt > 1. Asi, la expresién nos
muestra como las amplitudes bgl‘z) también llegan a un estado estacionario, lo que supone un efecto fisico
interesante. Si consideramos el comportamiento del estado total tendremos a tiempos largos que

[t = 00)) & [¢mic) + |9192) D _ ca,a(t — 00)|Lalp), (5.44)
o,

donde definimos el estado

lvBIC) = |€192) Zba ss|la) + [g1€2) 25(2) (5.45)

El estado |¢B1c) representa un estado en donde una excitacién es compartida entre los 4&tomos (como una exci-
tacién atémica) y los modos (como un fotén propagindose entre los emisores). Este estado que es estacionario
es llamado estado ligado en el continuo (Bound state in the continuum, abreviado BIC en inglés). El cual se ha
reportado en sistemas con retardo y se ha etiquetado como un efecto no-Markoviano [45]/48,|165]. Este estado
ligado solo aparece cuando ¢ = mz y la probabilidad de observar este estado es igual a

. o
(Weicli(t — o) = 2P PY) = M (5.46)
(1+Z)e¥

donde P es el valor estacionario que se observa en la Fig. (a), y el cual tiene un méximo global para
1 =& 0.895, lo que nos que la maxima probabilidad de terminar en un estado BIC es 0.282, es decir, de cada 10
experimentos que realicemos aproximadamente en 3 de ellos observaremos el estado ligado. Cabe mencionar que
el estado BIC es un estado no-separable de 4tomos y campo, cuya probabilidad de que el sistema evolucione a
este estado no es despreciable en nuestra dindmica. Esto confirma que la aproximaciéon de Born ya no es posible
de asumir. Finalmente, cabe recalcar que los estados BIC ya han sido reportados previamente en guias de onda.
Pero, los trabajos previos hacen uso de estados inicialmente enredados [45//49/194] o grados de libertad externos
como dispersién de miltiples fotones o emisién quiral enfrente de espejos [40,/48L/50,{165]. En contraposicién,
nuestro trabajo reporta la generaciéon espontanea de un estado BIC.

Todo lo anterior puede explicarse mediante la correlaciéon entre dtomos, al menos para ¢ = mm. La corre-
lacién se muestra en la Fig. (b), donde se observa que los dtomos no tienen correlacién hasta el tiempo
t = 7, y la correlacién llega también a un valor estacionario. Como demostramos en el Apéndice @, el valor
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estacionario de la correlacion es Ps<sl) /2, todo esto para ¢ = mm. Por otro lado, vemos que la correlacién llega
a ser igual a cero para todo tiempo cuando consideramos ¢ = (m + 1/2)w. Atn asi es apreciable un cambio en
la dindmica de P (t) en este caso, como podemos observar en la Fig. (a). Por tanto, el proceso colectivo
para este caso no puede describirse mediante las correlaciones entre atomos.

."." e =0
0154 § % T
: ., ' y7 =0.375, ¢ = mw
¢ =mm . % — 7 =0.895, ¢ = mm
o= +1/2)m : " : s i
o= (m+1/2)m 0.104 7 m—us y7 =0.805, 0.375
o =mm . ¢=(m+1/2)7
o= (m+1/2)w S :
= 0.054 o
A o
0.00 =
—0.051
—0.10- T w
0 1 2 3 1 5 6

Figura 5.2: (a) Probabilidad de tener una excitacién atémica, P™)(t). Mostramos la dindmica para
retrasos iguales a y7 = 0.375, 0.895, comparéndolos con los resultados de dtomos coincidentes (y7 =
0) y atomos independientes (y7 — oo). Cuando la fase es ¢ = nm se crea un estado estacionario
donde una excitacién se comparte como excitacién atomica y un fotéon atrapado entre dtomos, que
puede describirse por el estado . La formacion de este estado ligado explica la existencia de
valores estacionarios para P(1)(t) en tiempos largos. Para ¢ = (m + 1/2)7, aunque no existan valores
estacionarios, vemos que la dindmica de la probabilidad cambia también en ¢ = 7, haciendo que el
decaimiento de la probabilidad sea mas lenta que los casos limite. (b) Correlacién entre 4tomos P9 (t).
Para ¢ = mm los 4tomos decaen independientemente mientras ¢ < 7. A ¢ = 7, observamos la creacién
de las correlaciones entre atomos, de forma que a tiempos largos se llega a un estado estacionario
cuya amplitud depende de y7. Cuando ¢ = (m + 1/2)7 la correlacién serd cero para todo tiempo, e
independientemente del valor de 7. Por tanto, el cambio de la dindmica por fenémenos no-Markovianos
no puede ser explicado en términos de la correlacién entre dtomos, al menos en este caso.

Lo siguiente a responder es que tan rapido se da el proceso de emisién en el sistema no-Markoviano. Para
ello nos fijaremos en la tasa de decaimiento efectiva . En la Fig. m (a) mostramos la evolucién para
algunos valores de y7 y ¢, donde normalizamos la tasa efectiva con el valor

v = max (1) .
T—00

En la figura, podemos ver que en el caso ¢ = mm, la maxima tasa que hay en el decaimiento excede a lo
que se puede obtener con la dindmica Markoviana. Recordemos que en la Fig. [:6b] el caso de acoplamiento
perfecto v = T' nos daba la maxima tasa instantdnea de decaimiento Markoviano. Pues bien, la dindmica
no-Markoviana puede exceder estas tasas superradiantes, fenémeno que llamamos superduperradianza, término
que ha sido introducido en en el estudio de M = 1 excitacién inicial. Pero tal trabajo previo asi como
otros |46H50] parten de un sistema con correlaciones iniciales que ha sido preparado externamente. Asi, es
importante resaltar que los fenémenos aqui presentados, como es la aparicién de superduperradianza, se da
en un contexto en donde las correlaciones se crean de manera espontanea, y por tanto los fenémenos aqui
descritos también se presentan por un proceso espontédneo. Por otro lado, cuando ¢ = (m+1/2)7 vemos que el
méximo de las tasas de decaimiento en ambos valores de y7, no superan el maximo del decaimiento de 4tomos
independientes 7 — oo lo que es una marca de subradianza. En la Fig. [5.3| (b) graficamos solo el maximo que
alcanza la tasa efectiva en todo el decaimiento dados y7 y ¢, esto lo denotamos como 'yffax(r, ¢). Nuevamente
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normalizamos el valor con 'VSH. Asi, la franja blanca nos indica el maximo valor de superradianza que se alcanza
en el caso Markoviano. Por tanto las dreas azules indican los casos en que se observa la superduperradianza.
Vemos que el caso ¢ = mm siempre serd super- o superduper- radiante. Por el otro lado ¢ = (m + 1/2)7 es
siempre subradiante. Ademas podemos apreciar que el caso y7 =~ 0.895 no corresponde al maximo de yfnfgx,
sino que este se encuentra en el valor y7 = 0.375.

1.19

75, ¢ = (m—+1/2)7
L Q=mm
L o= (m+1/2)7

6 02 04 06 08 1.0 1.2 14 16
~NT

(b)

Figura 5.3: Tasa de decaimiento efectivo yf(¢) normalizado por . (a) Graficas para 47 igual a
0.375 y 0.895, comparadas con los casos de atomos coincidentes e independientes. Cuando ¢ = mx
observamos superduperradianza, que es el incremento de las tasas instantaneas de decaimiento que
exceden a lo que se puede obtener con la superradianza en el caso Markoviano (7 = 0). Cuando
¢ = (m+1/2)r el sistema es subradiante. (b) Maximo valor de las tasas efectivas 7L (7, ¢). La regién
blanca corresponde a un decaimiento superradiante que es semejante al caso de atomos coincidentes
7 = 0. El 4rea roja oscura implica que el decaimiento es subradiante, es decir, la tasa méxima efectiva
es menor que el caso 7 — co. Finalmente la regién azul implica un decaimiento superduperradiante,
donde las tasas méaximas superan a las que se obtienen en la dindmica Markoviana. En general, la

méaxima tasa superduperradiante se observa para ¢ = mm y y7 ~ 0.375.

5.3.2. Enredamiento atomo-atomo y subflourescencia

Ya que hemos observado que en la dindmica no-Markoviana se crea y se modifican las correlaciones P(¢9)
debido a la presencia del retardo, también cabe preguntarse especificamente qué sucede con el enredamiento
entre los d4tomos. Este fenémeno lo vamos a cuantificar usando la concurrencia C(t) de la matriz reduci-
da pq(t) mostrada en . Este operador admite la forma matricial y cuya concurrencia ya hemos
calculado, dando como resultado . Si calculamos primero los casos limite, podemos asegurar que para
T — oo efectivamente la concurrencia es cero en toda la evolucién, lo cual era de esperarse ya que tenemos
atomos sin correlacién inicial que evolucionan independientemente uno de otro. También podemos demostrar
que en el caso 7 = 0, la concurrencia es también cero en toda la evolucién y, como mostramos en la figura [£.7}
esto ocurre para el acoplamiento perfecto v = I'. Adn asi, el resultado sorprende pues este caso muestra un
comportamiento superradiante, lo que ejemplifica que el enredamiento no es necesario para la superradianza.

Para otros valores de 7, estudiamos la dindamica de la concurrencia evaluando numéricamente nuestra
expresion y es lo mostrado en la figura Fig. [5.4] (a). En la grafica contrastamos dos valores que son: y7 =~ 0.895
(correspondiente al méximo valor estacionario Pssl) asi como la méaxima probabilidad de formar un estado
BIC) y v7 =~ 0.375 (que tiene el méaximo valor de la tasa 'yfnfgx, es decir, es cuando se observa la mayor
superduperradianza). En la grafica podemos observar que inicialmente la concurrencia es cero, lo que concuerda
con que nuestro estado inicial |1)(0)) sea un estado separable. Este valor nulo de la concurrencia se mantiene
desde t = 0 a un cierto tiempo que denotamos tsgg, que es donde hay un nacimiento stubito del enredamiento
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Figura 5.4: Concurrencia entre los 4tomos C. (a) Concurrencia como una funcién del tiempo. Ya que el
estado inicial es un estado separable tenemos C(0) = 0, y después de un tiempo tsgr podemos observar

un nacimiento subito de enredamiento. Para ¢ = (m + 1/2)7 tenemos C(¢) = 0 para todo tiempo. Si

. . . 1 iy
¢ = mr la concurrencia alcanza un valor estacionario Cgs = S(s ), dado por la expresién (5.46) . (b)

Maéximo valor que toma la concurrencia, Cpmax (7, ¢). Para ¢ = (m + 1/2)7 la concurrencia es cero sin
importar el valor de y7. Desde este valor la concurrencia alcance valores maximos cada vez més altos
conforme se acerca a ¢ = mm, que es donde se da el maximo valor que puede alcanzar la concurrencia
dado ~7. Asi, el maximo de concurrencia que puede alcanzar el sistema estd dado por ¢ = mn y
~v7 = 0.895, que es donde tenemos la mayor probabilidad de formar un estado BIC.

(Sudden Birth of Entanglement, abreviado SBE) [195H201]. Para ¢ = mm la concurrencia va creciendo hasta
alcanzar un valor estacionario, mientras que para ¢ = (m+1/2)7 su valor siempre es cero. De manera general,
para otros valores de ¢, una vez que la concurrencia es distinta de cero empieza a crecer hasta llegar a un
méximo valor, después del cudl empieza a decaer a cero, excepto para el caso ¢ = mm donde el maximo valor
es el estado estacionario. Estos valores médximos para la concurrencia, que denotamos Cmax, se muestran en la
Fig. (5.4) (b) como una funcién del retardo y7 y la fase ¢. En general y7 = 0.895 nos da el maximo valor de
la concurrencia que podemos tener en el sistema y que también es un valor estacionario. Atn maés, usando los
valores estacionarios mostrados en el Apéndice [H podemos demostrar que la concurrencia estacionaria es igual

aCss = s(sl)-

Podemos explicar la creacién de un enredamiento estacionario para ¢ = mm, calculando el limite para
tiempo largos del operador de estado reducido ([5.40). Este limite es igual a

A20 A10 A0 1
palt o0) = (1-PY)Q00+PLQOY +2PIVQ10

(1-PY) Qo0 + PY WOV WD) para ¢ = (2m + )7
) " UeON e para 6 = 2mr

)

donde recordemos que tenemos los estados de Bell |[¥®)) = (Je1ga) & |g1e2))/v/2, los cuales son estados de
méxima concurrencia. Por tanto la interaccién retardada entre emisores acopla al estado inicial totalmente ex-
citado a estados de Bell. Asi, un estado atémico totalmente excitado evolucionaréd espontdneamente a un estado
enredado oscuro (es decir que no radia o emite fotones) en presencia del retardo. A este efecto lo bautizamos
como subflourescencia inducida por retardo, considerandolo como una contrapartida al efecto superflourescente
que es cuando un estado totalmente excitado se convierte en superradiante. Es asi que el sistema estudiado es
un buen ejemplo de como el ambiente puede ayudar en la generaciéon de enredamiento esponténeo.



90 CAPITULO 5. SISTEMA NO-MARKOVIANO

5.3.3. Enredamiento atomos-campo

A diferencia del caso Markoviano en donde una de las hipétesis principales es suponer que el enredamiento
entre los 4&tomos y el campo es despreciable, hemos obtenido en que a tiempos largos no es posible hacer
esto, ya que los dtomos y el campo forman un estado estacionario que no es separable. Esto al menos para el
caso ¢ = mm que es cuando obtenemos el estado BIC. En general, es dificil decir si nuestro estado total
puede ser separable o no en cualquier valor de tiempo t. Pero ya que tenemos un estado puro para un sistema
bipartito (dtomos-campo) podemos cuantificar el enredamiento entre subsistemas a través de la entropia de
enredamiento . El célculo de estd funcién se hace usando uno de los operadores de estado reducido, es
asi que usaremos pq(t) de (5.40).

El calculo de la entropia de Von-Neumann para el operador reducido lo haremos para el caso en que la
correlacién entre dtomos P<eg>(t) es real. Si esto sucede podemos escribir la ecuacién como

PO (t) + 2P0 (1)
2

pa(t) = POt)g192)(9192] + [y (e 4

PW(t) — 2P (1)
2

(TN T+ PP () ]erea)(eresl (5.47)

recordando que PV (t) = 1 — P (¢) — P (t). Ya que en esta base el operador es diagonal podemos calcular
la entropia evaluando en los eigenvalores de la matriz tal como en la Ec. (2.45). Asi que el enredamiento de
formacién es igual a

PO () 4 2P (t)  PM (1) 4 2P (1)
— log
2 2
_PY(t) — 2P0 (1) log PW(t) — 2P (¢)
2 2

E ([4(1)) = =P () log P(1)

— PO (t)1og PP (t). (5.48)

En la Fig [B-5 graficamos la entropia de enredamiento para nuestros dos valores de y7 = 0.375, 0.895 y
¢ = mm, (m + 1/2)w. Cabe aclarar que antes de realizar el cdlculo de enredamiento, nos aseguramos que
la correlacién P9 (t) sea real en los casos evaluados. Comenzando desde E(|(0))) = 0 donde [4(0)) es
separable, podemos observar como las correlaciones entre dtomos y el campo comienza a darse desde los
primeros momentos de la evoluciéon. En general, la entropia comienza a crecer hasta alcanzar un maximo, y de
alli empieza a disminuir. Vemos que para el caso ¢ = mm el enredamiento disminuye hasta un valor estacionario.
Resultado que concuerda con la formacién del estado BIC (5.44). Para ¢ = (m + 1/2)7 lo primero a destacar
es que el valor de entropia es distinto de cero, caso contrario a las correlaciones dtomo-atomo estudiadas en
la seccién anterior. Este hecho nos permite relacionar la modificacién de P y la subradianza de v*% con el
enredamiento dtomos-campo, al menos en una dindmica no-Markoviana. Ademads, sorprende observar como el
valor de la entropia no puede ser despreciado, incluso en los primeros momentos de la evolucién. Mas aun,
para ¢ = mn hay siempre un enredamiento dtomos-campo, que imposibilita la suposicién de la aproximacién
de Born en el sistema.
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Figura 5.5: Entropia de enredamiento como funcién del tiempo, el cual cuantifica el enredamiento
entre el sistema atémico y los modos del campo electromagnético. Podemos ver que desde los primeros
tiempo de evolucion se forma un enredamiento en los dtomos y el campo. Este enredamiento decae
a cero, excepto para ¢ = mm, que es cuando tenemos el estado BIC, y el enredamiento toma un
valor estacionario. A diferencia del enredamiento entre atomos, vemos que las correlaciones cuanticas
entre atomos-campo es distinto de cero para ¢ = (m + 1/2)w. Por tanto, podemos suponer que las
modificaciones de las tasas de decaimiento subradiantes observadas en la Fig. |5.3| (a), se relacionan
con el enredamiento dtomo-campo en lugar del enredamiento dtomo-atomo.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este proyecto se ha presentado el estudio de los sistemas atémicos ubicados en un arreglo unidimensional
y acoplados a nanofibras. El estudio fue dividido en dos casos dependiendo de las separacién interatémica entre
atomos vecinos |z — zs|. En el primer caso consideramos que la separacién entre 4tomos es del orden de Ao, la
longitud de onda de la transiciéon atémica. En este caso, usamos la aproximacién de Born-Markov para resolver
una ecuacién de movimiento solo para el operador de estado reducido atémico. Adicionalmente, hacemos uso
del subespacio simétrico para disminuir los grados de libertad del sistema. En el segundo caso, consideramos
separaciones atémicas del orden de ¢/T’, siendo I la tasa de decaimiento de los dtomos. En estds separaciones
no podemos despreciar los efectos de retardo en el proceso de emisién. De forma que las suposiciones hechas en
el primer caso no se satisfacen. Por lo que mostramos soluciones a la ecuacién de Schrodinger para la evolucién
del estado total &tomos-modos del campo.

La primera contribucién original de este proyecto se muestra en el capitulo |4} en el cual tratamos el primer
caso, llamado dindmica Markoviana. Esta dindmica nos permite considerar solo los grados de libertad del
subsistema atémico, por lo que nuestro obstaculo es lidiar con un espacio de Hilbert que crece exponencialmente
con el nimero de particulas N. Considerando una ecuacién de movimiento que es simétrica ante cualquier
permutacién de particulas pudimos restringir la evolucién a un espacio cuya dimensién escala como N°3. Hay
que aclarar que, aunque la discusién fisica ya ha sido tratada anteriormente con soluciones para pocos dtomos
o simulaciones numéricas [6,/36-38/62}/64}/66}135-137], la contribucién aqui presentada describe un método
que nos brinda soluciones analiticas para casos generales de N dtomos, lo que permite estudiar la fisica del
problema de forma unificada y clara. Adn més, como resultado de este proyecto, describimos como pasar de
espacios que dependen del niimero de atomos, a espacios que escalan con el nimero de excitaciones atomicas
iniciales M en el sistema. Para estos subespacios vectoriales pudimos describir una base de vectores a través
del método de la base de decaimiento. De estd forma describimos un método que nos permite estudiar sistemas
atomicos simétricos con M = 1,2, 3,4 excitaciones iniciales de un total de N atomos.

Después, aplicamos nuestro método para estudiar el proceso de emisiéon para dos tipos de estados iniciales.
Primeramente consideramos los estados de Dicke, los cuales tienen correlaciones entre atomos, mientras que
como segunda opcién tomamos los estados mixtos que no contienen correlacién inicial. Al estudiar la emisién
vimos como aparecen en la evolucién términos superradiantes y subradiantes en ambos casos. Para la evolucién
de los estados mixtos las componentes subradiantes dominan en la evolucién conforme el niimero de dtomos
incrementa. Para los estados de Dicke, el término superradiante es el que incrementa con el ntimero de atomos.
Pero la componente subradiante empieza a contribuir mas conforme M empieza a aumentar. Ademds, calcu-
lando la fraccién de energia emitida sabemos que aunque haya modos radiados y los fotones puedan emitirse
al espacio libre, la probabilidad de que el fotén solo se emita a los modos guiados es cada vez mayor conforme
el nimero de dtomos crece pero disminuye con las excitaciones iniciales M. Esto para un estado de Dicke.
Mientras que en el estado mixto, la probabilidad de emitir a la nanofibra empeora conforme N aumenta, pero
incrementa con M.

Uno de los efectos que aparecen en este trabajo es que el estado mixto decae a un estado estacionario cuando
el acoplamiento dtomos-nanofibra es perfecto. El caso N = 2 nos permite observar como el acoplamiento de
los atomos con la guia de onda funciona como un filtro pues el estado inicial mixto puede escribirse como
combinacién de estados sub- y super- radiantes. De forma que a tiempos largos, todas las componentes decaen
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a cero excepto por un estado subradiante que no decae, y que evoluciona a un estado enredado estacionario. Este
resultado nos motiva a trabajar en un futuro analizando como es afectado el enredamiento entre los distintos
atomos durante el proceso de decaimiento para casos més generales de N y M, para el caso Markoviano.

La segunda contribucién original del proyecto es presentado en el capitulo[5] En este caso, estudiamos al
sistema fisico considerando los grados de libertad atémicos mas lo grados de libertad del campo electromagnéti-
co. Como ya describimos, los primeros escalan exponencialmente con el niimero de particulas, mientras que los
segundos tienen grados de libertad infinitos y continuos. Asi que en este caso, nos restringimos a considerar
N = 2 4tomos para lidiar con los infinitos modos del campo electromagnético. Especificamente, analizamos
el proceso de emisiéon de dos atomos totalmente excitados y acoplados perfectamente a una guia de onda, de
forma que podemos considerar interacciones de largo alcance entre emisores mediados a través de los modos del
campo electromagnético. Esta descripcién total del sistema nos permite considerar distancias que no se limitan
a decenas de veces \g, sino que podemos tomar separaciones arbitrarias entre los &tomos, lo que permite incluir
el estudio de la modificacién en los procesos de emisiéon debido a los efectos de retardo que experimenta un
fotén que viaja de un emisor a otro.

Una de las hipétesis fundamentales para resolver la ecuacion de Schrodinger del sistema total es considerar
la validez del aproximacién de onda-rotante, de forma que el ntimero de excitaciones atémicas mas foténicas
se conservan en el sistema. Esto nos permitié proponer la forma del estado total a todo tiempo, y usando la
ecuacién de movimiento obtuvimos un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo para las amplitudes del
estado. Transformamos las ecuaciones diferenciales a un sistema algebraico usando la transformada de Laplace,
lo que nos permitié resolver facilmente el sistema de ecuaciones. Pero, un obsticulo para dar expresiones en
el dominio temporal fue la de realizar la transformada inversa. En este punto, una de las aproximaciones que
usamos fue despreciar la probabilidad de tener dos modos iguales excitados. Al hacer esto, logramos expandir
las soluciones para las amplitudes en términos de las k-ésimas ramas de la funcién de Lambert. Finalmente
usamos el limite de 4tomos coincidentes (cuando el retardo es cero) y dtomos independientes (cuando el retardo
es infinito) para validar el correcto comportamiento de las soluciones. Cabe mencionar que la solucién en estos
limites se obtuvieron en el capitulo[d] lo que facilit6 la comparacién de los resultados.

Dadas las soluciones, pudimos hacer una discusiéon del comportamiento del sistema fisico. En primer lugar
observamos que la probabilidad de tener dos excitaciones atémicas en el sistema no se modifica con la separa-
cién interatémica. Tampoco con el valor de las tasas de decaimiento en los modos guiados y radiados, como
demostramos en el capitulo [4] con las soluciones Markovianas. Este hecho puede explicarse considerando que
un sistema totalmente excitado las correlaciones dtomo-atomo empiezan a modificarse una vez se halla emitido
un primer fotén, tal como discutimos en el capitulo [3] donde introducimos los conceptos de electrodindmica
cuéntica. Una vez que el sistema atémico haya emitido un fotén, y solo quede una excitacién atémica, vemos
que las modificaciones en el proceso de decaimiento empiezan a aparecer cuando el fotén emitido haya arribado
a la posicién del otro dtomo.

Uno de los resultados importantes es que bajo ciertos parametros, el sistema puede decaer a un estado
BIC, el cual es un estado estacionario donde se comparte una excitacién entre los &tomos y modos localizados
del campo. De forma que, a tiempos largos habrda una probabilidad distinta de cero de tener siempre una
excitacién dentro del sistema atéomico. Este fenémeno trae consigo la creaciéon de correlaciones entre atomo-
atomo y atomos-campo que también llegan a ser estacionarias. Para el caso del enredamiento entre atomos
observamos que este, partiendo de un estado separable que implica concurrencia cero, después de un tiempo
que es mayor al retardo observamos que el enredamiento nace de manera sibita. En general después de que
la concurrencia tomé un valor maximo esta empieza a decaer hasta llegar nuevamente a cero, excepto para el
estado BIC en el cual la correlaciéon cuéntica crece a un valor estacionario. A todo este proceso mencionado
lo bautizamos como subflourescencia inducido por retardo, que es causado por los efectos no-Markovianos que
trae consigo la retroalimentacién retardada del campo a los emisores.

Otra de las marcas no-Markovianas en la dindmica se observa al considerar las tasas instantdneas de
decaimiento de los atomos. Es asi que, en ciertos instantes durante la evolucion, las tasas de decaimiento
colectivo en presencia de retardo puede exceder cualquier tasa que podamos obtener en el caso Markoviano. A
este fenémeno se le conoce como superduperradianza. Por otro lado, para ciertos valores del retardo es posible
ver subradianza en el proceso de decaimiento. Pero este comportamiento no puede ser explicado mediante las
correlaciones atomo-atomo, pues hay casos en los que se presenta subradianza pero el enredamiento atémico es
cero. Es asi que el estudio del sistema no-Markoviano nos brinda la oportunidad de explicar este fenémeno a
través del enredamiento atomos-campo, el cual es distinto de cero en los casos subradiantes, hecho que demarca
la importancia del estudio no-Markoviano més alla de verlo como una falla a la aproximacién de Born.



95

Los resultados anteriores tienen un gran potencial en el desarrollo de las tecnologias cuanticas, donde uno de
los principales recursos son las correlaciones entre los distintos subsistemas como por ejemplo el enredamiento
entre dtomos. Asi, la generacién espontdnea de un estado estacionario enredado inducido por el retardo es
un fenémeno que puede ayudar en el crecimiento de aplicaciones de la electrodindmica cudntica en guias de
onda, como en la construccién de circuitos cudnticos [3}[202H204] y de redes de informacién cudntica [205-208].
Aplicaciones que pueden beneficiarse de la creacién de estados enredados sin la necesidad de campos externos
[391209H211], enredamiento inicial [45], o espejos [42,212]. Pero no solo de la generacién sino que la estabilizacién
de estados enredados puede ayudar a una mayor eficiencia de los dispositivos cudnticos [213]. Es as{ que el uso de
modos infinitos, que pueden considerarse como un bafio térmico, ayudan a generar enredamiento estacionario al
considerar los efectos no-Markovianos, lo cual contrasta con la idea de que la interaccién de un sistema cuéntico
cerrado en interacciéon con su ambiente genera decoherencia y con ello puede degradar el enredamiento en el
sistema [214]. Asi, el ambiente puede ser propuesto para generar [215|216] y estabilizar enredamiento [217],
ejemplo de ello es el estudio con retardo aqui mostrado.

El estudio aqui presentado para el sistema con retardo abre camino a nuevos temas de investigacién. Por
una parte, queda pendiente ir considerando un mayor nimero de atomos para la dindmica no-Markoviana.
Sin embargo, esta propuesta implica el uso de grados de libertad cuyo ntimero crece exponencialmente. Y
el método descrito en este trabajo basado en ecuaciones de movimiento para el operador atémico reducido
no puede seguir considerandose vélida pues la aproximacién de Born-Markov ya no puede asumirse. Ademés,
sistemas con un nimero de 4tomos [N > 2 ya no son totalmente simétricos e implican introducir una descripcién
de enredamiento para sistemas multipartitos, que por si mismos son un campo de estudio. Por otra parte, es
requerible considerar estructuras mas complejas para las guifas de onda, codificadas en el indice de refraccién
que puede ser complejo asi como tener una dependencia con la frecuencia de los modos guiados, en cuyo caso la
cuantizacién del campo electromagnético ya no es trivial, y debe de considerase otros métodos y mas detalles
técnicos para el proceso |110,/218-220]. Este hecho puede ser relevante para la transmisién de informacién
cuantica a largas distancias. Finalmente, para el cardcter experimental puede ser necesario considerarse los
efectos de desfase dados por interaccién dipolo-dipolo entre dtomos (y que en este estudio hemos considerado
posiciones atémicas donde este factor es cero), asi como los procesos de emisién independiente causados por
los modos radiados que modifican los tiempos en los decaimientos asi como causar la decoherencia del BIC.
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Apéndice A

Mapeos lineales a superoperadores
de ascenso

LU
Para describir el comportamiento de los superoperadores colectivos A fl , podemos definir sobre espacio de
Liouville de cada particula £4 los superoperadores bosénicos Ex%, 61,5’;2 con m, n = 0, 1. El superoperador I;%L
. . . . J(r)T . .
aniquila al producto exterior |mn),_, mientras que by, lo crea. Para dar una mejor idea del actuar de estos

superoperadores, para la base de £4 usemos la notacién

00) = [(00)"(01)°(10)°(11)°),
01) = [(00)°(01)"(10)"(11)°),
[10) = [(00)°(01)°(10)*(11)°),
11) = [(00)'(01)°(10)°(11)").

Sea en este subespacio los superoperadores b1, bIO. Para la base anterior tendremos que

bio [(00)*°° (01)™°* (10)*10 (1))
b10 [(00)*°° (01)™°* (10)*10 (11)*1")

|(00)a00 (Ol)am (1O)alo+1 (11)a11) ,
a10 | (00)° (01)*°* (10)*10 1 (11)*11) .

donde los coeficientes ago, o1, @10, 11 € {0,1}. Asi, usando estos superoperadores bosénicos definimos los
superoperadores colectivos como [64]

z

"ij J(r)Ti(r
AR =3B (A1)

r=1

Cabe mencionar que los superoperadores bosénicos satisfacen las reglas usuales de conmutacién [I;E;"), lv)g;ﬁ] =

Sij kil Y [lu)g),lu)g)} = [5%”,5&”] = 0. Cabe aclarar que estos superoperadores bosénicos solo se introducen
como un apoyo para definir los superoperadores colectivos.
A continuacién se muestra la equivalencia de algunos mapeos lineales de £?N reescritos con superoperadores

colectivos.

) |y A0 i1
S 6l = Allp)
™
11
S 6016 = A% )
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. 10
Jilp) = (AOO +A°1) n)
. _10 .00
ode = (i)
. 00 _01
J-lp) = <Ai° +AE) p)
. U1 _01
o) J- = (Aio +A$°> lp)
_10 J11
Y 60601 = <Ai° +Ai1) 1)
_o1 11
S ol - (48 4 ) 10
01 .00
So0a e = (a8
() |y 407 5(r) {10 o 4
S 1) eel = (Aio +A£°) 1)

Para calcular estos mapeos, consideramos la base de productos externos de L4 y vemos como actdan los
superoperadores del espacio completo. El resultado lo podemos escribir con los superoperadores bosénicos del
parrafo anterior, lo que nos da directamente el mapeo a superoperadores colectivos.



Apéndice B

Calculo de la constante de
propagacion

A continuacién mostramos explicitamente las identidades que tenemos para el modo fundamental, de forma
que podamos hacer la cuantizacién en la seccién todo esto obtenido en [132]. Primeramente, para encontrar
los valores de la constante de propagacién S del inico modo espacial debemos de resolver

Jo(ha) B ni +n3 Ki(qa) 1

haJi(ha) 4n?  qaKi(ga) = h2a?
ni-ni Kigw \*, 8 (1 1\ B.1)
4n?  gaKi(qa) n?k? \ ¢®?a® = h2a? ’ ’

donde por simplicidad se han introducido las contantes de propagacién modificadas h = /n2k2 — 2 y q =

B2 — n2k2. Cabe mencionar que se denota como J,, a las funciones de Bessel de primer tipo y como K, a
las funciones modificadas de Bessel de segundo tipo.

B.1. Funciones de perfil para los modos guiados

Las funciones de perfil para el campo eléctrico de los modos guiados estd dado por

e (1) iAL ’J(ll((gs)) [(1—s)Jo(hr) — (14 s)J2(hr)] para r<a, (B.2)
" tA[(1—s)Ko(gr) + (1 + s)K2(qr)] para r>a.

) (1) —pAf IJ?((;?Z)) [(1—s)Jo(hr) + (1 + s)J2(hr)] para 7 <a, (B.3)
¢ —pA[(1—-s)Ko(gr) — (1 +s)K2(qr)] para r>a.

2q Ki(qa

€% (1) fAZ Jll((l-(bla)) Ji(hr) para r<a, (B.4)

? fAQB—qu(qr) para r>a.
donde A es una constante de normalizacién de forma que se satisfaga (3.54)), identidad que nos da
1 =2n|A]*d®(Pin} + Panj) (B.5)
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donde
P = [Z il((f(fa))} {(1 — )2 [J3 (ha) + Ji(ha)] 4+ (1 + 5)* [J3 (ha) — Ji(ha)Js(ha)| +
52 [Jl(ha) Jo(ha)Js(ha)] }

P, = (1-5)?[Ki(qa) — Ki(qa)] + (1 + 5)* [K1(ga)Ks(qa) — K3(qa)]
+2;2 [Ko(qa)Ka(qa) — K7 (qa)] -

En todo lo anterior se tiene definido

5:(1+ 1 ){J{(ha) L _Kilga)

g?a®  h%2a? ) | haJi(ha)  qaKi(qa)

B.2. Funciones de perfil para los modos radiados

Para los modos radiados las constantes de propagacién modificadas h = y/n?k? — 82 y ¢ = \/n3k? — B2.

Asi, las funciones de perfil del campo eléctrico son

RO . ﬁ (5]1{4;],’,1 (hr) + im%BJTn (hr)) para r<a, 56)
' - q% Z7'=1 2 <5quH7('JL) (qr) + im‘”,ﬂD]‘var{)(hT ) para T >a. :
) Az (zm Adm (hr) = hw'“OBJ;n(hT)) para r<a,

- : )’ B.

% q% Zj:l 2 (ngCan]L)(qT) - qw#oDjHﬁy]L) (qr)) para 1 >a. (B.7)

AJp(hr) para r<a
(V> = . b
- - { Z:j:1,2 Cij(y{)(qr) para T >a. (B.8)

Donde B, C; y D; se relaciona a A de la forma

, na|Vj|* + |L;|?
B = dHicoey| —=——5—5A4; ara sgn(m) = +
VIR et gn(m)
c; o= (- 1)”1”1 Y(AL; + ipocBY;)
nz
D; = (-1 I“TZ (i0cAV; — BM;).

y para simplificar las expresiones se definen

mkf

_ 2 2 (5)*
j — - m Hm )
V; ah?q? (nz —n1)Jm(ha) (qa)
L ()% 1 ()%’
My = G Inh)HE (qa) — < (h) HD (qa)
ni (4)* n3 (§)*
L = ST HE (q0) - "1 (ha) Y (qa).

Finalmente de la identidad de normalizacién (3.58)) se tiene

8
1= T2 (10 + 22Dy P)



Apéndice C
Poblacion de atomos excitados

El promedio de &tomos excitados P™) como funcién del tiempo es presentado abajo para M = 1,2,3

excitaciones, y considerando como condicién inicial los estados simétricos mixtos (4.25) y los estados simétricos
de Dicke (4.32)). Esto, usando el método exacto presentado en la seccién Recordemos que se tiene y19 = I'—~
y por comodidad se usara una u otra forma, asi

1 —[P+(N—
Pl (1) = =00, (C.1)
1 N-1 - 1 _rev—1
Prgliz(ed(t) = N € ( e + Ne [ ¢ )’Y]ta (02)
(2) _ 2 [ 2\ —(T—)t { 2
P t)y = N —2 + + 3N —5N +2
dlcke( ) N [y10 + (N = 2)7] [y10 + 2(N — 1)4] {( )v107 710} € Y107 ( )
(N = 1)v%, +2N(N — 1)272}6—[”(“1)7“ —2N(N — 1)726_2[F+(N_2)’Y]t:| ) (C.3)
(2) _ (N 1 27 [v10 + 2(N = 2)9] ) —(T—)t ( 1 27 [y10 + (N — 4)9] >
P t = 2 — e + [ — + X
mixed (V) { N N [y10 + (N = 2)9] [v10 + 2(IV = 1)7] N Ny —27] [y10 + (N — 2)7]
e~ [T+HN=1)7]t _ 4220+ (N=2)9]t (N - 2)y2e~2TH(N=4)9]t .
Nvio+ (N =2)7][y0+2(N —=1)7] N[y —27][y10 + (N — 2)7]
PO (1) AN = 2)7° [y10 + 3(N = 2)y] e BIFEN DA ~ dy10(N — 2)y2e” PIH(V -0l
dicke B [vi0 + (N = 4)7] [vi0 + (N = 3)7] [v10 + 2(N = 2)7] [2710 + 3(N = 2)7] N [v10 — 2] [v10 + (N = 2)7] [v10 + 2(N — 2)7]

4(N = 2)(N — 1) (y10 + Ny) y2e 2TV =21 2710 (27% + (5N = 6)y107 + (N — 2)(3N — 4)72) e=(T=mt

" Ny + (N — 9] [y10 + (N — 2)7] [y10 + 2(N — 1)7] TN [vi0 + (N = 2)7] [2710 + 3(N — 2)7] [y10 + 2(N — 1)7]

(N =2) (v + (2N = 3)3%07 + (N = 9)(N = 1)y107? = 2N(N = 1)7?) e~ THN =0t
N [v10 = 279] [v10 + (N = 3)7] [v10 + (N — 2)7]

)
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AN — 4)(N — 3)73e—Br+WN=7)]t
PO 1) = 3 ( ) e

mixe

16(N —3) [y10 + (N — 6)y] 7 e” BTHEN=21Tt
(N —2)(N — 1) [y10 — 27]? [2710 + (N — 4)7] * N(N —2) [yi0 — 47] [2710 + (N — 6)7] [v10 + (N — 4)7] [y10 + (N — 3)7]
i 24 [y10 + 3(N — 2)7e] P 3 FN =8t
N(N =1) [y10 + (N = 4)7] [v10 + (N = 3)7] [v10 + 2(IN — 2)7] [2710 + 3(N — 2)9]
8 [720 + (N = 4)y710 — 1292] 42 72T+ (N =21t
N [y10 — 4] [r10 + (N — 4)7] [0 + (N — 2)7] [y10 + 2(N — 1)7]

4 [(N =209 + 12+ NBN — 14)}373, + 2{N[14 + N(N — 8)] + 4}7>710 = 8(N = B)(N — 2)5°] 52~ BT +N =1t
N [v10 = 291 [y10 + (N = 93] [y10 + (N = 2)7] [v10 + 2(N — 2)7] -
[2950 + (BN = 16)y7{o + [26 + N(AN — 27)]745o + {N[12 + N(N — 11)] + 44}7%4}; = 8[3 + N(N = 7)]v* 710 + 24(N = 6)77]
N [v10 = 29]% [2710 + (N = 6)7] [y10 + (N = 3)7] [v10 + (N — 2)7]

—(T=v)t
o [TH(N=1)~]¢ ¢ —1)47
" N vio + (N — 471 o + OV 871 10 & (N — 2071 o + BN — 23] o + 20N — D] (‘“N o

+8[3N(N — 3) + 4]y~ + {N[BN(11N — 57) + 378] — 52}42+2, + 6(N — 4)(N — 3)(N — 2) (N3 —4N%2 4 N — 2) 25+

(N{3N[N(20N — 151) + 357] — 730} — 88)7°77, + (N — 3)(N{N[N(31N — 221) 4 446] — 192} — 16)%710)] . (C.6)



Apéndice D

Suma con las constantes de
acoplamiento g,

Una de las identidades que aparece al resolver las ecuaciones en el capitulo [5] es la suma sobre los modos
guiados Za |ga|26_i““Teik"(ZT_ZS). Para transformar la suma sobre los modos a integrales sobre la frecuencia
wq debemos de tener la relacién de dispersién ko = ka(wa). Para los modos guiados tal relacion es ko = na%
donde vy es la velocidad de grupo del modo fundamental dentro de la guia de onda. Introducimos la etiqueta
Ne = £1 para indicar la direccién en la que viaja del campo (propagante o contra-propagante) a lo largo del eje
de la guia de onda. Asi, usando la frecuencia del modo y la direccién de propagacién transformamos la suma de
los modos guiados como ) — Zna:il fooo dwa p(wa) en donde p(wa) es la densidad de modos [221]. En este
trabajo consideramos que las guias de onda son homogéneas de forma que no hay una direccién de propagacién
preferente, por lo que la densidad solo depende de la frecuencia. Haciendo uso de lo expuesto arriba, podemos
escribir nuestra expresiéon como

Z ‘ga‘267iwaT6ika(zrfzs) _ / dwe, p(wa)|ga (w)2{eiwa (T—7rs) + ein(T+TTS)} 7
o 0

Zr—Zs
vg
Para estudiar solo los efectos no-Markovianos asociados al retardo y no por la estructura del reservatorio ni

de las guias de onda, asumiremos que la densidad de estados y la constante de acoplamiento es aproximadamente
el mismo en todo el espectro de frecuencias. A estd hipdtesis se le llama Aprozimacion de Weisskopf- Wigner.
Esto nos permite evaluar w, &~ wo en las funciones p(wa) y go. Bajo esto tenemos

Z |ga|2e—iwaTeika(zT—zs) . p(w0)|90‘2/ dwa{e—iwa(T—‘rm) + e_iwa(T+TTs>} )
o 0

donde 1,5 =

Para continuar, haremos uso de la formula de Sokhotski-Plemelj

(/ (mme—maa:—4PV(%)—%ﬂﬂa% (D.1)
0

donde PV hace referencia al valor principal de Cauchy, y su contribucién la podemos absorber en la frecuencia
de transicién atémica ya que solo es un corrimiento de frecuencia de Lamb [29]. Asi llegamos a

: : T §(T = 77s) + 6(T + s
Z |ga‘26—zAaTelka(zr—zs) _ ’YeZ ( T )g ( + 7 ) . (DQ)

. .. . _ 2
donde hemos definido que las tasas de decaimiento en los modos guiado son v = 4mp(wo)|go|”. Cabe aclarar
que este valor es el mismo que obtenemos para la dindmica Markoviana (3.36]), lo que nos permite comparar
los procesos de emisiéon en una dindmica u otra.
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Apéndice E

Resolucién de la integral sobre
frecuencias de a

La expresion (5.30]) puede escribirse como una integral sobre frecuencias en lugar de una suma sobre modos.
Esto es igual a

, A -1
e + 'Aa + Y Y, ip =T —iAnT Aa 4
i(s) ~ s—ld(s)/ _ S-AZ 2~ 2° i f | ‘COS(.A T+ ¢) ‘ _aA.,
7T —wo [Ee”’e_”e—l aT + s+ iAq + 5] [5614)8_”6_1 aT — s — Ay — 5]
_ Yals\I -t E.1
- S_;a(s) (57’7777 ¢) ) ( . )

donde A, = wa —wo, ¥ ya que estamos trabajando con frecuencias épticas podemos extender el limite inferior
de la integral a —oco.

Para calcular I(s,~y, T, ¢) primeramente vamos a reescribir el denominador dentro de la integral usando los
polos de la expresién para la variable A,. Los polos estdan dados por la ecuacién caracteristica

. _ s 1
%eﬂbe STe 1Aa7_0<5+’iA(¥+%) =0 > Z — {5—{—%— *LL]C(O'T)} s (EQ)
T

donde usamos las ramas k-ésimas de la funcién W de Lambert Wy, [191] y 0 = £1. Ademads introducimos la
variable r = %e””/ 2+i¢  Agf usamos la Descomposicién en Fracciones Parciales obtenemos que

o0
1 T z i
- ; , - =- ——, (E3)
[%6“756757671A0<T + 5+ ilAg + %:I [%ewﬁe*-ﬁ'e*ZAaT — 5 —iAgy — %] 2 Z Z Wk(gr) Ao — Ag

k=—occo==%£1

donde Aj = (1 + Wi (or))~'. Usado la férmula integral de Cauchy obtenemos las identidades

* s+ilAa+ 2 Wi(or)
2P T2 A, = 2mi 9T E.4
[ et ()
® eTRaT cos(AaT + ) i
= A, = 2mie'® . E.
/_OC A. - A7 d mie (E.5)

Para la segunda integral hemos usado que S(A%) > 0 ya que la parte real de s puede tomarse tan grande como
se necesite. Asi llegamos a

= Te'?
I(s,y,7,¢) = —7 Z Z T Wik(ar) (1 + 2Wk(ar)> , (E.6)

k=—occ o=%1
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Finalmente usamos las siguientes identidades para las funciones de Lambert [222]

- 1 1
k;w W - 2 (E.7)

= 1 1
k;@ Wes) T W2() 2 (ES)

y llegamos a que I(s,v, T, ¢) = —x. Por tanto (E.1)) nos da que a(s) = (s ++)~ "



Apéndice F

Transformada inversa de Laplace de

B(()}’Q)

Para obtener B((ll‘m(t) debemos aplicar la transformada inversa de Laplace a la expresion (5.33)). Para ello,
similar a lo hecho en el Apéndice [E] escribimos la fraccién dentro de la suma usando los polos del denominador.
Pero en este caso los polos los calculamos para la variables s, de forma que encontramos

1
Sho = —% —iAg + —Wi(or) = — - —iA,. (F.1)
T

Recordando que @(s) = (s 4+ )" obtenemos
B e D R S e (e . |
2 = = Wi (or) (s+7)(s—s7,) 2 s+ 70 —s7.)

donde £7! denota la transformada inversa de Laplace. Usando las siguientes identidades

. s+ila+ 2 _ 3 -0 ., 3 HiAa+ s, o7 ot
(s+7)(s—s7,) e "t € (F.2)
T %k«

Sta T Sha T

- o s7 -7 —y(t—7 t—

o ——— ) = {e Talt=r) _ o=t >} Ot - 7) (F.3)
(s+7)(s—57.) Sk T

y tomando bg'> = BEJ') (t)e’A“t obtenemos la expresién (5.34), donde hemos usado explicitamente que para los
modos guiados se satisface que kad = 1o (Aot + @).
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Apéndice G
Solucién de las amplitudes c,

Para dar una soluciéon completa a continuacién presentamos la solucion de la amplitud de probabilidad de
tener dos modos iguales excitados cq(t). Aunque como hemos descrito, en lo subsecuente podemos despreciar
la probabilidad de este proceso. Para calcular la funcién recordemos que cq(t) = Co ()2, y acordé a las
ecuaciones y podemos deducir que se satisface que

2V/2g12 s+iAa + 1 — Ze'Pe *Te "7 coslka (21 — 22)]

- - , - - , G.1
(s +7)(s +2iAs) [%e“ﬁe*”e*m(ﬂ + s+ ilAa + %} [%e“ﬁe*”e*mfﬂ —s—iAy — %] (G-1)

Cols) = —

en donde hemos aproximado 4|ga|?/(s +iAa) ~ 0. Usando los polos (F.1)) tendremos

oo
o
) A
Wi(or) s —s?
k=—o00c o=%1 k( ) ko

1
[%ei‘?e—s‘fe—iAaT +s+ilAq + %] [%ei¢e—576—iAaT —s— 1Ay — %} B

NS

Al pasar al dominio temporal obtendremos

Aa- 2iAat _1 s+ ZAa + %
calt) = Z Z Wi(or) { ((5+'y)(s+2iﬁa)(8_sg,a)>

k=ococ o=%1
T ig—ilaT . -1 e T
B) e Cob(kad)ﬁ <(5 T 'y)(s T QZAQ)(S — Szya)) :|
> { i je—TtH2iAat Wi (o) oDt/ 2+t
- - Aot 7/2 Bati(y—1p) T [Batig/ABati(r—75/2)]
iDaT —y(t—T)+iAq (2t—T)
Y ig e e
+—=e"?cos(kad)O(t — T - - + - -
g¢" coslkad)O( ){ B+ /A Ba T 07/2 | Ba T /2 B #1027/

9e—8 (t=7)/2+iBat G
e v g/ ABa v il /2 (| o
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Apéndice H
Valores estacionarios

En el limite de tiempo largos tal que vt > oo la expresién (5.34)) puede aproximarse como

el

_ l i(1-na)d—inadaT 7 7/2
T 2

—vpt/2  Fina(AaT+¢)/2
(o) = TS S M BT Ve
x(or) Aa—s—i('y—%‘)

o=+1k=—oc0

Lo anterior no decae a cero si la parte real de 4 es cero. Esto implica que

R B - 7W ( Wi ¢)] —0. (H.1)

Asi el tnico término en la expansién de ramas de Lambert que no serd cero en el limite de tiempo largo es
k=0,y{o=+1,¢=2mn}o {o=—1,¢=(2n+ 1)rr}, con n € N°. Esta tinica rama satisface

T or T
Wo (’Y76AY /2):%.

Tomando en cuenta lo anterior nos damos cuenta que la funcién b, toma un valor estacionario dado por
+inag (Aq7+nm)/2 1— eIinaAaT

J3) _ gae
@ 2 1+ 2 v —ila

(H.2)

Tal valor estacionario implica que la probabilidad de tener una excitacién también tome un valor estacio-
nario. Este valor lo podemos calcular por

POt 5 o00) = Z/ dAq

lo cual nos da la expresion PS” de (5.46). De igual forma, la correlacién entre los dtomos toma el valor
estacionario

727]01 AqT 2

—zA

1 _ e—iTIQAa"')2

pen = Lol cos(n) Tan e )
414+ %) Z Iy — iAal|?

Na==%1
cos(nm) _sinh ()
2 (14227

Lo que implica que plo — p /2.
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